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PRÉFACE
Au lendemain de la morl prématurée d'Henri Poincaré, ses confrères, ses amis, ses admirateurs onlélé unanimes à penser que notre pays devait rendre au géomètre qu'il venait de perdre le même hommage qu'il avait rendu aux plus grands : à Lagrange, à Laplace, à Fourier, à Gauchy. Le Ministère de l'Instruction publique a décidé de publier sans tarder les Œuvres mathématiques d'Henri Poincaré. Un traité a été conclu à cet eiïet avec l'éditeur M. Gauthier-Villars, que tant de travaux analogues, exécutés avec un désintéressement et une liabileté universellement reconnus, désignaient pour cette tâche nouvelle. Le soin de surveiller et de diriger la publication m'a été confié. Je n'en verrai pas l'achèvement; mais ce sera l'honneur de ma carrière d'en avoir provoqué et commencé l'exécution.
Le plan et le contenu des divers Volumes ont été complètement arrêtés. Dans le désir de provoquer des recherches, j'ai cru devoir commencer par le Tome H, parce qu'il contient les travaux les plus importants de la jeunesse de Poincaré, ceux qui concernent les fonctions fuchsiennes. L'hommage ainsi rendu à un savant illustre se doublera, je l'espère, d'un service rendu aux géomètres.
Dans la revision et la correction du texte, j'ai eu l'heureuse fortune d'être aidé et secondé par un jeune géomètre des plus distingués, M. Nôrlund, professeur à l'Université de Lund. Il avait fait, depuis longtemps, l'étude la plus approfondie des travaux que Poincaré a publiés sur ce beau sujet. Les notes nombreuses qu'il a ajoutées en différents
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endroits et à la fin ilu ^'ol^llne inetlruiU en évidence toute la valeur de sa
collaboration. M. Ndriuiul unit à son beau talent matbéniatique une
parfaite connaissance de la langue française.
Aux remerciements bien vifs et bien niérllés cjue j'ai le plaisir et le
devoir de lui oil'rir, je désire associer M. Ernest Lebon, professeur
honoraire de l'Université, lauréat de deux de nos Académies, qui a revu
avec le plus grand soin les épreuves et qui m'a déjà donné son concours
si précieux pour la publication du Bulletin des Sciences luatlièma-
liques et pour celle de mes Leçons.
Gaston DARIJOUX.
ÉLOGE HISTORIQUE
MEMBKIi DK L'\C\DEMIK
LU DANS LA SÉANCE l'LBLKJUE ANNUELLE DU 15 DÉCEMBIŒ l'.lLi
M. &ASTON DÂRBOIX,
SECRKTAllli; rEriPÉTLliL.
Messieurs,
Il y a un an à peine, le 17 juillet 1912, Henri Poincaré nous était brusquement enlevé. Sa mort si rapide, si inattendue, excita dans le monde entier une émotion universelle. Kn France, en Europe, en Améi'ique, des voix s'élevèrent aussitôt pour célébrer les mérites de celui dont le cerveau puissant avait manifesté tant d'aptitudes diverses;, qui s'était montré à la fois mathématicien hors de pair, physicien pénétrant et profond philosophe. C'est un devoir pour nous, qui avons vécu à ses côtés, qui avons été ses contemporains ou ses anciens, d'apporter à notre tour notre témoignage, de rappeler les enseignements et les appréciations que, seuls, nous avons pu recueillir sur la belle et noble carrière qui s'est déroulée, presque toute entière, devant nos yeux.
ELOGE lllSTOnH,lir, Il IIEKIU POINCARE.
Henri Poincarc naquit à Nancy le 29 avril i85/j. Ses parents étaient lorrains tous les deux. La famille Poincaré est originaire de Neufcliàteau, dans les Vosges. Elle peut remonter jusqu'à Jean-Joseph Poincaré, conseillerau bailliage de Neufcliàteau, qui mourut en 1700; l'un de ses petits-fils, Joseph-Gaspard Poincaré, fut maître de mathématiques au collège de Bourniont, près Neufchâteau.
C'est également de Jean-Joseph qu'est descendu le grand-père de notre confrère, Jules-Nicolas Poincaré, qui naquit à Neufchâteau en 1794- A peine âgé de 20 ans, il fut attaché à l'hôpital militaire de Saint-Quentin pendant la campagne de France, en 1814. En 1817, il vint s'établir à Nancy avec ses vieux parents et ses sœurs, et se fixa en 1820 dans une maison caractéristique du vieux Nancy, entre le palais ducal et la poite de la Craffe. Dans le discours qu'il prononça en recevant Henri Poincaré à l'Académie française, M. Frédéric Masson nous a dépeint de la manière la plus expressive cette maison « solide, massive et sans ornements, accostée d'un portail presque monumental dont les montants à bossages vermiculés supportent un fronton entrecoupé où brûle un pot de feu ». C'est là que sont nés les trois enfants de Jules-Nicolas, dont deux fils : en 1828, Léon Poincaré, qui devait embrasser la carrière médicale et fut le père de notre confrère; en 1829, Antoine Poincaré, (pii devint inspecteur général des Ponts et Chaussées et eut deux fils : M. Raymond Poincaré, président de la République, et M. Lucien Poincaré, directeur de l'Enseignement secondaire au Ministère de l'Instruction publique et des Beaux-Arts. C'est également dans la vieille maison de la rue de Guise qu'est né notre confrère Henri Poincaré, et la ville de Nancy y a fait poser récemment une plaque commémorative, offerte par l'Association des anciens élèves des lycées de Nancy, Metz, Strasbourg et Colmar.
Dans le discours ([ue je viens de rappeler, M. Frédéric Masson nous fait connaître encore les noms de deux autres membres de la famille Poincaié : un grand-oncle d'abord, le commandant Nicolas-Sigisbert
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Poincaré, né à Nancy en 1751, qui se faisait appeler Pontcarré ('); il fit la guerre d'Espagne et disparut dans la retraite de Russie; et un autre soldat, Poincaré Amé-François, dont M. Henry Poulet nous parle longuement dans son Ouvrage sur les Volontaires de la Meiirtlie; il avait appartenu à l'armée régulière et rendit de grands services pendant les guerres de la Révolution. On l'appelait « le vieux Poincaré ».
Telle était, du côté paternel, la famille d'Henri Poincaré. Du côté maternel, il ne fut pas moins bien partagé. Sa mère, originaire d'une famille meusienne et dont les parents habitaient Arrancy, était une personne très bonne, très active et très intelligente. Elle consacrait tous ses soins à l'éducation de ses deux enfants, son fils et une fille, un peu plus jeune, qui devait devenir M™'' Boutroux (-).
(') Le nom de Poincaré n'agréait pas, semble-l-il, à notre Confrère. Il aurait préféré Ponlcarré. On comprend à la grande rigueur qu'un pont soit carré, tandis que ces deux idées de point et de carré jurent de se voir ensemble accouplées. Je crois bien que c est à M. Antoine Tliomas que revient le mérite d'avoir indiqué la véritable élymologie d'un nom aujourd'hui illustie à tant de titres. Notre confrère de l'Académie des Inscriptions a découvert un « Petrus l'u^inqiiadiali », étudiant à l'Université de Paris en i4o3, et l'on a signalé depuis un Jehan Poingquarié, secrétaire de la reine Isabeau de luivlére et du duc de Bourgogne Jean sans Peur. « Le mot /)o/«_^, ajoute M. Antoine Thomas, entre encore dans quelques locutions pittoresques où il se combine avec des participes passés; on dit : frapper à poings fermés, dormir à poings fermés, livrer pieds et poings liés. Mais on ne parle plus de poings carrés. U en était jadis autrement, et c'est ce qui explique le nom de famille. »
Dans la chanson de geste de Gaydoii, par exemple, le vieux trouvère nous montre un de ses héros qui
« Hausse \q poing qu'il ot gros et quarré. » El ailleurs il nous décrit ainsi le duc Thibaud :
« Grant ol le cors, percreû et membre, Larges espaules et le pis encharné, La jambe droite et le pié bien torné; Les bras ol Ions et les pains bien qiiarrez. n
(-) C'est à M"'" Boutroux et à un camarade d'Henri Poincaré, M. le général n. P. — II. b
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Le milieu dans lequel le jeune Henri allait se développer était de ceux qui se rencontrent bien rarement. Le père, Léon Poincarc, qui exerça toute sa vie la médecine dans sa ville natale et y devint professeur à la Faculté de Médecine, était un esprit très original, dont notre Académie appréciait beaucoup et accueillait volontiers les travaux; on se souvient à Nancy, avec reconnaissance, du dévouement et du désintéressement avec lequel il exerçait sa profession. L'oncle, Anloni Poincaré, sorti dans un rang brillant de l'Ecole Polytechnique, ne se contentait pas de remplir avec distinction sa tâche quotidienne ; il a, lui aussi, adressé à notre Compagnie plusieurs Communications fort intéressantes, relatives aux problèmes les plus essentiels de la Météorologie. C'est dans cet entourage d'une élite de savants, d'universitaires, de polytechniciens, qu'allait s'écouler l'enfance d'Henri Ppincaré.
Cette enfance fut exceptionnellement heureuse, grâce aux qualités naturelles dont il était doué, mais grâce aussi aux soins dont il fut entouré. Sa mère veillait sur lui avec une sollicitude pleine d'intelligence, qui a certainement favorisé son développement. Il fut extrêmement précoce et parla très tôt, mais d'abord assez mal, parce qu'il pensait plus vite qu'il ne pouvait parler. Il fut relardé à l'âge de 5 ans par une diphtérie, à la suite de laquelle il eut pendant neuf mois une paralysie du larynx. Cette maladie le tint longtemps faible et timide. Il n'osait pas descendre un escalier tout seul, et il fuyait les camarades de son âge dont il redoutait les brutalités. Dès qu'il sut lire, il devint un lecteur acharné, il ne lisait pas deux fois le même livre; mais il lisait de telle sorte que le livre était comme gravé dans sa mémoire. Il était toujours en mesure de dire à quelle page et à quelle ligne il avait vu telle ou telle chose. Il a conservé cette faculté toute sa vie, et même il replaçait dans le temps, avec une précision extraordinaire, les événements les plus insignifiants dont il avait été témoin.
Il se passionna d'abord pour l'histoire naturelle. La Ti-rrc cnanl le
Xardel. que je dois, sur l'enfance de noire Confrère, les renseignements dont je fais usage ici. J'ai fait aussi quelques einprunls à un article publié dans le journal L'Enfant par M""" Henri Beau, née de Loménie.
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déluge, de Louis Figuier, qu'il avait lue à 6 ou 7 ans, avait été pour lui une révélation. On lui donna d'autres Ouvrages du même auteur. On le faisait travailler alors avec un inspecteur primaire ami de sa famille, M. Hinzelin, qui a publié des livres élémentaires estimés; M. Hinzelin ne lui donnait pas beaucoup de devoirs écrits, mais se laissait poser des questions et satisfaisait à toutes les curiosités de son élève. C'est ainsi que le jeune Henri apprit beaucoup de choses, sans que personne se rendit un compte précis de ce qu'il savait. Lorsqu'il entra au lycée en neuvième, au mois d'octobre 18G2, sa mère se demandait s'il pourrait suivre les cours; mais elle fut vite rassurée, car son fils fut classé premier à la première composition et continua assez généralement à occuper ce rang dans toutes les branches.
,T'ai eu sous les yeux un carnet qu'elle avait précieusement conservé et où se trouvent consignées toutes les notes et toutes les places que son fils avait eues pendant cette année de neuvième. Un simple coup d'œil, jeté sur ces notes, nous montre déjà en lui un enfant au-dessus de la moyenne; mais elles ne font pressentir en rien ses futures aptitudes mathématiques; tout au contraire. C'est surtout en histoire et géographie qu'il se distinguait alors. Le carnet se termine par une composition française où l'on reconnaît déjà, bien qu'elle soit encore mal formée, l'écriture anguleuse si caractéristique de notre Confrère. Cette composition, qui se recommande par des qualités de sentiment et de style bien rares chez un enfant de 9 ans, mérite le nom de « petit chef-d'œuvre » que lui avait appliqué le professeur.
Notre futur Confrère avait le travail si facile qu'on ne le voyait jamais faire de devoirs ( '). II s'amusait franchement, riait, plaisantait, se don-
(') « Il n'était pas. nous d'il le général Xardel, l'écolier modèle qui reste pendant des heures assis devant sa table, le nez sur ses livres et sur ses cahiers. Combien de fois, en allant après la classe, vers 5 ou 6 heures, lui demander quelques éclaircissements sur ses devoirs, obscurs pour moi, lumineux pour lui, combien de fois l'ai-je trouvé dans la chambre de sa mère, allant et venant. |irenanl pari aux conversations et, en apparence, occupé de toute autre chose que de faire ses devoirs. El puis, tout à coup, il s'approchait de la table, et, sans s'asseoir, posant
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liait au jeu de tout son corps. Il ne réussissait guère dans les jeux de force et d'adresse, ni dans ceux qui exigent quelque patience; il préférait ceux où son esprit avait une pari, ceux auxquels il pouvait se livrer en compagnie des sœurs des petits camarades dont sa mère l'entourait volontiers.
Au moment des vacances, il allait chez ses grands-parents, M. et M'"" I^annois, à Arrancy, en pleine campagne, où on lui laissait une entière liberté dans les limites d'un grand jardin. C'est dans les allées de ce jardin qu'il se promenait, en marchant très vite, un bâton à la main. De temps en temps, du bout de ce bâton, il écrivait ou dessinait sur le sable; et l'on s'apercevait alors que, tandis qu'il était censé se reposer, sa tète travaillait malgré -lui.
11 aimait les bêtes; la seule fois qu'il ait tenu un fusil, il a tiré au hasard dans un arbre et il en est tombé un oiseau blessé. Depuis ce temps, il n'a jamais voulu tirer un seul coup de fusil.
La tendresse qu'il avait pour les animaux ne l'empêchait pas d'aimer ses semblables. Il n'y a pas eu de fils ni de frère plus affectueux que lui. Il était, de même, doux et gentil avec ses camarades, toujours modeste et conciliant, sans chercher à faire valoir sa supériorité. Mais, quand il s'agissait de choses auxquelles il tenait pour de bonnes raisons, il opposait aux autres une résistance passive, qui était inébranlable.
Pendant les vacances de i865, au sortir de la septième, nous dit le général Xardel, nos familles se réunirent pour aller passer quelques semaines à Gérardmer. Henri voulait tout voir, tout comprendre, et nous expliquait tout. Il y a à Gérardmer un écho célèbre, l'Eclio de Rambercliamp, que nous faisions causer. Henri nous exposait la théorie de l'écho, il connaissait la vitesse du sou et la distance exacte à laquelle il fallait se placer. Nous cherchions ensemble, au bord de la Jamagne.près du poiU des Fées, la pierre de Chailemagne, où Henii retrouvait et montrait
un genou sur la chaise, il [)renait sa plume de la main droite ou de la main gauche, au hasard, écrivait quelques mots ou quelques lignes, puis reprenait ses allées et venues, et la conversation interrompue. Après quelques pauses semblables, le devoir se trouvait fait tout de même, el bien fait. Il écrivait alors iiidilléreinuient de l'une ou de l'autre main, et également assez mal. »
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l'empreinle laissée dans le granit par le cheval, qui, d'un bond, avait franchi le torrent. On venait de terminer et d'inaugurer la belle route du Col de la Schlucht que suivait une ligne télégraphique. Jusqu'alors, nous n'avions vu de télégraphe que le long du chemin de fer. Télégraphe et chemin de fer nous paraissaient inséparables. Un télégraphe sur une route, c'était extraordinaire. Henri trouvait cela très simple, il nous expliquait le télégraphe Bréguet, l'électricité et la transmission des dépêches. .. . Il avait la gaîté et l'expansion d'un enfant, mais il raisonnait comme un houinie.
En 1867, ayant visité ['['^xpositioii universelle et acquis quelques notions sur la politique, il eut Ticlée de fonder, dans le grand jardin d'Arrancy, oi'i il passait ses vacances en compagnie de sa sœur et d'un cousin de son âge, un triple gouvernement, une sorte de fédération qu'il appela hTrinasie. Cela devait durer plusieurs années. C'est lui qui élabora la constitution de la Trinasic, qui distribua les ministères, qui inventa des langues particulières pour les trois royaumes et aussi leur langue commune, le Trinasien.ll se trouva que, sans en avoir l'air, il s'était attribué tout le pouvoir; mais il n'en abusa pas.
L'existence de la Trinasie fut le prétexte d'une foule d'entreprises et de réjouissances des plus variées. Quand il y avait des représentations de gala, c'était toujours notre futur Confière qui avait composé les drames et les comédies. C'est ainsi qu'il fit à i3 ou i4 ans un drame en vers sur Jeanne d'Arc.
En dehors de ces semaines de liberté, où il jouissait de la solitude à deux ou trois, il y avait la grande semaine, celle oi'i se réunissaient, tantôt ici et tantôt là, tous les parents de la région. Il s'amusait franchement à ces fêtes où il ne dirigeait plus. Il jouait un rôle actif dans les comédies et les charades ('). Il aima aussi beaucoup la danse; il y était infatigable. Comme il avait le travail facile, il était toujours prêt à sortir, à se promener, à s'amuser, et ses études n'en souffraient pas.
(') <i Le répertoire, nous dit le général Xardel. c'était d'abord Labiche; plus lard, nous ne craignîmes pas d'aborder celui de la Comédie-Française avec Madeinoiselle de ta Seiglière. Henri faisait le Marquis, dont on disait : Il vivra cent ans et il mourra jeune. Hélas! il n'a réalisé que la lin de la prophétie. »
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On a déjà remarqué plus d'une fois qu'il était distrait; il l'était sans doute, comme tous ceux qui se laissent absorber par leurs pensées; cela ne rempêchait pas, lorsqu'il le voulait, de fixer son attention sur un sujet donné, aussi longtemps qu'il était nécessaire. Une de ses distractions habituelles consistait à ne pas savoir si, oui ou non, il avait déjeuné. Un jour, à l'âge de 7 à 8 ans, en marchant dans la rue du Ruisseau, qui longeait un ruisseau à découvert, coupé çà et là par de petits ponts, il oublia de traverser en même temps que sa mère et sa sa?ur; il continua son chemin sur l'autre rive; mais, dès qu'il s'en aperçut, il les rejoignit en ligne droite, en plongeant dans l'eau jusqu'à la ceinture.
C'est lorsqu'il était en quatrième que se dessina sa vocation pour les Mathématiques. A partir de ce moment, cette vocation ne fit que grandir et devint de plus en plus impérieuse et absorbante. Pourtant il poursuivit jusqu'au bout, avec le même succès, ses études classiques. Nous avons là-dessus le témoignage d'un de ses professeurs d'alors, M. de Roche du Teilloy, Secrétaire général de l'Association amicale des anciens élèves des lycées de Nancy, Metz, Strasbourg et Colmar.
Qu'il m'est doux, écrivait-il dans V Annuaire de cette Association pour 1912, de louer Henri Poincaré, que j'ai si bien connu et tant aimé, qui devenait mon ami quand il était encore mon élève. Comme je comprenais l'admiration qu'inspirait à ^'oltaire finissant le jeune sage Vauvenargues.
Pendant la guerre de 1870, alors que, le professeur étant enfermé dans Paris, je fus, jusqu'à Pâques, chargé d'une partie de la Rhétorique aux élèves du lycée de Nancy, je fis enfin connaissance de Henri Poincaré. Quel élève supérieur et original ! Un jour que je lui avais proposé comme sujet de composition préparatoire au baccalauréat es lettres les dillérences entre i'Iiotnme et l'animal, après m'avoir lu son travail, jeté sur de petits morceaux de papier de tons formats, il me demanda quelle note probable il obtiendrait à l'examen; je lui répondis que je ne sauiais le dire, très bonne ou médiocre, que c'était troj) personnel, trop original, trop osé, trop fort même, pour un candidat au baccalauréat. Désirant conserver celle étude si curieuse, je lui fis promettre de me la copier; sa modestie ne lui permit pas de me tenir parole. D'ailleurs, au baccalauréat, il fit une dissertation très distinguée sur celle question : « Comment une nation peut se relever d, dont M. de Margerie fui vivement fiappé.
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Poincaré fut en effet reçu, le 5 août 1871, avec la mention bien. Sa composition latine fut, si nous en croyons les notes, supérieure même à sa dissertation française; il fut bon, ou très bon, dans toutes les parties de l'examen.
Et pourtant, il avait eu, lui aussi, sa part des épreuves de l'année terrible.
Quand la guerre éclata, Henri Poincaré avait 16 ans, il était trop jeune et trop délicat pour s'engager; mais il était à Nancv, en plein cœur de l'invasion, il en vit toute l'horreur, d'abord dans les ambulances où il accompagnait son père, mais surtout pendant un voyage qu'il Ht avec sa mère et sa sœur, à travers des difficultés inouïes, jusqu'à .\rrancy, où la santé de ses grands-parents, ébranlée par les émotions de la guerre, appelait M™" Poincaré. Arrancy était près du champ de bataille de Saint-Privat; il fallut, pour y arriver, traverser, par un froiil glacial, des villages incendiés, vides d'habitants. Quand on eut atteint le but du voyage, on trouva la maison familiale dévastée. Les Prussiens avaient tout emporté, les objets de valeur comme les objets sans valeur, l'argenterie, le linge, les provisions de toutes sortes. La cave, le fruitier, la basse-cour, tout avait été saccagé; et, le jour du départ des ennemis, NL et M""' Launois se seraient couchés sans dîner si une pauvre femme du village, que sa misère avait préservée du pillage, n'était venue, une soupière pleine à la main, leur ofTrir de partager son pauvre repas, heureuse de leur témoigner sa gratitude pour les bienfaits qu'elle aval t reçus d'eux. Jamais Henri Poincaré ne devait oublier ce voyage, et c'est l'impression qu'il en garda, comme la douleur qu'il ressentit en voyant sa ville natale occupée si longtemps par les ennemis, qui firent de lui l'ardent patriote qu'il est resté toute sa vie. C'est pendant la guerre qu'il s'apprit à lui-même l'allemand, qu'il ne savait pas, pour pouvoir lire, dans les seuls journauv qu'il eût à sa disposition, les nouvelles qu'il avait le vif désir de connaître (' ).
Voici ce que nous.dit à ce sujet M. de Roche du Teilloy :
Quand je n'avais pas eu le temps de lire les journaux je priais Poincaré de me tenir au courant des nouvelles, d'apprécier les événements. Quelle netteté! Quelles impressions justes ! C'étaient de bons premiers-Paris improvisés. Le sens des affaires politiques, du patriotisme, est inné dans la famille Poincaré.
Après avoir passé en août, comme nous l'avons vu, le baccalauréat (') M™" Henri-Beau dans le journal L' Enfant, décembre 1912.
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ès lettres, Poincaré se présenta, trois mois aprôs, en novembre i<S-i, au l)accalainvat es sciences. 11 faillit, chose étrange, être refusé, et refusé pour la composition de Malhémati([ues. Il parait qu'il était arrivé en relard et avait mal compris le sujet. Heureusement, il avait déjà sa petite réputation. « Tout autre élève que lui, dit le Président du Jury en proclamant le nom des admissibles, aurait été refusé pour sa composition de Mathématiques. » 11 est inutile de dire qu'il se releva brillamment à l'examen oral; il fut reçu avec la mention assez hirn.
Cette composition de Mathématiques, qui faillit jouer un mauvais tour à notre Confrère, avait pour principal objet la démonstration de la formule qui fait connaître la somme des termes de la série la plus simple, une progression géométrique convergente. Il semble que les séries, dans le domaine desquelles il a fait plus tard de si brillantes incursions, voulaient se venger par avance des violations de domicile qu'il devait leur infliger.
Muni de ses deux baccalauréats, Poincaré entra dans la classe de Mathématicjues élémentaires, où il commença à donner des preuves de ses aptitudes extraordinaires. A la fin de cette année scolaire 1871-1872, il obtint le premier prix de Mathématiques élémentaires au Concours général, où il avait à se mesurer avec les élèves de tous les lycées de France, et se présenta, pour faire plaisir à son professeur, à l'Ecole Forestière, où il fut reçu deuxième.
L'année suivante, il entra en Mathématiques spéciales, où il rencontra deux jeunes camarades cjui devaient se faire un nom dans la Science, Paul Appell, (jui siège aujourd'hui à notre Bureau, et Colson, qui professe à l'Ecole Polytechnique et a été plusieurs fois notre lauréat.
Dès la première leçon, nous dit M. Colson, le nouvel élève, un peu voùtt' déjà, perché sur les ^'radins supérieurs comme il convient à un nouveau, soi lit de sa poclie un faire part d'enterrement en guise de cahier de notes. Nous crûmes à un oubli; mais, les jours suivants, nous le vimes avec stupéfaction griironner quelques lignes sur la même feuille, facilement reconnaissable à sa bordure de deuil. Kvi-
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déminent, le nouvel élève n'était pas sérieux. Il fallait s'en assurer. Car enfin, il avait eu le premier prix au Concours général, même sur les lycées de Paris. A la sortie d'un cours, on lui délégua un vieil élève de quatrième année poui' lui demander une explication sur un point qui avait paru particulièrement obscur. Poincaré la donna immédiatement, sans réflécliir une minute, et partit en laissant son interlocuteur et les témoins dans un tel ébahissement que l'un d'eux se demanda : Comment fait-il?
De son côté, M. Appell nous fournit l'appréciation suivante :
Dès la rentrée, son intelligence se révéla immédiatement à son professeur Elliol, comme à nous ses condisciples ; il avait le don génial d'apercevoir immédiatement, avec le détail particulier à chaque question, l'idée générale dont elle procède et la place qu'elle occupe dans l'ensemble. Il avait aussi cette simplicité, celte horreur de l'efTel, ce bon sens lorrain, cette amitié sûre qu'il a conservés toute sa vie.
A la fin de celte année, Poincaré eut encore le premier prix au Concours général de Paris et des départements ('). Il fut reçu premier à l'Ecole Polytechnique. Nous avons recueilli de diverses sources des renseignements sur la manière dont il passa ses examens.
Par pure curiosité, nous tlit M. de Roche du Teilioy, j'assistai à son examen oral de Mathématiques; la salle, ordinairement presque vide, était comble, spectacle curieux. Il parlait lentement, sarrêtant, fermant parfois les yeux, demandant la permission d'interrompre sa démonstration pour en essayer une autre dans un petit coin du tableau, puis s'écriant : « Non, décidément, j'en reviens à ma première démonstration, plus courte et plus élégante. » Venait-il de l'inventer? L'examinateur était émerveillé.
(') Ce succès surprit agréablement ses parents, car notre Confrère leur avait annoncé que, n'ayant écrit qu'une page, il n'aurait aucune nomination. C'est sans doute à celte composition que se rapjiorte le propos suivant tenu par M. Hollier :
« Un jour, nous dit M. de l'ioche du Teilioy, je dînais à I^aris chez un commun ami avec M. Rollier, inspecteur général des sciences pour l'Enseignement secondaire. « Vous avez à Nancy, me dit-il, un élève de Mathématiques spéciales extra- » ordinaire. C'est moi qui ai corrigé les compositions du Concours général de » Mathématiques; eh bien! lors même que Poincaré eût fait des fautes de calcul, ■> qu'il n'eût point achevé sa copie, je l'aurais encore placé premier hors ligne, au- 11 dessus des élèves de Paris, rien que pour la façon dont il avait posé la question. » Cet élève ira loin. »
U. P. - II. c
WllI ÉLOGK IIISTOHIOIJE D'hENHI POINCAUÉ.
De son côté, M. Colson nous a conservé le souvenir de l'examen que Poincaré passa avec M. Tissol, chargé d'interroger les candidats sur les Mathématiques élémentaires.
Avant d'interroger Poincaré, M. Tissot suspendit l'examen pendant trois quarts d'iieure : le temps de préparer une question laffinée, pensions-nous. M. Tissot revint avec une question du deuxième Livre de Géométrie. Poincaré dessina un cercle informe, il marqua les lignes et les points indiqués par l'examinateur; puis, après s'être promené devant le tableau les \eu\ fixés à terre pendant assez longtemps, conclut à haute voix : Tout revient à démontrer l'égalité Ah =r CD. Elle est la conséquence de la théorie des polaires réciproques, appliquée aux deux droites.
« Fort bien, Monsieur, interrompit M. Tissol; mais je voudrais une solution plus élémentaire. » Poincaré se mit à repasseï', non plus devant le tableau, mais devant la table de l'examinateur, face à lui, presque inconscient de ses actes, puis tout à coup développa une solution trigonométrique.
« Je désire que vous ne sortiez pas de la Géométrie élémentaire », objecta M. Tissot, et presque aussitôt satisfaction fut donnée à l'examinateur d'élémentaires, qui félicita chaleureusement l'examiné et lui annonça qu'il avait mérité la note maxima.
Il y a dans ces deux récits des détails dont la vérité sautera aux yeux de tous ceux qui ont connu Poincaré.
Comme son camarade Appel!, il s'était présenté au concours de l'Ecole Normale. C'est là que je lis sa connaissance, je venais d'être nommé maître de Conférences et j'étais pour la première fois membre du jury. Poincaré fut reçu cinquième seulement et Appell second. J'ai le souvenir bien précis de leurs examens et de l'impression que l'un et l'autre produisirent sur moi; mais comme tous mes collègues du jury, Briot, Bertin, Debray ne sont plus là, on comprendra très bien (jue je m'abstienne de tout détail.
\otrc confrère Appell entra à l'Ecole Normale; Poincaré, suivant sans doute l'exemple et les conseils de son oncle, choisit l'Ecole Polytechnique, dont il devait devenir une des gloires les plus éclatantes.
Quelques-uns de ses camarades nous ont transmis des indications relatives à son séjour à cette École. Il conliiuiail à ne pas prendre de notes aux Cours et, suivant une habitude que nous avons déjà remar-
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quée, il travaillait fréqueinnient en se promenant dans les couloirs de l'Ecole. Pendant la récréation, il se joignait volontiers à la bande compacte de ses camarades de Nancy, s'accrochant au bras droit de l'un, au bras gauche de l'autre, poursuivant ses pensées sans presque parler, ni sans s'émouvoir des discussions qui, à cette époque de crise, devenaient quelquefois fort vives.
Son inaptitude pour les exercices physiques, maniement d'armes, gymnastique, était grande. Elle était particulièrement marquée pour le dessin et avait failli empêcher son entrée à l'Ecole (' ). A la fin de l'année, ses camarades, qui l'aimaient beaucoup et connaissaient son heureux caractère, eurent l'idée d'organiser une exposition de ses œuvres. Les jeunes gens sont sans pitié comme les enfants. Sous une étude de cheval, ils avaient mis touto '.crrcio; et sous une Académie tcjto y.vi]p. J'aime à croire que ces indications étaient inutiles (-).
Cette faiblesse en dessin détermina son échec à l'examen final de Géométrie et de Stéréotomie. L'impossibilité de construire par points des droites à peu près convergentes, peut-être aussi des démonstrations de voyantqui l'amenaient au but sans considération intermédiaire, indisposèrent l'examinateur, M. de la Gournerie, et valurent à l'élève une note franchement mauvaise, qui lui lit perdre le premier rang. Le premier sorti de l'Ecole fut Bonnefoi, qui devait être tué (juelques années plus tard dans un accident de mine.
Poincaré entra à l'Ecole des Mines en 1870. D'après ce que nous
(') Le général Xardel nous rapporte, à ce sujet, ce propos que l'examinateur Abel Transon. ami de sa famille, avait tenu après l'examen de Poincaré à Nancy :
« Nancy, disait M. Transon, présente un candidat bien remarquable : c'est Poincaré. Mais nous sommes bien embarrassés. Il a un zéro pour le dessin et le zéro est éliminatoire. Pour le reste il est absolument hors de pair. S'il est reçu, il sera premier ; mais sera-t-il reçu ? »
(^) Toutefois, il finit par se perfectionner. J'ai vu des dessins de lui qui ne sont pas mal. Poincaré, ([ui devait être pour ses enfants l'éducateur le plus assidu, le plus éclairé, quittant tous ses travaux pour s'occuper de leur instruction, leur distribuait ces dessins à titre de récompense.
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savons de lui, on peut assurer qu'il s'acquitta avec conscience de ses devoirs professionnels. Son camarade Lallemand, aujourd'hui notre Confrère, nous apprend que, lui ayant un jour demandé des détails à propos d'un voyage d'études qu'il devait faire en Hongrie, où Poincaré était allé l'année précédente, celui-ci lui dicta, séance tenante, le programme le plus détaillé de tous les points où il devait s'arrêter, des établissements qu'il devait visiter et même des trains qu'il aurait à ])rendre, des hôtels qu'il devait choisir, de ceux qu'il fallait éviter.
Tout en se préparant à être un bon ingénieur, Poincaré se tournait vers la Science, pour laquelle il était si bien doué. Ce qu'il faut admirer surtout dans ses débuts, c'est la décision, je ne crains pas de dire l'audace, avec laquelle il s'adresse aux questions les plus élevées, les plus difficiles et les plus générales. Négligeant de faire l'essai de ses forces sur des problèmes particuliers, il est de ceux qui, pour leurs coups d'essai, veulent des coups de maître; il va droit aux problèmes les plus importants, les plus essentiels; il ne craint pas de s'attaquer à ceux même dont la solution paraîtrait réservée à un lointain avenir.
Après avoir enlevé haut la main, en 1876, la licence es sciences mathématiques, il débuta par un Mémoire sur les propriélës des fonctions définies par les équations différentielles,' qui fut inséré en 1878 au Journal de rÊcole Polytechnique.
Notre grand géomètre Cauchy avait renouvelé les bases de l'Analyse intinitésimale par son immortelle théorie des fonctions dune variable imaginaire; mais, entraîné par ses recherches, il avait laissé à d'autres le soin d'appliqnei- et de développer ses idées. Victor Puiseux montra le premier, dans un Mémoire classique, coniment les principes de Cauchy pouvaient conduire aux propriétés essentielles des fonctions algébriques et de leurs intégrales. Briot et Bouquet abordèrent ensuite l'application de ces mêmes principes à l'étude des différentes solutions des équations diirérentielles du premier ordre. Joseph Bertrand disait volontiers que
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le Mémoire dans lequel les deux savants collaborateurs avaient exposé leurs résultats constituait le plus grand progrès qui eût été réalisé, depuis Euler, dans cette branche de l'Analyse. C'est par l'étude et le perfectionnement de ce travail magistral que débutait Henri Poincaré.
Dans la thèse qu'il présenta en 1878 à la Faculté de Paris pour obtenir le grade de docteur es sciences mathématiques, il s'attaquait à une question encore plus difficile, celle de l'intégration des équations aux dérivées partielles à un nombre quelconque de variables indépendantes. Le jury comprenait Ossian Bonnet, Bouquet et l'auteur de celte Notice. On me fit l'honneur de me confier l'examen du travail.
Dès le premier coup d'œil, il me parut clair qu'il sortait de l'ordinaire et méritait amplement d'être reçu. Il contenait certainement assez de résultats pour fournir matière à plusieurs bonnes thèses. Mais, il ne faut pas craindre de le dire, si l'on veut donner une idée précise de la manière dont travaillait Poincaré, bien des points demandaient des corrections ou des explications. Poincaré était un intuitif. Une fois au sommet, il ne revenait jamais sur ses pas. Il se contentait d'avoir brisé les difficultés, et laissait aux autres le soin de tracer les routes royales qui devaient conduire plus facilement au but('). Il fit bien volontiers le travail de correction et de déblaiement qui me paraissait nécessaire. Mais il m'a expliqué depuis qu'au moment où je le lui demandais, il avait en tête bien d'autres idées; il s'occupait déjà des grands problèmes dont il allait nous présenter la solution.
Quoi qu'il en soit, sa thèse se recommande par plusieurs notions nouvelles et importantes. J'en citerai deux seulement : celle des fonctions à espaces lacunaires, qui avait beaucoup frappé Hermite, et celle des fonctions algébroïdes, qui est appelée à jouer en Analyse un rôle des plus essentiels.
(') Dans le bel éloge qu'il a consacré à Halpiieii, nous relevons à l'appui de ce que nous venons de dire la phrase suivante :
;< Je n'ai jamais terminé un travail sans regretter la façon dont je l'avais rédigé ou le plan que j'avais adopté. »
Voi/' le Volume intitulé : Savants et Écrivains, p. 189,
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Les deux Mémoires (jue je viens de rappeler décelaient un esprit original et profond et étaient le présage certain d'un hel avenir scientifique. Poincaré était tout désigné pour THnseignement supérieur. Aussi, quelques mois à peine après sa soutenance, le i*"'' décembre 1879, il était chargé du Cours d'Analyse à la Faculté des Sciences de Caen. Dans la période de six mois où il exerça les fonctions d'ingénieur des mines, et où il fut chargé en cette qualité du sous-arrondissement minéralogique de ^ esoul, il se fit remarquer par son sang-froid et son amour du devoir. En dépit du danger qui le menaçait, il descendit dans un puits de mine, où une explosion de grisou avait fait iG victimes et allumé l'incendie.
Quand je me reporte à cette année 1879, je songe aux espérances qu'elle nous donnait pour le développement des hautes études mathématiques dans notre pays. Deux géomètres, un peu plus jeunes que Poincaré, faisaient comme lui, et contre leur gré peut-être, Fornement de nos Facultés de province. Pendant que Poincaré était à Caen, Paul Appell professait la Mécanique rationnelle à Dijon, Emile Picard enseignait l'Analyse infinitésimale à Toulouse. Berthelot, à qui ses fonctions d'inspecteur général donnaient autorité dans l'Enseignement supérieur, n'avait pas voulu (jue l'on put reprocher à la Faculté de Paris de se recruter exclusivement en dehors des Facultés de province, et on lui avait donné satisfaction. Nos deux Confrères durent quitter Paris. Mais les règlements ne peuvent rien, le plus souvent, contre le mérite supérieur et la force des choses. Deux ans après, les trois jeunes gens nous revenaient pour rester définitivement attachés à la Faculté de Paris. Poincaré, en particulier, était nommé maître de Conférences d'Analyse au commencement de l'année scolaire 1881-1882. Quatre ans après, il était chargé du Cours de Mécanique physique et expérimenlale ; et enfin, en août i8(S(3, il succédait à notre confrère Lippmann dans la Chaire de Physique inalhéiintliqac et Calcul des Probabilités. 11 devenait titulaire en même temps que nos deux confrères J3oussinesq et Emile Picard.
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Les travaux qu'il avait accomplis durant cette période justifiaient un avancement si rapide. Ils avaient pour objet la théorie des équations différentielles et aux différences partielles, la théorie générale des fonctions analytiques d'une ou de plusieurs variables, la Mécanique analytique et la Mécanique céleste, l'Algèbre et la Théorie des nombres. Tous contenaient des résultats entièrement neufs, des découvertes analytiques qui faisaient dire à un de nos maîtres : « Poincaré commence comme Cauchy. »
Nous citerons, en premier lieu, un travail tout à fait original sur les équations différentielles, présenté à l'Académie en 1880 et publié dans le Journal de Mathénialiques pures el appliquées.
Poincaré s'y place à un point de vue tout différent de celui qu'il a adopté dans son premier Mémoire; il admet que les coefficients de l'équation différentielle sont réels, et il se propose de construire et de discuter la forme générale des courbes réelles qui représentent les diverses solutions de l'équation différentielle. Le problème ainsi étudié est analogue à celui qui se présente en Géométrie analytique lorsqu'on veut reconnaître la forme générale d'une courbe d'après son équation, mais il est incomparablement plus difficile. Poincaré l'a abordé en commençant par examiner le cas où l'équation différentielle est du premier degré, c'est-à-dire où le coefficient diflérentiel est le quotient de deux polynômes.
Il a reconnu tout d'abord que les courbes représentées par l'équation différenlielle sont, soit des courbes fermées, soit des spirales. Elles peuvent contenir trois sortes de points singuliers :
1° Les cols, par lesquels passent deux courbes définies par l'équation, et deux seulement ;
2" Les nœuds, où viennent se croiser une infinité de courbes définies par l'équation ;
3'^ has, foyers, autour desquels tournent ces courbes, en s'en rapprochant sans cesse comme le ferait une spirale logarithmique;
4° Exceptionnellement enfin, et seulement dans des cas très particu-
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liers, se présentent en outre des centres, qu'entourent les courbes en s'enveloppant muluelleiiuMil.
Nous devons renoncer à diie ici comment l'Auteur étudie la distribution de ces différents points; comment il démontre, entre le nombre des cols, des foyers et des centres, une relation analogue à celle qui a été établie par l'iuler entre le nombre des faces, des sommets et des arêtes d'un polyèdre, comment enfin il étend tous ces résultats à des systèmes plus généraux d'équations différentielles; nous devons au contraire insister sur une proposition énoncée en 1882 dans une Note des Comptes rendus et qui nous parait un des plus beaux résultats obtenus en Analyse depuis Cauchy.
De toutes les découvertes que les Mathématiciens ont faites au cours du XIX* siècle, la plus féconde sans doute est celle que l'on doit à Cauchy relativement à la série de Taylor et aux conditions de sa convergence. On peut dire qu'elle a renouvelé toutes les branches de l'Analyse. En l'appliquant à un système quelconque d'équations différentielles, le grand géomètre avait établi que les solutions d'un tel système peuvent se développer en séries convergentes, ordonnées, par exemple, suivant les puissances de la différence entre la variable indépendante et sa valeur initiale; mais ces séries de Cauchy n'étaient convergentes, en général, que si le module de cette différence ne dépasse pas une certaine limite. Poincaré ne considère, il est vrai, que les solutions réelles d'un système quelconque d'équations différentielles algébriques à coefficients réels ; mais il démontre que, dans ce cas, les solutions réelles peuvent se définir de la manière la plus complète par des séries toujours convergentes, ordonnées suivant les puissances d'une variable auxiliaire, que l'on peut même choisir d'une infinité de manières, (^etle proposition, qu'il a appliquée lui-même au problème des trois corps, me paraît dominer toutes les recherches que l'on a entreprises depuis sur ce célèbre problème ( ' ).
('; Je ne sais si l'on a remarqué que, par une généialisalion facile, on peut obtenir le théorème suivant :
Etant donné un syslùnii; i/uelcontiue d'ct] nations difféienlielles algébriques, à
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Nous sommes obligé de passer sous silence bien d'autres recherches publiées pendant celte périodede jeunesse, pour aborder la partie la plus brillante des travaux d'Henri Poincaré, celle qui concerne les fonctions fuclisii'nnes et klcincrnnes.
L'Académie avait mis au concours, pour le grand prix des Sciences mathématiques à décerner en 1880, la question suivante :
Perfectionner en quelque point important la théorie des équations dilTérenlielles linéaires à une seule variable indépendante.
Le prix échut à Georges Halphen qui allait devenir, pour bien peu de temps, hélasl notre confrère. Mais Poincaré avait présenté au concours un travail où il avait adopté la fîère devise de sa ville natale : Non inullus premoi-.
Dans ce Mémoire, qui fut retenu par la Commission et obtint la mention la plus honorable, il faisait connaître le résultat de ses premières études sur un problème qu'il n'avait pas craint de se poser, malgré son extrême généralité :
Intégrer toutes les équations dilierentielles linéaiies à coefficients algébriques.
Il serait trop long d'indiquer par quelle suite de déductions il fut conduit, pour le résoudre, à introduire de nouvelles transcendantes, les J'onctLons fiichsicnncs cl kicinéeniies, dont la découverte constitue, aujourd'hui encore, son titre de gloire le plus éclatant. Je me bornerai à donner une idée de ces nouvelles fonctions, autant qu'on peut le faire, sans recourir à aucun signe mathématique.
coefficients réels ou imaginaires^ il est toujours possible d'obtenir pour toutes les inconnues des séries toujours convergentes ordonnées suivant les puissances d'une variable auxiliaire réelle si Von suppose que l'une des variables est représentée par un point qui décrit une courbe algébrique, plus généralement si l'on établit une relation algébrique quelconque entre les parties réelles el les parties imaginaires de toutes les variables.
H. P. - II. d •
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La lliéorio des i'oiiclioiis elliplitiiios nous avait fait déjà connaître les propriétés de la plus simple des fonctions fuclisiennes, le module de la fonction elliptique envisagé comme fonction du rapport des périodes. Celle foncfio/i modulaire avait été complètement étudiée par Hermile qui avait fait connaître, en particulier, la remarquable propriété qu'elle possède, do se reproduire par des substitutions fractionnaires à coefficients entiers et au déterminant un. C'est cette propriété de la fonction modulaire (^ ') que généralise Poincaré en considérant des substitutions de même forme, mais à coefficients quelconques. La question se dédouble alors : il faut d'abord trouver tous les groupes discontinus formés de telles substitutions; il faut ensuite former les fonctions qui demeurent invariables quand on applique ces substitutions à la variable indépendante. C'est ce double problème que Poincaré résout avec une simplicité inespérée, créant ainsi une théorie qui embrasse comme cas très particulier les fonctions trigonométriques et les fonctions elliptiques. Son analyse lui permet d'énoncer les mémorables propositions suivantes qui, comme l'a dit notre confrère G. Humbert, lui donnent les clefs du monde algébrique :
Deux fonctions fuclisiennes i|ui se reproduisent lorsqu'on efTectue sur la variable indépendante les substitutions d'un même groupe sont liées par une équation algéb r i I] u e .
Inversement, les coordonnées d'un point d'une courbe algébrique quelconque s'expriment par des fonctions fuclisiennes et, par conséquent, par des fonctions uniformes d'un même paraniùtre.
^ oici enfin les deux théorèmes qui le conduisent au but qu'il s'était proposé : l'intégration de toutes les équations linéaires à coefficients algébriques.
Toute fonction fuclisienne provient île l'inversion du quotient de deux solutions d'une équation linéaire du second ordre à coefficients algébriques.
L'intégrale générale de l'équation linéaire à coefficients algébriques d'un ordie quelconque peut être obtenue par les fonctions zélafuclisieiincs.
■(') II convient de ne pas oublier ici les recherches de M. H. -A. Schwarz sur la série hypergéométrique.
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Cette dernière proposition attend aujourd'hui encore ceux qui en montreront toute la fécondité.
Les recherches précédentes suffiraient à la gloire de plusieurs géomètres, et pourtant elles ne représentent qu'une faible partie de celles que Poincaré avait produites avant d'arriver à l'Institut. Si je voulais les rappeler ici avec quelque développement, cette séance et plusieurs autres ne sauraient y suffire. Je reviendrai plus loin sur les découvertes relatives à la Physique mathématique et à la Mécanique céleste. En Analyse, je me bornerai à signaler les travaux de Poincaré sur la théorie des nombres, qui lui valurent l'honneur d'être placé sur les listes de la Section de Géométrie, alors qu'il n'avait que 27 ans; ses recherches d'Algèbre pure sur les fonctions homogènes et la règle des signes de Descartes; la démonstration, faite en collaboration avec M. Emile Picard, du célèbre théorème de llieuiann sur les fonctions uniformes de n variables à in périodes; ses études sur les déterminants d'ordre infini, où il s'est rencontré avec M. Appell, sur les fonctions 0 à plusieurs variables, sur les fonctions hyperfuchsiennes introduites par M. Emile Picard, sur la réduction des intégrales abéliennes, sur les intégrales irrégulières des équations linéaires, etc.; je réserverai toutefois une mention spéciale à un Mémoire qu'Hermite préférait à tous les autres, celui où Poincaré démontre que toute fonction méromorphe de deux variables s'exprime par le quotient de deux fonctions entières. Même dans ce court résumé, il faut citer le travail où il démontre ce mémorable résultat :
Si l'on a une fonction analytique quelconque d'une variable, on peut toujours exprimer la fonction et la variable indépendante par des fonctions unifornies d'une troisième variable.
et aussi le célèbre Mémoire où il étend aux intégrales multiples la théorie des intégrales d'une fonction d'une variable imaginaire telle que Cauchy lavait créée. La généralisation de cette théorie, qui est
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le fondement de l'Analyse moderne, présentait de graves difficnltés devant lesquelles tous les efl'orls des géomètres avaient jusque-là ('clioué. Poincaré fut le premier à les surmonter.
Toutes ces découvertes juslifiaient l'appréciation qu'en Ht M. Camille Jordan, lors de la dernière candidature du jeune géomètre.
Telle esl, disait notre Confrèif, dans ses traits essentiels Pauvre accomplie par M. Poincaré. Elle esl au-dessus des éloges ordinaires et nous rappelle invinciblement ce que Jacobi écrivait d'Abel, qu'il avait résolu des questions qu'avant lui personne n'aurait osé imaginer. 11 faut en eflet le reconnaître : nous assistons en ce moment à une révolution dans les Mathématiques de tous points comparable à celle qui s'est manifestée, il y a un derni-siécle, par lavénemenl des fonctions elliptiques.
VU
Poincaré ne pouvait pas ne pas avoir conscience de la haute valeur de ses écrits; d'autres auraient réclamé des récompenses, lui ne demandait rien. Nous le regardions tous comme le plus fort d'entre nous. Il n'a jamais cherché à nous devancer. Nul ne pouvait prévoir les vides nombreux que la mort allait faire dans la Section de Géométrie. Pour le faire arriver plus vite, pour lui ménager une place dans la Section d'Astronomie, on lui signalait les applications que les théories par lui découvertes pouvaient avoir en Mécanique céleste. Il suivait docilement ces indications, s'occupait du problème des trois corps, des figures des corps célestes, et trouvait tout naturel de laisser passer devant lui tous ses anciens.
Dès 1881, au moment du décès de Michel Chasles, la Section de Géométrie l'avait fait figurer sur ses listes de présentation. Il y avait été maintenu après le décès de Victor Puiseux, d'Alfred Serret, de Bouquet. La mort prématurée de Laguerre lui ménagea une place, et il fut élu, le 24 janvier 1887, par ii suffrages sur 55 votants. Il entrait donc à l'Institut à l'âge de 32 ans.
Ce premier succès allait être suivi d'un autre non moins éclatant.
En i885, le roi de Suède, S. M. (Jscar II, préludant à la création de ces prix internationaux dont le nombre s'accroît chaque jour, avait
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résolu de décerner le 21 janvier 1889, soixantième anniversaire de sa naissance, un prix à une découverte importante dans le domaine de l'Analyse mathématique. Ce prix devait consister en une médaille d'or portant l'effigie du roi et en une somme de liSoo couronnes. Une Commission, composée de notre illustre Associé étranger K. Weierstrass, membre de l'Académie de Berlin, de notre maître Charles Hermiteet du rédacteur en chef des Acfa malliematica^ M. Miltag-Lefrter, professeur à l'Université de Stockholm, était chargée du soin de réaliser les intentions de Sa Majesté et de dresser un programme du prix proposé. Elle indiqua quatre sujets différents entre lesquels pourraient choisir les concurrents.
Le premier de ces sujets était ainsi conçu :
Etant donné un système d'un numbre (]uelconque de points matériels qui s'attirent mutuellement suivant la loi de Nevvlon, on propose, sous la supposition qu'un choc de deux points n'ait jamais lieu, de représenter les coordonnées de chaque point sous forme de séries procédant suivant quelijue fonclion connue du temps et qui convergent uniformément pour toute valeur réellede la variable.
Ce problème, dont la solution étendra considérablement nos connaissances par rapport au système du monde, parait pouvoir être résolu à l'aide des moyens analytiques que nous avons à notre disposition; on peut le supposer du moins, car Lejeune-Diricljjet a communiqué, peu de temps avant sa mort, à un géomètre de ses amis, qu'il avait découvert une méthode pour l'intégration des équations différentielles de la Mécanique, et qu'en appliquant celte méthode, il était parvenu à démontrer d'une manière absolument rigoureuse la stabilité de notre système planétaire. Malheui eusemenl, nous ne connaissons rien sur cette méthode, si ce n'est que la théorie des oscillations infiniment petites parait avoir servi de point de départ poui- sa découverte ('). On peut pourtant supposer, presque avec certitude, que cette méthode était basée, non point sur des calculs longs et compliqués, mais sur le développement dune idée fondamentale et simple, qu'on peut, avec raison, espérer de retrouver par un travail persévérant et approfondi (-).
(*) Klmmeii, Gidachlnisarede auf Lejeune-Dirichlet {Ahliandluni^'en der K. Akademii' der Wisseiischaflen zti Berlin^ 1860, p. 35).
(-) Nous devons dire, au sujet de la seconde partie de cet énoncé, que, dans une Note communi([uée le 5 avril 1888 à l'Académie de Berlin, Ivninecker a présenté quelques critiques au sujet de l'appréciation qui y est donnée sur les découvertes
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Dans le cas pourtant où le problème proposé ne parviendrait pas à être résolu pour l'époque du concours, on pourrait décerner le prix pour un travail dans lequel quelque autre problème de Mécanique serait traité de la manière indiquée et résolu complètement.
Les trois autres sujets proposés par la Commission étaient tous de nature à intéresser Poincaré. Le troisième, par exemple, réclamait un développement des résultats fondamentaux que nous avons rappelés plus liant et (pie la théorie des équations différentielles devait à Briot et Bouquet, et nous avons déjà signalé tout ce que Poincaré avait déjà fait dans cette voie ; quant au quatrième, c'était l'étude d'un point particulier de cette belle théorie des fonctions fuchsiennes qu'il avait lui-même introduite dans la Science. Ces deux derniers sujets avaient donc do quoi le tenter-, il choisit le premier, le plus difficile sans doute, mais aussi, mais surtout, le plus séduisant. Usant toutefois de la latitude qui lui était donnée, il élargit et restreignit à la fois le problème proposé en introduisant dans son Mémoire une étude générale des équations de la Dynamique et se bornant à approfondir le plus souvent des cas particuliers du problème des trois corps : ceux, il est vrai, qui sont les plus importants pour la pratique astronomique.
Nous reviendrons plus loin sur le contenu de son Mémoire, pour le rapprocher des autres travaux qu'on lui doit sur la Mécanique céleste; mais, dès à présent, nous devons faire connaître l'appréciation que le juge le plus difficile et le plus compétent en celte matière portail sur la pièce envoyée au Concours, dans une lettre adressée à M. Miltag- Leffler, secrétaire de la Commission (').
Le Mémoire sur le problème des trois corps et les équations de la Dynamique
inédites de Diriclilel. Cette Note de Kronecker a été publiée dans les Sitzungsberichle de l'Académie de Berlin pour 1888. On pourra consulter aussi, dans le Tome XXXV^ des Acta matliemalica, rAriicle deM. Miltaii-Lefller intitulé : Zur Biographie von \\ eierstrass. Nous n'avons pas la prétention de tianclier le déliât; mais il nous semble que Weierstrass, à qui l'on doit évidemment la rédaction donnée dans le texte, avait été un peu trop précis.
(') J^o<> l'Article cité plus haut : Zur liioL^raphic von Weierstrass.
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avec la devise : NaïKjuainpraescriptos Iransibunt sidéra fines, écrivail Weierslrass, est sans contredit un travail de haute portée, bien qu'il ne contienne pas la solution du problème général auquel a trait la première des questions posées, mais qu'il traite seulement un cas particulier de ce problème.
Et plus loin :
D'après cela, je ne fais aucune difficulté de déclarer que le Mémoire en question est digne du prix. Vous pouvez dire à votre souverain que ce travail ne peut, à la vérité, être considéré comme fournissant la solution complète de la question proposée, mais qu'il est cependant d'une telle importance que sa publication ouvrira une ère nouvelle dans l'histoire de la Mécanique céleste. Le but rjue se proposait Sa Majesté en ouvrant le Concours peut donc être considéré comme atteint.
En communiquant ces résultats à notre secrétaire perpétuel, Joseph Bertrand, dans une lettre datée du i8 février 1889 et insérée au Tome 108 des Comptes rendus, M. Mittag-Leffler ajoutait :
Le Mémoire couronné comptera parmi les plus importantes productions mathématiques du siècle et sera un nouveau titre à l'estime de tous les géomètres que M. Poincaré s'est acquise par d'éclatantes découvertes.
Nous ne saurions clore l'histoire de ce mémorable Concours sans rappeler qu'une seconde récompense, consistant en une médaille d'or avec l'inscription : la sui memoriam, était accordée par le Roi au Mémoire de M. Appell, intitulé : Sur les intégrales de fonctions à multiplicateurs et leur application au développement des fonctions ahéliennes en séries trigonomètriques.
Ce beau et savant travail, ajoutait M. Mittag-Lefller, est l'o'uvre d'un géomètre de premier ordre et fera pareillement un grand honneur à la Science française.
Sur la proposition de l'Académie, le Gouvernement soulignait le succès de notre Patrie en nommant les deux lauréats chevaliers de la Légion d'honneur.
A partir de ce moment, le nom d'Henri Poincaré pénétra dans le grand public, qui s'accoutuma à regarder notre Confrère, non plus
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comme un géomètre de liaule espérance, mais comme un grand savant dont la France avait le droit d'être fière. Toujours modeste cependant, l'oincaré ne cessait de travailler, abordant dans sa chaire de Physique mathématique des sujets sans cesse renouvelés. Les étudiants de nos Facultés s'attachent de préférence aux professeurs dont les travaux font autorité. Non contents d'écouler les leçons de Poincaré, ses élèves voulurent qu'elles fussent utiles à d'autres et résolurent de les imprimer. C'est ainsi que parurent successivement les Ouvrages suivants :
Potentiel et méc.vmque des fluides. Cours professé pendant l'année i885-i88G; la deuxième édition de cet Ouvrage a été rédigée par M. ./. (in il tel.
Theoiue .MATHEMATIQUE DE L\ LUMIÈRE, Touic I, Comprenant les leçons professées à la Sorbonne pendant le premier semestre i8(S--i888 etrédigées par M. ./. Bloitdiii.
Thermodynamique, leçons professées pendant le premier semestre 1888- 1889, rédigées par M. J. Bloiulin.
Electiucité ET Optique, Tome I : Les théories de Maxwell ei la théorie éleclroniagnétique de la lumière, leçons professées pendant le second semestre 1888-1889, rédigées par M. ./. Blond in.
Tome II : Les théories de Helniholtz et les expériences de Hertz, leçons professées pendant le second semestre 1889-1890 et rédigées par M. B. Brnnhes.
CAi'ii.i.ARrri;, leçons professées pendant le second semestre 1888-1889, et rédigées par M. J . Blondin.
Leçons si k la theoiue de l'élasticité, professées pendant le premier semestre 1 890-1 891, et rédigées par MM. E. Borel et Jules Drach .
Théoi'.ii: matiiemaitque de la lumière. Tome il : Nouvelles études .sur la diffracti(jn. Théorie de la dispersion de Helmholtz, leçons professées pendant le premier semestre 1891-1892, rédigées par MM. Lamolle et D. Hurmuzescu.
ÉLOGE HISTORIQUE DHENRI POINCARÉ. XWIII
Théorie des TOUur.iLLONS," leçons professées pendant le second semestre 1H91-1892 et rédigées par M. Lainotle.
Les Oscillations électriques, leçons professées pendant le premier semestre 1892-1893, rédigées par M. Cli . Maiirain.
Théorie analytmjue de la propacation de i.a chaleur, leçons professées pendant le premier semestre 1893-189'!, rédigées par MM. Rouycr et Baiir.
Calcul des Proijarilités, leçons professées à la Sorbonne pendant le second semestre 1893-189'! et rédigées par M. 4. Qiii(iu<'l.
Théorie du potentiel nkwkinien, leçons professées pendant le premier semestre 1894- 1H95, rédigées par MM. Edmiaid Le Ihiy e[ (Icoi-gis VincciU.
Electricité et Optique. Iji htiiiièie cl les llièorics élcrlrodyiianiiqiœs, leçons professées en 1899 et rédigées par MM. ./. Bloml.in ci E . Néculcéa.
Il n'était pas dans la nature de l'esprit de Poincaré de faire comme beaucoup de ses collègues de la Sorbonne, et de |niblier lui-même ses cours en les amenant au plus liaut degré de perfection. On doit donc savoir beaucoup de gré à V Associalion amicale des élèves et des anciens élèves de la Faculté des Sciences du soin qu'elle a pris de recueillir et de pulilier [jrescjue toutes les leçons do nolie ( lonfrère. Elle a ainsi rendu un service inap|n'éciable aux liaulcs études scieiilifi(|ues. l'oincaré corrigeait, sans doute, les épreuves deces publications, lui tout cas, il ajoutait fréquemment des préfaces pleiiiesde sens etd'esprit, (|iii mériteront d'être toujours lues.
L'une d'elles pourtant, celle (juil plaça en tête des deux Volumes
intitulés Eleclricilé el Optique^ lui valut de bien vives critiques de la part
de notre maître commun, Joseph Bertrand. Poincaré, en parlant de
l'œuvre géniale de Maxwell, y avait émis quelques appréciations qui se
trouvaient en contradiction complète avec les idées les plus enracinées,
si j'ose dire, de Beilrand. Aboi'danl la grande question des explications
mécaniques de l'Univers, il aflirmait, eu s'appuyant sur des cousidéra- II. p. - II. e
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lions i|ui, je ravoiic iiic [>;u'aissciil liirii fi'agiles, <1U(', ?i un |ilii'noniène comporlc une explication niécani(|ue, il en aclniellra une inlinilé d'aulres, rendant égaleim-nt l)ien CDinptc de toutes les |)articulaiités relevées par l'expérience.
Entre toutes ces explications possibles, disait-il, comment faire un choix pour lequel le secours de l'expérience nous fait défaut? Un jour viendra peut-être où les physiciens se désintéresseront de ces questions, inaccessibles aux méthodes positives, el les abiuidonneronl auv méiaphvsiciens. Ce jour n'est jias venu; ! homme ne se résigne pas si aisément à ignoiei' éternellement le fond des choses.
Bertrand était de ceux (jui ne se résignent pas.
Puisque je viens de parler de Bertrand, je dois signaler un volume de Poincaré, qui a dfi, par contre, lui faire grand plaisir. Ce sont les Leçons sur le Calcul des probabilités, dont une seconde édition a paru, il y a deux ans, revue et augmentée par TAuteur. ile Traité de Poincaré ne me paraît pas avoir été estimé à toute sa valeur. J'en suis assuré, il figurera dignement à côté des chefs-d'œuvre de Laplace et de Bertrand. J'y signalerai particulièrement une introduction très fine sur les lois el la définition du hasard, des Chapitres sur la prohabililé du continu, oii Poincaré éclaircit un paradoxe célèbre proposé par Bertrand; ceux aussi (prit a consacrés à la théorie des erreurs et à la loi célèbre de Gauss. Bertrand s'était borné à critiquer et à démolir. Poincaré a commencé à reconstruire.
On se ferait une idée bien incomplète de l'activité de notre Confrère pendant cette période de sa vie si on la limitait aux cours précédents, auxquels il faut joindre ceux tpi'il a professés à l'École Polytechnique, de 1904 à 1908, et ceux qu'il a donnés à l'École professionnelle des Postes et Télégraphes, de 1904 à 1910. Nous entendons fréquemment, avec quelque impatience, émettre des appréciations inexactes sur nos cours de la Sorbonne, el en général sur ceux de nos Universités. Dans les Universités, nous dit-on, on enseigne la science toute faite; c'est ailleurs, au Collège de France, au Muséum, (jue l'on enseigne la science
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qui se fait. En admeltant que cette démarcation entre la science qui se fait et celle qui est faite n'ait pas quelque chose de puéril, rien n'est moins juste cjue cette opinion, surtout si on la prend dans son sens le plus littéral. Les cours de nos Universités embrassent toute la science, celle qui est faite et celle qui se fait. Poincaré, comme d'autres professeurs que je pourrais citer, ne négligeait certes pas les travaux déjà publiés qui se rapportaient au sujet de ses leçons. Mais ses cours étaient originaux et contenaient toujours une bonne part de ses découvertes personnelles. Et celles de ces découvertes cjui ne pouvaient entrer dans son enseignement de Physique mathématique, il les a exposées dans des Mémoires originaux qui ne le cèdent en rien à ses plus beaux écrits de Mathématicjues pures.
Pourquoi d'ailleurs insister sur cette distinction entre la Physique mathématique et les Mathématiques pures? Les plus grands succès des mathématiciens dans leur domaine propre ne sont-ils pas dus à leur étude des problèmes que leur propose l'expérience? Il convient de rappeler ici les paroles de l'un de mes illustres prédécesseurs :
L'élude approfondie de la iialiire, a dil Joseph Fourier, esl la source la plus féconde des découvertes malliénialli|ues. Non seulement, cette étude, en oITraiit aux recherches un but déterminé, a l'avanlai;e d'exclure les questions vagues et les calculs sans issue; elle est encore un moyen assuré de former l'Analyse elle-même et d'en découvrir les éléments (|u'il importe le plus de connaître et que cette science doit toujours cojiserver. Ces éléments fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans tnus les effets naturels.
Le développement de l'Analyse moderne a confirmé et mis dans tout leur jour ces idées pénétrantes de Fourier. Le plus illustre émule de Cauchy, Bernhard Riemann, lorsqu'il a voulu pénétrer la nature et les propriétés des fonctions algébriques, a emprunté à la Physiipie nialliémati(iuc un postulat aïKpiel on peut donner la forme suivante : Elanl donnée une plaque plane homogène, il est loiijouîs possible de Ij-oitver poil}' elle un équilibre de température dans lequel cliaque point du contour de la plaque prend une température donnée a priori.
Pour établir cette proposition, qu'un physicien pourrait être tenté de vérifier par l'expérience, Rteinann s'était contenté d'un raisonnement
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que Gauss avait employé aiilrofois, (]iie l)iriclileLa\ail admis; c'est pour cela que Hieniann ilomioà son postulai le nom de jtniiçtpc dr Diru-hli'l. Mais l'exaclitnde de sa démonstnilion, ipii devait être complétée plus tard par M. Milbert, fui contestée par plusieurs géomètres, au nombre desquels il faut conq^ter Wcierslrass. Les résultats obtenus par Riemann étaient d'une telle importance que l'on dut s'empresser de chercher une démonstration irréprochable du principe sur le(|uel il s'appuyait. Les recherches des géomètres n'ont pas été infructueuses, et Ton peut, aujourd'hui, faire le cours le plus intéressant en exposant seulement les diverses démonstrations (jui ont été données du principe de Dirichlet. Dans le développement de cette belle question, les travaux de Poincaré tiendront une place des plus importantes. Non seulement, en inventant sa méthode du balayage^ il a donné une démonstration tout à fait originale du principe de Dirichlet ; mais encore il a fait une application des plus intéressantes de ce principe, convenablement élargi, en démontrant, comme nous l'avons rappelé plus haut, que si l'on a une fonction analytique quelconque, la fonction et la variable dont elle dépend peuvent être exprimées par des fonctions uniformes d'une variajjle auxiliaiie.
Je viens de parler du |)rincipe de Dirichlet; dans ses éludes d'intérêt fondamental, notre confrère Emile Picard a su l'étendre à des classes entières d'équations, qui apparaissent dans quelques-uns des problèmes les plus essentiels de l'Analyse et de la Physique mathématique. Ici encore, comme dans bien d'autres circonstances, ses travaux se sont trouvés en contact avec ceux d'Henri Poincaré. L'importance du sujet m'engage à entrer dans quelques détails.
Lorsque Lagrange, à l'âge de 18 ans, inventait le Calcul des Variations, il préparait aux géomètres une série de problèmes qui devaient, comme ceux de la Physique mathématique, contribuer jiuissamment au développement de l'Analyse elle-même. Les deux plus simples de ces problèmes, ceux qui se présentaient immédiatement à l'esprit, étaient la détermination du plus court chemin reliant deux points sur une surface et celle de la surface d'aire minima passant par un contour donné. Ces deux belles questions, je n'ai pas besoin de le rappeler, ont donné naissance à des recherches de la plus haute signilication. Bornons-nous à la
ÉLOOE IIISTOtllOlR d'iIENBI POINCAnÉ. XXXVII
seconde, qui seule nous inlércsse ici. On sait déterminer en hloc toutes les surfaces d'aire mininia; mais, si l'on veut obtenir en particulier celle d'entre elles qui passe par un contour donné, on se heurte à des difficultés qui n'ont pu èlre levées jusqu'ici que dans des cas très spéciaux. Supposons pourtant que ces difficultés aient été surmontées et que Ton connaisse la surface minima passant par le contour donné. Pour résoudre le problème posé par Lagrange, il faudra rechercher si la surface obtenue a une aire réellement plus petite que toute autre surface infiniment voisine passant par le même contour. Pour les lignes géodésiqucs, le problème correspondant avait été résolu par Jacobi ; mais, pour les surfaces minima, c'est M. M. -A. Schwarz qui, en 188"), dans un admirable iMémoire, digne hommage offert à Weierstrass à l'occasion de son 70"^ anniversaire, l'a, le premier, abordé et résolu.
Quand elles sont posées par la nature des choses, les questions les plus diverses en apparence se trouvent liées souvent par des rapports étroits. En même temps que le problème qu'il s'était proposé, M. Schvsarz avait implicitement résolu le suivant : Une membrane, tendue sur une courbe plane, se meta vibrer : déterminer le son fondamental, c'est-à-dire celui qui se produit lorsque la membrane vibrante ne présente ni nœud, ni ligne nodale. M. Emile Picard, qui s'occupait depuis longtemps, nous l'avons déjà dit, de toutes les équations de la Physique mathématique, montra comment on pouvait déterminer le premier harmonique de la membrane, celui qui suit le son fondamental. Poincaré, dans des travaux qui eurent pour couronnement un grand Mémoire Sur les équalions rie la Physique malliérnaliquc, inséré en 1 894 au\ Rendiconii de Païenne, entra à son tour dans la lice et détermina, par une analyse de grande portée, tous les sons que peut rendre la membrane. Son Mémoire est, au jugement de tous, un des plus beanx qu'il ait écrits. Si on le rapproche de celui qu'il publia l'année suivante dans les Acla malheinalica {Lu méthode de Neumaun et le problème de Diricidel), on doit reconnaître que ces beaux travaux ont préparé la mémorable découverte de M. Fredholm, relative aux équations intégrales, en démontrant l'avantage qu'il y a à introduire un paramètre Xpar rapport auquel la solution peut s'exprimer par une fonction méromorphe, en mettant en évidence le
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rôle des foliotions d'îles fondamentales , en periiieltanl pour la première fois le calcul complet de la liaiileur des difft'renls sons émis par une membrane. Notre Confrère a fait connaître aussi plusieurs solutions nouvelles du problème de Dirichlel; il a, le premier, montré la généralité et la véritable signification de la méthode de Neumann. J'ajoute que, dans une Note insérée aux Comptes rendus, il a appliqué cette méthode de Neumann au problème de l'étpiilibre d'un corps élastique et indiqué comment on pourrait obtenir ainsi une solution complète de ce problème.
Les travaux précédents, d'autres encore que je laisse de côté, appartiennent à cette partie de la Physique mathématique où le géomètre emprunte au physicien proprement dit des principes, considérés comme rigoureusement vrais, pour en faire les applications que lui suggère son imagination. Cette branche de la Physique mathématique n'est pas très en honneur auprès de certains physiciens de laboratoire.
Je me souviens qu'il y a bien longtemps, l'un d'eux m'interrogeant sur mes travaux, je lui répondis que j'étudiais la belle solution donnée par Lamé pour le problème de la distribution de la chaleur à l'intérieur d'un ellipsoïde. « Eh quoi! me dit-il, vous vous imaginez que, nous autres physiciens, s'il nous prend envie de vérifier les lois de la propagation de la chaleur, nous allons nous amuser à prendre un corps aussi compliqué que votre ellipsoïde. Nous nous en garderons bien. Une bonne plaque parallélépipédique fera bien mieux notre alTaire, et nous peinieltra de nous passer de tous vos calculs. » Je gardai le silence; j'aurais pu toutefois lui répondre qu'il serait peut-être, à l'avenir, conduit à construire un appareil délicat de Physique dans lequel figurerait un ellipsoïde dont les diverses parties seraient à des températures diflérentes. J'aurais pu lui rappeler aussi l'argument classicpie tiré de la théorie des sections coni(|ues, qui ont été étudiées pendant tant de siècles pour l'amour de l'art, avant d'intervenir dans les lois de Kepler.
Le physicien, dont je viens de parler, était pourtant un excellent esprit qui, dans tous ses travaux, a fait l'usage le plus habile des
ELOGE IIISTOlilnlE II IIENHI POINCARE. XX\I\
méthodes géométriques. 11 comprenait mieux que personne l'utilité qu'il y a pour l'expérimentateur à avoir auprès de lui un mathématicien, un conseiller discret, pour l'aider à interpréter ses expériences et à démêler les résultats, souvent très complexes, qu'elles fournissent.
Jamais ce rôle de conseiller et de critique n'a pu être plus utile qu'en ce moment où la Physique expérimentale traverse une crise profonde dans laquelle viennent sombrer les principes qui paraissaient le mieux établis. Nous sommes loin des atomes insécables d'l'>picure et de Lucrèce; et nos théories modernes n'ont rien trouvé de mieux que de faire de l'atome un univers semblable à celui qui a été décrit par Newton ('). Dans cette période de transition, gardons-nous d'être trop exigeants. Sans aller peut-être aussi loin que Poincaré, qui considérait les hypothèses comme des outils et admettait volontiers des théories contradictoires, ne renouvelons pas l'erreur qu'ont commise quelques-uns de nos grands chimistes, en rejetant, sous prétexte qu'elle contenait des lacunes,
(') Ces théories nous rappellent invinciblement le célèbre passage des Pensées de Pascal : Qu'est-ce qu'un homme dans l'infini? Mais, pour lui présenter un autre prodige aussi étonnant, qu'il recherche dans ce qu'il connaît les choses les plus délicates. Qu'un ciron lui ofire, dans la petitesse de son corps, des parties incomparablement plus petites, des jambes avec des jointures, des veines dans ces jambes, du sang dans ces veines, des humeurs dans ce sang, des gouttes dans ces humeurs, des vapeurs dans ces gouttes; que, divisant encore ces dernières choses, il épuise ses forces en ces conceptions, et que le dernier objet où il peut arriver soit maintenant celui de notre discours; il pensera peut-èlre que c'est là l'extrême petitesse de la nature. Je veux lui faire voir là-dedans un abime nouveau. Je lui veux peindre, non seulenieut l'univers visible, mais l'iniraensilé qu'on peut concevoir de la nature, dans l'enceinte de ce raccourci d'atome. Qu'il y voie une infinité dunlvers, dont chacun a soii firmament, ses planètes, sa terre, en la même proportion que le monde visible; dans cette terre, des animaux, et enfin des cirons, dans lesquels il retrouvera ce que les premieis ont donné; et trouvant encore dans les autres la même chose, sans fin et sans repos; qu'il se perde dans ces merveilles, aussi étonnantes dans leur petitesse que les autres par leur étendue; car qui n'admirera que noire corps, qui tantôt n'était pas perceptible dans l'ujiivers, imperceptible lui-même dans le sein du tout, soit à présent un colosse, un monde, ou plutôt un tout, à l'égard du néant où l'on ne peut arriver.
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cette théorie atomique qui a transformé la Cliimie moderne. Voilà une faute que Poincaré n'aurait jamais commise; car nul, à ma connaissance, n"a eu plus d'ouverture d'esprit, plus de propension à accueillir et à discuter les idées nouvelles, plus de désir de mettre en évidence la part qu'elles contiennent de vérité, le rôle utile qu'elles peuvent jouer dans ledéveloppoiuent de nos connaissances. C'est ce que va montrer d'ailleurs une revision rapide de ses principaux travaux.
Ses cours d'abord : Electricité cl Optique, les Oscillations électriques et les autres ^"olumes, contiennent la discussion et la mise au point des théories de Maxwell, de Hertz, deLarmor, de Lorentz. Dans la Thermodynamique^ il donne deux démonstrations difTérenles du théorème de Clausius, relatif aux cycles non réversibles, dont la généralité était alors contestée par Joseph Bertrand. On doit signaler aussi, dansla Théorie de la propagation de la Chaleur, plusieurs méthodes nouvelles pour les développements en séries de fonctions fondamentales.
Dans un de ses plus beaux Mémoires, inséré aux Acta matlicrnatica, sur la polarisation par dilTraction, Poincaré interprète certaines expériences de notre Confrère, M. Gouy. T^a théorie de Fresnel est, comme on sait, purement géométrique; je veux dire que, si elle était rigoureuse, la nature des parois et même l'épaisseur des écrans ne devraient exercer aucune influence sur les phénomènes. Les expériences de notre Confrère avaient montré qu'il n'en était pas toujours ainsi. Poincaré donne l'explication des faits observés par M. Gouy et montre combien, dans certains cas, la théoiie de Fresnel devient insuffisante. M. Sommerfeld a repris depuis la méthode d'Henri Poincaré pour étudier tous les cas intermédiaires entre les deux extrêmes : celui de Fresnel, qui est le plus ordinaire, et celui de M. Gouy.
Il y a lieu de rappeler aussi les travaux sur les Ondes hertziennes que Poincaré a publiés dans les Archives de Genève. On avait d'abord comparé les ondes hertziennes aux ondes sonores ou lumineuses qui ne sont pas amorties. Les prévisions auxquelles on a été ainsi conduit n'ont pas été confirmées par l'expérience, et ces contradictions ont paru un moment fort embarrassantes. Signalons, par exemple, le phénomène de la résonance multiple, découvert par MM. Sarazin et de la Rive. Poincaré, le
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premier, a montré que ces contradictions s'expliquaient par Tamortissemenl des ondes. Le rôle de cet amortissement est d'ailleurs capital dans la théorie de la télégraphie sans fil.
Citons encore, à propos des ondes hertziennes, une Note des Comptes rendus où, l'un des premiers tout au moins, notre Confrère a introduit la notion An potentiel relardé.
Les Conférences cpi'il a données à l'École de Télégraphie nous montrent également combien il se tenaitprès de l'expérience, et quels services il a rendus aux praticiens.
L'équation, dite des télégraphistes, nous fait connaître, comme on sait, les lois de la jjrnpagalion d'une perturlialion électrique dans un lil. Poincaré intègre cette équation par une méthode générale qui peut s'appliquer à un grand nombre de questions analogues. Le résultat vaiie suivant la nature du récepteur placé sur la ligne, ce qui se traduit mathématiquement par un changement dans les équations aux limites, mais la même méthode permet de traiter tous les cas.
Dans une seconde série de Conférences, Poincaré a étudié le récepteur téléphonique; un point qu'il a mis jiarticulièrement en évidence, c'est le rôle des courants de Foucault clans la masse de l'aimant.
Enfin, dans une troisième série de Conférences, il a traité les diverses questions mathématiques relatives à la télégraphie sans fil : émission, ciiamp en un point éloigné ou rapproché, diffraction, réception,' résonance, ondes dii'igées, ondes entretenues (').
Le cours que notre Confrère avait fait en 1893 sur la théorie cinétique des gaz n'a pas été publié; mais il a écrit, dans la Revue générale des Sciences du regretté Louis Olivier et dans le Journal de Pliysique, plusieurs Articles de haut intérêt sur ce sujet. Il y examine et y réfute certaines objections (jue Lord Kelvin avait faites au théorème de Boltzrnann-Maxwell et cherche à concilier cette théorie avec l'irréversibilité des phénomènes, ce qui est la grande difficulté. Pour éclaircir la question, il examine ce qui se passe dans différentes hypothèses plus ou moins
(') Ces Conférences ont été publiées dans la collection des cours de l'Iicole et dans la revue L' Ectairage électrique.
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éloignées du cas de la nature, telles que le serait un gaz à une dimension, ou un gaz très raréfié.
Dans un Mémoire Sn/' la lliéorn' de Lorciilz cl le principe de réaction {*), Poincaré eut à examiner diverses conséquences de cette théorie; il a uiKUlré ciiTellc est incompatibleavec le principe de l'égalité de l'action et de la réaction, et coinnienl il conviendrait de modifier ce principe pour le mettre d'accord avec cette théorie. Ce résultat a servi de point de départ à M. Abraham pour le calcul 'par lequel il a démontré que la masse des électrons est d'origine électrodynamique et que leur masse transversale dilTère de leur masse longitudinale.
Il a également publié, dans les Rendiconti àe Palerme, un Mémoire Sur la dynamique de réleclron, où il a réussi à donner à la théorie de Lorenlz une parfaite cohérence, en écartant les dernières difficultés.
Dans quelques Articles insérés à V Eclaii-age éleclriquc^ notre Confrère a abordé diverses questions d'Electrotechnique; il a mis en évidence le rôle des contacts glissants dans les phénomènes dits « d'induction unipolaire », sur lesquels les techniciens discutaient à perte de vue; il a montré que la théorie ordinaire de la Commutation était inexacte; d'un autre côté, il a établi rigoureusement, et d'une manière générale, l'impossibilité d'une machine auto-excitatrice sans collecteur et sans condensateur.
J'arrête là cette énumération, quelque incomplète qu'elle puisse être; mais je ne saurais oublier que Poincaré, en même temps qu'il publiait les Mémoires originaux dont je viens de signaler les plus importants, les accompagnait de Conférences, d'Articles de vulgarisation destinés à faire connaître les conclusions de ses études. Je reviendrai plus loin sur les Conférences; mais je me reprocherais d'oublier un résultat auquel notre Confrère ajoutait quelque prix. Notre regretté Secrétaire perpétuel, Henri Becquerel, qui nous a été si prématurément enlevé, se plaisait à répéter que, s'il avait entrepris les travaux qui lui ont valu l'honneur d'être laur<''al du piiv Nobel, et qui ont ouvert aux physiciens tout un
( ') Ce Mémoire fait partie du Recueil de Travaux offert à AI. Lorenlz à roccasion du 25" an/iiversaire de son doctoral.
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ordre de recherches appelé à transformer complètement notre connaissance de la Nature, c'est à la suite de la lecture d'un Article de la Revue générale des Sciences, où Poincaré se demandait s'il n'y aurait pas un lien entre la phosphorescence et les rayons X et s'il ne conviendrait pas de faire des expériences sur les corps fluorescents ( ' ).
Jusqu'à la fin de sa vie, notre Confrère a poursuivi, sans se lasser, ce rôle de directeur et de conseiller qu'il avait assumé en Physique théorique. Un de ses derniers Articles, daté de janvier 1912, est consacré à la théorie des Qua/i/a, cette originale conception de M.Planck, quinous éloigne si profondément de toutes celles auxquelles nous étions habitués. Et cependant, malgré leur nombre et leur étendue, ces recherches de Physique ne suffisaient pas à l'occuper tout entier. Elles lui laissaient des loisirs, parait-il; car, entre temps, il publiait les travaux les plus variés sur les diverses branches de l'Analyse : par exemple, sur l'intégration algébrique des équations différentielles, sur les nombres complexes, sur la distribution des nombres premiers. II n'a pas consacré moins de six Mémoires à ce qu'il appelait V Analysis silus ou Géomélriede situation. C'est une branche très difficile delà science mathématique, où l'on étudie les relations qui subsistent dans une figure lorsqu'on la déforme d'une manière quelconque sans lui imposer ni déchirure ni duplicature. On sait le magnifique usage que Riemann a fait de V Analysis situs dans ses travaux sur les fonctions algébriques. Poincaré, qui y avait été conduit par ses études sur l'intégration qualitative des équations différentielles,
(') Cet Article est du 3o janvier i8gG. V'oici le passage auquel on fail allusion :
« Ainsi c'est le verre qui émet les rayons Rontgen et il les émet en devenant fluorescent. Ne peut-on alors se demander si tous les corps dont la fluorescence est suffisamment intense n'émettent pas, outre les rayons lumineux, des rayons X de Rônlgen, quelle que soit la cause de leur fluorescence? Les phénomènes ne seraient plus liés à une cause électrique. Cela n'est pas probable, mais cela est possible, et sans doute assez facile à vérifier. »
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lui portail, si j'oso diii', une alTeclioii parliciilière; elle joue d'ailleurs un grand rôle dans ses études philosophiques, comme dans un grand nombre de ses travaux mathématiques.
A ces recherches déjà si nombreuses, notre Confrère trouvait moyen d'en ajouter d'au très encore; à partir de 1890, il s'attacha aussi à reprendre et à développer les découvertes de Mécanique céleste qui lui avaient valu de si éclatants succès. C'est ainsi qu'il publia, en 1892 et 1893, les doux premiers ^ olumes de son grand Ouvrage : Les Mclhodes /tomclles de la Mécanique céleste. Lorsque la mort prématurée de notre ami commun, Félix Tisseranil, laissa vacante en 1896 la Chaire à''A.stroiionue nialhéi)Htli(jueh la Sorbonne, j'avais l'honneur d'être doyen de la Faculté des Sciences. Au nom de tous mes collègues, je demandai à Poincaréde laisser sa Chaire de Physique mathématique à notre Confrère Boussinesq, qui devait l'occuper avec éclat, et de prendre celle de Tisserand, pour laquelle nous n'avions personne qui pût lui être comparé. Il consentit sans s.e faire prier. Je l'ai dit ailleurs, et je suis heureux de le redire ici, aveclui. on navait jamais de difficulté. Je nai jamais reçu de lui ni plainte, ni réclamation d'aucune sorte; s'il s'agissait de rendre service à un collègue, il était toujours prêt. Dans sa nouvelle Chaire, il acheva son grand (Juvrage sur les Mclhodes nomelles de la Mécanique céleste, dont il publia le troisième Volume en 1899. Mais il en avait déjà commencé un autre, plus pratique : \es Leçons de Mécanique céleste, en trois Volumes, qui parurent de 1900 à 1910. Enfin, il laissa publier par ses élèves deux Cours de haut intérêt : l'un, Sur les figures d'équilibre cVunc masse fluide ; l'autre. Sur les liypotJièses cosmogonicpies. Il faut que nous disions quelques mots de chacun de ces Volumes.
Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste sont le développement du Mémoire couronné de 1889. Suivant le jugement que nous avons déjà rapf)orté de Weierstrass, cet (Juvrage ouvre une ère nouvelle dans la Mécanique céleste. Il mérite d'être placé à côté de la Précession des Equinoxes de d'Alembert, de la Mécanique céleste de Laplace. On ne pourrait en faire l'analyse détaillée que devant des hommes du métier. Je vais pourtant essayer d'indiquer quelles armes nouvelles Poincaré a forgées pour les géomètres.
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Jacobi, suivantia voie ouverte en Mécanique analytique par Lagrange, dont on ne louera jamais assez les immortels travaux, avait constitué une théorie qui paraissait un des Chapitres les plus achevés de la Dynamique. Pendant 5o ans, nous avons vécu sur les théorèmes de l'illustre géomètre allemand, en les appliquant et les étudiant sous toutes leurs faces, mais sans rien leur ajouter d'essentiel. C'est Poincaré qui, le premier, a brisé ces cadres rigides dans lesquels la théorie paraissait enfermée et lui a ménagé des échappées de vue, de nouvelles fenêtres sur le monde extérieur. Il introduit ou utilise, dans l'étude des problèmes de Dynamique, diflerentes notions : l'une, qui avait été donnée antérieurement et qui, d'ailleurs, ne s'applique pas seulement à la Mécanique, celle des équations aux variations^ c'est-à-dire des équations différentielles linéaires qui déterminent les solutions du problème infiniment voisines d'une solution donnée; l'autre, celle des invariants intégraux^ qui lui appartient entièrement et joue dans ces recherches un rôle capital ( ' ). A ces notions fondamentales viennent s'en ajouter d'autres, notamment celles qui concernent les solutions, dites « périodiques », pour lesquelles les corps dont on étudie le mouvement reprennent, au bout dun certain temps, leurs positions. et leurs vitesses relatives.
Ce qui nous rend ce> solutions si précieuses, nous dit Poincaré, c'est qu'elles sont, pour ainsi dire, la seule brèche par où nous puissions pénétrer dans une place jusqu'ici réputée inabordable.
Lagrange nous avait déjà fait connaître, pour le problème des trois corps, une solution de ce genre, dans laquelle le triangle formé parles trois corps demeure toujours semblable à lui-même, et celte solution avait été étudiée par Laplace au Livre X de la Mécanique céleste. Un astronome américain de grande valeur, M. Hill, en avait signalé une autre qui a une plus grande importance pratique, puisqu'elle s'applique au système formé par le Soleil, la Terre et la Lune (-). Poincaré démontre
(') Liou ville et Boltzmann avaient déjà reconnu l'existence d"uu invariant intégral pailiculier. mais sans s'élever à aucune théorie générale. (-) American Journal of Malhematics, l. I.
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l'existence de trois sortes dilTorentes de solutions périodicjucs qui lui servent, en quelque sorte, de levier pour l'élude approfondie du problème. Il y a là quelque chose d'analogue à la célèbre méthode de variation des constantes. Seulement ici, au lieu d'opérer sur des constantes, ce sont des solutions particulières que l'on prend comme point de départ.
Parmi les propositions obtenues par Poincaré, il convient d'en signaler une qui mettra fin à des tentatives sans cesse répétées : // n'existe. pour le prol'lème des trois corps aucune autre intégrale analytique que celles, au nombre de lo, qui, dès le début, ont été obtenues par les géomètres.
Dans rinlroduction de l'Ouvrage que nous venons d'analyser, Poincaré avait admirablement défini le but qu'il voulait atteindre :
Le véritable but de la Mécanique céleste, nous dit-il, n'est pas de calculer les éphémérides, car on pourrait alors se contenter d'une prévision à brève échéance, mais de reconnaître si la loi de Newton est suffisante pour expliquer tous les phénomènes.
Dans son second Ouvrage, les Leçons de Mécanique céleste, il se rapproche du point de vue qui convient à l'astronome praticien. Ces Leçons ne sont autre chose que le développement, rédigé par lui-même pour les deux premiers Volumes, de ses cours delà Sorbonne. On y remarquera surtout un exposé magistral de la théorie des perturbations et des recherches les plus modernes relatives au mouvement, si difficile à discipliner, de notre satellite. J'insisterai plus particulièrement sur le Tome m, qui a été rédigé par M. E. Fichot, ingénieur hydrographe de la Marine, et qui est consacré tout entier à la théorie si difficile des marées. Poincaré la reprend par des méthodes nouvelles; il compare ses résultats aux observations et termine par un Chapitre très original où il étudie, après G. Darwin, Finfluence des marées sur le sens et la durée de rotation des corps célestes. Cette discussion est de grande conséquence, notamment dans l'examen de certaines parties de la célèbre hypothèse cosmogonique de Laplace. On a aussi à tenir compte des indications qu'elle fournit, si
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l'on veut étudier l'importante question de la stabilité du système solaire. Lagrange, Laplace, Poisson avaient envisagé ce problème en purs mathématiciens : ils supposaient que les astres fussent réduits à des points, se déplaçant dans un milieu vide de toute matière. Poincaré, qui comprenait mieux que personne l'intérêt philosophique de cette belle recherche, s'en est occupé toute sa vie; mais il a reconnu que, pour résoudre le problème de la stabilité, tel que l'Univers nous le présente, il fautse placer au point de vue du physicien et tenir compte de bien des éléments qu'avaient négligés les géomètres. Dans cette discussion,- Delaunay l'a montré le premier, l'influence des marées produites par les actions mutuelles des corps célestes joue un rôle prépondérant. On pourra lire là-dessus une Notice des plus intéressantes, insérée en 1898 par notre Confrère dans V Annuaire du Bureau des Longitudes.
Ce travail sur les marées me suggère une remarque singulière, qui mettra toutefois en évidence l'universalité des aptitudes de notre Confrère. Notre division mathématique comprend, comme vous le savez, cinq sections : Géométrie, Mécanique, Astronomie, Physique, Géographie et Navigation. Il avait auparavant tous les titres pour iigurer dans les quatre premières. Son travail sur les marées venait lui donner des droits à entrer dans la cinquième.
Les leçons sur les figures d' équilibre dhtne masse /laide, que Poincaré a professées en 1900 et qui ont été rédigées par M. L. Dreyfus, contiennent l'exposé des recherches qu'il avait commencées quinze ans auparavant sur l'équilibre d'une masse fluide, animée d'un mouvement uniforme de rotation autour d'un axe, et dont les molécules s'attirent mutuellement suivant la loi de Newton. Parmi toutes les découvertes de Poincaré, celles qui se rapportent à cette belle question sont peut-être les plus populaires. Elles l'ont conduit, en effet, à des résultats précis, définitifs, bien propres à exciter l'admiration de tous ceux, et ils sont nombreux, qui s'intéressent à l'Astronomie.
Le problème était posé depuis Newton. On est conduit à en chercher
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la solution lors(nr()ii vcul ilélciiuiiierla forme des planètes, en admettant, comme ou peut le supposer, qu'elles aient été fluides primitivement. Maciaurin avait montré, comme on sait, tju'une masse fluide homogène peut rester en équilibre si sa forme est celle d'un ellipsoïdede révolution; et ce résultat avait été complété par Clairaut, puis par d'Alembert et Laplace, qui montrèrent qu'à toute vitesse de rotation, pourvu qu'elle ne dépasse pas une certaine limite, correspondent deux ellipsoïdes de cette nature, et deux seulement. Lagrange, dans sa Mécaiiifji/c anolvtiquc, commence celle recherche en supposant que la forme d'équilibre soit celle dun ellipsoïde à trois axes inégaux ; mais au cours de son analyse, un raisonnement, dont il a dû lui-même reconnaître l'insuffisance, le conduit à se restreindre au cas où l'ellipsoïde est de révolution.
Un de ses continuateurs, M. de Pontécoulanl, en reprenant, dans son Exposition du Svslciiie du inonde, l'analyse de Lagrange, avait précisé beaucoup trop et déclaré nettement que l'ellipsoïde doit être nécessairement de révolution. Cette affirmation trop tranchante éveilla rallention de l'illustre Jacobi. Celui-ci, (pii était animé de l'esprit de contradiction si utile aux chercheurs, voulut étudier Ihypothèse écartée et constata, à son grand élonnement, que l'ellipsoïde ta trois axes inégaux pouvait donner une solution du problème étudié.
Pendant longtemps, nos connaissances sur ce sujet se bornèrent à celle des deux figures ellipsoïdales dont nous venons de parler, sans qu'on sût rien d'ailleurs sur les conditions de stabilité de ces ellipsoïdes. On ignorait s'il y avait d'autres formes possibles, lorsque M. Mathiessen en i8jg et, plus tard, MM. Thomson et Tait, dans la deuxième édition de leur Traité de Pliiiosoplm' nalurellr^ indiquèrent qu'aux figures déjà connues on pouvait en ajouter de nouvelles, d'une forme analogue à celle d'un tore.
Tel était l'état de la question lorsque Poincaré s'en occupa en i885 pour lui faire faire un progrès décisif. Sa méthode et ses résultats sont d'une extrême élégance. Voici comment il les a résumés lui-même ( ') :
( ' ) La oitalioii (|ui suit est eniprunlée à l'Ouviage posllmnie qui a été piil) lié celle année même par les soins de noire savant Coriespomlanl, AI. Miltag-Lefller. et qui
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On reconnaiL d'abord (|ue les diverses figures d'équilibre d'une niasse lluide forment des séries linéaires; dans une même série, ces figures dépendent d'un paramètre variable. Telles sont la série des ellipsoïdes de révolution el celle des ellipsoïdes de Jacobi. Mais il peut arriver qu'une même figure appartienne à la fois à deux séries dillerentes. C'est alors une /iff are d'é(]uilil>re de bifurcadon.
A chaque fiirure est attachée une suite inlinie de coefficients que j'appelle coefficients de slnbUilé, parce que la condition de la stabilité, c'est qu'ils soient tous positifs. Quand un de ces coefficients s'annule, c'est que la figure correspondante est de bifurcation.
Ainsi, si, en suivant une série de figures d'équilibre, on voit s'annuler un des coefficients de stabilité, on saura qu'il existe une autre série de formes d'équilibre à laquelle appartient la figure de Ijifurcalioji.
Mn autre résultat, c'est que les deux séries linéaires, dont cette figure fait partie, échangent leur stabilité. Si, en sui\ ant l'une des séries, on ne rencontre que des équilibres stables jusqu'à la figure de bifurcation, on n'v trouvera plus ensuite que des
est intitulé : Henri PoiîscahÉ, Analyse de ses Irm'aux scienli/ii/aes. \ oici quelques renseignements sur la genèse de cet Ouvrage.
La Notice que Poincaré a consacrée à Halphen, une des plus belles et des plus touchantes qu'il ;iit éciites, se termine par les lignes suivantes :
a. Les Notices scientifiques ([ue |)ul)lieut les candidats à l'Académie ne sont d'ordinaire que de sèches noruenclatures, et les Académiciens ne les lisent que par devoir. Celle d'Halphen, je ne crains pas de le dire, est écrite avec autant d'esjjrit ((ue de logique, et sa lecture a été un plaisir, même pour les savants adonnés à des études très différentes. »
Ces éloges que Poincaié donne ici à Halphen sont certes bien mérités. Mais c'est à lui-même qu'il aurait dû aussi les adresser. Car c'est lui, mes souvenirs sur ce point sont bien précis, qui a pris, dès i884, l'initiative de faire précéder la liste de ses travaux, d'aperçus généraux sur leur classification et sur le but ménie qu'il avait voulu atteindre. L'exemple qu'il avait donné a été suivi par Halphen, et par d'autres encore.
H y a une dizaine d'années, ^L .Mittag-Leffier avait eu l'idée de demander à (]uelques savants des Notices écrites par eux-mêmes sur leurs travaux et sur les idées générales qui les avaient guidés dans leurs recherches. Poincaré répondit à l'appel qui lui était ainsi adressé en remaniant son ancienne Notice de candidature, et c'est son manuscrit qu'a publié M. Mittag-Lefller. Ce sera un précieux document pour l'Histoire des Sciences.
L KLOl.E IIISTOHUJLK 11 llliMU l'OlNCMlK.
ligures instables. Les figures slaliU'> ;i|i|iarlleii(li uni à lanlre série. Ces principes, appliqués à divers problonies Iraitos par La|)hice, mont pernus d'en compléter la solution.
Je ne puis niieu\ résumer tous ces résultats qu'en faisant riivpolhèse suivante :
Imaginons une niasse Ihiide se contractant par refroidissement, mais assez lentement jiour rester homogène et pour que la rotation soit la même dans toutes ses parties.
Daboi d très voisine d'une sphère, la ligii re de cette masse deviendra un ellipsoïde de révolution ipii s'aplatira de plus en plus, puis, à un certain moment, se transformera en un ellipsoïde à trois axes inégaux. Plus tard, la figure cessera d'être ellipsoïdale et deviendra piriforme jusqu'à ce qu'enfin la masse, se creusant de plus en jjIus dans sa partie médiane, se scinde en deux corps distincts et inégairx (' ).
L'hj'pothèse précédente ne peut certainement s'appli(|uer au svstème solaire. Quelques astronomes ont pensé qu'elle pourrait être vraie pour certaines étoiles doubles et que des étoiles doubles dir t^pe de |3 de la L} re ])réseuleraient des formes de transition analogues à celles dont nou-» venons de parler-.
Dans un de mes Mémoires, j'ai montré qu'aucune forme d'équilibre stable n'est possible si la vitesse de rotation dépasse une certaine limite.
On |)eut faire de ce |)rinclpe une application aux anneaux de Salurrie. Clerk -Maxwell a démontré que ces anneaux ne peuvent être solides, et que, s'rls sont lluides, lerrr densité ne peut dépasser y|^ de celle de la planète. D'autre part, je démontre que, si les anneaux sont lluides, ils ne peuvent être stables que si leur densité est supérierrre au ^'|j de celle de Saturne. L'analvse semlile donc confirmer rhypothèse de M. Troiivelot, qui considère les anneaux comme formés d'une multitude de satellites extrêmement petits et ne croit pas pouvoir expli(|uer aiiliemenl certaines apparences observées.
Pour lei'iniiiof celle analyse des tiavaux astroiioiiii(jiies de Poincaré, je dois encore parler de ses Leçons sur les liypolltèses cosmog<jniqucs laites à la Sorbonne en 1910, recueillies par M. 11. Vergne el parvenues déjà à leur seconde édition. De tout temps, riiomiiie s'e^l préoccupé de ses ori}2;ines et (Je celles du inonde f)îi il est [)lacé. Son besoin de savoir
(') L'rrn d'eux se rapproche de plus en plus d'une sphère, l'autre s'allonge en forme de ))ointe.
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est impérieux, et lorsqu'il ne peut parvenir à une connaissance certaine par la méthode scientifique, il s'élance en quelque forte vers la vérité, il essaye de la deviner, il imagine des liypotlièses plus ou moins plausibles pour pénétrer dans le domaine qu'il ne peut conquérir par des procédés réguliers. C'est ce qui explique le succès cju'ont toujours obtenu auprès de la foule les conjectures sur la manière dont l'Univers a été formé. Le rôle du savant, quand il aborde ce genre de considérations, consiste à examiner les théories, proposées souvent par des rêveurs; à rechercher jusqu'à quel point elles sont d'accord avec leslois de la Mécanique générale; à essayer, s'il se peut, de les modifier de manière à établir cet accord. Tel est le point de vue auquel se place Poincaré.
Parmi les hypothèses sans nouibre qui ont été successivement présentées, il faut placer au premier. rang celle que Laplace a fait connaître, dès i79(J, dans VE.rposilioii du Système du l/o/^t/e. Poincaré en discute tous les points avec une pénétration et une précision admirables, en s'aidant des résultats qu'il a obtenus dans la théorie des figures d'équilibre et dans celle des marées. Malgré quelques difficultés, Ihypolhèse de Laplace demeure victorieuse; elle s'imposerait même, dans ses grandes lignes tout au uioins, si notre système solaire constituait à lui seul tout l'Lriivers. Mais depuis Laplace, nos connaissances astronomiques se sont prodigieusement agrandies. De son temps, une étoile dans le ciel n'était qu'un point sur la sphère céleste; ses deux cooidonnées, et sa parallaxe quand on pouvait la déterminer, c'est-à-dire trois constantes au plus pour chaque astre, voilà tout ce que nous donnait l'observation. C'était l'époque de l'Astronomie mathématique, qui a permis tout de même de belles découvertes et qui a pu nous renseigner notamment sur le déplacement propre de notre système solaire. Mais aujourd'hui, grâce à l'Analyse spectrale, ce ne sont plus deux ou trois constantes, c'est toute une fonction définissant ie spectre de l'étoile, C|ue nous permet d'atteindre l'observation. A côlé de l'Astronomie de position est venue se placer l'Astronomie physique, qui nous donne les renseignements les plus précieux sur la constitution chimi(jue, la composition minéralogique des étoiles et des nébuleuses ; sur les étoiles multiples, colorées et variables ; sur leur déplacement dans le ciel, sur leurs mouvements en profondeur.
LU Éi.ocK iiisToiti(,n i: Il iiknui poincariî.
ÎVous sommes au début seulement de ces études si iittrayantes, et déjà les résultats ohlemis ont suseité des hypothèses cosmofi^oniques, présentées par une foule desavants : Helmhoitz, Lord Kelvin, Sir Norman Lockyer, Schuster, Arrhenius, Kapteyn, Sée, Schiaparelli. Toute conclusion serait prématurée, et Poincaré n'en donne aucune; mais il fallait un savant tel (jue lui pour suivre, avec autantdepénétration, ces discussions qui exigent la réunion des connaissances du géomètre, du physicien et même du géologue.
J'arrêterai là, mes chers Confrères, l'analyse bien sommaire ([ue j'ai pu vous faire des travaux que Poincaré a publiés en Mathématiques pures, en Physique, en Astronomie. Ces travaux présentent une telle variété que, lorsque l'on consulte les tables de nos Comptes rendus pendant les trente dernières années, on est tenté de lui attribuer ceux même que son père, son oncle et son cousin présentaient en même temps que lui. Si je voulais être complet, il me resterait, après avoir essayé de vous faire connaître le savant, à vous présenter le philosophe. Mais je ne dois pas oublier que notre Confrère appartenait aussi à la première de nos Académies, que l'étendue de son œuvre mérite plus d'un commentateur, et je me suis promis de me limiter à ce qui ne peut être dit que devant notre (Compagnie. Sans manquer à ce dessein, je vais vous indiquer comment il fut conduit à sa Métaphysique par les études qu'il entreprit sur la Géométrie non euclidienne, lorsqu'il eut à créer sa magistrale théorie des fonctions fuchsiennes.
Ce monument qu'on appelle les « i'iléments d'Eiiclide », et qui a résisté au travail de tant de siècles, ne ressemblait pas à ces édilices où une simple couche de stuc recouvre et dissimule des matériaux inférieurs. 11 était si bien, et je dirai si loyalement construit, que chacun pouvait l'étudier dans tontes ses parties et foiinulcr toutes les criti([ues que suggérait son examen. iJ'Alembert se plaisait à dire fjue la définition de la ligne droite donnée par l'Aulide (''tait l'êcueil et le scandale de la Géométrie. Les plus grands géomètres se sont att:upi(''s suitoiil au célèbre
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postulatum d'Euclide relatif à la théorie des parallèles, pour essayer de le démontrer. On n'ignore pas les tentatives infructueuses de Legendre; on connaît moins celles de Lagrange, mais Biot nous donne à leur égard le renseignement suivant (') :
Ligrange, tlit-il, liia un jour de sa poclie un papier qu'il lut à l'Académie et qui contenait une démonstration du fameux postulatum d'Euclide relatif à la théorie des parallèles. <-ette démonslialion reposait sur un paralogisme évident, qui parut tel à tout le monde, et probablement Lagrange le reconnut pendant sa lecture; car, lorsqu'il eut fini, il mit le papier dans sa poche et n'en parla plus. Un instant de silence universel suivit, et l'on passa à d'autres sujets.
Ce passage de Biot, un autre de Laplacedans VExposiliott du Système du Monde, nous montrent (pi'au commencement du siècle dernier les géomètres français croyaient à la possibilité d'une démonstration du fameux postulatum d'Euclide. Il n'y avait à cette époque en Europe que l'illustre Gauss, qui fi'il en possession de la vérité. Ses méditations l'avaient conduit à cette conclusion qu'en supprimant le postulatum d'Euclide et conservant les autres axiomes, on est conduit à une géométrie qui peut se développer indéfiniment sans présenter de contradiction. Gauss n'a rien publié de ses idées; mais elles devaient être retrouvées d'une manière indépendante, et presque simultanément, vers i8jo, par deux géomètres d'origine bien différente, le Russe Lobatschefsky et le Hongrois Bolyai. Kiemann devait venir plus tard créer une géométrie nouvelle, à côté de celle d'Euclide et de Gauss. 11 a eu de nombreux imitateurs, et nous comptons aujourd'hui une foule de géométries différentes, tout aussi cohérentes les unes que les autres. Ces découvertes des géomètres ont beaucoup contribué à former, je n'ose dire, à rectifier les théories des philosophes relatives à l'origine et à la formation de nos connaissances. Mais au temps de ma jeunesse, elles étaient encore combattues et contestées. Un savant modeste, Jules Hoiiel, dont lainilié m'honora et dont je conserve précieusement le souvenir, a beaucoup contribué à les faire connaître et à les répandre dans notre
(') Biot, Mélanges scienti/ifjues et liliéraires, t. II, p. 263.
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pays. D'autre paît, Belli'aiiii. ipii les introdiiisil ni Italie, où elles avaient trouvé un précurseur clans la personne de Saccheri qui vivait au wuf siècle, mais où elles rencontraient beaucoup de contradicteurs, essaya de répondre aux objections en montrant une surface, la pseudosphèrr, où la Géométrie non euclidienne se trouve en quelque sorte réalisée |iar les propriétés des géodésiqucs. La réponse n'était pas topique; car la surface de Beltrami a des limites et, en Géométrie non euclidienne, le plan et la ligne droite n'en ont pas.
(]'est M. Fi'lix Iviein qui fit disparaître ces objections en montrant, dans un beau Mémoire, (pi'une géométrie inventée par l'illustre Cayley, et dans laquelle c'est une conique, appelée l'absolu, qui fournit les éléments de toutes les mesures et permet, en particulier, de définir la distance de deux points, donne la représentation la plus parfaite, la plus adéquate, de la Géométrie non euclidienne.
D'autre part, une transformation des plus simples, connue depuis 18G4, permet de transformer la Géométrie de Cayley en une autre dans laquelle les lignes droites sont remplacées par des cercles normaux à une spiière fixe ('). C'est celte Géométrie qu'adopta Poincaré dans ses études philosophiques et dans ses travaux sur les fonctions fuchsiennes. Il sut lui donner la forme la plus saisissante, qu'on nous saura gré de reproduire.
Supposons, dil-il, lin monde renfermé dans une i;rande splièreel soumis aux lois suivantes :
La lempératuie n'y est pas nnlfornie; elle est niaxima an cenlie et elle diminne à mesure qu'on s'en éloigne, pour se réduire au zéro absolu quand on atteint la sphère où ce monde est renfermé.
Je précise davantage la loi suivant laquelle varie cette température. Soit 1^ le rayon de la sphère linjite; soil /• la dislance du point considéré au centre de cette sphère. La température absolue sera proportionnelle à H- — /-.
( ' ) ioir la Iradui'tion allemande du premier (Jn\r.ige [)lirloso|ilii((ue de l'oiiicaré : WissENSCiiAFT fXD IIvpOTHESK. Aul.orisierle (li'disclie Aiisgahc mit eildiiterndeii Aiunerl.iin;^en roii V. iiii'l L. I.i.ndimann. Zweiie Auflage. I^eip/.lg, Teubner, igofi, p. 208 et suiv.
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Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps aienl le même coefficient de dilatation, de telle façon que la longueur d'une règle quelconque soil proportionnelle à sa température absolue.
Je supposerai enfin qu'un objet transporté d'un point à un autre dont la température est dilTérente se met immédiatement en équilibre calorifique avec son nouveau milieu.
Rien, dans ces hypothèses, n'est contradictoire ou inimaginable. Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit à mesure qu'on se rapprochera de la sphère limite.
Observons d'abord que, si ce monde est limité au point de vue de noire géométrie habituelle, il paraîtra infini à ses habitants.
Quand ceu\-ci, en effet, veulent se iap|)rocher de la sphère limite, ils se refroidissent et deviennent de plus en plus petits. Les pas qu'ils font sont donc aussi de plus en plus petits ; de sorte (|a'iU ne peuvent jamais atteindre la sphère limite.
Je ferai encore une autre hypothèse, je supposerai que la lumièie traverse des milieux diversement réfringents, et de telle sorte que l'indice de réfraction soit inversement proportionnel à R- — r-. Il est aisé de voir que, dans ces conditions, les ra\ons lumineu\ ne seraient pas recliligne», mais circulaires.
Dans le milieu ainsi imaginé par Poincaré, les êtres fictifs dont il nous parle, s'ils faisaient de la géométrie, adopteraient la Géométrie non euclidienne. Les lignes droites, les rayons lumineux de la Géométrie ordinaire, seraient remplacés par des cercles orthogonaux à la sphère limite, les plans par des sphères orthogonales à cette même sphère.
Ces constatations conduisirent Poincaré à réfléchir sur les bases de la Géométrie et sur les axiomes qu'elle emploie. Pour lui, les axiomes ne sont pas autre chose que des conventions, je préférerais dire des définitions plus ou moins complètes, des éléments idéaux que notre imagination construit en s'appuyant sur l'expérience.
Les démonstrations que nous venons de rappeler montraient avec la dernière évidence qu'on peut ramener, l'une à l'autre, les deux Géomé- Irics euclidienne et non euclidienne, et qu'il ne peut se révéler dans le développement de l'une d'elles aucune contradiction (|ui n'existe aussi dans l'autre. Mais alors surgissait nécessairement une autre question. Puisque nous employons en géométrie des éléments qui, bien que sug-
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gérés par TexpériLMice, sont des créations de notre esprit, (pii pourra nous assurer ipie nous ne sommes pas égarés et (pie le développement logique de nos conceptions ne finira pas par nous conduire à des résultats eontradictoires. Toute difficulté à cet égard me paraît levée par le mémorable travail que M. Hilbert a consacré à l'ensemble de nos axiomes géométriques (').
Mes chers Confrères, l'analyse précédente, à la fois si longue et si incomplète, vous aura pourtant, je l'espère, donné une idée de l'étendue et de l'importance des travaux d'Henri Poincaré.
On peut se demander comment, dans une vie relativement si courte, il a pu écrire plus de 3o Volumes et près de 5oo Mémoires, répandus dans les Recueils du monde entier. .le ne connais que Beitlielol dont la production soit comparable à la sienne. J'ai vécu à côté et dans l'intimité de ces deux grands hommes. Ce qui m'a le plus frappé, c'est la prodigieuse activité de leur esprit, la rapidité de leurs conceptions. J'ai vu Poincaré à la Sorbonne, au Bureau des Longitudes, à l'Académie. Partout, quand on lui demandait de résoudre une difficulté, sa réponse partait avec la rapidité de la flèche. Lorsqu'il écrivait un Mémoire, il le rédigeait tout d'un trait, se bornant à quelques ratures, sans re\enir sur ce qu'il avait écrit. Au reste, il nous a donné des renseignements, d'une valeur inappréciable pour le philosophe et le biologiste, sur la manière dont il travaillait (-). Vous avez dû remarquer que j'ai piis plaisir à m'elîacer devant lui et à multiplier les citations. Permettez-m'en une
('j Poincaré l'ut amené en 19O4 à faire un rapport Mir les études de M. Jliljjert, qui ont valu à ce géonfiètre pénétrant la médaille Lobatscijefsky, décernée par la Société pliysico-mathémati(|ue de I\azaii.
(') .VI. le D"" Toulouse, qui a examiné pai- les méthodes de la Psychologie physiologique plusieurs hommes célèbres, Zoln, Berthelot, Dalou, Hodin, Puvis de Chavannes. Saint-Saéns, Alphonse Daudet, Jules Leraailre. Pierre Loli, etc., a consacré tout un Noluiue en i()io à Poincaré. Voir IIi;nri I'iuncaiié, par le D'' Toulouse, Paris, E. Plaininarion.
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nouvelle; elle aura l'avantage de vous éclairer sur la genèse de sa plus belle découverte.
Depuis quinze jours, nous dit-il, je ni'eflForçais de déinonlrer qu'il ne ponvail exister ancune fonction analogue à ce que j'ai appelé depuis les fonctions fiic/tsiennes ; i'élsih alors fort ignorant. Tous les jours, je m'asseyais à ma table de travail, j'y passais une heure ou deux: j'essayais un grand nombre de combinaisons et je n'arrivais à aucun résultat. Un soir, je pris du café noir, contrairement à mon habitude; je ne pus m'endormir, les idées surgissaient en foule: je les sentais comme se heurter, jusqu'à ce que deux d'entre elles s'accrochassent, pour ainsi dire, pour former une combinaison stable. Le malin, j'avais établi l'existence d'une classe de fonctions fuchsiennes, celles qui dérivent de la série hypergéométrique. Je n'eus plus qu'à rédiger les résultais, ce qui me prit quelques heures.
Je voulus ensuite représenter ces fonctions par le quotient des deux séries; cette idée fut parfaitement consciente et réllécliie; l'analogie avec les fonctions elliptiques me guidait. Je me demandai quelles devaient être les propriétés de ces séries si elles existaient, et j'arrivai sans difficulté à former les séries que j'ai appelées thélafuchsiennes.
A ce moment, je quittai Caen, que j'habitais alors, pour prendre part à une course géologique entreprise par l'École des Mines. Les péripéties du voyage me firent oublier mes travaux inalhématiques; arrivés à Coulances, nous montâmes dans un omnibus pour je ne sais quelle promenade. Au moment où je mettais le pied sur le marchepied, l'idée me vint, sans que rien dans mes pensées antérieures parût m'y avoir préparé, que les transformations dont j'avais fait usage pour définir les fonctions fuchsiennes étaient identiques à celles de la Géométrie non euclidienne. Je ne fis pas la vérification, je n'en aurais pas eu le temps, puisque à peine dans l'omnibus je repris la conversation commencée; mais j'eus loul de suite une entière certitude. L)e retour à Caen, je vérifiai le résultat à tête reposée pour l'acquit de ma conscience.
Je me mis alors à étudier des questions d'arithmétique sans grand résultai apparent et sans soupçonner que cela pût avoir le moindre rapport avec mes études antérieures. Dégoûté de mon insuccès, j'allai passer quelques jours au bord de la mer et je pensai à autre chose. Un jour, en me promenant sur la falaise, l'idée me vint, loujours avec le même caractère de brièveté, de soudaineté et de certitude immédiate, que les transformations arithmétiques des formes quadratiques ternaires indéfinies étaient identii|ues à celles de la Géométrie non euclidienne.
Étant revenu à Caen. je réfléchis sur ce résultat et j'en tirai les conséquences; H. P. — II. A
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I exemple des formes qiiailialii|ues me montrait qu'il y ;nait des groupes fuclisiens autres que ceux qui correspondent à la série h vpergéométrique, je vis que je pourrais leur appliquer la lliéoile des foiirlions tlictaliulisiennes, et que, par conséquent, il existait des fonctions llK'tafncliAiennes antres que celles qui dérivent de la série hypergéométrique, les seules (|ue je connusse jusqu'alors. Je nie proposai naturellement de former toutes ces fonctions. J'en fis un siège svslétiiatique et j'enlevai, l'un apiès l'autre, tous les ouvrages avancés; il v en a\ait un cependant qui tenait encore et dont la clin te devait eu traîner relie du corps de place. Mais tous mes efforts ne servirent (]u à me mieux faire connaître la iliflicnllé. ce f|ui était déjà quelque chose. Tout ce travail fut parfaitement conscient.
Là-dessus, je partis pour le Mont-\ alérien. où je devais faire mon service militaire. J'eus donc des préoccupations très dilléienles. Un jour, en traversant le boulevard, la solution de la difficulté qui m'avait airêté m'apparut tout à coup. Je ne cherchai pas à l'approfondir immédiatement, et ce fut seulement après mou service que je repris la question. J'avais tous les éléments, je n'avais qu'à les rassembler et à les ordonner. Je rédigeai donc mon Mémoire déliiiilif d'un trait et sans aucune peine ( ' ).
Comme il est naturel, tant de publications éclatantes sur tant de sujets divers avaient répandu dans le monde entier la renommée de notre Confrère. 11 appartenait à divers titres à une quarantaine d'Acadétnies ou de Sociétés savantes, françaises ou étrangères. A l'occasion de divers anniversaires, il avait reçu des diplômes de docteur des Universités de Cambridge, Christiania, Kolozsvar, Oxford, Glascow, Bruxelles, Stockholm, Berlin. La Société royale aslronomicjue lui décerna en 1900 sa médaille d'or, qui lui fut remise en séance solennelle par le regretté Sir George Darwin, à ([ui ses recherches personnelles permettaient
(') Les savants directeurs de \'Euseis,'/iei>ic/i/. iiiat/ii^/)ia/ir/iic, iMM. Laisanl et Fehr, avaient eu l'idée d'ouvrir une enquête sur les habitudes d'esprit et les méthodes de travail des Mathématiciens. Poincaré répondit à Irur demande en faisant, sous les auspices de Vlnslilut général psychologiijiie. nue Conférence sur Vimenlion e// /««^/«-//('///'///r.v. Cette Conférence, riche d'idées Unes et ingénieuses, forme le Chapitre III de l'Ouvrage qu'il a publié sous le titre -.Science elMélliode. (y'esl à elle que nous avons eiuj)runté la citation (|iii ligure dans le texte.
ÉLOGE IIlSTORlyrE d'hEXRI POINCARÉ. [.IX
d'admirer avec le plus de compétence les découvertes astronomiques de notre compatriote. Un an après, la Société royale de Londres lui décernait la médaille Sylvester. En iÇ)o4, il recevait la médaille d"or Lobatscliefsky de la Société physico- mathématique de Kazan. En ipoS, sur la proposition d'une Commission internationale où j'avais l'honneur de représenter notre pays, l'Académie hongroise des Sciences lui décernait le grand prix Bolyai, qu'elle avait fondé en l'honneur des deux illustres savants de ce nom, le père et le (ils, et qu'elle avait à attribuer pour la première fois. La France ne restait pas en arrière. Si le peu de temps qui s'écoula entre ses débuts et son élection ne permit pas à notre Académie de lui faire parcourir toute la gamme des prix dont elle dispose, elle lui décerna cependant en iH85 le prix Poncelet et en iHjjO, alors qu'il nous appartenait, le prix Jean Reynaud, sur le désirexprimé par la fondatrice de ce dernier prix. Il fut nommé en iSy'i membre du Bureau des Longitudes, au litre de l'Académie des Sciences. Enfin en 1908, peu après la mort de Berthelot, l'Académie française lui décerna le suprême honneur, en l'appelant à occuper le fauteuil du grand poète Sully Prudhomme. Vous vous souvenez encore des mémorables Discours (pii furent prononcés ici même, le 28 janvier 1909, dans la séance où il fut reçu par M. Frédéric Masson.
Tous ces succès étaient des témoignages de l'admiration et de l'estime que ses confrères et ses pairs avaient pour lui; mais les Ouvrages de Philosophie qu'il publia à partir de 1902, La Science et l'Hypothèse^ Science et Méthode, la Valeur de la Sric/ice, lui valurent une popularité que n'avaient connue ni Cauchy, ni Heiniite, ni Joseph Bertrand. Tirés à un nombre prodigieux d'exemplaires, ils ont été traduits en allemand, en anglais, en espagnol, en hongrois, eu suédois, en japonais. Je n'oserais affirmer qu'ils ont été pleinement compris de tous; poursaisir la pensée de leur Auteur, une forte culture scientifique est nécessaire, qui manque à plus d'un; mais l'autorité joue encore quekpie rôle dans ce monde, et c'est
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avec un senlimenl de déférence bien naturel qu'on discutait les idées et qu'on accueillait les théories d'un si grand savant.
Devenu populaire, il connut les avantages et quelques-uns des inconvénients de la popularité. La Revue bleue, ayant ouvert en i()o'i une enquête sur la {larlicipation des savants à la politique, hii demanda son opinion sur cette question. Poincaré lui répondit par une lettre très spirituelle dont je vous demande la permission de citer la tin :
Vous me (leniaudez si les savants poliliques doivent coniballre ou ajipuver le IjIûc ministéiit'l ■? Ali ! jinni- le coup, je me récuse; cliacun devia voter suivant sa conscience; je suppose que tous ne ])ensei"ont pas sur ce point de la même manièie, et vraiment je ne sautais m'en plaindre. S'il v a des savanls dans la politique, il faut qu'il V en ait dans tous les partis: et, en ellel, il est indispensable qu'il y en ait du côté du manche. La Science a besoin d'argent, et il ne faut pas que les ;;ens au pouvoir puissent se dire : la Science, c'est l'ennemi (').
En ir)ii, ce fut le journal rOpliiioit qui sollicita son a\h si/r /a pn'pondérance politique du Midi. Un de ses rédacteurs avait conclu que « la France est gouvernée par le Midi et qu'elle l'est de plus en plus ». Poincaré donna son opinion, le 25 mars 191 1. Elle n'était pas précisément favorable aux hommes du Midi. Mais ceux-ci peuvent s'en consoler. Le Midi est si grand que chacun peut bien supposer qu'il est d'une région à laquelle ne s'appliquent pas les appréciations de notre Confrère.
Il a été appelé aussi à publier son opinion sur la ïiepi-èaentaliuu proporlionm-lle ; il a même écrit la' préface de l'Ouvrage de M. G. Lachapelle intitulé : La Représentation propoi lionnelle en France et en Belgique. Les auteurs des Traités sur le calcul des })robabilités, Bertrand entre autres, se sont beaucoup préoccupés de la question électorale, et les résultats auxquels ils sont parvenus mériteraient d'être pris en considération. Mais ce n'est pas ici qu'il convient de les discuter.
Cette popularité, cette autorité (]u'il s'était si légitimement acquises, le faisaient rechercher de tous côtés. Vax i<jo3, appelé à présider le XIX*" banquet de l'Association générale des Etudiants, il piononça une
(') Jiei'iie fjleite, igo'i, |). 708.
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belle Allocution sur la vérité scientifique et la vérité morale, engageant ses auditeurs à les unir dans un même culte. L'œuvre de Foi et Vie ne fit pas en vain appel à son concours; Poincaré lui donna en 1910 une Conférence sur les bases de la morale, intitulée : La Morale et la Science et, en mars 1912, une auti'e sur un sujet moins troublant : Les conceptions nouvelles de la matière.
En 191 1 , notre confrère Richepin eut l'idée de fonder une Ligue pour la Culture française. Parmi les adhésions qu'il reçut dans notre Académie, il faut signaler celle de Poincaré; notre Confrère ne se contenta pas de faire partie de la Ligue, il écrivit aussi un petit Traité populaire pour défendre la culture littéraire et l'éducation classique (').
Tous ces concours auxquels il ne se refusait pas ne l'empêchaient pas de poursuivre ce qu'il considérait comme sa tâche essentielle et de répandre ses idées et ses découvertes relatives à ses études de prédilection. En 1900, à l'Exposition universelle, il fit trois Conférences dans l'espace d'une quinzaine : l'une, le 1 1 août 1900, Sur le rôle rie l' intuition et de la logique en Mathématiques., devant le Congrès international des Mathématiciens, dont il avait été élu président; l'autre. Sur les principes de la Mécanique, au Congrès international de Philosophie; la troisième enfin. Sur les rapports de la Physique expérimentale et de la Physique mathématique, au Congrès international de Physique, qui se tenait à la même époque.
Mais, de tous les appels que recevait Poincaré, les plus agréables sans aucun doute étaient ceux qui lui venaient de l'étranger. En 190'j, Newcomb, notre illustre Associé étranger, se rendit à Paris pour inviter, au nom du Gouvernement américain, les Savants français à participer au Congrès international d'Art et de Science, organisé sur le modèle de l'Institut de France; ce Congrès devait se tenir à Saint-Louis, l'année
(') H. PoixCARÉ, Les Sciences et tes Humanités. Paris. A. Fayard. 191 1.
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sui\ auto. pondant la (Inroo de l'Exposition nniveisclle destinée à célébrer le ceiilenaire de la réunion de la T^onisiane aux Etats-Unis. Plusieurs d'entre nous acceptèrent l'invitation qui leur était faite d'une manière si gracieuse. Poincaré fut du nombre et profila de l'occasion qui lui était olïerte pour visiter les diil'érenles régions des Etats-Unis. La Conférence qu il lut, le 24 septembre i(|o'|, devant le Congrès, avait pour titie : L'i'lnl actuel r-t l'/nc/tir t/c la PliysifjiU' nialliémiitiquc
V.n if)0(), sur l'invitation de la Couiuiission qui régit la fondation ^^'olfskeid de la Société royale des Sciences de Gœttingue, il allait donner six Conférences de\ant les professeurs et les étudiants de la glorieuse Université de celte ville. Les cinq premières ont été faites en allemand sur des sujets techniques. Quant h la sixième, elle avait pour objet : La noinelle Mécanique, je veux dire celle de Lorenlz, et non celle des Quanta. Pour mieux exprimer sa pensée, il préféra la faire en français.
Dans cette même année i90(), il fut délégué par l'Université de Paris aux fêtes organisées par l'Université libre de Bruxelles pour le 'jd'' anniversaire de sa fondation. L'accueil qu'il y reçut fut particulièrement chaleureux. On lui demanda de faire une Conférence; il choisit comme sujet : Le libre Ej-anien en matière scientifique (').
Il fut de même, en octobre 1910, le délégué de l'Université de Paris aux fêles du Centenaire de l'Université de Berlin, qui saisit cette occasion de le nommer docteur honoris causa en Médecine et Chirurgie. Il y lut, à la Réuniou niatliéinatifiuc àc l'Université, une Conféretice sur la théoi'ie des oudrs hertzicnni's.
La dernière année de sa vie fut particulièrement chargée sous ce rapport, l'^n mai 1912, il allait faire à la jeune Université de Londres plusieurs Conférences sur /(/ théorie du rayounenient^ (|ui l'a intéressé jusqu'à son dernier jour, sur la logique de l' in/ini, sur rcspace et le temps. Quelques jours après, il se rendait à Vienne, en Autriche, pour y défendre la cause des Humanités devant la réunion des Amis du
(') Celle Conférence, lue le 21 novembre 190g, a élé publiée dans le numéro île décembre 1910 de la Iteviie de i fJnii'ersité tic Jlni.rellcs.
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Gymnase. La même année aussi, il était allé à Bruxelles pour prendre part à un Congrès d'un genre tout particulier. Un grand industriel, M. K. Solvay, doublé d'un Mécène, auquel notre Académie décerne aujourd'hui même la médaille Lavoisier, avait réuni les physiciens les plus qualifiés du monde entier, en leur demandant de discuter à fond les idées nouvelles sur la Mécanique. Poincaré a pris part à ces discussions qui viennent d'être publiées (').
Ces excursions que notre Confrère devait faire ainsi à l'étranger étaient fort loin de lui déplaire. Dès son enfance, il avait pris le goût des voyages, et l'on peut dire qu'il était de ceux qui connaissent le mieux notre planète. Pour ma part, je l'ai rencontré en bien des endroits différents : à Londres, à Rome, à Vienne, à Budapest, à Copenhague, à Saint-Louis d'Amérique, à Philadelphie, à New-York, à Boston. Sa valise n'était pas toujours dans un ordre parfait, et l'on rappelait quelquefois dans sa famille qu'un jour, par mégarde, en Autriche, il avait emporté undrapdelit de l'hôtel; maisil savait voyager, et j'ai pu constater plus d'une fois, par moi-même, qu'on pouvait s'en rapporter à lui. D'ailleurs, dans les conversations que nous avions ensemble, je ne me lassais pas d'admirer son grand bon sens, sa perspicacité, le merveilleux équilibre de son esprit. S'il a été hors de pair en Mathématiques, on peut affirmer (ju'il auiait admirablement réussi dans toutes les carrières qu'il auraitpu choisir. J'ai parlé plus haut de son insuffisance en dessin. Cela ne l'empêchait pas d'apprécier la peinture et la sculpture, de juger avec beaucoup de pénétration et de goût les œuvres d'art de toute nature. Il aimait beaucoup la musique, surtout la musique symphonique qui puise ses inspirations aux sources les plus pures et les plus cachées.
Ces qualités trouvèrent leur application dans les lâches diverses qui
(') La ihrorie du rayonnemenl el des quanta. Rapports et disciissioris de la réunion tenue à Bruxelles sous les auspices de M. Soivav. Publiés par MAI. I'. I^ANGEViN el iM. DE Bboc.i.ie. Paris. Gauthier-\'i|jars, 1910.
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lui furent confiées. Quand rAcadéinie des Sciences obtint du (louverneinent (ju'une mission composée d'officiers du Service géographique de lArmée irait reprendre à l'Equateur l'œuvre géodésique qui avait fait la gloire de notre Compagnie au wiii'' siècle, en procédant à une mesure nouvelle, réclamée par les progrès de la Science, de l'arc méridien de Quito, Poincaré fut l'âme, il n'y a pas d'autre expression, de la Commission de contrôle des opérations nommée par l'Académie. Ce fut à lui que le Gouvernement confia la présidence de la Commission interministérielle chargée de coordonner les applications de la Télégraphie sans fil. Knfin, (juand une initiative heureuse détermina la création d'un Conseil des Observatoires des départements, ce fut encore Poincaré i]ui fut appelé à diriger ses travaux. Il ne refusait pas son concours, mais il le donnait sans enthousiasme, et il avait le talent, qui peut être des plus précieux à l'occasion, de savoir écourter les séances des Commissions.
Il n'était pas né pour être administrateur. Il préférait, et il avait bien raison, poursuivre les travaux de haute envergure qui ne cessaient de le préoccuper.
La recherclie de la vérité, a-l-il écrit au débul de l'introduction de son (Juvrage : La valeur de la Science, doit être le but de notre activité; c'est la seule fin qui soit digne d'elle.
Sa vie entière est une réponse à ceux qui pensent que la Science a été créée uniquement en vue de l'action.
De temps en temps, les devoirs des présidences qui lui étaient confiées lui donnaient l'occasion de rappeler les mérites des Confrères que nous perdions. Avec quel talent d'écrivain, avec (|uelle finesse, quelle bienveillance pour les peisonnes il s'acquittait de ce soin, seuls le savent ceux qui l'ont entendu, ceux qui ont lu le beau Volume : Savants et Ecrivains^ où il a réuni tous les KIoges rpi'il avait prononcés.
Il nous parle successivement de Sully Prudliomme, de Grcard, de Curie, de lirouardel, de Laguerre, de Cornu, d'Hermite, d'Halphen, de Tisserand, de .Joseph Bertrand, de Berthelol, de Faye, de Potier, de
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Weierstrass, de Lord Kelvin, de Lonvy, des Polytechniciens du xix" siècle. Son style laisse transparaître les idées avec une netteté parfaite, rien n'y sent l'emphase, ni la littérature d'imitation. C'est à la réflexion seulement qu'on reconnaît la parfaite concordance de la forme avec le fond, qui seul préoccupe l'écrivain. On y rencontre pourtant, presque à chaque page, de ces phrases lapidaires que leur forme grave pour toujours dans l'esprit. Souvent, il arrive aussi que quelque boutade spirituelle, quelque vérité énoncée sous une forme paradoxale, vient surprendre le lecteur et fait d'autant plus d'effet qu'elle était moins attendue.
Poincaré, d'ailleurs, se dépeint souvent lui-même, et nous apprend à le mieux connaître, dans les appréciations qu'il mêle à son récit.
Le savant digne de ce nom, le géomètre surtout, nous dil-il, éprouve en face de son œuvre la même impression que larlisle; sa jouissance est aussi grande el de même nature. Si je n'écrivais pas pour un public amoureux de la Science, je n'oserais pas m'exprimer ainsi ; je redouterais l'incrédulité des profanes. Mais ici, je puis dire toute ma pensée. Si nous travaillons, c'est moins pour obtenir ces résultats positifs auxquels le vulgaire nous croit uniquement attachés, que pour ressentir cette émotion esthétique et la communiquer à ceux qui sont capables de l'éprouver (' ).
Ainsi s'écoulait la vie d'Henri Poincaré, au milieu de ses amis, au sein d'une charmante famille qui s'ingéniait à lui épargner toute préoccupation et tout souci.
jyjiiie Poincaré appartient, par ses origines du côté maternel, à notre monde scientifique. Elle est la petite-fille d'Isidore Geofl'roy-Saint- Hilaire, l'arrière-petite-fiUe d'Etienne Geoffroy-Saint-Hilaire qui fut l'antagoniste de Cuvier. Sa mère, M""^ Poulain d'Andecy, qui a longtemps vécu au Muséum, y a laissé, comme d'ailleurs toute ia famille Geoffroy- Saint-Hilaire, des souvenirs de haute tenue morale, de bienfaisance et de charité, qui sont encore vivants aujourd'hui. Alors même qu'elle ne
(') Notice sur Halphen {Journal cl::' l'Ecole Polylechniqiie. 60" cahier). H. P. — II. i
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Taurail pas Iroiivco dans sou alleciion et sa liaiilc inlellij^'cnce, M"""Poincaré avait donc reçu de sa famille la notion de la vie quil convenait de faire à un savant tel (jue son mari. Ses trois filles et son fils se joignaient à elle pour entourer leur père de toute leur affection, et lui donnaient toutes les satisfactions qu'il pouvait désirer; son beau-frère et sa sonir, M. et M""*" llmile Boutroux, son neveu Pierre Boutroux, ses cousins germains, M. Raymond Poincaré, M. Lucien Poincaré, entretenaient avec lui les plus affectueuses et les plus étroites relations. Ses Confrères, heureux de posséder un homme de son génie, lui témoignaient une confiance et une déférence auxquelles il était très sensible. Bien qu'il ne fit lien pour les imposer, ses avis, ses o[)inions avaient à nos yeux une hante autorité. Partout, dans le monde entier, il trouvait les égards bien dus à celui dont la vie, exempte de toute préoccupation étroite, avait été uniquement consacrée aux recherches les plus hautes et les plus désintéressées. La i)uissance de son esprit était intacte; il semblait que la vieillesse allait venir pour lui, heureuse, accompagnée de tous les honneurs; qu'il contribuerait, longtemps encore, à accroître le patrimoine moral de notre patrie par l'exemple d'une vie consacrée sans relâche aux plus nobles travaux. La destinée jalouse en a ordonne autrement.
Au Congrès international des Mathématiciens, qui se tint à Rome en 1908, un premier accident inquiéta ses amis et l'empêcha de lire luimême la belle Conférence fjii'il avait préparée sur V Avcnif des Matliéinatifjues. Cet accident, (]ui décelait une hypertrophie de la prostate, fut heureusement conjuré grâce à l'habileté et aux soins des chirurgiens italiens. M""' Poincaré accourut nous retrouver à Rome et ramena son cher malade en France, à petites journées. De retour ici, notre Confrère re[)rit ses habitudes et ses travaux; l'activité qu'il ne cessait de montrer nous permit d'espérer ([ue tout danger était, pour longtemps, écarté. Il s'occupait toujours du problème des trois corps. Le <) décembre 191 1, il écrivait la lettre suivante à M. Guccia, directeur fondateur du Circolo
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tnatematico de Palerme, qui avait publié dans son Recueil, nous l'avons vu, quelques-uns de ses plus beaux Mémoires :
Mon cher ami,
Je vous ai parlé lors de votre dernière visiLe d'un travail qui me relient depuis
deux. ans. Je ne suis pas plus avancé, et je rae décide à l'abandonner provisoirement
pour lui donner le temps de mûrir. Cela irait bien si j'étais sûr de pouvoir le
reprendre; à mon âge, je ne puis en répondre, et les résultais obtenus, susceptibles
de mettre les chercheurs sur une voie nouvelle et inexplorée, me paraissent trop
pleins de promesses, malgré les déceptions qu'ils m'ont causées, pour que je me
résigne à les sacrifier. Dans ces conditions, trouveriez-vous convenable de publier
un Mémoire inachevé, où j'exposerais le but que j'ai poursuivi, le problème que je
me suis proposé, et le résultat des efforts que j'ai faits pour le résoudre ? Cela serait
un peu insolite; mais cela serait peut-être utile. Ce qui m'embarrasse, c'est que je
serai obligé de mettre beaucoup de figures, justement parce que je n'ai pu arriver
à une règle générale, mais que j'ai seulement accumulé les solutions particulières.
Dites-moi, je vous prie, ce que vous pensez de celle question et ce que vous me
conseillez.
Voire ami dévoué,
POIXCARÉ.
Il y a, dans cette lettre, une phrase sur laquelle on s'est appuyé pour dire que, depuis quelque temps, il avait les plus tristes pressentiments. Je ne saurais partager cette opinion ou, du moins, je la crois fort exagérée. Il est naturel que tout homme, atteint d'une maladie chronique, songe plus souvent qu'un autre à la lin inévitable. Mais aucun de nous n'a remarqué que notre Confrère fiît réellement affecté.
Quoi qu'il eu soit, et comme on peut bien le penser, M. Guccia s'empressa de réclamer le Mémoire qui lui était proposé. Un travail qui avait paru, à un géomètre tel (jue Poincaré, mériter des efîorts prolongés pendant plus de deux ans ! C'était une bonne fortune qu'on devait se garder de refuser. Le Mémoire a donc paru peu de temps avant la mort de son illustre Auteur (').
Il a pour titre : Sur un théorème de Géométrie . La démonstration
(') ftendiconli del Circolo inalenialico di Palermo. l. XXXIII, séance du 1 G m a rs 1 9 1 2 .
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complète de ce théorème, si Poincaré avait pu roKlcnir, lui aurait permis notaïuuienl ilolalilir rexistence duii nombre illimité do solutions périodicjues dans un cas du problème des trois corps plus générai (pie tous ceux qu'il avait envisagés jusque-là (').
L'année 191 :^, qui vil la publication du ce Mémoire, est celle peut-être où notre Confrère déploya le plus d'activité. Nous avons déjà signalé les voyages qu'il fit à Londres, à Vienne, à Bruxelles. A Paris même, il accepta de faire partie de la Ligue française cVéducution morale et prononça à la première assemblée de cette Ligue un éloquent Discours sur la nécessité de l'union morale. C'était le 26 juin 1912; trois semaines à peine le séparaient de la mort. Les accidents qui avaient inquiété ses amis s'étaient malheureusement reproduits et aggravés. Les médecins estimèrent (ju'il y avait lieu d'envisager une opération.
Cette opération devait se faire un mardi; je vis notre Confrère le jeudi qui la précéda. Il présida d'une manière un peu nerveuse le Conseil des Observatoires. Après la séance, il vint me mettre au courant. Il était rempli de confiance et me parlait de son intention de se rendre à Hambourg, pour le cincjuantenaire de l'Association géodésique internationale, auprès de laquelle il était délégué parle Gouvernement français. Le samedi suivant, il vint à une séance de la Faculté où, à propos d'une
(') Ctiose étrange! Ce lliéoième de Géométrie, qui avait défié pendant si longtemps les efTorts de Poincaré, a été démontré en très peu de temps par un géomètre américain, M. BirkhofT, et aussi, si je suis bien informé, par un géomètre suédois, M. Pliragmén, qui avait assisté autiefois Poincaré dans la publication de son Mémoire couronné.
A cette occasion, je ne puis m'empèclier de remarquer que, dans celte séance même, l'Académie couronne un beau travail de M. Sut)dman sur le problème des trois corps. L'Auteur y développe une solution de ce problème plus générale que celle qui était réclamée par Weierstrass, lors du concours institué par le roi de Suède, puisque M. Sundman n'exclut pas le cas, explicitement écarté par le programme reproduit plus haut (p. xxix), où les corps pourraient se choquer.
Ces recherches de M. Sundman ont leur point de départ dans un théorème relatif au problème des troiscorps énoncé jiar notre Confrère M. Painlevé dans les Leçons qu'il a été appelé à faire à Stockholm, en 189.5.
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candidature, il nous exposa les idées qui lui étaient chères sur la théorie des groupes de substitutions.
L'opération, faite le mardi <) juillet, parul avoir réussi. J'étais alors au Conseil supérieur de l'Instruction pulilique, où le cousin germain de notre Confrère, M. Lucien Poincaré, alors directeur de TP^nseignement secondaire, me donnait chaque jour les nouvelles les plus satisfaisantes. Notre Confrère ne se levait pas encore, mais il s'alimentait quelque peu. Sans négliger aucune précaution, la famille commençait à perdre toute inquiétude. Un accident imprévu, une embolie sans doute, est venu, le 17 juillet, tromper toutes nos espérances. En un quart d'heure à peine, la mort a enlevé celui que nous regardions comme définitivement sauvé. Quand la funeste nouvelle nous fut annoncée, nous demeurâmes longtemps sans vouloir y ajouter foi. Vous vous rappelez, mes chers Confrères, l'émotion qu'excita partout cette mort prématurée. On peut répéter ici ce qu'il a dit lui-même, lors de la moit de Curie. Il n'était pas un Français, si ignorant qu'il fût, qui ne sentit plus ou moins confusément quelle force la Patrie et l'Humanité venaient de perdre.
Henri r^uiiicaré, disait noire (]oiifrére Paul Painlevé, était vraiment le cerveau vivant des Sciences rationnelles. Mathématiques, Astronomie, Physique, Cosmogonie, Géodésie, il a tout embrassé, tout pénétré, tout approfondi. Inventeur incomparable, il ne s'est pas boiné à suivre ses aspirations, à ouvrir des voies inattentiues, à découvrir dans l'univers al)slrait des malliéiiiatiques mainte terre inconnue. Partout où la raison d'un homme a su se glisser, si subtils, si hérissés qu'aient été ses chemins, qu'il s'agit de télégraphie sans fil, de phénomènes radiologiques ou de la naissance de la Terre, Henri Poincaré s'est glissé prés de lui pour aideret prolonger ses recherches, pour suivre le précieux filon.
Avec le grand mathématicien français ilisparait donc le seul homme dont la pensée fût capable de faire tenir en elle toutes les autres pensées, de comprendre jusqu'au tond, et par une sorte de découverte renouvelée, tout ce que la pensée humaine peut aujourd'hui comprendre. Et c'est pourquoi cette disparition prématurée, en pleine foice intellectuelle, est un désastre. Des découvertes seront retardées, des tâtonnements se prolongeront paice (|ue le cerveau puissant et lumineux ne sera plus là pour rapprocher des recherches qui s'ignorent, ou pour jeter, dans un monde de faits obscurs brusquement révélés par l'expérience, le coup de sonde hardi d'une théorie nouvelle.
Lxx ki.oiii: iiisTiiiti(.>i i; ii'iiiîMU poiNc.vnÉ.
Aux obsèques, (]ui eurent lieu le k) juillet, le Ministre de rinslruclion publique, M. ( ïuist'liau, exprima en ces termes le sentiment commun:
L;> iiioit illleiiri l'oliicaré, si elle réunit chiiis une même pensée de regret l'élite intellectuelle de tous les pavs, est pour nous un deuil public. En s'v associant, le Gouverneraent est rinlerpréte de la nation tout entière, douloureusement atteinte. Car si les travaux du matliéniaticien ne sont accessibles qu'à un petit nombre, tous savaient qu Henri Poincaré représentait ce que le génie de la France a de plus pur, de plus désintéressé, de meilleur.
M. Jules Claretie, au nom de l'Académie française, MM. Lippmann et Painlevé, au nom de l'Académie des Sciences, M.Paul Appell, au nom de la Faculté des Sciences, M. Bigourdan, au nom du Bureau des Lonjïitudes et du Conseil des Observatoires, le général Cornille, au nom de l'Ecole Polytechnique, apportèrent successivement au grand penseur l'hommage de leurs regrets et de leur admiration.
La Société Royale de Londres, qui avait reçu la funeste nouvelle au moment oi'i elle célébrait le deux cent cinquantième anniver.'-aire de sa fondation, s'était fait représenter par deux de ses membres les plus distingués, MM. Larmor et Dyson.
Quelques jours plus tard, M. Vito Volterra, notre éminent Correspondant, qui avait été invité, comme Poincaré lui-même, à assister à l'inauguration du nouvel Institut Rice, en Amérique, à Houslon dans le Texas, consacra toute la Conférence qu'il fit à celte occasion, devant nos Confrères Américains, à une exposition magistrale de l'OEuvre raalhématicpie d'Henri Poincaré.
Comme l'a dit M. Claretie, la postérité avait commencé pour notre Confrère bien longtemps avant sa inorl. Sa ville natale, qu'il a tant honorée et tant aimée, saura, de Ijien des manières, lui témoigner sa reconnaissance et perpétuer son souvenir (' ). Pour nous, qui le regretterons toujours, qui le cherchons encore involontairement à la place oii
(') iJéjà l'Association des anciens l^léves des lycées de Nanc>, Metz, Strasbourg et Colmar a fait ériger un buste en bronze de notre Confrère dans le square du lycée de Nancy qui borde la rue Gambetta. Ce buste, exécuté par un statuaire
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il avait coutume de s'asseoir, nous lui rendrons l'hommage auquel il aurait été le plus sensible, en veillant, avec le concours et l'assentiment de ses proches, à la publication de ses Œuvres mathématiques . Le monument que nous lui élèverons ainsi sera celui qu'il aurait le plus volontiers agréé; il prolongera son action et lui suscitera des élèves qu'il n'aura pas connus. Ceux de nos jeunes géomètres qui pourront ainsi y étudier ses immortels travaux y recueilleront une foule de suggestions fécondes; puissent-ils, en même temps, s'inspirer des vertus de leur auteur et, comme lui, concilier le culte de la Science avec celui de la Famille et de la l\Urie.
dislingue, M. Carlier, repose sur un socle de granit des Vosges qui porle celle simple inscription :
A Hknri Poincaré, l'A.ssociatiij/i r/es anciens Eièfes. 1910.
D'anire part, M. le généial Goetscliy, qui présidait celte année la dislribution des priv aii\ élèves du lycée de Nancy, a donné lecture à l'Assemblée d'un décret du 10 juillet i()i3, en verlu duquel le Ivcée dont noire Confrère a été l'illuslie élève, et auquel il témoignait tant d'afl'ection, portera à l'avenir le nom de Lycée Henri Poincaré. Cette décision a été exécutée sans retard, et l'inscription du nouveau nom figure sur les portes principales du lycée.
Nous avons parlé plus hinU de la plaque con)niémorati\ e qui a été apposée, par les soins de l'Association des anciens l'Jlèves, sur la maison natale tie notre C"on- Irère. Celle plaque porle l'iiiscriplion suivante :
Dans celle maison
est né le 29 a^'ril 1804
Henri Poincaré.
Membre de CAcadémie française el de l' Académie des .Sciences.
morl à l'aris le \r juillel 1912.
ANALYSE PLI HE
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l' Académie dei Sciences, l. di, p. 3Î3-335 ( ij février iSSi ).
Le but que je uie ju-opose, dans le travail que j'ai riKniiicur de |ir('seuler à l'Acadéuiie, est de recherelier s'il n'existe pas des fourlicuis analytiques aiialii<;ues aux fonctions elli|)liques et permettant d'intégrer diverses équations did'érenllelles linéaires à coef'ficicnls algébriques. Je suis arrivé à démontrer qu'il existe une riassc très étendue de fonctions ([ui satisfcuit à res conditions et auxipielb's |'ai doaui' le nom <\i: Jn/iclioiis J iic/isi/'/iiies, en l'honneur de M. Kuclis, dont les iraxanx m Hat scr\ i très utilement dans ces reclierclies.
Voici les notai ions dont je ferai usage. Soit ; une variable imaginaire représentée par un point dans un [ilan. Si j'appelle K| l'opération qui consiste à cliangcr ; en _/', (;), Kj celle qui consiste à clianger z en /-,( z), j'écrirai habituellement
-!<,=/,(;), zK, = f,{z). zK,K,=f,[/,{z)].
(^uand ; restera intérieur à une certaine région Pi. ;K., rcstei.i intérieur à une certaine région S: j'écrirai
S = RK,.
J'appelle cercle Joiidaiitcnlal le cercle quia pour centre l'origine et pour rayon l'unité; groupe hyperbolique, le groupe des opérations qui consistent
à clianger ; en — ^ -^ {a, h, c. d étant des constantes), et qui n'altèrent jias le
cercle fondamental; groupe disconli/iu. tout groupe qui ne contient pas
d'opération infinitésimale, c'est-à-dire d'opération cliangeants en une quantité
H. 1'. — II. ' I
■i Slin I.KS FONCTIONS FIICIISIENNES.
iafînniionl Miisiiio do r- ; i;r(iupc fiirhsirn . Imil j;ri)U|>c ilisciinl iiiii conlomi tiaiis le u;i'oiipo liypoibolicjno.
yn\tyic\\e ■fonction fuchsienne loiilo t'Diiciion imit'miiic de z (|iii n'csl pas allt'n-c par les opérations d'un groupe furlision.
Il l'.ill.nl (l'aliiird t'onnci- tous l(•^ i^riiupcs l'urlisicns; j'y suis airivé à l'aide de la Cu'dUK'Irie non euilidienue, doni je ne parlerai pas ici. .l'ai lait \(>ir([ue la surfaee du eerele l'undaniental peut se déeoni|)oser (el eela d'une infinité de manières) en une iii(inil(' de r('i;i()ns Rj, R,, Ro, ..., R,, ... satisfaisant aux conditions suivantes :
I. Ces régions sont des polygones curvilignes dont les côtés sont des arcs de cercle ap]iartenant à des circonférences qui coupent orthogonalcmcnt le cercle fondamental.
II. On a, (juel rpie soit l'indice i
R, = RoK,, K,- étant une op('ration du groupe liyperhidlrptc.
Il est clair (|uc les différentes opérations K, forment un groupe discontinu contenu dans le groupe hyperbolique, c'est-à-dire un groupe fuclisien.
Problème 1. — Est-il possible d'effectuer cette décomposition de telle façon (jite l<t première de ces régions Rq soit un polygone curi,iligne donné?
Prenons un exemple particulier; envisageons deux triangles curvilignes ABC, BGD dont les côtés soient des arcs appartenant à des circonférences qui coupent orlliogonalemenl le cercle fondamental. Supposons rpie les angles eur\ ilignes de ces triangles soient égaux respectivement :
BAC et BDC à -, a
CBA et CBD à |,
BGA et BGD à -,
■/, Ti, Y étant des nombres entiers positifs (finis ou infinis), et tels que
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On pourra décomposer la surface tlu cercle fondanienlal en une infinité de régions Rq, R|, . . . , R/, . . • satisfaisanl aux conditions I et II et de telle sorte que Ro soit précisément le quadrilatère ABGD. A ce mode de décomposition correspond un groupe fuclisien que j'appelle le groupe (a, j3, y).
Je résous ensuite le problème I dans le cas général et je montre comment on [icut former tous les groupes fuchsiens et en donner une classification rationnelle à deux points de vue différents.
Parmi les groupes fuclisicns, il en est qui méritent d'attirer (tarliculièremenl notre attention :
1° Le groupe (2,0,00), (jui est isomorphe air groupe des opérations qui
changent ; en — ^^ -.> a. h, c. d étant des entiers tels (lue ad — hc := i .
2" Certains groupes qui sont isomorphes aux groupes des substitutions linéaires à coefficients entiers, qui reproduisent une forme quadratl(jue ternaire indéfinie à coefficients entiers.
L'existence de ces groupes fait ressortir les liens intimes (jiii unissent la théorie des nombres à la (jiiestion analyti(pie qui nous occupe.
J'appelle Jonclion ihciaj uchsicnne toute fonction ©(-) uniforme en ;, et telle que (K,- étant une opération quelconque d'un groupe fuclisien) on ait
identiquement
, ,. , fdzKi\-"'
m étant un nombre entier |)ositif.
En d'autres termes, pour une infinité de \aleurs de a. b. <■ . d. telles que
ad — bc = i, lin aura itlcntiqiicment
/az -1- 6\ _ \cz -h d ) ~
Je démontre (ju'il existe une infinité de fonctions thétafuchsiennes définies par la série convergente
'dzKi\"'
m est un nombre entier plus grand que i ; K, est une opération quelconque d'un groupe fuclisien quelconque G; II(:;) est une fonction rationnelle de z.
4 SUR Li:S FONCTIONS F LXIISIENNKS.
Il peut se préscnlrr deux ciis : i" Tou< les jxiiuls du corclo fondainciitiil sont lIcs poiuls siiiiiuliors csseiiliols de (") (;); 11 v a alors eu réalili' deux foaelions distinctes : la première n'existe (|u'à linlérleur du ecrcle fondamental, la seeonde à l'exlérieur seulemenl, ear ou ne peut passer de l'une à l'aulre par coni inuiii- ; ■'," (■)(;) a une mliiilli' dr poials Mui;uliers essenluds sur le eerele fondanienlal . rii:iis re> poiiils siui;uli('rs siml is(d(''s, de soile cpie la lourlion existe daii'- inui le plan.
(lelte toiicliou l'^l loupiur^ riici'oinoi'plie, saul -.ur le eei'cli' tondauu'ntal ; I uiduiue le uioveu de ealeuler le nombre d<' ses zéros distincts et de ses infinis distincts.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. !)2, p. 3yj-3r)S (21 février 1S81).
Le quolient de deux rnacliuas thétatuclisieiines correspondant à un même groupe fuclisien el à une niùme \aleur du noinhic entier //« est une f'onclion F(;) uniforme en ;, cl telle ([uc
C'est donc une fonction fuchsienne. d'après la définition donnée dans la Note précédente. En d'autres termes, on a iilentitpienient, pour une infinité de valeurs des constantes a. b, c, d.
Je démontre deux thécn-èines :
1" Entre deux fonctions fnclisienaes ayant même <^roupe et n'ayant d'autre point singulier essentiel que ceux qui sont une conséquence de leur définition, il y a une relation algébrique.
1° Toute fonction fuclisienne F(r) permet d'intégrer une équation linéaire à coefficients algébriques de la manière suivante. Si ion pose
j', et y,, satisjunt à l'équation différentielle o (a;) étant algébrique en x.
6 SIR I.KS lOM.TlONS FliCllSlKNNKS.
Soit, vn |i,irliculior, rt'ijiMl imi
où a, p, y sont des nombres entiers positifs Unis ou infinis, et tels (|uc
Si z est le r.ipport des intégrales, on a
/(:•) étant une l'onction fuclisiennc relative an groupe (a, [î, y).
Elle n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental, et peut être regardée comme le quotient des deux fonctions tiiétafuchsiennes
i/i-)jn/(-)-'j'''
m. p et q sont des nombres cnlieis cpii satisfont aux inégalités, toujours compatibles.
Ces deux fonctions, (jui n'existent qu'à l'intériçur'cbi cercle fondamental, sont holomorphes à l'intérieur de ce cercle.
Sia=p = y = oo, r('(]uation ( i) se raïuène à l'iMpialicui (|ui détermine les périodes de sinaniT eu fonction (bi carié (bi module.
.Je ramène ensuite aux fonctions tliétafio lisiennes ces invariauls aritlimétiques que j'ai définis dans une Note (pic j'ai eu l'Iiimneur de présenter à l'Académie en novembre l'S"!)-
Soit J''"(;) une fonction fiiclisienne (juelconque; posons x = ¥{:■).
J'appelle système de fondions zétafuclisiennes tout système de fonctions 81(5), ^2{^)i ■ ■ ■ 1 S«(-) uniformes en z, et telles (pie le déterminant
rf=<.0,
dx^>
<rte*>
dX<^n
rf«.Û,
rf»..e.
dxO->
dx^>
dX^:.
dx^< dx^<
dx'^''
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S(iit une fonction fiiclisiennc de ;, quels que soient les entiers a, , a^, ..., a„.
Il est clair que 9,, 83, ... , 0,, satisferont à une cqiuilion difFérentielle linéaire dont les coefficients seront alf;él)ri(jues en x.
Je démontre f[ue l'on peut former une infinité de fonctions zétafuchsiennes dont je donne diverses ex|)ressions jiar des séries, et qui permettent d'intégrer une infiuiti- d'i'cpiatlons difierenlielles, entre autres toutes les équations diJJ'éventielles linéaires à coefficients rationnels (jui ne présentent que deux points singuliers à dislance finie et un à l'infini.
Donnons une application particulière.
Soient K et K' les périodes fl'une fonction elliptique, 10 le carré de son module.
Soit » un algorithme tel que
Soit une équation difTércnlielle linéaire à coefficients rationnels ayant pour
points singuliers
r = o, X = I, r = oc.
Posons T=3o(;), et soient 0, (;), 62(;), . . . , 0„(j) les intégrales de l'équation proposée :
«(;) sera une fonction fuclisienne, 6|, 9^' •••• 9« ''es fonctions zétafuchsiennes.
Ces fonctions n'existeront qu'à l'intérieur du cercle fondamental.
Elles seront holomorphes à l'intérieur de ce cercle et, par conséquent, pourront toujours être représentées par des séries entières dont les coefficients sont aisés à calculer.
En résumé, il existe une classe très étendue de fonctions dont les fonctions elliptiques ne sont qu'un cas particulier. Elles permettent d'intégrer un grand nombre d'équations différentielles. Différentes propriétés font ressortir leur analogie avec les transcendantes elliptiques et celle des fonctions thétafuclisiennes et zétafuchsiennes avec les fonctions 0 et Z.
QUELQUES PROPRIÉTÉS IMPORTANTES
FONCTIONS FUCHSIENNES
Ccimples rendus de l'Aeadëmie des Sciences, t. il?, p. Sjg-Sfii (4 avril i8Si).
Considérons un !;rouj)c: l'uclisicn G quelconque et les didérenles fondions fiichsienncs qui correspondent à ce f;roupc. Je suppose que G soit tel que toutes ces fonctions fuclisiennes n'existent qu'à l'intérieur du cercle fondanienliil. Toutes ces toncti<jns fuclisiennes seront lié(;s par des équations ali;él)ri(pies et sciiinl Ion cl ions la lion ne lies de deux d'entre idies, ipu: j'appellerai x et j', et entre lesipiellcs il \ iiuia une relation ali;éliiiqiic
Cl) /(^,y) = o.
Si l'un pose
(;; étant rari;uinciit des fondions fuclisiennes), t, et (^ seront les intégrales d'une ér|uatioii liiii'aire
» étant rationnel en x cl y.
Envisageons une intégrale alx'liennc fie première espèce
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Remplaçons-y x et y par leurs valeurs en fonction de^; « deviendra holoinorphe en :; et jiourra, par conséquent, être représenté à l'intérieur du cercle fondamental par une série ordonnée suivant les puissances de z. L'emploi des fonctions fuchsiennes nous donne donc l'intégrale u sous la forme suivante :
9,, ôo' ^3 <-'t;>ut des séries ordonnées suivant les puissances de ; et toujours convergentes.
Quand z subit une opération quelconque du groupe G, le point (x, y) décrit un cycle, et, par conséquent, u augmente d'une période. Considérons le groupe des opérations qui consistent à augmenter u d'une période. Ce groupe, d'après ce qui précède, d<nra être isomorphe au groupe G.
Si. par conséquen t , le groupe G est dérive de moins de 2 p -h 2 opérations , l'intégrale u ne pourra avoir 2/? +2 périodes distinctes, et. par conséquent, la relation (i) sera au plus du genre p.
Cette limite peut, le plus souvent, être abaissée, car, pour que l'isomorpliisme dont j'ai parlé plus haut puisse avoir lieu, 11 faut, dans certains cas, qu'il y ait entre les périodes de u certaines relations linéaires, de sorte (jue ces périodes cessent d'être distinctes.
C'est ainsi (jue la relation (i) peut être du genre zéro, bien que le groupe G soit dérivé d'un nombre quelconque d'opérations.
Par conséquent, les fonctions fuchsiennes permettent d'intégrer une inlinilé d'équations telles que (2), où o est rationnel en x, et non plus seulement en X et en >-, bien que ces équations présentent un nombre quelconque de points singuliers.
Ainsi, si a, b, c et les coefficients sont convenablement choisis, si la difié-
rence des racines des équations déterminantes relatives à chacun des points
singuliers
est une partie aliquole de l'unité, l'équation
d\y TA. A' B B' C C
rfa:î '^
\_{x — a)' r — a (x—b)^ x — b (r — c)' x — cj
est intégrable à l'aide des fonctions fuchsiennes.
Je citerai aussi, parmi les équations inlégrables à l'aide des fonctions fuchsiennes, certaines équations à coefficients doublement périodiques. H. P. - II. 2
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M. Picard a démontré que ces ('(iiMiiDus s'iniéjçraienl par les fondions elliptiques toutes les fois qu'il n'y a d'autre point singulier que des |)àles. Elles s'intégreront par les fonctions fuchsiennes et zélafuchsiennes s'il n'y a que des pôles et un i)oint critique algébrique. Elles s'intégreront aussi à certaines condil i()u> ([iiaud mèuie il y aur.iil plus d'iiii point crllifiuc algébrique.
Nous avons trouvé plus liaul iiuc I nui le sii|){riciir(' du genre de la relation (i). I3'aulres considérations fournissent une liiiiitc inférieure. Dans tous les e\ein|)les que j'ai eu l'occasion d'étudier juscpi'ici, ces deux limites coïncident, de sorte que l'on connaît exactement le geiiic de la relation (i). Tout ce qui précède, je le répèle, ne s'applique qu'à (elles des fonctions fuchsiennes qui u'ex-isieut uu à l'intérieur du cercle fondaiiiculal.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie dex Sciencex. i. '.]2, p. 957 (iS avril rSSr)
J'ai cluilié t'ii [liirl irulicr les toiiil liiii> tuclislcMiues y (;) tell('> nue, si l'on pose
Y\ et Tj satisfassent à une é(|iialion de la forme
C9 elanl rationnel en x.
J'ai reconnu : 1" que les points singuliers de l'équation (i) qui sont les
infinis de v>{x) sont tous réels; 2" que l'on peut choisir y (;) de telle façon que ces infinis de ^{x) soient aussi nombreux que l'on veut, et aient telles valeurs réelles que l'on veut.
En introduisant les fonctions zétafuchsiennes qui correspondent à ces fonctions f{:-). on intègre toutes les équations linéaires à coefficients rationnels dont tous les points sini;uliers sont réels.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 9Î, p. 1198-1200 (23 mai 1881).
Parmi les l'ourlions tuclisiennes, il cii est qui jouissent de certaines propriétés spéciales sur lesquelles je désire attirer l'attention.
Soit un plan dont les dillerents points représentent la variable imaginaire 3, et, dans ce i)lan, le cercle fondamental dont le centre est l'origine et le rayon l'unité.
On pourra tracer dans ce plan l'axe des quantités réelles Ox et une série de cercles C,, Cj, ..., C„, définis de la manière suivante :
1" Ils coupent tous le cercle fondamental orlhogonalcmcnt. 2° Le cercle C| coupe Ox en a, et p, sous un angle — • 3" Le cercle C,- coupe le cercle G,,, en a,- et p,- sous un angle X,. /^" Le cercle C„ coupe Ox en a,,^, et j3„^, sous un angle -^■
Je suppose que cliacun des angles )>,, \.,, ..., )>„+, est une partie ali(piote de 2- et que
(1) Xi-l-îXj-t-lXj-r-. ..-H2>.„-t-X„ + ,<'27:(n — I).
Grâce à l'inégalité (ij, il est toujours possible de tracer la figure que nous venons de définir.
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Cela posé, définissons n + i fonctions de z, j,, z^, ■■■■, Zn+\ par les équations suivantes :
■ fi/H I
D'après la théorie générale des fonctions fuclisiennes, exposée dans un Mémoire que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie dans la séance du i/\ février 1881, il existera une infinité de fonctions F(^), uniformes en 5, n'exisiiuit qu'à rint(''i'ieur du cercle fondamculal, niéromorphes à l'intérieur de ce cercle et jouissant de la propriété suivante :
Entre deux quelconques de ces fonctions, {Wxci. fonctiotis fuclisiennes^ il y a une relation algébrique. Si, de plus, on pose
on aura {■^■) -^=yo(x),
C5 étant algébrique en x. de sorte que la fonction F(;) permettra d'intégrer l'équation (2).
Quel sera le genre de la relation alg(''l)ri(pie qui existe entre deux fonctions fuchsiennes cpielconqucs ?
Soient u et v deux de ces foncli(jns et
la relation qui les unit ; soit enfin
/ ^(u,v)du = G(3)
une intégrale abéliennc de première espèce dérivée de la relation (3). (j{z) n'existera qu'à l'Intérieur du cercle fondamental et sera holomorphe à l'intérieur de ce cercle. On démontre que toutes les périodes doivent être nulles ; la relation (3) est donc du genre o et toutes les fonctions fuchsiennes peuvent
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s'exprimer ratioimrlloiiioiil par l'une d'entre elles. Nous ;uliè\er(ins île diMiiiir F(:;) par les eouditions suivantes :
i" F(;^ sera l'une des fonctions fuelisienncs à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement.
On aura
F(c<,) = o, F(oc5) = i, F(a3) = oc.
Il en résultera rpie, dans l'équation (3), co sera rationnel en x et que les points singuliers de l'équation (2) seront
De pliis. la fonrlinn V ( z) reste réelle loul le lonj; des cercles C, , Cj, ..., C„, et, par conséquent, les points singuliers de l'équation (2) sont tous réels. Enfin on peut profiter des éléments qui restent indéterminés de telle sorte que F(ai), ¥(0.2), ..., F(a„^.,) deviennent respectivement égaux à « + i nombres réels quelconques donnés.
Dans le cas particulier où >i = 2, i'(''quallr)u (2) se réduit à l'équation hypergéométrique de Gauss et F(z) se réduli h cette fonction particulière sur laquelle j'ai appelé spécialement l'attention dans ma Note du i4 février et dont M. Halphen a fait ressortir les propriétés les plus importantes dans une Note insérée aux Comptes rendus le 4 avril 1881.
Si, de plus, on suppose
Xj = X2 = X, = o, ht lunction
se réduit à la fonction modulaire.
Ne su])|)os()ns plus n = 2, mais supposons
les |)ciints a,, y..^ a„^, seront rsjelés sur le cercle fondamental. La fonction
y{s) ne |jourra prendre, à l'intérieur de ce cercle, aucune des valeurs
F(ao, ^(«2), •••, F(a„+,)-
Supposons donc une équation diU'érentielle linéaire à coefficients rationnels en X et dont les points singuliers soient
ar==F(a,;, x=F(a,). ..., x = F(a„+,),
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on y fera
Les intégrales de l'équation proposée seront des fonctions zétafuchsiennes de -:, qui n'existeront qu'à l'intérieur du cercle fondamental et seront holoniorphes ù l'intérieur de ce cercle.
Cette méthode permet d'intégrer toutes les équations difTéreatielles linéaires à coefficients rationnels toutes les fois que tous les points singuliers sont réels.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 'J2, |i. 1271-137(1 (3n mai iSSi).
Dans la dernière JNole fjiie |'ai ou riinniiciir de |iréseiil('r h rAcadéniie, j'ai montré comment certaines classes de lonetious fiiclisi(Mmes et zélaf'uclisiennes permettent d'intégrer une équation linéaire à cocliicients rationnels, si tous les points singuliers sont réels. Je veux, aujourd'lnii, définir une classe plus étendue de fonctions fuchsiennes qui permet l'intégration dans des cas beaucoup plus généraux.
Supposons un polygone curviligne dont les côtés soient successivement A,, B|, Aj, Bo, ..., A„, B„ ; je suppose que ces côtés sont des cercles coupant orthogonalement le cercle fondamental; j'appelle a,- et pi les deux intersections des cercles A,- et B,-, X,- l'angle correspondant du polygone curviligne et 0- la somme de tous les angles de ce polygone ; je suppose que Xj et 0- — (À, -I- 5.2+ •■• + Kl) sont des parties aliquotes de 27c.
Je définis n fonctions de ; par les écpiations
On verrait, comme dans la Note précédente, qu'il y a une infinité de fonctions uniformes de z satisfaisant aux conditions
F(-) = F(i,) = FU2)=...= i-r;„)
et que toutes s'expriment rationnellement en fonction de l'une d'entre elles.
En faisant tendre les )> et <r vers zéro, on (jhlienl à la limite des fonctions
remarquables sur lesquelles je veux attirer l'attention. Sur le cercle fonda-
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mental je marque 2« points a,, jj,, an, 82, .... a,, , 3«, et je suppose qu'on les rencontre dans l'ordre que je viens d'indiquer, en suivant le cercle dans le sens positif; ces points devront satisfaire à la condition suivante, .le joins le point p, à 'fin, ^3, ..., |3„ par des cercles y,, y,, ..., y„ normaux au cercle fondamental ; je joins de même p^ •' ^s- ^:t à ?i? •••î Hh-i î» ?„ par des cercles S3, 04, ..., o„ normaux au cercle fondameulal ; par les points a,, a^, ..., a„ je mène des cercles G|, C2, ..., G„, coupant ortiioi;onalement les cercles (ondamental et normaux respectivement à y2. Oj, o,, ..., 5„, y„ ; par l'intersection de C| et Co je mène un cercle D,, normal au cercle fondamental et à ys ; par l'intersection de Cj et de D3 je mène D..,, normal au cercle fondamental et k y.,, etc. : D„ devra passer par a„ cl se réduire, par conséquent , à C„. Je définis n fonctions de ; par les équations
Il existera une infinité de fonctions unilormes de .; telles que
F(z) = F(.-,) = F(.-0=...= F(5,0, d'où
Toutes s'expriment rationnellement par une tl'cntrc elles cjuc j'appelle F(3) et que j'achève de iléfinir par les conditions
Cette fonction sera holomoi'phe à l'intérieur du cercle fondamental ; elle ne pourra, à l'intérieur de ce cercle, devenir égale à aucun des nombres
(I) F(«.), V(:^,_), ..., F(a„), F(lî,).
Si donc, dans une équation linéaire à coefficients rationnels en x n'ayant d'autres points singuliers que les nombres (i), on sui)stilue F(;) à la place de X, l'intégrale sera une fonction zétafuclisienne de :.
F(z) dépend de 2« — 3 paramètres, à savoir les rapports anliarmoniques de oLi, aj, ..., a.,i, 8,, [3o, .... ^i„ par rapport à a,, aj, aj ; à cause de la condition énoncée plus haut, 11 reste a/i — \ paramètres indépendants. En ex[)rimaiit que les parties réelles et imaginaires de
F(aO, F(»5), ..., F(a„), F(p,)
ont des valeurs données, on a 2« — -4 équations qui déterminent ces 2« — 4 paramètres.
H. p. — II. 3
'8 SUR l,IÎS FONCTIONS FtCHSIENNES.
Si j'anii-e à démontrer que ces équations ont toujours une solution réelle, j'aurai montré que toutes les équations linéaires à coefficients algébriques s'intègrent par les transcendantes fuchsiennes et zétafuchsiennes.
.le voudrais douiier quelques ('■claircisseinenLs sur ma [irécéileute Cmniuuuication. J'y parle de la fonction 1* (^) (jnantl tous les \ sont nuls : j'entends la limite de 1' (;) quand tous les ). tendent vers zéro. J'ai dit que les quantités r (a,), F^ao), .... F(a„^,) peuvent prendre des valeurs réelles quelconcjues : cela n'est vrai que quand tous les 1 sont nuls.
Une dernière remarque : j'ai l'ait voir que les coordonnées d'un point d'une infinité de coui-bes algébriques s'exprimcul par des fonctions fuchsiennes d'un même paramètre (de même que les coordonnées il'un point d'une courbe de genre o s'expriment par des fonctions rationnelles et celles d'un point d'une courbe de genre i par des fonctions elliptiques) : parmi les courbes qui jouissent de cette propriété, il y en a de tous les genres possibles ; mais je ne sais pas encore si cette propriété appartient à une courbe algébrique quelconque.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 92, p. 1484-1487 ( 27 juin 1881 ).
I. Dans le Mémoire que j'iii l'hunnciir de présenter à l'Aciuléinic, je commence par donner une l'orme nouvelle à la règle que j'avais exposée dans mon premier travail pour la formation des groupes tuchsiens.
J'appelle X l'axe des quantiti's réelles.
Soient rt, b deux quantités imaginaires, a', b' leurs conjuguées ; je pose
Envisageons deux arcs de cercles ab et cd ayant leurs centres sur X ; si
l'on a
il y aura une substitution linéaire à coefficients réels qui changera ab en cd.
Je l'appellerai la substitution
J'envisage maintenant un polygone curviligne situé tout entier au-dessus de X et dont les côtés sont de deux sortes : ceux de la première sorte sont des arcs de cercles ayant leurs centres sur X ; ceux de la seconde sont des segments de l'axe X lui-même.
Les côtés de la première sorte sont au nombre de 2n; deux côtés consécutifs de la première sorte sont séparés :
1° Soit par un sommet situé au-dessus de X et que j'appellerai sommet de la première catégorie ;
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a° Soit par un sommet situé surX et que j'upiu'llfrai .sommet de la seconde catégorie ;
3° Soit ]>ar un (("ilé île la seconde sorte (Jik: j'appelleiai. |i()iii' uniformiser le langage, sommet de la troisième catégorie.
Grâce il cette coinention, il est clair que l'on rencontrera, en suivant le périmètre du polygone, allcrnatix emeni un côté de la première sorte el un sommet de l'une des trois catégories. Le côté qu'on rencontrera après un sommet donne sera le côté suivant; le sommet qu'on rencontrera ensuite sera le sommet suivant, et ainsi de suite.
Je suppose qu'on répartisse d'une façon quelconque les côtés de la première sorte en paires et qu'un côté soit dit conjugué de celui qui appartient à la même paire. Je sujtposc maintenant qu'on répartisse les sommets en cycles de la manière suivante. On partira d'un sommet quelconque; on envisagera le côté suivant, puis son conjugué, puis le sommet suivant, puis le côté suivant, puis son conjugué, puis le sommet suivant, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on revienne au sommet primitif. Tous les sommets rencontrés de la sorte appartiendront à un même cycle.
Je suppose :
1° Que tous les sommets d'un même cycle sont de la luême catégorie;
■>." Que, si tous les sommets d'un cycle sont de la première catégorie, la somme des angles correspondants du polygone curviligne est une ])artie aliquote de 2tî;
3" Que, si Uibi et a\b'i sont deux côltis tl'unc même paire, on a
fa,-, &,) = («;, 6',).
A ces ciindilions, le groupe dirivé des sulislitutions
(«,/!»,•; a), b)) sera un groupi' I uiiisieu. el l'iui ohl leiulr.i de la sorte tous les groupes iuclisiens.
II. Je discute ensuite les ■?.n — 4 équations doul j'ai parl<' dans ma Note du 3o mai. Su|ipii>ant n = 3, je uu)ntrc qu'elles diU loujour-i une solution ri'elle. Je UKJMtre fpie les fonctions tuchsienaes el zétafuclisiennes peuvent servir à intégrer une équation linéaire à coefficients rationnels, pourvu que tous les points singuliers soient sur un certain nombre de cercl<;s se coupant en deux points a (il b sous des angles commcnsurables avec au.
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III. Dans une Lcllre que M. Klein, de Leipzig, m'a f;vit riionneur de m'adresser, je remarque le passage suivant :
Nehmen Sie ein beliehiges Polygon, begriinzt voii irgerid wclcheii sich berûhrendan (deux à deux) Kreisen ; so ivird die Vervieljâltigutig dtirch Sytnmetrie zu einer groupe disconlinu y«7i/cvi.
J'ajoute une condition que M. Klein n'a pas énoncée, mais qui ne lui a sans doute pas échappé : si l'on prolonge deux quelconques des arcs de cercles qui limitent le polygone, ils ne doivent pas se rencontrer. La remarque de M. Klein est aisée à vérifier, et Ion en déduit immédiatement le lliéorème suivant :
Soit une équation
ax- [(.r — rt,j- (x — a-,)- (.r — a,,)- x — ((, X — a„ \
Je suppose :
i" Ql
SB,= SA,+ SB,o,= 2SA,«,+ SB,a, = o,
Al = A., = .. .= A^ = — -;
2" Que les B et les a sont réels ;
3" Qu'ils satisfont à certaines inégalités ;
X sera alors fonction uniforme du rapport des intégrales.
J'ai clierché à généraliser le résultat de M. Klein, cl voici à quoi je suis arrivé :
Soient 7.71 cercles Ci, C., ..., C,j, C',, C^, ..., C'„ qui sont extérieurs l'un à l'autre ou se touchent extérieurement ; tout groupe dérivé de n substitutions linéaires dont la t'"™' change la partie du plan extérieure à C,- en la partie intérieure à C^- sera discontinu. 'Cela arrivera en particulier si les in cercles se touchent deux à deux de manière à circonscrire un polygone curviligne limité par des arcs de cercles a,, as, ..., a„, a',, a',, ..., a'„, appartenant i-espectivement aux cercles Ci, C^, ..., C„, G',, C',, ..., C^, et si la /'^"" substitution change a,- en a!- .
Il existe des fonctions qui ne sont pas altérées par les substitutions de ce groupe et que je propose d'appeler fondions kleinéennes, puisque c'est à M. Klein qu'on en doit la découverte. Il y aura aussi des fonctions thêta-
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kleinéennes et zétakleinéenues analogues aux fonctions thétafuchsiennes et zétafuchsionnos.
Grâce à cette j;éncralisaliou, je montre que le théorème relatif à l'équation (i), déduit de la remarque de M. Klein, est encore vrai quand même la seconde condition n'est pas remplie. Je montre aussi que les fondions kleinéennes intègrent un grand noinl>re d'autres équations linéaires à coelTicients algébriques, et entre autres des équations à intégrales irrégulières.
SUR
LES GROUPES KLEINÉENS
Comptes rendus de l'Acadcmie des Sciences, l. 93, p. 44-4*' ( " juillet i8Si
Dans mes précédentes Comniunicalions, j'ai montré comment on pouvait former tous les groupes fuclisiens, c'est-à-ifire tous les groupes discontinus formés de substitutions de la forme
{ces substitutions étant assujetties à ne pas altérer un cercle fixe appelé cercle fondamental). Une remarque de M. Klein, que j'ai citée dans ma dernière Note, m'a amené à rechercher tous les groupes discontinus formés par des substitutions de la forme (i) (sans condition relative à un cercle fondamental), groupes que je propose d'appeler kleinéens. Je vais montrer comment la pseudogéométrie de Lobatschewsky, qui m'a servi à trouver les groupes fuchsieas, peut me donner la solution du problème plus général que j'aborde aujourd'hui.
1. J'écrirai, pour abréger, ^5 et pst pour pseudogéométrique et pseudogéométriquement. J'appelle plan ps toute sphère ayant son centre dans le plan des xy, droite ps l'intersection de deux plans ps ; l'angle ps de deux courbes est égal à leur angle géométrique. SI l'on considère deux points quelconques a et 6, on pourra par ces deux points mener une droite ps qui coupera le plan des icy en deux points celd; le demi-logarithme du rapport anharmonique de a et 6 par rapport à c et c? sera alors leur distance jD5. J'appelle polygone ps une portion de plan ps limitée par des droiles ps , polyèdre ps une portion de
a4 sni i.Ks (iHoiU'KS ki.i:im;h;ks.
l'espace sitiu'c tout eiitit'ic au-dessus du plaii des ,rv' «'1 liniilée par des pliins /).s' (iu par le plan des .ry. Deux lij^ures sonl pst éijales i|uaii(l on pcul élablir enlre elles une eiirre^poïKJaiicc pmul jiai- polul el de leli<' sorte que les distances yw soieiU eouservées. (Iràee à ee> déliait ions, les lliéorcmes de Lobatschewsky Irouxeut leur apjilicalion conerèle (voir les travaux de M. Klein sur ce sujet dans les Mdthcmalische Annalen).
Considérons une sid)sl itiil lou de la loi'iiie (i). Soit
et ron^idi'rons x et j' comme les coordonnées d'un point dans un plan. La sul)slilulioii ( 1 I transformera Ions les cercles en cercles. Prenons maintenant dans Tespace nn point A : par ce point, je puis faire passer une infinité de plans jos ciiil \ iendront couiier le plan des j')' suivant différents cercles C. Ces cercles' seiiint eliani;i''s jiar la sulisl itui ion (i) en d'autres cercles C. Tontes les sphères (Mil ont même centre' et iiiiwne rayon que ces cercles G' viendront se couper en un iiiènie point B. A la sidistitution (i) correspondra dans l'espace une transformation (A, B) qui changera toute figure de l'espace en une figure j55< égale. V un groupe discontinu de substitutions (i) va donc correspondre un groupe discontinu de transformations (A, B).
3. Pour construire tous les groupes discontinus de transformations (A, B), il fiut diviser l'espace en polyèdres ps , pst égaux entre eux. Envisageons nn de ces [jolyèilies ps ; je distinguerai [)armi ses faces celles de la première sorte, qui sont formées de [)lansy;.v, et celles de la seconde sorte, formées de i)ortions du plan XY ', les faces de la |iremière sorte poiiri'onl ("tre distribuées en paires, comm(' cela a lien puni- les polygones curvilignes envisagés dans la théorie des groupes fucbsiens ; deux laces appartenant à la même paire seront dites conjuguées el devront être ])sl égales entre elles. Les arêtes pourront être di>tribii('es en cycles de la façon suivante. Partant d'une arête quelconque, on considère lune de> lace-, passant par celle ai('le, puis la face conjuguée, et dans cette lace conjuguée l'arête homologue di' celle qui a servi de point de départ, puis une autre lace passant pai- cette arêle, puis la lac(' conjuguée, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on l'etoiiibe sur l'arête qui a servi de point de départ. Cela posé, on trouve une condition nécessaire et suffisante pour que le polyèdre /M considéré donne naissance à un groupe discontinu. Il faut que la
somme des dièdres correspondant aux diverses arêtes d'un même cycle soit une partie aliquote de 2 tt.
4. Les considérations qui précèdent permettent d'obtenir tous les groupes discontinus de transformations (A, B). Pour que le polyèdre /)s que nous venons d'envisager donne naissance à un groupe discontinu de substitutions (i), il faut, en outre, que l'une au moins des faces de ce polyèdre soit une portion du plan des xy.
5. Appliquons ces principes à un exemple simple. Je suppose im polygone curviligne dont les côtés sont des arcs de cercles, et je me demande à quelle condition ce polygone engendrera un groupe discontinu par l'opération que M. Klein appelle la Ver^'ielfdltigung durch Synimetvie. Je prolonge les arcs de cercles de façon à former des cercles complets, puis j'envisage les sphères qui ont mêmes centres et mêmes rayons que ces cercles. Ces sphères limiteront un certain polyèdre /js dont tous les dièdres devront être des parties aliquotes de tï. Les principes qui ont permis de déduire de l'existence des groupes fuchsiens celle des fonctions fuchsiennes, thétafuchsiennes et zétafuchsiennes sont applicables aux nouveaux groupes kleinéens.
HP
AUX
FONCTIONS MODULAIRES
Comptes rrndiis <le l'Arademir des Sciences, t. !I3, p. i'S-i/|0 (iS juillpi, iSSi).
Soit l't'cjiuil ion liiK'airc
Ll = 0 1=0 J
ou je suppose
SB,= S«,B,— ^^ = ^af B,- i Sa,
de telle façon que x=^<X) ne soii pas un point sinr;ulior. Je jiuis toujours supposer
car, si cela n'était pas, un cliangement linéaire de variable amèncrail aoi^i et Oj à être égaux à o, i et 2.
Joignons maintenant le point ao=o aux points singuliers ai, dj, ..., «„ par des arcs de courbe G,, C2, ..., C„, de telle façon que ces arcs ne se coupent pas et se succèdent autour de a^ dans l'ordre circulaire G,, G2, • • • , C„. Faisons maintenant décrire à x le contour suivant : partant de (la-, rclto variable suivra l'arc G| et rcvieiidr.i à (!„ par ce même arc après avoir (h'crit un |)etil contour autour de «i ; (die (h'crira ensuite l'arc G^, tournera autour de O2 <^t reviendra à «0 en suivant le même arc G^ ; puisde même de chacun des arcs G3, G,, ...,G„.
Elle occupera ainsi successivement les positions suivantes :
rt,i (i"fois), «I, a^ {•>!' fois), «,, a^ (3' fois), «3. ...,
rto («'""" fois), n,„ n^ [(n + i)""'" fois].
SUB UNE FONCTION ANALOGUE AUX FONCTIONS MODULAIRES
Soient
pi, «1, p2, «j, ^3, aj, ..., p„, a„, (3,
les valeurs correspondantes d'une fonction ; que je définis comme le rapport de deux intégrales de l'équation (i).
1" Si l'on regarde les a comme des constantes, de telle sorte que les a et les p soient fonctions des B seulement, les a et les ^ seront des fonctions holomorphes des B pour toutes les valeurs finies de ces quantités.
2" Ne considérons plus maintenant les a comme des constantes ; mais, au lieu de regarder les a et les fj comme fonctions dos a et des B, considérons au contraire les a et les B comme loiiclions des a et des [j :
a,-= !»,(ai, pi, ..., ï„, |î„), B, = '>,(a,, p,, ...,a„, p,,)-
Remarquons d'abord que les variables a et p ne sont [>as indépendantes, mais qu'il j a entre elles la relation
(2) (p,-a,)(3,-a2)...(p„-a„) = (c(,-p,)(«2-P^i)--.(«„-i-p«)(a«-Pr)-
Les (5 et les A seront des fonctions luiijoitrs nnijor/nes et nu'runiurj)lic.'n\cs variables a et p liées par la relation (a). Ce système de fonctions uniformes me parait jouer, par rapport aux iulcgrales de l'équation (i), le même rôle que les fonctions modulaires par rappcut aux intégrales elliptiques.
3' Les fonctions es et à ne changent pas (juand on change les a et les ^ dételle façon que le rapport anbarmoniqiie de (piatre de ces quantités demeure invariable.
4° Les fonctions es et <l ne changeront pas non plus quand on fera subir aux a et aux 8 des opérations con\cnables, et il résulte de là, pour ces fonctions, de rcmanuiablcs propriétés d'invariance. Dans le cas général, l'énoncé de ces propriétés m'entraînerait trop loin. Supposons donc n ^= 3 pour fixer les idées.
Soient a',, jj',, a',, P'.,, a'^, [i'.^ des quantités définies par les équations
a'i = ai, ai = 0:3, p; = Ps, I I I I
ïj — a,
ai-=<3
-ai
pj—
P'3— ='3 P'i — «3 p3— «3 Pl
a8 Sim UNE fonction ANALOClili AUX FONCTIONS MODULAIRES.
OU aura
^(a',, j3',, a'„ Pi, a'„ |î'3) = +(a„ P,, «j, ^,, a„ pj).
Oo lotto relation d'invariance on peut en déduire deux autres par des permutations circulaires d'indices. En combinant ensuite ces trois équations d'in\ariaiice, on en obtiendra une infinité d'autres.
.")" Si les a et les j3 sont réels cl de telle sorte tjue
X sera fonction luchsienne de Z-.
Si les a elles p sont imaginaires, maissuffisaninienl voisins tic quantités réelles satisfaisant aux inégalités (3), x sera encore fonclinu uniforme (kleinéenne) de z ; si, au contraire, les a et les 3 s'éloignaient trop de valeurs réelles satisfaisant aux inégalités (3), x cesserait d'être l\)netion uniforme de z.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Complet rendus de l'Académie des Sciences, l. 'J3, p. 3oi-,'io3 (8 anùt i8Si).
Dans ma Communicalion du 3o mai dernier, j'ai monlni que le problème de l'inLégralion des équations diH'érenticlles linéaires à coefficients rationnels se ramène au suivant :
Construire une fonction fuchsicitne F (z) ne pouvant prendre aucune des n valeurs données
Si l'on assujettit, de plus, V (:;) à pouvoir [irendre toutes les valeurs possibles à l'exception des valeurs (i), le nombre des paramètres dont on dispose est égal à celui des conditions que l'on s'impose. Si l'on ne s'assujettit pas à cette condition, le nombre des paramètres dont on dispose est infini.
Grâce à cette circonstance, il était extrêmement [)robable que le problème était toujours susceptible d'une infinité de solutions ; mais je ne l'avais encore démontré rigoureusement que dans des cas particuliers. Je vais faire voir que cela est encore vrai tians le cas général.
En eifet, je répartis les valeurs (i) en deux classes :
i" Les valeurs réelles a, , a2, . . ., a,„ ;
2° Les valeurs imaginaires a,,,.,.,, a,„^2i ^m que j'écris
(ii, Pi, ..., p,, (p = n — m). Soient P',, |3j, ..., p' les valeurs conjuguées de j3|, flo, ..., pp.
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ic me pn)|)(isc de oouslruirc une lonclioii V [:■) no poiivaiil prendip aiicuiic des /Il valeurs réelles données a,, a^, ..., a,„, ni aiieiine des 2 p valeurs ima;;inaires données (conjuguées deux à deux) j^i, . . . , [ip, [î', , .... p' . Je vais faire voir que ce problème se ramène au suivant ; Construire une fonction F, (:) ne pouiunt devenir égale ni à m -\- 2 q valeurs réelles données, ni àzp — 2 ry valeurs imaginaires données conjuguées deux à deux.
Soil, en ed'et,
0(0;) sera un polynôme de degré ap, à coeffieicnls réels.
L'équalion
rftp dx aura 2p — i racines
dont 2 /: — I seront réelles, /• élant au moins égal à 1 ; il restera p — /• couples de racines imaginaires.
Soient
?(«!; = «1, 9(02) = n-2, .... tf(«,„) =a,„,
?(ïl)=C,, 9(Y2) = C2, ..., <6(Y2p_,)= C,,,-,
Les a seront réels ; parmi les G, 2q — i seront réels, q étant au moins égal à ;• et, par conséquent, au moins égal à i ; les 2yj — 2 q autres G seront imaginaires et conjugués deux à deux.
Supposons que l'on ait con>lruil une fouctiou l'i(;) ne pouvant [uendre aucune des m + 2p valeurs «,,«2,..., «„,, o, G,, Go, . . . ,C2p_i, t^oniîp — 2q seulement sont imaginaires et sont d'ailleurs conjuguées deux à deux. Définissons une fonction F ( ::) par l'équation
9lF(^)] = F,(2).
F, (s) ne pouvant prendre aucune des valeurs G,, G2, ..., Gop_,, F(c) sera fonction uniforme de z. F|(;) ne pouvant devenir nul, F(;) ne pourra devenir égal à aucune des valeurs [3. Enfin F,(;) ne pouvant être égalé à aucun des a, F (z) ne pourra être égalé ii aucun des a, c'est-à-dire que F (z) satisfera aux conditions imposées.
En employant un nombre suffisant de fois le même artifice, on ramènera la construction de F(z) à celle d'une fonction F/, (z) ne pouvant prendre ni -+- ip .
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voleurs réelles données. Or ce problème est (ou jours possible, ainsi que je l'ai montré dans ma Communication du 2,3 mai. On en conclut :
1° Que loule équalion dilTérentielle linéaire à coefficients algébriques s'intègre par les fonctions zétafuchsiennes ;
2" Que les coordonnées des points d'une courbe algébrique quelconque s'expriment par des fonctions fuclisiennes d'une variable auxiliaire.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 93, p. 58i-f)82 (i- octobre i8Si).
i. J'ai retrouvé par une autre voie un certain moyen d'exprimer les fonctions fuchsiennes parties séries, moyen dont j'avais déjà parlé dans un Mémoire antérieur, mais non dans les résumés insérés aux Comptes rendus.
J'envisage un f;roupe f'uclisicn G formé des substitutions
i variant de n à l'infini, et je considère la série
^(-«) = 2 ^7^:;rs-(-^'- + »^'-^""
I — Il ^ ?n"
Si z était une constante et a la variable indépendante, cette série serait une fonction thélafuchsienne de a ; mais je regarde au contraire z comme la variable et a comme une constante.
une des substitutions fondamentales du groupe G. On trouve aisément
Le second membre est un polynôme en z de degré 2 m — 2 et dont les coefficients sont des constantes, fonctions thétafuchslennes de a.
Cela posé, soit n le nombre des substitutions fondamentales de G, multiplié par 2 m — i . On pourra toujours, dans l'expression
*(3) = Ao(f(3, ao) -t- A,cp(;, a,) +. . .+ A,; (p(3, a„), clioisir les constantes A cl a de telle sorte que
Le quotient de deux fonctions telles que 'I'(^) sera alors une fonction fuclisienne.
Parmi les équations linéaires de la forme
(0 rf^ = '"?(^)'
où es (x) est une fonction rationnelle de X, dont les intégrales sont régulières et dont les points singuliers sont donnés, ainsi que les racines des équations déterminantes correspondantes, il ne peut y en avoir qu'une telle que x soit fonction fuchsienne (de la première, deuxième ou sixième famille) du rapport des intégrales.
Il existe un tbéorème analogue pour le cas où cp (x) est algébrique.
3. Dans une Note que j'ai eu précédemment l'honneur de présenter à l'Académie, j'ai parlé d'équations de la forme (1) dont les intégrales étaient irrégulières et où cependant x était fonction fuchsienne du rapport des intégrales. De pareilles fonctions fuchsiennes n'existent pas dans tout l'intérieur du cercle fondamental, mais seulement dans un espace limité par une infinité de cercles, tangents entre eux et orthogonaux au cercle fondamental.
4. Il existe une expression très simple du genre de la relation algébrique qui a lieu entre deux fonctions fuchsiennes de même groupe. Reprenons le polygone générateur du groupe, et soient 2« le nombre des côtés de la première sorte et p le nombre des cycles formés de sommets de la première ou de la
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(IcijMi'-inc cUcmu'if ; le m'iirc sera
pour K'.s rmutidiis ili' la |irciiiior(\ de la tlcuxliiiio ou <li' la sixiènic laiiiillc et
n—p iKiiir 1rs (i)iirlions des autres laiiiillcs.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. !)'i, p. iG3-i66 {3.3 janvier 1880).
Dans la Noie que j'ai riioniiciir de iirr^scnlcr- à rAradc'iiiic, je ni<' propose d'exposer uni' nnUlioile iiiiiiv(dle cl r.ipide pour cxprrinci' une fouclion liiclisienne donnée à l'aide de séries tliétai'uclisiennes. ,1c sujjpose, pour fixer les idées, ([u'il s'agisse d'une fonction du j^cnrc o cl de la prciuièrc t'aniillc. .l'envisage iiuc (ipialicui du sccon<l ordre :
dx'^ -^ (x ~ a^ f (x — a-î)- . . . (X — n„ )"• '
je suppose que cp {x) csl un |)olvnomc de degré ?. n — 2, et que, pour les dillerenls poinls singuliers rt,,«2) •••i«/i)OC» '(^s inKfgralcs soient régulières, et que les diderences des racines des équations dc-terminanles soient respectivement
\_ \_ II
Te suppose que l'on sache que x est fonction l'udisienne du rapport z des intégrales. On ])eut choisir :; d'une infinité de manières. On pourra toujours le choisir de telle façon que, pour z très voisin de o, x soit très voisin de «,, el se développe de la façon suivante :
(2) X = ai+ zV^+b-iZ-'V'-^ biZ^\'-' + bi,z'-V> + ....
En posant alors
/'(;) est une i'oiiclioii fiirlisicnnc iiMifaitciiicnt déterminée ; il est aisé de calculer les coefficients l>.,, I/,,. h;, ... et ceux des subslilvitions du groupe fuchslen corresiMindaiii
Cela posé, envisageons la l'onction suivante :
Les nombres ),,, 7.2? ■■■l'^rn m sont entiers positifs. Ils sont assujettis, ainsi que le uoiidirc /) (i(vs fadeurs du dénominateur, aux inégalités suivantes :
Les quantités z,, :--2, ..., Zp sont regardées provisoirement comme des constantes. Les infinis de la fonction A(:;) sont tous simples; ils sont compris
dans la formule
a,.Si+ P; g,- S; + p,- _ _ _ g,-j,,-f- p,- _ Yi -1 + 8,- fi ^s -f- 8,- Y,- 3,, -h ai
Quels sont les résidus correspondants ? Soit
On aura (3)
A, + Aj-H. . .H- Ap = o, Ai/(si) -t- A,/(Z2) -I- . . .-H kpfiz,,) = o,
l^c résidu correspondant à l'infini
Y,--/. H- 8,sera
en posant, pour abréger,
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Soit co (j:) une fonction rationnelle quelconque ne devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental. La fonction o{:-)A{z) jouira de la propriété suivante : elle sera égale à une somme de termes de la forme 2, r~z — ' comme on le démontre par des considérations très simples, mais qui cependant ne peuvent trouver place ici. On aura donc
Cette identité a lieu quel que soit cs(;). Nous pouvons donc écrire en posant, pour abréger,
Cette fonction, si l'on y regarde z comme une constante, est une fonction tliélafuchsienne de t. Si l'on rapproche l'identité (4) des équations (3), et si l'on remarque que, dans ces équations, z,, Z2^ ■ ■ ■ -, Zp ont des valeurs quelconques, on en déduira l'existence d'une relation do la forme
I /'7/"il"'+' (5) e(0= '-^ \,[l^ [Mo+M,/(/) + M,/^(0+...+ M„^;//'-HO].
oîi Mo, M,, ...,Mjn_2 sont des constantes indépendantes de t. Les valeurs numériques de ces constantes peuvent être calculées aisément à l'aide de séries de même forme que 0 et des p — 2 premiers coefficients Z*,, 60, ... , bp_2 de la série (2). Cette méthode nous donne donc l'expression d'une fonction rationnelle de f'{z) et de f (z) sous la forme d'une série tiiétafuchsienne. Connaissant trois pareilles expressions, nous pourrons exprimer rationnellement/(5) par des séries thétafuchsiennes.
On peut, par ce procédé, écrire effectivement certaines relations linéaires entre les séries thétafuchsiennes, relations dont j'ai démontré a priori l'existence.
Les mêmes méthodes sont applicables, avec quelques changements, aux fonctions des autres genres et des autres familles.
SUR
LES GROUPES DISCONTINUS
Comptes rendus de l' Académie des Sciences, l. 94, p. S^ci-S^S (27 mars 1883).
Le (ondeiiipiil de mes rcclierclies sur les fonriimis f'iiclisiennes est l'étude des groupes discontinus conleuus dans le i;n)ii|)c liiu'iure à une \arial)le, c'està-dire dans le groupe des substitutions
\ ' ex -h d I
Les uns, les groupes fuchsieus, sont lels rpic a,h,c,d sont réels ou, plus génénilcriicMi. (pir liiiis snhsl ilul ions conservent un certain cercle, appelé ccrc/e fondamental ; les autres, tpie j'ai appelés Ideinéens, ne jouissentpas de celle propriété. On peut généraliser celte notion et se demander s'il n'existe pas de groupes discontinus contenus dans le groupe linéaire à deux variables, c'estdir(' dans le grou|)e des substitutions
, / ax ■
Dans une Note extrèrrieiueiil intcTCssanle, W. Picard a récemment donné un exen)|)le iFun |)areil grou|)c. Mon but est de iiiontnr (pie d'autres considérations, arillimiti(|ues, algébriques ou géoiiK'tricjues, peniiettent d'obtenir Line infinité d'autres groupes discontinus.
\. Je supposerai d'abord (|ue les coefficients des substitutions (1) sont réels et que leur déterminant est égal à i. J'aurai ainsi des groupes analogues aux
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groupes fuchsiens à coefficients réels. Mais, parmi ceux-ci, il tant faire une distinction : les uns, comme ceux de la première famille, sont discontinus pour toutes les valeurs imaginaires de la variable, mais cessent de l'être pour les valeurs situées sur l'axe des quantités réelles, qui est une ligne singulière essentielle; les autres, comme ceux de la troisième famille, sont discontinus pour les valeurs réelles comme pour les valeurs imaginaires de x. Ce sont des groupes analogues à ces derniers que je vais d'abord chercber à former. Je vais chercher s'il existe des groupes de substitutions de la forme (i), à coefficients réels, qui soient discontinus pour les valeurs réelles de X et de j', ce qui entraînera également la discontinuité pour les valeurs imaginaires de ces variables, au moins dans une certaine étendue.
Pour former un pareil groupe, il j a d'abord un moyen qui s'olTre tle luimême à l'esprit. Considérons une forme quadratique
à coefficients entiers ; elle admettra une infinité de substitutions semblables à coefficients entiers
(3) {x, y , z, ax -^ b y -(- C3, a x -{- b' y -\- c z^ a" x -H b" y -l- c" z). Les substitutions correspondantes
/ ax + by -^ c a x ^ b' y + c' \
(^,y,— Tir ;-> -r, rf «)
formeront un groupe discontinu. Si l'on suppose que les coefficients de la forme (2) et ceux des substitutions seud)Iables (3), au lieu d'être des entiers ordinaires, sont des entiers complexes, on obtient encore de la sorte un groupe discontinu pour les valeurs complexes de x et de y.
2. Je veux maintenant montrer comment, de chaque groupe fuchsien, on peut déduire un groupe formé de substitutions de la forme (i), à coefficients réels, et qui est discontinu pour les valeurs réelles et, par conséquent aussi, pour les valeurs imaginaires de x et de j'. Soit
(4) {x, y, z, ax -H by 4- cz, ci x -i- b' y + c' z, a" x + b"y -v- c" z)
une substitution dont les coefficients sont réels, sans être nécessairement
4o SUR I.KS (illOUl'ES DISCONTINUS.
OUli('i>. cl mil r<|ii'(i(liiil la lorinc (|Uiiili\U ii|ue
32 — xy.
Consiilcniiis Irois tjiumlilcs rebelles JC,y, z, telles que z- — xy soit négatif, et adjoigiions-lciir la cjuaulilc complexe l tléfiuic par l'équation
xt^-hizt-hy = o.
A liiutc MilislilulKiii linéaire
dont les coefficients sont réels, correspondra une substitution de la forme (.'1) et, par conséquent aussi, une substitution
/ «.r + 6jK-t-c n'.r + 6'jK -t- c' \
(^^ [^'■^' a"x-^ùy-hc"' a"x-\-b"y + c")'
Si les sulislitulions (5) forment un groupe discontinu, c'est-à-dire un groupe; fuchsien G, les substitutions (G) correspondantes formeront un groupe discontinu G', même pour les valeurs réelles de x et de j'. Du reste, au lieu de la forme z- — xy , on pourrait en considérer une infinité d'autres. Au groupe G correspondait une subdivision de l'intérieur du cercle fondamental en une infinité de polynômes curvilignes II dont les côtés étaient des circonférences coupant ortliogonalenient ce cercle. De même, au groupe G' correspondra une subdivision d'une certaine conique (que l'on pourra toujours réduire à un cercle) en une infinité de polygones rectilignes R'. Voici comment on pourra passer de la première subdivision à la seconde : on construira la sphère qui admet le cercle fondamental comme grand cercle, et l'on projettera stéréographiquemcnt sur cette sphère les polygones R. On les projettera ensuite de nouveau, mais orthogonalemenl., sur le plan de la subdivision primitive, et l'on aura les polygones R'.
l^a considération des groupes kleinéens m'aurait donné, par un procédé analogue, des groupes discontinus Contenus dans le groupe linéaire à trois variables.
Enfin, les notions qui précèdent sont susceptibles d'une généralisation très étendue. Mais, pour l'exposer ici, j'ai besoin de faire appel à certaines considérations algébriques et arithmétiques, (jui feront, si l'Académie veut bien le permettre, l'objet d'une |Mocliaine Note.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l' Académie des Sciences, l. 04, p. io38-io'|0 (lo a\ril 1S82 ).
■Te voudrais exposer ici quelques re'sultats nouveaux el les réunir ;i des lliéorèmcs anciens, de façon à en faire un enseinlile comprenant, comme cas particuliers, les résultats obtenus [lar M. Ivlein par d'autres considéralions, el exposés par lui dans deux Notes récentes ( Malli. litn., Bd. XIX et XX).
Soil une équation dillérentielle linéaire quelcon([ue
Dans celte équalion, ['„, 1', l'n-2 sont des fonctions rationnelles en x
el en j', el y est lié à x par une relation aljjéjjrique
D'ailleurs, une ou plusieurs des fonctions P deviendront infinies pour certaines positions du point analytique ( r. )• 1 : ce seront les points singuliers de notre équation dilTérentielle ; à cliacnu d'cuv correspondra une ('quation d('leriuin,uite doul les racines piiurioiil iMre iuia};inaires ou incommensurahles, ou bien être toutes des multiples de , n étant un eulicr positif. Dans ce dernier cas, nous dirons que le point singulier est di- la première catégorie; dans le cas coiilr.urc, (pi'il est de la seconde catégorie, .le laisse de côté le cas où plusieurs des racines sont égales et qui correspond soit à un jioint de la seconde catégorie, soit à un point à apparence singulière.
Il existera, en péin'ral, deux l'onctioiis l'uclisiennes F(;) pl F,(;), jouissant des propriétés suivantes :
1° Elles n'existent qu'à l'intérieur du cercle fondamental.
2° Si l'on fait x= ¥{:■),}■ ^= V,{z), la relation (2) est satisfaite.
3° Quand c reste inférieur au cercle fondamenlal, le point analytique (a;, j') lie peut passci' par aucun poiiil sini;ulii'r de la seconde catégorie.
4° Si {x. y) passe par un point sini;ullt'r de la première catégorie, F(i) et F,(;) ont leur // — 1 premières dérivées nulles.
Alors les intégrales de l'équation (1) sont des fonctions zélafuclisiennes de 3.
Supposons, en particulier, qu'il n'y ait pas de points singuliers de la première ni de la seconde catégcn-le, et que la relation (2) soit de genre p ; le polygone Ro correspondant à nos fonctions fuclisiennes pourra être amené à l'une des deux formes suivantes :
1° Ou bien un polygone de /f p c(jtés dont les C()t('s opposés sont conjugués, et dont tous les sommets forment un seul cycle, de telle façon que la somme des angles soit égale à 271 ;
2° Ou bien un polygone de 4 p côtés dont les C('ilés de rang 4 </ + i el •( r/ + 3 sont conjugués, ainsi que les côtés de rang 4^ + 2 el 4^ + 4 (</ étant un entier). Ici encore tous les sommets ne forment qu'un cycle, et la somme des angles est égale à 2 7t. Celte forme deR^ présente cet avantage que les différents côtés correspondent alors aux périodes normales des intégrales abéliennes de première espèce, et que la (■()usid(''rali(jn de ces fonctions fuclisiennes permet alor> de présentei- (Inuc façon simple la tii'-iii<uislral ion des relalions entre ces jx-riodes.
l.,e |)olyg(>nc ]\„ pciil rncorc prendre une liiliuiti' tranlics foiiiies se ramenant les unes aux autres, .le cilcrai, entre aulics, dans le cas^ = 3, le polygone de i4 côtés considéré par M. K.lein.
Si /) = i, nos fonctions F et F, se réduisent à des fonctions doublement périodiques, de sorte que l'on retrouve les résultats connus sur rint('gral ion des équations linéaires par ces sortes de fonctions, el en particulier ceux de M. Picard.
On peut retrouver de même les résultats connus rrlal i\ rmeut à l'intégration algébri(pie de ces (■(piaiions. Si ces équations admetleni, eu ellet, des inté-
grales algébriques, les séries thélazétas, par lesquelles s'expriment nos fonclious zétafuclisienues, se réclnisonl (relles-mèines à des séries thélafuclisiennes ; par conséquent, les intégrales r se ramènent à des fonctions fiiclisiennes de z liées à X par des relations algébriques, puisque nous savons qu'il y a toujours une telle relation entre deux ("onctions tuclisiennes de même groupe.
Supposons maintenant que notre équation ( i) admette des points singuliers; les somjnets de Rj se ré|)artiii)nt alors non plus en un, mais en |)lusieurs cycles, qui sont de la première ou de la seconde catégorie, selon ipic lr> jioinls singuliers correspondants sont de la première ou de la seconde catégorie.
Est-ce là la seule manière d'exprimer j", y et c par des fonctions uniformes de i ? Non.
1° On peut remplacer F(;) et F|(;)par deux fonctions F'(^) et F'j (;), jouissant des mêmes propriétés, mais qui sont des fonctions kleinéennes, ou de ces fonctions fuchsiennes qui n'existent que dans une partie du cercle fondamental. Le passage de F(;;j à F'(; ) se fera par V Abbildnng du cercle fondamental sur un certain domaine.
2" On peut égaler ; à une fonction uniforme de A, et alors x, y et c sont également uniformes en /; de plus, on pourra choisir d'une infinité de manières z en fonction de i, de telle sorte que
,f et Ss étant des fonctions fuchsiennes et Z une fonction zétafuchslenne. Il est quelquefois plus facile de trouver la fonction ^(t) que F(;), comme j'en ai donné l'exemple dans ma Communication du 8 août 1881.
On peut enfin exprimer x et y par des fonctions fuchsiennes F( ;) et F, {z) existant dans toute l'étendue i\\\ plan ; mais je ne puis entrer ici dans tous les détails que ce sujet comporte.
SUR
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Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 'Ji. p. ii(JG-ii67 (34 avi'il 1882).
Panni les fondions furhsicnnes existant dans toute l'étendue du plan, cl dont j'ai parli' à la (in de ma dernière Coniniuniealion, il en est un certain noiidiic MIT lcs(niclles je voudrais attirer particulièrement l'attention. Considéi'ons dall^ le plan drs ; l'axe des (piaiilités réelles et 2/1 + 1 points A,,
Ao, A„, C, B,, Hj, H„. Les points A, et B, sont siiiu's sur l'axe des
(piaulités l'éelles. 1rs aulrrs sont au-dessus de cet axe. Joit;nons les points
A, A,, AjA,, A,A.„ ..., A„-,A,„ A„C, CB,„ B„B„-,, ..., B3B,, B,B,
par des arcs de ccri le a vaiil leurs ceiilics sur l'axe des rpiantités iH'clles. On obtiendra ainsi un certain poljf;(ine (■ur\ilij;ne
A,A.A3Ai...A„CB„B„B„-, ...B,B,,
dont tous les côtés seront des ai-cs de cercle ayant leurs eeiilres sur l'axe des quantités réelles, exce))l(' le côt('A,B,, qui sera un sej;nicnt de cet axe. Quant au sommet C, on peut, pour plus de symétrie dans les énoncés, le considérer comme ap|)artenant soit à la s('ric des points A avec la notation A„^,, 5oit à la s(Mie dcs |miiuIs iîa\ee la luilalioii B„_j.|.
.J'appelle IJ, et |J| les intersections de l'arc A,A/^i proloni;('' avec l'axe des quantités réelles; E,, Ej les iulerseci inns de cet axe avec l'aie B, B,_,^,.
Je suppose :
1" Que le lapporl aidiaiiiioniquc des quatre jioinls D,, D|, A,, A/^, sur le
cercle D/D^A, A,,,., csl égal à celui des quatre points E,, E,', B,, B/^_, sur le cercle E,EJB,B/+, ;
2" Que les angles curvilignes A/+ B, sont des parties aliquoles de au. ainsi que l'angle curviligne C.
Dans ce cas, il existe une suli^lilutinn lini'aire
dont les coefficients soni rt'cis, et fpii change A,A,_^, en B,B,_,.,.
En condjinant ces /; substitutions, on obtient un groupe discontinu, et ce groupe donne naissance à une infinité de fonctions fuchsiennes qui jouissent des propriétés suivantes :
1° Elles sont toutes fonctions ralionnelles de l'une d'entre elles, que j'appelle F(;);
3" Elles existent dans Imile rc^lcndiie du plan: leur> jxiinls singuliers essentiels sont isolés et en noiidnc luliiii, ri ils sonI Imis silui's sur l'axe des quantités réelles.
Ces points singuliers soni inliniiiiriii iap|trocliés dans le \oisiiiagede certains points singuliers du driixiènie (U'dre ; ceux-ci soiil inliiiiuiciil i-.ipprochi's tiaiis le voisinage de certains points singuliers du iroisièinc ordre, et ainsi de suite. D'ailleurs, les points singuliers de tous les ordres siuit en nombre infini. Nous avons donc là un exemple de ces Jonctions du deuxième genre, dont M. Mitlag-LefUer a parlé dans sa Communication si intéressante du 3 avril. Si nous posons
on a
4>(x) étant rationnel en x. La fonction rationnelle $(2;) a ses coefficients réels; et les points singuliers de l'équation (i) sont au nombre de iti et sont imaginaires conjugués deux à deux. Pour chacun d'eux, les intégrales sont régulières^ cl la diUérence des racines de l'équation déterminante est une partie aliquote de l'unitc'.
Dans le cas particulier où l'un ou plusieurs des sommets du polygone
envisagé viennoni mit l'a\c dos (|u;mlitc.s réelles, les inlégrales de l'équation (i) de\ ieiineiit loi;(iritliiiiii]iii-s dans \v voisinage des |)oiiiis singuliers correspoudauls.
On pont tonner dos lonclions kleinéennes avant la niiMno génération ([ue les fonctions lucli^ionnos dont j<' viens do parler. J^es propriétés sont les moines. Senloinonl. los |ioin|s sini;ullors essentiels no sont plus situés sur l'axe des (juiiililé's réelles; la lonction <l>(./) n'a plus ses coeffieients réels, et les jioints singuliers de récpialion f i ) no sont plus imaginaires eonjugués deux à deux.
SUR
UNE CLASSE D'INVARIANTS
RELATIFS AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 94, p. iftoi-tt^oS (23 mai 1SS2)
Considérons deux équations dKVérenticlles linéaires
d"'y ,, (/'"-'y n dy „
rfa-'" rf.r'«-' dx -^
Je suppose que les Conclions P et P' sont rationnelles en af et en ^; ;; étant défini en fonction de x par une relation algébrique
Je dirai que ces deux équations sont de mrme famille, si l'inlégrale générale de la seconde peut se mettre sous la tonne
V étant l'intégrale générale de la preuiière, les Q étant des fonctions rationnelles de X et de :■, et A une fonction quelconque de ces variables. Supposons que les fonctions P et P' soient de degré déterminé, de façon que leurs coefficients soient en nombre limité. Il y aura certaines fonctions de ces coefficients qui auront la même valeur |)()ur toutes les équations d'une même famille. Je les appellerai invariants de famille.
4S SDR UNK Cl. VSSK d'iNVAHIANTS KKI.ATIhS AUX KOUATIONS I.INKAIRKS.
Pour iiirtiil l'iT riiiiiini'iil «m pi'iil (li'lcrrinuri ri l'Iiidior les lavuruuits de taïuilli', |e v.ii» |)icu(lre l'cxemiile miii|iI(' de ri'i|iii\l Kiri
9 étant une fonclioii rallonnclh^ de x seuloineiil. Je suppose que les intégrales de celle équation soient pailoul régulières et sans logarithmes, l'armi les inlinis de 0. |c disliiiL;iu' ceux poui' lesquels la diHV'ienee des racines de 1 ('([nal ion d(''leriiiiiiaiile nest pas un entier el ipii sont les piiiiils singuliers propreineiil dils, cl ceux pour lesquels celle d illV'rence est un entier et que j'a|ipidlcrai points Mlll;llller■^ (//»/""'''" '■'■'• •''' supposerai que le point ce est un poiiil siiii;ulicr. cl ipi'il y a, en outre, /, [loints singuliers à tlislance finie, ,1e dirai ipic deux équations de la loriiie (i) apparlionnenl à la inèinc classe si les points singuliers sont les mêmes el si, pour chacun d'eux, la dlllérencc des racines de I '('■quai ion di''tcrininaiile est la iiiimiic ;i un entier près. , Je supposerai, pour i''\ lier imc diseussioii 1(11 1 ne |irésente, d'ailleurs, aucune dilliciillé, inie cette dilli'renee est lii m('me dans nos deux (■([nations pour chaque point siaguliei', el (ju'elle est égale à 2 pour chaque point apparent. Cela posé, toute classe se tlivisera en deux sous-classes, selon cjue le noinhre des points apparents sera pair ou impair.
Elaiil doniK^cs deux ('■cpiatKUls de la m('iue sous-classe, comhien laiidra-l-il de conditiiuis pour (pi ClIes soient de la même tainille? En d'autres termes, comhien y aiira-l-il dinx, niants de lainillc eu dcliois de ceux (pii di'^lerminent la classe? Il y en aiir.i •'. /. - \.
Soit /( le nomhre des points aiiparenis; si, outre les /i points singuliers, les h points apparents sont donnés, il restera, dans 9, des paramètres arhitraires au iiomhre de k — a. Il résulte de là (jiic, si h ^ k ( inrul '.i ) , il y aura, dans chaque l.iiiiillc. une ciiiialion canoni(jiie ipii n'aura ipic / — ■>. poinis ap|iarenls, et si li ^ k-\- \ (iiiod', i. il y en aura une iiirniih'^ ipii auront /> — i poiul-. a|)parents.
.Soit, par exemple, /»=:''), h ^^ \ (iiiod'>,); \ oyons coinuieiil ou poiiriM |)as,Ncr de l'équation il) à une équation de même famille n'ay.mt ijuiin point a|ipaieul. Soient ai, a^, ..., «* les [joints singuliers, />,, h,, ..., />/, h's [toiiits apparents.
Posons
_ a(x — /y|)(,r — bi) . . .{x ~ b/i) {x — d)
"^ ~ (x — a,)^(x — ai)HT—a3f(T — c,)Hx — c,_)^. ..(X— c„, )2
Je suppose 2.111 -^z h — ■'>■ Ou voit que 'l^ contient m i-'. [laramèlres arhi-
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Iraires, c'est-à-dire a, d, c,, r^, ..., c„,. Considérons la fonction ralionnrdlc — 0 + 4. Elle sera de degré — 2, et elle aura 3 + m -H li infinis doubles. Combien t'aul-il de conditions pour qu'une fonction R de degré — 2 et ayant
/( infinis douijles puisse se mettre sous la forme o- — -t^> s étant rationnel'. Il
en faut n — 1 , et ces conditions, ainsi que les coefficients de o, s'expriment 1res simplement en fonction des coefficients de R. Ici nous aurons donc 2 + /i + »i conditions, et, comme h d'entre elles sont satisfaites d'elles-mêmes, nous satisferons aux autres à l'aide des /« + 2 paramètres arbitraires qui restent dans 'II. On résoudra donc l'équation
ce qui se ramène à un prol)RMne purement algébrujue. Puis on lormera l'équation dont l'intégrale générale s'écrit
kh'
v/4- \^^^ dxj'
y étant l'intégrale générale de (1). Cette é(iuation sera de même forme que (1), elle sera de même famille que (1), et elle n'admettra qu'un [)oint apparent qui sera d. Les coefficients de celte équation seront les invariants de laiiiiUc cherchés.
La question peut se traiter par la même analyse dans le cas le plus général. Un problème se présente maintenant: je suppose que les k points singuliers de(i) soient donnés; peut-on disposer des 2k — 4 invariants, de telle façon que le groupe de l'équation (1) soit ([uelconque? Cela n'est pas évident a priori., mais la considération des fonctions zélafuclisicnnes permet de le démontrer.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rciuhis de l' Académie des Sciences, l. 05, p. 62G-62S {9 octobre 1882
Dans Ti/IikIc des (i)ii(liiiii'~ fiiilisicnnes, j'ai onvlsagé des séries de la (orme suivante :
Il Ilf;) esl ralL;<iiillinic (l'iiiic roncliou rat iiiiiuclle, où I z, ■^'^ ^] soril le>
(it , - , - ^ , , ,
dilTérentes >iilistilulions du groupe fuclisieu envisagé, et où m est un enlier plus grand (pie 1 .
J'ai dcinonlr(' ipie ([)our une iiiènie valeur de /;; ) le cpiotienl de deux de ces séries est une fonelion lin iisienne. lléiiprcxpu'uienl, on |muI se demander si toute fonction fiiciisicnnc peut sexpruner p.ir lui paieil ipiolient. Celle question se ramène à la suivante. J'ai dit déjà cpie toutes les fonctions iuclisicnnes ayant même groupe pcusenl s'exprimer rationnellement à l'aide de deux d'entre elles, ipir j'appcdlc ,r et y, et eulre iesquidlcs il v a une relalimi algéhrifjue, de soile ipie toiile série de la Ciiinie (i) peu! être égalée à une expression idlr (jne
où ¥(x,y) est raigonlliinr d'iiiir luiuiidu r.il ioiiiicllr.
Réciproquement, loule l'onction idlc ipie i ■'. ) |Hiil-illr l'ire mise sous la forme ("ij? i'oiir lixi'i- le, idi'es, je supposerai qu'il s'agit d'une de ces familles de fonctions fuchsienncs qui n'existenl (pi'à l'iuliMicur du cercle toiidamenlal.
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Nous trouvons d'abord aiséineul ([uc, pour pouvoir être mise sous la forme (i), l'expression (9.) doit s'annuler <piand z vient en un des sommets de la deuxième catégorie du polygone Ro-
Supposons une fois pour foules celle condition remplie.
Les fonctions telles que ( ?. ) peuvent ou bien admettre des infinis (nous dirons alors qu'elles sont de la première espèce), ou bien n'en pas admettre, auquel cas elles seront de la deuxième espèce. De même, les séries telles que (i) seront (sauf des cas exceptionnels que nous laisserons de côti') de la première espèce et auront des infinis si n(;;) a des pôles à l'intérieur du cercle fondamental. Dans le cas contraire, elle sera de la deuxième espèce et n'aura pas d'infini.
Je dis d'abord que toute expression de la forme (2) et de la deuxu"'nie espèce peut être égalée à une série de la forme (i) et de la deuxième espèce. \ln effet, on (b'inontrc que toutes les cx|)ressinns de la forme (2) de la deuxième espèce peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de p d'entre elles, p <'tant un nombre entier facile à déterminer. Le tluMirèuie é'noncé sera donc déuiontré si j'établis qu'il est possible de mettre sous la forme (1) p expressions telles que (2) linéairement indi-pendantes entre elles. Or, dire que cela est impossible, ce serait dire que toutes les séries (1) de la deuxième espèce peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de /) — 1 d'entre elles. Mais je dis qu'il n'en est jias ainsi.
En effet, supposons que loiiLes les séries (i) de la deuxièuie espèce puissent s'exprimer linéairement à l'aide de/) — 1 d'entre elles, que j'appellerai 0,, 02, ...,0/,^,. Soient :;|, ^21 ■••7 '-p /' points cboisis au hasard à l'intihieur du cercle fondamental. On pourra toujours trouvcryj nmuljres yV,, A^, .••, A^, tels
qu'on ait
On aura alors
0(c) désignant une série quelconque de la forme (i) et de la deuxième espèce. Cela posé, considérons la fonction suivante :
*(3,a)=y (i^iiitiit!!:.
jL^i _ ai a -t- p,-
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Siiil ( r . -^ j- j uiif {juolc()n(|iic des siilisl il ni ions ilf noire i;roiipe fuclisicn,
el posuns
On uiira nient iqueincnl
fc) ((/) (lésii;nanl une série (i ) de la deuxième espèce, où a es! regardée comme la variable indépendante. Si donc on pose
A(-) = A, <i>(r, c, ) + Aj1.(^, cj) +.. .-I- A,,<|.(;, :,,), on aura
on en rnnrhit que A(;) est de la forme
(3) {-£) Vi.r,y,
F étant rationnel. D'ailleurs l'expression (."5) s'annule comme l'expression (2) quand z \icnt en 1111 des sommets de la deuxième eatc'gorle. Il serait donc possible de construire une l'onetlon telle cjue (3), admettant p infinis, z,,Z2-, ■ ■■■!:■ p choisis arbitrairement et n'en admettant pas d'antre. Or on démontre que cela ne se peut pas. Donc l'hypothèse laite au dc'liut e-^l absurde. Donc toute expression (a) de la deuxième espèce peut se mettre sous la forme (i).
Je dis maintenant que toute expression (2) de la première espèce peut se nieiire sous la forme (i) (en supposant toujours qu'elle s'annule quand z vient eu un sommet de la deuxième catégorie). En ellet, on pourra toujours construire une série (1) ayant les mêmes infinis que l'expression (a), donnée avec les mêmes résidus. La dlirérence de l'expression (a) donnée el de la série (i) ainsi foiiniie sera une expression (2) de la deuxième es])èee qui pourra se mettre sous la forme (1). Il en sera donc de même de l'expression (a) donnée.
Il résulte de ce qui précède que toule fonction fuchsienne, n'existant qu'à l'inlérieur du cercle fondamental, peut s'exprimer d'une infinit(i de manières par le f|uolient de deux séries de la forme (ij. Des piincl|H!s analogues sont a[)pl icablo aux loiiclioiis tiielisieunes qui exisleul dans loiil le plan.
SUR
Cnmpics rendus de l' Académie des Sciences, l. t)G, p. ()9i-fi<}'( (ii mars iSSS).
La détermination complète du groupe d'une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels est l'un des problèmes les plus importants que l'on rencontre dans la théorie de ces équations. M. P\ichs a donné, dans le Tome 73 du Journal de d'elle^ un moyen de cairulcr les coefficients de ce groupe avec iitu' a|ipri)xinKiliiiii iii(l('liiiic ; mais il y a beaucoup d'aulics moyens iraiiiver au même ii.sullat.
\. Je considère en |)articiili<M' IWpialion suivante :
en supposant
Ce que je vais dire s'appliquerait d'ailleurs à une ('quation linéaire quelconque, et je n'ai envisagé l'ijquation (i) que pour fixer les idées.
Soient j', et y., deux intégrales de l'équation (i) définies par les conditions
dvt dvn ...
suivantes : pour x = o, }',, y-,, —r— et -^ se réduisent respectivement a
I, o, o et 1.
Si l'on considère un instant x et les rt, comme des constantes, les A,- et les B,
comme variables, il est aisé de voir que •>',, ) ■-, -^ et -^ sont des fonctions ' ^ - ' - dx dx
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entières des A, cl dos H,, cl |)(m\ciiI rtrc développées suivant les puissanres croissantes de ces quantités en séries toujours convergentes.
Supposons maintenant que l'on fasse décrire îi x un contour fermé quelconque C en partant du point o cl y revenant ; soient c;,, z-<, t^ et t., les valeurs
linalcs de ),, } ■., ■—■ et -j^'> elles seront des fonctions entières des A et des B. ' * dx clx
Quand on fera décrire à x le coiilour envisagé, j^i ^t j'2 se changeront respecti- \einenl en
Soient S| et S^ les racines de l'équation en S,
Si l'on connaissait, pour tous les contours possibles, les valeurs de S, cl de Sj, le groupe clierché sera entièrement déterminé. Or on a constamiuent
Oj 02 ^ ■*'I '2 ^2 ' 1 ~-- I •
Il reste à di'lcnuiner
La valeur de 5, 4- t^ s'obtient iinmédialcincnt quand le contour C n'enveloppe (juiiii point singulier ou les envclo|)pe tous. Il reste à étudier le cas où ce contour enveloppe plusieurs points singuliers sans les envelopper tous. Dans ce cas, ;;, -|- tn s'exprime par une série ordonnée suivant les puissances des A,- et des B,-, et les coefficienls sont des sommes de termes que l'on peut former CDmmc il suil :
l'osons
AC
■i". «1) = '"sf ' — ^
A(t, a,,a2)= / rf.r,
Ar^,a„ ,„,,)= r ^tllllllllldx,
Soit ciiiiii A (C, 7.,, 7.2, . . . , ^J.p) l'iiili'grale
prise le long du contour C. Les coefficients de notre série seront des sommes de termes de la forme A(C, a,, a^, . . ., a^,), les a,, aj, . . . , oLp étant, dans un certain ordre, les points singuliers a, , a>, • • • , a^, chacun de ces derniers pouvant être répété un certain nombre de fois dans la série des a. Ces coefficients peuvent donc être calculés par (piadratures.
2. Voici un autre moyen de former le groupe de l'équation (i). Soient ai et «2 deux points singuliers, C| et C^ deux cercles ayant pour centres a, et a-, ne contenant aucun autre point singulier et ayant une partie commune P. Soient "A| et ijl,, Ao et ijio les racines des équations déterminantes relatives à «i et à a-,- L'équation admettra quatre intégrales :
( .^3= (^ - ai)'^'Oi(.v — ai), y^ = {x — ai)V-^'hi{x — a^),
OÙ les (S et les ^ sont des séries ordonnées suivant les puissances de x — «i et de X — aa, et convergentes toutes quatre à l'intérieur de P. On aura d'ailleurs
„ dyi dY3 Q dy^
dy^ dyt , dy^
Si l'on pouvait déterminer les valeurs de a, jj, y, S pour toutes le> e I)i-
naisons deux à deux des points singuliers, le groupe cherché serait complètement déterminé ; mais, avec les suppositions que nous avons faites sur les cercles C| et G2, on peut substituer, dans les équations (3), les valeurs des y données par les équations (2), en donnant k x une valeur fixe Xg située à l'intérieur de P. On a ainsi a, (j, y, 0 sous forme de séries ordonnées suivant les puissances des A, des B, de Xg — a, et de Xa — «a-
Dans une prochaine Note, je montrerai, si l'Académie veut bien le permettre, comment on peut toujours ramener le problème au cas où l'on peut tracer deux cercles C, et Co satisfaisant aux conditions énoncées plus haut. Je montrerai également comment les résultats précédents peuvent s'étendre au cas des intégrales irrégulières et le lien intime qu'il y a entre ce dernier cas et divers problèmes de Mécanique céleste.
SUR
LES GUOIPES DES ÉftUATIONS LINÉAIRES
Conijjlcs rendus de l'Académie des Sciences, t. 'JG, p. i3uj-i3o4 (3o avril i8S3).
3. Dans une Noie que j'ai eu riioiineur de présenter à l'Académie le la mars dernier, j'ai montré que, pour former le groupe d'une équation linéaire, il suffisait de connaître, pour toutes les combinaisons deux à deux des points singuliers, quatre coefficients a, (î, y, o, et que ces quatre coefficients s'exprimaient aisément par des séries lorsque, envisageant deux points singuliers ai et Oo, on pouvait construire deux cercles C, et Cj, ayant pour centres a, et a-i, ne contenant aucun autre point singulier et ayant une partie commune.
Supposons maintenant que#l'on trace deux figures F, et F,, satisfaisant aux conditions suivantes ; i° elles auront une partie commune ; 2" la figure F, contiendra le seul point singulier a, et la (igure P^ le seul point singulier a-^ ; 3° la figure F, se composera de la partie commune à deux cercles qui se couperont aux points a, et [j, sous un angle 7;y, ; la ligure F, sera de même limitée par deux circonférences se coupant en a2 et [i.^ sous un angle tzv-^', il est évidemment toujours possible de construire deux jiareilles figures.
Les équations des quatre circonférences qui limitent les deux figures F, etF2
seront
'"•s;;Trp; = »» "'6^37; = °' + -^..
a: — a» , x — ïj .^
arg— -^ = 02, a'-S-— s- = 02-+-^lT2•
Posons
/ -,ô, a:— a,\T' / -lô, x— ai\ï»
, / '5, ai— ai\ï' , / 'iô,a.,— 'X«\t'
'•i = [e rr- > lii = {e 5- I '
V ai — Pi/ V «2— P2/
Soient h\ et li^ les quantités imaginaires conjuguées de /(, et de /u. Posons
encore
Si nous reprenons les notations de la Note cilée, nous aurons
yt = z\'<f,(zi), _;'2= 3i^"j>,( ;;, ) à l'intérieur de F,
et
y3 = z];^<fi(zi), /; = 5^' i];, ( S, ) à rintéiieur de Fj.
Soient alors Xg un point de la jiartic coinuuine à F| et à F2, 3° et zl les valeurs correspondantes de :;, et de z-,; il est clair que les coefficients a, |i, y, 0 s'exprimeront en séries ordonni'cs suivant les puissances des A, des B, de c" et
de ;°.
4. Supposons maintenant que l'on envisage une équation de la forme suivante :
Y (a;) étant une fonction uniforme de x devenant inllnic pour ,1; ^ o, de telle sorte que le point jc = o soit un point singulier dans le voisinage duquel les intégrales soient irrégulières. On peut clierclier les racines de l'équation déterminante qui correspond à une rotation du point x autour du point singulier a; =0. On voit alors, en appliquant les principes exposés ])lus haut, que ces racines sont des fonctions entières de a.
De même envisageons des équations de la forme suivante
dt
où les cs,/t sont des fonctions périodiques de t développables 'suivant les sinus et les cosinus des multiples de X^ Cherchons l'équation déterminante D de la substitution que subissent les intégrales quand t s'accroît d'une période. INous verrions aisément que les racines de cette équation sont des fonctions entières de a.
6. Un problème analogue se présente en Mécanique céleste lorsqu'on étudie les variations séculaires des excentricités ; seulement les fonctions tp,/; sont H. P. — II. 8
développées suivant les cosinus et les sinus des arcs (mX + «jj.) t, m et n étant des entiers et X et ja des constantes données. On peut traiter directement ce prol)lt>mc roniine le précédent, ou plutôt le ramener au précédent en supposant le-- iiioviiis iniMixcinoiils commeiisuraMes, ce qu'on peut faire avec une erreur aussi ])olil<' qu'on le voul. Les périodes des variations séculaires dépendent alors des racines de l'équation déteruiinanle D définie plus haut, et sont développables suivant les puissances croissantes de a, quel que soit le module de a. Lorsqu'on calcule ces périodes comme on le fait d'ordinaire, c'est-à-dire en supprimant dans les fonctions 'f//, tous les termes non séculaires, on ne trouve que le premier terme de ces séries, le terme cjui contient a à la première puissance. Le terme suivant, (jui est de l'ordre de a-, est d'ailleurs très petit, à cause de la petitesse de a.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 96, p. 1483-1487 (21 mai i8S3).
1. Dans une Note que j'ai eu l'Iiiiuneur de présenter à rAcadéinie, le 18 avril )88i, j'ai lail voir qu'iui [ttMil toujours construire une lonelina luclisienne F(^) qui peut prendre toutes les valeurs possibles, excepté 11 valeurs données Ui, cin, . . . , a„ qui sont toutes situées sur un même cercle (je supposerai, par exemple, que le module de ces n quantités soit égal à i). Il est très iuq)ortant de déterminer cHectivciueut cette lonction et de sa\oii' calculer, avec une approximation indéfinie, les coefficients de son groiqjc G, puisque c'est là la première opération qu'on doit faire quand on veut intégrer une équation linéaire, \oici un moyen d'arriver à ce résultai. Suppos(jns le problème résolu.
La fonction ^ (;j donne la rejiréseulal ion coulonue sur un cercle d'un certain polygone curviligne Ro, et riiilcrieur du cercle fondamental se trouve divisé en une infinité de polygones Ro, Ri, ..., tous congruents ou symétriques h R||. Réunissons un certain nombre de polygones Rq, Ri, . .., Ry, pour former un polygone total S. 11 y aura une fonction fuchsienne es ( ; ) qui donnera la re[)résentation conforme de S sur un cercle ; son groupe sera contenu dans G,
et nous aurons identiquement
H l'iant I algoriliuue tluue fonction rat lonucUe. Il est d ailleurs aisé de calculer les coefficients, de H quand on connaît les nombres r/,, a^, ■■-, ci„ et la
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disposition rohili\o des polygones R,,, U,, ...,11^,. Ou pont donc calculer o en fonction de !*'.
On peut prendre S assez grand pour rpie le cercle concentrique au cercle londanienlal, et qui a pour rayon i — x, soil loul entier à l'inlérieur de S. On a alors
d'où
modœ > iiiotl z,
Imii iiiodu = inod; ( |)(iiir a — o).
Soient ;,. z^ ^7 les transrorin('cs de o par diverses substitutions de G;
non-- poun'ons calculci' par ce [uoccdc uiod;,, niod ;^, ..., niod ;„, ce qui >utlil pour dctciiuiner ( 1.
2. Soit )■ une intégrale d'une cMpiation linéaire à coefficients rationnels en a:-. Dans une Note que j'ai eu l' lion ne ni- de présenter à l'Acadiiinie, le iS août 1S81 , jai tait voir (pie l'on peut Irouxer une fonction fnclisienne F (3) telle qu'en substituant F (:;) à la place de JC,y devienne fonction uniforme de z. Mais il y a une infinité de manières d'obtenir le même résultat, ainsi que le prouvent les travaux ultérieurs de M. Klein et les miens. Ainsi l'on peut trouver une fonction fuchsienne »(<) plus simple que F(;), et telle qu'en substituant es (<) à la place de x, y devienne une fonction uniforme de t . On aura d'ailleurs
•\ ( z) étant une fonction uniforme de :;, qui demeure inaltérée par un groupe oformé d'une infinité de substitutions linéaires
\'olci un nioven de former / en lonclion de z et de démontrer, en même temps, au moins dans la grande majorité des cas, l'existence de la fonction C6 il). iNous aurons
(1) logiiiod/ =y logmod''''^ P'
et
(a) ' log mod < = lim a„ = ^(m„ — «n-i )•
Voici ce ([lie c'est que ;/„. Supposons que G,, Cj, ..., G„ soient des con-
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tours s'enveloppaul imitiielleinenl e( intérieurs au cercle fondamental, m„ sera la partie réelle d'une fonction cb„ dont la partie réelle est nulle le long de G„, et qui reste finie à l'intérieur de ce contour, excepté aux points où a,; + p,:=o,
et où la différence cs„ — lo^ -^- v reste finie.
Sauf dans certains cas exceptionnels, on peut démontrer la convergence des séries (i) et (2).
3. Les mêmes primlpes et le beau théorème de M. Scliwarz {Monntsherichte, octobre 18^0) permettent de déinunlri'r la proposition suivante, (pu peut présenter quci(pie intérêt à cause de sa généralité :
Soit y =f (x) une Jonction non uniforme de x , d'ailleurs quelconque. On peut toujours trouver une variable :.. telle que l'on ait
CB et '} étant deux Jonctions uniformes de z, n'existant qu'A l'intérieur d'un cercle.
SUR
LES GROUPES HYPERFUCHSIENS
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 98, p. 5o3-5o4 (25 février "1884 ).
Les substilulioiis liyperfuclisieimes se suljdivlsent en subslitulions ellipllcjiies et hyperboliques, si on laisse de côté certains cas particuliers. Appelons /?o/af/-e du point (a, [3) la droite
a» a; -h Po^ = 1.
Dans les substitutions elliptiques, la polaire de chacun des trois points doubles passe par les deux autres. Dans les suljstilutions hyperboliques, deux des points doubles sont sur l'hypersphère
el le troisième est le pôle de la droite qui joint les deux autres. Soient (a, [3) et (y. ô) les deux premiers points doubles situés sur riiypersphère. Considérons rhjperspbèi'e
('-) fa; — aj(.r(,-ao) + (7 — fi)(7o— po) = E-,
OÙ je supposerai que z est très petit. On peut toujours supposer que le multiplicateur de la substitution hy|)erbolique est assez grand pour que les transformés de tous les points de l'Ii vpersphèie (a) qni sont int('rieurs à l'hypersphère (1) soient aussi près qu'où vciitdu point (y, 0). Cela ne serait plus vrai des points extérieurs à (i).
Cela posé, imaginons /; ^ld)^l ilni imis by[)erboliques S,, So, ..., S„.
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Soient (a,-, p,) et (y,, S,) les points doubles de S,-. Soient S, une liypersphère
(37 — a,-)(3-„— a,o) -H (y — [3,-) (70— ?io) = ej
et S', la Iransforinée de cette sphère par S,-. On peut toujours supposer les s assez petits et les multiplicateurs des substitutions assez grands pour que les S,et les 2^ n'aient aucun point commun à l'intérieur de l'hypersphère (i).
Envisageons un domaine D limité par l'hypersphère (i) et par les surfaces 2,et Sj. D pourra être regardé comme le domaine générateur du groupe des substitutions S. La considération de ce domaine montre que ce groupe est discontinu à l'intérieur de l'hypersphère (i). La discontinuité peut même s'élendrcà un domaine plus vaste, mais non pas à toutes les valeui's des variables.
On est do.nc ainsi conduit à une classe de groupes hyperfuchsiens, tout à fait différente de la classe découverte par M. Picard et analogue à la troisième famille de groupes fuchsiens.
Pour pouvoir appliquer à la théorie des groupes hyperfuchsiens les méthodes qui m'ont réussi dans l'étude des groupes fuchsiens, il est nécessaire de généraliser la notion des invariants analogues à la longueur, à l'angle et à la
surface. Posons
xxa + yyo= f,
x^d.v -hyo dy = p dt, t dx^ + y dy(,= ç> dto,
y dx — X dy = p du, ys, dx„ — xo dyç, = p duo.
L'intégrale
dt dlo du duo
est un invariant analogue à la longueur.
Il existe aussi un invariant qui doit être assimilé à l'angle. Soient M, N , P trois points dont les coordonnées soient (x, y), (x ~{- dx, y -\- dy), (x + ôx, y + ùy); l'invariant co, analogue à l'angle NMP, sera défini par l'équation
[du OMo ■+■ dua ou dl o/o + ^'o 3M '
cos-'cp =
[du du„ dt df,) 1 r Su Suo 8t otn 1
Il existe également des invariants analogues à la surface ou au volume à trois ou à quatre dimensions.
Celui de ces invariants qui est analogue au volume à quatre dimensions a déjà été signalé par M. Picard.
SUR
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LES FORMES ÛUADIIATKIIJES TERNAIRES INDÉFINIES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 102, p. 735-737 ( 39 mars 188G)
Une forme (juadratlfjue ternaire iiidéfinle peul toujours s'écrire (en changeant au besoin tous les signes) de la façon suivante :
F(.r,j, .-) = Y-^-XZ, où
\ = ax -h by -h cz, Y — a' .c -h b'y + c' z, Z = a" x -h b"y -h c" z,
les r/, les b cl les c étant des nombres réels quelconques.
Soii'iil maintenant a, ^, y, 0 quatre nombres réels tels que ao ^ py ^ i .
l'osons
X'= a^X-f-îa-c Y -i-Y^Z,
Y' = apX -H («0 -H Py ) Y + ySZ,
Z'= p«X-i-2(i8Y-+- SsZ,
\' = ax' -^- by -y- rz', \' = a'x' -h b'y' -h c' z', Z' = a"x' -\- b"y' -i- c" z'.
J'appelle S la substitution qui change x, Yi - «n x' , y' , z' . C'est une substitution linéaire et, comme on vérifie aisément l'identité
Y'î— X'Z'= Y2— XZ,
(m voit que S n'allère pas la forme F (x, y, z).
Si les coefficients de S sont entiers, on dit (jue S est une substitution
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semblable de la forme F; si ces coefficients, sans être entiers, sont rationnels, nous pourrons dire que S est une substitution semblable fractionnaire de F.
Si les coefficients de F sont entiers, les substitutions semblables forment un groupe discontinu G. A la substitution S faisons correspondre la substitution (::,— ^)' Au groupe G correspondra ainsi un groupe g qui sera un
groupe tucbsien.
Nous sommes ainsi conduits à nous servir do ce que nous savons des groupes fuchsiens pour l'appliquer à l'élude du grou|)C G. Si nous envisageons, par exemple, les cycles formés par les sommets du polygone générateur, nous verrons d'abord que la somme des angles d'un cycle ne peut être égale qu'à 2t.
(s il n y en a qu un ), a -. a -p , a -. a - ou a o.
Il y aura un cycle où cette somme sera tï, si F peut être transf<irinée par une subsliintion de déterminant i ou 2 en une funne telle que
a" 3'^ -i- a x^ -h ib" xy -t- a y"^.
Il y en aura un où relie somme sera - si F peut être transformée |iar une suiistilul ion de délciiiiliiaut 1 ou 2 en une foijiic lellc que
Ti < '^ l \ ■ '>''^\ ■ T^ •
Il y en aura un ou relie somme sera - f ou hicn — 1 si r |)Out cire transformée par une subsi ilul i<in de déterminant i (ou bien 3) en une toi'iue telle
que
a z""- + ib" {xy — r^ — y''-).
H y en aura un où cette somme sera o si F peut représenter o, c'est-à-dire si F satisfait aux condilinns du paragrapiie 209 des Disq. arithm. Dans ce cas, le groupe fuclisicu sera de la deuxième ou de la sixième famille. Dans tous les autres cas, il sera de la première.
Il est un autre point sur lequel je désirerais attirer l'attention. On peut se demander s'il existe pour une fonction fuchsienney (c) un théorème analogue à ce qu'est le théorème d'addition pour les fonctions elliptiques, c'est-à-dire si l'on peut trouver une relation algébrique entre /(:•) et /(;T), T désignant une substitution linéaire n'appartenant pas au groupe g de la fonction y [z). Pour cela, il faut et il suffit que les substitutions communes aux deux groupes fuchsiens g et T~'^T forment encore un groupe fuchsien.
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Il ne semble pas quil en soit ainsi en général; on sait pourtant que cela a lieu pour la fonclion niotlulaire; carsiy'(3) désigne cette fonclion, et ii un entier quelconque, il y a une relation algébrique entre /(;) et /' ( — )•
La même propriété appartient aux fonctions fuchsiennes f{z) engendrées par un groupe^, lorsque ce groupe^- correspond, comme il a été dit plus haut, au groupe G des substitutions semblables d'une forme V .
Considérons maintenant le groupe des substitutions semblables fractionnaires àa la forme F; ce groupe ne sera plus disconlinu. Soit alors S une quelconque de ces substitutions semblables fractionnaires, et soit a la substitution de la forme ( z, -- — \, \ qui correspond à i] de la même manière que g correspond à G. Il y aura une relation algébrique entre y(^) e\.f[z<s).
Pour obtenir ce résultat, il faut s'appuyer sur le principe suivant:
Soit r le groupe des substitutions linéaires à coefficients entiers et de déterluinaiil 1 .
Soit r' un sous-groupe d'indice fini contenu dans Y . On peut convenir de ne considérer deux formes comme équivalentes que si l'on peut passer de l'une à l'autre par une substitution de F'. On peut faire ensuite, à ce nouveau point de vue, la théorie de la réduclit)n des formes quadratiques : elle ne dilTérera pas de la théorie ordinaire.
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
L'EQUATION
Comptes rendus de l'Acadcniic des Sciences, t. 126, p. 627-630 {28 février iSijS).
Parmi les é(|iialiuns de la t'oriue
où a est une IniKlKiii r.il iiiiiiu'llc ilc deux \arialjles .r cl j' liées par une relation algél)ri(|iie donncc
parmi loiiles ('cs (■([ual ions, dis-p', cpii adnn'lU'nl des |>oniU ■.ini;nliers donnés et de telle façon que la dillerence des racines de elia(pic éipialion délerminanle soit un entier donné, il y a toujours une ('quation fuclisienne, c'est-à-dire engendrant des foncticuis fuchsiennes.
Nous avons donné de ce fait, TM . Klein et moi. une première démonslralion londée sur le principe de continuité. l'Ius tard. M. l'icarda ramené la question à l'intégration de l'équation
(3) Aw = e"
et il a démontré l'intégrabilité de celle équation par une méthode qu'il a imaginée et qui consiste à l'établir d'abord pour un domaine assez petit pour l'étendre ensuite au plan entier.
Voulant éviter ce détour, j'ai cliercbé une méthode nouvelle dont je vais exposer maintenant le principe.
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.riiUiiHiuis la surjitce di' KIrin : c'est, niin surficc fcriiir'o; l\ IdiiI |ii)iui /vV?/ de celle sur la ce (•(irr('s[iiiiiil iiii pu ml iriiai;iiiaii(' de la l'diirijc (2) cl inversemenl. Je pose trailleurs
Vu = \ll -j- t dix!
où (/(,) csl un cIciiuMil (le la surface de Klein et dil r(''lt''ineiil correspoudaiU du |ilau (les X. L'équaliua (3) se ranièiie alors à la forme
(4) DU =e «"-<!>,
où fc) cl <!' soiil deux tonclloiis données, laprcniicre toujours positive.
Le problème de la formation de l'équation fuchsienne se ramène à la délerjMiaalKiu de la louclion IJ qui iloil ('■Ire pailoiil lime.
L'analyse repose sur certaines ini^-^alilés très simples qui se d('duisenl d'une remarque unique : si U est maximum, \)U est néf;atif; si U est minimum, DU est positif.
Je commence pur intéj;rer léquation
(5) Du = f,
où » est donnée; cette intégration n'est possible que si
/ If dtii = 0,
l'inlcgrale étant étendue à tous les éléments diii de la surface de Klein. L'éipiallon (5) est de même forme que l'équition bien connue de la ibéorie du potentiel
AK = !p,
qu'on intègre [lar la Iniielion de ('ireen. L'ecpialion ( 5) s'intègre pai- un procédé analogue; la fonction (pii jonc le |-i">le île i.i l'onclioa de (ireen t'sl la paiiie rérdie d'une iiiti'i;rale abidieune di' l|-oisiéine esjièce facile à loiiner. .1 l'I ild M' eji -Mlle I ('ipial ion
( 6> D a = Xtj u — <f — /•},
où Y,, 'i. '1/ sont trois fonctions donni'es. la |ii'eniière Imijours |iosili\c et cm ), est un paramètre positil.
Je montre d'abord que l'c-quation est intégrabie pf)ur les petites valeurs de A et que l'intégrale peut se développer suivant les puissances de X. Je montre ensuite que, si elle est intégrabie [lour ";, = Ao, elle le sera encore pour les
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petites valeurs fie X — \q cl que rin(<''i;rale peut se iliSeloppor suivant les puissances de À — Xq. Je conclus que réqualion est inlégraMe pour toutes les valeurs positives de "k.
Il y a un cas où cette méthode est en défaut. C'est quand le polvi;one luclisien a des sommets sur le cercle fondamental; dans ce cas il y a des points où les f(jnctions r^ et 9 dc\ icnnent infinies comme
Dans ce cas, d'ailleurs, la méthode de M. Picard est éi^alement en (N'faut. Je ne puis entrer dans le détail des artifices que j'ai dû employer pour triompher de cette difficulté. Cela a été la partie la plus longue de mon travail.
Je me bornerai à dire que l'intégrale est toujours finie, qu'elle peut se développer suivant les puissances de )., mais que les termes du développement peuvent devenir infinis.
C'est ainsi que la fonction x^ reste finie pour x = o, si X est positif; (lu'cUe peut se développer suivant les puissances de X
x* = I -+- X \ogX H (iogj;)--!-. . .,
mais que les termes du développement devienucul inlinis pour x = o. Cette difficulté vaincue, j'ahorde l'équation
OÙ 9, o et A sont connus et positifs, et où X est un paramètre positif.
Je suppose qu'on sache intégrer l'équation (7) pour X = o; je puis alors former une série procédant suivant les puissances de X et satisfaisant à (7). J'obtiens chaque terme par riulégralion d'une l'quaiidu de la forme (6); et, grâce aux inégalités établies au (h'bul, je montre l'acileMUMit que la série converge, si X est assez petit.
On peut démontrer alors de proche en proche, comme pour l'équallcui (G), que l'équation est intégrable pour toutes les valeurs positives de X.
En résumé, l'équation (i) est intégrable si <I> est touj(jurs positif, et il est aisé (le conclure (ju'elle l'est encore pourvu que
(8) /'*f/to>o.
Cette condition est nécessaire et sufllsanti'. Il reste à vérifier que cette
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condition (8) est remplie dans les applications que l'on a à faire aux fondions fuchsiennes. dette vérification est facile.
Ou ncut entrevoir la possil)ilit(' d'une dénionstralion rij;oureuse fondée sur le calcul des variations. Il est aisé de former une intégrale double qui doit être minimum si l'équation (4) est satisfaite. Mais ce genre de raisonnement n'est pas satisfaisant, parce que, celle iLitégrale dépendant d'une fonction arbitraire, il n'est pas ccriain qu'elle ail un niininniiu prii|u'cnicnt dil.
Heurcusenicnt, dans le piniilèuie quL nous occupe, la fonction inconnue (d[x., y) doit satisfaire à certaines conditions; elle dépend seulement d'un nombre Jlni de constantes inconnues. La fonction u dépendra donc ellemême d'un nombre fini de constantes inconnues. Notre intégrale double, ne dépendant plus d'une fond iiiu aii)itraire, mais d'un certain nombre de paramètres arbitraires, aura certainement un minimum et la démonstration pourra devenir rigoureuse.
GRAND PRIX DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(PRIX 1)1! BUDGET) Commissaires : MM. Beiliaiid, Bonnet, Puiseux, Bouquet; Ileimite, rapporteur.
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 9Î, p. 55i-55/| (i/| ninrs iSSi).
L'Académie avait proposé pour sujet d'un j^rand prix des Sciences mathématiques à d(''cerner en 1880 la question suivante :
Perfectionner en quelque point important la théorie des équations différentielles linéaires à une seule variable indépendante.
Six Mémoires ont été envoyés au Concours. Quatre d'entre eux, inscrits sous les n°^ i, 2, 3, 5, témoignent chez leurs auteurs d'une science étendue et d'un esprit ingénieux. Nous allons en rendre compte succinctement.
Dans les travaux dont la théorie générale des équations différentielles linéaires a été récemment l'objet, on a eu principalement en ^ ue d'obtenir l'intégrale dans les cas où elle peut s'exprimer par des fonctions uniformes de la variable. Les belles découvertes de M. Fuchs, qui ont joué le principal rôle dans ces recherches, servent également de base pour l'étude plus profonde et plus difficile entreprise par l'auteur du Mémoire n° 1, portant pour épigraphe : « C'est ici un lii're de bonne foi, lecteur. » Il part de ce fait que la iranstormée d'une équation différentielle linéaire obtenue en substituant à la
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varial)lr lii(ii|)rn(l;uilo iiuo tourliDii fjiii'lcoiiqiir d'une nouvi'lle variable est .une t'qiiatii)ii liin'aiie ilf nirnic <>r<lr(', et qu'il eu est de même si l'on multiplie l'ineonnuc |iar une seeunde fonction ailiitrairc de cette nouvelle variable. Cela étant, Fauteur se propose de déterminer ces deux fonctions, de manière que l'équation transformée soit à coclïiclents constants, ou bien soit intégrable au moyen de fonctions uniformes, simplement rationnelles ou doublement périodiques. Ces questions sont, comme on voit, aussi importantes que difficiles; la solution complète et générale qui est exposée dans le Mémoire montre un talent mathématique de l'ordre le plus élevé. Rien n'est plus intéressant que de voir s'introduire dans cette reclierclie de Calcul intégral les notions algébriques d'invariants qui ont pris naissance dans la théorie des formes, et ces nouvelles combinaisons faire apparaître les éléments cachés dont dépend, sous ses diverses formes analytiques, l'intégration d'une équation donnée. C'est à M. Laguerre qu'est due l'idée ingénieuse et profonde des invariants et covariants des équations difTérentielles linéaires; il en a tiré pour les équations du troisième et du quatrième ordre plusieurs beaux théorèmes, et M. Brioschi s'est aussi occupé avec succès du même sujet; mais l'auteur du Mémoire que nous analysons en a encore mieux fait ressortir toute l'importance. Il y joint une considération qui joue également, dans ses recherches, un rôle essentiel : c'est celle du genre d'une équation algébrique entre deux variables, introduite en Analyse par Riemann et qui est si souvent employée dans les travaux de notre époque. Des applications exposées avec tous les détails nécessaires offrent un grand nombre de résultats entièrement nouveaux et du plus haut intérêt. Nous nous bornons à citer comme particulièrement remarquables des équations du troisième et du quatrième ordre contenant un paramètre arbitraire, puis d'autres d'ordre impair se rattachant à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques, dont la solution, qui n'est pas une fonction uniforme, est obtenue par ces transcpiidautes. A'ous jugeons que ce Mémoire a ajouté à la théorie des équations diirérentielles linéaires des méthodes générales et des résultats d'une haute importance, et qu'il est digne du grand prix des Sciences mathématiques.
Le Mémoire n" 2 porte l'épigraphe su ivanle : « Per faciliora ad dijjiciliora devcniendum. «Il renferme des recherches intéressantes sur les intégrales algébriques que peut admettre l'équation
d^- Y dy
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OÙ p et gr sont des fonctions rationnelles de x. L'auteur démontre diverses propriétés de ces intégrales et donne un procédé pour les trouver, quand elles existent. C'est un bon travail qui mérite d'('lre sii;nalé dans ce Rapport.
Le Mémoire n° 3 a pour épigraphe : « Nous sommes si malheureux , que nous ne pouvons prendre plaisir à une chose qu 'à condilion de nous fâcher si elle réussit mal. »
L'auteur s'y occupe principalement des propri(''tés des intégrales dans le voisinage de leurs points singuliers. Ces points, connus a priori, sont les points singuliers des coefficients. On considère d'abortl un point singulier ic„ tel que les coefficients restent monoiropes dans une cnuruuue ayant ce point pour centre. Soit )' une fonclion quelconque de la \arial)l(' ailiilr.iire x] lauleur représente par le symbole Q( )) la nou\ellc valeur acquise par cette fonclion lorsque le point dont x est l'affixe fait une révolution autour du point a^o- Un changement de variable indépendante permet d'établir, entre la théorie des équations dillérentielles linéaires et celle des équations aux dif- (('■rciices à coeilicients constants, lui rappi-ochi'iueut tpii doiinc iinmi'dialciucnt les priu(l|)ah> pi'iipriétc's de rintc'gralc ('ludiée.
IJans le Mi'moiie n" 5, qui porte l'épigraphe suivante : « Non inultus premor », l'auteur traite successivement deux questions eut ièrement différentes, dont il fait l'étude approfondie avec un talent dont la (lommission a été extrêmement frappée. La seconde question, qui reçoit les tléveioppcments les plus étendus, concerne de belles et importantes reilu relies de M. Fuclis, dont nous indiquerons en quelques mots l'objet. M. Fuchs s'est proposé de déterminer sous quelles conditions on d('(init une fonction uniforme en égalant à une indéterminée le quotient des intégrales d'une équation dillérentielle linéaire du second ordre. I^es résultats si remarquables du savant géomètre présentaient dans certains cas des lacunes que l'auteur a reconnues et signalées en complétant ainsi une tln'oiie analytique extrêmement inti'ressanle. Cette tli(''orie lui a suggéré l'origine de transcendantes comprenant en particulier les fonctions elliptiques et qui permettent d'obtenir, dans des cas très généraux, la solution des équations linéaires du second ordre. C'est là une voie féconde que l'auteur n'a point parcourue en entier, mais qui témoigne d'un esprit inventif et profond. La Commission ne peut que l'engagera poursuivre ses recherches, en signalant à l'Académie le beau talent dont il a fait preuve.
En résumé, la Commission, à l'unanimité, en renouvelant l'expression de la satisfaction avec laquelle elle a étudié les excellents Mémoires soumis à son H. P. - II. 10
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jugenieni, iléccrne le prix à r;uiteiir du Mcinoire inscrit sous le )i"l, el exprime le tlésir que ce travail puisse être inséré au Recueil des Savants étrangers; elle propose en outre d'accorder des mentions très honorables aux auteurs des Mémoires inscrits sous le n° 5 et sous le n° 3.
l^es conclusions de ce Rapport élan! adoptées, M. le Président procède à l'ouverture du pli cacheté qui accompagne le Mémoire n° 1, et proclame le nom de M. G. -H. Halphen.
L'auteur du Mémoire inscrit sous le n° 5 s'est fait connaître et a demandé qu'il fût procédé à l'ouverture de son pli cacheté. M. le Président a proclamé le nom de M. H. Poinçaré.
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Mémoires de l'Académie nationale des Sciences, Arts et Belles-Lettres de Caen, pour iSSî, p. 3-59. Caen, 1881.
Dans une série de Mémoires préscnlés à rAcadémle des Sciences [i" juin 1880 ('), i4 el 21 février, /j cl 18 avril, 28 et 3o mai, 27 juin 1881], J'ai étudié une classe de fondions donl les Iranscendanles ellipLiqucs el modulaires ne sont que des cas particuliers et que j'ai appelées fonctions / iirlisif/iiics. Mon lulenlioii esl de l'é'Minicr ici (Miid(|ues-inis de mes résultais el de donni'r une idée générale des mi'uliodes (jui m'y ont (ail arriver.
JenNisage une inlinilé de sul)sl il ul ion> linéaires
où
L'indice A varie de zéro à riulini di; (elle s(U'te ([lie ; = :;o ; mais les suhsli- I niions soni r.ingées dans un ordre d ailleurs arliilraire. Je recherche s'il exisle une fonclion F(;) unitorme el telle que
Il esl clair que les suhsUlulions linéaires (1) doivent former un groupe el que ce groupe doii être diseonlinii, e'esl-à-dire que la partie du jilan où la
(') Il saisit ici du Mémoire présenté au Concours cl iiienlioiiiic dans Tarlicle précédent. Ce .Mémoire est arrivé à r.\cadéniie le 28 mai 1S80. Ses trois suppléments sont parvenus respectivement aux dates suivantes, 28 juin, (j septembre et 20 décembre 1880. G. D.
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(iiiuihiii !•' cxLslc |iiMil ('ire (Iivlsc'c en r(''i;ioiis Ji,,, lî,, ..., Iv/, telles (jiic, lor>(mc c l'sl iiiU'ticiil' à H,,, :■), siiil iiih'i'iriir à II/,.
^V cliacuui' lirs Milisi il ni ions (i ) corrcsiniiKl de la sorti' uni' di's r('i;l(ins 1». \ 1 iiili'iirnr lii' rliariuic dr ces r(''j;l()ns se li'ouvo l'un des noliiLs z-k. Ci's divers poiuLs z/is\i\^H'\U-nl poi/itscorrespondants dr ;. Ils seronlaiissi corrcspdndaiiLs cnlre enx. Deux rc;s;ions R seronl dites limitrophes, lorsqu'elles seront conliguës tout 11' long d'un arc de leur périmètre. Si deux points correspondants sont daii'- ih'u\ régions iiinltroplii's, jr dirai qu'ils sont liiniliophcs. Les !inhstitnl ions qui i'orr«'s|tondronl aii\ ré'gions liiuili'o|ilu's de Ry seront les siibstl- IlilKiiis Jonddini'ittnh's. Il est clair, d'ailleurs, (|ue toutes les suljstitutlons du groupe seront des combinaisons des substitutions fondamentales. Par conséquent, 1(' groupe sera entièrement déterminé quand on connaîtra ces substitutions fondamentales.
l'appelle X l'axe des quantités réelles
Je suis donc amené à chercber tous les groupes discontinus qui sont formés de subsiiiulions Juu'airi's ; cL tout d'abord, ceux dont toutes les substitutions ont (les coefficients réels et que j'appelle groupes Jitchsiens. De pareilles substitutions conservent les angles, elles changent les cercles en cercles et les cercles ayant leur centre sur X en cercles ayant leur centre sur X. Soient a, ^ deux quantités imaginaires; a', p' leurs conjuguées; je pose
fJ'P-a'
Envisageons deux arcs de cercle a j3 el yo ayant leurs centres sur X. Si l'on a
(a, fi) = (-;, 3),
il existci'a iiiu; sidisl itut loii à roi'llieieuls ri'i'ls qui cliaugera 7. |j en yo; je l'apprlji- la Mibslitiilion fa, [j, y, o).
Le groupe liielisun étant discontinu, iim; |)orlion du plan fpii e-;l la partie
située au-dessus de X sera partagée en région^ 1», l!/..aiiiNi que je l'ai dit
plus liant. Mais |)ar un raisonnement très simple, je iiioutre quoii peut toujours supposer ([ue ces r<''gions sont des polygones curvilignes siliu's tout entiers au-flessiis de X et dont ii'> eiités sont de deux sortes; ceux de la première sorte sont des arcs de cercle ayaiil leur iriilie mit \. eriiv de la deuxième sorte sont des segments de l'axe \ lui-ini'nie.
Deux côtés consécutifs de la |iieiuière sorti' seront aiii-i sépales par un sommet situé au-dessus de X et que j'appelle sommet de la preiuièrc catégorie.
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oti por un sommet situé sur X (;t (jue j'appelle sdinmet de la deuxièuic catégorie, ou par un côté de la deuxième sorte que j'appelle par extension sommet de la troisième catégorie.
Grâce à cette convention, il est clair que l'on rencontre, en suivant le périmètre du polygone, alternativement un côté de la première sorte et un sommet de l'une des trois catégories. Le côté qu'on rencontrera après un sommet donné sera le ciUé sui^ant, le somuiet qu'on renciuitrera ensuite sera le sommet suivant, etc.
Chacune, des substitutions fondamentales du groupe changera le polygone curviligne Rq en un polvg(Mie limitrophe, et par conséquent l'un des côtés de la première sorte ab de Rq en im autre côté cd de ce même polygone. Cela montre que les côtés de la première sorte de II,, sont en u()ud)re jiair et se répartissent en paires. Si deux côtés ab . cd a[)partiennent à la mihuc paire, ils sont dits conjugués et l'on doit avoir
Je vais maintenant répartir les sommets en cycles de la manière sunaiile ; on [)arlira d Un somincl ipielcmicpie, on envisagera le côté sui\ant, puis ^(II1 conjugué, puis le sommet suivant, puis le côté suivant, puis son coniugué, puis le sommet suivant, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l"on revienne au sommet qui a servi de point de départ. Tous les sommets rencontrés de la sorte appartiendront à un même cycle. 11 est clair que tous les sommets d'un même cycle devront appartenir à la même catégorie.
Un polygone R„ (et le groupe tuclisien G correspondant) sera de la première lainille si tous ses sommets sont de la première catégorie; de la deuxième lamille, s'ils sont tous de la deuxième catégorie; de la troisième, s'ils sont tous de la troisième catégorie; le polygone Ro sera de la quatrième lamille, s'il a des sommets de la deuxième et de la troisième catégorie; de la cinquième, s il a des sommets de la première et de la troisième catégorie ; de la sixième, s'il en a de la première et de la deuxième catégorie; et enfin de la seplièuic. s il en a de toutes les catégories.
Quand on connaît le polygone R» et la distiilmi ion de ses côtés en paires, le groupe fuchsien est entièrement déterminé, car on connaît ses substitutions fondamentales. .Si par exemple ah^ cd sont deux côtés conjugués, l'une des siilistilul ions fondamentales sera la substitution (a, b, c, c/). On saura construire le polygone curxiligne R qui sera conligu à Rq le long de et/, car ce sera
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le lr.m>lornn' de Ro par la siil)stilulion (a, h, c, d). On saura construire de luèiue tous les polyiiones liinitr(i|)lies de R,, le liinp d'un quelei)n(]ue de ses côtés; ri idiiv les polygones liinllrophes de ecux-ci, et ainsi de suite. Pour que le groujie soit discontinu, il laut que les polygones ainsi obtenus recouvrent toute la portion du plan situi'c au-dessus de X et ne la recouvrent qu'une fois.
Soient A un point quelconque inlérieurà Ro,B un point extérieur à Ko, mais silu(' a\i-ili'ssus de X ; je joins A et B par une eouriie quelconque, AMB ne coup.inl jias X. Cette courbe sortira de Rq par un des ccUés Go de ce polygone et l'on pourra construire, comme on l'a vu plus haut, le polygone R( limitrophe de Ro le long de C(,; si la courbe sort encore de R) par un des côtés C| de ce polygone, on construira de même le polygone Rj limitrophe de R, le long de Ci ; je dis que, après un nombre fini d'opérations, on arrivera à un polygone R„ conlenanl à son inlirieur le point 15. Car si cela n'était pas, il y aurait nu pniui de AMB dans le voisinage diiqni 1 les polygones R seraient infiniment petits. Or, on démontre qu'un polygone transformé de Rq par une substitution linéaire à coefficients rc'els ne |)eut être indniment petit que s'il est inliniment voisin de X.
11 reste à examiner si le polygone Pi„ obtenu cnI le inriue quel que soit AMB, ou (ce qui revient au même) s'il se réduit à R,, (piand jVMB se réduit à un couliiur ieruK' AMA. Soit dune AMA iiii contour fermé (pieleonque; décompoMiiis-le en une infinité de contours inliniment petits. Pour qu'en siii- \ant AMA on retombe sur Ro, il suffit qu'en |)arcourant un quelconque des contours infinitésimaux^ on retombe sur le ])olygone d'oîi l'on est parti. Or, cela arri\(!ra évidemment pour tout contour qui n'enveloppera aucun sommet <le la première catégorie, et il suflil d'ailleurs d'i'tudier les ecuitours II qui en\i'l(i|i|icul le-, ^oinniiis de lv„, car le eoulonr (pi i ein eloppe un sommet de R^ se couipiuli'iM iiHumi' relui (pii en\el(ippe li' souiuiet correspondant de Rq- Pour iju'iii ilirii\,iul I un quelconque des contours II, on retombe sur Rq, il faut et il suffit que la somme des angles du polygone de Rq, correspondant à des sommets de la première catégorie appartenant à an même cycle, soit n/ie partie aliqiiote de 271.
3. Telle est la condition nécessaire et suffisante pour (|ue R,, donne naissance à un groupe fucbsien.
Citons quelques exemples de polygones R„ conduisant à des groupes fuchsiens.
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Premier cas. — Je suppose que R„ soil uu piilyiioiie île 211 côtés dont les
sommets se siiccèdeat dans l'ordre suivant : A, Ao, .•-, A„, A„^,, B„, B„ _,, ...,
BjiA, ; les côtés A, A2, A, Bo ; AjA;,, B^jB^, ... ; AaAa^,, B/,Ba_,_i ; .. .; A„A„^,,
B,, A„+| seront conjugués; il y aura alors /; + 1 cycles formés respectivement
des sommets
A,; A2, B.; A3, Bj; Ai.Bj; ...; A„,B„; A„+,.
On devra avoir
(Al, A,) = (A,, B2), (Aa-, Aa-^,) = (Ba-, B,,+,), (A„, A„+,) = (B«, A„+,).
et les angles A,, A2+ Bj, A3+ B3, ..., A„+B„, A,,^, devnuil èirc parties aliquotes de 27ï.
Deuxième cas. — Je fais les mêmes hypothèses que dans le premier cas, mais je suppose de plus que tous les sommets A,, Aj, ..., A„^|, B„, B„_, , ...jB^, A, sont sur X et que tous les angles sont nuls.
Troisième cas. — Je fais les mêmes hypothèses que dans le premier cas, je suppose de plus que le polygone est symétrique par rapport à A, A„^, et que celle droite est perpendiculaire à X. M. Klein m"a fait l'honneur de m'écrire que ce cas particulier lui était connu depuis quelque temps, et que, sans avoir rien fait imprimer sur ce sujet, il y a fait une fois une allusion dans son cours.
Quatrième cas. — Je fais les mêmes hypothèses cjue dans le troisième cas et je suppose de plus n = 2. Je retondjc ainsi sur le cas étudié par M. Schwarz dans le Tome 75 du Journal ric Crellc
Cinquième cas. — Je suppose ipie les sommets du polygone Rq sont successivement A,, A2, ..., Ao„, et que les côtés opposés soient conjugués. On devra
avoir alors
Si n est pair, tous les sommets appartienneni au même cycle et la somme de tous les angles doit être partie aliquolc de 211.
Si n est impair, il y a deux cycles, formés, l'un de tous les sommets de rang pair, l'autre de tous les sommets de rang impair. La somme de tous les angles de rang pair comme celle de tous les angles de rang impair devra être partie aliquote de 2tt.
Sixième cas. — L'un des cas particuliers les plus remarquables des groupes fuchslens, c'est celui où les coefficients des substitutions (i) sont entiers; c'est
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ce cas qui a lail l'uKicI tlc^ mliTossaulos rcclierclios de M. Klein sur l(>s loiir- I ion-- iiiodnlaires.
i. .rajuu'lle [loiitts si/i^>ulicrs il'iin j;rou|U' liiclisicii les poiiils dans le voisinafjc (lesquels les polvt;oncs R sont infiniment petits; pour les groupes des |)reniière. deuxième et sixième l.imillcs, tout Taxe X est une ligne singulière; polir ceux des autres lamilles. les pdinls singuliers siiiit isolés sur X, quoique en nomliri' inllni.
Si ( i es| de hi première, de la troisième ou de la cinquième famille, je dirai qu'une loucliun iinirormc ne présente d'autres singularités que celles de G, si tous ses points singuliers sont ceux de ce groupe.
Supposons maintenant que d est de la deuxième, de la cpiatrième, de la sixième on de la septième lamille, do la deuxième par exemple pour fixer les idées. Il pourra toujours être regardé comme un cas [)articulier d'un groupe variable G' sat istaisant aux conditions suivantes ; tous les groupes G' seront isoiuoiplies entre eux et d('rivés d'un même nombre de substitutions fondamentales; les coefficients de ces substitutions seront des fonctions rationnelles d'un jjaramètre il. Pour « >• o, le groupe G' sera de la troisième lamille; pour u = o, il se réduira à (j et sera de la deuxième lamille. ,1e <lirai alors qu'une fonction V(z-) n'a d'autres singularités que celles de G quand elle pourra être regardée comme la limite d'une fonction F'(;) n'ayaul d'autre singularité que celle de G'.
o. Outre les grou])és fiiclisiens, j'ai étudi(' dans mes comuiunications des 27 juin et 1 1 juillet i.SSi les groupes discontinus formés de siibsl itutions telles que (i), mais où ayt, [i^, y/;, o/, sont imaginaires. M. Klein ayant le premier donné un exemple remarquable de pareils groupes, je les ai appelés groupes kleinéens. Ne pomant donner ici, laiite d'espace, la manière de les tonner, je renverrai aux communications citées.
6. Envisageoirs le gn)iij)e fuclisien (j et la décom[)osition correspondante de la portion du plan située au-dessus de X en polygones curvilignes R„, R^i, .... Décomposons de même la partie du plan siIik'c au-dessous de X en polygones curvilignes J«[,JV|, .... symétriques de R^, R,, ....
Soit
tir-
V^TT --f-v/-i
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J'appelle respectiveinenl fonction fachsieiiiic et fonctio/i thctafuchsienne deux lonclions F(;) et 0( :) iiiiiforiiies, telles que
(m étant un entier), el ne présentant d'aulres singularités que celles de G.
Je dis d'abord qu'il existe de pareilles (onctions. Envisageons, en ellet, la série
(,) s, H (lÈl^) ,..,, + 5,)-2,« (.-,, + ^/TTT)-'"- = s(z),
VY^.S -I
"Il //( est un entier plus grand que i cl iiii II( ;) est une louctiDii r.il loiiiiciic de z n'ayant pas d'infini réel.
Je dis que cette série est convergente. Considi'iNuis d'alidrd la x'iic
' dl/. \"'
Envisageons une aire C,, intérieure à H^; i[iiand ; reste inti'rieiir à (!„, z-i, reste intérieur à une aire Ca, intérieure eile-iiiéine à Ryi. Si ; reste intérieur à Co, t restera intérieur à une aire G|,, et //; à une certaine aire G^.; et il est clan' ([lie les aires G' seront intérieures au lercle qui a piuir centre l'origine et pour rayon l'unité, et n'empiéteront pas les unes sur les autres. La somme des aires C est donc (inie, c'est-à-dire que la série
(4) SCI.
est convergente. Si GJ, était inliniincnt petite, on aurait
c, V dl
G|, étant fini, ^ sera compris entre la plus grande et i,i plus petite \.ileur (pie
puisse picndre iiiod(-^j , (piaïul t reste intérieur à G|j. Mais on déinonlre
que le rapport de cette plus grande et de cette plus petite valeur reste fini, quel que soit />■. La série
7 la plus grande valeur de niod i—r-]
^mi \dt I
est donc conxergente, et par conséquent il en est de même de ÎC mod (-7-^1 et de la série (.5 j.
Mais on a identiquement
H p. — II. Il
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et \c module tlo(; + y.''- i' ""'II(;;t) ii'iuii;ini'ril(- |i;in iikIi'ImuiiiciiI um'c /<. \a\ série (2) est donc couverf;eiile et sa soiniiic csl liid(|)<'iiihiiili' de Turdro do ses Icrmcs. J'ai suppose' qui- ; (Mail iiili'iicur à \\„. mais Ir im'iiii' laisomiciiiciil > appi i(ju('i'ait dans Ions les cas possildo, pourvu ipir ; ne >oil m un iiihiii de II, ni un point sinf;nlier de G.
La fonction définie pur la série (2) est donc uiiilor 1 n'a d'aulrcs points
sing;nliers essentiels que ceux de ("1. Si (1 est de la premicie, de la deu\iciiie on de la siMciiie taiiiilie, elle nexisie (piaii-elessus de \, el toute celle droite est pour elle une lif;ne singulière essentielle. Si (1 (;sl (riine antre lainille, elle existe dans tout le plan et ses points singuliers sont isolés, quoique en nombre infini.
Si G est de la première, de la lroi>icuie ou de la cin<[ulciiic lamillc, (■^(z) naiiia. d'après la delinilioii du paragraphe i, d'aulrcs slngiilariU's que C(dles de G. Si G e>t d'une aiilre ramille, de la deuxième par exemple, on l'cnNisagera comme un cas particulier d'un groupe Naiialile G', ainsi qu'il es! dil au paragraphe 4; la lonclion 0(-) sera alors un cas particulier d'une lonclion B' ( z\ roriiu'e -.wcc G', comme elle l'est avec G; on démontre que fc>'(;) Csl une tiuiclKMi Ciuiliiiue de // pour 11 ru et pour II > o; d (u'i
e(-) = lime'(;).
Mais 0'( ; I n'a d'aulrcs singulaiih's ([iic ccdlcs de G' ; donc (-)(;) n'a, d'après la ih'-linilion du paragraphe 4-, d'aiilres siiigulanles ipie ccllo de G. l''lle joiiil d'ailleurs de la proprn'K'
H(;/,) = e(;Kv<- + 5/J'""-
C'est une lonclion lliétalnchMcnnc.
7. Il esl lai lie de trouver le noiiihre des zi'l'os el des niliiiis de (-)(;) inli'rieiir> à l\„. Les infinis de (")(:■) son! en eilel ceux des louchons lalionnclles II (j>ij. (^on>idénuis un quel coin pie des luliiiis de II ( r- ) Ml ne au-dessus de X, el par conséquent dans l'un des polygones de M. \ cet iidini correspondra un infini de chacune des ('(niclions II( ;*), et chacun de ces iiilinis sera dans un polygone R dillerent; l'un d'eux sera inhjrieiir à Ro; il r(''siilic de là que le tiomhre des Infinis de H( zi inl(Mieurs à ll„ est ('gai ,'i cidiii des iiiliiiis de II ( z j supérieurs à X. (Je nonihre csi ilonc liiii.
Pour a\()ir colui df^ zérns, on prendra rintt'i;rale
\r limj; ilu jx'riinrlro ilc R„. Si G c'sl il<' la |)reml(;re, de la Iroisiômc i>ii de la cinquième t'aiiillle, ce calcnl ne présente aucune dinicuUé, car la soiiiine des inl('i;rales prises le luni; de deu\ e(')lés conjugués de Rg a une valeur très simple.
Si G csl d'une aulie lamille, (ui considérera W(;j d(' luènK' qu'au |)arat;raplie 4 cumiiie uii cas parUeui ii'r de (")'(;); la tonction B' ('tant Cdiilinue pour » ^ o, le no]ul)re des zéros d<' (-) sera éji;al au nombre conslani des zéros (le (-)'. iJaiis tous les cas, un Irotne (pie le nniuhre des zéros est (lui.
8. (lomme le i[U(il leul de deux lonclioiis ilK-ialuclisiennes correspondant ù un même i;ioupe (i cl à une Mi('me valeur de //( est une lonctiiui liodisienne, l'exisience des loiiciiims luelisiciiiies se lrou\e di'iuoui r(''e. Ces fonctions ne pourront prendre à liuierieur de cliacuiic des r(''i;ions R un nomhie inlini (l(! l'ois la uK^-me valeur.
Soient deux tonctious tuclisiemies F et F, corres|)onilaut à un même {iroiipe ( I ; à cliacune des valeurs de !'" corresp(Uidra un iiomlire lini de valeurs (le F, et réeipro(piemeul , de l(dle sorte que F et F, seront liées par une relation al^^ébrique. Toules les t'on(li(ms tuciisicnnes correspondant à un même groupe seront donc loiicli(Mis ali;('hriques les unes des autres. Elles s'exprimeront rationnellemeul en (onctions de deux d'entre elles que j'a|)pelle x et Y et entre lesquelles il v a une r(dation
[^e f;enrc de c<>lle relation est le i;('nre du i;roupe (1 et des fonctions correspondantes.
Soit
'' = Vdi'
la loiiclion - — — j s^*ra une fond ion liiclisienne et |>ar conséquent une fonction rai ituiiudle o(,r, 1) de .r et de )'. La fonction u est donc rintéj;rale de r('(pialiim liiK-aire
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S). Si (i l'sl lie l:i |iii'ini(''ro, de hi (Iciixiriiic ini de hi sivirmc laiiiille, el si II(;") n'a pas (l'iiiliiii sM|)<Ticiir à \, la r<iii(li(iii (•)(:■) n'a pas (riiiliiii cl, esl holoniiirplic dans ti>ulc la n-gioii siuiéc au-dessus de \, c'est-à-dire dans toute la réi;ioa «>ii elle existe. Elle peut donc toujours cire rcprésenice par une série ordonnée suivant les puissances Av I.
Lor-quc (i csl de la picniurc laiiiillc, cl si le noiuhrc entier »( reste constaiil, loulcs les lonclions (-)(;) sans inlliii s'expnuienl linéairement par un noiniirc lini d Cnlic tdles.
10. L.i prennèie <|uestion qui se présente csl la délerininalion du ^enre p de la relalion (5). On l'obtiendra en cherchanl li' nombre des cycles distincts tjue l'on pcul l'aire décrire au point auahlifjue (x, y) dans son |)lan luulliple. Ce nombre est égal à y.p. Jereinarcjue d'abord ipie, quand jr, y décrit un cycle dans son plan, ; décrit dans le sien un arc de courbe donl les extrémités sont des points corresjjondanls a, a.,. On obtiendra donc tous les cycles en joignant un point a ù chacun des points correspondants par tous les arcs de courbe possibles.
J'appellerai un paicil arc, arc cyciigue. Un cycle évanouissant esl un cycle qui II cnveIo]i[)c aucun poiul singulier; l'arc cyclique correspondant sera dil aussi évanouissant.
Je suppose, pour fixer les idc'cs, que G soit de la première, de la deuxième ou de la sixième Camille. Il est clair qu'il faut rejeter d'abord tous les arcs de courbe dont les exirémités s(î confondent et qui se réduisent à un contour fermé, caroii peut décom|)oser un |)areil contour en contours infinitésimaux, et, si .3 décrit un ciuilmir iuliuiU'simal , (a?, j>') ne peut décrire qu'un cycle évanouissant. De même deux arcs de courbe ama,, a/i*i ayant mêmes extrémités ne donneront pas naissance à deux cycles distincts, car le premier est équivalent au second, plus le contour fermé a, «ama,. J'obliendrai donc tous les cycles distincts en joignant le point a ;i cbaciin des points correspondants par un seul are de courbe.
Je dis de plus qu'il suffir.i de le joindre aux points correspondants limitrophes. En ellet, soit a, un point correspondant de a non limilro|)he de a; on pourra trouver une série de points correspondants
de telle façon que ileux pniuts consécul ils soie ni I iiiiilrophes. L'arc cyclique aa,'
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sera alors la réunion des arcs cycliques aa,, a, a,, ....a^a;;.,. a,_ , a,-. Or les
|ioinls a*, a/i^, étanl liniilr()|(lies, l'arc cyclicjuc (f-^-xk+i sera équivalent k un arc aa^, a^ étant limitrophe de a. Un cycle quelconque peut donc s'obtenir par une combinaison d'arcs cycliques tels que aa^.
Soient maintenant K, le polygone dans lequel se trouve a^; tih le côté de Rj qui le sépare de R| ; a' l>' son conjugut'. Il est <''vi(lcnl cpie les arcs cycliques aci\ OLOir, bb' sont équivalents.
D'où la refile suivante pour former tous les cycles distincts :
On considère un sommet quelconque a, le côté suivant, son conjugué, le sommet suivant n' et l'on joint aa' .
Mais ce nombre de cycles distincts peut encore être n'-duit si l'on remarque :
1° (jue, si ab, a' b' sont deux ccités conjugués, les arcs cycliques aa' et bb' sont équivalents;
2° Que tout contour l'eriiu' c^t un arc cvclifjue ('•i'onouinsajit ;
3° Que, si les points a et a' se contondcnt, l'arc aa' est ('■vaiiouissant.
Appliquons ces principes à quebpies exemples
1° Supposons-nous jjlacés djus le pieiiiicr cas du paragrajjlie 3 <pii comprend le deuxième, le troisième et le quatrième. En applicpiant la règle précédente, on trouve les arcs cycliques
Tous ces arcs sont (Mpiivaleuts, car A^; Aa^.i . B^Ba^i étanl conjugués, les cycles A^B^ et Aa4.|Ba_,_, sont éipiivalents. Mais l'arc A, A, est évanouissant. Le nombre des cycles distincts est donc nul; la relation (5) est de genre o.
Dans ce cas, toutes les fonctions fuclisiennes s'expriment rationnellement au moyen de l'une d'entre elles que j'apjtelle x, et dans l'équation (6) ts devient une fonction rationnelle de x devenant infinie pour n + 1 valeurs de x :
a,= F(A,), «2= F(As) = F(B2), a,=: Fi^X,) = Fiti^) «„+, = F(A„+,).
Les points singuliers de l'équation (()) sont a,, a^, ..., ««+1. Si l'on n'est pas placé dans le deuxième cas, les intégrales sont régulières dans le voisinage de chacun de ces points singuliers, et la diflerence des racines de l'équation déterminante est une ])arlie aliquote de l'unité.
Dans le deuxième cas, il peut arriver, ou bien que les Intégrales soient irrégulières, ou bien qu'elles soient régulières et que les racines de l'équation
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délennin.inle soit'iil égales. De plus, il est (''vident ([iie, il;ins ce lieuxième cas, la fonclion l'iichsienne x ne peul |)rendrc aucune des valeurs a,, a-^, . . ., a„+\-
Le nombre des paramètres arbitraires dont on dispose est égal au nombre des conditions qu'on s'imposerait en assujettissant ai,ai, ..., «„4.( à avoir des valeurs di'tcrininées. Mais une discussion spéciale est nécessaire ])i)ur si\i)ir si liui peut clVectix emcnt disposer de cc^ paramètres pour satisfaire à ces conditions. J'ai l'ait celte discussion dans (piel({ues cas particuliers, et j'ai reconnu qu'on peut toujours obtenir pour a, , a^, ..., rt«^.i des valeurs réelles données quelconijues et que si « = 3, on peut obtenir pour rt|, a-i, a^, a i des valeurs réelles ou imaginaires quelconques.
On peut donc toujours construir<' une tonclion l'uclisienne F(; ) ne pnuvant devenir égale à aucune des quantités
quelles que soient les valeurs réelles de ces (juantilés, ou bien encore ne pouvant devenir égale à aucune des quantités
a,, «2, <7:i, ot, quelles que soient les valeurs réelles ou iningiunires de ces quantités, a" Supposons-nous placés dans le cin(juiènie cas. Je dis que le genre de (5) sera — si n est pair et si /( est impair.
En effet, supposons d'abord, ])our fixer les idées, /( = /j- En ajqiliquant la règle, on trouve les arcs cycliques
AiAc, AsAg, A, A;, A1A4, A2A5, AiA,, AjAc, AjAs.
Comme chaque arc de la première ligne est ('quivalent à celui qui est audessous de lui dans la deuxième ligne, on peut s'en tenir aux quatre arcs de la deuxième ligne, qui sont tous distincts. Le genre est donc égal à a.
Soit maintenant n = 3; en applicpiant la règle, on trouve les arcs cycliques
A,A5, A3A1, A5A3, AjAi, AvAc, AcAj,
les arcs tie la deuxième ligne ne sont pas distincts de ceux de la première. Ceux de la première, eux-mêmes, ne sont pas distincts entre eux, car, placés bout à
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hmiL dans l'ordre suivanl
A, As, A5A3, A3A1,
ils lorinent un contour fermé.
Il reste donc deux cycles distincts et le genre est égal à i . c. q. F. d.
Je dis que n fonctions
sont des fonctions zétafuchsiennes si elles sont uniformes, si elles jouissent de la propriété
ni ^/. ) = a;*>: 9. (--) + ^ fii-) + • • ■ + A^*{ f,.{z)
(les A étant des constantes, dont le déterminant soit égal à i) et enfin si elles ne présentent d'autres singularitc's que celles de (j. Les substitutions linéaires
y'i = K%yi -H A^5>î + • • • + ^S.y"
devront évidemiiicnl former un groupe II isomorphe à G.
.rappellerai
(/Il (/.i i*)
les mineurs du d<lcrruinant des A''''.
Cela posé, je considère les groupes G et H comme donnés, et j'envisage n fonctions ralionmdles de ;, H,(;), H:.(;), ..., lljz), convenai)lemcnt choisies.
Je ((U'uie les n séries
(7) *x(;) = ^A[n'/[', H,(^/,) -4- ai*.i H2(;*:) -^...-^a-^'„ II„(-/,)] (-^z + 5,. )-■"".
Ces séries sont convergentes, pourvu que m soit assez grand. Elles jouissent de la propriété
*>,(-*) = [Ai*x'*,(3) -f- a5; *j(i;) H-. . .+ a:,'-, *„(;)] ( Y/.- -+- Sa)^"'.
(^n d<''moiitre dans tous les cas possibles (comme pour les lonctions thétaturlisiennesj que ces fonctions n'ont d'autres singularités (pic celles de G. Les loïKi ions
où (■)(;! est une loïKlion thétaliiciisicnne quelcoucpie, sont alors des tonctions z(''ialiirlisicnnes.
H est clair ipic tout (h'Icniiiiiaiil ii // !ii;iii'», où ch.icpie ligne sera formée
il lin >v>l(iiie lie n IdiiclKiiis zrlaliiclisirnnrs, srra lui-iiK'inr une lonclion tucliMcnno. D'aulro |i;ul, si ,r csl la lonclion liiclisieniic di'luuc an jiarajjniplip 8. les (l(''ri\(''fs irordic //; des fxi:-) par rapport, à .r formeront un syslèine de /( tonelions zélal'iielisiennes.
Il n'siille de là qu'un système de n fonctions zélafnclisicnnes
satisfait à une équation linéaire de la forme
où les P sont rationnels en x cl y.
13. Comment peiil-on reconnaître quelles sont les équations linéaires qui sont intéf;rables par les fondions zétafuchsiennes ? Je ne puis examiner cette question dans toute sa j;énéralité sans dépasser les bornes que je m'impose dans ce résumé. .Te me bornerai à (pielques exemples.
Considérons ré([ nation
dx" ' ' dx'--^
('s p sont
r.ilionnels.
I" Supposons d'abord (pi'cllc ne prc'sente que des jtoints sini;iiliers réels.
.Soient
ni, «2 1 • • • , dp
ces points sin};uliers; d'après ce (jiie nous avons vu plus haut, nous pouvons toujours construire une fonction fuclisiennc
x=f{z) ne pouvant prendre aucune des \alcurs
«I, «2. •■•, dp-
.Si l'un siil)slilue/(;) à la place de x dans i'é(jiiation (8), 11 est clair que les intégrales de ces équations seront des fonctions zétafuchsiennes de z. Une remarque importante, c'est fpie ces fonctions zétafiiclisicnnes ])einent être représentées par une si'iic nrdunnce suivant les puissances de i cl toujours coni'nr génie (' ).
(') C'est-à-dire convergente pour | < j < i, N. lî. N.
Toute l'oiiclion alj^ébrifjuf pmivaiil t'ire regardée comme riiitégralc d'une équation linéaire à coe(fîcients rationnels, le même procédé permet, si tous les points sijiguliers sont réels, d'exprimer par des fonctions uniformes d'une variable auxiliaire les co<:)r(lonnées des points d'une courbe algébrique.
2" Supposons maintenant que tous les points singuliers soient sur dill'érents cercles qui se coupent en deux points a et b sous des angles commensurables avec 27:.
Je puis, par un cliangement de variable très simple, amener tous les points singuliers à avoir des arguments commensurables.
Soient
ces points singuliers. Siipjjosons que tous leui-s arguments soient multiples de — ; les quantités
TC
seront réelles. On pourra construii-e une fonction fuchsienne /{:) ne pouvant prendre aucune des valeurs réelles
Comuiey^(;) ne peut devenir ni nul, ni inlinl, \''j(:-) sera uniforme en :; et Comme y (z) ne peut prendre aucune des valeurs
y/y (s) ne pourra prendre aucune des \aleurs a,^ a^, . . ., rip. Si donc on substitue yf{:-) à la place de x dans l'équation (Nj, les intégrales de cette équation seront fonctions zétafuchsiennes de z.
3" Nous avons vu plus haut qu'on pouvait toujours construire une fonction fuchsienne ne pomant devenir égale à aucune des quatre quantités
«Il «2. «3, Ci,
quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires de ces quantités. On en déduirait, par un raisonnement tout semblable à ceux qui précèdent, que' les lonclioiis zétafuchsiennes permettent d'intégrer toutes les équations linéaires à coefficients rationnels, toutes les fois (jii'il n'y a que ([uatre points singuliers.
go Sln I.V TllEOlllIC DES FONCTIONS FLCHSIENNES.
i i. rmil et' i|iii l'-l rchilil h \a CDiucr^ciicc des séries ( ■< ) cl ( -> ) s"ii|)|)l ii|iic encore si le i;rmipo (i est ini liiMiipo klciiK'eu (juelconqiio. Ou peul ilimc ilt'llnir (les roiiclious tlK'liikleiiir-ouncs, l\ leiiKTimes cl zétakleirK'eiiiies, aniili>i;iies aux l'oucliims tlu'hil'uclisieunes, tu('lisi( luies et zétaluclisieuaes, cl suscepliblos (les uièuics applical mus.
L'intégral i(iu tl'uue (■(|Mali(iii liiiraiic |iiiiMia, daus mu 1res ^land UDUiln'c de cas ( ' ), s'elleducr duuc laliuih' de luaiiières à l'aide des Iniiel mus zi'laiuelisiennes el zélakleiiii'enues ; ce (jui |ierniel d'i'lahlir eulre ces l'ouclidiis une inimité de relations que le di'daut d'espace n<' me |)erinet pas d'étudier dans ce résumé.
\i). Une autre application des r(ui(l ious luclisieunes est le calcul des intéi;rales alii'lieuues de preuiière espè<e. Kepi'enons, en elTet, les deux fonctions l'uclisiennes a? et _)• déliuies au |iara:;raplie <S ci li('cs parla relation (5).
Soit
ff{x, r)da;
une iiit('i;rale ahélienne de première espèce quelcouqiu'. Ce sera une l'onction (Je z que l'appellerai G (5). On dé'uiontre aisément que si le groupe G est de la première, de la deuxième ou de la sixième lauiilie, G(;) est une lonction holomorphe de z toutes les fois que ; est au-dessus tie X; celle huiction jcuiit
(Je la propriété
G(3/, ) — G(-) = const.
Il est clair d ailleurs ciue G(;^ peut èlre représeuh'' |iar une série ordonnée suivant les puissances de t et toujours convergente.
16. Je ne parlcr.n pas ici des applications aritliiiK'l Iques des (onctions liiclisiennes, me horuaiit à rcmoyer à mes INotes sur les invariants aritlimétiques el sur l'applical ion de la gi'ométrie non euclidienne il la théorie des (ormes quadratiques [Association Irancaise pour rAvanccment des Sciences, Congrès d'Alger (-)]. Les invariants aritlimétiques se ramènent très aisémeni aux
(') J'ai déinontr*' rlans ma (/.omniunicalioii du S anùl (|ii(* 1rs fnncliniis zt'tafiiilisicninîs inlt"'^i"enl toute» les (-qualioiiii linéaires à coeflioients ai^éiirii|uc.s.
{'') ij avril 1881, p. io!^|-ii7: i(i avril i.SSi. p. i.j-?-i38. Cf. aussi le Mi'iimire Sur les invariants arilhmétitjues, Journal fUr die reine und angewandte Mathemalik, t. 120, p. 8(j-i5o.
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l'oiiflions tliéla(uclisieiiiies, et l'on |ieii( r.uueiier aussi aux groupes luclisicas les grou[)es de substitutions linéaires à roellicients entiers, qui reproduiseal une forme quadratique ternairr iudcduic à (•oclliricnls entiers (').
(') 11 rviste une expi'essioii In's sirnpli' du ^inii' p ilr hi ri'hilion (.'1). J'uppcllc • n li' iiouilii'e des toU'S de la première sorte, q celui des cotés de \i\ deuxième sorte, a celui des cycles foniiés de sommets de la première ou de la deuxième catégorie, 6 celui des cycles formes d'un nomlire impair de somiuels de la troisième caté;^orir, r celui des cicles rormc's rTuii noiulire pair de sommets de la troisième catégorie; on lrou\e
■ip^n — « -I- I
pour les fonctions de la première, de la deuxième il de la sixième famille, et
■ip — 211 — 3« — UC-H7 — b (")
pour les fondions des autres familles.
(" ) Le second memlire doit être : m — la — c -h 1/ — // il l'i'ciualion se réduit par conséquent 'i p = n — a. N. K. N.
OUI SK HKI'UOnilSENT
PAR DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES
Molhemalisclie Annalen, t. 19, p. 553-56^.
1. Les toaclious (jne je veux éliitlier dans ce Iravail ont les |>lii> i;Taii(les analogies avec les fonctions eili|ili(]nes cl modulaires qui n'en sont que des cas particuliers. On sait quels services les transcendantes à deux périodes ont rendus à l'analyse, et l'on comprend que tous les géomètres ont dû avoir l'idée qu'il y avait lieu de les généraliser. Les fonctions elliptiques ont pour propriété essentielle de se reproduire quand on augmente leur argument Ç de l'une des |)('-riodes. Le plan se trouve partagé en une infinité de parallélogrammes qui forment une sorte de damier dont I ensinnble ne varie |)as, mais dont les cases se perniulenl quand mi augmente (^ de l'une des périodes.
Nous allons rechercher s'il existe une fonction uniforme 1' (s) 4"' "c change pas quand on applique à X. l'une des substitutions linéaires en nombre infini
Je supp(jse qui- liiidicc ( piend toutes les vaicuis o, i, a, ... ad iiif. cl que l'on a
En d'autres termes, je cliiiche s'il y a (luc Iiuh linu iiuilniriie l"(^) jouissant de la propriété
F(Ç)=F(4±ii).
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Il est clair que les siihstiliillons S, devront funner un i;roupe et un groupe
discontinu, c'est-à-dire que la [xu'lioii du plan où la IcuictiDU F existe peut
être divisée en une inlinilé de régions II,,, II,, ..., Il,, ... telles que ipiaiid 'Ç
a '' -H 3 • parcourt Rn, -^ W^ parcourt R,-. Ces diverses régions formeront, couiine dans
le cas des fonctions elli|)ti(pies, une sorte de damier dont Teiiseinble ne variera
|ias, mais dont les cases se permuteront quand on appliipiera à 'Ç l'une des
substitutions S,. A ciiacuiie des substitutions S, corresjiond de la sorte une des
régions R,-.
Si Ion aiioelle natiils (■(iifrsn<iiiil(inls \c^ (li\i'r> |ii)iul> -^ ^, la fonc-
1 11)11 b rejirendra la même valeur en tieiix (loiiits correspondants et il v aura dans cliacune des régions R,- un point correspondaul à un ]ii)iiu diuiiié et un seul. Deux régions R seront diie> lirtiiliup/n's (piaud elles senuit contiguës tout le long d'un arc tie leur périmètre. Les Miljstilutioiis ([ui etu'respondent aux régions limitrophes de Ro sont des substitutions Jondanicnlalcs dont toutes les substitutions S,- seront des combinaisons. Il eu résulte que le groupe sera complètement déterminé quand on connaîtra ces substitutions tondainentales et par conséquent quand on connaîtra le polygone Ro et les polygones limitrophes.
2. Je vais clieiclier d'abord à loriuer tous les groupes discontinus lormés de substitutions .S,- où les coefficients a,, p,-, v/, o,- sont rt'els.
Je les appelle groupes J uchsicns. Dans ce cas, il est aisé de voir (pie les régions R,(pii fcuiiicat le (hiniicr |icu\eai ('-Ire ii'diiiics à des polygones curvilignes situés tout entiers au-dessus de l'axe des quantités réelles (que j'ap|)elle pour abréger X) et ayant des côtés de deux sortes; ceux de la première sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la deuxième sorte sont des segments de l'axe X lui-in('me.
Chacune des substitutions fondamentales du groupe changera le polygone Ro en un polygone limitroplie R, , et par conséquent l'un des côtés de la première sorte ab de Ro eu un autre côté cd de ce même polygone. Cela montre que les côtés de la première sorte sont en nombre [lair et se répartissent en paires de côtés conjugués (afe, cd). Si a', b\ c', d' sont les quantités imaginaires conjuguées de a, b, c, d, on devra avoir
94 KONXTIONS INII-IIIIMKS QUI !>E RUPRODUISKNT PAU t)KS SlinSlITI TIONS r.lMÎAlnKS.
Celle coiiilil mil esl siiHis;uUc pinir (|u'i I e\is|e une sulisl il ni iiiii S,- à cneltieieiils r»'els.(|ui eliaiii;e al) m r/l ', eellt' siili-~l il ni lou e^l daillenr^ |i;irnul(Miieiil délerinlm'e. Il n-nlle de là <]iie, si Ton se donne le |)olvj;()ne 1!,, el la dlslribiilio» (le ses C(")|<'s en |)aires, les snhsl ilnl Ions londanienlales e| |),ir eiiiis('i|neiil le i;r.iii|)e lni-m(~ni<' semnl |iiirfaileinenl (l(''leniiini-s.
Niiiis a\ iin> \ n (|ii (111 ne |)iMi\ail aviiir deux |)(iinl^ eorresnondauls à rmlt'rieiir de U,,; les junuN du |ieiiinèl re. au eiinlraire, se coire>|>oiidenl deux à <leMX. de niaïuèri' i|u'un vi\\v eiiiies|j(inde il son eoii| iif;ii(''. IJe plus, deux ou un plus ^r.iiid iioinlii'e de s(Mninels pourmnl iMre des |)uints correspondants. Je dirai alors qu'ils a]iparlieniiciil à un même evcle.
Voici nue rè^le pratique pour ((Miner les cycles; on partira dim sommet (|ii(dconipie. (ui considtjrera le C(")t('' snl\ant (eu parcourant le périmètre de R^ dans un sens convenu) si ce C('it('' esl de la premitTe sorte, puis le C()tt; con- |ii^iie. puis le MHiiiuel sunani, puis le ci')l('' sui\aiit s'il est de la première sorlc, puis son cou juj;u('', etc.; on ne sera arrêté que si l'on arrive à \tn rnlr de la deuxième sorte, aiMpud cas le cv( le sera oui'erl, ou m l'on retomlie sur le sommet qui a ser\ i de poiiil de di'parl, ancjncl cas le cvcle scia Jcriné. Tous les sommets reiiconlr(''s de la siirle tormeront \\i\ cycle.
Un cycle feriiK' sera c^le la première cah'^orii; si Ions ses somniets sont andessus de X et (le la deuxième dans le cas c(Mitraire.
Nous avons \u que, pour déleriiiiiier iin i;roupe (uclisien il siiKll de connailre Ro cl la dislriliution de ses ci')i,('s en paires. On connaiL en (dlct les substitutions londamenlales, et l'on jieiit construire les polygones limilroplies de Ro, puis les polvi;oi)es 1 1 mil ii)|)lies de ceux-ci, et ainsi de suite. Pour (jiie le j;roii|ie I nelisicii existe, il laiil el il sullil (nie les poly^(nies ohleniis de la sorle recou\ iciil 1(111 le une pari le du plan cl ne la recoin re al (Ui une lois, de iiian lèrc à lormer un dam ler.
(^uidles siini les ((uidilions iK'cessaires et suKisaules ponrqu'il en soitainsi? Je lésai di'ieriiiiiieis par des procédi's emprunh's à la j;éométrie non eiiclidi(,'nne; j'ai ukuiI n'' (judiil re la ((UidilKui ( i ) le poljjj;one Rq esl assujelti à la C(jndil nui siii\ante :
La somme des aii^Lc.s <jai coiresjMJ/n/c/il aux diicjs sommets d'un cycle de la première catégorie doit être une jxii lie aliquote de 2ti:.
3. rour lormer Ions les j;roupcs luclisiens, il sutlii.i diuie de hunier tons
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les |iiil vj;()ii('s R(, (lin snli>l(iiil ."i CCS (lcM\ Cdiidil imiv. Ivi miici i[iicIi[iics oxcinplcs :
Pkemieii cas. — Je sii|i|)i)sc (|iic I!|| sciil Mil |iiiUi;imc de ■m C()l('s de la |ireiiiici'c soric doiiL les siiiiiiiicls si> Micccdcnl d iiis Idrdre siiniiiil : A,, Ao, . . .,
A„, A„+,, B„, B„_ 15., V,; les côtés A, A,, A,Bo; AoA;,, V>Ai,\ ...;
AaAa+i, BaBa+, ;■...; A„A„+,, B„A„^|, seront conjuj^ués; il v mmim alors n + I cycles formés respectivement des sommets
A,; A.,, B.; A3, B^; A.„Bj; ...; \„,I5„: A„, ,.
Le |)uljyone Ro satisfera à la condition (ij et de [iliis les angles A,, Aj f-B^, A3 -|- B3, . . ., A„ + B„, A„_^, seront des parties uliquotes de 27t.
Si je suppose de plus que le polvj;()iic est syiii(-l rifjiie |>ai' iM|iport à A, \„^( <;t que cette droite est perpendiculaire à X, II,, se troii\eiM di\ isi' en deu\ piil vgones R'g := A, Aj . . . A„^, , et Rg=;A,BaB3, ..., B„A„^.| doui imis les anj^les seront des parties aliqiioles de Tt. Chacun des polygones R,- du damier se trouvera de iiièiiie divisé en deux poljgoiwvs R| el R" . Le damier sera ainsi lormé d'mie iiilinitc de polygones R^ , R') el de li Ile sorte que deux polygones limiti'iiplies SDieiil <l('ri\cs l'un île I aulre par une Ir.insloriiial ion par iiiyolis vecti'lirs i-i'cipioques (pii n'allcre pas leur Ininlière cominiine. Si l'on suppose en particulier « = 2, on retomliera sur It; cas exaiiiiiK' par \\. Scliwaiz au tome 7o du Journal de Crelle.
Di;uxii-;ME cas. — Je suppose que les scmiiiiets du pidygone Rq soient au nomlirc de 2« el que les ciîlés opposés soient conjiigui's. Si n est pair, tous les sommets appartiennent au même cycle et la somme des angles doit être une partie aliipiiile de -_>—. Si // esl iiiipaii', il v a deux cvclcs loriiiés, l'uii de lnus les somiiicls de rang impair, I auliv de Ions les somiiicls <le rang pair. La scmime de tous les angles de imii^ pair, cominc c<dle de lnus le> angles de rang impair, devra di\iser 2%.
TiioisiicME CAS. — Ro a liiiit sommels A, B, C, I), E, F, G, H; les côtés BC, DE, FG, HA sont de la deuxième sorte; les etités AB el CD, EF et (JH sont conjugués; tous les cycles sont ouverts; un pareil polygone n'est assujetti à aucune condition.
(^UATUii;viE CAS. — L'un des cas pari iciil lers les plus remarqualiles est celui où les coellicients des S, soni euliers, ci ipii a fait l'objet des savantes reclierclies de M. Klein sur les fonctions modulaires.
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t. .l'iii sii|i|n)M' |iis([ii'i(i (|Mc le-. co('l(i(i(Mil> des S/ ôluiciil ri'cls; il est t',i(ile lie lairo mu' proiniùre i^ciK-ralisalinii. l'osons
at,-hb "' ct-hd
c^ -\- d aÇ+6
Vc^^d-^"'
n, b. c, (I cU\n\ quaire coiislantes imaginaires telles (juc
ad — bc = 1.
A la sulisl iliitinn S, correspond la substitution linéaire
dont les eoeflieients sont imaginaires. Mais, de même que les suli>titulions S,-
conservent X et changent également en lui-même le demi-plan qui est au-dessus
de cet axe, de même les substitutions T, eonserveroni un certain cercle quia
pour ('quation
partie iinaeiiiaire de -i ; = o
"^ cJ^ -h d
et fine | 'a|ipi lierai ct'/c/'' /'^/hA//»''/;/^^/. De plus, si les siiljst iliitions S, tonnent un groupe discimtinii, il en sera de même des substitutions T,; à cliacune d'elles correspondra, comme dans le cas précédent, une case d'un certain damier formé par des polygones R dont les côtés de la première sorte sont des arcs de cercle coupant ortbogonalement le cercle fondamental et ceux de la deuxième sorte sont des arcs du cercle fondamental. Mais la surface totale de ce damier sera iinie (contrairement à ce qui avait lieu dans le cas j)récédent), car elle ne recouvrira que l'intérieur du cercle fondamental ou une partie seulement de ce cercle. iNoiis conserverons le nom de fuchsiens à ces groupes dont les groupes à substitutions réelles ne sont que des cas j)articuliers.
Reste à examiner le cas le plus général, celui où l'on ne fait aucune hypothèse sur les substitutions S/. Dans ce cas, il y a encore des groupes discontinus que j'ai appelés kleinéens et dont j'ai démontré l'existence et étudié le mode de génération par des procédés empruntés à la géométrie non euclidienne à trois dimensions. Dans certains cas particuliers, des méthodes plus simples peuvent être employées ; mais, dans le cas le plus général, les conditions auxquelles sont assujettis les groupes kleinéens sont très complicpiées et ne |)eu\eiit être énoncées ici. Wous aurons encore un damier dont les cases, en nombre inlini,
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seront des polygones liinitiJs par des arcs de cercle, eL doiiL lu surtace lotale sera en général finie.
o. De re^istence des groupes disconliniis on pourrait sans doute, par des procédés analogaes à ceux de IM. Scliwarz, déduire celle de fonctions nnitorines reproduites par les suhstiUilions de ce groupe; mais on n'aurait |ias ainsi l'expression explicite de ces transcendanles. Aussi est-il préférable d'eiiipli>ver d'autres inétlioiles. Mon point de di'part est ce t'ait cpie la série
Zj 17,^ + 0,)-'"
(où m est un entier plus grand ([uc i) est convergente, .le m'appuie sur ce que l'aire totale du damier est finie : dans les cas particuliers où cela ne ser.iit i)as, un chaiii;eineiit linéaire convenaljlcuient cluiisi Ar la varialile mius rauiènerait
au cas général. La sf'-rie
où H(s) estime fonclion latiiuinclle quelconipie, est convergente et définit une fonction uniforme de Ç
Cette lonction |(>uil de la pidpriélé
I )(■ plus, le niimlii'c des zéros et des inliui- de celle tond ion inti'rieurs à R,, est hMi|iinrs liai, ic (|ue i'étalili> par la coiisidéial inu de liuli'grale
si aucun de-- aiii;lcs lie !'»„ u i'~l nul. cl pai' un rals<uineiuenl plus ciimpliipié dans If c.is ciuilraii-e. (-) ( !^ ) s'apprl Icia nue liMichun I lirli( / iir/isn-ii /ic mt l/ii'lali li'Uiccn iu\ selon ipic le i;riin|ic coirespniiilaul sera Inrlisicn ou kleinc'en.
Soit F(^Ç ) le (piol lenl de tieux fnucl loiis (elles que <■* I ~ i correspondant à une même valeur île //(. 11 est clair ([u'.'i l'intérieur de lîo celle lonction n'aura qu'un noinhre fini de zéros et d'inlinis el qu'elle jouira de la proj)riété
INous a[ipelleions y(<//r//o/; yWc/i.s7'c'/(//c i ou kleinéenne) toute fonction jouissant de ces deux pro[iriétés.
P — II. i3
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Occiipoii^-iuiu^ (1:11)01(1 lU's loncluHis liiclisiciiiies. Si le |>olvi;()ne llo ii ^dmel pas lie <"vele (nivert, les liinctuias (•) el I' n'existeront ([u h rLutciieiir du cercle foiidiinieiital dont la circoiilérence est poin' (dies nue lii;ne sini;ulii re essentielle. Dans certains cas particuliers uk'mic, les transccndanles n'existent pas d.in- tout le cercle fondaniental, mais seulement dans un domaine limité par une intiniti_' de cireonlérenccs coupant ortliof;onaleinent le cercle fondamenlal ( ' ). Si au contraire R,, admet des cycles ouverts, les tondions (") et F existent dans tout le |daii et leurs points sinijuliers sont isolés, quoicjue en nomhre infini.
Supposons de nou\eau(jue Rq n'adiiiellc pas de cycle ouvert. Si ll(î^) a des infinis intérieurs au cercle fondamental, la fonction 0 aura des infinis et l'on sera certain qu'elle n'est jjas identiquement nulle. Mais siH(!^) ne devient pas infini à l'intérieur du cercle foiK^lameiital, la fonction 0 sera holomorphe à 1 inU'i'ieur de ce cercle et p(_)iirra ni(''iiic ('ire ideiil ujucmenl nulle. Kl, en ellet, (Ml \oit aisément (pic toutes les fonctions 0 sa/is in/ini peinent {pour une même i^aleur de ni) s'e\[)rimcr linéairement |iar un noinhrc fini d'entre elles. Ces relations linéaires, dont l'existence se démontre aisément apriori^ peuvent être effectivement écrites, j;ràee à la considération de fonctions auxiliaires de la forme
C2) V _l£iL±i:iZ ___L__ .
C'est de la iiK'iiie manicic (pidii arme ."i exprimer une louclioii fuchsienne donnée à l'aide de séries telles c[ue 0 et cela d'une infiniU'de iiumières; mais je ne puis insister davantage sur ce point, cela m'entraînerait trop loin.
Passons inaiiilcnant aux fonctions kleinéennes. Les unes existeront dans tout le plan et auront des pijinls siiij;iillers is<ilés ; les autres n'existeront (|ue dans un certain (loiuaiiie. La limilc de ce domaine n'est pas une coiirhe analyti(jue; la tangente en un de ses points est géïK'ralciiiciil (Iclcniiiiiée, mais il n'en est pas de même du rajoii de coiirljure.
6. Entre (lcii\ l(Mlctlon^ IucIimciiucs (ou klciiK-ciinc^ ) 1' cl !• , correspondant il un même ijroiipc, il v a loiipiiir-' une lelalioii ali;('liri(pic, car ii imc xalciir de K correspondent un nomhre fini de Naicur^dc I' , et réciproquement. lOiiles le-, fonctions ipii correspondent r'i un nK'inc i;rou|ie s'exprimeront doue ralion-
('; Ce cas cj'cxct'pl ii-Hi iiu p.o lieu; I;i fijnr:lion cxi^lc louj(_nii> daii;* loul le cercU- fuiidaincnldl.
N. li. N.
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nelloment en lunclions de deux d'entre elles que j'appelle x el y el entre lesquelles il V a une relation algébrique
i.h\v\ est Ir ^curr de celte iidalion '.' La ;;é(iMiL'lne desilualuui |)eruiet aiscnienl de le détermiiier. Soient 'in le nombre des côtés de la première sorte, j9 celui des
cycles fermés. Le f>enre sera ; — s'il n'y a jias de cycle ouvert et n — p
s'il y en a. Reprenons les exemples que nous avons envisagés plus baut. Dans le premier cas, le genre est nul; dans le deuxième, il est — ou > selon
que « est pair ou impair; dans le troisième, il est égal à 2.
7. Nous allons voir maintenant comment les fonctions x et y définies plus baut |)ermettent d'intégrer certaines (■(pjalions linéaires du secimd ordre. Soit
v%' ^'^^VS'
les fonctions c, el Cj seront des intégrales d'une équation liiu'aire du second ordre de la forme
» étant raticmnel en x et en j-, et )• étant lié à x \y.\v lu relation algébrique (3). Ici X est une fonction fuclisienne ou kleinéenne du rapport !^ des intégrales. // existe donc des équations linéaires de la forme (4) telles que la variable indépendante soit une fonction uniforme du rapport des intégrales.
Il s'agit maintenant, étant donnée une équation de la forme (4), de reconnaître si x est lonetion fuclisienne ou fonction kleinéenne, ou encore fonction non uniforme du rapport des intégrales el, dans les deux premiers cas, d'exprimer X à l'aide des séries 0. Le second problème peut se résoudre à l'aide des considérations dont j'ai parlé plus baut et qui permettent d'exprimer toute fonction fuclisienne par les séries 0. Disons quelques mots du premier problème.
Les condili(jns auxquelles sont assujettis les coefficients de l'équation (4) pour (jue X soit fonction unifoiiue du lapporl des Intc'grales sont très compliquées; VOICI quelle est la lorme la [)lus simple sous lacjuelle on pourra les présenter : on pourra exprimer les coeflicients de l'équation (4) en fonctions transcendantes, mais uniformes d'un nombre égal de paramètres auxiliaires convenablement cboisis. Les conditions cbercliées se réduiront alors à un cer-
loo FoNrrioNS l'MioiniKs on su REpnoninsKNT par des substitutions liisé;aihks.
liuii noiiihro tl'iu('j;Mlil( ^ <iii d (•i;iilil(''s {i/gi'fj/iqiics entre les pnrlies réelles et imaginaires de ces niiii\c.\ii\ iiMiniiièlTcs. .le ii<- jiuis Ici entier ihins plus île ili'tails.
8. Jajduter.u (('iicinlMnt qiichjuiN mots en ce ([ui concerne le cas le jilus simple, celui où I itpiation ( j) est île la tornie
Pn étant un polynôme de degré n en x. Supposons d'abord
(5) aSî, Pi2, ..., )^^2, na=< + p +. . .-I- X — 2.
C'est le cas (u'i les intégrales sont légulières (suivant l'exjjressinn de M. Fuclis) dans le voisinage de chacun des points singuliers a, h, ..., /, ce. Pour que x soit une fonction uniforme du rapport des intégrales, il faut d'abord que la dilTérence des racines de chaque équation déterminante soit nulle ou soit une partie aliquote de l'unité. Mais celte condition n'est pas suffisante. Si de plus les coefficients de P„ satisfont ii certaines inégalités, x sera fonction l>lcinéenne du lapport des intégrales; s'ils satisfont en outre à cci-taines égalités, X sera fonction fuchsienne de ce rajiport. Donc, si l'on suppose remplie la condition relative au\ ('quations déterminantes, il suffit pour que x soit fonction uniforme du ra|)port JJ des intégrales, que certaines quantités soient comprises entre certaines limites; pour que ce soit une fonction fuchsienne de ce r,i|ipiul r, il lant eu outre (jue ces (juaulilc's prennent cerlaincs valeurs déterminées.
Si X est fonction fuchsienne de î^, cette fonction n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Si nous supposons de ]>lus que les racines de chaque équation d(;lcrininanle soient égales, nous verrons aisément que x ne peut prendre aucune des valeurs a, h, ...,/, ce quand !^ est intérieur au cercle loudamenlal.
Supposons maintenaul (|nc les ini''galil(''s (5) cessent d a\oir lieu, de telle sorte que les intégrales dcNieniicul i/iy'giilirri's. Dans ce cas, .r pourra encore être fonction fuclisicune de ^, mais celte fonction, au lieu d'exister dans tout le cercle fondamental, irexi>lera |i!un (pie dans un domaine liniit('' par une infinité de cii'coiiférences qui couj)ent orthogonalemeiil ce cercle (' ).
(') Ce résultat a cU- relire plus lard. Cf. Mémoires sur les fnnclions zétafiiclisiennes, Acla malhematica, t. V, p. 211; et ce tome plus loin. N. E. N.
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9. Nous avons vu qn'mio fonction Inclisioiinc peut s'oxprinior à l'iiide de séries telles que 0; mais on en peut trouver beaucoup d'autres expressions. Si par exemple x ne peut devenir infini quand X^ est intérieur au cercle fondamental, on pourra exprimer cette fonction par une série toujours convergente et ordonnée suivant les puissances croissantes de Ç — vo (Co élan! le centre du cercle fondamental). Dans le cas conti'aire, on pourra représentera d'une infinité de manières comme le quotient de deux pareilles séries dont on pourra calculer les coefficients par récurrence. Enfin, nous pourrons encore exprimer une fonction fuclisicnne d'une infinité de manières à l'aide de séries telles que (2).
J'ai démontré le théorème suivant
On peut toujours construire une fonction furhsienne 1' (s) n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental et ne poinii/il prendre à l'intérieur de ce cercle aucune des n + i valeurs données
«1, (72, . . . , a„, oc.
Le calcul numérique des constantes (jui servent à construire cette fonction est assez long; mais si, au lieu de calculer exactement ces constantes, on n'en prend que des valeurs approchées, on aura construit, an lieu de F(!^), une lonctiiin kleini'i'nne jouissant des mêmes propriétés.
Ce tliéijrème a une ])remière conséquence importante. Soit une relation algéhriqiic qu(d(oii(pie
admettant comme points singuliers
Faisons-j
F((^) étant la fonction définie plus haut; tant que ÎJ sera à l'intérieur du cercle fondamental, x ne pourra passer par aucun des points singuliers; si X, sort de ce cercle, x cessera d'exister. 11 résulte de là que j' est une fonction uniforme de Ç qui n'existe qu'à liiilciiciir du cercle fondamental et l'on voit aisément que cette fdnction e>l inu' fonction fuchsienne.
Donc les coordonnées des points d'une courbe algébrique quelconque peuvent s'exprimer par des fondions fuclisiennes d'un même paramètre "C,.
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II. CiinsiilorDiis maintenant une (■■<|nalii)ii liiK'aire (juclconqne
(6) -; h P„ o -; r -+■ P„-i-} T -^. . .-f- P| -7- + Pu'' = O.
^ ' rf.r" dx"-^ dx"-^ dx
Je siionose (lue les I' sdieiit îles foncticuis lallonnelles de Jeux vnriaMes x et V liées entre elles |iar une relation ali;ébii([ue
et qu'on ait t'ait disparaître le coel'ficicnt <le , ^^^ , ce qui est toujours possible. Soient
«,, ai, ..., (lu
les points singuliers de l'équation (7) et les infinis des P. Faisons, comme dans
le paragraphe précédent,
On di-monlrcrait, par un raisonnement tout seml)laljie à celui qui précède, que les « intégrales de l'équation (6) sont des fonctions o, (!^), fi(Ç)-i •••, '■••ni'^) uniformes en t et n'cxistLiiU cpi'à l'iutt'iieur du cercle fondamental. Ces fonctions, comme I' ( v ) d'ailleurs, peuvent s'ex|)rimer par des séries toujours convergentes ordonnées suivant les puissances de J^ — Ko et dont les coefficients se calculent par récurrence.
Ii2. .le dis (pie II fonctions
sont des fondions zétafuchsiennes si elles sont uniformes et si elles jouissent de la propriété
Les A sont des constantes dont le di'terminant est l'unité, et les substitutions (s, ^^ 1^1 sont toutes celles d'un ;;roupe fiichsien G. Les substitii-
I ions lin('aires
j'y = Ai.) 7,+ \i,\yi-^...+ Ai,xr„
devront <•% idcmmenl former un groupe II isomorplie à (i.
Les fondions (S), '.521 ••■? 'fn <^'" paragraphe pi('(('(leiit sont ('v ideiiimeni des fonctions zétafuchsiennes, ce (pii me permet d ('iioiicer le r(''sullat suivant :
Toute cifiuttion dijf'érenllclh- tim-aira à coej/lcir/iis alg(-hii<iues est inlégrulilc nar les joitctions Juclisicnnes et zélaf uchsie unes .
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Mais le procédé indiqué au |)aiMf;ra|)lie |irécédent n'est pas unique: au lieu de suljstituer V(^} à la place de x dans réqualion (G), on aurait pu suljslltuer une inlinilt' d'aulres fondions t'uclisiennes et l'on aurait égalemenloljtenu pour les inti'jJTales un systènie de (onctions zétafuchsiennes. On aurait pu aussi substituer à la |>lace de .x une infinité de (onctions kleinéeanes, el les intégrales auraient été des fonctions zétakleinéennes formées avec un groupe kleiuéen coinine les fonctions zétafuchsiennes le sont avec un grou[)c fuclisien. Le nombre des Intégrations de l'équation ( () ) ii l'aide des transcendantes nou\elles est donc infini.
13. Nous ue pourrons dire l(Hitelois (|iK' nous a\.Hi-. intégré ré([iialion {^(') ) que (juand nous aurons donné une exjiression e\plicite des fonctions »,, (S-,, ..., o„ ; nous en avons une déj.à, il est vrai, sous la (orme de séries ton jouis convergentes et ordonnées sui\aiit les puissances de ^ — î^or 'H' liicn encore sous la forme d'un quotient de deux pareilles séries. Mais on peut en donner une expression didéronte analogue h celle des (onctions (iiclisiennes à l'aitle des séries 0.
Soient (en reprenant les constantes A ilu paragraphe précédent)
les mineurs du déterminant des A'.
Cela posé, je considère les groupes Ci et FI comme données, et j'envisage /( fonctions rationnelles de t^, FI, (Ç), llufl^i, ..., H„(!^). Je forme les n séries
Ces séries sont convergentes, |)our\u «pic //;, soit assez grand, lilles jouissent de la propriété
*). ( '''l'^t') = [ Ai,x i», ( T) + Aj >.<!.,(!:)+...+ a;, >.*„( r )]( Y, ; + o, i^"'.
Les n fonctions
où0(vjest la série du paragraphe o, scuit des fonctions zéladichsicnnes et, SI l'on considérait un système quelconque de fonctions zélafuclisieanes, on
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vorrail (juc ces fondions peiivoul loiijoiirs s'cxpiiinci' imI loniiclleiiicnl |);ii- un certain nombre de séries de la forme &(X) cl de séries de la loiine (y).
1 S-. Ji' n'ai pu iIduikt ici les diMiionsIral ions de ces I licoivnics, je n'ai ]in i|u (•iinni'cr di'S rcMillals cii >up|)riiu,uil l(iu> les i'aisiuiiiciiiciil> mlcriiiédi, lires que jo publierai procliainement (Jans un travail de lonj;ue baleine. L'énoncé des résuUats eux-mêmes n'a pu être complet, je piie le lecteur de vouloir iiien m'excuser.
Je ne parlerai pas ici des applications tles fonctions t'uciisiennes à l'aritliméiKjuc et au calcul des intéj;ralc> abélienncs de prenuère espèce, et je me bornerai il rc'suuier en ces ipielques lij;iies les résultais île ce travail :
Si l 0/1 emisage une rijintlio/i di Ifi-icntu'lli' liiu'aire à coejjicicnls iili^el>ri(jues , un peut f'.rprii/irr lu varitihle indépendante et tes intégrales en fondions uniformes d'un même paramètre î^.
Ces fonctions uniformes peuvent d'u/ie infinité de manières s'e.rprimer rationnellement par un certain nombre de séries à coefficients entiers ou rationnels ( ' ).
Paris, 17 décembre 188t.
(') Die vorsletiend :iljgt*dructvte Ariteil dfs IleiTii I*oincarc resuinirl ^cwisse liesullale, welciie der Verfasser in einer tieilie aufcinanderfolyender Artil^el in den (-onipU'S rrndiis dièses Jalires milgetlkeill tiat. lis wird Ivauiii niitliig sein, dieseljjen der Beaclilun^ der Mallieriiatilier nocli Ijesiindcis zu einpfelileii. Handett es sicli docli um Kunclioiien, welclie geeigiiet sclieinen, in der Lelire von iten algelnaisilien Irralionalilalen den Aliel'selien I-'unctionen erfol^ieiclie Concurrenz TU maetieii, und die ulierdies einen f;an7, neuen liinldick in diejenigen Aldiaii^igkeilen yenaliren, welrhe dunli tineaie Dillerentialyleicliun^en mit al(;ctiraisclien Cueflieienleii liesliniiiil sind. Indein icii llerrn l'oincaié ini Naiiien der Annalenredacliun den liesonderen t>aiik dafiir ausspreelie. dass er uns vorslelienden Vuf^ai/ li;il ulierlassen wollen, glaube icli iiim nur in dem l'uiikle eiitgei;entrelen zu sotten, dass ieli die \ciii iiiin vor^eselilagene Benennung der in Betraclil koiiiiiienden l''unelioiien als verfrîilil Ijezeieline. liinriial nanilicli lie\vej;en sieli aile die Unlersucliiin^en. weli lie Ilr. Siliwarz und icii in der lielrellendiii Iii{liliin4; liislany verôllenlliclil lial>en, auf deiii i.riiiiii- lier « fonctions fuelisiennes ". lilier die Ilr. !■ in lis -cllist nirf;ends pubtieiri liai- Andererseits lialie ieli iilier die allj;eriieiiiereii l'uiicl ionen. «elilie Itr. l'oiiiiari- mit iiieineiil Naiiieii in ^erl>indun^ liringl. von iiiir aus liisliir niilils druekeii lassen : icii lialic nui ;;i Irgentliili llerrn l'oinearé auf die Kxislenz dieser l''uiiitioiieii .lufinerksaiii ^eiiiaclit [sielie l'oniptes rendus, t. M'.II. iSKi ("j, p. i/jSiJJ. Letzterer Uiiistand isl aliri ma so irrelevanler. als sicli ein speeieller Fait jener all;;eineineren l'uiietioneii bereils anderwarts bei (îelei^enlieil in Hetrarlil j;ezof;en (indel. naiiilieli in der Arlieil \on Ilin. Sidioltky ini .S.i'-" Bande von /iorc/iardt's Journal. Ks wer'Ien d(Ml(p. 'i/jlj 11".) l''unclionen be.*ii>roelien, wetelie sie.li svMiiiieIriseli reprodueiren, wenn nian rinen ebenen Bereieli, der \(>n taute'r getreniiten Kreislinien lie;;renzt ist. an eben dicsen Kreisliniefi spiej;cll. Letirigens nioclile i( li aiirli ml die Djck'sclieii Arlieiten iiii ly*'" und iS'-" Banile dieser Annalen .soHie insbesoinlii c ,iiil ilc^^cn ileiiinaclist (in lid. \\) ersilieinende ItaliilitalionsM'Iirift verweisi-n. wo ( ■ibiclMini hiihiii^en der all^rnieiiisleii liiir in IM-Iraelit
(") Ce tome p. 11 ■ iN li. N.
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kornnu'ii Ail zu gruppentlieorelisclien Zwecken verwandt «erdtii. — Vielleiclit isl es yiil.diesen kleinen Bemerkungen nocli eine allgemeineie zuzugesellen uiid l>ei vorlieyender Gtjlegeiilieit zu constatiren, dass aile die hier in Frage koinriienden Llntei-suchungen, und zwar sowolil diejenigen, ■\velclie ein geonielrisclies Gepriige !>esilzeii, als auoli die melir analytisi^'ien, die sicU auf die Losiingen linearer DiH'erenliaIgleicliiingen bezielien, auf Riemann'sclie Ideenliildungen zuriickgelien. Der Zusainmenliang ist ein so enger, dass iiian beliaupten kann, es liandele sicli bei Unlersucliungen ini Sinne des Hin. Poincaré geradezu um die weilere Duiclifiibrung des allgemeinen functionenllieoretischen Fi'ograïuiirs. welcbes lÀinnaiin in seiner Doctordisserlation aufgestellt liât.
Leipzig, den 3o. Heceniber iSSi.
K. Ki.Eix.
ori SK RI'l'HODnSlîNT
PAU DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES
(HvXtrait d'une lettre adressée à M. F. Klein).
Mathcniatische Aiinalcn, t. 20, p. 53-53.
. . . .\ DUS a\ez cil deniicrciiK'ut la hoiitc de laiic inscrcr \.u\\ Matlicmatischc Annalcii (') iiioii travail sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des suhstilul Kiiis lirii'aircs et sous l'a\ez fail suivre d'une Noleoù vous exposez les raisons qui vous foni Iroiuerpeii convenables les noms cjiic j'ai donnés à ces transcendantes. Pcrmetlcz-moi de \iiiis adresser (juidques ligues pour di'fcndre mes dénominations, que je n'ai pas clioisies au liasard (-).
Si j'ai cru devoir donner aux fonctions nouvelles le nom de M. Fuclis, ce n'est pas que je méconnaisse la valeur des travaux de M. Scliwarz et des vôtres; |c SUIS l(; premier, an (unlr.urc, à en appi'i'cier la liaiili' i iiip(Miaiice. Mais il ne iiiclail pa> piis-,ildc d (iiil)liei' les diicouv erles si i eiiiarqualdes que le sa\ant
P; T. XI\. I». ôj/i-j*)/]. (_le loiiie, p. \p.
C) Herrn t'oiiicaii''s Uarlcguiif^en |];ilie irli nui- liinzii/ulu^cn. ilass icli fiir iiuiii riieil allerdings nacli xvie vor an ilir Auffassiing feslliulle. iIlt iih auf p. JG.'j des \l\. \rjji:ilen- Jtandes Ausdruck {jegelit-n liali<;. Iiahei will icii nii:lit iinU rlasstri. ausdriicklicli .luI ilji' Note aufmerksam zu iiiaclicn, mil welrlier Ilcrr l''cirli.s von sich ans di'iii aiif ilin l)o/.ii^lii:lien l'a.ssus rnciner Aiis<.-inandi;is<:lziiii^ entj^(;gi;nj;elieten isl(Cf. GolUnger Nachrichlen, vom !\. Miiiz 1S83).
IJiissel'Jorf, dcn t. Apiil 18S2. •
!■'. ki.iiN.
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professeur de Heidelberg a publiées dans le Journal de d'elle. Elles sont le fondement de la lliéorie des équations linéaires et, sans elles, je n'aurais pu aborder l'étude de mes transcendantes qui se lient si directement à cette théorie. Dans ses premiers travaux, M. Fuchs se place, il est vrai, à un point de vue un peu dillerent du mien et ne se préoccupe ni de la discontinuité des i^roupes, ni de l'uniformité des fonctions. Mais M. Schwarz, dans ses Mémoires des Tomes 70 et 7i du Jonrtial de d'elle, ne s'en préoccupe pas non plus; il en dit quelques mots dan un cas très particulier, dans le Mémoire du Tome 7o que j'ai cité dans ma Note. C'est là seulement qu'il se trouve : « auf dcm Gebiete (1er fonctions fuchsiennes ». Dans vos belles recherches sur les fonctions modulaires, votre façon d'envisager les choses dillérait peu de la mienne, mais vous aviez plutôt en vue alors l'étude des fonctions elliptiques que celles des équations lim'-aires. Quant à M. Fuchs, dans ses Mémoires des Tomes 83 et 89 du Jniiriinl de d'elle, il sost élevé à un point de vue nouveau et a mis en lumière le lien étroit qui unit la théorie des équations dilVérentielles à celles de certaines fonctions uniformes. Ce fut la lecture de ces Mémoires qui devint le point de départ de mes recherches.
En ce qui concerne les fonctions kleinéenncs, j'aurais cru commctlrc uik; injustice si je leur avais donné un aulrc nom que le \('itre. C'est M. Schottky qui a découvert la figure qui faisait l'objet de votre lettre, mais c'est vous qui avez « ihre principielle Wichtigkeil belont », comme vous dites à la fin de votre savant travail : Ueber eindeutige Functionen mit linearen Tvansformationen in sich.
Quant à ce que vous dites de Riemann, jene puis qu'y souscrire pleinement. C'était un de ces génies qui renouvellent si bien la face de la Science qu'ils impriment leur cachet, non seuleuient sur les œuvres de leurs élèves immédiats, mais sur celles de tous leurs successeurs pendant une longue suite d'années. Riemann a créé une théorie nouvelle des fonctions, et il sera toujours possible d'y retrouver le germe de tout ce qui s'est fait et se fera aprèslui en analyse mathématique —
Paris, le 3o mais 1882.
THËORIE DES GROUPES FUCIISIENS ('
Ac/a niatlwmatica, t. I, p. i-fiî, iS8a.
Dans une s('rie (le Mémoires (-) présentés à rAciiilémle des Sciences, j'ai défini certaines fonctions nouvelles que jai appelées i'uclisiennes, klelnéennes, tliélat'uclisiennes et zétaf'uclisiennes. De même que les fonctions elliptiques et ahéliennes permettent d'intégrer les différentielles algébriques, de même les nouvelles transcendantes permettent d'intégrer les équations différentielles linéaires à coefficients algébriques. J"ai résumé succinctement les résultats obtenus dans une Note insérée aux Mathematische Annalen ('). Ayant l'intention de les exposer en détail, je commencerai, dans le présent travail, par étudier les propriétés des groupes fuclisiens, me réservant de revenir plus tard sur leurs conséquences au point de vue de la théorie des fonctions.
I. — Substitutions réelles
SdIciiI ; nui' variable imaginaire définie par la position d'un [)oinl dans un plan; / une fomlidii imaginaire de cette variable définie par la relation
Je su|)poserai, ce tpn ne rcslrcinl pas la gi'iK'ialité, qu'on a
iid — bc = i.
.Si le point ; d('(iit (liii\ ans (!<• coui-lic se coupant sous un certain angle a, le point l di'crira de son côt('; deux arcs de courbe se coupant sous le même
Cj Termine (au plus tardj juillet i88a; imprime septembre i88a. (N. E. N.) ('; Ce lome, p. i-/(<j. (iN. K. N.) (') Ce lome, p. (j2-io5. (N. K. N.)
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angle a, c'csl-à-dire que la siihslilutlon (:, "^l^^j (') conserve les angles.
Li fonction — -. est en elVet nionnf;ène.
Si ; décrit un cercle, / décrit égalcnienl un cercle; c'est-à-dire que la suIjs-
lilution I;, '^— '-,] clian<'e le^ cercles en cercles.
\ ' cz^d J
Enfin si ;,, Sj, ^S) ^k sont quatre valeurs de : et si /,, /o, t^, /, sont les valeurs correspondantes de t, on a
t\ — <î 1; — '3 -^l — Zi, Z,, — Zi
t\—t3 ti—t.
11 existe en f^i'iK'ral deux valeurs de ; ([ui siuit éi;ales aux valcMirs corres- 111 m dan les d<' / : c'est ce ([non a|i|)(d le les y»((«/\ d oui il es de la suhst it ut ion (l). Si
les points douhics sont distincts; et si nous les api)elons a et ^i, la relation (i)
peut s'écrire
K ("tant une constante (|uc j'appi lierai niiillipliralenr.
Si au contraire
a -t- rf = =t 9.
les pol^t^ douldcs >e cniilondent et \ i\\\ a ^
La relation ( i ) [leut alors s'écrire
(') J'emploierai clans ce qui suit les notations de M. Jordan.
La substitution [z,f(z)] ou bien {x,y; f (x, y ), <f(x, y )] sera l'opération qui consiste îi clianger ; en f{z) ou bien celle qui consiste Si clianger x en f(x,y) et y en tf>(j;,^). La substitution inverse de \z,f{z)'\ sera [/(s),:]; le produit de deux substitutions sera l'opération qui consiste à faire successivement ces deux substitutions.
Un système de substitutions formera un groupe si la substitution inverse de toute substitution du système et le produit de deux substitutions quelconques du système font également partie du système.
Un groupe A est isomorphe à un autre groupe lî si à toute substitution de B correspond une et une seule subslilulion de k el de telle sorte qu'au produit de deux substitutions de B corresponde le produit des deux substitutions correspondantes de A.
Si B est cgaleinenl isomorplie à A, les deux groupes sont isomorphes entre eux et l'isomorptiisme est holoédrique : autrement il est mériédrique.
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liIlcN son! los |>rinci|>;il('s inoprii'lt's des siihstilulicms linéaires (;, —^ -jh
Mais iKiiis allons taire une ln|i()llièse de plus; nous supposerons que les coeflicienls (/. /), r, (/ sont réels. Je dirai alors tjue la suhstilutiou (i) est une siilisliliiliiin rrcllc.
11 en rt'sulte que la partie iuiai;iiiaii-e de / est positive, nulle ou nt't;ativc selon (pu- la pailie imaginaire de :; est. ellc-mènic positive, nulle ou négative; r'csi-ii-dire que la substitution (i) conserve l'axe des parties réelles que j'appellerai désormais X et change également en elle-même la partie du plan qui est au-dessus de cet axe.
Si ; décrit un cercle avant sou centre sur \, / décrira également un cercle avaiil son centre sur X. Si ;, et;2^'>»' <lcux quantités imaginaires conjuguées, les valeurs correspondantes t, et t-, de / seront aussi imaginaires conjuguées.
Si a cl P sont deux valeurs de ;, y cl o les valeurs correspondantes de t,
si a', fJ', '■', o' sont les valeurs conjuguc'cs de a, p, y, 5, on aura, en vertu de la
relation (.^),
:^pTra^-(-'P)-
a — P' [i — a' Y — ^ ° — T' Si l'iui pose, pour abréger,
cette relation s'cVrira
Les substitutions réelles ont été étudiées ])ar différents géomètres et en particulier par M. Klein dans ses reclierches sur les fonctions modulaires; il les a partagées en substitutions elhptiques, paraboliques et hyperboliques.
Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles
l^es poinl> doubles a et p soul imaginaiics conjugut's; l'un d'eux est par cunsi-quent au-dessus de l'X, l'autre au-dessous ; la relation (i) peut se mettre sous la forme ('.'>) et la constaule K. e^l une (piantih' imaginaire ou négative dont le ■ nodule est l'unité. Si :■ décrit un eerele passant parael [il. / décrira également un cercle passant par y. et ^ et conpaiil le premier sorrs rrri angle égal ir l'argument de K.
La subslilutiou (i) change en (die-rru'rue torrie ei r ion lerenee qui, ayant son centre sur le prolongement de ap, (N)rrpe ce segiireni harmoniquement.
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Les siil)sliliili<iiis paraboliques sont celles pour lesquelles
Les points 1 1(1 ni) les se coiilniidiiii eu un seul C[ui est situé sur X. L;i relui it ni (1) se met sous la forme ("i) el ilc Iclle sorte (jne a soit rccl. Si ; décrit un cercle passant |)ar a, t décrira éf;alemenl un cercle passant par a et tani;ent au premier. La substitution (1) n'altère pas les circonférences qui sont tangentes k X en a. Soit G une pareille circonférence; soit /»„ un point de cette circonférence G, la substitution (ij le changera en un antre point Jti , de cette même circonférence; elle changera //(, en un autre polui /ii., de C, m-y en un autre point //(;,, etc. Quariil x tendra vers l'infini, le pdinl iit-^ ^e rapprochera iiidéli ni nient de a. Si ni de même /«_, le jniint ([ne la sidi>l il nlimi ( 1 1 change en Wo) m_2 le point que cette sidislitution change en m^,. clc. (Jnand x Icndra vers l'infini, le point /h_x se rapprochera aussi indéfiniment de a.
J'appelle G» le cercle qui a son centre sur X et qui passe par a et pai- lUy,; qui, par conséqueiil , coupe ortliogonalement le cercle C en y. el en iiiy,. Il est clair que la suli^lltution 11) changera G_i en Gq, (>o en C,. G, en Go, etc., el, en général, Gx en G^+i • l^e jilns, si x est infini positil on n('galil, G^ se réduit à un cercle de rayon infiniment petit. G'est dire que si l'on ap[)lique nue infinité de fois la substitution (i), ou la substitution inverse à un ceride passant par a et ayant son centre sur X, le rayon de ce cercle devient infiniment petit.
11 en ri'snlte qu'un arc de conrbe de longueur finie, ne coupanl pas X, ne pourra rencontrer un nonilnc nihni de cercles (j-^, c'est-à-dire de li'aii>loi'niés successifs d'un cercle Go ayant son centre sur \ el pa-.sanl par a.
Les sid>>l itulions hvperbidiques sont celles pour les([nclles
Les points doubles a et ^i sont distincts et silu('s sur X. Li relation (1) se
met sous la forme (3) et de telle sorte que K. soit réel et positit. Je puis de
plus toujours supposer
Si : (h'crit un cercle passant par a on |iar [ï, t (h'crira également un cercle passant par a ou par p et tangent au premier. La sMl)>tilulloii ( 1 ) n'allère |)as les circonférences qui passent par a et ^.
J'appelle, comme plus haut, G une circonh renée passant par a et ^8, et
... III-,-, '"-it '"01 "M, 'l'i, •■■ une série de points tels que la substitution [t ) change iiiy^ en ni-^^,. il e>l clair
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qui- le |iiiinl ni^^^c r,i|>|>r()cli('iM iimIi'IIiiiiiiciiI <Ic [i (|ii;iml / IctuIim vers +00, et lie y. (juMucI X liMidra vers — x.
.ra|)|)ello aussi (l^ !•■ cciclc (jui, ay.iul mui ccuIic mit \, passe par a et. par //^x- Lorsque x leudni vers +00, Cjx se rappioelieia iiKleliiiiuuMil du cercle decril sur ajï enuiuie dlauièlrc; lorsque x tendra vers — 00, le rayon de Cx diniiuiiera indélinnnent. (Test, dire que, si l'on a[)plique la substitulion (1) une inlinilé de fois à un cercle Co passant par a et ayant son centre surX, on ohliendr.i à la limite un cercle ayant ap pour diamètre. Si l'on applique une infinit»' de fois à Cq la substitution inverse, le rayon limite ser.i nul.
Si, au contraire, on appliquait une in(inil(' de fois la substitution (i) à un cercle passant par [il et ayant son centre sur X, le rayon limite serait nul, tandis qu'en lui appliquant une infinité de fois la substitution inverse, on obtiendrait à la limite le cercle qui a y.[i pour diamètre.
11 n'-sulte de là qu'un arc de courbe de longueur Unie, ne coupant pas X, rencontrera un nombre infini de cercles Cx, c'est-k-dire de transformés successifs du cercle C,,, ou iueu un nniubi-e liiii d(! ces translormés, selon qu'il rencontrera ou ne rencontrera pas le cercle qui a y.p pour diamètre.
Si l'on a
(a, 3) = fY, 0),
il existe une substitution it'elle (') qui clianye a en y et j3 en 0. Cette substi- Inliuii est délinie par la rcLition
Il est une autre proprii'té des substitutions réelles sur laquel!<' je voudrais
attirer l'attention; en dillerentiant la relation (1) on trouve
dl _ I
Si, de plus, j'appelle )' la paille iiuaginaire de ;, ^ celle de t, je trouve
, <// Y mod —— = — dz y
II. — Figures congruentes
.le du. Il ([lie dciiv ligures sont fdll gl'itcli li'S quand I une c^l la I r,iii--lonni'e de l'autre par nue siili-.! il iil ion réelle. Les siibsl 1 tut ioii> ri'idles tonnant un
C) Il faiil que o cl Y '^l P'""' oonséifuenl Ji ul 6) soient situés sur le même côté de X; s'il n'en esl pas aln!-i, le délciiiiiiiiinl nd — bc sk\;\ ii('g;p|if. IN. K. N.
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j;roii|io, il est rhili- qiio deux figures coiigniciitcs h uiic niriiic Iniisicino sont coiigruentes entre elles.
Je puis énoncer tout d'abord les tliéorènies suivants :
Dans di'ii.v figures congrtu'iifi's les angles luitnologiies sont rgmur. Si, dans deux Jigures congruentes. le point -' est homologue de a et le point 0 homologue de p, on a
Celle relation |>(Ul |ireii(ire uue aulre tornu'.
Considérons, en elVel, les quantités a, ^ii (>l leurs conjuguées a', ^' de telle sorte que
Les quatre points a, j3, a', fj sont sur uu luiMue ecrrle qui a son eetitre sur X. Supposons de plus que a et ^ soient hius deux au-dessus de X. Ce cercle coupe X en deux points que j'appelle // ei /. : /( sera celui de ces deux points qui est sui- l'are p[îi', /, celui de ces deux points rpii est sur l'are aa'. Je pose
« - A TJ - A-
a — /.- p-/( [a, |j] est esscal lellement ri'el. |>osilil et plus ^r.iu
(t (HK' I
I )e plus, {in a
Si Y est MU [iiiiut de lare de cercle a|j, on a
li est clair uiaiiileu;uil qu Cn euqilovaut cette iiolaliou nouvelle. on peut mettre la relation ( i ) sous la loiiiu'
Voyons ce qui se passera quand a et p seront iuliuirui iit voisins.
Soit
dz = dx -i- dy \/ — i ,
niod dz = \/Ux^-¥- dy''.
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On aur.i, ou iK'ijIlficnU le- iiiliiiiinciil prlils il'diilrc sM|)('riciir,
innd (fz
[z, z -h dz] = \ -+- I4z, z + dz\ =
niod dz
( )ii \ciil aiiiM (\\\c Ir l()i;Mrilliiur ii(|ii'i'icii (l(~ [;, ; |-</;l csl [iniporliounel au
module de (/; cl iudcponiliuil de son ai'i;unienl.
L niléj;rale
r mod i
mod dz
|)rise le lonj; d un air de eourlie qu(deou(jue, s'appellera la L de celle courl>e. L'intégrale double
prise à l'intérieur d'une aire plane quelconque, sera la S de celle aire.
D'après ce qui précède, deux arcs de courbe cougruents ont inènie L; deux aires congruenles ont luènie S. La L d'i\n arc de cercle aji, ayant son centre sur X, sera le logarithme népc'iien de [a, p].
Je ne puis passer sous silence le lien (jui raltaclie les notions précédentes à la géométrie non euclidienne de Lobatsclievvskj.
Supposons que l'on con\ ienne fl'cnlever aux mots dioitc^ longueur, (listdiice. surface leur signilication liabitucdle, d'appeler droite toLit cercle <pii a ion centre sur \, longueur dune courbe ce que nous venons d'appeler sa L, distance de deux points la L de l'arc de cercle ipii unit ces deux points eu avant son ceulrc >iir X, et enfin suilaïc d'iiiie aire plane ce (pie nous appelons sa S.
Supp(isons de plus que l'on coiiseiAc aux mots a/i g le Kl cercle leur signilication. mais en convenant d'ai)[)eler centre d'un cercle le point qui est aune dislance ciiiiilaiilc lie tous les points ilii cercle (d'ajirès le sens nouveau du mot distance) et rayon du cercle celte distance constante.
Si l'on addple ces (l('iiiiiii Inai ions, les llu-nrèines de Lobatschewsky sont vrais, c esl-ii-dlic que loiis les tliioièiiMs lie la ge( iiiH'l lie ord maire s appi iqiient à ces nouvelles (pi.iiitilés, saul ceux ipii sont une conséquence du postulatum d'Euclide.
Celte teniiiiiologii' m'a rendu de grands services dans mes reclierclies, mais je ne remploierai pas ici pour é\ itei' toute conliision.
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Pour abréger encore, je dirai simplement la substitution
Je suppose que i est un indice qui varie de zéro à l'inliui. Je suppose de plus
«0= ûfn= 1, bo= Co = o,
d'où
Je suppose enfin que ces subslituiions forment un groupe. Je vais définir certains symboles dont je serai amené à faire usage dans la suite. Je poserai
.ff(^) = .fdM^)]- fn^) = fdfH^)], ■■■, ./;"(-) =y>[/;"''(^)|, ■•••
Je définirai de même, par une extension toute naturelle, le symbole ]'"{:■) quand m sera nul ou négatif. Je poserai
Si/i {z) est une des substitutions du groupe en\ isagé, toutes les substitutions qui sont comprises dans la formule générale
feront également partie du grou|)e.
Si_/o(;j est une substitution du groupe non eom|)rise dans la formule (2), toutes les substitutions il<' la loiine
appartiendront au groupe.
Si maintenant t\{z) est une substitution du groupe qui ne soit pas com-
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|>risp dans la toiiinilr (,î). c rsl-à-diic (|iii ne sml pas niir coinljinaisoii do y , «■I de /j, si / ; csi iiiu' siihsl II iil loii dii i;ii)ii|)(' (iiii ne soil |)a> une (■oinliiiiaisdii 'I'' ./i • ,/:! ''' ./a- <'l<'- . si ciiliii _/^ osl Mlle sidisliliil niu (|iii ii<' >oil pas une ciiiid)!nalsiiii de y,, y.j, .... Jp^\^ les sulisl iliil mus ciiiiipriscs dans la Iminule générale
(m'i a, , ao a„ s(inl des indices qni pcnx cnl (Mrc i , 2, .i, . . ., /> — 1 on jo, cl
on jîl,. po, .... jj„ son! il<'s entiers positils ou ncf;atils ) IcronI c^aleaicnl parlie rlu groupe.
Il peut se faire qu'on ait épuisé ainsi toutes les substitutions du groupe envisagé, de telle sorte que toute sni)siitniiiin de ce groupe soit une combinaison de/', , y'2, . . ., Jp. On dit alors que le gionpe est df'rifé de / , , /j, . . ., /p, ou
(pii'/,./^ //; sont un SN sièiiie de .v;///.s7//»//o//\ /o/it/d mr/i /i( les (\i] •^V()U\)e.
Il est ('•\idenl (pi un ^iiiupe peut axoir une iiiliiiih' de svslèines de substitutions fonda iiieiilales ; mais ii/i seul de ces s)strincs suffit pmtr ilclrrini lier coinplrli'niant le groupe.
Dn peut concevoir aussi des groupes tels qu'il soil impossible de les taire dériver d'un nombre liai de substitutions fondamentales. Mais nous les laisserons svsti'-mal Kpieiiieiil de (("ili'.
Soil diiiic un grimpe ( 1 diTi\ ('■ dey; siibst il iil ions bmdamenlales /, , /^, ...,/' de telle soilc (pie liMiles ses siibsl itiil ions soient de la loi'ine ("i)-
.l'appidler.ii l'jposant d'une substitut ion de ce groupe la somme des modules des nombres entiers positifs on négatifs p,, [iio, ..., p„.
Il peut se faire ipie les di\erscs substitutions contenues dans la formule (4) ne soient pas toutes distinctes cl (pi'oii ail ideni iquemeiil
(5) ftifki- ■ -fb =))■■ •) = /?; (/?:(•• -A.^ ')■■■))■
La r<dation ( ^> ) peut loii{ouis se mettre sous la forme
Les a et les j oui ici la iii('-me smnilical ion (pie dans la lormiile ( \).
IjCS ndatious de la forme (()) poiirroiil, en g(''n(''iM I , ('ire toutes regardées (iimme les cons(;quences d un (crlaiii nombre dCntre elles (pic nous aiipidleron.s relations Jondanie/itales (;t qui seront seules réellement distinctes.
Un groupe H sera isomorpbe à (1 s'il est (b'rivi' d'un même nombre de siibs-
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litutloiis l\)niliunciit;iles, et si l'on a eiilio ses siil)slilulioiis t'imdiiiiientales les mêmes relations fondamentales. Si, entre les sulisl initions de H, il n'y a pas d'antre relalicm de la forme ((V) qn'entre celles de G, l'isomorpliisnie est réciproque et par conséquent holoédriqiie ; autrement il est meriédrique.
Par suite des relations (6), une même substitution peut être mise d'une infinité de manières sous la forme (4); de sorte que la définition donnée plus haut de l'exposaitl d'une substitution laisse subsister une certaine ambij^uïté. Nous ap|)ellerons alors exposant d'une Mib>titutiou /c^ /(/(/\ y;('/(/'' \aleui([U(' peut |)rendre la somme des modiiles de [i,, fi,, .... |j„ ([uaïul on écrit cette substitution sous la forme i.\}-
Ici il \ a lieu de faire une distinction importante entre les dlUérenles sortes de groupes formés de substitutions léelles. iNous devons d'abortl laisser de côté les oroupes qui ne comprennent qu'un nombre fini de substitutions et (|ui ont déjà été étudii's à tond par plusieurs j^i'oinètres. Mais si les substitutions d'un j;iiiupc soiil eu noiiilnc iiillui. ou peut taire deuv livpollièses dillérentes :
On peut sup|ii)S('r qu il e>l possible de clioisir dans le groupe une substitution
telle (Hie I i( z ) dill'èic luIiiiMuciil peu de ; (et cela (pud (pu,' soit z), c'està-dire fpie le groupe contient wnc substitution inllnilé'simalc.
()ii peut supposer aussi (pie le groupe ne conlieiil pas de pareille Mil)>litiit lou.
Les groupes de la première es|ièce senuit continus, ceux de la seconde discon tin us .
Il ne peut exister de loncliiui uniloriue analytique de ; qui reste inaltérée par les substitut ions d'un groupe continu, car cette fonction devrait reprendre la même valeur en des points mliniment voisins les uns des autres et, par conséquent, a\oir une valeur constante. Aussi les groupes continus n'ont-ils aucun intérêt pour nous et nous réserverons le nom de groupes fuchsiens aux groupes discontinus formés de substitutions réelles.
Si le groupe G est discontinu, il est clair qu'mi pourra diviser le plan, ou une partie du pian, en une inlinili- de régions jouissant des pi-opriétés suivantes :
Chacune d'elles correspondra à l'une des substitutions du groupe G. Celle qui correspondra à la substitution
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s'a]ii)fll(.Ta la région R,-, cl, par conséquent, celle qui correspondra à la substitution
(z,/„(3)) OU (Z,Z)
s'appellera R„.
Quand :■ sera intérieur à la région Ro. fi{'-) <ie\ra cire intérieur et R,. Kii d'autres termes, R, sera la Iransfornx'e de Ro par la suiisliuition
Supposons luainlenanl que z soit intérieur à la région K/,, correspondant à
fui (•') flevra être intérieur à Rn et, par conséquent, _/, fy^' (;)) sera intérieur à R,.
Dire que R/ est transformée de Ro par une substitution réelle, c'est dire que ces régions sont congruentes et, par conséquent, que toutes les régions R sont congruentes entre elles.
l'our me sers ir d'une expression très usitée de l'autre côté du Rliin, je dirai que la division d'un plan en une infinité de régions est régulière lorsqu'en déformant ces régions d'une manière continue on pourra faire coïncider le nouveau mode de division avec l'ancien, de telle façon que chaque région de la uiiuxelle division \ ienne coïncider a\ec une région de l'ancienne, et qu'une région donnée quelconque du uounciu mode de division vienne coïncider avec une région donnée également quelconque de l'ancien mode. En ce qui concerne le mode de division qui nous oceiqie, il est clair que, si l'on applique aux différentes régions R la substitution
chacune des régions R se changera en une autre n'gion R, et Rq se changera en R/. C'est dire que la division du plan sera régulière.
Le problème de la recherche des groupes fuchsiens se ramène donc au suivant : Subdiviser d'une façon régulière le plan, ou une partie du plan, en une injinité de régions toutes congruentes entre elles.
Deux régions sercuil dile> liniilrojdies lorsqu'elles coulinei-oul entre elles tout h- long d'un arc de couibr (pu leurser\iia de Iroulièrct commune.
-Soit l\p une i-égiou limitrophe de l'io loul le long d'un arc AB de son périmé Ire ; cet arc AR sera l'un des côtés de ]\„. INhiis on peut supposer que ce ne soit pas le plan tout entier, mais une jiaitie du plan qui ail été divisée en une
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infinité de régions R, Idiiles coni;riionles entre elles. IJans ce cas, R„ yiourra confiner tout le long d'un arc CD de son périmètre à la partie du plan qui n'aura pas été subdivisée en régions R. Cet arc CD sera encore un des côtés de Ru. Les côtés tels que AB seront ceux de la première sorte, les côtés tels que (.ID ceux de la d<ii\ièinc sorte.
Je supposerai tiiujdiirs que les côtés de la deuvième sorte sont des segments de l'axe X.
Je justifie en quelques mots cette lijpotlièse. Si l'on a divisé une partie du plan en une infinité de régions R, et si la région R„ est. contignë à la partie du plan n(jn dr\is(''c, i>n [murra l(iu|()ur> étendre la division à wnn. |)i)rliiiu plus gr.mde du plan. Je l'c'tendrai jusqu'à ce que Ro cesse d'être contigué à la partie non divisée, ou jusqu'à ce que R„ atteigne l'axe X. Cet aperçu suffira, je pense, pour faire comprendre les raisons qui me permettent d'ado[)ler celle hypothèse.
J'appellerai sommets de Ro les cxlrt-mités de ses côtés et je serai conduit à envisager : i" les sommets situés au-dessus de X; a" les sommets situés sur X et séparant deux côtés de la première sorte; 3" les sommets situés sur X el séparant un côté de la première sorte el un di' la deuxième sorte. J'appellerai ces dill'érents sommets, sommets de la première, de la deuxième ou de la li'oisième catégorie.
Les points
seront dits correspondants .
Quand le point :; est ii l'inléricui- de R„, tous les points Ji(:) seront dans des régions R,- difi'érentes de R,,. Donc il ne peul y avoir d.uis l'intérieur de R,, deux points correspondants, el un ptiiiU intérieur à Ro ne peut être non |>lus correspondant d'un point du périmètre de celle région.
Au contraire, un point situé sur l'un des côtés de R,,, siir).^ |)ar exemple, ap|iarliciU à la fois à deux régions Ro cl R/j. Si le (iniiil ; est sur ),,,, c'està-dire sur le périmèlre de R^, le point/ ''(;) sera sur le pi'rimèlre de 1!,, sur un côté que j'a|)pellerai a' cl qui séparera R.o d'une région R' correspoudaul à la suhstilution
Les côtés \p et )/ seront dits conj iigiirs.
On peul tirer de là les conclusions suivantes: i" Les côtés de la |)reiiuère
la» TIIKOIIIK nus (iltOl l'KS KUC.IISIICNS.
siiili' Miiil eu iioiiiImc |iair cl inii j ii^iii's doux ,'i deux; a" doux. (m\U's cdii | ii^ ik's sont COU}; rue m s ; .!" los |)(inil-- du |iiiijiii'l ic de H,, . sll ui's iui-dcssus de luxe X (sans parler des simimel-. dnnl riciiiN mui-, (i(iM|i('i'.)ii^ plu> loin ), smil correspiiudaiits deux à deux.
Uue cniiveiiliii'i speci.ilc ot lU'cessain' |iiiiir faire iculici' dans le cas gcuéral un cas jiaii iculicr qui se présentera (piidipic^lols.
Il pourra II ;ii'ii\ei- (pi'on eùl ideul iipieineal
/,-(-) = /,-;'( = ) ou z = /,.[f„(z)].
Alors Wp coïnciderait avec \\ . a^, a\ec /. . Mais, dans ce cas, la suLstitu- I iiiu
est elliptique et la relation (i) ( ij 1) pourrait se mettre sous la l'orme (3) (§ I),
de telle lacon que
La sul)>l itui ion {z.fpi:}) n"alli''i'aiil p.is le c('ii(' ).p. celui-ci devra passer |)ar le point y. i point iloiiide de la miIi>I il iilion ) et se partager en deux moitiés conj;rueutes entre elles.
Gela posé, on iionna reijarder le poml a coiiiiiie un xuiimel cl les deux moitiés du c('ile /,^, loinine deux côtés distincis, conjui;ués entre eux; on est ainsi rameiu' au cas i;éni''rai.
(Iliaque sommet apparl ieul il deux ou |)liisieurs réj;ions dillérentes; il en icsiille que |dii>ieiirs MMiimels de li,, peinent ('Ire correspondaiils. Je dirai que les soiiimels C(U're>|)on(laiil > iipparl lenueiil Ji un iik^'iiic cycle.
I)',ipi('^ ce qui pri'ccdc. le noiiiluc de, ciUés de la première S(U'le est pair; soil i/i (■!■ iiomlue. (le-, > /i ci)lés seront con| ii>;iii''s deux à tleux. .Soient A|, ).^.. ..., /,„ // de ces ci~>h''s; /.„+(, "i^n+ii ■■■■'^•■2n ^'"- " aiilies e('it('S conjiij;ilés des premiers, de telle soiie ipie les ciités A^,. A,,^/, soleni coiipigiiés. Soient R^ la région ipii est limilro|ilie de lî„. le loa^ du c(')li' "/.y,, cl
la siiKsI 11 iil Ion cori'espiiii<lanle. I )e celle lacon, on aura
li est aisé de voir (|iie. si l'on soil d une ri';;ioii I!, coiiespondanl à
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par le cc'ilc rorres|)i)n(l;uU à \p, on cnlrc dims mio rL'i;ii)n corrcspondanl à la siibstitiition
Rien u'esl plus facile maiiiteii iiiL que de Lroiiver quelle est la subslilulioii qui correspond à une région donnée Rp^. SoienlA un point intérieur à Ro,B un
Fis. >.
poini iiiM'ricnr à Rp ; jnii;nons rcs douN pniuls pai' un are cpielconquc AMB. Si je su|>pi>sc que cet arc AMB parle de la ré>;ion Ro, qu'il on sorlc par le cn\c À^j^ |)our enUcr dans la région Rj; , puis qu'il sorte de R^, pf>i" le cnlé correspondanl à 'h^^ pour entrer dans la région Rh , (jii'il sorte de R^^ ))ar le c<')lé correspondaul à ).5(^ pour- eulrer dans R^u , pIc., cl culia qu'il sorte de Rp, , pir le côté correspondant à \x^ pour entrer dans Rp. ; la substitution qui coire>pondra à cette région Rjj_^ sera
Dans celte expression ai, a^, ..., a^ désignent des indices qui peuvent être 1 , 2, ... ou 2rt .
Donc toute substitution qui correspond k une région que l'on peut atteindre en partant de Ro et en franchissant un nombre fini de côtés est une combinaison de (s, y',), {z,/^), ..., (z,f„). Nous laisserons de côté tous les groupes pour lesquels on ne pourrait pas passer d'une régi(m <à l'autre en fi-aneliissanl un noinbie Uni de côtés. Alors toute substitut uin sera une coud)iuaisou de
Coniuu:nt trouverons-nous les relations de la forme (()) qui auront lieu entre les fonctions y, , y'j, ...,y'„?
Pour cela il suffira évidemment de recherclier comment on peut exprimer pai- une combinaison des sidistitutions (^) la substitution
{Z,Z) OH {z,fo(z))
H. p. - II,
Il II Ml
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i|iii (•iirr<'s|mnil ;i l»,,. ( )ii ;i|i|>lii|iiria h\ rri;l(' ('\|ii)s('c plus liiuil, cest-à-dire 1 clfcnra un iunlnur Iitiih' (jiicIniiKjiic AAI V passaiil |iar iiii [imiil A liil('iriir il R,|. Si ce touloiir traverse siiccessivempiil des régions Rg, l\^ ,
lljj^ '^fv-r ^P.^ r^ii "' '"" '^'*'''- ''espectlvcmeut par les côtés correspondants
h Àj . /.^ Xx , la sidisi iiulioii qui correspondra à Ru sera
[-, /a, (/a,(.. ■(/«„( -,)..•)], ce i|iii jicriiii-llra d iTi-ire
Des rclalliins ( (i ) ainsi ohtenues, tontes ne sont pas fondamentales. Pour olitcnir les relations l'ondanicntales, il su Hit de dt'erire dos contours fermés inlinitésiinaux autour de cliacun des son)mcts de R,,.
Puisqu'on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les substitutions (j) sont généralciiicnl iiiilr'pciidanles cl par ccuiséqueni tnriiifiil un syslènie de sulislitiil loiis londaïuentalcs du <;roupe envisagé.
On ^(lit de plus (pie rexjiosant dune siilisl il ni uni /, i^sl le nombre minimum de C(Hés qu'il faiil francliir pour passer de R,, dans la n''i;ion ipii correspon<l à la substitution y,.
Outre les {groupes liiclisirns nu groupes disconi mus idiini's de siibsiitutions réelles, j'ai été conduit à envisager les groupes discontiuns tonnés de substi- Inlicnis lini'aires quelconques et que j'ai appch's i;rouj)c's hleiiirens. .le n'en parlerai pas dans le présent travail, me réservant d'exposer dans un Mémoire spi'-cial les résultats que j'ai obtenus à leur ('gard.
IV. - Polygones générateurs
Les régions R,- sont dédinies par la condition que cbaciine d'elles ne contient ^m'm« se«/ point correspondant à un point ;; donné. Mais celte condition ne suffit pas pour les d(''finir coinplclemcnt. En elTel, si l'on se donne un groupe fnclisli-ii (i. il \ .iiiiM iiiir inliiiiir' cir iiiaiiièics de subdiviser le |)lail de telle sorte que dans i liacnir i l't; uni il ii \ ail qn un piiinl cmi rs|i(nidaiil à nii point ;;
■ lolllK'.
Au conli.iire si 1 ini se donne la décompositiini du plan en une inlinilé de régions telles que R, le grmipe (i sci-,i parfaitement dé'leriiiiiii'.
Donnons-nous un groupe (i et envisageons les diverses décomposilioiis du
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plan en réfjKins R, qui con'es[)()ii(Ient à ce groupe. Ces décompositions sont en nouihrc inlini. Coniinenl de 1 une d elles ])o\in()ns-nous dc'duue toutes les autres? Soient So une portion de lii r<''i;ion l\o, S, hi poil ion correspondante de la région R,-. Choisissons, |)arnii les sid>>lil ut ions du groupe (i, l'une quelconque d'entre elles
Soit ip lindice de la substitution
de telle sorte ([iie
Des diverses régions R, je retiMiicIn^ la portion S, et l'apiute à ('<'qul reste la région S/ . J'olitiens ainsi une iiiliuité' de ré'gions
Ces régions IV. recoin ilroiil l,i iiii'imc pari ic du plan que le> n'^imis R,rt ne la recouvriront qu'une fois. (Jliacmie d'elles ne contiendra qu'un seul point correspondant à un point donné z. A la décomposition du plan en régions R, correspondra donc le même groupe G qu'à la décomposition en régions R,. Si Sn est contigu intérieurement à l'une des frontières de Ro et si S^, est contigu extérieur<'Hient ;i ruiic des iroiil 1ères de Ro — .^o, la ri'gioii Hissera il une seule pièce et sans trou. \m plupart du tem|)s, |)oiir plus de coniuioduc, nous choisirons la région R|j de telle sorte qu'elle soit d'une seule |iièce et sans trou, mais cela n'a rien d'essentiel.
En opérant sur les ré'gions Pv^ CDiuiiie iinii'- a\(iii-. opii !• sur les ni;i(iiis R,, nous obtiendrons une noiucdle (h'coiiiposil ion du plan en r<'gioiis lîj ipu correspomlr.i tou |ours au groupe envisagé (i. En eonlinuaiit iiulédiiiiirieiil de la sorte, on ohliendra toutes les décoiiiposil ions ipii eorrespondent au groupe C. On est conduit tout naturellement ii la gémr.ilis.ition suivante : Jusqu'ici )'ai suppo>(' (pie la région S,, é'tail tmil entière inl('Tieui'e à la région R(, cl piir CDiisiMpieul S, à la région l\,, cl de lail, sans relte liypothèsc, on ne saurait ce qu'on doit entendre [lar la région
à moins toutefois tpie l'iin ne fasse nue con\eiition spéciale.
Ouest conduit ainsi à eii\ isager des régions di\is(''es en deux parlics dont l'une est considérée comme positive et l'autre couiiuc négative.
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Ainsi, -1 s, ne liill |>:i> |iiirlli' (!<■ P>,, (lU cousidt'rcra la n'f;i<)U l\] cdiihiic liti'inoc (l'iiiic pari ir |)iisii i\c H, -^ S, cl (111116 partie iiétcaùve S,-. Col ordre de considér.il ioii> n fsl |)i- il ailleurs alisoluiiieiil iioiiveaii.
Si lim euvisai;e iiu (juadrilalère A15(]D doiil deii\ ((îles ()|i|)i)sés AB el CD se coupi'iil eu un jMiiiil iM, ce quadrllalère, Idiiiii' de deiiv Iriant^lcs A DAI el BCM opposés par le somiiiet, s'apjielle un quadrilatère concave.
Les formules (jiii donnent Taire d'un qiuulrilatère convexe s'appliquent à une pareille lif;iire pourvu qu'on rej;arde l'aire de cette (Igure comme la dillt'rence et non coiiune la soiiiiiic des aires îles deux trianf;les ADMetBCM. Dans un quadrilatère concave Tnn des deux triangles doit donc être regardi' eouime positif cl i'aulre comme ni'^atif. Il se passe ici quelque chose d'analogue. Une région concave R, sera formée d'uni^ portion positive R,-|- S; et d'une portion négative S,-. IjC nombre des points correspondants à un même point donné z-, compris dans la partie positive de R^- , est toujours fini et il surpasse d'une unité le nombre des points currespoudants à : com|uis dans la partie négative.
jSoiis ferons peu d'usage de cette subdivision du plan en régions R,- concaves, parce ipie la subdivision en régions convexes est infiniment plus commode, mais elle pourra nous servir comme d'intermédiaire pour passer d'une subdivision convexe à une autre subdivision également convexe.
l'uisqu'il v a une iiiriiiiti' de manières de subdiviser le plan en régions R,convexes, nous devons cboisir pariiu ces ili\crses manières la plus simple el la plus commode.
Voici comment nous pourrons procéder. Nous déterminerons une région So. et la région Sp transformée de .S„ |)ar la substitution fp[z). Nous ajouterons
S/, à Ro et nous en relrancliciiins So- Nous nlil inidrons ainsi une iioiimIIi' région FV,| qui pourra ser\ ir de base à iiiir niiii\rllr ■.iibdn imuii du plan iii
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régions R',- correspondant au groupe (î. Car, pour ol)tenir la région R^, il suffira de relranclicr de R, la région S,- transformée de S„ pur /',(:;) et d'y ajouter la région S; transformée de S/, par/,! z). Couimenl mainicnant conviendra-t-il de clioisir les régions So et S/,?
Soient AMB un côté de Ro. A'M'B' le c()té conjugué. Ces deux côtés soulcongruents et la substitution réelle qui change AMB en A'M'B' est une substituùon /p( z) du groupe G. Joignons les points A et H par un arc de cercle AJNB ayant son centre sur X. La région Sq sera la région AMBNA comprise entre l'arc de courbe AMB et l'arc de cercle ANB. Le transformé de ANB par fp{z) sera un arc de cercle A'N'B' ayant son centre sur X, et la transformée Sp de So sera la région A'M'B'N'A'. Si nous ajoutons Sp à Rq et que nous retranchions So, nous obtiendrons une région RJ, analogue à Ro, mais où les côtés conjugués AMB, A'M'B' seront devenus des arcs de cercle AiNB, A'M'B' ayant leurs centres sur X.
En opérant de uiéiuc manière sur ciiaque paire de côtés conjugués de la première sorte, on réduira tous ces côtés k des arcs de cercle ayant leurs centres sur X. On peut donc toujours supposer que la région Rq est un polygone dont les côtés sont de deux sortes, les uns sont des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, les autres sont des segments de cet axe X lui-même. Un pareil polygone s'appellera polygone Donnai.
Mais une difficulté spéciale peut se présenter dans certains cas.
En cllct nous ne nous sommes pas inquiétés de savoir si la région
faisait toul entière parlie de R.o. Il pouria donc m' laiii' rpie le polygone normal auquel on aura réduit la région R.o soit conca\e.
Voici comment on se tirerait d'allaire en pareil cas. Il est clair que la partie positive et la partie négative de R„ devront être toutes deux des polygones normaux. Supposons, pour fixer les idées, que la partie positive contienne au plus deux points correspoudauls à im point doniK' ;. l'ariiil les |)oiuls de Ro. Hyen aura qui seront compris dans la parlie positive et i[ul iriidiiiellronl aucun correspondant soit flans la [larlle positive, soit dans la [larlle négalixe. Ils formeront un certain polyg(jne normal P.
La parlie négatisc formera un eerlaln pid\goiie normal l'' ; et à cliaque point de celle paiiie n('g,Ul\e etrrespondiMiil deux [loiiil^ île la parlie posilise dont l'ensemlde lormeiM (len\ polygones normaux P' et I'", tous deux congriienls
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à 1''. La paille |Hisili\(' de V\„ scr.i lorinci' des Mois [)olvf;()iK's l*, P" et P'". Cola nos<\ i('li'aiii'liii[is lit' U|, le |)i)hi;<mc l'" et a |i)iiliiiis-y le pol Vfioiic C()iii;riiciil I". ^i(UJ- oliliciiilriius ainsi iiiic ikmin clh' réf;iim \\\^ fjui |)ourra sci\ ir cimiiiie Rp à ciij;cii(li('i' le ^r(iii|ic l'uchsicii ( i . Celle i'éi;iiin iiaïua plus de partie ii(''f;ati\e et sera luiiiiee des deux polyj^oiics P el P'".
Ce sera donc nu polygone ikiiiiuiI convexe.
()/i mil iii/isi iftic, danx tous /es ras possibles, on peut supposer (juel\.D est un polygone normal convexe.
Si Ion connaîl le polygone noinial R,, el la disirlliiil ion de ses c()lés en paires de erili's eon)ni;n('s, le groupe (î esl enlièreinenl d(''lei-rnini' (' ).
En ellel . r-eporlons-nous à ce (jne nous axons \u dans le paraj^raphe |)récédenl :
l.es ^idi-iiiulioa^ l'oiidanienlales de (i sont etdles qui correspondent aux
r(''i;ions liiiiilroplies de Rq ; on les oliliendi'a donc en en\ isai;('ant un des côtés
de la première sorte de Ro el en eliereliani (piclle esl la suhsiilulion qui change
ce ci'ili- en son conjuj;ué. Oi- soient AR et A'R' deux cotes conjuf;ués. Ces
deux cc~)li''s, d'après le para<;raplie III, dcvr()nt être congruents, c'est-à-dire
(luOn aiii'.i
()i- dans ce cas, d'après le par,ii;r,iplie i, il existe- une suhsl il ul ion réelle qui eliaiific \Ben V'R'et, engénén'al, cette sidislilul ion est parfrtiteineni déterminée. Les sid)^l il ul ions rimdamenlales du i;roupe C , el , par cons('quenl , le gniupe Ci lui-niènic, sont donc parlailenieiil déterminés.
C'est pour cette raison que j'appellerai \(' \)tAy'j^nn('\\„ polygone générateur du groujie < i.
■V. — Classification en familles.
Nous avons vu |)lus liaiil ipie deux, trois ou [diisieurs des soniinets du polygone Rq peuvent être des piiiiiK eorres|)ondants et nous avons appelé cycle l'ensemble des sommets de ce pid\!;one qui sont corres])oinlanls à I un d eiilre eux.
l'i Si les (li;ii\ i;\lrrHiilrs d'un euh' (le la pi'eiiiirif sorle AU S(jiil ^illl|■■s mii- \ ,\\r \, il en i>l (lir iiH'iiifi ili'S <;\lrr'riiil('S <lii rùlé conjiifjut' A'ii'. Il existe alors iiiir iiilijiili' ilc miIisI il iil imis ii-ellc!' qui rhaiiseiil Ali i-ii A'Ii'. Iiarjs ii- cas, il airi\e iNini: que le |iol\;;iine lt„ eiij;erMlre une iiifiiiilé «le yi"oii|>ef) fuelisiens. N- ''.• i^-
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l^es sommets de Ro se répartissent de la sorte en un certain nonihre de cycles. Voyons comment, connaissani la dislriitiiliDri en paires des C(')tés de la nri'niière sorte, on pourra tromer la distrd)iilion des sommets en cycles. Pour cela, il suffît d'appliquer la rci;le suivante, qu'on démontrerait sans peine :
Supposons qu'on parcoure dans un certain sens le périmèlre du polygone R„, et qu'on rencontre successivement un côté, puis un sommet, puis un autre côté, puis un autre sommet, et ainsi de suite. Cela posé, partons d'un sommet quelconque; envisageons le ci")té suuant, puis sim conjugué si ce côté est delà première sorte; puis le sommet suivant. pui> le C(jlé suivant, puis son conjugué si ce côté est de la première sorte, et arnsi de suite. On pourra continuer ainsi jusqu'à ce qu'on revienne au sommet qui a servi de point de dé|)art, ou l)icu jusqu'à ce qu'on arrive à un côté de la deuxième sorte.
Dans le premier cas, tous les sommets qu'on aura renconti-és de la sorte foinu'ri)iil nu cycle. Dans le second cas, il sera nécessaire, pour compléter le cycle, de reprendre le sommet qui a servi de point de départ et de remonter à partir de ce sommet, en considérant successivement le côté précédent, puis son conjugué si ce côté est de la première sorte, puis le sommet précédent, puis le côté précédent, et ainsi de suite ju^rpi'à ce qu'on (inisse par arriver à un coté de la deuxième sorte.
Il e>t aisé de voir qu'il y a trois catégories de cycles : Tout point correspondant d'un point z situé au-dessus de X est lui-même au-dessus de X, donc tout sommet correspondant d'un sommet de la première catégorie (§ III) est lui-même de la première catégorie. Il y aura donc des cycles formés uniquement de sonuuets de la première catégorie; ce seront les cycles de la première calegorie. En partant d'un sommet de la première catégorie et prenant successivement les côtés et les sommets qu'on rencontre en appliquant la règle précédente, on ne rencontrera jamais cjue des sommets de la première catég(U-ie et, par conséquent, aussi jamais que des côtés de la première sorte. On ne sera donc arrêté que quand on sera revenu au sommet qui aura servi de point de départ, c'est-à-dire que le cycle sera ferme.
Tout sommet correspondant d'uu soiuuu't de la deuxième ou de la troisième catégorie devra lui-même appartenir h l'une des deux catégories. Ce qui nous amène à considérer deux nouvelles classes de cycles.
Les cycles de la deuxième catégorie ne contiendront que des sommets de la deuxième catégorie; en leur appliquant la règle précédente, on ne rencon-
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Irt't'a pus (le ri)ti's de hv (Iciixiriiii' sorlc, ('cst-à-dirc fine \f cycle sora encore fcrmr.
Ijf.ii cycles de la Iroisiènie catrs,''(iri(' conilcnârotW âc^ smiiiiiels de la [roisièiiie catégorie cl pourroni <ui conlenir ('fialeineiit de la deuxième; eu leur appliquant la règle [irécédenlc, on r(!nronlrera des côlés de la deuxième sorle, c'est-;i-dire que le cycle sera ouvert. Cela va nous permettre de classer en t'aniilles les polygones Rq •'' |''"' <'onsé(jueiil les groupes G.
Le polygone Rq sera :
de la 1 '" l'ainille s'il v a des cycles de la i'" cati'gorie seulement;
lie la :<' famille s'il y a des cycles de la 2" catégorie seuleuieui;
de la .')'' famille s'il v a des cycles de la ,'5" catégorie seulement ;
de la i*^ famille s'il y a des cycles de la :>." et de la A" catégorie seulement;
de la .)'■ tamille s'il ^ a des cycles de la 1'''^ et <le la .5'' catégorie seulement;
de la ()'' (aiiiille s'il v a des cycles de la 1''' et de la '>." cat(''gdrie seulement;
de la -'' l.nnille s'il y a des cycles des trois cati'gories.
Ouel(|iies exemples leroiil iiiiciiN coiiipreiidre ma pensée.
Exemple I. — Le pcdygoiie R„ est un hexagone ARCDEF; tous les côlés
l'ig. 3.
les C('it('s
AH
et
BC
et
FK,
sont de la première sorif
CD el Et) sont COI) pi^iH's. \ |ipliipiiins la règle, nous rencont reions succ(;ssivenienl :
1" En partant du sommet A, le sommet A, le C(')té AB, le côté AF et le soiuinel A ;
2" En J)artant di' B, le sominel B, puis BC, puis Eh', puis 1" , puis h' A, puis AB, puis B;
.5" En partant de C, le sommet (1. puis (il), juiis EU, puis E, j)uis EF, jiiils BC, [)uis C;
4° En partant de J), le son 1 nul i ), puis l)l'>, ijiiis CI), |iiiis I),
THÉoniE DES GROUPES FUCHSIENS. 1^9
Il y a floiic quatre cycles l'ormés respectivement :
1° Du sommet A ; 2" Des sommets B et F; 3° Des sommets C et E; 4° Du sommet D.
Exemple II. — l^e polygone R„ (\st toujours un hexagone ABCDEF dont tous les côtés sont de la première sorte; mais les C(Ués opposés
AB et ED, BC et FE, CD et AF
sont conjuf;ués. Applupions la rèf;lo, ncuis rcucoutrcrcuis succcsslv c lucul :
1" En parlant de A, le somuiet A. juiis \H, puis DE, puis E, puis EF, puis BC, puis C puis CD, puis FA, puis V;
2" En partant de 15, le soinmcl H, puis BC, puis El*, puis 1^", puis 1" V, puis (^D, puis D, puis DE, puis AB, |Miis B.
11 y a donc deux cycles tonnés respectivement :
i" Des sommets A, C et E; 1° Des sommets B, D et F.
Exemple III. — Ee polygone Bq est un octoj;one ABCDEFGH dont tous les côtés sont di- la première sorte; les i(U(s opposés
AB et FE, BC et GF, CD et HG.
DE et Ail
sont conjugués.
Partons du sommet A, nous rencontrerons successivement : A, AB, EF, F,
Fig. i.
FG, BC. C, CD. GII, H, HA. DE, E, EF, AB, B, BC. FG, G, GII, CD, D, DE, HA, A.
IJO un (IIIIK III.S (illOI l'KS MC.IISIKNS.
Tous k's sommels loni (Imu; |>,iili(' 'I un ini'nic cncIc.
Exciiinlf 1 \ . Suj)[i(isoiis nuiinlcuanl ijnc les ciUés
AU Cl UC,
liC el ED,
KF et HG,
KG Cl AH soicnl <un|uj;ncs.
Parlons encore de A, nous renronlicioas ;
A, AB, eu, L), DE, liC, C, Cl), \lî, lî. lîC, l)K, K, EV, GII. Il, H \, KC,
C, CM. El". I', IC, HA, A.
Tous lo> siinirncls lunl. euGiue p.ulie <l un rn('ni(' i)clc.
Dans les <|iiain' cxeiuples pn'cédcnls, Ions l(\s c()lt''s sont de la |ui'niière sorte, Ions les cvelivs soûl (Inni; de la |ireun(''r-e on de la iliMixirine eal(''j;ori('.
Exemple V. — Le |)olvi;one 1\„ est encore un oclo;.;one ABCDEl* Gll.
Les côtés AB, CD, El', (ill soni de la |iriinn're soiM;; [es C(~)l(is BC, DE, Fd , IIA soûl di' la deuxiènu' soile. Les côlés
Al! Cl DC, ri F et H G
snnl conjugues. On ren( (Uil rer.i snece-,Ni\ rrnenl :
i" l'^n paitant de A, le ciUé AB, |ini> Cl), puis 1), puis Dis ipil e>t de la clcii\ièine sorte ;
2" En parlanl de C, le ciUé CD, puis AB, puis B, puis BC cpii est de la deuxième sorte;
3" En partant de J'j, le ciUé EE, puis Cil, put-. Il, pni> IIA ijui est de la deuxième soite ;
\" En parlant île (i. le ei'itf (ill. piii-, El', puis I'. puis I' ( i ipii i '^1 Av la deux U'uic moIc.
Les sommets se r<;parlisseul donc en ipiiil rc l■^l:le^ lornu's ii'--pril i\ enieul :
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1° De A cl (le D; 2» De G cl (le B; 3° De E et de II; 4" De G et de F.
Ces cycles sont ouverts, puisque dans la reclierchc de chacun d'eux on a été arrêté par la rencontre d'un C()té de la deuxième sorte. Ils sont donc de la troisième catéf^orie.
On peut pousser plus juin encore la classilicaiion des polygones R„ et des i;roupes G. Voici de quelles considt'ratinns uou^^ pourrons l'aire usage à col cll'ol.
Considérons d'aliord un cycle de la première catégorie et un sommet A,, di- R,, faisant partie de ce cycle. SoientE, le côté suivant, C, son C(jnjugué, A, le somme! suivant, B^ le calé suivant, Cj son conjugué, Ao le sommet suivant et ainsi de suile, on poursuivra de la sorte jusqu'à ce qu'on arrive à un si)uim(;t A„ coïncidani avec A„.
Ou pouT'r.i nu'iiic pnuisuixre iu(l('liiiiiueat de celle façon sans vive jamais arrêté puisqu'on ne rencontrera pas de ctUé de la deuxii'rme sorte. Mais le sommet A„ ne dilierera pas de A», le sommet A„^_, d(! A,, cl, eu g('M('ral, le
somuiet Ays de A/, si l'on a
h E^ /■ (iiiod «).
Le cycle se compose alors de /i sommels distincts, à savoir Ao, A,, ..., A,,.!.
Supposons maintenant qu'on décrive autour de A„ un cycle inlinimenl pclil quelconque; on sortira de R^ par le c<-)té B,, pour enlrer dans le polygone R,. Considéré comme a|)parlenant à ce dernier polyg(jne, le c<t|{'' B| sera lliomolf)gue de C| ; parcousi'qucul, le point A,, sera l'homologue de A, et le C('')té suivant sera l'homologue de B^. Le cycle inflniuicnl pclil (h'cnl aulour de A^ sortira ensuite du polygone R, en IVauchissant ce c(Ué iiiimologue de HoClenli'cra dans un certain polygone que j'a|)pelle Ro. Considéré comme appartenant à ce polygone, le C(')té qui, dans R,, était homologue de B^ sera homologue de Cj ; le |)oint Aq sera homologue tie A-, et le côté suivant l'homologue de B3.
On continuera de la sorte, la loi est manifesle. Ou passera suecessiveuiout dans les polygones R„, R,, Ro, ..., R,/_, el enliu dans R^,^ qui (lc\ ra se confondre av(M' R||.
On sortii-a du polygone R/t pour entrer dans le polygone Ra+i en franchissant un côté qui, envisagé comme appartenant à R;t, sera l'homologue de B^^i et qui, envisagé comme apparlenaut à R*4.i, sera l'homologue de C/,+t. Le souimct Aq, en\ Isagé comme apparlenaal à R^, sera l'hoiiKddgue de A/j.
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INIais le |)oUj;oMe R,y (It)it x' coiilDiulro avec Ro ; donc le soiiimct A^ ne doil pas ilirt'ércr de Ao ; ou a doai-
q ^ o (mod n), tl'où
<j =pn.
I.<' iiiiiiiiiro des ])(ilvi;i)n('s (|iii ont un soniniet en A,, sera donc divisible par n. Lii Hi;ure ri-jniulc (''clalrcira peul-i'lrc ce ipii pic'cède. Nous y avons supposé
Nous n'axons représenté que les parties des poljf;ones qui sont infiniment voisines de Aq ; c'est pourquoi cliacun de ces polygones est représenté seule-
Fig. 6.
ment par un angle. Dans le voisinage de chaque sommet A (ou de chaque côté B ou G) et il l'intérieur de chaque polygone R,-, nous avons marqu('' une lettre iniliquant quel est le soniineL (ou le C()té) de Rq dont ce sonunet A (ou ce côté B ou G) est l'homologue si on l'enx isage comme faisant partie du polygone R,.
Nous avons donc, autour du point Aq, pu angles dont la somme doil être égale à air, et comme dans deux jiolygones congruenls les angles iiomologues sont égaux, on aura, entre les angles A, la relation
Or on a
II \ ient donc
A|-l- A2 + . . .+ Ar/_, :
AjtnH
Axn+2
A/.,;+«-i= Aj-t- A, -H... -H A„_|.
Ao-I- Ai-f- A2 + . . .+ A„-, = ^,
ce qui permet d'énoncer le tli<''orènie sulsant :
La somme des unifies de Rj (jiii (•iiircspundent aux sommets d'un même cycle de la première calé^-orie est une partie aliquote de 2-iz.
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Mais ici deux cas peuvent se présenter : ou hirii la somme de ces angles sera égale à 21:, ou bien à 2— divisé par iiii nombre entier plus grand que i.
Dans le premier cas, je dirai que le cycle appartient à la première souscatégorie; dans le second cas, qu'il appartient à la deuxième sous-catégoric.
Les propriétés des cycles de ces deux sous-catégories ne sont pas tout à lait les mêmes; c'est ce qui nous engage à taire dans la jjrcmic re tamillc une coupure, et à séparer, sous le nom de premier ordre, les polygones Ro dcuit tous les cycles sont de la première sous-catégorie, pendant que les autres polygones Rj qui auroul un cycle de la deuxième sous-calégorie formeront le deuxième ordre.
Reprenons les polygones R„, R,, ...,Ry_, qui ont un sommet en Aq.
Envisageons la substitution ri'elle cpii cbange R,, en R„ et qui t'ait évidemment partie du groupe G. Cette substitution ne changera pas le point Ao qui devra par conséquent en être un point double. C'est donc une substitution elliptique; elle pourr.i se mettre sous la forme (3) (§ I) et de telle sorte que
Supposons maintenant que le |ioint Ao, au lieu d'appartenir à un cycle de la première catégorie, appartienne à un cycle de la deuxième catégorie. Tous les raisonnements précédents s'appliqueront, puisque nous n'avons suppos(' qu'une chose : c'est que le cycle était fermé, et puisque cela est vrai des cycles de la deuxième comme de ceux de la première catégorie. Seulement le nombre q, et par conséquent le nombre/), seront infinis. La somme des angles correspondant aux (li\crs sommets du cycle sera donc nulle et c'est ce qu'il était aisé de |>révoir, puisque tout angle tl'un polygone normal dont le sommet est de la deuxième catégorie est évidemment nul. Lu subNtilution réelle qui change R„ en R„ ne changera ])as A,,. Ce sommet en sera donc un point double, et comme il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbolique.
Soit S cette substitution; soit Ca le côté qu'il faut franchir pour (lasser de R* dans Ra^.]. Ca^„ sera le transformé de Ca par S, de sorte que les divers côtés Ca seront les transformt-s successifs de Cq, C(, ..., C,j_i par la siibsi itiition S et la substitution inverse.
Supposons d'abord que la substitution S soit parabolique. Nous avons vu (§ I) qu'un arc (îni de courbe qui ne coupe pas X ne peut rencontrer qu'un nombre fini de transformés successifs d'un cercle -tel que Cg par une substitution telle que S et par sa substitution inverse. Un pareil arc ne passera donc
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qu'à li'avcrs un iiouihii' liiii des polygones R„, R,, ..., R^, ..., qui oui un siuuiucl eu Aq.
Supposons, au conlr.iire, que l;i suhsiil ul imi S soltliyperbolique. Soient A,, et A„ les doux points doubles de celle sulislilution, C le cercle décrit sur A^A'^, conunc dianii'lre. Nous avons vu (§ l) qu'un arc fini tie courbe qui ne coupe pas X rencontre un nombre infini de transformés successifs d'un cercle tel que C„ ou n'en renconire qu'un noud)re lîni, suivant qu'il coupe ou ne coupe pas le cercle G. Un pareil arc traversera donc un nombre infini des polygones R„, R,, ..., Ry, ..., s'il coupe G, et il n'en traversera qu'un nombre fini s'il ne coupe pas C. Si la substitution S est parabolique, nous dirons que le cycle auquel appartient Ao est de la troisième sous-catégorie; si elle esl byperbolique, nous dirons que le cycle esl de la quatrième sous-catégorie.
Gela va nous |)crMU'llre de subdisiser les deuxième, qualriènic, sixième, s(;ptièiuc tamilles.
Un groupe de l'une de ces familles appartiendra au premier ordre de celte famille s'il ne contient pas de cycle de la quatrième sous-catégorie, el au deuxième ordn; s'il conlienl des cycles de la qualrième sous-catégorie (').
Ju^qu ici, nous avons raisonné sur les groupes lucbsiens en supposant qu'ils exislaient et nous n'en avons pas démontré l'exislence. Nous avons vu que (oui grou|>c fuclisien G peut être considéré comme engendré par un polygone normal R„ dont les côtés sont de deux sortes; ceux de la première sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la deuxième sorte sont des segments de l'axe X liii-ii]('iiie. i^es côtés de la première sorte sont au nombre de 2« et se répartissent en |)air('N de côtés conjugués. Quand on couuait le jiolygone R„ et la réparlion de ses côtés en paires, le groupe G correspiuidiiiu est, en général, parfaitement dé-terminé. f)u;uil aux sommets, ils se répail Uscril en un certain nombre de cycles.
Pour pouvoir donner nais sa rue à un groupe Iik li-.Kni ( i, le polygone 1\q doit .satisfaire à deux conditions :
C) On peut se passer de cette flernicre sutjflivision. Poiiuaré tlcnioiilre plii.s loin (lu'on peut éviter les cyeles fie la quatrième sous-catégurie, en niodiliant conveiialjleiiienl le puiy^one H„. Mais cette diMiiunslratimi appelle des critiques; en réalité, le polygone générateur n'admet pas de» cycles de la qualrième sous-calégoric. Voir les Notes fi la fin du Volume. N. K. N.
1° Deux côtés conjugués doU'ent être congruenls ;
2" La somme des angles d'un même cycle de la première catégorie doit être une partie alicjuote de 2 tt.
Ces conditions sont nécessaires; sont-elles suffisantes? C'est ce que je vais démontrer.
Je suppose que le polygone Ro soit donné, ainsi que la distribution de ses cotés de la première sorte. De cette connaissance résulte celle des substitutions fondamentales du groupe correspondant et par conséquent la possibilité de construire les polygones R limitrophes de R„ ('). Opérant sur ceux-ci comme on a opéré sur R„, on construira les polygones limitrophes des polygones déjà obtenus et conlinuanl indéfiniment cette opération, on construira une infinité de polygones congrucnts à Rq- Mais ici plusieurs hypothèses peuvent être faites :
1" Ou bien les polygones ainsi construits cou\ riront une partie du plan mais ne la couvriront qu'une fois de manière à ne pas empiéter les uns sur les autres et à ne pas se recouvrir mutuellement. Alors ils formeront une sorte de damier; la portion du plan envisagée sera partagée en un certain nombre de régicuis congruentes entre elles. L'existence du groupe fiirlisien correspondant à Rq sera donc démontrée.
2° Ou bien les polygones construits de la sorte empiéteront les uns sur les autres de façon à recouvrir une partie du plan plusieurs fois ou même une infinité de fois. Dans ce cas le groupe auquel conduirait R^ (c'est-à-dire le groupe dont les substitutions fondamentales sont celles qui changent chaque ci'dé de la première sorle de Rq en son conjugué) est continu; ce n'est j>as un groupe fuchsien.
Comment reconnaitrons-nous mainleuaul (|ucl est celui de ces deux cas au(pi(^l nous avons all'aire? Considérons un point quelconque A, intérieur à R,,, et un second point R quelconque. Joignons A à B par un arc de courbe quelconque AMB. Cet arc sortira de Ro par un certain côté Co ; on construira alors le polygone R,, limitrophe de R^ le long de C., ; si AMB sort de R, par un côté C|, on construira le polygone Ro. liiiiilroplic de R| le long de C, et ainsi de suite.
Les arcs AMB seront fie deux sortes :
l" Ou bien, après un nombre fini d'opi'ial ions de ce genre, on finira par (') 11 faul excepter les cas dont il est, nuestion dans la iiule de la paye ui). >i. E. i\.
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trouver un polygone R„ duquel ne sorte plus l'arc AMB, de telle façon que le point B soii à l'intérieur de R„ ; c'est alors que le point B se trouve dans la punie du plan rocnuverle par les polygones R et que l'arc AMB ne sort pas de celle parlic du plan : Tare AMB sera de la première sorte.
2" Ou i)i<'n. (pielcpie grand que soit le nombre des opéralicuis elVecluées, on ne trouvera jauiais un polygone Rn duquel ne sorte plus l'arc AMB : l'arc AMB sera alors île la deuxième sorte.
Au >ujcl (lu poiul B (Ml |)eut faire trois liypotlu''ses :
i" Tous les arcs AMB (lu'ou peut Ir.iccr cnlre A et B siuil de la (l(Mi\ii''nie sorte; le point B est alors hors de la partie du plan recouverte par les polygones R.
2" Parmi les arcs AMB tracés entre A et B, il y eu a de la première sorte; cliaciiu de ces arcs conduit, d'après ce qui précède, à un polygone Rn à l'intérieur duquel se trouve B. De plus ce polygone R„ est le même quel que soit l'arc AMB de la |)r(Nnière sorte pnr lequel ou a jcuul les deux points A et B. Dans ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones R; de plus ces polygones ne recouvrent celte partie du plan qu'une seule fois el l'existence du groupe fuchsien correspondant à Rq est démontrée.
.1" Parmi les arcs AMB tracés entre A et B, il y en a de la |>remièrc sorte ; cliacuu deux couduil à nu polvgone R„ à ["iul<'Tieur duquel se trouve B; mais ce polygone change quand ou change l'arc AMB. Dans ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones R; mais ces polygones recouvrent celle partie du |)lan plus d'une fois de telle sorte qu'il n'y a pas de groupe fuchsien correspondaul à Ro-
Nous sommes donc conduits à la règle suivante :
Il faut joindre deux points A et B par deux arcs AMB, AiNB de la première sorte el rechercher si ces deux arcs conduisent ii un mc'inr polvgone R„.
M, 11'- MoM> pou\cms la moililier (h' la manière sMi\aiile : On trace un contour fermé AMA, dont le point initial et final A est iiilcricur à II,,; si cet arc A.MA sort de Ro par un côté Cj, on construira le polygone Ri, limitrophe de R„ le long de Co; s'il sort de R, par un côlé C,, on construira le polygone R2, liini- Iruphe de R, le long de Cf el ainsi de suite. Je suppose de plus que l'arc AMA soll de la première sorte, c'est-ii-dire qu ou l'ail choisi de telle manière qu'après un inuiihre dm d'opir.ilioiis. on arme à nu polvgone R„ d'où ne soiic plus l'arc AM \. l'iiiif ijiii' le groupe jacksien. existe, iljniil rt il siiflit ([uv , quel
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que soit le contour AMA de la piemicre sorte, le polygone R„ soit précisément Rg.
Supposons d'abord que le polygone Ilo envisagé n'admette (las de cyele de la quatrième sons-catégorie.
Dans ce cas j'énoncerai les tliéorcmes suiv.uits :
I. Tout arc de courbe AMB qui coupe X est de la deuxième sorte. — En eiïct, le polygone Rq est tout entier an-dessus de X et il en est par conséquent de même de tous les polygones Jl qui lui sont congruents. Supposons qu'on construise les polygones R, , R^, . . . , R„ couime il a (■!(• dit plus haut. 11> seront tous dans la partie du plan située au-dessus de X, et, connue l'arc AMB doit sortir de cette partie du plan, il devra sortir tle R„ rpielque grand que soit /; .
II. Tout arc AMB cjui ne coupe pas X est de la première sorte. — En eft'et, je construis ci^mmc il a clé dit plus haut les polygones
lî,, K.,, ..., li,,
et j'appelle ),^, la porlinu de l'arc AMB qui est à l'iiilérieur du polygone K/,. L'arc AMB \a se trouver tlécomposé eu une s('rie dans a,,, ),, , Ao, . . . , coiiespondant à la série fies polygones R„, llf, lîj, .... l>i' uoud)rc tic ces arcs ((pii est celui (l(\s polygones correspondants) seia liui si AMB est de la première sorte ( ce (|ue nous nous proposons de démontrer )pI iuliui dans le cas conir.uie. L'arc ),^, |oindra ('v idcmiiu'Ut deu\ côtés de l,i pi'euiièie soric du polygoiu' lî,,, CLir il ne doil pas coiq)er \ et ne peul, par ("onséciucnl , aboutira un C(')té de la deu\ièuie sorte, puisque ces côtés sont des segments tic X. On peut d'ailleurs taire deuv livpotbèscs :
1" ()n peut supposer que les ilcu\ côtés auvqucLs alioulil I arc /,p stuit deux ciités const'cul ifs du polyginie R^ séparés seulement par uu sommet A^ de ce polygone, ,1e dinii (pic )./, est de la première espèce et qu'il sous-tend le soinlucl A^,. Kxcirqiles ; les arcs CIJ cl 1' < î de la ligure ".
2° Un peut supposer (pie les deu\ C(')t('s auxquels aboutit l'arc ly, ne sont pas conséciitits, et dans ce cas je dirai que Ay, est de la deuxième espèce. E.\.em|)lc : l'arc AB de la ligure. Le polyg(jne R^, étant congruent à Ro, l'arc ),/, sera congruent à un certain arc À joignant deux points du périmètre de Ro apparleuaiil à deux c(jlés non ctuisécutils. Il est clair que la distance de ces deux points ne pourra être inlininieul |ictile et que, par conséqueiil, la L H. I'. — II. i8
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(l'oir ^ ]\) (le col arc ). ne sci'ii |);is ui>n |ilii'; iiilliiiiniiil |)clil(\ iiiiiis scr.i plus •jramlc qu'une ccrt;niii' ([u.mlili' (louiicc l\ . l/i \, ilc l'arc Xp scr.i la iiii'uic ([ue celle (le 1 arc eoni;riu-nl a; clic sera diiiic plus jurande que Iv.
Soil Lo la \j lie l'arc AMB; elle est finie, parce que cel arc ne coupe pas X.
Le iionihre des arcs ),/, de la seconde espèce sera donc plus petil t[ue -r- > el |>ar conséquent llmilé.
( )[i piiuna I II HIC priMidi'c ij a^sc/. ^r.iud pour (pic les arcs Ay_,_i , /.y^.>> •• • et en s;énéral les arcs A^ où /' > '/ soieiil tous de la pi('uii(''re e^p('ce; il reste à (l('inonlrer (pie le iiiniilire de ces arcs A^ (/>>> (^ ) est lini.
J'envisajic dcu\ arcs consécutifs '/,p et >./,_,_, el l'arc [JLp = X;) -H X/,+ i lormé par leur réunion; je dirai que l'arc 'j.p e^l de la pr(;iiiière catégorie si les arcs
l'ig. 7.
Kp et A/,^i sous-teiideiii iiii iiKMiie soinuicl, el de la deuxième catégorie dans le cas contraire. \ iiisi l'arc (>K de la ligure sera de la deuxième catégorie el l'arc FH de la première, parce ([ue l'arc (]1) soiis-lend le siuiimet A^, pendant que les arcs FCi, (jH et DE sous-lendcnt le sommet A' .
l'.nvisageons un arc <Xp de la deuxième cah'gorie : il aboiilira à deux C(")lés de la piemière sorte appaihiiaiil l'un à R^,. l'aiilre à H/j+i et il tr.nersera le ci'ité C^ qui sert (le Irmilic're ('(immiine ii ces deux [lolygones ; d'ailleurs ces trois côtés n'ont aucun point commun.
Le polygone R^ élaiit congriienl à R,,, le c(')l('' i\p sera congriienl :'i un des crUés II de W^. .Soit R' cidiii des polygones 1! (pu c>l limilroplie de R,, le long de H: l'arc 'x„ sei'a C(jnuiueril d'iiii ceilain arc <t. dmil rime des e\l ii'iuili's sera sur un des e()tés B de l!,, el l'aiilre -.cra sur un des C()tés R' de R'; cel arc traversera le e()té II. D'ailleurs les lidis C(')t('s R, II et R' n'aiii'ont aucun pniiil commun.
Dans ces condilions. il e>l claii' ipie l,i l,de l'arc a el par cons(''ipiciil celle de jAy, n'est pas inlinimciii pclile ci e^i plus grande qii une (piaiil île lixe l\. Il -iiil de là, Comme plus linil. ipie le uimilire des ai'cs u.p de la deuxième cali'goric est limité el ipi Un pourra prendre (j assez, grand pour ipie Ioiin les arcs
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'J-ii+i- '■'■I/+2- ■ • • f^t en i;('ii('ral tXpi p ^ (j ) soieni loiis de hi jirciiiièrc catégorie; en d'iiutres termes, tous les arcs )-^+i, Ay_,_o, ... et en gênerai tous les ares X^(y) > </) sous-tendront un même sommet D.
Il reste à ilc'inontrcr que le nombre de ces arcs "kp sous-tendant le sommet D est fini. Nous pouvons taire deux livpotlièses :
i" Un bien D ap|)arlient à un cycle de la première ou de la troisième catégorie, et alors ce sommet n'appartient f[u'à un nombre liui de polygones R, et par conséquent le nondire des arcs kp est nécessairement fini ;
2" Ou bien D afiparlient à un cycle de la deu\ième catégorie, c'esl-à-dire de la troisième sous-catégorie, puisque nous avons supposé que le polygone R„ n'admettait pas de cycles de la quatrième sous-catégorie. INous avons vu (§ V) qu'un arc de courbe ne coupant pas X ne pouvait traverser (ju'un nombre fini des ])olygones auxquels appartient le sommet \). il suit do là que le noudjre des arcs \p est fini.
Donc, dans tous les cas, le nond)re «les arcs \p est fini; doue l'arc AMB est de la première sorte. c. q. f. n.
Donc In jiarlii' <lu ji/un rrcoini'flc jxir l<;s /mly^-oncs R esl In jxiÊlic située au-di'ssiis de X.
Considérons maintenant un contour fermé AMA de la première sorte, c'està-dire ne coupant pas X; appliquons-lui la règle exposée plus haut et supposons qu'en le parcourant on renccuitre successivement les polygones Ro,R|, •■• pour armer au |iolygone R„ quand on sera de retour au |)oinl A. Si le j)olvgone R„ est précisé'uienl R,,. je diiai que AMA est de la picmière espèce, et, dans le cas contraire, qu'il est de la deuxième espèce. Pour que le groupe l'uclisien existe, il faut et il suffit que tous les contours AMA de la premièi-e sorte soient de la première espèce. A ce sujet je démontrerai successivement les théorèmes suivants :
III. Si le contour AMA se compose : i" d'iui arc de courbe AMB, 2" d'un contour fermé infiniment petit BiNB, '>" de l'arc AMB parcouru en sens contraire , il est de ta première espèce.
En elTet, construisons successivement, d'après la règle exposée plus haut, les polygones Ro, R|, Ro, ••., R^m que Ion rencontre en parcourant l'arc AMB. Parcourons ensuite le contour infiniment petit BNB. On peut faire au sujet de ce contour trois hypothèses :
ijo TUKOHIIÎ MRS (illOI PKS FlinilSIIÎN'S.
i" Ou liicu H_M? i-olo liiiil rnlici- ii l'IiiirTiriir du |)i)l vj;i)iie R,„ et alors parcourant ce couldiir nu ne ^nrinw |ms île ee |ii)lvi;()iie ;
2" Ou bien BAB fr.uicliil uu des eittés C,„ de R„,, uiiiis sans envelopper un des souluu•l^ de ce polygone. \lor>. en sui\anl le contour, (Ui sortira d'abord de R,„ en t'r.incliissant le cot(' (j,„ pour entrer dans un nouveau polyj;one Rm+i, puis on sortira de R„,+i t'u franchissant le côté C,„ en sens contraire cl par conséquent en rentrant dans R,„;
3" Ou bien BIVB emcloppe un des sommets de R,„. Ce sommet sera forcement de la première catégorie, ]uii\(pi il ne pourra être sur X. Ce soiumet appartiendra ii un cvcle comprenant par exemple 11 sommets et la souime des angles correspondants sera ^^ • (^n rencontrera alors en iiarcourant B?sB suc-
cesslvenicnt j9/i polygones R,,,.^), Rm+21 ■ • -i Rm+pn ; la somme des angles en D de tous ces polvjidnes ('tant aTt. R,,,.,./,,, se ronfondr,\ a\ec R„,.
Donc, dans tous les cas possibles, on retombera sur le polys^one R,„ après avoir parcouru le contour BINB. Parcourons maintenant l'arc AINIB en sens con- Ir.iire; nous rencontrerons successivement les poh;;ones R,„,R„,_|, ...,11,, R,,, c'est-à-dire, d.m- I ordic luxerse, ceux ([uc nous axions rencontres en p.ucourant une première fois l'arc AMB. (^)uand nous scnuis de retour au point A, nous rclomlicroiis ^iir le pid\L;oiic 1',,. l)ouc- le coiiloui- AIVIA sera de la première espèce. c. q. k. u.
I\'. Si deux coiiloiirs AMBPA, APBNA sont de la pronicrc soitc el de la première espèce . il en sera de iiiè/ne du ca/ilnur K^ilUW Jnniir par leur réunion.
En efFel, si AMBPA, AI'I'.N \ -oui de la pniuicrc >ortc, c'est que ni AMB, ni AAB ne sortent de la r(''f;ion recouverte par lis poU>;oncs R et, |)ar conséquent, que AMBÎVA est aussi de la première Mirie.
Si AMBPA est de la j)reinière esj)èce, on arrive au mr'mc polygone R„ en
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suivant l'arc AMB ou l'arc ABP; si APBINA esl de la [n-eiiiicre espèce, on arrive au même polygone R„ en suivant l'arc A PB ou l'arc ANB. Donc on arrive au même polygone R„ en suixani l'arc A.MBou l'arc ANB. Donc AMBNA esl (le la jiremière espèce. c. q. v. n.
V. Si an contour AMA est de la première sorte, tout contour ANA qui lui esl intérieur est aussi de la première sorte.
En ellet, si AMA ne coupe pas X, il en sera de même du conlnui- iiih'ricur
ANA. C.Q.F.D
VI. Un contour quelconque AMA de la première sorte est de la première espèce.
En elTet, ce contour pourra ("Irr dicdinposi' en une infinité de contours comme ceux qui sont considérés dans le tlii'orème III. En vertu du ilM'orème V, ces contours sont tous de la ])reniièr('' soric ; donc' en vertu du lluiorème NI cliacun d'eux est de la première espèce, donc en vcrlu du llié(uèiue 1\' le contour total lui-même AMA esl de la première esjièce. e. q. y. n.
L'existence du groupe Juclisien correspo/nla/if à R^ est donc di'montrée.
Les polygones Fi Ir.insfoi-iiK's de li,, par li-^ di\eis<'-> sul>^l il ni ions de ce groupe recouvriront toute la partie A\\ pian >iliii'c au-dessus de \ et ne la recouvriront qu'une fois.
Je suppose maintenant (jui' H,, ad/netle des cycles de la quiilrirme souscatégorie (' ).
Les théorèmes I, 111 et IV seront évidemment enc(jre vrais. Mais il n'en sera pas de même du théorème II. Voyons comment il faudra le modifier dans le cas qui nous occujje.
Reprenons les notations de ce théorème. On di'inontrera comme plus haut que l'on peut prendre q assez grand pour que tous les arcs \p où p > q soient de la première espèce et sous-tendent un même sommet D. Je n'ai rien à ajouter pour le cas où D est de la première ou de la troisième catégorie, ou bien de la troisième sous-catégorie. Supposons maintenant que D soit de la quatrième sous-catégorie. Le nombre des arcs )./i(/>>'/j sera-t-il fini ou infini? Nous avons vu (§ V) qu'un arc de courbe (|ui ne coupe pas X traverse un nombre
(') KoiV la note de la page iS/j. N. E. N.
t {•> lllInlllK Ii|:h I.IKItlI'KN l'IllllHlKNN.
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■•iilt «ciill r Mil \ .
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Hiiii (:iiii|ii^iii'', |iiii^ mil' virgule, |iiim un iiiiln' l'Mr ilr lu |ii'<'iiiii'ri' >i(ii'l(', |iiii<« mm riin jii^'iii-, |iiiiH une sii|;iil<', cir,, ciilin j'i'crifii il l;i ^iiilc !<• niiiin''ni* lU'* ii')\rH (If 1,1 ilfiuifuif ^iii'lf. l'.ir r\f|ii|ilf, Si l'i„ fil llll 111 lo^'uiii 'l'iiil If4 r'i'ilf'i»
'Ir i.in;.' illl|i.lil iillrnl 'Ir l.l lll'f lllirl f Hlll'lf , Ifll» «le l'.llir plll 'Ir l.i 'Irimrlllf nui Ir II '1,1,1 Ir , ruil's ii|i|ii, <■ . <lr 1.1 |il rnini r ml If 'iiilinl i ' ni | ii[.'l|f n, jf i|li 1 1 i|nr Ir |i<il y;.'uni' lî,, r ,1 ilii . \ ilniir
II, >;; ■>/,!:» I
.rillll'/il iiillHl 'l'Iini Ir nuinliif '!(!* (liîilirit (l<! (;llill|llf; mirlc f I lil ilioll iliiil imi 'lf>) fùll'-n fil llllil'f ■(. I )f 1 f lli 'Il I I ilillli'ill 'If •. ( ('l|('< fil ll.lilf -. , III IIM '|i''i|llllull . < rllf
<lrri« Hiiniiiif l<i f n cyf le «.
.Ir ViiiH iiiiiiiilf iiiiiil fliiilifi i|nfli|iifH fXfin|ilfit, fii iiif tcrviinl 'If-^ niil.iliiMi» |ir<'T<'-<|f nl<ri),
/', / rl,ijl/i I i \/\, 'J.'l j :
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ils siinl doiii' ci)ni;rucnts. Enliii l'auiilo V csl ('nal à — i l'anclc B A- I) il —,
n jj o
fl
l'uni;!»' (1 à —, les noiiilircs a, [i, v tHaul riilK rs.
Nous pouvons joindre les deux souiniels opposés A el G par un arc de cercle ayant son cenlre sur X, le quadrilatôre R,) se Irouvcra ainsi (h-coniposé en deux triani;les curvilignes ACD et ABC
Je V(uidr,\is inainlciiaiit di liiiii' nui' cxjiiessioa dont je serai inielqnelois appelé à nu> servir dans la suite. Eii\ isageons dans le plan une liMiisloruialion par rayons \(Ml('ur> n'ciprorpies ; su icnl o le cenlre de la Iranslurnial mn el K.- son paramètre; le cercle C dont le centre est o et le rayon K demeure inaltéré par la transturmation. Je dirai que cette transformation est une rèjlexion sur le cercle C et que deux figures transformées réciproques sont symétriques par rapport à ce cercle.
Cela posé, il est clair (pie les deux triangles ACD, ABC sont symétriques par rapport au cercle AC. il suit de là (pic les angles curvilignes CAD et CAB, ACD et ACB, ABC et ADG sont égaux et par conséquent que le triangle ABC
, . , , t: H Ti
a ses trois angles resi)ecti\eiiieiil eijaux a - I 7r> -•
Soit maintenant R| un quadrilatère limitrophe de Ro le long d'un de ses ctités, (](' AB par exemple; ces deux polygones seront symétriipies par iM|)port au cercle AB.
(ieii llllll^ riuidiiil. d.uis le eas pari leii I ler' (pu luiiis oeiiipe, il une conslnictlon 1res simple du -\>|eiiie di"- piiU^oïK's 1\.
( )ll ei)ii--l ni lia d al)()i(l MU I ri.ili;.; le \ 1!( 1 doiil les I iios ailg les ^e|•lllll re>peel i\ c-
iiieiil - ' 7 ' - : un lie ni e( m si m ne une iiiliii ili' de parei l> I riant; les, mais 1 1> sont ^ ^ ., I 1
tons eiingriieiils eiilre eux; (iii eoiisl iii iia ahirs les li'iangles SYUiél riipies de ABC par lappiiil ii leurs eiilis iisiis lilires el ainsi de siiile. ()ii parlagera ainsi le |)iau eu une iulliiili' de Inaiigles loiis coilgiiienl s ii ABC (MI il \('il) el eu les réunissant deux ii deux, mi .iiiia partagi; le |)lan en unv inlinilede (piadrilalires cnui;ruenls ii i'i„ — MîCI).
(^)ii .11 ri\ era-l-i I si I un des m nul ne s eul lers a, ^i. "' de\ leiil m Uni ; sii|i|m)siiiis par exemple ipie ec soil -' (nii de\ lenne inliiii; l'aniile (1 ipii était ('gai il —
dex leiidiM nul ; le e\ r|c liiinii' p i r le suiiinni ( , cessera d r-l le de Li |ireiii leii' eilegiirie pDiir de\eiiiide 1,1 iniisièiiK' si 111 s-cat égiM'ie . lî,, se eoiilpi iser.i 1 1 eniiU'e de deux Iriaugio AB(_!. \l>(_i s\ nii'i rnpies par lappiirl .m eeicle \(.. Les deux Cl')! es A C et BC sont des arcs de' cercle qui sunl lan^enls en un pninl (y silne
sur X; le côté AB est aussi un arc de cercle coupant AG et BC sous des
ana-les - et ^".
Supposons en particulier :
Supposons de [)lus, pour achever de déterminer le triangle ABC, que les côtés AG et BG se réduisent à deux droites per[)endiculaires à X de telle façon que le point G soit l'ejeté à l'infini; que la droite BG prolongée vienne passer par l'origine O; que la distance des deux parallèles AG et BG soit égale à -• Le cercle AB aura alors [lour centre o et pour rajon i . On relondiera ainsi sur le F undamentaldreieck de M. Klein (yI/«</(e/»a^t5cAeyi««a/e«, Bd. XIV). Le groupe fuchsien correspondant est extrèuienient remarquahle ; il se compose de
toutes les substitutions ( ;,— ^ -\ telles que rt, 6, c, d étant entiers, on ait
ad — bc =^ I. G'est la considération de ce groupe et des sous-groupes qui y sont contenus qui est le fondeuient des reclierches de M. Klein -.ur les fonctions modulaires.
Exemple //(iG, ^(5, '.\\) :
G'est l'exemple I du paragraphe V. Le [)olygoneRo est un hexagone ABGDEF et les sommets forment quatre cycles distincts formés respectivement des sommets A; B et F; G et E; 1); les angles curvilignes A, B + F, G -h E, D doivent
être respectivement cijaux a — i -rr- • — ' -iv-; a, 3, Y, o i;tant des nonn)res
entiers positifs ou infinis.
Un cas particulier intéressant est celui où l'hexagone se décompose en deux quadiilalères ABGD, ADEF, symétriques pai- rapi)cu-t au cercle AD. Dans ce cas, on a, pour les angles curvilignes de ces deux quadrilatères, les valeurs suivantes :
BAD = DAF = - ; CD A = EDA = T ;
Pour construire tous les hexagones R, on pourra alors opérer comme dans l'exemple précédent; on construira le quadrilatère ABGD, puis les quadrilatères symétriques par rapport à chacun de ses côtés, puis les quadrilatères symétriques de ceux-ci par rapport à chacun de leurs côtés, et ainsi de suite.
Considérons maintenant un exemple plus général. Supposons que Ro soit un polygone de a« côtés de la pi-emière sorte dont les sommets soient successive-
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\ cmi'iil V , . \ ., \„, \„ , I , I5„, n„_i l>j. .Sii|i|)iisi)iis (|ii(' les (:(')lt's
A|As et A,Hj, A2A3 el BjB,,, ..., A^iA, ci li„-,li„, A„A„+, el B„A„+i
SDioiil Clin jii^iii's. Los somniols so ri'|iinl iroril en /( + 1 cvcles :
Ai; As, Bj; A3, B3; ...; A,,-,, B„_i ; A„, B„; A„+i
el le pipl\i;iine R„ s'i'c'i'ira, (l.uis le syslènie de ii(il;il 11111 ailii|ilé :
(i .f.ii, ■> .f.n — 1 , 3 . •->. /( — •>-, . . . , « — !.« + .>,, /I . Il -r i).
Dans 1111 certain cas pari iciillcr. ce i)i)lyj;'>nt' f^o ^"^ divisera en deux moitiés
A, Aj A3 V„^.| et A iBjBs ... B„ A„^, syinclri(|ues par rapport au cercle A, A„_^, .
Chacune de ces molliés est un polygone curviligne dont les côtés ont leurs centres sur X et dont les angles sont des parties aliquotes de tï. Pour construire tous les polygones R, il sullil de partir de A, A^ A3 ... A,,^, , de construire les polygones svinetiicpies de celui-ci pai- rapport à luu de ses côtés, puis les polygones syiu('lri([ues de ceux-ci pu- lajipoil à cliacun (!<■ Ii'urs ci'ilt's, el ainsi de suite.
On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de polygones générateurs de groupes fnchsiens. Parlons seulement des exemples déjà cités au paragi'aphe V. Avec le mode de notation adopté, les polygones Rq des exemples II, III, IV et V s'écriraient :
Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples doit salislaire le polygone Ro pour donner naissance à un groupe fuchsien?
Dans les trois premiers exeiiiples les ci') lés conjugués doi\ eut Tire congrucnts. De plus, dans rexciuplc 11, la somme des angles de rang pair, comme celle des angles de rang im|iaii-, doit être une |iarlle a liq 110 te de 271; dans les exemples 111 el IV c'est la somme tle tous les angles qui doit diviser 2n.
Dans l'exemple V^, le |)olvgone R^ n'est assujetti à aucune condition.
"VIII. — Classification en genres.
.l'ai fait voir dans ce qui précède commeiil mi pomail partager la partie du plan qui est au-dessus de X en uwf iiiliiiiir' de [jolygones curvilignes R
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coiii;riieiils cuUe eux. Eii\ isaf;eons niainlonaiit la partie du plan qui ot au-dessous de X, el dans cette partie du plan les polygones curvilignes R'^, R', , ... qui sont respecli\cnient symétriques de Ro, R(, ... I)ar rapport à X. Il est clair que si R, est le transl'onué de Ro p;»r une certaine sui)siiiuti(in /,(3) du groupe G, R- sera le transl'oruié de R',, par cette même sul)Nlilul ion. Les substitutions du groupe (i qui transfornieul R„enR,,R2, ... Iranslonueront donc de même R'„ en R', , R.^, .... Mais plusieurs cas sont à considérer: si R„ n'a pas de sommet de la quatrième sous-catégorie, l'ensemble des polygones R et R' recouvre tout le plan; si, au coulraire, nous avons des sommets de celle sous-catégorie, les polygones R etR' laissent non recouvertes les régions situées à l'intérieur d'une infinité de cercles ayant leurs centres sur X (').
Voici une seconde distinction plus importante pour ce qui va suivie. Supposons que le groupe G soit de la première, de la deuxième ou de la sixième ramille, nous n'aurons ni sommet de la Iridsièmc catégorie, ni ciîté de la deuxième sorte. Le polygone Rj n'av.int pas pour cnlr de segment de X sera complèiciiitnl .s('pari' de son sviiirl ii(pie R„ ou bien confinera à ce polygone par un sommet seulement (s'il a des sommets de la deuxième catégorie) et non par tout un côté. Supposons, au contraire, que le groupe G soit de la troisième, de la quatrième, de la cinquième ou de la septième famille, le polygone Ro aura iiii on plusieurs cclti's de la deiixièine sorte <'l eouliiicra à son symétrique R„ loiil le long (le ces côtés. Supposons qu'un supprime ces C(")t('s de la deuxième sorte qui servent de frontière commune à Ro et à R,, : on pourra considt'rer rensemble des deux ligiir(;s l\„ {- R,, comme une seule rt'giou qui sera limitée seulement p.ir des arcs de cercle avant leurs centres sur X, c'està-dire par les côtés de la première sorte de Ro et ceux de R„. L'ensemble de ces arcs de cenle lormera en gtMu rai plusieurs courbes fermées séparées.
Nous alloii-. maintenant pouvoir parler d'une iionvelle classification des groupes fuciisiens. Considérons d'abord iiii groupe de la première, de la deuxième ou de la sixième famille : le polygone Rq n'aura pas de C('né de la deuxième sorte; [lar conséquent les points du périmètre de Ro seront correspondants deux à deux, |)uisque à cbaque point d'un er)té de la pn^iuière sorte correspond un point de son conjugue; les points lul('rlenrs à R,, n'aiiroiil auciiii correspondant ni ilaus ce polygone, ni sur son pi'riiiièire ; culiu Ions les sommets d nu iiK'iue cycle seront rorrespoiulaiils. Supposons inrcui deecuipe
(') loir la noie cii- la piv^K i^a. >'. ]£. >",
I.JS IlIKOllIK l>i:s (.IIOIPES KlICIlSIIiNS
lo nolvj;oiie Un, |)ins quiui !<■ r('|>lic eu le (Icldiniuil d iiiir iiiiuiicie CDUtimic 01 (le toile iaçon que les |)i>iiils eorrcs|>nii(hiuls ilc son piririièlre viennent se coller Tmi coiiire l'aulre; après celle délornial ion, Pio sera devenu une surface fermée. Si, par exemple, on reprend le qiiadrilalèic \IÎCD do l'ovemplc 1 du paragraplio pr('oédenl (!t si, après l'avoli' di'Coupc', mi le replie eu le diMoiiuanl de telle sorlo quo AB vienne se coller eulio AI), puis 15(1 roulie CIJ, R,, aura pris laspecl d'une surlace fermée convevo.
Considéi'ons uiainleuant un quadrilalère ABCD du système (i3, :^'i) de telle sorlo quo AB Miit ooiiiui;u(' i\c I )C et BC de AD. Ro|)lions lo quadrilatère de façon à coller AB contre DC, il prendra l'aspecL d'une sorte de cylindre (juverl par les deux bouts, les côtés BG et AD étant restés libres, mais étant devenus (\c< courbes fermées; si l'on colle ensuite AC contre BD, le quadrilalère proudi'a l'aspect d'une sorlo d aunoau loriiio.
On -ail (pie les surlaoos ioruK'es sont suscc|)til)lcs d'("tre classées en j;oiires (le la manière suivante : sur une splu''re, par o\oiuple, on ne |ieul tracer un cycle fermé sans subdi\isor' la smlaco de la s|)lièrc ^'n doux réj;u)ns distinctes; il n'oii est pas de même sur un loro donl un cercle nK'ridien, par exemple, ne Milidixise pas la surface en deux réf;ions distinctes; mais on ne pourrait tracer siii' le l(ire deii\ e\(les ternii's sépares sans (ilileiiir une seiiihlalde siilid ivision.
Le f;eni'e d'iiiu,' surlace leniiee est alors lo immliro ma\iinuiii dos cycles leiMK's .séparés quo 1 On |)enl tracer sur la surlaco sans la suli(li\ isor on deux rejiions distinctes. Ainsi, une siirlaoo lenni'e d.iiis la(piello on aurail percé p trous ser.iil do j;onre ji.
Le f^envc d un i;rou/ic /iiclisirn situ tr i;r/irc de /il sur/arc /erinée. nlili-niir iiiiiinii' Il rinil d l'Irr dil jidr lu ih'-J niiiiii l uni dr Hq-
C(Uiiiiieiil iilileiiir ICxpressiiui de oe t;onre?
Su|)p(jsons qu'(jn ail subdix isé une surface de i^enre y> eu !•' polvi^onos curvi-
lij;ncs, que le nombre lnlal dos ci'ilés soil A et celui dos sdiiimels S, on aiini la
ridai ion
l" + S — A = — ip -+- ■>..
liO|)roiioiis le ])olvf;one B,,; soient kii le iniiiilire de ses oi'ili's de la première
sorte et Cj celui des cycles fermi's. \pi('s la di InnnatKui. les ei'ili's étant Miiiis
se coller 1 un cimire I .iiilre ileiiv \\ (len\. le miinlire des eiUes dislinols restants
sera // : de même lo nomlire des siunmels disimeis risl mis >eia ry.
On aiii.i ddiic
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(iOÙ
(Jf + I — H = 1 — ip
OU
Reprenons les exemples I el 11 du piuvigr.iplie prért'denl ; nous aurons
d'où
Je vais donner une autre application de la rè^le qui préct'de.
Supposons que le polygone Ro ait in C(Ués de la preuiière sorte et de telle laçon que les côtés opposés soient conjugués. Pour linnser le !;enre du j^roupe Inchsien correspondant, il laiil cliorclier le nombre des cycles entre lesquels se répartissent les in sommets. En appliquant la rci;le du paragraphe V, on trouve que tous les sommets appartiennent à un même cycle si n est pair, et que, si // est impair, on a deux cycles formés, l'un de tous les sommets de rang pair, l'autre de tous les scmimets de rang iiiipiir. ()n a diuic
selon que n esl pair (ui impair, cl [lar cousr(pionl
n P=l si /) est pair, et
Il — I
si n est impair.
Supposons maintenant que le polygone Rq admette des C(îlés de la tieuxicme sorte; il sera contigu tout le long de ces C(>tés à R„, de sorte que la régimi Ro+ R'd sera d'une seule pièce; les points situés à l'intérieur de cette région ne pourront être correspondants à aucun autre point de la région; les points du périmètre, qui appartiendront tous à des côtés de la première sorte de Ro ou lie R'ii, seront correspondants deux à deux; enfin les sommets d'un même cycle seront des point'^ iiiii'i'-ipondauts. iJéc(jup(iii-- maiiiteiiaal la région Rq + R'ji et replions-la eu la diUoriiiaiit de Irjh' façon que Ic^ pniuts correspondants de son périmètre \icnncnt se coller l'iiu contre l'autre. Le genre du groupe fuchsien sera par définition celui de la surface fermée ainsi olilenue.
Soient encore m le noinhie des côtés de la première sorte de R^, q celui de ses cycles fermés; Pi„ aura tie même m côtés de la première sorte et q cycles
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fermés. Supposons que nous ayons /( côlrs de la deuxième sorte et par conséquent /( cycles ouverts qui seront comunins à R„ et à R'„.
Reprenons la tormule
>S(iM> iinrons F = ?., car niMi> axons deux poly;;i;)nes Rq et R,, ; nous aurons
A ^ 2« + /'. car nous a\ons /; paires de cotés de la première sorte provenant
de R,,- " paires de eôlés de la preniière sorte provenant de R^ et, h côtés de la
deuxième sorte; enfin on aura "> = iq ^ lu [uiisque nous avons en tout iq
cycles fermés et h cycles <iu\erts.
Il vient donc
Supposons |>ar exemple que Ro soit de la troisième famille, c'est-à-dire que tous ses sommets soient de la troisième catégorie. On a alors
Ainsi, dans l'exemiile V du paragra]ilie V, le genre est égal à 2.
Comme second exemple, je prends un polynôme Ro dont la disiril)ution des côtés est donnée par la formule suivante :
(i5, -^i; 3) ou, plus g('-acr,ilciiu'iil ,
de telle sorte cpu' le (/; + ij'"^""- c(')lé soit seul de la deuxième sorte et que les CÔlés dcM'drr' ni et 2/i + 2 — /// soient C(iu|ugui's. On aur.i dans ce cas
(j = II, d'où
IX. — Simplification du polygone générateur
Nous avons \u au comumncemenl du paragr.q)lie IV que les régions Ro ne sont pas complètement <l('naies par cette e(>n<lition que chacune d'elles ne contient qu'un seul poiiil correspondant à un pmut ; donné. !\ous avons etisiiilc imposé à ces régions uiu' coihIiIiom dr jiIms. iclle de se rc'duire à des polygones <iir\ ili^ucs a\,uil |i;im i<'>tis des aies tie cercle et des seguieuls de X. Mais les régions Rq (ou polygones géiu' râleurs) ne sont pas encore [lar l.'i complèlemenl déleriïiitK'es. Hn (dVet, nous a\(His\ii qu'on pouvait ajouter
à 11„ une r('j;ii)ii qiH'Iroiiqiie S,,, à l;i comliliDii ilea relriuiclier une n''t;i()ii Sp transformée de So par une des substitutions du groupe l'uelisien, el que la région ainsi obtenue Ro+ Sq — S^ pouvait servir de la iiièiue façon que Ro à engendrer ce groupe. Si les régions Rq, Sq et S/, sont contiguës et si elles se réduisent toutes trois à des polygones normaux, c'est-à-dire dont les côtés sont des segments de X ou des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, la région résultante Ro+ Sq — S^ est également un polygone normal. Il suit de là qu'un même groiqie fuclisien peut èlre engendré par une infinité de polygones générateurs Ro el qndn pcui [imliier de cette indétcrniinatKMi pour simplifier ce polygone.
\ oici comment peut s'effectuer une pareille simplification. Joignons deux points A et B du périmètre de Ro par un arc de cercle ayant son centre sur X, de fiiçon à diviser ce polygone en deux autres So et T„; considérons deux côtés conjugués CD et EF de R.,, et supposons que CU ap[iarlienne tout entier au périmèlre de So et EF à celui de To. Soit R, le polvgone qui est limitrophe de Ro le long de EF et supposons-le découqiosé en deux polygones S, el T, respectivement congruents à So et To. Le polygone R'(,= S|-|-To pourra ser\ ir, aussi bien que R», de polygone générateur pour le groupe fuchsien G. Il ])eut se faire que la considération de R„ soit plus avantageuse que celle deRo, ou i)ien encore qu'en laisant surRj, une opération analogue à celle qu'on vient de faire sur Ro, on arri\ e à un polygone J\"^ plus simple que les deux autres.
Dans chaque cas particulier, on se laissera guider par les circonstances du problème, aussi ne veux-je pas insister plus longuement sur ce point. Je me bornerai à quelques exemples, en reprenant les notations du paragraphe VII.
i" Un polygone Rq du système (16, 2.3, 45) peut toujours être ramené à un polygone du système (16, 23, 34).
2° Un polygone du système (12, 34, 5(), 78) peut toujours èlre ramené à un polygone du système (iS, 27, 3(), 45).
3° Un octogone du système (i3, 24, S~, 68) peut toujours èlre ramené à un octogone du système (i5, 26, 37, 48)-
Quelles sont, dans cette transformation des polygones curvilignes Ro, les pro|)riétés de ce polygone qui demeurent invariables?
1" La famille du polygone Ro ne change ])as, sauf une exception diml je parlerai
2" Son genre ne change pas non plus.
la-i TiiKORiR niis crtoiiPKS fuc.usikns.
.?" Lo iiciiulirt' tics CNclcs toruu's i\c la Iroisicmo sons-calt''i;i)ric ne x.uic |ias.
\" Il iMi ol (le iiK'iiii- (In iiiiiiiliic (les cycles tcriiK's de la i[iialri('iiie soiiscatCi;orie.
5" l^c iidinlirc (les i\(lrs li'riiK's de la iletixièine sous-caté^orie ne varie pas non plus. ( )n a \ ii (jiic la somme des angles correspondants aux divers
sommelsd'iin paiill cvcle ilail ('ijale à — i p étant un nombre entier supérieur à runilt'. La \aleur de ce nomlut' p demeure t''!;alement nnariahle.
()" On pcMil au conliaire, en fiénéral, au;;inenter ou diminuer à vol<»itt' le noudii'c (les cycles termes de la |U"emière sous-catégorie, qui sont tels que la somme des angles qui correspondent à tous les sommds du cycle est égale à 2-.
X. — Isomorphisme
Nous a\ons \u au commencement du paragraphe III qu'un groupe iuclisien H e>t i->oMior|ilic il Mil aulrc groupe fuclisien G si le noudire des sid)slituti(ins fondamentales est le même et si de plus toutes les relatuuis de la tonne (6) (§ III) qui existent entre les substitutions de G subsistent entre celles de H. Pour reconnaître l'isoniorphisme de deux groupes donnés, nous sommes donc amenés à chercher les relations de la forme (()) (§ III) qui existent entre les substitutions d'un groupe donné et en particulier les relations Jonilaincntales Acini toutes les autres ne sont que des combinaisons.
Nous a\ oiis \ n au paragraphe III qu'on obtenait les relal ions de la forme (6) de la manière suivante : on décnl ii partir d'un poiiil \ mli'riciir à R,, un contour fermé quelconque AMA iic sortant pas de la région du plan située au-dessus de X. Siip|>osons que ce contour traverse successivement des régions Rp, Rj , Rp^, ..., Rs^,,, et cnlin une région Ro^ se confondant avec R,,, qu'il passe de la région R3^_, dans la r(:gion lia en trancliissaul un c<U(5 de Rs ^qul
est riiomologuc de celui îles eéités de Rq qui sert t\*' Ironlure c iiiiu'à celte
région cl à Rj, . Nous pourrons écrire la relal iiui ideiihquc
qui est de la forme ((5) et l'on obtiendra de la sorte toutes les relations de celte lornie. Mais, si l'on ne veut écrire que les relations fondamentales, il ne sera pas nécessaire de décrire tous les contours AMA possibles; on se bornera aux contours infiniment petits qui enveloppent les sommets de Ro- Envisageons donc successivement les di\ers sommets de H,, et décris luis aiiloiii- di' cliaciiu
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d'eux un contour infinitésimal. Comme ce contour AMA ne devra pas sortir de la partie du plan située au-dessus de X, on ne pourra décrire de semblable contour autour des sommets de Ro qui sont situés sur cet axe X lui-même. Les seuls sommets du polygone Ro que nous ayons à envisager sont donc les sommets de la première catégorie.
Je suppose que les difl'érents côtés de Ro soient numérotés de telle sorte qu'eu sui\aul, dans un sens convenable, le périmètre de ce polygone ou rencontre successivement les côtés C|, Co, C,, ..., Cy ; q étant le nombre total des côtés; A, sera le sommet situé entre G^ et C, ; Aj le sommet situé entre G( et Ci, etc. En général, A,- sera le sommet situé entre C,_| et C,. Si C,- est de la première sorte, la région limitrophe de Rj le long de C,- s'appellera R| et la substitution fondamentale correspondante sera
Considérons l'un quelcouqiu- des sommets de la première catégorie que j'appelle A;^^. Ce sommet fera partie d'un certain cycle de la première catégorie; on trouvera les aulres sommets de ce cycle en appliquant la règle du paragraphe V. Supposons que cette règle donne successivement les sommets
Aa„ Aa„ ..., Aa^
et précisément dans cet ordre. Supposons que la somme des angles correspondants à ces sommets soit -r-i X sera un nombre entier. Posons, pour abréger,
La relation fondamentale, à laquelle conduira, d'après la règle exposée plus haut, un contour infinitésimal décrit autour de A^, , sera
Les sommets A^,,, Aj, , ..., A^j qui appartiennent au même cycle que A^;, conduisent à la même relation. Donc :
Le nombre des relations fondamentales qui existent entre les substitutions fondamentales d'un groupe fuchsien G est précisément celui des cycles de la première catégorie du polygone Ro correspondant.
Or les polygones des deuxième, troisièuie et quatrième familles n'admettent pas de cycle de cette catégorie. Donc il n'y a aucune relation fondamentale entre
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les substitutions dos grotipos de ces limiillcs, el les rolaliiins de lu forme ((i) que
l'on pourrait trouver entre ces suhslitutlons se réduisent toutes ;i des identités.
Voici une première conséquence que l'on peut tirer de ce fait : Tout groupe H derirr de n substitutions fondamentales est isomorphe à un groupe fuchsirn d de ht deuxième . de la troisième ou de la quatrième famille, pourvu t/ur ce groupe soit également dérirv de n substitutions fondamentales. En etï'et, la première condition de risoniorjiliisme qui exige que le nombre des substitutions londamenlales soit le même est remplie, et la seconde qui exif;e que toute rcdalion enlr'o les substitutions de G subsiste entre celles do H est satisfaite (relle-inème, puisqu'il n'existe pas de pareille relation. .Seuloiiicnl une dislinclion est h faire. S'il y a des relations de la foiDic ( (i ) entre les suljslitulions de H, G n'est |)as isomorpbe à II et [)ar consé- (jiicrii 1 isoinoipbisme est mériédrlque. Si, au contraire, il n'y a pas de semhliddi- it'l.ilion. l'isomorphisme est réciproque et par conséquent lioloédrique. 11 en résiilio que deux groupes fuchsiens de la deuxième, de la troisième on de la quatrième famille sont holoédriquement isomorphes pourvu que If nombre îles subsliliitions fondamentales soit le même . c'est-à-dire pourKU que les deux polygones Ho correspondants aie//t un même nombre de côtes de la première sorte.
Considérons maintenant ileux polygones Rq et R'„ quelconques, mais dont les côtés do la première et de la deuxième sorte soient distribués de la morne manière, do (elle sorte (ju ils soient désignés par la même formule, si l'on riiipiiiio la notation exposée au commencemeni du paragraphe VII. Ces tlouv polygones a])partiondront (H idemment au même genre et à la même famille, et II- iinrnbic de cycles, lormivs par les sommets des deux polygones, est le même, di' lolle façon ipi'à (■lia(pio cycle de R„ corresponde un cycle de R,, et réci- |)roqueinent. D'ailleurs, à un cycle fermé du premier polygone, correspondra dans le second polygone un cycle également fermé. Si, de plus, la somme des angles de chaque cycle li riiic' de Rj est la um'iuo que la somme des angles du cycle corres|)ondant de R|,, les doux groupes fuchsiens engendrés par ces deux polygones seront lioloodiiqucniint ismiioiphos.
XI. — Formation effective des groupes fuchsiens
L n groupe luchsien est complètemoni (loleinmic ipiand ou comiail ses substitutions foiid.iiiicuhLlc-;. «ju'll siiflil de ciurdiiiicr de loulcs les iiiiiii lèrcs
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possibles pour obtenir toutes les substitutions du groupe. Former un ^roupe fuchsien, c'est donc calculer les coeflicients de ses substitutions t'ondauientales. Ce problème ne présente aucune difficulté. Supposons, en effet, que l'on ait construit le polygone Ro correspondant au groupe à former et que l'on ait calculé les coordonnées, et par conséquent les affixes de tous ses sommets. Les substitutions fondamentales cherchées sont celles qui changent chaque côté de la première sorte en son conjugué. Soient donc a, |3 et y, 3 les alfixes des sommets de deux cotés conjugués de Rq. Supposons d'abord que les quantités a, p, y, o soient toutes quatre imaginaires, de telle façon qu'aucun de ces sommets ne soit situé sur X. On devra avoir, en a[)pelant a', p', y', o les quantités imaginaires conjuguées de a, p, v, o.
c'est-à-dire (0
La substitution réelle qui change ap enyS est alors parfaitement déterminée; pour l'écrire en mettant en évidence la réalité des coeflicients, je poserai :
a=a,-i-i'a2, p = p,-l-jS,, y=ïi-+-'Ï2. a'=g, — jg.,, (J' = fl,— /^-j, y'=Ti— 'Y2-
La siib>titution cherchée s'écrira alors
0 = Ûi + J!J2, 5' = 0| 102-
ou
«iTi— "iY
! Yi
piûa-i- ^2 a
«lYi — ''îY-i =^1 Yi
Pi3i — P2S2 p, 0,
fl, S,+ p23l ,S2 S2
ïiYi — «2Y2 '<i •
PiSi— P282 fil 1
Pi Sj +[32 Si ,82 o
Mais on peut faire encore deux hypothèses; supposons que a et y soient réels,
tandis que ^ et 5 restent imaginaires; la condition (i) n'a plus alors de raison
d'être; la substitution réelle qui change a^ en yo est encore parfaitement
déterminée et elle s'écrit
les coefficients A, B, G, D ont la même expression que plus haut, mais il faut remarquer que aj et yj sont nuls.
Supposons miiintcnaul que les quatre quant ilés a, j3, y, 5 soient réelles, la suhsiiiution qui change aji en yS ne sera plus déterminée. Dans l'expression de ses coefficients entrera un paramètre arbitraire /*. Elle s'écrira
Cz
et les coefficienls A, B, C, D auront pour expression
ps
oc Y ' 8 0 I
ay
OL I
ps
Les quantités réelles a, j3, y, S pour pouvoir être les sommets d'un polygone Ro sont assujetties à l'inégalité
Quant il /(, c'csl un paramètre arbitraire qui est supposé réel et assujetti
à l'inégalité
(■Y + /i)(8-hA)(3-Y)(P-a)>o
qui exprime que le déterminant AD — BG est positif.
Ainsi, quand on connaît les affixes des sommets de R,,, on peut calculer les coefticients des substitutions fondamentales de G. Il s'agit donc de choisir ces affixes de telle façon que le polygone Ro satisfasse aux conditions du paragraphe VI qui sont nécessaires poui- qu'il donne naissance à un groupe fuchsien. C'est là un [)roblème purement algébrique et qui ne présente aucune difficulté. La grande variété des cas possibles ne me permettra pas de les examiner tous en détail, ce qui m'entraînerait à des répétitions et à des longueurs inutiles. Je me bornerai donc à envisager quelques exemples.
PREMIER EXEMPLE
Cherchons d'abord à formel- les groupes fuchsiens de la troisième famille dérivés de n substitutions fondamentales. Le polygone Ro correspondaul aiii-a ■An côtés de la première sorte et y.n de la deuxième. Pour déterminer complètement un pareil polygone, il faut s'imposer arbitrairement 4^ conditions. Mais nous avons vu au paragraphe IX (ju'uu nième groupe H |)eut être engendre par
une infinité de polygones Ro- Si Ion lient compte de cette circonstance, on reconnaîtra aisément que, pour déterminer complètement le groupe de la troisième famille dérivé de n substitutions fondamentales, il faut s'iniposerarbilraireniont 3« conditions. Or c'est là précisément le nombre total des coefficients de n substitutions réelles quelconques. Il ne s'ensuit pas qu'il suffise de prendre au hasard n substitutions réelles pour que le groupe qui en dérive soit un groupe fuclisien de la troisième famille; mais les coefficients de ces substitutions ne seront assujettis à aucune condition d'égalité; ils devront seulement satisfaire à certaines inégalités.
Quelles sont ces inégalités? tel est le problème qu'il nous reste à résoudre. On trouve d'abord sans peine que toutes les substitutions doivent être hyperboliques et par conséquent leurs points doubles doivent être réels et situés sur X. On peut énoncer un résultat général au sujet de la distribution de ces points doubles sur X. En effet, considérons deux côtés conjugués ab et cd de Rq et supposons qu'ils soient de la première sorte et appartiennent à la même paire. Supposons de plus pour fixer les idées que le point oo fasse partie de Ro de telle façon que ce polygone soit la n'gion du plan située au-dessus de X et extérieure aux différents cercles qui forment ses côtés de la première sorte. Si cela n'était pas, on ferait un changement convenable de la variable. Il y aura une substitution fondamentale qui changera ab en cd et ses deux points doubles seront situés l'un sur le segment ab de X, l'autre sur le segment cd.
Pour pousser plus loin l'étude des inégalités qui ont lieu entre les coefficients des substitutions fondamentales d'un groupe de la troisième famille, je vais prendre un exemple particulier, à savoir l'octogone de l'exemple V du paragraphe V. La méthode que j'emploierai s'étendrait d'ailleurs au cas le plus général.
Les deux substitutions fondamentales changent AB en DC et EF en HG. Considérons d'abord la substitution S qui change AB en DC; ses deux points doubles M et N sont situés respectivement sur les segments AB et CD de l'axe X. Décrivons un cercle sur AN comme diamètre, et envisageons le triangle curviligne ABN ; envisageons également le cercle décrit sur DN comme diamètre et le triangle curviligne DCN ; la substitution S changera le triangle ABN en DCN; nous pouvons donc en vertu des principes du paragraphe IX remplacer l'octogone Ro=ABCDEFGH par l'heptagone Rl= ANDEFGH. Envisageons de même la substitution S, qui change HG en EF et ses deux points doubles M, et N, situés l'un sur le segment EF, l'autre sur le segment GH.
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Par 1111 nusDiini'iiuMil timl >ciiil)liil)lo à celui qui in'iT^de, on verrait que l'on peut reniplaeei- riie|itai;()iie H,, par l'hexagone R'„ = ANDEN , H. Remarquons que R^ ^'st «le la (|ualriènie l'aïuille el du deuxième ordre de celle Camille, tandis que Rq ('tait de la troisième famille. C'est là l'exceplion que j'avais annoncée aux principes du paragraphe IX; on peut simplifier le polygone générateur Rq de façon à ramener un polygone de la troisième famille à un pol\gone du deuxième ordre de la quatrième ou même de la deuxième taïuilh'. mais jamais ;i un polygone du premier ordre de la quatrième ou <le
l NjM.F G N, P Mj g H X
la deuxième famille. Envisageons maintenant l'opération Sj qui consiste à faire d'abord la substitution S, puis la substitution inverse de S|. La substitution S change AIN en DN, et la substitution inverse de S| change DIN en un certain cercle QP intérieur à N, II. La substitution S^ change donc AIN en QP et ses deux points doubles Nj et M^ sont situés, l'un sur le segment AN, l'autre sur le segment PQ. La substitution S change N2 en un certain point INs; la substitution S| devra changer aussi N2 en N3 ; N3 est donc situé sur le segment M,E. Décrivons des cercles sur NjN, NjN,, N.N;,, NN3 coniinc diamètres; la substitution S change INjN en NjN, la substitution S, change IV2N, en N3N, et cida nous ])ermet, en \eiiii des principes du paragraphe IX de remplacer l'octogone R„ i)ar le quadri lalère R„= N(N2]N]N3. Ce quadrilatère est de la deuxième famille ei du deuxième ordre de cette famille ('). ISoiis allons maintenant pouvoir liouNcr les inégalités qui ont lieu entre les coefficients de S et <le S| ; on peut toujours su|)]ioser que les points doubles de S| sont o et ce de telle sorte que
Ni = o, Ml =30,
car si celle condition n'était pas remplie, il sulïirait d'un changement 1res simple de variable pour être ramené au cas où l'on a IS, = o, M| =; 00.
(') Voir la Noie à la lin du Wiluiiic.
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Les deux substitutions s'écrivent alors :
az -h b'^
K. est essentiellement positif et plus f^rand que i. De plus, on peut toujours supposer que c est positif sans cjuoi on changerait tous les signes des quatre quantités a, 6, c, d. Les points M et N sont les points doubles de S et par conséquent les racines de l'équation
(i; cz--\-(d — a)3 — 6 = 0.
Les points M2 et JNj sont les points doubles de la substitution
V' K{cz-i-d) ou les racines de l'équation
Le point N3 et un autre point M3 sont les points doubles de la substitution
-bK\ "dKj
l az + 6K\
et les racines fie l'étjuation
L'inspection de la figure montre que les quantités M, N, Mj, Nj, M3, N, sont toutes réelles et de même signe; positives par exemple; d'où les relations
6 < o, (rf— a)2-i- 46c > 0, a > rf, -j7 < G, (rfK — «)'+ 4K6c-> o, a>rfK, 6K<o, (^K — a)-i-H '(K/>c > o, a>f/lv
qui se réduisent à
è < o, a>rfK, {a\-df>!^, ii>d.
en tenant compte de
ad - bc = 1 .
Exprimons maintenant que Mj et J\o s(HiI j)1us petits et <pie M3 et ^'3 sont plus grands que M et jN. On trouve ainsi les conditions
6 < o, n"^ + éc > I > <^2 -t- ic,
b <», ^ -I- èc < I < ^/Mv -f- />(•, a — d\f.>n — d>~— d,
IV K
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Toutes ces contlitions se rétliiisent aux suivantes :
a > o, i < o, (/ < o, (7 + cf>2,
Celte méthode s'applique à tous les groupes fuclisieus de la Iroisièine fauiille. On peut toujours par ce procédé ramener le polygone Rq à un polygone du deuxième ordre de la deuxième famille. IjCs sommets de ce nouveau polygone seront connus, car ce seront les points doubles des substitutions fondamentales ou de quelques-unes de leurs combinaisons. Pour trouver les inégalités cherchées, il suffit d'exprimer ipie ces sommets sont disposés d'une certaine manière.
DEUXIÈME EXEMPLE
Nous prendrons pour deuxième exemple les groupes de la première famille et du genre o et, pour particulariser encore, nous choisirons l'iiexagone ABCDEF de l'exemple II du paragraphe V II.
Nous avons ici trois substitutions tondamcntales :
Si qui change AB en AF, Ss qui change BC en FE, S3 qui change CD en ED.
Nous envisagerons en outre :
S; combinaison de Sj et de S| pris en sens contraire, S5 combinaison fie S3 el de S2 pris en sens contraire.
On peut considérer le groupe comme dérivé de Si, S4 et S^.
Soient n, b, c, d les affixes des points A, B, C, D; a', b', c' d' leurs quantités imaginaires conjuguées ; a, j3, y, S les angles A, B + F, C H- E, D qui sont des parties aliquotes de air. Les substitutions S(, S4, S5 et S^' s'écriront :
Exprimons que la combinaison des (juatre substitutions Sj', S5, Si, S, laites successivement équivaut à la Mibslitiilinu identique (;;, z); nous arri\erons à trois relations entre a, b, c, f/, a, p, y, 8.
Supposons ces relations satisfaites. Suffiront-elles pour que le groupe dérivé des substitutions S|, .S5, S* soit discontinu? Non, il faudra encore que les
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points A, B, C, D puissent former quatre sommets d'un hexagone ABGDEF où
les angles
Considérons les angles curvilignes du quadrilatère ABGD obtenu en joignant les quatre points A, B, G, D par des arcs de cercle ayant leurs centres sur X. Il faut que les quatre angles A, B, C, D de ce quadrilatère soient respectivement plus petits que a, (3, y, o; d'où les inégalités
I o < aigT; -7 T Z < «'
O < aig p j < ^,
arg 57 -T < S.
Comment reconnaîtrons-nous maintenant si trois substitutions données S|, S^, Sg peuvent être considérées comme les substitutions fondamentales d'un groupe fuchsien analogue à celui qui nous occupe. On formera la substitution S,', combinaison delà substitution inverse de S), de l'inverse de S4, et de l'inverse de S5 faites successivement. On calculera les points doubles a, o'; b, b' ; c, c'; d, d' de ces quatre substitutions et leurs multiplicateurs e'", e'P, e'T, o'*. Deux conditions devront être remplies : 1° a, [3, v, 0 devront être parties aliquotes de 27r; a" les quantités a, a', b, 6', c, c', d, d' , a, p, y, S devront satisfaire aux inégalités (2).
TROlSlkviK RXKMI'LE.
Nous prendrons pour troisième exemple les groupes de la deuxième famille, du premier ordre et du genre o; et parmi ces groupes, nous choisirons encore celui qui est engendré par l'hexagone Ro = ABGDEF considéré dans l'exemple II du paragraphe VII. Seulement ici cet hexagone devant être de la deuxième lamille, tous ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme dans rexem[)le précédent, les substitutions
Si qui change AB en AF,
52 qui change BG en FE,
53 qui change DC en DE,
Si combinaison de S2 eï de l'inverse de Si, S3 combinaison de S3 et de l'inveise de S2.
Soient a, b, c, d, e, f les affixes des sommets de Roi ces quantités seront H. P. — II. 21
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essenliellt'iniMil ii'ollos. Los siil)sllliill()ns S,, S., S, ot S;, dcvriml rire |iarabolli[uc^. |uii-.(jiic le j;r()U|)(' rsi sii|iji(i>c du |ii(iiii('r ordre, el elles s'(^criront :
\ 3 — a z — et
\ .: — d z — (/ e — d c — d où // el /, siml deux i]Uiiiilil(''s définies [xir les équations
c — a II — a f — « b — a I I I I
f—d k—de—d c—d
Quelles sont mainltMiiiiit les conditions pour que les trois substitutions S,, Si, Sj donnent naissance à un t;i"ouj)e fuclisicn? 11 faut que les six quantités a, ft, c, d, e, y se succèdent préciséinenl dans cet ordre ciiculaire, ou bien dans Tordre inverse de sorte qu'on doit avoir
f — a d — a e — a f — a OU bien
Exprimiuis luainlenanl que la combinaison des substitutions S"', Sj, S4, S| équi\aut il la ^uil^l ilul ion identique, il viendra
(4) (b-a)(d-c){/-e) = lc-b){e — d)(f-a).
RKMMiQUE.
lJan> le-, deux exeiiij)le> (jui |)i(''cèdent, il <'-.t |ieiit-<''t rc avantageux d'envisager, non l'bexagone ABCDEF de reveiu|ile il du |)araj^ra|die VII, qui serait noté (16, 25, ■)4). mais l'iiexagone noté (12, 3/1, ■J')) qui lui est écjuivalent d'après ce qu'on a vu au ])ara}^rapbe IX.
Soit ABCDEF cet bexagone, les côtés AB el I5C, ClJ et UE, EF et FA seront conjugués. Envisajjeons les substitutions
S, <|iii (■liaii;;e IJA en BC, S 2 (|iii cil ange DG en DE, S3 qui change FK en FA, S; combinaison de S|, Sj cl S3.
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Ces quatre siibslidilions seront elliptiques et leurs multiplicateurs seront e'", e'P, e'T, e'^; a, [3, y, o étant des parties aliquotes de 2-k.
B sera l'un des points doubles de S|, D l'un des points doubles de Sj, F l'un des points doubles de S3, A l'un des points doubles de S^ ; quant aux autres points doubles de ces substitutions, ce seront respectivement les quantités imaginaires conjuguées de B, D, F, A; C sera le transformé de A par S|, E celui de C par S^. Pour que le groupe dérivé de S,, S2, Sj soit discontinu, il suffit que l'hexagone curviligne normal ABCDEF soit convexe; d'où les conditions
° < •■'■•grfzr^ jzTô < ^'
/ -\ I ^ f — d b — rf'.
Pour reconnaître si le groupe dérivé de S,, Sj, S3 est discontinu, on calculera les points doubles ft, fe', c?, (/',/,/', f'i a' 1 et les multiplicateurs e'«, e'P, e'Yje'^ de S) , S2, S3 et de leur combinaison S4 et l'on recliercliera si ces quantités satisfont aux inégalités (5) et si a, p, y, S sont des parties aliquotes de 2u.
Supposons maintenant que l'bexagone abcdef ne soit plus de la première, mais de la deuxième l'aniille et du premier ordre de cette famille, de telle façon que les quantités a, />, c, d, <?, / soient réelles. Ces quantités devront satisfaire aux inégalités (3), pour que l'Iiexagoue abcdef soit convexe. Les substitutions S,, S2, S3 s'écriront :
-f ---f «-/ <=-fl
Si nous exprimons que la combinaison S-, de S,, .S^, S3 est une substitution parabolique, nous trouverons que les quantités «, Z>, c, J, e,/ satisfont à l'égalité (4). Celte égalité jointe aux inégalités (3) est la condition pour que le groupe dérivé de Sj, S,, S3 soit discontinu.
QUATRiiîME EXEMPLE.
Comme quatrième exemple nous prendrons un quadrilatère abcd, dont les côtés opposés a6, de et ftc, ad sont conjugués; les quatre sommets forment un
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seul cycle et la SDiiiriif des iuii;le> ï esl une paili(> rtliqiiole de 2Ti. Ce quadrilatère engendre iiu i;ii)U|ie de la première laïuille et du genre i . Joignons deux sommets opposc's hd par un are de cercle avant son centre sur X. INous oliliendrons ainsi un Iriaugle dhd s\ir les e<\t('s duc|uel nous marquerons trois points a, 3, y, le premier sur hd , le second sur </<(, le troisième sur ah et de telle l'acon
que
(i,a) = (a, rf), (rf, P) = (?, a), («, y) = (y, ^).
Il existera alors une substitution S, qui change a.h en a(/, une autre Sj qui change Qrf en ^a et une autre S3 qui change ya en yfc; toutes trois auront pour multiplicateur — 1 . Le groupe dérivé de S,, Sj, S3 sera discontinu et aura pour polygone générateur l'hexagone bad^ay dont les côtés ba, ad; d^^ pa; ay, yb sont conjugués et situés dans le prolongement l'un de l'autre. C'est donc un cas particulier des groupes engendrés par un hexagone abcdef el étudiés dans la remarque relative à l'exemple précédent.
Les substitutions fondamentales du groupe engendré par h' quadrilatère abcd sont S5 qui change ah en de et Se qui eliange hc en ad, et il est aisé de voir que S5 est la combinaison de S3 et de S| ; Sj est la combinaison de Sa et de S| ; d'où la règle suivante pour former tous les groupes fuchsiens dérivés d'un quadrilatère t€l que abcd :
On pi'endra trois sulisi itutions S,, So, Sj de multi|)licaleur — 1 el satisfaisant aux conditions énoncées dans la remarque relative à l'exemple précédent; on combinera S3 et S) , ainsi que So et S, et l'on aur.i les siibsi itui ions fondamentales du groupe cherché.
XII. — Généralisation
Jusqu'ici nous avons supposé que toutes les substitutions étaient réelles; mais une première généralisation peut être faite immédiatement. Soit
une substitution réelle quelconque; et faisons-hii correspondre la substitution
(«3-1-3 'iZ + V a=+,8 ^ f k+d.
où a, Jj, y, 0 sont des constantes imaginaires quelconques. Supposons que nous
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(liinuions à a, p, y, o des valeurs fixes et que l'on fasse parcourir aux quatre quantités a, h, c, d toutes les valeurs réelles telles que ad — bc ^ i . Il est clair que les substitutions (a) formeront un groupe; et ce groupe jouira des propriétés suivantes :
i" Ses substitutions n'altéreront })as le cercle dont l'équation est partie imaginaue de !r = o
et que j'appellerai cercle Jondanwiital;
2° Le transformé d'un point z par une des substitutions (2) sera intérieurou extérieur au cercle fondamental selon que le point z sera lui-même intérieurou extérieur à ce cercle.
Nous supposerons par exemple que, si z est intérieur au cercle fondamental, le point — % sera au-dessus de X.
Supposons maintenant que l'on égale successivement les coefficients de (i) à ceux des diverses substitutions d'im groupe fuchsien G. On obtiendra ainsi une infinité de substitutions (2) qui formeront un groupe G', et ce groupe sera évidemment discontinu. A ce groupe G correspondra une décomposition de la partie du plan située au-dessus de X en une infinité de polygones nor-
maux Ro, R(, .... R/, ..., tous congruents entre eux. Supposons que —^^ r par-
coure l'un de ces polygones R,- dont les côtés sont, on l'a vu, ou bien des segments de X ou bien des arcs de cercle ayant leurs centres sur X; le point z ])arcourra de son côté un certain polygone S, dont les côtés seront, ou bien des arcs du cercle fondamental, ou bien des arcs de circonférence coupant orthogonalement ce cercle.
Ainsi, de même qu'au groupe G correspondait une division de la partie du plan située au-dessus de X en une infinité de polygones normaux congruents, de même au groupe G' correspondra une division de l'intérieur du cercle fondamental en une infinité de polygones normaux congruents, à la condition d'adopter les dénominations suivantes :
Un polygone normal est un polygone curviligne dont les côtés sont des arcs du cercle fondamental ou bien des arcs de circonférence coupant ortliogonalement ce cercle.
Deux figures sont congruentes si l'on passe de l'une à l'autre par une substitution telle que (2), c'est-à-dire par une substitution qui conserve le cercle fondamental. Tout ce qu'on a dit de la distribution des côtés en paires et des
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soiiimiMs en rvcles, cl (l(^ hi chissilic:!! ion dos |)()lji;(ines n<triiiaii\ en l:unilles, on i>rilrcs el en i;enres, re>le \ r.ii ciiiiuiie dans le cas parliciilier auquel nnns nous élions restreints jusqu'ici.
Quelles seront nuiinlenanl les conditions pour qu'un polygone normal donne naissance à ungrouj^c discontinu G'? Ce seront les mêmes conditions que nous a\(ins trou\('es dans le cas particulier des groupes de substitutions réelles, mais l'iiKinci- de ces conditions doit èlre con\ enalilcnient modifié :
1° La soninie tics angles (.les ilivers sorumets correspondant à un même cycle doit être une partie aliquote de 2-;
2° Si ab el cd sont deux côtés conjugués, on devra avoir, comme dans le cas
des substitutions réelles,
mais a', //, c', d' ne désigneront plus les (pianiiiés imaginaires conjuguées de (I. h. c. <l. mais les symétriques de rt, 6, c, d par rajiport au cercle fondamental [rail- la d('linilion ilii parais laplic \ II 1. Eu d'autres termes, si a est le centre du cercle loudauiciilal et s s(Ui rayon,
« = a -(- niia<;uiaii'e conjuguée de — ■
et de iiK'uic |iour />', c', d' .
Nous appellerons groufs J'itchsii'ns les groupes discontinus tels que G'; car iU ni' iliirci-ciit i)as essentiellement des groupes de substitutions réelles etnous réserverons le nom de groupes kleinéens à ceux des groupes dont les substitutions ne conservent pas un même cercle fondamental. Nous ferons de ces groupes l'objet d'un Mémoire spécial.
I^es parlli'iiliirilc's qui peuvent se présenter sont les mêmes que pour les groupes correspondants de substitutions réelles.
Si le polygone générateur Rq est <lu deuxième ordre de la deuxième, de la quatrième, de la sixième ou de la septième famille, l'ensemble des polygones R,ne recouvrira pas tout l'intérieur du cercle fondamental, mais l'intérieur d'un certain domaine limité par une infinité de circonférences coupant orthogonalement ce cercle (' ).
.Si le polygone Rq est de la troisième, de la (piatrième, de la cinquième on de la septième faiiilllc. il a des (('itf's de la deuxième sorte. Nous avons vu au
( ') Voir la note de la page ll^1. N. E. N.
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coiiimeuceinent du paragraphe Mil que dans ce cas il y a avantage à adjoindre à cliaque poIyf;one R, son symétrique R', par rapport à X; de telle façon que le plan tout entier se trouve di\isé en une infinité de réj^ions R, + Ri limitées par une ou plusieurs périphéries séparées. Dans le cas qui nous occupe maintenant, nous adjoindrons à chaque polygone R,- son symétrique R; par rapport au cercle londamenlal, de telle façon que le plan tout entier va se trouver encore divisé en une infinité de régions R, + R.^ .
Laissons de côté pour le iuoment les régions que niuis \euons d'appeler R^et ne nous occupons que des polygones R,- eux-mêmes. La somme des surfaces de ces polygones, tous intérieurs au cercle fondamental, sera finie, ce qui est très important au point de vue des applications ultérieures. Il y aurait exception lorsque le cercle fondamental se réduit à une droite, ce qui arrive en particulier dans le cas des groupes de suii>litutions réelles; mais comme on l'a \u au commencement de ce paragraphe, un changement linéaire de \ariahlc swifirait pour ramener au cas général.
Dans mes travaux ultérieurs, je supposerai pour fixer les idées que le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Si l'on n'était pas placé dans ce cas, un ciiangemeiit très simple de variable y ramènerait aisément.
XIII. — Historique
l^e premier exemple de groupe discontinu formé de substitutions linéaires est celui que l'on rencontre en étudiant le module k d'une fonction elliptique (notation habituelle) ou le module J (notation de M. Klein) considérés comme (onctions du rapport des périodes. M. Hermile a fait une étude approfondie de cette sorte de transcendante et, en montrant qu'elle était uniforme, il faiNuit voir du même coup que le groupe correspondant était discontinu.
Les fonctions /■ et J ont été dans la suite, ainsi que le groupe discontinu correspondant, étudiées par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus récemment par M. Hurvvitz. Nous citerons en particulier les importants travaux de M. Klein que l'on trouve dans les Alatlicniatisclie Annalen et un remarquable Mémoire de M. Fuchs insi'ré au Tome 83 du Journal de Crcllc.
11 est évident qu'un groupe cpielconque (j en contient une infinité d'autres qui seront tous discontinus, si le groupe G l'est lui-même; de sorte que la connaissance d'un seul groupe discontinu permet d'en former très aisément une infinité d'autres. C'est cette remarque qui est le point de départ des belles
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roclicrrlics de M. Kloiu >iir l,i liMiislDriiialuiii (les luiicliDns C'llli)lK|iies cl sur les linicl iiiiis miiiluhures ca i;t'iu''rcil.
Outre ces groupes conteuus tluns le f;roupe luotluiaire dont la ilisc(uil inuilé ("tait évidente, il y a encore un aulre i^roupe demi la discontinuité avait été reniarcjut'e par M. Schwarz dans un Mémoire inséré an Tome 75 du Journal de CreUc: c'est l'exemple I du paragraphe VII. C'était la j)remiere fois qu'on arrivait à v\n pareil résultat sans ]>rendre pour point de départ la théorie des fonctions elliptiques. Enfin M. Fuclis repril une question analogue dans des travaux insérés au Tome 89 du Journal de Crclle et tlans les Actes de la Société de Gi'ittingen. Bien que les groupes étudiés dans ce dernier travail se ramenassent tous à des groupes déjà connus, c'est la lecture de ce remarquable Mémoire qui m'a guidé dans mes premières recherches et qui m'a permis de trouver la loi de génération des groupes fuchsiens et d'en donner une démonstration rigoureuse.
.le lai donnée d'ahord d,\ns un Mémoire que j eus l'honneur de soumettre au jugement de l'Acadéniie des Sciences dans le concours pour le Grand Prix des Sciences mathématiques du i^'' juin i8So et j'ai poursuivi l'étude des groupes dans une série de travaux insérés aux Comptes rendus de l'année i<S8i .
Le mode de représentation que j'ai employé, c'est-à-dire la division d'une portion du |)lan en une infinité de polygones curvilignes, peut être très utile pour l'étude des pnipriiHés générales d'un groupe; c'est ce que j'ai cherché à faire voir. Aux géomètres qui désireraient poursuivre dans cet ordre d'idées l'étude d'un groiq)e fuchsien ou de tout autre groupe, je recommanderai la lecture de Vllabilitationsschrift de M. WaltherDjck de rLIni\ersilé de Lei])zig, qui emploie un mode de représentation analogue et en fait ressortir les nombreux avantages.
SUR
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
Àcta imilhenialica, t. I, p. ig3-594 (1882).
I. — Séries thétafuchsiennes
Dans un Mémoire antérieur (^), j'ai inonlrc coiiiiiient il est possiijle de former des groupes discontinus avec des substiliilions de la loruic
en choisissant les coeHicients a,-, [i/, y,, 0, de telle façon que les diverses
substitutions du groupe n'altèrent pas un certain cercle appelé cercle fonda-
mental. Je supposerai, dans tout ce qui va suivre, que ce cercle [ondainental
a pour centre l'origine et pour niyon luuité, de telle sorte que son équation
soit
mod z = \.
Je considère un de ces groupes discontinus, dits groupes Juc/isie/is, que j'appelle G. A ce groupe correspondra une décomposition du cercle fondamental en une infinité de polygones normaux R, tous congruents eutre eux.
Je me propose de démontrer qu'il existe toujours un système de fonctions uniformes de z qui demeurent inaltérées par les diverses substitutions du groupe G et que y appeilerai Jonctions fuclisiennes.
A cet efTet, j'envisage les diverses substitutions de G comprises dans la for-
(') Terminé le 23 octobre 1S82, imprimé le 2g novembre 1882. (') Théorie des groupes fuchsiens, ce Tome, p. 108-16S,
H. P. - II. Ti
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mille [i) vl je pose, |iiiui- ahiéficr,
coiiiiiic |c r.ii l';ill MU |iiir,ii;ra|)li(' 111 du Méuioire cilé. ,1c l'oruic ensuite la série
où m est un entier positil plus grand que i .
Je vais démontrer que celte série est convergente ea faisant successivement diverses hypothèses :
1° Supposons d'abiird que ; soit inlérieurau cercle fondamental : il seraalors intérieur à l'un des polygones R, par exemple au polygone R/, qui correspond à la substitution de G qui a pour indice /( et qui s'écrit
Soit
Mz)=/,\,h(z)].
La sidi>t II ui Kiii
fera partie du groupe (1 et correspinulra à un ceilain iiolygone 11^. Puisque ; est sujiposé intérieur h 15/,, J)(^) sera inti'rieiir à Ra-
Supposons qu'on (Ic'criM' autour de z un contour très petit C^, enveloppant le point 5 et étant sitiii' Unit eiiiicr ,'i Tintérieur de 1\/,; le transformé de Co par la substitution [:.,/)(:)] sera un certain conliuir très |)ctit C,, enveloppant le point fi(z-) et situé tout entier à rintérieur île U/;-
Afin d'établir la convergence de la si'rie (2), niuis allons démontrer successiveiiiiul un ((•[■liiiii iiouibre de leuiiiics.
Lem.vie I. — La somme des surjaces de tous les co/iluurs C/ est égale à une quantité finie C.
En ellet, ces diliérents ciintiuiis C, eu uoiubrc Inlini sont tous intiirieurs au cercle fondamental; de plus, ils udut mui une jiartie commune, puisque chacun deux est tout cul 1er iiiicMiciir ii I un des polygones R. I^a somme de leurs surfaces est donc plus iielile «nie la ^ul■lace du ccreic loiidaïueula I. Klle est douc (inie. c. q. f. n.
Lemme 11. — L'' rnpi>iiil de ta jdiis grande à la plus petite valeur que
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puisse prendre le module de -^ quand z reste intérieur à C„ est plus petit qu'une certaine quantité K indépendante de i. En effet, on a
dz (-C,- + o,)2
Le module île -^ est donc éi;;il à r ilivisé par le carré de la distance du
nz '^ mody/
point z au point ^- • Les points soni les divers transforme'-s du poinloo;
ils sont donc tous extérieurs au cercle fondamental comme le point oo luimême, et ils ne peuvent être infiniment voisins les uns des autres que dans le voisinage de ce cercle. Soient M,- et /«,■ la plus grande et la plus i)elile valeur
(jiie puisse jirendre ce module quand ; reste intc'ricur à Coi soient a et b la
plus grande et la plus |)etite distance du point ^ au contour Go; nous aurons
Y' évidemment
Or tous les |)oints '- sont extérieurs au cercle londamental. Soient d(jnc A
ï' et B la plus grande et la plus petite distance de l'origine, centre du cercle fondamental, au contour Co- Ces deux distances seront plus petites que i, puisque Co est tout entier intérieur au cercle fondamental. On a alors
a<i-HA (1), 6>i — B, d'où
m/ ^ Vi— B/
/ 1 -f- A \ - D'ailleurs ( 1 = K est indépendant
{') Celte incyalité n'est pas satisfaile. Mais si l'on suppuse, ce i|ui n'a pas d'inconvénient, que C, soit un cercle, on trouve i > i ^ A et
b d'où
Si l'on veut que C,, soit un contour tri'-s petit (juclconquc. on peut raisonner comme il suit. Les divers transformés du point x sont à distance finie de l'origine. Supposons qu'ils soient tous intérieurs à un cercle qui a pour centre l'origine et pour rayon R. On a alors
a<R-HA, 6>i— A, d'où
K étant indépendant de ('. N. E. N.
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Lemmk III. — On II, quel (jiic soit i,
En eiïet, soil z ^ X -'r iy; la surl'aco du conioiir Co s'écrit alors
C,= fjd.rdy, et la surface du contour C,
C, = / / ( iiiud -j-^ 1 dx dy,
les deu\ intcf^rales doubles étant prises à l'intérieur du Cfintour Co- On a donc
G,- > / / rnj dx dy = inf i'.„, OU bien
ou enfin
Rien n'est plus aisé niainteniint qu(! d'éMahlir la coii\er^ence <le la série (a). Supposons, en circl, d'abord m = 2; nous aurons à envisager la série
(2) ^ rnocl (^y = y^ mo.l.( Y,.- + 5,)-i.
Or nous aurons
Les termes de la série (a) sont doni: plus |)(;iiis respectiveincnl cnie -^ nuil-
Go
lipiié' par ir Irrnic correspondant de la scrie ^C,, d(Mit la soninie est un ndiidur liai (], d apic> le Icuiuie I.
La série (a) aur.i donc aussi une soiiuiic liuu' ,S. ( )n ;i jinr conséquent a /oi-
tiori. qurd (pic Miil /,
, <//'i /ni(j(l -^ < </b.
On aura donc, pourvu que //; > 2,
C'est-à-dire que clia(pic Icrinc de la sérif^ \ ( mod _i-l \ est plll^ petit que la
m — i If . 2
constante .S ' niiill ipiiec |i,ii- le leiuie correspiuidaul de la ^('■^lc 7 ( iiiod -j-^ j qui est convergente.
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La convergence de la série (2) est donc démontrée et il s'agit ici, non d'une semi-convergence, mais d'une convergence absolue, puisque tous les termes de la série sont positifs.
2" Supposons maintenant que le |)i)inl :; soit extérieur au cercle fondamental.
Si le point z est l'un des points ^—^> l'un des termes de la série est infini et la convergence est impossible. Supposons donc que le point z ne se confonde avec aucun des points — -; je dis que la série (2) sera encore convergente.
Considérons, en 'ellet, un aulrc pi)iut ;,, inl(''rieur au cercle foudamenlal La série
est convergente d'après ce qu'on vient de voir. .Je dis qu'il en est de même de
la série
(2) y mod (^)"' ='V nio.K Y,;: -t- 0,)'-'".
En ellet, nous pouMins trouver une limilc supérieure K de mod ( ;, + ^ ) et une limite inférieure /• de mod ( z ~\ — '-); car les points — — ont un module linl et limité, et ils ne sont pas inlinimcnt rapprochés du point z.
On a donc
mod (Y,;:, -h o,)-^'" /•-'" '
Chaque terme de la série (2J est donc plus petit que I — 1 mullijdlé par le terme correspondant de la série (2") qui est convergente.
La série (2) est donc aussi convergente.
3° Supposons maintenant que le point :; soll sur la circonférence du cercle fondamental. La démonstration précédente sera encore applicable, pourvu que le point z ne soit pas infiniment rapproché d'une infinité de points -^• C'est ce qui arrivera si le point z appartient à l'un des côtés de la deuxième sorte de l'un des polygones R. La série (2) est alors convergente. Dans le cas contraire, les termes de la série (2) sont susceptibles de croître indéfiniment, de sorte que la convergence n'a pas heu.
Les points de la circonférence du cercle fondamental se divisent en deux classes : les uns appartiennent à l'un des c()tés de la deuxième sorte de l'un des polygones R; les autres, qui ne satisfont pas à cette condition, s'appelle-
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vont les points singuliers esse/ilicls du groupe G, de sorte que lu conilitimi de convergence de la série (2) ]ioiirr,i s'i'uinicer ainsi : Le point z devra ne se confondre ni avec aucun des points —^, ni avec aucun des points singuliers essentiels du groupe G.
La série (2) définit une fonclion de z, mais celle fonction n'est pas monogène, comme on le voit aisément d'après la forme même de la série. La somme de la série (2) dépend également du groupe G, et si l'on suppose que les coefficienls des substitutions fondamentales de ce groupe sont des fonctions d'un certain paramètre t, la somme de la série (2) sera aussi une fonction de /.
Une petite digression est nécessaire pour uie permettre d'exprimer plus nettement ma pensée. Reportons-nous au paragraphe XI du Mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe intitulé : « Formation effective des groupes fuchsiens », et prenons, pour fixer les idées, l'exemple I de ce paragraphe. Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuchsiens de la troisième famille, engendrés par un polygone normal ayant 2/i côtés de la première sorte et 2« côtés de la deuxième sorte. Nous avons vu que les coefficients des n substitutions fondamentales de ce groupe ne sont assujettis qu'à des inégalités. Il est donc possible de les exprimer en fonctions rationnelles de 3« paramètres
arbitraires
assujettis seulement à être réels et à satisfaire à certaines inégalités. Les coefficients de toutes les substitutions du groupe sont ahjrs, comme ceux des substitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des paramètres u. De plus, il est évident que tous les groupes dilférents qu'on obtient en attribuant aux u différents systèmes de valeurs sont tous isomorphes entre eux.
Ce qui précède peut être étendu au cas le plus général et, pour énoncer plus facilement les résultats qui vont suivre, je vais introduire une définition nouvelle qui nous sera utile dans la suite. Considérons deux polygones normaux R,, et RJ, ; je suppose qu'ils soient désignés par la même notation dans le système de notation du paragraphe VII du Mémoire cité. Les cycles de chaque catégorie seront en même nombre dans Ro et RJ, et ils se correspondront un à un. ,Te suppose de plui que la souiuic (les angles de Ro qui appartiennent à un nii'ine cycle de la première catégorie est la même que la somme des angles du cycle correspondant de RJ,. Je dirai alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu'ils engendrent, font partie de la même classe. Il est clair que, dans ce cas, les deux groupes sont isomorphes entre eux.
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Considérons donc une infinité de groupes appartenant à la même classe G et dérivés de n substitutions fondamentales. Prenons n substitutions quelconques et cherchons si elles peuvent être prises pour les substitutions fondamentales d'un groupe discontinu appartenant à la classe C. Nous trouverons, en général, que leurs coefficients doivent satisfaire k certaines égalités et à certaines inégalités. Ces coefficients pourront alors s'exprimer rationnellement eu fonctions àe p paramètres arbitraires
assujettis seulement à rester réels et à satisfaire à certaines inégalités. La seule différence avec l'exemple I du paragraphe XI, c'est qu'on a en général
p < in,
au lifu de p = i n.
Deux groupes qui sont de la même classe sont, en général, de la même famille. Il j a cependant des exceptions. Ainsi, reprenons l'exemple I du paragraphe XI que j'ai cité plus haut. Les groupes envisagés sont en général de la troisième famille; mais, dans certains cas limites, ils peuvent se réduire à des groupes de la deuxième ou de la quatrième famille. En général, un groupe de la deuxième ou de la quatrième famille peut être regardé comme appartenant à une classe formée de groupes de la troisième famille qui ne se réduisent à la deuxième et à la quatrième famille que pour certaines valeurs particulières des paramètres u. De même, un groupe de la sixième ou de la septième famille peut être regardé comme appartenant à une classe formée de gi'oupes de la cinquième famille, qui ne se réduisent à la sixième ou à la septième famille qîie pour certaines valeurs particulières des paramètres u. Celte remarque nous sera utile dans la suite.
Ainsi, il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous Isomorphes entre eux; les coefficients de leurs substitutions sont des fonctions rationnelles de certains paramètres réels «, assujettis à certaines inégalités. Si l'on forme la série (2) à l'aide des dllférents groupes appartenant à une même classe, la somme de cette série sera évidemment une fonction des u; je dis que ce sera une fonction continue de ces paramètres.
Il est clair que chaque terme de la série, étant rationnel par rapport aux m, sera une fonction continue de ces paramètres; mais cela ne suffit pas pour qu'il en soit de même de la somme de cette série. Si nous considérons, en
elVet, une série
S{t)= F,(r)-HFî(a-)-t-...-HF„(r)-H...,
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(loul les lornu's sont des l'oiiclioiis conlinues tlf x ot qui est coiiv('ri;enlc, \\\ soiiiiiic S(.r) (le celle si'ric jniii ('lie une I'ducIlou (I iscoiil iuue de a;. Mais faisons une li\ [loilic^i' de |dus. Su|)|i()sous que, quand on a
(3) x^lxlxa,
on ail
et que la série
mod V „{x) < G„ C,-hGo + ...-+-G„4
soit convei-oeute ; on sait que S(.ï) restera fonction continue de. x tant que celle variable satisfera aux inégalités (,5j. Ce résultat est d'ailleurs facile à étendre au cas de plusieurs variables. Ainsi, pour démontrer que la série (2)
est une lonclion conlinue des a, il sullil de laire voir qu'on peut trouver une inlinili' de iioiniires |i(isiiit> A, ( indépendanls des u), tels que la série /A/ soit ciui\ ergente et que linégalité
(^■no.1— j ..A,
soit satisfaite quels que soient les m, pourvu que ces paramètres restent compris entre certaines limites qui peuvent d'ailleurs être aussi voisines qu'on veut du système de valeurs pour lequel on veut démontrer la continuité de la somme de la série (2).
Pour dénidiilri T cette conlinuit(', je vais faire usage de certaines considérations qui me fourniront en même tenqîs une démonstration nouvelle de la convergence de cette série, ce (jui ne sera pas inutile, vu l'importance de ce résultat. Je vais rappeler quelques-unes des définitions du paragraphe IT du Mémoire sur les groupes fuclisiens. Dans ce paragraphe, j'avais appelé figures congruentes deux figures qui sont les transformées l'une de l'autre par une substitiiliou linéaire à coeflicienls réels. Posant ensuite
j'avais appelé i^ d'un arc l'intégrale
/■ nind d:
prise le long de cet arc et S d'une aire plane l'intégrale
r rdxdy
prise à l'intérieur de celte aire.
MÉMOIRE SUR LKS FONCTIONS FUCHSIENNES. I77
La L d'un arc et la S d'une aire sont des invariants pour ces figures, c'està-dire que deux arcs congruenis ont même L et que deux aires congruentes ont niônie S.
Plus tard, au paragraphe XII du Mémoire cité, j'ai envisagé des groupes de substitutions qui n'étaient plus assujetties à être réelles, mais à conserver un certain cercle fondamental. Par une extension toute naturelle, deux figures seront dites congruentes lorsqu'elles seront transformées l'une de l'autre par une substitution linéaire conservant le cercle fondamental. Il y aura |)our les arcs et les aires deux invariants analogues à ceux que nous avons rencontrés dans le cas des substitutions réelles et que nous appellerons, par extension, L et S. Par exemple, dans le cas qui nous occupe, le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Posons
J'appellerai L d'un arc l'intégrale
mod dz
prise le long de cet arc et S d'une aire l'intégrale
r r 1^ dçj du> J J {'-?-)'
prise à l'intérieur de cette aire. On vérilie aisément que deux arcs congruenis ont même L, pendant que deux aires congruentes ont même -S.
Considérons un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon p. Sa S
La L de son rayon sera
nous appellerons cette quantité le R du cercle. On a, en fonction de R,
S= ^(e2ii+e -iR- -2).
Passons maintenant à la démonstration de la convergence de la série (a) H. P. - II. 23
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Cl supposons, pour li\or l<'s idc'cs, que le point z est intérieur au cercle f'ondaluenlal; la dt'niouslral ion sCtendrait sans peine au cas général.
Nous décrirons autour de ; un contour Cq tp'e nous pourrons prendre assez petit pour qu'il soil loul entier à rintcrieur de l'un des polyi;ones R, de R^ par exemple. Quanti les paramètres u varieront entre les limites que nous leur avons fixées, les polygones R varieront, mais nous pourrons toujours supposer que Co est assez petit |)0ur rester constamment tout entier à l'intérieur de R^. Si nous considérons maintenant les dillérenls transformés du poini ;, c'està-dire les différents points ■- &> cliacun de ces points sera contenu à
l'intérieur d'un petit contour C, situé tout entier à l'intérieur d'un certain polygone R*, ainsi qu'on l'a vu plus haut. Tous les contours C,- seront congruents entre eux et extérieurs les uns aux autres.
J'appellerai <j la S de Co qui sera celle de tous les C,-. Si je considère maintenant diverses circonférences coupant orthogonalemcnt le cercle fondamental et les arcs de ces circonférences qui sont interceptés par G„, la L de ces arcs restera inférieure à une certaine limite que j'appelle X.
Démontrons maintenant quelques leuimes.
Lemme IV. — Considérons les points transformés de z- , c'est-à-dire les points
'(iz -f- 3,'
qui sont intérieurs à un cercle G' qui a pour centre l'origine et pour rayon
le nombre de ces points est plus petit que
_lL(g2(R'+X)^_e-2(K'+X)_ 2)
En effet, soit N ce nondjre.
.Si un point — ^ est intérieur au cercle C, le contour G, correspondant
sera évidemment tout entier à l'intérieur du cercle C" qui a pour centre l'origine et dont le R surpasse de A celui du cercle G", c'est-à-dire dont le R est égal à R'-f- À.
Il y a donc à l'intérieur du cercle G" au moins N contours G, dont la S totale est égale à Nt.
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Or la s du cercle C" esl
On a donc
Lemme y. — On a identiquement
1 — mod
mod
I — mod ;2
En effet, envisageons un contour infiniment petit Go décrit autour du point z et le transformé C/ de ce contour par la substitution
Soient (1)0 et w, leurs surfaces, on aura
— = mod
Les S de Wq et 10, seront
/" /^ rf.r rfx _ (1)0
J J (\— mod==)'- ^ (1- mod;:^)--!
rfa" af/
[-"-(P^)T [— (îS^J'J
Or ces figures sont congruentes et ont même S. On a donc
tl — mod ( -^ 4^ ) I y -(i : -h 0,-/ I — mod z^ J
I — mod I —
mod
I — mod z''
Considérons deux cercles ayant pour centre l'origine et passant, l'un par le
point z et l'autre par le point
g.-SH-P;
Soient A le R du premier cercle et R' le R du second cercle. On aura
mod : =
lod
-'iZ -\- f>i
l8o MBMOIRK SUR l-ES FONCTIONS FUCHSIENNES.
et enfin
"""I ^; — ; = • — iT îTT •
{y,z -h ùif e-" + e-2R + 2
Théorème. — La série (2) est convergente.
Décrivons, en cfVet, une infinité de rercles ayant pour centre commun l'ori- •;ine et dont les R croissent en progression arilhmélique. Soient K,, Kj, . . . , K„, . . . ces cercles, et soit nr le R du cercle K„.
Ecrivons la série (2) sous la forme suivante :
(■ibis) S = U,+ U2+U3 + ...+ U„ + ....
On obtient le terme U„ de la série (2 bis) en groupant tous les termes de la série (2) qui correspondent à des points -^ ^ compris dans la couronne circulaire située entre les deux cercles K„_) et K„.
Comme les termes de la série (2) sont positifs, un pareil groupement est licite et la convergence de la série (2 bis) entraine celle de la série (2).
IjC nombre des termes de (2) groupés ensemble dans le terme U„ est, en vertu du lemme IV, ])lus petit que
Chacun d'eux est, en vertu du lemme V, plus petit que
On a donc Posons
on auia
K sera une constante indépendante de n et le second membre de l'inégalité (4) sera, puisque m > i , le li''''"' terme d'une progression géométrique décroissante. La série (2 bis), et par conséquent la série (2), est donc convergente.
Voyons quelle erreur on CDminet quand on se restreint dans la série (2) aux
termes qui correspondent aiiv points — ^ — ^' intérieurs à un cercle ajant pour
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centre l'origine et dont le R est (n — i)r. La somme des termes négligés est
égale à
et par conséquent plus petite que
[ (>2M1 '-ml
Théorème. — La somme S de la série (2) est une fonction continue des paramètres u.
En effet soit S la valeur de cette somuie pour certaines valeurs
«1, «î, ...,«,, de ces paramètres u.
Soit S + AS la valeur de cette même somme pour des valeurs voisines
de ces mêmes paramètres. Je dis qu'on peut prendre les Am assez |)elits j)our
que
I AS
e étant une quantité d(3nnée.
Soit Sfl la somme des n — i premiers termes de la série (a bis)
So= U, + U.2 + ...+ U„_,.
Soit
S,= U„-hU„+, + ...,
Soit de même 2o+ ^^o) ^1 + AS, la somme des termes correspondants de la série S + AS; de telle sorte que
S 4- AS = (S„-t- AS„) -+- (S,+ AS,)- On aura
K ginit-intr K e2'((l-m)r
gS'-U ml ' ' ^ I (j2r(l-/H)
INous pourrons donc prendre n assez grand pour que
s,<i, s, + AS,<i,
Or, une fois n choisi, So sera fonction continue des u; on pourra donc prendre les A« assez petits pour que
et par conséquent pour que
I AS I < £. c. Q. V. u.
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Considérons niainlenant la série suivante
Je suppose :
1° Que l'algorilliiiic H(c) représente une fonctidn rationnelle de ; dont aucun inliui n'est situé sur le cercle fondamental, mais qui est d'ailleurs quelconque ;
2" Que le nomlire m est un entier plus grand que i. La fonction H (5) aura
un certain nombre d'infinis
Si le point z se confond avec un des points «
a.iak+ {3,- YiOA + 8,-
l'un des termes de la série est infini et, par conséquent, la série ne peut être convergente.
Supposons au contraire que cela n'ait pas lieu. Nous pourrons trouver un nombre positif M tel qu'on ait, cjuel que soitt,
on pourra même choisir M assez grand pour que cette inégalité subsiste quand on fait varier les paramètres u entre certaines limites.
Je dis maintenant que la série ©(5), que j'appellerai série thétafuchsienne^ est convergente. En effet, nous aurons
mod [h (i^i-i-i^) (T'- + 2,)-2'«l < M mod{ 7,;: + 8,)-2"'. L Vï' ^ "*" '^'z J
Le module de chaque terme de la série (5) est donc plus petit que le terme correspondant d'une série convergente à termes positifs. C'est-à-dire que la série (5) est convergente et que sa somme est indépendante de l'ordre des termes.
D'ailleurs on démontrerait, comme pour la somme de la série (2), que la somme de la série (5) estime fonction continue des paramètres u.
II. — Classification et propriétés générales
Ainsi la série (5) est convergente, sauf pour certains points singuliers; dans ces conditions elle définit une fonction ("J(^) liolomorphe. La fonction 0(s) est
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essentielleiiieiit uniforme, mais elle cesse d'être holomorphe aux points singuliers pour lesquels la série (5) cesse crétre convergente. Ces points singuliers sont :
i°Les points
Y, a* -HO,'
c'est-à-dire les divers transformés des infinis de H (s); ces points sont des pôles dans le voisinage desquels ©(5) est méromorphe ;
2" Les points — — '■ , c'cst-ii-ilirc les divers transformés du point 00. Ces points sont encore des pôles dans le voisinage desquels &(z) est méromorphe.
On démontrerait ce double fait en remarquant que, dans le voisinage de ces points, un des termes de la série (5) devient infini et que si l'on supprime ce terme, la série reste convergente.
3° Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe G, c'est-à-dire les points du cercle fondamental qui n'appartiennent pas à un C()té de la deuxième sorte de l'un des polygones R. Ce sont aussi, pour la fonction ©(s), des points singuliers essentiels.
V^oici maintenant la propriété fondamentale de cette fonction. Considérons une substitution quelconque du groupe G, par exemple
Ok
cherchons quelle relation il y a entre
efïiii|i) et e(.).
\t/.z-\-S/J Le système des substitutions
formant un groupe dont lait partie la substitution (6j sera identique au système des substitutions
en posant, pour abréger.
]^-MA(z)][,
l84 MÉMOIRK SI B I.KS FONCTIONS KUCIISIENNES.
00 qui |>('riiii't (l'('iTiro
ou
On a (iMilIcurs On a (Idiic
ou bien
(7) e(îi±^)=e(.)(-a..-
JNous appellerons yo/it7(o/( llK^taJ acIisieniK; loiile toacliuii iniitormc de ; jouissant de la propriété (7). Nous classerons les fonctions thétafnchsiennes de la même façon que les groupes fuchsiens, à l'aide des propriétés du polygone normal Ro correspondant.
On a vu que les polygones R„ pouvaient se disuibucr en sept familles et que la première, la deuxième, la quatrième, la sixième et la septième de ces familles se subdivisent en deu\ ordres. Mais tout groupe du ileuxième ordre do la deuxième, de la quatrième, de la sixième et de la septième famille est identique à un groupe de la troisième ou de la cinquième famille, ou à un groupe du premier ordre de la sixième ou de la septième famille {voir § IX et XI du Mémoire sur les groupes fuchsiens). Nous pouvons donc toujours supposer que le groupe G n'appartient pas au deuxième ordre de la deuxième, de la quatrième, de la sixième ou de la septième famille.
Cela posé, je dirai que la fonction <")(j^ fait partie de la première, de la troisième et de la eintjuièmc famille si le groupe G fait partie de l'une de ces familles, et que la fonction ©(;) fait partie de la deuxième, de la quatrième, de la sixième ou de la septième famille si le groupe G appartient au premier ordre de Tune de ces familles.
iJe nn"irie je dirai qu'une Idrulnm I hitaliiclisienne est du genre p^ si le groupe G correspondant e^t de ce genre.
Je puis également étendre aux fonctions tliétafuclisiennesla classification des groupes fuchsiens en classes dont j'ai parlé dans le paragraphe précédent.
Envisageons d'abord les fonctions de la première, de la dcuvième et de la sixième famille. Les polygones K concspond.mts n'ont pas de côtés de la
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deuxième sorte, de telle manière que tous les points du cercle fondamental sont des points singuliers essentiels. Le plan se trouve divisé en deux parties, à saxoir l'intérieur et l'extérieur de ce cercle, par une ligne singulière essentielle; il faut en conclure, conformément aux principes actuellement admis dans la théorie des fonctions, et mis en lumière par les travaux de M. Weierstrass, que le développement (5) représente deux fonctions distinctes, selon que z est intérieur ou extérieur au cercle fondamental. La première de ces fonctions n'existera qu'à l'intérieur de ce cercle etadmettra comme espace lacunaire toute la partie du plan qui lui est extérieure; la seconde, au contraire, n'existera qu'à l'extérieur du cercle fondamental. Dans ce qui va suivre, nous n'envisagerons jamais que la première de ces fonctions; en eflet, la seconde d'entre elles, c'està-dire celle qui n'existe qu'à l'extérieur du cercle fondamental, ])eut aisément par un cliangement de ; en - se ramener à une fonction tli(Uafiiclisiciiiie n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental.
Considérons donc une tonclion llii'l ifiulisicinir u'cm^IiiiI (pi'à rinti'rleur du cercle fondamental cl diMinie jiar une série telle que ( ."> ) ; nous pouvons la ire deux hypothèses :
Nous pouvons supposer qu'un ou plusieurs des infinis de H(:;) sont intérieurs au cercle fondamental; alors la fonction ©(;) aura des infinis (sauf dans certains cas exceptionnels où plusieurs inlinis de cette lonction se détruisent mutuellement) et nous dirons qu'elle est de la première espèce; nous serons certains alors que la somme de la série (5) n'est pas identiquement nulle, puisque cette somme peutcroitre indéfiniment.
On peut supposer, au contraire, que tous les infinis de H(:;) sont extérieurs au cercle fondamental; alors la fonction ©(;) n'a pas d'infinis et nous dirons cju'elle est de la deuxième espèce. La fonction ©(s) peut alors se développer en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de :; et (|ui reste convergente tant que z reste intérieur au cercle fondamental, c'est-à-dire tant que la fonction ®(z) existe.
Piien n'empêche dans ce cas que la somme de la série (5) ne soit identiquement nulle, et nous démontrerons en eflet plus loin cpie toutes les fonctions 0 -de deuxième espèce s'expriment linéairement à l'aide d'un nombre lini d'entre elles.
Passons maintenant aux fonctions de la troisième, de la quatrième, de la cinquième et de la septième famille ; les polygones R ont alors des côtés de la deuxième sorte, tous les points du cercle fondamental ne sont plus des points II. W — II. 24
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sinuiiHers essentiels; nous n'avons pins une lif;ne singulière essentielle, mais une iniinilt- de points singuliers isoh's. 11 lu'snlle de là que la série (5) an lieu représenter deu\ loneiions distinctes selon que ;; est intérieur ou extérieur au cercle fondanuMilal, représente une seule et même transcendante qui est partout lioloniorplic, sauf en certains points isolés. La fonction 0 (s) est donc une transcendante uniforme existant dans toute l'élcndue du plan et présentant une inlinite île points singuliers essentiels.
On peut se demander quelle place elle occupe dans la classification que M. Mittag-Leffler a donné de pareilles fonctions dans sa communication du 3 avril 1882 aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris.
Les points singuliers essentiels étant en nombre infini seront infiniment rapprochés dans le voisinage de certains |)oints singuliers de deuxième espèce; ceux-ci à leur tour, s'ils sont en nondjre infini, seront infiniment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de troisième espèce, et ainsi de suite.
Je dis que nous ne serons jamais arrêtés et que nous trouverons ainsi une infinité de points singuliers de toutes les espèces. En effet, si nous avons une infinité de points singuliers de la (n — i )'*""" espèce, il y aura au moins un point singulier de la n'^"" espèce ; mais s'il y en a un, il j en aura une infinité, car tous ses transformés par les diverses substitutions du groupe G devront aussi être des points singuliers de la n'""" espèce. c. q. f. n.
Nous avons donc affaire à une de ces fonctions que M. Mittag-LefUer a appelées du deuxième genre.
Il semble d'abord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles existent dans loiii le |ilan et elles doivent avoir pour p()Ies ceux de la fonction rationnelle H(:;^ qui doit dexciiir infinie en quelque point duplan. Mais il peut arriver que plusieurs des infinis de la fonction 0(s) se détruisent mutuellement; de sorte qu'on peut construire, comme dans le cas précédent, des fonctit)ns tliétafuclisiennes de la deuxième espèce; on en verra un exemple au paragraphe Vin.
Parmi les points singuliers de nos fumiions ili(''iafiichsiennes, il en est qui doivent |iarli(iilièrement attirer notre attention : ce sont les sommets des polygones R qui sont de la deuxième catégorie et qui a])|)artiennent à un cycle de la troisième sous-catégorie {voir le paragraphe V du Mémoire sur les groupes fuchsiensj.
.Soit a Mil pareil ■.oiiiinel ; il y aura |ianiii les substitutions du groupe d une
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substitution parabolique de la forme
C'est là la définition nièine des cycles de la troisième sous-catégorie. Posons
•). l TT
'' -ITTTT-. ='?'(().
en conservant pour le svinbnle /"/(s) la signification qu'on lui a donné-e plus haut, c'est-à-dire
Définissons maintenant un symbole H, de la façon suivante :
11 est clair que H( sera ralgoritiime d'une fonction rationnelle. On trouvera alors identiquement
Mais, la série ©(s) étant absolument Cf)nvergciile, on peut en ordonner les termes comme on le veut. Voici comnienl nous allons les ordonner : Parmi les fonctions 'J((<) on peut en choisir une infinité
de telle façon que toute fuicticm '.;,(/) puisse se iiu'tlrc d'une manière et d'une seule sous la forme
h étant un entier positif ou négatif; ce qui permet d'écrire
Considérons un nouvel algorithme Hj.(<) défini comme il suit : d'où
A ^ 90 h — -\- xi
iS>* Miaidiiiiî srit i,i;s fonctions fuciisiennks.
Il laiil (l',il)iii<l ilVcclucr la siiiiiiiialion par rapporl à h; or FI^. (/) est. une loiuiioii iMliomicllo de l (pj| iriid vers /c!ro quand t. leutl vers riiiliiii. On aura
donc
^ n'i,(l + 7.hiii) = \\l(e'),
H^.(e') d(''sif;naiil une limrl ion ralionnellc de r' cpil Icnd vers z(''ro (juand / MmkI vers rniilni. 1! \ icnl donc ,
»"''-mi,"'"->-
La convcrf^ence do celle scric est éviticnic, piilscpi'on Ta ohlennc en i;ronpanl d'une certaine manière les Icrmes de la série (5) qui est absolument el unifor- UK'ment converf;enle. I )i' plus. \c^ Icrmes sont rationnels en e' et leurs infinis ne sont pas inlinlmcnl rapproches dans le voisinaiçe de
e' := o ou (le e' = co,
de telle sorte (ju'on |icul li-oM\criinc limite supérieure el inlV'ricure des modules des valeurs de e' (Uii l'ciidenl inlinie l'une des lonctions \l]..
11 suit de là (pie, ilans le voisinaf;(' du point singulier ; =: a, la fonction
0(:;) (; — a)-'" esl Indomoiplie en (jfi^-'"' ou en eP'"""' selon (pi'ou approche du ])oint 7. paT- l'iMliriciir on par l'evlérieur ilu cercle fondamental.
En d'autres termes, a esl poui- la fonction B un poinl singulier logdiilhmiquc.
Ainsi, si l'on envisage les diirérenls sommets des polygones R, on reconnaîtra :
l°Quc les soiiuiicis qui loiil paille <l un cyele de la preiiiicre et de la troisième catégorie soiil pour la lonclnui (') des points ordinaii<'s ou des pc'des ;
2° Que les sommels cpii loiil parlie d'un cycle de la troisième sous-catégorie sont des points singuliers logaiilhmiipies :
3" Que les sommets (pii font partie d'un cycle de la (pialiième sous-catégorie sont des points singuliers d'une nature plus ('devée.
III. — Zéros et infinis
Nous allons mainlenanl (■liidier la dislrilnition (le^ zéros et des Induis de la fonction B. Il est clair que, si un point ; esl |i(im (elle loiiiiion un zéro ou un
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infini, il en sera de même de tous les points correspondant à z, cest-à-dire de tous les points -^ — ^' • De cette façon, à tout zéro contenu à l'intérieur du polvgone Ro, correspondra un zéro contenu dans cliac\in des polygones R, et que nous ne regarderons pas comme réellement disli/irt du premier. De sorte que le nomljre des zéros et des infinis réellement distincts de la fonction 0 sera le nombre des zéros et des infinis contenus à i'iuN'ricur de Rq si la fonction n'existe que dans le cercle fondamental, et à l'intérieur de Ro + R„ slelleexiste dans tout le plan. Je rappelle que Rj, est le |)(dygone symétrique de Roparrapporl au cercle fondamental.
Cependant, quelques conventions spéciales sont nécessaires, si l'on veut |)ouvoir énoncer simplement le résultat auqufl ncnis allons airiver au sujet du nombre des zéros et des infinis. Il est d'aijord évident qu'un zéro double ou un infini double doit compter pour deux zéros ou pour deux infinis ; de même pour les zénjs et les infinis multiples. Mais, outre les zéros contenus à l'intérieur de R9, il peut y en avoir qui se trouvent sur le périmètre de ce polygone. Supposons qu'il y en ait un sur un côtéaiidcla piemière sorte, il y eu aura un autre, correspondant au premier >ur le ci")tt' cini jui;n(- àcah. Ces deux zéros ne seront pas réeliciiinil (li^tiucts et l'on ne ilevra les compter que pour un seul zéro, ou, si l'on veut, on (le\ra conqiter chacun d'eux pour un demi-zéro. Supposons maintenant qu'un sommet de la première catégorie soit un zéro d'ordre p; les sommets qui font partie du même cycle seront au nombre de /( par exemple et ciiacNU d eu\ sera un zéro d Ordre n ci un nie le preiiiK r. Supposons (pu^ la somme des angles qui correspondent à ces sommets soit -^" ; chacun d'eux appartiendra à /(./,■ polvgones difi'érents, de manière (ju'on devra en quelque sorte le |>artager entre ces n./c [)olvgones et que la part du polygone R;, sera un zéro d'ordre — j • Il résulte de là que les différents sommets du cycle représenteront seulement Y zéros distincts.
Il est facile d'étendre cette convention au cas où l'un des zéros est un des sommets de la deuxième catégorie et appartenant à un cycle de la troisième sous-catégorie. JNous avons vu que si a est un pareil sommet, la fonction 0 peut se mettre sous la forme
$ étant une fonction holomorphe de e^'*~-' s'annulant pour
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c'est-îi-ilirt' lliUll-
eîiia-=i=o.
H = o sera alurs un zimm do la t'oiiclioii *!>(«). Supposons que ce soit un zéro il'ordro j[). Mous dirons alors que les différents sommets du cycle auquel appartient a représentent jo zéros distincts de la fonction W.
Ce qui précède s'applique évidemment aux infinis.
Occupons-nous d'abord des infinis. La série (5) devient infinie quand jj / _£- — pi \ ^^j ^devient infini. Supposons d'abord que la fonction 0
n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Alors 5- ne peut devenir
infini; de jilus, à chaque infini de H(:;) intérieur au cercle fondamental correspondra en général un infini de l'un des H( -^-^ ~ \ qui sera intérieur à Rq-
Donc :
Le nombre tics infinis distincts dr 0 f.s'^ ('gai au nombre des injinis deW intérieurs au cercle fondamental .
Supposons maintenant que 0 existe dans tout le plan.
A tout infini de II (r) intérieur au cercle fondamental corresjjond un infini de Tun des H fîillti'') intérieur à R„.
A tout infini de H(^) extérieur au cercle fondamental correspond un infini de l'un des H ( — tr ) intérieur à R'.
A rinl(''ricur de chacun des polygones IV, et par conséquent à l'intihieur
de R'„, nous trouverons un des ixiints — — (lui sont pour 0 des infinis d'ordre
2m. Il y a cependant une exception : lc> points — — sont les didercnts points
correspondants de l'infini; la surface tic l'un des polygones R' contient le
point 30 et ne contient pas de point ; le ])oint oc n est pas en gênerai un
Y' infini de 0. Mous sup|)oserons, pour éviter cette difficulté, que le polygone R'^
ne Cfnitirnt |>a^ li' poiril y. el nous poiiinuis ('•iionccr le résultat suivant :
Le iioiidirc des inliui- de 0 eonleuus à rinlc'iieur de Rq + Rj,, e'est-à-diie le nombre des injinis distincts de 0 est égal au nombre des infinis de II augmenté de um.
Passons à la reclierclie des zéros. Parmi eux, il y en a qui dcjivent d'abord attirer l'attention : je veux parler des sommets de la première catégorie qui dans certains cas sont forcément des zéros d'ordre déterminé.
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Soient a un sommet de la première catégorie et a' son symétrique par rapport au cercle fondamental. Supposons que a fasse partie d'un cycle et que la somme
des angles de ce cycle soit -r- L'une des substitutions de G sera
Nous aurons
ef/,(--)]=e(s)(^
Mais
Remarquons de plus que n<jus pouvons développer 0 (;:) (3 — a')-™ suivant les puissances de -_ ; > de façon à poser
L'équation (8) devient alors
Cette identité exige qu'on ait
A,,= o, ou bien
e >• — e * , c'est-à-dire
(9) jD -H «i H= o {moAk).
Donc le développement de 0, ne contient que des termes dont l'ordre p satisfait à la congruence (y). Si donc k ne divise pas m, 5 = a est un zéro pour©, et par conséquent pour 0.
Ce zéro est d'onb-e au moins égal au reste de la division de mik — i) par k; et si l'ordre de ce zéro diffère de ce reste c'est d'un multiple de k. Il y a exception évidemment si a est un infini de 0.
De même nous avons vu que les sommets qui appartiennent à un cycle de la troisième sous-catégorie sont, en général, des zéros de la fonction 0.
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Nous allons maiiUenanl cherclier quel esl le nombre des zéros réellement (lislincts de notre fonction 6 et, pour fixer les idées, nous supposerons qu'il s'auil d'ime loiirlinu ilc la |)ifmièr<' ramillc. Soil tj le noiiiijre des infinis distincls, soil /> le iioiulirc di's zéros réellement distincts, c'est-à-dire le nombre chercli(': soit maintenant />o le nombre des zéros situés à l'intérieur de Ro en laissant de côté les zéros qui pourraient se trouver sur le périmètre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en général, qu'il n'y a pas de zéro sur le périmètre en dehors de ceux qui sont sur les sommets; s'il y en avait, on naiirait qu'à considérer les zéros situés sur les côtés comme des somnu'ts séparant deux côtés consécutifs du polygone situés dans le prolongement l'un de l'autre. Supposons maintenant que les sommets se répartissent en
un certain nombre de cycles de la première catégorie C|, Ca, •.., C,,
Supposons que tous les sommets du cycle C,- soient des zéros d'ordre pi et que la somme des angles de ce cycle soit -r- de telle sorte que l'ensemble de ces
zéros doivent être comptés, d'ajirès la convention faite phisbaul, [lour j-' zéros
distincts. On devra avoir
j)i-i-i)tiE^o (mod/,),
Le problème consiste à ('valuer y^,,- I^oui' cela il fuit prendre l'intégrale
('"^ J -^TTT
le long du périmètre de Ro- L'i partie ri'elle de cette intégrale sera nulle et la partie imaginaire s'écrira
Ki Pu — q
L'évaluation tle l'intégrale (lo) présente ici une difficulté spi'ciale.
En effet la fonction sous le signe / devient infinie en divers points du conloui- d'intégral 1(111. puisque nous avons \ ii (pTun certain nombre de sommets de Ro étaient des zéros de 0. On tournera celte difficulté en décrivant autour de chacun de ces sommets comme centre des arcs de cercle infiniment |>etits, raccordant les deux côtés qui aboutissent au sommet considéré; il faudra décrire ces arcs de cercle à l'intérieur de Ro, de façon à laisser les sommets en dehors du contour, puisque nous voulons évaluer y;,,, (•'(■>t-à-dire lenombrcdes zéros intérieurs à Ro-
Il faudra donc évaluer l'intégrale (w) :
i" Le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des sommets;
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2" Le long des côtés de la première sorte;
3° Le long' des côtés de la deuxième sorte.
Il suffira d'ailleurs de calculer la partie imaginaire de l'intégrale, car nous savons d'avance que la partie réelle est nulle, et cette partie imaginaire n'est autre chose que la variation de l'argument de 0.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une fonction de la première famille, de telle façon que nous n'ayons que des sommets de la première catégorie et des côtés de la première sorte. Soit 2/1 le nombre de ces côtés.
Considérons d'abord un des petits arcs de cercle décrit autour d'un sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle C/ dont la somme des angles est -j— et dont tous les sommets sont des zéros d'ordie /',. Soit A l'angle du sommet considéré. L'intégrale prise le long du petit arc de cercle correspondant sera — ^ — 1 pi^ ; prise le long de tous les arcs de cercle décrits autour des divers sommets du cycle, elle sera
■ I -Pi-
Enlln, l'intégrale (10), prise le long de tous les arcs infiniment petits décrits autour des sommets de R„, sera
Il reste à évaluer notre intégrale le long îles c(>tés de la première sorte. Soient donc ab, a' b' deux côtés conjugués de Rq. Il f<iut calculer
■''e'dz r"ev/3 r''B'(iz r''' ^' dz
r ' S' dz r" e' dz _ r " e' dz _ r e' dz
Soit [:;, y, (5)] celle des substitutions du groupe (j qui change a' è' en aè. Nous aurons, d'après ce qu'on a vu plus haut,
e(/,) = e(c,(fp
Donc
Le(/,) = L0(c)-mL ^_
dz
f"\'-l^'-'-l^]dz=-,.f"'d\Lm J„. l^(J.) Wl-jJ ./. L dzj
dz
H. P. — II. j5
MKMoiui: srn les I'onc.iidns i'Iciisiennks.
àf.
Il ri'slo (linir à clicrclici' comiiiciil \arii' la nailic iiiiai;inaiic ili^ Ij-t- l'n 1 ar-
' dz
ijumi'iil lie -~ quand c varir de n' à h' .
Je rai>|ii'lli' (jiu- les côtés de lio) ab^ a' b' sont des arcs de cercle; je vais mener aux points a, b, a', b' , les tangentes aux arcs de cercle nfc, a'6'; soient ac^ bc; a'c', b'c' ces tangentes. Soient maintenant W|, w^, W3, co.i les arguments des quanlilôs imaginaires (c — «), (b — c ), (o' — a'), (b' — c').
I'"is. lu.
Supposons qu'on opère de la même manière pour tous les côtés du polygone curviligne Rq; on obtiendra un polygone rectiligne Po de 4'* côtés, dont les côtés seront les tangentes menées aux côtés de Rq par les sommets de Ro et dont les sommets seront ceux de Ro et les points tels que c, c' ; je désignerai simplement par les lettres c et c' les angles du polygone Po qui correspondent aux sommets c et c'. Outre les sommets tels que c, le polygone Po admet 2n angles qui lui ^ni\[ coiiiinniis avec R„ et dont la sitmme est 7 -7^» d'où la relal idii
• 9. )lt
Aoiis piiiiMnis écrire iiiaiiilciiaiit
a,.g._ = .o,-OH,
pnui' z = n , |ioiir ; = b',
[>a!lie imiig. do J = — /«( luo — (i), — (o; -h (U3 ) y/ — i, c = (Ui — Wa-h -,
c'= 7: (Oj-t- (1)4,
|>ar lii: iiiia;;. île J — m ( c ^- c' — -17:; y/ — 1 . L'intégrale (1 o^ prise le long de lou.i lc.-> côté.-, de la première sorte aura
MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS KUCHSIENSES. IQS
donc pour valeur la partie imaginaire de ^ J ou bien
J — I //! 7 c — inimz \/ — I
{\n — 2)m7T / — I — 7.r. \/ — i ^,-, i/iin- ^ — i = f« — i)2mTTy/ — I — 2~ y — l > -r--
L'intégrale (lo) se réduit alors à
d'oii la relation
po= q -h m(n — i)—^ j-
Ce nombre po des zéros intérieurs à Rq est entier à cause des congruences
Pi-hni^^o { 1110 cl />•,).
Exprimons maintenant le nombre p des zéros réellement distincts, défini par les conventions faites plus haut; nous trouverons
/* = ? + '"("- I — 2 Ti
Ainsi, rexcùs du nombre des zéros distincts sui' celui des inliuis distincts ne dépend que du nombre m, du nombre 2 « des côtés de Ro et de la somme^-r— des angles de ce polygone.
Cette somme satisfait à l'inégalité
^-^ <Tt(-irt — 2),
d'où
et par conséquent /> > ^- L'expression (n — i — ^7- ) est proportionnelle à la S du polygone Ro-
Supposons maintenant que la fonction & soit de la deuxième ou de la sixième famille. Nous n'aurons toujours que des côtés de la première sorte ; mais, outre les cycles de la première catégorie C|, C2, • • -, C,-, .... que nous avions rencontrés dans le premier cas, nous aurons des cycles C, , C, , ..., G,- de la deuxième catégorie et de la troisième sous-catégorie. Considérons le cycle Cj; les divers sommets de ce cycle seront des zéros; je suppose d'après la conven-
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tniii tuile [ilus luml qu'ils ci>iiii)lt'nl [loiir /(, zéros distincts. Ou aura alors
(II) p^po + y^j^+y^'u-
Il tant (■•\alucr l'itirr^ralc (lo) :
i" Le long lies arcs de cercle intiniinenl petits décrits autour des sommets de la première catégorie;
a" Le long des côtés de la première sorte;
3° Le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des sommets de la deuxième catégorie.
La première partie de l'intégrale se réduit, comme plus liaut,à — air^ — i Vj'; la seconde à
^3 = 'iTz,n^/~(^n — i -2^)'
Pour évaluer la troisième, il suffit d'étudier comment varie l'argument de 0 dans le voisinage des sommets de la deuxième catégorie; à cet eiret, il faut mettre la foncrion 0 sous la forme
(= — a) 2'" <|>[efiia-;ij
($ étant l'algorithme d'une fonction h(jloinorphe), ce qui est possible, ainsi qu'on l'a vu plus haut. On reconnaîtra alors que cette troisième partie de l'intégrale se réduit à — 2ny/ — I > hi.
Il restera donc, pour l'expression de l'intégrale (lo),
d'où
P<i= q + m{n — \) — 2^^-j- 2^hi
et
{' — 'Lt)
Nous sommes conduits, jiour l'excès du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts, à la nn'me expression que ilans le cas précédent. Cet excès est proportiomicl au rinuilirc /// ol dépend en outre du noirdire des côtés du polygone Pio et de la somme de ses angles, ou bien encore il est proportionnel à la fois à m et à la S de Ro-
Supposons enfin que la fonction 0 soit de la troisième, de la quatrième, de la cinquième ou de la septième f.iiuille, c'est-à-dire existe dans tout le plan.
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Nous aurons alors des côtés de la première et de la deuxième sorte, des sommets de la première et de la troisième catégorie et des sommets de la deuxième catégorie appartenant à des cycles de la troisième sous-catégorie. Nous allons chercher le nombre des zéros et des infinis distincts; ce nombre sera défini comme précédemment. Cependant il y a une remarque à faii-e au sujet du nombre des infinis distincts; ce sera en général le nombre des infinis intérieurs à Rq et à R'„, mais une difficulté se présentera si le point co fait partie de la région R'^. Dans ce cas il peut se faire que go ne soit pas un infini de 0, mais que tous les transformés du point co par les substitutions du groupe G soient des infinis de 0. Le nombre des infinis réellement distincts sera égal alors au nombre des infinis intérieurs à Ro + R,, plus 2m. Pour éviter cette difficulté, je supposerai que le polygone Rq ait été choisi de telle sorte que le point 00 ne fasse pas partie de la région R^.
Cela posé reprenons l'intégrale (10) ; il \,i falloir l'évaluer le long du contour de Ro, puis le long du contour de R',, et ajouter. Soient 2 n le nombre des côtés de la première sorte ; / celui des côtés de la deuxième sorte ; conservons d'ailleurs les notations employées plus haut : p^ cl q représenteront alors le nombre des zéros et des infinis intérieurs à Rq+ R„.
Il faut évaluer l'intégrale :
i" Le long des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la première catégorie ;
2" Le long des petits arcs de cercle di'crils autour des sommets de la troisième sous-catégorie;
3° Le long des côtés de la première sorte;
4° Le long des côtés de la deuxième sorte.
La première et la deuxième partie de l'intégrale seront égales à
-"-"Gï*!"')-
La troisième partie sera égale, comme plus haut, à la partie imaginaire de ^ J.
Construisons un polygone Pq en menant, par les dillerents sommets de R„, des tangentes aux côtés de la première sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura 4« + ^ côtés ; ses angles seront de deux sortes : les uns seront analogues aux angles que nous avons appelés plus haut c, c'; les autres lui seront communs avec les angles de Rq, mais parmi ceux-ci les uns, dont la
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somme sera^ -r^i rorrospondronl aux sommets de la première calégorie; les
autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la deuxième catégorie ; les autres enfin, qui seront ilroits et au nombre de :>, /, correspondront aux sommets de la troisième catégorie; d'où la relalion
7 C -H 7 -j^ -1- /ti = (4 « + ^ — 2)tT.
Or on a trouvi'. plus haut, on aura donc
|Kii'li<> iiiia<;. lie ^J = m\J — i ( 2_,
c — 2 « Tr I ;
part le iniag. de 7 ,1 = 2 uni 1/ — i { n — 1 — ^ -r-
Appelons enfin 2TiIy/ — 1 la partie imaginaire de riiitégrale prise le long des côtés de la deuxième sorte; nous trouverons pour rintcgrale (10) prise le long de R„ :
ITT [,w «-.) -V /!i^ _V
]i faut prendre mainlenaia rint('grale (10) le long de R',,. Supposons que, d'après les conventions faites plus haut, les sommets de la première catégorie
de R,, comptent pour \^ j^ zéros distincts et ceux de la deuxième catégorie pour 7 /<; zéros distincts. Nous trouverons pour la valeur de l'intégrale prise le long de Rij, en raisonnanl comme plus haut,
/■ r 'V Pi -^ "' V '
2it:/— 1 w(n — 0— ^ — ^- ^/(,— I ,
OU en ajoutant les deux iiit('grales
d'où
d'où
p„=q-^-xin{n — \)— > ■^— ; Z,-S >,(/'<-+-''<)•
Mais, si B désigne, coinnie plu> haut, le nombre des zi-ros distincts, on aura
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Ainsi, l'excès du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts ne dépend que du nombre m, du nombre 2n des côtés de la première sorte et de la somme des angles de la première catégorie.
Ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que, dans tous les cas possibles, le nombre des zéros et celui des infinis <listiiicts sont toujours finis.
Si une fonction F(^) est uniforme, si elle se reproiluil par loules les sulislitulions d'un groupe fuclisien G, de telle sorte que, si
\ ■;, - + &,7 est une subsiitulion de ce groupe, on ail idcnl iquement
si enfin la fonction F(r) n'a (pTiin noniluo fini de zéros el d'infinis réellement distincts, je dirai que cette fonction est uwç JonriioN J iir/ifie>i//e. JL\is[c-l-il de pareilles fonctions? Il est aisé d'en former.
Considérons, en efifet, deux fonctions thétafuclisicnnes correspondant à un même groupe G et à une même valeur de l'ciilicr m. leur quotient sera une fonction luclisienne. Il e>t aisé de g(''néraliser ce prori'di'. Aoiis dirons que le nombre //( est le (li'i;rr de la série (■). Si nous envisageons ensuite un produit de plusieurs séries telles que ("), le degré de ce monôme sera la somme des degrés de tous les facteurs. Si nous considérons un polynôme entier par rapport à diverses séries 0, nous dirons que ce polynôme est liomogènc et de degré k si tous ses termes sont d'un même degré k; le quotient de deux polynômes homogènes de degrés k et /«' sera une fonction rationnelle homogène de degré k — k' . Il est clair que toute fonction rationnelle, homogène de degré o par rapport à diverses séries 0, est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus tard comment toute fonction fuchsienne peut s'exprimer de cette façon.
Quelles sont les propriétés des fonctions fuchsiennes?
1° Les si/i i;ularit<'s sont les mêmes que celles des Joitclions l/iétafuchsieiines ; nous avons par conséquent des fonctions fuchsiennes n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental et pour lesquelles toute la circonférence de cercle est une ligne singulière essentielle, et d'autres qui existent dans tout
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le plan et dont les palais siaguliers essentiels, situés tous sur le cercle fondamental, sont isolés quoique en nombre Infini.
2° Le nombre des zéros dlsliucts d'une r<)uctlon fuchsienne F(:;) est égal à celui de ses infinis disliucls; il est ét;.il, dautre part, au nombre des zéros distincts de la l'onction fuciisienne F(;) — a, c'est-à-dire au nombredes points réellement distincts pour lesquels F(;) prend la valeur a. En conséquence, le nombre des points intérieurs à Ro (ou à Ro+R„) et pour lesquels F(2) reprenil une même valeur est constant et fini.
3° Soient deux fonctions fuclisleuncs !'(;) et F|(s) correspondani ii un même groupe fuchsien G, et supposons que la première reprenne p fois, et la seconde jD| fols, la même valeur à l'intérieur de Rg ; je dis qu'il y aura entre F et F, une relation algébrique. En elïet, à chaque valeur de F correspondent p^ valeurs de F, ; toute fonction sjmétriquede cesp, valeurs est méromorphe en F pour toutes les valeurs de F finies ou infinies. Toutes ces fonctions symétriques sont donc des fonctions rationnelles de F; donc V, elle-même est fonction algébrique de F. c. q. f. d.
4° Considérons maintenant toutes les fonctions fuchsiennes qui correspondent à un même groupe G. Entre deux quelconques d'entre elles nous venons de voir qu'il y a une relation algébrique. 11 suit de là que toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement à l'aide de deux d'entre elles que j'appellerai x et y. Nous aurons d'ailleurs entre x et j' une relation algébrique
Quel est le genre de la relation (i) ou, ce qui revient au même, celui de la surface de Rlemann correspondante? Pour résoudre cette question, il faut se reporter au paragraphe Vlll du Mémoire sur les groupes fuchslens, paragraphe iiiiiiub; Classification en genres; dans ce paragraphe, je supposais que l'on découpait la région R^ (ou Ro+R„), puis qu'on la repliait en la déformant de manière à recoller ensemble les c()tés conjugués et à obtenir ainsi une surface fermée. Il est clair qu'au point de vue de la géométrie de situation la surface fermée ainsi obtenue ne dlIFère pas de la surface de Rlemann qui nous occupe. Il en résulte que le genre de la relation (i) est précisément ce que j'ai appelé, dans le Mémoire eu question, le genre du groupe G. Si donc le groupe G est de genre z('ro, il en sera de um'hic de la relation ( i) et, par conséquent, toutes les fonctions fuchsiennes pourront s exprimer rationnellement à l'aide tVune seule d'entre elles (pie j'appellerai x.
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On peut éviter ces considérations empruntées à la géométrie de situation. C'est ce que j'ai fait dans un travail inséré dans les Mémoires de l'Académie de Caeti ('), où je détermine le genre de la relation (i) par le nombre des cycles distincts que l'on peut faire décrire au point analytique (x,y), mais on est conduit ainsi à une discussion assez longue.
5° Considérons la fonction fuchsienne que nous venons d'ap})eler X et formons les deux fonctions suivantes :
, . /d.v / dx
Il est clair que l'on aura
d'^x dx „ ld''-x
('i dx'^ i'2 dx"^ / dx
drY'
On vérifie aisément que le troisième membre de celte double égalité est une fonction fuchsienne de :; : c'est donc, d'après ce que nous venons de voir, une fonction rationnelle de x et de >', que j'appellerai c»(j7, >-)•
Les deux intégrales de l'équation linéaire
sont donc
(3) rf^ = '"f('^'->'^
Ainsi la considération de la fonction fuchsienne x permet d'intégrer l'équation linéaire (3) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles du point analytique (a?,j'). On voit que la variable indépendante x s'exprime par une fonction fuchsienne de s, c'est-à-dire du rapport des intégrales. Quand on connaît cette fonction fuchsienne on en déduit les intégrales elles-mêmes à l'aide des formules (2).
Dans le cas particulier où le groupe G est de genre zéro, l'équation (.■!) pourra s'écrire
d'^v (3 bis) — =v<^{x),
'■s(x) étant une fonction rationnelle de x seulement; dans ce cas, en effet, nous venons de voir que toute lonctii)n fuchsienne s'exprime rationnellement en X.
(') Ce Tome, p. ■jS.
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Clien Ih>ii> iiuiiuloiuuit ([iiels sont les points singuliers de l'équation (.3) et comment se comporlcnt les intégrales dans le voisinage de chacun d'eux. En «énéral. le-- intégrales seront des fonctions lioloniorphes de x\ il j aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points singuliers :
i" Pour les points singuliers de la relation (i), y cesse d'être fcmclion holoniorphe de x, et il en est de même des intégrales c, et v^; mais c, et v^ reslcnl functio/is lioloniorphes du point analytique (:r, >). Nous n'avons donc pas ainsi un véritable point singulier.
2" Pour les points {x,y) qui correspondent aux divers sommets du polygone Rfl. Dans cette seconde espèce de points singuliers, nous distinguerons :
1" Ceux qui correspondent à des sommets de la première catégorie. Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intégrales de l'équation (3) sont régulières, pour employer l'expression de M. Fuclis. Si nous formons maintenant l'équation déterminante correspondant à ce point singulier, la différence des racines de cette équation est l'inverse d'un nombre entier. En effet, le point singulier correspond à un sommet de Ro qui fait partie d'un cycle
de la première catégorie, et la somme des angles de ce cycle est égale à — . p étant un nombre entier; on voit aisément que la différence des racines de l'équation déterminante est précisément -•
Dans le cas particulier où le sommet de Rq envisagé appartient à un cycle de la première sous-catégorie, on a jo = 1 , d'après la définition même de cette sous-catégorie. Par conséquent, la dillerence des racines de l'équation déterminante est l'unité. Un semblable point n'est donc pas un point singulier.
2" C(jnsidérons maintenani nu point singulier qui corresponde à un sommet de Rq appartenant à un cycle île la deuxième catégorie. Ce cycle sera de la troisième sous-catégorie, puisque, d'après ce que nous avons vu plus haut, on peut toujours supposer qu'il n'y a pas de cycle de la quatrième souscatégorie. Formons l'équation déterminante correspondant à un pareil point singulier; les racines de cette équation seront égales et les intégrales de l'équation (3) seront logarithmiques , mais régulières.
3° Il faudrait envisager enfin les points analytiques {x,y) qui correspondent à des sommets de la troisièuie catégorie, mais on reconnaîtrait aisément (jue ce ne sont pas des points singuliers.
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En résumé, les intégrales de l'équation (3) sont partout régulières et [si on laisse de côté les points singuliers de la relation (i)] le nombre des points singuliers de l'équation différentielle (3) est égal à celui des cycles de la deuxième ou de la troisième sous-catégorie que présente le polygone Rq (ou les deux polygones Rq et R'q).
V. — Première famille; genre zéro
Après avoir étudié les propriétés des fonctions fuchsiennes en général, nous allons nous occuper, séparément, des diverses familles et des divers genres entre lesquels se répartissent ces fonctions; nous commencerons par l'étude spéciale des fonctions les plus simples; celles de la première famille et du genre zéro.
Je rappelle d'abord quelle est, pour de semblables fonctions, la forme du polygone R„. Les côtés sont tous de la première sorte et au nombre de 2«; les côtés de rang j9 et 2 w -)- i — p sont conjugués et, par conséquent, congruents. Les cycles sont au nombre de « + i; deux d'entre eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang i ; le second le sommet de rang m + i. Les n — -i autres cycles sont formés de deux sommets, à savoir des sommets de rang p et 2/1 -f- 2 — p. (C'est l'exemple II du paragrapbe VII du Mémoire sur les groupes fuchsiens.)
Un cas particulier remarquable est celui où le polygone Rq est symétrique par rapport à l'arc de cercle qui coupe orthogonalement le cercle fondamental et qui joint les sommets de rang i et /; + i . Je dirai alors simplement que ce polygone est symétrique.
Dans le cas qui nous occupe, le genre est égal à o, et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles, que j'appellerai x ou bien f{z). Cette condition ne détermine pas complètement la fonction x = f(z). Si, en effet, toutes les fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement à l'aide de or, elles s'expriment aussi
rationnelleineut à l'aide de -r, a, b, c, d étant des constantes quelconques.
Il faut donc, pour définir complètement la fonction a: =/(;), s'imposer encore trois conditions. Voici celles que nous choisirons. Soient a,, aj, a.„^, les sommets de rang i, 2 et w + i ; nous supposerons que l'on a
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La fonction /{:■) sera alors eutièrenient déterminée. A l'égard de cette fonction, je remarquerai ce qui suit : Si le polygone Rj est symétrique, la fonctiony(;) est réelle et positive sur tovit le périmètre de ce polygone.
J'appellerai a,- le sommet de rang ('; ce sommet formera avec ('■■211+2-1 un cycle dont la s^)mme des angles sera -jj- 1 p,- étant un nomhre entier. Enfin je poserai
d'où
«1 = 0, ai=l, a„+, = x.
Pour z = a,-, les p,- — 1 premières dérivées dey'(3) s'annulent de sorte que le développement dej(s) est de la forme
/(i) = a,- + 6, ( 5 - o!,)Pv -hbilz — a, )P.-^' -t-. . . .
Pour z = a,,^, , /(s) est un infini d'ordre pn+i , de sorte que le développement de f(z) est de la forme
(- — a«+i)P"+' (3 --a„+, )P"+.+i Nous avons vu que si l'on pose
" = 1/51' la fonction v ainsi définie satisfait à une équation
{ibis) __ = p<p(a:),
'f{x) étant rationnel en .r. Quelle est ici la forme de la fonction cs(ar)? On trouve
aisément :
Q(a;) étant le produit (t — a,) (x — aj) ... (x — a„) et P(a-) étant un polynôme en X de degré 2« — 2.
Le polynôme P(a?) doit snlisf.iirç aux conditions suivantes :
Nous désignons par la nolaliou (Vf.r) la dérivée de Q(.t). De plus, le cocflicient de X^"~'^ dans P{x) doit être égal à
Voilà donc n -\- 1 conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire le poly-
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nome P(a;) pour que l'équation (3 bis) soit intégrable de la façon que nous avons dite. Ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, le poljnonie i'(x) étant de degré 2n — 2, il reste dans ce polynôme n — 2 paramètres arljiiraires; mais, dans ces n — 2 paramètres, qui sont des quantités complexes, je dois distinguer les parties réelles et imaginaires de telle façon qu'ils équivalent à 2« — 4 paramètres réels. Or, combien avons-nous de paramètres arbitraires dans le groupe G? Le groupe G est défini par un polygone Ro de 211 côtés. Pour définir un pareil polygone il faut, en général, f\n — 3 conditions. Mais notre polygone n'est pas quelconque : en elTel, les côtés conjugués doivent être congruents, ce qui fait n conditions; la somme des angles des divers
cycles doit être respectivement égale à -s-> -t-j •••> ô > ce ciui fait n -\- \
conditions. Il reste donc, en (oui, dans notre groupe G, 2n — 4 paramèires arbitraires. Dans notre fonction f{x)., au contraire, nous avons 211 — 4 paramètres qui restent arbitraires dans V{x); nous avons en outre, dans Q(J7), n — 2 paramètres complexes arbitraires, à savoir as, a^, ..., a,, ; cela équivaut à 2ji — 4 paramètres réels. Donc, dans la fonction '^{x), il y a 211 — 4 paramètres arbitraires de plus (jue dans le gnuipe G. Donc, pour que l'équation (3 bis) s'intègre de la façon que j'ai dite, il faut, outre les conditions énoncées plus haut, que 211 — 4 autres conditions soient remplies. Ces conditions sont transcendantes et très comiiliquées ; leur étude trouvera place dans un autre Mémoire (' ).
Supposons maintenant que l'on se donne «3, «,, ..., «„, c'est-à-dire les points singuliers de l'équation (3 bis), Q(^) ''^ra déterminé et il nous restera les 2n — 4 paramètres de ^{x). he nombre des paramètres restés arbitraires est alors précisément le nombre des conditions à remplir. Dans une question où n'entreraient que des fonctions algébriques ou des transcendantes simples, on pourrait conclure de là que l'on peut toujours disposer de ces paramètres pour satisfaire à ces conditions, et |)ar conséquent qu'?7 c'j;w/e toujours une équation de la forme (3 bis) intégrable par les fonctions fuchsiennes Seules et où les points singuliers o,, Oo, ...,rt„,«„^., sont donnés à l\wahce. Mais ici, nous ne pouvons nous contenter d'un pareil aperçu, et ce théorème, fort important, exigera une dénionslralion spéciale que je donnerai dans un Mémoire ultérieur (').
(') Sur les groupes des équations linéaires {Acta matliematica, t. IV, p. 3oi-3i2 et plus loin). N, E. N,
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Dans k- r;is |iarl imilier oii le polygone Rq est symétrique, les points singuliers ai, o-y. ..., (1,,^, ainsi que les coefficients de P(a?), sont réels.
Dans le cas plus particulier encore où n= 2, l'équation (3 bis) se ramène aisément à Ti^qnatioii hvpergéoméirique de (^lauss. De plus, nous avons
de telle sorte que le nombre des conditions transcendantes dont il a été question plus haut est nul. Alors, pour que x soit fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut et il suffit que
et que le coefficient de x- dans P(x)
P(5 ^21 Pi étant entiers.
Etudions maintenant les fonctions iliétafuclisiennes.
Soit 0(«) une fonction thétafuchsienne jouissant de la propriété caractéristique
V '(/. z + Ok/
Reprenons la fonction fuchsienne f {z) = x eX. sa dérivée f'{z), il est clair que la fonction
sera une fonction fuchsienne et par conséquent une fonction rationnelle de X. Nous avons donc pour l'expression générale des fonctions €>(s) :
F étant l'algorithme d'une fonction rai ionnelle.
Parmi les fomlions thétafuchsiennes, nous avons vu qu'il y en avait de deux espèces : les unes devenant infinies, les autres ne devenant ])as infinies à l'intérieur du cercle fondamental.
(hielle sera la forme générale de celles de la seconde espèce? L'expression (\) ne doit devenir infinie pour aucune \alcur de x. Dans ce cas V {x) ne pourra devenir infini que si -j- devient nul, c'est-à-dire si x vient en l'un des points singuliers a; = «, , x = a^, . . . , x ^ a„.
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Il suit de là que Ton doit avoir
dz I (x — ai)>-i(j- — a-) y*' ... (a: — ««)'■»
^p{x') désignant un polynôme d'ordre p. Exprimons maintenant que B(;;) ne devient infini ni pour a? = a, , ni pour x = a2, • ■ • , ni pour x = a„, ni pour a; = oo; il viendra
Ces /t + 1 inégalités sont compatibles.
Ces inégalités ne permettent pas de dcjiiner à p des valeurs aussi grandes que l'on veut, de sorte qu il existei'a toujours un nombre qt tel que l'on ait constamment ^ < y et que les inégalités (3) permettent à p d'atteindre la limite q — i .
Supposons le nombre m donné; le nombre q sera alors déterminé, et il est clair qu'entre q fonctions thétafuchsiennes de la seconde espèce, il y aura toujours une relation linéaire Identique.
Si l'on se rapporte à l'expression que nous avons donnée de ces transcendantes dans le paragraphe I, on verra qu'il y entre une fonction rationnelle PI (;) renfermant un nombre infini de paramètres arbitraires. Il suit de là qu'il y a une infinité de fonctions rationnelles H telles que la série tbétafuchsienne correspondante soit identiquement nulle.
Il existe donc une infinité de relations identiques linéaires entre ces séries thétafuchsiennes. Nous les étudierons plus loin.
Revenons à l'expression (2). Jusqu'ici nous avons supposé que les nombres m, X|, Ao, ... qui y entrent étaient entiers. S'ils ne l'étaient pas, la fonction définie par cette expression ne jouirait plus de la propriété fondamentale des fonctions thétafuchsiennes, mais elle pourrait rester uniforme. Pour cela il suffit que les nombres
et
soient entiers.
Il est clair que les n -\- i équations
m([3, — i) — X, ]3, = e,-, "'(§«+1 + 0 — SX,j3„+i= e„+i,
où les £ sont des nombres entiers donnés, fourniront toujours des valeurs pour
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les X el pnur //;, c.ir ce sont des équations linéaires dont le délerniinaul n'est pas nul.
Su]i|iosiui> doue (|U(\ dans les étjual ions ("j), on donne à tous les s la valeur zéro excepté à £,( auquel (in donne la valeur i. Portons ensuite dans l'expression (2) les valeurs de m et des X tirées des équations (4) et remplaçons dans cette même expression 0^ par une constante. Nous aurons défini une fonction X* qui est lioloniorplie dans tout le cercle fondamental, el qui n'a d'autres zéros que le point a./i et les points correspondants. Tous ces zéros sont d'ailleurs simples.
Ces fondions X|,X2, . . . , X„, X,,,,.,, dont le rôle est très important, ont été découvertes par M. Halphen dans le cas particulier de n = 2. On peut trouver entre elles et a; certaines relations intéressantes. Considérons en efifet les séries X| et X„^|. Soient m, et ?n,|_^., les valeurs correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires.
Soit, en effet, \ une fonction uniforme quelconque susceptible d'être mise
sous la forme
, , . - V _ fd.r\ « __K
^^""^ \dz) (.r-«,)X.(^_«,)>,...f.r-«„)>.,.'
K dési;;nant un facteur numérique. Cette fonclion n'a d'autres zéros ou infinis que les points 7.,, a..,-, . . . , a„^, et leurs correspondants. Supposons que ces zéros soient respectivement d'ordre yn '{2^ ■ ■ ■ -, y«+i ; il va sans dire que, si a,par exemple était un infini, y,- serait négatif. On aura
I — l\^\, Aj . . . A,,^, ,
K étant un facteur numérique. On aura, en particulier,
r — K. V?iY— P»+i j; — "1 Aj A„+, ,
et
.r-a,= K,xf'X-fr',
les K étant toujours des faclfm> nuiuc'iiipics : d'où les relations identiques
iSous avons exprimé les fonctions tbétafuclisiennes de deux manières tout à fait différentes : soit par la série (5) (§ 1), soit par la formule (i) de ce paragraphe.
Nous sa\on^ donc a iiiinri (iii il cxiNle une inliniti' d'identités de la forme
oii H et 1'" sont les aigoritlimes de deux fonctions rationnelles.
Ecrire effectivement ces identités et en particulier reconnaître dans quel cas la fonction F est identiquement nulle, tel est le problème dont il s'agit maintenant de donner une solution aussi complète que possible.
Mais, pour y arriver, il est nécessaire d'avoir recours à des considérations d'un ordre un peu différent.
Jusqu'ici nous avons toujours regardé le nuaibrc m comme positll; supposons-le maintenant entier, mais négatif. Considérons en particulier la fonction suivante :
A / , I - /dary" [/( 5) - a, |l^-,[ A ^ ) - or, |1^- ...[/(;:)- a„]V-n
'-•'' \dz) \j\ = }-f(z,)\y\z)-fyz,)\...y\z)-j\zi.)\
Je suppose que // est un entier positif ainsi que les exposants [a,, [/.j, ..., u.„ et que ces nombres entiers satisfont, ainsi que le nombre p des facteurs du dénominateur, aux inégalités suivantes :
D'après ces inégalités, la fonction A(;) ne peut devenir iniînie que si l'un des facteurs du dénominateur s'annule. Il en résulte que les infinis de cette liinclion sont tous sim[)les et qu'ils sont comjiris dans l'une des formules
Y,;, -t- 0,- Y,-2 -+- 0, '(iZp -t- 0,
où
représente une des subslilutioiis du grou|)e G. Posons
et
de
telle
sorte que
fi^
îi)+A2
3i)-l-Aj
j A,/-/'-n5,)-hA2//'-2(50-t---.+ A,,//'-=(s,.) = o,
A,//'-1(3,)-+-A2//'-'(32)-H...-HA
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IjC résidu corres[)oiidaiH ,'i riiilhii
g, zj. -^- [j,- Y, ;/, H- 0,-
s écrira
A,, F(£aJ_,j ,,/,_,„
11 en rcsullo que 1(111 aura identiquement
G (^) désifinanl une fonction liol(iiiior|dK' à l'inlérieur du cercle fondamental. Plus gcnéraleuient, si 'f (;) est une fonction ralionnelle de ; n'avant pas d'infini intérieur au certde fondamental, on aura
Je dis que, dans les formules (8) et (9), la fonction liolomorphe Ci(:;) est identiquement nulle.
PREMIÈRE DÉMONSTRATION
Considérons un cercle C avant pour centre l'origine et j)our rayon /•; concenlrique jiar cons(M|M( ni au cercle fondauiental.
Envisageons les dillerenls polygones R,- qui sont, lout enlicrement ou en partie, à l'intérieur de ce cercle.
I/e!iseiid)le de ces polygones formei.i une fl;;urc [iidygonale S ne déjK'ndant que du r.iyon /■ du cercle C. Considérons l'intégrale
\(z)'ù(z)dz
prise le long du coulour de relie figure S. Le llu'orcuie que j'ai énoncé pourra être regardé comme (h'moniré si j'établis que cette intégrale lend \cri t) quand /• lend \ers 1, c'est-à-fl ire vers le rayon du cercle fondamental.
Pour cela je vais faire voir :
1° (>ue le périmètre de S re>ie fini, ipiel (pie >oii /■;
2" <^ue le module de la fonction soii> le si^^iie / re>le plus piiil ipi'iine certaine quantité M (piaini la \,iiial)le reile sur le coiiloiir d inlégr.itioii ;
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3° Que M tend vers o quand /■ tend vers i.
En verlu du lemiiie IV du paragraphe I, le nombre des polygones R, qui sont en tout ou en partie intérieurs au cercle G est plus petit que
N = ^(e5("+>.>-(-e-2('<+>'— 2), T et X étant des quantités constantes et R étant défini par l'égalité
Donc, a Jortiuri, le nombre des côtés de S sera plus petit que 2rtJN. Considérons l'un de ces côtés appartenant à un polygone R, et soient /,■ la longueur
de ce côté, /q celle du côté correspondant de Ro ; soil cnlin ( z, -^ ^)
celle des substitutions de G qui corres[)ond à R,, on aura
II étani la plus grande valeur que puisse |)rendi-e
mod ^ — r
quand la variable ; décrit le côté Iç,.
Supposons que le polygone R„ soit tout entier contenu dans un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon
En verlu du lemme V du paragraphe I on aura
< e-;K+e-2R-+-2* Soit L le plus grand ciUé de Rq. Le périmo^tre de S sera plus [)elil que
2nN.H.L
ou a fortiori que
Il sera donc fini. c. q. d. f.
Nous devons évidemment supposer que x ne se trouve sur aucun des contours d'intégration. La fonction — — ^est alors une fonction rationnelle bien déterminée et ne devenant infinie pour aucune des valeurs de la variable situées sur les divers contours d'intégration. On peut donc aisément trouver une limite supérieure M| que son module ne peut dépasser.
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Nous pDiiinins sii|i|)oser aussi que la tuiiction A (;) ne devieut pas inlinie le lonj; du peiiiiièlrc de Ro et nous pourrons trouver une limite supérieure Mj que son module ue peut dépasser quand ; d(''erit le contour de R^. Mais on aura ideni iqueiuent
Ou en conclut que, quand ; décrit le contour de S, le module de A (5)
est plus petit que
et celui de la fonction sous le signe / plus petit que
D'ailleurs, quand /• tend vers i, M tend vers o, puisque M, et M2 sont des constantes et que H tend vers o.
Le théorème énoncé est donc démontré.
DEUXIEME DEMONSTRATION
Posons
■PIS, a) _^^ a.a^^i ( .,., g + 5,.,-2./.+i
Si, dans cette expression, on regarde z comme une constante, <!>(;,«) sera une fonction tli<'tafuchsienne de a. Supposons d'abord que z et a soient tous deux intérieurs au cercle fondamental; celte fonction thé'tafuclisienne ne deviendra infinie que pour a = z el pour les points correspondants, c'està-dire pour f{a) =:/{z). Le résidu correspondant à l'infini z = a sera égal à — V (z). On aura donc
. ^ ., ^, ir(a)]"^' ^,[/(a)] F.(.)y(^)
('"^ *^- «) = ju, -/(«) -T7(^ i,„[f(->] l/'(-)]"'
Dans celte expression (10), I''((a) désigne le proiluii suivant :
^g[/{a)] désigne un polynôme entier de degré cj en /(a) dont les coefficients peuvent être des fonctions de z.
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Enfin les nombres ).,î '^'■2^ • ■ -i >•■« et q iloivent satisfaire aux inégalités (3) l X,<(/i + i)(i— ^
On voit aisément en efl'et que telle doit être la forme de toute fonction thélafuchsienne de a n'admettant aucun infini distinct de l'infini a = s. En comparant les inégalités (3) et (i i), on trouve
Je me propose maintenant d'établir l'égalité (9) en montrant que G (3) est identiquement nul, c'est-à-dire de démontrer l'identité
ou bien
Nous pouvons simplifier le second membre en supposant qu'on a
X,= jjt/.
Si cela n'avait pas lieu, on multiplierait F, (a) et 9y[/(ct)] pnr [/(a) - a, 11^.-^ [/(a) -a,]H..-X,... [/(a) -«„]('■»->■..
Le degré du polynôme ^y|y (a)] serait alors augmenté, mais il resterait inférieur à^.
On peut donc toujours supposer
et, par conséquent,
tout en continuant à supposer
L'identité à démontrer se simplifie alors et s'écrit
^>.J\z)-/{z,) If'iz)]'^ 2à,f{z)-f{zi,) 6,[/(^)] [/(=)]" ■
Si nous posons maintenant
f{z)-f{z,) P représentera un polynôme &n-f[zh) dont le degré sera égal à ^ — i et ne
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pourra, par conséquent, surpasser p — a. L'idenlilé à démontrer se réduit alors à
et, sous celte forme, elle est évidente en vertu des relations (7). Le théorème énoncé est donc encore démontré.
Cette seconde démonstration nous conduit tout naturellement à un théorème important relatif aux fonctions thétafuchsiennes de seconde espèce. Soit
une série où H est l'algorithme d'une fonction rationnelle n'ayant pas d'infini à l'intérieur du cercle fondamental. On a vu que celle série représente une fonction thétafuchsienne sans infini et peut être égalée à une expression de la forme
(.3) [/-(z)]^-^-Vur^'
9y_, étant un polynôme de degré q — i en.f(z) et g étant le plus grand nombre entier satisfaisant aux inégalités (1 1).
Toute expression telle que (i3) peut s'exprimer linéairement à l'aide de q d'entre elles; donc toute expression telle que (12) peut s'exprimer linéairement à l'aide de q d'entre elles. Mais on j)eiil faire deux hypothèses.
Ou bien toute expression telle que (i3) peut être mise sous la forme (12) et alors toute expression telle que (12) ne peut s'expriuier linéairement à l'aide de q — I d'entre elles.
Ou bien il n'est pas possible de mettre toute expression (i3) sous la forme (12), et alors toute expression telle que (12) peut s'exprimer linéairement à l'aide de ry — i d'entre elles.
Cette deuxième liypothèse doit être rejetée.
Supposons-la, en cllet, satisfaite et soient
les q — I fonctions telles que (12), à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment linéairement.
Soient maintenant
q valeurs quelconques de z. On puuir.i toujours trouver q nombres
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satisfaisant aux conditions
A,e,(2,) + A5e,(32) + ...-H A, e,(;;,,) = o, A,e2(:,) + A, e2rs2) + ...+ A,ej(iy) = o,
A, ey-,(;i) + A, e,_i(;:,) +. ..-H A^eç_i(2,) = o. On aura alors, quelle que soit la fonction H qui entre clans l'expression (12),
Soit («,7^ ^j une substitution quelconque du groupe G; on déinonire
aisément lidenlili' suivante en reprenant la fonction <P(z,z^) définie plus haut et y faisant œ ( ; 1 =: 1 :
H(;) étant l'algorilliinc <l une fonction ivitionnelle ne devenant pas infinie à riiit('rieur du cercle fondiiiuenlal.
Posons maintenant
A(3) = S/,-Aa*(3, ;/,).
Des formules (i4) et (i5), nous déduisons
Comme cela a lieu quelle cpie soit la substitution ( ;, — ^ %\ cpi'on ail
choisie dans le groupe G, il faudrait qu'on eût
F (a;) étant rationnel en r.
Mais A(z) n'aurait que (j infinis distincts. ;,. z.,^ ■••• 'i/- Or, 11 est aisé de
voir (ju'une foncticui de la forme ( 777 ) i"' { x ) doit toujours avoir plus de
q infinis distincts.
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Doue riivpothèsc faite au ilôliul est absurde.
Donc toute exprossiou do la lormc (i.5) peu! Imijours ('tre mise sous la toriiic (12).
Donc toute fonction de la forme (1) peut toujours être exprimée par une série de la forme (5) (I, p. 18a), pourvu que /n > i .
Comment maintenant, étant donnée une série de la forme (5) (I), pourronsuous la mettre ellectivement sous la forme (i) ?
On donne une série &{:■) de la forme (5) du paragraphe I, et il s'agit de la mettre sous la forme
Aous connaissons d'ahord les iuliiiis de ii{~-) cL les résidus correspondants; mais cela ne suffit pas pour déterminer complètement F (ic) ; il reste dans cette fonction rationnelle un certain nombre de coeflicients indéterminés. On peut d'abord calculer un nombre suffisant de valeurs de la série ©(s) pour avoir des équations qui permettent de déterminer ces coefficients. II est plus simple d'opérer de la manière suivante. Considérons la fonction
fie Elle devient infinie, non seulement quand 0(s) est infinie, mais quand -j-
est nul, c'est-à-dire ]>our
On développera alors la série ()( z ) l-r: ) suivant les puissances croissantes
de z — a,- et l'on calculera les coefficients de toutes les puissances négatives. Quand ces coefficients seront connus, ainsi que les premiers coefficients du développement de x suivant les puissances de z — a,, la fonction 1' (a?) sera aussi connue.
Mais pour IniMver ces coclliciciils cux-mr'incs, il laul calculer un certain nombre de valeurs de la série ©(- j et de séries analogues. 11 est pourtant des cas où cette difficulté peut être évitée.
Reprenons la fonction
\dz) (yï;;-/(->jJ[/(^;-/(-,jJ...|/( -')-/'-„;!
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que lions avons ctu(li(''e plus liiuit ; nous avons démontré l'identité suivante :
DifTérentions cette identité 2/t+ i fois par iai)porl h z ; il viendra
^ ' i-i/i + i)'. dz"'+' Zij Ztk [/{zk)]"*^ / ijZk + p,y'^'-^" ' le second uieniljre peut s'écrire
Ileuiarquons que, m, dans le j;roupe (i, Tious axons la sul)sl il ul ion
«,.= + BA , , , ... . / — 5, ; + 3, \ Jr > nous aurons eiialoiuent la suljstitution inverse ;, — )•
Y,cH-o// " \ -(iZ — ai I
C'est-à-dire que l'expression |)récédente peut s'écrire
\ '{i^ + '^il
Le second niemhre de l'iilenlili' (i()) est donc une série de la forme (5) (I, p. c8.?); il reste à mettre le premier membre sous la forme ( i). C'est là un calcul qui ne présente pas de difficultés. J'en indifpie le résultat dans le cas de /( ^ I et dans celui de h = 2. Soil
et soient A,, A^, . . . les dérivées successives de Aj, par rapport à x. Reprenons
maintenant l'équation
(3 bis) -j-^ = ('.(pf.r),
ei >oieiil es,, 'io, ... les dérivées successives de o par rapport à x. On aura, dans le cas de /( — i ,
et, dans le cas de /; =:: 2,
-— - = (.Vj— îiAjÇ — SoAjtp, - i8.V|tp2— 4 -Vof3-l-64.V, çî-H (ij Agiff., ) ( -77 j
On peut trouver une infinité <lc relations analogues à la relation (i()) par H. V. - It. 38
>t8 MÉUOIRB SUR LES FONCTIONS FUCHSIKNNES.
ili\ers pruccdés ; piir cxcniiilc eu différenlianl ccllr relation ]>ar lapporl aux divers |iaiaiiii"lres ;,, ;2' ■ ■ ■ -i -p- ^
Je vais iiiaiutciiaiil poxT un dernier problème que je ne résoudrai que |)arliellenienl .
Considérons la série (5) (§ 1),
elle d(''|ieiid de la t'onclion rationnelle H et je la représenterai pour cette raison par la notation
Comini'iit Jdut-il choisir la fonction ntlionncUe H pour que 0 soit idcntiquetut-nl nul?
I>i solution roniplèle de ce ]m)blènie serait sans doute très compliquée; mais on peut s'aider, dans chaque cas particulier, des considérations suivantes : I" Si l'on a identiquement
on aura également
e(;, Il,+ H,) = o.
2° Si la fonction rati(jnnelle H peut se développer en une série convergente de la forme suivante :
(S) /■,H, + X2H2 + ...+ /„ll„ + ...,
où /.-, , / o, . . . , /.„ sont des coefficients constants et où H, , 112, ■ • ■ i Hh sont des fonctions rationnelles telles que
e(c, ii„) = o,
et si la série (S) est convergente toutes les fois que z est intérieur au cercle fondamental, on aura identiquement
(Hz, II) = G.
3° Si l'on a identiquement
S{z, lI) = o,
et si, (s, ^ " ', \ désignant une des substitutions de G, on pose on aura identiquement
Hiz, II,) = o.
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En effet, posons pour abréger la se'rie (5) pourra se mettre sous la forme
e(., H) = s H[/,[/,[/r'(--)l]] [^^MZd^p^ili!]'".
Remplaçons maintenant ; pary, (s) dans l'équation identique il viendra
ce qui démontre l'identité annoncée.
4° Soit, pour reprendre les notations employées au début de ce paragraphe, OLr l'un des sommets du polygone Ro, a^. son symétrique par rapport au cercle fondamental. Une des substitutions de G s'écrira
a,, pr étant un nombre entier connu. Si nous posons
on aura identiquement
à moins que
p + m ^B o ( iimd fi,.).
En elfel, considérons les diverses substitutions (z,/)) du groupe (i, on peut en choisir une infinité
(2.<fo), (-2,?l), (^,<f2), ■.-. {S,f„), ■■■,
et de telle sorte que chacune des fonctions fi{:-) puisse être définie, d'une manière et d'une seule, par une relation de la forme suivante :
— e Pr ■
h étant un entier égal ou inférieur à [ï^. On aura alors
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Or, si l'on n'a pas
/; + m s; o (niod [i,),
on aura
On aura donc
5" Reprenons l'identilé
(9) ,(.)M.)=Vf^^|;i^.u,..:.
ou
Faisons-y successivement
Ç(C) = I et Cf(3)=--— y,
è ét.uit une quaiitid' cnnstanle extérieure au cercle fondamental, nous olitiendrons deux identités de la lorme fq).
AIulti|>iion- la premlèif par ^ j et retranchons-en la seconde : il \ iendra
en posant
-xni -(- a, (7,-a-t- g/)^-'''-^"
Y,a-<- 0, Poson-^ encore
il viendra, en dill'érenliant a /t + i loi> la relation (it)) par rap|tiirt à h,
V A/, Fi" 2/,)
Or. B(6, i;*) est une fonction l liclafniliviciiiic de b. Le preiniei' niciuhre de l'identilé ( 2« ) e-t donc une xirie <le la foriue(jj (§!)■ JNuus obtenons donc ainsi une *érie de cette fornic ipii v^{ idenl iijuciiient iiullr quand //. qui est ici la varialdc iiidi'-pendanle, rc.^lc cjli'iiauii' au cercle loudamenlal.
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Mais ce que nous cherchons, c'est une série de la forme (5) (§ I) qui reste identiquement nulle quand la variable indépendante reste inlrriciirc an cercle fondamental. Heureusement il est facile de passer d'un cas à l'aulrc l'osons
en elTet
On aura
a', 3', v'., o^ désignant les quantités imaginaires conjuguées de a,, |j,, ■',. o, ;
z, -^ •^\ forment un groupe <"■' conjugué
de G.
De même, en posant
on aura
«/(!>, _ s- dzi 'db ~ 7j T7I' jNous aurons ilrmc
en posant
^^ou^ arrl\ on? à ridenliti' suivante :
Les fonctions (-)' S(Uit des fourtioii? ihclafiicli^icnncs de ;, de sorte que nous a\ons liien une identité d<' la Idriiic cherchée. Mais le groupe des (onctions (-)' n'est pas le groupe G, mais le groupe conjugué Vj' . Passons donc du gioupe G au groupe G en changeant y' — i en — \/ — i ; il viendra
Dans celte formule. ,-^74 '^rr—ii et z', dé^i'^ient les quantités imaginaires
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conjuçruces de r^rr — ttt—t ft de :■/, cl l'uii a posé
de sorte que, si nous posons
nous aurons identiquement
tant que z restera intérieur au cercle fondamental. 6" Supposons qu'on ait identiquement
e(i,ll) = o, et que H dépende d'un paramètre arl)ilr,nre A; on aura ég.ilemeut
En combinant de diverses manières les six principes qui précèdent, on obtiendra une infinité de relations de la forme
■VI. — Première famille; genre quelconque.
Nous nous sommes étendus Mir les fonctions <le la première famille et du genre zéro, parce qu'elles sont les |)his simples de toutes et parce que les principes généraux, une fois démontrés dans ce cas particulier, s'étendent sans trop de peine aux fonctions de toutes les familles et de tous les genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et nous nous bornerons à faire connaître les parli(iilaril('> les plus remarquables qui les concernent.
Lorsque le polygone Piu, tmii ca instant de la |)rciiiière famille, n'est pas de la forme simple étudiée dans le paragraphe précédent, ou n'est pas susceptible d'y être ramené, les fonctions fuchsiennes correspmulauies sontde la première famille et de genre plus grand que zéro.
Commençons par un exemple simple. Soit un |H)lv^()iie llo de '\n rùlc's et tel que les côtés opposés soient conjugués. Tous les sommets luriiiciit al<>r> mi
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seul cycle, de sorte que la somme de tous les angles du polygone Ro est une partie aliquote de 2ti. Supposons d'abord qu'elle soit précisément égale à 2 7t. On pourra alors exprimer toutes les fonctions fuchsiennes dérivées du polygone Ro à l'aide de deux d'entre elles que nous appellerons x et y, et entre lesquelles il y a une relation algébrique
qui est de genre n.
Reprenons l'équalion (3) du paragraplie IV . Elle s'écrit
(3) g = .cp(r,^),
et l'on a identiquement
en désignant par x' , x"., x'" les dérivées successives de x par rapport à z.
Quelle est la forme de la fonction -^{x., y) ? Pour simplifier, je vais supposer que la fonction y de x définie par l'équation (i) ne présente que des points singuliers de la nature la plus simple; c'est-à-dire que toutes les fois qu'on a
^ = °' on a ou bien
fi>o ^>o
dx<°' dy^<°
[ce qui correspond, pour la courbe algébrique <^[x, y) = o, à une tangente parallèle à l'axe des y et n'ayant avec la courbe qu'un contact du premier ordre], ou bien
/ d^'\l Y fl'24/ rf2j/ ^ f/2l^^
[dTd^j ~ d^ dj^''"' f<r2^°
[ce qui correspond p<iur la courbe algébrique 'i/ (a:, ^-) = o à un point double ordinaire].
Nous supposerons en outre que, si ré(|uatiiin (1) est d'ordre r, on a, pour
X infini, /• valeurs finies et distinctes du rapport - [ce qui correspond pour la
courbe A (a?, y) =: o à /• directions asymplotiques distinctes].
Ces hypotbèses ne restreignent pas la généralité; en effet, on peut, parmi les fonctions fuchsiennes correspondant au groupe G, clioisir d'une infinité de manières les fonctions x et y de telle sorte que toutes les autres s'expriment
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rationnellement enx et >', et ce choix peut toujours se faire de façon à satisfaire aux hypothèses précédentes.
Reprenons maintenant notre Icinclion o(a", t). Il est clair que, pour les valeurs infinies de .r, elle reste finie ; qu'elle est finie également toutes les fois que .r' n'est pas nul. Or, x' ne peut s'annuler que si l'on a à la fois
dy ' (Ix ^
Les seuls infinis de la fonction »(.r, >') sont donc les points singuliers de l'équation (i) en n'y comprenant que les points singuliers ordinaires et non les points doubles de la courbe (i).
Considérons l'un de ces infinis, et soient a, ^, y les valeurs correspondantes de x^ de y et de 5. On voit aisément que le développement àe x — a commence pir un terme en ( ; — y)-, celui de )■ — ^ par un terme en ; — y et Ton en conclut (pi'on a
/ dx \ * 3
liin(_>' — p)'(-^j o(x,y) =— j (pour 37 = a, ^ = ^).
Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer complètement la fonction (i(^x,y). Celle-ci est assujettie en outre à un certain nombre de conditions transcendantes dont l'étude approfondie fera l'objet d'un Mémoire ultérieur. Nous démontrerons de plus, dans un autre Mémoire, que si ces conditions ne sont pas remplies, mais si les coefficients de 'i{x, y) satisfont à certaines inégalités, X n'est plus, il est vrai, fonction fuchsienne de i, mais en est encore fonction uniforme (kleinéenne).
De combien de paramètres distincts dépend notre groupe G ?
Pour définir un polygone de /\n côtés, il faut 8« — 3 conditions ; mais notre polygone Rq n'est pas arbitraire. Il est assujetti à 2W + i conditions, à savoir que les côtés opposés soient congruents et que la somme des angles soit égale k 2T. Il reste donc Gn — 4 paramètres arbitraires. Mais on a vu, au paragraphe IX du Mémoire sur les groupes fuchsiens, ipi'un même groupe G pouvait être considéré comme dérive d'une infinit(' de polygones différents et, en efiiet, dans le cas qui nous occupe, on peut rem[)lacer le polygone Ro par un autre R„ ayant ses côtés en même nombre et disposés de la même manière, mais ayant pour sommet un point queJronque du plan; de sorte qu'à un même groupe G correspond une double infiniti' de polygones Ro et (jue le nombre des para-
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mètres de G est de deux unités inférieur à celui des paramètres de Ru- Le groupe G dépend donc de 6n — (\ paramètres.
De combien de paramètres dépend la relation (ii? Bien entendu, je ne considère pas comme distinctes deux relations
ij(x,y) = o, '^i( ^, "', • = o,
si l'on peut passer de l'une à l'autre par une transformation uniforme, c'està-dire en remplaçant ; et y, par des fonctions rationnelles de x et de y. La théorie des fonctions abéliennes nous apprend que ces paramètres sont, pour une relation du genre », au nojnhre de 3« — 3. Mais il s'agit de 3/( — 3 paramètres complexes qui correspinulcut à i\n — 6 paramètres re'e/i ; c'est-à-dire que le nombre des paramètres dont dépend la relation (j) est précisément le même que celui des paramètres du groupe G. S'ensuit-il qu'on puisse disposer des paramètres du groupe G de telle sorte qu'on ait entre x et )' telle relation algébrique que l'on veut ? C'est ce que nous démontrerons dans un Mémoire ultérieur.
Dans le cas particulier de « =^ i , nous n'axons plus allaire à des lonctions fuchsiennes proprement dites. En ell'ct, dans les polygones curvilignes Ro, dont tous les côtés sont des arcs de cercle C(jupant orlhogonalenienl le cercle londanïental, la somme des angles est toujours plus petite que celle d'un polygone rectiligne d'un même nombre de côtés. Pour un quadrilatère, la soinine des angles devrait être plus petite que 27:. Mais ici nous avons supposé que la >oiume des angles de notre polygone curviligne de 4" côtés était précisément 2t:. Si l'on veut faire « = 1, le polygone Ro devra devenir rectiligne, le rayon du cercle fondamental deviendra infini et le quadrilatère Ro se réduira à un simple parallélogramme rectiligLic ; le groupe G se réduira alors à des substitutions de la forme ( ;, ; + a) et les fonctions fuchsiennes qui en dérivent se réduiront à des fonctions (Idiilpiciiient périodiques. C'est dans ce sens qu'on peut dire que les fond ions cUipliques sont des cas particuliers des fonctions fuchsiennes.
Suppo>ons donc /i > 1 . Le polygone Ro peut présenter différentes sortes de syniétrie. 11 peut d'abord être symétrique par rapport à un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental ; dans ce cas, les coefficients des fonctions 'lix,}') et cp(x, v) sont réels. Supposons maintenant qu'il soit symétrnpie p.ir rapport à un poiiii, ou (pi'il puisse être ramené, soit par un changement convenable de la variable z, soit p.ir l'application de la règle du H. P. — II. 29
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paragraphe l\ du Mémoire sur les jjroupes fuchsiens, à être symétrique par rapport à un point : dans ce cas, l.i r<'lation (i) se ramène à la relation hjperelliptique
Mais la réciproque n'est j)as vraie.
Considérons maintenant une intégrale abt'lienne de première espèce
(4) / g(x,y)<Jx,
et remplaçons x cl y par leurs valeurs en ; ; il viendra
Js{x, y)dx =Jffi - ) J^3 = G(^),
gi zj d<''sit;nant une t'onction fuchsienne de :• et (t (s) une l'onction unil'orme de :-, holomorphe à l'intérieur du cercle l'ondamental et cessant d'exister à l'extérieur de ce cercle.
Soit ( ;, ' " '^' 1 une des substilutious du groupe fuchsien; on aura iden-
liquenienl
K,- étant lune des périodes de l'intégrale abélienne. Ainsi, h chaque 'substitution de notre groupe correspond une des périodes de l'intégrale (4).
Mais on peut se placer à un autre point de vue. Soit ab un des côtés du polygone Ro ; on aura
az
G(è) — G(<i) sera alors une des périodes de l'intégrale (4)) de sorte qu'à chaque côté de Ro correspond une de ces périodes. Si cd est le côté conjugué de ab. on aura é\ idenimenl
G(^) — G(o) = G{cj — G(</j.
Il en résulte qu'à deux côtés conjugués correspond la même périoile prise en sens contraire et qu'aux 2/i paires de côtés conjugués de notre polygone correspondra un système londamental de 2n périodes de l'intégrale (4)- Mais ces périodes ne seront pas les périodes normales.
Mais, parmi les polygones équivalents à R,,, en vertu de la règle du paragraphe IX du Mémoire sur les groupes fuchsiens, il en est un (pii jirésenteà cet
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cyard mit,' parliciilarité leinarqualjlc. Considérons un [)olyi;one Pi„ de in côtés dont les sommets soient, en suivant le périmètre, dans le sens positif :
«1, b,, c, , di, a.,, /'■!. 0-2, d.2, ..., a„, b„, c„, dn-
Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indiflféremnient ce dernier soniniet par les lettres (/„ et </„. Je suppose que le côté ^/,_,fl, soit conjugué de CiLu et que le côté a,è, soit conjugué de f/,c,-. En d'autres termes, le côté de rang 4/> + i est conjugué du côté de rang 4/* + 3, et le côté de rang 4/> + 2 conjugué du côté de rang ^\p + \. On voit sans peine que tous les sommets d'un pareil polygone appartiennent à un même cycle et que le polygone R'^ appartient au genre n. Je suppose, de plus, que la somme des angles soit égale à ait; on voit alors facilement qu'il [leut être ramené à un polygone tel que Rq par l'application de la règle du paragraphe IX.
Envisageons maintenant deux intégrales abéliennes de première espèce,
(4) f g{x,y)dx= f g{z)^_dz= 0{z),
(5) Jff,(3r,y)dx=Jg,{z)~dz = G,(z).
Posons
/""' dr r'' (It
\ g{z)-rjjdz=— i g(z)-pdz= G(ai)— Gidi^i)=^ ki,
r''' dr /■''' dx
I g(z) — dz=—l g{z)-j^dz= Gibi)— Giai) = B,,
j gi(z)'-^dz = - j g,(z)'-£dz = G,(bi)-G,(ai) = b;..
Les périodes A,, B,-, A)-, B^ des intégrales (4) et (5) correspondront ainsi aux divers côtés du polygone R„.
Si, maintenant, nous prenons l'intégrale
Gi(-)«°-( = )^"'=
le long du périmètre de Pi„, cette intégrale doit être nulle, et, en développant l'intégrale, on trouve sans peine l'identité bien connue
V (A,B',- B,A',) = o, ce qui prouve que les périodes A,-, B,-, .,. sont les périodes normales,
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.If n'insiste pus mit ces eoiisiJéralioiis (mi montrent quel parti on pourra tirer des fonctions luclisicnnes pour l'élude tics intégrales abéliennes.
Je suppose maintenant que la somme des angles de Ro soit, non plus 2tt, mais -Q-, [i étant un entier.
^ oyons quel clianoemenl cette li\|ioilicsc appcjrtcia ilans ce qui |)récède. La relation (i) sera toujours de i;enrc // . L;i fonction œ(ar, )) jouira des mêmes propriétés que dans le cas précédent , avec cette seule dillerence qu'elle deviendra infinie pour x = a, ;)'= l>; c'est-à-dire pour les valeurs de x et de •»■ qui corresp(jndent aux somiuels du polygone Piq.
On aura alors
lini f .r — a )^ 'i{x. y ) ^ — - l i — — I ( pour x — a, y = b).
Les points singuliers de l'équation (3) sont alors ceux de la relation (i) et le point a, b.
Considérons maintenant un polygone Rq de la première famille, mais d'ailleurs tout à fait quelconque; soit in le nombre des côtés et p le nombre des cycles. Supposons que, si l'on calcule la somme des angles appartenant
aux dillereats cycles, on trouve respectivement 7—. -r- • • •' tt-' l>our le pre-
mier, le second, etc., et le y/'""' de ces cycles. Les fonctions fuclisiennes dérivées de ce polygone Ro s'ex|)riineri)nt rai ionnellemenl à l'aide de deux d'entre elles, que j'appellerai x el r et eiilrc lesquelles il y aura une relation algébrique
de genre
Soient («,, h^)', (a^, /^a), ..., (/ip, bp) les valeurs que prennent x cl y quand la variable z vient en l'un dc^ sommets du premier, du second, etc., ou tlu pièm. cycle.
J'appelle ici,di) les |)oiiil-. anal vliijucs |)oiir lesquels on a
Ty = "■ d^< "■
J'appelle (ei,Ji) les points analytiques pour lesquels on a
^ _ rfj> _ dx dy
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Je conserve d'ailleurs, pour la fonclioii <!^{x,r), que je suppose d'ordre r, les hypothèses faites plus haut, l^e nombre des points c,, f/, est alors
/■(r — I j -(- 2 P — (r — 1 ) ( /• — ■!) = 2/- -+- 2P — 2, et celui des points e,, J) est
L'équation (3) s'écrira
La fonction <s(.T,y), rationnelle en x et en i', de\ ient infinie : 1° Pour X := Ci, y = di] on a alors
/ dx \ ^ 3
\im{y — di)il — \ o(x,y)=— j (pour x = c,, y = d,).
2° Pour X := a/, }■ = 6,-; on a alors
I — fij limfar — a,)2 ,p( j^, _^) = ( |iniir ^ = a,, _>' = 6,).
Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que l'on ait entre x et y une relation (i) donnée et pour que les quantités (a,-, bi) et les nombres entiers p,- aient des valeurs données sont au nombre de GP — 6 + 2p. Le nombre des paramètres dont dépend le oroupe G est aussi de 6P — 6 + 2p. Il ne s'ensuit pas immédiatement que l'on puisse disposer de ces (iP — (i + 2p paramètres de façon h satisfaire à ces 6P — (i -1- a/J conditions. Mais je démontrerai, dans un Mémoire ultérieur, qu'il en est effectivement ainsi, 'et qu'il existe toujours dpiix fonctions fuchsiennes x et y qui correspondent à un même groupe G, ent^-e lesquelles 11 y a une relation algébrique donnée
et qui, pourp systèmes donnés de valeurs (a; = rt, , ji= fet), (a; = a2, j-= 6.), ..., (x^=^ap, y ^=bp), voient leurs dérivées des [3, — 1 , pj — 1 , ..., Pp — 1 premiers ordres s'annuler (p,, jiij, ..., f>p étant des nombres entiers donnés).
Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. Leur forme générale sera
F désignant une fonction rationnelle de x et de y.
Quelles sont les conditions pour que cette fonction thétafuchsienne soit de
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seconde espèce, c'est-à-dire reste lioluiuorplie à rmlérieur du cercle loiidaiiiental. I,;i toiictioii l*'(a', )) |»i)uriM toujours s'écrire :
l*(.r, y ) fA\"'(:r — a, )h(x - a., )>....( a- — a,, )\
Al,).-,), ...,)./, élanl les plus farauds nombres entiers salisfaisaiil aux inégalités
On reconnaîtra ensuite aisément quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction (6) soit de seconde espèce :
1° La fonction rationnelle P(x,_)') devra se réduire à un polynôme entier.
2° Les p(r — i) points d'intersection de la courbe A(a;,j') = o, avec les droites x = a,, a? = aj, ..., x = ap [en exceptant les points singuliers (x = aiiX "^ ^<)i (^ =^ «21 J = b-i), ..., (a? = fip.y = ft;,)] devront appartenir à la courbe P(x.,y) = o; cette dernière devra avoir un contact d'ordre "ki — i avec la courbe (}/(a?, j'):=o, aux points où cette courbe rencontre la droite x=^ai (en exceptant toujours le point singulier x = ai, y= bi).
Gela équivaut, pour le polynôme P(.r, y), à
( /• — I) (X, -F Xs H-. . . H- X,, ) = ( r — 1 )y^ X,conditions.
3" Le degré du polynôme V(^x,y) devra être au plus égal à
4° Considérons maintenant les points a? = e,-, y=^Jii c'est-à-dire les points doubles de la courbe t|;(a?, j') = o ; ils devront appartenir à la courbe P(a;, _/) = o, et même (puisque m >■ i) être pour cette courbe un point double. Enfin, les deux branches de la courbe P = o devront avoir respectivement, avec les deux brandies de la courbe (Ji = o, un contact d'ordre m — 2. Cela équivaut, pour le polynôme V{x^y), à 2m — i conditions pour chacun des points iloubles x=^ Ci, y=fi^ c'est-à-dire, en tout, à
conditions.
L n polynôme de degré ^ A + m.(r — 3) d(''pend de
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paramètres. Mais, si l'on tient compte de la relation (i) et si l'on a
ce nombre se rédiiil à
r > À ^ ( rti — - 1 /■(; /- — 3 ).
Mais notre polvnoiiie est assujetti, li'une |iarl, à (/• — i)^"â, d'autre part, à ( :> m — i) — P Conditions. 11 reste donc, dans ce polynôme,
(8) V ). -f-fî/H — iWP — i)
paramètres arbilraires. Mais ce n'est là qu'une limite inférieure du nombre des paramètres arliitraires restant réellement dans notre polynôme. Car il peut se faire :
1° Que la condition (-) ne soit pas remplie. Alors, l'expression du nombre des paramètres arbitraires restant dans notre polynôme n'est plus
mais
Cette seconde expression tlillère de la première de
Il en résulte (jiic les deux expressions ne dillèrciit pas si l'on a
/ j- -+■ m{ r — 3 ) — r = — I ou — 2.
L'expression (8) ne cesse, par conséquent, de représenter le nombre des paramètres restés arbitraires ijue >i l'on a
Or, celle inégalité, jointe à w^2, /"^3, entraine les égalités suivantes :
/■=3, yx = o.
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Mais cp cas. où l'on a /■ - - '.\. I' - i, ^ A .-= o, ot où, par conséquent, tous les A sont nuls, est |iréciM''ment celui des fondions cHijUiqucs cl<int nous n'avons pas à nous occujier.
a" On peul se demander aussi si les
conditions auxquelles nous avons assu)clti notre polviioine sont toutes distinctes. \ oici couinienl on peut louriu^r la difficulté. Soit N le nondire des zéros distincts de l'expression (()); le nombre iN + i sera évidemment une limite supérieure du nombre des paramètres restés arbitraires dans cette expression. Mais cette limite |)eut encore être abaissée. En efl'et, l'expression (6) s'annule quand la variable : vient eu l'un des sommets de Ko! ce sont là des zéros qui ne sont pas arbitr.iires. Si donc N' est le nombre des zéros réellement distincts qui coïncident avec les soiumets de Ro, nous devons prendre pour notre liiuile siqx'rieure JN — JN'+i. Ce n'est pas tout. Si l'on considère une expression rationnelle en x- cl y, admettant (j zéros et (j infinis, la théorie des intégrales abéliennes nous apprend qu'on ne peut pas choisir arbitrairement les q zéros et les fj infinis, mais que la connaissance des q infinis et de q — P des zéros suffit pour di'teriiiiner les P derniers zéros. Or, les JN — iN' zéros qui restent de notre expression (()) sont ceux d<' la fonction
rationnelle
dont nous connaissons les infinis. Il en ri.'siille que iN — i\' — P d'entre eux Mifli^eiil pour deleriiii lier tous les autres cl que nous devons prendre finalement pour nul re I un île Miperieiirc A — j\' — 1' + l •
Or. Ie~ principes du jiara^iMphe III nous iloiiiienl
IV =^ : ■- =»Y'- "'2é-^^—2é'
>' _ \'_ r> -4- I =V À -i- (-im — t,(P — ,j,
c'esl-ii-tliie que nolie limite su|i('rieiire coïncide avec la limite inférieure trouvée jiliis liinl. Il y aurait exception dans le cas ^), = o, P =^ i ,
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c'est-à-dire dans le cas des fondions elliptiques dont nous n'avons pas_ à parler.
Il résulte de là que toutes les fonctions thétafuchsiennes de la seconde espèce [aussi bien celles qui peuvent s'exprimer par une série de la forme (5) (§ I), que celles qui ne peuvent s'exprimer par une pareille série] peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de^À+(2m — ii(P — i) d'entre elles.
Considérons maintenant une fonction de la forme
F désignant une fonction rationnelle en x et en )'. et cherchons quel est le
minimum du nombre des infinis distincts d'une pareille expression.
Nous supposerons que les sommets de Rq ne sont pas des infinis de notre
fonction A(5). Pour que le nombre des infinis soit minimum, il faut que celui
des zéros le soit aussi; il faut, par constMiuenl, (pie les sommets de Ro soient
des zéros d'un ordre aussi peu élevé que possible cl qu'iMi dehors de ces
sommets, il v ail aussi peu de zéros que possible. Pour réaliser cela, posons,
ce qui est toujours possible,
. / d<h\"'-^ {x — «, j>-.( ,r — <7 .,)>■. . . . ( .r — rt,,)'r -7^ )
Vk^, y) = i5 ^-^^^ .
les A étant précisément les nombres entiers définis [ilus haut. JNoiis reconnaîtrons que, pour que le nombre des zéros distincts soit un iniaimum, il faut et il suffit : i" (jue P^X'jj'') soit un polynôme entier de degré
2" que la courbe l^ = o passe partons les points d intersection de la courbe J/=o a^ec les droites x = rti, ;r = rtj, ..., x^^iip autres que les points singuliers (^x = cii, y = hi) el que les deux courbes aient en ces points un contact il'ordre )./ — i; >" enfin que la courbe P =^ o admette les mêmes points doubles que di z= o, et de façon que les branches qui se croisent en ces points doubles aient avec celles de '|i = o des conlacis d'ordre ru — 2.
En eflTet, il esl [lossiblede satisfaire à ces condiiion--. <ar \c |)ol>noine V(x.y) contient, comme on l'a vu,
rV>. ^- (m - -\r(r -3) H. P. - II. 3o
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paraiiu'tres el nous n'avons à remplir que
(/•-02x+('«-^)f('--i)('--'JJ--2PJ ronditions.
11 reste ilone
paramètres arbitraires dans notre poljnome P(.r, i). De plus, on voit aisément que, si nos conditions sont remplies, le nombre des zéros distincts, et, par conséquent, celui des infinis, est minimum, car le nombre des zéros distincts qui se confondent avec les sommets de Ro est aussi petit que possible, et il n'y a pas de zéro en deliors de ces sommets. On trouve, en appliquant la règle du paragraplie 111, (juc le nomlire minimum des infinis est
J =VX-4-(2m -2)(P — i).
Comme le polynôme P(x.y) ne dépend que de > À 4- (2m — 3)(P — i) paramètres, il s'ensuit que nos J infinis distincts ne peuvent pas être choisis arbitrairement, mais que la connaissance de J — P d'entre eux suflit pour déternainer les P autres. On ne peut donc, en général, déterminer la fonction A, de teUe sorte qu'elle ait J infinis donnés et qu'elle n'en ait pas d'autres.
()uel est le plus petit nombi'e J' tel que l'on puisse toujours déterminer la fonction A, de telle sorte qu'elle ail ,1' inlinis donnés et n'en ail pas d'autres? La fonction .\ admettra alors J' — J zéros et J' — ,1 infinis distincts de plus que les fonctions de même forme qui n'ont que .1 infinis et, par conséquent, elle contiendra 2J' — 2J paramètres de plus qu'elles, ou en tout
/}' — ii -^'^''- -+-(-iin—y)(P — \)
iiir. CM irnqihicanl .1 par sa valriii'
2 J ' — ^ y. — I -i III — 11(1' — I ) ; lin diiil diiiic a\ uir
v.J'— ^X '-('m — DXl' - i;^:.r-^-i
fij) J'ii^), 1 t-iiii — I ) I I' _ i^ -(- 1.
\ oilà donc la limite infciieure ciierclu'c du iiombre .1'.
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Mainteiiaiil, nous allmis [)Oiivoir résoiulre iiiio (jucslidii liiipoilaiilo qui se |)i)se toiil naliirclleiiioiil. Nous axons \ ii ijul' loiiU's les expressions de la l'orme {(>) i[iii n'ont pas d'inlinls ptiKciil s'exprimer linéairemcnl à l'aide (le^X+(a/// — 1 ) ( 1' — I) il'enlic <lles. i^es séries IJK'Iatiiciisiennes tie la lorine (5) (§ I ) el de la seconde espèce |ioii\anl lovilcs se meUre sons la forme (()), pourronl donc s'exprimer linéairemcnl à l'aide de >^), + (*•"' — i)(l' — ') d'entre elles. Mais nous ne savons pas encore si loules les expressions de la forme (()) qui n'ont pas d'infinis peuvent s'exprimer par une série (•>)(§!)• Dans le cas où il n'en serait pas ainsi, toutes les séries de la forme ( .') ) l§I) et de la seconde espèce s'expiiuieialenl linéairement à l'aide de
d'entre elles, .le vais démontrer cpie cette hypothèse est impossible.
lîn efl'et, nous avons vu, dans le paragraphe précédent (p. 2i4 et suiv.), que, si loules les séries de la forme (5) (§ l) et de la seconde espèce s'expriment linéairemenl à l'aide de q — i d'entre elles, on pourrait construire
une fond ion
V (z) représentant une fonction fuchsienne de z admettant (j inllais donnés et n'en admellani aucun autre. Donc, si rii\pollièse faite au iléhut était possible, on pourrait construire une fonction A( z) admettant
infinis dn/uirs et n'en admettant aucun aulre. Le noudn'c J' ne satisferait pas aloi-s à l'inégalité (ij), ce qui est contraire à ce qu'on a vu plus haut.
En conséquence, toute expression de la forme (6) qui n'a pas d'infinis peut se mettre sous la forme d'une série (5) (§ I) de la seconde espèce; donc toute expression de la forme ((>) avec on sans infinis, pourra se mettre sous la forme d'une série (5) (§ I) de la première ou de la seconde espèce.
Passons à une propriété importante des fonctions de la forme Afj). Ces fonctions auront toujours une infinité d'infinis; soient 5,, z^, — ;/, ... ces infinis, que nous supposerons tous sinqiles pour fixer les idées, A,, A2, .... A,les résidus correspondants. Soit ï)(;) une fonction rationnelle n'ayant pas
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il iiiliiii> it riiili'ritMM' du (•(•r<'li' roiulaineiiliil . On ;iuim, idciil i(|iiciNenl ,
(^t'ia se ilt'inoiil rc ilc l<i inèiiic Huiiiirrc i|mc (hms le |i;MMi;i'i\|ili(' |iic(('(l('iil ;
la |)roiiiiiMi' (li''iiic)U^lr,il ion pont se r<'|i('4cr sans qu on ^ iliaLij;(' un mol; la
seconde denianderall, pour être appliquée, qu(dqiies niodilirations légères.
I^es divers termes du second incmhre de ridentilé' pi('(('(lenle penvcnl être
qiés d'une manière phis avantageuse. SoienI, fii ellel, 1/ le nombre des
nliuis ili>l iuii> de A 1^; ) ; ;, . ;25 r,, ('<'s induis : \,, \.j \,^ les i-i'sidus
eorresponduuts : nous pourrons ccrir<'
Dans celle iormule, on désijrne iiar la noialion ( ;, -^ r- I les diverses
substitutions du groupe (i. Eu diUV'renl iant la lelalion (10) 9.111 — i fois par rapport à r, on ariive à une loiinule loni ii lait analogue à la lormule (iG) du paragr.iplie pr('cé(lent. l^e ]ireTuiei' m( ndire esl une expression tle la l'orme (6) et le second mrminc es! une s(''i-ie de la loi'nu' ( '>) C^ T).
'VII. — Deuxième famille: genre zéro.
Considérons un polynôme U,, dont les sommets, au noudue de 2«, sont tous situés sur le cercle fondamental, et dont les côtés sont des arcs de cercle coupant orlIiogoualcMirnl le cercle fondajnenlal. Tous les angles de notre polygone sont donc lornu's par deux arcs de cercle tangents l'un à l'autre, et, |iar conséquent, ils sont tous nuls. Je sup])oserai que les côtés de rangy> et .i/i -+- 1 — p sont conjugués; les cycles seront aloi-s au nombre de /* + 1 , dont deux formés
d'un seul sommet, le premier du s met de rang 1; le secon<l du sommet de
rang « + 1. Les n — 1 autres cycles scronl formés de deux sonimels, à savoir des sommets de rang p el 9. n -\- 2 — p.
•T'appelle S^ la substitution (jui cbauge le côté de rang p en celui de
rang a/t + i — //..Nous aurons ain^i // snlisi m niions S, , So S„ (pii seronl
les substitutions fondamentales de noti-e groupe (•.
MKMOIRE SUR LES FONCTIONS FICHSIENNES. 287
Je (It'^liiiis fiiMiilc lf> Miljsliluli(tiis Sô, S„ [jar les égiilltés suivaiiles :
s; = s,sr', S3 = SaS,', ..., s;, = s„s„i,
el |i' ixiM', |iiim' |ilus (le syniélrip dàiis les noiatioiis,
J'apiielle iiiainli'ii ml a, le ■Miimiiel ilc raiii; /; il esl clair ([ne a, sera l'un des |)iiiiils iliiiibles (le S^. Je Mi[i|)oserai ([iie les n + i .siihslilNlio/is S',. S'^, .... S'^,^, s(t/il jHiinlioliqucs. delà ne serait pas possible si les ' // |ii)liiis a/ tilaienl clujisi.s iirhilraireiueiil sur le cercle loïKlaiiienlal. Il laiil ([u'il y ait entre eux la relal ion
(1) («2— 2l j(ai— î<3) • • .(ï2,- — '-«s;; 1 ) • • • l>2;i — «2/i-l )
= (ï,— ïj) (0(5—3:4). . .(a.j,,+ i— 3(0,, ) . . .(».?„— 0(|).
Dans ces condilions, noire polyi^one R,, esl du gtMire z(Jro el du premier ordre de la deu\i("'ine famille; notre f^roupe (i el les fondions fnchsiennes qui en di'ruenl s(uil du L;i'nre /(''m el de la deiixièiiie laiiiille. iNoiis jiourrons, comme dans le paragraplie \ , clioisir. parmi ces fonclions luclisiennes, une d'entre elles (jue i'a|)|i(dlerai ./— r/(;i, el en lonclion de la(ju(dle Idules les aiilres s'e\pi'iiiienl rai ionu(dlemenl . l'our actie\ cr de la d(''linir. p' supposerai que
l'on a
/(3(,) = o, /(ao) = i, /(x„m) = ^. .
Je p(jserai, en outre, comme dans le [laragraplie V,
d'où
Si l'on pose
(■ satislail à une ('(pialion InuMire
(3 his) -^ = c tB(a:),
'■^{x) titant rationn(d en .r. Quelle est ici la forme de la f(Uiction 0(3?)?
On trouve aisément :
Q(a;") élanl le produit ( ,r — «i) (r — a2)...(.r — a„) et P(j;) étant un poly-
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imiiR' l'utior (lo dcgn'' ■\}i — ■_>.. Le ixilynoinc iNr^doil siilislairc i>ii\ coiidilions >iiivanles :
el
roefficieni ilr .r'-" - ilans P(.r) = •
Ces coiulitions ne soni )ias siifHsantes pour que x soil une fonctiim f'uclisienne tlii rapport des intégrales île l'éqiialion [?ibis).\\ taul, en outre, assujettir Pfj") à ■(/( - \ conditions transcendantes.
Nous déiuontrerons, dans un autre Mciuoire, (jue Idn |Mut loujoiiis clioisir
le i;roupe G, de telle sorte que les nombres a^. a^ (t,, aient des \aleiirs
données quelconques.
Dans le cas particulier où le polygone Rq est symétrique par rapport au cercle qui joint a, à a,,^, eu coupant orlliogonalement le cercle ("ondamental, les coefficients de la l'onction rationnelle cp(iF) sont tous réels.
Si. de ]diis. Il = a, _/( :; ) se réduit à la lonrl khi modulaire /. -.
NoNons commeiil --o ci)iiipiiit<'nl les lulégrales de l'équation ( .} bis) dans le voisinage de lun des points singuliers «,, a.;,^ ..-, ««■ l^es intégrales seront rêgalu'ies et logdiithmiques. pour employer les expressions de M. Fuclis el de ses disciples, i^es deux racines tie l'éijualiou déterminante seront -; lie telle sorte que les intégrales pourront se mettre sous la lorme
(', =(r — rt, )2[P,-:- Q,- logOr — a,)] et
(•,= {x— ai-y-Qi,
1*1 et ()i étant des Innctions holomorplies en X — «,-, dont la première s'annule il la deuxième ne s'annule |ias pour X = Clil'our X = ce. (in a de même
c, = 3-''(P„ + i-t-Q„+, losr), C2=a7^Q«+i,
l\+i et '-^„_^i étant des fonctions lioloniorpiies en -> dont la première s'annule el la seconde ne s'annule pas pour a; = oo.
Exprimons maintenant, dans le voisinage de eliacun de ces points singuliers, z en fciiulioii de X. On devra avoir, dans le \oisinage de x =Oi,
■/.' Q, 4- |ji' [ Q, log ( 3- - o,) + I', ] '
MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNF.S. 2o9
A, [A, a', a' étant des consUuiLes coiiveiiableinenl choisies. Supposons que la
substitution S', s'écrive
el posons
ei=-«.iP'=<,-;
exprimons ensuite que z se réduit à a, pour x = rt, et suhil la substitution S', quand [og(x — rt,) se change en log(x — a,) + ■2r.\^/ — i . i\ous verrons que hi relation qui précède peut s'écrire
l",+ log(.r-«,),
l'j étant une lonelion lioloniorplie en r — «,-. On tire de là
<,= «(:- «.iP.= Q',.,
Q) étant une fonction holoaiorphe en (a? • — (li) ; le développement de O- sui\ant les puissances di' (,r — o,) commenee [lar un terme en (x — di) dont le eoelfieient ne peut jamais être nul. Ou tire de là
'!>, désignant une fonction holoiiKtrphe en A, el doijt le dévidoppement suivant les puissances de cette variable commence par un lernie du preinierdegré dont le eoellicieul n Csl jaMlai^ nul. Telle est la forme de re\|iression de x eu fonction de ; dan> le \oisinage ilii point singulier x^a,. De mcMue, tiaiis le voisinage de z- = a„^| , X =: X, on aura
•l'/i+i désignant uur lonelion lioloniorplie <mi /«_^i dont le de\ (doppement su i- \ant les puissances de celle \ariable commence par un terme ^\i\ premier degré (pii n est |amais nul. On jieut encore écrire la relalion précédente sous la lorme
x = T-!— 'I'('«+i)iii+i
'I' désigiiani mie lonelion holomorphc di' /„_^| ne s'annulant [>as a\ec cette
iir
variable, (^uant à la dérivée -y^, elle pourra se mettre sous une forme analogue.
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Dans le voisinage de ; = a,-, on aura
dx I j, ■ , -.
$j. étant imc tiiiictidii liolomorplie de /, qui ne s'annule jias a\ec cette variable. De même, dans le Noisinaije de r — - a,,.^,, on aura
dx ^ 1 'HA+ij^
dz (3 — 0(„+i)- /„H-1
T' désifjnant une fonelion luiinnidiiilie de /„_^| ne s'annulani pas avec cette \ariai)lo.
l'asM)n> mainlenanl à l'étude des tonclions tliétaluelisiennes.
Tiiule fonelion représentée jiar une série de la forme (5) ('^ I ) pourra loujdins se nictlre sous la forme suivante ;
dx \ >>'
F désignant ynn' fonction rationnelle de x. Mais la réciproque n'est pas vraie. Kn eflel, nous a\ons \u an |iaraj;ra|)lie 2 que toute série de la forme (;')) (§ \) peut, dans le voisinage île ; :^ a,, se mettre sous la forme
il disl;:na]it une fimcliou iiolomcuplie <le /, qui s'annule a\ee cette xariahle. Il en n'-^nlle <pu\ pour x ^= (ij, la lonellon [x — a/l"'F(,7) doit s'annuler et que, (Miaud X augmente indi'liuiinenl, ,r"'F(.r) doit tendre \ers zéro. Telles sont les condition^ in'-rrssnlrcs auxquelles doit satisiaire l'expression ( ? ) pour pouNoir représenter une sé'rie de la forme (o) (§ I).
Nous les appellerons les conditions A.
Su|)posons maintenant que la fonction (2 ) n'adnielle pas d'uilim armtcrieur du cercle fondamental. !■ (.r) devra être de la l'ormi'
(x — OiY'ix — ai)>-> ... (a,' — <i„)>»
Wix) désign^inl nu p(dvui>uie entier en ./ . Mais, à cause des condllKin- \, les nombres a,. Aj. .... ).„ sont an plus ('gaux à //( — 1 et le degré dell(./') au [dus ('•gai à n ( ni — i; — /// — 1. l'ar rmiséquent, toutes les séries tli(''tafuchsiennes de la forme (.t) (§ I) et de la seconde espèce s'cxprinicnl linéairement au moyen Aenirn — 1) — m d'entre elles.
Mais nous ne savons pas encore si toute expression de la forme (2) n'avant pas d'infini et satisfaisant aux conditions A peut se mettre sons la forme d'une série (5) (§ I); ni, par conséquent, si toutes les séries de cette forme et de la seconde espèce ne peuvent pas s'exprimer linéairement à l'aide de nijn — i) — m — i d'entre elles.
Pour reconnaître s'il en est ainsi, considérons une fonction de la forme
F désignant une foucticiii laLionnelle, et clierclions quel est le niiainuini du nombre J' de ses infinis distincts, à supposer qu'elle tende vers zvvo quand ; tend vers a,-.
?\ous pourrons écrire
^(x) et fb[x) désignant deux polynômes en ,/'. Pour que S.( z-') tende vers zéro quand z tend vers a,-, il faut et il suffit que
ne soient pas nuls et que le degré ilu miiMirali'Mr ^urpa^^e au plus de //; — i celui du iléuoruiaaleur. Or, le degré de <I>(j"j est le nombre .1' des infinis distincts de Ai z). On a donc
y -mni — Il — «t H- I .
.le dis alors ipi'il Cïl iiiipo>Mblc d'exprimer linéairement toutes les séries de la tonne (5) (§ I ) et de la seconde espèce à l'aide de 11 (in — 1) — tu — i d'entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction de la forme A(^) ayant n( m — 1) — m infinis distincts, ce qui ne se peut pas comme nous venons de le voir. On en conclura donc (comme dans les deux paragraphes précédents) que ttMite expression de la forme (a) satisfaisant aux condili(U^^ \ peut être exprimée par une série de la forme {W) (§ Ij.
La f(uiiHilc (10) du paragraphe précédent s'a[)plique aussi aux fonctions qui nous occupent. On la démontrerait comme dans les deux paragraphes précédents; la première démonstration demanderait quelques modifications légères, la seconde peut s'appliquer sans qu'on y change rien. Toutes les conséquences que nous avons déduites de cette fonnule (10) dans les deux n. P. - II. 3t
•i4a MÉMOIRE SI n LES FONCTIONS FUCIISIENNES.
paragraphes précédents, et entre autres hi t'omiule (iti) du paragraidie \ , sont encore vraies dans le cas cpii nmis occupe.
On voit aisément comnieul on étendrait les principes qui précèdent aux fonctions de la seconde et de la sixième l'amilles et de genre quelconque.
>ious pouvons donc passer à l'étude des fonctions fuclisiennes qui existent dans toute l'étendue du plan.
"VIII. — Troisième famille.
Parmi celles-ci. les plus simples sont celles de la troisième famille dont nous allons parler d'abord.
Supposons qu'on nous donne n paires de cercles [c^ et c, 'l, (c^ et c\_), .... (c„etc'„).
Je suppose que ces 2» cercles soient tous extérieurs les uns aux autres, qu'ils coupent orthogonalemenl le cercle fondamental et soient, par conséquent, symétriques par rapport à ce cercle. Je suppose que l'on considère h substitutions S|, $2, . . ., S„, telles que S/, tout en conservant le cercle fondamental, change c, en c\ . Le groupe dérivé des substitutions S,- sera un groupe fuchsien G dont le polygone générateur R„ se composera de la partie du plan qui est Intérieure au cercle fondamental et extérieure aux divers cercles c et c'. Le polygone Ro aura 2/1 côtés de la première sorte, formés par les arcs des cercles c et c' intérieurs au cercle fondamental et a/? côtés de la seconde sorte formés par les arcs du cercle fondamental extérieurs aux dillérents cercles c et c' ■ Tous les sommets de 11,, sont de la troisième catégorie. Quant au polvgone R',,, symétrique de Rq [)ai- rai)porl au cercle fondamental, ce sera la partie du plan qui est extérieure à la fois au cercle fondamental et aux cercles r et c'. Le groupe G et, par conséquent, les fondions fuclisiennes qui en dérivent seront de la troisième famille el du genre /i.
1 ouïes ces fouet II m> huliMiM Mes pourront s Cxpriiner rai lonuclleinent à la nie de deux d'entre elle- que j'appellerai x et r el entre lesquelles il y aura uni' relation algébrique de genre /i
Si I on pd-e île pi 11 s
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la liiiictiun 1 -.ali^luiM à I ccjiial loii ( .!) du paiai;r,i|jlif l\ . à savoir :
o L'taiil lal i(jaiicl fii x cl eu }'.
Le groupe ( It ne dt-pendanl que de .!// — ! |iaramèlres n'^jls distincts, on ne |ieul en disposer de manière que la relali(^u ■l/(ir,_)') =^ o soit quelconque. Coni- Ijicu, en eilel, reslc-l-il de paramètres arbitraires dans une relation algébrique de genre n
(i) ■UT,y} = o,
lorsque Ton eonvieiil de ne pas regarder comme distinctes de celte relalion celles qu'on en déduit i-n v remplaçant ,r cl y par des fonctions rationnelles de x' et de )"'. On sail qii il reste .'> n — ! paramètres ([non appelle les iiiodiilfs de la relalion ( i ) et (uii >onl pour ainsi dire des invariants à l'égard de cette relation el des op('r,ilii>ns qui eonsisicnl à v remplacer .r el )• par des fondions rationnelles de .z' et de )'• En nous pro|)osanl d'obtenir entre nos deux fonctions fuclisiennes x et )■ une relalion algébrique donnée., nous nous imposons donc .'5/; — 3 conditions complexes qui équivalent à ()/; — 6 conditions réelles. Ce uoiulire suipasse de 3« — 3 celui des paramètres tloiit nous disposons. Ainsi, le premier niembre de la relati(Ui (i) est assujetti à 3« — 3 conditions réelles; il est aisé de les lrou\er.
En ellet, on peut supposer qu'on fasse une opération qui consiste à changera en son symétrique par rapport au cercle fondamental. Cela revient à changer y/ — i en — y/ — i et k faire ensuite un changement linéaire de variable- On change ainsi Rq en R,, et réciproquement, de sorte que le groupe G et le système des fondions fuclisiennes cjui en dérivent ne changent pas. Les 3/; — 3 modules de la relalion (i) ne changent donc pas non plus. Mais quand on a changé \J — i en — y/ — i , ces modules ont dû se changer en leurs imaginaires conjugués; puis, quand on a fait un changement linéaire de variable, ils n'ont pas changé. Par conséquent, les ?>n — ?> modules de la relation (i)ne diffèrent pas de leurs imaginaires conjugués, (7.s- sotil donc réels.
Il en résulte qu'on pourra toujours choisir .r et y parmi les fonctions fuchsiennes dérivées du groupe G, de telle sorle que tous les coefficients de la relation (i) soient réels. Alors les coefficients de cp(ar, r) seront aussi tous réels.
Je suppose de plus qu'on ait choisi .r et y., ee qui est toujours possible, de
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taçoil que la relation ( i) satisfasse aux ckikIiI i(iii> (jne nous avons iinjiosées à la relation l^\) (.lu |)arai;ra|iiic \ 1, au eounuencenient do ec parat^raplic (|i. :>P,3). Gela posé, la l'oneiion o[.r. y) satisfera aux conditions suivantes :
i" Quand X devu'nl uiliniiiu'Ut i;iaiul du ]ii'eMner ordre, elle de\ u'ul inlininient petite du ijuatriènic ordre;
■->" Les seuls infinis de la fonction (p(ic,j') seront les points singuliers de la tonciion y de x, définie par la relation (i), en n'y comprenant pas les points iloublcs de la courbe algébrique <h(x,y) = o. Si l'un de ces points est x = a, y = b, on aura
pour X = a, y := i).
Ces conditions qui, on le remarquera, sont les mêmes que celles que nous avions trouvées dans le premier exemple, examiné au paragraphe VI, ne suffisent pas pour d('teriniuer la fonction rationnelle a{x, y). Celle-ci est en outre assujettie à 71 condili(jns transcendantes. Voici sous quelle forme on peut présenter ces conditions transcendantes :
La fonction o(x,y) devra être choisie de telle sorte qu'en faisant décrii'e au point analytique (x,r)n cycles convenablement choisis ( correspondant à h périodes convenablement choisies d'une intégrale abélienne de jiremière espèce j g{x,y)dxu on \oie revenir les intégrales de l'équation ('.]) à leurs valeurs intiales.
Passons maintenant à l'étude des séries thélafuclisiennes
c'est-à-dire à l'étude des séries de la furiue ( h) ( § 1 j, et daboid cherchons comment il peut arriver que la fonction définie par celte série ne présente aucun infini en dehors des points singuliers essentiels.
En général, la série 0(^) admet comme infinis, ainsi qu'on l'a vu au paragraphe 111 : i" les points cori-es|)ondants du |)oint oo, c'est-à-dire les points
2" les infinis de la fonction ll( :■) et les points correspondants.
Supposons pourfixer les idées que la fonction H (:;) ne devienne infinie pour
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;iiicim des ixiinls — • — . (^iirlle est (I almrd l;i ci nul il uni pour que les paints -
ne soieiil pas des iiiiinis de (-)(';)? Pour eela, il fiiiil el il Mil'lit ipie le degré du dénouiiiiateur de la loiicticui ralionnelle Il(r) >urpas><' de >.//( unités celui du niiinéraleiir.
Considérons niainlcnanl un inrinl ri de la fonction II( ; ) elle-inènie. I)ans la
série (-)( c ). le terme
(correspondant à a,= i, 3,:=i, p,=io, v,-= o, c'est-à-dire à la substitution unité j deviendra infini pour ;=«. Pour que Q{:-) reste fini pour : = a . il laul donc (iiriin autre ternie de cette série devienne infini, de laciui que la somme de ces deux termes (qui séparément croissent indéfiniment cjuaiul ; lend vers a) tende au contraire vers une limite finie. Il faut pour cela que. pairni les infinis de II (r i, il v en ait un antre :; :=: b, tel que
■(a -h 0 ( z, — tI estant une d<'s suiist itui ions du t;i'(iiine (i. Il est clair alors nue le
"(ïî^')<ï=--|-
terme
deviendra iiilini pour : = fi. Mais il laut que la somme de ce terme el du terme H(3) reste finie pour :■ = a. Soient donc A et B les résidus de II( ; ) qui correspondent à r ;= r/ et : =2 b. On aura
II'(j) cl II|(;) étant des ('onctions ralionnelles de :; cjui restent finies pour ^ = a. On de\ra donc avoir
Telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que & ( :■) reste fini pour ^ = a et, par conséquent, aussi pour les points correspondants.
Cela posé, voici comment il faudra s'y prendre pour construire une fonction 0(-) qui n'admette aucun infini. Prenons une fonction ralionnelle H(;) admettant 2p infinis a,, b,, rto, fcj, «3, fej, ..., rt^, bp, et ayant pour résidus correspondants A,, B,, Aj, B^, A3, B3 A^, B^.
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■Ir Nii|i|iii-.c. ili- plus. iHi I m ail :
ai J-i- iii\ / gj ; + [ia \ ^ / ctpz-t- Pi,\
-,'1 - -H S, / \,"" -,-2 3 -H Sa / ' ' \ ' "/' - + 2,, /
(■liuil ;; >iil),-.liliil ioii> ilii i;i()U|ic ( i . J'.issii |cl I is de plus les :</; rrsidiis à ilijn\ svslriues de CDiulitioiis. 13'al)urLl
Ai-h Bi+ Aj-h B5 + + A,,+ B,, = o,
A,rt, + B, i| -h Ajna + B26., -1- . . . -H A /,«,,+ I?,, ii^, = o, A, '/■; -+- B, ù\ + Ajaj H- Ha^j + . . . + A,,aJ,+ B^,t| = o,
A, «;'"-=+ B,^;"'-îH- -H \,.aj,"'-'' + B,,t;v"-- = ■>,
piini (jiic II' (lcj;r<' (lu clLMioMiiii.ilcui- de ll|-| sui|)asse tie Mil unités celui ilu innnrT.ilciir. Ensuite
pinir que n^ et /*;, ne soient pas des infinis de &{:■)■
Ces p -\- 2ni — I condilions seront compaliMes pourvu que
el si elles sont iciuplies, la série B(-) formée à l'aide de la fonction rationnelle
n'aura aiiriin infini. Je dirai alors qu'elle est de la seconde espèce, de sorte que nous avons ici, comme dans les trois paragraphes précédents, la distinction cnlre les deux espèces de séries de ihélafuchsienncs.
Toute série de la forme 0(^), à quelque espèce qu'elle appartienne, peut se
mettre sous la forme
/dx\"',
¥(x,y) désignant une fonction rationnelle de x et de y. Celles des fonctions de la forme ( :>. ) (jiii n'admettent pas d'infinis, s'expriment linéairement, ainsi ipi'oii l'a Ml au paragTa|)lie VI, à l'aide de (a/n — i'){n — 1) d'entre elles. Il ri'sulte di; lii que toutes les séries H(z) de la seconde espèce s'expriiueiit
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linéairemenl à l'aide de (27» — i)(/? — i) d'entre elles. 11 nous reste à démontrer, comme dans les trois paragraphes précédents, qu'il est impossible de les exprimer linéairemenl à l'aide de (im — i)(« — i) — i d'entre elles.
Posons, pour abréger,
q = {lin — 1) (« — i).
Supposons que toutes les séries ©(•:) de la secondeespèce puissent s'exprimer linéairement à l'aide àe q — i d'entre elles que j'appellerai (-J,, (■);,, ..., 0y_i ; je vais montrer que cette hypothèse est absurde.
En ellet, choisissons au hasard 1] points, ^i, ;..? ■••• ~q\ "J'i pourra toujours trouver q nombres A,, Ao \y tels que
A, H,( ;, I -I- Ai H,i x:,) +• • --i- A,/e,( jy) = o, A, 62(^1) -h Aj 82(23) -!-■ . --1- A, e.f;,) =•■ o,
Al «.7-1 (^i) -f- AoBy-il-îj) -I-. . .-T- A,/e,,_i(-i,) = o,
et, par conséquent, tels que
(5) A,8(ii)-4- AoeiJî)-!---.^- A,«(3y) = o,
©(;) désignant une série quelconque de la forme (5) (§ Ti et de la seconde espèce.
Soit p uu nombre entier plus pelil que un. Je pourrai toujours former une fonction 9/,( ; ) qui satisfasse aux conditions suivantes : elle n'admettra d'autre
inlini qiu' les points ; =; '-; ces infinis seront d'ordre .'-//( — p. Dans ces
conditions, le point r = x n'est pas un infini de notre fonction hp{z). c'est pour elle un zéro d ordre p.
Je suppose que
liin ;'' 0,, (j) = I |iour 3 = ce,
lim;-"' -'-/•[;/' 0,,(j ) — ij = i> pour :; = x.
Ces conditions ne >utfi>ciil pas pour définir complètement la lonction (!/,(;), car si Wi;"! est une séi-ie de la forme (5) (§ 1) et de la seconde espèce, 0/,(;) + 0(^) V salisliia comme Oy,(;l. iMais nous choisirons pour iiotii' fonction ^p{z) une (pielconque des si'ries de la forme ( .Vi (§1), qui satisloul aux condiiions énoncées.
Considérons une série qiielconcpic de la forme (il (§ 1) et île la première espèce
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Suj)pûsoii> ([lU' lii purtif entière de la fonction rationnelle
z^'" H(sj se reduil à
Bo-t- 8,3 + 8,32-1-...+ B,„, 32'",
on verra aix'nieiil ([iic le |ioinl ; = x est. pour la tonction tliétatuclisienne
n-(3)-lioO„(3l-B, 6,(3) -820,(3)— ...-B2,„02,„(3),
nu zéro il'orJre 2 i>i au moins et par conséquent que cette l'onction thétaiuclisienne
ne devient |)as inlinie [lour ; := — — •
ï' Cela posé, envisageons la lonelion suivante :
Considérée coinmc fonction de ;, elle n'a d'autres inlinis que les points
'■'ï'i -+- 'fil
c'est-à-dire les points correspondants de a.
Considérée comme fonction de a, c'est une série tliétatuclisienne et elle admet comme inlinis :
1" Les points d^ 'J, c'est-à-dire les points correspondants de ;;;
a" Les points a = '-> c'esl-à-dirr les points correspondaiil> de n == x. Ces
Y' piiiiiU Miiil il<-~ inlinis d Ordre ■',/// — 1 . ( Kiaiil au pmnl a - ; x lui-inème, c'est
pnur nuire M'rir 1111 zi'to i\\\ piriiiicr ordre.
' .liereJiDii- j.i ii.ii'lir eullère de l.i Imieliiin l'at loniiclle
nous trouxeroiiN
On en coiicImI que la Innelioii I lu'la luilisieuue
Q( z,a)=z <\>( z,aj + 32'"- 1 0„(r/; + z-'"-- 0, («;+...+ 3 O,,,, ,( a ) h 'la™ i( " 1
n'admet pas comme inlinis les iioints a^^ ^•
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En conséquence elle n'aura d'autre Infini que les points
le résidu corrcspontlunt sera
Soit ( c, — ^1 une suljstilulion quelconque de nuire j;riuq)e ( i. J^i lonction
/aj-i-3 \
sei-a comme Q( ;. a) une l'onction lliétaluclisiennc de a; elle n'admettra comme
elle d'autre infini que les points
a = ^-il^ '!,- - ■+- 0,-
et avec les mêmes résidu>: donc on pourra l'Ciirc :
(6) (Yi-i-o)""-2Q^^^^-i^, «") -Qiz,a) = B[n).
B(a) désignant une l'onction tliélal'uclisienue de a. susceptible d'être mise sous la l'orme (5) (§ I) et de la seconde espèce. Posons maintenant
(7j Ai;) = A, Q( ;, c, ) -r- A.. Ui;, ;,)-^...— A../i.î{:. i^).
En rapprochant les équations (5), ((i) et (7), on trouve aisément l'identit*' suivante :
. f..-^5^-2,„-.A(li^)=Ai;),
qui a lieu pour toutes les substituticuis ( :. _"_^ 't ) du i;roupe ('•. II suil de là que A( ; ) |icul se mettre sous la l'orme
F(.r, V) désignant unet'onction rationnelle de .r et de )■. Or, la lonction A(;;)
admet q infinis distincts ;,. z-^ z,j. qui ont été choisis au hasard, et n'en
admet pas d'autre à dislance finie. On pourrait donc construire une lonction de la l'orme ( iS)admetlaul q inlinis doniirs et n'en admellant pas d'antre. Or, nous avons vu au paragraphe \ I qup cela était impos^ihle. Donc l'hypothèse laile au (IcIiMl riail idisurde.
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On en conclut coiiune (.laiis les trois paragraphes précédents :
i" (^)ue toutes les séries de la l'ornie (5) (^§ I) et de la seconde espèce ne peuvent s'exprimer linéairement à laide de q — i d'entre elles;
2° Que toute expression de la l'orme (2) qui n'a pas d'infinis peut se mettre sous la forme (5) (§ T) ;
IV' Que toute expression de lu forme (2) peut être exprimée par une série de la forme (5) (§ I) (pourvu que m> i) ;
4° Que toute fonction hiclisienne peut être égalée d'une infinité de manières au (piotient de deux séries de la lornie (5) (§ I).
Considérons la fonction
I dx \ '-"'
Su]>posoiis qu'elle admette une infinité d'infinis z,, :•■<. .... ;ai ■•■! avec les résidus A,, Aj, ..., A/j, Supposons de jilus qu'on ail
A, I ; ) teniianl \ers une limite Unie quand ; croît indéfiniment. On aura identiquement
(9) A(-» = B/,a''-HB/,-,;''-'-t-...+ B,c+ V _ ^*_ .
Cette identité se démontre de deux manières comme l'identité correspondante du paragraphe V.
Un cas particulier bien remarquable est celui de « = i .
Dans ce cas les substitutions du groupe G se réduisent à
'az-i-/j i,az-\-b\ ,cz -¥■ d cz -¥■ d ! ^
rt, h. c. d étant des constantes, K étant un nombre réel positif et |ilus grand que I. et l'exposant^ pouvant prendre dans les diverses substitutions toutes les valeurs entières positives ou négatives.
Voici comment on peut former les fonctioii> luehsiennes dans leca>qui nou^ occupe. Soit /V?) nne fonction doiiMement périodique admettant les périodes 21- et logK. La transcendante/ log( ". 7" ^) sera alors une fonction fuch.sienne.
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Posons, par exemple,
/, «3 -ni, /, az-\- b\ / az^b\
X = in( bi; -, . V = en log -— ; ) tin log -j ■
\ '^cz^df ■^ \ ^cz-\-dj \ ''cz-^dl
Les expressions de la forme
/ dx \ '" „
pourront s'écrire
(lo)
(az J- Oyiez -h d)'"'
y"(ç) désignant toujours une fonction doublement périodique. l^es séries &{z) de la forme (5) (§ I) deviendront d'autre part
^d, I fz + d)-'"
'ji étant l'algoritliiue d'une fonction rationnelle. Egalons les expressions (lo) et (i i) et faisons-y
az -i- b .
cz-[- d il viendra
/($) = :ùiK""'e"'lo(K'ei).
On obtient ainsi le développement d'une fonction doublement périodique de ^ suivant une série dont les termes sont des fonctions rationnelles de e^. Si au lieu de Ç, on avait pris pour variable indépendante r\ = Çy/ — i , le premier membre serait une fonction doublement périodique de r,, et, dans la série du second membre, tous les termes seraient des fonctions rationnelles de sinr, et C0S71. Nous retrouvons par une voie détournée un résultat auquel Jacobi est parvenu directement et d'où il a tii'é tant de belles conséquences.
Voyons maintenant ce que devient la formule (y) dans le cas particulier qui nous occupe.
On a
A(5) = (as-H by"-i(cz-+-d)'"-^/{i),
y (ç) étant toujours une fonction douhleiiient périodique. On a d'autre part dans le second membre : i" Va polynôme du degré h en ;; nuis il est aisé de voir que, dans le cas
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général, ('"csl-à-dirc à iiioiii-. (jiie
le (.lt'i;ré h ne peiil (lé|>asser •xiit — a. On poul ilunn le regarder comme un polynôme iioniogcne de degré 9.in — a en (az^-b) et (^cz + d). Si on le divise par [az -f- />)'""' (es + (/)'""', il prentlru la forme suivante :
P,„_( el P„,_, désignant des polynômes de degré m — i en e^ et enp~^.
2" Un ensemble de termes > '\ cpi'on peut grouper de la façon suivante :
soient ;,, z-^, z^ les ij infinis distincts de A(5) et supposons qu'il i\y en ait
pas d'autre; soient A,, A.j, ..., A^ les résidus correspondants; soient ç,, Çj,
E;i, . . ., \q les valeurs correspondantes de i. Groupons ensemble tous les termes
de la forme '— qui correspondent à des infinis qui ne sont pas distincts
de ; = Zp. Leur somme sera
An > ^ ; — ^(ceV— a )"".
.^J, ( c K' e'^r — a )-"• i ei — K' eir
Gomme on a <1 autre part
{az — 6)"'-i (es -f- tl)'"-^ = e'"' -"5(ce.— n)--^'",
on trouvera |)mn- la fonction doublement |)ériodique / (ç) l'expression suivante :
/(;) = P,« .'e5) + P;„.Jc-S|
-f- 7 A,,(eeV— a)-'" > ( = — ;^ •
IX. - - Cinquième famille ; genre zéro
Je crois inutile de multiplier da\anlagc les exeinples. Ceux que j'ai étudiés jusqu'ici suffisent en efl'el pour faire voir comment on doit appliquer les principes généraux à chaque cas particulier.
.Je veux cependant, sans traiter complètement les questions qui les concernent, dire quelques mots de certaines fonctions remarquables de la cinquième famille.
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Considérons un polygone Ro limité de la façon suivante ; Il aura 211 côtés de la première sorte et un côté de la seconde sorte; je suppose que ses sommets soient, en suivant le périmètre dans le sens positif, ».(,, a,, 7.2, ..., 5t„, a„^_,, a„_,_2, ..., ao,,. Je suppose que le côtéa„a„^_, soit de la seconde sorte et les autres de la première sorte, de telle façon que les côtés a^a, et aoao,,, a, aj et ajaiXon-n 7.2 a;, et a2„_,a2H-2» •■■> V+i */'+^ ^^ «aH-paan-p-i • •••! et enfin a„_,a„ et "■ii+i "^-n+i 1 soient conj ligués et par conséquent congruents. Si on laisse de côté a„ et a„^,, tous les sommets seront de la première catégorie et se répartiront en n cycles fermés. L'un des cycles ne comprendra que le sommet 7.0; les autres seront formés respectivement des sommets a, et a2„, a2 et a2,,_(, 7.3 et otjH-ai •••) enfin a,i_, et a„^.2 ; de sorte que les angles curvilignes ao, a, H-aj,,, «2 + o'-2n_i , ..., 2H_t + aH+2 devnmt être des parties aliquotes de 27t. Quant aux angles a„ et a„_^, , ils seront forcément droits, puisque les côtés de la première sorte a„_,7.„ et a„^, a„_,.2 coupent orthogonalement le cercle fondamental, dont le côté a„a„^, n'est qu'un arc. Nous construirons ensuite un polvgone R'^j symétrique de R„ par rapport au cercle fondamental. J'appellerai a', le sommet de R'„ qui est symétrique de a,- par rapport au cercle fondamental.
On voit aisément que le polygone Rq est de la cinquième famille et du genre zéro, et qu'on peut s'en servir pour définir un groupe fuchsien et une infinité de fonctions fuchsiennes. Celles-ci peuvent toutes s'exprimer rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles que j'appellerai
Comme on peut choisir d'une infinité de manières, parmi nos fonctions fuclisiennes, une d'entre elles à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement, la fonction x =J(^) ne serait pas complètement déterminée si nous n'ajoutions quelques conditions de plus.
Soient ft et y deux points du côté de la seconde sorte a„a„_^, ; je supposerai
qu'on a
Je poserai ensuite
Le polygone Ro+ R,, étant symétrique par rapport au cercle fondamental, on peut voir, par un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent, que les nombres a, et a'^ sont imaginaires conjugués,
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Posons lUiiiutenanl
la fonclion i' satisfera à une équation (lillérentielle de la forme {'.'>bis) (§I\ ) puisque le groupe fuchsien correspondant est de f;enre zéro. Cette équation, comme on le voit aisément, peut s'écrire :
(3 bis) ""''• P^'-^
dx' |Q(r,]'
Q(a;) étant le produit [x — a(,){x — a'^){x — at){x — a',), ..., (x — •a„_,)(a; — «'„_|) et P(jc) étant un polynôme de degré /\n — 4 en x, ayant tous ses coefficients réels.
X. — Résumé
En étudiant les exemples précédents, j'ai rencontré dillerents résultats qui sont communs à toutes les (onctions fuchsiennes. .le ne crois pas utile d'en donner la démonstration dans le cas le plus général: car elle ne différerait pas de celles que nous avons données dans les divers cas particuliers et je serais entraîné à des redites sans intérêt. .le me bornerai donc à les énoncer ici sous forme de résumé.
Formons avec une fonction ralionnelle quelconque H(:;) la série thétafuchsienne
Celle série pourra toujours se niedre sous la forme
(dr \ "'
F(x,y) désignant une fonction rationnelle de ces deux fonctions fuchsiennes a; et j', à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et entre lesquelles il y a une relation algébrique
Pour qu'une expression de la forme (2) puisse se mettre sous la forme (i ), il faut qu'elle s'annule quand ; vient en un des sommets de la deuxième caté^ gorie du polygone Ho-
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A cette condition . toute expression de la forme (2) peut se mettre sous la forme (i) pourvu que m soit un entier plus grand que i.
Il en résulte que toute fonction fuchsienne peut se mettre d"une infinité de manières sous la forme du quotii'ul de deux séries telles que (i).
Les séries de la forme (i) sont de deux espèces : celles qui ont des infinis et celles qui n'en ont pas. Ces dernières peuvent s'exprimer linéairement à l'aide d'un nombre fini d'entre elles. Il j a donc entre les séries thétafuchsiennes de la deuxième espèce une infinité de relations linéaires.
Voici une de ces relations qui peut servir de point de dé[>art pour trouver, sinon toutes les autres, au moins un ;j;raiid nombre d'enlre elles.
Soit ( ;, — ^ j une subslitui ion quelconque du f^roupe (j. On aura identiquement
e[;, Il (3)] = 6 1";, Il /^il±-|j(Y; + S)-î'«l(-.ô^o)2"'.
Considérons maintenant une fonction de la forme suivante :
F(x, _}' ) désij;nant toujours nnr lonition rationnelle et m un entier plus fjrand que I. Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand z vient en un des sommets de la deuxième catéf;orie de Ro.
Soit q le nombre des infinis distincts de A(;); soient ;,, z^ Zq ces
infinis distincts; A,, Aj Ay les résidus correspondants; soit cb(;) une
fonction rationnelle quelconque île ; n'ayant pas d'infini à l'inférieur du cercle fondamental.
On aura identiquement
si les fonctions luilisiennes n'existent qu à I intérieur du cercle londauienlal,
i-iàis) A(a) = 'V V ^^-f^,-/. -t- 0, )-='"-!- Pu )
it = \ 1 = 0 z ^
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[P(;;) élaiil Mil |v(il\ii(uiie eiilicr en ;] si les loiiclidiis l'uclisienaes o\isleiil, cliiiis tdul \r |ilaii.
Il cil lùsultc que toute Ituullou ru<li>iciiiic peut d'une iiirinité do manières se mettre sous la forme du ijudliiiit de deux st'ries Iclles que (4) ou (4 bis).
XI. — Historique
Si ou laisse de c<Ué les ionctlous doublement périodiques, les premières fonctions fuchsiennes qui aient été signalées sont les fonctions modulaires. Elles se présentaient pour ainsi dire d'elles-inêines dans l'cHude des transcendantes elliptiques, et leurs propriétés principales, en particulier celles d'être uniformes et d'admettre une ligne singulière essentielle, ont été remarquées de|)uis longtemps. D'ailleurs les travaux dont elles ont él(' l'ohjet et les résultats remarquables obtenus dans ces derniers temps par MM. Herinite, Dedeklnd, Fuchs et Klein sont trop connus pour que j'aie besoin d'insister.
Mais il est une autre catégorie de fonctions fuchsiennes dont l'existence a été signalée dès 1872. Ce sont celles auxquelles donne naissance l'équation hypergéoinétrique de Gauss; ces fonctions ne sont iju'uii cas pjrliculier de celles que nous avons étudiées dans le paragraphe V et on les obtient quand le jiolygone Rq considéré dans ce paragraphe est symétrique et se réduit à un quadrilatère.
Dans un Mémoire inséré au Tome 7S du Journal de Borchardt, M. Schwarz annonce sans di'monstr.it ion que ces fonctions sont uniform 's el admettent un cercle coinine ligne singulière essentielle. C'était du iiièine coup annoncer la discontinuité du gnnipe correspondant, comme je l'ai déjà fait remarquer dans l'historique du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Malheureusement, détourné de ce sujet par d'autres études, M. Schvvarz s'est borné aux quelques lignes (ju'il avait consacrées ii ces transcendantes et n'a pas ])oussé plus loin ses recherches.
Dans i\n autr.i ordre d'idées, M. .Scliwarz a\ait (d)ti'nu d'autres résultats qui se rapportent indirectemciil à notre su|cl. D.iiis di\ers Mémoires insérés aux Toines 70 et 7i du Joinnal. de liniiliardl r! aux Monatsberichte de l'Académie de Bf-rlin, M. Scliw.uz a ih moiilic <l uni' manière rigoureuse le principe dit de Diriclilcl et la pos^ilii I iti' dr 1 \ lihi Id 11 11 l; du ceicle sur une ligure plane quelconque et en pari icmIk r sur un poU goiu- limite par des ares de cercle. S'il
avail connu les conditions de discontinuité des groupes, il aurait pu être conduit ainsi à démontrer l'existence des fonctions fuchsiennes dans le cas particulier où le polygone Ro est symétrique.
J'aurais donc pu me servir de ces résultats, mais j'ai préféré suivre une autre voie :
i" Parce ce que je n'aurais [)u démontrer ainsi l'existence des tondions fuchsiennes dans le cas où le polygone Rj n'est pas symétrique ;
a" Parce que les développements en séries dont j'ai fait usage me donnaient non seulement la (Jémonstration de l'existence de la fonction, mais son expression analytique.
Il I'. II.
I. — Substitutions imaginaires
Dans un Mémoire anlérieur (-), j'ai étudie les groupes discontinus formés par les substitutions linéaires a coefficients réels Dans le présent travail, j'ai l'intention d'exposer quelques résultats relatifs aux groupes de substitutions linéaires à coefficients imaginaires. Ces substitutions se classent naturellement en quatre catégories, comme on va le voir.
une subslitiiliiiu i|Mrlr(inqnc où je suppose toujours
Si l'nll ,1
l.i ^Ml)^l ilul niri |i(Mit se metlrc >ous la (<irmc
\ ; — ri z — ri j
Il f\ K il ml Av- riiii^l;uilc>. Ou dil alors (|n <llc i-A jiii riihnliiiiir . Si i'ou a
(M Termine le 19 mai i8R3: imprimi- le S septembre i8R3. N. K. N.
( = ) Théorie des groupes fuc/isiens, ce Tome, p. io8-ili8. >. E. IN.
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la suIj-i Itiil iiin prni se mi'Hie sou-; la tcjrme
(', /'. K l'-liinl (lr> ((iiistauff^.
Si I 1111 a
(a + o)- réel positif et > 4i
K est réel jiosiiit' et la siiLstilulinn c-^X /iy[)erho/iqiie.
Si l'on a
(a -t- 0)- réel positif et < 4,
K isl iiiiai;iiiaiic (iii aégalit el a [nuir niodiilc i. la -iilisl iliilioii est elliptique.
Si l'iilin (a + o)- e>l iinai;inaiic dm ii('-i;alir, K est également imai;inaire on iiéj-atit el la siihsiiiui ion est l(jxodr(Jinttjw.
Une proprii'té roniniune à tontes ces snbstitntions linéaires c'est de transformer les cercles en cercles. Ileprésentons, en ell'et, .à l'exemple de M. Hermite, les qiianlitt's imaginaires conjnguées de ti, c, ... p ir la notalicm (/g, i(,, —
L 1 suljslilnl ion
pent s'écrire
\ "' Yo-u-t- S»/ L'équation générale d'un cercle s'écrit d'ailleurs
(2) A3s„-f-B^+ Bo-o+C = 0,
A et C étant essenlielleiiient réels ('), el il est clair qu'on retombera sur ce cercle (2) en appliquant la sid>stitution (1) au cercle dont voici l'équation
A(ï; -I- 3 )(ï„^o+ ?o) -+- B(x3 -I- 3)(yo-o+ So)
-H Bo(Yi + ô)(ï„-o-l- ?o)-t- C(y- + 8)(Yo-o-HÔo) = o ou bien
(3) ;;:„(Aaïo ■+■ Bxyo-i- BuY'io-t- G7Y0)
-t- 2 (>aPo-i-BaSo+Bo7?o -+-CySo)
-h ^o(AJ^ao-f- B^Y»"*" ^o°*o "•" C^Yo)
+ (A,3Po + Bpo„-i-BoôPo -<- C58o) = o.
Ecrivons maintenant l'équation d'une inversion par rapport au cercle (2),
(') Pour que le ra>on du cercle soil réel, il faut encore que BB„^AC>o. On vérifie aisément que l'expression analogue formée avec les coefficients de l'équation (3) est égale a
{ BB„ - AC ) ( aS _ ^Y ) ( a , 6„ - ]3„ y„) = BB, - AC
cl par conséquent positive. N. E. N.
c esl-ù-ilirc île l'opcral ion qui coiisislc à clKUif^er un ])oinl quelconque ^ en son Iranslonné par rayons vecleurs réeiproques, en prenant pour jxMe de la transi'onnalion le centre du cercle (a) el pour paramètre de la transformai ion le carn'' du rayon de ce cercle. \ oici cette équation :
Soit / le translormi' de ; i>ar cette inversion, ou aura
^ Bo ^ BBo-AG
Soient G, et C, deux cercles quelconques, el appelons T, cl L les inversions opérées respecinement ])ar rapport à ces deux cercles. Si nous faisons sid)ir à lin point quelconque l'inversion I, puis l'inversion lo, l'opi'ration résultante qu'on pourra représenter par la notation [,Io, sera une substitution linéaire comme il est aisé de s'en assurer. Cette sulislitution sera parabolique si les ili'UN cercles C| et Cj se louclient, elliplKiuc s ils se coupcnl, et hyperbolique s'ils ne se coupent ]ias.
Supposons cjudn ('1 udie la résullaule non plus de deu\, mais do plusieurs inversions successives. Si ces inversions sont en nombre j)air, la résultante sera une substitution linéaire; si elles sont en nombre impair, la résultante sera une opération plus complexe qui pourra être regardée comme une substilui ion linéaire sui\ ie il 'une inversion. De plus, toiilc subsliliiUon linéaire peut cire regardée d'une injinilè de manières comme la résultante d'un nombre jxiir d i/ive/sions.
l^e groupe obtenu en combinant de diverses manières les différentes inversions imaginables contient donc toutes les substitutions linéaires.
Posons
ç et y, sçionl les cooi'donui'-c', d'un |)oiiil rcpn'sculal il de ; dans son |)ian.
Considérons maintenant un poliil ijiiclconque, non plus dans le plan çt,, mais dans l'espace, et soient^, /,, 'C, ses coordonnées; je supposerai l, positif de telle façon que le point considi'ré soi! au-dessus du plan des ?/,. On a \ii que la substitution (i) change un point quelconque ^, T| du plan des ^r[ en un autre point de ce même plan. Nous allons étendre la définition de la substitution (i) de façon qu'on puisse appliquer celte substitution, non seulement à un poini du jilan ;/,, niai> ii un poinl qui lcoii(|nc de l'espace. La subsiitiitioii ( 1 j, nous l'avons vu, jx-iit être regardée comme la résullante d'un certain iiomliic d"iii\er>ions faites successiveminl par r.qipoii à ceiiains cercles
ilii |il;iii des ;/, que j"ap|)elle C,, Co, ..., C„. Soient -,, -2, — S„ les splièies (jiii oui iiiènie eeuire el iihniic i.noii (|iie ces cercles. Coiisl(l('r()ns l'opéiMlidii i|Mi idiisisle il eUecliiei' // inxeisions successlveiiuiU par r.ippml mii\ splières ïli, -o, ..., ï,;. Celle (jp('riil mil, si un i'iipjiliipu' ;i un |iiiinl du pi. 111 des 5r|, ne dill'cre pas de la subslitiil ion (\). Un pourra donc définir encore ainsi la subsliluiion ( i) quand il s'agira de l'apjiliqiicr à un point de l'espace situé en dehors du plan des çr,.
Une in\ersion par rappoil à l'uni' des sphères S,, S^- ■■■: ^n Iranstornie les sphères en sphères; (die I raii>l()riue en lui-MU'iiie h' plan des çr, ; elle conserve les anj;le> ; elle li'iinstoriuc loiilc ligure iiiliniiuent petite en une lii;urc iniiniiiiriil petite seinhlahle ; IiuiIcn eo propriétés a|)pail lenneiil dune à leur ic-.ullaulr. e'esl-îi-dire il la --uh^l il ul 1011 ( Tl gi'iK'r.ilisi'e.
Suppiisdiis (pie l'un ci'Moii par rapport au cer(de (],. par e\eiiiple. chaiii^e un (■(■rlaiii cercle Iv i\\i plan de- f/, eu 1111 autre ('ei( le K, de ce ui("iiie plan. Soient Sel S| le> '■pluTcs (pu oui iik'uic centre et inéiiie i-,i\iui (pu' Iv cl K,: il est clair (|iie 1 inxei-Mon par iap|ioil ii la spliiTe i.', changera S en S,. Si donc la Milisl itution (1) cliange le cerile K en un certain cercle K„, et si S et S„ sont les sphères qui ont même r.non que K et K„, la suijsliliil ion (i) g(''ni''ralisi'e chaiig;cra S en S,i. Enetlél. la siihslitution (i) équivaut ii /; inversions opi'iM'es respeclixeiiient par lapiiorl aux cercles C|, Co, ..., C„ ; ces in\eisi(ms changent successivement le cercle k en \\, puis en K,, ... puis eiiliii en 1\„. Soil S/ la sphère qui a même rayon el même centre que K,. La subslitiilion (^1) généralisée équivaudr.i ii /; inversions opérées respectivement par ra|)porl aii\ sphères S,, S^- ^:i< •■•1 -n^ cl ces inversions changcronl successivement la sphère S en S4, puis en Sj, ..., jinis enfin en S,/. c.<}.F.n.
Pour ju>lilier la délliiili(ui pr(-c(-(lciile, il faut étaidir ce ipii suit :
La subslitiilion (1) peut être regardée d'une iitjinilé de manières comme la n'sultante d'un nombre pair d'inversions opérées par rapport à divers cercles du plan des Çyj. Les cercles C|, Co, ..., C„ ne sont donc pas parraitement déterminés. Il faut taire voir que la substitution (i) généralisée est cependant une opération parfaitement déterminée. Supposons, en efTet, que la substitution (1) puisse être regardée :
1° D'une part, comme la résultante de n inversions opérées par rapport aux cercles C,, C2, ..., C„ ;
a" D'antre part, comme la résultante de p inversions opérées ])ar rapport il j> antres cercles C, , C!,, ..., C^, du plan des ;/;.
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Seul 1'^ 1,1 n|i1h''ic i|ui a im'iiR' ci'ulic cl iiii'iiic r.nim ([lie C/-.
Siul m.iiiilciiaiil iiii |iiiinl I' (|iirlciini|iir ilc r('s|ii\t'i' ; ap|>l ii|iioiis-liii siicrcs- MVfiiiciil If- iii\ cr-KiiiN |iai' i'a|i|)i)ii aiiv >|iliri('-i i!, , So, ..-. -« '. imiis ohticiiilnin-^ un cirlain |>iiiiil (K \|i|iIi(|ii(ims riiaiiiliiiaiil au |i<iinl I* Micces.si\eni('iil
les iii\ l'i'-ioiis |iai' ia|i|)(irl aii\ s|)lii'i('s X|, 1'. , X , nous ubliciidroiis un
cciiain |iiilnl <j . A|i|ielnns ces deux <)|)cr,ili(ins ( l', O), ( P, Q'); elles satisfont liinUs (l(ii\ à la dr^linition de la suljslilullun (i) t;énéralis('e, il faul donc, tliiiiiuilii T i|nc li's deux points (,^ et Q' coïncident. Eli bien, nous iiouvons faire pa-M'i- par le point I' trois splicies S, S', S", ayant leurs centres ilans le plan des ;y, cl coupant c<' |dan nuisant troi-- i;rands cci( lc^ Iv, is.', I\".
La Mil isl II Ml il ni ( I I cliaiii;cra ce> I riii> i;rands cercles en trois autres eer(des K, , K I et K| du plan de-, çrj. Soient S,, S, et S'J les sphères (|ui ont ini'ine centre et iiii-MK' iMMin ipie ces cercles; l'opération (1*, ()}. de mèiiie cpic l'opc'ration (P. <^)' ). clianue S. S' et S" en S, , S', et S]. Le point (). de nièiiie ipic le point (V, se troiixe tlonc à I inlersectioii des trois splièrcs S,, S'^ et S'|. Donc ces deux points coïncident. l)onc la suljsl itui ion [t ) j^i'iu'raliséc^ est une opi'ralion partaitenienl dc'lerniinc'e. c. tj. k. d.
11 reste à trouver les équations de cette opi-ralion. Pour délinir un point P de l'espace, nous emploierons les trois c<iordonnées suivantes
Çétiiiit sn]ipos(> positif, ces trois coordonnt'cs snflisent pour délinir coinplètcnienl le point i*.
Soient p'-. :' et z'^ les trois coordonnées du point O Uanslornu' de P par la siilisiiiiition ( 1^ ^généralisée. Exprimons que le point P se trouve sur la spiiére qui a même centre et même rayon que le cercle (3); j'ai à écrire
(4) p2(Aa3Co-f-BaYu-(- BoY^o -H CyYo) ■+-Z (Aa[3o-(- BïOo+ B„Y[io -h Cyoc) -+- 5o(A Paj-h Bp-'„ -H B„oa„ H- Coyo)
-H (Appo + Bpoo + Bo5p„ +C^3„) = o.
Si le point P est sur la sjilière ipii a um'iiic^ centre cl luèiiie ravon que le cercle (.i), le point Q devra se trouver sur la sphère qui a même centre et même ravon rpie le cercle (2) transformé de (3) par la substitution (i); d'où léqualion
(5) Ao'2-1- Bc'+ B„;;,-f-C = o.
Ces deLix é(jualioiis, si l'on v regarde A. B, Bq et C comme les inconnues, doivent être équivalentes. On a donc
,2_ p^aao-t- jgPo-H ^ofiao-t- p^p ~ ?-Vïo-i- -3^80 + ^0870+ 83o '
^, _ p^aYo+ za;Oo+ Jo3yo+ P^o
P'YYo-+- 3780 + 5oSyo-I- 880
_, p' 7 "0 + -3 7 Po + -^i) 8 a,) + S|Jo
p" 770 + - 7O0 + ~o 070 -H OOo
Telles sont les équations de la substitution ( il généra 11 s('e.
Passons aux propriétés générales de cette substitution.
Si la substitution (i) est elliptique, elle change en eux-mêmes tous les points du cercle G qui passe par les deux points doubles, qui a son centre dans le plan des ?7i au milieu de la droite qui joint ces deux points douilles, et dont le plan est perpendiculaire au plan des çyj. Elle change également en eux-mêmes une infinité de cercles dont la propriété caractéristique est que toutes les sphères qui passent par ces cercles coupent orthogonalenienl le cercle G précédemmenl délini. Nous appellerons ce cercle G cercle double de la substitution elliptique.
Si la substitution (i) est hyperbolique, il n'y a que deux points de l'espace qui ne sont pas altérés par la substitution : ce sont les deux points doubles situés dans le plan des ^v). La substitution change en elles-mêmes toutes les circonférences et toutes les sphères qui passent par ces deux points.
Si la subsl II iiliiiii ( \) est par,d)i)lique, il n'v a cpiun seul point do\d)le inaltéré par cette opc'ralion (pii cliange d'ailleurs en elles-mêmes toutes les circonf('rences cl toutes les sphères qui snni tangentes au poiiil double à une certaine ilriiilr <lu plan (lr> ^r,.
Supposons entin (pie l;i subsl iliil ion (i) soil loxodromiquc ; elle n'altérera |la^ le cercle G (pii a pour diamèlre la droite (pii loin! les points doubles et d(uil le plan esl noniial au plan des :y, . Mais, à l'exception lies poinis doubles, elle alti'rer.i tous les points de ci' cercle.
JMi r(''suni(''. loule subsl il ni ii>n qui ii'allère |ias un pnml silin'' en deliurs du plan des ;y, esl elliplupie.
Nous avons vu plus lianl que la substitution ( i) généralisée Iranslorme toule figure infinimenl pelile eu une figure infiniment petite semblable. Gherchons le rapport de similitude. Si 1 (ui considère une inversion iiiiupie, il est évident (pic les dimensions homologues de deux figures inlininienl petites Iransforinées
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I une o\ l'aulre. mmouI cuire elles comme les coordonnées ÎJ des centres de gra- \ itt' de ce^ lîj;nres. 11 en sera donc de même (jinind, au lieu d une inversion unique, on en\ isa|;era la rt'sullanle de plusieurs inversions, c'est-à-dire la substitution (i) généralisée.
Si donc on appelle ds, cIm on dv un arc de courbe infiniment petit, ou une aire plane on courbe inliniinent petite, on un volume infiniinenl petit, cl si V est la distance de cet arc, de cette aire ou de ce \olume au |)lan des Sri : si l'on appcdie i/s' . dot' ou dv' les l iMiislormécs de ds, (ho ou d\- par lii sulislitui loii (i) 5;('n(''ralisée, et si Ç' est la dislance de ds', ilio' ou (/r' au plan des ^/j, on aura
ds ds' du) dw' dv dv'
■ -Ç- — -?7- > Tj" — [-'2 ' "^ — 'YJÏ '
INous élirons que deux figures sont congfuentes lors(ju"elles seront transformées Tune de l'autre par une opération telle que la substitution (i) généralisée.
jNous ap|)ellerons L d'un arc l'intégrale
ds
étendue aux did'érents éléments de cet arc. ÎNoiis appellerons S d'une aire plane ou courbe, l'intégrale
/" (ho
étendue aux divers (déments de cette aire et enliii nous a[)pellerons V diin solide l'intégrale
di>
élendue aii\ di\ri~ éliMuenls de ce solide.
Il résulte des iqiialions (()) que deux arc s ci uig rue lit s ont même L, ipie deux aires congniciiles mit même .S et deux sulidcs *(uiuriiciil s un'me \ .
Siippii^uM^ iiii 1 nleiiaiil c[ii(iii ciilixe au\ niol> diaitc v\ idii/i leur signilicat mil |iiiiM a |ip(liT (//(/(/(' (111 /)/((// hiiilc l'immli-rciicc ou I mile splicre qui coupe ortiiogoiia Iciiiriil le plan des r/,. Supposons aiisM qii Ciilex aul aux mois lo/ii^ueiirs. sin/rii-rs r\ ridiulirs Iriir signilicat loii , 1111 appelle ain>i ce ipie nous venons d'appidci L. S ri \ . Supposons enlin (jiic Ton conserve aux mots rirconjcrcncu. siilirru cl nnglu leur signiliiai imi liabil iirlle. ( )a reconnaîtra alors
qu'interprétés de la sorte, tous les théorèmes de la géométrie non euclidienne de Lobatschewski, c'est-à-dire de la géométrie qui n'admet pas le postulatum d'Euclide, sont parfaitement exacts. On voit aussi quel lien il J a entre la théorie des substitutions linéaires et la géométrie non euclidienne. C'est de ce même lien que M. Klein a fait usage pour trouver tous les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire.
II. — Groupes discontinus
Je me propose de former les groupes discontinus qui sont dérivés d'un nombre fini de substitutions linéaires à coefficients imaginaires. Mais, avant d'aller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n'avait pas de raison d'être dans la théorie des groupes fuchsiens, mais qui est ici d'une importance capitale. Cette distinction a été très nettement établie par M. Klein (Alat/iematische Annalen, Bd XXI, p. 17(3).
Nous appellerons substitution infinitésimale toute substitution linéaire telle que les modules de a — i, ji, v, 0 — i soient infiniment petits.
Si un groupe contient une substitution infinitésimale, c'est-à-dire si l'on peut trouver dans ce groupe des substitutions telles que les quatre modules cités plus haut soient plus petits que toute quantité donnée sans être nuls, le groupe est continu.
Mais, parmi les groupes qui ne satisfont pas à cette condition, c'est-à-dire parmi les groupes discontinus, il v a lieu de distinguer deu\ classes que nous appellerons les groupes proprement et improprement discontinus.
Un groupe sera improprement discontinu dans le voisinage d'un point z si, dans un domaine U enveloppant le point ;, on peut trouver une infinité de transformés de ce point par les substitutions du groupe, et cela quelque petit que soit le domaine D.
Le groupe sera proprement discontinu dans le cas contraire.
Si, par exemple, il s'agit d'un groupe de substitutions appliquées à une quantité réelle ^, on pourra prendre pour le domaine D le segment de droite compris entre le point ^ — £ et le point z + t; s'il s'agit de substitutions appliquées à une quantité imaginaire .: ou à un point z du plan, le domaine D sera un cercle ayant pour centre le point z; s'il s'agit d'un point P de l'espace, D sera une sphère ayant P pour centre, etc.
Pour rflalrcir ce qui précède pur un exemple simple, considérons le groupe formé par les subslilulions
\ _yz-ho /
où a, p, y, 0 sont des entiers réels, tels que ao — py := i . Il est clair que ce groupe ne contient pas de substitution infinitésimale, il est donc discontinu. On voit de plus que si z est réel, on peut choisir a, j3, y, 5 de telle façon que
lot) ( z
soit aussi petit qu'on veut, sans être nul ; tandis que cela est impossible si z est imaginaire. Le groupe est donc improprement discontinu pour z réel et proprement discontinu pour z imaginaire.
Ce qui fait que nous n'avons pas eu à faire cette distinction dans le cas des groupes fuciisiens, c'est que tout groupe discontinu formé de substitutions réelles est proprement discontinu toutes les fois que z est imaginaire. C'est ce que je vais démontrer ici, car la démonstration que je veux donner de ce fait permettra de comprendre plus facilement ce qui se rapporte au cas plus général qui nous occupe dans ce Mémoire.
Soit G un groupe quelconque formé de substitutions réelles, soit z un point Imaginaire quelconque ; supposons que, dans tout domaine D entourant le point ;, il y ait une inimité de transformés de ce point par des substitutions de G; je dis que ce groupe contiendra des substitutions infinitésimales.
En effet je dirai qu'une quantité qui dépend d'une \ariable s est de l'ordre de £ si elle s'annule avec cette variable et qu'une substitution est de l'ordre de £ si a — i , o — i , fi et y s'annulent avec £. Cela posé :
:" Toute substitution S qui change ; en ; -|- ^, îl étant une quantité infiniment petite de l'ordre de £, peut être regardée comme la résultante d'une substitution elliptique S qui admet le point :; comme point double et d'une substitution hyperbolique .v qui est infinitésimale et de l'ordre de £. Nous
écrirons
2 = Ss.
2" Si 5 et 5( sont deux substitutions de l'ordre <le £, leur résultante i\$i sera aussi Infinitésimale et de l'ordre de £.
?>" Si s est une substitution de l'ordre de s et S une substitution finie, la ré-
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sultante de la substitution inverse de S, de s et de S, résultante que nous écrirons S"'5 S ( ' ), sera infinitésimale et de l'ordre de s.
4° Si S et Si sont deux substitutions elliptiques ayant le point :; pour point double, elles seront permutables, c'est-à-dire qu'on aura
(1) SS,= S,S, S,= S-iS,S.
Maintenant, par hypothèse, nous avons dans le groupe une infinité de substitutions qui changent s en 3 -|- !^, 3 + 1^,, ...;;^, !^,, ... étant des quantités de l'ordre de s. Soient S et S, deux quelconques d'entre elles. On aura
s et Si admettant le point z comme point double, s et 5, étant infinitésimales. La substitution
fera partie du groupe; elle ne se réduira pas à la substitution identique (z, s) parce qu'en général S et S| n'auront pas même point double. Je dis qu'elle sera infinitésimale. En elTet elle peut s'écrire
ou en vertu de la relation (i)
SiS-'S,S.ç,i-'S-'s,'S7'.
Oi-, en appliquant les principes 2" et 3" de la page 266, on verrait successivement que SiS"', que 5|S"', que S(S|S~')S~', que (Ss, .v ' S~')5y', que S| (SS|5~' S~'s[')S7', et enfin que
(SiS-i)(SiSi,j!-iS-'i7'S7')
sont infinitésimales et de l'ordre de £.
Le groupe contient donc une substitution infinitésimale, il est continu.
Mais si un groupe de substitutions réelles ne peut être improprement discontinu dans le voisinage d'un point ; imaginaire, il peut au conti-aire être improprement discontinu dans le voisinage d'un point ; réel. En efTet le groupes fuchsiens de la première, de la deuxième et de la sixième familles.
(') Nous désignerons, suivant l'usage, par la notation S^' la subslilulion inverse de S: par la notalion SS, la résultante de S et de S,, par la tiolalion S" la résultante de m substitutions S successives.
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c'est-à-dire ceux dont les polygones générateurs n'ont pas de côté de la seconde sorte, sont improprement discontinus dans le voisinage de tous les points z réels. Au contraire les groupes fuchsiens des autres familles sont proprement discontinus dans le voisinage des points réels qui appartiennent à un cijté de la seconde sorte du ]iolygone générateur ou d'un de ses transformés; ils ne sont improprement discontinus que dans le voisinage des points singuliers.
Revenons à l'étude des groupes formés de substitutions imaginaires ou plutôt des substitutions plus générales définies dans le paragraphe précédent.
Je dis qu'un pareil groupe ne peut être improprement discontinu dans le voisinage d'un point P situé en dehors du plan des ;r|. Soit, en effet, un pareil point P situé au-dessus du plan des ?r, et un domaine D entourant ce point P. Supposons que, quelque petit que soit ce domaine D, il contienne une infinité de transformés du point P |)ar les substitutions du groupe ; je dis que le groupe sera continu. En elfet :
i" Soit S une substitution qui change P en P', la distance PP' étant infinitésimale de l'ordre de s; je dis qu'on pourra écrire
S = Si-,
S étant une substitution elliptique dont le cercle double passe par P et s étant une substitution hyperbolique infinitésimale de l'ordre de e. Enellet, la substitution S"' changera P' en P. Il existera une substitution hyperbolique infinitésimale qui changera P' en P, puisque les points P' et P sont infiniment voisins. Je l'appelle s~' et je pose
Z-' = S''S-', d'où 2 = Si.
La substitution S n'altérera pas le point P; donc, d'après les principes du paragraphe précédent, ce sera une substitution elliptique dont le cercle double passe par P. c. q. d. f.
2° et 3" Les principes 2" et .i" de la page 266 subsistent ici, cela est évident.
4° Si S et S| sont deux, substitutions elliptiques ayant même cercle double, on aura
ss, = s,s, s, = s-is,s.
5° Si S, est une substituti(jn elliptique ayant pour cercle double C, ; si C, est un cercle, orthogonal au jilan des ^Y), et rencontrant le cercle Ci en un point P situé au-dessus du plan des ^y| sous un angle infiniment petit, on pourra
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poser
Si = Si a,
S', étant une substitution elliptique admettant C, pour cercle double et s étant une substitution elliptique iniinitésiuiale.
Cela posé, nous avons par hypothèse dans le orou|ie une infinité de transtormations ï), S,, ïo. ... qui clianne P en des points infiniment voisins. On aura
5, 5i, ... seront infinitésimales pendant que S, S,, Sj, . . . seront des substitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. On aura donc une infinité de substitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. 11 faut de toute nécessité qu'on puisse trouver parmi elles deux substitutions S et S( dont les cercles doubles C et C, se coupent sous un angle nul ou infiniment petit. On pourra alors poser
Si= Sis,
T étant infinitésimale ou se réduisant à la substitution identique et S', adiuettant même cercle double G que S de telle façon qu'on ait
S', = S-iS', S.
Considérons donc ces deux substitutions S et S, et les substitutions correspondantes S, S, . La substitution
fera partie du *roupe ; je dis qu'elle sera infinitésimale. En effet elle peut
s'écrire
SsS| «ii~' S-'ij' Sj'
ou bien
SsS'i !T.«,.ç-i S^'ij^' <j-i S',^'
ou enfin
T = SïS-'S'i S<r5,.ç-'S-ii7'a-'S'f>.
Or en veitu du principe .^" Ti^SsS"' sera infinitésimale,
» 3° Ts^STjS-' »
Enfin » 3" ï =Ï,T,
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Ainsi donc, si nous envisageons un groupe discontinu, il sera proprement discontinu pour tout point P situé en deliors du plan des q-i\. Tl résulte de là que toute la partie de l'espace située au-dessus de ce plan sera divisée en une infinité de régions R„, R,, .... R,, ...; cpi'à chacune de ces régions correspondra une des substitutions du groupe; à la région R,, par exemple, la substitution S/, et de telle façon que cette substitution S, ciiange Ro en R,. Cest tout à lait la même chose que ce que nous avons obserxé pour les groupes fuchsiens.
Mais ce que nous nous proposons, c'est d'obtenir des groupes de substitutions imaginaires proprement discontinus même pour les points du plan des Çy). Ce sont ceux-là seuls, en effet, qui peuvent être utiles dans la théorie des fonctions.
Eh bien, rappelons-nous ce que nous avons observé pour les groupes fuchsiens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs imaginaires de s, de sorte que la partie du plan située au-dessus de l'axe des quantités réelles se trouve divisée en une infinité de polygones Ro, R|, ■ ... R/. ■ ■ .. Gomment voit-on alors si le groupe reste proprement discontinu pour les valeurs réelles de :? Si le polygone Rq n'a pas de côté de la seconde sorte, c'està-dire s'il est tout entier au-dessus de l'axe des quantités réelles, le groupe est improprement discontinu pour les valeurs réelles de ;; il est proprement discontinu, au contraire, si Ro a un côté de la seconde sorte, c'est-à-dire si tout un côté de ce polygone appartient à l'axe des quantités réelles.
C'est la même chose ici; si la région Ro définie plus haut est tout entière au-dessus du plan des ?/), ou n'a avec ce plan qu'un point commun ou une ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour les points du plan des Çr, ; il est proprement discontinu, au contraire, si une portion de la surface de la région Ro appartient à ce plan.
III. — Polygones générateurs
Considérons un groupe de substitutions imaginaires proprement discontinu, même pour les points du plan des çr\.
Nous dirons que c'est un groupe kleiiuîen. Un pareil groupe subdivisera une partie du |)1mii des ?7, en une infinité de régions Ro, R|. ■■■,R„ ■■-, de telle façon qu'à chique région R, corresponde une substitution S, du groupe qui change
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Ro en R/. Considérons la réf^ion R^ et une autre réj^ion quelconque R| limitrophe de Rq ; elles seront séparées par une portion du périmètre de Ro qui leur servira de frontière commune et que j'appellerai côté de Rn- Maintenant un pareil côté pourra être une courbe l'ermée ou un arc de courbe limité à deux points qui seront des sommets de Ro- Soit C un quelconque des côtés de Ro, il V aura toujours un autre C(Ué C de R,, tel qu'une des substitutions du groupe change C en C Les côtés C et C seront dits conjugués.
La subdivision du plan ou d'une partie du plan en une inlinité de régions R peut se taire d'une inlinité de manières [cf. § 1\ et IX du Mémoire sur les groupes fuchsiens). Commençons par donner quelques définitions. La région Ro s'appellera polygone générateur du groupe; je dirai que deux régions R et R" sont équivalentes pu' rapport à un groupe (1 quand on peut passer de l'une à l'aulrc de la façon sui\anle. Décomposons R en un certain nombre de parties /', , ;■'., ..., /■' . Soitr|' la transformée de r[ par une substitution S, du groupe C. L'ensemble des régions partielles r"- devra former la nouvelle région R". Il est clair que si Rq est un polygone générateur du groupe G, on pouriM prendre aussi [)our [)alygone générateur de ce groupe toute région i'(pii\alente à R„. Supposons, en particulier, qu'on retranche de Ro une poitioii ([uclcompie Pq de sa surlace et qu'on ajoute à R„ la surtace P|, transformée de Po par une quelconque des sulistitutlons du groupe. On obtient ainsi une région RJ, = Ro + P,) — Po équivalente à Ro, et l'on pourra, par conséquent, remplacer le polygone générateur Ro par le polygone Rj,.
iNoiis pou\ons profiter de cette circonstance pour simplifier la région Ro- En ellét, soient (J un côté quelconque de Ro et C son conjugué. Si C est un côté fermé, il eu est de même de (7; si, au contraire, C est un côté ouvert ab, C sera aussi un côté ouvert a' h' . Dans le premier cas, appelons K un cercle quelconque; dans le second cas, K sera un arc de cercle limité aux deux sommets a et b du côté C. Soit maintenant K' le transformé de K par celle des substitutions du groupe qui cliange C en C. Dans le premier cas, K' sera, comme K, un cercle fermé; dans le second cas, K' sera un arc de cercle limité aux deux sommets a' et b' au côté C. Appelons Po la portion du plan comprise entre K' et (>' : P,', la portion comprise entre K' et C. PJ, sera la transformée de Po par une des substitutions du groupe. Nous pourrons donc remplacer la région Ro par R[,= Ro — Po-f-PJ,. Dans la nouvelle région R|,, les côtés C et C sont remplacés par les côtés K et R' qui sont des arcs de cercle.
Jl est bon de remarquer ijue la région R,', n'est pas ainsi entièrement définie-,
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car le cercle K n'est pas absolument déterminé par les conditions que nous lui avons imposées.
En opérant de même sur chacun des côtés de Ro, on finira par arriver à remplacer Ro par une région analogue dont tous les côtés seront des cercles ou des arcs de cercle.
On peut rencontrer ici la même ditlicultê ijue nous avons observée dans le purugrsipheiy <i\i Mémoire sur les groupes fuchsiens. 11 peut se faire que la région Po. telle que nous l'avons définie, ne fasse pas tout entière partie de Rn. Dans ces conditions, on arriverait à une région RJ, concave, au sens donné à ce mot dans le paragraphe cité; on tournerait la difficulté comme dans ce paragraphe.
Nous pouvons donc toujours sup]X)ser que la région Ro est un polygone limité par des cercles et des arcs de cercle ; mais il peut se faire que ce polygone ne soit pas simplement connexe, mais présente une connexion d'un ordre plus élevé.
Reportons-nous, en effet, au cas des groupes fuchsiens, ii ceux de la troisième famille, par exemple. Le polygone Rq, tel que nous l'avons défini dans le Mémoire des Acta 'mathematica^ t. I ('), est simplement connexe et limité par des côtés de la première et de la deuxième sorte; mais si l'on adjoint au polygone R„ le polygone RJ, symétrique de Ro par rapport à l'axe des quantités réelles, la région totale Ro + Rg, qui est l'analogue de la région Rg étudiée ici, sera multiplement connexe.
Nous serons conduits, ici comme dans le paragraphe \ du Mémoire sur les groupes Juclisie?is. hiliiliibxier en cycles les sommets de Ro; mais comme nous n'a\ons ici rien d'analogue aux côtés de la deuxième sorte, nous n'aurons que des cycles fermés et pas de cycles ouverts. Soit Ao un sommet quelconque de Ro; soient A,, Aj, ..., A„_, les sommets qui appartiennent au même cycle que Ao, écrits dans l'ordre où on les rencontre en appliquant la règle du paragraphe cité. Décrivons autoui' de Ao un contour infiniment petit et supposons qu'en suivant ce contour on rencontre successivement les polygones Ro. Ri, R2, ..., Rn_i, R/i, Si « < /i, le sommet Ao considéré comme appartenant à R/ sera l'homologue de A,; considéré comme appartenant à R,j, il sera l'homologue de Aj. Il suit de là que la substitution qui change Ro en R« admet Ao pour point double. Elle |)eut être d'ailleurs elliptique, parabolique
I ') Théorie des groupes fucltsiens, ce t'uiiie, p. rj'j.
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OU hyperbolique, mais non loxoflroniique. Cette quatrième hypotlièso iloil, être rejetée (').
En effet, soit Iv ^ pe"" le mulliplicatcur de notre substitution loxodromiqiie; soit j/ un noml)re entier assez grand pour que pio^2TZ. Désinnons \y.\v IS,, l'ensemble des pulygones Rq, R,, ..., R„_,; par ï, IVnsemljle des liolygones R„, R„+(. .... Ra/z-i. c'est-à-dire la transformée de -o par notre substitution loxodromique ; soient ensuite 2j la transformée de 1,, Sj celle de S21 t'iP- Il est aisé de voir (jne ï^, recouvrira partiellement lune des régions -1), S,, ..., S^_,, ce qui est absurde puis([ne le groupe est supposé proprement discontinu.
Reste à examiner les trois premières hypothèses.
Dans le premier cas, nous dirons que le cycle est elliptique (-); la somme des angles du cycle devra être une partie aliquote de 2:1.
Dans le deuxième cas, le cycle sera parabolique; tous les angles du cycle senuit nuls.
Dans le troisième cas. nous aurons un cycle hyperbolique; tous les angles du cycle seront encore nuls. Nous venons dans le paragraphe suivaiil ((uon peut toujours remplacer le polygone H,, par un autre équivalent et n"a(hiii'tlant |>as de cycle hyperbolique ('■').
Je dis maintenant ipTon peiil loujour-- supposer qu'un cvide donni' se ('om|)ose d'un seul soMiintl. l-,n ellel, rcpriMums le polygone W„. le sommet \„ de ce polygone ci lr> >orrirurl-, V|, Ao, ..., A„_, ipii apparticnncul au nuMue cycle, (lonsulérons aussi le contour iidiiiirurnl pelil que nous aMuis di'çnt autour de jVq et les p:)lyg<m('s II,, ]\.,, ... (ju'on rencontre suecessivcnu'nl en suivant ce contour. Soit S, la substitution qui ciiange Ro en R,-. Décomposons
(') I^a li'oisirme ii\ ptalicst* doit iuissi i-Iit ri-jctce. Tour la moine raison ijue dans le ras d'un j;i-oiipe fui'lisii-ii, le |iiiI\f;one U„ ne priil pas adiin-Un- de i\ele liyperliolique. Voir la Noie page i3,'|. ' " N. E. N.
(-) Les cycles que nous appclmis ici eUi/itif/ucs, />aiaboli'/iirs <■{ /lyperbo/ii/ues soûl analogues lespcclivenient aux cjcies de la preniiéie catégorie, de la Iroisicme sous-catcgorie el de la <|ualiicine sous-calégorie du Mémoire sur les groupes fuchsiens.
{') Nous avons vu dcj.'i au\ paragraphes I\ el \I ilu Mémoire sur les groupes fuchsiens tl au ])HVîi'^rn[\\ïC H f\\i Mémoire sur les fondions fiicUsieniies. <(ue tout groupe du deuxième ordre de la deuxième, de la quatrième, de la sixième ou de la septième famille, est identit(iie à un groupe de la troisième ou fie la cinquième famille, ou à un groupe du premier ordre de la sixiènii' ou de la sc|il ièiin famille. Kn d'autres termes, si le polygone générateur d'un groupe fuclisieii admet un c\cle de la ([ualrième sous-calégorie. on peut toujours, par le procédé du paragraphe I\, le remplacer p.ir un autre pidvgone n'admettant pas de cycle de cette souscalégorie. Il en est de même ici.
le polygone Ro en n polygones partiels /'o, r,, /o, ..., /'h-i, <le telle façon que le polygone partiel /•, admette le sommet A,- et n'admette aucun des autres
sommets A„, A, V,,,. Soit maintenant r'^ le transformé de /•, ]>ar S,.
Alors r'g no dillVrera pas de i-g; l'ensemble des régions partielles ;•„, /', , ..., '«-1 t'"'""'''" '"1 piilygone RJ, qui sera équivalent à Ro et qui iiourra, par conséquent, servir de polygone générateur |)our noire groupe. Mais R|, admet le sommet Aq. et de telle façon que le cycle dont fait partie Aq ne se compose que de ce seul sommet.
IV. — Polyèdres générateurs
Considérons maintenant la moitié de l'espace située au-dessus du pian des ^tj et la subdivision de cette portion de l'espace en une infinité de régions Pq, Pj, ..., P,-, ..., telles que la substitution S,- de notre groupe change Po en P,-.
Considérons la région Po et une région quelconque P| limitrophe de Po ", elles seront séparées par une portion de la surface de Po que j'appellerai une face de Poi je dirai que ce sera une face de la première sorte. Si une portion du plan des ^ï; fait partie de la superficie de Po, ce sera une face de la deuxième sorte. Ces dénominations sont tout à fait analogues à celles que nous avons employées dans la théorie des groupes fuchsiens. Deux faces limitrophes de Po seront séparées par une arête. Cette arête sera de la première sorte si elle sépare deux faces de la première sorte, et de la deuxième sorte si elle sépare une face de la première sorte et une de la deuxième sorte. Les faces de la première sorte seront conjuguées deux à deux, de telle façon que chacune de ces faces soit changée en sa conjuguée par l'une des substitutions du groupe. Il résulte de là que deux faces conjuguées sont congruentes.
De même que les faces se répartissent en paires, de même les arêtes se répartissent en cycles à la façon des sommets des polygones générateurs. Soit Aq une arête quelconque de la première sorte; voici comment on trouvera les arêtes du même cycle. Soient Fo l'une des faces que sépare l'arête Ao, F'^ sa conjuguée; les faces Fo et FJ, sont congruentes. Soit Ai celle des arêtes deF'^quiesl Ininiologue de Ao ; elle séparera la face de FJ, d'une autre face !"',. Nous opérerons sur la lace Fj et sur l'arête A, comme nous avons opéré sur la face Fo cl l'arête Ao. Nous obtiendrons ainsi une suite des faces Fo, F,, Fj, F3, ... et une suite d'arêtes Ao, A(, A2, A3, ..., et nous nous arrêterons quanil
nous retomberons sur l'arête Aq- Toutes les arêtes ainsi obtenues feront |)artie d'un même cycle.
Soient Ao, A,, ..., A„_| ces arêtes que je suppose au nombre tle n. Supposons qu'autour du l'arête Ao nous décrivions un contour inlininient petit; en de'crivant ce contour, on traversera successivement q réglons Poi Pi' •••! l'./-i- Si i <; «, l'arête A^ considérée comme a])|)artenant à P, sera l'luiui(d(ii;ue de A,; considérée comme appartenant à l'„, elle sei.i rii(uni)I(i;;nc de A„. AiiiM, la substitution qui change Po en P„ n'allcrç pas A^. Il suit de là :
i" Oue - est- un nond)re entier; ^ Il
2" Que la sidistitulion (pii clianj^e l'o en P,j e^t elliptique cl a [lour uiulli- /( plicateur e '' ;
3° (^ue l'arête \„ est un cercle symétrique jmr rdjqxirl au itlaii des çyj ;
\" (^ue la somme des dièdres relatifs aux dillércntes arêtes du cycle est une
partie aliquote de
Ainsi, toutes les arêtes de la première sorte sont des circonférences dont le plan est perpendiculaire au plan des \r\ et d(uat le centre est dans ce plan.
Les extrémités des arêtes s'appelleront des sommets. Parmi les sommets nous distinguerons :
i" Ceux qui sont en dehors du plan des ^7), auxquels aboutissent trois ou plusieurs arêtes île la première sorte",
2° Ceux tpii sont sur le plan des Ç/,, auxqiuds aboutinint une ou plusieurs arêtes de la première sorte et deux ou plusieurs arêtes de la deuxième sorte ;
3" Il faut ajouter aussi les sommets isolés. .Si deux faces sont tangentes entre elles, le point de contact peut être en eH'et regardé comme un sommet et cependant il n'ap[)artient à aucune arête de la première sorte.
Il est clair qu'on peut remplacer, comme dans le paragraphe précédent, la région Pq par toute autre région PJ, équivalente. Je dis qu'on pourra toujours s'arranger de telle façon Cjue P'g soit un polyèdre limité par des sphères ou par des portions de sphères. Toutes les faces de la première sorte seront des sphères ou portions de sphères ayant leur centre d;ins le plan des Hv) ; toutes les arêtes seront des circonférences ou des arcs de cercle.
476 MÉMOIRE Srn LES GROUPES KLEINÉENS.
Sciirnl. ru ellel, I"' une l'ace fjuck'oiifnic de Im |ii(iiiiric sorte, F' s<i conjuguée; S la >uIin| iiul 1011 i|iii clKiiige I' en F', l'iusieurs cas sont possibles :
i" On Lien la laee F esl liinili'c |iar une arèle de la deuxième sorte, et cette arêle esl une couilie tcruK'e. On a|i]>ellera alors F, uni,' deiui-siilu'rc ijuclconque ayant son centre dans le |>lan des çy,, cl (^)o '•' iéi;ion limitée par F et 1" 1 ; la substitution S changera alors F, en une autre deiui-splière F'^ et Qo en O,,, n'gion limitée par F' et V\. I^es régions Po et l'ô= l^o — Qo+ Qo st^™nt alors é(|ui\aientes ;
2" Ou bien la l'ace F est limitée j)ar deux arêtes, dont une de la première sorte et admet deux sommets. On raisonnera de la m("uie façon: on devra seulement s'astreindre à laii-e passer la sphère F, jiar l'aièle de la première sorte, qui est une circonférence d'après ce qu'on a vu plus haut ;
3" Ou bien la face F admet plusieurs arêtes de la première sorte situées sur une même sphère 2 qui a son centre dans le plan des ^tj. Dans ce cas la sphère F, devra être la sphère S;
4" Ou bien enlin les différentes arêtes de la première sorte de la face F ne sont pas sur une même sphère ayant son. centre dans le plan des çtj. Dans ce
cas, nous pourrons partager la face F en plusieurs autres _/', _/', /'",
Je su])poserai, par exemple, que la face parlicdle/ n'est conliguë qu'à la face y', que y n'est conliguë qu'à _/' et à /'"; _/ " à /'' et à _/'", etc. Je supposerai que la face partielle _/ est séparée de la face _/' |)ar une ligne a', dont les extrémités sont p' et y'; que la face _/' esl séparée de la face /' |)ar une ligne a' dont les exlrémilés sont [i" et y", etc. Je supposerai que toutes les arêtes de la première sorte conleinues dans _/ el les sommets p' et y' sont sur une juême sphère _/, ayant son centre dans le ])lan des çt) ; que les arêtes de la première sorte conlenues dans _/' et les sommets p\ y', jî", y" sont sur une même sphère /"', ayant son centre dans le ])lan des çr|, ..., cl ainsi de suite. On envisagera la portion de _/, limitée par les arêtes de la première sorte de/ et par l'intersection de J ^ el de/', ; la portion de/', limitée par les arêtes de la première sorte de/' et par les intersections de/', avec/, et /'j, etc. L'ensemble de ces portions de surfaces spliériqucs formera la nouvelle face F, sur laquelle on raisonnera comme plus haui .
Dans tous les cas on aura remplacé la régii^ui P,, jiar une autre éipii\alente, mais où les faces F et F' seront remplacées ))ar les faces F, et !■ , lormées de portions Ac sjilières ayant leur centre dans le plan des ^ï,. En opérant de même
sur lotîtes les faces ilc la [iremière sorte de la région P„, ou remplacera cetic rr^ion [)ar une autre équivalente dont toutes les faces île la [treniière sorte seront formées de pareilles portions de surfaces sphériques.
En résumé, nous pourrons toujours supposer que notre région 1*„ est un polyèdre dont loules les faces de la première s(ute sont des portions de sphères ayant leurs centres dans le plan des^/,. iNous Va^^^h-Wvvoiis pol)è{/ic grin'nilt'iir du groupe.
(Jn voit aisénieul (piiHi p.ireil polyèdre ne peut avoir de soDtnu't isuli' en dehors du plan des ;;r,.
Les laces de la deuxième sorte tlu polyèdre générateur Pq seront des polygones limités par des arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront les tiaces des laces de la première sorte sur le plan des ^•f|. Ces polygones peuvent èti<' regardés comme les polygones générateurs d'un groupe kleinéen.
Supposons que notre polyèdre Po ail n faces de la deuxième sorte l'J, l-jj, ..., I""; le polyèdre homologue P, aura aussi n faces de la deuxièuie sorte Vj, If, .... F". Si lOu excepte certains jtoiiils du certaines lignes singLilières, tiiiit piiint du plan des ^r, apparlu'ul à lune des laces F, de l'un des |)olyèdres P,, cl il ne peut d'ailleurs appartenir qu'à l'une d'elles, puisque aucun point de l'esjiaee n'appartient à plus d'un polyèdre P/.
Le groupe est donc |iropremenl discontinu, même pour les points du plan des ;rj, si l'on e\ee|)t(; tou|our> les points et les lignes singulières dont il a c\v question plus haut.
Le groupe considéré est donc kleinéen.
Le plan des ^t] sera partagé en n régions Pi', R-, ..., Il"; la régiiui R* se subdivise elle-même en une infinité de polygones F^,, Fj, J't. ■■•i l'/i ••• telles que la substitution S/ change F* en F*.
Ainsi, on |i(iii pieiulre, pour polygone générateur du groupe, runr quelconque <les faces de la deuxième sorte ilii polvèdre générateur, c'est-à-dire un des polygones ayant pour cêités les cercles qui ont même centre et même rayon que les sphères qui lormcnt les faces de la première sorte de ce polyèdre.
La réciproque n'est pas vraie. Considérons un groupe kleinéen quelconque, et soit R^ l'un des polygones que l'on peut choisir pour son polygone générateur; construisons les sphères qui ont même centre et même rayon que les arcs de cercle qui servent de côtés à ce polygone et envisageons le polyèdre Pq limité par ces sphères. En général, ce ne sera pas un polyèdre générateur du
groupe. En effet, dans un polyèdre générateur, deux faces conjuguées doivent être congruenles. Or, considérons un côté quelconque bc de Ro,les côtés adjacents ab et Cf/, le côté conjugué />'c', les côtés adjacents «'^' et c' d' . Construisons les sphères S|, Sj, S3, S4, S5, Se correspondant respectivement à ces six côtés. A chaque côlé tie R„ correspondra une face de Po*. Au côté bc correspondra la portion de la surface de S| qui est limitée j>ar l'intersection de cette sphère avec S» et S3; au côté b'c' correspondra la portion de la surface de S-, qui est limitée par l'intersection de celte sphère avec S5 et Se- Ce devrait être là deux faces conjuguées de Pq; or, ces deux f;\ces ne seront pas en général congruentes.
Pour que le polyèdre Pq soit un polyèdre générateur du groupe, il faut e( il suffit que ses faces conjuguées soient congruentes, et pour cela, voici quelle est la condition nécessaire et suffisante :
Soient encore bc un côté de Rq, ab et cd les côtés adjacents, b' c' le côté conjugué, a' U et c d' les côtés adjacents. Prolongeons les cercles dont font partie ces six côtés. Soit b^ le second point d'intersection des cercles ab cl bc, et de même c,, 6',, c', les intersections respectives de bc et de cd; de a' b' et de b'c'; de b'c' et de c' d' . Le rapport anliarmonique des quatre points />, c, /^,, Ci doit être égal à celui des quatre points //, c', fc',, c\.
Parmi les polygones équivalents à Rj, qui sont en nomhre infini et qui peuvent être clioisis comme polygones générateurs, il y en a toujours qui remplissent celte condition, ])uisque tout groupe kleinéen est proprement discontinu p(uir les points non situés sur le plan des çt) et admet par conséquent un polyèdre générateur. Nous supposerons toujours que le polygone Rq a été choisi de façon à satisfaire à cette condition.
A chaque côté de Rq correspondra alors une face de P,,; à deux côtés conjugués correspondront deux faces conjuguées. A chaque sommet de Ro appartenant à un cycle elliptique correspondra une arête de P„ et aux divers sommets d'un même cycle, correspondront les diverses "arêtes d'un même cycle; à un sommet de Ro appartenant à un cycle parabolique ou hyperbolique correspondra un sommet isolé de Pq. On voit ainsi que les sommets isolés de Po se répartissent en cycles.
Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer que Ro et par conséquent P,, n'admettent pas de cycle hyperliolique. En effet, supposons que P„admette un souiuict isoh' appartenant à un cycle hyperbolique, je dis (ju'on pourra remplacer ce polyèdre jjar un autre éipiivaleul n'admettant pas de cycle hyperbo-
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lique. En effet, craprès ce qu'on a vu à la fin du paragraphe précédent, on peut toujours supposer que ce cycle hyperbolique se compose d'un seul sonimel A.
Le sommet A est un sommet isolé de Pq, c'est-à-dire qu'il est le point de contact de tleux faces de la première sorte de P„, tangentes l'une à l'autre, et que j'appellerai F et F'. Ces deux faces sont conjuguées ; car si elles ne l'étaient pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir encore d'autres sommets. Une des substitutions du groupe, que j'appelle S, changera F en F', et elle sera hyperbolique, par liypothèse. La face F ne sera limitée par aucune arête, ou bien elle le sera par une seule arête, ou bien par plus d'une arête. Je dis d'abord qu'on peut toujours supposer que le troisième cas ne se présentera pas. En effet, s'il se présentait, on tracerait sur la face F une demi-circonférence, dont le plan devrait être perpendiculaire au plan des Çti, et qui devrait être assez petite pour être tout entière contenue dans la face F; cela est toujours possible. Cette demi-circonférence partagerait la face F en deux autres F, et F2 ; à F, contiendrait par exemple le sommet A; la face F' congruente à F se diviserait de même en deux autres F', et F^ congruentes respectivement à F, et à Fj. Le sommet A fera alors partie de deux faces F, et F', qui ne seront limitées que par une seule arête.
Supposons donc que la face F^ admette au plus une arête. Construisons une sphère (1> peu difFérente de F. Si la face F admet une arête, j'assujettirai la sphère *I> à passer par cette arête. La substitution hyperbolique S changera <I> en une autre sphère <!>', et l'on aura toujours pu choisir «I> de telle façon que ces deux sphères ne se coupent ni ne se touchent. 11 suffit pour cela que la sphère $ diffère suffisamment peu de F et que, si A et B sont les deux points doubles de la substitution S, ces deux points soient l'un intérieur, l'autre extérieur à <I>. Soit p^ la portion de l'espace comprise entre <I> et F, p'^ la portion comprise entre <ï>' et F'. La substitution S changera />, en /)'„. Le polyèdre P'„= P„ — /'o+ p'(s 6st donc équivalent à P„ ; donc il peut servir de polyèdre générateur. Mais il ne possètie plus le sommet hyperbolique A, puisque les sphères $ et <!>' ne se coupent pas.
Nous pouvons donc toujours supposer que notre polygone Rq et notre polyèdre P^ ne présentent pas de cycle hyperbolique; c'est ce que nous ferons désormais (' ).
(') Cette (lémunstration n'est pas exacte. Le polyèdre Pj n'est pas équivalent au polyèdre P„, mais à un domaine plus compliqué, formé ; i° du polyèdre P„; 2° d'un segment de la sphère
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V. — Existence des groupes kleinéens
Sn|)|)i)S()ns un |)i)lyt'flrc gcncnUeiir l'„ salisfiiismil iiu\ cinidil ions (■iioiicées dans le [)ar,»i;r.i|)lR' |iit'ci''(liîii(, : ses laces conjiii;ia'es sont coni;rnentcs, ses arêtes de la première sorte se répartissent en cycles elliptiques, de telle façon que la somme des dièdres correspondant aux arêtes d'un même cycle soit une partie aliquote de 2tî. Le f;roupe correspondant à ce polyèdre est entièrement délinl. II reste à démontrer que ce groupe est discontinu, c'est-à-dire que les polyèdres transformés de Pq remplissent toute la partie de l'espace située au-dessus du pliin d(;s çvj et ne se recouvrent pas nuiluollemcnt.
La démonstr.ition est tout à fait la même que dans le cas des groupes fuclisiens.
Soient en cllet A un [)0int quelconque intérieur à l'„, \i un point silué au-dessus du plan des ?y, . Joignons A et B par un arc de courbe AMB ne coupant pas ce plan. Cet arc sortira du polyèdre l'o jJiir une face tie la première sorte, on pourra construire le polyèdre P(, limitrophe de Pq le long de cette face; l'arc AMB sortira de P, par une certaine face, on construira le polyèdre V-, limitrophe de P| le long de cette face, et ainsi de suite.
V^oici ce que nous avons à démontrer :
i" (hi'après un nombre fini d'opérations nn arrive à un |>olvèdre P„ à l'inlerii:ur duquel se trouve le point B;
a" Que si le point B se confond avec le puint V, tle telle façon que l'arc AAIB se réduise à un contour terme AAIA, le polyèdre P„ se eontond avec l'o.
Le [U'einiei' |)oinl s'étal)lit connue ilans la théorie des groupes iuehslens. L:i L (le laie AMB seia mif longueur linu' L,. Je dis que Cet arc ne pouir.i rencontrer qu'un noiulue lini de polyèdres P, ou, ce qui re\ ieni an inr-ni(\ un
ayant Atî pour diaiiiélrc el coupant orlliogonalenuiil le plan des Çt); 3° d'un polyèdre .situe à l'inlérieur de celle sphère et avant en A un poiiil de eiinlacl avec le polyèdre P,,.
La déiiionslralion est en dél'aul i)aree i|ue le domaine /(„ coiilienl une infinité de points lioniologues enire eux par ta sultslil ulioii li\ jn-i'l)(di<|ue, el les principes de la pai:e -'-i ne s'appliquent èvideininent pas dans ce cas.
On en conclut qu'il existe seulement des e\eles ellipU(iues el des cycles paraboliques.
noinlîrc fiai de faces F de la première sorte apparten-anl à ces polyèdres. En effet, on établit aisément les lemmes suivants :
I. On peut Iroincr un nombre entier v assez grand pour que v polyèdres V quelconques et 'i faces F quelconques ne puissent avoir d'autre point commun qu'un sommet parabolique.
II. iS't V faces n'ont pas de sommet parabolique commun et n'ont par conséquent aucun point commun . et si un arc de courbe traverse ces v faces, la L de cet arc est supérieure à une certaine limite A.
III. Tout arc qui ne rencontre pas le phtn des ;r| . ne peut traverser qu'un nombre jini de faces F ayant un somna-t parabolique commun.
[ I '*(/■ [iaraj;r,iplics 1 et \'I du Mémoire sur les groupes fiichsiens.)
Il résulte de là que, quand l'arc A^IB aura traversé -^ faces F, il ne pourra
plus Iraverscr que des faces ayant un sommet paraijolique commun, et, en vertu i\v\ lemmc III, il n'en traversera (|u'uii nombre (îni.
Le premier- point une fois démontré, le second s'élaiiiit sans peine. En effet, on voit immédiatement qu'il >uflit de le démontrer |)(uir un eontour AMA infiniment petit. Dr le tiiéorème est évident pour un pareil conto\ir, soit qu'il ne tourne pas autour d'une arête de la première sorte, soit même qu'il tourne autour d'une pareille arête, puis(pie, par iijpothèse, cette arête fait partie d'un cycle dcuit la somme des dièdres est une partie aliquote de 2—.
Pour les dét-iils de la di'monsiralion je renverrai au paragi-apbe VI du Mémoire sur les groupes fuchsiens.
Ainsi les polyèdres P, ne se recouvrent pas mutuellerrreiit ; m \\ admet une face de la deuxième sorte Ro dont les transformées sont les faces R,- des polyèdres P,, eus faces R, ne se rccouvr-ent pas non plu^ mirhiellemenl . \iusi nn[re j>(d}i;one générateur et ses transformés ne se recouvrent pas.
C'est ce point que je \oulais élalilir, et pour y parvenir- j'ai eu recours à un artifice dont je ne pouvais guère me dispenser dans le cas général : j'ai di\ passer du plan à l'espace et des polygones R aux polyèdres P. Mais si ce détour est nr-cessaire dans le cas le plus général, on peut s'en afl'ranchir dans un grand uorulir(- de c;i> particulrets ; c est ce ipie nous vernms [)lirs loin.
VI. — Classification
Parmi les groupes kleinéens, il en est qui doivent attirer particulièrement l'attention à cause de leur importance au point de vue des applications. Ce sont ceux dont les groupes fuclisiens sont des cas particuliers, de telle sorte qu'on peut passer d'un pareil groupe klelnéen à un groupe fuchsien en faisant varier d'une /V/fo// continue certains paramètres. Ce seront les groupes de lu première espèce.
Ceux de la deuxième espèce seront ceux qui ne jouiront pas de cette propriété.
On peut classer aussi les groupes kleinéens en genres. Nous définirons le genre du polygone générateur Rq comme dans le paragraphe VIII du Mémoire sur les groupes fuchsiens et le genre d'un groupe sera celui de son polygone générateur.
Voici maintenant quelque chose d'analogue à la classification en familles.
Nous classerons d'abord les polyèdres générateurs d'après le nombre de leurs faces de la deuxième sorte. C'est là, en effet, un point fort important; car si un polyèdre P^ a n faces de la deuxième sorte, le plan des ^tj se trouve divisé eu n parties, et chacune de ces parties en une infinité de polygones R, de telle façon qu'à chaque substitution du groupe corresponde vm polygone R et un seul.
Nous classerons ensuite les polyèdres qui admettent un même nombre de faces de la deuxième sorte en familles, selon qu'ils admettent ou n'admettent pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques.
Donnons le déliil dv celle classification pour le> groupes les plus importants qui sont ceux de la première espèce, en conservant aux familles les mômes numéros «jue dans la théorie des groupes fuchslens.
i" PoLYiîDRES admetta:\t deux faces de la deimIcme sorte :
Première famille. — Admettent des cycles elliptiques.
Deuxième famille. — Admettent des cycles paraindiques.
^Sixième Jamille. — Admettent des cycles elliptiques et paraboliques.
2" Polyèdres admettaint cive face de la deuxième sorte :
Troisième famille. — Polyèdres dont toutes lc^ faces de la première sorte
sont des demi-sphères complètes, ne se coupanr ni ne se touchant mulinjUemont, et qui n'admettent ni cycle elli|)tique, ni cycle paraholique.
Qua trième famille . — Admettent des cycles paraholiques.
Cinquième famille. — Admettent des cycles elliptiques.
Septième famille. — Admettent des cycles elliptiques et paraholiques.
VII. — Troisième famille
\ oici quel est le mode de f;éni'M'.ili(iu des j;r<ui|i('s de la troisième famille:
Considérons ?.« cercles (pii ne se coupent ni ne se touclieni; je siq)|)oserai, pour lixer les idées, que ces a« cercles soient tous extérieurs les uns aux autres. Le polygoiie Ru sera la portion di\ plan (pii est extérieure à la l'ois à tous ces cercles. J'appelle ces cercles (^,, Co, . . ., C„ ; C',, C',, . . ., C„. Je suppose que les cercles C, et d- soient conju<;ués. Soit S,- une substitution qui change C, en C|, et de telle façon que l'extf'rieur de C,- se change dans l'intérieur de ('/,. S, est alors une sulistltiitiou liyperholique ou loxoilromiqiu^ dont un pciiul double e>l intérieur à C, et l'autre à C .
Le groiqje dérivé des siilisi ilutions S, est ahus un groupe kleinéen de la troisième famille.
Pour dé'montrer que ce groupe est di-^continu, il n'est pas nécessaire d'avoir recours à la marche ih'tournée du paragraphe V. En eflel, construisons le polygone R, limitrophe de R,, le long de C^, c'est-à-dire le transformé de Rg !'■"' 1<' substitution S,; il sera tout entier à l'intérieur de C). L'ensemble des Jjolygones Ru et R, se compose alors de la partie du plan extérieure à la fois à4« — 2 cercles (extérieurs les uns aux autres) qui servent de côtés à ces deux polygones. Soit C* l'un de ces cercles; si l'on veut construire le polygone Rs limitrophe de Ro ou de R, le long de Q, ce polygone sera tout entier intérieur à Ca, et ainsi de suite. On voit aisément, en continuant de la sorte, que les polygones ainsi construits ne peuvent se recouvrir mutuellement, et par conséquent que le groupe est discontinu.
(Quelles sont maintenant les conditions imposées aux substitutions S,? Ces II substitutions doivent être telles qu'on puisse trouver n cercles C,, C;,, ..., C„, de telle façon que ces n cercles et leurs transformés respectifs C, , Cj, . . ., C,', soient tous extérieurs les uns aux autres. Ce ne sont là que des conditions d'inégalité; ainsi, le groupe dérivé de n substitutions est dis-
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coiilimi, piuir\ Il que les coi'l'licii'iils (U' ces siil)>tiliiliniis siitisl'assenl à certaines inégalllés.
Paiini les îjroupes de la lioisiènie Caniille, il en est qui niéritenl une mentiiia |iailiculière. On peut supposer que le polygone Ro est syniéli-ique par rapport à un certain cercle C„_f.,, de telle façon que les cercles conjugués G, et C, soient svniétri(|iics l'un de l'autre, et que toutes les substitutions du groupe puissent s'ohlenir en combinant les inversions par rapport aux cercles C| , Co, . . ., (-„. tï„_,_i . Nous (lirons abu's fjue le groujie est synié trique.
"VIII. — Deuxième famille.
Supposons que in cercles Ci, (Jo, ..., Cj„ soient situés de telle sorte : i" qu'ils soient tous extérieurs les uns aux autres; 2° que le cercle C, touche extérieurement les cercles Cj_) et G,_,_, ; >" que le cercle Co» touche extérieurement les cercles Ca,,.) et Ci- Appelons A,- le point de contact des cercles C,_i et G,- et A, le point de contact des cercles Gon et G,, l^e plan se trouve divisé en trois parties : 1° le polygone Ro extérieur à chacun des cercles G et intérieur à la ligure formée par l'ensemble de ces cercles; ce sera notre polygone générateur; 2° le polygone R'^, extérieur à la lois à tous ces cercles et à la ligure formi'c par leur ensciidiic; !" riilin I inh'iieur des divers cercles C.
Si nous formons le polyèdre générateur l'o, ce polyèdre ]>résenleraa« faces de la première sorte lormées par les surlacts des sphères qui ont même centre et même
rayon que les cercles G; deux faces de la deuxième sorte qui seront les polygones Rj et R^ et >.n sommets isolés A|, Ao, ■■., A^,,. Je supposerai que les faces G| et Gan+i-/ sont conjuguées et (jue le polyèdre admet n + 1 cycles paraboliques, formés respectivement des sommets A,; Ao et A^,,: ■-.: A,-
el Ain+i-i', ■■■'■ A„ ol A,,^,: A,,^,. Cela -uiiiiosc (|iiu nous avons enlre les sonimels A la relation
(A2— A,)(Ai — A3)...(A2^-A2„_,) = -(A3-A.,)(A,— A;)...(A,-Ao„).
Ici, comme dans le paragraplie précédenl, la disconlinuilé du groupe peuL se démontrer directement, sans qu'il soit besoin de recourir à larliflce du paragraphe \' . On vdil ([uc le plan se décompose en tlcux domaines D et D'; le iiiemlcr est recouvert par le polygone Ro et ses transformés, le second par le polygone R'(, et ses transformés. Ces deux domaines suiil s('parés par une ligne L, si l'on peut appeler cela une ligne.
Supposons que l'on ait construit un certain nondjrc de polygones Rq, R,, ..., R„ et les polygones correspondants R'„, R',, ..., R,',. On sera certain : 1" que tout piiinl rai>ant jiartie de l'un des polygones R appartiendra au ddiiiaine D; 2° que tout point l'aisanl partie de l'un des polygones R' appartiendra au domaine l)'; .J°quc tout soauuel de l'un des polygones R appartient à la ligne L.
Les sommets des divers polygones 11 torment ei/ie uneiidliche PunlUmenge ( ' ) P, et pour obtenir la lign<' L, il faut ajouter à celle PuuAtineiige son crslc Ablritang 1". On voit que la ligne L est eine perjecle und zusaniincnhâii i^eiidc Piiii/, linengi^. G'e^l dans ce sens que c'est une ligne. Mais nous alhms voir qu'elle ne jouit pas de toutes les propriétés que nous sommes habitués à attribuer aux lignes.
Cherchons d'abord si cette ligne possède une tangente. A ce point île \ue nous devons distinguer les points de la Punhlmenge P el ceux qui appartiennent à son {bleilinig I" sans appartenir à P. Envisageons d'abord un point de P; je dis qu'en ce (loint il y aura ime tangente. D'abord nous pouvons supposer que ce point est un sommet de Ro, car rien ne distingue Ro des autres polygones R,-; nous pouvons supposer que ce point est précisément A,, car ce qui distingue A) des autres sommets dcRo, c'est que le cycle dont fait partie A, ne contient pas d'autre sommet; or nous avons vu à la fin du paragraphe III que l'on peut toujours supposer qu'un cycle donné ne se compose que d'un seul sommet. Le groupe envisagé contiendra alors une certaine substitution parabo-
( ') Pour le sens précis dos diverses expressions allemandes que je vais employer, voir G. Cantor : Griindlagen eiiier allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Leipzig, Teubner, i883. Voir aussi la iraduction française de ce Mémoire : Acta malhematica, t. 2, p. 38i-4o8.
lique S qui ;iur.i A, |i()iii' |iiiial (loiil)le. SdiI
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cette siibslitiition. Soit IN un tel point que
arg(N — A, ) = — arg/(.
Joignons A,N, je dis que A, N sera tangente à noire ligne L. \ oici ce que j "entends par là. Supposons que p et to soient les coordonnées polaires d"un point de L en prenant A, ])ourpôlc et A|Npouraxe polaire; je dis que, quand 0 tendra \ers zi'ro, w tendra vers z(''ni, de telle laçon que A|]\ sera la llniile d'une sécante A| B, de la llf;n<' L, lorsque le point B, se rapproclieia indéfini ment de A, .
Pour démontrer cela, je vais construire deux cercles K et K' se touchant extérieurement en A, et tangents tous deux à A,N. Je choisirai le cercle Iv de telle façon qu'il coupe les côtés A, Aj et A,A2„ du polygone Ro et ne coupe aucun autre C(~>té de ce polygone. De même, le cercle K' devra couper les côtés A, Ao et AiAo» du polygone BJj et ne couper aucun autre côté de ce polygone. Soient l'o la partie de Ro qui est intérieure à K et /'„ la partie de R'„ qui est intérieure à K'. Il est clair que les transformés successifs de /'o par les puissances positives et négatives de la substitution S rempliront tout ce cercle K, de sorte que ce cercle fait tout entier partie du domaine D. De même le cercle K' fera tout entier partie du domaine \)' . 11 en rébulte que la ligne L est tout entière dans la portion du plan extérieure à la fois aux deux cercles K et K.'. Cela suffit pour démontrer le théorème énoncé.
Toutefois, la ligne A| N ne jouit pas des mêmes propriétés que les tangentes aux lignes ordinaires. On voit aisément, en effet, que si l'on joint par une droite BC deux points B et C de la Pi(iiAtineiii;e P, et que l'on fasse tendre B et G simultanément vers le point A,, la limite de la droite BC n'est pas en général la tangente A,N. Considérons, en effet, deux points Bq et Cq de la Pi/nklmenge P, choisis de telle sorte que le cercle A, BoC„ ne soit pas tangent à A, N. Considérons les transformés successifs B,C|, BoC^, ..., B^G,, de BqCo par les puissances positives de S. Quand ii croîtra indéfiniment, B„ et C„ se rapprocheront de A, et l'angle de B^C,, avec A, N tendra vers une limite finie. De plus, j'ai tout lien de croire qu'il n'y a pas de tangente aux ])i)iiils de L qui ne tout uas p^irtie de i*.
.le dis maintenant que la ligne L n'a pas de cercle osculateur. Je dis que si l'on mène un cercle A tangent en A| à la droite A| ]N et passant par un poinl B, de L, ce cercle ne tendra pas vers une limite déterminée lorsque le point B, se rapprochera du point A,. Menons, en effet, deux cercles k' et k" tangents tous deux en A, à la droite A|]\ et passant respectivement par deux points B^ cl B^ de la ligne L. Soient B', , B,, •••, B,', les transformés successifs de B'„ par les puissances de S. Ils seront tous sur k' et deviendront infiniment rapprochés de A, quand n deviendra infini.
Donc si le cercle osculateur existait, ce devrait être le cercle k' . Mais ce devrait être en même temps le cercle A". Donc le cercle osculateur n'existe pas.
J'en ai dit assez, je pense, [)our faire comprendre à quel |)oiul hi ligne L diffère d'une ligne analytique.
IX. — Groupes symétriques
Considérons un polygone Oo liiuiti' [lar /( + i arcs de cercles AjA^, A2A3, ..., A„_, A„, A„A„^.|, A„^_, A, se coupant en n + \ points A,, A2, ..., A„_^, qui sont les sommets de ce polygone. Construisons les polygones n symétriques de Ho par rapport à ses divers côtés, puis les polygones symétriques des n + i polygones II j)ar rapport à leurs divers côtés et ainsi de suite. Si les divers polygones ainsi construits ne se recouvrent pas mutuellement, on aura un groupe kleinéen.
Soit II',, le [lolygone symétrique de Il„ par rapportait côté A„_^, A, ; le polygone IIo + II,, = Bo sera le polygone générateur du groupe; il admettra -.m côtés, à savoir les // côtés A,A2, A^A^, ..., A„ \„_^, tie IIq et les côtés symétriques de IIJ,. Deux ciUés syiiiélri([ues seront (failleurs conjugués.
La jiremière condition évitieinmcnt nécessaire pour que le groupe soit ilisconi mil, c'est que tous les angles A,, Ao, ..., A„, A„_,_| <lii polygone IIo soient nuls ou soient des parties aliquotes de tt; ils sont donc tous droits ou aigus.
Supposons cette condition remplie el construisons le polyèdre P,, générateur du groupe, l'our cela, construisons les sphères ^,,^21 •••- ^h+i 4"' ont même centre et même rayon que les arcs de cercle A, A2, A2 A3, .'. . , A„_^i A|. Ces sphères limiteront un certain polyèdre K„. On construira ensuite le polyèdre K'^
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symétrique de Ko p:>r rapport à la sphère ^C,,^,. Le polyèdre Pq ^ Ko + K,, sera alors le polyèdre f;énérateur du groupe.
Les sphères S,,^, et S, se couperont suivant une circonférence C| qui coupera le plan des ^yj en deux points A, et B, dont le premier est un sommet de FIo- De même, les sphères S,_, et S, se couperont suivant une circonférence C, qui coupera le plan des Çr, en deux points A,- et B,- don! le premier est un sommet deri„.
Cela posé, on peut faire diverses hypothèses :
i" On [)eul supi)oser que les sphères i) n'oul pas d'autre intersection que le> circonlérences C|, G2, ..., C,,^.,. (Test ce qui arrive par exemple dans le cas de la figure 12. Dans ce cas, le polyèdre Kq admet deux faces de la deuxième sorte Ilo et Aj. La face Aq est formée dans le cas de la figure 12 de la portion du plan
Fis. 12.
extérieure au contour polygonal cuivilignc B|B>B:) ... B,,^,. Le polyèdre Ko admet en outre n + 1 faces de la première sorte qui sont les portions des sphères S,, So, .... ï,,^i, limitées respeclivemenl par les circonférences C, et
C2, Cj et C3, C,,^, et C|, et // + i arêtes de la première sorte qui sont ces
circonférences elles-mêmes. Le polyèdre P,, := K,, -f- K'^ admet de même deux faces (h' la deuxième sorte, m laces de la première sorte et 2/; arêtes de la première sorte.
Les condllioiis de discoiil laull(' du giniipe soni remplies et nous avons un groupe kleinéen. I )c |du^ il v^\ <lc la première espèce, car on peut, en (h'formant d'une manière (oui iiiMc le polygone IIq, passerai! cas où les côtés de ce polygone soiil (irliicigonauv l\ une circoulV'rence, c'est-.à-d iiT au cas des groupes fuchsiens. Le plan esl divisi' en deux (l()manie> 1) el !)', ii' premier rrinpli pai' le |iolygone Ilo cl ses transformés, le seC(Uid [lar Ir pidygoue A,, el ses ir.iasliiiiués.
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2" On pourrait supposer aussi que les sphères S admettent d'autres intersections que les circonférences d, Co, .... Cn+i: qu'elles se coupent par exemple suivant d'autres circonférences A,, A.,, ..., Ap] mais que ces circonférences restent tout entières extérieures au polyèdre Ko, de telle façon qu'elles ne soient pas des arêtes de ce polyèdre. Mais il est aisé de voir que celte supposition est incompatil)le avec l'hypothèse que nous avons faite que les angles de rifl sont tmis droits ou aigus.
,'5" On peut supposer que le polyèdre Ko admet comme arêtes, outre les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences /, cl ([ue les angles dièdres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de — . Il est clair alors que le grou[ie n'est pas discontinu.
f" Il peut arriver enlin que le polyèdre Ko admelti; comme arêtes, outre les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences A' et que les dièdres correspondants soient des parties aliquotes de tz. Dans ce cas, le groupe est discontinu, mais on ne peut passer au cas des groupes fuchsiens en déformant le polygone FIo. Le groupe est donc de la deuxième espèce.
Prenons comme exemple le cas de la figure i3. Le polygone Ho est un qiiadri-
Fig. «3.
latère A| \^ Vj \-, dnul deux côtés opposés A, A-, et AoA;, son! dl'^ lignes droites qui proliingco \iuil ^(• couijcr rii I'. Je ^oppose tic plus (pic les angles A,, Ao, A3, A4 et F sont di'> parties aliqiiote> de -. Le polyèdre Ko 11 admet alors <pie des dièdres égaux à des parties aliquotes de -. lia trois faces de la deuxième sorte, llj, Mo et Toi il a quatre faces île la première sorte faisant partie respectivement des sphères A] A.j et A, A-, et des plans A| A, et A2A3. Le groupe G considéré est donc discontinu.
Si l'on prend le |ioiyèdre Kj, symétrique de K^ par rapport au |)lan A2A3. l'ensemble de ces polyèdres sera \*„ et aura pour faces de la deuxième sorte II« -f- n'„, Mo + M„ et Tu + T„ en appelant n|,, M\^ et T„ les polygones symé- H. P. — II. 37
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triques de 0,,, Mu et Tq- Le plan des çy; va se trouver divisé en trois domaines D, D' et D" recouverts respect iveinenl par les transformés de IIo + Hj,, par ceux de Mo + m;, et par ceu\ de To + T„.
Etudions d'abord le domaine D'. Supposons que l'on construise les trianf^les symétriques de M„ par rapport à ses trois côtés, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés et ainsi de suite. Tous les triangles ainsi construits recouxrinmt un certain cercle H qui a pour centre F et qui coupe orthogonalenient le cercle A, AjBiB^. Ce cercle H sera donc une partie du domaine D', mais une partie seulement. En effet, le cercle H est recouvert par les transformés de M„ + M'j, par certaines substitutions du groupe G. Ces substitutions s'obtiennent en combinant de toutes les manières possibles les trois inversions par rapport aux cercles FB| , FB2 et B, B2, de telle façon que le nombre total des substitutions combinées soit [)air. Ces substitutions forment un groupe g qui est fuchsien el qui est un sous-groupe du groupe kleinéen G. Pour avoir les autres transformés du quadrilatère Mo+Al'^ et par conséquent les autres parties du domaine D', il faut prendre les symétriques du cercle H par rapport au cercle AsA^ et à ses transformés. On obtient ainsi une infinité de cercles H,, H^, ... dont l'ensemble constitue le domaine D'. Ce domaine n'est donc pas dune seule pièce.
Il en est de mc'me de D". En effet, on démontrerait de même qu'en construisant les triangles symétriques de To par rapport aux trois côtés de ce triangle, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés, et ainsi de silIic, on obtient tous les transformés de T„ + T,, par les substitutions d'un sous-groupe fuchsien g^ du groupe kleinéen G. Ces transformés recou- \renl la purlioii ilii plan cxlérieure à un certain ccrcic.l cl celle portion du plan ainsi qu<' l'intérieur tics divers cercles J,, .K, ..., symétriipies de .1 par r.ipporl an cercle A| A2 et à ses transformés, constituent le domaine D".
Au contraire, le domaine J3 est d'une seule pièce. .Si. en effet, nous construisons les polygones symétricpies de W^ par rapport aux c()tés de ce quadrilatère, puis les polygones sviiii'liiques de ceux-ci par rappoi'l à leurs divers côtés, et ainsi de siiilc, nous oiilrruuis ('v idiinineul Ions les Iranslormés de IIq + H,, et par conséqiicnl loiii le doiiiaiiKt 1). Mais la (igiire ainsi foriiK'e par ces polygones que l'on consiruil siiccessiveinenl à ci'ilé' les uns des autres esl d'une seule pièce. Il en est donc de même de D.
Ce domaine D esl d'ailleurs limilé par les circontéreiiees 11, 11,. 11^ '•
J,. Jj, ...; il a est donc pas simplement connexe. Celle circonstance aurait
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rendu presque impossible la deuionstration directe de la disconlinuilc du i^roupe et nécessitait Teniploi de l'artifice dont nous avons fait usage.
L'existence de ces domaines liuiités par un nombre infini de cercles a été signalée pour la première fois par M. Klein.
X. — Première famille
Dans le pai-.igr.iplie XI du Mémoire sur les groupes fucbsiens, nous axons envisagé (p. i()a) un iiexagone ABGDEF, dont les côtés AB et CE, CD et ED, EF et AF sont conjugués et dont les angles B, D, F et A + C + E sont des parties aliquotes de 27:. Déformons cet licxagone de façon que ses angles continuent à satisfaire à cette condition, mais que ses côtés ne soient plus orthogonaux à un même cercle fondamental et cherchons à quelles conditions il restera le polygone générateur diin groupe kleinéen.
Considérons donc le groupe engendré par noire hexagone déformé ABCDEF. Il sera évidemment dérivé de trois substitutions elliptiques S|, Sj et S3 cpii ont respectivement pour points doubles B et B', D et D', F et F' ri pour multiplicateurs e'P, e'^, e"P, [3, o et o désignant les angles B, D et F;
S| change BA en BC, S. » DC en DE, Sa » FE en FA.
La combinaison
est aussi une substitution elliptique qui a pour points doubles A et A' et pour multiplicateur e"'", a désignant l'angle A + C + E. Les combinaisons
85838,= Si et 838180=86
ont aussi pour multiplicateurs e"'" et elles ont respectivement pour points doubles C et C, E et E'.
Voyons maintenant quelles relations doivent avoir lieu entre ces points doubles et ces multiplicateurs.
Soient S( le transformé de :; par S), z-n celui de ^1 par Sa, ^s celui de Z2 par S3; Z3 sei'a par conséquent le transformé de :; par S4 et nous aurons les
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relations
— ^- tôt ,
Ku dilTerenlianl les relations d), du Udiivc
d: dz, .„ dz
(=1— B')dz,
dz,
ds.
e-ix
(^,-Br-
dz.
dz.
dz-.
dz.
iz,~F'y^'
{z,-Ff
dz
dZ3
dz,
dz.
dz
(33— A')-^ (-_A')^ (-3— A)- (;-Aj2
P.iniii les relations (a) envisageons les trois premières de la seconde colonne et la dernière de la première colonne el faisons-v z; ^ A, d'où r, =^ C, ^2= E, ;3 = A; il viendra, en combinant les relations ainsi oLtenues de manière à éliminer <!?;. </;,, dz.2, dz, :
(A-Br-(C-T))HE-Fy ^ p_g ,
(C— B)2(E — D)2(A — F)2 ou
Une discussion facile montre que c'est le signe — qui convient. Dans le cas où les quatre angles a, p, o et o sont nuls, c'est-à-dire dans le cas où le groupe se réduit à la deuxième fomille, la relation (3) devient
(A — B)(C— D)(E-F)= — (B — C)(D — E)iF — A).
Supposons donc qu'on se donne, outre les angles a, j3, 2, o, six points doubles A, B, C, D, E, F de façon à satisfaire à la relation (3). Les trois points doubles B', D' et F' sont alors déterminés par les équations
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et les trois points doubles A', C et E' |)rtr les relations
■ gia
Il n'arrivera pas en général que les quatre points A, B, A'. B' seront sur un même cercle. Il en sera de même des points B, B', C et C; G, C. D et D , etc. Il résulte de là que, si nous construisons le polyèdre P» générateur du groupe, la face de la deuxième sorte de ce polyèdre ne sera pas en général l'hexagone ABCDEF. mais un dodécagone, ainsi qu'on va le voir.
Voici, en effet, comment on peut construire le polyèdre Po : Considérons six cercles K, , Kj, .... Ko passant respectivement par A et A , par B el B', par C et C. |iar D et D', par E el E', par F et F'. Les deux premiers se coupercinl ca II, cl H',, les deux suivants eu IL el U',. les deux derniers
en II3 et H!,. Soient maintenant K\ et K„ les transformés de K, et ka par S, ; ils passeront, le premier par C et C, le second par B et B' et ils se couperont en J, et J', .
Soient de même K, et K^ les transformés de K3 et de Kj par S2 ; K^ et K'^ les ti'ansformés de K5 et de Kj par S^. Ces quatre cercles passeront respectivement par E et E', par D et D', par A et A', par F et F' et ils se couperont, les deux premiers en J2 el J!,, les deux derniers en J3 et J^.
Je suppose que ces différents cercles n'aient pas d'autre point irintersection que ceux que je viens d'énumérer et que la position relative de ces divers cercles el points soit celle qui est indiquée par la ligure i4- Dans ce cas, cons-
Iruisons les sphères S,- et S^- qui ont même centre et même rayon que les cercles K, cl K] . Puis envisai;cons le polyèdre Po lormo par la portion du plan extérieure à ces douze sphères. Ce polyèdre aura deux faces de la deuxième sorte, Rq et RJ|, qui seront respectivement les portions du plan intchûeure et extérieure à l'anneau formé par les douze cercles K,- et R, ; il aura douze faces de la première sorte formées par des portions des sphères S,- et S^ ; ces douze faces seront conjuguées deux à deux de telle façon que la face S^ soit conjuguée de S/. Le polyèdre P,, admettra douze arêtes de la première sorte formées par les intersections deux à deux des sphères S,- et S^ ; ces arêtes se répartiront en sept cycles ainsi que l'indique le Tahleau suivant :
Numéro du cycle.
Aux quatre premiers cycles correspondent les substitutions elliptiques S4, S,. S2 et S3; aux trois derniers, la substitution identique. Si donc les cercles K, et K^. sont dans la situation relative indiquée par la figure 1 \. le groupe considéré, dont le polyèdre générateur sera Po, sera discontinu.
Notre groupe sera donc kleinéen, pourvu que les points doubles A, B, C, D, E. F satisfassent non seulement à la relation (3), mais à des inégalités expriiiianl que les douze cercles K,- et K^ sont dans la situation relative indiquée par la ligure i "j .
Le plan se trouve partagé en deux domaines limités par une ligne L. \ oici comment on peut trouver la génération de la ligne L : on considère l'ensemble des points doubles de toutes les substitutions hyperboliques ou loxodromiques du groupe. Ces points doubles forment une Punktmeiige P; si l'on y adjoint son erste Ableitung P', on aura la ligne L.
.Vrotes
Somme
des dièdres
faisant partie du
cycle.
du
cycle.
AA', ce et
XI. — Fonctions kleinéennes
Soit G un groupe kleinéen quelconque et soient
les diverses siili>lifiitions de ce groupe. Kornions, comme d;uis lu théorie des fonctions fuchsiennes, lu M'rie suivunte :
l'ulgoritlime H(;) représentant une l'onction rutionnelle de ; dont uucun iulini ne se confond uvec un point singulier du groupe, et ni désignunt un entier plus grand que i .
Cette série est convergente. Dans le paragruphe 1 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, nous avons donné deux démonstrations de la convergence de cette série. Lu première de ces démonstrations subsiste dans le cas qui nous occupe; il n'en sérail pus de même de la seconde.
A tout groupe kleinéen correspondent donc une infinité de fonctions thétakleinéennes &(z) et de fonctions kleinéennes ^{z) jouissant des propriétés
Ces lonctions |oui>>enl de> mêmes propru'lés que les innilKin- fuchsiennes ci ihi'lufuchsiennes. Par conséquent, Idutes les fondions kleinéennes s'expriment ralionnellemenl à l'aide de deux d'entre elles, x et j', entre les(juelles il y a une relation algébrique
dont le genre est égal à celui du groupe C. (^)uand ce genre est nul, (outes les fonctions kleinéennes s'exprimeni rati(Uinrllemenl à l'aide de l'une d'entre elles que j'appelle x.
Si je pose
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l'i el Cj sont deux intégrales de l'équation linéaire
qui se réduit à
dans le c;is où le i;enre est nul (cf. |)ar,ii;i'.i|)lie W du Mémoire .sur les Jonctions fiic/isien/ies): dans ces équations, -j désii;no une Fonction rationnelle.
Examinons quelques cas particuliers, et d'abord reprenons l'équation (3'j des paragraphes V et VU du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes :
'dxi ^ Q2(a;) '"' où
Çl{x) = {x — ai){x — a-i). . .{x — a,,).
Le polynôme P(^) est de degré 2« — 2 et je suppose qu'il satisfait aux n + 1 conditions suivantes :
PK)=_o.(«,)(i-^).
coefficient de x'^"--- dans V(x) = — ( - — -7-^^ — )
Les nombres [Si, jîi, ..., ^m+i sont des entiers positifs qui peu\ent de\enir infinis.
^ous avons vu que, si le polynôme P(.rj [outre les n + i conditions (4) q"> sont comple.Tcs et (|ui, par conséquent, étpiivalenl à 2/( + 2 conditions réelles], satisfait à 2/4 — 'y autres condilions réelles el transcendantes, la variable .r est une loniimu Inclisiennc du r.ijipiui des intégrales.
Il résulte de la théorie précédente (pie. si le ]>ûlynome l'(.r) salisfail uun seulement aux conditions ( ^ ). mais à certaines inégalités., la variable x sera line fonction kleinéenne du rapport des intégrales. Supposons, en effet, les condilions( \) rem|)lies ; appelons ; le rapport des intégrales de l'écjuation ("3) ; quand .r reviendra à sa \aleur initiale, après axoir décrit un contour lermé C(,
„ , „ _, rj .
z se cbangera en -^ ^' et les subslitutuius
formeront un groupe (j.
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Si ce f;roupe esL kleinéen, x sera une fonction kleinéenne de z. Or ce groupe G, comme on le voit aisément, est dérivé de /( substitutions elliptiques ou paraboliques Si, Sj, •••. S«, ayant respectivement pniir iiuiltiplicateurs
•lin 1 iTZ liTZ 2/71
eTT, eX, e"Pr, ..., eJ^ .
La combinaison
sera aussi une substitution elliptique ou parabolique qui aura pour multiplicateur
Or nous avons vu au paragraphe précédent qu'il suffit de certaines inégalités imposées aux coefficients d'un pareil groupe G pour qu'il soit discontinu. 11 suffira donc aussi d'imposer certaines inégalités aux coefficients de t*(.^') pour que X soit fonction uniforme de z.
lleprenons de même l'équation (.5) du paragraphe \i du Mémoire sur les fonctions fu cil siennes
(3) -^ = -if^, j).-, ^(x,y) = o.
J'appelle c,, di les points analytiques pour lesquels on a à l.i lois
dii dif ^
.l'appelle a,-, bi les points analytiques différents de c,, c/, et pour lesquels la fonction o devient infinie. Je suppose que la fonction <o satisfasse aux conditions suivantes :
i/ dx \ 2 1
Wmi y— di)'^y-j-\ !f>(x,7)=— - (pour .r = c,-. ^ = c/,),
linUJ- — ai)o{x,y) = J' (pour x = a.-.y = b,)-
Les nombres j3, sont encore ici des entiers positifs qui peuvent devenir infinis.
Nous avons vu que, si la fonction es satisfait en outre à certaines conditions
transcendantes, 07 est fonction fuchsienne du rapport z des variables. De même,
si celte fonction es satisfait non seulement aux équations (.t), mais à certaines
H. P. - II. ÎS
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illégalités, x sera foncliou kleliiéennc de r. Lx dénionstralion sérail loiU à fait analogue à celle qui précède.
Ainsi pour que dans l'équation (3) x exprimé en fonction de z soit une fonction Ivleinéenne de la pi-euiière, de la deuxième ou de la sixième famille, il suffit de certaines égalités algébriques et de certaines inégalités. Nous n'avons pas à nous imY>oser d' égalité transcendante. Il n'en est pas de même pour les fonctions des autres familles. Si nous voulons, par exemple, que, dans l'équation (.5), x soit fonction kleinéenne de la troisième famille du rapport ; des intégrales, il faudra nous imposer certaines égalités transcendantes.
Reprenons, en ellel, l'équation (3) du paragraphe \ III du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes
-^ =tf(.r, 7)(.\ 4/(3", j') = o,
en supposant que la f(uiction o satisfait aux conditions énoncées à la page a44 de ce paragraphe (lignes 3 et suivantes). Soit n le genre de la relation A = o; le groupe kleinéen de notre équation (3) devra être de genre n et dépendra par conséquent de 3« — 3 paramètres complexes; c'est-à-dire pi-écisément d'autant de jiaramètres qu'il y a de modules dans la relation i = o. Quand on se donnera cette relation i = o, le griuq)e kleinéen sera donc entièrement déterminé; il en sera donc de même de la fonction es. Il résulte de là que cette fonction est assujettie, indépendamment des conditions algéhriques de la page 241 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, à n conditions transcendantes, puisque ces conditions algéhriijues ne suffiraient pas pour la déterminer.
XII. — Historique
C'est M. Schollkv cpii a le premier remarqué la discontinuité de certains groupes kleinéeus (Journal fiir die reine iind angetra/idte Matlieiiiali/,', t. 83, p. 34')), à savoir îles groupes symétriques de la troisième tamille. Depuis, !M. Klein a approfondi la ihéiu'ie de ces groupes dans diverses jNotes insérées aux Mulheniatisclie i/iiialcn (t. 19, 20 et 21) et dans un Mémoire |ilus étendu iusi'ri; dans le :< i' \i>liime de ces mêmes Annales et intitulé Ueber Riemannsche Functionentlieorie.
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J'avais iiioi-iiicmo. dans ilciix i\(ilc-> ipic | eus riioiiuciir de piésenicr à l'Acadéniic dus Sciences de Paris le 3,7 JK'h el le 1 1 iiiillçi iiSSi (' ) (voir Comptes rendus^ l. 92 el 93), énoncé succinclenicnl la |)lii[)arl des résiillals exposés dans le présent Mémoire.
Cj Ce ToMK-, p. 19-:!.). N. E.N.
SUR
LES GROUPES DES EQUATIONS LINEAIRES
Acta niat/iematica, t. i, p. 20i-3[i; 1884.
Drtus Irois Mémoires [ Théorie des groupes fuclisiens (-) {Acta matheinatica, t. I, p. 1-62); Mémoire sur les Jonclions fuchsieiuies (') (Acta^ t. 1, p. 193-294); Mémoire sur les groupes kleinéens (^) {Acta, I. 3, p. 49-92)] j'ai étudié les groupes discontinus formés par des substitutions linéaires et les fonctions uniformes qui ne sont pas altérées par les substitutions de ces groupes. Avant de montrer comment ces fonctions et d'autres analogues donnent les intégrales des équations linéaires à coefficients algébriques, il est nécessaire de résoudre deux problèmes importants :
1° Etant donnée une équation linéaire à coefficients algébriques, déterminer son groupe.
2° Etant donnée une équation linéaire du second ordre dépendant de certains paramètres arbitraires, disposer de ces paramètres de manière que le groupe de l'équation soit fuchsien.
I. — Invariants fondamentaux
Occupons-nous d'abord du premier de ces problèmes. Considérons une équation quelconque à coefficients algébriques :
dPv di'-'v ^ di'-^i'
(') Terminé le 20 octobre i8(S3; imprime le 9 février 1884. i\. K. .\.
(') Ce Tome, p. 108-168.
(') Ce Tome, p. 169-25-7.
(') Ce Tome, p. 258-2(jg.
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Dans cette équation les es sont des fonctions rationnelles de deux variables x et j)' liées entre elles par une relation al};éliriqiie
Supposons que l'on considère un système fondanienlal d'intégrales de l'équation (i)
et qu'on fasse décrire à a; un contour fermé C tel que y revienne à la même valeur; les intégrales i',, Co, ..., Vp prendront des valeurs nouvelles (ï',,(V2, ..., Wp qui seront des fonctions linéaires de leurs valeurs initiales, de telle sorte qu'on ait
En d'autres termes, les intégrales c,, c^, ... linéaire
\' p subiront une substitution
qn'cin pniiria représenicr |>ar le Tableau à doiilile ealiée des coeliicients :
«Il «21 «IS «22
Si l'on opère ainsi pour tous les contours C possibles, on obtiendra un ensemble de substitutions linéaires qui formeront un groupe G. Ce sera le groupe de Véquation (i).
Ou peut loujoiirs supposer que, dans l'équation (i), le coefticient '^p^i est identiquement nul; car si cela n'était pas, on ramènerait au cas où ce coefficient est nul |)ar une transfoi'mation bien simple et bien connue. On en conclu! que le déleruiiuaul de la subslitution S est égal à l'unité; on a donc
La connaissance de l'équation (i) et du contour C ne suffit pas pour déterminer la substitution S. En effet, cette substitution dépend en outre du cboi\ du système d'intégrales fondamentales c,, Cj, ..., f,,.
Supposons qu'on les remplace par/) autres intégrales fondamentales
( )ii aiiiM
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"/. = - Pm'';
lie Sorte que lu suhslllulioii
, ; Ut, u,,
II
sera linéaire. En décrivant le contour C et en iiarlant des intégi'ales ?/ , . ir.
a-iStr.
L'enscniLle des substilulions t"' St formera un i;roiipe qu'on pourra désii;ner )>ar la nolalion tMIt el qui pourra, aussi bien que (), être regardé coiiiine le gioiqje de ri'(pialioii (ij, si au lieu d'envisager le système des inlégrales r, on envisage C(diii des intégrales w. On sait que !<• groupe t '("17 s'appelle le transformé de G par la substitution linéaire <7.
Afin de n'avoir qu'un seul groupe pour l'équation (i), nous ne considérerons pas comme distincts le groupe G et ses transformés par les diverses substitutions linéaires.
Cela posé, cherchons les invariants de la substitution S. c'est-à-dire les fonctions de ses coefficients qui demeurent invariables quand on remplace S ])ar T~' St. Formons l'équation
cillât a.2i
'■ïp
Les racines de celte équation, et par conséquent aussi ses coefficients, ne changeront pas quand on remplacera S par t"' St. Ce seront des invariants de S.
Ces invariants sont au nombre (\e p — 1 . En ell'et, l'équation en / (4) est de degré yj; elle a donc /> + i coefficients. Mais le coefficient de //'et le terme tout connu sont égaux à 1 ; il reste donc p — i invariants. Ces invariants, qui sont des coefficients de r('qualion (4)i seront des fonctions entières des a.
Supposons que les intégrales i,. r^, .... r^ soient définies de la manière suivante :
Au point initial du contour C (pour a; = 0, par exein]>le) c, est égal à 1 el ses p — I premières dérivées sont nulles; c,- est nul, ainsi que ses p — i premières dérivées, à l'exception de la dérivée d'ordre i — 1 qui est égale à 1. Soit
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maintenant (t'| ce que devient l'intégrale ly; quand x revient au point initial après avoir décrit le contour G et (v'j^ ce que devient sa dérivée d'ordre ( — i ; on aura
11 en résulte que les inxariants sont des fonctions rationnelles entières des \r',^. Supposons en particulier p ^= :i; l'équation (i) devient
et l'équalion ( i) s'écrit
/-+ <(ir| -H "'.7) + I = o.
La substitution Sadmel alors comme invariant unique tij + n;,. Si A* est son multiplicateur, cet in\arianl est |irécisémenl /. 4- j-
Si l'tm connaissait les invariants de toutes les substitutions S, le groupe G serait complètement déterminé, puisque nous ne le regardons pas comme distinct de ses transformés c^'Oiy. Mais il ne sera pas nécessaire de connaître tous ces invariants, il suffira d'en connaître i\n certain nombre que nous appellerons i/tvariants fondanu'ntaux et dont tous les autres ne seront que des fonctions.
Combien y a-l 11 d'invariants fondamentaux? Supposons que le groiqje Ti soit dérivi- de ii substitutions fondamentales. Les coefficients de cha([ue substitution seront au nomlirc de p-, mais à cause de la relation (3) il n'en restera que p- — I d'indépendants, l'our les // Md)sl iiul ions, cela lait en tout ii{p- — i) coefficients. INJais nous ne considérons pas comme dislincls le groupe G et ses divers transformés. 11 l'aul ilonc retrancher p- — i du nombre précédent et l'on arrive à cette conclusion que, pour déterminer le groupe G, il faut (« — i) [p- — i) conditions.
Si donc on se donne (« — i) (yj- — i) in\arian(s quelconques (pour\u qu'ils soient indépendants), tous les autres n'en seront que des fonctions. <_)n clioisira, pai' exemple, pour iiuariants fimdainentaux les in\arian(s de (/i — ')'/* + ') subsl itui ions convcnaideiuenl cboisies.
On peut toujours su[)poser que l'équation (i) a ses coefficients rationnels. En clVet, supposons (jue cela ne soit pas et que l'équation (2) soit une relation
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algébrique de degré ni, de telle façon qu'à chaque valeur de x correspondeul m valeurs de y
yo, y\. ■■■, ym~\-
Ou pourra toujours tracer, dans le plan des x, m — i contours C, . C^, . . ., C,„_, tels que, quand r décrit le contour C,, Vo se change en yi- Soient maintenant
p intégrales fondiuncnlalcs de l'équatiofi (i) correspondant à la valeur j'o de )'. Soient
ce que deviennent ces intégrales quand x a décrit le contour C,. Cela posé,
les mp fonctions
satisferont ii une équation (i'^ linéaire et d'ordre mp dont les coefficients seront rationnels en x. La connaissance du groupe de (i') suffira pour déterminer le groupe de l'équation (i).
Supposons donc que l'équation (i) ail ses coefficients rationnels et qu'elle présente n + i points singuliers, en y comprenant le point oo, s'il y a lieu, et en n'y comprenant pas les points à apparence singulière. Le groupe est alors dérivé de « substitutions fondamentales, et il y a /t -(- i de ses substitutions dont ou connaît immédiatement les invariants, à l'aide de l'équation déterminante, pourvu que les intégrales soient régulières; ce sont les subslilutions auxquelles on est conduit en faisant décrire à la variable un contour fermé qui n'enveloppe qu'un seul point singulier. Il reste donc à calculer les invariants de ( 71 — i) p — 2 substitutions.
Soit a un point singulier quelconque et soient
Al, Ao, . . . , A,,
les racines de l'équation liéterniinantc correspondante.
Il y aura, dans le voisinage du point a, p intégrales parliculièrement remarquables. La /•"■""' d'entre elles sera égale à (x — rt)^* multipliée par une fonction liolomorplie. Soient
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cesp inlégrales qiio j'appellerai intégrales C(//(o/(((;r«(?5 par rapport au pointa. Lorsque la varialjle décrira un cercle infiniment petit autour du point a, ces p intégrales v subiront la substitution linéaire
^27ïAj
hr
que j'appellerai substitulion canonique rolalive au point a. Soient, de même,
I'2, ..., IV
les intégrales canoniques par rapport à un second point singulier h.
Joignons les deux points a et b par un cliemin quelconque amb. Lorsque la variable partant du point a et décrivant le chemin amb sera parvenue dans le voisinage du point b, les intégrales canoniques i',, Cj, ..., c^ seront devenues des fonctions linéaires des intégrales canoniques n',, w.,, ..., (v,,, de telle sorte qu'on ait
I^a siibstitulion linéaire
s'appellera la sabslitntinn auxiliaire relative an chemin amb. Si l'on connaft cette substitution auxiliaire, on connaîtra aussi une substitution du groupe de réc|uatiou (i), ce sera celle que subissent les intégrales canoniques i',, i'2, .... \p, quand, paii.iiil du \oisinag(' du point a, la variable dé-crit le cbemin amb jusque dans le \oisinage du point />, décrit ensuile un cercle înfinimeni petit autour du point b et revient enfin dans le voisinage du pointa par le chemin bma.
Soit S la substitution canonique relative au point b. C^uaiid la variable décrira le contour précité, les intégrales c subiront la substitution S~'SS.
Supposons cju'on joigne entre eux les n + i points singuliers par /; chemins quelcon(|uc>, <le lacon (pi'on puisse circuler iMitre deux quelconques de ces points singuliers à l'aide de ces fi chemins; lorsque l'on connaitra les substitutions auxiliaires relatives à ces n chemins, le groupe de l'équation (i) sera complètement déterminé.
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Soient, en eftel, a l'un des points singuliers et h^. h., //„ les /( autres.
Joignons, par exemple, le point (/ à chacun des points bi par une droite. Soient S, S,, ïj, .... S/, les substitutions canoniques relatives respectivement aux points a, h,, />o, . . ., b,i\ soient S,, Sj, . . ., S„ les substitutions auxiliaires relatives aux chemins al>,, abo., ...,ab„. Le groupe de l'équation (i) sera dérivé des « + i substitutions
entre lesquelles il y a d'ailleurs la relation
-i j ^ WJO1O2 — 2O2...0,, -jfi c fi — 1.
Supposons maintenant qu'on distingue deux des points singuliers a et ft; et soient c,, Co, • . ., c„_( les /( — i autres. Joignons a et b par « — i chemins différents am,b, ariiib, ..., am„_,b et soient S|, So, ..., S„_( les substitutions auxiliaires correspondantes. Ces 7i — i chemins partageront le plan en « — I régions; supposons que chacune de ces régions contienne un point singulier a et un seul. Le groupe de l'équation (i) sera entièrement déterminé. Si, en effet, S est la substitution canonique relative au point a, le groupe sera dérivé des n substitutions
_, o, 02, ''2 ''Si .■•! ^«-2'Jn— 1, "«-l'^i-
Supposons que \c point r, soit contenu dans la région limitée par les deux chemin-, //;»,/; el f/7//,_^, />, décrivons un contour situé tout entiei' dans cette région et enveloppant le point c, ; quand la variable décrira ce contour, les intégrales canoniques relatives au point n subiront la substitution
On voit que, j)our déterminer le groupe de l'équation (1), il suffit de connaître soit les invariants fondamentaux, soit certaines substitutions auxiliaires.
II. — Calcul numérique des invariants fondamentaux
Les invariants fondamentaux qui déliuisseiit complètement le groupe d'une équation linéaire s(3nl (■vitleinment des fond ions des coefficients de cette équation; d'où le problème sui\iuil qui se pose tout naturellement : déterminer
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cex invariants en fonction de ces coejjicients. Mais en réalilc ce problème est double : ou j>eul se proposer de calculer numeriqueiuenl, ces invariants quand on a aflaire à une c(|uali(iu numérique donnée; mais il n'est pas non plus indigne d'intérêt d'étudier, au point de vue de la théorie des fonctions, la l'açon dont varient les invariants quand on fail varier les coefficients. Les méthodes propres au calcul numérique ne nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les formules les plus instructives à ce dernier point de vue conduiraient à des calculs pénibles si l'on voulait les traduire en nombres.
Au point de vue du calcul iiuniérupie, un grand nombre de méthodes ont déjà été proposées, parmi lesquelles je citerai celle de M. Fuchs [Journal de Crelle, t. 75) et celle de M. Hambui'ger (Journal de d'elle, t. 83).
La méthode de M. Fuchs consiste à distinguer deux des n -+- 1 points singuliers, a et b, comme à la (in du paragraphe précédent, puis à diviser le plan en II — I régions par // — i cheuiins aiii , /y, a»t-2 h, . . ., ain„_^ h, de façon que chacune de ces n — i régions iiuilieune un des n — i autres points singuliers C|, Co, . . ., c„_i et un seul, l^c savant géomètre d'Heidelberg donne ensuite un développement des inlégrales canoniques relatives au point a et ce développement est valable dans une certaine région R^. De même, les intégrales canoniques relatives au point h sont susceptibles d'un développement valable dans une région 11^. Les deux régions R„ et R^ ont n — i parties communes P,, Po, ..., P,i_). On peut d'ailleurs Ir.iccr le chemin amjh de telle façon qu'il reste constamment intérieur à l'une des régions Ra et Rj ou à toutes deux à la fois, et qu'il traverse la région P,-. Il suffit alors de comparer les deux développements de M. Fuchs pour une valeur Ac x quelconque intérieure à P,- (région dans laquelle les deux développements sont valables à la fois) |)our pouvoir calculer les coefficients de la substitution auxiliaire relative au chemin aiiiih. J^e groupe de l'équation (i) est ainsi entièrement déterminé.
On peut varier cette méthode à l'infini; supposons, en effet, que nous joignions deux points singuliers quelconques a el b par un chemin quelconque amb et que nous cherchions la substitution auxiliaire relative à ce chemin. Traçons autour des deux points a et b deux régions quelconques R^ et Ra, telles : i° que la première contienne l'unique point singulier a et la seconde l'unique point singulier b; a" qu'elles aient une partie commune P; 3° que le chemin amb reste constamment intérieur au moins à l'une des régions R„ et Rj et traverse la région P. Supposons que deux fonctions /«(a;)
3o8 srn les cnoi'PES des kqiatioxs linéaires.
[etyA(,r)] soieiil lellcs que, (|iiaml x reste inlérieur ,-i lu région ]\„ (ou ;i la réi;ion Rj), la lomiuui _/'„ (on la foiictioii y/,) aient constamment leur module intérieur à i, de telle sorte que ces deux fonctions donnent respectivement la représentation conforme du cercle de rayon i et de centre o sur la région Ra et sur la région R4. Je suppose de plus
/a(a) = o, fo(b) = o.
Les intégrales canoniques relatives au point a se développeront suivant les puissances de/a(a:;). Ce développement, dont les coefficients se calculent par récurrence, sera valable dans toute la région R^. De même, les intégrales canoniques relatives au point b seront, dans toute la région Rj, développables suivant les puissances de fb{x). Il suffira de comparer les deux développements pour un point de la région P (où ils sont valables à la fois) pour calculer les coefficients de la substitution auxiliaire cberchée.
On choisira les régions R^ et R4 de telle façon que les fonctions /"„ et /* soient aussi simples que possible. On pourra prendre, par exemple, un rectangle, ou un fuseau limité par deux arcs de cercle qui se coupent, ou la portion du plan eouqîiise entre deux droites parallèles.
Voici maintenant en quoi consiste la méthode de M. Hamburger.
Soit o un des points singuliers et soient f/|, «oi •••) (^n les n autres, rangés par ordre de module croissant; soient pi, pa, ...,p„ leurs modules; construisons les deux cercles qui ont pour centre l'origine et pour rayon o,et p,+i . Considérons un contour fermé C compris tout entier dans la région annulaire limitée par ces deux cercles. Soit A un point de ce contour C; supposons, par exemple,
A = v/piP/+i-
Soit t',, t'a, •■■, t> un système fondamental d'intégrales dans le voisinage du point A. Soient iv,, ivo, ..., Wp ce que deviennent ces intégrales quand on revient au point A après avoir décrit le contour C. Les intégrales e pCuvent se développer suivant les puissances croissantes de
la- — lA et si l'on a
lp,+ l — I A >21T,
les développements sont encore valables quand on fait
\x — 1 A = 9. /tt.
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En subslitiiaiil alors ■j.i- l\ la place de Ix — lA dans les développements des intégrales i' et de leurs dérivées, on aura les \aleurs des intégrales (v et de leurs dérivées, ce qui suffit pour délenninei' la sid)stitulion du groupe de l'équation (i), qui correspond au contour C.
La méthode de M. Hamburger peut être aisément étendue au cas où
Nous poserons, pour abréger,
lp,+i— 1A= ^-, puis nous dévelo|ipcrons les intégrales v suivani la puissance de
Le développement sera encore convergent piuir
ou
e-Sî:a_,
e-27ta _)_ ,
En remplaçant, dans les développements des intégrales c et de leurs dérivées, z par cette valeur, on aura les valeurs des intégrales iv et de leurs dt'rivées cl par conséquent la substitution qui correspond au contour C.
Il suffit de réfléchir un instant à la nature de ces méthodes pour comprendre qu'on peut les varier à l'inlini. Le calculateur devra se guider dans son choix d'après la convergence plus ou moins rapide des séries employées. Or cette convergence dépend avant tout de la po>ition relative des n -+- i points singuliers. C'est donc cette position (jui déterminera le choix d'une méthode.
Mais aucune des méthodes ainsi proposées ne nous apprendrait rien sur les propriétés des invariants fondamentaux considérés comme fonctions des coefficients et étudiés au point de vue de la théorie des fonctions. C'est cette étude (|ue iiouN allons aborder dans le paragraphe suivant.
III. — Propriétés des invariants fondamentaux
Ecrivons l'équation (i) sous la forme suivante :
(i) dr^ ^ yi V y A/,/,,- d/'t)
k—a 1 = 1 II
l 'd 111' ccnro aillai cel Ir <''(|ii;i I khi ikhis il \ uns (li'Coiiniosé eu (■IimiiciiIs m m pies les eoellicieiils des divei'ses dérivées de r, iliii |i;ii- li \ |iiillièse sonl ilé's Idiiclions lalidiiuelles de' ,/ . iNiiiis uMins suiiiiosé de |diis ijue ces fondions raliiiniielles nadiiK'Uaienl pas de pailie enlièrc, car il esi loHJours permis de taire celle hvpollièse.
Les invariants londaincntanx que nous clicrclions seront des fonctions des cii et des A/,/,j. Considérons d'aljord les cti comme des constantes et les A comme seules variables. Je dis que les iinarianls sero/il des fonctions entières des A.
Pour le taire voir, il siitlil de démontrer ce qui suit :
Ecrivons l'équation (i) sous la forme suivante :
/ ,. di'v „ c?*!' ,, ^ , d''v
^ ' dxP ' du'- '^ • d.i''
Les «A et les iy; sonl des fonctions rationnelles de x cjue je suppose entièrement déterminées; a et p sont des paramètres que je vais regarder comme \arial)les. Il sullit, dis-|e, (le di'iiKiiiIrer que les invariants sont des tiuietions entières de a et de p.
Considérons un point quelciuiqiie a du plan et décrivons de ce point comme centre un cercle K assez petit pour ne contenir aucun point sinoulier. .Soient (•,, Co, .... f^, p intégrales assujetties aux conditions suivantes ;
Pour ûT = a, 1 I = I. ses jD — i premières dérivées sont nulles;
r, = o, ses p — I premières dérivées sont nulles, excepté la dérivée d'ordre i — i qui est égale à i.
Les p intégrales c,, Cj, .... Cy, sont développables à rintérieur du cercle K suivant les puissances croissantes de x — a. Le coefficient de (x — a)"' est un polynôme d'ordre 7U — p + i en a et en p. On a donc un développement de ces intégrales suivant les puissances de .r — a, de a et de p. Il reste à faire voir que ce développement est convergent.
Si l'on regarde ç comme fonction de x, de a et de [i, l'équation (i) peut être regardée comme une équation aux différences partielles et le théorème de M""" Kowalevski (Journal de Crelle, t. 80), appliqué à cette équation, montre que V peut être développé suivant les puissances de a: — a, de a — a„ et de p — • Po? pourvu que x soit intérieur au cercle K et que les modules de a — a^ et de p — ^o soient suftisamment petits. Ainsi c est une fonction liolomorphe de a et de p
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flans lé voisinage d'un [xiint ([iielconque ao, p„ ; c'est donc une fonction entière de a et de p et le développement de v suivant les puissances de x — a, de a et de j3 est convergent quels que soient a et p, pourvu que x soit intérieur au cercle K.
Il faut maintenant démontrer que, si x est regardé comme une constante, c est encore une fonction entière de a et de ^, quand même x est extérieur au cercle K. Pour définir complètement la fonction c dans ce cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de x, il faut encore connaître le cliemin amx par lequel cette variable a atteint cette valeur, en partant du point a.
Supposons, pour fixer les idées, que b soit un point intérieur à K, que K.' suit un cercle ayant son centre en l> et ne contenant aucun point singulier, que X soit intérieur au cercle K' et extérieur à K, enfin que le chemin amx soit tout entier intérieur à la figure formée par l'ensemble des deux cercles K etK'.
Soil M|, »2, .... Up un système fondamental d'intégrales défini comme il suit : iii devra satisfaire pour x^b aux mêmes conditions auxquelles était assujettie r,- pour ,r = a.
Soient t' la valeur de r, pour x ^ b, c*^' la valeur de sa dérivée />"""". On aura
Or les 1'^ soûl des f()ucliiiii> cnlièrcs i\r a cl de p puisque le poini h est intérieur au cercle K, cl les (//, ^oiil aussi des fiuxctions entières de y. el de p puisque le point X est intérieur au cercle K'. Donc les c,- sonl aussi des fonctions entières de a et de [3.
Le raisonnement serait le même si, au lieu d'a\oir à ciuisidé'rer seulement deux cercles de convergence K. et K', il était nécessaire d'en envisager plusieurs.
Supposons maintenant que le chemin amx se réduise à un contour fermé C. Les valeurs des intégrales c,- et de leurs dérivées ne sont alors autre chose que ce que nous avons appelé n* dans le |>aragraphe L Or les invariants fondamentaux sont des polynômes entiers |iar rappiirl aux nj, ce seront donc des fonctions entières de a et de p.
\insi quand on regarde les «,■ comme des constantes, les Invariants sont des lonclions entières des A^a/ et peuvent par conséquent être développés suivant
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les jniissiiiices de ces qiianlilos V^/,,. Cniisidérons un quelconque des coefficients de ces dcveloppenienls, ce sera évideinineni une fonction des «,- el c'est la nature de cette fonction qu'il nous reste à (-ludier. Il est aisé de voir que ces fonctions s'expriment à l'aide de quadratures successives. Ecrivons, en effet, léqualion (i) sous la forme (i') et considérons le développement de Tinléi;ralc r,- sui\aiit les puissances de a el île jj
.le dis qu'on peut obtenir le coefficient (•,„,„ par de simples quadratures. .le suppose, en efTet, que cela soit vrai pour i',-.„,_| .„ et t',-.,„,„„| ; cela sera vrai aussi pour Vimni car on a identiquement
da-P " " '?'■' dx'' " '^'' dxk '
et la dérivée p'^""" de i',m„ s'exprimant à l'aide de quadratures successives, il en sera de même de la fonction r,,„„ elle-même.
Soit mainlenani n*„,^^ le coefficient de a"'jj" dans le dcvcloppement de ii*. Ce coefficient s'exprimera pour la même raison par des quadratures, et il en sera de même des coefficients qui entrent dans le développement des invariants, car ce sont des polynômes entiers par rapport aux ii'f„,„- On peut d'ailleurs pousser plus loin l'étude du développement de la fond ion i',-. A cet elfet posons
C dx l^
X — ai
dx h.(x, ï])
Remarquons maintenani qu'on peut mettre l'éijuation (i) sous la forme
de /) équations simultanées du |)remier onirc. Si les inté;;ralcs sont ré};ulières
dans le \oisiniii;e de cliacun des points sini;uliers, nous pourrons introduire
/) \,u'ial)lrs viriiiiliaiK'es u ^ ^ r. Il-, il ^ ri reinpla<rr l'iMpuilion (i) par les
p (Miiiiii lou-- Miiiullanécs
din ..
-T— = i. CS,7, U/,-.
(Ix '
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Les (Su seront des fonctions rationnelles de la forme suivante :
' ^ml X — a
les A,-. A. X étant des constantes. Supposons par exemple p^a, l'équalion (1) s'écrira
Q sera le produit (x — a,) {x — «2 ) ••• (^ — ««) p' P sera un polynôme en x de degré an — 2. Nous pourrons toujours trouver deux polynômes entiers A et G de degré « — i en a; et satisfaisant identiquement à la relation
C + A2-(- A'Q — AQ'= P
Posons alors i'= u, et introduisons une variable auxiliaire «a- Nous pourrons
écrire
du, A I
dui C O' — A
Les coefficients sont bien de la forme (2).
Il est aisé de voir maintenant que, si l'on développe l'intégrale c, suivant les puissances des A,-^),, le coefficient d'un terme quelconque sera une somme de fonctions telles (|ue A où les |iaramètres a,, a-,, ..., a^ ne seront autre chose que les points singuliers ai, «o, ..., a,i se succédant dans un ordre quelconque et chacun d'eux pouvant d'ailleurs être répété un nombre quelconque de fois.
IV. — Fonctions inverses
Nous avons jusqu'ici étudié les invariants fond.imentaux comme fonctions des coefficients de l'équation (1); mais si, au contraire, on regarde les coefficients comme des fonctions des Invariants fondamentaux, on est conduit à des transcendantes intéressantes qui jouent par rapport aux équations linéaires le même ro\e que la fonction modulaire par rapport aux intégrales elliptiques.
Mais ici il imjjorte de faire luie remarque : reprenons l'équation
dPv _ ^ rf*'i d^ ~"''?*^
^'^ dxP~""^'' dx''
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et considérons les infinis des coefficients o/, ! ils seront de deux sortes : les uns seront des points sinj^uliers proprement dits et quand la variable x décrira un contour fermé autour d'un de ces points, les intég;rales subiront une substitution linéaire; les autres seront de simples pôles des intégrales ou bien encore, si a est un pareil point, toutes les intégrales se mettront sous la forme
), étant une constante qui est la même pour toutes les intégrales et '-p(ar) étant holoinorphe. Il en résulte que, quand x décrit un contour fermé autour du point a, toutes les intégrales sont multipliées par un même facteur et que leurs rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces points s'appelleront des
points à apparence singulière. Pour qu'un infini des coefficients o^ soit un
point a apparence singulière, il laut — ■ conditions.
Supposons donc une équation de la forme (i) admettant /; points singuliers outre le point oo, savoir ai, «o? • • ■ ? '*« et q points k apparence singulière ft,,
Je suppose que les intégrales soient partout régulières. L'équation (i)
s'écrira alors
di'v _ ■^ P/;. d''V ((xP "~ ^ Qp-''- dx'''
INous posons
Q = (.r — Oi) (J- — a^) .. .{x — an)(x — bi)(x — b,) . . .{X — b„)
pi l'/i psi MU pi>]vnome d'ordre
l/équaliou (i) contient alors
paraiiiètrps, à sa\oir :
1° Les n + (j infinis ((, , u... ..., (t,,. //,, h^,, ..-, l>q ',
2" Les
coefficients des polynômes P^.
Mais nous avons
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conditions exprimant qiio les points i sont à apparence singulière. II reste donc
Il ^-i^- 1- (7 — -^—^
paramètres indépendants.
Remarquons de plus qu'on peut toiijouis supposer
car si cela n'était pas, on feniit un cliangement linéaire de variable. Il tant donc encore de ce chef, retrancher deux paramètres.
Si nous supposons de plus qu'il n'y a pas de points à apparence singulière, il restera enlin
paramètres. Mais le groupe ( i de l'équalion (i) esl dérivé de // sulisl 11 iil ions el nous a\ons su an par.igr.qilii' ! qu'un p,n('il i;ronpc (1, si l'on ne le regarde pas coiiimç (li>lincl de ses Iranslorniés p,ir les dixerses suhstilutions linéaires, dépend de
in\ariaiits fondamentaux.
Si /> = 2 les expressions (2) et (3) se réduisent toutes deux à 3/; — 3. Le nombre des paramètres de l'équation est alors égal au niunbre des i)aramètres du groupe; d'où la conséquence suivante :
On peut en général trouver une équation du second ordre, sans points ii apparence singulière, qui adiiicllc un groupe donné.
Je veux dire parla que, pour que cette équation existe, il n'est pas nécessaire qu'il y ait aucune relation entre les invariants du groupe et que si l'on doit leur imposer certaines conditions, ce ne sont que des conditions d'inégalité. D'ailleurs on pourra trouver une infinité d'équations du second ordre qui auront des points à apparence singulière et qui admettront un même groupe.
Sui)posons maintenant yj > a et bien entendu ;; >■ i . On voitaisément que l'expression (a) est toujours plus petite que l'expression (3j; d'où cette conséquence :
On ne peut pas en général trouver une équation d'ordre supérieur au second, sans points à apparence singulière et qui admette un groupe donné.
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Il faut ilonc en général, si l'on veut conslruire une équation ayant un groupe donné, lui chumer des points à apparence singulière.
C'est pour éviter ces points qui compliqueraient notablement les résultats et les démonstrations que je me bornerai ici au cas des équations du second ordre. Je supposerai donc que j'ai affaire à une équation du second ordre sans pointa apparence singulière.
Considérons sur la sphère les /; + i points singuliers
a,= o, a2=i, as, ai,, ..., a„, an^, = vi
et joignons-les par n coupures
Considérons deux intégrales quelconques de l'équation (i) et leur rapport r : quand x parcourra la sphère sans franchir les coupures, z parcourra une certaine région R. Cette région sera analogue aux polygones générateurs des groupes fuchsiens et kleinéens, mais elle pourra se recouvrir ]>artiellement elle-même; elle aura 2« côtés
et
répondant aux /( coupures
Les côtés p(pi+i eta,a/^, seront conjugués et l'on passera de l'un à l'autre par une substitution linéaire S,-. Les sommets a, et cl„^, formeront chacun un cycle. Il y aura n — i autres cycles formés respectivement des sommets a,- et j3,. La somme des angles a,- et [3,- est alors égale à
2Tr(i — aX,-),
).,• étant la plus petite racine de l'équation déterminante relative au point singulier a,-. De même les angles a, et a„_,_| sont égaux à
2T:(i — -iXi) e( ■i1T(l — îXn+i).
Quand on connaît les \aleurs de
(4) «I, 02, ..., a«+l, ^2, p3, •■•, §n, A], Xi, ..., Àn+1,
les substitutions S, sont entièrement déterminées et, comme ce sont Icssubsli-
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lutlrtns l'ondainenlales «lu ^iiiu|)e <j, les invaruiiits fondamentaux de ce groupe s'exprimeront aisément en fonctions des quantités (4)- Nous regarderons donc les coefficients de l'équation (i) comme des fonctions des quantités (4)-
La région R n'est pas entièrement déterminée quand on se donne les quantités (4); en effet on peut faire varier arbitrairement la forme des côtés a,a2, ajaj, ..., a„a„^.| et il s'ensuit des variations correspondantes des côtés conjugués «,^2, pa^is, ..., ^i„a„^,. Toutefois toutes les régions R obtenues de la sorte sont équivalentes, au sens donné à ce mot au paragraphe III du Mémoire sur les groupes hleinéens [Acta malhematica, t. 3, p. (33 (' )]. On pourra d'ailleurs tracer les coupures
de telle façon que les côtés
«1 Jtj, . . . , 3t„ ïn+i
aient telle forme que l'on veut.
Il résulte de là que, s'il existait deux équations (i) conduisant à un même système de valeurs des quantités (4), on pourrait toujours tracer les coupures de telle façon que la région R soit la même pour l'une et pour l'autre équation.
Imaginons maintenant des fonctions de z jouissant des propriétés suivantes : i" elles seront uniformes quand ;; parcourra la région R; il est clair que, si la région R se recouvre partiellement elle-même, à deux points ^o et ;, de cette région pourra correspondre un même point du plan; dans ce cas, la fonction pourra prendre deux valeurs différentes aux points Zq elz^ ; 2" elles reprendront la même valeur en deux points correspondants du périmètre deR; 3" elles n'auront d'autre singularité que des pôles (et des points singuliers logarithmiques dans le cas ou quelques-uns des angles a ou p sont nuls).
Il est clair que toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles. [Cf. Schottky, Journal de Crelle, t. 83, et Mémoire sur les fonctions fuchsiennes [Acta mathematica, t. 1, p. 228) (^).]
Si l'on regarde maintenant x comme une fonction de z, ce sera précisément une des fonctions dont nous venons de parler, et il est clair que toutes les autres seront rationnelles en x.
Supposons maintenant qu'il y ait deux équations (i) qui conduisent à un même système de valeurs des quantités (4) et par conséquent à une même région R. Soient x et Xt les variables correspondantes que nous regarderons
(' ) Ce Tome, p. 271.
( = ) Ce Tome, p. 200. N. E. N.
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coiniiu~ (.los ionclions de z. D'après ce qui précède, x sera ralionnel en ./', et j'i on X et par conséf|iicnt im aura entre ces varial)Ies une relalionde la
forme
\xxi + Ba7 -(- Ga"i -+- D = G.
Soient, maiiitenanl, «, et aj les valeurs de x et de a;, qui correspondent à la valeur r = a,. Ce seront des points singuliers des deux équations (i) et par lijpothèse, on aura
C'est-à-dire qu'on aui
pour z = 7.,, z = y..,, :■ = y.n+, .
Il en résulte que x sera Idenliqueinent égal à x,. Les deux équations (i) dont nous avions supposé l'existence seront donc identiques.
Il résulte de là que, quanti les ([uantités (4) sont entièrement délerminées, il en est ilc nn'iuc ilc r('(|u;iti()n (i) el ([uc les coe//icic/ils de cette /'■(juatuni sont des jonctions ii/iijornies des quantités (/()■
Ainsi, nous sommes conduits à une nouvelle classe de fonctions uniformes de plusieurs variables. Ces fonctions demeurent invariables quand on fait subir aux quantités (4) certaines substitutions dont je vais dire quelques mots.
Reprenons pour cela le polygone R défini plus liant et appelons S^lasubstilulioii linéaire qui cbange |3;;p,i^_i en y^i-ii-^^- Con\enons en outre de poser pour plus de symétrie dans les notations
«1= [i|, «2= Pî,
La substitution suivante :
"■i+n + X — ^h Pi+H + 1 — p|.
pM «/. + !',
appliquée aux quantités (4) laissera inaltérée la fonction dont nous nous occupons. Nous avons, grâce au Tableau (5), les nouvelles %aleurs des quantités a, [i el A en fonction des anciennes, car les coefficienis de la sidjsdlutuMi linéaire Sa s'obliciincnt aiséiuenl en tcuictions des a, des p el des A.
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V. — Énoncé du deuxième problème
JNoiis avons montré, dans les quatre paragraphes précédents, comment on peut résoudre le problème suivant :
Trouver le groupe d'une équation donnée^ soll au point de \ue du calcul numérique, soit au point de vue de la théorie des fonctions.
N^iicl le secniid pnihh'iiie (pie ] ai à n'soudrc a\.int d'aller plus loin. On donne une équalioii du second ordre
où ts est une lonclion rationnelle de deux variables x ei y liées par une relation algébrique
On suppose que la fonction o dépend d'un certain nombre de paramètres et l'on demande de disposer de ces paramètres de telle manière que x soit une fonction fuchsienne du rapport des intégrales. Nous dirons alors, pour abréger, que léquation (i) csl Juclisienne.
jNous ne nous occuperons dans ce qui va suivre que des fonctions fnchsiennes qui n'existent qu'à l'intérieur du cercle foiiflamenlal rpremière, deuxième et sixième familles). iNous laissons donc sjstématicjueiuent de côté les fonctions fnchsiennes qui existent dans tout le plan.
Pour que; l'équation (i) siiii fuciisiennc, il faut qu'elle remplisse d'une part certaines conditions algébriques, d'autre part un certain nombre de conditions transcendantes.
Commençons par énoncer les conditions algébriqties.
Les points singuliers de l'équation (i) sont de deux sortes :
1° Les points où )■ cesse d'être une fonction holomorphe de x et les points où X on y cessent d'être finis;
.■i" Les points singuliers proprement dits.
Il n'y a pas à s'inquiéter des premiers, car on peut poser
x = (i(x',y), y — Qi(T', y),
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9 el 9, élanl des fonctions ralionnelles, et s'arranger de telle façon que, dans le voisinage du point considéré, les nouvelles variables x' el )'' restent finies et quey' soit holomorphe en x' .
Quant aux points singuliers proprement dits, à chacun d'eux correspond une équation déterminante et la différence des racines de cette équation doit être nulle ou une partie aliquote de Vanité. Ce sont là les C(uidltions algébriques qu'il s'agissait d'énoncer et, quand elles seront remplies, je dirai que l'équation (i) est normale.
Considérons d'abord deux équations normales
où nous supposerons que o et œ, sont des fonctions rationnelles de x et de x^. Si l'on peut passer de la première de ces équations à la seconde en posant
nous ne regarderons pas ces deux équations comme distinctes. Considérons maintenant une équation normale plus générale
el posons
Si (111 laisse de côté certains cas exceptionnels, on pouiia tirer des équations (a) et (3) X et r en fonctions rationnelles de x' et de y' . Je supposerai que ces cas exceptionnels ne se présenleni pas.
Dn trouvera alors
Je ne regarderai pas comme distinctes les équations (i) et (i').
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Je dirai que deux équations
(a) if {r,y)=o,
(2') if,(.r,y)=.o
appartiennent au ni^'ine type si les deux relations (2) et (2') sont identiques et si les points sinj^^uliers des équations (i) et (i') sont les mêmes ainsi que les équations déterminantes relatives à chacun d'eux. Il va sans dire que si une équation
(2") 4,',(ar',/) = o
ne d(jil pas cire regardée comme disunctc de (1') en \crta de la convention laite plus haut, je diiiii encore que (i ) et (1") ap|)arl icuiient au même ty[)e. Voici le [)rohlème qu'il s'agit de résoudre :
1° Reconnaître st\, parmi les équations d'un type don/ie, il y a une ('fjuation fuchsienne.
2" Trou^'er cette équation si elle existe.
Mais il laul d'ahnrd laire une dislincliTm cl classer les lypes d ('(piiiliiius normales en lypes fuchsiens, elliptiques cl ralioiin(ds.
Supposons que X soit une loiiclion luchsiennc du r.ippiirl des inli'grales de l'équation ( i) ; cette fonction admcllra un polygone générateur R„ (jui aura 2/t côtés de la première sorte et 271 sommets de la première ou de la deuxième sorte. La somme des angles du polygone devra être plus petite que
T.{nn — -i).
Soient q le genre de la rclalion (2); p le ncuuhre des points singuliers de l'équation (i); ai, a-,, ..., Up ces points singuliers; a, la dilTérence des racines de l'équation déterminante relative au point a,.
Si p >- o, les sommets de Ro *^ répartiront eu p cycles; on aura
n = iq ^ p — I H. P. - U. 4-
et la somme des angles sera égale à On doit donc avoir l'inégalité
(4) Sai<2y -r-/) — 2.
Si /) = o, les sommets de Rq formeront un seul cycle et la somme des angles sera ztz. On aura
d'où l'inégalité
Si les inégalités (4) ou (4') sont satisfaites, le type considéré sera un type fuchsien.
Supposons maintenant que x soit fonction doublement périodique du rapport des intégrales de (i), on aura les égalités
(5) Sa,= 25r+p-2,
ou bien
Le type sera alors elliptique.
Voici d'ailleurs l'énumération des types elliptiques (') :
Supposons entin que x soit fonction rationnelle de c-, on aura les inéga-
(') Si ^ = o, 011 ne peut supposer y? = o ni /? := i. Si l'on suppose /î = 2, on est auionê <» l'équalion
d- V _ \v dx'' ~ {X — ay
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lités
(6) £a,> iq^p — 2,
riijpotlièse j9 =; (^ = o devanl élre rejetce.
Le type est alors rationnel. Voici rémunération des types rationnels, d'ailleurs bien connus :
ai =
Cela posé, les équations diin luèine type dépendent d'un cerlain nouibre l* de paramètres arbitraires, de telle sorte que ce type se compose de oo" équations distinctes.
Ces P paramètres, étant complexes, correspondent à 2P paramètres réels. Or le nombre de ces paraïuctres réels est précisément celui des conditions transcendantes auxquelles doit satisfaire l'équation (1) (qui est supposée appartenir au type donné) pour que x soit fonction fuchsienne de ; (ou bien fonction doublement périodique, ou rationnelle dans le ca-. d'un type elliptique ou rationnel).
[Cf. Mémoire sur les fondions fiicltsiennes [Acta nuithemalica, t. 1, p. :>'■>'[, 9.57, 262 et 272) (').]
Si, au lieu de conditions transcendantes, il s'agissait de conditions algébriques, on pourrait conclure de là que, parmi les équations d'un même type, il y en a toujours une qui est fuchsienne. Mais ici cette conclusion n'est pas légitime et une démonstration spéciale est nécessaire. C'est cette démonstration qui fait l'objet principal du problème qui nous occupe.
Il est aisé d'en comprendre l'importance.
Supposons en ell'et que l'équation
(i) Itei='?^"'->'^'''
soit fuchsienne. Soient
(') Ce Tome, p. 2o5, n-j^, i!:!ij, ■i'iH.
les points singuliers de l'équalion (i) et t- la diUérence des racines de l'équa-
tion délerminaiilc relative au point (f/,-, bj). kj sera un nombre entier positif ou bien inlini.
Considérons une (onction de x et de )• n'admettant d'autres points singuliers que les jioints
et cela de telle façon qu'elle revienne à sa valeur primitive quand le point analytique {x,y) a décrit />/ tours autour du jioint singulier (ai,bi). Cette dernière condition doit être supprimée quand />',== ce.
Celle fonction sera uniforme en ;.
II en sera ainsi des intégrales de l'équation
si les fondions o^ sont rationnelles en x el y et s'il n'y a d'autres points singuliers que
(«,,^;,), (a.,,b,), ..., {■ap.b,,),
de telle sorte que toutes les racines de réi|ualion déleriniaante relative au point (a,-, b,) soient des multiples de y (cette dernière condition étant sup-
primée quand /»,= oo).
11 en sera de même de toute fonction rationnelle de x et de )' el d'un granil nombre de fondions algébriques.
Par conséquent, si l'on démontre que dans tout I ^ l>e (uclisien il y a une (•(pialinii fiicbsienne, ou aiir.A lait voir :
i" (^11 l'tanl (Idiuii'c iiiie é(piation linéaire quelconque à coellicients algébriques, la variable et les intégrales peuvent s'exprimer en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire ;.
a° (^u'étaiil tloanée une courbe algi'brique quelconque, les coordonnées x et >' d'un point de cette courbe s'expriment en fond ions uniformes d'une même varialile auxiliaire z.
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VI. — Subordination des types
Considérons deux ('quai ions normales
Les coefficienls » et a, sont des l'onctions rationnelles de deux variables x el )' qui sont liées entre elles par une relation alf;ébru|uc
queye sup])ose être la même pour les deux équations (i) el (i'). ,1e suppose que l'équation (i) admette p points singuliers
de telle façon que la différence des racines de l'équation déterminante relative
à (a,-, hi) soit -j; ■
Je suppose (|ue l'équation (i'^ admette les mêmes points singuliers (a,, 6,), (ao, />2)i • • • i {'-'pi l>p) '11'*^ l'équation (i) el en outre q autres points singuliers
et cela de telle sorte que la dilVérence des racines de l'équation déterminante relative à (r/,, //,) soit — •
Je suppose eiiliu (jue ]N , soit divisible par / , , INj par /.j, ..., N^ par/.p. Si /", est infini, i\, devra être aussi inlini. Si N,-= oo, la condition de divisibilité sera regardée comme renqjlie, quel que soit A,.
Je dirai alors que le tj[)e dont fait partie l'équation (i') est subordonné au type dont fait partie l'équation (i).
Soit un tj'pe fucbsien T' subordonné à un autre type fuchsien T. Je suppose que chacun d'eux contienne une équation fuchsienne; le premier l'équation E' et le second l'équation E. Soit ; le rapport des intégrales de l'équation E' et t celui des intégrales de l'équation E. 11 est aisé de voir que / est une fonction unilorme de z. Cette fonction n'existe évidemment que quand z est intérieur
au cercle fondamental. De son côté t ne peut prendre aucune valeur extérieure à ce cercle; t prend au contraire une infinité de fois toule valeur intérieure au cercle fondamental.
Soient encore [a,, b,), («j, b^), . . . , (a^, bp) les points singuliers du type T et T- la diflerence des racines de l'équation déterminante relative au point (a,-, bi). Soit F une fonction du point analytique {x,y) qui ne présente d'autre point singulier que les points (a,, />,), (rto) ^^2)1 ■■■^ («/n bp)el de telle façon qu'après A/ tours autour du point (a,, bi) la fonction reprenne sa valeur primitive. F sera par exemple une intégrale de l'équation linéaire (7) du paragraplie précédent. F sera une fonction uniforme de t et par conséquent de ;.
Mais supposons qu'on ne sache pas si le type T contient une équation fuchsienne; qu'on ne puisse pas, par conséquent, démontrer l'existence de t, mais (pi'aii contraire on sache que T' contient une équation fuclisienne et que la fonction z existe. Il est aisé de voir que F est encore une fonction uniforme de z.
Ainsi pour démontrer le résultat suivant : Les intégrales d'une équation linéaire à coefficients rationnels en x et y peui'ent s^exprimer ainsi que x et y en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire, il n'est pas nécessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une équation fuclisienne; il suflil de montrer que, parmi les types suhordonnés à un type fuchsien donné, il en est toujours un qui contient une équation fuclisienne.
De là l'importance de cette notion de la subordination des types.
En particulier, considérons une équation E à coefficients rationnels et soient
ses points singuliers. Soit Â, un nouihre entier tel que toutes les racines de l'équation déterminante relative au point a, soient des multiples de j- ■ S'il n'existe pas de pareils nombres entiers, on fera /, = 00.
Au lieu d'envisager le type T qui admet les points singuliers a, , «27 •••! f'/u de telle façon que les différences des racines des équations déterminantes soient -T- , -r- , ■ ■ ■ , -j- , on pourra envisager un type T' subordonné à T. On supposera par exemple que T'admette, outre les points singuliers «,, (I2, ...,a„, p autres points singuliers quelconques b^. bi, ..-, bp, et que chacune des p -\~ n équations déterminantes correspondant à ces divers points singuliers ait une racine double.
Sl'R LES GROUPES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 327
Supposons que ce type T' contienne une équation fuchsienne E'; alors x sera une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales de cette équation. La propriété caractéristique de cette fonction fuchsienne c'est de ne pouvoir prendre aucune des valeurs a,, a^-, •-,, ««, i|, ^a, ••-, bp^ et, si elle existe, il est évident que les intégrales de l'équation E seront des fonctions uniformes de ;;.
Ainsi il suffit de démonlrer que l'on peut toujours trouver une fonction fuchsienne qui ne puisse pas prendre n valeurs données (a,, a-i^ . . ., a„) pour faire voir que toutes les équations linéaires à coefficients rationnels peuvent s'intégrer en n'employant que certaines fonctions uniformes que je me réserve d'ailleurs d'étudier dans un Mémoire ultérieur.
Il en est de même des équations à coefficients algébriques, car on sait que l'intégration d'une équation à coefficients algébriques se ramène à celle d'une équation d'ordre plus élevé à coefficients rationnels.
VII. — Lemme fondamental
Aucun type fuchsien ne peut contenir plusieurs équations fuchsiennes distinctes.
Supposons en effet qu'un type T contienne deux équations fuchsiennes E et E'; soit z le rapport île deux intégrales «, et «2 de !'(''qualion E; soit t le rapport de deux intégrales u\ et u'., de Féqualion E'.
On sait que z ne peut prendre d'autres Milcurs que celles qui sinil iult'rieures à un certain cercle fondamtiilal. Ou peut Ion jours choisir les intégrales ;/,, u., u\ et «!, de telle façon : 1" que le cercle fondamental relatif à ;, de même que le cercle fondamental relatif à /, ait pour centre le point O et pour rayon l'unité; 2" que les deux variables z et t s'annulent en même temps, pour x = a par exemple; 3" que pour une autre valeur de x, pour x = b, l'argument de z soit égal à celui de /.
Tl est clair que ; scni t(Uicti(jn uniforme de t, et récipro(juemeiit que t sera
fonction unilornie de ;. H résulte alors des liypothèscs laites plus haut que -
considéré, soit comme fonction de c, soit comme fonction de t, n'existe pas à l'extérieur du cercle fondamental et qu'à l'intérieur de ce cercle, ce rapport reste holomorphe et ne peut s'annuler.
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Considérons par exemple - comme fonction de ;. Posons
Il = log moil -;
Il sera une l'onction de \ et de /, , liolomorphe à l'intérieur du cercle fondamental et satisfaisant à l'équation
Considérons dans le plan des ; un cercle C concentrique au cercle fondamental et ayant pour rayon /■ < i .
Le long de ce cercle, t est constamment de module inférieur à lunité, et par conséquent on a
(2) u < log mod - •
Mais toute fonction holomorphe satisfaisant à l'équation (i) ^i^^ peut devenir, à l'intérieur d'un contour quelconque, supérieure à la plus grande des valeurs qu'elle prend le long de ce contour. L'inégalité (2) subsiste donc pour tous les points intérieurs au cercle C.
Mais je puis prendre le rayon de ce cercle C aussi voisin ipie je veux de l'unité. Quand je fais tendre /■ vers l'unité, le second memhre de l'inégalité (2) tend vers zéro. Il résulte de là qu'à l'intérieur du cercle fondamental, u ne |KMit prendre aucune valeur positive; d'où
mod - Si.
Or rien ne distingue ^ de 3; on peut donc écrire aussi
mod -if,
d'où
mod ; = mod/, d'où
6 étant une constante.
Mais, par liy|)ollièse, / et :; ont même argument pour z = h; on a donc
6 = 0 et f = z.
Ainsi les deux ('quai ions E et E' ne sont pas distinctes. c. q. f. n.
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Ce lemine important a été énoncé d'abord par moi dans une Communication faite à l'Académie des Sciences de Paris (Comptes rendus, t. 93, i^ octobre 1881, p. 582'''). Il l'a été depuis par M. Klein (Mathematische Annalen, Bd 21, p. 20()). AI. Klein l'élendait d'ailleurs au cas des fonctions qui existent dans un domaine limité par une infinité de cercles [cf. Mémoire sur les groupes kleinéens, § IX {Acta mathematic.a, t. 3, p. 8.'^>f-')]. Mais je ne dirai rien ici de cette extension, qui ne me serait pas utile pour mon objet.
VIII. — Premier aperçu de la méthode de continuité
M. Klein et moi, nous avons été conduits indépendamment l'un de l'autre à une méthode qui permet de démontrer que t(uit tjpe fuchsien contient une équation fuchsienne et que l'on peut appeler mélhode de continuité. Nous avons fait de cette méthode ditïérentes applications (voir Comptes rendus, t. 92, p. 1200 et i4S6"'; Klein, Mathematische Annalen, Bd 19, p. 565; Bd 20, p. 49) et Bd 21, p. ai i; Poinc.4ré. Comptes rendus, t. 9i, p. io38("). Voici quels sont les principes fondamentaux île cette méthode.
Supposons d'abord une variable réelle x et une fonction réelle y de cette variable; je sup|>ose que, pour loutes les \'aleurs liiiies ou infinies de x, il y ait une valeur de y et une seule, et que cette valeur soit une fonction analytique de X (holomorphe ou méromorphe); que y ne puisse pas reprendre deux, fois la même valeur. On pourra évidemment en conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs |)ossibies depuis — od jusqu'à +00.
Supposons, au contraire, que la variable x, p:ir sa natuie même, ne puisse varier qu'entre deu\ limites a et b; que pour toutes les valeurs comprises entre a et b, on sache (jue )• est une fonction analytique fie X, mais que pour ces limites elles-mêmes, on ne sache rien; que y ne puisse jamais reprendre deux fois la même valeur. Quand x tendra vers a. y tendra vers une certaine limite A, cl quand x tendra vers b, j' tendra vers B. On sait alors seulement que y est constamment croissante ou décroissante et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires entre A et B.
Au lieu d'une seule variable indépendante, considérons-en n, r,, x^, ..., x„
(') Ce Tome, p. 33.
{-) Ce Tome, p. 291.
(') Ce Tome, p. i4 et 21.
(') Ce Tome, p. 4i.
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et n fonctions réelles de ces n variables, )'|, )'2, . . ., )'«• Je suppose que, pour toutes les valeurs des x, les j' soient des fonctions analytiques et que ces fonctions ne puissent jamais reprendre deux fois le même système de valeurs. Gela suffit pour que l'on soit certain que les >' peuvent prendre tous les systèmes de valeurs possibles. Soit en particulier « = 2. Regardons x, et x^ comme définissant la position d'un point sur une sphère S ; j', et y^ comme définissant la position d "un point sur une spbère S'. A chaque point de la sphère S correspond un point et un seul de la sphère S' et à aucun point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S. Gela suffit pour qu'à tout point de S' corresponde un point de S.
11 en est encore de même si S et S', au lieu d'être deux sphères, sont deux surfaces fermées quelconques. Mais supposons maintenant que S n'est pas une surface fermée, mais une surface ouverte, présentant une sorte de bord, de frontière. Supposons que les coordonnées de cbaque point m' de S' soient des fonctions analytiques des coordonnées du point correspondant m de S, lorsque ce point m n'est pas sur le bord de cette surface, mais que nous ne sachions rien lorsque le point m vient sur le bord de S. 11 ne sera pas possible alors de conclure des hypothèses faites plus haut qu'à tout point de S' correspond un point de S.
La même chose arrivera, lorsque S et S' seront regardées comme des surfaces situées dans l'espace à plus de trois dimensions, seront àes Mannigfaltigkeiten (multiplicités) à plus de deux dimensions, comme disent les Allemands.
Supposons toujours qu'à tout point m de S corresponde un point m' et un seul de S' de telle façon que les coordonnées de m' soient des fonctions analytiques de celles de 7*;, à moins que m ne vienne sur le bord de la multiplicité S, dans le cas où cette multiplicité en aurait un. Supposons qu'à aucun point de S' ne puisse correspondre plus d un point de S. Si S e>i une ntiiltiplicité fermée, nous serons certains qu'à tout point de S' correspondra un point de S. Si, au contraire, S est une multiplicité ouverte présentant un bord, une jrontière, nous ne pouvons rien affirmer.
Appliquons maintenant ce qui précède au problème qui nous occupe.
Nous dirons que deux types
(2) ij- (x, y) = o,
appartiennent à la même classe lorsque les deux relations (2) et (2') seront de même yenre, et lorsque les deux équations (i) et (1') auront le même nombre de points singuliers, de telle façon que ces points singuliers se correspondent chacun à chacun et que les équations déterminantes relatives à deux points singuliers correspondants soient les mêmes.
Cela posé, à chaque type d'une même classe C, nous ferons correspondre un point d'une certaine multiplicité S'.
De même, nous dirons que deux groupes fuchsiens (des première, deuxième ou sixième familles) appartiennent à une même classe lorsque le polygone générateur aura le même nomhre de côtés, et lorsque les sommets se répartiront en un même nomhre de cycles, de telle façon que ces cycles se correspondent chacun à chacun et que la somme des angles de deux cycles correspondanls soit la même.
A chaque classe C de ty|)es correspond une classe C de groupes, de telle hiçon que si une équiilliui iMchsli'iiiic appailient à la classe C, son groupe appartienne à la classe C.
A chaque groupe de la classe C, faisons correspondre un |)oint d'une multiplicité S.
A chaque point de S •correspondra un point et un seul de S'; il suffit pour le voir de se reporter à la théorie des fonctions fuchsiennes qui montre qu'à chaque groupe fuchsien correspond une équation fuchsienne.
De plus, en vertu du leinme fondamental, à aucun point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S.
Il resterait à faire voir qu'à tout point de S' correspond un point de S.
Pour cela, d'après ce qui précède, il suffit que S soit une multiplicité fermée, qu'elle n'ait pas de bord. Cela n'est nullement évident a priori.
En effet, parmi les groupes d'une classe, il y en a une infinité qui pourraient être des groupes limites, correspondant à des points du bord de la multiplicité S. Ce sont les groupes dont le polygone générateur présente un ou plusieurs côtés infinitésimaux. On voit, en effet, qu'on peut toujours construire un polygone générateur dont un des côtés soit aussi petit que l'on veut. Cela ne suffit" pas d'ailleurs pour que S soit une multiplicité ouverte; car, en vertu du paragraphe IX de la Théorie des groupes fuchsiens, un même groupe peut être engendré par une infinité de polygones équivalents et il est possible que parmi ces polygones, on puisse toujours en choisir un dont tous les côtés soient supérieurs à une limite donnée.
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Ainsi, il n'est p;is évident que S est une n)iiltiplicité fermée et il est nécessaire de le démontrer, par une discussion spéciale à cliaque cas particulier, avant d'affirmer qu'à tout point de S' correspond un point de S. C'est ce que M. Klein a négligé de faire. Il y a là une difjiculté dont on ne peut triompher en quelques lignes.
IX. — Deuxième lemme
Supposons que nous fassions varier notre polygone Ro d'une façon continue et de telle manière que les éléments de ce polygone soient des fonctions continues d'un certain paramètre t. Envisageons maintenant l'équation fuchsienne que l'on peut former à l'aide de Ro et le type T auquel appartient cette équation. Soit
(■) rf^. = '?(-^' ■>')'■'
(2) <if{x,y) = o (de genre/))
cette équation fuchsienne. Le type T sera défini quand on connaîtra les ?ip — 3 modules de la relation (2) et les points singuliers de l'équalion (i); ces quantités s'appelleront les paramètres du type.
J'ai fait voir au paragraphe I du •Mémoire sur les fonctions fuchsiennes que les fonctions 0 que l'on peut former à l'aide de Ro sont des fonctions continues de t et l'on peut en conclure que les paramètres du type T sont aussi des fonctions continues de /, ce qui est fort important au point de vue de l'application de la méthode de continuité.
Je vais pousser la chose plus loin. Je suppose que, lorsque t tend vers zéro, deux ou plusieurs côtés décroissent indéfiniment. (Il s'agit ici de leur longueur géométrique et non de leur L.) Je supposerai, ]>ar exemple, que deux côtés conjugués, ou que 2.q côtés conjugués deux à deux, deviennent infiniment petits, de telle façon que ceux des côtés de R„ c|ui restent finis soient encore conjugués deux à deux. Ro est alors un de ces polygones limites que nous étudierons en détail un peu plus loin.
Passons à la limite, et faisons < = o, de telle façon que les 2 y côtés infinitésimaux de Ro s'annulent absolument et que Ro se réduise par conséquent à un autre polygone R„ n'ayant que 2/; — 'iq côtés conjugués deux à deux. Considérons le groupe G engendré par Ro. A chaque paire de côtés conjugués de Ro correspond une substitution de (j, c'est celle qui cliaiige l'un de ces deux côtés en son conjugué, et le groupe G est précisément dérivé des n substitutions qui
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correspondent ainsi aux divers côtés de Rq. Parmi ces substitutions nous en distinguerons /( — q qui correspondront aux n — q paires de côtés de Ro qui restent finis. Le groupe dérivé de ces ii — q substitutions s'appellera G" et sera contenu dans G. Soit G' le groupe engendré par R'„ ; il sera isoiuorplie à G", puisque, à chacun des cùlés Jinis de R» correspond un côlé de R'^. Lorsque t tend vers zéro, le transformé de Ro, par une substitution quelconque de G", tend vers le transformé de R'„ par la substitution correspondante de G'.
Nous appellerons A la portion du cercle fondamental qui est occupée par les transformés de Ro par les substitutions de G", et B celle qui est occupée par les transformés de Ro par les substitutions de G qui n'appartiennent pas à G".
Le polygone Ro est par hypothèse de la première famille, ou du premier ordre de la deuxième ou de la sixième famille; à la limite, le polygone R„ appartiendra à la deuxième ou à la sixième famille; mais il pourra appartenir au |)remier ou au second ordre de ces familles, c'est-à-dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre des cycles hyperboliques (').
Dans le premier cas, Rq sera de la première catégoi'ie; dans le second, de la deuxième catégorie.
Dans le premier cas, les iransforiiK's de R^ par les substilul imis de G remplissent tout le cercle fondamental (cf. Tliéorie des groupes Juchsiens, § VI). Par conséquent, lorsque t tendra vers zéro, la superficie totale de B tendra vers zéro, et en même temps la plus petite dislance de B à l'origine tendra vers I, c'est-à-dire vers le rayon du cercle fondamental.
Dans le second cas, ce sera Tinverse et la superficie de B ne tendra pas vers zéro.
Supposons donc que Ro soit de la jjreinière catégorie. Dans ce cas, R'„ engendrera une équation fuchsienne
(■) rf^ = '?(''^)'''
qui appartiendra à un type T' moins compliqué que T. Supposons, pour fixer les idées, ^ = i. Dans ce cas, R'^ aura deux cotés de moins que Ro. Il arrivera alors, ou bien que l'équation (1') aura un point singulier de moins que l'ffquation (i), ou bien que la relation (2') sera de genre j9 — i au lieu d'être de
(') Voir la noie, p. ■J79. N. K. N.
genre jL» el que r-cquation (i') admeLUa deux ))oints singuliers de plus que l'equalion (i). (Vide int'ra, p. 'iST).)
Supposons par exemple, pour lixer les idées, que ce soil le preuuer cas qui se présente. Je dis que les modules de la relation (2) vont tendre vers ceux de la relation (2') el que les points singuliers de l'équation (i) vont tendre vers ceux lie l'équation (i') de telle façon que, parmi les points singuliers de l'équation ( 1), il y eu ail deux qui tendent vers un seul et même point singulier de l'équation (1').
Je vais montrer d'abord que les fonctions lliélafuchsiennes engendrées par Ro tendent vers celles qui sont engendrées par R|,.
Considérons les séries
BV ., H ) = S H (1^^) ( v;. .- + s; )-'-
où H est l'algorithme d'une fonction rationnelle quelconque el où ( z-.-^ i^
et (z.-j^ ^! ) désignent respectivement une substitution quelconque du
groupe G et du groupe G'. Je dis que
lime(i) = e'(3).
On peut trouver un contour C entourant le point z et assez petit pour qu'il soit intérieur à Ro et à R'„ et qu'il reste intérieur à Rq pour toutes les valeurs suffisamment petites de t. On appellera 5 la S de ce contour, A la L du plus grand arc de cercle orthogonal au cercle fondamental qui puisse être tracé à l'intérieur de G; onappellera ;- une quantité cjuelconque, A la L de la droite O^ et, l'on posera, comme dans le paragraphe I du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica, t. I, p. 206),
Appelons S„ et S„ la somme des termes des séries & et 0' qui correspondent
à des points -î ^ el-Ç ^ situés à l'intérieur du cercle M dont le centre
est l'origine el demi le R est (n — 1 )/•. Soil
Soil /; la plus grande valeur que puisse prendre le module de II pour des transformés du point ;; nous aurons
niod R,, < — r-) mod K,, < — ; r--
Nous pourrons donc prendre /; assez grand pour que
modR„<-> modR;,<-,
e étant une quantité donnée.
Le nombre n est désormais fixe et, par conséquent, le cercle M.
Nous pourrons maintenant prendre -z assez petit pour que, t variant de ■: à o, aucun des transformés de c ne sorte du cercle M ou n'entre dans ce cercle et pour que les divers transformés de ; par les substitutions de G qui n'appartiennent pas à G" soient tous extérieurs à ce cercle.
Alors, t variant de -: à o, S„ sera une fonction continue de t, puisque c'est une somme d'un nombre fini de fonctions continues de t; pour i = o, S„ se réduira à S^, ; on pourra donc prendre t assez petit pour que
mod(S'„ — S„) < -.
'On aura alors
mod(e — e') <£,
quelque petit que soit e. c. q. f. d.
Les fonctions fuclisiennes x et j' qui entrent dans l'équation (2) peuvent être choisies arbitrairement; nous poserons
_ H(^, H) _ Hi ;, H,)
•^^ 0(;, Hi)' -^ ^ Hr;,ll,)'
H, 11 1 cl II2 étant trois fonctions rationnelles arijitrairemeiil clioisies. Faisons
de même
^'- ex.-, H,)' •^''- e'(.-,H,)' ,
il viendra
On voit donc qu'à la limite, la relation qui lie .r et y se réduira à celle qui lie Xi et }-, et que, par conséquent, les modules de la relation (2) se réduisent à ceux de la relation (2').
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De iiièine nous iiiirons
fi x'" x' 3 (ar")2 1 _ i x\x\ ''< { x\Y
x\ x" , ... désignant les déri\ces première, seconde, ... de x par r.ipporl h z.
11 résulte de là que
lim !p(,r, y) = tf'(.r|, j,),
et, par conséquent, les points singuliers de Téquation (i) tendront vers ceux
de (l'). C. Q. F. D.
Rien de tout cela ne reste vrai si le polygone Rq est de la deuxième catégorie.
Dans le cas où le polygone Rq est symétrique, la chose peut se démonli-er d'une manière toute différente.
Supposons, par exemple, un quadrilatère curviligne a^yo, dont les côtés soient des arcs de cercle orthogonaux au cercle fondamental, et dont les angles soient des parties aliquotes de tc; je les appelle a, |3, y, S. Si nous prenons le symétrique de ce quadrilatère par rapport au côté py, nous obtiendrons, en adjoignant ces deux quadrilatères l'un à l'autre, un hexagone qui engendrera nn système de fonctions fuchsiennes. Mais on peut aussi engendrer ces même| fonctions en cherchant à faire la représentation conforme du quadrilatère a^yo sur un cercle de centre o et de ravon i . Si z est un point intérieur au quadrilatère et x le point correspondant du cercle, x est une fonction fiichsienne de z..
Supposons maintenant que le (l'ité y5 devienne infuiiment petit, puis s'annule, le quadrilatère se réduira à un triangle a[iy, dont le sommet y sera sur le cercle fondamental el de telle façon que l'angle ay^ soit nul. Considérons donc le quadrilatère a|5yo; je suppose que le ccUé yo soit déjà très petit, mais ne soit pas encore nul. On peut mener une inliiiili' de rerclos [j( yi tangents en y, au cercle jîy et coupant en [3,- le cercle ajj sous un angle égal à ^. Menons un de ces cercles p,"',, de'telle façon que le triangle aj3|", soit tout entier intérieur au quadrilatère, mais soit d'ailleurs aussi grand que possible. Menons encore un autre de ces cercles paya, de telle façon que le quadrilatère soit tout entier intérieur au triangle aj^^y^, mais que ce triangle soit d'ailleurs aussi petit que possible.
Soit Zq un point intérieur à y.p,-.-,. Supposons qu'on fasse sur le cercle de
rayon i et de centre o, là représentatioa conforme de a^iV,, ^iiis de aSyS, puis de y.'^2'i2i de telle façon qu'an point z„ corresponde le centre o. Soient respectivement x,, X et Xo les points du cercle qui correspondent à un point : de a^iy,, ou de ajâyo, ou de a^jyj. On aura
moHx) > modr > modxj.
Lorsque le côté yo s'annulera tout à fait, les deux triangles œ,3iyi et a^^yo se confondront et il est aisé de montrer qu'on aura
lim inod:r| = lini niod^o; d'ofi
lim modj'i = lim muda?,
limj"i=: limT. c. Q. F. ii.
Cette démonstration, dont je nai d'ailleurs donné qu'un aperçu, ne s'appliquerait pas au cas où Ro ne serait pas symétrique.
X. — Types symétriques
Je vais appliquer d aijord à un cas simple la inétiiode de continuité. Soit
une équation telle que o soit rationnel en x, que les points singuliers soient tous réels et que l'équation déterminante relative à chacun d'eux ait une racine double. Le type T dont fait partie cette équation sera dit symétrique, parce que si ce type contient une équatiDU fuchsienne, le polygone générateur correspondant est symétrique. * •
Je dis que tout type symétrique contient une équation fuchsienne.
Si le nombre des points singuliers est égal à 3, on peut toujours, par un changement linéaire de variable, supposer que ces points sont précisément o, 1 et 00 ; alors on sait qu'il existe une équation fuchsienne dans le type ï, car cette équation est précisément celle qui définit le carré du module d'une tr.mscendante rlliptiquc en iiMulniu (bi rapport des périodes.
Supposons mainlenaiii que le type T admette ([uatrc points singuliers; on jieiil t<mjniir>, par un iliangemenl linéaire de \uiriable, supposer que ces quatre 11. V. — 11. 4j
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points sont
o, I, a et 00,
a étant une quantité réelle positive plus grande que i.
Soient maintenant a, P, y, S quatre points situés sur le cercle t'ondamenlal, et je suppose qu'en parcourant ce cercle, on les rencontre précisément dans l'ordre a, [3, v, o. Décrivons (pialrc cercles, orthogonaux au cercle fondamental, et passant respectivement par les points a el [3, [5 et y, y et o, o et a. Nous aurons ainsi un certain quadrilatère. Construisons le quadrilatère symétrique du premier par rapport au cercle Sa par exemple; l'ensemble de ces deux quadrilatères formera un polygone Ro qui engendrera un groupe fuch^ien symétrique de genre o et de la deuxième famille que j'appelle G.
Formons les fonctions fuchsiennes correspondantes et en particulier la
fonction
à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Pour achever de définir cette dernière fonction nous écrirons
et nous poserons
c sera réel positif et plus grand que i. Alors z sera défini en fonction de x comme le rapport de deux intégrales de l'équation fuchsienne
^ = Tf-)''.
où » est rationnel v.n ,r, où les points singuliers seront o, i, c et x, et de telle sorte que chaque équation déterminante ait une racine double.
Pour faire Miir que T contient une équation fuchsienne, 11 suftlt donc de montrer qu'on peut choisir a, [3, y, 8 de telle sorte que
Supposons que les points a, p, S restent fixes et qu'on fasse décrire au point y
l'arc pS du cerclp fondamental, depuis le point j5 jusqu'au point o. Voici ce qui se passera :
i" Les séries I lii'li\liirlisiciiups définies au paragraphe I du .Mémoire sur /es fondions J iichsiennes seront des fcjnctions continues de y, car elles sont uuitoruu-ment conxcrgentes, comme je l'ai fait voir dans ce paragraphe.
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2" Il en sera donc de même des fonctions fuclisiennes elles-mêmes et par conséquent de c.
3" En vertu du lemme fondamental, c ne pourra prendre deux fois la même valeur.
4" Lorsque le point y se rapprochera indéfiniment du point p, le quadrilatère ajïyo se réduira au triangle a^O, et le polygone Ro se réduira au quadrilatère R'd formé de ce triangle et du triangle symétrique par rapport au cercle aS. Le second lemine nous apprend donc cjue c tendra vers Fiinité.
5° Pour la même raison, quand ■- tendra vers S, c tendra vers l'infini.
En résumé, quand v variera en sui\ant le cercle fondamental depuis ^ jusqu'à 0, c croîtra d'une façon continue depuis i jvisqu'à l'infini: c prendra donc la valeur a qui est comprise entre i et l'infini. c. ij. f. d.
Supposons maintenant un type T admettant non [dus quatn', mais cinq points singuliers. On pourra toujours supposer par un changement linéaire de variables que ces cinq points singuliers sont
o, I, a, b, x> avec les inégalités
a el b étant des quantités réelles.
Si nous regardons a et b comme les coordonnées d'un point dans le plan, nous verrons qu'à chaque type T correspond un point d'une région plane limitée par les deux droites a =: i , a =: ft et par la droite 6 = oo. Cette région n'est autre chose que la multiplicité S' définie dans le paragraphe VIIL On voit qu'avec notre manière de considérer les choses, celte multiplicité est ouverte.
Prenons maintenant sur le cercle fondamental cinq points a, p, y^S, £se succédant sur ce ceicle, précisément dans cet ordre. Il en résulte que l'on a
aiga > argP > argY> argo > arge.
Construisons le pentagone ajîlyoE, puis le pentagone symétrique par rapport au côté as et nous aurons un polygone R,, qui engendrera un groupe fuchsien G. Parmi les fonctions fuclisiennes correspondant à ce groupe, appelons x =zf(z) celle à l'aide de laquelle les autres s'expriment rationnellement et qui, de
plus, est telle que
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Les quaiilités
/(■;) = a, fa) = b
soûl réelles positives et telles que
Lorsque y — [5 leudra vers zéro, a leudra vers i ; lorsque Y — o tendra vers zéro, a — b tendra vers zéro; enfin, lorsque 5 — s tendra vers zéro, i croîtra indéfiniment. De plus, lorsque a, jj et s restant fixes, ou fera varier y el o, a et h seront des fonctions continues de y et de 5. . .
Si l'on considère les arguments de y et de o comme les coordonnées d'un
point dans un |)laii, ces arguments étant soumis aux inégalités
argp < argY < argS < args,
le point correspondant sera situé à l'intérieur d'un triangle limité par les trois
droites
ai-gjî = argY, argy = argo, ai-gS = aig£.
Ce triangle ne sera autre chose que la multiplicité S qui sera ouverte comme la multiplicité S'.
Cela posé, à chaque point de S correspond un point et un seul de S'; à chaque point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S. A chaque point de la périphérie de S correspond un point de la périphérie de S'. Il résulte de là nécessairement qu'à tout point de S' correspond un point de S.
En d'autres termes, on peut toujours choisir le jientagonc a^ySs de telle façon que a el b aient des valeurs données, c'est-à-dire que tout tvpe fuchsien symétrique n'admettant (pie cinq points singuliers contient une équation fuchsienne.
La démonstration est ahsoluinent la même pour un plus grand nomhre de points singuliers; d'où cette conclusion :
Tout type fucltsien symétrique co?itient une équation fuchsienne.
On voit que, dans le cas particulier des types symétriques, l'application de la méthode de continuité ne présente aucune difficulté.
On peut tirer de ce qui précède une conclusion importante.
Considérons une fonction jk de a", qui ne peut cesser d'être holomorphe en o; que si x prend une des n valeurs Oi, aj, . . ., a,,; supposons, de plus, que ces n valeurs sont réelles.
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Considérons le lype fiichsien symétrique qui admet les n points singuliers «i , rto, ..., a„. Il contient une ('quation f'uclisienne el, dans celle ('qualion, la variable est une l'onction fuclisienne du raj)|)ort z des intéj^rales
Celte fond ion n'existe pas à l'extérieur du cercle fondamental; si nous supposons an^=x, elle est liolomorphe à l'intérieur de ce cercle cl elle ne peut |)rendre aucune des valeurs </,, a,, ..., «„.
Il résulte de là. (pi'à l'intérieur du cercle tiiudauieulai, y est lioloiuorpiie
en ;.
Donc, si yest une fonction de x admetlanl seulement un /lotiifn-e fini de
points singuliers qui soient tous réels, on peut trouver une variable z telle
que y et x, exprimées en Jonctions de z, n'existent pas à Vextérieur du
cercle fondamental et soient holomorplies à l'intérieur de ce cercle.
Ou peut supposer en particulier que j' est une fonction algébrique, ou l'inlé-
g;rale d'une équation linéaire à coefficients algébriques, telle que tous les points
singuliers soient réels.
XI. — Généralisation du théorème précédent
Nous n'avons encore appliqué la méthode de continuité qu'aux types symé- Iritpies; mais, avant d'aborder l'c'tude de types plus compliqués, nous allons tirer du résultat obtenu tout le parti possible. Soit
une équation telle que o(x) soit rationnel en x, que les points singuliers soient a,, (/o- •••i "n- niais ne soient pas tous réels, et que chaque équation d<'leriiunante ait une racine double.
Appelons T le type dont fait partie cette équation.
Je démontrerai plus loin que ce type contient une écjuation fuclisienne, mais ce n'est pas cela que j'ai en vue pour le moment; je veux faire voir qu'il y a un type subordonné à T qui contient une équation fuchsienne; en d'autres termes, qu'il existe une fonction fuchsienne qui ne peut prendre à l'intérieur du cercle fondamental aucune des valeurs a^, «,) •■•i ('n et qui, de plus, ne peut prendre non plus certaines autres valeurs h,, />2 l'fi-
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^îous nous regardons donc coinine libres d'adjoindre, au tableau des quantités a, telles quantités qu'il nous conviendra d'y ajouter. Nous pouvons toujours supposer que si le tableau des nombres a contient une quantité imaginaire, il contient aussi sa conjuguée; car si cette conjuguée n'y était pas contenue, on l'y adjoindrait.
.Te suppose <jue le ibc'orînip soit \rai quand le tableau des quantités a ne contient que q — i couples de valeurs imaginaires et je vais faire voir qu'il est vrai quand ce tableau contient q semblables couples. Gela suffira, car, dans le paragraphe précédent, j'ai démontré le théorème pour le cas où toutes les quantités a sont réelles.
Supposons (li)nc(|iie le tableau des (juantil<''s fii^d.^. ■■■.(i,i conlienl /( — 2q riuaiit liés réelles
et 2 Y (juaalités imaginaires conjuguées deux à deux
Posons
3(j?) sera un polynôme entier à coefficients réels. L'équation
aura au moins une racine réelle, et par conséquent au plus q — 1 couples de racines imaginaires. Soient
les racines de cette éqiiation. Posons
n — ■) (/ = p, xq — 1 = m.
Parmi les quantités suivantes :
f4) o, o(fl|), (p(«2), •••, »("/<); t?(ci), «pfci), ..., '^{Cii,^,
il y aura au plus q — i couples de \aleurs imaginaires.
On peut donc construire une fonction fuchsienne F (3) qui ne peut prendre aucune de ces valeurs, puisque le théorème est siqiposé vrai pour un système de valeurs ne contenant que q — ■ 1 couples de quantités imaginaires conjuguées.
Posons
On voit d'abord que x est fonclioii uniforme de =; en effet, cela ne pourrait cesser d'avoir lieu que si l'on avait
cp'(j-) = o:
d'où
ce (|ui est impossible,
\)ç ]>lus, X ne peut prendre aucune des valeurs
rt,, ai, ..., (7,,, sans quoi Ion aurait
ce qui est impossible, ni aucune des valeurs
rt j , ^ 2 ' • • • ! ^ 2 '/
sans quoi l'on aurait
ce qui est impossible.
La dérivée de x par rapport à z ne peut jamais s'annuler, sans quoi celle de F par rapport à z s'annulerait également, ce qui n'a jamais lieu.
D'ailleurs, x est une fonction fuchsienne de ;. En effet, soit
on aura, puisque F est une fonction luclisiennc,
'\(y) étant une fonction rali(Hiuellc eu _)'.
Si nous posons ensuite
/di
d'où
il viendra
où le coefficient de ir est une fonction rationnelle en x.
Ainsi, X est une lonction uniforme de ;, c'esl-à-dire du rapport des deux intégrales de l'équation (5). C'est donc une fonction fuchsienne.
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Ainsi, a:^ est une fonetidii tiiclisieiine qui ne |)enl prendre aiicnuc des valeurs ( I I et (2), mais qui, de plus, ne |)eut prendre non plus aucune des valeurs telles que «(a") ^ tp(((,) ou 3 (.r ) ^ »( c/).
Appelons
hi, bi, .... bi;
ces valeurs.
L'équation (.">), qui est une équation liiclisienne, admet comme points singuliers
«1, a>, • -, «/<, fl), «2. ■•■, a'i'i- ^1' ''2' ^1-
ol (le telle sorte que toutes les équations tiéterminantes aient une racine double. Elle appartient donc à un tvpe subordonné à T.
Ainsi, il est toujours possible de lrou\er une fonction fuchsienne x =f(z) qui ne peut prendre n valeurs données
«1, «2, ..., an
et qui ne peut prendre non plus A autres valeurs non données
f>t, b-i, ..., hk.
A cette toncliou fuchsienne correspond une équation lucltsienne dont les points singuliers sont les a et les h et dont toutes les équations déterminantes ont une racine double. Cette équation fait partie d'un type subordonné à T.
Soit maintenant r une fonction de .t qui n'admet d'autre point singulier que les a. Si l'on pose x =zf(^z)., y sera fonction uniforme de ;.
C'est ce qui arrivera en particulier lorsque y sera l'intégrale (l'une écpialion linéaire à coefficients algébriques.
Ainsi, on jieitl loujour.s trouver une variable :, dont la variable x et les intégrales d'une pareille équation sont des fonctions uniformes.
XII — Polygones limites.
.le dirai que deux polygones générateurs 11(, el R|, de iieii\ groupes luclisiens (1 el ( i' appartiennent à une même classe lorsipi ils satisferonl an\ conditions sui\anles :
1" Le nombie des C()tés des din\ ])olygoiies esi je même.
a" Si dcuv côtés de Vlq sont con|iigués, les deux C('ités de iiièuie rang de il,.
sont égalemeiU coiijii£;ui',s. Il en résulte que les sommets des deux polygones se répartissent en un même nombre de cjcles de telle façon qu'à chaque cycle de Ro corresponde un cycle de Rj, et réciproquement.
3° La somme des angles de deux cycles correspondants est la même.
Les polygones d'une même classe dépendent d'un certain nombre de paramètres. Supposons par exemple, pour fixer les idées, qu'ils soient complètement définis (') lorsqu'on se donne trois paramètres x, y, z, mais que ces trois |)aramètres ne soient pas indépendants et soient liés entre eux par une relation
Si nous regardons .r, )' et ; comme les coordonnées il'un point dans l'espace, à chaque polygone de la classe correspond un point d'une surface Si définie par l'égalité (i), de sorte qu'à la classe tout entière correspond cette surface ou une portion de cette surface.
Mais, en général, pour que le polygone R„ puisse être le polygone générateur d'un groupe fuchsicn, x, y et z doivent satisfaire non seulement à l'égalité (i), mais encore à certaines inégalités (2). Aussi à la classe considérée correspond seulement une partie de la surface S| et cette partie est limitée par certaines courbes frontières dont on obtient l'équation en remplaçant dans une des inégalités (2) le signe de l'inégalité par celui de l'égalité.
Prenons un exemple. Soit un polygone Rq de la seconde famille et du genre, zéro; ce sera, par exemple, un hexagone abcdef. Les côtés ab et c6, cd et edi ej et af sont conjugués de telle sorte qu'il y a quatre cycles è, d, J et ace- Les six sommets devront satisfaire à la relation suivante :
Soit tpi^JJ-,) le rapport aaliariiioiiiqiic de [j. par rapport aux trois points h,del f de telle sorte que
tp(6) = », <s{d)=:0, CD (_/■) = I.
Posons
Le polygone Ro sera entièrement défini quaiîd on connaîtra .r, )' et 3; mais
(') Il reste bien entendu que deux polygones ne sont pas distincts lorsqu'on peut passer de i'un à l'autre par une substitution linéaire qui n'altère pas le cercle fondamental.
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entre ces trois paramètres nous avons la relation suivante :
C'est l'équation d'un paraboloïde.
Mais X, _v et z doivent satisfaire en outre aux inégalités
de sorte qu'on ne doit conserver qu'une portion du paraijoloïde (i'^. Cette portion doit être regardée comme limitée par les six droites suivantes :
(7) a:=_y = oo,
Ce seront les courbes frontières de la portion utile du paraboloïde; à chaque point de cette portion utile correspondra u/i polygone de la classe envisagée et réciproquement.
Supposons maintenant que, dans la classe considérée, il faille p paramètres X,, X2, ■ ■ -, Xp pour définir complètement le polygone Ro et que ces p paramètres satisfassent d'une part à une égalité (i), d'autre part à certaines inégalités (2). Si l'on regarde x,, x^, ..., j;^ comme les coordonnées d'un point dans l'espace à p dimensions, cette égalité et ces inégalités définiront une portion de surface, une multiplicité (Mannigfaltigkeit), comme disent les Allemands. J'appellerai M| cette multiplicité qui aura p — i dimensions. Elle sera en général ouverte et sera limitée pardes multiplicités frontières àe p — 2 dimensions, puisque les x satisfont non seulement à une égalité, mais encore à des inégalités. Ces multiplicités frontières sont analogues aux courbes frontières dont il a été parlé plus haut et l'on obtient leurs équations en remplaçant dans l'une des inégalités (2') le signe de l'inégalité par celui de l'égalité.
Considérons un point de la multiplicité M, qui soit infiniment voisin de l'une des multiplicités frontières. A ce point correspondra un polygone dont certains éléments seront infinitésimaux et que j'appellerai pour cette raison polygone limite.
Nous allons envisager d'aburd une classe de polygones R„, du genre zéro, de la deuxième famille; le nombre des côtés sera 211] chaque côté de rang impair
sera le conjugué du côLé dont le rang est plus élevé d'une unité (le côté de rang 2p — i sera le conjugué du côté de rang ap). De cette façon, si je désigne par la notation Xp le sommet qui sépare les cotés de rang p et de rang p — i , chaque sommet d'indice impair formera un cycle à lui tout seul, pendant que tous les sommets d'indice pair formeront un seul cycle. Il y aura donc en toiii n + I cycles et tous les sommets seront d'ailleurs sur le cercle fondamental. Pour définir un pareil polygone, il suffit de se donner 2/1 — 3 de ces sommets, les trois autres étant supposés fixes. Dailleurs, entre ces 2« — 3 paramètres nous avons la relation
(l") — («1 — aaXïs— a4)...(aj„-, — as„) = (otan— «i)(ïi— ^i)- ■ ■(^iu-2— «s/i-i ),
outre les inégalités
(■1") aiga, <arga2< arga3<...< argX2„<.argai -^ 27T.
Je considère, d'autre part, les fonctions fuchsiennes engendrées par Ry et, parmi elles, une de celles à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement. Je l'appelle f{z). Les points singuliers de l'équation fuclisienne correspondante sont alors au nombre de h -f- i ; ce sont :
./(ai), /(«3), ..-, /(ï2«-i)
et
Je vais chercher quels sont les polygones limites de la classe en question. Pour les trouver, il faut dans l'une des inégalités (2") remplacer le signe de l'inégalité par celui de l'égalité; d'où
arga:,= ai-ga,-_M, a,= a,-+.,,
c'est-à-dire qu'un des côtés du polygone Rq doit devenir infiniment petit. Mais, en vertu de l'équation (i"), si un côté de rang pair devient infiniment petit, il faut qu'un côté de rang impair le devienne également, et réciproquement. Il y aura donc toujours au moins deux côtés qui s'annuleront. De là trois espèces de polygones limites :
1° Ceux dont deux côtés conjugués s'annulent;
3" Ceux dont deux côtés non conjugués s'annulent:
3° Ceux dont plus de deux côtés s'annulent à la fois.
Ainsi, dans le cas du paraboloïde (l'j, les droites frontières (3), (5) et (7)
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correspondent à des polygones limites de la première espèce; les droites (/\), ((3) et (8) à des polygones de la deuxième espèce et les points
qui appartiennent à la lois à deux de ces droites frontières, correspondent à des polygones de la troisième espèce.
Les polygones limites de la Iroisième espèce sont évidemment des cas particuliers de ceux des deux premières. Laissons-les pour un instant de côlé et cherchons à montrer que ceux de la deuxième espèce se ramènent à ceux de la première.
En eflet, si nous envisageons un polygone de la deuxième espèce, l'un de ses côtés infinitésimaux sera de rang pair. Je puis supposer que l'on ait numéroté les côtés de telle façon que ce soit précisément le côté de rang a, aia^. L'autre côté infinitésimal sera, par exemple,. a2ji,a2/)+i .Ces deux côtés seront séparés par /> — i paires de côtés conjugués ajaa et aja, ; aja^ et Xsao; etc.; *2/;-2 0'2/)-( et a2,,_i a,/). Joignons, par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, a2p-\ à a, ; nous partagerons ainsi le polygone Rq en deux autres To et r'i^ ; /■(, contiendra par exemple le sommet a^p et r'^ le sommet aj. Soit r^ le transformé de r^ par la substitution qui change a2p_2 '^2p-i en (x.,p 'Xop_( , et posons
Le polygone R'„ sera équivalent à Rq, il admettra deux côtés infinitésimaux, à savoir o-2p<^ip+i et le transformé de a, a2. Ces deux côtés ne seront plus séparés que par j9 — 2 paires de côtés conjugués. En opérant sur R|, comme on a opéré sur Ru, on obtiendra un polygone R'J, où les deux côtés infinitésimaux ne seront plus séparés que par p — 3 paires de côtés conjugués et, en continuant de la sorte, on finira par arriver à un polygone Sj, équivalent à Rq et dont les deux côtés infinitésimaux seront consécutifs. Tous les polygones Rp, R„, R'^, ..., Sq auront une partie commune qui sera ;'o. Le côté infinitésimal oL^p ci.2p+i et son conjugué 0L2p+i ''■2p+i appartiendront donc à Sj. Le second côté infinitésimal sera par exemple ^aj^. Joignons maintenant Pa2^+| par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Le polygone S^ se trouvera divisé en deux parlies, le triangle y-nppy-îp+t = .v,, et So=^ S„ — s'^. Soit y le transformé de ,3 par la substitution qui change cl.npa.2p_^., en <y.2p+2''-->p+t e' ^oh ao^_^2 Y^-2/'+4 = ■*ô ^^ triangle transformé de i|, par cette substitution. Le polygone S(|:= ■!>o+ -'<"o sera
équivalent ù So et il est aisé de voir qu'il n'a que deux côtés infinitésimaux, k savoir paj^.^, et ya^/i+i qui sont conjugués.
Il est vrai que le polygone S'^, quoique équivalent à Rq, n'appartient pas à la même classe, parce que les paires de côtés conjugués sont distribuées d'une autre manière; mais il est aisé, par des transformations convenables, de ramener le polygone Sj, à un polygone équivalent S'ô admettant comme S„ les côtés infinitésimaux conjugués pa2/)+i et fciip+t et dont chaque côté de rang impair est conjugué du côté pair qui le suit.
Nous sommes ainsi amenés à nous occuper principalement des polygones limites de la première espèce.
Considérons un pareil polygone dont les deux côtés conjugués soient a, a.., et CL2„7.,. Nous distinguerons deux catégories de polygones de la première espèce :
1° Ceux de la première catégorie seront tels que
2" Et ceux de la deuxième catégorie seront tels que
Dans le premier cas, on a, entre les sommets du polygone, les relations suivantes :
Le polygone R(, se réduit ilonc (lorsque passant à la limite on annule ses côtés infinitésimaux) à un polygone R,, tout à t'ait analogue, mais dont le nombre des côtés n'est plus que 211 — 2 au lieu de 2«.
Disons quelques mots des groupes G et G' engendrés par ces deux polygones Rq et RJ,. Appelons Sj la substitution parabolique qui change a,_, a,- en a,^.| a,- (i étant essentiellement impair). Le groupe G sera dérivé des n substitutions
Si, S31 • . • , S.2,,-1.
La résultante
Si S3S5. . .».),;_[
sera parabolique et admettra le point double a2„.
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Lorsque Rg se réduii ù R^j, les subslitutions S,, .... So,,., deviennent S.,.
Sî„ _, et restent paraboliques, mais la substitution S, devient illusoire et n'a plus aucun sens. Le groupe G' est donc dérivé des « — i substitutions
En \erlu de la relation (i"), la résultante
est parabolique.
Donc les sommets d'ordre pair de R^ forment un cycle parabolique (troisième sous-catégorie), et par conséquent R'„ et ses transformés parles diverses substitutions de G' rempliront tout le cercle fondamental (cf. Théorie des groupes fuchsiens, paragraphe VI).
Alors, en appliquant le second leinine, on \errait que la difl'érence
tend vers zéro et que le Ijpe T, dont fait partie l'équation iuclisienne engendrt'-e |)ar Ro, se réduit à un tvpe T' |jlus simple n'admettant pins que n points singuliers.
Supposons maintenant que deux côtés 01,0-^ et CmOL, tendent vers zéro de telle façon que
Iim § I.
a2«— ïi
La relation d") cessera d'avoir lieu. La résultante
sera hyperbolique et non parabolique; les sommets d'ordre pair de R., formeront un cycle hyperbolique (quatrième sous-catégorie) et par conséquent les transformés de R„ par les substitutions de G' ne rempliront pas tout le cercle fondamental, mais seulement une portion de cercle limitée par une infinité de circonférences ( cf. Théorie des groupes fuchsiens, paragraphe \l).
Le second lemme n'est donc pas applicable, ce qui montre quelle dilférence profonde sépare les polygones limites de la première et de la deuxième catégorie.
On pourrait faire une théorie tout à fait analogue des polygones limites de la troisième espèce, qui ne sont que des cas particuliers de ceux de la première et de la deuxième.
Comme deuxième exemple, nous considérerons un polygone Ro du genre zéro dont les côtés seront disposés comme dans l'exemple précédent, mais qui appartiendra à la première famille, et dont par conséquent tous les sommets seront à l'intérieur du cercle fondamental et tous les cycles seront elliptiques (première catégorie).
Nous appellerons
les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en
Cl b la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent être des parties aliquotes de au; je les regarderai comme donnés; la classe à laquelle appartient Ro est alors parfaitement définie. Dans ce qui va suivre, nous envisagerons la L des côtés de ce polygone et non leur longueur géométrique. Dans l'exemple précédent, ([uand nous disions qu'un côté était infiniment petit, cela s'entendait de sa longueur; ici, au contraire, cela s'entendra de sa L [qui n'est autre chose que la longueur au point de vue de la géométrie non euclidienne (cf. Théorie des groupes fuchsien s, paragrapiie I; Mémoire sur les Jonctions fuc/isicnncs, paragraphe I)].
Cela posé, comment peut-on concevoir que le polygone R„ devienne un polyi;iinr liiiiilc? Cela pourrait se concevoir de trois manières :
1° Si un côté devenail inliuimenl petit ;
2" Si un angle s'annulait;
'^° Si un côté devenait riiiiiiiiuful grand.
Il est aisé de voir que les deux premiers cas ne se présenteront jamais, sans que le troisième se présente également; examinons donc le troisième.
Supposons qu'un côté de Ro, aj^a,, par exemple, devienne infini; il en sera de même du conjugué (/.,ct.2- Mais l'angle de ces deux côtés, qui estai, est donné et fini. Donc la diagonale aan^o est infinie. Mais cette diagowile est plus petite que la somme des 2n — a autres côtés. Donc l'un de ces côtés est infini. Ce sera par exemple c>.2p_2^-2p^\j et il en sera de même par conséquent de son conjugué oi2p_\a.2p. Joignons, par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, les deux sommets a,, a^^.j. Nous aurons ainsi divisé Rj en deux polygones partiels : r„. qui comprendra le sommet aj, et /'„. qui comprendra le sommet aj,,. Soit maintenant r'^ le transformé de r„ par la sidjstitution qui
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rhanfie x, ao en a, a^,,. L(> polygone R'p = r'o + rjj, qui est équivalent à Rq, a comme lui quatre côtés iuliiiis, mais ces quatre côtés sont consécutifs. Il résulte (le là que nous pouvons toujours supposer que les quatre côtés infinis de Ro sont ao„a|, a, a._,, 7.2^.3, aaa,. C'est ce que nous ferons.
Ou peut Mippci^cr aussi ipic Rd a plus de quatre côtés infinis; mais ce n est qu un cas particulier que nous laisserons de côté pour le moment; nous supposerons donc que les 211 — 4 autres côtés sont finis. Dans ce cas, on peut démontrer sans trop de difficultés que la diagonale a, a, est finie. Appelons l'o le triangle «la^aj et j-'^ le reste de Rn- xVppeloiis r'^ le triangle a3pa4 transformé de /„ par la substitution qui change ctjao en aaa^.Le polygone R'^ =r ;•'„ + l'I sera équivalent à \\„ et il n'aura plus que deux côtés infinis a,a2„ et Sa., qui seront conjugués, pendant que les deux côtés conjugués a, «3 et «3 ^ seront finis. Ces deux derniers côtés ont leur L finie, mais leur longueur géométrique est infiniment petite. Supposons que nous passions à la limite el que ces deux côtés s'annulent. Le polygone R„ se réduira alors à un polygone R^ qui n'aura plus que a/t — 2 côtés par suite de la confusion des trois sommets a,, a;) et |j. Parmi ces côtés, il v en a 2/( — '\ qui ne dilTèrent pas de ceux de Ro ; les deux autres sont les côtés y.<„oi, et a,a)qui sont conjugués; le sommet ai, qui est situé sur le cercle fondamental, forme à lui tout seul un cycle qui peut être parabolique ou hyperbolique.
S'il est parabolique, ce qui arrive lorsque le cercle qui passe par a, a^^ et y.^ est langent au cercle Iciudaïuiutal, le polygone limite est de la première catégorie.
S il est, au (•<iulr<iire. hyperbolique, le polygone limite est de la di'uxième catégorie.
Les propriétés des deux catégories sont les mêmes quedans l'exemple précédent. Ainsi, si G est le groupe engendré par Rq, ce groupe sera dérivé de n sulisiiiiitions cIliplKjues
Si, S;), . . . , 52,1-1,
de telle façon que S,- ail pour point double a,-. Le groupe dérivé de .S5, St, ..., S2„-i el de S1S3
s'appellera G". Lorsque R» se réduira à R^, les substitutions S5, S,, ..., S,/,.! tendront vers des siibst itutious elliptiques S'^, S'., ..., S'in^i et SjSj tendra vers une certaine substitution i]. .S, et S3 deviendront illusoires. Le groupe G'
engendré p;ir Rj', sera dérivé de
S5, S7, . . . , J^ii-i et S
et sera isomorphe à G".
Si le polygone est de la première catégorie, S sera parabolique; les transformés de Rg par le groupe G' rempliront tout le cercle fondamental. Lorsque R,, tendra vers R^, le transformé de R'^ par une substitution de G" tendra vers le transformé de R^ par la substitution correspondante de G', et la surface recouverte parles transformés de R'„ par les substitutions de G qui n'appartiennent ]3as à G" tendra vers zéro. En appliquant le deuxième lemme et en conservant les mêmes notations que plus haut, on verrait que la différence /(a,) — /(^a) . tend en même temps vers zéro.
Si au contraire le polygone est de la deuxième catégorie, S est hyperbolique et les transformés de R,^ ne remplissent pas tout le cercle fondamental. Les déductions précédentes ne sont donc plus possibles et l'on ne peut affirmer que /(a,) — /(^s) tende vers zéro.
On traiterait de même le cas où il y a plus de quatre côtés infinis.
Comme troisième exemple, nous choisirons un polygone Rq de genre p, de la première famille, de ip côtés, dont les côtés opposés sont conjugués et dont Ions les sommets fonnenl un seul cycle, jjendant que la somme des angles est égale à 2-.
Ici encore on pourrait concevoir trois cas où le polygone deviendrait polygone limilc :
1" .Si l'un des côtés s'annulait (cela s'entend toujours di' la L de ce côté); 2° Si un angle s'annula il ; 'S" Si un côté devenait infini.
Comme dans l'exemple précédent, les deux premiers cas ne se présentex-ont jamais sans que le troisième se présente en même temps et c'est ce troisième cas qu'il nous reste à examiner.
J'appelle, comme plus haut, a, le sommet de rang i et je suppose que le côté 'X-ipy., et son conjugué ao^a^^^.! deviennent infinis. Soient p, le milieu de o-ipO; (j'entends par là que la L de a,p8, est égale h celle de |3|a,) et [Sj le milieu de as^aay^+i. Joignons S>,p2 par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Ce sera une sécante de notre polygone R„ et cette sécante sera /inie. Cette sécante partagera le polygone Ro en deux autres : /■„ qui contiendra H. P. — II 45
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le sommet a,, et r'„ qui contiendra le sommet o-ip. Soit maintenant S^ la substitution qui clirtugc a^,ay,^i en son conjusjué aj^aj^^,. Cette substitution changera
en
oii
Le polvgone Rj, = r^ + 7-^' sera équivalent ;i R,, ; il aura \p-\-i sommets qui se succéderont dans l'ordre suivant :
Pi ''l ''2 • ■ • 5t^ «3/1+2 0'3/)+:i- ■ ■ =<l/Jpl p2Kop+ia2;)+2- • • "S/t'^'p + if^'p + i ■ ■ ■ '^'îp'^'î-
Ces 4/^ + 2 sommets forment deux cycles qui sont d'ailleurs lels que la somme des angles de chacun d'eux est égale à 2Tr. Quatre côtés sont infinis, à savoir : p', a', , a/,j,j3,, paa^^^,, oi-ip^j'.;,. La J^ des côtés |3,p2 et [3', P'^ est finie el leur longueur géométrique est infiniment petite.
Si nous passons k la limite, cette longueur s'annulera absolument et les sommets p, et ^o, p', et p.*, se confondront. Le polygone R'„ se réduira alors à un autre polygone R'^ qui n'aura plus que 4/> sommets, deux sur le cercle fondamental j3, et P', et 4/* — 2 en dehors de ce cercle. Chacun des sommets j3| et p', forme à lui tout seul un cycle qui peut être parabolique ou hyperbolique.
Etudions maintenant le groupe G engendré par le polygone Rq ou, ce qui revient au même, par R'„. Si nous appelons .S/ la substitution qui change le côté a,7.,^i de Rq en son conjugué v.2p+i'3--2.p+i+\^ le groupe G sera dérivé des
2p substitutions
Si, So, . . . , Sj,,,
entre lesquelles nous avons la relation
&lS2'-'^2/)= S2;jS2/^-l..-S2Si.
Quelles sont les substitutions de G qui changent chaque côté de R^ en son conjugué ? Ce seront
Sp qui change p.pj en p', p'j,
Sjp » «ii/j+i ?2 en a^pPi,
S7,'S2,,S,, ), p2 5<2,, en [^', a',
et
S,,' S, » «i^i+i en Ï2p+,a«;, n+i.
Sun LKS GROUPES DES FÎQUATIONS LINÉAIRES. 355
Lorsque le polygone R„ se réduil à R|J, la substitution S^ devient illusoiio et les substitutions S^p, S^'Sa^S^ el S~'S/se réduisent à certaines substitutions 2, ï'el S,' . De ces substitutions dérive un groupe G' qui est précisément engendré par K'^ et de telle façon que S el S* sont les deux substitutions qui changent la première ao^+i ^i en ct^pp,, la seconde a'jpP', en cl\P\.
Si les multiplicateurs de S et de S' sont égaux à i , ces deux substitutions sont paraboliques; le polygone R|î sera dit alors de la première catégorie et ses transformés recouvriront tout le cercle fondamental. On en conclut, comme dans les deux exemples qui précèdent, que le deuxième leiiime est appliiabic et que, par cimséquent, les fonctions fuclisiennes engendrées par R'„ tendent vers les fonctions fuclisiennes engendrées par Jx^. quand R[, tend vers R^.
Entrons dans plus de détails. Soient x et y deux fonctions fuclisiennes engendrées par n,,: il y aura entre ces deux fonctions une relation algébrique
(pii sera de genre />, puisque R,, est de genre p. Si cette relation est regardée comme r('(Miatiiiii d'une courbe de degré m, cette courbe aura
I) ( III — 2 ) 1 -P
points doidjles. Lorsque Rj, se réduira à R"j, le genre de cette courbe devra diminuer d'une unité, puisque le polygone R^ est de genre p — i, c'est-à-dire que la courbe dei'ra acquérir un nouveau point double. A ce point double correspondront en réalité deux points analytiques dillérents (selon que le point double sera regardé comme appartenant à l'une ou à l'autre des branches de courbe qui y passent) et par conséquent deux points réellement distincts du polygone R^. Ces deux points seront [ii, et [i', qui sont, comme on le sait, sur la circonférence du cercle fondamental. Il résulte de là que les deux fonctions fuchsiennes limx et limj- ne peuvent prendre à l'intérieur du cercle fondamental les deux valeurs qui correspondent au nouveau point double.
Il ne peut pas arriver que l'un des multiplicateurs de 51 et de V soit égal à i et l'autre différent de i, de telle laçon que l'une de ces substitutions soit parabolique et l'autre hyperbolique. En effet, on a
niultS2^j= inuilSp'Si/jS,,,
d'où
lira mult S2,, = lim imilt S^' S^pS,,
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et
mult S = miiltS'.
Il peut arriver, au contraire, que les deux multiplicateurs soient différents de I et les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas, R^ est dit de la deuxième catégorie. Le deuxième lemme n'est plus applicable et les fonctions fuchsiennes engendrées par Rj, ne tendent pas vers celles qui sont engendrées parR;.
On traiterait de même le cas où plus de deux côtés de Rq deviendraient infinis.
Les exemples qui précèdent sutïiront, je pense, pour montrer comment doit être traitée, dans chaque cas, la question des polygones limites.
Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite Ro est :
i" De la première espèce, s'il n'a que quatre côtés infinis et qu'ils soient consécutifs;
2° De la deuxième espèce, s'il n'a que quatre côtés infinis et qu'ils ne soient pas consécutifs (nous avons vu qu'un polygone de la deuxième espèce peul toujours être ramené ù un polygone de la première);
3" De la troisième espèce, s'il a plus de quatre côtés infinis; on démontrerait aisément qu'on peut toujours ramener au cas où tous les côtés infinis sont consécutifs.
Dans le cas du troisième exemple, nous dii-ons que le polygone limite Ro est :
1° De la première espèce, s'il n'a que deux côtés infinis; 2° De la troisième espèce, s'il a plus de deux côtés infinis.
XIII. — Polygones réduits
Nous avons vu qu'aux différents polygones d'une même classe correspondaient un par un les différents points d'une multiplicité M,. Mais à un même groupe fuchsien correspondent une infinité de polygones générateurs et par conséquent une infinité de points de M,. En effet, le procédé du paragraphe IX (h; la Tliéorie des groupes J'uchsiens permet de transformer le polygone Ro en un autre R„ équivalent à P»,, et engendrant le même groupe fuchsien. De là une infinité de transformations qui changent un polygone en un autre équivalent,
et par conséquent un point de M, en un autre point de cette multiplicité. Ces substitutions forment un groupe que j'appelle F et qui est évidemment discontinu. La multiplicité M, va se trouver partagée en une infinité de domaines Do, D|, .... D,, ..., de telle façon qu'à chaque substitution de F corresponde un de ces domaines et que ce domaine soit précisément le transformé de Dq par cette subdivision. Cette substitution de M, à l'aide du groupe F est tout à fait analogue à la subdivision du cercle fondamental en une infinité de polygones Ro. Ri. ... à l'aide d"un groupe fuchsien quelconque. Nous allons d'ailleurs éclaircir ce qui précède par une comparaison simple.
Supposons que, dans le plan des xy, le point x, y représente la quantité imaginaire z = x -i- ij' et considérons un parallélogramme rectiligne Ro ayant pour sommets o. ;,, ;^, et z,^:-2- On pourra subdiviser le plan en une infinité de parallélogrammes égaux à Ro cl l'on engendrera ainsi le groupe (z, z -+- as, -f- p^a) où a et |3 sont des entiers quelconques; de ce groupe dériveront les fonctions douljlcmcnt périnJiquo qui ont pour p('rii)de z, et ;o. Mais ce parallélogramme pcul cire rpiu|)lac('' par un autie doiil lc> Miminels
soient
o. xz^^^Zi, -izi^oz-,, (a-h-j')5iH- ([1 + 3)52,
où a, p, y, o sont des entiers tels que ao — ,3y = i . Ce second parallélogramme est équivalent au premier; je l'appellerai R,,. Pour définir Ro. nous nous donnerons le rapport ^ == (o. Aux différents parallélogranimes possibles correspondront différents points du [ilaii des o) on plutôt de la parlie de ce plan qui est au-dessus de l'axe des quantités réelles, parlie que j'appellerai partie posi-
iii'e du plan. A R'^ correspondra le point ^ -, de sorte que la partie positive du plan des w va se trouver partagée en une infinité de domaines qui se transformeront les uns dans les autres quand on appliquera à m la substitution 1(0, ^ — 37~)' ^^^ toute fonction doublement périodicpie correspondra un
point de chacun de ces domaines et un seul. Mais, parmi tous les parallélogrammes équivalents à Ro, il y en a un qui est plus simple que tous les autres, c'est celui qui est tel que la forme quadratique positive
mod-(;;i-t- r, sj), où ç et Yi sont des indéterminées entières, soit une forme réduite. On peut dire
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alors ijiii' ce [i.iialli'ldyi-.uniuc esl lul-iiiênie nkliill. (h\ pouira dd'llnir ce paivillélogramiiic rédiill de la faetm suixaiilc :
i" Il devia èlic lel (jne la [lailic iiiiai;inaire de lo soil aussi grande que possible;
a" 1m parmi ccu^ cpii eoircspondeul à ce inaxiuiuiM de la pailie imaginaire de 10 et cpii >ont <'ii noinhre infini, il devra èlre tel que la valeur absolue de la jiartie rebelle de to soit aussi |)elilc que possdile.
On voit aisément alors cjue w doit ■-atistair(^ au\ iiK'galités < partie réelle de w < -. modu) > i.
I^es points (i) qui coire>poiideiil à des paralb'logrammes réduits son! alors compris dans un domaine Dj défini par ces inégalités et limité par deux droites el un cercle. Ce domaine Dq et ses transformés par les di\erses substitutions
du groupe ((o. — ^ 1 remplissent alors toute la partie positive Au plan des to.
Nous pouvons opérer tout à lait de même tians le jirobième qui nous occupe, car il est tout à fait analogue, si ce n'est que les parallélogrammes sont remplacés par des polygones générateurs d'iiij groupe fuclisien, les fonctions doublcmi'iil périodiques par des fonctions fuchsiennes, et la partie positive du plan des to par la multiplicité M,.
Parmi les polygones équivalents à Rd, il \ en aura un que nous regarderons comme plus simple que tous les autres et que nous appellerons polygOJie rr'duit. Voici comment nous pourrons définir ce polygone réduit. Soit » une fonction des coordoniK'es d'un point de la multiplicité M,. Je supposerai que cette fonction est constamment comprise enlie o et i,et qu'elle n'atteint la valeur zéro que sur les frontières de la multiplicité M,, c'est-à-dire aux points qui correspondent aux polygones limites. Elle pourra, d'ailleurs, être cboisic arbitrairement. Cela posé, aux différents polygones équivalents à Rq, correspondront différents points de M, et par conséquent différentes valeurs de to. Le polygone que nous appellerons réduit sera celui qui correspondra à la plus grande valeur de es.
Cela posé, les points de M) qui correspondront aux polygones réduits rempliront un certain domaine que j'appelle Do. Ce domaine et ses transformés par les diverses substitutions de F rempliront toute la multiplicité INI,. Le domaine D, sera limité par un certain nombre de multiplicités m,, m-i, ..., in^
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qui auront, p — i dimensions, si je suppose que Mi en a p. Voyons quelle sera la forme des équations de ces multiplicités frontières. Soient a un point de M|, a S le transformé de a par une substitution S convenablement choisie' dans le groupe V; les équations cherchées seront de la forme suivante :
(0 f(a) = 9(aS),
C6 désignant la fonction délinie plus huul. Si nous considérons un point a appartenant à l'une des multiplicités frontières z/i,. iii^. ■ ■ -, "ly, par exemple à celle qui est définie par Ti'quation (i ), ce point correspondra à un polygone réduit, et il en sera de inèuie du poiiii a S (pji correspondra à un polygone réduit équivalent au premier et qui appartiendra aussi à une multiplicité frontière. C'est ainsi que certaines classes de formes quadratiques contiennent deux formes réduites et qu'à un point d'un côté du polygone générateur d'un groupe fuchsien, correspond un point équivalent du côté conjugué. Les multiplicités »(,, 7/(2, ..., rrig se répartissent donc en paires de multiplicités conjuguées à la façon des côtés du polygone Rq. Ces multiplicités m sont limitées par des multiplicités m' de /; — 2 dimensions; celles-ci le sont elles-mêmes par des multiplicités m" de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicités m', m", etc. se répartissent en cycles à la façon des sommets du polygone Rq. Ces cycles peuvent d'ailleurs contenir une, deux, ou plusieurs d'entre elles; si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de deux polygones réduits équivalents à un polygone donne.
Ainsi, en général, il n'y a cju'un polygone réduit équivalent à un polygone donné ; mais dans certains cas exceptionnels il peut y en avoir deux ou plusieurs. C'est tout à fait ce qui arrive pour les formes quadratiques définies. On peut présenter la chose d'une autre manière. En général, paiini les valeurs de es ijui correspondent ii une infinité de polygones équivalents, il y en a une qui est plus grande que toutes les autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu'il y en ait deux ou plusieurs qui soient égales entre elles et plus grandes que toutes les autres.
Nous allons maintenant nous occuper d'une question fort importante : quand un polygone limite est-il réduit ? et nous examinerons successivement les trois exemples du paragraphe précédent.
Reprenons d'abord le polygone Ro du premier exemple, en supjiosaiit que les deux côtés conjugués a^na, et 7.1 a, sont infiniment petits. Nous avons vu qu'en laissant de côté le cas exceptionnel des polygones limites de la troisième
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espèce, tous les polygones limites pouvaient être ramenés à ce cas. Nous nég;ligerons donc, devant les quantités finies, les quantités de l'ordre de aia^et • de a, %2ii-
.Te joins a.2,)-\^-i- [^^ liiut entendre par là, ici comme dans tout le qui \a suivre, que je trace un arc de cercle passant par ces deux points et orthogonal au cercle fondamental.^ .le divise ainsi le polygone Ro en deux autres : '■o= a2„_i aj„ai a^ cl ;■'„ = R„— /■„.
Transformons Vq par la substitution linéaire qui change y-2u^-ir,~\ eu '■'■■in-'i'-'--iii-\ ; nous obtiendrons pour transformé un quadrilatère
/•„ = aj„_jo:,„_, X[^, a,^,.
Posons maintenant
Le polygone R,,^, qui sera équivaleni à Ro aura pour sommets a2„_,, y.^ni ^■2-1 7.3, ..., ao„_3, c/.2n^i^ *i il s'.î.i- On voitque Rq , a un sommet infiniment voisin de chacun des points
a.,, CCj, ..., X2H-2
et trois sommets infiniment voisins de a2H_ 2. Quant à la longueur des côtés infiniment petits, elle sera donnée par la relation
(î) ïl,l — î<.!.l = f»l— «2)-
(^iii-l— «2/1 )-
.Joignons inaintenaiil 7,2,1 aa/i-s? nous partagerons le polygone Rq,, en deux
autres : /'o,, = «1.1 'j.i o'iH-î^an-a <?' ''o.i = f^o,i — ''«,i- ^'^'' maintenant r'I, I =z a, ,25'-2,2*2«^i ^-i;/;-;! le transformé de /•(,,, parla substitution linéaire qui change a2«_3 7.2,,. 2 en a2«^:)7.2« ;■ Suit enfin Rn.2 = 'n.i +" ''û.i • ^^ 6** '^i**^ "^^ voir que Ro,2- qt'i est équivaleni à R,,,,. a un sommet infiniment voisin de chacun des points
et trois sommets y-2u~;' *2,ii '-2.2 infiniment voisins de v.2,i-;- On aura d ailleurs
, ,, , , r(ï2«-2— «2-1-1) (ï2n-. — .ïa-i-a)!'- (2) «1,2 — «2,2= («1 — «2) r-, r
Nous allons opérer sur Ro,2 comme nous avons opéré sur Rq etsur R„ ,. C'est-à-dire que nous joindrons ai^jc.o,,., cl que nous poserons, en appelant /'j, , le transformé de 7-0,2 par la substitution linéaire qui change y-in-i^m-ri en
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'^■ïn-i^■^in-i^
'■(.,2= 22n-4 22/l-.5Ïl,2Ï2,2, '"'o , 2 = ^O,? — ''O,»,
Ro,3=''o,î + ''o,2-
On opérera ensuite sur R„ .3 cdiiiine sur Ro,2 et ainsi de suile. 11 est aisé de voir que R;,^, a un sommet infiniment viiisin de cliacnn des points
et trois infiniment voisins de o-^n-ii-
Considérons en particulier le polygone Ro,n-i- H aura trois sommets infiniment voisins de %■, et par eonséquent de a^n- Ce seront les sommets a^, 7.|^„_, et a2,/,_i (qu'il ne faut pas conloiidre avee a.2,i_{)- Il résulte de là que Ro,«-i difFérera infiniment peu de Rq. Ces deux polygones sont d'ailleurs équivalents, d'où il résulte que la transformation T qui change Rq en Ro.h. i appartient au groupe r.
Posons
U _ («2— «3) («;— «■;)...(g2«-2— «2« -1)^ ~ («3— Ï4)(aô— Otc).. •(«2/.-1 — «2-1)
Nous aurons la relation suivante, qui est au polygone Ro,h_i ce que les relations (2) et (3') sont aux polygones Rn,i et Ro,2 •
^l.n-l — Sl2,„-i = («1— Ct,)H'-
et, de même,
«2— Xl,«-1= i^în— Ï|)H2.
Cela posé, reprenons notre fonction cp et supposons qu'elle se comporte régulièrement, ce qui ne prt'sente pas de difficulté, puisque cette fonction est presque entièrement arbitraire. Pour un polygone qui a des côtés infiniment petits, la fonction es est infiniment petite par hypothèse. Nous supposerons qu'elle est du premier ordre ainsi que ol, — a2. En négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut tlire que les trois quantités o, a, — ao et ^1 — °'-2« sont proportionnelles. On a donc, pour le polygone Ro,
!p = (a, — o(2)F, F ne dépendant que de la position des points
et non de la longueur des côtés infiniment petits a, ao et a, y.^n-
Appelons cp' et F' les valeurs de ^ et de F qui correspondent à Ro,»-) ; nous H. P. — II. 46
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aurons :
F' = F à des infiniment petits près du premier ordre,
tp' = t»II2 à des infiniment petits près du second ordre.
Si donc H^> 1, la substitiUion T Iranslorme Ro en un jiolygone équivalent qui correspond à une valeur de o plus grande. Le polygone Rq n'est donc pas réduit.
Si au contraire II- ■< i, la sulistilution inverse de T transformera Rq en un polygone équivalent correspondant à une valeur de y plus grande, de sorte que Ro ne sera pas non plus réduit.
Reste le cas où H-=i. Mais H est essentiellement négatif. Ou aura dune H = — I. Mais cette relation, qui n'est autre que la relation (i") du paragraphe précédent, exprime que le ])olygone R(, est de la première catégorie.
Ainsi, un polygone limite ne peut être réduit que s'il est de la première catégorie.
Nous allons obtenir le même résultat dans les deuxième et troisième exemples. Nous allons traiter d'abord le deuxième exemple, en supposant, pour fixer les idées.
Je définirai, dans le deuxième comme dans le troisième exemple, le polygone réduit de la iiiani(' le siii\ante. Parmi les polygones équivalents à un polygone donné, j'appellerai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses côtés soit aussi petit que possible. S'ily en a plusieurs qui satisfassent à cette condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel que le deuxième côté, (par ordre de grandeur décroissante) soit aussi petit que possible, et ainsi de suite. (Ici comme dans le paragraphe précédent, en ce qui concerne le deuxième et le triusièine exemple, quaml je dis (ju"un côté est grand ou petit, il sagit de sa L et non de sa longueur géométrique.)
Voici une proposition que je me borne à énoncer, et que je vais appliquer à mon dessein.
Soit un triangle ABC qui se déforme de telle façon que ses trois sommets tendent respectivement vers Irois points A', B' et C situés le premier sur le cercle fondamcnlal, les dcu\ autres à riuii'rieur de ce cercle. Les deux côtés AB et AC croissent indéfiuinicnl. pendant (jue BC reste fini; mais la dilTérence des deux côtés AB et AC tend vers une limite lune ), ;
linw Atî — AC) = )..
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Cette limite ne dépeiid que île la position des (rois jioinls A', B', C et non de la iiiaiiit rc donl V, H, C lendeni vers A', B', (7. l'ai- lc> [loinls B' et C on peut faire passer deux cercles tangents intérieurement au cercle londamenlal. Soient M et N les points de contact. Joignons MJN par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet arc de cercle coupera B'C en un point P tel que la L de PB' soit égale à celle de PC; je supposerai que B' est à gauche de MN et C à droite. La limite A sera positive si A' est à droite de MN, négative si A' est k gauche ; elle sera nulle si A' est en M ou bien en N.
Considérons donc le polygone Rq dont nous allons faire croître indéfiniment les côtés a2„a, , x,y..2, v.., 9.3, a, a,, comme on Ta vu au paragraphe [)récédcnt. Il arrivera alors que les deux sommets a^,, et a., tendront vers deux points B' et C mU'-rieurs au cercle fondamental, pendant que a, tendra vers un point A' situé sur ce cercle lui-m('me. En même lenq)s, les points a., et a;| tendent aussi vers A', caries côtés a, a^ et v.^o.-j, qui oui leur L inliniment grande, ont leur longueur géométrique inliniment petite.
Nous pourrons trouver sur le cercle fondamcnlal les points IM et IN définis plus haut; nous joindrons MN ; je suppose dahord que A' soit comme B' à gauche de MN. On aur,\, en vertu du lemme que je viens d'énoncer,
liinotî/i = 1^'. linio!4=C', lim 2, = liiiiï-i = limc(3 = A', Dans les deux triangles anCt-jy.;, aja, ».._>„, on a
angle «2»! oto,, = angle a-.ct-.i'X', et
d'où
Le C(Ué asa.) = a^aa est donc le plus grand C('ité de Rq puisque tous les autres que aiao, a^a.,, a-^Vj, v.tV.-y,, sont linis.
Je dis qu'on peut trouver un polygone éqiiivalcnl à Ro dimt le plus grand côté soit [)lus petit que a^a,.
Joignons a^a.,,!, nous aurons partagé le polygone Ro en deux autres :
/■u= 22„(z,a2a3, r;,= 23240(3 ... c<2„. Transformons /'l, par la substitution qui change a^a, en ci^y-i. Nous obtien-
drons
''« = î'jaiO's
avec
Le polygone R'„= /'n + ''ô est équivalent à Ro- Il a 9.n — 4 côtés égaux aux 271 — 4 côtés finis de Rp. Il admet aussi les deux c('ités infinis
a,a2= «la^,,, qui appartiennent à Rq et les deux cotés infinis
qui n'uppartiennenl pas à Rq. Si y.^i.2ii'> «i ^-27 c'est asao,, qui est le plus grand côté de R'„ et l'on a
'^i^in<'^3'^i- c. 0- F. D.
Si a^a^H <C ai aj, c'est a, ao qui est le plus grand côté de R'^ et l'on a
Ainsi, si le point A' est à gauche de MN, le polygone Rq n'est pas réduit; mais, comme rien ne distingue la gauche de la di'oite, il n'est pas réduit non plus si A' est à droite de MN. Il faut donc que A' soit en M ou en N. Mais alors le cercle A'B'C est tangent au cercle fondamental, ce qui veut dire que le polygone limite est de la première catégorie.
Ainsi, tout polygone limite réduit est de la première catégorie.
Passons au troisième exemple, c'est-à-dire à un polygone Ro de ip côtés dont les côtés opposés sont conjugués. Joignons les sommets opposés; nous obtiendrons ainsi ^p diagonales. Je dis que si Ro est réduit, le plus grand des 4/3 côtés du polygone est plus petit que la plus petite de ces 4p diagonales. J'appelle o cette plus petite diagonale; si ce C(Ué était plus grand que 0, on partagerait le polygone Rq en deux autres /'o et /•,, en traçant la diagonale 0. On appellerait ensuite r"^ le transformé de /'o par la substitution qui change le [ilus grand des côtés de Ro en son conjugué. Le polygone R', ^ '"0+ ''a serait équivalent à Ro j il aurait ses C()tés opposés conjugués; de plus, il admettrait tous les côtés de Pio saut le plus gnind qui ser<iit remplacé par la diagonale o, qui par hypothèse est plus petite. Le plus graïul côté de R'„ serait tluac plus petit que celui de Ro et Rj, ne serait pas réduit.
Cela posé, supposons, comme dans le jiaragraphe précédent, que les deux
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côtés a^^a, et y-2p''-'--2/>+i croissent indéfiniment; il en sera de inème des diagonales a..,,pC/..2p et a,a2/,+ i ; tous les autres cùtés resteront finis. Supposons que les sommets a,^, et a.,/,^, tendent vers deux points B' et C intérieurs au cercle fondamental. Les sommets a,, a^, . . ., y.^p tendront vers un même point A' situé sur la circonférence de ce cercle et ce point A' est également celui avec lequel tendent à se confondre les sommets p, et ^a du polygone R'^. De ce fait résulte l'identité suivante :
Mais si le polygone Rp est réduit, on a d'autre part, puisque les côtés sont plus petits que les diagonales,
Donc on a
\im{'Xi^ip— aia.2,,H-i) = o.
On en conclut, comme dans l'exemple précédent, que le cercle A'B'C est tangent au cercle fondamental et que le polygone Ro est de la première catégorie.
Ainsi, tout polygone liiuile réduit est de la première catégorie.
Tout ce qui précède ne s'applique qu'aux [)olygones de la première espèce.
Passons d'abord aux polygones de la deuxième espèce qui peuvent, comun^ nous l'avons vu, être ramenés à un polygone limite de la première espèce. Supposons donc que Pq soit un polygone de la deuxième espèce; ce polygone sera équivalent à un autre Rq de la première espèce; si Rq n'est pas de la première catégorie, je dis que 1',, n'est pas rétiuil.
En ellel, envisageons la tonction o définie [iliis liant; cette fonction, dans le cas du deuxième et du troisième exemple, sera, pour fixer les idées, l'inverse du plus grand côté de 1\„.
La fonction es correspondant soit au polygone Pj, soit au polygone Rq sera infiniment petite. Soient a el b les points de M| qui correspondent à Rq et à Pq ; chacun de ces deux points sera infiiiimenl près d'une des frontières de la multiplicité M, ; soient c et cl les points de ces frontières qui sont respectivement le plus rapprochés l'un de a et l'autre de l>. Les coordonnées du |)oint a sont fonctions de celles du point b, puisque les deux polygones correspondants Rq et Pq dérivent l'un de l'autre d'après une loi déterminée. Si a et b sont très voisins des frontières, comme nous le supposons ici, la position du point c dépend de celle du point </, de telle façon que les coordonnées d'un de ces
points soient t'onctioas continues de celles de rautre. Maintenant si les points c et (/ restiiiit fixes, à des in /iiiiincul pelils piùs, le point a se rapproche du point c de telle l:u;oii que la tlistance inliiiiment petite ac diminue de moitié pai" exemple, la distance inlininiciit petite bd diminuera aussi de moitié.
Si nous appelons tp, et o.^ les valeurs de ts qui répondent aux points a et b, nous aurons, à des infiniment petits près du second ordre,
<Pi = «c/i(c), cp,= 6(^/2(6?),
les fonctions/, et /'o étant des l'onctions finies, en général, et ne dépendant que de c et de d.
Si donc, les points c et d restant fixes ou ne variant qu'infiniment peu, la distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions infiniment petites es, et So diminueront dans le même rapport.
Gela posé, nous avons vu que si R^ n'est pas de la première catégorie, ce polygone n'est pas réduit et qu'on peut trouver un polygone équivalent R'„ correspondant à une plus grande valeur de o. Soit P'„ le polygone de la deuxième espèce qui dérive de R'„ comme Po de Rq ; soient a', b', c', d' les points qui sont à R'„ et P'„ ce que les points a, b, c, d sont à R„ et à P(, ; soient o', et ©!, les valeurs de cb qui correspondent à Pi',, et à P',,. Les points c' et d', il est aisé de le constater, difVéreroiU inliniment peu de c et de d; on aura donc
ac hd a' c' b' d'
«Pi = a'':' fi{c') = a'c' /t(c), <f'., = b'd'fi(d'} = b'd'/,(d)
à des infiniment petits près et par conséquent
Mais on a on aura donc
et par consc'quent le polygone Pq ne sera pas réduit.
Ainsi, un polygone limite de la deuxième espèce ne peut être réduit que s'il est cqui^'alent à un polygone de hi première espèce et de la première catégorie.
Le cas des polygones de la troisième espèce, qui sont un cas particulier de
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ceux de la première et de la deuxième, se traiterait d'après les mêmes principes. Nous n'allons étudier ici qu'un seul exemple. Nous fixerons ainsi les idées, et le lecteur se rendra mieux compte de la façon dont nous surmontons les différentes difficultés que si nous étudiions directement le cas général.
Nous choisirons le polygone Ro du second exemple en supposant que les six côtés Kjnai, œ,a2, a^aj, a^a.,, ajaj et 3.57.0, croissent indéfiniment.
Nous supposerons que ce polygone est réduit, et nous allons Caire voir qu'il est de la première catégorie, c'est-à-dire que les cinq sommets a,, ao, aj, a,, aj tendent à se confondre en un seul point situé sur la circonférence du cercle fondamental, et cela de telle sorte que le cercle ao» a, 7.0 soit tangent au cercle fondamental.
Pour cela, nous nous appuierons sur les deux priiK.ipes suivants :
1° Si le polygone Ro est i-éduit, les côtés issus d'un soinmel de rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet à un sommet quelconque de rang pair. En effet, soient C le cijlé 7,7.2, P'H' exemple, et D une diagonale joignant a, à un sommet quelconque de rang pair. Il est aisé de construire un polygone R'i, équivalent à Ro et admettant mêmes côtés (en grandeur) que Ro, sauf que le côté G est remplacé par D. Si l'on avait C>D, le plus grand côté de Ro serait plus grand que le plus gr.md côté de R'o et Ro ne serait pas réduit.
2° Supposons que les trois sommets d'un triangle ABC tendent respectivement vers trois points A', B', C, situés, le premier à l'intérieur du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonférence de ce cercle. Si les deux points B' et C sont distincts l'un de l'autre, les trois côtés croîtront indéfiniment, l'angle BAC tendra vers une limite finie, ainsi que la différence
AB-hAC — BC,
et, par conséquent, le côté BC sera plus grand que chacun des deux autres.
Cela posé, supposons que, dans le polygone réduit Ro, les deux sommets y.n,, et 7o tendent vers deux points fixes B' et C du plan. Les cinq sommets y.,, 72, 7.3, 7.1, 75, dont la distance à 7.0 est infinie, tendront vers certains points du cercle fondamental.
Si l'on avait
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on amwil . cil vcilii ilil dcuxuriir |>iiiicipe,
ce qui est conirairc :iii i>rciiiier priiici|)e. De même, si IDn avait
lim ïi:- limaj, lim ïj-ï limai ou liiii 22< 'im *ii on aiirail
ce qui serait contraire au jireinier niiiicipe.
Donc les cinq sommets 7.,, 7.0, .... 5.5 tendent vers un seul et même point A' du cercle fondamental.
Joignons les deux points M et N définis plus haut. Si A' était à gauclie de MIN (c'est-à-dire du même côté que B'), on aurait
et s'il était à droite
ce qui serait contraire an premier principe.
Ainsi A' est en M ou en IN, c'est-à-dire que le cercle A'B'C est tangent au cercle fondamental, c'est-à-dire que Rq est de la première catégorie.
XIV. — Méthode de continuité
Tous les lemnies que nous avons élajjlis \ont nous permettre d'appliquer avec toute rigueur la méthode de continuité.
Considérons une inhnilé de tvjies ï appartenant aune inèinc cinsse et définis |)ar un certain noinhre de paramètres qui seront, si l'équation générale du type s'écrit
\f> nioilulf' <h' la rchilion (■2) et les pouit> singuliri> Ai' requalimi ( 1 ). .Soi! 1] le noiniire de ces paramètres, (les paraiiièlres \onl (li'liiiii- un pniiii d'une cerlaiiic nnill iplicilé jM à rj dimensions. ,fe ilis (jiie celle iiiuh ipluilé es! fermée et ne présente pas de fronlièrc. En elle!, llieinann a démontré que si une
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multiplicité à q dimensions étiit limitée par une autre jaultiplicité, cette autre multiplicité devrait être à ^ — i dimensions. C'est ainsi qu'une surface, par exemple, ne peut être découpée (zerschnitten) que par une ligne et non par un point.
Or^ en faisant varier les paramètres du type, on ne pourrait arriver à la frontière de M qu'en atteignant certains points singuliers de cette multiplicité, correspondant au cas où le tvpe T se réduit à un type T' plus simple (cf. §IX, p. .{.îf). Or cela ne peut aniver que de (leu\ manières :
i" <Ju bien, si deux poinis singuliers de (i) venaient à se confondre; mais il huit pour cela une condition complexe, c'est-à-dire deux conditions 7'('elles;
2" Ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d'une unité, c'est-à-dire si la courbe représentée par cette relation acquiert un nouveau point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions réelles.
Ainsi, dans l'un comme dans l'autre cas, il faut s'imposer deux conditions, et les points singuliers qui satisfont à ces conditions forment une multiplicité à </ — 2 dimensions qui ne peut servir de frontière à M qui en a q. J'appellerai (7,, To • • • ces multiplicités x\ q — i dimensions que je viens de définir.
Considérons maintenant le domaine Dq défini au paragraphe XIII. A cluicuii des points de ce domaine correspond un polygone Ro et par conséquent une équation fuclisienne. Considérons les paramètres du type aiujuel elle appartient : ils définiront un certain point de la multiplicité M. Ainsi, à tout point de Dg correspondra un point de M et un seul. D'autre part, à tout point jJideM correspondant à un type fuchsien qui contient une équation fuchsienne, correspondra un point 0 de Dj et un seul. Il v a exception toutefois si le point 0 se trouve sur l'une des multiplicités W(, 1)1-2, ■■■ qui séparent D„ du reste de la multiplicité M,. Dans ce cas, en ellet, il y a deux ou plusieurs polygones équivalents réduits, de sorte qu'au point [ji correspondent deux ou plusieurs points 0. Au domaine Do tout entier correspondra ou bien une portion de M, ou bien cette multiplicité tout entière.
,1e dis que le premier cas ne se présentera pas. En effet, s'il se présentait, la multiplicité i\I seniit partagée en deii\ parties : celle qui correspond à D,, et celle qui ne correspond pas à l)„, et ces deux parties devraient être séparées l'une de l'autre par une multiplicité frontière, qui devrait avoir, d'après le théorème de Riemann, q — 1 dimensions.
Or, coinnieut pourrait-il arriver que, le poiiiL o de D„ se mouvant dans ce domaine, le point correspondant pi de M atteignît cette multiplicité frontière hypothétique ?
Est-ce parce que le déterminant fonctionnel des coordonnées de u. par rapport à celles de o s'annulerait? Mais cela n'arrivera jamais, puisque le lenime du paraf;raplic VII montre qu'à tout point ia ne peut correspondre qu'un seul point 5.
Est-ce parce que le point 5 atteindrait l'une de ces multiplicilés w,, //lo- ■•• qui séparent le domaine Do des aulres parties de la multiplicité -M| ? Mais supposons, par exemple, que le point o franchisse une multiplicité //(, qui sépare le domaine Dq d'un autre domaine D,. Le point ^ franchira alors une certaine multiplicité a, (pii correspondra à //(,; mais le point o étant entré dans le domaine D, qui fait encore partie de la multiplicité M,, à ce point o correspondra encore uu polyyonc R,, et par conséquent une équation fuchsienne et un point de la multiplicité M. La multiplicité uli ne sépare donc pas les types fuchsiens qui contiennent des équations fuchsiennes, de ceux qui n'en contiennent pas.
Est-ce enfin parce que le point 2 atteindrait la limite même de la multiplicité M, ? Il arriverait alors que le polygone Ro correspondant deviendrait un polygone limite. Mais comme 5 est intérieur à D„, le polygone Rq est réduit et ]3ar conséquent de la première catégorie ou équivalent à un polygone de la première catégorie .VLais le second lemine nous a fait voir que, lorsque Rq tendait à se réduire à \\i\ polygone limite de la première catégorie, le type correspondant T tendait à se réduire à un type plus simple T', c'est-à-dire que deux des points singuliers de (i) tendaient à se confondre, ou bien que le genre de (a) tendait à sahaisser d'une unité. Donc, lorscpie le |)oint 5, en restant intérieur à D„, tend vers une des frontières de M,, le point correspondant u tend vers l'une des multiplicités a-,, 02, .... Mais ces mulliplicités n'ont que q — 2 dimensions. Elles ne peuvent donc partager M en deux parties.
Donc M ne se partage pas en deux parties, l'une correspondant à D„, l'autre ne corres|)ondant pas à Dj.
iJiinc tout type fuchsien contient une équation fuchsienne.
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XV. — Application particulière
Nous allons donner des principes qui précèdent une application particulière. Nous choisirons pour cela le cas le plus simple qui puisse se présenter, c'està-dire le premier exemple du paragraphe XII, en supposant que Ro n'a que six côtés. C'est le cas du paraboloïde (i') du paragraphe XII. Cet exemple facilitera l'intelligence de ce qui précède.
Dans le cas qui nous occupe, lu mulliplieili' M, est représentée comuie on l'a vu par le paraboloïde (i'). \' oyons ce que devient ia multiplicité M.
L'(;qualion fuchsiennc engendrée par R» admet quatre points singuliers et de telle façon que les quatre équations déterminantes aient chacune une racine double.
Soient a, [î, y, o ces quatre points singuliers. Soit '}(;-<.) le rappoil anharmonique de jji par rapport aux tnjis points [i, y, 5 de telle sorte que
Posons
Le type auquel appartient l'équation fuchsienne considérée est entièrement défini quand on connaît X. La multiplicité M se réduit donc à la sphère ou au plan représentatif de la quantité complexe X.
Quand on permute de toutes les manières possibles les quatre points singuliers, on obtient |>our X les six valeurs suivantes :
II I
On peut partager le plan des X en six régions :
Po+Pi, Pl+P'l, ?2-+-p2' P3-+-?3. Pi-l-PÎ- PSH-P'5.
La figure i5 indique cette subdivision; les deux cercles et les droites qui y sont représentées ont [lour équations
modX=i, mod(i — X) = i, partie réelle de X = -, partie imag. de X = o.
On voit aisément que. si X est intérieur à o,, et si Xo est la quantité imaginaire con)uguee de A, les quantités i — a, ^, :r^ , i — V' y ' ' — "'
X,,, :r^. I — ^) -^-^-^î — > ^ font respectivement partie de p,, poj ?3i ?ii pu
PO' P'i' P2' p!.' P'i' P5-
ÎNIaintenant il s'agit de subdiviser le paraboloïde (i') en une infinité de domaines D,,, D,, ... comme il a été dit au paragraphe XIII, c'est-à-dire de telle façon que Do contienne les points de ce paraboloïde qui correspondent à
Fig. i5.
des polygones Ro réduits et qu'à chaque point de M corresponde un point et un seul de chacun de ces domaines. Ce ne sera pas tout. De même que M se partage en douze régions p et p', de même Do se partagera en douze régions partielles qui correspondront respectivement aux douze régions de M; et il en sera de même de chacun des domaines D,, Do, etc.
La figure i6 représente le paraboloïde (i') projeté sur le plan des xy; la
Fig. iG.
droite BCF a pour équation y = i et I;i droite BAE, x = <>. La droite x = o, )- = I se projette tout entière au point B. La partie non hachée représente la projection de D„. Celle projection est limili'e ])ar les droites CG cl AG cl par
les paraboles AB et BC. Elle esl subdivisée en douze régions par les droites AC, CE, AF, BG et par deux courbes.
Ces droites ont pour équations
CG, .T-+-y = o; BG, x + y = j ; AG, x-hjy = 2;
AC, a- — y = —\; AF, 7 = a; CE, a: = -i.
Les deux par.iijoles AB et BC sont tangentes aux droites AC et BG. Enlin les deux autres courbes tracées sur cette figure sont des arcs de coniques. On viiil que le domaine Do est divisé en douze régions «,■ et u'^ correspondant respectivement aux douze régions p,- et p', .
Voici comment il faut s'y ])rendre pour démontrer que, quand le point o parcourt sur la multiplicité M, le domaine «/ ou u] , le point correspondant j;i de la multiplicité M parcourt la région p, on pj .
Soit l\'^ le [)()!jgone svmétri(jue de Rq par rapport à sa diagonale 6t'. J'appellerai a', 6', c', d' , e', f les sommets de R^; mais alin qu'ils se présenleni dans le même ordre circulaire que ceux de Wq, a' sera le symétrique de c, c' celui de a; d' sera le symétrique dej\f' celui de d; quant à b' el e', ils ne dillereront pas de b et e. Grâce à ces conventions, on voit aisément que les nouvelles valeurs de x, y, z sont respectivement
Soit maintenant X' la valeur de X qui correspond au polygone RJ, ; on voit
aisément que l'on a
X' = i-Xo-
Si en particulier le polygone Ro est symétrique par rapport à be, il ne diffère
pas de R'j, ; on a
pr-hr = 1, - = -)
Si donc le point S décrit la droite BG, le point [/ décrira la droite
II .1 . -V
ncliit que, si R„ esl symétrique par rapport îi cf, c'esl-à-dire si le point o
rapport à la diagciiiale cf, J , ) <'l ; se cliangeiil en — > - et - et X en ^' On en
' ï' - V Art
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décrit la droile CE. le point u décrit le cercle
modX = I .
Le polygone Rq est cquivalcnl à un polygone Pi,, qu'on obtient en joignant /;/, et en transformant le triangle baj par la substitution qui change ba en br. On obtient ainsi un polygone b/edcf , /' étant le transformé de _/ par la subslilution en question. Prenons le symétrique de R'^ par rapport à la diagonale bd . Ce symétrique pourra être regardé comme dérivé d'un certain polygone R^ de la même façon que R'^ de R^o- On voit aisément ipTcn changeant R^o et Pi|p on
change x, )' et ; en —, i (- ^^^— et ;, et \ en X,,.
Si donc le point 5 décrit la droite AC, le point ^ décrira l.i droite
X = Xo, [lartie imaginaire de X = o.
Le problème suivant : Etant donné un type fuchsicn, trouver le groupe Juclisie/i qui engendre une équation Juv/isicnne contenue dans ce type, est un problème très compliqué dont nous dirons quelques mots plus loin.
Mais, d'après ce qui précède, dans les cas particuliers suivants :
il se résout jiar de simples considérations de symétrie, et l'on trouve l'espectivemenl pour les paramètres cjui définissent le polygone générateur du groupe fuchsien correspondant :
.l'appelle IS,, Sj et .S;i les opi'railon> dont il a été question plus haut et dont iici la dérmition d'après les cliaugcinçiils qu'elles font sidiir à ,z', _)', ;
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et X:
So,
X z yj
Envisageons :
1° Le groupe F, (l('i'ivc de ces trois siibslitutions. Si l'on transforme le triangle «o par toutes les suljstitutions de ce groupe, on obtiendra une infinité de triangles analogues qui rempliront toute la multiplicité jM,.
■j." Le groupe F, formé de toutes les combinaisons en nombre pair des substitutions S(, Sa et S3. Ce que ce groupe a de remarquable, c'est qu'il est isomorphe au groupe
où a, p, y, 0 sont des entiers tels que aô — fjy = 1 .
3° Le groupe F formé de toutes celles des substitutions du groupe F, qui n'altèrent pas X. Si l'on applique à Do toutes les transformations de F, on iihlienl une série de domaines D,, D^, etc. (jui remplissent toute la multiplicité M,. Le groupe F est isomorpiie au groupe des sul)stilulions
où y., [3, Yi ^ sont entiers et où
a5 — ^Y = i, a^OE=i, fi ^ Y ^ o (moda),
c'est-à-dire au groupe cjue l'on rencontre dans l'étude de la fonction modulaire.
Cliacun (le.-> domaines JJ,, Dj, etc. est divise en douze régions de la même façon que Dq est divisé en douze réglons h,- et a,. Mais Do peut être regardé aussi comme ilivisé en deux triangles
To = «0-1- "0 -î- "2 -H "2 "T- «3+ "3 et
TJi = ;(, 4- u[ -+- ii;+ u\ -t- 11^-+- «'-.
De même, chacun des domaines D,, Dj, etc. sera regardé comme partagé en deux triangles T] et T,. To et T.', etc. C'est ce mode de subdivision que
nous avons adopté dans les figures ^~, 18 et iç) qui représentenl en pers|)eclive des portions du paraboloïdc (1').
Dans la figure 17, la droite BKL représente la génératrice a; = o, ^'= î qui, dans la ligure i(), n'était représentée que par le point B. On remarquera aussi,
Fig. 17.
dans cette figure, les cinq triangles Tq, T'g, T,, T', , T'^ non hachés, et les portions Pq à Pc du paraboloïde où la subdivision n'est pas représentée et. qui sont couvertes de liacluues. On \ erra aussi que chacun des deux triangles T' cl T^ a deux de ses sommets conlondus en B.
La figure 18 représente, à plus grande échelle, la subdivision de la région
Fis. iS.
T', + P2 + P3. l/i |)ortion Po a t'l(' divisée en un triangle T;. et deux régions hachées P, ri P, . i^cs régions hachées sont, dans les (piaire ligures i(>. 17. 1 H et 19, celles où la subdivision n'est pas représentée.
Enfin la figure k) représente le détail de la région ['3 qui est dixisée eu un triangle T., et de ileux régions luieliéi's 1',, ri l',,,. On voit que le triangle T^ a ses trois sommets confondus en B.
Ces figures suffisent pour qu'on se rende compte de toutes les particularités
de la subdivision. En ellet, la région Pg ou CKL se traite comme la région AKB; les régions P,, et, P, se traitent comme la région ABLC, sauf qu'une partie de la ligure est rejetée à l'infini. Les régions P5 et P7 se traitent comme Pj ; enfin P,, Pg, Po et Pm se traitent comme P3.
Fis. 10.
Les points des droites BE et FL correspoudent ii des polygones de la première espèce et, sur ces droites, les points A et C sont les seuls qui correspondent à des polygones de la première catégorie ; cejsont les seuls aussi qui fassent partie de D„. Sur la droite BL (jui correspond à des polygones de la deuxième espèce, le point Iv est le seul qui fusse partie de D„. Et, en elTet, la substitution S3 le change dans le point
qui correspond à un polygone de la première catégorie.
XVI. — Théorie des sous-groupes
Nous venons de démontrer que tout type fuchsien contient une équation fuchsienne; il faut maintenant trouver l'équation fuchsienne contenue dans un type fuchsien donné, ou bien encore trouver le groupe fuchsien correspondant.
Mais, avant d'aborder ce problème, il faut dire quelques mots des sousgroupes contenus dans un groupe fuchsien donné.
Ces sous-groupes sont de deux sortes :
1" Les sous-groupes d'indice lini, c'esl-à-diro ceux qui sont tels qu'on peut obtenir toutes les substitutions du groupe principal en multipliant toutes les substitutions du sous-groupe par un nomjjre fini de substitutions.
2° Les sous-groupes d'indice infini.
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A lin iuiliT pi)liit (le vue, les sous-groupes sont encore de deux sortes :
1° Les sous-groupcs dislingués [ausgzeirhnet), comme disent les Allemands, c'cst-ii-dlre ceux qui sont [lermulables à toutes les substitutions du groupe principal.
2" Les sous-groupes non distingués.
[(]('. Ki.Kirv, ]falheiiialisclie Amialen, Bd 17; \\ altiier Dyck, Leber vegulàre Riemanii' srlie F lâche , Griippentheoielisrlie Studien (Mathematiscfie Aiinale/i, Bd 17, 20).]
Les sous-groupes d'indice fini ne sontautre cliose que des groupes fuchsiens. Soient G le groupe principal et^- le sous-groupe qui v est contenu. Soient Ro le polygone générateur de G ; R, , R^, . . . ses divers transformés par les diverses substitutions de ce groupe. Soit Po le polygone générateur de g-. Il est aisé de voir que Po est formé j)ar la réunion d'un certain nombre de polygones R„, R,, R2, . . . , R„.
Choisissons d'une manière quelconque 11 ^ i polygones parmi les polvgones
Ro, Ri, R2, ....
Soient, par exemple, R,,, R,, Ro, . . . , R„ ces /* -f- i polygones et supposons que leur ensemble forme un seul tout simplement connexe. Soit Pq cet ensemble. Un certain nombre de côtés des polygones R resteront libres ; ce seront les côtés de P„. 11 reste à voir comment ces côtés doixent être distribués en paires de côtés conjugués. Soient a„ l'o un côté de R,,, a'^ b'^ son conjugué; soient a,b,, c-'t^'t 'es côtés homologues de R, ; «o/'o, a.',//., ceux de Ro. etc. Parmi les n + i côtés a,^,, il y en aura un certain nombre p qui resteront libres; de même parmi les n 4- i côtés a',-èî-, il y en aura p, c'est-à-dire un nombre précisément égal, qui resteront libres. Nous pourrons alors conjuguer chacun des côtés a,/;, restés libres à l'un des côtés a'^b) restés libres et cela d'une manière arbitraiie. Tous les côtés de Pq se trouveront ainsi répartis en paires de côtés conjugués.
Il y a encore une condition pour que Pj puisse engendrer un groupe discontinu : c'est que, si l'on ri'partit ses soniiucts en cycles, la somme des angles de chaque cycle soit une partie aliquote de :>.—. Si celte condition est remplie, Pfl engendrera un groupe l'uchsien qui sera un sous-groupe de G. On (ditiendra d'ailleurs de la sorte tous les sous-groupes d'indice lini de < ?.
SUR I-ICS OROUPES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. Ï79
Soient maintenant
(i) \ = F,{z), Y=Fo(3), ¥3(2),
les fonctions t'iiclisiennes engendrées par G et
les fonctions fuclisiennes engendrées par g. La classe des fonctions fuchsiennes (2) contiendra la classe des fonctions (i) tout entière comme cas particulier.
Supposons d'abord que G et ^ soient tous deux de genre o. Alors, toutes les fonctions (i) s'expriment rationnellement en X, toutes les fonctions (2) rationnellement en x. On en conclut que X est une fonction rationnelle de X. Il est d'ailleurs facile de trouver les coefficients de cette fonction rationnelle, quand on connaît les valeurs de X pour les diirérents sommets deR„.
Si maintenant G est de genre o et g de genre p, toutes les fonctions (i) sont rationnelles en X, et X est rationnel en x et en y.
Il peut arriver enfin que ni G, ni g ne soient de genre o. Dans ce cas, X et Y sont rationnels en x et i^, et la réciproque n'est pas vraie.
Il est à remarquer que cette théorie est tout à fait analogue à celle de la transformation des fonctions elliptiques. Qu'est-ce en effet que cette transformation? Elle consiste à étudier la relation qui a lieu entre les fonctions elliptiques engendrées par le groupe
(3) (z, m (li i -i~ itM 2) ((•),, tu, périodes données; m, n entiers quelconques) et les fonctions elliptiques engendrées par le grou])e
(4) {z, mQ^-i- nQ.J,
en choisissant ces nouvelles périodes Q, , Qo de telle sorte que ce second groupe soit un sous-groupe du premier. Remarquons également que si l'on applique ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrées par l'équation de la série liypergéométrique, on retrouvera sans peine les résultats obtenus par M. Goursat dans sa remarquable Thèse (Annales scientifiques de l'Ecole Normale, 1881).
Dans le cas particulier où g est un sous-grou[)e distingué, la subdivision de Pq en « + I polygones R est régulière, même après qu'on a plié et déformé Po de façon à recoller ensemble les côtés conjugués et à faire de ce polygone
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une surface fermée. De plus, les relations entre X, ^ , .r e y sont d'une nature particulière. Ainsi, si par exemple G et ^- sont tous deux de genre o, le groupe de l'équation algébrique qui lie X et a? est une seule fois transitif.
Considérons en particulier un exemple qui nous sera utile dans la suite. Supposons que Ro soit un polygone
aiajaa . . . a„a„_n 13„[3„_i . . . Pspj
symétrique par rapport à sa diagonale ol, a„^., de telle sorte que p, soit symétrique de a,-. Je suppose de plus que les côtés symétriques sont conjugués et que tous les sommets sont sur le cercle fondamental et tous les angles nuls. Soit X = F(3) une des fonctions fuclisiennes engendi-ées par R,, et à l'aide de laquelle toutes les autres s'expiiment rationnellement. On aura pu choisir F(;) de telle façon que cette fonction reste réelle sur tout le périmètre de Ro et sur la diagonale a,a„_^,. [Cf. Mémoire sur les fonctions fuclisiennes [Acta mat/ieniatica, t. 1, p. 232 et 372)] (').
Cette fonction donnera alors la représentation conforme du polygone
ro= «laoaj. . . a„a„+iai
sur un demi-plan. Soit maintenant R, le transforzné de R;, par la substitution qui change pipi+{ en oLioLi^,. Ce polygone sera symétrique de Rq par rapport à a,a,-^,. Considérons maintenant le polygone Po = Ro + R| et regardons comme conjugués deux côtés de ce polygone s'ils sont symétriques par rapport à a,a,^_,. Tous les cycles de ce polygone étant paraboli(jues, il engendrera un système de fonctions fuchsiennes. Je choisirai parmi elles une de celles à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et qui de plus restent réelles sur tout le périmètre de Ro cl de R,.
Je l'appellerai x=^f{z). Cette fonction donnera la représentation conforme sur un demi-plan, non plus de /'o comme dans le cas |)récédent, mais du polygone Ro tout entier.
Pour achever de délînir x je supposerai
/(ï|) = o, /(, a„+i ) = 3= et j'aurai
y \-F(oc„+i)'
Nous pourrons prendre indifféremment le signe ~|- ou le signe — . (') Ce Tome, p. 204 et 'j38.
Poussons la chose plus loin. Soil P4 le polygone symétrique de Pq ])ar rapport ù un de ses côtés que j'appelle G. Soil Q,, =; P,, + P, et regardons comme conjugués deux côtés de Qo symétriques par ra|)|)ôrt il G. Soit y une fonction luchsienne engendrée par Qo et à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que >' soit réel le long du périmètre de Qo et par conséquent le long de G.
Je pose d'ailleurs
7 = tp(3), t5(a,-) = o, cp(x,-+, ) = Qc;
d'où
, //X-F(..) /fT^
V ^—/(^i+i) \/ / \-F(a, ) . /"Fô
)- F(ot„_H, 1
1)— l*(ai)
Cet exemple montre quelle est la nature des relations qui existent ejitre les fonctions fuchsiennes dérivées d'un groupe fiichsien G et celles qui dérivent d'un sous-groupe de G.
Nous allons maintenant dire quelques mots des groupes distingués d'indice fini ou infini. \ oici comment on peut être conduit à envisager de tels groupes.
di' IV di'-i «•
une équation linéaire où les coefficients (a soient rationnels en x. Supposons que les points singuliers de celte équation soient
et de telle façon que les racines de l'équation déterminante relative à rt/ soient toutes des multiples de tt-, K, étant un entier positif. SI l'on ne peut trouver aucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de -jt-j on fera K,^^ oc. Nous pourrons, en vertu des paragraphes VIII à \l\ , trouver une équation fuchsienne
admettant pour points singuliers
«1, ajj • . . 1 "n et de telle façon que la différence des racines de l'équation déterminante rela-
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live à ai soit -jt-- Celle étjualioii fiiclisienne apparlienilra à un type fiiclisien que j'appelle T.
Soit c le rapport des intégrales; X sera une fonction fuchsienne de ; el j'appelle G le groupe de cette fonction. Les intégrales
<le l'équation (.")) sont des fonctions uniformes de z. Soit S une substitution de G. Quanil nous appliquerons à z cette substitution, les intégrales w deviendront
w\, ii'i, w\, ..., »•;„
et il est clair que les w) sont des fonctions linéaires des (v,-; j'appellerai S la substitution linéaire qui fait passer des ce,- aux w) et j'écrirai pour abréger
Cette équation exprimera que quand c subit la substiluiion S, les «• subissent la substitution S.
Les substitutions S formeront un groupe F qui sera isomorpbe à G; mais cet isomorpbisme pourra être holoédrique ou mériédrique. S'il est mériédrique, il y aura une infinité de substitutions
(8) S„ So, ..., S
du groupe G auxquelles correspondra la substitution unité dans le groupe T. Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe g du groupe G. Je dis que ce sous-groupe est distingué. En ell'et, soient ,« une substitution de G ne faisant pas partie de g^ et 7 la substitution C(U'respondante du grou])e F. Soit S, une sulistilution de g; je dis que .$~'S|5 fera aussi partie de ,;'. En ellet, nous
aurons
11^(25-' Sj ) = n'( Si-' )i
w(zs) = [n-{ z)]t,
ir(;i-'S,i) = [(p(x;i-iS,)]7= [iv(;i-i)]ff,
iv(s) = w{zs-^ s) = [w(;.s- -' )]3'
ou enliu
w{zs-'^ S| s) = w{z). c. 0- F- •)•
Nous sommes ainsi conduits à envisager des groupes g distingués el à indice Uni ou infini el des foiictinns tr tic ; qui ne sont pas altérées par les substilu-
lions de ces sous-groupes. Supposons que Téqualion (5) s'intègre algébriquement, alors le groupe des substilulions S est d'ordre fini; donc g est un sousgroupe d'indice fini. Ainsi, la question de l'intégration algébrique des équations linéaires se ramène à celle des sous-groupes distingués d'indice Uni et de la transformation des fonctions fucbsiennes. Nous nous occuperons de tout cela plus tard.
Lorsque g est d'indice infini, on peut trouver néanmoins quelque cliose d'analogue au polygone générateur d'un groupe fuchsien. Soient, en effet,
une infinité de substitutions de G, choisies de telle sorte que si
(10) I, (T,, ï.,, Us, ..., <S,„ ...
sont les sidjstilutions correspondantes de F, le tableau (lo) contienne chacune des substitutions de T et ne la coutlenne qu'une fois. Soient maintenant
Ro. R), Rji R3, ..., R/M ...
les polygones analogues à Rq et correspondant aux diverses substitutions du tableau (9). L'ensemble de ces polygones formera une région Qq qui sera une sorte de polygone générateur du groupe g.
Si, en particulier, l'équation (5) estdu second ordre et que nous appelions I le rapport des intégrales, t sera une fonction uniforme de r, inaltérée par les substitutions de g. Supposons iiiaiiili'uaut que (5) appartienne au type T et que X soit une fonction kleinéenne de l n'existant que dans un de ces domaines D dont la limite n'est (las une courbe analytique et dont il a été question dans le Mihnoire sur les groupés kleincens. Alors le groupe g se réduira à la substitution unité et t ne pourra prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs intérieures à D. La relation entre ^ et : nous donne alors la représentation conforme de D sur un cercle.
.l'arrivé au point le plus important. .le suppose que (5) soit une équation fuchsienne appartenant à un type T' et que le type T soit subordonné à T'. Alors X est fonction fuchsienne de t. Il arrive alors que t. est fonction uniforme de ; inaltérée par g. Elle peut prendre toutes les valeurs intérieures au cercle fondamental et n'en peut prendre d'autres. Elle ne peut prendre d'ailleurs chacune d'elles qu'une seule fois ii l'intérieur de Q„, mais elle peut prendre chacune d'elles une infinité de fois à l'intérieur du cercle fondamental.
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11 reste ii examiner ce qui se passe quainl les coefficients » de l'équation (5), au lieu d'être rationnels en ;r, sont rationnels en ,r et j', ces deux variables étant liées par la relation
Je vais considérer une équation (6)
où ']/ est rationnel en x et qui admet pour points singuliers non seulement ceux de l'équation (5), mais encore ceux de l'équation (i i), c'est-à-dire les valeurs
de X pour lesquelles -r- ^= o. Si b est vin point singulier de cette espèce et si,
dans le voisinage de ce point singulier, À valeurs de y se j)ermulent entre elles de la nrmière bien connue, la différence des racines de l'équation déterminante
de (6) devra être rr» k étant un multiple de /. Remarquons bien ce qui suit
pour éviter toute confusion; à cl)a(|ue valeur de x correspondent plusieurs points de la surface de Riemann(i i). Si l'un de ces points est un point singulier de (5), en général il n'en sera pas de même des autres, et cependant tous ces points analytiques sont alors des points singuliers de (()); cartp(x) est rationnel en x et indépendant de y; et, par conséquent, il n'y a pas lieu de s'inquiéter de savoir à quel feuillet de la surface de Riemann appartient le point analytique correspondant.
Cela posé, soient (j le groupe de l'équation (6), ; le rapport des intégrales; X sera une fonction fuclisienne de :; ; y sera une fonction uniforme de 5, mais elle ne restera pas inaltérée par toutes les substitutions de G. Si j'appelle g' le groupe formé par toutes les substitutions de G qui n'allèrent pas )•, ce groupe sera un sous-groupe d'indice fini de G; mais il ne sera pas distingué en général [à moins que le groupe de l'équation algébrique (ii) ne soit une seule fois transitif].
Si, au contraire, je considère à la fois les //; valeurs de )' qu'on peut tirer de l'c'quation (i i) en la su|)posant de degré m en y, et si j'appelle g" le groupe formé par les substitutions de G qui n'altèrent aucune de ces m valeurs, g" sera un sous-groupe distingué.
Appelons enfin g le groupe formé par les substitulions de G qui n'altèrent pas les intégrales de l'équation (5); ce sera un sous-groiqie d'ordre fini de G et
de ^'. Considéré comme soiis-i,'roupe de G, il ne sera pas distingué; comme sous-groupe de g' , il sera distingué.
Nous pourrons regarder le groupe g' comme engendré par un polygone P'„ formé par la réimiim de m polygones transformés de Rq; le groupe g sera engendré par une région Qq formée par la réunion d'une infinité de polygones transformés de Pj,. Quant à g" , il sera engendré par un polygone P^ formé par la réunion de w polygones transformés de R„, w étant l'ordre du groupe de l'équation algébrique (i i). Si ce dernier groupe est une seule fois transitif, 10 = m, et g' et g" ne diffèrent pas l'un de l'autre.
XVII. — Troisième problème. Types symétriques
On a vu au paragraphe X avec quelle facilit('- on démontre que tout type fuclisien symétrique contient une équation fuchsienne; nous allons faire voir maintenant comment on peut calculer, avec une approximation iiuliliiiie, les coefficients de celte é(pia[ion.
Considérons un type svinélrique T :
•i(a7) étant rationnel en .r, tous les points singuliers de cette équation sont réels et toutes les équations déterminantes ont une racine double. Soient
les points singuliers réels en question. Au lieu de supposer que ces points singuliers sont réels, nous supposerons qu'ils sont tous situés sur le cercle de centre O et de rayon i. Il est aisé, en effet, de passer d'un cas à l'autre par un cliangemenl linéaire de la variable a;. Il s'agit de déterminer les coefficients restés arbitraires dans l'équation (i) de telle façon que cette équation soit fuchsienne. Supposons le problème résolu. Soit :; le rapport des intégrales. La variable x sera une fonction fuchsienne de :; et le polygone générateur R„ de cette fonction sera symétrique et aura tous ses sommets sur le cercle fondamental. Il sera partagé par une de ses diagonales en deux polygones symétriques To et ;■',,. Je suppose que le centre du cercle fondamental soit intérieur à /■„ et j'appelle b un certain point que je suppose réel et intérieur également à r„. La fonction
sera une des fonctions fuchsiennes à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rallonnelleineut. .l'aclirvcrai de la définir par les conditions suivantes :
inodx = I, quand z est situé sur le périmc'lre de /-q, 3- = o, pour z = o, arg.r = o, pour z = b.
La fonction x :=/(:■) nous donne alors la représentation conforme du polygone l'a sur le cercle de centre O et de rayon i. Cela posé, soient RijRo, ... les divers transformés de Ro par le groupe engendré parce polygone. Ces polygones rempliront tout le cercle fondamental et chacun d'eux sera subdivisé en deux parties symétriques r, et /■', , /■■, et i\i etc. Considérons un certain nombre de polygones ;■,■ et r]. dont l'ensemble forme un seul lout simplement connexe. Soit Pg le polygone formé par cet ensemble. Considérons la fonction
qui donne la représentation conforme de Pq sur le cercle de centre O et de rayon i . Pour achever de définir v, je suppose
e(o) = o, jrge(6) = o.
Cette fonction 8(5) sera une fonction fuchsienne dont le groupe §■ sera un sousgroupe du groupe G de la fonction f{z). Il résulte de là que x est une fonction œ(.T') rationnelle en y. Il est d'ailleurs facile (et nous reviendrons sur ce point un ))eu plus loin) de trouver les coefficients de la fonction »(.)■), quand on connaît les points singuliers a et la situation relative des différents jiolygones /',■ et r'/. dont l'ensemble constitue P„. Or les quantités a nous sont données et nous pouvons disposer arbitrairement de la situation relative des polygones ri et r'^. Les coefficients de la fonction rationnelle »(j') peuvent donc être regardés comme connus.
Nous pourrons toujours, à la condition de prendre un assez grand nombre de polygones r,- et r\., choisir ces polygones de telle sorte que le cercle de centre O et de rayon p soit tout entier intérieur à P„, et cela quelque grand que soit p, pourvu, bien entendu, que ce rayon reste inférieur à 1. On aura
alors l'inégalité suivante :
modz mod^ < inodK < ■•
On pourra donc clioisii- un rayon o suffisamment voisin tle 1 et par consé-
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quent Mil polygone 1^,, sut'Msainiiienl gnuul jjoiir (jiie la dillerence entre inod s
et inocl_)'- soil aussi petite que l'on \eut. En d'autres termes, quand p tend vers
l'unité, on a
lim mody = niod z.
Mais ce n'est pas tout. Soient
^ = ^ + jr,, H = logniocl— , (' = arg^«
Supposons que : soit un certain point tel que
mod; < pi < p < I,
Pi étant une quantité positive convenahlcinenl clioisie. INous aurons, il l'intérieur du cercle de rayon o,
o < M < log--
On en conclut qu'à l'intérieur du cercle de rayon g, on a
Mai
du
Vp/ ^
du
ÏÏ^
du d^ ''
dv
du dr, =
dv
dv
On en conclut que -j-, et -y- tendent niiiJoiin<hneiit vers zéro quand p tend vers I . Or, pour z =z b, on a r = o ; on peut <lonc écrire
d'où l'on conclut
et
r''\dv dv \
lime = o pour limp = i
lim(f< 4- if) = o,
Y lim — = I, limj' = 3.
Je vais maintenant démontrer que, pour une valeur quelconque de r, la limite de la foncti(ui rationnelle '■^{z) [qui n'est autre que o{y)^ où y est remplacé par z\ est précisément la fonction fuchslenne y (s). Nous avons
y = 0(oj.
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Posons, de inOinc,
Je tlis que
En effet, lorsque ; est à l'intérieur du cercle tie centre O et de rayon o,, nous avons
log(l)/3^
niod -p- > 1 az
Mï
J'appelle, pour aijréger, K le second inciubre de celle inégalité. Or, nous
avons
niod; < mod^
et, par conséquent,
modii < iDodi < p,.
Il vient donc
l^.-^-KIr-^l-^-
Or,
lini \y — ; I = o, donc liiii | ; — -i | = o.
Nous avons d'ailleurs
Maisy(s) est une fonction continue el, comme la différence z — z, lend vers
zéro, nous aurons
l'n'/(=i) =/(3) ou
hm tf(z) = /(z). C.Q.F.D.
On démonlrerail de même C|ue la limite de la dérivée /('""" de a(;) est la dérivée n"'"' de/(z).
Il s'agit de profiter de ce qui précède pour calculer les coefficients restés arbitraires dans l'équation (i). $oit/J le nombre de ces coefficients que nous appellerons pour abréger les coefficients c. Soient r, et v-, deux intégrales de l'équation (i) définie comme il suit :
• rfci pour .r = o, l'i = o, -7— = i,
fiv, pour a- = o, l'j = I , -— = o.
Le rapport — est alors une fond imi de ;r parla ilcmenl dcliiiic Calculons dans ' ' t'a
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le cléveloppemenl de cette fonction les coefficients de
.r-, jr', jc^, . . . , xi'+'.
Ces p + 2 coefficients s'exprimeront rationnelleinent en fonctions des coefficients c et des points singuliers «. ^lais nous aurons
V, HZ
a et y étant deux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous avons dans l'identité (2) une relation entre x:=f(z) et s. On peut en tirer les ^+2 premiers coefficients du développement de f {z) suivant les puissances de r en fonctions rationnelles de a, de y, des c et des a. On peut donc avoir réciproquemt'iil les c, a et y en fondions lal lunnclles des a et des p -{- 2 premiers coefficients du développement de /(;)• Or les a nous sont donnés, les coefficients du développement de J (:■) peuvent aussi être regardés comme connus, puisque ce sont les limites des coefficients du développement de '-5(3); les coefficients c peuvent donc aussi être calculés avec une approximation indéfinie.
On peut se [)roposer, au lieu de calculer les coefficieuls de l'équation (i), de trouver directement le groupe de cette équation. Voici comment on peut opérer.
Supposons que x décrive, dans le sens positif, un contour fermé aulmir du
poini singulier a,; c se cliangera en -^-^ ^) la subsliuilion
élanl [>araI)oliqiir ; en même lcin|)s )■ se changera en )/• Si la valeur initiale
de z est o, sa Viilcur finale sera ^ = A, ; si la valeur initiale de )• est o,
sa valeur finale s'appellera [i.,. La connaissance de )., suffit pour di'terminer la substitution S,- ; mais, quand on connaît la fonction rationnelle a(j-), la détermination de |i.,- n'est qu'une question d'algèbre. On a d'ailleurs
X, = lim (ji,-.
On déterminera ainsi toutes les substitutions S, et par conséquent le groupe G.
11 y a, d'autre part, entre les X/ une relation algébrique qui facilitera le calcul.
Il reste maintenant à entrer plus profondément dans la question et à voir
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coiniiical (111 |Miil (■iriH'tiNcniciit calculer les coefficients de la fonclion rationnelle »(,.)■)• Le calcul dépend nalurellemenldu choix des polygones /■, el /',,, dont l'ensemble constitue Po- Mais ce choix est lui-même à peu près arbitraire et nous sommes forcés, pour fixer les idées, de choisir certains exemples particuliers. Il est bien entendu que ce ne sont là que des exemples, et nous ne voulons pas dire que le choix que nous allons faire soit le meilleur et le plus simple. Il est même probable que l'expérience et la pratique contluiront à faire un choix difTérent.
Soient a,, aj, ..., a„ les sommets de /'o correspondant respectivement aux points singuliers «,,«2,. •••) cin- Considérons le polygone P^ formé de ;'o et du polygone symétrique de ;•(, par rapport à l'un de ses c<)tés, à a,a„ par exemple. Appelons j'i la fonction )• qui est engendrée par ce polygone P^, el z-i une fonction liée à j'i par une relation linéaire convenablement choisie el dont nous déterminerons plus lard les coefficients. Nous aurons alors
Considérons maintenant un polygone P^ formé de P,' et du polygone symétrique de PJ par rapport à l'un de ses côtés que j'appelle C. .J'appelle y^ et z-^ des fonctions qui sont à PJ ce que y^ et Zi sont à P^ el j'a|)pelle i> et c les valeurs de ^1 aux extrémités du côté C. Nous aurons alors
^Vs^'
Ai) -«2 -H B2
Lj9 J')
On opérera sur PJ comme on a opéré sur P^ et ainsi de suite ad iiijiniiuin. On calculera ainsi successivement les valeurs de
Pour passer de ;/ à >',, il faut connaître les coefficients de la relation linéaire
KjZi-Jr- B,-
CiZi-^Di
On déterminera ces coefficients de telle façon que )/ s'annule avec x, ait son module égal à 1 en même temps que x, et soit réel pour une certaine valeur réelle de x.
Il reste encore (luelquc ciiose tlarltilrairi' dans le mode de génération des polygones P,',, Pj-j, .... Pour former P'„ à l'aide de Pj,', on annexe à ce polygone
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son symétrique par rapport à l'un de ses côtés C; comment choisir ce côté G ? Il conviendra de choisir cehii des côtés de PJ, ' dont on suppose que la longueur géométrique doit être la plus grande.
Je répète que je n'ai voulu donner ici qu'un exemple et que mon intention n'est pas de recommander ce mode de génération des polygones P„ de préférence à tout autre. Je crois au contraire qu'il serait plus avantageux de s'arranger de façon que le groupe de la fonction fuclisienne fi(^) soit toujours un sous-groupe distingué de G.
Dirigé de la sorte, le calcul des coelficients c tie 1 équation (i) ne laisserait pas d'être assez long si l'on voulait pousser l'approximation très loin. Mais on peut, pour la plupart des applications, se contenter d'une apju-oximation grossière. En effet, si les coefficients c, au lieu d'avoir exactement les valeurs qui conviendraient à l'équation fuchsienne, sont seulement suffisamment voisins de ces valeurs, la variable x n'est plus fonction fuchsienne du rapport ;; des intégrales, mais elle en est encore fonction kleinéenne, ce qui suffit dans presque tous les cas.
Voici comment ce que l'tm vient de voir peut s'appliquer au cas des types non symétriques. Soit
une équatKui appartenant à uu ty[>(' fuchsien T. Ce type contient une équation fuchsienne et, si j'appelle l le l'apport des intégrales de cette équation fuclisienne, les variables x et )■ seront des fVjuctions fuclisiennes de t. Mais nous ne nous proposons pas pour le moment de trouver les coefficients de cette équation fuchsienne elle-même; nous voulons seulement trouver une équation fuchsienne dans un type T' subordonné à T. l'our cela, soit
le tableau des points singuliers de l'équation (3) et de ceux de la relation (4 ). Nous avons \ii, au paragraphe XI, qu'il existe toujours une équation fuchsienne
où F(a;) est rati(Uinel et qui admet pour points singuliers, non seulement les )i quantités données (5), mais encoi-e /■ autres quantités non ilunuécs //,,
ù^i SUR LES GIIOIIPKS DES EQUATIONS LINEAIRES.
l>-2 l^/i- iic [lins, toutes les équations déterminantes ont une racine
(L.uble.
Or, si l'on se reporte à ce qui a été dit dans ce paragraphe XI, on verra que nous avons formé cette équation (6) à l'aide d'une autre équation fuchsienne dont tous les points singuliers étaient réels et qui, par conséquent, appartenait à un type symétrique. D'ailleurs, nous venons de voir que les coefficients d'une équation fuclisienne contenue dans un type symétrique donné peuvent être regardés comme connus. 11 en sera donc de même de ceux de l'équation (6).
Cela posé, soit ; le rapport des intégrales de (fi); x sera une fonction fuchsienne de :•, ayant pour groupe G. D'ailleurs, y sera une fonction uniforme de z. Si ^' est le groupe des substitutions de G qui n'altèrent pas )• (cf. paragraphe précédent), y sera une fonction fuclisienne de z ayant jiour groupe g'; le groupe °' engendrera alors une équation fuclisienne qui ne sera autre que
avec la relation
Celte nouvelle équation fuclisienne [que je regarde comme différente de l'équation (6) non accompagnée de la relation (4)] fera partie d'un type T' subordonné à T et nous avons vu que ses coefficients sont connus. Le |)roblèiiie que nous nous proposions est donc résolu.
XVIII. — Troisième problème; cas général
Reprenons les équations (3), (4) et (6) du paragraphe précédent. Appelons Rq le polygone générateur de G, Pq celui de g' . Le groupe g- formé des sulistitulions de g'' qui n'altèrent pas les intégrales de l'équation (,:!) est un sousgroupe distingué de g'. Il est parfaitement déterminé et il est engendré par une région Qo qui joue le rôle de polygone générateur, mais qui a une infinité de côtés. Ces côtés sont conjugués deux à deux de telle façon qu'un côté soit le transformé de son conjugué par une des substitutions du groupe g. Deux points appartenant à ces deux côtés conjugués seront dits correspondants lorsque l'un d'eux sera le transformé de l'autre par cette substitution.
Maintenant il s'agit de déterminer les coefficients restés arbitraires dans
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l'équation (3) de telle façon que cette équation soit fuchsienne. Soient l le rapport des intégrales de l'équation (3) supposée fuchsienne et :; le rapport des intégrales de l'équation (6); il s'agit de déterminer' t en fonction de z.
Je suppose, pour déterminer complètement <, qu'il s'annule en même temps que z. Alors t sera une fonction uniforme de ;, inaltérée par les substitutions fie ff et de telle sorte que
En outre, / pourra prendre toutes les valeurs dont le module est Inférieur à i . Ceci étant posé, je dis que l'on a l'identité suivante :
(7) log niod^ = V logmod
t jL^ " OLiZ -h p,-
Dans celte identité, les substitutions (;, -^ ^ ) sont les substitutions de "■
et le signe i; se rapporte à toutes les substitutions de ce groupe. Cela posé, considérons une infinité de cercles
Cl, Co, . . ., C„, . . .
ayant tous pour centre le point O et dont les rayons R,, R2, ...,Rh, ... vont en croissant avec « et tendent vers 1 quand n croît indéfiniment.
Parmi les termes de la série (7), il y en aura un certain nombre /; qui deviendront infinis à l'intérieur du cercle C„. J'appelle leur somme 9„. Il s'agit de démontrer (jue
Iiiii0„= loy iiiod - |)ijiM' /( = ».
.le remarque, de plus, que logmod-, le lernic général de la série (~)
loi; mod ~'"-.' » el par consécMicnt 0„, sont cssenlielU'meul réels et positifs. Soit
soit Un une fonction réelle de ç el de t| qui, à l'intérieur de C„, satisfasse à l'équation
qui M)i( nulle le long de la circonférence de ce cercle el qui, enliu, soi! telle que la différence
log'mod it,i
H. P. — II. iu
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soit lioloinorphe à rintérieur de ce même cercle. Nous aurons les inégalile's
o< '/„< logmod^ el lie plus
et l'un en coiiclul que M„ est constamment, croissant avec n el constamment intérieur à logmod-. ce qui veut dire que, pour n^^cc, u,i tend vers une limite
Unie que j'appelle (/.
J'ai inséré, dans un des derniers Hulletins de la Socièlé mathématique de France (Paris, (^lauliiier-Viliars, i883), un petit travail intitulé Sur un théorème de la théorie générale des fondions^ dans lequel je démontre que SI y est une fonction quelconque non uniforme de x, on peut toujours trouver une variable z telle que x et y soient des fonctions uniformes de z. On n'a qu'à répéter ici la suite des raisonnements que j'ai faits dans ce travail pour voir que u est une fonction analytique de c, et de Y) et qu'on peut trouver une seconde fonction c de ç el de 'i\ telle que u -+- iv soit une fonction analytique monogène de z. On aura d'ailleurs
log mod- i. u.
Il s'agit de faire voir que c'est le signe =: qu'il faut prendre el non le signe de l'inégalité >. l'uur cela, étudions de plus près la fonction u. Je dis que cette tonction n'est pas altérée par les suLstitullons de g. En eflel, soit
1 une de ces substitutions et posons
«;',(-)= Un
az-i-l^
11 y a une autre manière de définir la fonction u[^. En eil'el, soil C„ le cercle transformé de C„ par la substitution inverse de S. La fonction w,', satisfera cnmmi' Un à l'('(|uali()u (R); elle sera nulle le lonc de C'„ et la différence
lo" mod - ° t
sera holoiiiorplie à l'intérieur de ce cercle.
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Nous aurons donc une infinité de cercles
et une infinité de fonctions .
engendrées à l'aide de ces cercles comme les u,- le sont à l'aide des cercles C,-. Nous aurons d'ailleurs
/«^ + 2 \ Vim ii'„( z) = Il { Ç- piiui n = y..
Gela posé, quelciiie grand que soit /(, on |)iiiii'i,i trouver un cercle C tout
entier extérieui- à ('.„ et un cei'cle (ly Imit entuT extérieur à C^,. On aura
alors
ti„(z)< u'i,iz) < ii,,( z).
Mais, pour // = oo, on a
Donc
donc
et enfin
On en conclut
/' = '/ = -^■• liiii ii„ = liin II,/ = u, \imu'p(z) = u{2)
: ('(;)-!- const.
Considérons maintenant la fonction
V = log mod u
dans le plan des t et posons
La fonction V sera une fonction uniforme de l. En eflet, quand <, après avoir décrit un contour (juclconquc, revient à sa \aleur initiale, :; est revenu à sa valeur initiale ou bien a subi une des sidjstitutions du groupe g. Dans l'un et l'autre cas, la fonction u et par conséquent V^ n'ont pas été altérées. D'ailleurs, V satisfait à l'équation
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Considérons dans le plan des / le cercle
p étant une constante plus petite que i .
La fonction V sera liolomorphe (') à l'intérieur de ce cercle; d'ailleurs, elle sera, le long de la circonférence de ce cercle^ toujours comprise entre zéro
et log-- Donc, en verlu d'une propriété bien connue de l'équation (8'), on
aura, à l'inlérieui- de ce même cercle^
o<V<logi.
Mais p peut être choisi aussi voisin que l'on veut de l'unité; il faut donc que
Ton ait
V = o ou
log moc) - = ». G. Q. F. D.
Mais, d'autre part, nous avons les inégalités suivantes, faciles à démontrer :
log mod y > e„ > Un-
Or, pour n = 00, lim m„ -— log mod - ; on a donc aussi ce qui démontre l'identité
lim6„ = log mod -;
(7) log mod- = S log mod -ii^^^ ~,
t a/z -+- Pi
qui donne t en fonction de ;.
Ainsi, en supposant l'existence de l'équation fuchsienne (3) et par conséquent de la fonction t, nous avons démontré que la série (7) est convergente et
que la somme de cette série est précisément log mod -■ Réciproquement, en
(') En eflTet, il ne pourrait y avoir doute à ce sujet que pour certains points isolés qui correspondent à des sommets de R,, situes sur le cercle fondamental. Mais on sait que si une fonction V est liolomorphe à l'intérieur d'un cercle, sauf en certains points isolés pour lesquels on ne sait rien, si elle satisfait à l'équation (8'), si enfin elle est uniforme et qu'elle reste comprise entre deux limites données, cette fonction reste liolomorphe, même pour les points isolés en question.
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supposant la convergence de la série (7), on pourrait démontrer que la soinuie de cette série définit le logarithme du module du rapport des intégrales d'une équation fuchsienne appartenant au type T. On démontrerait par conséquent que ce type contient une équation fuchsienne. Mais cette démonstration serait fort longue et serait, d'ailleurs, inutile.
On pourrait toutefois en faire un usage sur lequel je voudrais dire quelques mots. Soit T" un type tel que T soit subordonné à T"; T', qui est subordonné à T, sera subordonné à T". Supposons que l'on sache que T" contient une équation fuclisienne; soient (3') cette équation et ^1 le rapport de ses intégrales. Soit ^1 le groupe des substitutions de G qui n'altèrent pas /, ; i,' sera un sousgroupe de i'-,. Nous aurons, d'après ce qui précède,
(7') log mod — = S log mofi — ^-^^ j-
(^, -^ -j^ ) étant la substitution générale du groupe ^1. Mais la série (7)
peut_s'obtenir en supprimant certains termes de la série (7')- Elle est donc convergente et par conséquent le type T contient une équation fuchsienne.
Ainsi tout type subordonné il un autre type qui contient une équation luclisienne contient bii-méme une équation fuchsienne. Ce principe dispenserait, dans un très grand nombre de cas, de l'application de la méthode de continuité.
XIX. — Réflexions sur la convergence de la série précédente
Voici comment on pourrait cherchera d('niontrer directement la convergence de la série (7) du paragraphe précédent.
Au paragraphe I du Mémoire sur les Joiiclions J iic/isiciiiics, nous avi>ns démontré la convergence de la série suivante :
où ( :;, -^ — ^ ) est la substitution générale d'un groupe fuchsien G. En revanche, toujours dans le cas d'un groupe fuchsien, la série
(9) Smod(Y,-- + 8,)-2
n'est pas convergente. Mais elle peut l'être quand il s'agit, non plus d'un groupe
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tuclisien, mais d'un soiis-groupc d'indice ialiiil rontenii dans un groupe fiirlisien, par exemple du groupe i' donl nous nous occupons ici.
Je dis que si la série (ij) est convergenle, il en est de même de la série (~). En eilet, soit
p,= mod
nous aurons
et
niotl(Y,J + 0,)-^ _ Çii — I p,--t- 1
, I 'oso, 1 — uiod'-~
log— ""
( hiand / crofl indi'liiiiuieul, z, tenti vers l'unité cl l'on a lim — — =
,1 I — inod'-^
log — pi
Ainsi, le ra[)porl d'un terme de Ja série ((j) au terme correspondant de la série (~) tend vers une limite linie, quand l'ordre du terme considéré croît indéfiniment.
Donc, les deux séries sont convergentes ou divergentes en même temps.
Cela posé, soit z un point quelconque intérieur à Qo . Considérons un cercle C dont la S soit
(lo) ^(e2R-t-e-2R_2)
et qui contienne à son intérieur le point z; soit F(R) la S de la partie de ce cercle qui est intérieure à Qo. Soit maintenant /(R) la plus petite valeur que puisse prendre F(R) quand on fait varier le cercle C, sa S restant toujours constante, et le point z restant toujours à l'intérieur de C. Alors/(R) sera une fonction continue de R, croissant constamment et indéfiniment avec R.
Soil IN le nondjrc des points -^ ^ qui sont intérieurs au cercle qui a pour
centre le point O et dont la S est précisément égale à l'expression (lo). Nous aurons
.Soient maintenant R,,Pi2, .... Rn, ... une série de valeurs de R, positives et d'ailleurs croissant constamment et indéfiniment avec n. Soit K.„ le cercle qui a pour centre le point O el dont le R est R„. Soil U„ la somme de
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tous les termes de la série (()) qui correspondeul à des (loiiits -^ ^' exté-
rieurs à K„_| et intérieurs à K„.
La série (()) pourra être remplacée par la série
(u) U.^U. + .-.-f- LI„ + ...,
ov'i iKuis aurons
K cl K' clant deux cousianies convenablemeiil choisies.
Les séries (7), (9) et (i i) seront donc convergentes si l'on pcul choisir les R„ de telle façon que la série
.r^ e>(li„-R„_,l
soit convergente. Or, c'est ce qui a lieu si l'intégrale
a une valeur finie.
Telle est donc la condition suflisanle de la convergence de la série (-). Il faudrait donc chercher à démontrer que l'intégrale (i.i) est finie, ce qui pourra se faire en étudiant la forme de la région Qo.
Lorsqu'on l'aura fait, cette démonstration dispensera clans tous les cas de l'applicatiiiu de la iiiclhodc (l(^ continuité.
XX. — Résumé
Dans ce Mémoire, après avoir monlré à calculer les paramètres du groupe d'une équation linéaire donnée, j'ai exposé quelques propriétés de ces paramètres considérés comme fonctions des coefficients de cette équation, ou inversement de ces coefficients regardés comme fonctions des paramètres du groupe.
.l'ai ahordé ensuite un autre prohlème. Considérons une équation tle la forme suivante :
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OÙ S el 0 >oiit ralioliiK'ls eu x et y. Je suppose que la relation (2) est donnée, ainsi que les points singuliers de l'équation (1) et l'équation déterminante relative à chacun d'eux, mais que tous les autres coefficients de l'équation (i) restent arbitraires. Je suppose, de plus, que la différence des racines de chaque équation déterminante est nulle ou est une partie aliquote de l'imité". J'appelle ; le rapport des intégrales et je considère x comme fonction de z.
Jai montré qu'on peut disposer, d'une manière et d'une seule, de ces coefficients restés arljilraires de telle façon que x soit fcuictiiui fuchsienne de z, n'existani qu'à l'iulérieur d'un cercle et j'ai fait voir cninmeiil il fallait diriger le calcul des coeflicients.
On peut disposer de ces mêmes coeflicients d'une in/iiiilc de manières, de telle façon que X soit fonction kleinéenne de z n'existant pas dans tout le plan. Enlin, on peut encore disposer de ces coefficients d'une manière et d'une seule, de telle sorte que x soit fonction fuchsienne ou kleinéenne de :;, existant dans Imite l'étenduedu }>lan. Ce dernier |)oint n'a pas été démontré ; il faudrait, pour le faire, a|)pli(|uer la méthode de continuité.
Considérons maintenant une équation linéaire quelconque
d"'v „ dfi'
dx'" • '^ dxP ■ ^J !
les c5 et 6 étant rationnels en x et y. Soient r, , Co, . . ., (,„ les intégrales de cette équation. On peu! trouver une variable î de telle façon que z soit le rapport des intégrales d'une équation du second ordre à coefficients rationnels en x et )■, et que c,, Co, . . ., i'/h ainsi que x cl y soient des fonctions uniformes de z. 11 peul arriver d'ailleurs que x. considérée comme fonction de z, soit, ou une ftuicthni rationnelle, ou une tonction doublciiiciil périodique, ou une tonction fuchsienne n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle, ou une fonction kleinéenne n'existant pas clans tout le plan, ou enfin une fonction fuchsienne ou kleinéenne existant dans tout le plan. JNous laisserons de côté ce dernier cas.
Alors, ce dernier cas étant laissé de coté, on pourra choisir cette variable ; d'une in(inil('' de manières en satisfaisant à toutes les conditions énoncées plus 11, Mil. J'appelle Ci, -21 •••? ^«i ••• les différentes variables ; obtenues de la sorte. Mais, parmi toutes ces v^ariables, on peut en choisir une et une seule que j'appelle z^ et qui est plus simple que toutes les autres. En général, x sera fonction fuchsienne de c, (n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle); mais, dans certains cas particuliers, elle pourra en être fonction rationnelle ou double-
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ment prrio(lir|iin. Dans lous les cas, z, sera ronclidU iiiiit'orine des anlres variables z-, :,i ce qui explique pourquoi ,r, y el les i' qui sont unilurincs
en ;, sont aussi uniForines en ^^i ^s- •• -i ~-in ■ ■■ ■
Ainsi, nous pouvons exprimer les intéprales fFune C(juali(Ui linéaire à coefficients alg('l>riques |)ar lies fondions nniforuus d'une \ai'iid)lc ;.
11 reste à étudier les propriétés de ces fonctions iiniforines et à les développer en séries. C'est ce fjue je ferai dans le pmcliain Mémoire, qui sera le dernier de cette série.
H. P. — II. 5i
MKMOIRE
FONCTIONS ZÉTAFUCHSIENNES '
Acta mat/icmiilica, l. 5, p. 209-278; i8S4'
I. — Introduction
Considérons une ocjualion linéaire quelconque d'ordre p
où les » sont des fondions nilionnelles et où la relation (2) est algébrique. Soit maintenant une é(]uulion auxiliaire
(S) "5ÏT = "(^'^)"''
où 9 (x, y) est une f'oacli(ui rationnelle telle que tous les points singuliers de Véquation (1) appartiennent à rérfiiation (?^). Soit a un point sini;ulier appartenant à la (ois aux deux iMjuatious; ce [loiut singulier, regardé comme appartenant à (1), ncuis conduira à une équation dtiterniinante E de degré p; regardé comme apparirnani à (i), il nous comluira à une équation détermidante E' du second degré. Soit 0 la dilVérence des deux racines de E. .le suppose que H ait été clioisi de telle sorte que 5 soit nul ou bien que, 5 étant une partie aliquote de l'nnitr, toutes les racines de l'équation E' soient des multiples de 0. Dan> le ca^ où, dans le voisinage du point a, les intégrales
(') ■|'eriiiiné le io mai iHK/, ; jinprimt' du ■•■'- juilk-l un ij septciiilire 1884. N. E. N.
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de Véquaùon (i) seraient irrégulières^ 5 devrait être supposé nul. Il faut enfin que, même [)oiir les points sinf;Liliers de (3) ([iii n'appartiennent pas à l'équation (i), S soit nul ou soit une partie aliquote de l'unité et que les inléf^ralcs de l'équation (i) soient partout régulières.
Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer Q. Supposons même que l'on choisisse arbitrairement les points singuliers de {''>) qui n'iipparliennent pas à (i) et les équations déterminâmes relatives à tous les points singuliers de (3), en satisfaisant toutefois aux diverses conditions que nous venons d'énoncer. <)uand ce choix sera fait, 9 ne sera pas encore entièrement déterminé, et il restera un certain nombre de paramètres arbitraires. Dans divers Alémoires, antérieurement insérés aux Acla niathematica, j'ai démontré qu'on pouvait disposer de ces paramètres :
i" D'une manière et d'une seule, de l(dle façon que x el y soient fcmrtlons l'uclisiennes de ;; n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle.
a" D'une infinité de manières, (h; telle façon que lc et )' soient fonctions kleinéennes de ; n'existant pas dans tout le plan.
3" D'une manière et d'une seule, de telle façon que x et v soient (onctions fuchsiennes et kleinéennes de z existant dans tout le plan.
Dans tous ces cas, les intégrales de l'équation (i ) sont des fonctions uniformes de ;.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que l'équation (3 ) ait été choisie de telle sorte que x et y soient fonctions fuchsiennes de s n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondauu'ntal dont le centre est o et le rayon i (i''', a"" et (')'" (aniilles). Alors les intégrales de l'équation (i) pourront se mettre sous la tonne du quotient de deux séries ordonnées sui\ant les puissances de :; et convergentes tant que 5 reste intérieur au cercle fondamental; elles sont donc toujours convergentes puisque la variable ; ne peut jamais sortir de ce cercle.
Envisageons un cas particulier remarquable, celui où S est nul pour tous les points singuliers de l'équation (3), et où par conséquent x et y sont des fonctions fuchsiennes de la deuxièuu» faiiiillc Dans ce cas, les intégrales de l'équation (i), de même que x et )', sont des fonctions holomorphes de : à l'intérieur du cercle fondamental. Toutes ces fonctions peuvent se développer en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de :; et toujours convergentes, puisque le cercle de convergence est le cercle fondamental et que la variable ne sort jamais de ce cercle. (^)iiaiil aux coeflicients de ces séries, on
1o4 MKMOIIIF, Sln LES FONCTIONS ZKTAFL'CIISIENNES.
les calcule alséincat par récunoace cl par la inélliude des coefficients indéteriiiiacs, (lès que Fou couaail les coefficients des cqualioas (i), (2) et (3).
xViasi on peut trouver des développements des intégrales qui sont toujours valables, et à ce point de vue il est, dès à présent, permis de dire que nous savons intégrer toutes les équations linéaires à coefficients algébriques.
Mais les développements ainsi obtenus ne sont pas satisfaisants pour l'esprit, parce que les difl'érents ternies ne se déduisent pas les uns des autres |)ar une loi simple. Il faut donc cberclier à exprimer les intégrales par des séries dont tous les termes soient donnés par une formule générale simple, comme l'étaient par exemple les termes des séries thétafuchsicnnes. Tel est l'objet du présent Mémoire. Les séries que je vais cberclier à obtenir seront moins propres peutêtre au calcul numérique que les développements suivant les puissances de z, mais elles seront plus inslrucli\ es et nous permettront de pénétrer plus profiindémenl ilan> l'i'tude intime des fonctions qu'elles repi'ésentent.
Toutefois, dans ce qui va suivre, je serai obligé de supposer que l'équation (i) a toutes ses intégrales régulières pour employer l'expression de MM. Fuclis, Tliomé et Frobenius. Dans le cas où il v aurait des intégrales irrégulières, rien de ce (jue je vais dire ne serait plus applicable et je ne sais, au --uiri (le ces équations irrégulières, rien de |dus (jue ce que j'ai démontré dans les quatre Mémoires antérieurs, .l'avais, il est vrai, dans les Mathetnattsclie Annalen^ énoncé un résultat particulier sur ces équations irrégulières, mais ce résultat est inexact; j'avais été trompé par une fausse interprétation d'un tliéorème de M. Klein dont je ne connaissais pas la démonstration.
II. — Classification des équations linéaires
Soient
di'v v^ a'' V
, , di'u ■^\ , , , d'' u
deux équalioas linéaires d'ordre p .'i coeflicients rationnels en x ely. Je dirai que ces deux équations appartiennent à Imnrmi' Janu'lle si l'intégrale générale de la seconde peut se mettre sous la fcuine
, /p „ dv ,, dW „ dP-U'\
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v étant l'inlégrule f;énérale de l'cquation (i), les F étant des fonctions rationnelles de X et de j', et A une fonction quelconque de x et de y. Elles appartiendront à la même espèce si la fonction A est égale à i .
Si les deux équations (i) et (i') sont clc la même espèce, elles auront même groupe, c'est-à-dire que, lorsque le point (x,^^) il('crira un contour quelcDuquc sur la surface de Riemann (2), les intégrales de l'écjuation (1') subiront [irécisément la même sid)stilution linéaire que les intégrales de l'équation (i). Si les deux équations sont seulement de la même famille, elles n'ont plus même groupe; mais, quand le jioint {x,y) d<'(rit un cmiiDur (pielciuupu', on (ihluiil les valeurs finales des intégrales de (1') en applupiant aux \aleurs inilialc> la s[d)s| Il Ml ion (|u'iinl suIik' les intégrales de (i) et eu multiplLaul ensuite Imis les résultats ainsi obtenus par un même Jaclriir. Ainsi, les rapports des intégrales de (1') ont subi précisément la même transformation (pie les rapports des intégrales de (1^.
Soit
(/' satislera à une éfjiiation à coeflicients rationnels en X et )' , „ di'u' v^ „ d'' II'
Oïl auiM alors, en faisant // ^ A'/' dans ( 1 ') ci divisant par A, ('")
Les deuv équatKjus (^i"j et (1'") étant irrétiiulibles, doivent être iilenti(jues ; d'où
Il suit de là que la dérivée logarithmique de A est rationnelle en x et y. Donc, A est une de ces fonctions étudiées par M. Appell et analogues aux fonctions doublement périodiques de deuxième espèce. De plus, quand, sur la surface de Riemann (2), le puinl aiialvli(|ue (x, y) décrit un cvcle ou bien un contour l'ermé autour d'un puiiit singulier, la fonction A est simplement multipliée par un facteur constant.
Etudions maintenant ce qui se passe dans le voisinage d'un point quel-
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conque, et pour cela rappelons les dinerents cas qui peuvent se présenter, d'après les travaux de M. Fuclis :
1° 11 peut arriver que le point sini;ulier x ^:= a (pie l'on l'iudic soil ifi-égulicr. c'est-à-dire que, parmi les intégrales, il y en ail au moins une qui soit irréiiulicrc et par conséquent développable en série de la forme suivante :
où dans la série l'exposanl n peut prendre toutes les valeurs entières positives et nénalives.
Il est aisé de voir que, si le point x =z a est un point irr(''i;ulier pour l'équation (i ), il sera aussi un point an'i^iiher pour toutes les équations de la mèuie espèce. Quant aux équations de la même famille, elles auront toutes aussi un point irréijulier au point a [sauf dans le cas particulier où r(jn pourrait rendre les intégrales de l'équation ( i) régulières en les mullipliant par une même fonction u.].
Nous supposerons tl'ailleurs, dans tout ce cpii va suivre, qu'aucune des équations que nous considérons ne présente de point inégiilier. Ainsi, tous les points singuliers de (i) et de (i') seroni su|)posés ri'gnUers.
2" Il peut arriver ensuite que le point singulier x ^= a soit logarithmique^ c'est-à-dire que. |iarml les intégrales de l'équation (i), il y en ait au moins une
de la forme
( X — «)*['{> + >]> log(a' — a )],
'.2 et 'i étant indoiuorpiies. Si le [)oint x = a est un point logarithmique pour l'i'quation (i i. il sera aussi un point logaritlimi{[ue pour toutes les équations de la même famille.
.!° Il peut arriver enfin que le point x =^ a soit un point singulier ordinaire ou un point non singulier. Dans ce cas, il y a p intégrales de la tonne suivante :
les s étant lioloinorplies. Les quantités ),|, Xo, ...,),^ sont les racines d'une équation facile à former et qu'on appelle f'g//a//o/; déterminante. En général. lorsque cette équation a une racini' doiil>le ou deux racines ne dilTérant que d'un nomhre entier, on a allaire à un |)oint singulier logarithmique; il peut arriver cependant, si certaines conditions sont rein|)lies, que le point singulier soit ordinaire, quoique la dillerenee de deux racines de l'équation déterminaulr Ndil un luilier.
Il [u'ul se faire alors :
1" On bien que l'équaliou aux diUerences des racines de rt'([ualii)U dëlermiuaiile n'ait [las toutes ses racines entières, auquel cas le [loinl x -^ a est un point singulier p/'oyj/'eme/i^ dit.
2" Ou bien que les o racines de r<''qualii)n déteiinuianle soient de la lormc
/i + /il, l< + h-i, . . -, /.' + A,,,
k étant une quantité non entière et /t, , h-,, . .., hp étant des entiers. Alors x ^= a (s'il n'est pas logarithmique, ce que je suppose) est un point à apparence singulière. [Cf. Sur les groupes des équations linéaires {Acta mathemalica, t. 4, p. ai;).]
.')° Ou bien que l<'s yj racines soient entières. Alors, pour ./• = «, toutes les intégrales sont iiolomorphes on uii'roniorphes ; ce point est un point singulier polaire (s'il n'est pas logarithmique, ce que je sup[)ose toujours).
4" Enfin, si les p racines en question sont précisément
o, t, 2, ..., (/' — 0, on a affaire à un pnini /imi singulier.
Que se passera-l-il dans le voisinage d'un |)oinl non logaritiimii[uc si l'on passe de l'équation (i) à une (équation de la rn('nic taiiiiilc on de la même espèce ?
Soit X =z a un point non logarithmique; c<insidérons trois équations linéaires (i), (i') ct(i"), la seconde *le la même espèce que (i), la troisième de la même famille (pie ( i). Soient (o), (3') et(.i") les équations déterminantes relatives à ces trois é(juatinns dillérentlelles et au point x = a. Soient
les racines de (i). Celles de i'-V) seront
Xl+/(l, X2-I-/J2, ..., 1i,-\-hi,
et celles de (.'V') seront
p + ïiH- /(,, p + Z2+/io, p + a,,-l-/ip,
jî étant (pielconque et les h étant des entiers positifs ou ni'gatifs.
]3'où les conséquences suivantes : Si le point x = a est un point singulier proprement dit pour l'i'quation (i). il en sera un aussi pour les équations (i')
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et (i ")• Si ce point est nu |>()iiil non siiigiilii'r pour récpinlion ( i ), il sera non singulier ou polaire pour (l'j et il sera non singulier, polaire ou à apparence singulière pour ( i").
Donc, deux équalious de la même fauiilic oui les niéuies points singuliers proprement dits. (logarithmiques ou non logarithmiques). Mais les points à apparence singulière (et en particulier les points ])olaires) peuvent être diderents .
Supposons maintenant que les deux équations (i) et (i') soient dépourvues de second terme, c'est-à-dire que
Dans ce cas, la somme des racines de l'équation déterminante est égale k
Supposons que ces racines soient toutes entières sans être précisément
égales à
c'est-à-dire (jue nous ayons ali'aire h un point singulier polaire. La somme des racines doit être égale à la somme des p — i premiers nombres. D'ailleurs deux racines ne peuvent être égales, car il est aisé de constater que l'équation déterminante relative à un point singulier non logarithmique ne peut avoir deux racines égales. Donc une au moins des racines devra être négative; donc le point X = a est un pôle pour une des intégrales de l'équation (i), ce qui jtistilie le nom i\e poi/il polairr donné à cette sorte de point singulier.
Envisageons d'abord des équations du second ordre. La somme des racines de l'équation déterminante est égale à i; leur différence est égale à i pour les points non singuliers, à un nc)mi)re entier plus grand que i pour les points à apparence singulière, à un ninubre non entier pour les points singuliers non logarithmique**, à o. à i ou à un entier pour les points logarithmiques.
Nous ferons les conventions suivantes : Si, pour un point à apparence singulière, cette même différence est égale à n -h t , nous dirons que nous avons affaire à un point à apparence singulière du /;"'"'= ordre, ou encore à n points à apparence singulière confondus. Si, pour un |ii>iul singulier logarithmique ou nnn, cette même dillérence, dont nous pousons touj<iurs siq)poser la partie réelle po>ilive, est égale à n -j-X, A ('tant un nombre donl la parlii' rreUc A,
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nous dirons que nous avons alluire à un point singulier et à n points à apparence singulière confondus.
Grâce k ces conventions, l'énoncé du théorème qui vii suivre est un peu simplifié. Je dis que, si l'équation (i) a un nombre pair de points ù apparence singulière, il en sera de mènïe de l'équation (i') et inversement. En effet, soit
l'équation (i), posons
Soient Ao, A, et M des fonctions telles que
AoFo=^. A„F,= M, .V = .V„.V„
d'où
Il résulte de là que le ])assage d'une équation du second ordre à une autre de même famille peut ImijoLirs (''ire ohlenu par lu série d'op('r.itions suivantes :
i" Multiplier la fonction inconnue p.ir un facteur\;onvenal)le. - 2° La différent ier.
3" La multiplier de nouveau par un facteur convenable.
La première et la dernière de ces trois opérations ne modifient pas la différence des racines de l'équation déterminante. La seconde opération seule peut altérer celle différence. Voici comment : je suppose d'abord que l'on ait, pour la fonction inc(}nnue r, le développement suivant :
v = X(A + Ba;-t-Ga:2+ Dx^ + . . .) -^ iJ.(B' a: + C'x^-+- D'x^ + ...),
A et tji. étant des constantes d'intégration; ce développement montre de plus que les racines de l'équation déterminante sont o et i. Si l'on a
B^ = CT = ''' H. r. — II. 52
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il \iemlra, pour le développement de -z- 7
^ = X(3D:r2-+-...) + (|ji-t-XA)(B'+2G'a- + 3D":r2-H...),
ce qui inonlre que les racines de l'équation déterminante sont devenues o et 2. Ainsi, kl différentiation peut faire apparaître de nouveaux points à apparence singulière, m;us elle en peut aussi l'aire disparaître. Soit, en eflTet,
(> =X(A-!-B.?- + Car2 + ...)-l-p^(C'.r2+D'a73-T-...)
le développement de c. On voit que l'équation déterminante a pour racines o et 2. Si l'on dillérentie, il \ienl
-1^ = X(B + 20^- + . . .) 4- (ji(2C'a: + 3D'^--f-. ..;,
où l'on \oitquc les racines sont devenues o et i. En général, toutes les fois que l'une des racines de l'équation déterminante sera nulle, sans que l'autre soit égale à 1, la dillerentiation fera augmenter ou diminuer d'une unité la différence de ces racines, et elle ne pourra la faire varier si Tune des racines n'est pas nulle.
Soit
dU' dv
l'équation à laquelle satisfait c; si dérivée
dv satisfera à
II s'est introduit par la dilVércntiation de nouveaux pointas îi a|>parcnce singulière, définis par l'i-quatioii
Supposons, ce qui est Idujuurs possible, que rinlini soit un point singulier ordinaire, d'oîi il rc'suiti: ipic 'j,, (lui t être une l< met ion rationnelle de degré — 2. La fonction 'Jo aura id + s inlinis, parmi lesquels d infinis doubles et i" infinis simples. Elle aura /. z<''i(i>, de sorte que
/■■ = 2 rf -I- « — 2
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A chaque infini simple de Oo correspond une écjuiition déterminante dont une des racines est nulle; par conséquent, par la dilTérenliation la dKlerence de ces racines diminuera ou augmentera d'une unité. D'après les conventions faites plus liant, il disparaitra ou il s'inlrndulr.i un point à apparence singulière. Ainsi, par le fait des s infinis simples de cso^ i' s'introduira 7 pareils
points, où
l'ar le tait des A' zéros tle 3,,, il s'introduini / points à a[iparencc singulière, de sorte qu'il s'en est introduit en tout
A + a £^ o (inod-.!).
Donc, la parité du nombre des points à apparence singulière n'a pas varié.
III. — Réduction des équations linéaires
l'armi les équations d'une même famille, il en est une que l'on peut regarder comme plus simple que toutes les autres. On peut se proposer, étant donnée une équation linéaire, de ti'ouver la tr'ansformation qui la /•f'/luira à l'équation la plus simple de sa famille.
Afin d'éviter des complications inutiles et qui ne touchent pas au fond des choses, je traiterai un cas particulier.
Je supposerai que l'équation à réduire est du second ordre et que ses coefficients sont rationnels en x, et j'écrirai cette équation sous la forme
Soient a,, ii-,, . . ., a^ les points singuliers; b,, bi^ . . ., 6/, les [xiints à apparence singulière; je supposerai que les racines des équations déterminantes
relatives à ceujL-ci soient et -• Réunissons dans une même classe toutes
les équations de la forme (1) où les points singuliers «,, a,, . . -, (i/,, ûo sont les mêmes avec les mêmes équations ([('terminantes, et où la parité du nombre h de points apparents est la même. Chaque classe contiendra une infinité de familles. Il y aura un certain nomlire de fonctions des coefficients des équations
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d"une même classe ^11! auront la même valeur pour celles de ces équalions qui apparlienneni à une uiêuu' famille. Ce sont des invariants qui définissent la fomille et tliU'érents île ceux, qui délinissenl la classe. Combien y a-t-il de pareils invariants? En d'autres termes, combien faut-il de conditions pour que deux équations, qui sont déjà supposées appartenir à une même classe, appartiennent aussi à une même famille?
Soit ^ une fonction rationnelle q\ielconque de x. Posons
La fonction satisfera à l'équation
Le coefficient de «, que nous appellerons <I> pour abréger, admet comme infinis doubles :
1° Les infinis de Cq' fl^i sont en général des infinis de i; 2° Les zéros de i.
Le rapport des intégrales de (1) sul>it certaines sul)>titutions linéaires formant un groupe G lorsque la variable x décrit certains contours dans son plan. Si les équations (1) et (2) appartiennent à la même famille, le rapjiort des intégrales de (2) subira les mêmes substitutions linéaires formant le même groupe G, et réciproquement, si ces deux rapports subissent les mêmes substitutions, les deux équations appartiennent à la même famille.
Il résulte de là que le nomljre cherché des invariants est au plus égal au nombre des paramètres arbitraires du groupe G. Or, ce groupe est dérivé de /.■ substitutions, ce qui fait 3/, paramètres, puisque chaque substitution dépend de 3 paramètres. Mais les équations (i) et (2) sont assujetties à appartenir à une classe déterminée; on connaît les muiliplicatcurs de ces A' substitutu)ns correspondant à des contours infiniment petits décrits autour de chaque point singulier et celui de la substitution qui correspond à un cont(iur inlininient grand. Il reste il: — i paramètres. Mais, si l'on remarque que deux groupes G et <j~"'Ga', où 1 est une substitution linéaire quelconque, ne doivent pas être regardés comme distincts, on verra qu'il n'y a en réalité que 2 A' — 4 paramètres arbitraires.
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Ainsi, le nombre des invariants ne |)eiit dépasser ik — 4- ïl sera précisément égal à ce nombre, si l'on peut trouver dans chacjue classe une équation admettant un yroupc donné, sans que les coefficients de ce groupe soient assujettis à aucune relation d'égalilé. Comme nous démontrerons plus loin ce tliéorème, nous admettrons que le nombre des invariants est ik — 4 en nous dispensant de faire le calcul direct, qui ne présente d'ailleurs pas de difficulté.
L'équation réduite^ c'est-à-dire la plus simple des équations d'une famille donnée, dépendra donc encore de a/.' — 4 paramètres. Quel est donc le minimum des points à apparence singulière que l'on peut lui attribuer? Supposons que l'équation (a) soit réduite. Elle admettra /, points singuliers et h' points apparents ; la fonction <I> qui est de degré — 2 a donc /.■ -\- h' infinis doubles et dépend par conséquent de 3/i + 3/j' — i coefficients. Mais il y a entre eus ik + 2/('+ i relations qui expriment que l'écfnation appartient ii la classe considérée et que les /(' poinis en question sont bien des points à apparence singulière. Il reste donc k + h' — 2 paramètres. Or, ce nond)re doit être au moins égal à 2 k — /[. Ou doll donc avoir-
Mais on a de plus
h ^ /(' ( niotl -i) ;
le nombre minimum des poinis ap[)arenls est donc k — a si k et II sont de même parité et A' — i si /. et h sont de parité différente. Dans le premier cas, il n'y a dans la famille qu'un nombre fini d'équations n'ayant que /> — 2 points apparents et l'on peut prendre l'une d'elles comme équation réduite. Dans le second cas, au contraire, il y a une infinité d'équations de la mèine famille n'ayant que k — i points apparents.
On peut encore prendre l'une d'elles pour équation réduite, mais cela ne suffit pas pour la déterminer. Nous achèverons de la définir en lui imposant cette condition que l'un des points apparents devra avoir une valeur déterminée, par exemple o.
Voici maintenant comment on peut arriver à réduire l'équation linéaire (i). Nous supposerons d'abord que k et 11 sont de même parité. Soient alors
(II, a-i, ..., ai, les points singuliers,,
bu Ù2, bh
les poinis k apparence singulière.
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Lu fonction 'Jq pourra s'écrire
\ X — bi
On aura d'ailleurs
(3) C, = +7, D?+fc:, = o,
en supposant, pour (ixer les idées, cjue luns les points apparents soient distincts entre eux et distincts des points singuliers. Dans ces équations, E,- représente le résultat de la substitution de bi à la place de ;r dans la fonction
Posons maintenant
. _ix{x — b^)(x — b-i) . . .{x — b), )(x — di Ux — d^) . . . (x — d/,-^) * ~ (x — a, )'{x — Oj)' ... (37 — a,,y{x — c,)'(x — c^)^ ...(x~ c,„f '
OÙ a, les d et les c sont jusqu'à nouvel ordre indéterminés et où 2//î ;= /i — k; il est clair que m ne peut être négatif, car si h était plus petit que /. la réduction serait terminée.
Nous allons disposer des indéterminées de telle façon que la fonction
qui est rationnelle de degré — 2, puisse se mettre sous la forme
df) ''- d^'
H étant rationnel et de degré — i .
Soient en général )v| , /21 .-..A;, les infinis de ft; ijt,, jjlo, ..., [Xp les résidus,
2'^' ■ X— li
Soient Hi et 9j le résultat de la substitution de A,- à la place de ,r dans les fonctions 6--J^ et ^ + _J^;
X — /(• dx {X A,)'
il viendra Si l'on a
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on devra donc avoir
M,- = iif -J- [i/,
ce qui détermine les [/,■ et par conséquent la fonction 6. On peut donc clioisir arbitrairement les M,- et les À,- mais non les IN,-, d'où il résulte que, pour qu'une fonction rationnelle de degré — 2 ayant/? infinis doubles puisse se mettre sous la fo.rine 6- — -r-, il faul p — 1 conditions; la p'"'""' condition qui achèverait de définir les p quantités JN,-, c'est que leur somme doit être nulle.
Dans le cas particulier qui nous occupe, il v a ?n -\- h -\- A infinis doubles; il nous faut donc satisfaire à
conditions et pour cela nous ne disposons que de m + A — 1 arbitraires. Il faut donc voir si /( de nos conditions sont remplies d'elles-mêmes. Pour cela, supposons qu'on retranche de R les deux termes qui deviennent infinis pour j7 = X,et que l'on appelle R,- le résultat de la substitution de )., dans les termes restants; il est aisé de vérifier que l'on a
(4) R,= o,'-(2|ji,-.)o;.
Parmi les infinis de R, considérons les points fc,. Aj. . . ., 6/,, par exemple le point hi- Soit donc bi=y.i; il viendra
l'armi les deux valeurs qui salislonl à cette condition, nous choisirons
II, = - '
de sorte que r<Mjuation ( \) devient
On a d'autre part
de sorte que la condition (4') se réduit à
Mais, pour j;i=6,= a,-, la fonction i s'annule, de sorte qu'il reste simplement
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de sorte que la condition (4") se réduit à l'une des équations (3) et est satisfitile d'elle-ménie.
On pourra donc disposer des m + l\ — i paramètres arbitraires pour satisfaire aux m 4- /i- — i conditions restantes. On envisagera ensuite la fonction
qui satisfera à l'équation (a). Cette équation n'adinellr.i plus les points à apparence singulière è|, h-,, ■■■, b/,; car, pour le point bj, par exemple, supposons que l'on envisage le développement de ii suivant les puissances croissantes de X — bi- Le développement de c commencera (pour l'intégrale générale) par
un terme de degré — -; celui de -r- par un terme de degré ; celui de 9 par
un terme de degré — i et de coefficient [a,- = - • l^e développement de 9i' + -j-
devrait donc commencer par un terme de degré ; mais les deux premiers
termes se délruisent et il reste un terme de degré H D'un autre côté, le
développement de — ^ commence par un terme de degré et par conséquent
celui de u par un terme de degré o. Le point apparent bi a donc disparu. En revanche, les points t/,, (L, . . ., d/s_2 sont devenus des points à apparence singulière. L'équation (2) n'a donc que /. — 2 points à apparence singulière: elle est donc réduite.
Voici maintenant une méthode plus simple pour déterminer la fonction 9. On pose
jLjx-- cil .^-li-r — hi) .^a- — c,-
Dans cette expression entrent 2in-\-k=li indéterminées, k savoir: les /«■ résidus P,-, les m résidus Q, et les m infinis c,-. On les déterminera par les h conditions
On peut ramener ces équations à être linéaires de la façon suivante : Soit FI le produit des k + h facteurs x — a,- et a; — bi. Posons
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Soient TT,- et -] ce que (leviemient II, et \\\ quand on y fait x =^ bi. Posons
n et K étant des polynômes de dei;r('' //( + li -j- /, — i el m en x. Soient H,-, K,' II) et K) ce que de\icnnent ces deux [lolyaoïnes et leurs dérivées quand on v tait X =: /',-. Nous aurons les relations
aH,= T:,K„
exprimant que le résidu relalil à riiilial x = //,■ est égal à -• D'autre part, les relations (5) deviennent
■ill} — K,-,— K,7:',+ -iDiTr/K, = o.
Toutes ces relations sont linéaires par rapport aux coeHicients de-; polynômes II et K et sudisent pour les déterminer. D'où celte conclusion importante qu'il n'y a en général f[u'une seule équation réduite dans une famille.
"Supposons luaintenaul que // l't /. ni' soicul [lUs de ruiMue parité.
Nous poserons
, 'xi.T ^ l/^){x — h^) . . . {x — bi,)x( X — d^){r ^ (h) . . . {x — di.-',\
(j--- ai)-(.r — «2)- .. .(.T — «/, )-(ar — f|)2(.T — c,.)- . . .(.'■ — r,,, )-
OÙ 2m = A — /i . iNou^ disposerons des tn -\- k — 1 indélermini'<'s a, <l el c de
façon que la fonction
U = — tpo -h il*
puisse se uieltre sous la lorme
de
On verrait, comme dans le cas précédent, que cela est toujours possible et, en faisant à l'aide des fonctions A et 9 la même transformation que plus haut, on arriverait à une équation (:<) qui n'aur.iit plus d'autres points à ap|)arence singulière que
o, f/,, dt, ..., ^/,_2,
et qui serait par conséquent réduite.
On peut euiployer la même analyse pour arriver à la réduction d'une équation linéaire :
1° Lorsque celle-ci est d'ordre supérieur au second; 2" Lorsque ses coefficients sont algébriques au lieu d'être rationnels. It. P. — II 53
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Puisqu'il n'y a clans une niruic famille qu'un nombre fini île réduites, les coellicients numériques de l'équation réduite définissent la famille. Ce sont là les invariants dont il a été question plus haut.
Soitj^ un groupe fuclisien quelconque que nous supposerons de la première, de la deuxième ou de la sixième familles. Soient
Zi, Z.!, . . ., Zy,
p fonctions de ;, n'existant qu'à l'inlérieur du cercle fondamental. Supposons
que, lorscjue la variable ; subit une substitution du i;rou])e g, la fonction Z,- se
change en
c'est-à-dire en une combinaison linéaire desyj fonctions Z.
Les substitutions t
formeront évidemment un groupe G isomorphe à g et que nous appellerons zétafuchsien. Supposons maintenant que ces fonctions Z soient uniformes et n'aient k l'intérieur du cercle fondamental d'autre singularité que des pôles.
Lorsque le groupe g est de la deuxième ou de la sixième famille, son polygone générateur R„ aura un on plusieurs sommets sur la circonférence du cercle fondamental. Soit a l'un de ces sommets. Je supposerai que les fonctions Z n'ont dans le voisinage du point z =^ a que des singularités logarithmiques analogues à celles que présentent, dans le voisinage de ce même point, les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe g. Entrons dans quelques détails à ce sujet : les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe g sont holomorphes en c' où t = ^^ — et où j5 est un coefficient convenablement choisi. (Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta mathematica, t. I, p. 21 5'".) Dans le voisinage de ce même point singulier; les fonctions Z
seront de la forme
P, e> .'<I>| + P^ehi <j.j + ...-+- p^ e>,,' <!>,,, <
où <I>,, <I>2, ..., •!>,; sont lidlomorphes en c' , où les A sont des constantes et ("j Ce Tome, p. i88.
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QÙ P,, Po, .... P,/ sont, lies polynômes entiers en t de degrés /ii,
On a d'ailleurs
Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit que les fonctions Z sont des fonctions zélafuchsiennes.
Reprenons les équations (i) et (2) du paragraphe I et l'équation auxiliaire (3) de ce même paragraphe. Supposons que l'on ait choisi celte dernière équation de façon que x et j' soient des fonctions fuchsiennes f(z) et J\{z) du rapport s des intégrales. Supposons de plus que les intégrales de l'équation (1) soient partout régulières. Si nous substituons, à la place de x et de >', 7 (-s) et /,(;), les intégrales de cette équation deviendront îles fonctions zétafuchslennes de ;.
Gela justilie la dénomination que j"ai adoptée. On sait en effet qu'on ne peut pas obtenir toutes les intégrales elliptiques par le procédé de l'inversion, qui ne donne que les intégrales de première espèce. Pour calculer les intégrales de seconde espèce, on v substitue à la [)lace de x une fonction elliptique de z et l'intégrale cherchée devient une fonction zêta de z qui augmente d'une constante lorsque la variable s'accroi'l d'une pc'riode. De même ici, le procédé de l'inversion ne permet d'intégrer que les équations fuchsiennes. Pour les autres équations linéaires, il faut, comme nous venons de le voir, substituera la place de X une fonction fuchsienne de ;. Les intégrales deviennent alors des fonctions zétafuchsiennes de z qui subissent une substitution linéaire lorsque la variable sidjit une Ir.insformation du groupe g. Les fonctions zétafuchsiennes jouent donc ici le même nîle que les fonctions zêta dans la théorie des transcendantes elli[il iques.
Cela posé, soient
•^=/(-ii i'=.A'-) et z,, z,, ..., z,,
deux fonctions fuchsiennes et un système de fonctions zétafuchsiennes admettant le groupe fuchsien g et le groupe zétafuchsien G (les fonctions x et y
(') P,, P^* •■■' ^\ ■*'*"' ''"^^ fonctions de la forme OÙ k-s -^^^ (x) sniïl liuIoiii»u'plies en .r au \nisinaj;e de x ^ n. I\ . E. ?i .
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sjnl liées |i,ir une rclaliim ali;("|jiifrue ). Il esl aisé d'en déduire une inlinilé de systèmes de fonctions zélifueli^iennes adnieltant les mêmes groupes. Soient en eilet Fq, F,, Fo, .... F^, ij J- i lonetions fuclisiennes admettant le groupe g. l^es fonctions
dL-i d-^Zi dl'L,
dx dx- ' dx'l
lormeninl un système zétafuelisicn.
Cherchons mainlenani quelle est l'expression la plus générale d'un système zétafuchsieu admettant les groupes g et Cî. Soit
T,, T,. ..., T„ un pareil système, l'osius pour al)r<''ger
Considérons la matrice
Pour abréger, nous n'avons écrit qu'une lii;ne de cette matrice; nui? il faut supposer qu'elle a yj lignes et que, dans la /'"""' ligne, chacune des lettres que j'ai écrites sans indice est alfectée de l'indice /. Soit m\inlen\nt ( — 1 )*Ay(_, le déterminant que l'on 1)1)1 lent en su])priiu:uit dans celte matrice la /''""' olonne ; on aura les relali(uis
T/ = - -!-(A,Z,-!-A,Z^+A,Z;+...-r-A,,_,Zr').
Liu-.(jue la variaMe ; snliil nue >mIi>I ilullcin du gr.ui|)e g\ les tonctionsZ,, Yj'i , .... T, subissent une uk'iuc >Mli>lituliiui S appailenant au groupe (î, à
savoir
( Z„ 1 a,,. Za ), ( Z'„ S fl,,-Z a), . . . , ( T,-, S «,v, Tk ).
Tous les déterminants Ao, A|, Ao, ..., A^ sont alors multipliée par un miMiie facteur, c'est-à-dire par le déterminant
Les rapports—^ ne siuit diuic pas altérés; ce sont dnuc dcb loncticin> fucliMcnnes
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de z, c'est-à-dire des foiiclioiis r.iliounelles de .r et de )'. Voici donc l'expres- «ion générale cherchée : ' ■
( 4 ) T,- = F„ A, -h F, z; + F, /;; + . . . -h f„_, zr ' ,
les F étant rationnels eu x et y.
Les fonctions Z^ formant un système zétafiichsien, on aura
(5) Zf-HF,,-,Zr'-H...-+-FiZ;+F'oZ/ = ",
les F étant rationnels en x et y. Ainsi, envisageons des fonctions zélafiich-
siennes quelconques
ayant pour grou|)es (1 cl ^'. Considérons-les comme fonctions d<' x=f{z), oit f(z) est une fonction fuchsienne admettant le groupe ^'.
Elles sdlisfero/il toujours à une et/ualioii linéaire à coejjicienis algèhri(jues.
11 résulte de là que le-, tourlious T, satlsler.inl comme les lonctions Z, ellesmêmes à une pareille équation. Mais, en \crlu de la relation (4), l'équation à laquelle satisfait T, cl C(dle à laipiidle satisfait Z, a|>parliennenl à la même espèce.
Ainsi, toutes les fonctions zélaluclisicnne^ qui ont même groupe sitisfoiit à des équations linéaires à cocfliciciils rationnels en x et en y et qui sont toutes de la même espèce.
Nous supposerons dans vc qui \a suivre que le (h'Ierminani
de toutes les substitutions du groupe G est égal à i. Celte liypothèse est permise. En effet, on peut toujours, dans une équation linéaire d'ordre p, faire disparaître le coefficient du terme en
dxi'-
et,si ce terme est nul, toutes les substitutions du groupe de l'équation ont leur
délerininanl égal à i.
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V. — Développements en séries
Supposons d'aboril que le groupe luchsien g' soit de la première (imille. Soit Si une substitution de ce groupe
Soit S( la substitution correspondante du groupe (î. Ce sera une substitution linéaire de déterminant i que l'on pourra représenter par le tableau de ses coefficients :
La substitution S7' sera alors représentée par le tableau
où les A sont les mineurs du déterminant des a. Nous allons considérer p t'onctions rationnelles
II,, II,, ..., H„ et p séries
?1; Ui ■ ■ -1 Ç/))
et nous adopterons les notations suivantes :
zs,= k-y
Les séries 5 s'écriront alors (»)
?,(.j=2iH,(^.,)]sr'[^]'
Supposons que l'on ait démontré qUe ces s('rics sont absolument convergentes ; voyons quelles seront leurs propriétés. On aura
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3t tic
et enfin
Ecrivons la série (i) cl la relation (2) avec les notations ordinaires, il \ icnt et
Il reste à recherclier si les séries (1) sont absolument converfjentes. l'our cela,
envisageons la série
X[iv = S,- m od [ A |iv ( T. - + S/ )" ' '" ] ,
et cherchons pour quelles valeurs Me //; celte série est convergente.
Nous allons il(jnc chercher avec quelle rapiilité croissent les coefficients A|i^. A cet efiet, envisageons les substitutions fondamentales du groupe G et leurs inverses. Si k est le nombre des substitutions fondamentales, nous aurons en tout ikp- coefficients. Soit M le plus grand module de ces ikp'^ coefficients.
Soit niaintenanl S, une substitution quelconque du groupe G dont tous les coefficients aient leurs nioduh^ plus petits (pie N; soit d'aLlleurs S une des substitutions fondamentales ou une de leurs inverses. Les modules de tous les coefficients de S,S seront plus petits que /jMN; car chacun de ces coefficients est une somme àe p monômes et chacun de ces monômes est le produit d'un coefficient de S,- par un coefficient de S.
Cela posé, une sulol iliilion S, quelconque puiLrra toujours se mettre sous la hiriiie suivante :
(3) S,= va.va, ... va,,_
Chacune des lettres S|, S^, . . ., S^ désigne une des substitutions fondamentales ou une de leurs inverses, la même substitution pouvant d'ailleurs se retrouver plusieurs fois dans la suite. Les exposants ai, a^, . . ., a^ sont entiers positifs. La somme 17 = a, + Xj + . . . + a^ s'appelle l'exposant de la substitution. Dans
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le cas où la siil)>t iliitiou S, peut se lucllio (riiiic inlinilr de manières sous la forme (3), son cvposant est la [ilii'i |irtile valeur que puisse prendre la somme «i + aj + . . . + a^.
11 ri'sulte de cette délinilion que les modules des eoeflicienls d'une suljstitulion dont l'exposant est a- sont |)lus petits que
Le groupe G est isomi)r|)lie au groupe i'. Il en résulte que l'exposant de S,est le même que celui de la substitution correspondante Si du groupe g' si l'isomorphisme est lioloédrique. Il est plus petit, en général, si l'isomorphisme est mériédrique. Dans tous les cas, il ne peul pis èlre jilus grand.
Soit, dua aulre côli', Il la distance il l'origine il un transformé zs, du point :■, distance évaluée au point de vue de la g(''iim(''lri(^ non euclidienne; je veux dire que R est la L de la droite o — ;.v,-. On peut trouver une relation entre R et l'exposant g de la substitution i/, que nous appellerons aussi, pour abréger, l'exposant du point :.s/. En cfTel, supposons, pour fixer les idées, que les points c et o soient tous deux intérieurs au polygone Ro- La dr.nte zs; — o dont la L est égale il II lr,i\ erseiM un certain iioiiiIhc de polygones R,,, R,, ..., R, et t sera au plus ég.il au nombre /; de ces polygones, (hielle relation y aura-t-il maintenant entre R et n ?
Considérons d'aboi'd le polygone 11^; la L de tout arc de courbe joignant deux points du |)érimètrc de ce polygone appartenant ;« deux ci'ités non adjacents sera plus grande qu'une cerliiiie liiuile inlérieiire que j'appellerai À. Gonsid(''rons maintenant un polygone R, ad|accnt il Rq le long d'un côti' C| et envisageons un arc de courbe joignant un point d'un côté Co de Rq ii un point du côté C-, de R| et traversant le côté C|. Je supposerai de plus que ces trois côtés Co, C|, C> n'ont aucun point commun. ('Cf. Théorie des groupes fuchsieiis, Àcht nidlhemntira, I. 1, p. .ii'".) Jyi !> d'un pareil arc restera toujours plus grande qu'une certaine limite infcMieure, que j'appellerai [jl.
Considérons enfin un arc de courbe qui vient couper successivement divers côtés de divers polygones R,- et de façon que tous ces côtés viennent converger en un même point. Ce point sera un sommet de l'un des polvgoncs et, comme le groupe ^'' est supposé de la première famille, ce sera un sommet de la première catégorie auquel ne viendra aboutir (priin noiulne /ini de côtés. J'appel-
(') Ce Tome, p. i38.
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ierai /( la limite supérieure que ce nombre fnn ne pourra dépasser. On aura alors
inégalité que nouN pourrons écrire
/i<aR ou j<aR, a étant une constante.
Mais si l'on se reporte au paraj^raphe I flu M/hiinire sur les Jonctions Juclisiennes (Arta mathcmatica, I. 1'''), on \erra qu'cui a (K étant une constante)
mod( Y,-' + 5,)-^ < ^,«^^1,,,^.^ < K e-î",
et fie plus que la série Smod (",:; + 2,)~' est convergente. On a d'ailleurs, d'après ce que nous venons de voir,
modA(,.v<(M/?)'J< ciiai<>BiM;.i_ Ou peu! donc prendre m assez grand |)our (pu'
•2»! — 4 > =! lo<;( M/>), d où
modAp.v(Y/- + 2,)-2"'< mod(Y,2 -t- ô,)'
et, par consc'quent, pour cpie la série l.^^ déliuie plus liaul soit çomergente. I^a limite qiu> l'on est ainsi conduit à attribuer au uiimbre m n'est pas précise. Reprenons niaiuleuanl les séries (i); on peut trouver une limite supérieure du module des p fonctions
pourvu qu'aucune d'elles ne de\ienne infinie sur le cercle Condauiental. [Cf. Mémoire sur les fonctions Juchsiennes, § I (Acta nuilhcniatica, t. 1).] Les séries (r) sont donc absolument convergentes. c. q. f. d.
La relation [2) montre ensuile que, si l'on divise les /> fonctions ^, , Çoi •••) ?/> par une même fonction tbétafucbsienne 9. les (juotients
7 _ Çl 7 _ ?■- 7 _ s/)
forment un système zélafuclisicn.
D'où la conclusion sui\ante : Avec un groupe fuchsien §■ de la première
( ' ) Ce Tome. p. iSd.
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famille et un groupe zélaCuchsien G isomorphe au premier, on peut toujours construire une infinité de systèmes zétatuclisiens.
Donc, on peut toujours construire une infinitt- d'équations linéaires admettant un f;rou|)e donné, pour\ u que ce groupe soit isomorphe à un groupe fuchsieii de la première famille.
Cette remarque est importante au point de vue de l'intégration algébrique de ces équations. Les savants qui ont abordé jusqu'ici la question de cette intégration algébrique ont cherché à former les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire. Il restait à savoir s'il existait des équations admettant ces groupes. Celte question est maintenant résolur. jiiii>qiic tout groupe d'ordre liiii peut toujours être regardt' comme isomorphe à un gnuipe fuclisien de la premièie famille.
Qu'arrive-t-il lorstpie le groupe C est d'ordre fini? 11 est mériédriquement isomorphe au groupe g', si, dans ce groupe g-, on distingue les substitutions auxquelles correspond dans le groupe G la substitution identique, ces substitutions formeront un sous-groupe ^' contenu dans g'. Les fonctions x^f{z) et y = J\{ z) et, en général, les fcmctions fuciisiennes de groupe g., pourront être regardées comme des cas particuliers des fonctions fuchsiennes de groupe g'. D'un autre côté, les séries ^i, ^o. ..., S/, se réduisent à des séries thétafuchsiennes de groupe g' , et les fonctions Z,, Zo, . . ., Z^ k des fonctions fuchsiennes de groupe g' . Il y a donc une relation algébrique entre Z, et .r. L'intégrabilitt- algébrique des équations linéaires auxquelles satisfont les fonctions Z, est ilonc mise en évidence.
Nous pouvons, dès à présent, indiquer l'expression analytique générale des toncti(uis zétafuchsiennes. Nous avons \u en ellet que, si
74, Il ..., Ih (/( =1,2, ..../>)
sont y^ systèmes zétafuchsiens (') et si
représentent un système zétafuchsien quelconque, on a
T(,.= F,Zi + F,Z^. + ...+ F„Z[:, F,, I-j, .... 1'/, ('tant des fonctions fuchsiennes que l'on peut t<^iijoiirs coiisi-
(') Un suppose nue le déleriiiiiiaiil ^±'/.\7.'. ... '/.'\ ne soil pas nul. A'. £■. .V.
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dérer comme le quotient de deux séries thétafuclisiennes. Voici, par conséquent, quelle est la forme jjénérale de la fonction T^.
Soient
t' i- il'
0. 0„ 0,. ..., 0,, p séries de la furinc (i ) et yj + i si'ries tliétafuchsiennes, on aura
l'armi les s('ries ç,un[)cul m en\ isai;er qui sonl plus simples f[ue les autres.
Kn ellet, dans les p séries
entrent p fonctions rationnelles aiMtiaires
II,, 11., ..., H
Supposons que toutes les fonctions II soient milles, excepté Hy; la série ;^ se réduira à
Les séries de cette forme, où p — i des fonctions arijitraircs H sont nulles, peuvent s'appeler séries ? simples.
Choisissons niaintenant p fonctions H quelconques et formons un système de séries ç» à l'aide de ces p fonctions. Formons ensuite avec cliacune de ces p fonctions, avec H, par exemple, un système de séries simples \^^, les p — i autres fonctions étant supposées nulles, on aura
ce qui uKuitre qu'une série ; quelconque peut être regardée comme une somme de séries simples.
Voyons maintenant cjuelle est l'expression analytique des séries ^ au moyen des intégrales d'une équation dilVérentielle linéaire, donnant naissance à un système de fonctions zétafuchsiennes. D'abord, a(in d'éviter des complications iiiMliie-- et qui ne tiennent pas au fond des ciioses, je supposerai que le i;roupe g est non seulement de la première fauiille, mais encore du genre zéro. Le système zétafuclisien considéré
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regardé comme fonclinn île la Iranscendaule t'uclisienne x ^=f[:- ), satisfera à I i'(|iiali(iii
011 les coefficients o/, sont rationnels en x seulement. Je supposerai, pour simplifier, que cette équation (4) soit du second ordre et qu'elle soit réduite au sens donné à ce mol au paragraphe III de ce Mémoire. Je l'écrirai
(4) -^^ + cp/. Z = o.
Les jtoinls sini;uliers seront a,, (/j f/» cl -x. Je supposerai qu'il n'y a pas
de points ta ap|)arence sinj;ulière ou plutiU, s'il y en a, je les regarderai comme des points singuliers ortlinaires et je les ferai correspondre à un sommet de PiQ. J'a|>pclleiai y.,, y.^ a„, a,,,^, les sommets de R,, qui correspondront
aux n -\- 1 poliils singuliers (/,, (u, .... «„, ce. J'appellerai -^ , comme dans
Pile |)aragraplie V du Mémoire sur les fonctions fuchsieiiues, la souimc des angles du cycle dont l'ail pailic le sommel a,. Les racines y,- et i — v, de l'équation déleruiinante relative à ;r = a,- el à l'équation dilTérentielle (4)
devront être des uiulliples de ^' Les intiïgrales Z, et Zo "-le l'équalion (4^,
fi
regardées comuii; fondions de ;, seront infinies d'ordre fv, — i ) Ti, pour ; = a,-. Leurs dérivées 7j\ = —~ et Z^ = -i-^ seront infinies d'ordre '(ipi- ^ oici uiaïuttuant quelle est l'expression générale d'une série S quelconque :
(5) (^-^j fF(.r)Z,+ F,(:r)Z,] = ^,,
F(x) et V^ix) étant des fonctions ralionni lies de x.
.Nous allons chercher si l'on peut déterminer ces deux fonctions rationnelles de telle façon que l'expression ( .') i et l'expression conjuguée
(5') (gy"(:FZ,+ F,Z,) = t,
ne de\iennent pas infinies à l'intérieur du cercle fonilamenta
Si l'iMi a, comme non uni dans réijuati(Ui ( \ }.
Si l'iMi a, comme nous poinons le siijjposer puisque le coelfieieut île -j- est
Zi Zj — z^z,
il vient
Il snil (le laque les deux tondions F et F| ne peuvent devenir infinies que pour les points singuliers z = a,-, la première d'oi-dre (v,-+- m)pj — ni au plus (en z) et la seconde d'ordre (y/H- m — i)^,- — m au plus.
On aura donc
et
( r — o I )''' (^ — "2 )^" . . . ( ar — ■«„ )'■-.
où ).,, ),2, .... ).„ sont les plus grands nombres entiers satisfaisdnl aux inégalilés
(b) A,= Y,-+ ni — — .
et où 0 cl 0, s<int des polynômes enliers en x qu'il s'agit maintenant de déterminer plus complètement.
Nous venons de \oir (pie F ne pouvait (IcNenir, pour a? = «,, inliiii d'un onire plus grand cpie X, et (pie !•', ne jioiivail dexenir infini d'un cutire plus grand que X, — i .
Clierclions maintenant un nombre p, tel que, si F est infini d'ordre a, et F, infini d'ordre ;/, — i pour x = ai, l, et ^j soient certainement finis.
Il arrive alors que FZ, ( jT ) et F,Z', ( tt ) deviennent infinis d'ordre
d'où il résulte que a, est le plus grand nombre entier satisfaisant à l'inégalité
Pour X ^ ce, — devient infini d'ordre i+ „ , Z, d'ordre y,,^, et Z',
d'ordre y„_j,, — i. Il en résulte que F ne peut pas être infini d'ordre plus élevé
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que
^"-=-"'('^sb)
+ Yn + l— I
et F| d'orilre plus élevé que )v(+i + i •
D'autre [jarl. si F csl lulini d'ordre a,,^, cl V , d'crdre [Ji,,,^, + i , ;, et ;.i seroni au plus d'ordre
H-«+l+ïn+l + '"(l+ g j;
de sorte que, si u.,,^, satisfait à l'inéiialué
• [Jl«+l^— "M 1+ T. ) —■/■" + !'
on sera certain cjuc Ç| et ^^ sont Unis.
Posons maintenant
y, o, /i,csi étant des (onctions rationnelles devenant infinies respectivement d'ordre u,. A,— [x,, a,— i , h/— [J., pour ar = rt,- et d'ordre [J.n+,, ).„+! — ;J-n+(< uL,, . , + I , ),,;^i — a„^, pour r = ce. Pour que cette décomposition ne puisse pas se faire d une infinité de manières, nous supposerons qu'un coetdcieni quelconque de/ et un dey, sont assujettis;! a\oir une valeur d(Minée. \ oici aliir> le uoiidire des coefficients restés arbitraires :
dans f, X ixi,
dans /i, ^; |JL,+ 1 — n,
dans o et <lans tfi, - )., — i;;jL, + i,
en tout
Mais, entre ces coefficients, il j a certaines relations dont il faut ciiercher le nombre. Considérons un tpielconque des mlinis a,, posons pour abréger o,^= o et supprimons partout lindice (. Soit
•■^ j o, = Ai^-V--^ -h \\ TV--'^+t -h + A'r'^^'.î-'-t-'p'i,
a' et a', étant finis pour x^o. On peut maintenant toujours su|)poser que Z, et Zo aient été cbcjisis île manière à être respectivement infinis d'ordre y — i et — -' pour .r = o, car, si cela n'était pas, il >ullirail de remplacer Z, et Zj |iar a.Z, -t- |jZ^ cl --Zi + oZ^. %. p. v et o étant des coefliciinls con\enablement
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choisis. Gela posé, imaginons qu'il n'y ail aucune relation entre les coefficients A des expressions (-); l'expression (5) sera infinie d'ordre
et rexjiression (5') d'ordre
L'expression ('5') est donc finie en vertu de rinéc;alité (()). Mais, pour que l'expression (5) soit finie, il faut qu'il y ait entre les coefficients A des expressions {'])■, des relations dont le nombre est précisément le |jlus petit entier qui est égal ou supérieur à l'expression (i^), c'est-à-dire A — u.
l^e même raisonnement s'appliquerail pour x =^ x v\ l'on tniu\crail (pion doit avoir, entre les coefflcienls de 'o cl '5, , X„+) — i^"+i relations pour que ( 5) et (5') restent finis pour a; = x. Il va donc en tout
relations et il reste
coefficients arbitraires. Dans celte expression, Ï^X,- signifie
Ainsi, toutes les séries ç qui ne devioiiueut pas infinies s'ex|irimen( linéairement à l'aide de
d'entre elles. On I rouvcrait un n'Nuilal analogue pour le cas de p > 2.
Nous devons adjciiudre. au groupe zétaluelisien (1, le groupe zétaluchsien corrélatif Ci, défini de la façon suivante : soit
(Z,-, i:«,7,ZA-)
une substitution tie ( j ; la suljstitulion correspundante de G, sera
(ZaïaT,,, T,)
en ap|)clant
l'un des systèmes zétafuclisiens engendrés |)ar le groupe (ii- On sait que, dans la théorie des formes algébriques et, en particulier, dans celle des formes appelées coiilrcuarianls et mixed-concomitants , la considération de la
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siihsiiliil iciii cont'IiiliNe il'wiio siibstiiiiiinii liii('i\ire donnée joue un rnïe fort imporlunt.
Considérons niuinloiianl l'expression suivante :
(9) . Z,T,-hZoT,+...-+-Z,,T,,.
Quand la variable z suint une sulistilution du groupe fuchsien ^, les Z,subissent la suijslitulion correspondante de G el les T, subissent la substitution corresjtondante de (^ii . lien résulte que l'expression (9) elle-même demeure in\ariai)le. C'est donc une lonction fucbsienne de 3.
On vena |)lus loin le ri")le des fonctions zétafucbsiennes et surtout des séries Ç engendrées par le groupe corrélatif G(.
Remarquons maintenant que, dans le cas particulier de jd = 2, à la substitution
a, bi Ci di
du groupe G, correspond la suiistilulion
(/, — c, — b, ai
du groupe G,. Ces deux substitutions ont évidemment mêmes multiplicateurs, d'où il suit que les quantités que nous avons appelées plus haut
Yl ) Y'-' ■ • ■ î 'i'it 'In 4-1
sont les mêmes pour les deux groupes G et G,.
Supposons maintenant /) > 2 ; si :V = a est un point singulier pour lequel l'équation déterminante relative à une équation (4) engendrée par le groupe G ait pour racines
l't'quation déterminante relative à l'une des écjuations (4) engendrées par le groupe G, aura pour racines
Se-E,-
Soit
■yi. — Décomposition en éléments simples.
un système zétafiichsien que je supposerai de la première famille, comme dans
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le ]iarar;ra|ilie précédent. Soit /(•:) mic fi)iictioii tuclisienne de la première famille ayant même groupe fuclisien que ce système. Je supposerai, pour fixer les idées, que cette fonclion esl fie genre zéro et que toutes les autres transcendantes fuchsieanes de même groupe en sont des lonctioas rationnelles.
Je vais reprendre les notations du paragraphe V du Mctnoire sur les Jonclions fuchsiennes (Acta mathcmatica, t. l, p. a'jo'").
Considérons lintégrale
prise le long du coiilour S défini à ladite |iage 210. Je dis que celle Inlégr.ile tend vers zéro quand r tend vers 1, pourvu que /( soil sulTisamment grand. En elTet, nous p(mrrons aisémeiil Irouvcrune limile siijîérieure M, du module
àe Supposons iiiainfcnani que le mn<lule de ' " reste inférieur
à M2 le long du périmctie de K,, ; il restera inférieur à
le long du périmètre de S. Supposons enfin (jiie,' le long du |)i'riinètrc de Pi,,. les modules des p fonctions
restent inférieurs à M^. Glierchons la limite supérieure du module de ces mêmes fonctions le long <lu |)('rimrtre du polygone II, en supposuul que la substitution i/ qui change Pio e'i R/ soit d'exposant 1. Soil S, la substitution de G qui correspond à a,. JNous avons \u. au paragraphe précédeiil. (juc les modules des coefficients de S, soni |dus pellls que
a étant une constante convenablement choisie. Donc, le long de Pi, le module des p fonctions Z est plus pelit (jue
Considérons en particulier les polygones Pi, qui fonneal la bordure de S. l^eur exposant est, d'après le paragraphe précédent, plus |>etit que -(R. +"''0i où b est une constante convenablement cboisie. ])'où ce résultat :
mo(:IZ,</)M3e*i«+>-'
( ' ) Ce Tome, p. 210.
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le long de s. La qManlit(' sous le signe / a donc son niodiilo jdus petit i[iie (3) /)M,M2M3e''R+>-'ll2''.
Si 1 on se reporte à la valeur de H {Mémoire sur les fonctions fuchsiennes. Acla mathemaliccu t. 1, p. 241'"), on verra que cette expression (V) tend vers zéro pourvu que
L'intégrale (2) tend donc aussi vers zéro; d'où l'on peut conclure cjue les p fonctions
peuvent se développer en séries de la façon suivante :
OÙ les a sont les infinis et les A les résidus. Si la fonction n'admet que des infinis simples, cette série se réduit à
(^uand (Ml connaîtra les infinis et les résidus de ces p fonctions à l'intérieur de l\a, on connaîtra tous les infinis et tous les résidus de ces mêmes fonctions, et par conséquent la série (5). Supposons que a soit un infini des fonctions (i) situé à l'intérieur de R„ et que nous supposerons simple pour fixer
les idées. Soient
Al, A,, ..., Ap
les résidus dos yj fonctions (4 ) correspondant à cet inlini.
Les points
asi = — ^
seront aussi des infinis simples de ces mêmes fonctions ( '1). Nous écrirons comme plus haut
Ap.S(= Sn|ip.\p,
>i la sulisl ilul ion .S, s i( rit
(Z|i., SfljipZp).
( ' ) Ce Tome. p. 211.
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Or, nous avons
et
dz
M=...[iaf]""=[2"-M=.(ï)-"]0
Multiplions l'identité prccédentc par ;: — a et faisons z=^a; il viendra, en appelant
A j, A2 , • ■ • , Ap
les résidus des^ fonctions (4,) pour :; = as,-,
d où
Telle est la valeur des résidus cherchés. Réunissons ensemble les termes de la série (5) qui correspondent aux infinis de la forme asi] nous trouverons la série suivante ;
de sorte que chaque fonction (4) se trouve décomposée en une somme d'un nombre fini d'éléments simples de la forme $(i(-, a).
Mais on peut pousser plus loin encore celte décomposition en éléments simples.
L'identité (6) pourra en effet s'écrire
ou encore en posant
de sorte que, si les fonctions (4) admettent les infinis simples
•Si, -lo, . . . , Zq
à l'intérieur de R„, et si elles admettent l'inlini z-k respectivement avec les
résidus
il vienilia. |uiMr la ij."'""' des fonctions (i), ridenlilé
<jni nous montre cette fonction décomposée en éléments simples. On arri\erait à un résultat analogue pour les cas où cette fonction admettrait des infinis multiples.
Voyons ce que sont ces éléments simples, et jiour cela regardons, dans l'expression 4>|iv(^i «)i -■ comme une constante et a comme la variable.
Cherchons maintenant à former les séries ^ simples du paragraphe précédent avec le groupe G, corrélatif de G de ce même paragraphe, a étant toujours la variable ; nous trouverons
OU, en faisant il viendra
lu.v= 'i'vaCs, a)-
Ainsi, la Iranscendante $v|jl regardée comme fonction de a est une fonction ; admettant le groupe G) corrélatif de G.
Nous allons supposer maintenant p = 2 pour fixer les idées et nous allons étudier de plus près la décomposition en éléments simples des fonctions
(^)""(FZ,+ F,Z',) = A„
Z|, Zo, Z, , Z'., ayant la même signification cju'à la fin du paragraphe précédent et F et F, désignant des fonctions rationnelles en x. Il est clair que A, et Ao sont des fonctions de la forme (4) auxcpielles, par conséquent, on peut appliquer tout ce que nous venons de dire.
Dans ce qui va suivre, les lellrcs ,3,, y,. À,, u./ auroni la même significal it)n qn à la lin du |i.ii',igraphe pic'cédcnl, et nous |)osoi'ons
Cherchons la condition pour c[ue les fonctions A, et A, ne deviennent pas inlinies pour a; =; «;. Il laut (juc !•' cl F, dcvicnncnl nuls il'un onlro suffisamment grand et c'est cet ordre ipTil s'agit d'abord de (h'Icrminer. Svq>posons, pour le
faire phis aisément, que Z, et Zj soient respectivement infinies d'ordre y, — i et — V,; cela est toujours possible car, si cela n'était pas, on remplacerait Z, et Z2 par aZ, + ^Z, et yZ, + SZo, a, [i, y, o étant des coefficients convenablement clioisis. Si alors I'" devient nul d'ordre o, et Fi d'ordre S,+ i, A, et A-, seront respectivement infinies d'ordre
et
On doit donc avoir d'abord ou, ce qui revient au même.
Cette condition est suffisante pour que Ao ne devienne pas infini. Pour que A,
reste également fini, il faut encore qu'il y ail certaines relations entre les coefficients de F et de F, .
Supposons maintenant que F et F, deviennent nuls d'ordre 2„_^, et o,,^, — i pour X = M et Z| et Zo infinis d'ordre ''{„+i et i — y«+i ■ H eu résultera que A, et A.> deviendront infinis d'ordi-e
et
Par conséquent, Ao reste fini pourvu que
ou, ce qui revient au même,
8«+iÈî |^«+i+ i-
Si, en outre, il y a certaines relations entre les coefficients de F et de F,, A restera fini. Nous ne restreignons pas la généralité en supposant que o, et 0,,^., sont égaux à leurs limites, c'est-à-dire que l'on a
Considérons maintenant les relations dont il vient d'être question et qui
iiS MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS ZÉTAFUCHSIENNES.
ildivent exister entre les coefficients de F et de F, pour que les deux fonctions A restent finies pour r = a, et pour ; = a„_^i et, avant tout, cherchons quel en est le nombre.
Si F et F, étaient des fonctions rationnelles quelconques assujetties seulement à être nulles d'ordre
8,- et 0,-t-i (ou o„+i et 8„+i — I pour5=a„+i), A, serait infini d'ordre
Dans le développement de A, suivant les puissances croissantes de x — a,, il y aurait donc
ou E' Y/1+1 — 2« + i — /m 1-4- ^ j pour :
termes infinis. Nous désignons par E'(x) le plus petit entier satisfaisant à la condition
et par E(ar) le plus grand entier tel que
Le nombre des relations nécessaires pour que les deux A restent finis pour :■ = 7.,- est donc égal à
ou bien
ou, ainsi qu'il est aisé de le voir,
En ce qui concerne le point ; = a„_^|, le nombre des relations est égal à
ou
ou enCiii
On a, en effet.
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a el h ctanl, des entiers.
Le nomhre total des relations est donc ainsi de
X,— S IX
Considérons maintenant les diverses fonctions A qui admettent r/ infinis simples donnés sans en admettre d'autres. Toutes ces fonctions s'exprimeront linéairement à l'aide d'un certain nondn-e d'entre elles, (^uel est ce nomhre ? Les fonctions F et F, admettent \cs tj iiillnis donnés ; mais, comme elles doivent être nulles respectivement d'ordre o„+i et d'ordre o„^i — i pour a; = oc, elles admettront q — ^n+{ et ^ — ■ o„^, + i zéros. Mais la fonction F admet 5,- fois le zéro a,- et la fonction F, l'admet 5,+ i fois; il reste donc
1/ — S S zéros arbitraires dans F
et
q — SS + i— /t dans F].
11 y a donc en loul dans I'' el F,
•i 7 — a S 0 -v '5 — « = 2 <7 — .». i: jjt, + /i ^ 3
coefficients arbitraires.
Mais nous n'avons pas tenu compte des relations qui doivent exisler entre les coefficients de F et de F, et dont nous venons de déterminer le nondire. Il faut donc retrancher de l'expression qui précède le nomhre de ces relations, c'est-à-dire
11 restera ainsi
Q = 29 — SX,— i |ji,-(- « — 3
coefficients réellement arbitraires.
Ainsi toutes les fonctions A (jui admettent les q infinis donnés s'expriment linéairement à l'aide de Q d'entre elles.
Dans toute décoinposilion en éléments simples, il y a un nombre que Ion peut liytYieler fondamental et ijui joue un rôle très important. Supposons qu'il s'agisse de décomposer en éléments simples les fonctions qui appartiennent à une certaine catégorie C. On doit supposer que la somme de deux (onctions appartenant à celte catégorie C, appartient également à C; ce n'est que dans ces conditions qu'on peut être conduit à chercher une décomposition en éléments simples. Tl peut arriver que les éléments simples fassent eux-mêmes partie de G; c'est ainsi que, dans la décomposition des fractions rationnelles,
on est conduit à des éléments de la forme — '^-^ qui sont eux-mêmes des frac-
tions rationnelles. Dans ce cas, nous dirons que le nombre fondamental est égal à zéro. Mais le contraire peut arriver également. Ainsi, dans la décomposition des fonctions doublement périodiques, les éléments simples sont de la forme A -r— logQ (x — a) et ne sont pas des fonctions doublement périodiques. M.us il existe des fonctions doublement périodiques qui sont des sommes de deux éléments simples seulement, et à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment linéairement. Dans ce cas, le nombre fondamental sera égal à i. En général, s'il existe des fonctions de la catégorie C, décomposables en m + i éléments simples seulement et à l'aide desquelles toutes les autres fonctions de la catégorie G peuvent s'exprimer linéairement, le nombre fondamental sera égal à /», pourvu que m soit le plus petit nomlire jouissant de cette propriété. Ainsi, dans la décomposition des fonctions rationnelles de x et de j' [y étant lié à X par une relation algébrique '.o(aî, j') = u], décomposition découverte par M. Roch, le nombre fondamental est égal au genre de la relation 0 = 0.
Envisageons de même la décomposition de la fonction A(;) que nous avons considérée aux pages 288, 266, 270 et 284 (') du Mémoire sur les fonctions Juchsiennes en éléments simples de la forme
Dans le Mémoire cité, nous avons déterminé le nombre fondamental relatif à cette décomjin>ii inn. G'est ainsi que, dans le cas du genre zéro et de la deuxième famille (lac. cit.-, p. 2j()<''), nous avons trouvé pour ce nombre
n (ni — I ) — m .
(') Ce Tome. p. joy, 2.38, j-^' cl '.(.'(ij-
(-) Acta malhematica, t. 1, p. 'j^a; ee Toiiu'. p. iij.
.( ') Ce Tome, p. 241.
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Ouel est maintenant le nonilire i'oud.iinonlal relatif à la (iécorn|)o>itiini i|iii
nous occupe ici, c'est-à-dire l\ la (h'coinpositiou de la fonction A, en élénicnls
siiii|di's de la forme
Ai ■l'i.ifc, 3/, ) nu A/,*,., (s, 3/,).
Pour cela, il nous suffit d'énoncer le résultat suivant : si m est le nomhre fondamental tl'une décomposition quelconque en éléments simples, toutes l(;s fonctions qui s'expriment linéairement à l'aide de q éléments donnés peuvent être exprimées linéairement à l'aide de q — m d'entre elles.
Nous avons vu que les fonctions A qui admettent q infinis donnés
l)euvenl s'exprimer linéairement à l'aide de
2 <7 — i: X, — S |JL/ -+- n — 3
d'entre elles. Or, ces fonctions peuvent s'exprimer linéairement à l'aide des 2q éléments simples
*,.,(;, ;i), 'l'i ,(z, Zo), ..., *i.i(3, 3^),
'i'l.2(z,Zi), 't'i,i(Z,Z,), ..., •i'i,i(Z,Zq).
Donc, le nombre fondamental est éf^al à
Dans la théorie des fonctions fuclisieunes et des fonctions A(;) engendrées par ces transcendantes, le nondirc fondamental jouissait d'une proprit-té remarquable que je vais rappeler :
Soit 'l{h) le nombre fondamental relatif à la tiécomposition en éléments simples des fonctions de la forme
où I"' désigne une fonction rationnelle des deux fonctions fucbsiennes x et y. Soit '^(m) un nombre tel que les fonctions de la forme
(où F a la même signification que plus haut) qui ne deviennent pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental, s'expriment linéairement à l'aide de o(m)
d'entre elles.
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On iiviiil l'identUé
C'est de celle idenlilé que nous avons lire une conclusion imporlante, à savoir que loule Ijniclion de la forme (a) pouvail être représenlée parune série thétafuclisienne [de la tonne (4"). § I. Mémoire sur les fonctions fucltsienncs\. De même ici, soil
le nombre fondamenlal relatif à la décomposilion de A,.
Soit -sim) un nomlire tel que toutes les fonctions de la forme
^j (FZ, + F,Z;)
[forme (5) du paragraphe précédent] puissent s'exprimer linéairement à l'aide de o(ni) d'entre elles. On aura encore
Voyons si l'on pourra tirer de celle idenlilé la même conclusion que dans le paragraphe cité, c'esl-à-dire si l'on pourra démontrer que toutes les fondions de la forme (P) peuvenl s'exprimer par l'une des séries ^ du paragraphe précédent.
Supposons que toutes les séries q qui ne deviennent pas infinies à l'inlérieur du cercle fondamenlal et qui correspondent à un exposant m égal à /( + i puissent s'exprimer linéairement à l'aide de 9(7; + i) d'entre elles. On aura évidemment
(o) e(A + i) = tp(;! + i),
puisque toute série i est égale à une fonction de la forme ( ^). Si l'on a
toute fonction de la forme (3) |)oiirra réciproqu*inent s'exprimer par une série ;. H n'en serait plus de même si l'on avait
0 < ti.
Soient maintenant
q quantités quelconques, intérieures au cercle fondamental. Soient
A,, Ao, ..., A,/, B,, B, li„
2q quantités que nous assujettirons plus loin à diverses conditions.
Soient maintenant ^\{z) une sériel ne devenant pas inlinie à l'intérieur du cercle fondamental et ^i{z') sa conjuguée. Ces séries ^ sont engendrées par le groupe fuchsien ^ et par le groupe zétafuchsien G| corrélatif de- (î. Assujettissons les quantités A et B à la condition suivante :
+ B, i,(z, ) -+- B. Uz.) +...-+- B^ U{z^) = o.
Ecrivons cette même relalinn pour toutes les séries ; qui, restant finies à l'intérieur du cercle fondaïuenlal, corres[)ondent à un exposant m égal à /t + i . Nous aurons de la sorte assujetti les A et les B à 6(/i-i-i) conditions distinctes.
Posons alors
i \^{z) = ^ A/, 'l'|,,(.s, 3/,j-+-i: Vii.<\>i...{z,z,,), \ \,(z) = i: A/,'l', ,(j, zi,) + Z B/. *,.,(;, zi.).
Posons maintenant
*, ,(3i,, Zk)— (-^) [",*1.2(-3, -2A-)+ l','t>.,,(z,Zt)\ = r,2(3/),
en supposant que
a, bi
Ci lli
soit le tableau à douljlc entrée des coetiicients de la substitution S, correspondant à 5,. 11 est clair que •/!, ( :; ) et '^2(3) sont deux séries ; conjuguées ne devenant pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental. Donc, en vertu des relations (s), on a
A,(;s,)= {^Y'' [a, X,{z) -^ bi X^iz)].
On en conclut que A| et Ao sont deux fonctions de la forme
A.= (g)""(FZ.-.F,Z',).
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donl les identités (!J) nous doiinenl la décomposition en éléments simples. Or, les coefficients A et B de cette décomposition ne sont assujettis qu'à &(/( + i) Conditions. Ce nombre 9(/( + i) est donc an moins égal au nombre tbnda-
nuntal. ildù l'inégalité.
De la comparaison de cette inégalité avec (v) et (S) on déduit
6(A + i) = cp(/, +1).
Donc, toute expression de la l'orme (p) qui ne devient pas inlinic jjeut s'exprimer par une série Ç.
On en déduit aisément qu'il en est de même d'une expression de la forme ((3) qui devient infinie.
\)oi\c, loute Jo/iclioii zétafiichsienne est le quolieiil d'une série ^ par une série thé tafuchsienne .
Nous avons, il est vrai, pour 'fixer les idées, sup])osé que pz=2; mais la démonstration et le résultat subsistent quand yj est plus grand que 2.
■Vil. — Extension à la deuxième famille.
Tout ce qui précède ne s'applique encore qu'aux groupes fuchsiens de la première famille et aux groupes zétafuchsiens qui leursonl isomorpbes. 11 nous reste à étudier les fonctions zétafuciisiennes dont le groupe fuciisien ^' est de la seconde ou de la sixième famille.
Parmi ces fondions, nous distinguerons deux espèces:
La première espèce, dont nous nous occuperons d'abord, comprendra les fonctions dérivées d'un groupe zélafuchsien G jouissant des propriétés suivantes : le groupe fuchsien g" étant de la seconde ou de la sixième famille, son polygone générateur Ro aura des sommets sur le cercle fondamental. A cbacun de ces sommets correspond une substitution parabolique du groupe »■ qui admet ce somme! comme |)oinl double. Les substitutions ainsi définies sont les subsl iiutions paraboliques dugroupe g", les substitutions du groupe G qui leur correspondent en vertu de l'isomorpliisme s'appelleront substitutions critiques. Il ne faut pas confondre les substitutions critiques du groupe G et les substitutions fondamentales de ce même groupe. Les substitutions fondami'ulale.s de (Ir seront, dans ce ipii \a siii\rc. celles ipii coriespondent aux
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siibslilulions de g- qui clianijeni un ccUé dp Ro on son ronjuguc ou à leurs inverses. Les substitutions critiques de G seront celles qui correspondent aux substitutions paraboliques de g- qui n'altèrent pas l'un des sommets de la seconde sorte de Ro ou à leurs inverses. Formons, pour cliacune de ces substitutions critiques, Irquation aux mnltiplicaleius (]\\q Ion obtient, comme on sait, en écrivant le tableau à double entrée des coefiicients, ajoutant — S à chacun des termes de la diagonale principale et égalant à zéro le déterminant ainsi obtenu. Si toutes les racines de ces équations relatives à toutes les substitutions critiques ont pour module l'unité, le groupe G et les fonctions zétatuchsiennes qui en dérivent seront de la première espèce. Soit
un système zétafuchsien et x=^f{z) une fonction fuchsienne ayant même groupe. Nous avons vu que Z,, considéré comme fonction de .ï, satisfait à une équation linéaire à cocflicienls algéi)riques. (hielles sont les conditions que doit rem|)lir cette équation pour que le système (i) soit de la première espèce ? Il Jaul et il suj/il (juc, si l'on envisage les différents points singuliers de cette équation, toutes les équations déterminantes correspondantes aient toutes leurs racines réelles.
La seconde espèce, dont il sera question au paragraphe snivani, comprend toutes les autres fonctions zétafuchsiennes.
Je dis que, si le groupe G est de la première espèce, les séries ç du paragraphe (3) seront absolument convergentes.
Considérons, en ellet, une substitution quelconcpie S du groupe G. INDus pourrons la mettre sous la forme suixante :
où les sidjstitulions S,, So- •••i -« sont choisies parmi les substitutions fondamentales ou les substitutions critiques et où les exposants a,, a^, ... sont des entiers positifs. Parmi les substitutions S,, So, ..., 2„. il y en aura en général un certain nombre que j'appellerai T,, Tj, . . , T^ qui seront des substitutions critiques et j'apj)ellerai p,, pj, ■•., ^^ leui-s exposants. J'appellerai v,, Vo, . .., 'fn-if les n — q exposants qui alTectent des substitutions fondamentales. Nous allons chercher, comme dans le paragraphe V, une limite supérieure des coefiicients de S, et pour cela nous envisagerons la somme des logarithmes des exposants jîl, Slogj3 et celle des exposants v, Sv. Soit d'abord M un nombre
plus grand que les modules des coefficients des substitutions fondamentales et de leurs inverses. Soit ensuite T une quelconque des substitutions critiques; nous pourrons toujours lu mettre sous lu forme suivante :
T=UVU ',
où V est une substitution canonique. J'appelle ainsi, à l'exemple de plusieurs géomètres, toute substitution de la foinie sui\ante :
(3) {li,Z,, . ..,7.,,: iii,'A,, iii,Z-,. . . ., iri,,7.p) ou bien, plus généralement,
(4) (Z,, Zo, . .., Z,,; ;h,Zi, »i,ï,-h HoZ,, /MjZa-l- n^Z,, .. ., ni/^Zp^ n^Z^-i),
où riq est nul, si m,/ est différent de w^_|.
J'aurai donc à considérer à part les substitutions U et les substitutions V. Je supposerai que le nombre M, défini plus baut, est plus grand que les modules de tous les coefficients de U et de U~'.
Maintenant nous avons
TP=UVfilI-',
et il s'agit de trouver une limite supérieure des coefficients de VP. Si V est de la forme (3), tous les coefficients de VP ont pour modules o ou i . Si V est de la forme (4)i on pourra trouver un polynôme entier en ^ de degré p au plus, k coefficients positifs et qui sera plus grand que les modules de tous les coefficients de V'fi. Plus siuiplement, on pourra lou jours trouver un nombre M' assez grand pour que l'expression M'p/' soit plus grande que tous ces modules. Pour simplifier encore, nous supposerons M'=M, en prenant pour la valeur commune de ces deux nombres un nombre assez grand pour satisfaire à toutes les Conditions que nous leur avons imposi'es.
En appelant M| et Mo la limite supérieure des modules des coefficients de deux substitutions S( et So, les modules des coefficients de S| Sa seront plus
petits que
ysMiM.,.
Si donc on se reporte à l'expression (a) de la substitution S, on verra que ses coefficients sont tous plus petits que
(5) (/)M)SY-t-i7c/'Si"ep.
Cherchons maintenant une limite supérieure des deux exposants qui entrent
dans celte formule, à savoir 2y + 3<jr et S log [3. Soit zs le transformé du point ; par la substitution s du jjroupe g' qui correspond à S. Joif;nons : et zs par un arc de cercle orthof^onal au cercle fondamental, et soit R la L de cet arc de cercle. C'est en fonction de R que je veux exprimer les limites supérieures cherchées.
Considérons l'un quelconque des sommets du polygone Ro ou de Tua de ses transformés, et décrivons autour de ce sommet un petit cercle défini de la manière suivante : si ce sommet est de la première sorte et situé à l'intérieur du cercle fondamental, il devra être le centre de ce petit cercle au point de vue non euclidien. Si le sommet est de la seconde sorte et situé sur !(> corde fondamental, le petit cercle de\ra toucher le cercle fondainenlal en ce sommet même. Je puis toujours supposer que ces cercles ont été pris assez petits pour n'avoir aucun point commun. Il arrivera alors que la L d'un arc de courbe qui ira d'un point de l'un de ces cercles à un point d'un autre de ces petits cercles restera toujours supérieure à une certaine limite a. L'arc de cercle c, zs^ défini plus haut, traversera un certain nomlire de ces petits cercles et ce nombre ne pourra pas être supérieur à Y • Maintenant, si nous considérons un arc de courbe ne traversant aucun de nos petits cercles et joignant deux points appartenant à deux côtés dill'érents du polygone Rq ou d'un de ses transformés, la L de cet arc restera toujours sujtérieure à une certaine limite ia.
Voyons maintenant quelle est la signification géométrique des exposants [i et y qui entrent dans l'expression (5). L'arc ^, ss, en allant du point z au point zs^ traverse divers côtés appartenant au polygone R^o "" '• ses transformés. La sulistitution vS peut se mettre tl'une infinité de manières sous la l'orme (2). Nous avons d'ailleurs le droit de choisir, parmi ces différentes manières, celle qui nous convient le mieux; car chacune d'elles nous conduira à une limite supérieure des coefficients. Voici celle que nous adopterons : soient C|, Co, ..., Cj;, les in côtés du polygone Ro ; soit R, le polygone contigu à Ro le long de C,-; soient Si la substitution i.\\\ groupe g qui change Rq en R, et S, la substitution correspondante du groupe (j. Les substitutions S|, So, ..., Son seront les substitutions fondamentales du groupe G. Cela posé, supposons que l'arc ;;, zs., dont nous nous occupons, sorte du polygone Ro par exemple par le côté C^_, puis du polygone suivant par le côté homologue à C^. et ainsi de suite jusqu'à l'avant-dernier polygone, d'où 11 sortira par le côté C^t^. Nous poserons alors
(6) S = Sa„Sa„_, ...Sa, Sa,.
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Mais ce ne sera pas encore là la forme tiëtinilive que nous adopterons pour S. Supposons, en elFet, que l'arc z, zs pénèlre dans l'un des pelits cercles relatifs à l'un des sommets de la seconde sorte et y franchisse un certain nombre de côtés appartenant à Ro el à ses transformés. Tous ces côtés iront alors forcéiiicnl aliDUl ir au sduiniel dr la si'condc sorte, où le petit cercle en (juestion louche le cercle fondamental et ils se succéderont périodiqueuient de la façon suivante : on rencontrera d'ahord un côté homologue à C> , puis un côté homolof^ue à C>^, etc., jusqu'à ce qu'on retombe sur un côté homologue à C>_; on retrouvera ensuite un côté homologue à C>, et ainsi de suite dans le même ordre. Si nous réunissons ensemble les facteurs de l'expression ((3) qui correspondent aux côtés rencontrés à l'intérieur de ce petit cercle, ces facteurs pourront s'écrire de la manière suivante :
A est le nouibre de côtés compris dans une période et c'est précisément le nombre des sommets de Ro qui forment un même cycle parabolique; [i est le
nombre des périodes ; enlin
S>.„. Sa„,_, • • • ■'>.)S>,|
est l'ensemble des facteurs de l'expression (6) qui forment un résidu n'entrant dans aucune période; leur nombre est plus petit que />. Mais
(Sx»S),^_,...S>„S)„) = T
est une substitution critique, de sorte qu'on peut remplacer dans l'expression (()) l'ensemble des facteurs (-) par
S).,„S>,„._,...S>,S-.,Tf.
Quand on aura fait celle opération, l'expression (6) sera devenue l'expression (2) définitive et il n'y entrera, comuie on le voit, que des substitutions fondamentales et des substitutions critiques.
Maintenant Sy est le nombre des substitutions fondamentales entrant dans cette expressi(jn (2). Chacune tl"(dles correspond à une intersection de l'arc ;, ;.v avec un côté des transformés de Rq. (Quelques-unes de ces intersections auront lieu en dehors fies petits cercles el leur nombre ne pourra pas être plus grand
que — ; les autres auront lieu h l'intt'rieur des pelits cercles. Si Ton considère
d'abord les |)etits cercles relatifs à un sommet de la première sorte, (Ui reconnaîtra sans peine que le nombre des intersections possibles dans chacun d'eux
est limité. A l'intérieur des petits cercles relatifs aux sommets de la seconde sorte, le nombre des intersections pourrait au contraire être illimité ; niais un nombre limité d'entre elles seulement se rapportent à des substitutions fondamentales entrant dans l'expression (2) définitive. On a vu en efl'cl «[ue, dans cette expression, nous avons remplacé l'ensemble des facteurs (r) par le produit d'un nombre limité de substitutions fondamentales et d'une certaine puissance d'une substitution critique. Ainsi, on peut trouver une limite supérieure h du nombre des substitutions fondamentales entrant dans l'expression ('2) et relali\es à des intersections ayant lieu h l'inlérieur d'un petit cercle. Il en résulte que
QuanI au nombre r/, il est au plus égal au nombre des petits cercles traverses ; on a donc
Il laiit mainlenant trouver une limite supérieure de 2log[ï. Considérons un petit cercle quelconque relatif à un sommet A de la seconde sorte, et la substitution critique T correspontlante ; elle entrera à la puissance [i dans l'expression (2) définitive, et ce noud)re [î est au plus égal au nombre des interseci ions qui ont lieu à l'intérieur du petit cercle entre l'arc ;, :s et certains côtés qui vont tous converger au sommet \ et qui sont Ions homologues entre eux. Il est aisé de trouver une limite supérieure du nombre de ces intersections. Faisons passer par le sommet A deux cercles AB et AC orthogonaux au cercle fondamental, B et C étant par exemple sur le petit cercle coiisidén!. La L de l'ari- ne de ce petit cercle pourra s'apiielcr /'/■cur/ des deux cercl(>s AB et Ad. Suit AB, un côté appartenant à l'un des transformés de IIq et aboiilissant au point A; soient ABo letransloriiu' de AB) par la suiislitution paraludique <lii groupe »• qui a pour point double le point A ; AB3 le traustormij de ABo par cette même substitution, etc.; l'écart de deux de ces transformés consécutifs AB„, AB„_,_| sera une constante v. .Soient mainlenant B et D les deux extrémités de la portion de l'arc ;, ;.v qui est à l'intérieur du petit cercle. Le point B se trouvera sur la circonférence de ce petit cercle et il en sera de même de D, ii moins que D ne soit le point :s lui-même. Soient L, la L de l'are BD et N l'écart des cercles AB et AD; on aura
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et trautre part.
le cas de l'égalilé se présentant lorsque les cercles z, zs et AD se coupent orthogonalement en D. On déduit de là
d'où
logp < L,— log2V.
On peut trouver une quantité /. , telle que, pour tous les petits cercles relatifs à un sommet de la seconde sorte,
— log2v<Ai; on aura alors
Slogp<R-t-A,g'<R('n-^
Telles sont les deux limites supérieures cherchées. On en déduit que les coefficieuls de la suhstitution S sont plus petits que
a étant une constante. C'est le résultat auquel nous étions parvenus dans le paragraphe V et d'où nous avions conclu la convergence des séries ^. Ces séries sont donc encore convergentes dans le cas qui nous occupe.
Ainsi, toutes les conclusions du paragraphe V subsistent ici. En est-il de même tic celles du ]iaragraphe VI et en particulier de l'identité suivante :
ay ■ ^{:
où Z, est une l'onction zétafuchsienne et / une l'onction l'uchsienne de ;, où les a sont les infinis du premier membre et les A les résidus correspondants ?
En d'autres termes, l'intégrale
prise le long d un contour coiiveiiai)leiiient choisi, tend-elle encore vers zéro lorsque ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental? Cela nesérail i''\ iilfiuiiicnl pas \rai si nous clioisissions l'expression sous le signe /
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d'une façon tout à t'ait quelconque. Nous lui imposerons la condition de s'annuler en tous les sommets de Rq situés sur le cercle fondamental; je veux dire qu'en tous ces sommets les p fonctions
du système considéré niiilti|ili(Mjs par .\'t-) s'annuleront en même
temps. Il existe évidemment une inlinité de systèmes zétafuchsiens engendrés par deux i^roiipes g et G donnés et satisfaisant à cette condition.
•le puis supposer éj;alemenl, mais cette fois pour simplifier seulement, que l'expression
ne devient pas infinie le long du périmètre de Ro, non plus, bien entendu, qu'aucune des expressions qu'on obtient en donnant à l'indice i l'une des valeurs i, 2, 3, . . ., p.
Cela posé, nous avons dit (jue l'expression (lo) devait s'annuler pour z =; a,- (si a, est un sommet de la seconde sorte), c'est-à-dire que son module devait tendre vers zéro quand z tend vers a,- en suivant l'un des côtés de Rq- Voyons comment celle expression tend vers zéro. Supprimons l'indice i du sommet a,et appelons-le simplement a pour abréger. Le module de a sera égal à i puisque ce sommet est sur le cercle fondamental.
Posons
|î étant un coefficient convenablement cboisi.
Nous avons vu que les fonctions fuchsiennes de ; sont, dans le voisinage de s = a, holomorpbes en e', et que les fonctions zétafucbsiennes sont de la tonne
où les <I> sont liolomorpbes en e' et où les P sont des polynômes entiers en t. D'ailleurs, il est aisé de voir que ^ est une quantité telle que, quand l'argument de z est le même que celui de a et son module plus petit, la valeur de / est réelle et négative; si donc ; tend vers a en suisant un des C()tés de Rq, e' tend vers zéro.
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On il (railleurs
'1'' t'iant iiolomorplie en e'.
IJouc, rcxpressiou (^i I)) peiU se niellre sous lu forme d une somme de tei'mes de la forme suivante :
^VitVe'",
où B, iji el V sont des constantes. Pour que l'expression (lo) tende vers zéro, il f.uil el il suKii que loutes les constantes v aienl leur partie réelle positive.
Soit maintenant R la distance de l'orij^ine au point ;, comptée au point de \ lie non euclidien. Nous aurons
Supposons que l'argument de : soit le même que celui de a, on aura
Lorsque z tend vers a, l'expression
tend vers une limite finie • Il est aisé de voir qu'il en est encore de même
quand : tend vers a en siiivanl l'un des côtés de Rq- Il en résulte que l'expression
tendra \ers zéro, quel que soit m, cjuand ; tendra vers a en suivant les côtés de R,,. D'où cette conclusion : c'est qu'on peut trouver Un nombre M tel que
l'inégalité
I AKlNIfe^iî+e-^it+î)-''
subsiste tout le long du périmètre de R^o-
Considérons maintenant deux ])(iints transformés l'un de l'autre :; et ;s/ et appelons A et R leurs distances à l'origine évaluées au point de vue non euclidien. Soit ).o le plus grand module ties /) quantités
M point Z-. et soit A) le module de l'uii des A au point ;.s/. Cherelions une
î\oiisa\ons vu (pie les coeliicients de la subslllulion S, du groupe <i qui
limite supérieure du rapport ^-
correspond ù 5, étaient plus petits que
a étant une constante et L la dislance non euclidienne de ; à ;*",. Mais on n'a qu'à se reporter au mode de démonstration adopté pour voir que, dans cette expression, L peut tout aussi bien représenter la distance du point zsi à un point quelconque situé dans le même polygone que z. Si donc les points 9 et s sont tous deux dans le polygone Rq, les coefficients de S, seront tous plus pet its que
D'autre part, on a
df(zsi) f//(c:) e5'">+e~2R-,_,
Ou déduit de là
itzsi dz e=''+e-"+2
Si le point z est sur le périnirlrc de Il(,, on a
Ào< M(e2*-(-e-"H- ■).)-/'.
On en déduit
i\ous pourrons écrire plus siiuj)!enient
)i,</>Me("-2'''"<.
Il reste à montrer maintenant que la longueur du contour d'intégration est finie. Nous supposerons que la portion du plan limitée par ce contour est Formée d'un certain nombre de polygones Iransl'ormés de Rq. Le contour sera donc formé d'un certain nombre de côtés de ces polygones, et il s'agit de faire voir que l'on peut choisir ces polygones de manière que le contoiii- se lapproclie indéfiniment du cercle fondamental et reste cependant de lungueuifinie.
Pour simplifier la démonstration, nous nous restreindrons aux groupes "■ de la deuxième famille, laissant de côté la sixième famille qui est beaucoup moins importante et pour laquelle d'ailleurs le résultat reste vrai.
Pour la deuxième famille, le polygone Ro et ses transformés ont tous leurs sommets sur le cercle fiuidaincnlal, et le contour d'intégration, quels (pie soient les polygones qui le tonnent, se compose toujours d'un certain nombre d'ares de cercles tangents deux à deux et orthogonaux au cercle fondamental. Il est
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aisé de \<iii- iilors que sa longueur reste toujours plus petite que Tt-. Supposons maintcri;ml (pu' Ion prenne pour contour d'intégration le périmètre de la portion (lu plan formée de tous les polygones transformés de Pio qui sont, en totalité on rii partie. Intérieurs au cercle K qui a pour centre l'origine et pour rayon K (^au point de \ue non euclidien). L'intégrale (y) est alors jihis ]ietite
que
TTÎ/jIMel^-î'')".
Si a/t est plus grand que a, elle tendra vers zéro quand R croîtra indéfiniment. C'est ce qu'il s'agissait de démontrer. On peut en conclure que l'identité (8), analogue à l'Identité (5) du paragraphe précédent, subsiste encoi-e dans le cas qui nous occupe. 11 en est de même des résultats que nous en avons déduits, et en particulier de la décomposition en éléments simples des expressions telles cjue A et tles fonctions zélafuchsiennes.
Le résumé du présent paragraphe, c'est qu'il n'y a aucune différence essentielle entre les fonctions zétafuclisiennes que nous venons d'appeler de la première espèce et les fonctions engendrées par les groupes fuchsiens de la première famille.
VIII. — Fonctions de la deuxième espèce
Dans ce qui précède nous avons supposé que les fonctions zétafuclisiennes étudiées étaient de la première espèce, c'est-à-dire que les substitutions critiques avaient des multiplicateurs du module i . Les mêmes résultats subsisteront-ils pour les fonctions de la deuxième espèce? Il est aisé de voir que non.
Reprenons en elTet, dans ce cas, la série ; du paragraphe \ . Je dis qu'elle sera divergente ou tout au moins qu'elle ne sera pas absolument convergente. En effet, ne conservons dans cette série qu'une partie des termes. Soit
une substitution parabolique Sj du groupe i;' et soit S,- la substitution critique correspondante du groupe G. Elle pourra [ou jours se meltre sous la forme
canonique
Ne conservons dans la série ? que les termes qui correspondent à la substi-
tution Si et à ses puissances positives et négatives. Ces termes s'écriront
OÙ H est le signe d'une fonction rationnelle et oii q prend toutes les valeurs entières positives et négatives.
J'i-crirai plus simplement
SMij/'cp(r/),
o(g) étant une fonclion rationnelle de q. Cette série est évideuimenl divergente.
Les résultats du paragrapiie \^ no sont donc plus vrais ici, et il en est de même de ceux du paragraphe NI, qui y sont d'ailleurs intimement liés.
Mais de ce que ces résultats ne pcu^ent être étendus sans modification à la deuxième espèce, il ne s'ensuit pas qu'ils ne peuvent être généralisés et c'est ce que nous allons chercher à faire.
Enonçons d'ahord les résultats partiels qui subsistent sans changement.
i" Les coefficients d'une substitution S, quelconque du groupe G sont plus petits que A*^, A étant une constante et a- l'exposant de la substitution S,. 2" Si l'on a
el que A,- s'annule ainsi <|uc ses p — i conjuguées en tous les souimets de la deuxième sorte de Rq, l'exjtression
où R désigne la distance non euclitlienne de ; à l'origine, tend vers zéro quand z tend vers l'un de ces sommets en suivant le périmètre de Rq-
3° Si de plus les Ane deviennent pas infinis le long du périmètre de Ro) on pourra trouver un nombre M tel que, le long de ce périmètre, on ait
I A|<M(e'-ii+e-2«+2)-".
4" Le périmètre d'une figure siuiplement connexe formée par un certain nombre de transformés de R,, est toujours plus petit que tz- (si nous nous restreignons à la deuxième famille, comme nous l'avons lait précédemment).
Il résulte de ce qui précède, el l'on peiit s'en assurer en se reportant au paragraphe précédent, que si ;; est un point du [)érimètre du translormi^ de Rq par
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une siilistiliilion v, d'exposant t, on a en ce point z
I A|< A'Me-î''".
MainliMiiuil , \iiH[ le |)ii)hl('iiic (|n il laudrail cherclicr à résoudre : Trouver i/nc Jonclion l"(i) U'Ile que l'intégrale
\ (Iz
leiule l'ers zéro quand on la prend le lom; tl un contour ciinvenableinent choisi et se "rapprochant indé/iniment du cercle fondamental.
Voici le contour que nous choisirons : Considérons un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon p au point de vue non euclidien. Considérons l'ensemble des polygones transformés de Rq et (|ui sont partiellement intérieurs à ce cercle. Cet ensemble formera une ligure' siin[)leinent connexe dont le périuirtrc sera plus petit que -- et dont tous les points seront à une distance non euclidienne de l'origine plus grande que p. jNous ferons ensuite croître p indéfiniment.
Voyons quelles sont les conditions qu'il nous faut pour cela imposer à la fonction F :
i" l^orsque ; tend vers un sommet de la seconde sorte, en suivant le périmètre de Ro, F ne doit pas tendre vers zéro assez rapidement pour que
(e^i' + e-îK-l- 2)-
I F ne tende pas vers zéro.
2° Lorsque ; se trouve sur le périmètre du transformé de R,, par une substitution d'exposant t, son module doit être plus grand que
BC", B et C étant des existantes suffisamment grandes.
11 est sans doute possible de trouver une pareille fonction V. mais ce n'est pas ainsi que nous procé;derons ici. L'analogie avec la lliéorie des tacteurs iiiimaires de M. Weierstrass et avec le tbéoième de jM. AL Itag-Le filer \a nmi* conduire à la généralisation cbercbi'c.
Snil, eu elVet, /(.t) une lonction eut ière à di'eomposer en lacteui> primaires. Supputons, par e\cin|iii'. (prriic n'a ipic des z(''ros sim|)les (/,, tf^- ••■) "/m •••• Pour résoudre ce problème, on elierciie à décomposer en Iractions Miii|)les le
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quotient
et l'on obtient ce résultat par la considération de l'intégrale
prise le long d'un cercle dont le centre esl l'origine et dont le rayon croit indéfiniment.
Supposons d'aburtl que l'on puisse trouxer un nondjre //* assez grand pour que cette intégrale tende vers zéro. On trouve alors
f{x) Z^a'lUx- ai) ^
P(x) étant un polynôme entier d'ordre m
Dans ce cas, la fonction f{x) est dite, comme on sail, de première espèce et de genre m.
Si au contraii-e on ne peut pas trouver de nombre m assez grand pour que l'intégrale tende vers zéro, on fera croître le nombre tn avec le rayon du cercle qui sert de contour d'intégration et l'on pourra toujours le faire croître assez vite pour que l'intégrale tende xers zéro. On trouve alors
=^2^7 — - = Iini > ■ — l-P(,r) .
Dans cette expression, le signe 2_, '^ rapporte à l'enseinble des pointN^f situés à l'intérieur du cercle de rayon R, et \^(x) représente le polynôme formé
des //; premiers termes tlu déveloptieinent de . , ' suixanl les puissances de x.
Quand m et Pi croissent indéfiniment selon une certaine loi, le second membre
f'ix] tend vers une limite qui n'est autre chose que v^ — r- C'est de celte expression ^ 1 f(x) 1
qu'on peut déduire le développement de ~ sous forme de série :
f ^r\ xV-
jji étant un entier, qui croit indéfiniment avec le module de a, et G(,r) étant une transcendante entière.
La fonction entière _/ (a?) est alors de seconde espèce.
H. P. — II. .ss
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L'analogie avec le problème qui nous occupe est évidente. Les fonctions zëtafuchsiennes de première espèce, dont nous avons parlé dans les paragraphes précédents, sont analogues aux transcendantes entières de première espèce et l'on en obtient le développement et la décomposition en éléments simples en remarquant que l'intégrale
dz I z — X
tend \ ers zéro (jiianil le uombie /;/ est suHisammenl grand et que le contour d'intégration, d'ailleurs convenablement choisi, se rap|:>roche indédniment du cercle fondamental.
Si au contraiie 7j{z) est une fonction de seconde es]>ècc, on ne peut plus trouver un nondire tn assez grand pourqu'il en soitainsi. On est donc conduit, au lieu de conserver à l'exposant m une valeur constante, à le faire croître indéfiniment en iiiêine temps cjue le contour d'inlégralion se rapproche du cercle fondamental, et cela assez vite pour que l'intégrale tende vers zéro.
Cela est toujours possible. Il faut toutefois faire une hypothèse sur la fonction tuchsienney'(;) dont la dérivée -j^ entre sous le signe / dans l'intégrale précédente, il faut supposer que -j^ croisse indi'liniincnt quand ; tend vers un des sommets de R„ situé sur le cercle fondamental, en sui\aiit l'un des côtés de ce polygone. Il existe, en ell'et, une infinité de fonctions fuchsiennes admettant le groupe g et jouissant de cette jiropriété.
IMais nous pouvons généraliser un peu la forme de l'intégrale considérée en procédant dr la manière suivante : Soient / et /, les deux fonctiiuis fucbsicnnes à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et soit F(.r,_)') une fonction rationnelle de x et de )•, choisie de telle sorte que
tende vers zéro (piand ; ><■ rapproche indéfiniment d'un sommet de Rq situé sur le cercle fondamental.
Considérons alors l'inléerale
dz I z — X
prise le long du contour en\ isagc dans le paragraphe précédent et iiui limite la ])ortiou du plan lornu-e de tous les polygones transformés de Ho 'I"' *'^"' ""^
tout OU en partie intérieurs au cercle dont le centre est zéro et le rayon non euclidien R. Aous ferons croître ^ indéfiniment en même temps que ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental, c'est-à-dire en même temps que la quantité R croit elle-même au delà de toute limite.
Ou |>cut d'abord trouver deux nombres M et X tels que. Ir loiii; du périmètre de Ro. le module de Z,, sdil plu-, petit que
De plus nous pouvons troiuor deux nouibres posliifs N et a tels que, le lonii 'I" périmètre <ie Rj, le module de
soil plu> polit (jue
p étaiil l,\ dislance ikiu euclidienne des deux puiiils o et ;. Le module de la (piaulll('' SDUs le sii;ne / , en laissant de C(~>l(' le fadeur
dont le niddule est esseutielleiueiii lini, est plus petit que
le lonj; du périmètre de Rq.
Mais l'intégrale doit être ]>rise le loni; d'un (-oulour que nous avons défini plus haut, qui est formé de C(kés appartenant à divers transformés de Ro et qui est d'ailleurs tout entier extérieur au cercle de centre zéro et de rayon non euclidien R. Considérons un des côtés de ce contour appartenant à un polygone R^, transformé de R(, par une substitution s,. Soit zSj ce point; le point côrrespondaul du périmètre de Ro sei'a ;. Ninis conserverons la notation
et nous appellerons p et p' les distances non euclidiennes des points ; el ;.?,■ au
poinl zéro. Il \ ient alors
Le module de Z, au poiiil ;.ç,- est plus petit que le module de cette même
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foiiilioii au [niiul z iiHilli|ilii; par A'', A ctanl une constante convenablement clioisiL' el c7 clanl IV'xjiosanl de la siilistitiition 5,. Quant à
son module se trouve mulliplié par
quand on passe du point ^ au point zsj. 11 résulte de là qu'au point zs/ le module de la fonction sous le sii;ne / est plus petit que
A^MNlJ- et''-»!^" ( e^?' -+- e-^P' -h 2 )"?■ (Ul (pic
Je puis d'aijord toujours supposer que N est plus petit que i. En effet, s'il n'en était pas ainsi, je remplacerais la fonction F, que jai choisie arbitrairement parmi les fonctions fuclisicnnes de groupe g., par la fonction jrj--
Si 'j. est suffisamment grand, le facteur ci'-»!^-!' g^j (■gaiement plus petit cjuc 1, de sorte (pi'il reste à considérer les deux facteurs
On \olt aisément que
p étant un nombre convenablement choisi; mais on peut faire croître a assez rapidement avec R pour que
tende vers — 00. Dans ces condition^, la quantilé sous le signe / tend vers zéro et, comme le périmètre d'intégration est fini, l'intégrale elle-même tend vers zéro. c. q. v. o.
Quelle conclusion ile\(iiis-noiis tirei' de là en ce qui concerne le développement de la fonction Z ?
i^a fonction
a, à riiUérieiir du c(uitour d'intégration, le caractère d'une fonction rationnelle. i\ûus |)ouiroiis donc trouver une fonction rationnelle Q(;) telle que la
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différence
soit liolomorphe ;i rintérieiir fie ce coiiloiir. l'our achever de déLeriniaer la fonction rationnelle Q, nous supposerons que son numérateur est de def;ré inférieur à son dénominateur.
Dans ces conditions, la différence A tend vers zéro lorsque j-i et R croissent indéfiniment. C'est là la conséquence immédiate de ce que nous avons vu au sujet de l'intégrale.
Ou voit par là que la fonclioa Z peut, avec une approximation aussi grande que l'on veut, être mise sous la forme d'une fonclioii rai iounelle mul(i|)llé(" par une expression de la forme
F el J étant ileux fonctions fuchsicnnes.
C'est tout ce que j'ai pu liouvcr jusqu'ici couime extension aux Jonctions de deuxième espèce des propriétés que nous avons démontrées plus haut. Je ne doute pas qu'on ne puisse arriver un jour à une théorie plus complète.
En attendant, nous pouvons toujours exprimer une fonction zétafuchsienne f[uelconque, soit sous la lorme d'une >éric (irdonnéc >ui\aHl lo |Miissances de s, soit sous la forme du quotient île tieux pareilles séi'içs.
Soit d'abord, en l'H'ct, une équation linéaire
di'f d''v
les '.p^ élanl nitionnels el x cl )' étant lii's par la relalii>u
Ou pourra toujours renqdacer x et y par tieux Jonction^ lucli-ieiincs I {z) el /,{:■), (le la deuxième Jdinille . choisies de telh; M)rle (prellcs satisfassent à la relation
et qu'elles ne puissent piendre ;iucune des valeur^ qui correspondent aux points singuliers ni aux points à apparence singulière de l'équation précédente. Dans ces conditions, v sera une fonction zétafuchsienne de ; ne devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental et développahle par con-
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x'cjiienl en série suivanl les piiissiuices de ;. Les coetlicients se calculeiiL [lairécurrence.
Supposons niaintenanl que Z,(:;) soit une fonction zétafuclisienne admettant des inlinis à l'inlérieur du cercle fondanienlal ; elle ne pourra plus être développée en série ortionnée suivanl les puissances de ; et toujours convergente. Mais on pourra ((jujours trouver deux fonctions fuclisiennes f et F admettant le groupe g cl un nombre entier ///, tels que les deux, fonctions
dont le quotient est Z, restent finies à l'intérieur du cercle fondamental. Elles pourront alors être développées en séries suivant les puissances croissantes (le ;. (hiant aux coeflicienls, on pourra les calculer par récurrence, ainsi que Udus l'axons dit pliiN liaul .
IX. — Fonctions diverses
Les fonctions zétafuchsiennes, dont il a été question dans les paragraphes précédents, ne sont pas les seules que Ton peut imaginer. On peut construire, en cHet, des fonctions zétafnclisiennes qui existent dans toute l'étendue du plan; ce soni des fonctions qui subissent les sulistitutions linéaire> d'un groupe G quand la \ariable subit les substitutions d'un groupe fuclisien i' de la troisième, de la quatrième, de la cinquième ou de la septième familles. On peut aussi remplacer le groupe g par un groupe Uleinéen, et l'on obtiendra de la sorte des fonctions zétakleinéennes, existant, soit dans toute l'étendue du plan, soit dans un certain domaine.
Cela suffit pour faire comprendre que, dans les cinq Mt'moires des .icia iiKit licinalira que l'ai consacrés ii l'étude des transcendantes fuchsiennes et kiciuéennes, je nai lail (pi rlUcurer un sujet très vaste, qui fournira sans doute aux ;;éomètres J'occaMiui de nomljrcuses et importantes découvertes.
LES FONCTIONS FUCHSIKNNES
L'ARiniMETIQUE ".
Journal de Malliéniatiijiies. ')•' sério. 1. 3, 1887: |i. 4o3-4<J4-
I. — Notations et définitions
Dans If ÎNItimoire qui va suivre, pX qui a pour i)l)|ol l'cludc arithmétique des timctions luclisieanes, nous tarons usage ilun syslènie abrégé de notations qui a déjà été assez souvent employé.
ÎNons désignerons une subsliuition liix'aire quelconque p,ir une seule lettre.
\ iuM soit
Considérons une sulistitulion linéaire |iortant sur ces trois \ariables et définie par le système de neul coellicients
fl
Nous désignei'uns par exemple cette substitution jiar la lettre S.
Alors la notation
F. S désignera la lorme
F(ai.r -^ b^y -^ CiZ, a^x -r- b,}- -h Co-, a^x -+■ b^y + c-iZ). Gomme F. S sera aussi une l'orme homogène en x. y, ':, nous pourrons lui
(') Terminé le iN mars 1887
464 LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET LAIIITIIMÉTIQIJE.
apnliqiirr iinr aiilre siilisliliil iiiri linéaire
a\ b\ c\ a\ b, cL
\nii* nhlienrlrons iiinsi la forii
"«1 ( a\ j- -+- b\ y + c\ z ) -^ ù,{a'^a7 ^ b'„y -^ c',_3) -h Ci(a', x-~b\y^ r\z). a:,(a\ X ^ h\ y -^ c\z) + b.i{a'.tX -^ b'.^y -\- c',z) -{- Ci{a\x -\- b\y + c'j- ), _a3{a\x ^ b\y -^ c\z)->r bsla'^x + b'^y + c',z) -i- Csia'^x -+- b\ y -^ c\ z y, _
que lions désignerons par la notation
ou plus simplement
Cela délinit en même temps la sujjstilution SS' et montre que l'on a
F(SS') = (FS)S'.
INous allons considérer en |)arl iciilier la forme (juadratique
dépendant des trois variables iud('|i(iidanles \, \ et Z et les transformées de
cette forme quadratique par diverses subslitulions linéaires S. Il est aisé de
trouver toutes les substitutions linéaires S qui u'allèient pas <ï>, c'est-à-dire qui
sont telles que
Mais il ciinvient ilabord de distinguer ces substitutions en deux sortes. Une transformalicui qui n'allère ])as une foniic (piadratiqiie peut s'écrire
"i ^1 fi
«3 Ih C3
Formons l'équation en S. du troisième degré
«-3 ^3 Ci—'è
cette équation aura une lacine égale à + i, ou une racine égale à — ^ i. Dans
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le [ircmier cas, la Iranstuniiatidii sera dilt- droite; dans le second cas, elle sera gauche.
rjans ce qui \a suivre, nous ne nous occuperons que des ti'austoruialions droites, de détermiiianl 4- i . 11 est aisé de voir alors que les subsl itui nuis semblables droites de la Iciniie $ peuM'iit sririrc
^2 — a[ii «2
où se, p, "', 0 sdul quaUe quant il('s quelconques telles que
INous n'envisaf^erons que les substitulions à coefficienls réels; nous supposerons donc que a, jj, ■-, o sont réels, de sorte qu'on devra avoir
ao — ^Y = ri: I .
INous rejetterons ('i^alenient les >ul)>l itiitinus de déieruiinaiil - i. de sorte
(pidn aura enfin
aS — 3v = I .
JNous aNons a[)[iel(' xLibsliluliuiis J uclisieniies les substitutions île la forme
où 7., (3, y, 0 sont des quantités réelles telles cjue
ïo — Py = I .
On voit ainsi iiu à la miIi^I il iil nui S currespoudra une --ubsl itulimi fiulisienne
Si S et 8' Miiil deux transliu'iiial iiiiis linéaires ipil naltèrent pas <I>, et que .y et s' soient les substitutions t'ucbsiennes correspondantes, à la transformation SS' correspondra la substitution fucbsienne ss' .
A tout groupe discontinu de Ir.insforniations n altérant [las 't corresjxuidra un i;i'(Uipe luchsien, et réciproquement.
Soit maintenant 1 wna transiormal inii liiit'aire de déterminant quelconque et qui altère <I>. Posons
II. I'. - II
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L;i loniie quadratique F sera inaltérée ])ar certaines substitut um-. linéaires fie cléterniinaul i. que nous appellerons, pour employei' une expression consacrée par rusai;e, trar>sJi>rniatio/is semblables de F.
A toute transformation semblable de F correspondra une transformation semblable de <I>.
Si en effet S est une tr.mslormalion xiujjlable de <!•, T^' ST.sera une transformation siMublable de ¥.
Ainsi, ;i tout groupe discontinu de transformations semblables de F correspondra un i^roupe de transformations semblables de <I>, et par conséquent un groupe fuchsien; et réciproquement.
Supposons que F ait ses coefficients entiers; parmi les tnuisformations semblables de F nous distinguerons celles dont les coefficients sont entiers. Elles toruient un giou|)e disconliiui qui a (b'jà altir»' lattentioii de ncuidireuv aritlimiliciens désireux de parcourir la voie qua ouverte iM. Hermite.
A ce grotqie discontinu correspondia donc un i;rou|)e fuclisien et par consécjuent un système de fonction^ fuclisiennes. iJe pareilles fonctions lucb^iennes pourront s'appeler fonctions fuclisiennes arithmétiques [Cf. Comptes rendus des Sessions de l'Association française jiour l'Ava/uemc/it des Sciences, t. X, p. i32-i38, i(> avril iNSi. et Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i\ole du ■>!) mars i88() ( ' j].
Le but du présent travail est l'étude de ces fonctions fuclisiennes aritbmétiques et de leurs applications à la tbéorie des nombres.
Je me propose en particulier d'établir que ces lonctions admettent un théorème qui |i(^ui ('irc regardé comme la généralisation du théorème d'a<ldili(iu des l(Uiilions (dliptiques, ce cpii ne parait pas a\iiii- lieu |Mim' les lonctions luchsiennes ordinaires.
Pour compléter le système de définitions qui me s('ront nécessaires dans la suite, je vais rappeler ce qu'cui doit entendre par indice d'un sous-groupe.
On |)eut lron\erdans le grou|)e principal un certain nondjre de substitutions
telle> que toute suli-^l il ul nui du groupe [irincipal puisse se mettre d une manière et d'une seule simi> la forme
Tj étant une substitution du sous-groupe et Sa une substitulion du système [\). (') Ce Tome, p. 64. N. E. N.
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Le nombre des substitutions de ce système (qui peut d'ailleurs être in(ini) est l'indice du sous-gnjujje.
L^c groupe coni/iiiin h deux groupes Ci et G' est le groupe toiiiii'' de loules les sidjstitutions communes ;i G et à (î'.
Deux groupes sont cominciisiirnhfes ([uand leur giou|ie i(uiiuiun esl pour cliaciiii d'eux un sous-groiipe d'iadice liai.
Ou di'liiiiiMit i\i' luèuie le groupe l'onimun h Irois groupes ou la roiumcusuraliilih' de trois groupes.
Voici mainleuani (|uelques pi-oposit ions qu'on peut (h'dnire luiiui'dialeiuenl de ces délinitions.
1° Soient G et G' deux griuqies quelconques, (_] leur groupe eiuuuiuii : soit g un soiis-groupi' d' indice II m de ( i : soil r le i;r(Mipc coiumiiii il i,' et à ( 1' ; c sera un sous-groupe de ( '■ : p' dis ipie ce sera un soiis-gr(Mipc d'iiulii'e lini.
Soit // lindici' du sous-groiijie g.
Soient
S,, So. .... s„
/( sui)s| iiul ions eon\enal)leinciit clioisies dans le groupe (i. Toute substitution de G [)ouria se niellre sous la lornie
T/S/i. (k = i,i, ..., nu
T/ étant une substitution de g.
Nous pourrons toujours supposer que S| se rétluit ii la substitution iilentique
Formons le Tableau des substitutions de C, c'est-à-dire des substitutions communes à (t et à G'. Nous pourrons les classer en /; classes. Cbacune d'elles peut, en ciVet, se jncttrc sous la forme T/Sa et /.' peut prendre n valeurs diirérentes. Il peut arriver toutefois (pi'une ou plusieurs des classes ainsi définies ne contienne aucune substitution.
Soient
t;, t;, ..., t;, ..., à rinfuii,
les siil)Stituti(Uis de la première classe qui corrcspomi au cas de /, = i et de
S/; = Si = I.
Ce seront, par définition, les substitutions du sons-groupe c. Nous pourrons supposer
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Soieul iiKiialcuaiit
les Mili>l lliilldii-. (le la seconde classe.
Je ilis (jiu; loiiics ces subslilutions poiirronL se iiietire sous la forme
t;t',' So,
T, étant une substitution de la pieniière classe, c'est-à-dire du i;rou|)e c. Je dis que Ida aura j)ar exeuiple
T, appartenant à c; cela revient à dire que
TÎTV
appartient à c. En elTct, T"- el T'| appartenant par hypothèse à g, il en est de même de T'-T"~' ; de plus TJ Sa el T', S, appartenant à G', il en sera encore de môme de
Celte dernière substitution, laisaul partie à la fois de g' el de G', fera partie du groupe commun c.
Ainsi le Talileau des substitutions du groiqie C réparties en ii classes pourra s'écrire
T';s2, t;t'; s,, ..., t',t'; s,, T7S3, T;ri' S3, ..., v,T'; s.„
(juelques-unes des classes pouvant manquer.
Par conséquent l'indice de c par rapport à C esl au plus ('i;al à l'indice de g' par rapport à G.
a" Si g et g' sont deux sous-j^roupes d'indice fini de G et de G', leur ijroupc commun sera iin groupe d'indice fini par rapport au groupe commun de(l et de G'.
Cette pro)iosilion se déduit immédialement de la précédente.
,')" Si g el g' sont deux sous-groupes d'indice fini jiar lapport à un miwue i;r(]U])e (i. leur groiqie commun sera encore un sous-ginupe d indice fini de G.
'\" .Si deux groupes G el (V sont commensurables à un même troisième G", ils seront commensurables enire eux, el les trois groupes seront encore commensurables entre eux.
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Soient en elïel C| , C-j, C3 les groupes coiiunims, respectivement à G' et à G", à G" et à G, et enfin à G et à G'.
Soit enfin c le groupe comniiiii aux trois groupes G, G' et G"; c sera «'videininent aussi le groupe commun à deux quelconques des trois groupes C|, C2 et C3.
Par hypothèse, les indices de C, \y.\v rapport à G' et à G", el de Cj |)ar rapport à G et à G", sont linis.
.le dis que c est un sous-groupe d'indice fini de G"; c'est en etl'et le groupe commun à G, el à Co, sous-groupes d'indice fini de G".
Je dis également que c est un sous-groupe d'indice fini de (i' : en eUel, c est le gron|)e romuiuii à G' et à C2 ; Co est un sous-groupi' d'indice fiai de G". Donc l'indice de c par rapport au groupe couimun à G' 01 à G", c'est-ii-ilirc par lapporl à C|,esl fini. Or l'indice de (], par rapport à ( 1' est lui-mèuu^ fini. iJonc l'indice de c par rajipoil à G' est encore fini.
Rien ne distingue d'ailleurs (i de G'. Donc I'ukIicc de c |)ar rapjiort aux trois groupes G, G' et G" est fini ; donc les trois groupes sont connnensui'ables entre eux. c. q. f. n.
C3 C(inli'U,uil r aiiiM i''\ ideiiuuent un indice fini par rapport à G et :i G'; d'dù il snii (pie ces deux derniers groupes sont aussi coiiimensiirahles entre eux.
II. — Réduction des formes
Dans 111(111 Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta riKitlieniatica, l. 3. § II) (' ), j'ai exposé la distinction entre les groupes proprement discontinus et les groupes improprement discontinus. On a vu qu'un groupe peut être proprement discontinu dans une région donnée île l'espace el improprement dans une autre région.
Ici. iioii> envisageons des l'ormes (piadrat iques ternaires qui ont six coetficients: elles peu\ ent donc l'tre regardées comme des ensembles à six dimensions (ou à cinq seulement si l'on suppose le discriminant donné). Les groupes que nous envisageons peuvent donc être proprement discontinus quand les six coel- (iclents sont soumis à certaines inégalités, et ne plus l'être qu'improprement quand ces inégalités cessent d'être remplies. Par exemple, ils pourront l'être
Cj Ce Tome, p. 265 et siiiv. N- K. N.
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|iid])ieiiionl en ce (jiii concerne les loi nies délinies el iinpro])reinenl en ce qui Concerne les (ormes indéfinies.
(".onsidérons donc un ^riiiijied t'oriiii' de subsliliitinn-- linéaiies l'i [iroprcnienl discontinu jtar rapport à loiiles les formes quadratiques ternaires définies. .Soient F et F' deuv formes quadratiques ternaires définies; je dirai C|ue ces deux formes sont équivalentes par rapport au groupe G quand on pourra passer de lune à laulre par une sMlistitution île ce groii|)c. Parmi les formes équivalentes à 1", il \ eu aura une que l'on regardera cnmiiic jilus simple que toutes les autres et que l'on appellera la réduite de F.
Cette définition comporte évidemment un très grand arbitraire; on ])put d'une infinité de manières trouver des inégalités telles que, parmi les formes équivalentes à F, il v en ait une et une seule qui v satisfasse (et cela quelle que soit F). Ce sont alors ces inégalités qui sont les conditions de réduction.
Eu d'autres termes, el |)our eiii|ilovcr un langage géomi'lrique, considérons les six coefficients de notre forme (jiiailratiquc comme les coordonnées d'un point dans l'espace à six dimensions. Cet espace sera divisé en deux régions, R correspondant aux formes définies et R' correspondant aux formes indéfinies. Notre groupe G sera proprement discontinu dans R. improprement dans R'. On pourra donc partager R en une infinité de régions partielles /,, /'2, ..., ad iitj .; de telle faccm cjue les substitutions de G changent ces régions partielles les unes dans les autres. Cette siibdi\ ision sera tout à fait analogue à ce qu'est, dans la théorie des groupes fuchsiens, la subdivision du plan, ou d'une partie du plan, en une infinité de polygones curvilignes, \lors les formes réduites, par rapport au groupe G, seront celles qui correspondent à des points intérieurs à la première région partielle /i .
Cette définition de la r('iluclion par rapport il un groupe (1 est une généralisation immédiate de celle de la n'duclion aritiimétique. Dans le cas de la réduction arithinétic|ue, en effet, (j n'est autre chose que le groupe arithmétique^ qui est formé des substitutions linéaires à coefficients entiers et de déterminant i . On peut prendre alors pour conditions de réduction, soit celles qui ont été adoptées par M. Selling, soit celles de MM. Korkine et Zolotarelf. Mais on piuirrait en imaginer une infinité d'autres.
Un autre cas particulier intéressant est celui où G est un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmétique. Alors une substitution quelconque du groupe arithmétique pourra se mettre d'une manière et d'une seule sous la forme
LES FONCTIONS FUCIISIENNES ET L ARITHMETICUE. 47'
T, étant une substitution de G et
(■tant des sul)slihui(ui> du i;ioupe arilliinc tique doni le nondue n c>t précisément liniliee du sous-groupe.
Si alors F esl une l'orme délinie (jueleiuique, sa réduile arillimt'l ique s'écrira
FT, S
ri nous pourrons convenir, pour délinir la ré<luclioii par rappori au ^roiq)r (i, de dire que sa réduite par rapport à ce groupe sera FT,.
Tout cela ne peut pas s'étendre au cas des formes indéfinies, car les groiqjes qu'il pourrait être intéressant de considérer, et en particulier le groupe arithmétique, sont inq3ro|3rement disconlinus pour ces formes indéfinies, c'est-à-dire dan~. la région ([ue nous axons appelée R'.
Mais tous les aritliméticiens connaissent l'ingénieux artifice par lequel M. Hermite, introduisant les variables continues dans la théorie des noiidires, a le premier triomphé de cette difficulté.
En ménie tem|)s que la forme indéfinie
qui est dilinic. .Si 1 est une sulistitulion linéaire et si 11 l est une tonne delinie réduile jiar rapport au groupe Ci, nous dirons que la substitution T est réduite jiar r.qipoil à (i et que la forme indclinie <1>T est également réduite pai- r,ip[)orl il ( ". .
Voici maintenant comment on |)ourra trouver les réduites d une tonne indéfinie
• )ii aura aussi
S étant une quelconque des stibstitiil unis
5'- — 2 8y y' - 5p aS -t- j^Y — "Y
où a, |î, -, 0 sont quatre quantités réelles quelconques telles que
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Ce !;roii|ir lies siil)s[itutli)ns S, qui n'altèrent jjas <I>. s'appellera groupe reproductif de $.
Considéniiis la hirnic cltliiiie IISt; il y aura liiu|(iurs, d'après ce qui précède, dans le f;ri)npe (i une snbslitulion 1^ qui rt'duira cette forme qiiadratiqne didinie par rapport au i^roupe (i. Vax tonne HStT sera alors réduite. La substitut i<in St'J" sera réduite, et la l'orme indéfinie
•I>StT= f,t
sera réduite. La sul)slitui nui 1 sera alors I Une des substitutions réductrices
de F. Comme il va une infinité de substitutions S, la forme F admettra en
général une infiniti' des substitutions réductrices.
II peut se faire que deux substitutions réductrices T et ï' conduisent à une
même réduite, et qu'on ait
FT = FT
En ce cas, T^'T' est l'une des substitutions de G qui n'allèrent pas F.
Il peut donc arri\er que le nombre des réduites soit fini, l)ien que celui des Mibstilutions réductrices soil infini. C'est ce qui se passe, par exemple, si F a ses coefficients entiers et si G est le groupe arithmétique.
Il en est encore de même si, les coefTicients de F étant entiers, G est un sous-groupe d'indice fini du groupe aritbmétique.
J'appellerai groupe reproductif de F le groupe des substitutions linéaires de déterminant + i qui n'altèrent pas cette forme. Ce sera le transformé par la Mib>til ution -: du groupe reproductif de <I>, car toute substitution qui n altère pas F |u-iit se mettre sous la forme
S n'altérant pas <I>. .
J'appellerai sous-groupe inaltérant de G par rapport à F le groupe ciunmun à G et au groupe reproductif de I'. Le transformé de ce sous-groupe par la substitution ■:"' sera le groupe inaltérani transformé relatil à G et à F. Ce sera un sous-groupe du groupe reproductif de <I>.
Nous avons vu au paragraphe précédent qu'à toute substitution du groupe re|)roductif de $ correspond une substitution fuchsienne s. Donc, au groupe inaltérani tr.insforiiié relatif il G et l'", correspcuidra un certain groupe fuchsien, que j'appellerai groupe fuchsien rclalij éi G et à F.
Aous adopterons des dénominations spéciales, pour abréger le langage, dans le cas où G sera le groupe arithmétique. Le sous-groupe inaltérant s'appellera
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le i^toupe piliiripiil tic V : le ^roujic iiialléivint trausl'oniic s'appellera le f>roupe transjornicpri/icipal de F; enfin le groupe fuchsien relatif à F et au groupe aritlunrtique s'appellera le groupe fucltsien principal de F.
11 résulte de là que, poui- t'tudier le groupe principal de F, (ornié des substitutions senihlajjles de h', il suffit d'étudier le groupe fuchsien principal de F. Nous adopterons le mode suivant de représenlation géométrique : Nous considérons un jdan représenlanl la variable imaginaire ;; nous ferons correspondre à la sulisl itulion S la substitution
(|ue nous représenterons elle-même par le point flu plan des ; qui a pour affixe
(je poinl fait |)arlie du demi-plan >ilu(' au-dessus de l'axe des quantités réelles. A eliacpjc sulislil ut ion S correspondra uu point de ce demi-plan, mais à chaque punit du demi-|)lan i(uie>pi)ndronl une iufiait(' de subsl il ulions S taisant partie du groupe reproductit de '!>.
Nous regarderons comme ilonnés le gidupe G et la transformation - qui change <!' en F.
Voici alors i-oniment se présentera géométriquemeni la l'i'thiel ion de F par rapport à (1 :
A chaque subslilnlion S et. pur consi/qucnl, à chaque forme qiiadratupie di'liuie H. S corresponih-.i uu [mint de notre demi-phui. Je dis maintenant qu'à chaque point de ce demi-|)lan, auquel corres|)ondent pourtant une infinité de substitutions S, ne correspiuidra pourlani qu'une seule forme définie H. S.
Soienl, en effet. S et iS'deux sidist il ut ions coirespomiaut à \\\\ même poinl V
de noire demi-plan, .le dis que
ILS = II. S
c'csl-à-dire
H..ss'-i= n.
En elTet, les substitut i<ins fuchsiennes s et s' qui correspondent respecti- ^eulenl ii S et .S' changent toutes deux le point y' — i dans le point P. Donc la siilistitution \,s' ' n'altérera pas le point y/ — i .
On en conclura que les valeurs des quatre quantités a, ^. "'■ ^' 1"' corrcs- II. p. — II. Go
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pondent à ss'~', ou ce qui revient au même k SS'~', sont
a = coso, (i = sintf), ■(■ = — sintp, S = costp,
o étant un angle qiiclconnue ; d'où Ion déduira sans peine que la substi
lution $S'~' s'écrit
2 costp sin Ci
cos-o
— •! cosç sin cp
COS'^tp
— ces !o sinip sin- cp
siu-tf COStp sinœ
et, par conséquent, qu'elle n'altère pas H.
A chaque point du demi-plan correspond donc une seule forme H. S, par conséquent une seule forme <PS. Connaissant la forme définie HSt, on connaîtra la sul)>l itution rétluclrice ï cpii fait partie du groupe G et réduit HSt par rapport à (j.
A chaque point du tiemi-plan correspondra de la sorte une suLstitution réductrice et une seule. Nous pourrons donc subdiviser ce demi-plan en une infinité de régions, telles que, pour les points d'une niènie région, la substitution réductrice soit la même.
Ce mode de représentation géomélrique est analogue, mais non identique à celui qu'a employé M. Selling.
Nous avons vu que, dans certains cas, bien qu'il y ait une infinité de substitutions réductrices, il n'y avait qu'un nombre fini de réduites. Qu'arrive-t-il alors? Soient /i,/2, .■■./„ nos /( réduites. Nous avons subdivisé le plan en une infinité de régi(jns qui correspondent aux difïérentes substitutions réductrices. Soient /id, t'm '12, ■ • •) 'in • • • nne infinité de ces régions correspondant à la réduite y,, elles seront les transformées les unes des autres par les diverses substitutions du groupe fuchsien rclatifà F et à G. Soient de même 7"o„, /'j,, ..., /'a/, ... les régions qui correspondent à la réduite/2, — Soient enfin rnoi f'm^ ■■■ les régions qui correspondent à la réduite/,,.
Nous pourrons toujours sujiposer qu'on a choisi les indices de telle sorte que r-,/-. . . ., /•„, soient les transformées de /'201 •••i ' «u par la même substitution qui change /•)„ en r,i.
Cela
i pose, réunissons r,„, /j,,.
/■„„ on une région unique Ro et de
même /■,,. r.,i, — /„, en une région unique R,-. IjCS diverses régions R,- seront le> iriinsforiiK'cs les unes des aiilro par les diverses siibslilutions du grou[)C
lucliMcii 1 riiil il il \' (>\ il ( i .
Il -ii.iii ai^<■ de ramener ces régions Rq. .... R,, . .. à des polygones curvilignes,
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comme je l'ai e\|)Ii(|iié iliuis le |iiirai;ia|)lie 1\ de mon {Mémoire sui- les f;roiipes fuclisiens [Acta mathematica, t. 1 (' j].
Avant de terminer ce paragraphe, je dois faire une dernière remarque. Nous avons regardé comme donnée la substitution -z qui change <I> en 1"\ Il ne suffit pas, pour cela, de se donner F. En effet, celte forme peut dériver de <!> d'une inlinilé de niiinières; on a non >euiement
mais encore
S étant une substitution quelconque du groupe reproductif de <I>.
Il est clair, si l'on se reporte aux définitions qui précèdent, que le groupe fuchsien relatif à F et à G ne sera pas le même selon qu'on regardera F comme dérivée de <l) |)ar la siiljstitutinn t ou par la >ubstilution St.
Quand cela sera nécessaire, afin d'éviter toute confusion, nous distinguerons ces deux cas en disant, dans le premier, le groupe fuchsien relatif à G et à F = <Ijt; dans le second, le groupe fuchsien relatif à G et à F = $St.
Le groupe fuchsien relatif à G et à F = <Ï>St sera le transformé du groupe fuchsien relatif à G et F = <I>t par la substitution v^', s étant la substitution fuchsienne qui correspond à S, en vertu des conventions faites. En particulier, le groupe fuchsien principal de F=«I>St sera le transformé du groupe fuchsien principal de F = ^-z par .v~' .
III. — Lemmes divers
LemmeI. — Si gest un sous-groupe d'ijidicc fini de Ct .le groupe J uchsien relatif à g et à F sera un sous-groupe d'indice fi/ii du groupe J uchsien relatif à G ef à F.
C'est une conséquence des lemmes démontrés à la fin du paragraphe I et des définitions du paragraphe 11.
Lemme II. — Si G et G' sont deux groupes coinmensurables, les groupes fuchsiens de F relatifs respectivement à G et à Ci' sont aussi coinmensurables.
Ce lemme est une conséquence immédiate du précédent et des définitions.
( ' ) Ce Tome, p. 122 et suiv. N. E. N.
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Lem:\[e III. • — Soi! F = <1>t; soient ensuite T' une substitution (h' << et F'=iI'tT' une forme équivalente à F jnii ifiji/iurt au groupe (i. Les deux formes F et F' auront même sfi-oupe fuchsien relatif à G.
En effet, le sous-groupe iiialt(''raiil g' Je (1 par rapport h \' ' sera le transformé par la substitution T' du sous-groupe inaltihant s; de ( i ])ar rapporta F.
Si, en elVet, U est une sulislitution du second sous-groupe ,?, de telle sorte
que
F'= FT'= FUT=F'T'-'UT
de telle façon que T'~' UT' appartiendra au premier sous-groupe g' .
Le groupe inalti-ranl transformé de F sera le transformé de .i?par t~', ce sera donc
De même, le gioupc inallérani iransformt' de F' = $': T' sera
tT'^'T'-'t-i.
Mais nous venons de voir cjue
Il vient donc
•:T'^'T'-1t:-i = T.cT-i,
de sorte cjne les deux groupes inallérants tiansforinés se confondent. Les deux groupes fuchsiens se confondront donc également.
En particulier, si G est le groupe aritliméticjue, le groupe fuschien de F = <I>t par rapport à un groupe conimensurable à G sera commensurableavecle groupe fuchsien principal de F = «Pt.
Si T' est une siilistitution à coefficients entiers, les deux formes équivalentes F =z $-: et F' = <Ï>tT' auront même groiqie fuchsien principal.
Lemme IV. — Si G et (•' sntit deux groupes comniensural)/es, et si S est une substitution de G' , une des puissances entii-res de Sid'exposant di Jjérent de it) fera partie de G.
.Soit, en effet, g le groupe commun de G et G'; soit n l'indice du sous-groupe g par rapport à G'; cet indice est fini par hypothèse.
Si alors on prend an hasard ;/, -|- i substitutions dans G' (parmi lesquelles on peut toujours supposer que l'on comprend la substitution identique ij, on
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pouiTa tdujoiirs inuncr parmi elli's deux subslitulions S, et S/,, lelles L[ue
appartienne à X' eti P<ii' conséquenl. à (i. Prenons, par exemjile.
S»=i, S, SS S3, ..., S",
qui tiintes (uni partie tlii t^roupe G'; soient alors
Alors
fera partie de ( j. | • <i- i • o.
Nous allons étudier maintenant quelipies-uns des soiis-;;roupes du groupe
aiitliiiK'l iqiie. Ce groupe e-'t formé, d'après sa dédinit lou. de toutes les sul)--]!-
tutions
ii bn /)3
fi <;'2 ''3
diint les ei)elliiient> ^out l'ntier^, el le deli-ruiinaiil égal à i.
Pour délinir un sous-groupe du gir)U|ie aiitliuiétique, il tant done assujell ir les coeflleients enlu'is tt. h, r :i de niuivelies conditions.
Je distinguerai les snas-groupes n congriiences où les neuf coeflicients «, b, c sont assujettis à satisfaire à certaines congruences suivant un certain module <j jii'emier ou cumposé.
LEMirF: \ . — fn sous-groupe à congruences est toujours un sous-groupe d'indice fini du groupe arillinu-lique.
Soit, en eUet, g' un s(uis-groupe d('lini par les /, congruences
(i) Pi^ P., = ...= P/,= o (modq),
où les P sont des polynonif's entiers par rapport aux «, />, c. Les congruences (\) devront être satisfaites si Ion fait
jl^ 63^ Ci^ Cy;= O
(mod^r ),
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fl. on flirt, la Miiislil iitioii iJcnlKiiie
ileviii faire partie de g.
Le sous-i;n)iipc i,'', (iélini par les congruences (a), sera donc un sous-groupe du groupe g qui est lui-même un sous-groupe du groupe arithmétique.
Il est évident que g' sera un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmétique; car cet indice sera certainement plus petit cjue </'■' {\\. se réduira à q'^ si </ est premier), puisque chacun des neuf coefficients a, h, c peut prendre (/ valeurs incongrues par rapport au module q.
Donc a fiiii i(i)i g i^eiw un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmélic|ue.
Considérons maintenant une transformation T' à coefficients entiers, mais dont le déterminant soit égal à un entier A plus grand que i .
Soient G le groupe arithmétique. G' son transforme' par ï', g le groupe Commun à G et à G'; je dis que g sera un sous-groupe à congruences.
Soit, en efl'et,
Cl Ci C'3
une substitution à coefficients entiers faisant partie de G
a, aj
Tl "2 "3
la substitution définie plus haut.
La lr,insformée de .S par T' s'écrira
T'->ST'
A Pi
Pe
Ps
les P étant des polynômes entiers homogènes et du premier degré par rapport aux a, b et c, et dont les coefficients dépendent des a, p et y.
Pour que cette substitution fasse j^artie de », il faut et il suffit que ses
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coefficients soient entiers, ce qui s'expiùme par les neuf congruences
P,'^o (mo(lA).
Cela montre que :,' est un sous-groupe à congruences; d'où Ton déduit aisément le lemme suivant :
Lemme V[. — ■ Le groupe arithméUque est. coinineiisiirable avec son transformé par une substitution à coefficients entiers de déterminant plus grand que 1 .
Ou, ce qui revient au même :
Le groupe arithmétique est commensurable avec son transformé par une substitution à coefficients fractionnaires .
Soit maintenant T' une substitution à coefficients fractionnaires; je dirai que la forme F est commensurable avec sa transformée FT' par la sidjstitution T'.
Lemme VII. — Considérons deux formes commensurables F et FT'; le groupe fuc/isien principal de F = <I>t sera commensurable avec le groupe fuchsien principal de FT' = <I>tT'.
En effet, le gi-oupe arillimétique est commensurable avec le grDupcG qui est son transformé par T'~'.
Soit ^'' le sous-groupe inaltérant de ( r par rapport à F; il sera commensurable avec le groupe principal de F.
D'autre part, le groupe principal de FT' sera le liansformé de g' par T'.
Le groupe transformé principal de F := <1>t scr.i le Iransfurmé par t ' tlu groiq)c principal de F; le groupe transformé principal de FT'=<I>tT' sera le transformé par (tT')"' =T'"''-r^' du groupe principal de FT', et, par conséquent, le transformé par t^' du groupe g.
^)v g et le groupe principal de F sont commensurables.
Donc les groupes transformés principaux de F := tp-c et de Fr'=; 'I>t T' le sont également.
Donc les groupes fuchsleus principaux de F = »I>t et de FT'='I*-T' sont commensurables. c. o. f. d.
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IV. Substitutions fractionnaires
On peiil se |)io|)iis('r de l'rcliciclicr (|ucll("~ -Miiit 1rs stihsliliil ioiis à rocHicu'iits Ir.iclidniiiUTi's (jui n'alliTciil pas une loriiie I* à CDeHiciciils entiers, du, en (I aiilrfs k'rnifs, quelles soiil les Ir.inslnrriiiil kids scuilihiliies Ir.icl icuinaires ije I" . Il esl alsi' ;le pri'voir, d'ailleurs, i|ue li' i;riiu|i(' lornii' |iai' ces tfaiistormal ions ne seia pas un i;ronpe discontinu.
On voit aussi iinmédiatemont que des substlliitions sendilahles iraclionnaire> de [■ (in punira d('duire les substitutions semblables tract ionna ires d'une t'ornie F'= KT eonuiiensurable a\ee K. En ellcl, les dernières seront les transformées des premières par la tr.insloniuil ina T.
Soit doue à U'iiuNer le> subsl itutions seiiildaliles Iractionnaires (Je la loinie
F = A j-^+ X'y-'+' A"^''-+- ■?.Bxz -+- ?,H'r; + 2 V.\ry. On a
V(A.\'— B"2)F = (AA'— B'2)(A,r-+-B'>--h IJ';)^
+ [( AA'-IS"2)^ + (AB-B"B');:]î-H AA-%
A désignanl le diseriiniiianl de I', de lidie sorte (pu' la lorme 1" est,it un lacteiir conslanl près. eoiniiÈensuralile a\cc
F'= (AA'— B"2|:;-2+jî-t- AA3-2.
\(jus somnu's doue r.iiiieiK's à (''liidiei- les suh^l il ni mus M'iiildables iracl lonniiires des lormcs tidies (pie
A.r^H- Bj^+ Cz'-,
ou pliilol. puis(pir nous a\oiis allaiie à une loiiiie ludèlinie, et si nous \(uilons liicllic les sii;iu's (;u (■\ideiiee,
A.r2+ Bj2— CzK
\(nis alliuis d'aliord luiiis poser le priibl(''iiie sui\aiil :
(JuuLLcs so/il les sahsiiliil iij/is J racliuiutaires qui n'allricnt ni z ni
Il 1.1 II I alors Iroin er (piaire nombres Ira cl k mi lia 1res a, jï, y, ô, tels (|iie \{'j.x + [iy)'^+ B(y.'--+- 0,))^= A.r2-i- lî_, 2.
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Aous mettrons les quatre nombres a. [ï, v, o sous la forme
X{, pi , -', , 0| , s étant entiers ou fractionnaires, nous pourrons toujours sujjposer que a, . y, et z sont entiers ; on aura alors
a, S, — piYi =ï% Aa? ^Byl = Ae', Aa,p, -r- ByiSi =0, \fJ"i +Bo| = B£2.
Supposons que l'on ail trouvé trois entiers a,, •', et z satisfaisant à
Aaf^-BY■i = A£^
il suffira de prendre
pour satisfaire aux trois autres équations. Il reste donc à résoudre l'équation
ByÎ= A(t-a,;(,s + a,).
Nous multiplierons donc H par un carré quelconque yj, mais de telle façon que Byj soit divisible par A, et de plus soit impair ou divisible par 4 (ainsi, si B est un multiple de 4 + 2, v, devra être pair; si A=:A,A^, A| n'étant divisible par aucun carré, y, devra être divisible par A, Ao).
Il sera facile ensuite de décomposer ——■ en deux facteurs tous deux pairs ou tous deux inq)airs, z — a, et î + «i, et d'en déduire, pour z et a,, deux valeurs entières.
Tel est donc le moyen de lornier les substitutions semblables fractionnaires de la forme binaire
Pour les étudier plus complètement, nous supposerons A = 1 . Cette hypothèse e&t toujours permise; car si l'on avait A > i, on multiplierait la forme par A, et l'on changerait ensuite de variable en posant \.x = j;'.
Considérons notre substitution fractionnaire
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et la siihslilutidii t'iitlisicnne correspondanle. Cette dernière sera évidemment 11 111 ■ Mil)>litiilioii tllipiique qui n'allércra pas un certain point du ]ilan. Ce point, (jue j'appelle 1', se détermine aisément, et l'on trouve qu'il est le même pour toutes les sulisl il ni ions fractionnaires de notre tonne
Pour délinir une sulistilulion fiiclisieaiic elliptique, il tant se donner non seulement le point V qui n'est pas altéré jiar cette substitution, mais encore l'angle de rotation ».
Ici nous avons
d'où l'on déduit Nous aurons alors
ces - ts = a = — , 1 ' e
■ ' ïi V' sin — ta = ! — —
Nous devons supposer que a,, y, et s sont premiers entre eux, et })ar conséquent que a, et y, sont premiers entre eu\. Les deux nombres complexes
« 1 -+- Yi /— B et a, — Yi / — ^
seront alors aussi premiers entre eux, et l'on aura
e = MN, a, + yi /— B= MS a, — 7, /— B = NS
Met N étant deux nombres complexes existants ou idéaux, conjugués entre eux et de plus premiers entre eux.
Cela posé, cherclions d'abord si es peut être commensurable avec 2-. Si cela était, on trouverait un nombre entier m tel que
(a, + Y, v/^rB)"' = e"' ou que
M et N étant premiers entre eux, cette égalité est impossible. Il n'y aurait exception que si s était égal à 1 et que a, — y, y — B fVil une unité complexe. Mais il faut faire attention au sens que l'on doit atlaclier ii ee mol. Pour que la théorie des nombies e(iiiii)lexps idéaux soit applicable, il faut prendre pour base du système \^: — B, si H- B (que d'ailleurs nous supposerons n'être divisible par aucun carré) est multiple de 4 plus 2 ou plus 1 ; il faut prendre, au con-
traire.
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si B est imiltlque de i yiUis ?>. Dans ce dernier cas,
est considéré comme un entier complexe si a+3 est pair (voir Dedekind, Theoriedes nombres t'ulieisal^-t'britjties, p. (ji . Paris, riaulhier-Villars, 11^77). Alors on a, comme vmités complexes,
On doit donc conclure de celle discussion que lan^lccsne |)cul être comniensurable avec y.— que s'il esl ('Kal à -, à ±: -j à ± ^ ou à dz ^:^ •
On \oit, de plus, que les substitutions fractionnaires qui reproduisent à la
fois les deux formes
z et x^^-B^'
correspondent aux di\ers entiers complexes formés avec y — B, et que leur théorie dépend intimement de celle de ces nombres complexes et des idéaux correspondants.
Voilà donc une pi-emière catéf;orie de suijstitutions fractionnaires n'altérant pas la forme
Une autre catégorie se composera des substitutions qui n'altèrent ni >', ni x'^ — Cz- (sans parler d'une autre catégorie cjui sera formée de même des substitutions qui n'altèrent ni x, ni Bj'- — C;;-). Ces substitutions correspondront aux nombres complexes formés avec yC comme celles de la première catégorie correspondaient aux nomijres complexes formés avec y — B. Mais l'analogie de ces trois catégories de substitutions fractionnaires esl trop évidente pour qu'il soit nécessaire d'insister.
Je dis maintenant que toute substitution fractionnaire peut toujours être ramenée à celles que nous venons d'étudier.
Soit, en elTet,
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une substitution fractionnaire quelconque qui n'altère pas une certaine forme quadratique F à coefficients entiers ou commcnsurables. Je supposerai, de plus, que celle substitution est droite au sens donné à ce mot dans le premier paragraphe de ce Mémoire.
On pourra trouver alors une forme linéaire
à coefficients entiers, qui ne sera pas altérée par la substitution. On pourra ensuite trouver encore deux formes linéaires
5^3^ + Psr + Taà coefficients entiei's, et telles que l'on puisse écrire
F= A,(aia-+[3,^r + Ti-2)' -i- K2(a,x -h ^iX -h -^îzT-
A,, Aj et A3 étant des quantités commensurables positives ou négatives. ElTectuons maintenant un changement linéaire de variables en faisant
a-' = «137 4- PijK + -Ci-=i c'= c(3 3^-f- 83JK-+- -,'33:
il viendra
F = A,.r'2-f- A2j'2+ Ajô's,
(le (elle sorte que, si l'on appelle T la substitution linéaire
1 h Yi
on aiu'a
La substitution
.1 Ps 73 FT-' = A,x2-+- Aoj/2-+- A3
TST-i
sera fractionnaire et n'altérera pas FT '. Mais il y a plus. eUe n'altérera pas z, ni par conséquent
\l.T--h Ao^)-2.
-Nous sommes donc l'amenés au cas précédent.
Il conviendrait peut-être, pour compléter cette théorie, de dire quelques
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mots des subslitntions fractionnaires gauches qui n'altèrent pas une torme quadratique. Mais je ne crois pas devoir m'y arrêter pour le moment. Je me boi'nerai à observer que, si S est une substitution fractionnaire gauclie n'altérant pas F, S- sera une substitution fractionnaire droite n'altérant pas non plus F.
V. — Calcul des multiplicateurs
Soit
rt, f>, c, a-, ha <\
une substitution linéaire de délrrniinant i, cl
T-'ST
sa transformée par une substitution lin('airc (juciconque P. On aur.i
En d'autres termes, la somme «i + ^a+Cj sera un iinarianl. On pourra choisir la substitution T de telle façon que T"' ST soit de la forme canonique
Xi o o
Alors X), Xj et A3 seront les inulli|)lica(eurs de la subsiituiion S; ces multiplicateurs seront les racines de l'équation en ),,
a-i /;.>— "a Co
O:, fe,i C3—I
et l'on aura
.Si, eu particulier, S n'altère pas une forme quadratique et est une substitution droite, l'un des multiplicateurs est égal à i , et le produit des deux autres est aussi égal à i .
-Soit alors
IÎ86 LES FONCTIONS FUCIISIENNES ET 1. 'ARITHMÉTIQUE
hi sivl).slil 11 I ion liiL'lislenne correspondaiil à S : a +3 sera, pour celle siihstit ution. lin iii\.iriaiil ((iiiinie (/, -(- />j + (3 rctiiil [Kiiir S, l't lnn aur.i d'uilleiiis "
(a -t- S)' = fl| -H ^2-+- t'j-l- I.
Il résulte de là que la connaissance de a^ 0 sul'lit pour déleniiiner les trois multiplicatevirs, qui de^ronl satisfaire à l'équation du troisième degré
).H_ i_(fa + 0)2— i]().2— X) = o.
Si S est une sujjslilulion à coefiicients entiers, la somme rt, + 60 + C3 devr.i <''lre un entier, et par conséquent a + o devra être la racine carrée d'un entier.
JjH somme a + o s'appellera V invariant de la subslilalion S el s'écrira, jiour al)réger, [S].
ÎNoiis allons traiter maintenant le problème suivant :
Oit se donne [A], [B] el l'imaiianl [AB]f/<? la combinaison AB des deux substitutions A et B. On demande de calculer l'iinarianl d'une combinaison quelconque de ces deux substitutions
A"'B", A"'B"A/', A"'B''A/'B'7, ..., m. //, /', Y étant des entiers quelconques positifs ou négatifs.
Tout d'ai)ord, il est évident que deux sul»lltu(ions inverses l'une de l'autre auront même invariant; on aura
De plus, une substitution aura même invariant que sa transtormée par une
Niilisl iliit ion (|uelron([ne ; ainsi
[A] = [B 'ABJ, [A"'B"A''B'/] = [B'/A"'B'' A/^], et, en particulier,
[BA] = [AB] = [A-iB-'J = [B-'A-i|-
•le vais maintenant chercher une relation entre
[A], [B], [AB] el [AB°-].
Nous pouvons toujours, par une transt'(U-matioa convenable, mettre la sub>tilution fuchsienne qui correspond à B sous la tonne
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Soit ensuite
la siibstiiutioii fuchsienne correspondant à A. Alors
a),;-l-3X\ / aA2ô-i-8X=
el
seront les substitutions l'uclisiennes correspondant respectivemenl à \B et à AB-, de sorte qu'on aura
3tX-t-^ = [AB], aXî-4- ^ =[AB2J.
On en tire aisémeni, par l'eliininalion de a, S et A,
B"A| = [AB
Mous connaissons ainsi
[B"AJ, [B"] et [A],
ce qui permet de calculer [B" A"'], où m cl n sont des entiers quelconques, par la formule de récurrence
iNous avons d'ailleurs
ce qui permet de calculer
[A^B'-A/'l el fH"'A"B/'],
où //(, /;, p sont des entiers quelconques.
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Cliciclioiis uialnlenant
un lr> qimire exjxisaiils sont cnlicrs. Du voil d'abord que, pav noire l'ornuilc de réciUTcncc. nous pourrons calculer ccl invariant, quel que soil fj. pourvu que nous connaissions, outre [B],
[A"'B"A/'] et [A"'B«A''B].
Iai première de ces deux exj)ressions est connue d'après ce qui précède; il
reste donc à calculer
BABA
Or, ce dernier invariant est connu, puiscjue c'est celui de (BA)- et que nous connaissons celui de BA,
Ce qui pi('cède sutTit i)Our faire comprendre comment on calculerait l'iinariant d'une combinaison quelconque des deux substitutions A et B.
lmaj;inons maintenant que A et B sont des substitutions à coet'ficienls entiers
et de déterminant i. Il en sera de niéme de toutes les combinaisons. Alors,
d.uis la loiMiiulc
AB=] + [A] = [AB)[B
les deux termes du premier membre, ainsi qiu' le terme unique du second membre, tlexront ('tre la racine carrée d'un entier. Mais 11 est aisé de voir que, si l'on a
Hes m. étant des entier>j, les trois expressions di'sroni être des entiers.
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Il suit de là que les protluils
[A][AB=], [A][AB][B], [ABM[AB][B1 sont entiers.
Il est aisé d'en déduire que si [ V] est égal à un nonilire coiiiinensurable multiplié par ya- cl [B] «'gai à un noudjie comuiensuraMe inulli[)lié par y j3, [AB] devra être é£;al à un uouihie CDUinieasurable uiullLplié par ^ a^i, el [AB-] à un noMibre comuiensuraMe niulliplié |)ai' \/y. ou, ce qui revient au uu-uie, à un nombre couimensurabic iuulti|ilié par\ '■'■'^'■
Plus généralement, on auia
[A"'B"A''Bv] = ;ji, y/a"'+/' 3"+'/ = iJLo v/«'' ?>'•',
[j., et U..J étant commensurables, el /( el / étant égaux soit à o, soil ii i. suivant la parité de deux nond^res m + p et n + rj, et de telle sorte que
/( E3 m -h />, A = n-^q ( raod 2).
Cela peut s'énoncer encore d'une autre manière.
Considérons le groupe dérivé des deux substitutions linéaires A et B. Pour que toutes les substitutions de ce groupe aient leurs invariants égaux à la racine carrée d'un entier, il t'aui cl 11 suffit que
[Ap, [Bp et [A][B][AB] soient des entiers.
Nous allons inaintenani envisager un groupe dérivé de trois substitutions linéaires A, B et C. Je dis (jue l'on peut, à l'aide de la relation de récurrence démontrée plus haut, calculer les invariants de toutes les substitutions de ce groupe, à l'aide de sept Invariants
[AJ, [BJ, [C], [AB], [BG], [CA], [ABC].
Pour le démontrer, je rappelle d'abord que cette relation de récurrence permet (M, IN, P étant des substitutions quelconques) de calculer
[MHp]
(p entier positif ou négatif), quand on connaît
[M], [N] et [MN],
(ui plus généralement de calculer
[M^pP] H. P. — II. ^=
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quand on connaît
tMP], [NJ et [MNP].
Elle permet ainsi, connaissant [A], [B] et [ VB], de calculer les invariants de toutes les combinaisons de A et de B, ou à laide de nos sept invariants, de calculer ceux de toutes les combinaisons A, B et C, où l'une de ces trois substitutions n'entre pas. ,
Je dis qu'on pourra trouver de même
En effet, le calcul de cet invariant se ramène à celui de [A"'B"], (jui est connu et à celui de [A"'B"G]. Ce dernier se ramène à [A"'C], qui est connu, et à [A"'BC]. Ce dernier, à son tour, se ramène à [BC] et à [ABC], qui sont tous deux supposés connus.
Considérons maintenant une combinaison quelconque
[A"'B''CpB'7A'-C'B'C"].
On ramènera, par le même procédé, le calcul de cet inxariant îi celui de
[ABGBACBC],
où les lettres sont restées les mêmes et dans le même ordre, mais où tous les exposants sont réduits à l'unité.
Je dis maintenant qu'on peut ramener le calcul de cet invariant ii celui de
[ABC(AB)GBC],
où deux des lettres sont permutées.
En effet, notre formule de récurrence jiermet de réduire le calcul de
[ABC(BA)CBC1 à celui de
[ABC.CBC]
(où le iiond)redcs lettres est moindre, et que, par conséquent, on peut supposer [iri'alablemcnt calculé) et à celui de
[ABC(BA)-'CBG] = [ ABCA ' B-' CBC] :
en réduisant les exposants à l'unité, ce dernier devient
[ABCABGBC].
Il est clair qu'en appliquant d'une t'accui c(jnvenable le double procédé qui
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permet de perriiiiter deux lettres quelconques et de réduire les exposants à l'unité, on arrivera à réduire de plus en plus le nombre des letlres de lelle façon qu'on sera ramené finalement à l'invariant connu [ABC].
On connaîtra donc ainsi l'invariant d'une substitution quelconque du groupe.
On peut en conclure ce qui suit :
Pour que toutes les substitutions du grou[)c aient pour invariant la racine carrée d'un entier (ce qui arrive nécessairement quand les substitutions A, B, C ont leurs coefdcients entiers), il faut et il suffit que
[A]^ [B]K \C]K fA][B][ABl, [B1[C|[BG], [Cl[A]fCA|
et
A][B][C][ABC
soient des entiers.
Mais nos sept invariants eux-mêmes ne sont pas indépendants les uns des autres. Il y a entre eux une relation algébrique.
Cette relation se présente sous une l'orme |)lus symétrique, quauti ou considère, au lieu de nos sept invariants, les sept invariants suivants (ce qui levient d'ailleurs au même)
fA] = a. fB] = 8, [C] = fi'. [C-iB-'] = jî", [BAl = v, [<>A]=y', [C-'B-iAJ = y".
J'ai représenté, pour abréger, les sept iiuiiiiants par les lettres a, p, y. La relation s'écrit alors
.. a'-H?'+Y2+ jî'2-+-Y'2-i-p-l-T"'— 4
= «Py + a^'Y'H- ap"f'+ pY'y'+ P'yy"+ P"yt'
<Jn arrive à un résultat analogue dans le cas d"un groupe dérivé lic quatre substitutions ou d'un plus grand nombre.
^oil an groupe dérivé de n suOslilulions
Pour que toutes les substitutions du groupe aient pour invariant la racine carrée d'un entier, il faut et il suj/it que
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ainsi (jiie toutes les combinaisons
[A^'AVA|>...A^][A,]^.[A,p=...[A„]^..
(ofi les exposants e sont égaux soit à o, soit à i), soient des entiers.
Réduction des substitutions.
Voici la question que je me propose de traiter clans ce paragraphe.
Soit S uue substitution à coefficients entiers et de déterminant i ; soit T une
autre substitution à coefficients entiers et de déterminant i ; je dirai que la
substitution S et sa transformée
T-'ST
sont homologues et appartiennent à la même classe.
Cela posé, parmi toutes les substitutions d'une même classe, il y en a une qui est plus simple que toutes les autres, et que j'ap|)ellerai substitution réduite.
On peut se proposer, étant donnée une substitution S. de trouver la substitullim réduite qui ap[)artient à la même classe, ou, en d'autres termes de réduire la sid)stitution S.
(^n \()it d'abord tout de suite que deux substitutions homologues ont mêmes nuiltiplicateurs. Je supposerai, comme je l'ai fait jusqu'ici, qu'un des multiplicateurs est égal à i, ainsi que le produit des deux autres.
11 résulte de là qu'il existera une forme linéaire
à coefticients entiers et premiers entre eux, qui scia inaltérée par la sidjslitution.
Ou peut alors lormer une sul)stitution linéaire
T = ;jii [J-i iJ-3
•'l ''i Vj
à coefficients entiers et de déterminant i .
La substitution T~' ST, transformée de S par T, sera alors de la forint;
I o o Oi bï bi
Cl Cj C3
ce qui constitiu' une première réduction.
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Supposons d'abord que />, et c, soient nuls, et que la substitution S s'écrive
avec la condition
ad — bc = \.
Si Ton transforme alors S par une substitution T de la torme
à coefficients entiers et de délerniinaiil i , la substitution S conservera la uième forme après celte transformation.
Envisageons la forme quadrali(jue binaire
qui n'est pas altérée par la suljstilutuui linéaire
<■ d Que deviendra cette foi-me lorsque l'on remplacera S par sa Irausforinéc
T-i ST ?
Tout se passera comme si l'on avail appliqué à cette forme la substitution
A ;ji
D'où cette conclusion :
Pour que deux sulislilutions
tf
appartiennent à la même classe, il faut et 11 suffit que les deux tonnes
c i'-^ (d — a )fr, — b t,"et
soient équivalentes.
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Aous sommes donc conduits à dire par dtMinilion que la substitution S est ivduilu quand la tonne à l'est elle-inême. La somme des iiiulti|ilicateurs de S esl
a + rf -h I, et son invariant
La suhslilulion est elliptique si
(a -(-</}-< 4, d'où (a-hd) = o, (a-i-d)=±i,
paral)i)lif|nc si
(a-\-d)^=i, d'où a-hd = ±i,
hyperbolique si
La forme ai a pour discriminant
(d— ay+ il)C = (a -\-dy-— i.
Il résulte de là que le discriminant de '| est fonction de l'invariant de S, et |)ar C(>nsé(juent que les subslitulions S cViinaiianl dofuu' se reparussent en un nombre fini de classes.
La substitution S sera elliptique si ']/ est délinie. Les conditions de réduction
pourront alors s'écrire
b el c seront d'ailleurs toujours de signe contraire.
La substitution S sera liyperbolique si 6 est indéfinie. Il arrive alors que chaque classe de substitutions contiendra plusieurs réduites, comme cela arrive pour les formes indéfinies.
iNous prendrons alors pour unique condition de réduction que b et c soient de même signe.
Enfin la sultstitulion S sera parabolique si i se rétluit à un carré parlait. Nous dirons alors que <]; est réduite si elle s'écrit i :^ c;'-. de telle sorte que les conditions de réduction de S s'expriment couiuie il suit :
b = o, d'où rt = rf = d= 1 .
Enumérons maintenant les substitutions elliptiques réduites. Pour a + d=^ o, le discriminant de 2'L est égal à — 4i et celui de A à — i . Si 'j/ est une réduite, on a lionc
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La substitution réduite S s'écrit alors
Pour a + rf = I , le discriminant de 26 est égal à — 3, et cettp loriiio 2 A est improprement primitive. On a alors, si 2'i> est réduite,
de sorte que l'on trou\c pour S
i'mir a -{- d ^= — I , on liniive encore
ce qui donne
Nous classerons encore, parmi les substitutions elliptiques, la substitution suivante :
Si =
pipiir laquelle la forme 'h, (''taiil identiipiement nulle, ne peut être re^ardi-e ni comme définie, m comme indi'linie.
11 y aura donc en tout quatre classes de substitutions elliptiques.
Nous remarquerons que la substitution S3 n'est autre cbose que le carré de la substitution So.
Quant aux substitutions puralioliqiies n-duiles, elles s'écriront, soit
soit
où c est un entier quelconque.
496 1.KS FONCTIONS KlCIISIENMiS ET L'ARITlIMÉTIyllE.
i\e supposons plus uuunlenant que />, el c, sont nuls el écrivons notre substi-
lution S sous la forme suivante :
bi a h
avec la ciuiditiiiu
ad — bc = i.
On peut supposer que la réduction a été laite comme si b, el c, étaient nuls et par conséquent que Ton a
si la substitution est elliptique;
si elle est hyperbolique, et
si elle est parabolique.
11 s'agit maintenant de réduire autant (aie |)ossible les coelficients h, et c,.
Pour cela, écrivons les équations qui définissent la substitution S de la façon suivante :
y—b,x-hay^ bz, ;' = Cja: -H c y -l- dz.
Posons ensuite
_y = y, -l-aj-, z = z^+^x\
d'où
y = y\ + a.x\ 2' = s', -H- ^ar'.
Les deux dernières équations s'écriront alors
_y'i = a;[èi-+-(a — i)a-+-6p \-^ ay^-^ bz^,
5',=a:[ci + ca -\- {d — \)'^\-\- cy^-\- dzx.
En d'autres termes, les coefficients de la substitution S n'ont pas changé par cette transformation, sauf que by et C) sont devenus
6i-l-(a — i)a4- b^, Ci-f-ca + («f — i)p.
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Le pi'oblème consiste ;i détonniiier les entiers a et [i pour diminuer autant que possible b^ et C| . Je dirai que deux systèmes de nombres (6, , c,) et {h[ , c\) appartiennent à une même classe si l't)n peut trouver deux entiers a et p tels que
in — 1)7. + ^P, ca + (rf— I )^.
Le nombre des classes entre lesquelles se répartissent les systèmes (/),,C|)
est alors égal à
(a — Il b
Parmi les systèmes f 6,, c,) a|iparteiiaiit à une même classe, il v en aura un que l'on regardera comme plus simple que les autres et que l'on appellera système réduit: le nomlire des systèmes réduits est llm.
Alors, pour qu'une substitution
soil réduite, il faudra non seulement que les quatre entiers a, />, c, d satisfassent aux conditions (i), (2), ("Il ou ['[) énoncées plus haut, mais encore que le système (fe) , C\) soit réduit.
Nous avons vu plus haut que, si h^ etr, sont nuls, les substil iil ions S(l'in\ariant donné se répartissent en un nombrr fini de classes. D'après ce qui précède, cela est encore vrai si by et c, ne sont pas nuls.
Revenons au cas des substitutions elliptiques et cherchons à déterminer les svstèmes réduits (6, , r,). Il y a quatre cas à considérer, puisque les substitutions clli|it)ques, ipiand 6, = Ci = o, se répartissent en quatre classes.
Premier cas :
rt = rf = o, 6= — I, c — \ .
1 — a — f / r= 2 ; il y a deux systèmes réduits
61= Ci:
Deuxième cas
2 — a — c/= I ; il n'y a qu'un svstèine réduit
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Troisième cas :
2 — o — (/= 3; il V a Irois systèmes réduits
Ci= o,
Quatrième cas :
2 — a — </ = 4 i '1 y 'i quatre systèmes réduits
6, = o ou I, C| = o ou I.
Mais, si nous observons qu'en appliquant à j et : une transformation linéaire, on fait subir cette même transformation à ft, et c, sans changer d'ailleurs les autres coefficients de S; nous verrons que ces quatre systèmes peuvent être réduits à deux.
Il y a donc liuit substitutions elliptiques réduites que je vais énumérer :
So
Si =
On peut faire une classification analogue pour les substitutions paraboliques, mais le nombre des classes est infini; on doit envisager d'abord le cas où les trois multiplicateurs sont égaux à i ; un trouve alors que la substitution doit être de la forme
Les transforiiKitioiis qu'on peut faire ne peuvent changer la valeur de a et de c. La seule réduction possible, c'est d'amener /; à être plus petit que le plus
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grand commun diviseur de a et de c (et par conséquent à être nul, si a et c sont
premiers entre eux) ; on peut également supposer que c n'est pas nul.
On considérera ensuite le cas où deux des multiplicateurs sont égaux à — i ;
on a alors
a = (/ = — I, 2 — ri — o?=4'
On a donc quatre systèmes réduits (6,, C|) et quatre substitutions réduites
Sc =
VII. — Substitutions elliptiques
Nous allons chercher dans ce paragraphe quelle est la condition pour qu'une forme quadratique admette une substitution semblable elliptique, et d'abord quelles sont les formes qui ne sont pas altérées par les huit substitutions réduites S|, S'j, So, S3, S3, S^, S.', et S', définies dans le paragraphe précédent.
On a entre ces diverses substitutions les relations suivantes :
O2 — .-4, Cîj — I ,
Sg= I.
Cela posé, nous résoudrons successivement les problèmes suivants : 1" Formes inaltérées par S,. — ■ Ce sont les formes
2° Formes inaltérées par S'j. — Ce sont les formes
Ax2-+- A>2-h2B^';-(- A";;!— (A'-t-B)^^^ — (A"+B)r3,
où l'on doit avoir
A'=A"=B (mod2).
3" Formes inaltérées par S| et par conséquent par S^. — Ce sont les formes
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4" Formes inaltérées par S, et par conséquent par S^. — Ce sont les
lornies
A a;' + A' (_)'--!- ô- — xy — orz), où A' doit èlre pair.
:")" Formes inaltérées par So et par conséquent par S3 et par S.,. — Ce
sont les tonnes
Aa72-H A'(ji'2-T-y^ + ^2),
où A' doit être pair.
H n'y a d'ailleurs pas d'autre forme inaltérée par .S 3.
G" Formes inaltérées par S!,. — Ce sont les termes
A .jc- -h \'(y- -\- yz + 32 — xy — x:,), où A' est pair.
j" Fornies inaltérées par S'.,. — Ce sont les lormes
A x--h A' (j - -^ y: -^- z^ — ixy — 2xz), où A' est pair.
Nous allons chercher maintenant si une forme quadratique donnée admet une substitution elliptique; pour cela, il faut évidemment el il suftit qu'elle soit équivalenic à l'une des sept formes que je viens d'énumérer.
Je dis d'ahoid ([u'ou pouira reconnaître s'il en est ainsi par un nondjre limité d'essais.
En efTet, prenons d'abord la première forme
kx--i- k'y'' + 9. Byz + X" Z-.
Elle a pour déterminant
Un décomposera donc le discriminant A de la forme donnée en deux
facteurs
A = AD
ce qui ne peut se faire cjue d'un nombre limité de manières. On construira ensuite une foi-me jjinaire réduite
A' y' -h -iByz -+■ A" -2
de déterminant D, ce cjui ne peut se faire encore ciue d'un nombre linulé de manières. On n'a plus ensuite qu'à examiner si la forme
Ax^^ k'y^-h-iByz-hA"z'-, ainsi construite, est écjuivalente ù la forme donnée.
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l^a luùiue métliode s'applique sans changeinent aux troisième et cinquième
tdrmes
Aa-2+ A'(jk''-i- --) el Aa:2+ A'(7--t-j3-+- 3^).
Mais le nombre des essais est encore plus limité; le déterminant de la troisième forme est égala AA'- et celui de la cinquième à 3AB-(eaposanl A' = 2B), de sorte qu'une forme ne peut admettre une sidjstilution semblable équivalente à S2 que si son discriminant est divisible par 3.
En ce qui concerne la seconde forme
Aa^"-+ X'y--¥-itiyz -+- X" z'' - { \' -i- B)xf — (A" -h B)xz,
que l'on peut écrire
(i) Ax^-—(ih"-+- B)y'"--i-'iByz — (o.n'-+- B } z'- -{- 1 B" rr -i- 1 B' 3: z ,
le nombre des essais est encore limité. En ellet, son déterminant s'écrit
(2 A 4-B'-HB")(aH'B"+ BB'+ BB").
( )ii décomposera doiic le déterminant A eu deux faclCLir^
A = CD
Alors 2D désigne le déterminant de la tonne binaire
— (•2B"-+-B)j2H_aB7c — (2B'+ B)zK
Ces formes binaires, qu'on peut être conduit à essayer, se répartissent donc en un nombre lini de classes.
Si nous faisons subir à la forme (1) une transformation linéaire de déteriiiiiiaal a, en posant
y==yi-i-xi. ;=;,-!- a-,, a- = 2a-,, elle deviendr.i
(2) (4A + 2B'+2B")r? — (2B"-t-B)_)'; + 2B^,c,-(2B'-i- B)z]. On |>eut, de plus, supposer que la forme binaire
(3) (2B'-(-B)_>'2_1.jB_>'0-h(2B'+B)3'-
a été réduite autant qiu' posslltle par une substitution ne portant que sur j' et :;. Si B est pair, on |)eut appliquer à cette forme binaire une substitution linéaire quelconque sans faire cesser la particularité qui la caractérise, à savoir que les coefficients de j-, de z- et de 2>'5 sont de môme parité.
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Mous pouvons donc toujours supposer que cette forme est réduite au sens ordinaire du mot, c'est-à-dire, si nous la supposons définie, que Ion a
I2BI <|2B"-+-B|< |2B'-(-B
On ne pourra donc formerqu'un nombre fini de formes(2)et, par conséquent, qu'un nombre fini de formes (i) satisfaisant à la fois aux conditions
A = (2A -t- B'+ B") (2B'B"-i- BB'-f- BB"), B = o (mod2), I2BKI 2B"+ B| <| îB'-hB |.
On n'aura donc qu'un nombre limité d'essais à faire pour reconnaître si l'une de ces formes est équivalente à la forme donnée.
Supposons maintenant que B soit impair. On ne peut pas appliquer à notre forme binaire
(2 B"-i- B)j2 — 2 Bji + (2 B' -f- B ) ;2
une substitution linéaire quelconque sans que les trois coefficients de y-, de 2j'5 et de z^ cessent d'être tous trois impairs. Pour qu'une substitution
ne fasse pas cesser cette particularité, il faut que l'on ait
(mod2).
ou
Les substitutions qui satisfont à l'une de ces deux conditions forment un groupe G qui est un sous-groupe à congruences du groupe arithmétique.
Nous n'avons donc plus ici le droit de supposer que la forme (3) est réduite au sens ordinaire du mot, c'est-à-dire par rappoi't au groupe arithmétique, mais seulement qu'elle est réduite par rapport au groupe G.
Il est aisé de voir que les conditions de réduction s'écrivent alors
On ne pourra évidemment trouver qu'un nombre limité de formes (2) ou (i) satisfaisant simultanément aux conditions
i = (2A -H B'+ B")(2B'B"-h BB'-+- BB"), 8 = 1 (mod2), |B|<|2B"-(-B|<|2B'-^B|.
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On n'aura donc encore qu'un nombre limité d'essais à faire pour reconnaître si l'une de ces formes est équivalente à la forme donnée.
Ce que je viens de dire s'applique sans changement à la forme
Aar2+ A'(7^-t- Z-— xy — xz) reproductible par S',.
Il nous reste à examiner comment on pourra reconnaître si une forme donnée est susceptible d'être reproduite par une substitution bomologue à S, ou à S,, c'est-à-dire si elle est équivalente à l'une des formes
(4) \x--i-'iB(y^-i-yz -h Z'—i^xy—^xz),
OÙ [3 = I ou 2.
J'appellerai d'alionl l'attention sur l'effet que produit sur cette forme la substitution suivante de déterminant 3
.r = 3a-,, y =r,-i- ^xi, z = Zi-^^jXi.
La forme devient
(gk-6B^^)x\-+--zB(y]-i-y,z,^z\).
Le déterminant de la forme (4) est, d'ailleurs, égal à
3AB2— 2B3p2_
c'est-à-dire à
3AB2— 2B3 ou 3AB'— 8B',
selon que p est égal à i ou à 2.
Il est clair qu'on ne peut trouver que d'un nombre fini de manières deux nombres entiers A et B satisfaisant à l'une des deux conditions
3ABÎ— 2B3 = A ou 3AB2^8B3=A.
Ou n'aura donc qu'un nombre limité d'essais à faire pour reconnaître si une forme donnée de déterminant A est équivalente à l'une des formes (4)-
Ainsi, dans tous les cas possibles, le nombre des essais à faire est limité, et il peut être diminué encore par la considération des ordres et des genres.
Il est clair, d'après ce qui précède et sans qu'il soit nécessaire d'insister, que toutes les formes n'admettront pas de substitution semblable elliptique.
Mais, en revanche, on voit tout de suite qu'une forme quadratique quelconque F est toujours commensurable avec une forme qui admet une substitution semblable elliptique. Et, en eflel, quelle que soit la forme F, on peut toujours
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trouver une sulistitiuion ;i coet'licients CDimiieiisurables T', telle que
FT'= A.r-''+ B_>'^+ CzK
Cette forme FT', commeiisurahle avec F, iichiiel lu substitution elllpLique S^.
Cherchons maintenant quelles sont les formes qui admettent une des substitutions paraboliques S',., Se, S'^, S'^ et S™.
En preuiier lieu, les seules formes qui sont reproduites par une des quatre substilutions So, S^, S'^ et S'^' ont leur discriuiinant nul. Nous devons donc les laisser de côté et ne nous occuper que des formes reproduites par
Ces formes s'écriront
(5) Ax^-k- A'y^-i- iB'x:: -hiB"Ty
avec les conditions
A'a2+ 7.B'h + ih"o = A' n -h B'c = o.
Pour qu'une forme quadratique admette une substitution parabolique, il faut et il suffit qu'elle soit équivalente à la forme (5) ou, en d'autres termes, qu'elle soit susceptible de représenter o, conformément aux conditions du paragraphe CCXCIX des Disquisitiones arithineticœ.
Cela est conforme à un résultat déjà obtenu par M. Selling.
■yill. — Résumé.
Nous pouvons maintenant résumer ainsi les résultats encore très incomplets que no\is avons obtenus.
Au groupe des substitutions à coefficients entiers qui n'allèrent pas une forme quadratique donnée F correspond toujours un groupe fuchsien qui le détermine entièrement.
Les formes F peuvent d'abord se répartir en quatre catégories :
i" Celles qui n'admettent ni sulistilutiiuis elliptiques, ni sulistilutions paraboliques ;
:>." Celles qui admettent des substitutions elliptiques, mais pas de substitutions paraboliques;
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.'5° Celles qui admettent des substitutions paraboliques, mais pas de substitutions elliptiques;
4" Celles qui adiuetleni h la fois des substitutions elliptiques et paraboliques.
Nous avons vu, dans le parafjraphe précédent, comment un nombre limité d'essais permet de reconnaitrc à laquelle de ces quatre catégories appartient une forme donnée.
Si la forme F est de la première ou de la deuxième catégorie, son groupe fuchsien principal sera de la première famille; si F est de la troisième catégorie, son groupe fuchsien est de la deuxième famille; si F est de la quatrième catégorie, son groupe fuchsien est de la sixième famille.
Si la forme F est de la première catégorie, le polygone générateur de son groupe fuchsien a 4p côtés, les cotés opposés étant conjugués. Les ip sommets forment un seul cycle, et la somme des angles est égale à 271:.
Si F esl de la deuxième catégorie, les sommets du polygone générateur peuvent lormer plusieurs cycles. (Il convient d'ajouter que le plus scuivenl ils n'en forment ([iiun seul et qu'il n'y aura plusieurs cycles que dans des cas exceptionnels.) Pour reconnaître ccunlnen ces sommets forment de cycles, on construira les formes
(la forme binaire A' }'- + A";--f- aBj's étant réduite) ou !)ien encore les formes (i) et (/\) du paragraphe précédent. .Si la l'orme F est ('quivalente à n des formes ainsi construites, les sommets du polygone générateur formeront n cycles.
La somme des angles de l'un (juelconque de ces cycles sera égale à ti, -> --
ou —• Si F est équivalente à une forme reproduci il)le [nir S, ou S',, la somme des angles du cycle correspondant sera t:; si F est équivalente à une forme reproductible par S, ou S'p la somme des angles du cycle correspondant sera -; si F est équivalente à une forme reproductible par Sojla somme des angles du cycle correspondant sera ^•, si, enfin, F est équivalente à une forme reproductible par S'j ou S3, la somme des angles du cycle correspondant sera^-
Si F est de la troisième catégorie, les sommets du polygone générateur sont tous sur le cercle fondamental, et ils forment un ou plusieurs cycles (en général un seul), dont la somme des angles est nulle.
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Si F est de la (ju:\lrième catégorie, les sommets du polygone générateur sont les uns sur le cercle fondanienlal, les autres k l'inlérieur, et ils forment plusieurs
cycles dont la soniuic des angles peut être o, tï, -, - ou — -•
Nous avons rencontré aussi d'autres propriétés du groupe fuchsien principal d'une forme F. En premier lieu, les multiplicateurs des diverses substitutions devront satisfaire aux conditions exposées au paragraphe V. En second lieu, ce groupe fuchsien devra être commensurable avec ses transformés par une infinité de substitutions, correspondant aux substitutions fractionnaires étudiées au paragraphe I V.
Il me reste à parler des substitutions gauches.
Dans la théorie des groupes fnchsiens, on décompose le cercle fondamental en une infinité de polygones égaux entre eux au point de vue pseudogéométrique ; les angles sont égaux entre eux au sens ordinaire du mot, et les côtés sont égaux à notre point de vue spécial, c'est-à-dire qu'ils ont même L.
Considérons une circonférence coupant orthogonalement le cercle fondamental, et supposons qu'on transforme un de nos polygones R par inversion (par rayons vecteurs réciproques) par rapport à cette circonlérence. Nous dirons alors, au point de vue pseudogéométrique, que le polygone R et son transformé R' sont symétriques par rapport à cette circonférence. Ces deux polygones auront mêmes angles et mêmes côtés (à notre point de vue spécial), mais les éléments homologues seront disposés dans l'ordre inverse.
Si nous considérons ensuite un polygone R", égal à R' au point de vue pseudogéométrique, les deux polygones R et R" auront aussi les éléments homologues égaux, mais disposés dans l'ordre inverse. Nous dirons alors qu'ils sont symétriques en grandeur, mais non en position.
Si la forme F admet une substitution gauche, on peut décomposer le cercle fondamental en une infinité de polygones curvilignes ; deux quelconques de ces polygones sont égaux entre eux ou symétriques (en grandeur) au point de vue pseudogéouK'triqiic ; ileiix polygones adjacents sont toujours svniétriques, et la réunion de ces deux |)olyg(jues adjacents symétriques constitue le polygone générateur du groupe fuchsien forme en ne considérant que les substitutions droites.
La substitut ion
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peut êlre ù volonté considérée comme droite ou gauche, puisqu'un de ses multiplicateurs est égal à + i , et deux à — i .
Nous avons vu que, pour savoir si la forme F est reproductible par une substitution homolog;ue à S<. il suffit de chercher si elle est équivalente à une
forme telle que
Aj:'+ A'_>''h- -i-Byz -r- \" z'K
Mais deux cas sont à distinguer : ou bien la forme binaire
est définie, et alors nous regarderons la substitution S4 comme droite et elliptique, ou bien cette forme binaire est indéfinie, et alors nous regarderons S^ comme une substitution gauche.
On comprend ainsi ce qu'on doit entendre quand je dis que F est reproductible par une su!)stitulion gauche appartenant à la même classe que Sj. Si cela arrive, le polygone générateur peut se décomposer en deux polygones adjacents symétriques l'un de l'autre, non seulement eu grandeur, mais encore en position, le côté commun servant d'axe de syniétrie.
Les résultats que je viens d'exposer demanderaient évidemment à être complétés. Les propriétés nouvelles des groupes que nous avons étudiés ne suffisent pas pour les déterminer complètement; mais, en en faisant un usage judicieux, on peut notablement simplifier les procédés de calcul qu'on employait autrefois pour former ces groupes.
IX. — Généralisation du théorème d'addition
Dans ce qui précède, je me suis efforcé de montrer la possibilité d'employer les fonctions fuchsiennes dans des questions d'Arithmétique. L'application inverse de l'Arithmétique à la théorie des fonctions fuchsiennes est au moins aussi féconde.
L'analogie des fonctions fuchsiennes et des fonctions elliptiques est évidente; les premières ne changent pas quand l'argument subit une substitution linéaire appartenant à un certain groupe, de même que les secondes ne changent pas quand l'argument augmente de certaines périodes. Il y a cependant une propriété des fonctions elliptiques qui ne s'étend pas immédiatementaux fonctions fuchsiennes, c'est le théorème d'addition.
Si l'on augmente l'argument d'une transcendante elliptique d'une quantité
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qui ne soit pas une période, il y a une relation algéijrique entre l'ancienne et la nouvelle valeur de la transcendante. Si donc F(s) est une fonction elliptique, il V aura une relation algébrique entre F(3) et F(; + h), h étant une constante.
Voici quelle serait la généralisation la plus naturelle de cette propriété. Soient F(s) une fonction fuchsienne, S une substitution linéaire n'appartenant pas à son groupe. Il devrait y avoir une relation algébrique entre 1" (:) et F(:;, S). (Je désigne par :;, S, selon l'habitude, ce que devient z quand on applique à cette variable la substitution S.) Il est aise de voir que cette propriété ne [>eut subsister pour toutes les substitutions fuchsiennes S, c'est-à-dire pour toutes les substitutions linéaires de S qui n'altèrent pas le cercle fondamental. D'autre part, il arrivera, en général, que cette propriété n'appartiendra à aucune substitution fuchsienne; ce n'est donc que pour certaines fonctions fuchsiennes exceptionnelles qu'elle appartiendra à quelques substitutions fuchsiennes.
A ce double point de vue, on peut dire que le théorème d'addition des fonctions elliptiques ne s'étend pas, en général, aux fonctions fuchsiennes.
Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuchsiennes particulières F(i;), il existe une infinité de substitutions S, telles que F(c) et F(s, S) soient liées par une relation algébrique. Il est clair que, dans ce cas, ces substitutions S formeront un groupe.
Que laiil-il pourqu'il en soit ainsi? Soit G le groupe de la fonction F(;). La fonction F(g,S) sera aussi une fonction fuchsienne, et son groupe sera le transformé de G par la substitution S, c'est-à-dire S~'GS. Si les deux groupes G et S"' GS sont commensurables entre eux, leur groupe commun ^' sera un sousgroupe d'indice fini pour chacun d'eux. Ce sera donc encore un groupe fuchsien. Mais alors on peut regarder F(z) et F(s, S) comme des fonctions fuchsiennes admettant le groupe g. Ces deux irancendantes seront donc liées par une relation algébrique.
D'où la Conclusion suixanle :
Pour qu^il y ait une relation algébrique entre une fonction fuclisienne F (s) du groupe G et sa transformée F(5, S) par la substitution S, il faut et il suj fit que les deux groupes G et S~' GS soient commensurables.
Je citerai d'abord un premier exemple sur lequel je ne m'arrêterai pas. Soient G un groupe fuchsien et g' un second groupe fuchsien, sous-groupe du premier; soit F (s) une fonction fuchsienne de groupe g. Soit enfin S une
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substitution appartenant à G, mais non à g. Je dis qu'il y aura une relation algébrique entre F(s) et 1' (;, S).
Soit, en effet, $(5) une fonction fuchslenne de groupe G; nous pourrons la regarder aussi comme une fonction de groupe g- ; elle sera donc liée algébriquement à F{z). Mais nous pourrons de même regarder $(3) comme une fonction fuchsienne de groupe S"' ^ S, puisque S~'^ S est aussi un sous-groupe de G. Donc ^(z) sera aussi liée algébriquement à F(3, S). Cela prouve que F{z) et F(;, S) sont liées algébriquement l'un à l'autre.
Les substitutions S forment, dans ce cas, un groupe G qui est discontinu. Aussi ce premier exemple n'offre-t-il pas grand intérêt. JNous le laisserons donc de côté pour ne nous occuper que des cas où les substitutions S, telles que F(r) et F(z, S) soient liées algébriquement, forment un groupe continu.
C'est ce que nous observerons dans un second exemple, à savdlr quand F{z) se réduit à la fonction modulaire .1. Le groupe de cette fonction se compose alors de toutes les substitutions
où a, [i, V, 0 sont quatre entiers, tels que
«S — Py = • •
INous savons qu'il v a une relatimi algébrique entre F(;) et F/-j; c'est celle relation algébrique qui est iiien connue sous le nom d'équation inudulaire dans la théorie de la transformation îles fonctions elliptiques.
N'érifions que le groupe G, formé des substitutions
où a, [3, y, 0 sont entiers, est bien commensurable avec son transformé S~'GS par la substitution
où n est entier.
En ellel, le groupe S~' GS est formé des substitutions
\"' Yi=-i-o
où a,
P, y, S sont entiers el tels que
ao — fi-c = I
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Le groupe comimiu ^' aux deux groupes G et S~'GS est alors tonné des substitutions
où a, ^, V, 0 sont des entiers satisfaisant aux conditions aï— PY = I: y = o (niodn),
C'est donc, par rapport à G, un sous-groupe à congruences el par conséquent un sous-groupe d'indice fini. c. q. f. d.
Pour la même raison, on a une relation algébrique entre la fonction modulaire F(2) et F ( — )' p el n étant deux entiers premiers entre eux.
Plus généralement, je dis qu'il y aura une relation algébrique entre la fonction modulaire F(;) et F (''''"'" j) ' «> b, c et d étant des entiers quelconques.
Car la substitution
V cz -h a/
où a, b, c, d sont des entiers quelconques, peut toujours être regardée comme la résultante de jilnsieurs autres de la forme
ou de la forme
{z,pz) ou
L'ensendde des substitutions S, telles que F(5) et V{z, S) soient liées algébriquement, forme donc un groupe continu.
Jusqu'à présent cet exemple était isolé, mais nous sommes maintenant à même d'en citer une infinité d'autres.
Envisageons une forme quadratique indéfinie F à coefficients entiers el reprenons les dénominations du paragrajjbe II. Considérons le groupe reproductif de F formé de toutes les substitutions à coefficients quelconques qui n'altèrent pas cette forme, et le groupe principal de F formé de toutes les substitutions à coefficients entiers qui n'altèrent pas cette forme. A toute substitution du groupe reproductif correspondra une substitution fuchsienne et au groupe principal de F correspondra un groupe fucbsien G qui sera le groupe fuclisien principal de F.
Soit/(;) une des fonctions fucbsiennes engendrées par le groupe (i.
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J'envisagerai également les substitutions du groupe reproductif qui ont des coefficients fractionnaires (ce sont celles que nous avons étudiées dans le paragraphe IV), les substitutions fucbsiennes correspondantes et le groupe V formé par ces substitutions fucbsiennes et qui sera un groupe continu.
Soit S une substitution fractionnaire du groupe reproductif de F; soit « la substitution fucbsienne correspondante appartenant à F. En vertu des leinuiesll et VI du paragraphe III, le groupe principal de V sera commensurable avec son transformé par S.
Donc G sera commensurable avec son transformé par s.
Il Y a donc une relation algébrique entre
fis) et f{z,s),
s étant une substitution quelconque du groupe continu V.
Les fonctions fucbsiennes arillimétiques jouissent. donc, comme la fonction
modulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction modulaire n'en est
d'ailleurs qu'un cas particulier et on l'obtient en prenant, pour la forme
quadratique F,
F = iy- — 1.TZ.
Ainsi, il y a une propriété que l'on peut regarder comme la généralisation du théorème d'addition, si l'on regarde les fonctions fucbsiennes comme la généralisation des fonctions elliptiques, mais que l'on peut aussi regarder comme la généralisation de la transformation, si l'on regarde les fonctions fucbsiennes comme la généralisation de la fonction modulaire.
Cette propriété n'appartient pas en général à toutes les fonctions fucbsiennes; mais elle appartient aux fonctions fucbsiennes arithmétiques.
Cela peut faire concevoir l'espoir que ces transcendantes arithmétiques
rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algébriques, des
services analogues à ceux qu'a rendus la fonction modulaire dans l'étude de
l'équation du cinquième degré.
Paris, i8 mars 1887.
LES FONCTIONS FUCHSIENNES
ET
L'EQUATION
Journal de Mathématiques, 5" série, t. i, p. 107-230; 1898.
I. — Introduction
Considérons une équatinn ilillcrciilielle linéaire de la forme suivante:
où 'liix^y) est une fonction rationnelle de deux variables x et y liées par une relation algébrique
L'équation (i) adniettra uu eertain nombre de points singuliers qui seront les infinis de la fonction rationnelle o; pour cliaciin de ces points singuliers on pourra former l'équation déterminante.
Pour que x puisse être une fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut d'abord que la différence des racines de chaque équation déterminante soit l'inverse d'un nouibre entier. iMais cette condition n'est pas suffisante.
Nous dirons que deux équations de la forme (i) appartiennent au même type :
i" Si la relation (2) est la même pour ces deux équations;
2" Si les infinis de la fonction es sont les mêmes;
3° Si, j)our chacun de ces infinis, les équations déterminantes sont les
mêmes.
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La question suivante se pose alors :
Dans un type quelconque (pourvu que la différence des racines de chaque équation fléterininante soit l'inverse d'un entier), y a-t-il toujours une équation fuchsienne, c'est-ei-dire telle que x soit fonction fuchsienne du rapport des intégrales ?
Cette question est d'une importance capitale dans la théorie des fonctions fuchsiennes, mais elle est extrêmement difficile ; on voit assez aisément que, dans un type quelconque, il ne peut v avoir plus d'une équation fuchsienne; mais il est plus difficile d'établir qu'il y en a toujours une.
La première démonstration qui ait été donnée est fondée sur ce qu'on appelle la méthode de continuité. INous y avons été conduits, M. Klein et moi, d'une façon indépendante. Dans mon Mémoire sur les groupes des équations linéaires, inséré dans le Tome 4 des Acta mathematica ('), j'ai insisté sur les ressemblances et les différences des résultats de M. Klein et des miens et j'ai donné en même temps un exposé complet de la méthode; je n'ai plus à y revenir. Je crois être arrivé à donner à cette méthode une forme parfaitement rigoureuse, mais elle n'en reste pas moins extrêmement compliquée et a un caractère indirect.
Peu de temps après, la Société royale des Sciences de Gottingen attira l'attention des géomètres sur une autre manière d'aborder la question, en proposant comme sujet de concours l'intégration de l'équation
\ii = e".
L'intégration de cette équation conduirait en effet directement à la solution du problème qui nous occupe.
La question posée par la Société de Gottingen fut résolue par M. Picard dans un Mémoire inséré au Journal de Mathématiques de M. Jordan (iiSpo) et complété par une Note des Comptes rendus (Tome IIQ).
La solution proposée par M. Picard consiste à intégrer d'abord l'équation dans un contour assez petit et à étendre ensuite le résultat à un contour quelconque par la méthode alternée de M. Schvvarz.
On peut revenir sur la question et chercher a se passer de ce détour. C'est ce que je me propose de faire ici.
Je me bornerai, dans ce Mémoire, aux fonctions fuchsiennes des première, deuxième et sixième familles, c'est-à-dire à celles qui n'existent qu'à l'intérieur
(') Ce Tome, p. 3no et suiv. N. E. N.
P. — II. 6i
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(lu cercle fondamental. Le polygone Ro qui engendre la fonction fuchsienne est alors tout entier à l'intérieur de ce cercle; il a un certain nombre de sommets se répartissant en un certain nombre de cycles. Mais parmi ces cycles nous distinguerons :
1° Ceux de la première espèce où la somme des angles est égale à 2 7t; 2° Ceux de la seconde espèce où la somme des angles est égale, à — , n étant un entier plus grand que i;
?>" Ceux de la troisième espèce dont tous les angles sont nuls.
Nous ferons une étude particulière des fonctiojis Juchsiennes de la première espèce, où tous les cycles des sommets sont de la première espèce; nous étendrons ensuite nos résultats aux autres fonctions fuchsiennes.
II. — La fonction
Nous emploierons les notations suivantes :
Soient Z et Z' deux variables complexes liées par une relation algébrique
correspondant à la relation (2) du paragraphe précédent. Soit
Z = X-t-jY, Z'=\'-i-jY'.
Considérons ensuite les quantités
imaginaires conjuguées de Z et Z'. Elles seront évidemment liées par une relation
(ibis) /o(Zo, Z'o) = o,
où Jq est un i)nlynome dont les coefficients sont imaginaires conjugués de ceux de /.
.Supposons maintenant que Z et Z' soient des fonctions fuchsiennes
di- la variable complexe
z =x-\- iy.
Alors Zo et Z|| seront des fonctions fuchsiennes
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de la variable conjuguée
20 = T — iy.
Le cercle fondamental aura pour équation
OU bien
Cela posé, supposons que la variable Z décrive dans son plan un arc infininienl petit JS, et que la variable z décrive dans lo sien l'arc infuiinient |)etil correspondant. Soit ds la longueur de cet arc décrit par ;, longueur évaluée au point de vue de la géométrie non euclidienne, cest-à-dire ce que j "ai appelé la L de cet arc dans mes Mémoires du Tome 1 des Acta mathematica ('). On aura
Soit
I — ZZi,
une substitution du groupe (ucbsien. (^uand la variable :; décrira l'arc considéré dont la L est ds, la variable — % décrira un arc dont la L sera encore ds,
et la variable
qui sera encore égale à Z, décrii-a un arc dont la longueur sera encore dS.
Le rapport
dS ds
n'est donc pas altéré par les substitutions du groupe fuclisien; c'est donc une
l'onction uniforme de Z, Z', Zo, Zj,.
Posons alors
„ _ ''*' _ dz dz„ " - dS^ ~ dl dZ,^' ~ '-"' "' d'où
dZ rfZo
U = — log^rr — log^T^ 2 log(l— 3Co).
Si l'on observe que Z est fonction seulement de z et Zq de Zo, on trouvera ^^" _ „ ^- ''"o d^ ^og(i — zzo) _ ^dz dzo ^_ ,. w2
dZ rfZo f/Z rfZo rfs dzo dZ dZ^
(') Ce Tome, p. ii4 el 117. N. E. N.
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OU enfin
rfZ rfZo
Si l'on passe des variables Z et Zq aux variables X et Y, on trouve
d^ii d^u , d-^u
rf,\2 (A 2 ^dZdZo OU bien
Pour que la fonction (/ cesse d'être finie, il faut que l'un des facteurs
dz rfjp _
d'L dXo soit nul ou infini.
Le facteur i — zzq ne peut jamais être infini; si la fonction fuchsienne est de la première famille, c'est-à-dire si le polygone Rq n'a pas de cycle de la troisième espèce, le facteur i — z-Zg ne jieut pas non plus devenir nul, parce que le polygone Ro n"a aucun point sur la cii-conférence du cercle fondamental.
Si, au contraire, le polygone R^ a des cycles de sommets de la troisième espèce, le facteur i — zz^ ne peut devenir nul qu'en un sommet appartenant à l'un de ces cycles.
En dehors des sommets appartenant aux cycles de la troisième espèce, la fonction u ne peut donc cesser d'être finie que si l'un des facteurs
dz dzo dZ ' dZo
est nul ou infini. Comme ces deux facteurs sont imaginaires conjugués, ils deviendront nuls et infinis en même temps.
La condition pour que u cesse d'être fini, c'est donc que
rfZ dZ
-;- = O OU -r- = CO.
</; dz
On aura -t— = o dans deux cas :
ciz
1° Aux sommets de R„ qui appartiennent à un cycle de deuxième ou de troisième espèce; nous y reviendrons.
2° Si l'on a à la fois
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c'est-à-dire si la tangente à la courbe /(Z,Z') = o est parallèle à l'axe des Z'.
Si le point correspondant n'est pas un point double de la courbe / = o, on aura
mais on n aura pas
ni, par conséquent,
Si, alors, on pose et
rfZ' = °'
df
dZ'
dz
dS' = sfdLdVl
c'est-à-dire si «' est la fonction qui joue, |>ar rapport à Z', le uièuie rôle que a
par rapport à Z, cette nouvelle fonction u' ne deviendra pas infinie au point
correspondant.
Supposons maintenant que le point considéré soit un point double An f ^ o;
on aura alors à la fois
dL _ dT _
Mais posons
R étant une fonction rationnelle de Z et de Z'; nous pouvons choisir cette fonction R de telle façon que Z" prenne des valeurs dilTérentes au point double sur les deux branches de courbe qui s'y croisent. Dans ces conditions, on n'aura pas
dV
et, par conséquent, si h" est la fonction qui joue par rapport à Z" le même rôle
que u par rapport à Z', u" ne deviendra pas infinie au point correspondant.
On peut d'ailleurs toujours supposer que la courbe /= o ne présente d'autre
singularité que des points doubles ordinaires. Si, au contraire, le point :; était
un sommet de Ro, appartenant à un cycle de deuxième ou de troisième espèce,
toutes les dérivées
d7. d'L dV Tz' lï" ~dû
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seraient nulles à la fois et toutes les fonctions
deviendraient infinies à la fois.
3° On aura
quand on aura Mais si l'on pose
Z = oc.
et si u" est la f(5nctlon qui joue par rapport à Z" le même rôle que (/ par rapport
à Z, on aura
et. par conséquent, on n'aura ni
dV
En résumé, si la fonction fuchsieiine est de première espèce, c'est-à-dire s'il n'y a pas de cycles de deuxième et troisième espèces, les fonctions
II, u', >t°,
ne peuvent devenir infinies à la fois.
Dans le cas général, ces fonctions ne pourront devenir infinies à la fois qu'aux différents sommets des divers cycles de deuxième et de troisième espèces.
Examinons maintenant ce qui arrive en un sommet d'un cycle de deuxième espèce.
Si la somme des angles du cycle est — et si a est un sommet de deuxième espèce et A la valeur correspondante de Z, la fonction fuclisienne
sera développable suivant les puissances de z — a, et le développement commencera par un terme en (g — a)". Le développement de -7-- commencera donc par un terme en. [z — a)"~' ; il vient donc
log(Z — A)= /ilog(2 — a) + Q,
log^ =(n-i)log(--a) + Q',
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Q et Q' restant finis pour z- ^ a, et, par conséquent,
dZ - Il — I , , „ „
log^ = — ;;— log(Z - A ) + Q",
et enfin
log-j— = .iog(Z„— A„) + Q^
azo n
u = log I Z — A I -+- 7,
Q'i Qo ^t 7 restant finis pour z = a. J'ajoute que q est développable suivant
les puissances de Z — A, Z,, — Ao, \/(Z — A) (Zq — Aq).
Passons aux sommets d'un cycle de troisième espèce; on aura alors, dans le
voisinage de ce cycle,
— ! — = 4/(Z)+ 6 log (Z — A), z — d
b étant une constante el '|i une fonction développable suivant les puissances de Z — A. On tire de là
dz d'où
log^ = log(Z — A ) — 2 log(i — rt) + Q,
Q désignant une quantité qui reste finie pour :; = a. On aurait, de même,
log-r-2 =log(Zo— An) — 2log(jo— «o)-+-Qo,
Qo restant fini pour ; = (t; comme le sommet a est sur le cercle fondamental, on a ««0=: 1 et, par conséquent,
M = — 2log| Z — A| -h 2 log '-^^-^ — -1- q,
q restant fini pour ; =a.
Observons maintenant que l'on a identiquement
(t '"l\('r " „ \ = ^ :; "•" T V -+-!=«* l0g(Z — A)-+- CTo^O log(Zo — Ao) + 7',
«jr' restant fini pour z ^ a.
Mais il est aisé de vérifier que le produit ab doit être réel, de sorte que
ab — a^b^
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et
,, ^^7-""" , = iaè logl Z - A I + y' = - logl Z - A I er,
q" restanl fini pour ; = a.
IVous tromons rl(inc oiiriii
u = — 2 log| Z — A I — 2 log logl Z — A I — ïq" -¥- q.
Plus précisément, nous aurons
,/ =_2log| Z — A I — 2log(log| z — A 1-4-4-) -(-<p,
'i et es étant holoniorphes en Z — A et Zq- — Ao- Ainsi donc :
1° Dans le voisinage d'un sommet de la deuxième espèce, la différence
reste linie ou, plus exactement, toutes les différences
u H logl Z — A |, u -\ logl Z — A I, M H logl Z — A I
ne peuvent pas devenir infinies à la fois.
2" Dans le voisinage d'un sommet de la troisième espèce, toutes les différences
u + 1 logl Z — A I -H 2 log logl Z — A |,
(/'+ 2 logj Z' — A' I + 2 log logl Z' — A' I, «"+ 2 logl z — X" I 4- 2 log logl Z"— A" |.
ne peuvent |)as devenir infinies à la fois.
Il importe de se rendre compte de la raison de cette ditTérence entre les
sommets de la deuxième et de la troisième espèce.
Soit ^^=x-+y-, et supposons, pour simplifier, que u soit fonction de p
seulement; l'équation
à M = 8 e" peut alors s'écrire
, , d- Il I du
Supposons que l'on veuille intégrer par approximations successives de la
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façon suivante; nous prendrons
d- Uo I cluo dp- p ap
d^u, I rf«t
rfp2 p dp
d^ U-2 I rfM»
rfp2 p ^p
«^2^(3 I dU}
do' p <^p
= 8(e"ii+"i — e"o),
Bornons-nous aux deux preuiières approximations; nous aurons, par
exemple,
f<o = />logp, e'h=pi',
L'expression de u, devient illusoire pour^^ — 2, et l'on peut en conclure que l'équation (4) ne peut avoir d'intégrale de la forme
u = 2 logp -I- V,
V restant lini pour p = o; elle en a une, au contraire, de la forme
Il = p log p -T- c
si p n'est pas égal à — 2.
En revanche, l'équation (4) admet pour intégrale
a = — -2 log p — 2 log logp — logj.
Je me contenterai de cet aperçu qui suffit pour faire comprendre la ditlerence entre le cas des sommets de la deuxième espèce qui correspond à p différent de — 2, et celui des sommets de la troisième espèce qui correspond h p ^= — 2.
La variable ,: est le rapport des intégrales d'une certaine équation fuchsienne
qui correspond à l'équation (i^ du paragraphe précédent. Si le « type i> de cette équation est donné, on connaîtra :
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1° La relation algébrique
fil. Z') = o;
2° Les valeurs A de Z qui correspondent aux divers cycles de sommets, soit de la seconde, soit de la troisième espèce ;
3° Le nombre entier 71 relatif à chacun des sommets de la seconde espèce.
III. — Surfaces de Klein
M. Klein a Imaginé un mode de représentation des fonctions algébriques dont l'emploi peut nous être utile.
Considérons une courbe algébrique délinic par l'équation
On peut construire une surface fermée, et de telle façon qu'à tout point réel ou imaginaire de la courbe (2) corresponde un point réel de la surface et un seul. Cependant, à un point double de la courbe (2) correspondront deuxpoints réels de la surface, appartenant respectivement aux deux branches de courbe qui se coupent au point double.
Nous supposerons, d'ailleurs, que les coordonnées du point de la surface sont des foncti(jns continues des coordonnées du point correspondant de la courbe, et même que ces fonctions continues ont des dérivées de tous les ordres.
Les surfaces de Riemann ne sont que des cas particuliers des surfaces de Klein; une surface de Klein se réduit à une surface de Riemann quand elle est infiniment aplatie et réduite à un certain nombre de feuillets appliqués sur un plan. *
Mais nous devons faire une distinction et séparer les surfaces de Klein isotropes des surfaces de Klein a ii isotropes.
Une surface de Klein sera dite isotrope si le mode de correspondance entre les |ioints de la courbe et ceux de cette surface esl telle que la représentation du pli\u des Z, sur la surface de Klein soit une représetilation conjonne. Aux dlfFérents points du plan des Z correspondent diflerents points de la courbe (2) et, par conséquent, diflerents points de la surface de Klein; cette correspondance définit une transformation d'une région du plan des Z dans une région de la surface de Klein; pour que la surface de Klein soit isotrope, il faut que cette transformation conserve les angles.
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Nous pourrions ne nous servir que des surfaces isotropes; les travaux de MM. Schvvarz et Klein permettent, en effet, d'affirmer que les différents points d'une courbe algébrique quelconque peuvent toujours èlre représentés sur une surface de Klein isotrope.
Mais il est préférable de ne pas s'imposer celte restriction, ce qui ne compliquera pas beaucoup notre analyse; et, en effet, on sera dispensé de s'appuyer sur le théorème que je viens de citer et dont la démonstration est assez longue.
Au contraire, on peut pour ainsi dire regarder comme évident que, si l'on se donne une courbe (2) quelconque de genre p et une surface fermée quelconque 2p + 1 fois connexe, on peut faire correspondre d'une façon univoque les points de la courbe à ceux de la surface.
Ainsi, l'on pourra faire correspondre d'une façon univoque les points réels d'une sphère et les points imaginaires d'une courbe unicursale quelconque ; ou bien les points réels d'un tore et les points imaginaires d'une courbe de genre 1 quelconque.
Précisons la nature de la correspondance.
ÏNous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que la courbe (2) n'a d'autre singularité que des points doubles ordinaires et qu'elle se comporte régulièrement ii l'infini, c'est-à-dire que ses directions asymptotiques sont toutes distinctes et ntm parallèles aux axes.
Cela posé, soit M un point de coordonnées courantes sur la surface, correspondant au point Z, Z' de la courbe; soit P un point de la surface de Klein,
correspondant au point
de la courbe.
Si la distance MP est très petite et si au point
on n a pas
dZ="'
la distance MP est du même ordre de grandeur que | Z — A | Si, au contraire, on a
df mais si l'on n'a pas
rfZ=°'
df
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la distance MP ne sera pas du même ordre de grandeur que ] Z — A ]; elle sera, en général, du même ordre de grandeur que le carré de | Z — A | el en tout cas du même ordre de grandeur que ] Z' — A'|. Si l'on a à la fois
dl ~ dZ' ~ '
c'est-k-dire si le poinl Z = A, Z'= A' est un point double de la courbe (2), la distance MP ne sera plus du même ordre de grandeur que |Z — A| ou que I Z' — A'|; mais nous pouvons poser
R (■tant une fonclion ralionn(dle de Z et Z' dont le numéraleiir el le dénominateur s'annuleal au point double.
Si A" est l'une des deux \aleurs que prend Z" au point double el celle précisément qui correspond au point 1^, la dislance MP est du même ortire de grandeur que | Z" — A"|.
Si enlin le point P correspond à un point à l'infini de la courbe (2), la distance MP est du même ordre de grandeur que =• •
Considérons maintenant une fonction u des coordonnées du point M ; le point M correspond à un point du plan des Z dont les coordonnées sont X et Y, parties réelle et imaginaire de Z. Alors u est aussi une fonction de X et \.
Soient f/S un arc infiniment petit dans le plan des Z et dv l'arc correspondant sur la surface de Klein ; soient dQ une aire infiniment petite dans le plan des Z et c/io l'aire correspondante sur la surface.
Par l'extrémité Z de l'arc c?S, je mène un arc infiniment petit ZZ, normal a. dS el dont la longueur sera f/N.
Soit MM, l'arc infiniment petit de la surface de Klein correspondant à l'arc ZZ, et aboutissant, par conséquent, à l'extrémité M de l'arc d<7.
Supposons d'abord la surface de Klein isotrope; alors, si j'appelle dn la longueur de l'arc MM,, l'arc MM, sera normal à d<j et l'on aura
^ ^ 5n' dâ
Soit u la valeur de la fonction (/ au point M, ou, ce qui revient au même, au point Z et
du , du ...
-T- dn = « H — 7^ rfN dn rfN
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sa valeur au point M, ou, ce qui revient au même, au point Z, . On aura
du , du ,_
Le théorème de Green, appliqué dans le plan des Z, nous donne (3) Jiudii=J^dS,
ou, en considérant deux fonctions u et r,
r , f du .„ f/du dv du dv\ ,^
Les intégrales sont étendues soit à tous les éléments r/Q d'une certaine aire plane, soit à tous les éléments dS du contour qui limite cette aire. Les fonctions H et V sont supposées continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
Posons maintenant
D u = Xu -rdu)
et
de telle sorte que
^ , / du dv du dv \ dQ
Les équations (3) et (4) deviennent alors
(3 his) j l) u dià = / — d<j,
( 4 bis ) I V T> u dw = I V -j- rfa — / E ( u, v ) do).
Ces équations représentent le théorème de Green étendu à la surface de Klein; mais la première est susceptible d'une interprétation physique remarquable. Supposons que u représente la température d'un point de la surface; alors -jreprésentera la dérivée de cette température estimée suivant la normale à l'arc ûÎt.
Si la surface est supposée conductrice et qu'elle soit homogène et isotrope au point de vue de la conductibilité calorifique, le produit
du ,
-j-dn
dn
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représentera le llux de chaleur qui traverse l'élémenl cIt pendant l'unité de temps, pourvu que l'on choisisse convenablement les unités.
L'intégrale
du ,
représente alors la quantité de chaleur qui entre dans l'aire / (Im à travers son contour.
L'expression D»û!to représente donc la quantité de chaleur cédée à l'élément de surtace (Im par les éléments voisins de la surface.
Supposons maintenant la surface de Klein anisotrope.
D'abord l'arc MM, ne sera plus normal à l'arc d<7.
Si l'on considère sur le plan des Z un cercle iniininient petit ayant pour
centre le point Z, la figure correspondante sur la surface de Klein sera une
ellipse infiniment petite, ayant pour centre le point M. Alors les tangentes à
l'arc MM, et à l'arc d<7 seront deux diamètres conjugués de cette ellipse.
Nous n'aurons plus alor^
MMi d<s
mais nous pourrons poser
et nous aurons
dN ~ dS' du
MM
dS i' du
a' et b' étant les longueurs des diamètres conjugués de notre ellipse qui sont dirigés respectivement suivant les tangentes à MM, et à dv. Ayant ainsi modifié la définition de dn^ nous aurons
du , du ,„ dn dN
Nous conserverons les définitions de Dm et de E(m, r) et nous retomberons sur les équations (3 bis) et (4 bis).
L'interprétation physique subsiste; si, en eflet, la surface est supposée conductrice, mais que la conductibilité ne soit pas isotrope, le flux de chaleur qui traverse l'élément dir sera encore représenté par le produit
du , la définition de d/i avant été modifiée comme nous venons de le dire.
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L'équation (3 bis) entraîne comme conséquence
/ D a doi = o,
quand l'intégrale est étendue à la surface de Klein tout entière; et, en eflet, cette surface est fermée.
L'interprétation physique de cette équation est évidente : la conductibilité de la surface amène des échanges de chaleur entre ses diverses parties, mais ne peut altérer la quantité totale de chaleur que possède la surface entière.
IV. — La fonction U
Nous considérons diverses quantités
toutes fonctions rationnelles de Z, Z', et les fonctions correspondantes
ti, u', u",
telles qu'elles ont été définies dans le paragraplie II.
Posons maintenant
dQ
gt _ gM _^.
dw
On en conclurait, si la surface de Klein était isotrope,
ds''-
eV :
Dans tous les cas on aura également
dOJ
e^ = e" -5— , dm
l'aire dÇi' étant Taire du plan des Z' qui correspond à Taire dO. du plan des Z ; et, en eil'et, Ton a
„_ds^ „,_ ds^ dil _ dS-^
^"~dS^' ''" ~ dS^^' do' "dS^^'
On aurait de même
I, „ da" do>
La définition de la fonction U est donc indépendante du choix de la fond-
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tioii Z parmi les diverses fonctions
11 vient alors
D « = Aw -=- = 8 e" -^ = 8 e^' aw au)
et enfin
DU = 8ei'+DIog^; ao)
comme Dlog-j^ est une fonction connue que je puis poser égale à — <I>, je puis écrire
(i) DU = 8ei'— *.
La définition de U ne dépendant pas du choix de Z, on devra avoir
, ^. dQ y., do.' du"
— "I» = D log-9— = D log-r- = D log— ; — = . . . ° diM " dtu " rfo)
et par conséquent
r,, dii' ^ , diï
Dlog^=o, Alog^ = o,
ce qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier.
Je dis maintenant que la fonction <I> ne peut devenir infinie. En effet, elle ne peut cesser d'être finie que si log -5— est infini, c'est-à-dire si
/=« ou ^ = 0.
Alais il faudrait en même temps que
ce qui entraînerait
dQ'
y. df
A = X ou -^ = o.
dL
11 n'y a donc de doute que pour les points de la surface de Klein qui correspondent aux points à l'infini ou aux points doubles de la courbe
Mais il faudrait encore que, pour toutes les fonctions Z", on eût
, dQ-
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Or c'est ce qui n'arrive pas, pour un point à l'infini, si l'on fait
ni pour un point double, si l'on fait
le numérateur elle dénominateur de R s'annulant à la fois au point double.
La fonction •!> est donc toujours finie. c. q. f. d.
Que dire maintenant de la fonction U.
Si on laisse de -côté les points de la surface de Klein qui correspondent à un
sommet de deuxième ou de troisième espèce du polygone Rq, on pourra trouver
une fonction Z' telle que
, do."
u et lOg-;—
soient finis. J^a fonction U est donc finie.
Si la fonction fuchsienne est de première espèce, la fonction U sera donc finie sur toute la surface de Klein et elle sera définie par l'équation
(i; Di: = SeL— *.
Supposons maintenant que a soit un sommet de deuxième espèce de Ro et soient A, A', A" les valeurs correspondantes de Z, Z' et Z" et P le point correspondant de la surface de Klein.
Aous pourrons supposer que l'on a choisi la fonction Z" de telle sorte que
dû reste fini ; alors la diftérence
* dM
— - — log|Z -A I
et, par conséquent, la difl'érence
U-+- — ^logMP
resteront finies.
Une observation cependaiil ; lorsque Z" tend vers A", l'expression
n+— ^logi:Z"-V'l
53o LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET l'ÉQUATION A« = e".
tend vers une limite iinie et déterminée; mais quand le point M se rapproche de P, l'expression
à moia s que la surface de Klein ne soit isotrope) reste finie, mais ne tend pas vers une limite déterminée; sa limite dépend de la direction <le la droite MP. Si p est le rayon d'un cercle très petit situé dans le plan des Z" et e le diamètre de l'ellipse correspondante de la surface de Klein dont la direction est la même que celle de MP, c'est l'expression
1>l — 2 , p. MP U H log
qui tend vers une limite déterminée quand MP tend vers zéro. Posons
il viendra
— iog|Z" — A"|,
J.yf 2-2/1 Jqw
diî ' ' da
On voit que la fonction r" satisfait à une équation de la forme
dQ
où 9 est une fonction donnée, constamment positive, mais devenant infinie pourZ"=A'.
Posons maintenant
. da"
Si nous conservons aux lettres 9 et <I> leur signification
înUl do"
0=8|Z"-A"| « ; * = — Dlog-^,
il viendra
Au poiui P (correspondant au point Z"=A"). la fonction f| deviendra infinie, mais V^ et <l> resteront (inis. ^ Envisageons de même un sommet de la troisième espèce; nous choisirons u"
de telle laçon que
u" -¥- -1 iog| Z"— A" I -f- i log logl Z" — A" I
LES FONCTIONS FUOHSIENNES ET LÉQUATION \u = 6" . 53l
[•este (îni el nous poserons
v" = h" -4- 2 logl Z" — A" I -f- 2 log Iog| Z" — A" I, 0 = 8| Z"- A" |-2 log-2| Z''_ A" |.
Nous aurons alors
A..-'=A.-+2àloglog|Z"-A-'| = g(8e'r_ , y,,^ ^,„ ,, .^g, ^ y,,_ ^„ ,
et, SI nous posons encore
rtOJ
ii viendra
Nous sommes ainsi conduits à rliani;er la déllnition de U. Nous poserons
U = „^-log— ^/,,
où II est une fonction uniforme qui reste finie en tous les points de la surface de Klein, sauf aux points qui correspondent à des sommets de deuxième ou de troisième espèce de Pi,,.
En un sommet de la deuxième espèce, la difTérence
h ;;— 'ogl ^■ — A"|
devra rester finie; en un sommet de troisième espèce, la difTérence
/( — ■>. log I Z"— A" I — ■' log logl 7; — A" I devra rester finie.
Nous pourrons toujours choisir la fonction h de façon à satisfaire à ces conditions et même de telle façon que la fonction h en dehors des sommets de deuxième et de troisième espèce, et les fonctions
h — VLilJ: logl Z"- A" I ; A - 2 logl Z"- A" | — 2 log log| Z"- A" |
dans le voisinage de ces sommets, que ces diverses fonctions, dis-je, aient leurs dérivées de tous les ordres finies et continues.
Dans ces conditions . la fonction U sera toujours finie el elle satisfera à V équation
DU = 8 e' e-i> -f- D lo^ ^ -4- D/(,
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OU, en posant
à V équation
(ibis) DU = 9eU_<j>.
Les fonctions 0 cl <I> sont des fonctions données: la première est toujours positive, elle ne peut jamais s'annuler; elle ne peut devenir infinie qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces; la fonction <I> ne peut devenir infinie qu'aux sommets de troisième espèce.
Aux sommets de deuxième espèce, 9 devient infinie comme
Aux sommets de troisième espèce, 9 et <I> deviennent infinies comme
(|Z"-A"|log|Z"-A''|)-î. Le rapport
1) reste donc fini; la limite de ce rapport est d'ailleurs égale à
elle est donc positive.
Ainsi, s'il y a des sommets de troisième espèce, la fonction $ peut devenir infinie, mais infinie positive; elle n'a donc plus de limite supérieure, mais elle a toujours une limite inférieure.
V. — Maxima et minima
La propriété fondamentale de l'expression D« est la suivante : Si la (onction M est maxima, Dm est négatif; si la fonction u est minima, Dm est positif; ce qui signifie, au point de vue physique, qu'un point où la température est maximum peut céder de la chaleur aux points voisins, mais ne peut en recevoir.
Examinons la chose d'un peu plus près, et pour cela reprenons l'équation (3 bis) du paragraphe III
{'ibis) jDudoi=l-^d-y.
Si au point P la fonction u est maximum, dans le voisinage de ce point, les
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courbes u = const. seront de petites courbes fermées s'enveloppanl mutuellement et enveloppant le point P.
L'intégrale / 77- '^^i prise le long d'une de ces petites courbes, sera toujours
du ■ . . • i'
négative, car -r- sera toujours negatii.
L'intégrale / Dw c/w, étendue à l'aire limilée par une de ces petites courbes,
sera donc négative.
Il faut donc qu'à l'intérieur de chacune de ces petites courbes u puisse prendre des valeurs négatives et, comme je puis supposer cette courbe aussi voisine du point P que je le veux, on pourra trouver, aussi près du point P qu'on le veut, des points oîi Du sera négatif.
Si la fonction Du est continue, elle ne pourra pas être positive en P; elle pourra s'annuler en P, mais à la condition qu'il y ait dans lexoisinage de P des points où elle est négative. Il peut se faire que Du devienne infinie en P, mais toujours à la condition qu'il y ait dans le voisinage de P des points où elle soit négative.
Il convient toulefois de s'assurci- que, si Du devient infini, l'intégrale
f\ r>u\dio
reste finie. C'est ce qui arrivera dans le pioblème qui nous occupe.
Nous avons vu que, aux sommets de la deuxième espèce, DU devient inlini de l'ordre de
MP
et l'on vérifie aisément que ces deux intégrales sont finies.
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Considérons alors l'équation
DU = e gi' — *.
Je suppose que 9 est toujours positif et ne peut s'annuler; je supposerai en outre que 9 et <5 sont toujours iinis (c'est ce qui arrive, comme nous l'avons vu, clans le cas des fonctions fuchsiennes de la première espèce).
Eufin, je supposerai d'abord que <I> est toujours positif et ne peut s'annuler.
Alors 9 et <ï>,ne pouvant ni s'annuler, ni devenir infinies, admettront chacune un minimum 9,, et '&„ et chacune un maximum 9| et <I>| ; toutes ces quantités sont j)ositives.
D'autre part U', étant fini, am-a un maximum [] , et un minimum Uo.
Pour le maximum, on aura
DU<o et, par conséquent,
OeiJ,_i|><;o, ou (I foitiori
Oofi^'i — *i<o.
Pour le minimum, on aura
DU > o,
il'où
ou a /orliori
0, pli,, _<!.„> o.
La fonction U satisfera donc toujours aux inégalités
(1) liig*!,— Iog0,< U < log<I>i— Iog0„.
On peut obtenir des limites plus rapprochées en considérant le rapport -^;
les inégalités
Bei'i — <i><o, 0 6-ii> — <t> > o
montrent que e^ reste toujours compris entre le miniuium et le maximu de-.
Ce résultat serait illusoire si <ï> n'était pas toujours positif.
Supposons maintenant que <I> ne soit pas toujours positif, mais qu'on puisse trouver une fonction /, , telle que
<I>-t- Dt)
soit toujours positif.
Posons alors
l'équation de\ ient alors
DV = eeOeV—*— Dr.
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Les fonctions He'^', <I> + D-ri étant toujours finies et positives, les résultats précédents peuvent s'appliquer, et l'on voit que e^ reste toujours compris entre le maximum et le minimum de
<{) + Dr,
Si donc Yio et y,, sont le minimum et le maximum de yi, et si vq et i^( sont le
minimum et le maximum de
<!>-;- Dï)
— Ô ' on aura
(2) Çoe''i«-'l'<e''< Çi c'O'--')».
Si 0 et <I» peuvent devenir infinis, les résultats précédents subsistcnl-ils ? Dans les cas dont nous aurons à nous occuper, B ne pourra devenir mlini qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces et <!> aux sommets de troisième espèce.
Dans tous les cas, l'expression
(3> et--
restera Unie et déterminée; cette expression devra être négative pour les maxima (sans qiLoi DU ne pourrait devenir néf^atil ilans le voisinajje du point correspondant au maxiiniim) et positive pour les minima.
Si donc <I> est toujours positif, e^ sera toujours compris entre le maximum cl le minimum de ■;- •
Si «ï> n'est pas toujours positif, mais si <1> -r Dr, est toujours positif, les inégalités (2) subsisteront.
Envisageons maintenant l'équation
(4) DV = eeiV — '}/.
Soient V ( et \ o le maximum et le minimum de \ ; on devra avoir
«guy, — iK 0,
eel'V„-4;>o,
ce qui montre que V reste compris entre le maximum et le minimum du rapport
Jl
6eU' Comme Ôe"^ est essentiellement positif et ne peut s'annuler, ce résultat
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reste vrai, soit qno i soit conslaiiiinenl positif, soit que <]> puisse chan^'er de signe.
Il reste vrai encore et n'est pas illusoire, quand 6 et même quand 'ji peuvent
devenir infinis pourvu que le rapport ^ demeure fini.
Je dis maintenant que l'équation (4) ne peut admettre deux solutions; si elle en admettait deux, V et V, la différence \^ — V satisferait à l'équation
D(V — V')= eei'(V— V).
Cette équation est de même forme que (4), mais A est nul. Sont donc également nulles la limite supérieure et la limite inférieure entre lesquelles peut varier V — V, d'après ce que nous venons de voir-. Donc
De même, l'équation
DU = 0 ei' - *
ne peut admettre deux solutions, car si elle en admettait deux, U et U + V,
on aurait
DV = eei'(eV_,).
.Si V, et V(| sont le maximum et le minimum de V, on devrait a\oir
d"où
V,L:0, V„io, V,2Y£Vo,
ce ipii enlraïur
Y| = V = Vo= <). I • t> F- u-
VI. L'équation L)(/ = o
,Tr me propose d'intégrer l'équation
où u est la fonclidu inconnue qui doit être finie el continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, et la fonction^ qui est donnée. C'est comme si l'on demandait la température finale de chaque point de la surface, en supposant qu'elle ne cède pas de chaleur au dehors par rayonnement, mais que chaque élément diù de la surface est le siège d'une source de chaleur produisant dans rniiili': île I(,mii|)-' nue quantité de chaleur — or/w.
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Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que (2) / <fi diii = o,
rintégrale étant étendue à la surface entière. En effet, nous avons trouvé plus haut
D II dtx) = o
et, d'ailleurs, l'équilibre thermique n'est évidemment possible que si la quantité totale de chaleur fournie par les sources est nulle.
Supposons cette condition remplie. Pour résoudre notre problème, nous allons introduire une fonction qui jouera le même rôle que la fonction de Green dans la théorie du potentiel.
Reprenons la courbe algébrique
qui est la même que la courbe (2) des paragraphes précédents. Considérons l'intégrale abélienne
J = TrCZ, Z')o?Z,
où R est une fonction rationnelle de Z et de Z'. Soient alors
(Z= Zo, z'= z;,), (z= z„ z'= z;),
quatre points analytiques pris sur la courbe (3). Les deux premiers (Zj, Z^), (Z|, Z',) seront les limites inférieure et supérieure de l'intégrale (4).
Cette intégrale elle-même sera une intégrale abélienne de la troisième espèce admettant pour points singuliers logarithmiques les deu\ points analytiques
Donc, sauf aux points analytiques (Uo, ^''„)i (U|, U',), la fonction J sera holomorphe; dans le voisinage de (Uo, U^), la différence
J-+-log(Z,- U„) — log(Z„— Uo)
et, dans le voisinage de (U,, U',), la différence
J-log(Z,-U,)-*-log(Zo-Ui) _
seront holomorphes en Z, et Zq.
H. P. - II. fis
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Pour achever de définir l'intégrale { \), nous supposerons que les parties réelles de ses 2p périodes cycliques sont nulles.
L'intégrale .T ne change pas quand on permute les deux points analytiques
(Zo, Z'„), (Zi, Z,) avec les deux points analytiques
(u„, u;,), fLi,, u'i).
C'est le résultat bien connu dans la liiéorie des fonctions abéliennes sous le nom de Verlauschung von Parameter uncl Argument.
Je désign^erai par M, P, M,, P, les points de la surface de Klein qui corresp(iii<lenl aux quatre points analytiques
et par
la partie réelle de l'inlcgrale J.
On voit que
G, G-hlog
G — los
seront des fonctions harmoniques de X et "1 (si l'on pose Z,:=X + /\ j, la première pour tous les points analytiques sauf pour Uo et U|, la seconde dans le voisinage de U„, la troisième dans le voisinage de Ui-
Observons enfin que la définition précédente devrait être modifiée si l'un de nos quatre points analytiques venait en un point de la courbe (3) où
dZ
dZ
il conviendrait de remplacer alors par la fonction Z' la fonction L cjui joue le rôle prépondérant dans notre définition; ou liien encore, si l'un des quatre ]5oints analytiques venait en un point double de la courbe (3), il faudrait remplacer 'L par
P et O étant deux poh nomes entiers s'annulanl lou? deux au point doul)lc.
Soient diù et c/to, deux éléments quelconques de la surface de Klein; soient M il M| le-, ceiilres degraxili' i\^' ics (■liMucnls ; soient P et Pj deux pointsyf.re.v
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quelconques sur la surface de Klein. Soit tp, une fonction quelconque des coordonnées du point M,.
Considérons l'inlégrale
(5) p= TgCM, P; M,, Pi)9, rf<o,,
étendue à tous les éléments du), de la surface de Klein. C'est une fonction des coordonnées du point M.
Je dis d'abord que cette intéorale est finie, si la fonction '^, est finie elleniènie. Et, en efTet, la fonction G ne peut devenir infinie que si le point M, vient en M ou en P (elle s'annule si M se confond avec P et, par conséquent aussi, à cause de la Vertauschiing , si M, se confond avec P,); mais, si M, vient en M ou en P, la fonction G de\ ient infinie logaritlimiquemcnt, de sorte que notre intégrale reste finie et déterminée.
Pour pousser l'étude plus loin, je divise la surface de Klein en deux régions, l'une S' réduite à une petite calotte entourant le |ioint .M, l'autre S" comprenant le reste de la surface, et je pose
v' et c" représentant la uième intégrale étendue respectivement à S' et S".
Je suppose que le point 1\I ne se confond ni avec P ni avec P, .
Considérons d'abord l'intégrale f"; si M, reste dans la région S" qui ne contient pas le point M, les trois distances MAI,, MP, MP, restent finies et l'on peut assigner une limite supérieure à la fcmclion G et à chacune de ses dérivées.
L'inlégrale
H 'i 1 dw I
où H est une dérivée quelconque de G, est non seulement finie, mais uniforméme/il convergente. Nous pouvons donc a|)pliquer le procéilé de la dlflérenliation sous le signe / et nous voyons d'abord que toutes les dérivées de i'" sont finies.
Il vient ensuite
Dr"= I DGtpic^w, = o,
puisque
DG = o.
Considérons maintenant r'; la portion S' de la surface étant très petite pourra
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être représentée d'une façon univoque sur le plan des Z et nous aurons
.=jG,.g...,
dQf étant l'aire de l'élément du plan des Z correspondant à l'élément d(x>, de
la surface de Klein et l'intégration étant étendue à tous les éléments dû, de
la portion du plan des Z qui correspond à la région S'.
Mais on a
G = log|Z,-Li,| + H,
H étant une fonction harmonique de X et de \. Nous aurons alors
dQ, '
'''i = / log] Z,— U, \(f:
/, , dw 1 , ""'^^dé/'-'^-
Nous voyons d'abord que l'on peut appliquer à l'intégrale r'^ le procédé de la différentiation sous le signe / , de sorte que toutes les dérivées de i\ sont
finies; d'ailleurs on a
, /" ,, dm, ,„ APj = / ah tp, -^ rfû, = o,
d'où
Easuite les propriétés du potentiel logarithmique nous apprennent : 1° Que (''i est fini ainsi que ses dérivées des K premiers ordres, si o, est fini ainsi que ses dérivées des R — i premiers ordres; 2° Que
^'^^-■'"■'fdU'
dm , , , dm, , , . -^w
(p et -T^r représentant les valeurs que prennent », et -j— quand le point i\l|
vient en M. On en conclut
D p , = — 2 irtB.
En résumé, i' est fini ainsi que ses dérivées des K premiers ordres et es est fini ainsi que ses dérivées des K — i premiers ordres, et l'on a
D f = 2 Tttp.
J'ai supposé que M ne se confondait ni avec P, ni avec P,.
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Si M se confond avec P, G et p' sannulent.
Il me reste à faire voir qu'aucune singularité ne se présente quand M se confond avec P, , et pour cela je vais montrer que l'intégrale c ne dépend pas de la position du point P, .
Si nous remplaçons P, par un autre point Po. (' se change en
/"g(M. P; Ml, P.J-^idio,.
Puisque
G(M, P; M,, P,) = G(M, P; Mi, P,) — G(M, P; P,, P,),
je vois que i^' a augmenté de
rG(M, P; P,, P,)(f, f/io,= G(M, P: P,, P-J^^o, rft..,.
Or cette expression est nulle à cause de lu relation (^:>). Donc r n"a pas changé. c. y. F. u.
En résumé, la solulioii de réquation (i) nous est donnée par la formule (6) (/ = ^- rG(M, P; M|. P,;9, </w,.
La solution donnée par Téquation (G) n'est pas unique; on peut évidemment j ajouter une constante arbitraire ; à part cela, il n'y en a pas d'autre.
Ce qui caractérise la solution particulière (6), c'est qu'elle s'annule au point P.
La solution (6) satisfait à une inégalité qui nous sera utile dans la suite.
Soient Y, une fonction quelconque, toujours positive, et ti, la valeur de cette fonction au point Mj. Soient
On aura évidemment
I « I < ( max. (Je I ■} I ) / ■! ^— •
L'intégrale
/^|Gh,cfu),
est une fonction de M; la fonction sous le signe / ne peut devenir infinie que dans trois cas : i° si le point M vient en M| ; 2° si la fonction yii devient infinie ; 3" si le point M vient en P, . '
Afin d'exclure ce troisième cas, je décrirai autour de P, une petite courbe
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teniiéc et je supposerai que le poiiil M ne pénètre pas à l'intérieur de cette courbe fermée.
Lorsque le point M est voisin de iM|, la l'onction G devient infinie de l'ordre de logJMM, ; en outre, je supposerai que la l'onction r,, devient infinie en certains points A c|ui correspondront aux sommets de la deuxième espèce, et cela
infinie de l'ordre de i\l| A " ; je suppose qu'il n'y ait pas de sommets de la troisième espèce et qu'en tous les autres points la fonction y), soit finie. Alors l'intégrale
est finie et même converge uniformément. Et, en elVel, dans le cas le plus défavorable, c'est-à-dire si le point M coïncide avec un point A et si AI, est très voisin de M, la fonction sous le signe / sera infinie de l'ordre de
MMT^logMM,,
et l'intégrale ne devienclra pas infinie. Nous pouvons donc assigner à cette intégrale une limite P' et écrire
(7) pt|<fl'(max. clc|4,|).
Cette inégalité est vraie pourvu que M ne pénètre pas à l'intérieur de la courbe qui entoure le point P,.
Mais nous avons vu que u ne dépend pas de la position du point P, et ne change pas quand P, vient en Po ; nous aurons donc
(7 bis) ' I " I < hl"(max. île | 'l-l),
pourvu que M ne pénètre pas à l'intérieur d'une petite courbe entourant Po. Si, alors, p est le plus grand des deux nombres p' et 'i", nous aurons
(8) |a|<!î (niax. de l'H),
quelle que soit la position du point M.
Ce résultat est vrai pourvu que la fonction f] ne devienne jamais infinie que
d'ordre 2 •< 2.
C'est une condition à laquelle satisfait la Jonction 9e'' quand il n')' a pas de somme! de troisième espèce.
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VII. — L'équation Du^^nu
Considérons l'équalion (i) Dii=z\t]u — tp — \^.
.le supposerai la solution iléveloppable suivant les puissances de A et je la mettrai sous la forme
a = (;/„+ Co) -+- X( «i-H Cl ) -i- X=( m, + c. ) -t- . . . .
Les c/i sont des constantes et les Ma s annulent au point P. J'aurai la suite d'équations
; Dko=— ?, l Dm, = -(](«o-+- Co) — 4/, (2) ( Dm2 = r,((<, -^-Cl).
/ DH3 = r,(«2H-C2),
Pour que la solution soit possible, nous devrons avoir
o = / tf do> = I [r,( u„-^ Co) — il] dw = / T, ( « , -f- C| ) rfw = . . . ,
ce qui nous donne la suite d'équations
c,i / r, dm = I '\i c/dj — / r, «„ rfoj, [ fo / f, (/tu = — / r, «2 û^iUi
Si ces conditKjiis sont supposées remplies, la lorinule (6) du paragraphe précédent nous permettra de calculer iio, "1, ■ • •• Ainsi, pourvu que l'on ait
niuis pou\ons calculer successi\eiiieiit, par les équations (a) et (3), d'abord «„,
|)UIS Co, Il \ , c, ■ '/j, C2, ■ ■ ■ ■
Sdicnt y, , yj, ... les masima de | "1 1. | '(.i|, ....
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5'(' la fonction r^ est supposée toujours positive, on aura
I c, [ I f] (Au < I r,\ /(, I rfio < Y, I T, rf(0,
d'où
et, lie luènie,
L'inégalilé (8) du paragraphe précédent nous donnera ensuite
Y2< [i(max. de | «,+ c'i |) < î^Yi et, de même,
Y3<'i[iY2. Ï1<2PT3,
La série
converge donc, pourvu que
el par conséquent, à cette condition, la série
converge uniformément.
Si u est la somme de cette série, u sera donc une fonction finie et continue des coordonnées de M.
Nous aurons, d'autre part (puisque la série converge uniformément),
/ T, (/ (Al) = / r, ( H„ + Co ) (/eu -r- X / /, ( M, + r, ) (/(U + . . . = o,
Nous piiuiroiis alors, par la formule ((>) tlu paragraphe précédent, trouver une fonction c t|ui satisfasse à l'équation
D i' = Xt; « — (i — h\i.
.le dis que cette fonction r est identique à u. Posons, en effet,
u = («o+co) + X(mi-+- Cl ) -4-. . .-i- '/."(u„-h r„) -4- B„,
(' = {uo~Co) -i-X(((i -h Cl) -)-...+ X«+'(!(„+i + c„+i) + S„;
Il \ icndra
DS„=Xr,R„.
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La série (4) convergeant uniformément, nous aurons
K étant une constante assignable; on conclut
|SJ< K(2X8)''+'.
Ouand n croît indéliniuieiU (z'kp)" el, par conséquent, | R„ | et | S„| tendent vers zéro. La différence u ■ — v est égale à
Elle tend donc vers zéro quand n croît indéfiniment et, comme elle ne dépend pas de 7(, elle est nulle. Donc u = r. Donc u satisfait à l'équation
Du — Xt, (/ — -O — A'!;. c. Q. F. D.
Cette démonsiratiou suppose que r, , tp, é restent finis ou ne peuvent devenir infinis qu'en certains points (qui correspondraient aux. sommets de la deuxième
espèce) et seuU'menl infinis d'ordre i <C 2.
]jar la remarque si
n Je terminerai iiar la remarque suivante :
Si, dans une certaine région de la surface de Klein, Y), es et '| sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de même de u.
Soit, en effet, Dt' ^ 6, équation que l'on peut intégrer par la formule (6) du paragraphe précédent.
Nous avons vu que, si, dans une certaine région, 6 est finie ainsi que ses dérivées des K premiers ordres, c sera finie ainsi que ses dérivées des K + i premiei's ordres.
Appliquons ce résultat à l'équation
D M = Xrj u — Xcp — \^.
Comme u est finie, le second membre est fini; donc u est finie ainsi que ses dérivées du premier ordre; donc le second membre est fini ainsi que ses dérivées du premier ordre; donc u est finie ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, et ainsi de suite. ... c. q. F. d.
Supposons maintenant que l'on sache intégrer l'équation
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et proposons-nous trintégrer
(fi) Dk = (y, -t- ÀT,')« — tp.
Les deux fonctions /, et v)' sont supposées toujours positives.
Soit
(/ = r(|) + "A iii -i- A' «2 + • • -
l'équation (6) nous donnera la suite d'équations
/ D «0 = ', "o — 9i ' D», = r, Ui + "','«0, fl //» = y, (/o-l- '/"il
Les équations (7) étant de la forme (rî), nous saurons les intégrer et elles nous donneront successivement Hoi *'ii "2' •■■■
Les principes du paragraphe Y nous donnent les inégalités suivantes :
I u„ I < max. (le
U\ I < niax. de
«2 I < niax. de
Soient alors v/;. le maximum de | (//,[ et ,3 celui de — ; il viendra
■,'i<!3yo, Y2<(iYi^
Donc la série
(8) «„-l- ÀMi-f- À2«2 + . ..
conxerge uniformément pourvu que
J'ai supposé plus haut que nous savions intégrer l'équation (5); je précise cette hypothèse en disant que nous sa\ons l'intégrer quelle que soit la fonction », piiurvu (|uc le rapport - soit limilé. J'ai supposé aussi plus haut que le l'apport — a une limite supérieure, et c'est cette limite supérieure que j'ai appelée fl.
.Soit alors 11 la >oruuic de la série {^)', cette somme est linie: nous savons
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alors intéo;rer l'équation puisque le rapport
est limité.
Je dis que rintégraie v de celte équation est précisément égale à n. Soient, en effel.
i' = «0-+- Ji"]-^. ••+ ),"+'«„ + ! ^ S„ : (jn aura
DS„=r,S„^),r/R„.
Or
I l'i„ I < K(X3)", K étnril une conslaïue.
Les principes du paragraplie \ donnent ensuite
I S„ I < mas. fie
Ka[i)"+'.
Donc la dillérenc
tend vers zéro quand // tead vers l'infini ; elle est donc nulle et u = v.
On démontrerait ensuite comme pins liaul que si, dans une certaine région, 7i, cp et 7^' sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en est de même de u. Considérons mainlenant l'écpiation
et posons
Les A sont des constantes positives; la tonchon », est assujettie à la condilidii iinKjue
mai'- elle e^l il ailleurs arbitraire.
Nous allons intégrer successivement les équations
D !( = Xi r, M — '^, — Xi ij/i , D H = X| Tf) « -i- X.2 r, H — Q , ('O) D !( = ( X, + X2)-riM + X3TJ K — a.
D« = (X,T- Xi-H. . .+ X,, -,)r|(/ -t- X,j-/;m — 9.
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La première équation (lo) est de la forme (i); nous saurons donc l'intégrer, pourvu que
P étant la quantité qui figure dans l'inégalité (8) du paragraphe précédent.
Les autres équations (lo) sont de la forme (6); on les rend identiques à l'équation (6) en changeant
XiT) en Yi, T, en r{ , 1-2 en )., pour la 2' équation (10), (Xi + Xj)t) en r,, r, en 1)' . Àj en 1, pour la 3' équation (10).
I A| -t- Xs-h. . .-T- Xp_i )») en r, ; r, en ï/, X,j en X, pour la />'"""^ équation (10). Nous saurons donc intégrer SMCces5Ùe»ie«/ ces équations (lo), pourvu que X,< ' , X3< —
niax.de t — ma\. de
iiia.'v. »_n, -, i
ri (Xi + >'2)''-,
ou
X2<Xi, X3<Xi+X,, ..., X,,<X|+ X2 + ...-i-X;,_i.
Or nous pouvons toujours satisfaire à ces conditions et aux relations
X, -)->,-+-... -h x^ = I, ^'<7fl'
en choisissant rentier^ assez grand.
Donc nous saurons intégrer Véquation (9), pourvu que :
1° Le rapport \— soit limite;
2° Que Tj soit toujours positif et ne s'annule pas ;
3° Que Ti soit partout fini ou ne puisse devenir infini qu'en un nombre
limité de points (correspondant aux sommets de deuxième espèce) et seule-
men t d 'ordre 1 <' 2 .
L'intégrale u est partout finie et continue.
Si, dans une certaine région, les fonctions données yi et to sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de même de u.
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VIII. — Extension aux sommets de troisième espèce
Les résultats précédents s'appliquent, pourvu que la fonction r, ne devienne infinie qu'en un nombre limité de points et seulement d'ordre 2 < 3.
C'est la condition k laquelle satisfait la fonction ^e^, s'il n'y a pas de sommets de troisième espèce. Mais aux sommets de troisième espèce, cette fonction 9e^ de\ ient infinie de la même manière que
X» log'x devient infini pour x = o.
Nous sommes donc conduits à examiner ce qui se passe quand, en certains points (sommets de troisième espèce), la fonction r, devient infinie et cela de telle sorte que le produit
r,\\K^ log^MK
tende vers une limite finie et déterminée quand le point M se rapproche indéfiniment du sommet de troisième espèce K.
Dans ce cas, l'intégrale
G I r, 1 dot 1
considérée à la fin du [laragraphe \l, n'est pas finie quand le point M vient en R; on ne peut donc pas lui assigner une limite supérieure P' ; on ne peut donc plus écrire l'inégalité (8) du paragraphe ^ I.
Si alors nous reprenons les équations (1), (2) et (3) du paragraphe VII, nous pouvons encore former les fonctions «<„, «1, Mo, ...; mais nous ne pouvons plus écrire les inégalités
ni, par conséquent, affirmer que la série
S =2 >>*("/. + a-) converge.
D'ailleurs, il est aisé de voir que
deviennent infinies au sommet de troisième espèce K et infinies respectivement
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du même ordre de grandeur que
ioglogMK, log-logMK, logMogAlK, ....
Néanmoins, nous verrons plus lard que la série S converge en tous les points de la surface de Klein, sauf aux sommets de troisième espèce, et que la somme de cette série tend vers une limite Unie et déterminée quand le point AI se rapproche de l'un de ces sommets.
On |inurr,iil dire, dans un langage abrégé mais peu correct, qu'aux sommet> de troisième espèce la somme de la série est finie, bien que ciiacun des termes soit infini.
Un exemple sim[ile fera mieux comprendre ma pensée.
-Soit À un nombre positif, et considérons la fonction x^; nous pouvons la développer sui\anl les puissances de X et écrire
Chacun des termes dev ient inlîni pour x ^= o, mais la somme de la série x^ reste finie.
On pourra donc encore intégrer l'équation (i ) du paragraphe \ II.
Mais, ])our (jlablir toutes ces propositions, nous rencontrerons bien des difficultés. Ces mêmes difficultés, non encore surmontées, se retrouvent dans la métiuide de ÎNI. Picard et dans toutes les méthodes d'approximations successives.
Pour en triompher, nous allons procéder par étapes.
Supposons d'aboixl qu'il n'y ait qu'un seul sommet de troisième espèce, que nous appellerons K, et proposons-nous d'intégrer l'équation
Dans cette équation, Z. et •:> sont deux fonctions données cl la dernière est partout finie. Quant à v, elle est partout positive et elle est finie, sauf au point K où elle est infinie comme
MKMog^MK
aux sommets de deuxième espèce, s'il y en a, où elle devient infinie comme y\ et au point P, où elle pourra de\cnir infinie comme logMP,.
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La solution de l'équation (i) nous sera donnée par la formule
u= AitfiG(M, k; .M,, P.tfl'oJi,
analogue à la formule ((V) du paragraphe VI.
Cela s'établirait par des raisonnements tout à fait analogues à ceux du paragraphe \'I, mais qu'il est inutile de répéter ici.
Remarquons toutefois que la condition
n'est plus ici nécessaire puisque la fonction h peut devenir inlinie pour AI = P, . Cela posé, on a évidemment
|«|<T ("r, |G(M. K: M,, P,)|rf<o,.
Etudions l'intégrale
(r,|G(M, K; M„ P,)|rf<o,.
C'est une fonction des coordonnées du point M qui ne peut présenter de singularité que quand le point M vient en K ou en P, .
Qu'arrive-t-il d'abord quand iM est voisin de K ? Partageons la surface de Klein en deux parties par une petite courbe fermée entourant le point K.
Nous aurons d'abord la région S extérieure à la petite courbe fermée; la portion correspondante de l'intégrale sera très petite de l'ordre de AIK.
Considérons maintenant la région S' intérieure à cette petite courbe; si les
deux points M et M| sont dans cette région, G sera de même ordre de grandeur
que
MM,.KP
"MPi.KM, ou que
MM
''^^KMT' c'est-à-dire qu on pourra lrou\er une quantité [3 telle que
^'■^^ KMfllog^KMi l' <Ao,< j3"KM,rf(KM,W£,
î étant l'angle de KM, et de KM.
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Si donc nous posons, pour abréger,
KM, = p, KM ±= ;-,
MM, = 5 = \/r--h p- — ?./-p cos£ notre intégrale sera plus petite que
dp dE
p I p I log'p I
Nous supposerons que notre petite courbe f'ernice a pour équation
c'est-à-dire qu'elle esl l'intersection de la surface de Klein avec une sphère de rayon R ayant son centre en K.
L'intégrale doit alors être prise entre les limites o et 2tz pour e, o et R pour p; si l'on considère p et e comme les coordonnées polaires d'un point dans un plan, point que nous appellerons encore M, , l'intégrale est prise.à l'intérieur d'un cercle de rayon i , et dont le centre pourra être encore désigné par K.
De même nous regarderons /'et o comme les coordonnées polaires d'un autre point, que nous appellerons encore M; et la distance ÏM!M, de ces deux points, dans ce plan, sera encore égale à 8.
Nous partagerons alors la surface du cercle de rayon i en deux régions : l'une telle que
l'autre telle que
KM, MM
Ces deux régions seront séparées l'une de l'autre par la droite tt, perpendiculaire au milieu de MK.
L'intégrale, étendue à la première région, est plus grande que l'intégrale étendue k la seconde région.
En premier lieu, le champ d'intégration est ]3lus grand ; en second lieu, si nous envisageons deux points M, symétriques l'un de l'autre, par rapport k n, et situés, l'un dans la première région, l'autre dans la seconde, nous remarquerons que la valeur de
plog'p
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est plus grande pour le premier de ces points que pour le second, tandis que la valeur de
log —
est la même pour les deux.
Notre intégrale est donc plus petite que
ib
log-
p|log3p|'
l'intégration étant étendue à la première région seulement. Mais, dans cette
los
, 0 , MM, , KM,-f-MK = log- = log < log
= log H^
KM, " " KM, MK
Donc notre intégrale est plus petite que
/■ \ do di
■il) j log
?l log'p l'
ou a fortiori plus petite que la même intégrale étendue au cercle de rayon R tout entier, c'est-à-dire que
4ti6 / log 1+ - ) 1 ,
'Pi
Décomposons l'intégrale de la façon suivante :
l^a lettre Rq désigne une quantité que nous déterminerons plus complètement plus tard, mais qui doit être > r.
Considérons d'abord la troisième intégrale prise de Ro à R; entre ces limites on a
log(,+ :-)<^-.
L'intégrale est donc plus petite que
r dp j" dp r
'J p^iiog^pi <''J "^ < ïï;' ■
Envisageons maintenant la seconde intégrale prise de /■ à Ro ; entre ces H. P. - 11. 7"
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limites un a
r<p, logj'i-^ H <log2,
et l'intégrale est plus petite que
""./ pllog'pl 2 \log2R(, log^/-/ ^ îlog^Ro
\ enons enfin ;i la troisième inléf;rale prise de où/'; entre ces limites, on a p </•; l(ig(i + M = logh+ ^J +log^ <log2-i-log^-
L'intégrale est donc plus petite que
r dçi Ti '■ '^P _ '""2 I
°S\/ p|log3p|+J °S- p|log3p| -ï^^"^2|logr|'
Notre intégrale est donc plus petite que
, /■ , , [ 17:6 loea '.-b
H„ ' ""log^'Ho log2,- |iog/-|
et cela quel que soit R,, ; en prenant, par exemple, Ro= V^''- on voit que noire intégrale est de l'ordre de grandeur de
|logr| |loglMK|
Supposons maintenant M très voisin de P,.
Nous pouvons trouver une quantité positive H telle que l'on ait constamment
I G |< I logMM, I -f- I logMP, I + log| KM, | + H ,
et, en effet, si l'uni' des distances iVIM,, ]MP,, KM, est très petite (par
exemple MM,), G est égal à dzlogMlM, t- une quantité finie.
Si deux de ces dislances sont très petites, par exemple MP, et KM,, nous
pouvons ramener au cas précédent en introduisant un point auxiliaire K' et
écrivant
Pour chacune des fonctions G qui entrent dans le second membre, une seule des distances est très petite.
Or, les intégrales
^ll:,rf(0|, /^l logMM, |r,<:/'0,, Tlogl KM, |r, r/(0|
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sont finies; l'intégrale
y"iiogMP, 1^, rfoi,=|iogMP, I y^r.rfa
est de l'ordre de | log MP, |.
D'où cette conséquence : l'intégrale
y|G|r, «fco,
est finie, sauf dans le voisinage du point K. m'i elle est de l'ordre de et dans le voisinage du point P, où elle est de l'ordre de | log MP, |. Il existe donc une quantité b' telle que
j |G|r,(Ao,<è'
log.MP,
losiMK
et, par conséquent, telle que (3) IwKavè'
Si nous posons maintenant
logMPi
logMK
r. u = Cç
log MK I
et si nous observons qu'on peut trouver une quantité s (elle que
r, logMK
ç <' û^pip;
il viendra
(4) Iç'KaV (oi = b'i).
Soit donc y' le niiwiniuui de |cs'|; nous pourrons trouver une quantité a ne dépendant que des points K et P, et telle que l'on ait toujours
Consitlérons maintenant l'équation
(6) D (/ = Xr;K + 'f
et proposons-nous de trouver une solution ii de cette équation qui s'annule au point K et puisse devenir au point P, Infinie comme logAIP,.
Proposons-nous de développer cette solution suivant les puissances de A et soit
Il = IIq -h a î/, -h Â- («2 -H .
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Xous aurons, en introduisant une série de fonctions »o, 'fi, ■••, la série
d'équations suivantes :
Çtfi, = -/)«„; DM,= ^œ,;
que l'on traitera comme l'équation (1).
Si alors | cpo| est limité et que y„ soit son maximum, si y^ est le maximum de I c5a| on aura, en vertu des inégalités (5) et (î),
T/,< a-/A.-i< a'fyo; I "a\< P3t/,-MK| logMP, \.
La série (7) est donc convergente pourvu que
et elle nous fournit la solution de Téquation (6). Si Ton avait eu
I t<fodui = I Çfidw =. ..= j ÇcpA rfoj :
les fonctions u„, ti,, ... auraient été indépendantes de la position du point Pi, ainsi que je l'ai expliqué dans le paragraphe V^I ; nous aurions donc pu affirmer que ces fonctions, et par conséquent la fonction a, demeurent finies, même au point P). C'est le raisonnement de la fin du paragraphe VI. Prenons maintenant l'équation
(8) Bu = lriu + tf -h ix'\f;
0 et A sont deux fonctions données; ^ est une constante indéterminée que je supposerai développée suivant les j.uiissances de 1,
|Jl = (Au -I- ). IX| + X2 fjl, -4- . . . ,
et il s'agit de déterminer u et [x de façon que u soit partout fini et s'annule en K.
Je suppose que / 'h cIm ne soit pas nul.
Nous avons la suite d'équations
/ 'f (Itii -4- |j.o / t!/ dio = o ; ÏÇo = <? -^ I-'-o't''- D î/o = ÇÇi) ;
/ r, «0 dh> -h IX, I '\i (iixj = o ; Çipi = ï; Uq -+- i-tj 'i ; D «1 = Ço, ;
/ r, ;/ , di» -H |ji2 / '{/ rfo) = o ; Çtpj = tj » , -h jji, 'J/ ; D m, = î?2 ',
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que l'on traitera comme l'équation ( i); les propriétés de l'équation (i) subsisteront, mais il y a plus : à cause de la relation
Çepi- </(!) = G,
la fonction Uh ne dépendra pas de la position du point P,, de telle façon qu'en choisissant convenablement la constante //, l'inégalité (:>,) pourra être remplacée par la suivante :
"''< llc^MKl'
ce qui nous permet d'écrire
nous avons
/ r^u/. d(ij < e'-j-/,,
s' étant une nouvelle constante, cl enfin
I H*+i I < ^"ta,
en désignant par -j la valeur de / Ac^w •
Soit a' une quantité plus grande que le maximum de l-^
et nous pouvons trouver une quantité a ne dépendant que du point K, telle que
I =a|logMK|.
Il viendra alors
La série (j) converge ilonc pourNU que
Enonçons le résultat obtenu :
On peut satisfaire à l'équation (8) et cela de telle façon que u s'annule en K et soit toujours fini, poun'U que les rapports
? 4' Ç' t soient limités.
Soit maintenant c une fonction définie de la façon suivante :
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Traçuiis autour île K une petite courbe fermée, et soit A la valeur de Z qui corresponil au sommet de troisième espèce K.
\ l'inlt'-rieur de la petite courbe, c sera égal à lot; -. j- •
A l'extérieur r ne pourra s'annuler ni devenir infini.
Enfin ])aitoul, sauf au point K, c est fini ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres.
Soit h un exposant constant quelconque.
A l'intérieur de la petite courbe, on aura
cftu
Faisons d'abord une bypothèse particulière sur y, et supposons qu'à l'intélieur de la petite courbe v) se réduise à
Z — A|2|oe2
dv>
J'appellerai y,„ celte fonction Tj particulière satisfaisant à cette condition. II est clair alors qu'on aura, à l'intérieur de la petite courbe.
si l'on suppose
Je puis donc poser
il étant nul à l'intérieur de la petite courbe et reslani linl à l'extérieur de cette courbe, saut aux sommets tle troisième espèce, ou le ra|)port -^ et, par conse-
quent, le rapport -p restent finis.
Supposons donc que l'on ait l'équation
(8 bis)
IJ (/ = /,'•(■,„ « + tp -t- iji'];,
OÙ I est limité et où «L est la fonction que nous venons de définir.
Dans cette équation, ^ est une constante indéterminée de sorte que l'équation est de même forme que l'équation (8). Mais nous devons faire plusieurs remarques :
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I" Jj'iulégrale / 'J> dio ne peut être nulle ; on a, en effet,
/ ']/ dio = — X / r,of'' rfoj,
et y,„ et v sont essentiellement positifs.
2° La fonction '1/ di'pend ile A; elle est même développable suivant les puissances lie X; en effet, on trouve aisément
Dv''= /h''-iDv-+- hdi — \)i-i'-'- E(i', v).
On voit que h est développable suivant les puissances de X, et qu'il en est de même de ("^ à l'extérieur de la petite courbe, puisque dans cette région v ne devient ni nul ni infini; il en est donc aussi de même de Dc^.
A l'intérieur de la petite courbe A est nul, et à l'extérieur
sera développable suivant les puissances de A.
On pourra alors résoudre l'équation (S bis) de telle façon que u s'annule au
point K, pourvu que
Dans celte inégalité, a ne dépend que de la position du point K, elle ne dépend donc pas de A; il en est de même de la quantité e' définie plus haut;
mais il n'en est pas de même de a' et de %,•
En rIVet, a' doit être plus grand que le maximum de y et ^ est égal
à I 'Il (hù ■
Or. n(iii> a\on>
•} = /îc'i -1 De -f- /,^/, _ 1),''-' E(i', r) — >.T|oc''.
A l'intérieur de la petite courbe ■} est nul; à l'extérieur -y est limite;.
Nous a\ons
cette équation, considérée comme déterminant /*, admet deux racines, l'une négative, l'autre positive (puisque nous supposons A positif). j\ous prendrons la racine négative; celte racine est plus petite que X en \aleur absolue.
Si alors l'o est la plus petite \aleur à l'extérieur de la petite courbe, on
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pourra trouver une constante A telle que
Î|<AX
Si maintenant nous envisageons
v'' dw.
nous voyons que cette expression est plus grande en valeur absolue que
' dix).
l'intégrale étant étendue, non plus à la surface de Klein tout entière, mais à l'extérieur de la petite courbe ; et, en e (Tel, les éléments de l'intégrale supprimés sont essentiellement positifs.
Si r, est la plus grande valeur de c à l'extérieur de la petite courbe, on aura, puisque /* est négatif,
et, par conséquent,
\ I r,o (■'' do> > À c^' / T,o dio
I il doj
B étant une constante.
I^a condition à laquelle doit satisfaire — ^ est
%' l" A /Co
Si, en effet, cette condition est remplie, on aura certainement
3('> niax. de
À < Xn, A /r„\''.
JNous supposerons
/o étant une constante et
g '- __ A / ro
où /(„ est la valeur do // qui correspond à Xo ^'t' telle sorte que
>.,i = ho( /lu — I 1.
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Alors la condition imposée à -^ sera bien remplie, et cette quantité est devenue indépendante de A.
Alors on pourra satisfaire à l'équation (8 bis), pourvu que
Supposons donc que nous ayons à la fois
et soit u' la solution de l'équation (8 bis); on aura, puisque nous supposons À = X',
D u' = Xy;o i<' -h o -i- ijn}/,
et la valeur de [ji. ne sera pas infinie. On a, d'ailleurs,
Si donc nous posons
u = u' — ;jir'', il viendra
D'ailleurs u ne devient pas infini au point K, mais, au contraire, s'y annule; car u' et c" (l'exposant /( étant négatif) s'y annulent l'un et l'autre.
On peut donc résoudre l'équation (9), pourvu que j soit limité.
Nous avons, il est vrai, fait une hypothèse toute particulière sur la fonction -fi, supposée égale à T|o; posons donc l'équation plus générale
(10) \)ii =z r, M -i- tp;
je dis qu'on saura également l'iiilégrer. Posons, en effet,
T, = Xt,o-)- T,',
en attribuant à ), une valeur assez petite pour qu'on ait
X < Xo, Xa < 1
et que, par conséquent, on puisse intégrer l'équation (9). Envisageons l'équa- I ion
(11) D« = (Xr|(,+ |j.r/)a + tp.
On peut assimiler cette équation à l'équation (6) du paragraphe précédent, H. p. - II. 71
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l'équation (9) élanl elle-même assimilée à réqualion (5) du même paragraphe.
Le rapport t-^ est, d'ailleurs, limité.
On voit doue, par le raisonnement du paragraphe précédent, que l'on saura intégrer (11) piuir\ u que ij. soit assez petit ; et ensuite, en répétant le raisonnement applique à l'équation (()) à la fin du même paragraphe, que l'on sait encore intégrer (11), quelle que soit la valeur attribuée à [jl, et en particulier pour [Jl ;= 1 .
On sait tlonc intégrer l'équation (10).
Le tliéorèine une fois établi pour le cas ovi il n'y a qu'un sommet de troisième espèce, la méthode de J\L Picard permettrait facilement de le généraliser quel que soit le nombre de ces sommets.
Mais je préfère arriver directement au résultat; je suivrai une voie peu dillerente de celle qui m'a servi dans le cas particulier traité d'abord et que je ])ourrais suixre encore, si je ne craignais de trop me répéter.
Je supposerai deux sommets de troisième espèce Iv et K,.
La f(jnction T| sera partout positive; elle ne deviendra infinie qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèce; aux sommets de deuxième espèce, elle
sera infinie de l'ordre 2 ; en K, elle sera infinie de l'ordre
MKnog2MK
et, de plus, développable suivant les puissances de MK et de même en K, .
La fonction Ç sera partout positi\e et le rapport
Ç|logi\lKlogMK, I
loeiMK
?t de
sera limité, de telle façon qu'au point K, par exemple, 'C, sera de l'ordre de
MKMoijSMK
On verrait alors, comme plus liaut, qu'on peut trouver une constante b'
telle que
r lo^MP, I
j r,rfco,|G(M, K; M,, !',)]< 6' "°""^'l
logMK r
, NogMP,
y^, ^/<o, I G(iM, K, : M„ P,) K 6' I glJ^
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Soit ensuite cp une fonction satisfaisant aux conditions
(1-2) Jt<fdo> = o; rï.,^iG(K,, K; Ml, Pi}rftoi = o (|<p|<Y),
et soit
u = foili G(M, K; M,, P,)rf(o,.
A cause des relations (12), on aura également H = To,^, G(M, Iv; M,, P,K(fa,|
= ^9,r, OrM, K; M,, P,)<rAo,= ftp,?, G(M, K,; M,, P, (rfuj,,
P;, étant un autre pi>int aiiiitraire île la >urface de Ivlein. Un pourra donc trouver une constante h' telle que l'on ait à la fois
logMK
logMPj logMK
logMPj I
logMPi I
logMK, r
logMPj
logMK,
En d'aulres termes, (/ est fini mémo dans le Noisinage de P, et de Po el très
pel it de l'iudre de
-i — ,.,. , ) TT — ,,, , 1 dans le voisinage de K el K,. log MI\ I I loi; MK, I °
On aura donc, en clioisissant convenablement la constante />",
l"l< llogM^'^
Posons
' ' ^ I logMK. logMK, I
•/] Il = r<?' ;
soient •,'' le maKimum de 1 cs'l et -77/ celui de z—, — .,, '. ■,„ ,
' ' ■ ' 6" Ç I logMK logMK, I
inégalité analogue à {'i).
Cela posé, envisagecjns l'équation
iNoiis aurons
X)u = Xr^ « -!- cp H- ijiij; -t- ;i' 'Y,
OÙ (5, 4, 'V sont des fonctions données; u. et a' des constantes indéterminées. Peut-on l'intégrer de façon que u soit toujours fini ? Nous supposerons :
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i" Que les rapports ^, î, i. sont limités;
2° Que les intégrales
r<>''^w, A, G(K, K,, M,, P,)rf(o,
sont diflerentes de zéro.
J'écrirai, pour abréger, g au lieu de G(K, K,, M,, P,);
3" Que
/ i!/ cho = j Vf dw = G.
Nous supposerons u, ji. et ^' développés suivant les puissances de )., iNous aurons la suite d'équations
/ T| u„ diM -+- ;x', / 'Y diM = o, T, «0+ \^\ 'V = ?'' / o', g dixii ■+- iM I 4-1^ dw, = o,
j r, Ut dui -r- iJl', / Y doi = 0, Tj «1 + ix', ij*' = <f",
I ?'; gdiMs^ \>.i j ■i^ig diOi = o,
T) «1 -+- ;j.2t|; H- fJl'j Ip' = ?<fô' D«2=^(5j.
Bien entendu, '|,, es',, cs'J, ... représentent les valeurs que prennent les fonctions <b, ti', a", . . . quand le point M vient en M| .
On voit que cooi '-Bo' ^li ■ ■ • ^'onl aucun rapport avec tp,, o', , »'(, ... ou avec <?, f', <?", ••••
Soient Yo) To Y2ï • • ■ les maxima de Oq, 'f Ô» «pô» • • • •
J'aurai d'abord
WoK
logMK.IogMK, I
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d'où je conclus que je puis trouver une constante c telle que
dia
< cYo,
et comme l'^f'db) est une constante différente de zéro, je puis trouver une constante c' telle que
H'i < c'yo.
Si alors |3 et ^' sont les luaxima de
et
on aura
qiogMKIogMK,
<(fi + c'ji')Y„.
Or [l'intégrale li = j^fgdMf est une constante finie, et l'intégrale h' = l 'Itgdoi, est une constante différente de zéro. On a donc
et
Or
<([3-t-c'P')AY„
Si 3" est le maximum de ^ , il viendra
ou, en posant
on trouverait de même ou, plus généralement, Nous voyons que la série
converge pour
Yi < «Yo ;
et comme
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il en sera de même de la série
logMK.logMK,
\kUlc.
Traçons maintenant, autour de K et de K,, deux petites courbes fermées. Soit d'ailleurs e une fonction déflnie comme il suit :
Je désigne par A et A, les valeurs de Z correspondant aux deux points K et K,.
A l'intérieur de la petite courbe entourant K., on aura
V = log
A l'intérieur de la seconde petite courbe, e est partout nul.
A l'extérieur des deux courbes, c ne peut s'annuler ni devenir infini. Enfin
V est partout fini ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres.
Nous poserons ensuite
CÀ = /i( A — I),
Gelant la valeur que prend Vi | Z — A|-log-|Z — Al au point Iv cl // élant la racine négative de cette équation du second degré; soil
Dt'''=Xïit"''-i-e.
Je dis que la fonction ^ est limitée.
En effet, c'est seulement au point K que le rapport ^ pourrait devenir infini. Or, dans le Miisinage du point K, la fond ion r, , par bjpothèse, est développable suivant les puissances entières croissantes (positi\es ou négatives) de
(Z — A), (Zo— A») et
loe
il en est de même de
v'' log-''
, D 1''' log-''
et, par conséquent, de
eiog-''
Dans le développement de 6, les termes qui sont de l'ordre le plus élevé, c'est-
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à-dire de l'ordre de
I Z — A I -2 loe-!+''
se détruisent, et les termes de l'ordre immédiatement inférieur, c'est-à-dire de l'ordre de
I Z — A|-Mog-3+''
seront très petits par rapport à Z, (puisque h est négatif); donc ^ reste fini.
Soit maintenant i' une fonction engendrée comme c, mais de telle façon que le point K, joue le rôle du point K et inversement, c'est-à-dire que l'on ait, à l'intérieur de la première petite courbe.
et à l'intérieur de la seconde
v' = loÊ
Soit G' la quantité qui joue, par rapport à K,, le même rôle que C par rapport à K; soit enfin li' la racine positive de l'équation
et posons
G'X = h'ih'—i) Di'''= Xr, i''''-r-0';
nous verrons encore que y est limite:
Soient maintenant •]; et '}' deux combinaisons linéaires de 0 et 9' :
.;, = cï9-+- ao',
Je dis qu'on peut choisir 1rs coefficients constants a. b, c, d de telle façon que
Pour que cela fût impossible, il faudrait en eU'et que l'on eût : ou bien
A do> = A' dw = o,
ou bien
/ 9 do) I 6', ff dwi — / 9' diu j Oiff f/ojj = o.
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Comme r et c' sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein, on pourra toujours s'arranger de façon que cela n'ait pas lieu.
Seulement il importe de remarquer que 'h et <\i' dépendent de X; le rapport
entre le maximum de r el / J'i^'f/wi , et le rapport entre le maximum de y et / iji'cZtJL) dépendent aussi de X.
Il importe de rechercher si ces rapports ne deviennent pas infinis quand X
s'annule.
fi ft' Cherchons donc les limites de r- et ^ l>our X = o.
Pour cela nous nous servirons de la formule
D,./, _ /,,./.-! De + /((/(. — i)i''-2 Rio, (•).
Si l'on tient compte alors de
Dp'' = Xr)^'''+6; CX = /j(A — i),
il viendra, en divisant par X et faisant tendre X vers o.
Si nous appelons G» et 6|, les limites de r- et —> nous voyons que les fonctions y cl y sont limitées; en effet, dans le voisinage des points K etK,, De s'annule et la difl'érence
est, au plus, de l'ordre de
|Z-A|Mog3
c'est-à-dire de l'ordre de ^.
D'autre part, comme »• et c' sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein, nous pourrons nous arranger pour que l'on n'ait pas
/ 60 dio = / 6', d(<) — o,
/ e,, rfw / e'„,,^rfoji— / e'o du> 1 6o,,^rfto, = o,
c'est-à-dire que l'on peut s'arranger pour que les rapports dont il a été question plus haut ne deviennent pas infinis quand X s'annule.
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Formons alors l'équation (i5) Dm = X't, M -H (f -h (jt'l -+- jjt''y.
C'est l'équation (i4)i sauf qu'on a changé \ en a' : elle est donc intégrable
pourvu que
L;i quantité a a été définie plus haut; elle est seulement assujettie à avoir une limite inférieure. Mais cette limite inférieure dépend de ), puisque 4 et -V dépendent de "k.
Toutefois, elle ne deviendra pas infinie pour ), = o, puisqu'il en est ainsi des deux rapports dont il a été question plus haut.
Donc, si nous faisons varier X de o à lo» cette limite inférieure restera plus
petite qu'une certaine quantité jj, et il suffira de prentire a indépendant de X
et plus grand que p, pour que nous jouissions affirmer que noire équation (lo)
est intégrable toutes les fois que
aÀ'<i.
Soit {/„ la solution de cette équation (i5). et soit maintenant l'équation (16) D« = Xr|M-ho, /tf di-o = o.
On résoudra cette équation en faisant -
u = «0 — tJ.(ai-''-+- Ci-''') — ii'(bi-''-\- dv''''), en avant soin de faire et cela sera permis pourx u que
X' = X < Xo, X' = X < i • a
On remarquera quelques dilTérences entre la démonstration que j'ai donnée dans le cas d'un seul sommet de troisième espèce et celle que j'ai donnée dans le cas de deux sommets.
Dans la première, j'ai employé un détour en me servant de la fonction auxiliaire-rio; dans la seconde, j'ai évité ce détour, mais j'ai dû supposer que v) était d'une forme particulière, c'est-à-dire développable suivant les puissances
croissantes de Z — A, Zq — An,, — r^ 7-1 • Cette condition est, d'ailleurs,
log I Z — A I
remplie dans les api)lications que nous aurons à faire.
LES FONCTIONS FUCHSIENNES liT l'ÉQIATION \ll = e
J'aur.iU |iii toiil aussi l)iiMi f.iire le coiitr.ure, mais j'ai voulu donner un exemple de deux procédés difVéreuts de démonstration.
Si l'équation (i6) est inlégrable pour / cpc/w^o, elle le sera également quand cette condition ne sera pas remplie, car nous pouvons trouver une lonction i' telle que
7) t' dui "' 0.
Nous pouvons ensuite choisir la constante a de telle sorte que [1 j (De — Xt| c) dw = — X,u / T, (' dbi = / 'f d">-
Nous pourrons alors intégrer l'équation
(17) Du = )iïi« -+- [ç — |jl(Di> — Xr)r)],
qui satisfait à la condition
[cf. — |ji{ D r — Xr, r)] rfio =0.
L'intégrale de (16) est alors égale à l'intégrale de (i") augmentée de iac.
En résumé, ce que notis avons dit au paragraphe précédent de l'équation (1) reste vrai quand il y a des sommets de troisième espèce; ce que nous avons dit dans ce même paragraphe des équations (5), (6) et (g) reste donc vrai également. - — -
Nous pouvons nous résumer en disant que l'équation
(18) ï)ll = TlU U
est susceptible d'être intégrée. Ce résultat n'est établi jusqu'ici qu'en suppo-
sant que le rapp(jrt y est limite.
Je dis maintenant qu'il sera vrai encore pourvu que le rapport - soit limité et partout bien déterminé.
Nous avons, en effet,
» Cp T,
Le rapport ~ est fini, saut' aux sommets de troisième espèce; nous n'avons
donc qu'à examiner ce qui se passe dans le voisinage de l'un de ces sommets. Nous avons supposé plus haut que, dans ce voisinage, /, est développable
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suivant les puissances croissantes de
log 1 Z — A I
Nous supposerons qu'il en est de même de 2.
Si, alors, nous appelons a la valeur du rapport -^ au sommet de troisième
espèce K et que nous posions
<B = n/j + tp,,
le r.ippart -^ restera fini au point k.
Supposons donc, pour H\er les idées, deux sommets de troisième espèce K
et K| ; soient a et a, les valeurs de * aux points K et K|.
Soit f une fonction quelconque, finie et continue ainsi que ses dérivées des trois premier-; ordres et prenant les valeurs a et a, aux points K et K,; on aura
(19) D(jt — i;) = •r)(î< — (■) — (? — T' -+- Dv).
Comme le rapport
reste fini aux points K et K,, on saura intégrer l'équation (19) et, par conséquent, l'équation (17).
IX. — Application du calcul des variations
.rarri\e à l'étude de l'équation (1) DU = Ofi'— *
dont, nous l'avons \u, dépend le problème de la ft)rmation des fonctions fuchsiennes.
Mais, avant de démontrer, par des procédés rigoureux, l'inlégrabilité de cette équation, je veux d'abord la faire pressentir par un de ces aperçus fondés sur le calcul des variations dont on fait quelquefois usage en Physique mathématique.
Pour cela, je suppose d'abord que <i> soit toujours positif, et je donne à la fonction U un accroissement infiniment petit SU.
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.renvisage 1" intégrale (2) AuÉ^u)(8eL— * — DU),
étendue à la surface de Klein tout entière. L'intégration par parties donne
TsUDUrfuj =- fE(U, oU)rfw, de sorte que l'intégrale (2) devient
rrfto[(eei' — <Î>)SU 4- E(U, SU)].
Or
(9eU—<î>)5U = 3(0^1'— tu ); E(U. SU) = - S E(U, U).
jNotre intégrale (2) n'est donc autre chose que la variation oJ, en posant J = fdoiïlE(V, U)-H6eU — <l>ul.
La \arialion oJ ne peut d(jnc s'annuler sans que l'équation (1) soit satisfaite.
L'intégrale J admet-elle un minimum "? E(U, U) est essentiellement positif;
quant à l'expression
eef— <I>U,
elle atteint son minimum pour
équation à laquelle on peut satisfaire, puisque <I> et 9 sont toujours positifs. Le ininiiuuni atteint est
^(.-losl)- Donc, on a toujours
J > / rf'0<t>( I — logj j .
Donc J a un minimum.
Donc on peut satisfaire k l'équation (i).
Supposons maintenant que <I> ne soit plus toujours positil, et soit $0 la valeur moyenne de <I>, de telle façon que
<J>o / rftu = / <î> dw .
!N()us ])ourrons jioser alors
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et l'on aura
/ <Pi rfto = o.
Je dis qu'on peut satisfaire à l'équation (i), pourvu que <i>o soit positit. En elTet, puisqu'on a
/ <l>i d(xi = o,
on peut trouver une fonction c telle que
De = — *,.
Posons alors
l'équation (i) devient
(ibis) DV = ee"ev_<t>„.
On pourra résoudre l'équation (i bis) qui est de même forme que (i), car 9e'' est toujours positif et 4>9 est une constante positive. Peut-on maintenant résoudre l'équation (i) quand
/ <î> diii < o ?
Non; en eflet, on a
JDV d(u = o et, par conséquent,
/ «f" dii) — / 6 fil dtu > o.
Donc, la condition nécessaire et suffisante [xiur qu'on puisse résoudre l'équation (i), c'est que
/ <t> rf(o > o.
X. — L'équation DU=9e^ — (b
Nous allons maintenant donner de ce résultat une démonstration rigoureuse. Envisageons d'abord l'équation
(t) D« = e e" — ta;
supposons qu'on saciie l'intégrer et qu'elle admette comme intégrale
Envisageons ensuite l'équation
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Je me [propose de cliercher à quelles condilions cette nouvelle équation sera intégrable.
Pour cela, je suppose n développé suivant les puissances de ). et j'écris
Alors e"~"' sera éi;alement développable suivant les puissances de À, et je pourrai écrire
e"-"o= I -I- À îi, -+- X2 ;/2+ >.3 „3-4-. , .^ -t- A- IV2 + )i' «'3 -)-... .
J'aurai évideuiuienl
(<| H? «} Iti 117 Un
En général, les tr seront des polynômes entiers par rapport aux ii/, et les coefficients de ces polynômes seront tous positifs.
Alors Uq, «,, ... nous seront donnés successivement par les équations
f Dm, = fl (;"«!(,— il, \ D((.,= 6<"'./«2-hcr2),
<3= ee«c,(«3+ tVs),
Nous avons supposé qu'on savait intégrer réquation(i). D'autre part, d'après les paragraphes \'IT et VIII, on sait intégrer les équations (/>).
Dans la première équation (3), 9, Uo et '1 sont connues, et u, est la tonction inconnue; dans la seconde, 0, Uç, et (Vj sont connues et «2 est la fonction inconnue et ainsi de suite.
Voyons maintenant à quelles inégalités satisfont le^- fonctions U/, ainsi formées.
Quand «2 atteint son maximum, Du^ doit être négatif; donc
Au contraire, quand «2 atteint son iniaimum, on doit avoir
Donc le maximum de u^ est plus petit (pie celui de ( — n'j) et le minimum de «2 plus grand que celui de ( — n'a)-
Donc le maximum de ] M2I est plus petit que celui de | n'nl.
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On verrait de même que le iniximmn île |M:,| est plus petit que celui de [(t'ai et, en général, que le max^imuni de \i(ic\ est plus petit que celui de |h'a|.
Pour la même raison, le maximum de | iif\ est plus petit que celui de
(Rappelons que 9 et e"» sont essentiellement positifs.)
Donc
max de «i < — : •
mine"»
Mais «0 satisfait à l'équation
Dmo= 9 e"o— œ.
Quand Uq atteint son minimum, on doit donc avoir
e e">—'J> > o et, par conséquent, si a est toujours positif,
d'où enfin
min de e"» > min
max| (/, I <■
Soit (/'|, (/j, ..., H^, ... une suite de constantes positives, soit i\\ un polynôme formé avec les //' comme (V/, l'est avec les itj.
Comme les polynômes w/, ont tous leurs coefficients positifs, si l'on suppose
«', > ma\| ((, ], îïi '^ '"'^^1 "2 !• ■■■■< "a-i > 'iiax I u/,_, I,
on aura
€t si l'on suppose
»'/,> ma\| tv^ I,
on aura
u'/, > inax I IV,, I > max I «/, |,
de sorte ([ue, de jjroclie en |)roclie, on aura
(4) M/, = "■/,, «'/, > max I iv/. |, II'/, > max | ;//. |.
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Posons maintenant
(5) p = Xh', -(- ),2(ij-i-. . .;
il viendra, d'après la définition des polynômes w et iv',
-I- X" iv'j -t- X3 w'j H- . . .
on. à cause de l'égalité u'/, = iv^,
(G) 6"= 2V -hl — \ll\.
Gomme ii\ nest assujetti qu'à être plus grand que le maximum de H|, je prendrai
max ir
De l'équation (6) je tirerai c en série ordonnée suivant les puissances de )>, et la limite de convergence de cette série correspondra à la valeur de X pour laquelle Téquation ((3) a une racine double.
Or, en dllTérentiant l'équation (6), je trouve
e''= 2, f = loga ; Xm'i = log4 — 1.
Donc, la série (5) converge, pourvu que
I >>"'i I < 'og4 — I-
Donc, en vertu des Inégalités (4),
u = i<o -h X î< I -+- X' uj -t- . . .
converge absolument et uniformément.
Il en est de même de la série
e"= e«o(i -H Xh,h- X^Hj-H. . .-+- X'Wî-i-.. .).
En effet, les termes de cette série sont respectivement plus petits que ceux (le la série convergente (à termes positifs et constants)
l'orinons donc les deux séries
fie"— !f — X<j/ = VoH-XVi + X'Va-H...
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et
fv; G diot -H À Cv] G c/wt-h X2 fvi G dm
où j'ai écrit, pour abréger, G au lieu de
G(IVI, P;M„ P
et où V|. est la valeur de la l'onction V* au point M,.
La première de ces séries sera uniformément convergente, de sorte que la seconde représentera l'intégrale
= / (6 e"— 9 — X'{/)iGrfu)i,
ou
représente la valeur au point M, de la fonction
0 e"— tp — X'\i.
On a donc
D'aulre pari, on a
D A',', G </(o, = V„ = 9 e".— tp,
D A ,iG f/<o,= ¥,= 6 e">.f(/2+ II',),
En résumé, si nous posons, pour abréger,
j \IG rfoj, = ('/.,
on aura
1 ) u/, = D vu
et, par conséquent,
Ca étant une constante. Les deux séries
» = 7 >.*■«/. et ^ >y'i/,-=,I
sont convergentes et la convergence est unilorme, pourvu que M reste en dehors d'une petite courbe entourant le point P,.
H. P. — II. -jS
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Soieiil donc it la somme «le la première série et J celle (Je la deuxième; soil c colle de la série ^ a^C^. On aura
et, par conséquent,
D» = D.I = Oe" — 'i — lij.
JNotre équalion e>t donc satisfaite.
Cela suppose que o est toujours positif et que les rapports ^ et ^ sont limités et partout Ijien déterminés.
L'équation
Du = 0 e" — ï6
admet-elle une solution, quelle que soit la constante positive a ? Oui, car elle admet pour intégrale
(( = log ï.
Soit maintenant l'équation
(8) Dh = 0 <?" — aO — |ji'l/,
où ']; est une fonction toujours positive et telle que ^ soit limité.
Est-elle toujours intégrable, quelles que soient les constantes positives x et i>. ?
Changeons a en |jl 4- X; l'équation devient
(S bis) D(( = Oe"— ocO — |ji'!; — X'^>,
qui se ramène à la forme (2) en ])Osant
Comme [j.'I> est essentiellement positif, nous avons
min de
Si donc l'équation fS) est intégrahle, il en sera de même de (8 his) pourvu
que
log4-
Si d(jnc l'i^quatiou (8) est intégral)le pour
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elle le sera encore pour
|io< H < Ho-H (log4 — i) —
et, par conséquent, pour
I-io < 1^ < f^o
(log4 — 1),
et, comme le nombre /( peut élre pris aussi grand que l'on veut, elle sera inlégrable pour toutes les valeurs de ^ supérieures à aj.
Or l'équalion (8) est inlégrahle pour iji = o, puisqu'elle se réduit alors à l'équation (7); elle est donc intégrable pour toutes les valeurs positives de u.
On peut conclure de là que l'équation
D« = fif"— es
est toujours intégrable pourvu :
1° Que la fonction s soil toujours positive et ne puisse s'annuler;
2° Que celle fonction reste finie, sauf aux sommets île deuxième et de troisième espèce, où f) devient infini;
3° Pourvu, enfin, que le rap|)Ort | tentle vers une limite déterminée quand on se rapproche de l'un de ces sommets et que cette limite ne soit ni nulle, ni infinie.
Dans ces conditions, en effet, le rapport ï restera constamment compris entre deux limites positives, de telle façon que
Nous pourrons poser
P > t > cp = 2O -t- 1]/.
Alors '!^ sera toujours positif et le rapport -^ sera limité.
L'équation
D» = 6 e" — czO — (J1.4/
sera donc intégrable pour toutes les valeurs positives de a et, en particulier, pour la valeur i . c. q. f. d.
Dans le cas particulier des fonctions fuclisiennes de la première espèce, il n'y a pas de sommets de deuxième et de troisième espèce, la fonction 9 est
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liuijouis linie, et IV'qualiou (i) est intégrable si la l'oiiclion a est toujours })t)sitivc et toujours Ihiie. Elle l'est, en particulier, si cp est une constante positive.
Supposons mainlenanl que es soit toujours finie, mais ne scjit pas toujours positive. Soit Oq l'i valeur moyenne de o, de telle sorte que
Il existera alors une fonction r qui satisfera à
Dv — tfd — (p ,
puisque / (oo — ■s,)d(.i}=o. (C/. §VI.) Il existera une fonction w satisfaisant à
Div = 6 e''e"' — <fo,
pourvu que la constante 'Jq soit positive.
La fonction
satisfera alors à
U « = 0 e" — cp.
Donc, (hiiis le cas des fonctions fuchsiennes de première espèce, c'està-dire dans le cas où 9 est toujours fini, si. d'ailleurs , la fonction a est toujours finie, la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (i) soit intégrable, c^est que la iHileur moyenne de es soit positive.
On peut généraliser ce résultat pour le cas où il y a des sommets de deuxième et de troisième espèce.
Supposons, en ell'et, que la fonction co soit toujours finie, sauf aux sommets de deuxième et de troisième espèce, où le rapport ^ tend vers une limite positive déterminée qui n'est ni nulle, ni infinie.
Supposons de plus que
/ !» dui > o.
*.' Il est évident qu'on peut poser
(f = tp,-|- Oj
et cela de telle façon :
1° (^ue », soit toujours positive;
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2° Que 'Jj soit toujours finie ; 3' Que
/ Cio du> = 0.
Alors le rapport -^ ternira vers une limite finie et difierente de zéro dans le
voisinage des sommets et l'on aura
'Ji dtii > o.
Donc on trouvera des (onctions v et w qui satisferont à
D w = 6 e" e"' — cpi.
La fonction
satisfait alors à l'équation (i).
Donc Véquation est inti'grable aux conditions saii'antes :
1° Si la valeur moyenne de » est positive ;
2" Si le rapport | tend vers une limite.positive finie et différente de zéro quand on se rapproche d 'un sommet de deuxième ou de troisième espèce.
Il subsiste encore une restriction dont je voudrais me débarrasser.
Le rapport ~ doit être fini aux sommets de deuxième et de troisième espèce^ et, de plus, en ces sommets, il ne doit pas s'annuler. Cette restriction est essentielle en ce qui concerne les sommets de troisième espèce, mais elle doit disparaître en ce qui concerne ceux de deuxième espèce.
Soit, en effet, à une fonction quelconque assujettie aux conditions suivantes :
1° Sa valeur moyenne sera nulle; 2° elle est finie partout, sauf aux sommets de deuxième espèce; 3° aux sommets de deuxième espèce, le rapport ^ sera positif et différent de zéro; on pourra alors, en vertu des principes du paragraphe VI, intégrer l'équation
On ne le pourrait pas si nous avions supposé que le rapport^ était différent
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de zéro aux sommets de troisième espèce. L'intégrale
/"tj-, G(M, P; M,, P,U/oû,
ne serait pas alors restée finie quand M serait venu en un de ces sommets. Soit, d'autre part, l'équation
( I ) D « = 0 e« — tfi
et supposons que o satisfasse aux conditions suivantes : 1° On a
tf> c?io > o ;
2° Le rapport -^ a partout une valeur finie et déterminée;
3° Aux sommets de deuxième espèce, cette valeur peut être positive, négative ou nulle;
4° Aux sommets de troisième espèce, elle sera positive et différente de zéro.
Si nous posons
u, — Xc = w,
il viendra
(g) Dw = 1) e'-" e"' — 9 — Xi}/.
Nous pourrons prendre la constante positive \ assez grande pour que, aux sommets de deuxième espèce, les rapports
soient positifs, et, en effet, -^ est positif, ^ est limité.
Aux sommets de troisième espèce, ces rapports sont égaux à
et, par conséquent, positifs d'après l'hypothèse.
On pourra donc intégrer l'équation (i)) et, par conséquent, l'équation (i). En résumé, voici les conditions pour que V équation (i) soit inté-
£(rable :
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1° On (loir avoir
o dui > o ;
2° Le rapport j doit avoir partout une valeur finie et déterminée; 3" Cette valeur, qui peut être quelconque aux sommets de deuxième espèce, doit être positive et différente de zéro aux sommets de troisième espèce.
XI. — Application aux fonctions fuchsiennes
Nous venons de voir à quelles conditions peut s'intégrer l'équation (i) du paragraphe précédent; or, au début de ce travail, nous avons montré que la formation des fonctions fuchsiennes dépend de l'intégration d'une équation de même forme,
(i) DU = Oei'-<l>.
Voyons si elle satisfait aux conditions énoncées.
La fonction <I> est finie, sauf aux sommets de troisième espèce, et en ces sommets la valeur du rapport -7- est finie, déterminée, positive et différente de zéro; c'est ce que nous avons montré à la fin du paragraphe IV.
11 reste donc à vérifier que l'on a
> dti> >• o.
Je rappelle que
— * = Dlog^ -t-D/i,
Il étant une fonction partout finie, sauf aux sommets de deuxième et de troisième espèce et telle que la différence
(2) /, _(^2_rj|og|Z-A|
reste finie aux sommets de deuxième espèce et que la différence
(3) /i — 2loglZ- A! — ■2loglog|Z — A|
reste finie aux sommets de troisième espèce.
Nous supposerons que Z est lié à Z' ]iar une relation algébrique
ViZ. Z') = o.
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Cette relation représente une courbe algébrique d'ordre m; je |niis, sans restreindre la généralité, supposer que celte courbe a ses m directions asymptotiques distinctes et qu'elle n'a d'autre singularité que des points doubles ordinaires.
Je puis supposer aussi que les sommets de deuxième ou de troisième espèce ne correspondent ni à un point double de la courbe, ni k un point à l'infini, ni à un point où la tangente est parallèle à l'axe des Z [c'est ce qui m'a permis tout à l'beure d'écrire Z — A et non Z" — A" dans les formules (2 j et (3)].
Cela posé, quand log -j^ devient-il infini?
1° C)nand -^ devient infini, c'est-à-dire quand le point Z, Z' s'éloigne à
l'infini sur l'une des branches asyinptotiques de la courbe; 2" Aux points où la tangente est parallèle à l'axe des Z, on a
et, par conséquent,
dQ ^=°
dQ' ^ [, . dQ ^ , et, comme — p- est lini, -r— est nul,
du> ciw
:')° Aux points doubles, on a, à la fois,
dF _ dF _ dZ~dr ~°''
mais Z' est fonction liolomorplie de Z et -y- reste fini. Nous avons donc
I ^ dQ ,
dw
et 'i devient logarillimiquement infini en un certain nombre de points singuliers qui se répartissent en quatre sortes :
Première sorte. — Ce sont les 7?i points à l'infini de la courbe F = o.
dF dl'
m (m — I ) — id,
Deuxième sorte. — Ce sont les points où -t=7 = o ; leur nombre est
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d étant le nombre des points doubles, ou bien
lin ^ ip — 2 ,
p étant le genre de la courbe.
Troisième sorte. — Ce sont les sommets de deuxième espèce. Quatrième sorte. — Ce sont les sommets de troisième espèce.
Entourons chacun de ces points singuliers d'une courbe infiniment petite. La surface de Klein se trouve partagée en deux régions : la région intérieure à ces petites courbes, qui est infiniment petite, et la région extérieure qui est finie.
L'intégrale / ^dw. étendue à la région intérieure, est infiniment petite. L'intégrale étendue à la région extérieure est
J^H.=jLU,d.=J'Ad,,
en vertu de l'équation {?> bis) du |)aragrapbe III; dn et Jt sont définis comme au paragraphe III, que hi surlace de Klein soit isotrope ou anisotrope.
L'intégrale du troisième membre est étendue au périmètre de toutes les petites courbes; mais il faut observer que les dn positifs doivent être comptés vers l'extérieur de la région où se fait l'intégration double, c'est-à-dire vers l'intérieur de la petite courl)e.
Considérons d'abord une petite courbe entourant un des m points singuliers de la première sorte : ceux où Z devient infini.
Nous prendrons
d'où
du
dO"
dZ 12
rfZ"| |Z"|*
A l'intérieur de notre petite courbe nous avons donc
</Q" 0; = 4 log|Z"| — log-^ — /(.
Or, log -7- -I- /i reste fini : notre intégrale est donc égale, en négligeant des infiniment petits, à
dn H. P. — II. 74
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OU bien, toujours avec les notations du paragraphe III,
rfS"et rfN" étant les arcs infiniment petits qui correspondent sur le plan des Z"
aux arcs ih et dn de la surface de Klein.
Si nous posons
et si l'on suppose que la petite courbe a pour équation p = const., et correspond à un cercle sur le plan des Z" ; cette intégrale peut s'écrire
.l'ai mis le signe — , parce que les t/IN" positifs doivent être comptés vers l'intérieur du petit cercle p = const.
Considérons maintenant une petite courbe entourant un îles
2 m -H ip — -1
po
ints singuliers de la deuxième sorte.
Soit Z = A, 7J =^ X' ce point singulier. Nous aurons
du du'
iL = — los;-r-7 — log— ;— — li.
" dio' " du
D'autre pari, on aura
H étant une série ordonnée suivant les puissances de Z' — A' et ne s'annulant pas pour Z'= A'.
On en déduit
H' ne s'annulani pas pour Z'= A'.
Il vient donc
dZ
dZ'
■). log I Z' — .\' I -H2 logH',
dÇ>'
L'expression
= - 2 log| Z'- A' I - -1 logH' - log V- - /'•
1 ij' 1 '^^ 1
2 log H -I- log — ; h /'
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reste finie; donc l'intégrale se réduit à
Le même calcul montrerait que cette intégrale est égale à ,\tz.
Considérons une courbe entourant un point singulier de la troisième sorte; il vient
/, = (2-- )Iog|Z — A| + /i,
/;, étant (ini et, par conséquent,
^-.)log|Z_A|-/„-log^,
, , du . ...
Il, + log-;- clant hni.
jNotre intégrale est donc égale à
VloglZ — A
(dans cette formule, la lettre n figure deux fois dans deux sens différents; Il est un nombre entier et dn une longueur infiniment petite; mais aucune confusion n'est à craindre), c'est-à-dire, toujours d'après le même raisonnement, à
Passons enfin aux sommets de la quatrième sorte; on a
/i = 2 log I Z — A I -H 2 log log I Z — A I -t- A 1 ll^ restant fini; notre intégrale se réduit donc à
rf log I Z - A I ^ /■ rf log log LZ - AJ ^^^
dn
La première intégrale se réduit à 4''^- Quant à la seconde, si nous posons
et si nous supposons que la [)elite courbe a pour équation p = const., elle se
réduit à
/d log logp , r du S- ^J- p rfu) = 2 / -, — d? J log
diu
âgP
et tend vers zéro quand p tend vers zéro.
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L'intégrale se réduit dune linalement à 4~- En résumé, nous trouvons :
i" Pour les ni |)oints de lu première sorte,
— 8 ni 7t ;
2" Poiir les im + ip — 2 points de la deuxième sorte,
3" Pour les ^points de la troisième sorte (sommets de la deuxième espèce),
4" Pour les q' points de la quatrième sorte (souimets de la troisième espèce), Nous avons donc finalement
Considérons le ])olygoiie luchsien R,,, et soient 2 k le nombre de ses côtés, h le nomljre des cycles de sommets de première espèce, <j et q' ceux des cycles de sommets de deuxième et de troisième espèce.
La somme des angles est égale à
Le déficit angulaire (proportionnel à la surface non euclidienne) est
2t:(a-,-/,-VI').
On a, <raulrc |>art,
d'où
ce qui montre que le liélicit angulaire est égal à
2Tt ( 2/) - 2 ^ 7 -^ 7 -^ ^ ) •
L'intégrale / 'P dio est donc égale au double du déficit angulaire.
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Elle est donc positive. c. q. f. n.
Donc, l'équation
DU = fie^ — <i>
peut s'intégrer; donc, dans tout tjpe t'uclisien, il y a une équation fuchsienne.
Le théorème fondamental est démontré pour toutes les fonctions fuchsiennes qui n'existent qu'à l'intérieur du cercle fondamental; je me réserve d'j revenir en ce qui concerne les autres fonctions fuchsiennes et, en particulier, celles de la troisième famille.
XII. — Formation des équations fuchsiennes
Soit
notre équation fuchsieune, où es est une fonction rationnelle des deux variables Z et Z' liées par la relation algébrique
Les deux intégrales fondamentales de cette équation seront
et Z sera une fonction fuchsienne de z.
Si l'on désigne par i" et i" les imaginaires conjuguées de r, el c^, on aura
D'autre part, nous avons posé
d'où
- '■!- /dl /dL^ ,
' ^=V/si/^^'-^-^'
ou bien
u L'exponentielle e ' est une fonction de Z et Zo et nous avons, dans ce Mémoire
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appris à former cette fonction pour les couples de valeurs Z et Z„ qui sont imaginaires conjuguées.
Cela posé, il vient
d'-e~~- dU', d^ç,
dV- ~ dZ"- ' dV^ - '
ou, à cause de l'équation (i),
ou enfin.
La fonction u est connue pour tous les couples de valeurs conjuguées de Z
et Z„, c'est-à-dire pour toutes les valeurs réelles de X et de \ (en posant
Z = X4-îV).
On connaît donc aussi, pour toutes les valeurs réelles de X et de ^ , les
, , . , du du dérivées -p^ et jr; et, par conséquent,
dZ^ -'
•2 dz^ "^ ,:
KS
du dZ
I /du du \
2 \dX ^ Td\) '
d^u _ i /d'- u 1 d' u _ dHi_
5Z^ ~ 2 \lm "^ i d\ d\ rfY2
Nous connaissons donc tp et, par conséquent, l'équation fuchsienne est formée. U est aisé de vérifier que » est fonction de Z seulement; en elTet,
do \ d'-'u I du d- u
dZo 2 dZ'^dZo 1 dZ dZ dZ^
Or
rfs u d^ u du
dZdZ^~ ' dZ^ f/Zo dZ
Donc
aZo
On vérifierait facilement les autres propriétés de la fonction tp.
Ces considérations peuvent nous permettre d'entrevoir une autre démonstration de l'existence de l'équation fuchsienne.
Supposons que nous considérions les équations d'un même type tuclisien; la fonction es qui y figurera ne sera pas entièrement arbitraire; elle dépendra seulement d'un nombre fini N de paramètres.
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Les intégrales i', eL cj dépendront de ces N paramètres et, en plus, de quatre constantes d'intégration.
Si l'on forme de cette manière l'expression
ce sera une fonction de X et de Y qui dépendra de N + 4 paramètres. Seulement, la fonction ainsi définie pourrait n'être pas uniforme sur la surface de Klein; on la rendrait uniforme par des coupures.
On formerait ensuite l'intégrale du paragraphe IX et l'on répéterait le raisonnement de ce paragraphe fondé sur le calcul des variations. Mais celte fois ce raisonnement serait rigoureux, parce que l'intégrale ne dépendrait plus d'une fonction arhitraire, mais d'un certain nombre de constantes arbitraires.
On serait donc certain qu'elle a un minimum.
FONCTIONS MODULAIRES
FONCTIONS FUCHSIENNES (
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3" série, t. 3, p. i25-i49 (igu).
I. — Séries «^ à indice négatif
Les fonctions modulaires ne sont qu'un cas particulier des fonctions fuchsiennes; le groupe fuchsien correspondant est celui des substitutions (:,^ — ^) où a, p, y, S sont des entiers tels que ao — ^y =z i . Le cercle fondamental se réduit à une droite, axe des quantités réelles, de telle façon que les fonctions n'existent qu'au-dessus de cet axe. Il est clair que les propriétés générales des fonctions fuchsiennes s'appliquent aux fonctions modulaires; je me suis déjà occupé de cette application dans un Mémoire intitulé : Sur les ini-ariants arithmétiques, inséré au Tome 129 du Journal de Crelle (1905), mais j'ai laissé dans l'ombre un certain nombre de points sur lesquels je voudrais revenir. Dans les renvois qui vont suivre, la lettre A se rapportera au Mémoire Sur les fonctions fuchsiennes ^Acta matheniatica, t. I (2)] et la lettre C au Mémoire Sur les invaiiants arithmétiques que je viens de citer (^).
Rappelons d'abord les principes fondamentaux en quelques mots :
1° Line fonction fuchsienne est une fonction de :, méromorpbe dans tout l'intérieur du cercle fondamental (ici pour tout point situé au-dessus de l'axe des quantités réelles, cet axe étant exclu) et satisfaisant à la condition
f) H. PoiNCARÉ n'a pu corriger les épreuves de ce Mémoire, dont il avait envo\é le manuscrit à l'impression le 7 juillet 1912, la veille du jour où il est entré à la Clinique où il devait être opéré. {') Ce Tome, p. i69-25'7. N. E. N.
{') Le Mémoire désigné par la lettre G ne figure pas dans ce Volume.
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2° Une fonclioa [liétiifuchsienne est une lonctionde 5, laéromorphe à l'intérieur du cercle fondamental et satisfaisant à la condition
(la fonction est alors d'ordre m).
On peut avoir avantaf;e à mettre une fonction thétafuchsienne sous la forme
homogène. Posons :; = - et
©(;, -i\) sera une fonction homogène d'ordre — 2m en q et /| et la relation (2) deviendra
(2bis) e(a5 -I- pr,, f; -1- St) ) = e(Ç, t) ).
Pour revenir d'ailleurs de la forme homogène à la forme ordinaire, il suffit de faire ; ^ ;, Tj ^^ 1 .
3° Une fonction thétafuchsienne s'exprime facilement à l'aide des fonctions fuchsiennes ; donnons en particulier cette expression dans le cas des fonctions modulaires. Dans ce cas, le polygone fuchsien est un quadrilatère formé de deux ti'iaiigles égaux (au point de vue non euclidien) et dont les angles sont o, - et ^- Soient A, B, G les trois sommets de ce triangle; le sommet A est sur le cercle fondamental (je |>uis clioisir mon polygone fuchsien de laçon que ce sommet soit le point ; ^ ao). Il existera une fonction fuchsienne
à l'aide de laquelle toutes les autres pourront s'exprimer rationnellement et
telle que l'on ait
^ = xenA, 3" = oenB. 3- = ienC;
on aura alors, pour une fonction thétafuchsienne quelconque d'ordi'C m,
R étant une fonction rationnelle de x; mais il convient de distinguer quatre espèces de fonctions thétafuchsiennes :
i" Celles de la première ou de la quatrième espèce seront celles qui deviennent infinies à l'intérieur du cercle fondamental. La condition pour H. P. - II. 75
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qu'une fonction (-) ne jnusse pas devenir inliiiie à l'intérieur de ce cercle, c'est d'abord que R ne puisse devenir inlinie que quand -^ s'annule, c'est-à-dire pour a; = o ou jc = I , et que l'ordre d'inlinitude de R soit moindre que l'ordre de petitesse de l'autre facteur \--fz) '< "" devra donc avoir
P étant un polynôme de degré /) et X, et Xj étant des entiers tels que
(^bis) ^'=T' ^'=— •
2° Si les conditions (4) et ( 'i bis) sont remplies, la forme 0 est de deuxième ou de troisième espèce; mais uni' autic distinction est nécessaire. On a démontré [A, p. 275 ('); A, p. 21 5 (2)] que pour qu'une fonction tliétafuchsienne de la forme (3) puisse être représentée par une série thétafuclisienne, l'expression x'"V\. doit tendre vers zéro quand x croît indéfiniment, si x=ao correspond k un sommet situé sur le cercle fondamental, ce qui est ici le cas. Cela nous conduit à la condition
jo £ Xi -f- X2— ni — I.
Si plus généralement on a
ri p_ P
P et Q étant des polynômes de degrés p et q ne s'annulanl ni pour x = o, ni pour a; = I , on devra avoir
(5 bis) p — qiXi + \,^ m — i.
.3" Si les conditions (5) et (5 bis) sont remplies, la fonction est de première ou de seconde espèce; dans le cas contraire, elle est de troisième ou quatrième espèce.
4° Une série tliétafuclisienne est une série de la forme suivante : soit H( ;, r,) une fonction rationnelle liomogène de degré — 2m en ? et en ti ; la série en question est ^
la sommation étant étendue à toutes les substitutions du grou[)e fuchsien. Pour
( ' ) Ce Tome, p. ■•']!.
(■) Ce Tome, p. if<«.
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que cette série converge, il faut que m soit au moins égal à 2 et que la
fonction H(;, /i) ne devienne infinie pour aucune valeur de - située sur le cercle
tondninental. Dans le cas particulier qui nous occupe et où le cercle fondamental se réduit à l'axe des^ quantités réelles, cette seconde condition doit s'énoncer ainsi : la fonctitui rationnelle H(Ç,yi) ne doit devenir infinie pour aucun système de valeurs réelles de ; et de yj, le système \ = o, Tj := o étant mis à part.
Je suis obligé d'insister sur ce point à cause d'une inadvertance que j'ai commise dans le Mémoire cité (C, p. 92). J'ai dit que H(Ç, r,) devait avoir un zéro d'ordre ik au moins pour y) = o ; cette conclusion n'était nullement justifiée par le raisonnement qui précédait et qui conduisait tout simplement à l'énoncé que je viens de donner; je nen ai heureusement fait aucun usage et le reste du Mémoire a été écrit sans en tenir aucun compte.
Quoi qu'il en soit, nous devons distinguer deux espèces de séries thétafuclisiennes : celles où H devient infini à l'intérieur du cercle fondamental, et celles où H n'y devient jamais infini. Les premières seules peuvent devenir infinies à l'intérieur du cercle fondamental. Les séries thétafuclisiennes de première espèce représentent des fonctions de première espèce, les séries de tieuxième espèce représentent des fonctions de deuxième espèce; les fonctions de troisième et de quatrième espèces ne peuvent être représentées par des séries thétafuclisiennes.
5° Mais, outre les séries thétafuclisiennes, nous avons d'autres séries qui peuvent représenter des fonctions thétafuchsiennes. Nous avons en premier lieu les séries
convergentes si m est au moins égal à 2. On doit y donner à a et ,3 toutes les valeurs entières premières entre elles. Ces séries ne difi"èreut que par un facteur constant simple de celles que Ion obtiendrait en donnant à a et j3 toutes les valeurs entières sans exception, sauf hien entendu le système a= [i = o.
A chaque substitution du groupe correspond un système de valeurs entières et premières entre elles de a et P; réciproquement, à chaque pareil système, correspondent une infinité de substitutions du groupe, comprises dans la formule
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y el 0 étanlcleiix entiers lels que ao — Py = ' i •î'- l-*^ étant un autre entier arbitraire.
Nous avons ensuite les séries
l(af -+-piri)2" '
yl îaiit-— — -—
Ici encore m et ^ sont des entiers, le premier au moins égal à 2, le second positif ou négatif; nous donnons à a et ^ tous les systèmes de valeurs entières premières enire elles ; enfin y el 0 sont des entiers tels que ao — ^y = 1 . Peu importe d'ailleurs la façon dont on choisit y et S, car si l'on change y et S en y + ua et 0 + [ji.j3, [jl étant entier, l'expijnentielle
^ Y? + Sri
e"''"aUfi.
ne change pas. Il est clair que les séries 7 — -; k—tt— rentrent dans le même
type et peuvent s'écrire
Cela posé, considérons la fonction rationnelle 11(^,7,) qui sert à former la série ihétafuclisienne et décomposons-la en éléments simples par rapporta ?; nous aurons, si tous les infinis sont simples,
S'il y a des infinis multiples, nous aurons des termes de la forme
fj pouvant être d'ailleurs plus grand que 2 ni. Nous n'avons pas à nous inquiéter de la partie entière (par rapport à Ç) de la décomposition de H en éléments simples. Cette partie entière n'existe 'pas ; car H ne doit )ias devenir Infinie pour T) = o.
Nous ne pouvons pas nous servir de l'un des éléments simples du second membre de (7) pour construire une série thétafuchsienne, car ces éléments simples deviennent infinis pour/, =0. Il n'en serait pas de même de l'élément simple (<S) si q était au moins égal à 2 in .
D'ailleurs, j)i)ur que H ne devienne pas mliiiic pour /, = d, il faut certaines relations entre les itisidus Ba, à savoir
(9) S B/, dy' = o { q = o, i, i, .. . , 1 m — 3).
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Considérons alors la série thétafuchsienne
SHfotJ + pT], v£ -f- OT, ) ;',
nous pouvons, en f;roupant les termes d'une aiarnère convenable, la décomposer en séries partielles; à cet effet, nous grouperons ensemble toutes les substitutions qui correspondent aux mêmes valeurs de y et de 5 ; l'ensemble des termes correspondants s'écrira
S H[a$ -t- 3r; -i-/)(y^ + SiT)), vï -t- 3ir)].
les entiers a, [3, v, 2 ayant des valeurs déterminées, tandis que l'entier p est quelconque. Envisageons séparément les divers éléments simples de H; l'un de ces éléments nous donnera
(T? -*- o^n )-'"-' ^ ( a? -t- ^T; ) -1- (yD — a/t ) ( Yi H- i5ri ) ' et il faut sommer par rapport à l'entier p; la sommation est aisée, on trouve
Or, la cotangente de x peut être développée suivant les puissances soit croissantes, soit décroissantes de e^'-^, suivant que le module de cette exponentielle est très petit ou très grand; nous aurons, dans le |)remier cas,
TzcolTzx = 1.1,, e^'/J^-r
(d'ailleurs 7,p est égal à — /tt pouryj = o et à — 2«7r pour ^ > o) et dans le second,
L'expression (lo) s'écrira donc, si la partie imaginaire de a/, est grande et négative,
B/,S>.p e-2'>it<!)i(YS -H 8r, )-2"> e Y5 + 8r,^
et, si elle est grande et positive,
a; -H pri 2 ,/> 7t -
Il nous faut sommer, par rapport k p el par rapport à k, ainsi que par rapport aux systèmes d'entiers y et 2. Nous observerons à l'égard de cette seconde sommation que
2(y; -h S-ri)-2"' /'''"tÇ + ôo = 'hCç, 75; —y,, m)
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à cause de la perimilation du rôle des entiers a, ^ avec celui des entiers y, o. Nous aurons donc, à supposer que tous les «^ aient leur partie imaginaire grande,
(II) e = SB^X,, e-2'/"t«i i)/(^, T); — p, m) — S B^X^ e2'/"t«nj;($, r, ; p, m);
le premier terme du second membre se rapporte aux n* dont la partie imaginaire est négative et le second terme aux cik dont la partie imaginaire est positive.
Dans le cas où nous aurions des infinis multiples, nous n'aurions qu'à remarquer que (8) n'est, à un facteur constant près, que la dérivée (q — i)' du terme général du second membre de (7), dérivée prise par rapport à a/,; nous introduirions ainsi, par exemple, dans le second membre de (i 1), des termes de la forme
{m bis) MS CjO'?-iXpe-2'>t«nj;(^, T, ; — /,, m),
M étant un facteur numérique simple dépendant de q.
Il importe de nous rendre compte de ce que nous devons entendre Y>^r grande, quand il s'agit de la partie imaginaire de a*. Les deux développements de cotita; sont toujours valables, le premier toutes les fois que la partie imaginaire de X est positive, le second toutes les fois qu'elle est négative. Considérons, d'autre part, les difterentes valeurs que peut prendre l'expression
«^ + ?r, ï? -+- Sr,
pour les différentes substitutions du groupe; ce sont les différents transformés
du point ; = --Ils sont tous au-dessus de l'axe des quantités réelles, leur partie
imaginaire est toujours positive et elle peut varier depuis o jusqu'à une certaine limite supérieure L qui correspond à ceux des transtormés de ; qui se trouvent dans ceux des polygones fuchslens transformés du polygone luchsien fondamental qui s'étendent à riufiiii. Toutes les expressions
devront donc avoir leurs parties imaginaires de même signe, c'est-à-dire que*/* devra avoir sa partie imaginaire négative ou bien plus grande que L.
Supposons d'abord quetous les ajî aient leur partie imaginaire négative. Dans
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ce cas, la série thélaluchsieiine sera de seconde espèce et ne pourra représenter qu'une fonction de seconde espèce; mais nous savons que le noinljre des fonctions thétafuchsiennes de seconde espèce linéairement indépendantes est limité. Ce nombre est égal à
n, n, n, n, «-<-], n pour
/7! = 6n-i-2, 6n -\- i, 6/1-+-4, 6n-i-5, 6/!-+-6, fin -^ y
Donc, pour m = 2, 3, 4) 5 et •j, il n'y a pas de fonction de seconde espècaet toute série de seconde espèce est identiquement nulle. Nous considérerons en particulier la série formée avec une fonction rationnelle H présentant un seul infini a d'ordre 2m
(f _ ar))-^"'
Si nous lui appliquons la formule (11) convenablement modifiée, il viendra
Cette expression, qui est développée suivant les puissances de e"'""', doit être identiquement nulle, quel que soit a; il faut donc que tous les coefficients de la série soient identiquement nuls ; la série commence par le terme où ^j = i , le terme où p = o est nul à cause du facteur p'-'"~' . Donc l'expression
est nulle identiquement toutes les fois que p est négatif et que m = 2, 3, 4, 5 ou 7.
Pour d'autres valeurs de m, il y a des fonctions de seconde espèce, mais il n'y en a qu'un nombre fini; l'expression ( 1 2 ) doit donc s'écrire
(1-2 bis) e = K181 -t- K2H2 -f-. . .-4- K,,e,,,
où q est le nombre des fonctions de seconde espèce linéairement indépendantes, où les &i sont ces fonctions elles-mêmes, où les K,- sont des coefficients qui dépendent seulement de a. En identifiant les expressions (12) et (12 bis), nous voyons que, l'identité devant subsister, quels que soient ^ et r,, d'une part<et quel que soit a, d'autre part, les coefficients K, sont développables suivant les puissances de e~-""' et qu'en identifiant les coefficients des puissances de cette
(' ) Ce Tonu-, p. 207, 240.
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variable on trouve
'!'(?. T,; —/), «0 = /.iei-l-X-î02 + .- .-^ k^Bq, les k étant des coefficients constants ; donc :
1° Quelque soit m, l'expression 'L(;, y, ;/>. m), où p est négatif, représente une fonction thétafuchsienne de seconde espèce.
2" // y a toujours une relation linéaire entre 7 + 1 de ces expressions si p est négatif.
Il resterait à former elVectivement ces relations linéaires.
II. — Séries j^ à indice positif
Pour pouvoir aborder l'étude des expressions 'i quand p est positif, il faut nous placer un instant à un autre point de vue. Considérons la fonction
pour ; = 00, c'est-à-dire pour le sommet A du polygone fuchsien ; on aura x = x. Je puis même écrire
en développant x suivant les puissances de e-'~'^; le développement commence par un terme du premier degré, je veux dire que u-o = o, [Ji-)-ï;0 [A., p. 274 (')]• Je puis d'ailleurs renvoyer, pour le cas particulier des fonctions modulaires, aux relations connues entre le module et les périodes. On tire de là un antre développement
(2) -ï =e-2'=7rv,,^gî/,;n (v„>o),
dz
lonc le développement de -r^ commence par un terme de degré — 1 en e- Soit alors une fonction R quelconque, et
Nous prendrons, par exemple,
( ' ) Ce Tome, p. 289.
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les entiers A, et Aj et le degré/* du polynôme P satisfaisant aux conditions
Cette fonction 0 ne pourra devenir infinie à ["intérieur du cercle fondamental que pour la valeur ; =r a qui correspond k'x ^ c. Si nous voulons former la série thétafuclisienne correspondante, il faudra donc que nous prenions (en renonçant à l'homogénéité et faisant, par conséquent, Ç ^ ;, yj = i)
Les a^ sont les pôles de H qui sont à l'extérieur du cercle fondamental, les B^. sont les résidus correspondants; a est le pôleunicjue intérieurau cercle londamental et B est le résidu correspondant.
Appliquons la formule (ji) du numéro précédent à cette série lliétaluclisienne, il viendra
(4) e = s B'^-Xpe-î'/'i"; il-(— yD) — BX À,, <;2i>îta ^(^),
Nous écrirons pour abréger 'li(p) au lieu tie 'i^c, y,;/), //;).
Le premier terme du second membre de (' 4) représente une fonction thétafucbsicnne de seconde espèce, que nous pourrons écrire
Kit), -+- Koe.2-i-. . .-<- K,e,,,
q étant le nombre des fonctions de seconde espèce, les 0, ces fonctions ellesmêmes et les K des coefficients qui dépendent de a.
Nous savons, par les dé\ eloppements (i) et (2), que - et -^ sont développables suivant les puissances de e-"^", le premier développement commençant par un terme de degré i et le second par un terme <le degré — 1. Nous aurons
donc
_ •^ /rf,r\"' f(j") .r''
On peut développer -^^ suivant les puissances de e-"^", le développement commencera par un terme de degré /( + i ; nous en déduirons
^ /dx\"'
jLu \dz I xA,(a; — !)>'.
le polynôme P* étant de degré p -^ k — i .
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Daiitre part, nous avons
/rfc\"'-' P(c)
^da J c^-i ( c — I )''■
Développons encore suivant les puissances de e-""'; nous voyons que le
/ dc\ '""' développement du premier facteur/ -j-\ commence par un terme de degré
1 — m et celui du second facteur par un terme de degré X, + Xo — p; donc le développement de B commencera par un terme de degré
(i — m) -t- (Xi-H Xî — jo) = I, et nous pourrons écrire
B = 26ye2'n>« (6» = o, ^i?; o ).
De plus, les coefficients K, pourront aussi être développés sous la forme de sorte que l'équation (4) deviendra
/dxy p„
d'où
\dz J x'''(x — l)*"
/ dT\ '" P„
(le nombre / peut prendre les valeurs i , 2, . . ., q). On en déduit aisément
\az J x''^(x — i)''j
Qy étant un polynôme en x entièrement déterminé de degré p + q — i et les gi des coefficients indéterminés.
La formule (5) donne donc la valeur de la [fonction '^{q) pour q nul ou positif à une fonction thétafuchsienne de seconde espèce près.
III. — Convergence des séries thétafuchsiennes
Jusqu'à présent, nous nous sommes astreints, dans la formation des séries thétafuchsiennes, à l'iivpothèse que H ne peut devenir infinie sur le cercle fondamental; nous savons, en effet, que cette hypothèse est suffisante pour que la série converge [A., 208 (')]• Mais elle n'est pas nécessaire et il est possible de l'étendre ; pour ciiercher les conditions de convergence, nous montrons,
(') Ce Tome page i32.
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en efFet, que
converge [A., i(j6 (')],et nous en avons conclu que la série thélafuchsienne
converge également, pourvu que l'on puisse assigner une limite supérieure au module de H, ce qui arrive quand H ne devient pas infinie sur le cercle fondamental.
Supposons maintenant que H devienne infinie jau point 3 = a situé sur le cercle fondamental; alors il pourra se faire que, parmi les expressions
il yen ait une infinité qui soient infiniment près de a, auquel cas les valeurs correspondantes de H pourront devenir infiniment grandes. Mais si le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité, on a
[A., 2o4 (-), lemme V]; de plus, il est clair que
as-hp
yz-
Iy:
donc
>-i'-h-p)lY--+-2|-'
Si donc H devient infinie du premier ordre pour z=a, l'expression H)"" "'"H
sera de l'ordre de | --; + 3 |- et le terme général de la série thétafuchsienne sera
(le l'ordre de
Donc la série convergera encore, pounu que m soit au moins égal à 3.
Le nombre m devrait pour la convergence être au moins égal à 4 ou à 5, si H possédait sur le cercle fondamental des infinis doubles ou triples.
(') Ce Tome page 172.
(') Ce Tome page 179.
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SI nou-~ appliquions ce priiicipo en purticiilit'i- à l'Iiypothèse
-l('ç - a,rr,)l
[formule (S)'dirparagraphe I], rums voyons que H a un infini d'ordre 2/» — q sur le cercle fondamental; la ciuidition de convergence serait
OU
q'i.in-k- 1.
jNous n'aurions ainsi qu'une idée inexacte de la véritable limite de convergence; en elVel, si a^est un point double d'une substitution parabolique appartenant au groupe fucbsien, la dillérence /
n'est pas de l'ordre de (y: + 2) - comme dans le cas général, mais seulement de l'ordre de (y:; +o)~' ; on s'en rendra compte de la façon suivante : je puis d'abord supposer a = o; soient ensuite
une inlinité de transformés de z, choisis de telle sorte que tout transformé de s par le groupe fucbsien puisse être regardé d'une manière et d'une seule comme le transformé de l'un des 2,- par une des puissances de la substitution parabolique; tous ces transformés de ; seront donc de la forme
mil ;, -r- I
m étant un entier (qui est l'exposant de la puissance à laquelle est élevée la substitution parabolique) et h une constante; on aura d'ailleurs
1 _ dzi ■
On ])out choisir les r-, de façon qu'ils soient tous à distance iinie du cercle
fondamental. Dans ces conditions, z-, et -p^ sont finis; on voit que — ^ ^ est
dz T -; c — 0
de l'ordre de ( mliZi+ \}'' et que {'^z -\~of- est de l'ordre de (/?(/;;, -1- i)"-, c'est-à-dire que -^_ ^ est de l'iuiirc de (y; -}- oj~'. c. q. v. d.
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Nous nous'en rendrons dtiilleurs mieux compte en revenant ;i l'hypothèse
-7( « — at.yi
dans le cas particulier du groupe modulaire. Le terme sénéral de la série est
( 7= -H Sr, ;"« -7 [ ( z^ -H [iT) ,_«(-.$ + «-0 ) ]''
Dans le cas du groupe modulaire, a, 3, y, o sont des entiers tels que
»5 — Py = ' ■
Nous pouvons grouper les termes qui correspondent ù un même système de
valeurs de y et 5; tous ces termes se déduisent de l'un d'entre eux en clian-
geant a et ^ en a+py et {3+/JÛ, p étant un entier. Le ternie général est
alors
L'expression
(ï$ + 0Tf))2"
LyS + o-i J
ne peut s'annuler ni devenir infinie; et, en effet, nous pouvons toujours
choisir a et 3 de telle façon que -J ^ ait sa partie réelle comprise entre o
' ' ^ yl -h or, 1 '
et I ; de plus, cette expression est imaginaire, mais il n'y a qu'un nombre fini de ses déterminations dont la partie imaginaire dépasse une limite donnée; de plus, a est imaginaire ; nous pouvons donc assigner une limite supérieure et une limite intérieure au module du rapport
d'où l'on conclura que le second facteur de (i) est de l'ordre de/?~ï; de sorte que la série sera convergente ou divergente avec celle dont le tenue généralest
or, )■'-•" p'I
Celle-ci se présente comme le produit de deux séries, dont la première converge si 711^2 et la seconde si q^2.
Notre série convergera donc pourvu que q soit au moins égal à 2. Pour q= i
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elle ne convergerait plus absolument, mais on pourrait en grouper les termes de façon à obtenir une série semi-convergente.
Nous pouvons définir par là des séries thétafuchsiennes que nous appellerons de troisième et de quatrième espèces. Celles de troisième espèce seront celles où H aura des infinis sur le cercle fondamental et à l'extérieur, mais pas à l'intérieur ; celles de quatrième espèce seront celles où H aura des infinis sur le cercle et à l'intérieur, et pourra en avoir aussi à l'extérieur. Il est clair qu'une série de quatrième espèce peut toujours être regardée comme la somme d'une série de première espèce et d'une série de troisième espèce.
Pour rechercher ce que représente une série de troisième espèce, il faut distinguer deux cas. Soit a la valeur de z située sur le cercle fondamental et pour laquelle H devient infinie; de deux choses l'une : ou bien a n'est pas un sommet du polygone fuchsien fondamental, ou bien c'est un sommet de ce polygone.
Dans le premier cas, la série 0 ne devient infinie pour aucun point du polygone fuchsien, ni par conséquent pour aucune valeur de la fonction fuchsienne x; elle représente donc une fonction thétafuchsienne de seconde espèce.
Dans le second cas, elle représentera encore une fonction thétafuchsienne, qui ne pourra pas devenir infinie à l'intérieur du cercle fondamental, ni par conséquent pour aucune valeur finie de x ; elle satisfera donc aux conditions (4) et (4 bis) du paragraphe I. Mais elle ne satisfera plus à la condition (5) ; il n'est plus \rai, en effet, que a;"'R tende vers zéro quand x croit indéfiniment, car la démonstration qui en a été donnée [A., p. 21 5 ( ' )] suppose expressément que H ne devient pas infinie sur le cercle fondamental. La série représente donc une fonction de troisième espèce.
IV. — Introduction des fonctions A
Le procédé du paragraphe II nous donne la somme des séries à (p) à une Jonction près de seconde espèce, laquelle fonction reste d'ailleurs indéterminée. On peut aller plus loin en se servant des fonctions A [A., p. 288 (-)]; ces fonctions nous permettent, en effet, de calculer la somme exacte de ccr-
(') Cf Tome page iH8.
(-) Ce Tome page 209.
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laines séries thétat'uchsiennes. Soit donc
\dx/ (X — C,){X — C2)...{X — Cq)
ou À| et Aj sont les plus grands entiers contenus respectivement dans — et -^
et où le nombre q des infinis du dénominateur est égal à
9 = Xi-l- X2 — m -+- 1
(C, p. 99). Nous poserons d'ailleurs
I ^v Ba-
(x — Cl) (a; — Ci)...(x — Cg) jm^x — Ck-
Les résidus B^ sont alors liés par les relations
(0 SB/,ci^=o (/! = o, I, 2, ..., y — 2).
Nous savons ensuite [A., p. 289 (') et suiv.] que la fonction A peut être décomposée en éléments simples sous la forme suivante :
Nous pouvons grouper ensemble tous les termes du second zuembre de (2) qui correspondent à une même valeur de c*; nous trouverons ainsi
(3) .\ = ^ku^{z,ak),
où
(•(■«/.-t- 0)''" _ lau^^
est une fonction tliétafuchsienne par rapport à a^-
Différentions l'équation (3) 2m — i fois par rappm't à z; nous aurons
(4) DA = SA/,D<|.(x;, a/,),
où D = ,_,,„_i est le symbole de 27/1 — 1 difterentiations par rapport à ^ et où
D'I'fi, a/,) = mV ^ î
( ' ) Ce Tome pages 210 et suivantes.
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est une fonction tlit'lafiiclislenne tant par rapport à ; que par rapport à a/,.
D'ailleurs
est une constante purement numérique.
Nous appliquerons à D<I>(s, a/,) les formules (ii) et (ii bis) du paragraphe I et nous trouverons
(5) D-P = -+-Zl,,iXpe°-'i''!"'i,^(p)^
où Kp a le même sens que dans le paragraphe cité et où u^= +jD^"'~' ( 2 t:r)-'"~'. On trouve ainsi
(6) DA = i:Xp|ji^4/(/))[SA/, e2</'ii«,].
D'autre part, en égalant les résidus, on trouve
Mais, d'après les formules (i) et (2) du paragraphe II, — est développable suivant les puissances de e''""', le développement commençant par un terme (lu premier degré; réciproquement, g-''""* est développable suivant les puissances de — et le développement commence par un terme du premier degré; on a donc
(7) e2„t/,aj=y.,^, 2.,
les Y étant des coefficients connus et tels que v^^ = o si h </>• D'autre part, les développements de
[dcj ' ''■■' ^''' '^■' B,
suivant les puissances de e-"^"' commencent respectivement par des termes de
degré
m, — Xi, — Xj, m — X| — ),j = I — q.
On aura donc
<») ^=v3^.c-y où yïi-g-.
Si nous substituons les développements (7) et (8) dans le seconil membre de (6j, il vient
'9; D\ = I.).pHp<\,(p)-ip,,Sj[^B/,c-,''-Jl
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OÙ
jO^l, hlp, jl\ — q-
Cela nous permet d'écrire
(10) DA = lQ(n)[i:Bicr].
avec
OÙ
/> = ', h^p, j^\ — q, h-+j = n\ d'où
ce qui prouve que fî(«) est une combinaison linéaire tie
4/(1), ij;('i), ..., i]/(/i + y — 1),
dont les coefficients peuvent être regardés comme connus. D'autre part, nous avons
\ ax / ^^ X — eu
(tlz \ "'—1 -p-j .r''-i+>.,(^ = i)X. (n^l).
En rapprochant de (i<>), on trouve
(11) SDP„[i;B/,cr] = S£K/0[SB/,cl"].
Dans le premier membre, n prend toutes les valeurs à partir de i, et dans le second membre, à partir de 2 — ([. Cela ne lait rien, car les termes du second membre correspondant à
« = o, — I, — 2, ..., 2 — q disparaissent en vertu des relations (i). Je dis que, pour /J ^ i , on aura
e(«) = DP„.
Soit, en eiFet,
La relation (11) pourra s'écrire
SBaF(c^.)=o
et elle devra avoir lieu, non pas quels que soient les B/^ et les C/t, mais toutes H. P. - II. 77
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les t'ois que les B/, et les Ca salislenint im\ rehuiiins (i); il taiU donc que le
iléteniiiiianl îles
I, Cl,-, cl, ..., clr^ F(ca)
s'annule idenliquement, quels que soient les Ca- En écrivant que ce déterminant est nul et donnant à Co, Cj, ..., c,f des valeurs constantes quelconques, on obtiendra une relation linéaire entre
1, c,, cj, ..., c'{~\ F(c,),
c'est-à-dire que F(c) devra être égala un judynoine entier de degré q — 2 en c. Mais F(c) est développable sui\aiil les puissances positives âe -; régalité n'est donc possible que si le polynôme entier est idenliquement nul, ce qui
entraîne
Tous les coelTicients de F (c) devant être nuls, on aura
(12) Q(/i) = UP„.
Gela permet de sommer exactement, non pas sans doute les séries 'i(/>), mais certaines combinaisons linéaires de ces séries. Rendons-nous compte du progrès accompli; au paragraphe II, nous avions trouvé la somme des séries '}(/>) à une fonction près de seconde espèce. Pour achever la détermination, il aurait donc Callu connaître pour chacune des séries 'h (p) un certain nombre de constantes arbitraires, de sorte que le nombre de ces constantes restées inconnues pour toutes les séries '!'(/>) aurait été inilni.
Mais maintenant que la formule (12) est démontrée, supposons que l'on ait <léterminé ces constantes pour
(13) <V(o), 4/(1), ii/(2), ..., •h{q — \),
la formule (12) nous donnera exactement n(i), qui est une combinaison des fonctions (i3) et de '^^ (//)', les constantes pourr.int donc être regardées comme déleriniiKies pour '}('/)• L» fiinuule(i2) nous donnera ensuite ti ( a"), qui est une combinaison linéaire des fonctions (iV), de '| (q) et de 'i {q -t- i); les constantes pourront donc être regartlées comme détermini'es pour 'L (7 -r- i), et ainsi de suite.
.Si donc nous connaissons les constantes pour les tondions (i3), nous les coiiiiafinins pour toutes les séries •l(p)- Pour déterminer toutes ces séries, il
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siitlîr.ut donc de déterminer un noiiihre jini de constantes jusqu'ici inconnues. Ces constantes paraissent d.iilleurs être transcendantes.
Si nous considérons une série tliétaluclisienne quelconque de première espèce et, dautre part, une l'onctidn tliétaluclisienne île première espèce qui ait les mêmes infinis à lintérieurdu cercle fondamental avec les mêmes résidus, cette série sera égale à cette fonction à une fonction près de seconde espèce, c'est-à-dire que sa somme serait entièrement déterminée si l'on connaissait la valeur d'un certain niunhiv de constantes transcendantes qui restent iiicronnues jusqu'ici.
Mais la série thétafuchsienne peut être développée suivant les A(jt)) par la formule (\ \) du paragraphe I. On connaîtra donc les constantes transcendantes tldiit dépend la somme de la série tliétaluclisienne (juand on connaîtra celles dont dépendent les séries '^{p) et, par conséquent, quand on connaîtra celles dont dépendent les fonctions (i3).
Pour arliever la détermiintion de toutes les séries thétaluclisiennes (pour une valeur donnée de m. liien entendu'), il nous suffirait donc de connaître un nombre fini de constantes transcendantes. Ces constantes sont évidemment apparentées avec ce que j'ai appelé les y[>r'Vioc^es de certaines expressions c|ue j'ai considérées comme la généralisation des intégrales abéliennes de première espèce et de seconde espèce (C, p. io4 à loS).
■y. — Extension aux séries 'l d'indice négatif.
Cherchons maintenant à obtenir des résultats anahjgues en ce qui concerne les fonctions 'J> ( yj) (u'i yj est négatif. Reprenons la formule (o) du paragraphe
l)récédent :
est une série thétalucli^ienne en ci/, engendrée par la fonction rationnelle
de telle sorte que
6l2 FONCTIONS MOUILAIRES ET FONCTIONS FUCHSIENNKS.
c'est ce que j'exprimerai d'une façon abréoée en écrivant avec des crochets carrés
Nous aurons donc, avec cette notation,
Mais ce n'est pas tout. Soit 'slz) une fonction rationnelle quelconque n'ayant pas d'infini à l'intérieur du cercle fondamental ; on aura [A. p. 289 (') sqq.]
On en déduit
;A;,e[liii.^li^]=o.
Soit maintenant îl(ak) une fonction rationnelle quelconque de «a ayant tous ses infinis à l'extérieur du cercle fondamental et s'annulant pour a/, = x, engendrant, par conséquent, une série tliétafuclisienne de seconde espèce; soit ;„ une valeur quelconque de z intérieure au cercle fondamental; soit
o{ak) sera une fonction rationnelle de cik n'ayant pas d'infini à l'intérieur du cercle fondamental et l'on aura
ç(=o) = o, et par conséquent
et
(2) SAa.0[H(«*)J =0.
Soit maintenant H(;, t,) une fonctinn rationnelle quelconque homogène de degré — 2m en Ç et v], ayant tous ses infinis extérieurs au cercle fondamental (ce qui veut dire, dans le cas qui nous occupe, que tous ses infinis ont leur partie imaginaire négative) de façon à engendrer une série de seconde espèce ; on aura
on voil que, quand r^ tendra vers zéro, - deviendra infini, le fadeur /-'" du ( ' ) Ce Tome paj^e '210 S(|i[.
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premier ineiiibre s'annulera, le second l'acleur H restera fini, puisque H ne doit pas avoir d'infini sur le cercle t'ondainental, qui se réduit dans le cas particulier à l'axe des quantités réelles, ni en particulier pour ï^ = o ; donc le second
membre s'annule. Donc
Toute fonction rationnelle H (a/,) susceptible d'engendrer une série de seconde espèce satisfera donc bien à la condition de s'annuler pour aA= oo et, par conséquent, à la condition (2); nous pouvons donc écrire
(3) SAA.e(«,,) = o,
6 étant le symbole d'une fonction tliétafuclisienne quelconque de seconde espèce.
Reprenons maintenant la formule ( i ) du paragrapbe précédent
DA = i:Aj.D't>( i, a/,-)
et voyons ce que devient le second membre quand la partie imaginaire de ; est négative. L'expression D<P{z, a/,) est une série tbétafuchsienne en a/,; elle ne peut devenir infinie que pour aii= z et pour ses transformés, c'est-à-dire
pour
ak= -^•
Si donc la partie imaginaire de z est négative, tous ces infinis seront extérieurs au cercle fondamental et la série sera de seconde espèce; on aura donc
(4) SAaD*!^, «^) = o.
Mais D'I)(i, aii) est une série tbétafuchsienne non seulement par rapport à a^, mais aussi ])ar rapport à z. i^ious pourrons lui appliquer les formules (11) et (11 bis) du paragraphe I et nous retrouverons la formule (5) du paragraphe précédent
L'analyse du paragraphe précédent nous donnait la formule suivante, équivalente à la formule (10) du paragraphe précédent,
(6) SO(„)[vB,c^"] =0,
où Q(/i) est une combinaison linéaire à coeflicients connus de
6l4 FONCIIONS MODILAIRES ET FONCTIONS FUCHSIENNES.
D,ms la liirmule ((3), Ji prend toutes les valeurs à partir de 2 — ly, mais
prmr
le coefficient SB^C^" s'annule; comme la relation ((5) doit avoir lieu pour toutes les valeurs des Ch et des B^t qui satisfont aux conditions (i) du paragraphe précédent, on verrait, comme dans le paragraphe précédent, que l'on aura
(7) Q(/() = o (pourrt^i).
Cela a lieu pour toutes les valeurs de ^ dont la partie imaginaire est négative. Or. si ; et Zg sont imaginaires conjuguées, i (;, 1;/), m) et '}(:;oi 'i — P- '" ) seront imaginaires conjuguées.
Soit alors
il{n) = ^-.„,,'\{p),
les s étant des coefficients numériques. Soit, d'autre part,
-n,n étant imaginaire conjugué de £„_p ; alors Q'(;„, n) sera imaginaire conjugué de ^(-ï, n). Si donc 0(«) s'annule quand la partie imaginaire de ; est négative, Q! in) s'annulera quand elle sera positive. On aura donc
celte fois pour toutes les valeurs de ; intérieures au cercle fondamental. C'est une relation linéaire entre
Nous avons vu au paragraphe [ que toutes les '!'(/') d'indice négatif sont des fonctions de seconde espèce; elles sont donc déterminées à un certain nombre de constantes transcendantes près; mais si ces constantes sont déterminées pour
<!;(— l), -VC— 2), ..., i^{\ — q),
les relations (Sj permettront de les déterminer pour toutes les autres fonctions 'i d'indice négatif. Donc la somme de toutes les séries i d'indice négatif, et par conséquent celle de toutes les séries thétafuchsiennes de seconde espèce (pour une valeur donnée de //(, bien entendu), ne déjiend que d'un nombre lini de constantes transcendantes jusqu'ici inconnues.
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VI. — Développement suivant les puissances de q
Pour aller plus loin, je vais cherclier à développer les fonctions
suivant les puissances de e^'^', qui n'est autre chose que l'expression q de Jacolji. Soit ilonc
A chaque terme correspond un couple de nomljres premiers entre eux, - et o, et inversement. Nous allons grouper ensemble les termes qui correspondent à une même valeur de y et à des valeurs de o congrues entre elles sui\ant le module -'. J'appellerai
l'ensemble de ces termes, et comme
as -1- p _ ï I
Y^-!- 8 ~ Y y(ys -I- 8)' l1 viendra
ou, en développant l'exponeulielle.
. gv I y c + 0 )
L'un des deux signes 2, ^^ rapporte à /;, qui prend toutes les valeurs entières de o k 00 ; l'autre à 0, qui prend toutes les valeurs congrues entre elles suivant le module y. Si nous posons, pour abréger,
.-"""La, ^ = b,
nous pourrons ecru'e
oj(Y, 0) = AlB''-
Nous devrons faire varier sous le signe ^ l'entier h de n à ce et l'entier « depuis — c;c juscju'à + 00 et attribuer à 0 une valeur constante.
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Rappelons que nous avons et par conséquent, en difierentiant zm -\- h — i fois par rapport à ;,
^ (-ly---
Nous n'avons qu'à substituer, en remplaçant z par ^ H — > ce qui revient à remplacer e^iyw: p^^j, (^qCy en posant
C = e T; on trouve ainsi
(u = — A s X ,■ ( 2 iV-Tt )2">-i (— 2 î7tt B )'' — — i L .
n .(im -h II — I ) 1
Le coefficient de qJ dans w(v, o) s'écrira donc
E-!-'-"-\j(2ij7:r-"-'^j^
! ( 2 nu- A — I ) !
OÎl
2 / TT t,
E = ACJ=el , G=-2V7tB = i*^.
Le coefficient — -^~-'^'Kj{iij -)-"'- ^ est une constante que je puis appeler ay; quant à l'expression
c'est une fonction qui se déduit immédiatement des fonctions de Bessel et que j'écrirai J(w, G); on aura donc
(0 ( Y , 8 ) = "S. \XjEqJ i(tn, G ).
Nous allons maintenant grouper ensemble les termes qui correspondent aux diverses valeurs de o non congrues entre elles suivant le module v. Si nous appelons w(y) la somme de ces termes, le coefficient de qJ dans w(y) sera
\J.jUm, G)ZK.
Il faut donc calculer SE, c'est-à-dire
Les entiersy, jD et y sont donnés; mais on donne à a toutes les \aleurs entières
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jiremlères avec y et mcougrues entre elles par rappuri au module v, et à 3 les valeurs correspondantes, de telle façon que
xo ^ I (mod y)-
Je me bornerai à constater que -F. nest pas mil en général. Il reste à sommer par rapport à ■' et notre coefficient s'écrit
Il n'y a aucune raison pour qu'il y ait des relations linéaires entre les valeurs
des fonctions de Bessel J ( m, ** , ' ) correspundanles aux tlilFérentcs valeurs
de y. Il n'y a donc aucune raison pour que ce coefficient s'annule.
Il en va tout dilleremment dans le cas de /> ^ o; nos fonctions J se réduisent à une constante simple que je puis faire sortir du signe S, de sorte que notre coefficient s'écrit
^E= le '! ,
0 prenant tontes les valeurs entières premières à y. Soit y' un diviseur quelconque dey, de telle sorte quey = y'£; la valeur correspondante de SE sera
où o' est premier à y' et où, par conséquent, o's et y ont pour plus grand
Commun diviseur e. Si nous prenons en particulier y' = i , nous aurons
3'= o et
Si donc nous réunissons tous les 1' E relatifs au nombre y et à tous ses diviseurs, u» C(jiiipris, il \ iendra
0 prenant cette lois toutes les valeurs entières incongrues par rapport au module y, qu'elles soient ou non premières avec v.
Cette expression est nulle, à moins que y' ne soit divisible par v. Donc, dans le calcul du C(jeflicieiit
l-tyJ(/«, 0)S,.[iE], H P. - II. ,8
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il ^ullira (_le doiinrr à v les \aleur-- qui di\i>ciil / et qui sont en nombre fini. Ce ciiellieieiil >er.i donc une constmile (jui ne sera pas transcendante .
Ainsi s'explique la diOerence qu'il y a enlre •i'(o) et les autres '^(/j). Pour la première, les constantes non encore déterminées dont il a été question dans les paiM^^raplie- prcicédents ne sont pas transcendantes et l'on peut en achever la di-teriuinal ion. coMuiif on le tait facilement par la théorie des fonctions elliptiques. Pour les autres '|'(/j), ces constantes sont ellectivement transcendantes et Ion ne peut pas aller plus loin.
\ iiilà ce que l'on peut dire au sujet de la sommation des séries
et sur leurs relations avec les séries thétafuchsiennes des diverses espèces. Je me suis borné aux fonctions modulaires, mais on verra sans peine à quelles catégories de fonctions fuchsiennes chacun des résultats peut être étendu.
Par m. N. E. \(»I{LUND.
1. Page 6, ligne 20. Nous avons remplacé septembre par novembre, car il s'agit ici de la Note Su/' les formes quadratiques [^Coniplrs renilus de l' Académie des ■'>cic/i.ces, t. 89. p. Soj-Sçig (?-( novembre 1S71))]. loir aussi Sur les im'ariants arilhinéliques [Associalion française pour l' avancement des Sciences, 10" session, Alger (séance du i5 avril 1881), et Journal fur die reine und angewandte Matliematik, L 129. p. Sg-iâo (1900)].
2. Page i3, lignes 20-29. Poincaré a donné plus loin une inétliode plus simple pour déterminer le genre de la relation (3). Voir pages i46 et suivantes.
3. Page 17, lignes i-ii. La condition à laquelle les a, et les j3, devront satisfaire peut s'énoncer comme il suit ; Il faut et il suffit ([u'il y ait entre eux la relation
( ^1— a, l(P2— !z,)...(fl„— x„)-(-(a,— ^i)(7.3—<'^,)...(%„~'^^-t)('j.i — '^n) = n-
h. Page 20, lignes 3-4. Dans les iMémoires ultérieurs. Poincaré appelle sommets de la troisième catégorie un sommet situé sur X et séparant un côté de la première sorte et un côté de la deuxième sorte.
5. Page 20, ligne 19. On peut supprimer jla condition 1°. En effet, de la condition 3° résulte que, si l'un des sommets d'un cycle est de la première catégorie, il en est de même de tous les autres sommets du même cycle. Et, d'autre pari, un cycle peut contenir des sonnmets de la deuxième catégorie et des sommets de la troisième catégorie.
6. Page 21, lignes 6-8. Dans le paragraphe V de la Note suivante (p. 2.j),
(') Dans plusieins Mémoires de PoiiiCHré, des fautes d'iijipressioii et des fautes de caleul s'étaient glissées. ÎNous les avons corrigées dans la plupart des cas sans en faire mention. Dans les Notes suivantes on a indique les cliangements dans le texte original dont la nécessité n'est pas tout à fait évidente. Dans le numérotage des lignes on a compté les formules pour des lignes, mais on n'a pas compté les titres des .Vlémoires.
Gao
Polncaré a donné la condition nécessaire el suffisante pour que le polygone donne naissance à un groupe discontinu.
7. Page 23, lignes iS-19. Par rapport anliiirmonique de a el b par lapport à c el (Y, il faut ici entendre le rapport anl)arnionique des projections de a el b sur le plan des .rv par rapport à c et c/.
8. Page ■!-. ligne i4. Dans l'équation (2) 11 faut changer le signe du second membre.
Page 27, lignes i5-i8. loir la note
10. Page 32, dernière ligne. 11 faudrait multiplier le second membre par y.
11. Page 33, lignes 3-g. Poincaré a repris cette question dans un Mémoire ultérieur et donné à ce théorème une forme plus précise. Voir pages 209-2.56.
12. Page 33, ligne i5. On trouve la définition de la notion de famille d'un groupe fuchsien à la page 128.
13. Page 33, lignes iS-aS. Poincaré a retiré plus tard ce qui est dit dans le paragraphe 111; voir page 4o4- C'était la considération des cycles de la quatrième souscatégorie dans le polygone géuéi'ateur qui conduisait Poincaré à en\i?ager ces domaines limités par une infinité de cercles orthogonaux au cercle fondamental. Cf. les notes 2.o et 30.
11. Page 43, ligne 14. Voir les notes 2.5, 30 et la note de la page 98.
15. Page 54, ligne 24. Au lieu de log (1 — — ) > lisez log (1 j ■
16. Page 73, lignes i8-34- Un evlrail de ce Mémoire de Poincaié sera publié dans le Tome .39 des Acta malhcrnalica.
17. Page 77, lignes 21-22. Il arrive qu'il y a dans un même cycle des sommets de la deuxième et de la troisième catégorie. Il convient d'ailleurs de remaïquer f|ue la définition d'un sommet de la troisième catégorie, donnée dans ce Mémoire. difTére légèiemenl de la définition que Poincaré a adoptée plus tard (voir p. 119).
Page 98, lignes 4-6. Voir les notes 2.5 et
22. Page rog, ligne 21. Dans la formule (4) on a lenaplacé c par ±c. qu'il faut lire + c. si « + (/=: 2, et — c. si « -I- f/= — 2.
23. Page 110, ligne 6 en remontant. On a remplacé imaginaire par imaginaire ou négatiie.
2i. Page 122. lignes 12-14. Si la somme des angles de R^ qui correspondent aux sommets d'un certain cvcle est égale à 27:, on trouve, en décrivant un contour fermé infinitésimal autour d'un des sommets de ce cycle, une relation de la f o r m e
cil ot], a.,, . . . , a,, sont des indices qui peuvent être 1,2, . . . , n — i ou n et où chaque indice ne figure que deuv fois au plus. Les s sont des nombres qui sont égaux à -t- I ou à — 1. Si tous les sommets du polygone H„ n'appartiennent pas à un même cycle, il y a un indice i au moins qui ne figure qu'une seule fois dans la relation susdite. Dans ce cas les substitutions (7) ne forment donc pas un système fondamental, car la substitution
n'est qu'une combinaison des autres.
2.3. Page i35, lignes 4-5- Les régions R, (polygones générateurs] sont d'abord définies par la condition que chacune d'elles ne contient qu'un seul point correspondant à un point donné. Mais celte condition ne suffit pas pour les définir. Poincaré a ensuite imposé à ces régions cette condition nouvelle que de l'une d'elles on pourra déduire toutes les autres par le procédé indiqué dans le paragraphe I\'. Dans ces conditions le polygone générateur n'admet pas des cycles de la quatrième sous-catégoiie. En effet, on peut, d'une part, toujours choisir le polygone générateur tel qu'il n'v ait pas de cvcle de la quatrième sous-catégorie et. d'autre paît, de ce qui est dit dans la note 30 on voit sans peine que si, par le procédé indiqué dans le paragraphe IV, on cherche à rapprocher le polygone générateur indéfiniment d'un point double d'une des substitutions hyperboliques du groupe, ce point ne sera jamais un sommet proprement dit. Car. même si l'on réussit à faire passer le polygone par un tel point double, il se prolongera toujours au delà de ce point. On ne sauiaitdonc admettre l'existence d'un cycle hyperbolique dans le sens indiqué dans le texte.
Mais, dans ces conditions, pour qu'un polygone donné puisse être le polygone générateur d'un groupe fuchsien, il faut ajouter une condition nouvelle, à savoir que les cycles de la deuxième catégorie soient de la troisième sous-catégorie. On peut énoncer cette condilion sous une forme plus simple en la considérant comme un cas limite de la condilion que les côtés conjugués doivent être congruenls.
Soient ;z3 et (xy deux arcs de cercles orthogonaux à l'axe des nombres réels. Poincaré dit que a|3 est congruenl à (/.y s'ils ont même 1^, et en appliquant le langage de la géométrie non euclidienne, Poincaré dit encore que la droite a(3 est
coniziiienle à la droite j!/ si elles sont des ravons diin inèiiie cercle ayant y. pour centre. .Supposons maintenant cpie x est situé sur Taxe des nombres réels, pendant que {3 et y restent au-dessus de oet axe. Les L des deux arcs «3 et ay sont infinies. Convenons de dire qu'elles sont congruentes si le cercle passant par a. 5 et y est tangent à Taxe des nombres réels. Dans le langage de la géométrie non euclidienne, cela veut dire que les droites aS et zy sont des ravons d'un même cercle (horicycle) avant y. pour centre.
Considérons un polygone normal K„ et supposons que cliaque cycle de la deuxième catégorie, s'il y en a, est formé d'un seul sommet. Celle hypotlièse ne restreint pas la généralité. Eu précisant, comme on vient de le faire, le sens du mot congriient, les conditions j° et '."de la page i35 sont nécessaires et suffisantes pour que Hq puisse engendrer un groupe fuchsien.
.Mais il arrive que le polygone Rj, engendre une infinité de groupes fuchsiens. En effet, s'il y a deux côtés conjugués AB et A'B' dont les extrémités sont sur l'axe des nombres réels, il y a une infinité de substitutions hyperboliques S qui transforment le cercle AB en le cercle A'B'. Si l'on veut que le groupe soit entièrement déterminé par le polygone générateur, il faut imposer une condition nouvelle à la substitution S. Construisons un cercle qui coupe orthogonalement l'axe des nombres réels et les cercles AB et A'B'. Soient p el q les points d'intersection de ce cercle avec l'axe des nombres réels. 11 y a Une substitution hvperbolique S, ayant p et q pour points doubles, qui transforme AB en A B' et cette substitution est uniquement déterminée.
Page i^i, ligne i. Au lien de ABP, lisez APB
27. Page i5i, ligne H en remontant. On trouve l'exception dont il s'agit ici à la page i58; mais, en se reportant à ce qui est dit dans la noie 3(1. on voit sans peine que ce cas d'exception n'a pas lieu.
D'autre part, poui' que le théorème oii il est dit que la famille ne change pas soit vrai, il convient de changer légèrement la définition de la notion de famille. Il faut admettre la présence des cycles de la première sous-calégorie dans toutes les familles. En effet, on peut dans toutes les familles augmentera volonté jusqu'à un certain maximum le nombre des cvcles de cette catégorie. On peut également diminuer ce nombre jusqu'à un certain minimum qui peut ètr-e zéro.
28. Page i55. Il arrive que les quatre déterminants s'annulent en même temps. En ce cas, il faut mettre
Cj ^l?..-H fiiO, I'
»2 •(! «iVa— xr.'i
li ^1 ^, 0, 3,0,-3,0, |,
Si encore ces quatre déterminants sont nuls, il suffit d'intervertir les lettres z et ,3 et les lettres y et ô.
NOTES. iyl'i
■l'h Page i5ô. ligne 2). Dans le détei minaiil l>. il fauiliail remplacer a., par c..,.
30. Page i58, ligne 20. Il y a ici une lacune lians la cliscussion et le réstillal n'est pas evact. Les principes du paragraphe IX permeltenl de remplacer l'octogone R|| ^= ABCDEF< il! par un domaine RJ^ formé par l'Iievagone ÂNDE!\,H et les deux triangles BCl\ et FGA, ayant pour côtés les segments BC et l'G de l'axe X et les demi-cercles déciits respectivement sur BN,Gi\, FIN, etGN, comme diamètres. Il faut y ajouter encore deux arcs de cercle isolés qu'on peut choisir de la manière suivante :
Décrivons des cercles sur MN et sur MjlX] cumme diamèlies. La partie de l'arc MN qui est située entre les cercles AB et CD appartiendra encore à R,',. Il en est de même de la partie de l'arc M, N, qui est située entre les cercles EF et GII. Le domaine B„ ainsi formé est bien moins simple que l'octogone Pi„ dont on partait. Imi mettant de côté les deux arcs isolés, on peut considérer R|^ comme un oclogone ayant pour côtés A-\B, BC. CXD, DE, EN, F, FG. Ct!\,H et HA. En efl'et, il faut considérer les deux arcs AN et NB comme formant un seul côlé. Cet octogone est comme H„ de la troisième famille.
En ap|)liquant le procédé indiqué dans le texte, on peut enc(ue remplacer l'hexagone AiNDENjH par un domaine formé par le quadrilatère NjiNNjN, et les deux triangles DEN3 et HAN.^ ayant pour côtés les segments DE et H\ de l'axe X et les demi-cercles décrits respecti\emeiit sur DN3, EN-, AN, et N^H comme diamètres. Il faut y ajouter encore deux arcs de cercles isolés qu'on peut choisir de la manière suivante :
.Soit SsiirSy'S et soient M, et N, les points doubles de la substitution S^. Le point M3 est situé sur le segment ND. Décrivons des cercles sur M,N.2 et surM^Nj comme diamètres. J^a partie de l'arc NjMo qui est située entre les cercles AN et N|ll appartiendra encore à notre domaine. Il en e>t de même de la partie de l'arc MjN;, qui est située entre les cercles M) et EW,.
On a donc remplacé !!„ par un domaine R,' formé par le quadrilatère NoNN^N,, quatre triangles et quatre arcs de cercle isolés. En mettant de côté ces arcs isolés, on peut considérer R'J comme un octogone limité par les segments BC, DE, FG et HA de l'arc X et par douze arcs de cercle. <Jel octogone est de la troisième famille. Le cas d'exception dont il est question dans le texte n'a donc pas lieu .
Il est essentiel de remarquer qu'en choisissant R,, comme il est indiqué dans le texte, l'ensemble des jiolvg'Uies RJ, transformés de RJ,' par les substitutions du groupe, ne recouvriront qu'une partie du |ilan qui est limitée pai' l'axe X et par une iiillnité de cercles. I']n choisissant au contraire li'J comme on vient de l'indi- (|uer, l'ensemble des domaines Hj recouvrira toute la partie du plan située audessus de l'axe \. \ Cf. rOnvra;e de Mi\L FiticKF. et F. Ki.kiin : Vorlexiingen iiher diii Thai-rii' der (Uih'iudi jili<-ii /-'ii/i /./iniie/i, p. ^!\'ô et suiv. (1897).]
ol. Page itt-'i, ligne 9. en remontant. Par le synibole ( o{ ;), /( ri), il faut ici
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entendre la subslilulion qui transforme z en ;' où
Page 168, lignes 15-17. ^'oif page 78 et la note
33. Pages 171-173. La démonslralion de la convergence de la série (2) est en défaut si l'un ou plusieurs des coefficients y/ sont nuls. Mais on voit sans peine que les substitutions correspondantes sont elliptiques et admettent o et 00 pour points doubles. Les termes de la série (2) dans lesquelles y(=o sont par conséquent en nombre fini et ils se réduisent à 1.
34. Page 17.5, lignes i3-i4- î'our ce qui concerne ces exceptions, voir les notes 27 et 30.
S.ï. Page 177, lignes i4-i8. Il convient de multiplier les invariants L et S respectivement par 2 et par 4 si l'on veut que cette nouvelle définition de la L s'accorde entièrement avec celle qui précède.
36. Page i 78, ligne 2. La première démonstration île la convergence de la série (2) est valable pour /;; ^ 2. La deuxième démonstration e^t valable si /« > 1 , mais elle ne s'applique pas si .: est situé sur un côté de la deuxième sorte.
Page 195. ligne 3 en remontant. Au lieu de C„ lisez CJ
ko. Page 199, lignes 6-1 2. Dans la définition dune fonction fucli sien ne, il convient d'ajouter la condition que la fonction est méromorplie dans le polvgone générateur. En particulier, si la variable tend vers un sommet de la deuxième catégorie, en restant à l'intérieur du polygone générateur, il faut que la fonction tende vers une limite finie ou vers l'infini.
il. Page 20:4, ligne i5. Au /ieu de p„^, + i, lisez ^„+\ — i.
42. Page 204, ligne 5 en remontant. Il faudrait mettre le signe — devant le second membre.
43. Page 207, ligne 2 en remontant. Dans les équations (4), il faut clianger le signe du premier membre de la dernière équation, car autrement la fonction \,_j., admettrait le point : = cz„_n pour pôle.
44. Page 207, ligne i3. ytu lieu de q fonctions, lisez q + i fonctions.
43. Page 208, ligne 10. Le Mémoire de G. -IL Halphen dont il s'agit ici est intitulé : Sur les fondions qui proviennent de l'é'iiiation de Gauss et se trouve dans les Comptes rendus de l' Académie des Sciences, t. i(2, p. 8.56-809 (-i 3vril 1S81).
4G. Page 217, ligne 5 en remontanl. Au lieu de h — i, Usez // = 1 .
47. Page 287, ligne 10. Dans le second membre de l'équalion (i), nous avons changé le signe.
Page 238, ligne .3. Au lieu de Q'-(a,), lise: Q'-(fi
4i). Page 246, ligne 8 en remontant. Au lieu de séries de, lisez séries.
30. Page 2.55, ligne i i. Au lieu de az -\- J3, lisez xz -h (3.
51. Page 255, ligne i3. Dans le second membre de cette formule il faut supprimer le facteur (73-1- â)-'".
5i. Page 260, ligne 18. Au lieu de iuversion, lisez inversion.
33. Page 271, lignes 3i-32. Au lieu de P„ la portion du plan comprise entre K' et G', lisez P,, la portion du plan comprise entre K et G.
34. Page 273, lignes 20-21. Il faut excepter les cycles qui sont tels que la somme des angles du cjcie est égale à xt..
Page 288, ligne 5. Au lieu de G,, lisez G
()0. Page 290, lignes 9-12. La première démonstration de Poincaré (p. 170-173) de la convergence de la série (i) subsiste dan> le cas actuel si l'on ajoute la condition nouvelle que le point à l'infini n'est pas un point singulier essentiel du groupe, m désignant un entier plus grand que i .
Le cas m = i a été étudié par M. Schotlkj \^Jouiiial Jïir die reine utid angewandle Malliematik, t. 101, p. 227 (1887)] et par M. Burnside [Proceedings 0/ che Londo/i inathemalicat Society, t. 23, p. 55-58 (1891)]. Gomme l'a fait remarquer
M. Fricke, la convergence subsiste dans certains cas, même si /7i = - {Festschrift
fiir R. Dedekind, Braunschweig, 1901).
H. r>. - II. 79
Si le point à l'infini est un point singulier essentiel du groupe, la série
vh(^;
peut être convergente ou divergente. Elle converge si II (;) admet le point ; =i oo pour zéro d'ordre /), p étant 2î iin. Dans certains cas particuliers la série converge
si yO ^ 2.
61. Page3i2, ligne ii. Au lieu de 'H^^iJIlIi, Usez ±lll!iJ! , Au lieu de""'''','";"', ° " d.rP dxP dxi'
Usez
dxk
(ii. Fage 3i8, lignes i4-i6. Cette affirmation ne paraît pas exacte {voir Hilb, Encyklopàdie der mathematischen JVissensc/ia/ten, II, 2, p. .5i8).
Page 35o. lignes 17-29. Fo;/- les notes 2.5 et
66. Page 897, lignes 2.J-28. Cette affirmation n'est pas exacte. Si le groupe est de la troisième, de la quatrième, de la cinquième ou de la septième famille, la série
.-^ Cl'/- + 2/)2
est absolument convergente pourvu que le point à l'infini ne soit pas un point singulier essentiel du groupe. Celte dernière condition est d'ailleurs toujours satisfaite dans le cas dont il s'agit ici. Poincaré a donné deux démonstrations de la convergence de la série
La première démonstration subsiste enlièremenl dans le cas m ^ i , si l'on remplace les surfaces limitées par les contours C, par des arcs de cercle convenablement choisis.
67. Page 465, lignes 6-i4. Dans les coefficients de la substitution S, il faut remplacer — oy par — 2oy et — a^ par — aa^. A la rigueur, il ne suffit pas que a, 2), ■/ et Q soient des quantités quelconques telles que
Cir le déterminant de la substitution est égal à (aô — |3y)^^i et, d'autre part,
pour que la sul)stilulion S n'altère pas •!>, il faut que
{'xi -?■!)'-= i.
On a donc
même si l'on ne suppose pas que c, 3, y, o soient réels.
68. Page 474, ligne b. Dans l'édition originale, la substitution SS~' s'écrit
cos-o - sin-'i sin- 'i
— sin-o cos-ç sin' 'j
sin
2tj
■sin-o cos-'j
mais cette substitution altèie II. Dans le te\te il faut, dans la deuxième ligne, deuxième colonne, remplacer cos'-o par cos'o — sin'o.
69. Page 482, lignes 1012. Nous avons remplacé 9 par -9, car le multiplicateur e'f de la substitution elliptique est égal à
70. Page 59.5, lignes i-i3. M. H. von Mangoldl a démontré que la série converge même si II admet des infinis d'ordre 2i>i — -a au plus dans un ou plusieurs des sommets de la deuxième catégorie, c'est-à-dire dans le point à l'iiifini ou dans les points l^/f, ri = q, p et g étant des entiers. Poincaré a donné dans le paragraphe lit nn théorème plus général.
71. Page 096, ligne i. Poincaré a ici permuté le rôle des entiers y et ô avec celui des entiers :z et (3; il faut donc lire
parce que le déterminant de la substitution doit être égal à -i- i .
72. Page 097, ligne 11. (Jette série est semi-convergente. Avant de décomposer H en éléments simples, il faut donc avoir soin de grouper les termes de manière que la série soit absolument convergente.
Page 697, ligne 18. Mous avons changé le signe de
74. Page 606, lignes ar-aa. Ce résultat n'est pas exact. De la démonstration que Poincaré a donnée à la page 6o4, il résulte que la série tliétafuclisienne
or-"
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converge absolumenl s.i la fonclion H(c) admet le point a pour pôle d'ordre ■lin — 2 au plus, a étant un sommet du polygone fuclisinn fondamental situé sur le cercle fondamental. Mais celle série représente une fonction de la deuxième espèce si H(;) n'admet pas d'autres pôles à l'intérieur du cercle fondamental ou sur ce cercle. Four le voir il suffit de grouper les termes de la même manière qu'à la page rS" et de remarquer que les fonctions rationnelles HJ;.(i) ( /.^ ^ o, 1,2, ...) admettent le point < = 00 pour zéro d'ordre 2 au moins. On en conclut que 0(s) admet un développement de la forme
2TT tn 1
6(3)=- !— — V A„eT~^^-
(; — II)-"'
On suppose que la substitution parabolique qui appartient au sommet a est de la
forme
Les séries que Poincaré appelle de troisième et de quatrième espèces représentent donc des fonctions lliétafuchsiennes de deuxième et de première espèces.
Pour arriver à une fonction de troisième espèce on peut procéder comme il suit :
Soit T la substitution parabolique susdite. On peut choisir parmi les substitutions du groupe une infinité S,, Sj, . . . , S.,, ... telles que toute substitution du groupe puisse se mettre d'une manière et d'une seule sous la forme
Sv'", V = 1 , 2, 3, . . . , « = o, ± 1, it 2, . . . .
Posons Sv ( ; ) = ;•/. La série
clt
où la sommation est étendue sur les substitutions S.,, est absolumenl convergente pourvu que m^i, et elle représente une fonclion tliélafuchsienne de troisième espèce.
75. Page 607, lignes 37. La démonstration que Poincaré a donnée de la convergence de la série (2) ne s'applique pas dans le cas actuel, parce que le cercle fondamental se réduit à l'axe des nombre réels. S'il s'agit d'un groupe fuclisien quelconque admettant le point à l'infini pour point singulier essentiel, la série
z — ai,
est en général divergente. Dans le cas paiticulier du groupe modulaire, celle série est semi-convergente et l'on peut la rendre absolument convergente en groupant les termes d'une manière convenable.
Heureusement les considéralions qui suivent reposent sur la série
et cette série est absolument convergente.
76. Page 609, lignes i5 et 17. Nous avons changé les signes de /,, et de À,.
77. Page 6i5, ligne 3 en remontant. Nous avons multiplié le second membre de celte formule par y~^"', ce qui entraine quelques corrections dans les formules suivantes.
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