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CONTENANT
Les Principes du Calcul différentiel, dégagés de toute considération d'infiniment petits, d'évanouissans, de limites et de fluxions, et réduits à l'analyse algébrique des quantités finies.
Pjr J. L. Lagrjnge, de i Institut des Scieuees, Lettres et Arts, et du Bureau des Longitudes; Membre du Sénat-Conservateur , Grand- Officier de la Légion-d' Honneur, et Comte de V Empire.
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Cette édition a plusieurs avantages sur la première, qui a paru en I7()7 ; elle est plus correcte : on a mis plus d'ordre dans les matières, et on les a divisées par Chapitres, ce qu'on n'avait pu faire d'abord, cet Ouvrage ayant été composé, comme d'un seul jet, à mesure qu'il s'imprimait; enfin on y a fait différentes additions, dont les principales se trouvent dans le Chapitre XIV de la seconde Partie et dans le Chapitre V de la troisième.
On avait pensé à refondre dans la première Partie de ce Traité les Leçons sur le caleul des fonctions (*), qui servent de commentaire et de suite à cette Partie; mais, comme elles forment un Ouvrage à part qui peut être lu séparément et indépendamment de la Théorie des fonctions, on s'est contenté de les citer dans tous les endroits sur lesquels elles peuvent offrir des éclaircissements et des développements utiles (**).
(*) Ces Leçons ont paru d'abord dans le Rcciuil des Leçons de l'École Normale; mais la seconde édition, publiée en 1806 chez Courcier, est beaucoup augmentée; c'est celle-ci qu'on a citée.
(** j Les Ltçonssur le calcul des fonctions forment le Tome X des OEuvres de Lagrange.
[Note de rÉdilcur.)
FONCTIONS ANALYTIQUES
DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL. DES FONCTIONS PRIMITIVES ET DÉRIVÉES. DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT ON A ENVISAGÉ LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. OBJET DE CET OUVRAGE.
On a^^eWe fond l'on d'une ou de plusieurs quantités toute expression de calcul dans laquelle ces quantités entrent d'une manière quelconque, mêlées ou non avec d'autres quantités qu'on regarde comme ayant des valeurs données et invariables, tandis que les quantités de la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans les fonctions, on ne considère que les quantités qu'on suppose variables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées.
Le moi fonction a été employé par les premiers analystes pour désigner en général les puissances d'une même quantité. Depuis, on a étendu la signification de ce mot à toute quantité formée d'une manière quelconque d'une autre quantité. Leibnitz et les BernouUi l'ont employé les premiers dans cette acception générale, et il est aujourd'hui généralement adopté.
Lorsqu'à la variable d'une fonction on attribue un accroissemeni quelconque, en ajoutant à cette variable une quantité indéterminée, on peut, par les règles ordinaires de l'Algèbre, si la fonction est algé-
brique, la développer suivant les puissances de cette indéterminée. Le premier terme du développement sera la fonction proposée, qu'on ,\\)\)e\\er3i fonction primi/ii'e ; les termes suivants seront formés do différentes fonctions do la môme variable, multipliées par les puissances successives de l'indéterminée. Ces nouvelles fonctions dépendront uniquement de la fonction primitive dont elles dérivent et pourront s'appeler yb/ic//o«^ dérivées. En général, quelle que soit la fonction primitive, algébrique ou non, elle peut toujours être développée ou censée développée de la même manière, et donner ainsi naissance à des fonctions dérivées. Les fonctions, considérées sous ce point de vue, constituent une Analyse d'un genre supérieur à l'Analyse ordinaire par sa généralité et ses nombreux usages, et l'on verra dans cet Ouvrage que l'Analyse qu'on appelle vulgairement transcendante ou infinitésimale n'est au fond que l'Analyse des fonctions primitives et dérivées, et que les Calculs différentiel et intégral ne sont, à proprement parler, que le calcul de ces mêmes fonctions.
Les premiers géomètres qui ont employé le Calcul différentiel, Leibnitz, les Bernoulli, L'Hôpital, etc., l'ont fondé sur la considération des quantités infiniment petites de différents ordres, et sur la supposition qu'on peut regarder et traiter comme égales les quantités qui ne diffèrent entre elles que par des quantités infiniment petites à leur égard. Contents d'arriver par les procédés de ce Calcul, d'une manière prompte et sûre, à des résultats exacts, ils ne se sont point occupés d'en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, Euler, d'Alembert, etc., ont cberché à suppléer à ce défaut en faisant voir, par des applications particulières, que les différences qu'on suppose infiniment petites doivent être absolument nulles et que leurs rapports, seules quantités qui entrent réellement dans le calcul, ne sont autre chose que les limites des rapports des différences finies ou indéfinies.
Mais il faut convenir que cette idée, quoique juste en elle-même, n'est pas assez claire pour servir de principe à une science dont la certitude doit être fondée sur l'évidence, et surtout pour être présentée aux commençants; d'ailleurs, il me semble que, comme dans le Calcul
différentiel, tel (ju'on l'emploie, on considère et on calcule en effet les quantités intiuiment petites ou supposées infiniment petites ellesmêmes, la véritable métaphysique de ce Calcul consiste en ce que l'erreur résultant de cette fausse supposition est redressée ou compensée par celle qui naît des procédés mêmes du calcul, suivant lesquels on ne retient dans la différentiation que les quantités infiniment petites du même ordre. Par exemple, en regardant une courbe comme un polygone d'un nombre infini de côtés chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la tangente de la courbe, il est clair qu'on fait une supposition erronée; mais l'erreur se trouve corrigée dans le calcul par l'omission qu'on y fait des quantités infiniment petites. C'est ce qu'on peut voir aisément dans des exemples, mais dont il serait peut-être difficile de donner une démonstration générale.
Newton, pour éviter la supposition des infiniment petits, a considéré les quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement, et il a cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou plutôt le rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités sont produites; c'est ce qu'on appelle, d'après lui, la Méthode des fluxions ou le Calcul Jîuxionnel, parce qu'il a nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette Méthode ou ce Calcul s'accorde, pour le fond et pour les opérations, avec le (Calcul différentiel, et n'en diflère que par la Métaphysique, qui paraît en effet plus claire, parce que tout le monde a ou croit avoir une idée de la vitesse. Mais, d'un côté, introduire le mouvement dans un calcul qui n'a que des quantités algébriques pour objet, c'est y introduire une idée étrangère et qui oblige à regarder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile; de l'autre, il faut avouer qu'on n'a pas même une idée bien nette de ce que c'est que la vitesse d'un point à chaque instant lorsque cette vitesse est variable, et l'on peut voir, par le savant Traité des fluxions de Maclaurin, combien il est difficile de démontrer rigoureusement la Méthode des fluxions et combien d'artifices particuliers il faut employer pour démontrer les différentes parties de cette Méthode.
Aussi Newton lui-même, dans son Livre des Principes, a préféré, IX. 3
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comme plus courte, la Méthode des dernières raisons des quantités évanouissantes, et c'est aux principes de cette IMéthode que se réduisent en dernière analyse les démonstrations relatives à celle des fluxions. Mais cette Méthode a, comme celle des limites dont nous avons parlé plus haut, et (jui n'en est proprement que la traduction algébrique, le grand inconvénient de considérer les quantités dans l'état où elles cessent, pour ainsi dire, d'être quantités, car, quoiqu'on conçoive toujours bien le rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent finies, ce rapport n'ofi"re plus à l'esprit une idée claire et précise aussitôt que ses termes deviennent l'un et l'autre nuls à la fois.
C'est pour prévenir ces difficultés qu'un habile géomètre anglais, qui a fait dans l'Analyse des découvertes importantes, a proposé dans ces derniers temps de substituer à la Méthode des fluxions, jusqu'alors suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais, une autre Méthode purement analytique, et analogue à la Méthode différentielle, mais dans laquelle, au lieu de n'employer que les différences infiniment petites ou nulles des quantités variables, on emploie d'abord des valeurs différentes de ces quantités, qu'on égale ensuite, après avoir fait disparaître par la division le facteur que cette égalité rendrait nul. Par ce moyen, on évite à la vérité les infiniment petits et les quantités évanouissantes; mais les procédés et les applications du calcul sont embarrassants et peu naturels, et l'on doit convenir que cette manière de rendre le Calcul différentiel plus rigoureux dans ses principes lui fait perdre ses principaux avantages, la simplicité de la méthode et la facilité des opérations. [Voir l'Ouvrage intitulé The resîdual Analvsis a new branch of the algebric art, by John Landen, London, 1764, ainsi que le Discours publié par le même Auteur, en 1738, sur le même objet.)
Ces variations dans la manière d'établir et de présenter les principes du Calcul diflercnliel, et même dans la dénomination de ce Calcul, montrent, ce me semble, qu'on n'en avait pas saisi la véritable théorie, quoiqu'on eût trouvé d'abord les règles les plus simples et les plus commodes pour le mécanisme des opérations.
On trouvera de nouvelles considérations sur cet objet dans la première Leçon sur le Calcul des fonctions.
Dans un Mémoire imprimé parmi ceux de l'Académie de Berlin, de 1772, et dont l'objet était l'analogie entre les différentielles et les puissances positives et entre les intégrales et les puissances négatives, j'avançai que la théorie du développement des fonctions en série contenait les vrais principes du Calcul différentiel, dégagés de toute considération d'infiniment petits ou de limites, et je démontrai par cette théorie le théorème de Taylor, qui est le fondement de la méthode des séries, et qu'on n'avait encore démontré que par le secours de ce Calcul ou par la considération des différences infiniment petites.
Depuis, Arbogast a présenté à l'Académie des Sciences un Mémoire où la même idée est exposée avec des développements et des applications qui lui appartiennent. Mais, l'Auteur n'ayant encore rien publié sur ce sujet (*), et m'étant trouvé engagé par des circonstances particulières à développer les principes généraux de l'Analyse, j'ai rappelé mes anciennes idées sur ceux du Calcul différentiel, et j'ai fait de nouvelles réflexions tendant à les confirmer et à les généraliser; c'est ce qui a occasionné cet écrit, que je ne me détermine à publier que par la considération de l'utilité dont il peut être à ceux qui étudient celte branche importante de l'Analyse.
11 peut, au reste, paraître surprenant que cette manière d'envisager le Calcul différentiel ne se soit pas offerte plus tôt aux géomètres, et surtout qu'elle ait échappé à Newton, inventeur de la Méthode des séries et de celle des fluxions. Mais nous observerons à cet égard qu'en effet Newton n'avait d'abord employé que la simple considération des séries pour résoudre le problème troisième du second Livre des Principes, dans lequel il cherche la loi de la résistance nécessaire pour qu'un corps pesant décrive librement une courbe donnée, problème qui dépend naturellement du Calcul différentiel ou fluliionnel. On sait que Jean BernouUi trouva cette solution fausse en la comparant avec
(*) L'Ouvrage que feu Arbogast a donné, en 1800, sous le titre de Calcul des ilérivations, a un objet différent, comme l'Auteur en avertit lui-même à la fin de sa Préface.
celle qui résulte du Calcul difTérentiel, et son neveu, Nicolas, prétendit que l'erreur venait de ce que Newton avait pris le troisième terme de la série convergente, dans laquelle il réduisait l'ordonnée de la courbe donnée, pour la difTérentielle seconde de cette ordonnée, et le quatrième pour la dilTércnticlle troisième, au lieu que, suivant les règles du Calcul difTérentiel, ces termes ne sont, l'un que la moitié, l'autre que la sixième partie des mêmes différentielles. ( Voir les Mémoires de l' Académie des Sciences de 171 1 et le Tome I des Œuvres de Jean BernouUi.) Newton, sans répondre, abandonna entièrement sa première ^fétliode et donna, dans la seconde édition des Principes, une solution différente du même problème, fondée sur la métbode même du Calcul différentiel. Depuis, on n'a plus parlé de l'application de la Métbode des séries à ce genre de problèmes que pour avertir de la méprise dans laquelle Newton était tombé et faire sentir la nécessité d'avoir égard à l'observation de Nicolas BcrnouUi. {Voir V Encyclopédie, aux articles Différentiel, Force.) Mais nous ferons voir que cette méprise ne vient point du fond de la métbode, mais simplement de ce que Newton n'a pas tenu compte de tous les termes auxquels il fallait avoir égard, et nous rectifierons de cette manière sa première solution, dont aucun des commentateurs des Principes n'a fait mention.
L'objet de cet Ouvrage est de donner la tbéorie des fonctions, considérées comme primitives et dérivées, de résoudre par cette tbéorie les principaux problèmes d'Analyse, de Géométrie et de Mécanique, qu'on fait dépendre du Calcul différentiel, et de donner par là à la solution de ces problèmes toute la rigueur des démonstrations des Anciens.
CHAPITRE PREMIER
DÉVELOPPEMENT EN SERIE D UNE FONCTION D UNE VARIABLE LORSQU ON ATTRIBUE UN ACCROISSEMENT A CETTE VARIABLE. FORMATION SUCCESSIVE DES TERMES DE LA SÉRIE. THÉORÈME IMPORTANT SUR LA NATURE DE CES SÉRIES.
1. Nous désignerons en général par la caractéristique/ou F, placée
(levant une variable, toute fonction de cette variable, c'est-à-dire toute
({uantité dépendante de cette variable et qui varie avec elle suivant une
loi donnée. Ainsi/(a:) ou ¥[x) désignera une fonction de la variable ao;
f{x^),/[a -+- hx), . . . désigneront des fonctions de x^, de a + bx, .
Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes, comme de-r,y, nous écrirons /(jr,j), et ainsi des autres.
Lorsque nous voudrons employer d'autres caractéristiques pour marquer les fonctions, nous aurons soin d'en avertir.
Considérons donc une fonction /(a;) d'une variable quelconque x. Si à la place de a; on y met x -+- i, i étant une quantité quelconque indéterminée, elle deviendra/(a:-t-i), et, par la théorie des séries, on pourra la développer en une série de cette forme
f[x)-+- pi + qi- -+- ri^ + . . . ,
dans laquelle les quantités/?, q, r, . . ., coefficients des puissances de /,
seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction primitive x et indépendantes de l'indéterminée i.
2. Mais, pour ne rien avancer gratuitement, nous commencerons par examiner la forme même de la série qui doit représenter le développement de toute fonction /(a;) lorsqu'on y substitue cc-hi h la place de X, et que nous avons supposée ne devoir contenir que des puissances entières et positives de i.
Cette supposition se vérifie en etTet par le développement des différentes fonctions connues; mais personne, que je sache, n'a cherché à la démontrer a priori, ce qui me parait néanmoins d'autant plus nécessaire, qu'il y a des cas particuliers où elle ne peut pas avoir lieu. D'ailleurs, le Calcul différentiel porte expressément sur cette mémo supposition, et les cas qui font exception sont précisément ceux où ce Calcul a été accusé d'être en défaut.
Je vais d'abord démontrer que, dans la série résultante du développement de la fonction/(a7 + i), il ne peut se trouver aucune puissance fractionnaire de i, à moins qu'on ne donne à x des valeurs particulières.
En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que des radicaux renfermés dans la fonction primitivey'(a7), et il est clair en même temps que la substitution de x-hi au lieu de x ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux, ni en changer la nature, tant que x et i sont des quantités indéterminées. D'un autre côté, on sait par la théorie des équations que tout radical a autant de valeurs différentes qu'il y a d'unités dans son exposant, et que toute fonction irrationnelle a, par conséquent, autant de valeurs différentes qu'on peut faire de combinaisons des différentes valeurs des radicaux (lu'elle renferme. Donc, si le développement de la fonction /(a: + /)
pouvait contenir un terme de la forme ui" , la fonction /(a;) serait nécessairement irrationnelle et aurait par conséquent un certain nombre de valeurs différentes, qui serait le même pour la i'oncl\on /[x -\- i), ainsi que pour son développement. Mais, ce développement étant re-
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présenté par la série
f[x)-T- pi -+- qi- -4- . . . -f- «J " -1- . . . ,
chaque valeur (\c f[x) se conibinerail avec chacune des n valeurs du radical \i"' , de sorte que la fonction/(.r + i) développée aurait plus de valeurs différentes que la même fonction non développée, ce qui est absurde.
Cette démonstration est générale et rigoureuse tant que x et i demeurent indéterminés; mais elle cesserait de l'être si l'on donnait à X des valeurs déterminées, car il serait possibJe que ces valeurs détruisissent quelques radicaux dans /(a;) (jui pourraient néanmoins subsister dans /(oj-f-i). Nous examinerons plus bas (Ghap. V) ces cas particuliers et les conséquences qui en résultent.
Nous venons de voir que le développement de la fonction f{x -i- i) ne saurait contenir, en général, des puissances fractionnaires de i', il est facile de s'assurer aussi qu'il ne pourra contenir non plus des puissances négatives de i.
Car, si parmi les termes de ce développement, il y en avait un de la
forme ^^5 m étant un nombre entier positif, en faisant /= o, ce terme
deviendrait infini; donc la fonction y(irH-i) devrait devenir infinie lorsque i = o; par conséquent, il faudrait que/(^-) devînt infinie, ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières de x.
3. Nous étant ainsi assurés de la forme générale du développement de la fonction /(it; -h i), voyons plus particulièrement en quoi ce développement consiste et ce que signifie chacun de ses termes.
On voit d'abord que, si l'on cherche dans cette fonction ce qui est indépendant de la quantité i, il n'y a qu'à faire i= o, ce qui la réduit 3if{x). Ainsi /(a?) est la partie àe/[x + i) qui reste lorsque la quantité i devient nulle, de sorte que/{x-\-i) sera égale \if[x), plus à une quantité qui doit disparaître en faisant « = o et qui sera par conséquent ou pourra être censée multipliée par une puissance positive de I ; et, comme nous venons de démontrer que dans le développement
de/{x-\-i) il ne peut entrer aucune puissance fractionnaire de i, il s'ensuit que la quantité dont il s'agit ne pourra être multipliée que par une puissance positive et entière de i ; elle sera donc de la forme iP, P étant une fonction de or et «qui ne deviendra point infinie lorsque i = o. On aura donc ainsi
donc/(ir4-ï) —/[x) — iP, et par conséquent divisible par i; la division faite, on aura
p^f{x-hi)-f[x]^
Or, P étant une nouvelle fonction de x et i, on pourra de même en séparer ce qui est indépendant de i et qui, par conséquent, ne s'évanouit pas lorsque i devient nul. Soit donc/? ce que devient P lorsqu'on fait i'=o;/7 sera une fonction de x sans i, et, par un raisonnement semblable au précédent, on prouvera que V = p -i- iQ, iQ étant la partie de P qui devient nulle lorsque i = o, et Q étant une nouvelle fonction de X et i qui ne devient pas infinie lorsque i = o.
On aura donc V —/)^= iQ, et par conséquent divisible par i; la division faite, on aura
Soit (j la valeur de Q en y faisant / = o; q sera une fonction de x sans i, et la partie de Q qui devient nulle lorsque i devient nul sera, comme ci-dessus, de la forme «R, R étant une fonction de x et i qui ne deviendra pas infinie lorsque i=o et qu'on trouvera en divisant Q — q par i, et ainsi de suite.
On aura, par ce procédé,
f[x-^i)=f{x)-hil\ P = p-h{Q, Q = q-hiR, R = /■ 4- /S, ...; donc, substituant successivement,
f[x + i)=f{x)-h iP =f[x) -^ ip -h i-Q =f{x] +ip^i-q -^-in{ = .. ,
ce qui donnera, pour le développement Ao, /[x -\-i), une série de la forme que nous avons supposée au commencement.
X -h l X X[X-\-l] X X- X-[X-\-l] X X- X'' x-'[x-i-ij
comme il résulte de la division actuelle.
Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle \/x. On aura donc
/(^) = y/jT, f[x -h i) =r v'jT •+ i r= \/x -\- i P ;
donc
/ P = y .r -h i — \Jx=z . = 1 P = — 7= 5 /? = -= 5
iQ=zP-p= ' ^ -.
\^x + / H- v^ 'iy'.r
^x{\Jx + / + v'-^) a v'^r (y/'a:: + i + y/^r)^
2y/x(y/'j: + < + y/xj' 8a:y'^
ay'jtL^-^' (y/^ + / -f- v'-îpj'.l
I / — ix -{- i\Jx y/.r + / i sjx -f- / + 3 \Jx
" — :=-, — - =Tr' ' — — : :='
iix\Jx{^x -h i -h \Jx )' iftx-y/j
De sorte qu'on aura, de cette manière,
\Jx H- / + V jc -2 \/x 1 \/x[\'x + / + \'Xj
/— l 1- \X -f- / -t- "? vx
2 y/or 8x\'x 8x\Jx{^x + i + \/x)' 2 i^x Sx \/x ! 6^'- y/.r
Cette dernière série est celle que l'on trouve par l'extraction actuelle de la racine carrée ou par la formule du binôme.
5. Il serait difFicile d'exécuter ces opérations sur des fonctions irrationnelles plus compliquées; mais, en faisant disparaiti'e les irrationnalités par rapport à la quantité i, l'application de la méthode n'aura plus de difficulté.
Ainsi, en reprenant l'exemple précédent, on partira de l'équation
\Jx -+- i =r y\r -1- /P,
qui, étant élevée au carré pour dégager Vi de dessous le signe radical, devient, après la division par /,
i = 2Pv^jr + /P2.
Faisant /— o, P devient/?, et l'on aura
\^ip\jx , d'où /> = — ;=• 1 \Jx
On fera donc P = /? +«Q, ce qui étant substitué, on aura, après la division par /,
Faisant i — o,(^ devient q; donc on aura
h 2 fl Jx = O ,
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dOù l'on tire
On fera done Q = q-\-iB., et ainsi de suite.
On peut, à la vériîé, trouver les valeurs de/?, q, r, ... d'une manière plus expéditive en faisant tout de suite l'équation
y \r + i = v'-^ -\- pi -i- qi- + ii'^-\-. . .,
l'élevant au carré pour dégager la quantité i de dessous le signe, et comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances de i pour que cette quantité puisse demeurer indéterminée, comme on le suppose; mais la méthode précédente a l'avantage de ne développer la série qu'autant qu'on veut et de donner la valeur exacte du reste. En effet, si l'on voulait, par exemple, s'arrêter au second terme/»/, on aurait Qr pour la valeur du reste, et l'on pourrait déterminer Q par la résolution de l'équation en Q. Dans l'exemple ci-dessus, cette équation est
six) 4-^"
et, pour la résoudre de manière que l'expression de Q ne présente pas
la quantité i au dénominateur, il n'y a qu'à faire Q == y^, ce qui réduira l'équation à cette forme.
d'où l'on tire
V =: — 4 -^ s/^ — ii\Jx±^x\/x-+i;
et, comme Q ne doit pas devenir infini lorsque / = o (n" 3), il faudra que V ne devienne pas nul dans le même cas; par conséquent, il faudra prendre le signe inférieur du radical; on aura ainsi
^' =: — 2)/x[-2X -\- i) — '^^Xljx -^- i.
et de là
comme plus haut. On en usera de même dans tous les cas semblables.
6. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons exposée consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions/), q, r, ... résultent de la fonction principale /(a;), et surtout en ce qu'elle prouve que les restes iV, iQ, îR, . . . sont des quantités qui doivent devenir nulles lorsque / = o, d'où l'on tire cette conséquence importante que,
dans la série
f{x) + pi -t- qi- -+- ri^ + . . . ,
qui nait du développement de/[x-hi), on peut toujours prendre i assez petit pour qu'un terme quelconque soit plus grand que la somme de tous les termes qui le suivent, et que cela doit avoir lieu aussi pour toutes les valeurs plus petites de /.
Car, puisque les restes «P, iQ, il\, ... sont des fonctions de «qui deviennent nulles, par la nature même du développement, lorsque i = o, il s'ensuit que, en considérant la courbe dont / serait l'abscisse et l'une de ces fonctions l'ordonnée, cette courbe coupera l'axe à l'origine des abscisses, et, à moins que ce point ne soit un point singulier, ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières de x, comme il est facile de s'en convaincre avec un peu de réflexion et par un raisonnement analogue à celui du n" 2, le cours de la courbe sera nécessairement continu depuis ce point; donc elle s'approchera peu à peu de l'axe avant de le couper et s'en approchera, par conséquent, d'une quantité moindre qu'aucune quantité donnée, de sorte qu'on pourra toujours trouver une abscisse / correspondant à une ordonnée moindre qu'une quantité donnée, et alors toute valeur plus petite de i répondra aussi à des ordonnées moindres que la quantité donnée.
On pourra donc prendre i assez petit, sans être nul, pour que îP soit moindre que/'.r), ou pour que iQ soit moindre que p, ou pour
quo iW soit moindre que q, et ainsi des autres, et par conséquent pour que i'-Q soit moindre que ip ou que r'R soit moindre que rq, etc.; donc, puisque (n° 3)
iV = ip -h i-q -h i^r + . . ., i- Q = / - q -{- i'^ r -■-... , i^ R ~ / ' ;• + ...,
il s'ensuit qu'on pourra toujours donner à i une valeur assez petite pour que chaque terme de la série
f[x)-r-ijj-^i-q + i^r+...
devienne plus grand que la somme de tous les termes suivants, et alors toute valeur de i plus petite que celle-là satisfera toujours à la même condition.
On doit regarder ce théorème comme un des principes fondamentaux de la théorie que nous nous proposons de développer; on le suppose tacitement dans le Calcul différentiel et dans celui des fluxions, et c'est par cet endroit qu'on peut dire que ces calculs donnent le plus de prise sur eux, surtout dans leur application aux problèmes géométriques et mécaniques. Los doutes qui pourraient rester sur la démonstration de ce théorème, parce que le procédé que nous avons employé pour trouver les restes «P, iQ, ïR, ... n'est applicable qu'aux fonctions algébriques, seront levés dans le Chapitre V, où nous donnerons l'expression générale de ces restes et la manière d'en déterminer les limites.
7. 11 faut remarquer, au reste, que la méthode que nous venons de donner pour trouver successivement les termes de la série qui représente une fonction de x-hi, développée suivant les puissances de i, ne peut s'appliquer, en général, au développement d'une fonction de aet de i qu'autant que cette fonction est susceptible d'être réduite en une série qui procède suivant les puissances positives et entières de i. car le raisonnement du n° 2, par lequel nous avons prouvé que toute fonction de oc -^i est, généralement parlant, susceptible de cette forme ne pourrait pas s'appliquer à une fonction quelconque de ^ et i. Mais,
dans les cas où cette réduction est possible, on pourra toujours appliquer à la série résultante du développement suivant les puissances ascendantes de / la conséquence que nous en avons tirée dans le numéro précédent, savoii', que la quantité i pourra être prise assez petite pour qu'un terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux qui le suivent, pris ensemble.
CHAPITRE IL
rONCTIONS dérivées; leur notation et I.EIR ALGORITHME.
8. Nous avons vu que le développement de/(^ + f) donne naissance à différentes autres fonctions/?, q, r, . . . , toutes dérivées de la fonction principale /(a;), et nous avons donné la manière de trouver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais, pour établir une théorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la loi générale de leur dérivation.
Pour cela, reprenons la formule générale
/( X + i) =f( x]-\- pi-h qi- + r/-' -4- . .' . ,
et supposons que l'indéterminée x devienne x + 0, o étant une quantité quelconque indéterminée et indépendante de i; il est visible que /[x -{- i) deviendray'(^4- i -f-o), et l'on voit en même temps que l'on aurait le même résultat en mettant simplement i + o à la place de i dans/(,r + r). Donc aussi, le résultat doit être le même, soit qu'on mette, dans la sévïe /{x) -h pi-i-qi- -h rv' -h. . ., i-\-o -àla. place de i, soit qu'on y mette a; -h o au lieu de x. La première substitution donnera
f{x] -h p{i -ho] -h q{i -h o]-^ r{i + o)^ -h. . .,
savoir, en développant les puissances de i^o, et n'écrivant, pour plus de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance, parce que la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations dont nous avons besoin,
f[x]+ pi -\- qi--\- ri'^ -h si^ -h . . .+ po + 7.qio -h 3 ri- o -i- ^si^o ■+ . . . .
Pour faire l'autre substitution, soient /(a:) +f[x)o -;- ...,/>> -i-p'o -h . . . , q -\- q'o -i- . . . , /• -h r'o -h . . . ce que deviennent les fonctions f{x) , p, q, r, ... en y mettant cc-\-o pour x et ne considérant dans le développement que les termes qui contiennent la première puissance de o; il est clair que la môme formule deviendra
/(x-) + /;/ -\- qi' + ri^ -+- si' -h . . . -\-f'{x]o -h p' io -+- q'i-o + ;■'/■' o + . . . .
Comme ces deux résultats doivent être identiques quelles que soient les valeurs de i et de o, on aura, en comparant les termes affectés de o, de ia, de i'o, etc.,
P=f'{^)' ■^q=p', '^r=zq', 45 = r',
Maintenant, de même que/'(a:) est la première fonction dérivée de /{x), il est clair que// est la première fonction dérivée de p, que g' est la première fonction dérivée de q, /' la première fonction dérivée de /■, et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d'uniformité, on dénote par/'(x) la première fonction dérivée ûe/[x), par/"(j:) la première fonction dérivée de/'{x), par/'"(a?) la première fonction dérivée (\e/"{x), et ainsi de suite, on aura
P^f'[^)> et de !à p' =f"{x);
donc
donc
donc
et de là
el de là
r'zz
r' /--(.ri
et ainsi de suite.
Donc, substituant ces valeurs dans le développement de la fonction f{x-\-i], on aura
Otte nouvelle expression a l'avantage de faire voir comment les termes (le la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, lorsqu'on sait former la première fonction dérivée d'une fonction primitive quelconque, on peut former toutes les fonctions dérivées que la série renferme.
9. Nous appellerons la fonction /{x) fonction primitàe par rapport aux fonctions /'(a:), /"(a?), ... qui en dérivent, et nous appellerons ceWes-c'i fondions dérivées par rapport à celle-là. Nous nommerons de plus la première fonction àcv'wQC f'[x) fonction prime, la seconde l'onction dévi\éef"{x) fonction seconde, la troisième fonction dérivée f" [x) fonction tierce, et ainsi de suite.
De la même manière, si /est supposée une fonction de x, nous dénoterons ses fonctions dérivées par y', y", y'", . . ., de sorte que, y étant une fonction primitive,/' sera sa fonction /;n'me, y" en sera la fonction seconde, y'" la fonction tierce, et ainsi de suite.
De sorte que, x devenant x-\-i, y deviendra
Ainsi, pourvu qu'on ait un moyen d'avoir la fonction prime d'une fonction primitive quelconque, on aura, par la simple répétition des mêmes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction primitive.
Au reste, pour peu qu'on connaisse le Calcul différentiel, on doit voir que les fonctions dérivées j', /",/", . . ., relatives à x, coïncident
, . dr d-r d^r
avec les expressions -f--, -r— ;> -r-^? — ' ax ax- ax'
2h THÉORIE DES FONCTIONS.
CHAPITRE m
rONCTIONS DERIVEES DES PUISSANCES, DES QUANTITÉS EXPONENTIELLES ET LOGARITHMIQUES, DES SINUS, COSINUS ET DES EXPRESSIONS COMPOSÉES DE CES FONCTIONS SIMPLES. ÉQUATIONS DÉRIVÉES.
10. Puisque tout se réduit à trouver la première fonclion dérivée d'une fonction donnée, nous allons donner des règles générales pour )a formation des fonctions dérivées des principales quantités qu'on emploie dans l'Analyse.
Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction dérivée/'(.r) d'une fonction donnée f{oc) de la variable x n'est autre chose que le coefficient de i dans le premier terme du développement de cette fonction, après la substitution de .r -h t à la place de i. Ainsi il ne s'agit que de trouver ce premier coefficient.
Soit donc d'abord /(j?) = x"'; on aura
or il est facile de démontrer, soit par les simples règles de l'Arithmétique, soit par les premières opérations de l'Algèbre, que les deux premiers termes de la puissance m du binôme x^i sont x"' -\~ mx'" 'U, soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif;
ainsi on aura
f'[x) = mx"'~'.
De là on tirera de la même manière
f"[x] =:in{m — i)x'"-'^, f"'[x] =m[m - i) (m — i)x'"'\ . . .,
de sorte qu'on aura, par la formule générale du n" 8,
m [m — i) , ., m[m — ilf»» — o]
[x^ i]"' = x'"+ mx'" ' i -{ ^ -x'^^-t'-h — '^ 'x"'^i^-h...,
ce qui est la formule connue du binôme, laquelle se trouve ainsi démontrée pour toutes les valeurs de m.
Soit en second lieu/(a7) = a'^; on aura
Ainsi tout se réduit à trouver les deux premiers termes de la série de a', développée suivant les puissances de i.
Soit, pour cela, a = i-;-Z>; alors
n'—{i-hb]' = i-+- ib-i~ -^ '-b--h ^, -b^~,~
par la formule que nous venons de démontrer. Développant les produits de i, i— I, i — 2, ... et ordonnant les termes suivant les puissances de /, on trouvera que les termes multipliés par i forment cette
Donc, faisant pour abréger
les deux premiers termes de la valeur de a' en série seront 1 + Aj; on
aura par conséquent
f'{x] = Aar.
On tirera de là, par la même opération répétée, on aura ainsi
f[x -\-i)— a-"^-*-' = o-^( I -I- Ai H ' H j •
Divisant par a*" et changeant i en x, on aura la série connue
a^—i-\-kx-\ 1 -„- + • • •
A III
Ainsi la quantité a^ est égale à un nombre constant, qui est la valeur de a, lorsque A = r , et par la série précédente on trouve
C'est le nombre qu'on désigne ordinairement par e, de sorte que la
relation entre a et A se trouve exprimée d'une manière finie par l'équa-
tion a* = e, laquelle donne a = e*.
Donc, si/(x) = e"'-^, on aura a = e"\ A = t/z, et par conséquent
f'[x)= me""', f"[x] = m'^-e'"-^; f"'[x] = m^e"'-^, ....
d'où l'on tirera, comme ci-dessus,
e"'^:= 1 + mx -\ 1 -— 1
Or, dans l'équation j = a^, x est ce qu'on appelle le logarithme de j,
a étant la base du système logarithmique, c'est-à-dire le nombre dont
le logarithme est l'unité, de sorte que cette équation donne a;— logj
pour la base a. Par la même raison, l'équation a* = e donnera — = log^
pour la base « et A= loga pour la base e.
Dans le système des logarithmes ordinaires, la base a a été prise
égale à lo, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le calcul arithmétique; mais, dans l'Analyse on prélerc, comme plus simple, le système dont la base est le nombre e; c'est le système des logarithmes de Neper, qu'on nomme communément logarithmes hyperholiques, parce qu'ils sont représentés par l'aire de l'hyperbole équilatère entre ses asymptotes, et on les désigne par la simple caractéristique 1. Ainsi on a A = la; par conséquent, la fonction prime de la fonction a"" est exprimée par a^\a (numéro précédent).
Au reste, comme a = 6'\ on aura a = e^", et par conséquent a' = e''", moyennant quoi on peut réduire toutes les exponentielles à la même base e.
13. Soit donc, en troisième licu,/(j:")= \o^x; on aura, par la nature des logarithmes, j? = a-^f^\ Or, x devenant x-\-i,f[x) devient
f^x + /) =.f[x) + if'[x) + ^/"(^) + . . . .
Faisant, pour abréger, o = îf'[x) -\ f"{3c) 4- . . . , l'équation x = a^'-"
deviendra, en y mettant x -+- i pour x et/{x) + o pour/(.r),
et, divisant cette équation par la précédente, on aura
n — = «"— I 4- Ao + ^ — h. . . numéro précèdent :.
Eflaçant l'unité de part et d'autre, et divisant par i, après avoir substitué la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puissances de i,
l=A/V)+;[A/"l^)+AV=(ar)] + ....
La quantité i étant et devant demeurer indéterminée, il faudra que cette équation se vérifie indépendamment de cette quantité; par conséquent, tous les termes affectés d'une même puissance de i devront
se détruire d'eux-mêmes et former autant d'équations à part. On aura donc ainsi
^ = A/'(x). kf"[x]+k'^f''[x)^o,
et ainsi de suite.
Donc, /(a?) étant égal à loga:-, on aura, en général,
et de là, par la formule générale du n" 10, on tirera
X' la
valeurs qui satisfont, comme l'on voit, aux différentes équations trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans la
série/(a:) +if'[x) -\ — f'\x) + • • • , on aura sur-le-champ Iog(.r + /) = logx
X \u 2x-\a 3x^ \a Faisant x = i et changeant i en x, on aura la formule connue
log(, + ^) = '—^
Pour les logarithmes hyperboliques où le— i, on aura simplement
f{x)=ix, /'(^)-^ r{x)=.-^, ....
14. Les sinus et cosinus d'angles considérés analytiquement ne sont que des expressions composées d'exponentielles imaginaires; ainsi, on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces exponentielles.
Soit donc, en quatrième licu,/(^) ~ sin^; comme on a
sin.r = - ==: 5 cosx= '- s
on fera
ot l'on aura (n° 12), ^\\ mettant ±\ ^i au lieu de m dans e'"-'".
f'[x)= = COSJT.
De même, en faisant
on trouvera
y [;c) = COS.r =r7 ,
/ (^) = — ^ v— i = -sin:
Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sin.r, coso^, on en déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées.
En effet, puisque/(a') = sina;a donné/'(^) = cosa? et que/(a:') = cos.r a donné/'(^)= — sin^, on aura, poury'(a^) = sin/r,
/'(ar) = cos.r, /"(ar) = — sin.r, /'"(jr) ^ — cosr, /'■''(^•) = sinjr, ...,
et, pour/(j-) = cosa% on aura
f'(x)=^ — sin.r, /"[^) — — coso.-, f"\x) =^ sinx, f"'[x)=^cosx, ....
D'après ces formules, on aura sur-le-champ les séries
sinlx -\- i) ^= sinx -+- 1 cosjr sin.r cos.r h -^-—r ?,\nx +. . .,
i- i^ i'' cos(.r -!-;) = cos.r — i sin.r cosjc H ^ sinx m r— > cosjc — . . . ,
d'où, en faisant j7 = o et changeant i en a-, on tire les séries connues
sm.ri=:.r -H .. , ^ ? cos.r = i
15. Les fonctions x'", a^, l.r, sino;, cosr que nous venons de considérer doivent être regardées comme les fonctions simples analytiques
(ruiic seule variable. Toutes les autres fonctions de la même variable se composent de celles-là par addition, soustraction, multiplication ou division, ou sont données en général par des équations dans lesquelles entrent des fonctions de ces mêmes formes. Ainsi, connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous venons d'examiner, on trouvera aisément les fonctions primes des fonctions composées, et, par les mêmes opérations répétées, on aura successivement les fonctions secondes, tierces, etc.
Soient p, </, /•, ... des fonctions simples de x, dont p' , q\ /', ... soient les fonctions primes connues par les règles précédentes, et qu'on demande la fonction prime y' d'une fonction y composée de p, c], r, ...; on considérera que, x devenant x-^i, y devient en général
y -^ y'i -+- '— 1 (n° 9). Ov p, q, r, ... deviennent en même temps
p -hp'i -h. ... q -h q'i + . . . , 7' -h r' i -h . . . , et ainsi des autres. Il n'y aura donc qu'à substituer ces valeurs dans l'expression de j, développer les termes suivant les puissances de i, et le coefficient de j sera la valeur cliercliée de r'.
x\insi, SI y = ap + bq -\- ..., a, b, ... étant des coefficients constants quelconques, on aura sur-le-champ
y' = ap' -h bq' -^ . . . .
Si y = apq, la quantité pq deviendra
donc
y' z= ap'q + (iq'p-
Si j = apqr, on trouvera de la même manière
y' = ap' qr -+■ aq' pr + ai' pq,
et ainsi de suite.
Si y= -^5 la quantité - deviendra ^ q ^ q
/> + ip' +^^ .
névcloppanl le dénominateur en série par les règles connues, on aura
(lone
16. Soit, en général, j =/(/>); en regardant /(/j) comme une fonction primitive de/?, sa fonction prime sera/'(/)), en sorte que, p devenant p-\-o (j'emploie ici la quantité indéterminée o à la place de la (juantité indéterminée /, qui désignera toujours l'augmentation indéterminée de x),f{p) deviendra (n° 8)
f[p] + of'[p) + ^f"[p)^.,..
Or, p étant une fonction de x, lorsque x devient x-\-i, p devient
donc, faisant o=^ip'-\ — p" -h. . ., f{p) deviendra, par la substitution de X + ih la place de jt".
fip) + ip'f'ip) + '-[p'^np) +/'r(/')] +• • •;
par conséquent, on aura
d'où résulte ce principe, que la fonction prime d'une fonction d'une quantité qui est elle-même une fonction d'une autre quantité est égale au produit des fonctions primes des deux fonctions.
Supposons maintenant que j soit une fonction ûe p et de (j, que nous
désignerons par/(y?, q); il s'agit donc de substituer x-hi a la place
de X dans les deux fonctions/) et q. Or il est visible que l'on doit avoir
le même résultat, soit qu'on fasse ces deux substitutions à la fois ou
IX
successivement, puisque les quantités p et q sont regardées comme indépendantes.
En substituant d'abord x-hi kla place de oc dans la fonction p, la fonction /(/?, ^), regardée seulement comme fonction de p, devient
j'écris simplement /'(/?) pour désigner la fonction prime (\ef{p,q), prise relativement à/) seul, q étant regardée comme constante. Substituons maintenant x -\- i pour x dans q; la fonction /(/?, q) deviendra pareillement
oùf'{q) représente la fonction prime (\ef{p, q), prise relativement à q seul, p étant regardée comme constante. Quant au terme ip'/'{p), il est visible que, par cette nouvelle substitution, il se trouverait augmenté de termes multipliés par i-, r', — Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du développement dc/{p,q), après la substitution (le x-i- i pour x, seront simplement
fip,q)-^'\.p'f'{p)-^q'f'[q)l
de sorte qu'on aura
Si j était une fonction de p, q, r, représentée par/ijy, q, r), on trouverait de la même manière
et ainsi de suite.
D'où il est aisé de tirer cette conclusion générale, que la fonction prime d'une fonction composée de différentes fonctions particulières sera la somme des fonctions primes relatives à cbacune de ces mêmes fonctions, considérées séparément et indépendamment l'une de l'autre.
Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les autres fonctions dérivées des ordres supérieurs.
Ainsi, (Ml supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions primes de
seront
X"', IX, rt , sinX, cosX,
mX"'-'X', ^, a^\'\a, X' cosX, -X'sinX,
et leurs fonctions secondes
mX'"-'X"+m(m-i)X'«-2X'2, ^ _ ^, a^X" \a + a^X'^\a]\ X"cosX-X'-^sinX, - X" sinX - X'-^ cosX, .... et ainsi de suite.
17. Mais la fonction y pourrait n'être donnée que par une équation quelconque entre x et y.
Représentons cette équation, en général, par ¥{x,y) = o; on aura, par la résolution, y égal à une certaine fonction de x, qu'on pourra désigner par/(a^), de sorte que, en substituant /(ct) pour j dans la fonction Y{x,y), elle deviendra ¥[x,/[x)], fonction de x seul que nous désignerons par <p(j7). Cette fonction cp(a;) devra donc être nulle quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera aussi en mettant ^+ i pour a;, quelle que soit la valeur de /. Mais, par cette substitution, o{x) devient
donc, pour que i puisse être une quantité quelconque, il faudra que l'on ait séparément les équations
dont la première est l'équation donnée , la seconde est sa fonction prime, la troisième sa fonction seconde, etc.
Or, puisque (^{x) — ¥[x, /{x)] =¥{x, y), (p'(x) sera la fonction prime de ¥{x,y), y étant regardée comme fonction de x, et, par le principe établi dans le numéro précédent, cette fonction prime sera
exprimée par Y'{x) +j'F'(7), en désignant par Y'i-r) et ¥'{y) les fonctions primes de la fonction Y{cc,y), prises relativement à x seul et à y seul.
Donc l'équation F(j:-, }') = o donnera
r'{x)-hx' F'[x) = o, d'où l'on tire
Ayant ainsi la valeur de la l'onction prime y' en fonction de x et v, on aura celle de j" en prenant la fonction prime de cette fonction, et ainsi de suite.
Il résulte de l'analyse précédente ce principe :
Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables a-, y, l'équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes, ainsi qu'entre leurs fonctions secondes, etc. Nous appellerons ces nouvelles équations équations dérivées, et en particulier équations primes, équations secondes, etc., celles qu'on obtient en prenant les fonctions primes, secondes, etc.
Si l'équation ne contenait qu'une seule variable qui dût demeurer indéterminée, ce qui a lieu dans les équations identiques, le même principe subsisterait, et l'on aurait également une équation prime, une équation seconde, etc., qui seraient aussi identiques.
Les Leçons III, IV, V, VI et VII sur le Calcul des fonctions renferment un commentaire sur les principaux points que nous venons de traiter dans ce Cbapitre; on y trouvera des développements utiles et importants et des applications nouvelles.
CHAPITRE IV
DIGRESSION SLR LA MANIÈRE DE DÉDUIRE LES SERIES QUI EXPRIMENT LES EXPONENTIELLES, LES LOGARITHMES, LES SINUS, COSINUS ET LES ARCS DE SIMPLES CONSIDÉRATIONS ALGÉBRIQUES.
18. Les séries qui représentent les quantités exponentielles et logarithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus, ont été trouvées d'abord par le Calcul différentiel. Halley est, je crois, le premier qui ait imaginé de déduire celles des exponentielles et des logarithmes de la formule de Newton pour les puissances du binôme [Transactions philosophiques, n° 216), en employant la considération de l'infini ou de l'infiniment petit. Cette méthode a été suivie par Euler et étendue aux sinus et cosinus dans les Chapitres VII et VIII du premier Tome de son Introductio in Analjsin, etc. Mais, quoiqu'elle puisse être admise en Analyse, on ne saurait disconvenir qu'elle n'a pas l'évidence ni même la rigueur qu'on doit désirer dans les éléments d'une science, et nous croyons qu'on nous saura gré de nous écarter ici un moment de notre marche pour donner une démonstration des mêmes formules, fondée aussi uniquement sur celle du binôme, mais dégagée de toute considération de l'infini. Nous donnerons même à ces formules une généralisation qui servira à rendre les séries aussi convergentes qu'on voudra dans tous les cas.
Considérons l'équation générale
dans laquelle x est le logarithme de y pour la base «; mettons à la place de a, I -^ a — I, ce qui est la même chose, et ensuite à la place
(le (i -t-a — i)-^, [(i -Fa— i)"]", ce qui est encore la même chose que «^ ; on aura
r = [(n-a — ij«J",
n étant une quantité quelconque qui disparaît d'elle-même dans la valeur de y.
Je développe maintenant le binôme (i -f- a — i)" dans la série
et j'ordonne les termes suivant les puissances de n\ j'aurai
les coefficients A, B, ... étant donnés eii a, et il est aisé de voir qu'on aura d'abord
cette quantité A étant la même que celle du n" 11 ; à l'égard des autres coefficients, nous n'aurons pas besoin de les chercher, puisqu'ils disparaîtront du calcul, comme on va le voir. Faisant cette substitution, nous aurons
et, développant à la manière du binôme, il viendra
r—i-\ — (A/t 4- 1J«2 + . . .) ^ ; — l (A«-4-Bn2 + ...)2
'' n^ 'in- '
xix — n][x — :>.n] I . _ „ ,,
in
savoir, en effaçant les puissances de n communes aux numérateurs et aux dénominateurs,
:^- = I 4- ^ ( A -f- En -H- . . . ) + ■^^^-^^-— ^ ( A -t- B/i + . . . )2 x[x — n){x — -y.n] . . „ , „
Maintenant, comme la quantité n est arbitraire et doit, par la nature même de la fonction y, disparaître de l'expression de cette fonction, il faudra que tous les termes multipliés par chaque puissance de n se détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun compte de ces termes, (|ui doivent disparaître d'eux-mêmes quel que soit n, on aura simplement
comme plus haut (n° 11 ).
19. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour cela, nous mettrons l'équation a'^^v sous la forme
qui est identique avec la précédente, et où n est encore une quantité (|ucIconque à volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur de ce en j.
Développant les deux membres à la manière du binôme, on aura
, nxinx — i) , ,„ nxinx — i]{nx — i] ,
1 + nx(« — i) H !^ — '- (« — i)2h ^- —!^ '-[a — i)3-+-. . .
savoir, en effaçant l'unité de part et d'autre et divisant par n,
, . x[nx — i). ,„ xinx — i]{nx — 1) , ,,
x[a-i] + -^^^ '-[a-iY-+^ ^ /(a_,)3 + ...
, ^ n — I, ,„ [n — Ain — 2),
Or, n étant, comme nous l'avons déjà dit, une quantité entièrement arbitraire et qui ne doit pas entrer dans l'expression de x en j, il faudra que les termes multipliés par les différentes puissances de n se détruisent d'eux-mêmes, en sorte qu'il ne reste que ceux où n n'entrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes sans n, l'équa-
tion suivante, dans laquelle j'emploie, pour abréger, la quantité A déterminée ci-dessus,
d'où l'on tire
(r--i' -^fr-i^-^-Vr — il'-...
X = log j = ~ — — — ,
formule connue et qui s'accorde avec celle du n° 13, A étant égal à la.
20. Mais cette formule n'est convergente que lorsque le nombre j, dont elle donne le logarithme, est peu différent de l'unité. Aussi n'estelle d'aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. Voici un moyen de la rendre convergente pour tous les nombres.
Il est évident que l'équation fondamentale j^a"^ peut se changer en celle-ci j'":=a"'^, m étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire. Employant donc cette dernière formule à la place de l'autre, il n'y aura qu'à changer dans celle-ci y an y'" et x en mx. On aura ainsi, en général,
iogr
r'"— I) — i(r'" — ii-' + ^ir'^
OÙ l'on pourra prendre pour m une fraction --, telle que \/y soit toujours un nombre aussi peu différent de l'unité qu'on voudra.
Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de y ne contienne que l'unité avant la virgule, et qu'après la virgule il y ait s zéros; alors, si l'on s'ari-ête à 2s décimales, il est visible que le terme {y'" — i)^ et à plus forte raison les termes suivants ne donneront rien, de sorte qu'on aura simplement, dans ce cas.
De la même manière, on aura aussi, sous les mêmes conditions,
A := Irt =: r(v'a — i)>
et par consé(jiient
C'est par cette formule (jue Briggs a calculé les premiers logarillimes. Il avait remarqué qu'en faisant des extractions successives de racines carrées d'un nombre quelconque, si l'on s'arrête, dans une de ces extractions, à deux fois autant de décimales qu'il y aura de zéros à la suite de l'unité, lorsqu'il n'y a plus que l'unité avant la virgule, la partie décimale de cette racine se trouve toujours la moitié de celle de la racine précédente, en sorte que ces parties décimales ont entre elles le même rapport que les logarithmes des racines mêmes; c'est ce qui résulte évidemment des formules précédentes.
Ainsi, en prenant r = 2®", on trouve, pour a =: 10,
de sorte que
- F^= = — ' — / Q ^r. g ==0,434-29 44^19 03251...= - ==^ = loge.
/■ \«_i 19971742081 -25505-27 't T ^ -r-T :7 A la
Si maintenant on veut avoir, par exemple, le logarithme de 3, on fera y =3, et, employant de même (jo extractions de racines carrées, on trouvera
et de là
, vv— I q528c)4-264o7458Q37.. . . _, ^„
logr= ;r^= = ' ^—7 — T] — F^-5 =0,4771^ 12547 1900^'
°"^ i^a — i 1997I74'?-o8i25jo527.. . '^'' -rj v
Cette méthode est, comme l'on voit, très-laborieuse, par le grand nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir un résultat IX. 7
en plusieurs décimales; mais la formule générale que nous avons donnée ci-dessus pour l'expression de a? en j sert à la simplifier et à la compléter, car, quel que soit le nombre j, il suffira d'en extraire quelques racines carrées, jusqu'à ce qu'on parvienne à un nombre j'" ou '\ly, qui n'ait que l'unité avant la virgule; alors les puissances de y"^ — I seront des fractions d'autant plus petites qu'elles seront plus hautes, et, par conséquent, la série deviendra assez convergente ])Our qu'il suffise d'en prendre un petit nombre de termes.
21. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche des séries qui expriment le sinus par l'arc ou l'arc par le sinus, et pour lesquelles on emploie aussi (comme l'a fait Euler dans le même Ouvrage) la considération de l'inffniment petit et de l'infini.
En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication
des angles
cos/i,r -h sinnxy/ — I =: (cosor 4- sin^y — i )",
on a réciproquement
cos^ 4- sirijry — i ;= [costix 4- sinnjT y — ' }",
où le nombre n peut être quelconque.
Maintenant, quelle que soit l'expression de s\nx en série de l'arc x, elle ne peut être que de la forme kx -t- Ba?^ h- . . . , car, puisque le sinus devient nul lorsque l'arc est nul, il est visible que cette expression ne
doit contenir aucun terme sans x. Or, comme cosa — y'i — ûvi^x, on aura
COS:l' = \Jl — A'-'^- — "i-A-hx-^ — . . . r=r I h
Les coefficients A, B, ... sont censés indépendants de l'arc x; par conséquent, ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant donc /îicpour X, on aura pareillement
«2 K-xsmnx =^nkx -\- n^hx"^ -\- . . . et coshx = i— y-....
Donc l'équation précédente deviendra
cosx -I- sin;r\ -I = i + n\x\ —i + /i- ( By — i ■ 1^- + . . .
Développons le second membre à la manière du binôme, en faisant, pour abréger,
X = Ax\ — I + n f By — I \ X- -h . . .;
on aura
cos:r-4- sinxi— 1 = 1 + - wX^ + • — — inX]--+- ^ — , raXV» + ...
Comme les valeurs de sina? et de cos.-c doivent être indépendantes du nombre arbitraire n, il s'ensuit que tou^ les termes du second membre qui se trouveront multipliés par une même puissance de n doivent se détruire d'eux-mêmes. Ne tenant donc compte que des termes où n ne se trouvera pas après le développement, il est aisé de voir que la quantité X se réduira à son premier terme Xx\l — i, et que
les coefficients des puissances de X se réduiront à i, -' • — q? ■'•■> de sorte que l'on aura simplement
ces
X + sinoTy — 1 ^i + A^y/— 1+ -(A^y'— i)^H ^ (A^ry — i )^ + . . .
En effectuant les puissances de V— J» et comparant les parties réelles des deux membres ensemble et les imaginaires ensemble, on aura
s\nx =: Ax
cos.r= I ■ -+- —T.— 7 •
22. Pour avoir de même la valeur de a: en sinus et cosinus de ce, il n'y aura qu'à reprendre la formule fondamentale
cosn^ -t- sin/iary — ' = (cos.r + sin^y'—' j">
dans laquelle on mettra, à la place de sin«,r et cos/Kr, leurs valeurs
en série nXœ-^ n-Bx--h '- h. . . , et l'on développera la
puissance n du second membre. On aura ainsi
I + ftÂ^y. — I -4- rt- I By- — i ~ ] X- -h . . .
r sin^ n(n — i) fs\nx — — \
cos"x I -+- n v'— ' -I ^ V — 1
[ cosa; ' 1 Vcos^- /
Or
donc
smxcosjc
=: langJT, cosx = V 1 — biii-x;
cos"a;= 1 — sin2j;-!=i sui-^r -i ^ ^ — ^sin*^ — . . . .
Substituant ces valeurs, la quantité n ne se trouvera plus que dans les coefficients, et, ordonnant les termes suivant les puissances de cette quantité, le second membre deviendra de cette forme i + nP4- n-Q -+-..., en faisant, pour abrégei",
P — tang^v^—i — ^{lang^V^—i)''-i-^(lang^V — ')' — •••— -rsin-jc— !, sin^ x— ^ sin«.^•- Q= ^(lang^V - 1 )" -h . . . ;
effaçant l'unité des deux membres et divisant toute l'équation par n, elle deviendra
Aory — 1 -4-n(By/— 1 \ x- -^ . . . — V -\- iiQ -h . . . ,
et, comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité n, qui doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui contiennent les différentes puissances de n se détruisent d'eux-mêmes, ce qui la réduira d'abord à A^v^— 1 =V, savoir, en développant les puissances de tang^v^— i,
A^V"— I = (langj: — j tang^x -'.- i lang^ x ~ • • • ) V^~' -+-Tlang'-jf — { iang''^ + | lang'^a; — . . . — tSui-x — Tsin''x
Comme on peut prendre le radical \/— i en plus ou en moins, il csl visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins, el soustrayant les deux équations l'une de l'autre, on aura, après avoir divisé
par 2A\ — I ,
lança- — 4^l.nniz^.r -l- -rl:ing':r — ...
Au reste, il est visible que l'équation trouvée au n° 21,
cos.r 4- sin X y' — I = I 4- A .r y' — I H — ( A .r y/— i )" H ( A ar V' —')' + ••• »
se réduit directement à celle-ci
COS.X- + sinxy/— I = a>^\^^',
parla formule du n° il, en prenant pour « une quantité dépendante de A, comme nous l'avons déterminée dans ce même endroit, c'est-àdire en sorte que a = e\ e étant un nombre donné qui est la base des logarithmes hyperboliques.
De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus et ensuite en moins, les expressions connues de sinx, cos.r en exponentielles imaginaires,
sin.r^^ =1 1 cos.r = ,
et, passant des exponentielles aux logarithmes,
x\ai^—i = ] (cos.r + sin.rv/— i ) = I cos.r + l(i -i- langary/— i ),
ou bien, en prenant successivement le radical en plus et en moins, et soustrayant une équation de l'autre,
I I T ' + lang^v/ — I
\a 2y— 1 I — UingJJy — I
d'où l'on peut déduire les séries trouvées ci-dessus en employant les développements des exponentielles et des logarithmes exposés dans les n"^ 18 et 19.
Mais il y a ici une remarque importante à faire : c'est que, dans les formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a, étant arbitraire, le système de logarithmes peut être pris à volonté, au lieu que, dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle, le module ^ est égal à l'unité, ce qui donne pour la base le nombre e, dont
TV
le logarithme hyperbolique est l'unité. Ainsi celles-ci ne sont qu'un cas particulier de celles que nous avons trouvées, mais cette particularisation est nécessaire pour qu'elles soient applicables au cercle, comme nous Talions démontrer.
23. Tout se réduit à prouver que dans l'expression de sin^ en série le premier terme doit être simplement x, au lieu que nous l'avons supposé en général Kx (n° 21). En employant la considération des infiniment petits, cela est évident, car on voit que, dans le cercle, le sinus, à mesure qu'il diminue, s'approche de plus en plus de l'arc, jusqu'à s'y confondre dans l'infiniment petit. Ainsi, en supposant l'arc X infiniment petit, on a ?\nx = x', par conséquent, A = i. ■ Mais, comme nous avons cherché à rendre notre analyse indépendante de la considération des infiniment petits, nous devons aussi en affranchir la démonstration du point dont il s'agit.
Pour cela, nous ne supposerons que le principe, établi par Archimède, que le sinus, qui est la moitié de la corde de l'arc double, est moindre que l'arc auquel il répond, et que la tangente est plus grande que ce même arc. Nous aurons ainsi
or, comme
on aura
sinji:<l^ et langar>>jr;
s\nx sina:
lango: =
cos^ v'i-sin2^
^Xy ei de la sin^>.
Employant donc l'expression de sin^c en série trouvée dans le n° 21,
il Aiudra que l'on ait, quelque petit que soit l'arc x,
kx — H r. ■ ■ g — . . .<^X, >-
vi
Donc aussi, en divisant par x.
Comme
— fil- vi + ^ >''
il est clair que
et en même temps on voit que
car la différence est -'i ainsi la quantité qui est plus grande que
-^=^=r sera à plus forte raison plus grande que i — x'-, de sorte qu'on pourra réduire l'espèce d'équation d'inégalité ci-dessus à cette forme
As^ï A.5X*
k-x^ Or, en prenant x tel que — 5- soit <i, il est visible que la série
A 5- H sera convergente et <A, mais >>A 5-? parce
qu'en ajoutant ensemble le second et le troisième terme, le quatrième et le cinquième, et ainsi de suite, on n'aura que des quantités toutes négatives, et qu'au contraire, en ajoutant le troisième et le quatrième, le cinquième et le sixième, etc., on n'aura que des quantités toutes
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positives. Donc, oc étant supposé < -^.-5 on aura, à plus forte raison,
par conséquent,
A > 1 — ^2 Qi <ii-\ '—,
ce qui devant avoir lieu quelque petite que soit la valeur de .r, il s'ensuil que l'on aura nécessairement A = i. En effet, si A— i +/, i étant une quantité quelconque très-petite positive, il n'y aurait qu'à
prendre x- tel (jue — 0- <C '» et alors la condition de A<i4-^ — :-
n'aurait plus lieu. De même, si A= i —i, il n'y aurait qu'à prendre .r-<< /, et l'autre condition A> i — x^ serait en défaut. Donc on a nécessairement A = I dans le cercle ; par conséquent, a = e, nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité (n° 12), ce qui fait rentrer nos formules dans les formules connues pour les fonctions circulaires.
CHAPITRE V
nr DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS LORSQU ON DONNE A LA VARIABLE UNE VALEUR DETERMINEE. CAS DANS LESQUELS LA RÈGLE GÉNÉRALE EST EN DÉFAUT. DES VALEURS DES FRACTIONS DONT LE NUMÉRATEUR ET LE DÉNOMINATEUR s'ÉVA- NOUISSENT EN MÊME TEMPS. DES CAS SINGULIERS OU LE DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION NE PROCÈDE PAS SUIVANT LES PUISSANCES POSITIVES ET ENTIÈRES DE l'accroissement DE LA VARIABLE.
24. Les méthodes que nous venons de donner pour le développement de la fonction f[x -+- i) supposent que ce développement est de la forme
il est donc nécessaire, avant d'aller plus loin, d'examiner quand et comment cette forme pourrait être en défaut.
Nous avons déjà démontré plus haut (n° 2) que cela ne peut arriver que lorsqu'on donnera à x une valeur déterminée telle qu'elle fasse disparaître dans la fonction /(^) et dans toutes ses dérivées quelques radicaux. Or un radical ne peut disparaître dans une fonction que de deux manières, ou parce que la quantité qui multiplie le radical devient nulle, ou parce que le radical lui-même devient nul.
Dans le premier cas, il est clair que, le radical disparaissant dans f{x), il pourra ne pas disparaître dans/'(^),/"(^), . . . , ou bien que, disparaissant à la fois dans/(ir),/'(^), il ne disparaîtra pas dans/"(a7), f"'{x), . . ., et ainsi du reste, parce que, le radical acquérant des coefficients différents dans les fonctions dérivées, ces coefficients ne peuvent pas devenir tous nuls par la même valeur supposée de la variable. IX. 8
Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical disparaîtra nécessairement dans toutes les fonctions/(a;),/'(x),/"(a.'), ... à l'infini, puisque c'est la quantité radicale elle-même qui est supposée s'évanouir pour une valeur donnée de la variable x. ^lais, l'évanouissement du radical ne pouvant plus avoir lieu dans la fonction /(.r -4- i), où i est une quantité indéterminée et indépendante de x, il s'ensuit que la série
f[x]+if[x] + -f"[x]-^
qui représente le développement de cette fonction, deviendra fautive par l'absence du radical qu'elle doit contenir.
Donc cette série sera légitime dans le premier cas et ne le sera pas dans le second.
25. Soient j =/{cc), et par conséquent , en prenant les fonctions prime, seconde, etc., y' =^/'{x), y" ==/"{x), — Supposons que, pour une valeur donnée de ce, il disparaisse dans/(a;) un radical, lequel ne disparaisse pas dans/'(a;); il est clair que, pour cette valeur de x, la fonction f'{x) devra avoir un plus grand nombre de valeurs différentes que la fonction /(a;), à raison du radical qui se trouve dans/'(a?) et qui a disparu ùims/{x), d'où il s'ensuit que la valeur de y' ne pourra pas être donnée par une fonction de x et /qui ne contiendrait pas ce radical. Cependant, si dans l'équation j =/(^) on détruit ce même radical par l'élévation aux puissances, et que l'équation résultante soit représentée par Y{x, y) = o, son équation prime donnera généralement, comme nous l'avons vu au n° 17,
Donc cette expression sera en défaut dans le cas où l'on donnerait h x la valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que les quantités ¥'{x) et F'(j) seront l'une et l'autre nulles à la fois. Ainsi, dans le cas dont il s'agit, l'expression de j' deviendra égale à zéro divisé par
zéro, et réciproquement, lorsque cela arrivera, ce sera une marque que la valeur correspondante de ce aura détruit dans/(a7) un radical sans le détruire dans/'(x).
Pour avoir dans ce cas la valeur de y', il ne suffira donc pas de s'ai-rêter à l'équation prime de Y{cc,r) = o, laquelle, étant
aura lieu d'elle-même, indépendamment de la valeur de y'; mais il laudra passer à l'équation seconde, qu'on trouvera par les mêmes rèeles de cette forme
r" F'(r) + j'- F"ir) + ^-r' f"(;-) (^) + f'» = «.
en désignant par F"( j) et ¥"{cc) les fonctions primes de F'(j) et F'(a7), prises la première relativement à y seul et la seconde relativement à £c seul, c'est-à-dire les fonctions secondes de F(j, x) prises relativement aux mêmes variables isolées, et par ¥"{y){a;) la fonction prime de F'(j) prise relativement à ic ou la fonction prime de F'(ic) prise relativement h y (ces deux fonctions étant la même chose, comme il est facile de s'en convaincre et comme nous le démontrerons plus bas, lorsque nous traiterons des fonctions de plusieurs variables), c'est-àdire la fonction seconde de F(y, x) prise relativement à y et à ce.
Cette équation donne généralement la valeur de y"; mais, dans le cas proposé, la quantité F'(j) devenant nulle, le terme qui contient y" disparaîtra et l'équation restante sera une équation du second degré en y', par laquelle on déterminera la valeur dey', qui sera par conséquent double.
Soit, par exemple
f[x) = {jr — a)^x- — 0, en sorte qu'on ait l'équation
on aura
1 sjx — o faisant x =^a, on a
j = o, y' = y/'o.- — b^= \Ja — b,
oïl l'on voit que le radical disparaît dans la valeur de y, mais non pas dans celle de j', en sorte que la valeur de y est simple et celle de j' double.
Maintenant, si l'on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelle
y'^ — {x — aY[x — b),
et qu'on en prenne l'équation prime, on aura
lyy' z=i[x — a][x — b) + [x — a)-,
d'où l'on tire
lix — n]{x — b) ^{x — a]-
Faisant a? = a, on a 7'= -; passant donc à l'équation seconde, on aura
ly'- -h ■y.yy" =: ^[x — a) -h 2[x — b). Ici x = a donne, à cause de j=o dans ce cas,
'îy'-=^i[x — b] =7.{a — b); donc y'=z\/a — b,
comme plus haut.
Il serait possible, au reste, que la même valeur de x qui détruit les termes de l'équation prime détruisît aussi ceux de l'équation seconde; alors il faudrait passer à l'équation tierce, laquelle, par la destruction des termes qui contiendraient j" et r'", deviendrait une simple équation en y', mais du troisième degré, et ainsi de suite. Cela dépend de la nature du radical qui aura été détruit dans/(^) et qui doit être remplacé par le degré de l'équation d'où dépend la valeur de j'; mais nous
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ii'tMitrorons dans aucun détail sur ce point pour ne pas trop nous écarter de notre sujet.
11 . Supposons en second lieu que la même valeur de x qui l'ail disparaître un radical dans /(a;) le fasse disparaître aussi dans/'(ir), sans le faire disparaître néanmoins dans/"(a;); alors les valeurs correspondantes Aef{x) et de /'(a?) seront en même nombre, mais celles de f"{x) seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radical dans l'équation v=/(.x), la valeur de y" qu'on en déduira se trouvera égale
à -» et il faudra passer aux équations dérivées d'un ordre supérieur
pour avoir la valeur de y".
Soit
on aura
1 \jx — b
lix — a] [x — a]-
y" = 1 \Jx — 6
V^-6 /^[x-bf faisant ar = a, on a
y=io, j' = o et y"^=:7.^x — b = i\Ja — 6. Mais, si l'on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelle
y- = {x — aY{x — b), on en tirera l'équation prime
iyy' = ^[x-aY{x-b) + {x~ay', laquelle donne, lorsque x = a,
à cause de y = o, à moins qu'en substituant la valeur de j on ne divise le tout par [x — a)- et qu'ensuite on ne fasse x — a, ce qui donnera y' = o.
Passant à l'équation seconde, on aura
Faisant x = a, on aura }'' = o, comme ci-dessus. Mais, pour avoir la valeur dey", il faudra avoir recours à l'équation tierce et même à l'équation quarte. Celle-là sera
3r>-"-^rj"'-= i8(^ - a]^+i'x{x - a) [x - b), où tous les termes disparaissent lorsque a; = a. La suivante sera
3/"- -h 4ry" + r/" = ^8{x — a) + ia(;r — b). Faisant x= a, et par conséquent y = o ety' = o, ou aura
3j"2 = 12 (^ — /;), y" = ?, y.r — b = i \Ut — 0,
comme plus haut.
Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui d'ailleurs n'a plus de difficulté d'après les principes établis. Nous nous contenterons de remarquer que, si l'on construit la courbe dont x serait l'abscisse ety=f{x) l'ordonnée, cette courbe aura ce qu'on appelle un point multiple dans l'endroit correspondant à la valeur donnée de x qui fera disparaître un radical dans /{x) sans le faire disparaître en même temps dans/'(£c), qu'elle aura un point d'attouchement si la même valeur de jc fait disparaître à la fois le radical dans/(a-) et dans/'(£c), que ce sera un point d'osculation si le radical disparaît en mênie temps dans/"(.r), et ainsi de suite. On en verra la raison lorsque nous appliquerons la théorie des fonctions à celle des courbes.
28. A l'occasion de la dllficulté que nous venons de résoudre, nous allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur d'une fraction dans le cas où le numérateur et le dénominateur deviennent zéro à la fois.
Soit —^ une pareille fraction, /(.r) et ¥{x) étant des fonctions
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(le r, loUc que la supposition de x — a les rende toutes les deux nulles à la lois, et (ju'on demande la valeur de cette fraction lorsque a- = «.
fix] On fera )'='^T^^ — ti et par conséquent y F(j-) —/(a?). En supposant
.v = a, cette équation se vérifie d'elle-nième, indépendamment de la valeur dey, qui demeure par conséquent indéterminée; ainsi elle ne peut servir dans cet état à la détermination de j lorsque x = a. Mais,- (Ml prenant l'équation prime, on aura
/F(;r)-f-rF'(x)=/'(^);
la supposition de .r = a fait disparaître le ternie y' F(a7), et le reste de
l'équation donne j= "L, • S'il arrivait que les fonctions primes/'(^ .
F'(a7) devinssent aussi nulles par la même supposition, alors on trouverait par le même principe, en substituant dans l'équation ci-dessus
f\x), F(a;) pour/(j7), F(^), cette nouvelle expression dcj, 7 = -:.„^' ,
et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directement de la même équation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de nouveau d'elle-même, elle ne peut pas servir non plus à la détermination de j, (jue par conséquent il sera nécessaire de passer à l'équation seconde,
laquelle sera
X"V[x) + 2j' ï'[x) + jl'"(;i;) =/"(.r).
(^omme la supposition de x=^a rend nulles les fonctions F(^) et F'(a;), les termes qui contiennent j' et j" s'en iront d'eux-mêmes, et les termes
f"[x] restants donneront y— t;^^ — :■> comme plus haut.
Il n'est pas à craindre que les ^o\\c\\on?,f{x),f'[x),f"[x), ..., V{x), V{x), F"(.r), ... à l'infini puissent devenir nulles en même temps par la supposition de a; = a, comme quelques géomètres paraissent le supposer, car, puisque
f{x + i) =f[x] + if[x) + Ç/"(x) + . . . , en faisant x=^a, on aurait/(a + 1) = o, quel que soit i, ce qui est
impossible; il en serait de même de Y{x-hi). Mais il peut arriver que ces fonctions deviennent infinies par la même supposition de x = a,
fix) f'ix] ce qui rendra également les fractions f-^ — [i ■',, ,i ••• indéterminées :
la solution de cette difficulté dépend de l'examen du second cas du 11° 24, dont nous allons nous occuper.
29. Ce cas a lieu lorsque la supposition de a; = a fait disparaître dans/(^) un radical en le rendant nul, auquel cas elle le fera disparaître de même dans les fonctions dérivées; mais, ce radical restant dans la fonctiony'(ir + «), il doit rester aussi dans le développement de cette fonction; par conséquent, ne pouvant affecter la valeur de x, il faudra qu'il affecte 1'/, d'où il suit que ce développement doit contenir nécessairement des puissances irrationnelles de i. Il est clair, en effet, que, si/(^) contient la quantité "y/X, X étant une fonction de x qui devient nulle lorsque x^^a, en mettant x + i à la place de x, X deviendra
et, faisant 37 = a, on aura simplement /X'h — X" + ... pour la valeur de X, de sorte que y X deviendra
donc la fonction /(x + ?j contiendra, dans le cas de x — ci, le radical "{.i, (|ui devra par conséquent se trouver dans son développement suivant les puissances de i. Voyons donc ce que donnera alors le développement fautif
f[x) + if'[x)+'^f"[x)+....
Pour cela, j'observe que les fonctions/'(a:H-i), /"(^ + /), ... sont également les fonctions primes, secondes, etc., de la fonction/(a: h- i), soit qu'on les prenne relativement à x, soit qu'on les prenne relative-
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nient à /, ce qui est évident, puisque, en augmentant soit a?, soit î' d'une même quantité quelconque, on a le même accroissement de la quantité cc-\-i. D'où il suit que l'on aura également les valeurs de/'{oc),/"ix), .... quel que soit x, en prenant les fonctions primes, secondes, etc., do /(.r + /) relativement à i, et faisant ensuite i— o.
Or, si l'on suppose que le développement de/(^ + i) doive contenir, lorsque cc = a, un terme affecté de i'", tel que Ai'", A étant une fonction de a et 7n n'étant pas un nombre entier positif, en prenant les fonctions primes, secondes, etc., relativement à i, il faudra que les développements de/'{iv -+- 'i),f"{x -h i), . . . contiennent les termes mki"'~\ m' m— i)ki"'~-, ... (n° 10). Donc, faisant « = 0, on en conclura que les fonctions/(ir),/'(a7),y'"(a;), ..., lorsque ir = a, contiendront respectivement les termes Ao"', mAo'"'"', m[m — i)x\o'"~-,
Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ses termes seront infinis.
Si/n est un nombre positif non entier, soit n le nombre entier immédiatement plus grand que m, il est visible que le terme
m[in — I ) . . . ( m — n + i)h. o'"-«
sera infini, ainsi que tous les termes suivants, et que tous les précédents seront nuls.
Donc, en général, la fonction /"(a?) et toutes les suivantes /""^'(a?), f"^-[x), ... à l'infini (n,n-\-i, ... étant des indices) seront infinies, n étant le nombre entier positil immédiatement plus grand que l'exposant m.
IX
mière fonction qui devient infinie, le développement dont il s'agit devra contenir un terme de la forme «'", m étant un nombre compris entre n — i et n.
Et, si toutes les fonctions/(j:),/'(a;),/"(a7), ... devenaient infinies pour la même valeur de x, le développement de/(xH-f") contiendrait dans ce cas des puissances négatives de /'.
Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les puissances ascendantes de ?', il f^iudra faire d'abord, dans la fonction f[x-\-i), X égal à la valeur donnée, et développer ensuite suivant les puissances croissantes de i par les règles connues, en ayant égard aux puissances fractionnaires ou négatives de i qui se trouveraient dans la fonction même.
Au reste, nous remarquerons que, en faisant j =/( a?), et prenant X et y pour les coordonnées d'une courbe, cette courbe aura dans le point où l'une des fonctions r, y', y", ... devient infinie, ainsi que toutes les suivantes, un rebroussement dont l'espèce dépendra de l'indice n, pourvu que l'exposant fractionnaire m ait pour dénominateur un nombre pair, et l'on déterminera la nature du rebroussement par la forme du développement de/(a7 + i) dans ce cas.
Dans l'exemple du n" 27, où
on voit que la supposition de a: = è détruit le radical dans y et doit, par conséquent, le détruire aussi dans les fonctions dérivées j',j", .... Donc le développement
de/(.x-f-i), en supposant
y:=zf[x) ^=[x — a)\Jx — i), sera fautif dans le cas de x = b. En effet, on aura, dans ce cas,
ce étant égal à ù, ol l'on iroinera de même
J" = », j"'=cc, ....
Donc le développenient dont il s'agit devra contenir alors un terme de la forme /"', m étant entre o et i.
Soit, en effet, x = b^i',f[x) deviendra [b — a-\-i)\li, de sorte que le vrai développement de cette fonction sera
32. C'est aussi de la même manière qu'on résoudra la difficulté proposée à la fin du n° 28 sur les fractions qui demeureraient toujours indéterminées, en prenant à l'infini les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne saurait arriver que dans le cas où la même valeur de x rendrait ces fonctions successives infinies. Il faudra donc alors supposer .x = fl + i [a étant la valeur de x qui rend ces fonctions infinies) dans l'expression générale de la fraction, réduire ensuite cette expression en série suivant les puissances ascendantes de i, et le premier terme de la série, en faisant /= o, donnera la valeur cherchée de la fraction pour le cas de a? = «.
Ainsi, si l'on avait la fraction
\jx — \la + \lx — a
qui devient -lorsque x = a, et dont les fonctions primes, secondes, etc.,
du numérateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par la même valeur de x, en y mettant a h- i au lieu de x, et réduisant le numérateur et le dénominateur en série, elle deviendra
sjia lasji
de sorte qu'en faisant i~o on aura — ^- pour la valeur cherchée de
la fraction lorsque x = a.
En efTel, si, suivant la méthode du n° 28, on prend les fonctions primes du numérateur et du dénominateur, on aura
— =H ■ et »
quantités qui deviennent infinies lorsque x = a; mais, en les multi-
pliant l'une et l'autre par 2\/x — a, la nouvelle fraction sera
\jx
\jx -+- a
laquelle, en faisant x=:ia, devient -=> comme plus haut.
sjin
Nous avons donc résolu les difTicultés qui peuvent se rencontrer dans
le développement de/(a;-i-/), et, quoique nous n'ayons considéré que
des fonctions algébriques, il n'est pas difficile d'étendre nos solutions
aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés n'ont lieu que pour
des valeurs particulières de x, il est clair qu'elles n'influent en rien
sur la théorie des fonctions dérivées /'(a;), /"(a?), ...; mais il était
nécessaire de les examiner et de donner les moyens de les levei-, pour
ne laisser aucun nuage sur cette théorie. [Foi> aussi la Leçon YIII du
Calcul des fonctions (*).]
(*) OEm'res de Lagra/igc, t. X.
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RESOLUTION GENERALE DES FONCTIONS EN SERIES. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES TERMINÉES ET COMPOSÉES d'aUTANT DE TERMES Qu'ON VOUDRA. MOYEN d'exprimer LES RESTES DEPUIS UN TERME QUELCONQUE PROPOSÉ. THÉO- RÈME NOUVEAU SUR CES SÉRIES.
33. Nous avons vu jusqu'ici comment on peut trouver directement tous les termes du développement de la fonction /(a: 4-i) suivant les puissances de i; on peut, de la même manière, développer une fonction quelconque suivant les puissances ascendantes d'une des variables contenues dans la fonction.
En effet, si l'on reprend la formule
/(x + 0 =/(^) + if'i^) + 'lf"[x) + ^/"V) +• • •'
puisque ^ et /sont deux quantités indéterminées, on y peut substituer X — i -d la place de a;, ce qui donnera
f{x) =.f[x - i] + if'[x - i] + ^f"ix - 0 +. . . .
De plus, on pourra mettre xz à la place de i, et l'on aura
x^ zf[x] ^=f[x — xz) + xzf'[x — xz) -\ f"[^ — xz) -\- . . . ,
où z est une quantité arbitraire quelconque.
Ici/(a;) représente, comme l'on voit, une fonction quelconque de x, el/'[x — xz), /"{x — xz), ... représentent les fonctions primes, se-
coudes, etc., de/(a?), en y substituant ir(i ~ z) à la place de x. Mais, quoique /{oc) ne représente qu'une fonction de x relativement à ses fonctions dérivées, il est clair qu'elle peut représenter en général une fonction quelconque de x et d'autres quantités quelconques, pourvu que ces quantités y soient regardées comme constantes dans la formation des fonctions dérivées /'(^r), /"(a?),
Si dans la formule précédente on faits = o, l'équation devient identique à/(a7) =zf{x), et, si l'on fait ^ = i , la quantité x — xz s'évanouit, de sorte que, si l'on dénote simplement par/,/',/", ... les valeurs des îonct\ons/{x),/'{x),/"[x), ... lorsque x = o, on aura
Ainsi, lorsque/(a:;) sera une fonction donnée de plusieurs variables x,y, ..., il n'y aura qu'à chercber par les règles générales les fonctions dérivées par rapport à x seul et y faire ensuite a? = o; on aura tous les termes du développement de la fonction suivant les puissances ascendantes de x, et il est clair que les valeurs des quantités/',/", ... seront des fonctions de j, ... sans x, toutes dérivées de la fonction primitive suivant une loi dépendante de la manière dont la quantité x entrera dans cette fonction.
34. On pourrait trouver ce développement d'une manière plus simple en supposant tout de suite
A, B, C, . . . étant des quantités indépendantes de x. Pour les déterminer, on considérera que cette équation, devant être identique, doit avoir lieu pour toutes les valeurs de .r. Donc : i°en faisant a7 = o, on aura/=A; 2" en prenant les fonctions primes de tous ses termes (n°MO, 17), on aura encore l'équation identique
f'{x) = B + 2C.r + 3Djc2+. .., OÙ, faisant de nouveau jc = o, on aura/' = B; 3" en prenant de nou-
voau les fonctions primes, on aura
où, faisant derechef .r = o, on aura/"= 2C. Continuant de la même manière, on trouvera
/"'=a.3D, /'v.-=o..3.4E, ..., d'où l'on tire
ce qui donnera, par la substitution, la même série pour/(.r) que cidessus. Mais cette méthode est moins directe que la précédente, et elle suppose déjà la théorie des fonctions dérivées; elle est d'ailleurs moins rigoureuse, en ce qu'elle suppose de plus que la somme de tous les termes affectés de x devient nulle lorsque x=^o, quoique les coefficients de ces termes augmentent à l'infini dans les équations dérivées; mais le grand avantage de la méthode précédente consiste en ce qu'elle donne le moyen d'arrêter le développement de la série à tel terme que l'on voudra et de juger de la valeur du reste de la série.
Ce problème, l'un des plus importants de la théorie des séries, n'a pas encore été résolu d'une manière générale. On pourrait, à la vérité, le résoudre pour chaque fonction en particulier par les méthodes exposées dans le Chapitre premier; mais il serait impossible de parvenir par cette voie à une solution générale pour une fonction quelconque.
35. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus (n° 33),
x-zf[x) ^^/[x — xz] + xz f'[x — xz) -\ f"[^ — xz] + . . . ,
et supposons qu'on veuille s'arrêter au premier iermc f{x — xz). Comme tous les termes suivants sont multipliés par x, nous supposerons
f[x]=f[x-xz]+x^.
P étant regardé comme une fonction de s qui devra être nulle lorsque :; = o, puisqu'alors/(a: — xz) devient/(a;).
Comme cette équation doit avoir lieu quelle que soit la valeur de z, qui est arbitraire, son équation prime relativement à :; aura donc lieu aussi (n" 17). On prendra donc les fonctions primes relativement à cette variable, et il est facile de voir que la fonction prime du terme f[x — xz) sera — xf'[x —xz), car on a démontré (n° 16) que, si y=f[p), p étant une fonction de x, on a
ainsi, en rapportant les fonctions dérivées à la variable z et faisant /) = £r — xz, on aui'a
p' = — X ei y' ^ — xf'[p) = — xf'[x — xz).
Donc, à cause que/(.r) ne renferme point z, l'équation prime relative à z de l'équation ci-dessus sera
o ^ — xf'[x — xz]-^ xV , P' étant la fonction prime de P relativement à z, d'où l'on tire
On aura donc la valeur de P en cherchant une fonction de :; dont la fonction prime soit égale "^f'i^x — xz) et qui, de plus, soit telle qu'elle devienne nulle lorsque s = o. Cette valeur de P ainsi trouvée, si l'on V fait i; = I, on aura
Supposons, en second lieu,
f[x) =f[x — xz] + xzf'[x — xz] -\- x-Q, Q étant une fonction de z, qui devra être nulle, comme l'on voit, lorsque
En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement à :;, on aura cette équation prime
o= — xf'[x — xz) ■+- xf'[x — xz] — x-zf"[x — xz] + X-Q',
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où les fonctions désignées par/'. /" sont les fonctions primes et secondes de /{x) relativement à .v et dans lesquelles on a mis ensuite a; — xz pour .r. On tire de là, en edaçant ce qui se détruit,
Q' = zf"[x-xz),
de sorte qu'on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de z dont la fonction prime ait la valeur qu'on vient de trouver pour Q' et qui ait la condition de devenir nulle lorsque :; == o. Si ensuite on fait
; = I , on aura
f[x)=f+xf' + x^-Q.
Soit, en troisième lieu,
f{x) ■=f[x — xz)-h xzf'[x — xz) H- ■ f"[x — xz) + x^^.
Il étant une fonction de :; qui s'évanouisse lorsque s = o. On trouvera, en prenant les fonctions primes relativement à s et elFaçant les termes qui se détruisent mutuellement,
^'=^-^J"',x-xz],
la fonction représentée par/" étant la fonction tierce de/(j;) relativement à X transformée par la substitution àe x — xz à la place de X.
Il faudra donc, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction primitive de z dont la fonction prime soit la valeur précédente de R' et qui soit telle qu'elle s'évanouisse lorsque s = o. Celte fonction étant trouvée, on aura, en faisant s = i ,
f[x)^f+xf'+'^f"+xH\,
et ainsi de suite.
En continuant ainsi, on aura la formule du n" 33 :
f[x) =f+ xf'+ ^f"-^ .^/"' + • • • • IX. lo
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Mais l'analyse précédente a l'avantage de donner la manière d'avoir les j'estes ^P, x-Q, a^^, ... de la série lorsqu'on veut l'interrompre à son premier, deuxième, troisième, etc., terme.
36. Voilà le problème résolu analytiquement; mais, comme les quantités P, Q, R, ... ne sont connues que par leurs fonctions primes, il reste encore à remonter de ces fonctions aux fonctions primitives, ce qui peut être souvent fort difficile et même impossible.
Cependant, si l'on connaissait la quantité P, on en pourrait déduire toutes les autres par les simples fonctions dérivées, car la comparaison des valeurs dc/(a;) donne
P = ^f'{x — xz] + xQ,
et l'on a irou\é /' {x — xz) = V ; donc, substituant, on aura
d'où l'on tire
On a ensuite
et l'on a trouvé donc
d'où l'on tire
On trouvera de même
zf"{x-xz]^Q'; Q^^Q' + ^R, Q~UQ'
g^R-izR'
et ainsi de suite. Si l'on fait P -- zp, Q -- z-q, R == z"- r, . . ., on aura
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et la fonction /(^ a;) deviendra, en remettant i à la place de xz,
f[x)=f[x- i] -\-ip
=f[x- - i) + if'[x - i) + i^q
=f,x -i] + if'[x - /) + '-^f"[x - /) + /' /•
Ainsi, connaissant le premier reste ip, on pourra connaître tous les autres restes i-q, Pr, ... par les simples fonctions dérivées relatives
à s = - , et, si l'on prend simplement les fonctions dérivées relative-
ment à i, on aura
Par exemple, en faisant /(a?) = - comme dans le n° 4, on aura
et, prenant les fonctions dérivées par rapport a œ, on aura
or on trouve
^^fixy-f{x^
de là, en prenant les fonctions dérivées par rapport à /, on tirera tout de suite
Donc, si l'on fait ces substitutions dans les expressions de f{jc), et qu'on y mette ensuite ^ + « à la place de x, on aura
comme dans le numéro cité.
Soit encorey'(a7) = y/o:; on aura
f[x — i] = \lx — i, et, prenant les fonctions dérivées par rapport à x,
loi on aura
ifx — v''-^ — i ' P = • = -= .''
et de là, en prenant les fonctions dérivées relatives à i,
2 \'X — i (y'jf + \'x — / )'
(^ _ ,y (^^ + v'^lTT)^ 4(^ _ ,)^^/^ + v^ - '
Par ces substitutions dans les expressions de/(a7), on aura, en mettant X -^i ii la place de a-,
\x -i- i = \Jx -\ — . = \lx
\jx + i -\-\Jx isjx i^x[sjx -{- i -ï-^jx)''
,- i i' /» {\lx + « + 3 i/^r )
■>.\jx Sxt^x Qx\lx{\j'x + i -\- \JxY
sjx ^x\Jx \6x'-^x comme dans le môme numéro cité
37. On peut aussi tirer directement de la formule du n" 3 f[x-\-i)=f{x]-hi?
la loi de la série et l'expression des restes, en prenant alternativement
les fonctions dérivées par rapport à a: et à i-, nous marquerons ces dernières par un trait placé au bas.
On a d'abord, par les fonctions dérivées relatives à x,
ensuite, par les fonctions dérivées relatives à /,
car il est visible que, relativement à i, la dérivée de/(if + i) est la même que relativement à x. On aura donc
/'(^)-+-/P' = P + iP,,
d'où l'on tire
Faisons Q = P' — P ; on aura, en substituant la valeur de P,
f[x + i]=f[x]-v-if[x] + i^Q.
Prenons de nouveau les fonctions dérivées par rapport à r et par rapport à /; on aura
f'{x -h /) ^f'[x] -h if"[x) + i^-q' et f'[x -•. /) =^f'[x] + 2/Q + iHl ;
donc
d'où
Donc, si l'on fait 11= -^ ^) on aura, en substituant.
f{x + /) =f[x] -t- if[x) + 'lf"[x) + in\.
On trouvera de même, en faisant S -- — r^ — '-•>
f[x + /) ^f[x) + if'[x] + '^f"[x) + ~f"'[x) + '-'S, et ainsi de suite.
Si l'on fait, par exemple, /(a?) = -, ce qui donne
on aura
donc
ensuite
et de là
x'->[x-hi] x-[x -h i)- x-[x -h l'j- ■
on trouvera de même
et ainsi de suite, ce qui redonnera la série déjà trouvée.
Mais, pour notre objet, il importe moins de connaître les restes exacts de la série développée jusqu'à un terme quelconque que d'avoir des limites de ces restes pour pouvoir apprécier l'erreur qu'on peut commettre en ne tenant compte que de quelques-uns des premiers termes.
Pour cela, nous allons établir ce lemme général
Si une fonction prime de x, telle quef'[x), est toujours positive pour toutes les valeurs de x depuis x ■= a jusqu'à x = b, b étant '^ a, la dijférence des fonctions primitives qui répondent à ces deux valeurs dex, savoir f{b) — f{<^)y sera nécessairement une quantité positive.
Reprenons la formule dans laquelle P est une fonction de x et /, qui, en faisant / — o, devient
f'[x) (n"* 3, 8); il est évident que, &\f'[x) est une quantité positive, la valeur de P sera nécessairement positive depuis i=o jusqu'à une certaine valeur de i qu'on pourra prendre aussi petite qu'on voudra. Donc, lorsque la valeur de la fonction prime /'(.r) est positive, on pourra toujours prendre pour i une quantité positive et assez petite pour que la quantité/(^ + j) —/(a?) soit nécessairement positive. 3Iettons successivement à la place de x les quaiUités
a, a ^~ i, a -\- ii, a -{- 3i, . . . , « -{- ni ;
il en résultera que l'on peut prendre i positif et assez petit pour que toutes les quantités
/(« + 0 -/(«)» /(« + 2/) -/(a + /), f[a-h3i]-f[a + '2i), ..., fla-i-{n + i]i]-f{a + ?ii]
soient nécessairement positives si les quantités
f'{a], f'[a^i], f^a + ii], ..., f'[a + ni)
le sont. Donc aussi, dans ce cas, la somme des premières quantités, c'est-à-dire la quantité/[a + (7^+ i)ij —/{a), sera positive. Faisons maintenant a -+-(«+ i)«' = w; on aura
et l'on en conclura que la quantité /( 6) —/(a) sera nécessairement positive si toutes les quantités
b — a\ „, / ilb — a]
sont positives, en prenant n aussi grand qu'on voudra.
Donc, à plus forte raison, la quantité f{b)—/{a) sera positive, si /'{x) est toujours une quantité positive, en donnant à x toutes les
valeurs possibles, depuis x =^ a jusqu'à x^^b, puisque parmi ces valeurs se trouveront nécessairement les valeurs
b — a "xib — a] nib — a)
en prenant n aussi grand qu'on voudra.
30. A l'aide de ce lemme, on peut trouver des limites en plus et en moins de toute fonction primitive dont on connaît la fonction prime.
Soit la fonction primitive F(z) dont la fonction prime F'(s) soit exprimée par s"'Z, Z étant une fonction donnée de z. Soient M la plus grande etN la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de z comprises entre les quantités a et h, en regardant comme plus grandes les négatives moindres et comme moindres les négatives plus grandes, ce qui est conforme à la marche du calcul, puisque, par exemple, — 1>— 2, — 5 >— 7, et de même — 2 <<— i, et ainsi des autres. Donc les quantités M — Z et Z — N seront toujours positives depuis z = a jusqu'à z = b, et il en sera de même des quantités ^'"(M — Z) et2'"(Z-N).
Donc : i" si l'on fait/'(G) = ^"'(M— Z), on aura, par le lemme précédent,
or, z"'Z étant F'(:;), sa fonction primitive sera F(:;), et, comme M est
une quantité constante, la fonction primitive de Mz'" est ; donc
on aura
et, faisant successivement z = a et z = b, l'équation
donnera
d'où l'on tire
Vlb)<C'Pla) + '^^ ~ '■
2" Si l'on fait/'( = ) = 3"'(Z — N), on aura aussi
vl l'on trouvera, comme ci-dessus,
donc, faisant successivement z = a et z = b, l'équation
donnera
d'où l'on tire
F[b)>F[a)-^tïl^ ^ ^.
Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, ... du n° 35. Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de z, nous supposerons d'abord P = F(c), et par conséquent
P'=F'[z)=f'{x-a;z); donc, puisqu'on a supposé ¥'{z) = z'"Z, prenant m = o, on aura
Z=f'{x-xz].
Faisons maintenant a = o et 6= i; la condition de la fonction P, qui
doit être nulle lorsque ^ = o, donnera F(a) = o, et alors ¥{b) sera la
valeur de P répondant à s = i .
Donc, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de
/'[x — xz] relativement à toutes les valeurs de z, depuis z = o jusqu'à
^ = I , on aura
F(6)<M Cl >N.
Par conséquent, M et N seront les deux limites de la quantité P, en y faisant r = i .
Supposons, en second lieu, Q = F(^); on aura
Q'=:F'iz) = zf"[x-xz]; IX. II
donc, faisant m = i, on aura
Z=f"[x-xz].
Soient pareillement a = o et è = i ; on aura aussi, par la condition de la fonction Q, qui doit être nulle lorsque z est nul,
et alors F(Z*) sera égale à la valeur de Q répondant à s = i .
Donc, si M, et N, sont la plus grande et la plus petite valeur de f"{x — xz) pour toutes les valeurs de :;, depuis :; = o jusqu'à :; = i , on aura
Fè < — et >— 5
de sorte que — et — seront les limites de la valeur Q lorsque z y est égal à I.
Supposons, en troisième lieu, R = F(:;); on aura
donc, faisant m = 2, a = o, b = i, on trouvera de la même manière que, si Mo et N2 sont la plus grande et la plus petite valeur de
~f"[x — xz), en donnant à :; toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à
l'unité, on aura -y et ^ pour les limites de la valeur de la quantité R
lorsqu'on y fait c = i. Et ainsi de suite.
Maintenant il est clair que, en donnant à z, dans une fonction de ^(i — :;), toutes les valeurs depuis z =^0 jusqu'à ^ = i , les valeurs que recevra cette fonction seront les mêmes que celles que recevrait une pareille fonction de u en donnant successivement à u toutes les valeurs depuis M = o jusqu'à u=^x, car, faisant x[i — z)^=u, z = o donne u = x, z = 1 donne u = o, et les valeurs intermédiaires de z donneront des valeurs de u intermédiaires entre celles-ci. D'où il est aisé de conclure que les quantités M et N seront la plus grande et la plus petite
valeur de /'{u) relativement à toutes les valeurs de u, depuis u = o jusqu'à u = X, et que, par conséquent, toute valeur intermédiaire entre M et N pourra être exprimée par /'(m), en donnant à u une valeur iiitermédiaire entre o et x. Donc la valeur de la quantité P relative à z^i pourra être exprimée par/'(îi), u étant une quantité entre o et d\ On en conclura de même que la valeur de Q répondant à g = i
pourra être exprimée par -f"[u), en donnant à u une valeur intermédiaire entre o et x, et l'on en conclura pareillement que la valeur de R relative \\ z — i pourra être exprimée par — -f"'[u), en prenant pour u une quantité entre o et x. Et ainsi de suite.
40. D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa simplicité et sa généralité, qu'en désignant par u une quantité inconnue , mais renfermée entre les limites o et x, on peut développer successivement toute fonction de x et d'autres quantités quelconques suivant les puissances de X de cette manière.
les quantités f, f, f", . . . étant les valeurs de la fonction f[x) et de ses dérivées f'[x), f"{x), . . . , lorsqu'on y fait x = o.
Ainsi, pour le développement de /(^ H- a;) suivant les puissances de X, on aura
où l'on remarquera que les quantités /'(^j, /"(s), ... sont également les fonctions primes, secondes, etc. àQf[z), ce qui est évident; car il est visible (\\ie f'{z ^x), f"[z ^x), ... sont également les fonctions primes, secondes, etc. de/(--ha?), soit qu'on les prenne relativement
à X ou relativement à z, puisque l'augmentation de z -\-cc est la même en changeant a? en a; + i ou :; en r; + /'.
Prenant donc/'{z),/"{z), ... pour les fonctions dérivées de/(3), on aura
=:f[z)+xf[z) + -^f"[z + U
=f[z] -\-xf'{z) + ^f"[z) + ^J"\z + u]
où u désigne une quantité inconnue, mais renfermée entre les limites o et X.
En changeant s en a? et a? en i, on aura le développement de/(a: + i) suivant les puissances de i, et l'on voit que dans ce développement la série infinie, à commencer d'un terme quelconque, est toujours égale à la valeur de ce premier terme en y mettant x -hj à la place de x, j étant une quantité entre o et i, que par conséquent la plus grande et la plus petite valeur de ce terme relativement à toutes les valeurs dey, depuis o jusqu'à i, seront les limites de la valeur du reste de la série continuée à l'infini.
Si l'on fait/(z) — :;"% on aura le développement du binôme [z + x]"", et l'on en conclura que la somme de tous les termes, à commencer d'un terme quelconque
sera renfermée entre ces limites
et
'^m-ii j^n
z -hxy"'"x";
car il est évident que la plus grande et la plus petite valeur de (s + «)'""
seroni{z^x)"'-"etz"'-".
La perfection des inétliodes (l'approximation dans lesquelles on ein})loie les séries dépend non-seulement de la convergence des séries, mais encore de ce qu'on puisse estimer l'erreur qui résulte des termes (|u'on néglige, et à cet égard on peut dire que presque toutes les méthodes d'aj)proximation dont on l'ait usage dans la solution des prohlèmes géométriques et mécaniques sont encore très-imparfaites. Le théorème précédent pourra servir, dans beaucoup d'occasions, à donner à ces méthodes la perfection qui leur manque et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer.
On trouve dans la Leçon IX du Calcul des fonctions (*) une méthode plus simple d'avoir les limites du développement d'une fonction, avec de nouvelles remarques sur ce sujet. [Voir aussi un Mémoire de M. Ampère dans le Tome YI du Journal de l'École Polytechnique.)
( *) Œuvres de Lagrnngr, t. X.
CHAPITRE VIL
DES ÉQUATIONS DERIVEES ET DE LEUR USAGE DANS L ANALYSE POUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS. THÉORIE GÉNÉRALE DE CES ÉQUATIONS ET DES CONSTANTES ARBITRAIRES QUI Y ENTRENT.
41. Jusqu'à présent, nous n'avons considéré les fonctions dérivées que comme pouvant servir à la formation des séries; mais ces fonctions, considérées en elles-mêmes, offrent un nouveau système d'opérations algébriques et fournissent des transformations qui sont d'un usage immense dans toute l'Analyse.
Nous avons déjà vu (n" 17) que, si l'on a une équation quelconque en X et y ou simplement en x, laquelle doive avoir lieu quelle que soit la valeur de x, les équations dérivées qu'on obtiendra en prenant les fonctions dérivées de chaque terme de la proposée auront lieu aussi. Chacune de ces équations, et même une combinaison quelconque de ces équations, pouri'a donc tenir lieu de l'équation primitive, et l'on obtiendra souvent par ce moyen des équations subsidiaires plus simples ou plus faciles à résoudre que les équations principales.
Nous avons nommé équations primes , secondes, etc. les équations dérivées qu'on obtient en prenant les fonctions primes, secondes, etc. de tous les termes de l'équation primitive donnée; mais nous nommerons en général équations dérivées du premier ordre, du second ordre, etc. les équations qu'on pourra former par une combinaison quelconque de l'équation primitive et de son équation prime, ou de celles-ci et de l'équation seconde, et ainsi de suite.
Ainsi, l'équation primitive contenant x et y, l'équation dérivée du
premier ordre contiendra x, y et r', l'équation dérivée du second contiendra X, y,y' et v", et ainsi du reste.
42. Nous allons montrer, par quelques exemples, l'usage des équations dérivées pour la transformation des fonctions, et d'abord nous remarquerons que, par la combinaison d'une fonction avec sa fonction prime, on peut faire disparaître un exposant quelconque.
Soit l'équation
X étant une fonction quelconque dex; en prenant les fonctions primes, on aura (n" 16)
donc, divisant cette équation par la précédente, on aura
^— ^ ^ ; savoir, X>-' — m\}=o,
équation dérivée du premier ordre où la puissance X'" ne se trouve plus, et qui, dans cet état, est bien plus commode pour développer la valeur de y en série par la méthode usitée des coefficienls indéterminés.
En effet, si l'on a, par exemple,
X = a-l-6jc4-c^-+ dx^ -i- . . . ,
et qu'on suppose
j = A + B.r + C^- -I- Dx^ + . . . ,
on aura, en prenant les fonctions primes,
X';rr b +1CX +3 Jx- + . . . ,
donc, substituant et réunissant les termes affectés de la même puissance de X, on aura
flB — mhk + [•zaC 4- 6B — m[ick + />B)]ar
+ [3aU + 26C + cB - m(3(/A -f- îcB + Z»C)]a;^
équation qui , devant être identique, c'est-k-dire avoir lieu quel que soit X, pour que l'expression supposée de y soit vraie, donnera autant d'équations particulières qu'il y a de différentes puissances de ce, et l'on tirera de ces équations
mbA
^ imcK-h [m — ilèB L = »
ia 3indA -h [-im
— i)cB + (m -
-i)bC
On aura ainsi successivement tous les coefficients B, C, D, ... par des formules dont la loi est visible, et qu'on pourra, par conséquent, continuer aussi loin qu'on voudra.
IMais le premier coefficient A demeure indéterminé; il faut, pour le déterminer, recourir à l'équation primitive j = X"'; faisant j;=o, on a d'un côté X = a et de l'autre j = A; donc A = a"'.
43. On peut de même, par les fonctions dérivées, faire disparaître les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus. En effet, si j= IX, on aura l'équation du premier ordre
j'X-X'=o; si y =: e^, on aura celle-ci
mais, pour faire disparaître les sinus ou cosinus, il faudra aller à une équation du second ordre.
Soit donc j= sinX, X étant toujours une fonction quelconque de a;; en prenant les fonctions primes, on aura (n" 14)
X' cosX
et, prenant de nouveau les fonctions primes,
7"=X"cosX-X'2sinX;
donc, éliminant de ces trois (''([iiations sinX ot cosX, on aura celte équation dérivée du second ordre
xy-x'y 4-x'-',)-==o,
où il n'y a plus de transcendantes; on trouvera la même équation en faisant y = cosX.
Si l'on t'ait ici pour X et y les mêmes substitutions que ci-dessus (n*' 42), et qu'après avoir ordonné les termes suivant les puissances de aon égale à zéro la somme de tous ceux (jiii se trouveront multipliés par la même puissance de x, on aura autant d'équations particulières qui serviront à déterminer les coefficients indéterminés de l'expression supposée de y par les deux qui précèdent. A l'égard des deux premiers, ils demeureront indéterminés; mais il faudra les déterminer de manière que l'équation primitive et l'équation prime aient lieu en faisant ^==0. Or l'équation y =sinX devient alors A = sina, et l'équation y ' = X'cosX devient lî = bcosa.
M. Non-seulement l'équation dérivée du second ordre que nous venons de trouver peut servir à développer en série la valeur de sinX ou cosX; elle peut servir aussi à trouver une autre transformation de cette valeur au moyen des exponentielles.
Supposons, Jen effet, }'==e^, e étant le nombre dont le logarilbmc byperbolique est l'unité (n" 12) et V une fonction indéterminée de x. En prenant les fonctions primes et secondes, on aura
et, ces valeurs étant substituées dans l'équation dont il s'agit, on aura, après la division par la quantité e^ qui en multiplie tous les termes,
J'observe qu'on peut satisfaire à cette équation en faisant
\' = mX', IX. 12
m étant un coefficient constant, ce qui donne V"= mX"; car, substituant ces valeurs, l'équation se réduit à
(n-//i2)X'--'==o; donc
M-/?i-=^o ei m = si — '•
yVinsi Ion aura
et de là, en remontant à l'équation primitive,
a étant une constante arbitraire; donc
on élisant e" — X pour plus de simplicité. On aura donc
et, comme le radical \j—i peut être pris également en plus et en moins, on aura également
B étant une autre constante arbitraire; en effet, il est aisé de voir que cbacune de ces deux valeurs satisfait à l'équation
xy'-XY'+x'\r = o,
et l'on voit aussi facilement que leur somme y satisfait encore, parce que les quantités j, y', y" n'y sont que sous la forme linéaire, de sorte (ju'on aura, en général,
A et B étant de nouveau deux coclficients indéterminés comme cidessus.
Cette expression de j convient également à sinX et à cosX ; la diffé-
renoe consiste dans les constantes A et B, <|ui doivent se déterminer par la comparaison des valeurs de y et de y' pour une valeur quelconque de X. Ainsi, puisque sinX doit devenir nul lorsque X — o par la nature des sinus, il faudra que l'on ail
de plus,/' étant égal à X'cosX et l'expression précédente de j donnant
7'=X'(Ae^v'^_Be-xv'-i)^Zrr,
on aura
cosX = (Ae^>'^— Be-^^^)v'^^.
Faisant X — o, on sait que cosX -- i ; donc
Ces deux équations donnent
A =—4= ei B = =;
donc enfin
sinX
d V - 1 on trouvera de la même manière
cosX
expressions connues et que nous avions déjà trouvées par une autre voie (n° 22).
45. Dans les exemples précédents, nous avons cherché l'équation dérivée et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur de la fonction primitive j. Celte dernière opération est, comme l'on voit, l'inverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive aux fonctions dérivées; elle peut toujours s'exécuter par le moyen des séries, en employant, comme nous l'avons fait, une série avec des
coefficients indéterminés, et faisant dos équations séparées des termes alïectés de chaque puissance de a:-. De cette manière, on détermine les coefficients les uns par les autres, et l'on a souvent l'avantage d'apercevoir la loi générale qui règne entre ces coefficients.
Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par la méthode des n"^ 33 et suivants, car il n'y a qu'à chercher successivement les valeurs des fonctions dérivées, et, si l'on désigne par (y), {y'), {y"), ■•■ les valeurs der, y', j", ... lorsque ^ — o, oa a, en général,
jr--=.(j-)-)-^(/) + ^(r") -+-••■•
Cette formule a l'avantage de faire voir pourquoi il reste des coefficients indéterminés, comme nous l'avons trouvé ci-dessus. En effet, si l'on veut déterminer la valeur de y par une équation dérivée du premier ordre, cette équation donnera la valeur de y' en x et y, et de là on trouvera une équation du second ordre en y", y', y, x, une équation du troisième en y'", y", y', y, •^, et ainsi de suite, de sorte que, en substituant successivement dans ces équations les valeurs dey', y", . .. données par les équations précédentes, on aura en dernière analyse y', y", y'", . . . expiimés en .x et y. Donc, faisant a? — o, on aura [y'), [y"), {y'"), • .. exprimés en (y), qui demeurera indéterminé.
De même, si l'on ne fait dépendre la détermination de j que d'uni; équation dérivée du second ordre en a-, y, y' et y", on en tirera successivement une équation tierce entre x,y,y', y", y'", et ainsi de suite, et, par des substitutions successives, on aura en dernière analyse y", y'", ... donnés en x,y,y', de sorte que, en faisant ^r -= o, on aura les valeurs de (y"), (j"')» (.7'")» ••• exprimées en [y) et (/'), ces deux (juantités demeurant indéterminées, et ainsi de suite.
Ainsi, lorsqu'on part d'une équation dérivée du premier ordre il reste une indéterminée [y), lorsqu'on part d'une équation du second ordre il reste deux indéterminées [y] et {y'), et ainsi de suite, et l'on voit que ces indéterminées sont constantes, puisque ce sont les valeurs de j', y', y", . . . lorsque x= o.
40. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie des séries, il n'est pas difTicile de se convaincre qu'elle doit avoir lieu généralement (|uelle ([ue soil l'expression de y, puisqu'on peut toujours regarder une expression en série comme le développement d'une expression linie. Mais, comme c'est là une propriété caractéristique des é(]ualions dérivées entre deux variables, il est important de l'établir sur la nature même de ces équations.
Considérons donc, en général, l'équation à deux variables ¥{x,y) = o, et désignons simplement par Y{x, y)' — o son équation prime, par ¥{x,y)"=:o l'équation seconde, et ainsi de suite, en regardant x cXy comme variables à la fois. Soient a, b,c, . . . des constantes quelconques contenues dans la fonction ¥{cc, y) ; ces constantes seront les mêmes dans les fonctions dérivées. Ainsi, puisque les équations Y{cc, y)^=o (t Y(x, y)' = o ont lieu en même temps, on pourra en éliminer une constante a, et l'équation résultante sera une équation du premier ordre entre oc, y et y', qui renfermera une constante de moins que l'équation primitive et qui aura par conséquent lieu en même temps que celle-ci. De même, les trois équations F(^,j) = o, F(^,j)'=o, Y[cc, y)"= o ayant lieu à la fois, on pourra en éliminer deux constantes a, h, et l'équation résultante sera une équation du second ordre entre x, y, y' et j", qui renfermera deux constantes de moins que l'équation primitive et qui aura lieu en même temps qu'elle; et ainsi de suite.
Donc, puisque dans les équations à deux variables une équation du premier ordre peut renfermer une constante de moins que l'équation primitive, une équation du second ordre peut renfermer deux constantes de moins que l'équation primitive, et ainsi de suite, il s'ensuit réciproquement que l'équation primitive doit contenir une constante de plus que l'équation dérivée du premier ordre, deux constantes de plus que l'équation dérivée du second ordre, et ainsi de suite, constantes qui seront par conséquent arbitraires, et il est visible en même temps qu'elles ne sauraient en contenir davantage, puisqu'on ne pourrait pas les faire disparaître toutes par le moyen des équations dérivées.
Donc, si l'on n'a pour la détermination d'une fonction qu'une équation du premier ordre, ou du second, ou etc., l'équation primitive, prise dans toute sa généralité, devra contenir une constante arbitraire, ou deux, etc., suivant l'ordre de l'équation donnée, et l'on déterminera ces constantes par des valeurs particulières données de la fonction ou de ses dérivées.
Si donc on trouve d'une manière quelconque une équation en x et v qui satisfasse à une équation donnée d'un ordre quelconque et qui renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans l'indice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera l'équation primitive de l'équation donnée et pourra, dans tous les cas, être employée à la place de celle-ci.
47. Au lieu d'éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois équations F(.r, y) = o, F(^,j)' = o, Y{x, y)"— o, on peut n'éliminer d'abord que la constante ^ ou a des deux premières; on aura ainsi deux équations du premier ordre, dont l'une ne renfermera que la constante a et l'autre la constante b. Si maintenant on élimine de chacune de ces équations la constante a ou b par le moyen de son équation prime, on aura deux équations du second ordre sans a ni b, (jui devront coïncider avec l'équation résultante de l'élimination simultanée de ces constantes par le moyen des trois équations Y{x, y) = o, F{cc, y)' = o, F(^, y)" — o, parce que la valeur de y" que ces équations du second ordre donneront, et qui sera exprimée en a:, y et y', sans a ni b, ne peut qu'être la même, de quelque manière qu'elle soit déduite de l'équation primitive.
D'où l'on peut conclure qu'une équation du second ordre peut être dérivée de deux équations différentes du premier ordre renfermant chacune une constante arbitraire de plus.
El l'on prouvera de la même manière qu'une é(juation du troisième ordre pourra être dérivée de trois équations différentes du second ordre renfermant chacune une constante arbitraire, et ainsi de suite.
En même temps on voit que, si pour une équation donnée du second
ordre on on trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune à cette équation et qui renferment chacune une constante arbitraire a ou b, on en pourra déduire immédiatement l'équation primitive, car il sulïira de chasser de ces équations hi quantité y', et l'on aura une équation en x etj, avec deux constantes arbitraires a et h.
Il en sera de même pour les équations du troisième ordre, car, si Ton trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune à une équation du troisième ordre et qui aient en même temps les constantes arbitraires a, h, c, on aura, en éliminant j' etj", une équation en X, y et a, b, c, qui sera par conséquent l'équation primitive de l'équation donnée, et ainsi de suite.
18. Mais, si pour une équation du second ordre on en trouve deux (lu premier ordre qui y satisfassent et dont une seule renferme une constante arbitraire, alors, en éliminant y', on aura une équation en oc et y qui ne renfermera qu'une constante arbitraire et qui ne sera pas l'équation primitive complète de la proposée du second ordre. Mais cette équation satisfera également aux deux du premier ordre, puisqu'elle satisfait à celle du second ordre, qui est également dérivée de ces deux-ci ; donc elle pourra être regardée comme l'équation primitive complète de l'équation du premier ordre qui ne renferme point de constante arbitraire. D'où je conclus qu'étant proposée une équation du premier ordre en ,v,y ely', si l'on en déduit d'une manière quelconque une équation du second, soit en éliminant une constante ou non et qu'ensuite on trouve une autre équation primitive du premier ordre, avec une constante arbitraire a, on aura, par l'élimination de j' entre celle-ci et la proposée, une équation en x et y qui contiendra la constante arbitraire a et qui sera par conséquent l'équation primitive complète de la proposée.
Un prouvera de la même manière que, si de la proposée du premier ordre on déduit une équation du troisième ordre, et qu'ensuite on trouve pour celle-ci une équation primitive du second avec une constante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée, il
n'y aui'y qu'à éliininei' les v" el y' au moyen de la proposée, el l'on aura une équation en x et y qui renfermera une constante arbitraire et qui sera par conséquent l'équation primitive complète de la proposée; et ainsi de suite.
On peut appliquer le même raisonnement aux équations des ordres supérieurs au premier et en tirer des conclusions semblables.
Le sujet de ce Cbapitre est traité avec plus de détail dans les Leçons X, XI et XII du Calcul des fonctions {'), où le lecteur trouvera une analyse complète des sections angulaires.
(*) Œuvres de Lngrange, t. X.
CHAPITRE VIII
or L ON EXAMINE LES CAS SIMPLES DANS LESQUELS ON PEUT PASSER DES FONCTIONS OU DES ÉQUATIONS DÉRIVÉES DU PREMIER ORDRE AUX FONCTIONS OU AUX ÉQUA- TIONS PRIMITIVES. DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DES DIFFÉRENTS ORDRES, ET DE CELLES qu'on PEUT RENDRE LINÉAIRES.
49. Une équation du premier ordre en or, y et y' étant donnée, si Ton peut, par des opérations quelconques, la ramener à la forme
oi\/{x,y)' désigne la fonction prime d'une fonction de ^, y marquée par/(a7, j), on aura sur-le-champ l'équation primitive
dans laquelle a sera la constante arbitraire.
Par exemple, l'équation j' = o donne sur-le-champ y = a; l'équation
a:y'— v = o, étant divisée par x-, se réduit à ( — | ==o; j'entends par
( — j la fonction prime de la quantité — renfermée entre les deux pa-
renthèses; d'où l'on tire — =a, ou bien, en divisant la même équation par xy, elle devient
dans laquelle les variables x, y ne sont plus mêlées. Prenant donc la fonction primitive de chaque terme, on aura
\y—lx=z \n, IX. i3
la caractéristique 1 indiquant les logarithmes hyperboliques, d'où l'on
tire — =a, comme plus haut.
En général, si l'on peut réduire l'équation à la forme
où les variables sont séparées, il n'y aura qu'à prendre les fonctions primitives de/(x) et de j''F(j), et faire la somme égale à une constante arbitraire a, et la même chose aura lieu si l'on peut ramener la proposée à cette forme par une substitution quelconque. Soit, par exemple, une équation de la forme
Je fais — = u; donc y = xu, y' = xii' -h u, et l'équation devient, par
ces substitutions,
xu' + u =f[u],
laquelle peut se mettre sous la forme
qui est comprise dans la précédente.
Si l'on avait l'équation
y=xf[x'),
au lieu de la réduire à la forme précédente, j'en prendrais les fonctions primes, ce qui me donnerait
y = xff'{y)+f[r'),
équation réductible à la forme
' , ffir') _„
et qui, en faisant jk' —m, rentre encore dans le cas précédent. Ayant trouvé ainsi une équation primitive entre a? et a avec une constante arbitraire, c'est-à-dire entre x et j', on chassera j' par le moyen de la
proposée, et l'on aura une équation entre x et y avec la constante arbitraire, laquelle sera, par conséquent, l'équation primitive complète (le la proposée. Cette dernière méthode est, comme l'on voit, une application de la théorie du Chapitre précédent.
50. De cette manière, on ramène, comme l'on voit, la recherche des fonctions primitives de deux variables à celle des fonctions primitives d'une seule variable; mais, comme on n'y parvient ordinairement qu'en employant pour x et y d'autres variables, comme / et u, c'est-à-dire en substituant pour x ^i y des fonctions données de t et u, il faut observer, à l'égard de ces substitutions, que, u devenant fonction de t en vertu de l'équation qui a lieu entre x et y, ces deux variables devront être aussi regardées comme fonctions de t. Donc, ayant supposé y=zf[x), on aura, en regardant maintenant x Qi y comme fonctions de t, y' = x'/'[x) (n° 16); mais, lorsqu'on regarde j simplement comme fonction de x, on a. y' =^f'[x), comme nous l'avons fait jusqu'ici; donc, pour passer de cette hypothèse à celle où x ei y sont
fonctions de t, il faut mettre à la place de j' la quantité ^•
Ainsi, ayant à transformer l'équation
on commencera par la changer en
ensuite on y substituera pour x, y, x', y' leurs valeurs en /, u et u' , où u' sera la fonction prime de m, regardé comme fonction de t.
De même, puisque j" est la fonction prime de y', regardé comme
ii) ,
fonction de x, il faudra substituer pour j" la quantité ^^ — A» c'est-
à-dire ^ — ~:r'> et ainsi de suite.
Donc, si dans une équation, au lieu de regarder j comme fonction de X, on voulait réciproquement regarder x comme fonction de j,
alors la fonction prime de j deviendrait l'unité, et l'on y substituerait
simplement — pour j', -^ pour j", et ainsi de suite.
51. Il y a, au reste, une manière générale de trouver l'équation primitive d'une équation dérivée d'un ordre quelconque : elle consiste à rendre le premier membre de l'équation, dont le second est zéro, une fonction dérivée exacte par le moyen d'un multiplicateur. On trouvera dans la Leçon XIII du Calcul des fonctions une démonstration de l'existence de ce multiplicateur dans toutes les équations dérivées (*); mais la recherche en est le plus souvent très -difficile, ce qui rend cette méthode plus curieuse qu'utile.
52. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des fonctions d'une seule variable, comme de Y[x) ou de j'F(j), on sait que, si Y[x) est une fonction rationnelle de x, on peut toujours la décomposer en différents termes de la forme x"' ou -. ; — —■> m étant un
» [a + bx]"'
nombre entier positif et a-\-hx un facteur du dénominateur de la fonction, s'il en a un. Ainsi la fonction primitive de F(a;) sera composée d'autant de termes de la forme et ^—r, ^-^-> ou lo" si
m = — I, et - — -. si m = I, et il en sera de même de la fonction
primitive dej'F(j) (n° 32).
Si F(j7) contient des quantités irrationnelles, on les fera disparaître par des substitutions, ce qui n'est possible en général, par les méthodes
connues, que pour les radicaux de la forme \Ja-{- bx + cx'-. Quand il y a dans F (a;) des radicaux plus compliqués, ou même quand il y a plus d'un radical de cette forme, la recherche de la fonction primitive devient impossible en général par les méthodes connues, et l'on ne peut l'obtenir que par le moyen des séries, soit en faisant disparaître les radicaux par leur résolution en série, soit en employant la méthode générale pour le développement en série de toute fonction de x (n° 33).
(') OEwrcs de Lagrangc, t. X.
Pour cela, on supposera /'(.r) = ¥{cc); de là on aura
f"ix)=--F{x), f"'[x]r^F"[x), ....
Donc la valeur de /{oc), fonction primitive de F{a-), sera représentée ainsi,
/(^)=/+a:F+ÇF'+£^F" + ...,
les quantités/, F, F', ... étant les valeurs de /{x), V{x), F'(a;), ... lorsque ar = o, oi!i l'on voit que/sera une constante indéterminée.
53. Si, pour une équation proposée d'un ordre quelconque, on parvient à trouver une équation d'un ordre inférieur qui ne renferme point de constantes arbitraires ou qui n'en renferme pas autant qu'il peut y en avoir, alors cette équation ne pourra pas être regardée comme une équation primitive complète, mais elle ne sera qu'un cas particulier de cette équation, dans lequel on aurait donné aux constantes arbitraires des valeurs particulières.
Mais il y a un cas très-étendu, dans lequel il suffit d'avoir plusieurs valeurs particulières de j en^ pour pouvoir en obtenir la valeur complète : c'est celui où l'équation d'un ordre quelconque ne renferme les y, y', y", .•• que sous la forme linéaire.
Soit, en effet, proposée l'équation
Af -+- Bf + C/' + D^-'" + . . . = o,
dans laquelle A, B, C, . . . soient des fonctions données de x seul. Soient
/;, q, r, ... des fonctions différentes de ce qui, étant substituées pour j,
satisfassent cliacune en particulier à cette équation. Je dis que l'on
aura, en général,
y z= up -{- bq -^ cr -h . . , ,
a, b, c, ... étant des constantes arbitraires, ce qui est évident, caicette expression de r, étant substituée dans la môme équation, y satisfera indépendamment des constantes. D'où il suit que, si le nombre des valeurs particulières/?, g, r, ... est égal à celui de l'ordre de l'équa-
tion proposée, c'est-à-dire à l'indice de la fonction dérivée j'" la plus élevée, on aura l'expression complète dey. L'analyse du n° 44 fournit un exemple de cette méthode.
Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur complète de j, qui satisfera à l'équation
Aj + B/+C/'+...= X,
X étant aussi une fonction quelconque de x.
Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d'analyse, je crois devoir l'exposer ici en peu de mots.
54. Supposons que l'équation proposée soit du troisième ordre; on verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque. Soit donc l'équation
et soient/), q, r trois valeurs différentes et particulières de j et a? qui satisfassent à l'équation
A j + B j' + Cf" + /" = o,
en sorte que l'on ait
Ap-hBp' + Cp"-i-p"'=o,
Aq + Bq'+Cq"+q"'=^o,
Ar +Br' + €/•"+/■'"== o.
Supposons j= a/j 4- /^^ + cr, et regardons a, b, c comme trois fonctions inconnues de a; qu'il s'agira de déterminer; en prenant les fonctions primes, secondes et tierces de j, on aura d'abord
y =zap' + bq' H- cr' + pa' + qh' + rc'.
Je suppose />a' H- ^/Z*' H- rc' = o ; j'aurai simplement
y = ap' -h hq' -+- cr'.
De là, en prenant de nouveau les fonctions primes, j'aurai
/' = ap" + bq" + cr" + a'p' + b'q' -h c'r'.
Je suppose derechef ay;'-f- h'q' + c'r' = o; j'aurai simplement
y" = ap"-hhq"-\-cr", d'où je tire, en prenant encore les Ibnclions primes,
/"= ap"' + bq'" -(- cv" -f- a' p" -+- b'q" + c'r".
Je substitue maintenant les valeurs de y, r', j" et y' dans l'équation
proposée; il est visible que, par la nature des quantités/;, q, r, les
termes qui contiendront a, b, c se détruiront, et il ne restera que
l'équation
qui, étant combinée avec les deux équations supposées
servira à déterminer les trois quantités a', b', c', les quantités p, q, r et leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que la quantité X.
Supposons donc qu'on ait trouvé a' = P, Z»' = Q, c' = R ; ces quantités P, Q, R étant des fonctions connues de x, il n'y aura qu'à les regarder comme des fonctions primes et en chercher les fonctions primitives, qui contiendront chacune une constante arbitraire qui pourra lui être ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues a, b, c, qu'on substituera ensuite dans l'expression de y.
55. Lorsque l'équation n'est que du premier ordre, on n'a besoin
que d'une valeur p, et l'on peut toujours la trouver, car on a alors
l'équation
à laquelle satisfait cette valeur /? = e~"", M étant la fonction primitive
de A, de manière que M'= A, et e dénotant toujours le nombre dont
le logarithme hyperbolique est l'unité; en effet, on aura, en prenant
les fonctions primes,
p' = -We-^^=z-Ap.
lOV THEORIE DES FONCTIONS.
Pour les équations d'un ordre supérieur au premier, il n'y a pas de méthode générale pour trouver les valeurs de ^, ^, .... à moins que les coefiîcients A, B, C, ... ne soient constants. Mais, dans ce cas, il est aisé de les trouver, car il n'y a qu'à supposer /j = e'"'", m étant une constanle indéterminée; on aura
p' = me"'^, p" = m- e'"*", ... ;
donc l'équation
Ap + ïip' -h Cp" + D//'+ . . . = o
deviendra
A + B W + C m- 4- D m!" + . . . rr: o,
la(|uclle sera, généralement parlant, d'un degré égal à l'ordre de l'équation proposée. Elle aura donc autant de racines qu'il y a d'unités dans ce degré, et, si l'on désigne ces racines par m, n, .. ., on aura
de sorte que, dans ce cas, la difficulté est réduite à la résolution des équations.
56. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le sont pas, par le moyen des substitutions, et, comme cette transformation est toujours avantageuse, voici deux cas très-étendus où elle réussit.
Le premier est celui de l'équation
qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus (n" 54). J'en prends d'abord les fonctions primes; j'ai
r = xff'[r')+f[y')+y"V'[f); je fais j' = ^, et par conséquent 7"= z' ; j'ai
z = xz'f'[z]+f[z)-,-z'r[z), équation du premier ordre en x et :;, où z est censé fonction de x.
Maintenant je regarde a; comme une fonction de z; il faudra mettre — à la place de z' (n" 50), et il viendra l'équation
qui est, comme l'on voit, du premier ordre et linéaire en x. On pourra donc, par la métiiode précédente, en trouver l'équation primitive en x et z; mais la proposée, par la substitution de z au lieu de y', devient
r = xf{z] + F{z);
éliminant donc z de ces deux équations, on aura une équation en x et j, qui sera l'équation primitive de l'équation proposée. Le second cas est celui de l'équation
X'-\- Mf- + l>i = o, M et N étant des fonctions de x. Ici je fais j= ^î ce qui donne
zr_ _ z""- z'i\
substituant ces valeurs et multipliant par M-, l'équation devient
M'2' ,.^, z" j^ + MNz = o,
(jui est, comme l'on voit, du second ordre, mais linéaire par rapport à z.
Supposons qu'on ait trouvé d'une manière quelconque deux valeurs particulières de yen x, c'est-à-dire sans constante arbitraire, que nous
z' dénoterons par/? et q. Pour la valeur/?, on aura jrp =y», d'où l'on tire
z^=^^, en dénotant par P la fonction primitive de /?M; on aura de même, pour la valeur q, z — e^, Q étant la fonction primitive de (/M. Ayant ainsi deux valeurs particulières de z, on aura la valeur complète (n° 53)
IX. i
z' a et b étant deux constantes arbitraires; donc, puisque r = jt,- et que
P' =pM, Q'— qM, on aura cette valeur complète de j,
ape^ + bqe^
c'est-à-dire, en faisant - =c,
p -4- cqe*^-^
y— I + re«-'' '
OÙ c est la constante arbitraire.
Par exemple, si N = — mU, m étant une constante, il est aisé de voir que l'on satisfera à la proposée en y en faisant y = \im, et, à cause de l'ambiguïté du radical, on aura
p = y/m, <7 == — v'" ; donc, nommant L la fonction primitive de M, on aura
P r:r L \^/r/i, Q = — L \in, et la valeur complète de / sera
ni
i + ce--'*''»
Au reste, dans ce cas, l'équation proposée peut se mettre sous la forme
où les variables op et r sont séparées, et dont on peut trouver l'équation primitive, comme nous l'avons montré plus haut.
57. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire en v, y', y", . . . ou (ju'elle n'est pas comprise sous la forme précédente, je ne connais aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulières de j qu'on aurait trouvées; mais on y peut toujours parvenir par le moyen des séries.
Supposons, en effet, que, pour une équation du premier ordre en oc, y et r', la valeur complète de y soit/(a^', a), a étant la constante arbitraire. En donnant à a une valeur particulière h, la (juantité /(:r, a) deviendra une valeur particulière de y, que nous nommerons/; et que nous supposerons connue d'une manière quelconque. Faisons maintenant a^=h-\-i, et développons la l'onction /(^r, h + i) en série ascendante suivant les puissances de i; le premier terme sera /(a;, h)—p, et les autres termes seront de la forme qi + ri'- -+-..., q, r, ... étant des fonctions de ce. Si l'on substitue cette expression de j" dans l'équation donnée du premier ordre, il faudra qu'elle se vérifie indépendamment de la constante /, qui doit demeurer arbitraire.
Soit donc
l'équation du premier ordre à laquelle satisfait la valeur particulière y^^p\ on aura, d'après cette condition,
Substituons pour y la série/; -h iq + r/M-. . ., et développons aussi la fonction F (a?, y) en série suivant les puissances de «'; si l'on dénote simplement par F'(j), F"(j), ... les fonctions primes, secondes, etc. de F(ar,j) prises relativement à j seul, et qu'on fasse, pour abréger, o=^ iq -\-i-r -\-.. ., on aura, par la tbéorie exposée plus haut sur le développement des fonctions,
V\x,y) =iF[x, p] -+-o¥'{p] H F"(jo) +
D'un autre côté, on aura, en prenant les fonctions primes,
donc, substituant ces valeurs dans l'équation 7' = F(^,j) et ordonnant les termes suivant les puissances de /, on aura, à cause de p' = ¥{x,p).
d'où l'on tire, par la comparaison des termes affectés des mêmes puissances de i, les équations suivantes :
qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues y, /•, — Comme les quantités F'(/)), F"(/>), ... sont des fonctions données de X, il est visible qu'on n'aura pour ces inconnues que des équations linéaires du premier ordre, susceptibles de la méthode du n° 55; il ne sera pas même nécessaire d'avoir les valeurs complètes de q, r, . . ., il suffira d'avoir des valeurs quelconques qui satisfassent à ces équations de condition.
Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités q, r, s, . . ., on aura cette valeur complète de r,
y :=^p + iq + i-r + . . .,
dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur particulière j=/?. Cette valeur sera à la vérité exprimée par une série, mais la convergence de cette série ne dépendra que de la valeur de la constante i.
Cette méthode est aussi applicable, avec l'extension convenable, aux équations des ordres supérieurs au premier; mais les équations qu'on trouvera pour la détermination des fonctions inconnues seront du même ordre, et par conséquent on ne pourra trouver, en sjénéral, les valeurs de ces fonctions que dans le cas où les coeftîcients seront constants.
Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des principaux problèmes de la théorie des planètes. Comme les excentricités et les inclinaisons qu'on doit regarder comme des constantes arbitraires sont fort petites, et que l'effet des attractions est aussi très-petit, le cercle fournit d'abord des valeurs particulières, et l'on complète ensuite ces valeurs par des séries qui procèdent suivant les puissances de ces constantes très-petites.
CHAPITRE IX
DES VALEURS SINGULIÈRES OUI NE SONT PAS COMPRISES DANS LES ÉQUATIONS PRIMITIVES COMPLÈTES. DES ÉQUATIONS PRIMITIVES SINGULIÈRES.
58. La méthode que nous venons d'exposer pour trouver l'équation primitive par le moyen des séries est fondée sur la supposition que toute fonction Y{x, y) de deux variables x, y puisse toujours, par la substitution àç p -{- qi-\-ri- + . . . à la place de j, se développer en une série ascendante suivant les puissances entières de i; mais, comme cette série résulte du développement d'une fonction de j-+-o, en faisant o = gi-hri'- -h . . . et donnant à y une valeur particulière/?, il s'ensuit de la théorie que nous avons donnée dans le Chapitre V que ce développement pourrait contenir des puissances fractionnaires ou négatives de o, auquel cas la série dont il s'agit contiendrait nécessairement de pareilles puissances de i. Alors la série qui doit représenter la valeur de y pourra ne plus avoir la même forme; mais, comme y=f[a:, a), et qu'on suppose a — h -h i et p=f{sc, h), le premier terme sera toujours p et le second pourra encore être supposé de la
forme gi , car, s'il était de la forme <yj", n étant un exposant quel-
conque, il n'y aurait qu'à substituer i" à la place de i et supposer que a
devienne h -h i", ce qui est indifférent, puisqu'on regarde i comme une constante arbitraire; mais les termes suivants pourront être de la forme ri'" + si" 4- . . ., où m devra être >> i , n^m, . . ., par hypothèse. Substituant donc, dans Y{x,y), pourj, la série
p + qi-+- ri'"^ -h si" + . . . ,
et développant suivant les puissances ascendantes de /, on aura une série de celle forme
¥[x, p] + Pi>+Q/''-t-.. .,
[j. étant diflérent de l'unité, v > a, ..., et P, Q, ... étant des fonctions données de oc. Donc l'équation
deviendra, par ces subslilulions,
/(/'+ /"'r'+ i"s'-h. . .-= Pz>+ Qr-\-. . .,
laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de /'.
Donc, si [x>i, on pourra faire </' = o, m = ij. et /'=?, ensuite
/?=v, ^' = Q, Ainsi, on aura d'abord q égal à une constante, ou
plus simplement q = \; ensuite, comme P ne dépend que de q et de ce, on trouvera la valeur de r en prenant la fonction primitive de P, et ainsi de suite.
59. Mais si [j- <i, alors il sera impossible de satisfaire à l'équation de manière que i demeure une constante arbitraire, et l'on devra en conclure que la valeur particulière /?, ne pouvant pas être complétée ainsi, ne saurait être contenue dans l'expression générale /(a;, a), qui représente la valeur complète de j.
Maintenant il est visible que, quel que puisse être le premier terme Vi^ du développement de F{-r,y) par la substitution dep-hqi-hri"'-i- ... à la place de j, il ne peut venir que des termes p-\-qi, de sorte qu'il sera le même (}ue si l'on substituait simplement/? + qi{\ la place dej'. Donc le développement de F(r, j) par la substitution de/> + o à la place
de r sera Y{x,p) h -f . . .; donc, puisque la série résultante de ce
développement contient un terme affecté de o'^, où [y. est >o et <[ i, il s'ensuit de la lliéorie donnée au n" 29 que la fonction prime F' (y) devra devenir infinie lorsque y=^p-
De là on tire cette conclusion que la valeur particulière p ne pourra
pas être contenue dans l'expression complète de y si cette valeur rend la fonction F'(j) infinie, c'est-à-dire la fonction p;;- — r nulle.
Réciproquement donc, l'équation . ,, , = o donnera toutes les valeurs de j qui, pouvant satisfaire à l'équation y' —V^a:, y) comnu; valeurs particulières, ne seront pas renfermées dans la valeur complète. On pourra appeler ces valeurs valeurs singulières, pour les distinguer des autres, et, en général, on pourra appeler équafion primitive singulière toute équation en or et y qui satisfera à une équation du premier ordre entre ce, y et y', ou à une équation d'un ordre supérieur, et qui ne sera pas comprise dans l'équation primitive complète, c'està-dire qui ne sera pas un cas particulier de cette équation.
GO. Nous venons de voir qu'il y a une espèce d'équations qui peuveni satisfaire à des équations d'un ordre supérieur et qui ne satisfont pas aux équations d'où celles-ci peuvent être dérivées, parce qu'elles ne sont pas renfermées dans les équations complètes d'un ordre inférieur à celles-ci. Ces équations ne forment pas une exception à la théorie générale exposée plus haut (n° 46), mais elles résultent d'une considération particulière dans la manière dont les équations d'un ordre supérieur sont dérivées par l'élimination des constantes. En effet, on y a vu que les deux équations F (a?, j) = o et ¥{oc,y)' = o donnent, par l'élimination d'une constante a, une équation dérivée du premier ordre entre x,y et y', dont Y{x, y)=zo sera l'équation primitive.
Or il est évident que le résultat de cette élimination serait le même si la quantité a, au lieu d'être constante, était une fonction quelconque de oc; mais, dans ce cas, la fonction prime de ¥{x, y) ne serait plus simplement ¥{cc,y]' : elle contiendrait de plus une partie provenant de la variation de a, et, si l'on désigne par F' (a) la fonction prime de V[x, y) prise relativement à la variable a, on aura a'F'(a) pour la partie dont il s'agit, a' étant la fonction prime de a regardé comme fonction de x.
Ainsi, dans le cas où a serait fonction de .r, l'équation prime de
Y{x, y) =o serait
donc, pour qu'elle se réduise à F(a7, j)'=o, comme dans le cas de a constante, il faudra que l'on ait F'(a) — o, équation qui servira à déterminer la valeur de a, et qui n'est autre chose, comme l'on voit, que l'équation prime de l'équation primitive, prise relativement à a, d'où il s'ensuit que, si l'on substitue cette valeur de a dans l'équation primitive ¥{x,y) = o, on aura une équation en x et y, qui satisfera également à l'équation du premier ordre et qui ne sera pas renfermée dans l'équation primitive, où a est la constante arbitraire.
On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres supérieurs et en déduire des conclusions semblables.
61. Pour voir maintenant si l'équation qui résulte de cette considération est la même que l'équation primitive singulière, déduite de l'analyse précédente, supposons, comme plus haut (n° 58), que l'équation du premier ordre soit réduite à la tonne y' = ¥{œ, y) et que son équation primitive complète soit j=/(.r, a), a étant la constante arbitraire. Pour en déduire l'équation primitive où a est variable, on prendra l'équation prime relativement à a seul, et, si l'on désigne par (p(a?, a) la fonction prime de/{x, a) prise relativement à a, on aura (f{x, a) — o, d'où l'on tirera a, qu'on substituera dans /(a;, a), et l'on aura une valeur particulière de y qui satisfera aussi à la proposée du premier ordre. Nous appellerons/? cette valeur particulière, comme dans le numéro cité.
Maintenant, puisque la valeur complète /(^, a) dey doit satisfaire à Véqnaûon y' = Y{x, y) quelle que soit la constante a, il s'ensuit que, en faisant la substitution, l'équation résultante
devra avoir lieu quelle que soit la valeur de a. Par conséquent, son équation prime, prise relativement à a regardée comme seule variable, devra avoir lieu aussi quelle que soit la valeur de a (n" 17).
Puisque /'(a-, a) est la fonction prime ([ef[x, a) prise relativement à X, la fonction prime de celle-ci prise relativement à a sera donc la fonction seconde do/io;, a), prise d'abord relativement à o^ et ensuite relativement à a, laquelle est la même chose, comme nous le démontrerons plus bas, que la fonction seconde de f{x, a) prise d'abor<l relativement à a et ensuite relativement à x. Ainsi, ayant désigné par ç(a;, a) la fonction prime àQf[x, a) par rapport à a, on aura ^'(.r, a) pour la fonction prime de/'(ir, a) prise également par rapport à a, les traits appliqués aux caractéristiques/et cp ne se rapportant qu'à la variable x,
A l'égard de la fonction Y[x,f[x, a)\, comme elle résulte de la substitution de/(;r, a) à la place de y dans Y[x,y), sa fonction prime relativement à a sera exprimée par Y'{y).<:^[x, a) (n° 16), puisque nous avons désigné par F'(j) la fonction prime de Y[x, y) relativement à j, et par ç(^, a) la fonction prime de/(^, a) ou y relativement à a.
Donc l'équation prime de l'équalion
prise relativement à a sera
o'[x', a] = F'(r).ç(^, a], d'où l'on tire
cp'fr, fi)
F'fr)
Or nous venons de trouver que, pour avoir la valeur particulière/), il faut substituer dans /(r, a) la valeur de a tirée de l'équation o(a7, «) = o. Dénotons par X cette valeur de a, qui sera une fonction àc x; la fonction o[x, a) aura cette forme
cf[x, a] = \[\~ a]"',
m étant >o, et V étant une fonction de x qui ne deviendra ni nulle ni intinie lorsque a = X; on tirera de là
9'(;r, a) = V'(X— a)™+/rtVX'(X— a)"'-'.
IX. i
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Donc on aura
Mais 7 devient/) lorsque a — X; donc Y' {y) deviendra infini lorsque Y—p, comme dans le cas du n° 59. Ainsi les deux mélhodes des n°* 58 et 60 conduisent aux mêmes résultats et donnent les mêmes valeurs singulières; mais la seconde a l'avantage d'être plus directe et de donner la vraie métaphysique de cette espèce de paradoxe.
62. Supposons, pour donner un exemple, que l'équation primitive
soit
X- — nay — a-— b-= o
en prenant les fonctions primes, on aura l'équation prime
X — ay = o ;
éliminant a par le moyen de l'équation primitive, on aura l'équation du premier ordre
dont celle-là sera l'équation primitive complète, a étant la constante arbitraire.
Maintenant, si l'on prend la fonction prime de la même équation
x- — 1 ay — a- — b'-=^ o
relativement à la quantité a regardée comme une fonction de x, on
aura
ce qui donne
r4-rt = o, « = — j,
et, substituant cette valeur dans la même équation primitive, on aura
Cette équation satisfera par conséquent aussi à la même équation du
premier ordre, ce qui est aisé à vérifier, car elle donne
y^=b'^ — x-^ cl fy — — x, valeurs qui, étant substituées dans la quantité
la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l'équation primitive sini^ulière.
En effet, suivant la théorie du n° 61, on aura, dans le cas présent,
¥{x,x)=: =p et pr=^'b^~x-^;
donc, en prenant les fonctions primes relativement à y seul, on trouvera
{— y -i- sijx- -\- y'^ — b-) \jx- + y'^— bquantité qui devient infinie, comme l'on voit, par la supposition dé
63. Supposons maintenant que l'on ait l'équation du premier ordre v' = F(j') et que la fonction F(j') de j soit telle qu'elle devienne nulle lorsque j est égal à une constante donnée b; il est visible que cette valeur de j satisfera à l'équation, car j = 6 donne aussi j' — o. On demande si cette valeur de y est une valeur particulière comprise dans la valeur complète ou bien si ce n'est qu'une valeur singulière. On prendra la fonction prime de F(j), et, si F'(j) devient infini lorsque j= 6, la valeur è ne sera qu'une valeur singulière; sinon, elle sera une valeur particulière.
Soit
m étant >o et K une constante; on aura
F'(j) = mK(j-^)"'-',
quantité (jui devicMit infinie lorsque m<i; donc la valeur j—/^ sera une valeur singulière si m>o et <i, cl une simple valeur parliculière si m—- ou > i. En effet, l'équation
étant divisée par (j — ^)'" et mise sous la forme
(j_i)-my_K = o, a pour équation primitive
1 — ni
a étant la constante arbitraire, d'où l'on tire
Donc, pour que l'on ait j= h, il faudra que la quantité (a + Ka?)' devienne nulle. Or, si /n> o et < i, l'exposant -— — • sera positif; par conséquent, il sera impossible de donner a a une valeur qui fasse évanouir la quantité dont il s'agit. Mais si m>> i, alors, l'exposant -— —
devenant négatif, la quantité (a + K:c)'~"' deviendra nulle lorsque a sera infini; car, faisant a= -? cette quantité deviendra
;i + Kcx)'"-*
laquelle devient zéro lorsque c = o.
La même chose a lieu lorsque /n= i; alors l'équation primitive contient des logarithmes ou des exponentielles, car on a
y' — Yi.[y—h) et, divisant par j— Z»,
dont l'équation primitive est
Hy — ^) — ^^ = '«»
d'où l'on tire
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité et a la constante arbitraire. Ici il est évident qu'en faisant a égal à zéro on aura y= b.
Supposons encore
F(j) = vY,
Y étant une fonction de j qui devienne nulle lorsque y — b; on aura
donc, puisque Y devient nul lorsque j=è, si Y' ne devient pas nul en même temps, F'(j) deviendra alors infini et la valeur j= b ne sera qu'une valeur singulière. Donc, pour que cette valeur soit une simple valeur particulière, il faudra que Y' devienne nul en même temps (jue Y, en faisant y = b.
Cette théorie des équations primitives singulières est présentée d'une manière plus générale et avec de nouveaux détails dans les Leçons XIV, XV, XVI et XVII sur le Calcul des fonctions (*), auxquelles nous renvoyons les lecteurs qui désireraient approfondir davantage ce point d'Analyse.
(*) OEm'res de Lagrange, t. X.
CHAPITRE X
DE L EMI'LOI DES FONCTIONS DERIVEES DANS L ANALYSE ET DE LA DETERMINATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES. APPLICATION A LA SOMMATION DES SUITES ET A LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ.
64. Par les principes que nous venons d'établir à l'égard des constantes arbitraires, on voit que ces constantes forment la liaison entre les équations primitives et les équations dérivées; celles-ci sont par elles-mêmes plus générales que les équations d'où elles dérivent, à raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu; elles équivalent proprement à toutes les équations primitives qui ne différeraient entre elles que par les valeurs de ces constantes.
On peut donc toujours passer d'une équation regardée comme primitive à une de ses dérivées d'un ordre quelconque, et réciproquement revenir de celle-ci à celle-là, pourvu que cette dernière opération introduise toujours des constantes arbitraires et qu'on ait soin de déteiminer ces constantes d'une manière conforme à l'équation primitive, comme nous en avons déjà donné des exemples (n"^ 49 et suivants). Avec cette attention, on pourra employer dans l'Analyse les opérations relatives aux fonctions, comme on y emploie les opérations ordinaires d'Algèbre.
Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement en déduire des équations dérivées d'un ordre quclcon(|ue; mais, pour i-evenir de celles-ci à une équation en x et y, il faudra tenir compte des constantes arbitraires et les déterminer de manière que les valeurs de j et de ses dérivées j', j", ... soient les mêmes pour une valeur
«lonnée tic x, comme .r = o, que celles qui résultent de l'équation donnée.
Si l'équation proposée n'était que du premier ordre en .r, r, v', alors, cette équation ne pouvant fournir que les valeurs de^'.j", ... en ^ et j, ces valeurs, pour x=io, contiendraient la valeur indéterminée de j; par conséquent, les constantes arbitraires dépendraient alors de cette valeur, qui serait elle-même une constante arbitraire, de sorte que, dans ce cas, toutes les constantes arbitraires se réduiraient à une seule. Elles se réduiraient à deux, par la même raison, si l'équation proposée était du second ordre en x,y,y' et y", et ainsi de suite.
65. Pour faire mieux sentir l'esprit et l'usage de ces opérations, nous allons les appliquer encore à quelques exemples qui serviront en même temps d'exercice de calcul.
Soit proposée la série
m m{m -{- i] „ mlm -\- \] [m -h ■:>.] „
n nia -{- i) ni n -h i) In -\- -î]
dont on demande la somme.
Supposons-la égale a y, en sorte qu'on ait une équation en x et j; je multiplie cette équation par x"~\ ce qui donne
VJC'î-t — X"- • -) X"-{ •■ x"^' -+■
Je prends les fonctions primes de tous les termes; j'ai
y'x"-* -\- [n — i]yx"-'
— In — i]x"'---h mx't^^
OÙ l'on voit qu'il a disparu un facteur du dénominateur de chaque terme.
Je multiplie maintenant l'équation précédente par x"'~"', j'ai celle-ci
y>x"'- ' + ( n — I ) yx'"--
I , , . mini -^ i] m ( m + I U m -H a )
— in — I x'«-2 4- mx"'^^ -\ x"' + --^ r—- '-^ — r ■ x"'+' +
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Je fais le premier membre égal à//, p' étant la fonction prime de/?, et je prends l'équation primitive; j'ai
Je n'ajoute point de constante arbitraire ici, parce qu'elle peut être censée renfermée dans p.
Maintenant, en comparant cette nouvelle série avec la proposée, qu'on a supposée égale à j, il est visible qu'on aura l'équation
prenant les fonctions primes, et substituant pour p' sa valeur y'x"'~^ -\- [n — i)yx"'^-, on aura cette équation du premier ordre linéaire en y
[n — i]x"^~--\-y'x"'--{- m x"^^ * y = y' X'" - * -+- {n — })yx"'--, laquelle se réduit à cette forme
:ri — X] j:'! — x
Cette équation étant susceptible de la méthode du n° 55, on pourra donc trouver la valeur j en x, qui sera, par conséquent, la somme de la série proposée; mais cette valeur devra contenir une constante arbitraire, qu'on déterminera de manière que j soit égal à i lorsque ,27 = 0, comme il résulte de la série donnée.
Si la série n'avait contenu que des facteurs simples, comme
on eût trouvé, par les mêmes opérations.
n — r ni — I
Or on sait que
I + x + ^f- + . . . =rr :
donc on aurait, dans ce cas,
prenant les fonctions primes et substituant la valeur de/?', on aurait
savoir,
équation également linéaire du premier ordre.
Cette méthode s'applique à des séries plus compliquées et peut conduire à des équations linéaires d'un ordre supérieur au premier. J'ai cru devoir au moins l'indiquer, étant presque la seule méthode générale pour la sommation des suites.
Soit maintenant proposée l'équation
^^= \x -+- Bx^ -\- x^,
dans laquelle on demande l'expression de ce en y. Cette expression peut s'obtenir par la formule connue pour la résolution des équations du troisième degré. Voici comment on y peut parvenir par la théorie des fonctions.
En prenant les fonctions primes et secondes, on aura
y ^ A + iBx -\- 3x^, ^-"=28 + 6^; si donc je forme la quantité
X + [m -{- nx]/ + [p -\- qx -h rx-)j-",
où m, n, p, q, r sont des coefficients arbitraires, j'aurai un quadrinôme IX. i6
qui contiendra les puissances a?, ce- et a;% et je pourrai faire évanouir les termes multipliés par chacune de ces puissances; j'aurai ainsi une équation du second ordre de la forme
jr + ('« + nx)y -h [p 4- qx -t- rx-]y"=: C,
où c sera une quantité constante; et cette équation renfermera encore deux coefficients indéterminés.
Je pourrai donc encore faire en sorte qu'étant multipliée par 2j' elle ait une équation primitive; car, pour cela, il suffira de faire q= im, r:=n, et l'équation primitive sera
y--i- [p -{- imx + nx-]y'^=^ aCj- + a,
a étant une constante arbitraire qu'on déterminera, comme nous l'avons dit, en supposant a? = o et mettant pour y et j' leurs valeurs tirées de l'équation proposée. Or elle donne, dans ce cas, j' = o, j'' = A; donc, faisant ces substitutions dans l'équation précédente, elle donnera pA- = a.
Ainsi l'on aura cette équation en y du premier ordre
X'-i- [p + inix + nx-)y'- = iCy -\- pK-,
OÙ X ne monte qu'au second degré, circonstance sans laquelle on n'aurait rien gagné pour la détermination de x en j.
Mais, avant d'aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions nécessaires pour que la quantité
y-\- [m + nx)y' + [p + imx + nx-)y'',
après la substitution des valeurs de j, y', y", devienne égale à une constante C. Cette substitution donne la quantité
i\x -\-hx'-{- x^ -V- [m + nx] [k-\- ihx +Zx'^] + [p-^imx -H /ix-)('2B + dx);
développant, ordonnant les termes suivant les puissances de x, et éga-
lant à C le terme sans x et les autres à zéro, on aura
mA + a/>B = C, (i 4- «) A + 6mB + 6/?=: o, (i -f- 4n) B + i5/n = o, i + gn =: o, d'où l'on tire
I B B2-4A ^ s>.B3 — qAB
« =: ) m = , p= ^— et C = — •
Retenons, pour plus de simplicité, les quantités/? et C, et substituons celles de m et n dans l'équation ci-dessus; elle deviendra, en tirant la
valeur de y',
Il faut maintenant en déduire l'équation primitive en x etj; mais, pour éviter les imaginaires, on doit distinguer deux cas, l'un où les radicaux sont réels, l'autre où ils sont imaginaires; car, puisque toute valeur réelle de x donne pour j et y' des valeurs réelles, il est visible que les deux radicaux de l'équation précédente seront réels ou imaginaires ensemble.
Supposons donc, en premier lieu, que sjph} -^ i^y — y- soit une quantité réelle; il faudra donc que /?A^ + C- X/ — C)-; par conséquent, on pourra supposer
ce qui donnera
v//? A2 -H 2 Cj — y- = \Jp\--hC^ cosz,
et, prenant les fonctions primes.
substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra, en divisant par 3,
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dont l'équation primitive peut être mise sous la forme
3c étant une constante arbitraire qu'il faudra déterminer en sorte que 37 = o donne y=^o, conformément à la proposée. Soit a la valeur de :; lorsque j = o; on aura donc les deux équations
— C = v^pA^+C^sina, et
par lesquelles on déterminera d'abord a, ensuite a. Après quoi on déterminera z par l'équation
smz = — •■^— --,
y/pA-î+C-
et l'on aura
x^-- + \^gp+—sin(^^ + aj,
et, comme au même sinus de z répond aussi l'angle z augmenté d'une ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de oc en prenant |)our z ces trois valeurs z, z-i-c, z-h2c, c dénotant la circonférence du cercle.
C'est le cas qu'on appelle irréductible et où les trois racines sont réelles.
Supposons, en second lieu, que le radical \lpA^ -{- 2Cy — y''^ soit imaginaire; il n'y aura qu'à multiplier le numérateur et le dénominateur de l'expression de y' par sj— i , et l'on aura
,_ 3y/— p\'^ — aCf -t- j^'
/ "^ii
quantité toute réelle.
Ici j'observe que, si l'on Aiit
Y = — C + j + s/— />^^' — 2Cj + j^
et qu'on prenne les fonctions primes, en regardant toujours jcomnn; fonction de x, on aura
Y'=/Y(-/>A2-aCj + r-) \
de sorte qu'on pourra réduire l'équation précédente à cette forme
dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et ^lY. On aura donc cette équation primitive
lX = ilY + li,
b étant une constante arbitraire, et, passant des logarithmes aux
nombres, on aura
Pour déterminer b, on fera de nouveau x=^ o et j=:o. Or X devient
rr -h v^— 9/3, et Y devient — C + \/— /^A- ; donc on aura
Maintenant, ayant la valeur de X en x, il est aisé d'en tirer x\ car, en carrant l'équation
on en déduira sur-le-champ
par conséquent, en mettant pour X la valeur trouvée en j, savoir Z'vY, on aura
Cette expression ne peut donner, comme l'on voit, qu'une seule valeur réelle de x\ c'est le cas où l'équation a deux racines imaginaires.
Si l'on fait B = o, les formules qu'on vient de trouver dans les deux cas se simplifient beaucoup et se réduisent aux formules connues pour la résolution des équations du troisième degré, privées du second terme; mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce problème, qui appartient proprement à l'Algèbre, et que nous n'avons traité ici qu'en passant et pour montrer, par différentes applications, la manière d'employer l'algorithme des fonctions.
Prenons pour dernier exemple l'équation du premier ordre
_, _ v'A + bj--+- C;^---l- l)j^ + Ej* V A + Bx -+- Cx--\- D.r^ + Ex^
En la divisant par le radical en y, on aurait une équation où les variables X et / seraient séparées; mais il serait impossible d'obtenir ainsi l'équation primitive, parce que les deux membres ne sont point réductibles en particulier à des fonctions primes.
Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des fonctions dérivées.
Je suppose d'abord que x et /soient fonctions d'une autre variable t;
il faudra, pour cela, substituer — à la place de j' (n° 50); oc' ety' seront alors les fonctions primes de oc et y, regardées comme fonctions de t. En supposant que x soit une fonction quelconque de t, l'équation donnera pour j une fonction déterminée de t; ainsi je puis supposer que X soit une telle fonction de t que l'on ait l'équation
x' = v'A + Ux -+- Cx^ -h Dx^ -h Ex* ;
l'équation précédente, où l'on a mis ^, pour j', donnera pareillement
j' = y/A + IJj' + (J^-- + J)J^ -h Ej».
Qu'on fasse disparaître les radicaux dans ces deux équations, qu'ensuite on prenne les fonctions primes, on aura, après avoir divisé l'une para;', l'autre par j',
ix"= B -f- iCx + 3D^24_ 4E^3^ ly" —^-\-i C J -I- 3 D j2 + -; E;-3 ,
Faisons x+y^=p, x—y=^q, ce qui donne
les deux équations précédentes, ajoutées et retranchées, donneront
De plus, comme p'q' = x"^ — y'-, si l'on substitue les valeurs de a:' et de j' tirées des premières équations, on aura
p'q' = ^q + Cpq ^^[■ip'^q + q^] + ^^[p^q + pq^]. Maintenant je fais celte combinaison :
qp"-p'q'=^lq'-^^pq';
ifiultipliant les deux membres par -^? ils deviennent les fonctions
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primes de -^ et de D/) + E/?-, de sorte que j'aurai d'abord cette équa-
^ = Dy> + £/?--+- a,
où a est une constante arbitraire.
Pour la détenniner, soit m la valeur dey lorsque x = o; on aura dans ce cas, par les équations ci-dessus,
x' = v'A, j'= v^A -+■ Hm -h Cm'--+- Dm^ -{- E/n* ;
je fais cette dernière quantité égale à n, pour abréger.
Ainsi, puisque /J = .a? +y, q=^x — y, p' =^x' -\-y' , ^' = a?' — y', on aura, lorsque a=; o,
p = ni, q^~m, p'z=^\-{-n, q' = \/ A — n.
Faisant ces substitutions dans l'équation qu'on vient de trouver, on aura
in-
— Dm — Em2,
OÙ l'on voit que, puisque m est une quantité indéterminée, la constante a demeure aussi indéterminée; mais les déterminations précédentes seraient utiles si, par d'autres combinaisons, on trouvait de nouvelles équations primitives avec des constantes arbitraires. Nous avons donc l'équation
p'=:q^a-h Dp + Ep^,
qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de suite l'équation primitive en a? et j de la proposée, puisque la valeur de/?', qui est x' -h-y', est déjà connue en x et y. En effet, substituant les valeurs de p, q et//, on aura
Va -+- B;c -t- dx- + D.r3 + Ex^ -f- y/A + Bj -I- ily- + hy^ + Ey''
(^-j)v'a + D{^-hj) -^E[x^yY\
OÙ a est la constante arbitraire.
Cette équation en a? et j est, comme l'on voit, sous une forme assez simple, et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus est fort remarquable; mais cette équation n'est pas la seule qu'on puisse obtenir par les formules que nous venons de trouver.
IX
En effet, si l'on substitue la valeur précédente de p' dans l'équation trouvée plus haut, qui donne la valeur Aç, p'q' , on en tirera
va -i- D/> + E;;-
Ici, remettant pour j9 et q leurs valeurs cc-i-yetx—y, et pour g' sa valeur a;'— y = Vï-+-^3^+^^^^^^-^ï^^^
on aura une nouvelle équation en a; et j avec la constante arbitraire a, qui sera également l'équation primitive de la proposée, mais qui ne sera qu'une transformée de l'équation précédente.
68. L'équation du premier ordre dont nous venons de trouver l'équation primitive peut toujours, par des transformations convenables, se réduire à la forme
__, v/A -4- H cosz
\/A + B cosu
z étant ici une fonction de u. Comme celte équation, traitée directement de la même manière, est susceptible d'une analyse beaucoup plus simple et plus élégante, j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de la trouver ici.
On regardera m et s comme fonctions d'une autre variable t, et, après
z' avoir substitué, en conséquence, — à la place de z' (n° 50), on fera ces
deux équations séparées
m'= y/A + B cosM, z' = y/A H- B ces s ;
après les avoir carrées, on en prendra les fonctions primes; on aura, en divisant lune par u' et l'autre par ::', ces deux-ci du second ordre :
2«"= — Bsiii», 2z" -=^ — Bs'mz.
Soient maintenant z + u^ 2p, z — u~ 9.q; les deux équations pré-
cédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorèmes
connus,
op" =1 — B sin^ Qosq, icj" = — B cosp sinq.
Il est d'ahord visible que, si l'on ajoute ces deux équations après avoir multiplié la première par </' et la seconde par p', le premier membre deviendra la fonction prime de 2p'g', et le second la fonction prime de — Bsin/^sin.y, de sorte qu'on aura d'abord cette équation primitive du premier ordre,
2p'q' = — B sinp s\nq -h a,
a étant la constante arbitraire.
Pour la déterminer, supposons que ii = o donne z = m; on aura donc dans ce cas
«'= Va + B, z' = v/A + Bcos/??, p = q^~'
donc
■ip'q
z'- — II'- B(cosm —
sinpsinq
. „ m I — ces m
de sorte que l'on aura
a = "ip'q' + B sin/? ■àmq := o.
On aura donc simplement l'équation
'2p'q'= — Bsin/jsin^,
d'où l'on peut conclure que cette équation primitive, ne renfermant point de constante arbitraire, doit être comprise dans les équations du premier ordre en z et u, d'où nous sommes partis. En effet, ces équations donnent, en substituant les valeurs de p et g,
ip q = =z - [cosz — cosh) = — b sinpsniq.
Divisons maintenant par cette équation du premier ordre les deux équations ci-dessus du second enp et q; on aura ces deux-ci,
p" C0S7 q" cosp
p'q' ^~ s\i\q p'q' smp
dont la première étant multipliée par q' et la seconde par/)' donneront ces équations primitives
\p' z=.\?\nq ~{-\a, \q' ^=\s\np -^\b,
ou bien, en passant des logarithmes aux nombres,
p'^^as'mq, q' ^ bsinp,
a ci b étant des constantes arbitraires qu'on déterminera par les mêmes suppositions que ci-dessus, d'où l'on aura
v/A -\- B cosm + v/A -t- B
. m 2 sin —
v/A -1- B cosm — s/a -4- B
asm —
Les deux équations qu'on vient de trouver pourraient donner chacune une équation primitive en u et z par la substitution des valeurs de p, q, p', q' ; on aurait ainsi
y/A 4- B cosz + v'A + BeosH = 2a sin
\/A-+- Bcosz — v^A+ BcosM= 2 6 sin
Comme les valeurs de a et & renferment l'indéterminée m, chacune de ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en particulier; ainsi, dans chacune de ces équations à part, on pourra regarder a ou 6 comme constante arbitraire; mais, si l'on voulait faire une combinaison quelconque de ces équations, il faudrait employer les valeurs
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do rt et Z> trouvées ci-dessus, et alors la quantité m serait la seule constante arbitraire.
Ces dernières équations étant compliquées de radicaux, il sera à propos de chercher encore une autre équation primitive d'après les mêmes équations du premier ordre
])' =^ asxnq, q'=: b sinp; or, eu divisant l'une par l'autre, on a
p' n sin(7
q' ~~ b sin//
et, multipliant en croix,
bp' sinp = aq' slnq,
d'où l'on tire tout de suite l'équation primitive
b cosp = a cosq -+- c,
c étant une nouvelle constante arbitraire qu'il faudra déterminer comme ci-dessus. Or, en faisant m =: o et z = m, on a
donc l'équation précédente donnera
i/A + B CCS — m r>.
c = (b — a] CCS— =
sm —
Substituant les valeurs de a, b, c ainsi que celles de p= et
q = ^^^ dans la même équation, et faisant les réductions des sinus
et cosinus, elle prendra cette forme très-simple
z u . z . n v/A + Bcosm m
cos - CCS — I- sin - sin ==^= — = ces — ;
c'est l'équation primitive de la proposée du premier ordre en u, z et z', et l'angle m en est la constante arbitraire.
69. On peut regarder les andes -? - et — comme les trois côtés d'un triangle sphérique; il est visible qu'alors, dans l'équation pré-
'1 i I x-^' v/A -+- R cos/?^ , • 1 1' 1
eedente, la quantité - — ^ — sera le cosinus de I angle compris
entre les côtés - et -? et par conséquent opposé au côté — > par les
formules connues de la Trigonométrie sphérique; c'est la valeur de z' lorsque a = o et z = m. Ainsi cet angle sera constant en même temps
que le côté —■> tandis que les deux autres varient.
Soit M cet angle constant; on aura donc
i/A + Bcosm - — , — z=. cosM,
d'où l'on tire
cos^M— cosm
sin-M
Si l'on fait cette substitution dans l'équation proposée en m, z et z', et
qu'on suppose, pour abréger, — ^ — |j,, elle se réduira à cette forme
sin —
I — f/^sin^i
I — y.- sin- -
dont l'équation primitive sera la relation entre les côtés -, - et — d'un triangle sphérique dans lequel [x sera le rapport des sinus des angles aux sinus des côtés opposés, rapport qu'on sait être le même pour tous les angles et les côtés opposés, de sorte que, ce rapport seul étant donné, il restera l'angle ou le côté pour arbitraire.
La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir plus
facilement comment l'équation entre ses trois côtés satisfait à l'équation précédente du premier ordre. Cette équation étant
CCS - CCS -I- cosM siii - sin - = ces — 5 21 111
si l'on prend les fonctions primes, en regardant z comme fonction de u, et w, M comme constantes, on aura
,, z . Il . z it\ , ,, . - u z . n
cosM CCS - siii sin - ces - :; 4- cosM sui - cos - — ces - siii - = o.
Substituons à la place de cos 31 sa valeur tirée de la même équation; il viendra celle-ci :
z ni H u m z
cos - cos ■— — cos - cos - cos cos -
Tl 31 '2 o •> ^
sin- sin-
Maintenant, si dans le même triangle sphérique, dont -^ -i — sont les trois côtés et M l'angle opposé au côté —s on désigne par U et Z les
angles opposés aux côtés - et -1 on aura également
cos — = cos - cos h cos u sin - sm — 1
cos - =^ cos — cos cosZ sin - sin — ;
je donne à cosZ le signe —, parce que je suppose l'angle Z obtus.
Donc, faisant ces substitutions et divisant toute l'équation par sin — ,
elle deviendra
Z cosU— cosZ = 0, d ou s= rr-
cosU
Mais, par la propriété générale des triangles spliériques, on a
sinU _ sinZ sin M _
. u . z . m ~^ ' ' ' sin- sin- sin —
(loue
sinU=y. sin-j sinZ=asin-5
el de là
cos L = i / 1 — p.2 sin- - j cosZ = i / i — /i^^ sin- - ;
substituant ces valeurs, on aura la même équation du premier ordre en u et z.
Si l'angle Z, que nous avons supposé obtus, était aigu, ainsi que
Taufirle U, alors, au lieu de l'équation s'= j^? on aurait celle-ci,
^ * cosU
cosZ
cosU
qui ne diffère que par le signe de z' et dont l'équation primitive sera la même.
70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d'équations : l'équation du n** 68 étant mise sous cette forme
VA + Bcos^ v'A.-hBcosm
supposons que /(a) soit la fonction primitive de =-, fiz) sera
V'A-t- Bcos«
pareillement la fonction primitive de -z^= =; z étant rci^ardé
' * v'A. + Bcosz ^
comme une fonction de u dont z' est la fonction prime. Ainsi, en repassant aux fonctions primitives, on aura sur-le-cliamp cette équation
priuiilive
li étant la constante arbitraire.
Cette équation devra donc coïncider avec ré(|ualiou primitive que nous avons trouvée au n" 08, et où la constante arbitraire est //?; par conséquent, sa constante arbitraire ne pourra être qu'une fonction de
la constanto arbitraire m. Soil donc X- = F(m); on aura
Mais m est la valeur de :; lorsque a — o; supposant donc, pour plus de simplicité, ([uc la fonction /(m) soit prise de manière qu'elle soit nulle lorsque m = o, il faudra qu'en faisant u = o on ait aussi z = m', par conséquent, on aura /(/n) = F(m); donc l'équation primitive qu'on vient de trouver deviendra
à laquelle satisfera cette relation algébrique :
z H . z . Il /xV + Bcosm m
ces- cos — h sin - sin — \/ 1 ^r— = ces — '
VA + B
Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonctions/(w),/(z), /(m), on peut néanmoins trouver une relation algébrique entre trois quantités z, a, m, telle que l'on ait
Donc aussi, si dans l'équation précédente on change z en jr et u en z, on aura
r z . r . c /A + Becs
: — ces - + sin — sin - 1/ — \ ît
ces m m
cos — cos — h sin — sin - i / — ; ?; — = cos —
et
f[r)=f[^)+f[>nV
En changeant encore y en x, z en y, ce qui donnera
cos m m
cos- cos— + sin— sin — \/ — i — —^ — = cos — ?
X r . X . r /a + B s - cos — 4- sin — sin — 1 / — r —
on aura de même
et ainsi de suite.
On aura donc successivement
f[z)^f[u)+f[m], f[r)=fu)-^af^,n], /,^)-/i«)-+-'5/("0> •••.
et les relations entre y, u et m, entre x, u et m, etc., se tireront des relations précédentes, en éliminant d'abord z, ensuite j, etc.
On peut apj)liquer cette théorie à la forme générale de l'équation que nous avons considérée dans le n° 67 et en tirer des conclusions semblables; mais, si l'on rapporte, comme au n° 69, les formules précédentes aux triangles spliériques, il en résulte une construction élégante que voici.
Soit formé un triangle sphérique dont les trois côtés soient z, u, m (pour éviter les fractions, je substitue les quantités 2z, 2u, im à la place de z, u, m dans les formules du numéro cité) et où l'angle entre u Qim soit obtus; l'angle compris entre les deux cotés m et ^ demeurant constant, qu'on transporte alternativement la base m le long de ces mêmes côtés prolongés, de manière qu'il en résulte une suite de triangles, dont chacun ait toujours un côté commun avec le triangle précédent, et qui aient tous la même base m et l'angle commun M au sommet; alors, si les côtés qui comprennent cet angle sont successivement pour ces différents triangles u v,[. z, z et j, y ei x, ..., on aura
/{u) étant la fonction primitive de la fonction — ■. dans la-
y/i — /j(.-sin-«
quelle a= -^-^j et ainsi des autres fonctions semblables en :;, y,
Par cette construction, on peut trouver facilement les valeurs des côtés j, X, . . . des nouveaux triangles, car, en considérant les triangles isoscèles qui ont pour côtés la base m transportée alternativement, les perpendiculaires abaissées de leurs sommets sur leurs bases respectives couperont ces bases en deux parties égales, et les triangles rectangles formés par ces perpendiculaires et par les côtés qui comprennent l'angle commun M donneront tout de suite, par l'analogie
connue pour les triangles rectangles, ces équations
tang — = cosM langz,
lang = CCS M langj-.
et, si l'on fait u = m, en sorte que le premier triangle soit isoscële, avant :; pour base, on aura de plus l'équation
lang- = cosMlangm, et l'on aura alors
f[z] = -^f[ni\ f[y) = Zf[m), f[x) = if[m)
Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles splîériques ce que la construction du problème 29 des questions géométriques de V Arithmétique de Newton est pour les triangles recti- I ignés.
En effet, si l'on rend rectilignes les triangles sphériques dont les côtés sont u, z, y, ... et les bases m, les équations ci -dessus deviennent
r = a/?îcosM, ^< -f- j^23 cosM, ^ + ^ = 2/cosM, ...,
et il est facile de prouver qu'alors la fonction /(m) devient proportionnelle à l'anffle dont le sinus est ? parce que s'mu et s'mm se
cbangent en u et m, de sorte que, en prenant la base m pour le sinus de l'angle opposé M, on aura, à cause de u = m,
:;=sin2M, j)-=sin3M, ....
71. Nous nous sommes un peu étendu sur les propriétés des fonctions de la forme/(M), parce que les géomètres s'en sont beaucoup
occupés et que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs problèmes.
Si l'on demande, par exemple, le mouvement d'un pendule qui oscille d'une manière quelconque, et qu'on nomme r la longueur du pendule, <\ l'angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant quelconque, a la plus gi'ande valeur de A, [i la plus petite, en prenant l'unité pour la gravité et faisant
/cOSa — COS'i/
sin?' — * ' -■
CCS [3 — cosa'
/ cos-p— cos^a
V (cosj3 + cosa)--+- sin-a'
2(cos(i + cosa) cos^ H- ces a)- -H sin-a'
on aura \\rf[u) pour l'expression du temps depuis le point le plus bas, dans laquelle on suppose, comme ci-dessus,
\j \ — f/.'- bin-M
La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale sera exprimée par
v/a sina sin(3
y//' sin- ij; v^cos a 4- CCS [3
et sera, par conséquent, nulle lorsque le pendule passera par la verticale, dans lequel cas on a Iî = o; c'est le cas des oscillations ordinaires.
72. On peut appeler analyse directe des fonctions la manière de trouver les fonctions et les équations dérivées, parce qu'elle n'est fondée, en effet, que sur des méthodes directes, et qu'elle n'emploie que des opérations qu'on peut toujours exécuter par les règles que nous avons exposées. Mais la manière de revenir de ces fonctions et de ces équations à celles d'où elles peuvent être dérivées, et qu'on
pont regarder comme leurs primitives, forme une autre partie de l'analyse des fonctions, qu'on peut appeler analyse inverse, parce qu'elle dépend des mêmes méthodes et des mêmes règles, mais prises inversement, et qui, par cette raison, ne s'appliquent pas toujours avec la même facilité ni le même succès. Il en est de ces deux parties de l'analyse des fonctions comme de celles de l'Arithmétique et de l'Algèhre qui ont pour objet les opérations directes de la multiplication et de l'élévation aux puissances, et les opérations inverses de la division et de l'extraction des racines. Les opérations de la première espèce sont toujours possibles par les règles connues et donnent toujours des résultats exacts; celles de la seconde espèce, au contraire, ne le sont que dans certains cas, au moins rigoureusement, et, dans tous les autres, elles ne peuvent donner que des résultats approchés.
L'analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les règles que nous avons données pour trouver les fonctions dérivées, du moins pour ce qui regarde les fonctions d'une seule variable. Quant à l'analyse inverse, elle dépend aussi des mêmes règles; mais la difficulté consiste dans leur application aux différents cas.
Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales formes de fonctions ou d'équations, et nous nous sommes surtout appliqué à bien établir les principes généraux de cette analyse inverse.
Comme notre dessein n'est pas d'en donner un Traité complet, nous n'ajouterons point ici d'autres détails; mais ceux qui savent le Calcul différentiel ne peuvent manquer d'apercevoir la conformité de l'analyse des fonctions avec ce Calcul, et la correspondance des analyses directes et inverses avec les deux parties de ce Calcul qu'on appelle Calculs différentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, s'ils le jugent à propos, de transporter aux fonctions les différentes méthodes d'intégration trouvées jusqu'à présent.
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CHAPITRE XII
nr DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. DE LEURS FONCTIONS DÉRIVÉES. NOTATION DE CES FONCTIONS ET CONDITIONS AUXQUELLES ELLES DOIVENT SATISFAIRE. LOI GÉNÉRALE QUI RÈGNE ENTRE LES TERMES DU DÉVE- LOPPEMENT d'une FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES ET CEUX QUI RÉSULTENT DU DÉVELOPPEMENT DE CES TERMES EUX-MEMES.
73. Nous n'avons encore traité que des fonctions d'une seule variable; il n'est pas difficile d'étendre la théorie de ces fonctions aux fonctions de deux ou de plusieurs variables.
Soit/{x,y) une fonction quelconque de deux variables x et r, qu'on regarde comme indépendantes l'une de l'autre. Si, dans cette fonction, on met à la fois oc-hi a la place de x et y -ho à la place de r, i et o étant deux quantités indéterminées, qu'ensuite on développe la nouvelle fonction /(a: + /,j + o) suivant les puissances ascendantes de i et o, il est clair que le premier terme, sans i ni o, sera/(^, j), et que les autres seront de nouvelles fonctions de œ et de j, multipliées successivement par i, o, i-, io, o-, i^, ...; ces fonctions dérivent de la fonction primitive /(a;, j), et c'est la loi de cette dérivation qu'il s'agit de déterminer.
Pour y parvenir de la manière la plus simple, on commencera par supposer qu'il n'y ait que la variable x qui devienne x -t- /, la variable j demeurant la même. Dans ce cas, désignant, comme on l'a fait jusqu'ici, par/',/",/ ', . . . les fonctions primes, secondes, tierces, etc. relativement à X seul, on aura
fx + i, y) =f{x, y) -H if'[x, y) + '-f"[x, y) 4- ^/'"(■^. ï) +
Substituons maintenant partout 7 + o à la place de v; on aura
/• X + /, j + o] =f[x, r+o] + if'[x, X -h- o] 4- -f"[x, y-^o] + T—J"\^' ï + '^' "
Or, si Ton désigne pai'/. X./„. ••• les fonctions primes, secondes, tierces, etc. relativement à j, il est clair que la fonction/(.r, y+ o), considérée comme fonction de y-\-o et indépendamment de .r, deviendra
f[x, y] + of,[x, y) + ^f„[x, y] + ^f,À^, y) + • • ■ •
De même, en supposant toujours que les traits appliqués au bas de la lettre/indiquent les fonctions primes, secondes, etc. relativement l\ y des fonctions déjà désignées par/',/", ..., on aura
f'[x, y+o] =/' [x, y) + of;[x, y] + ^£{^, /)+•••,
f'.x, y-i-o] =f"{x, y) + of;\x, y) + ^fJi^, /)+••-.
et ainsi de suite.
Faisant donc ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux puissances et aux produits de i et o, on aura
f[x-i-i,y-ho]=f[x,y) -+- if'[x,y] -\- of,[x, y)
+ ~/"(^>r) + iof;[x,y) + ~/,x^,r) + ^/"V-.r)
où la forme générale des termes est
(m Qii
74. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le développement de /{x-hi, y + o), nous avons commencé par substituer, dans/(ir, y), a: -+- i pour a;, et nous avons développé suivant i; nous
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avons ensuite substitué, dans tous les termes de ce développement, j + o pour j, et nous avons développé suivant o. Or il est visible qu'on aurait identiquement le même résultat si l'on commençait par la substitution de j + o pour y et par le développement suivant o, et qu'on lit ensuite la substitution de rr+t pour^r et le développement suivant «. De celte manière, on aurait d'abord les fonctions primes, secondes, etc. relativement à y, savoir/(a.-, j),/^(a:-, j), ...; ensuite on aurait les fonctions primes, secondes, etc. de celles-ci relativement à x, qui, suivant la notation que nous venons d'établir, seraient représentées par/'(a7,j),/"(a7, j), .. ., f;[x, y), f^x, y), . . . , et l'on obtiendrait ainsi la même formule que ci-dessus, comme cela doit être. Or, dans le premier procédé, la fonction /'(a^,j) s'obtient en prenant d'abord la fonction prime àef{x,y) relativement à x, ce qui donne /'(.r,j), et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y; et, dans le second procédé, la même fonction s'obtient en prenant d'abord la fonction prime dey'(^, y) relativement à j, ce qui donne /(a:,j), et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à x.
D'où il suit qu'il est indifférent dans quel ordre se fasse la double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive /(^,j) à la fonction dérivée/'(^, j) ; et, comme on doit dire la même cbose des autres fonctions marquées par des traits placés au baut ou au bas de la caractéristique/, on en peut conclure en général que les opérations indiquées par ces traits sont absolument indépendantes entre elles et qu'elles conduisent aux mêmes résultats, quelque ordre qu'on suive en prenant les fonctions primes relativement à ^ et à y, indiquées par chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par exemple, on aura également la valeur iV)f^\x,y) en prenant la fonction seconde de f{x,y) relativement à x et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à j, ou en prenant d'abord la fonction prime de/(a7, j) relativement à jet ensuite la fonction seconde de celle-ci relativement à^, ou bien en prenant la fonction prime dc/(.r, y) relativement à x, ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y, et enfin la fonction prime de cette dernière relativement à a?; et ainsi des autres.
Il est évidont (|ue cette oondusioii a lieu en général quelles (juc soient les variables .r, y, indépendantes ou non.
X--\-XY
fA^'X) = -■=='•> sl'îxy+y
ensuite la fonction prime de/'(^,j') relativement à j sera
j.,, , x->ny x^-y
v/^^r + r- [.xy+y^-f
et la fonction prime dey^(^, j) relativement à x sera
ix+y [x'-^xy^y
^^xy + y^ (2;rj+j2)^
Quoique ces deux expressions de_/'(^, j) paraissent différentes, elles sont cependant identiques, car elles se réduisent l'une et l'autre à
"ix-y -+- "ixy- + /* [ixy-\-y^Y
Ensuite, en prenant la fonction prime de/'(ir, y) relativement à x, c'est-à-dire la fonction seconde dc/(j", j) relativement à x, on aura
„,, , 2 r xy^ 3 xy- -+- 9, y^
^ixy+y- (2^.+^.2)î [-.xy + y^-f
et, prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement h y,
on aura, après les réductions,
De même, en prenant la fonction prime de/'(a;, j) relativement à x, on trouvera
fA^'X)^ — '■ —'
(axy-i-x-yet ainsi de suite.
Il résulte de là que, afin que des fonctions données de j:- et j puissent être prises pour des fonctions dérivées d'une même fonction primitive, il faut qu'elles satisfassent à certaines conditions.
Ainsi, si Y{x,y) et <p(a7, j) représentent des fonctions données de 37, J, pour qu'on puisse supposer
F(^>r)=/'(^.r) el (f[x,f)=f,{x,x],
il faudra que l'on ait
Et, en général, pour qu'on puisse supposer
F(-^.j)=/«'(^0") el (^[x,f]=fP{x,x], il faudra que l'on ait
Par exemple, si
011 pourra supposer
car on trouve
mais on nv pourrait pas supposer
car alors il faudrait que
ce qui n'est pas.
76. En général, quel que soit le nombre des variables qui entrent dans une fonction, si l'on donne un accroissement à chacune de ces variables, et qu'on développe la fonction suivant les dimensions formées par ces différents accroissements, qu'on développe ensuite de la même manière les fonctions produites par le premier développement, et ainsi de suite, il règne entre ces différents développements une loi que nous allons exposer d'une manière générale, parce qu'elle peut être utile dans quelques occasions.
Soit/(j", r, :;, ...) une fonction de plusieurs variables indépendantes oc, y, z, ...; supposons que, par la substitution de x -h v-, r+ !i, ^ + y, ... à la place de ce, y, z, . . . et par le développement suivant les puissances et les produits de a, p, y, ..., cette fonction devienne
Je dénote par/(i) la somme de tous les termes où les quantités a, (i, V, ... seront à la première dimension, par/(2) la somme de tous les termes où ces mêmes quantités formeront deux dimensions, et ainsi de suite.
Supposons, de plus, qu'en faisant la même substitution et le même développement dans les fonctions/(i), f {2), /{?>), .. . elles deviennent
/iO+/li. •)+/(«, 2)+/(', 3)4-...,
où je dénote par/(i, i),/(i, 2), ... les rangs successifs des termes du développement de/(i), de manière que, puisque les quantités a, ?, y, ... sont à la première dimension dans/(i), elles formeront deux dimensions dans/(i, i), trois dimensions dans/(i, 2), et ainsi des autres. Par cette notation, on voit qu'en général la quantité désignée par/(/n, n) renfermera tous les termes du développement (\c/m), où les quantités a, p, y, . . . formeront m-h n dimensions.
Cela posé, si l'on substitue d'abord jc -\- a, r + % - + T' • • • ^^^^ '^ fonction /(a;, j)', :;, ...), elle deviendra
et, si l'on substitue ensuite, dans cette quantité, ^ + ma, j'-f-m^, r -4- my, ... à la place de jc,y, z, il est clair qu'elle deviendra
+ m/(.) -l-/»'^/(2) +/n'/(3) +..., + mf( 1, i)-h in^fl 1 , 2 ) H- m^f[ i , 3 ) + . . , , -\-mf[i, 1) + m^-f[-}.,i) + m^f[-î,3] +..., + /»/(3, i) + m2/(3, ?,) -i- /«^/(3, 3) +. . .,
D'un autre côté, il est visible que ces deux substitutions successives équivalent à une substitution unique qu'on ferait dans la fonction/(a:, j, z, . . .), en mettant
a: -h [i -h m) X, j + (i -I- /») (3, z -h [i -h in)y, à la place de .r,y, z, ..., et qui donnerait, par le développement,
f[x,y; 2, . . .) + (i 4- m)/(0 + (' + mY-f[i] -4- (i + m)-'/(3) H- . . . .
Ainsi, il faudra que ces deux développements soient identiques et que, par conséquent, les termes qui renferment les mêmes dimensions a, p, y, . . . soient égaux de part et d'autre, quelle que soit d'ailleurs la
quantité m. On aura tlonc les comparaisons suivantes :
f[i] + m^-f[i] + ,„/,,,) = ;, + my-f [■>.],
/(4) + m^/Ci) + /»V(i, ■•>} + m^/;2, 2) 4- mfyZ, .) = (i + m)>/, 4),
Et, comparant encore les termes affectés des mêmes puissances de m, on tirera ces valeurs :
Donc, par les termes du premier développement général, on pourra avoir immédiatement ceux de tous les développements partiels suivants.
77. A l'imitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonctions d'une seule variable, si l'on regarde z comme une fonction de x et j', on pourra dénoter par :;', s,, z", z,, z^^, ... ces différentes fonctions dérivées, en appliquant à la lettre z les mêmes traits qu'on appliquerait à la caractéristique / de la fonction /{x, y) qu'on suppose représenter la valeur de z, et l'on nommera ces fonctions de la même manière.
Ainsi, x devenant a; + i et j devenant 7 + 0, la quantité z, fonction de ir,y, deviendra (n° 73)
'- „ . , o- /•■' ,„ i'-o „ io- , o^ z -h iz -h oz,-\ z + lOZ, -) r H -s"'H 2 H -^ h :zZ,,, + . . .,
le terme général de cette série étant, comme dans l'endroit cité, (1.2.3. . .m) (1.2.3. . ./t) " '
A l'égard de la manière de trouver ces difTérentes fonctions, il est clair qu'il n'y a qu'à suivre les mêmes règles que pour les fonctions d'une seule variable, les traits supérieurs de la caractéristique indi- (juant l'ordre de la fonction dérivée relativement à x seul et les traits inférieurs indiquant l'ordre de la fonction dérivée relativement à v seul.
Ainsi, en prenant les fonctions primes de :; selon x et j, on aura les valeurs de z' et -,, et de là, en prenant encore les fonctions primes relativement à ^ et à y, on aura les fonctions dérivées du second ordre z", z',, z^^, et ainsi de suite.
Il est bon de remarquer ici que, pour les fonctions de deux variables, il y a deux fonctions dérivées du premier ordre z' et z^, trois du second ordre :;", z',, z^^, ..., de sorte que, pour l'ordre w'*''"^, il y aura un nombre m -+- 1 de fonctions dérivées.
Comme nous distinguons ces fonctions dérivées par des traits supérieurs qui se rapportent à l'une des variables x et par des traits inférieurs qui se rapportent à l'autre variable/, nous nommerons fonctions primes, secondes, etc., selon x ou y, les fonctions marquées par de seuls traits supérieurs ou inférieurs, et nous nommerons simplement fonctions primo -primes , secundo-primes, primo-secondes les fonctions marquées à la fois par des traits supérieurs et inférieurs, en énonçant le trait supérieur le premier et l'inférieur le second.
On trouvera plus de détails sur ce sujet dans la Leçon XIX du Calcul des fondions { * ) .
(*) OEwrcs de Lngrnngf, t. X.
CHAPITRE XIII
or I. ON DONNE L.V MANIÈUK DE DEVELOPPER LES FONCTIONS D UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARLVBLES EN SÉRIES TERMINÉES, COMPOSÉES d'aUTANT DE TERMES Qu'ON VOUDRA, ET d'aVOIR LA VALEUR DES RESTES.
78. Par une méthode analogue à celle du Chapitre M, on peut aussi avoir le développement d'une fonction quelconque de a? et j' suivant les puissances de x et y et déterminer les restes de la série lorsqu'on veut l'arrêter à des termes quelconques. En changeant, dans la formule du n" 73, X Qi y en x — i, y — i, ensuite i et o en xz, yz, on aura
-f\^ — xz,y~yz ] + xzf'îx — xz,y — yz) +yzf,[x — xz,y — yz)
+ ^^f"[x — xz, y - yz] -^ xyz^-f; [x — xz,y - yz] +^''-^f„{x - xz, y - yz) +.
OÙ z sera une quantité quelconque indéterminée qui, étant supposée, égale à zéro, rendra l'équation identique, et qui, étant faite égale à i, donnera
formule générale du développement de la fonction /( a;, j) suivant les puissances de a;etj, dans laquelle les quantités désignées par/,/', /, . . . dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant x et y, en faisant j; = o et j = o.
Supposons maintenant qu'on ne veuille faire ce développement que
par parties, et arrêtons-nous d'abord au premier terme; nous ferons
P étant une fonction de z qui devra être évidemment nulle lorsque z = o. Puisque la quantité z peut être quelconque, nous pouvons prendre l'équation prime relativement à :;, et, par les principes et la notation établis, il est facile de voir que la fonction prime de
f[x — xz, y — yz), prise relativement à z, sera
— xf'[x — xz, y — yz)— yf,{x — xz, y — yz ) ;
donc, désignant parP' la fonction prime de P, prise aussi relativement à c, on aura, pour la détermination de P, l'équation du premier ordre
V'^xf'[x--xz,y — yz) + yf,[x — xz, y — yz).
Considérons, en second lieu, les trois premiers termes du développement de /(a;, y), et faisons
Q sera une fonction de :; qui devra, par la nature même de cette équation, devenir nulle lorsque ^ = 0. A cause de l'indéterminafion de z, on pourra prendre l'équation prime relativement à s, et, désignant par Q' la fonction prime de Q, on trouvera, après avoir effacé les termes qui se détruisent dans l'équation prime, cette équation du premier ordre pour la détermination de Q,
Q'=,x''-zf"[x~xz,'y—yz] + ixyzf;[x — xz,y~yz)+y-^zf„[x — xz,y—yz],
et ainsi de suite.
Pour déduire de ces équations les valeurs de P, Q. •••. il faudrait chercber les fonctions primitives des quantités P', Q', ... relativement à z et les prendre telles qu'elles soient nulles lorsque ^ = o. Mais, comme nous n'avons pas besoin des expressions générales de ces quantités, mais seulement de leurs valeurs relatives à c = i, que même il
suffit d'avoir des limites de ces valeurs, on pourra faire usage de la méthode employée dans le Chapitre cité pour parvenir à des conclusions semblables à celles du n" 39.
Ainsi, en désignant par 1 un nombre indéterminé, ou plutôt inconnu, toujours compris entre o et i, et qui devra être partout le même dans la même l'onction, mais qui pourra être dilïerent dans les dillerentes fonctions, on trouvera les expressions suivantes :
p ^ x/\ ix, \r) + >7;: ix, Xj), .
cl ainsi des autres.
Donc enfin, substituant ces valeurs de P, Q, . . . dans les développements de/(x,j) et faisant z—i, on aura ces formules générales, qui renferment une extension du théorème du n° 40 :
+ xyf:[lx, ly) -h Ç/,( Ix, ly )
Donc, si l'on a la fonction /(a? + «",j' + o) à développer suivant les puissances de i et de o, il n'y aura qu'à mettre « et o à la place de oc et y dans les formules précédentes, et les quantités/,/',/^, . . . deviendront/(-r, y), /'(a:-, y), /(a?, j), ..., où les fonctions dérivées peuvent être prises relativement à x et y, puisque la fonction /(.r + /, y + o) est telle, que ses dérivées relativement à x et y sont les mêmes que les IX. -zo
dérivées relalivenienl à i cl o. Ainsi, on aura
f[x -t- /, y + o) =f[x, y] + if'{x + li, y + lo) + of,[x + li, y -h lo)
+ —f"[x-^li,y-^lo] -hiof;[x + li,y-^AOi
+ -/'V. r) + iof;{x, y) -h -/,(.r, r)
+ —^f"'{x + ^/, j + lo] -+- -^-fi'[x + li, y + lo
La quantité li répond, comme l'on voit, à la quantité que nous avons désignée par y" dans le n° 40; nous préférons ici l'expression li, parce que le même coefficient 1 se trouve dans la quantité lo. De ces formules, qu'il serait maintenant aisé d'étendre aux fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables, on peut déduire la conclusion suivante :
Lorsque, dans le développement d'une fonction suivant les puissances et les produits de certaines quantités, on veut s'arrêter aux termes d'un ordre donné, c'est-à-dire dans lesquels ces quantités forment des dimensions d'un degré égal à l'exposant de cet ordre, on peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes de l'ordre suivant, mais en y conservant ces mêmes quantités sous les fonctions, (!t les multipliant toutes par un coefficient 1 dont la valeur sera entre les limites o et i, et qui sera la même dans la même fonction, mais qui pourra être différente dans les difTérentes fonctions.
79. Au reste, on pourrait aussi appliquer au développement de la
fonetion/(vr -H /, V + o ) la méthode du n" 37, en prenant les fonctions dérivées par rapport à / et o. En eflet, soit
f(x + /, X + o] =f[x, y] + /P -h oQ.
En prenant d'abord les fonctions dérivées par rapport à x et v, on
f'[x + i, y + o; --=f'[x, y] + /F + oQ' , f, [x 4- /, y + o] =/, (.r, y] 4- /P, + o(^,.
Ensuite, si l'on prend les fonctions dérivées par rapport à i et o, el qu'on les désigne par des traits placés au haut et au bas, mais en arrière des letti'es, on aura aussi
puisqu'il est évident que les Ibnctions dérivées de /(.i -h ?', y + o) sont les mêmes par rapport à a? et î et par rapport à y et o. De là on aura
Donc, si l'on fait
on aura, en substituant ces valeurs,
f[x + i, y + o) z=f[x, y] + if'[x, y) + of,{x, y) -+- i-W + /oS -\- o-'ï,
et l'on pourra de la même manière pousser le développement aussi loin qu'on voudra, de sorte qu'en connaissant les expressions analytiques des premiers restes P, Q on trouvera tous les suivants par les simples fonctions dérivées de ces restes.
80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment de la même manière et par les mêmes règles que celles d'une seule
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variable, en considérant chaque variable séparément et successivement, il s'ensuit que lout ce que nous avons démontre sur les fonctions d'une seule variable peut s'appliquer de même aux fonctions de deux variables.
Vinsi, il sera facile d'étendre aux fonctions de deux variables les remarques que nous avons faites dans le Chapitre V, sur le développement des fonctions lorsqu'on donne aux variables des valeurs déterminées, et d'en déduire des conséquences et des résultats semblables.
Enfin, il est visible qu'on pourra traiter aussi par les mêmes principes les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables, puisqu'il ne s'agira que de répéter les mêmes opérations séparément poui' chaque variable.
CHAPITRE XIV
DES ÉQUATIONS DliRIVÉES D UNE ÉQUATION ENTRE TPxOIS VARIABLES. DES FONCTIONS ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES ÉQUATIONS PRIMITIVES COMPLÈTES ENTRE TROIS VARIABLES.
81. Lorsqu'une fonction z n'est donnée que par une équation entre .r, >', z, on considérera que, comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de x et y, il s'ensuit qu'elle aura lieu aussi en y mettant ir + « et y-\~o à la place de x et )-, quelles que soient les quantités «' et o, de sorte que, en développant, après cette substitution, l'équation suivant les puissances et les produits de /et o, il faudra que les termes multipliés par une même puissance ou produits de i et o forment des équations séparées. Mais nous venons de voir que, dans le développement d'une fonction de .r et j, les termes multipliés par i donnent la fonction prime selon x, ceux multipliés par u
donnent la fonction prime selon y, ceux multipliés par — donnent la
fonction seconde selon x, etc. Donc, ayant une équation quelconque entre x, y, z, et regardant z comme une fonction de x et y donnée par cette équation, on pourra, en prenant les différentes fonctions dérivées de tous ses termes, en déduire autant d'équations dérivées de différents ordres, qu'on appellera de même équations primes, secondes, etc. selon x ou y, équations primo-princes, secundo-primes, etc.. et en général, équations dérivées du premier ordre, du second ordre, etc.
Ces équations serviront à trouver les valeurs de z', z^, z", z',, z^^
Si donc on représente par
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l'équation proposée pour la détermination de z, et qu'on désigne simplement par y {oc), F(r), F'(s) les fonctions primes de F(a7,y, s) prises relativement à' x^ y, z, considérées séparément et comme des variables indépendantes, il est aisé de voir, par les principes établis pour les fonctions d'une seule variable, que i[¥'{x) -hz' ¥'{z)] sera le terme affecté de /, et o\¥'{y)-h z^F'{z)] le terme affecté de o dans le développement de V{x,y, z), après la substitution de x-{-iety-\-o pour ce et y, z étant regardé comme fonction de x et y.
Ainsi, ¥' [ce) -h z' ¥' [z) sera la fonction prime relative à x, et ¥'{y) -i- z^¥'{z) la fonction prime relative à y de ¥{x, y, z), de sorte qu'on aura ces deux équations primes
d'où l'on tire
Ayant ainsi les valeurs de z' et z^, on en déduira celles de z", z',, z^^, ... en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci relatives à X et y, et ainsi de suite.
82. On peut aussi rapporter immédiatement cette tbéorie à celle des fonctions d'une variable en regardant z comme donné en x et y, et y comme une fonction indéterminée de x. Ainsi, en regardant d'abord y et z comme fondions de x, la fonction prime de F(.r, y, ::) sera
mais, z étant considéré comme fonction de x ety, et y comme fonction de X, la fonction prime de z sera représentée par z' -\-y'z/, mettant cette valeur à la place de z', on aura
F'(x) + s'F'(.)+r'[F'(j) + .,F'(zl]
pour la fonction prime de ¥[x,y, z).
Donc, ayant l'équation
on aura l'équation prime
F'ix] + z' Fiz) ^ r'l¥\r) + ^,'P'[~-)] = o.
Mais, V étant regardé comme une fonction indéterminée de ce, l'équation précédente doit avoir lieu quelle que soit la fonction r'; elle se décomposera donc en ces deux-ci,
comme plus haut.
On pourrait trouver de la mémo manière les équations dérivées des ordres supérieurs.
Cela posé, considérons en général l'équation
elle donne les deux équations primes
F'(^l + z'F'[z) = o, F'ir) + z,¥'[z) = o,
qui auront par conséquent lieu en même temps que la proposée. Donc une combinaison quelconque de ces trois équations aura lieu aussi et pourra, par conséquent, tenir lieu de l'équation primitive.
Soient a el b deux constantes quelconques contenues dans la fonction Y{iv,Y, z); ces constantes seront les mêmes dans les fonctions dérivées F'(a7), F' (y), F'(:;); ainsi l'on pourra, au moyen des trois équations dont il s'agit, éliminer ces deux constantes, et l'équation résultante sera une équation du premier ordre entre ce, y, ~-, z' et z^ qui renfermera deux constantes de moins que l'équation primitive. Donc, réciproquement, si l'on n'a pour la détermination de :; en .v et y qu'une équation du premier ordre entre ce, y, z, z' et z^, l'équation primitive entre x,y et z devra contenir deux constantes arbitraires.
Ceci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux fonctions
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d'une seule variable (n" 46); mais nous avons vu aussi [n° 60) que la quantité arbitraire qui doit se trouver dans l'équation primitive peut n'être pas constante et donner cependant, par l'élimination, la même équation du premier ordre. La même cbose peut donc avoir lieu ici; et il est aisé de concevoir qu'on aura encore la même équation du premier ordre par l'élimination des deux arbitraires a et b, quoiqu'elles ne soient pas constantes, pourvu que les deux équations primes soient encore de la môme forme.
Désignons simplement par Y' [a] et F'(^) les fonctions primes de ¥{x, y, z) prises relativement aux quantités a et b contenues dans cette dernière fonction; il est aisé de voir, par les principes établis, que. si a et ^ sont regardés comme des fonctions de x et y, la fonction prime de F{oc,y, z) relative à ce devra être augmentée, à raison des deux nouvelles variables a et b, de la quantité a' F'{a) + b'¥'{b), et que la fonction prime relative h y devra être augmentée pareillement de a,¥'{a)-\-bY'{b).
Supposons b=/[a); on aura, en prenant les fonctions primes relativement à oc et y,
b'=a'f'[a], b,=za,f'[a);
donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes seront
par conséquent, elles disparaîtront à la fois en prenant a telle (ju'elle
satisfasse à l'équation
la fonction /(a) de a, qu'on a prise pour b, demeurant absolument arbitraire.
De là résultent donc ces conclusions importantes :
i" Que l'équation primitive qui satisfait, en général, à une équation du premier ordre doit renfermer une fonction arbitraire;
2" Que, si pour une équation donnée du premiei' ordre on trouve une équation primitive
(lui renferme deux constantes arbitraires a et h, il n'y aura qu'à faire h T^f[a) et prendre a de manière qu'elle satisfasse à l'équation
F'(a) +/'(«) F'(ft) = o;
la fonction désignée par/(a) sera la fonction arbitraire;
3° Qu'ayant une équation quelconque entre x, y, z qui renferme une fonction donnée, on en peut déduire une équation du premier ordre où cette fonction ne se trouve plus. En elfet, si f^{p) est la fonction qu'on veut faire disparaître,/? étant une fonction donnée de x,y, z, il n'y aura qu'à prendre les deux équations primes suivant x et suivant V de l'équation proposée; on aura trois équations qui renfermeront o{p) et o'{p), en désignant par o'{p) la fonction prime de <^{p) prise relativement n p, d'où, éliminant ces deux fonctions, il résultera une équation du premier ordre où la fonction cp(/j) ne se trouvera plus.
Soit, par exemple
z — ax — by — c = o une équation donnée; les deux équations primes seront
2' — « = o, Zi — 6^0;
éliminant a et 6 de ces trois équations, on aura l'équation du premier
ordre
z — xz' — yZi — c = o,
dont
z — ax — by — c ^ o
sera l'équation primitive, a et 6 étant les constantes arbitraires. Maintenant, en supposant
z — ax — by~ — f = F ( .r, y, z ] ,
on aura
Donc, faisant b=f[a), l'équation pour déterminer a sera
IX
d'où l'on tire
ce qui donne
<p désignant la fonction inverse de/'. Ainsi, la fonction / étant indéterminée, la fonction cp le sera aussi; donc a et b seront deux fonctions
indéterminées de - ou plutôt dépendantes d'une même fonction indéterminée de -1 et Z> ^- — sera, par conséquent, une fonction indéter-
minée de -• Désignant donc cette fonction simplement par ol- )> l'équation primitive deviendra
•r?ij.)-<'' = o.
Si l'on prend les deux équations primes de celle-ci, on aura
Éliminant de ces trois équations les deux inconnues çl-) et o'fon aura, comme plus haut,
- — xz' — yz-i — c ^ o, pour l'équation dérivée du premier ordre, délivrée de la fonction o f -,
CHAPITRE XV
rORMLLE REMARQUABLE POUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE d'uNE FONCTION QUELCONQUE DE l'iNCONNUE Z DE l'ÉQUATION Z=^X -^yf[z).
85. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à faire disparaître une fonction quelconque est très-utile dans beaucoup d'occasions, et surtout pour les développements en série.
Pour en donner un exemple, soit proposée l'équation
z = x-]-xf[z)
pour la détermination de -,/(-) étant une fonction quelconque de z, et supposons qu'on demande la valeur de z en série suivant les puissances de j; il est visible que les deux premiers termes seront a7+jy'(^), et si, pour trouver les termes suivants, on suppose
z ^ X -\- yf[x] + \y- + Bj3 + . . . ,
il faudra développer la fonction /(:;) suivant les puissances de j et comparer ensuite les termes pour pouvoir déterminer les valeurs de A, B, — Mais, de cette manière, on n'aurait pas la loi de ces valeurs; il y aura donc de l'avantage à employer, au lieu de l'équation proposée, une équation du premier ordre où la fonction /(:;) ne se trouve pas.
Prenant donc les équations primes suivant x et suivant r, on aura
en dénotant par/'(z) la fonction prime de/(c) relativement à z, d'où.
éliminant/'(c), on tire d'abord
^lais l'équation primitive donne
donc, substituant cette valeur dans la dernière équation, on aura cette équation du premier ordre, délivrée de /(s) :
Comme le premier terme de l'expression de c en série de y est évidemment or, nous supposerons, en général,
A, H, C, ... étant des fonctions de oc; nous aurons
2':=i + Ay-t-B'j2+C'jM-...,
A', B', ... étant les fonctions primes de A, B, ..., regardées comme fonctions de or; ensuite
;, = A-i- 2Bj+3Cj2+4Dj3 + ...;
donc on aura, en substituant ces valeurs,
(n-A>- + B'j"-+Cy+...)(A+ B7 + Cj2 + ...]_A- 2Bj- 3Cj2-...= o, savoir
(AA'-B)j-+^BA'+AB'-2C)j2_|_(CA'4-BB'+AC'-3D)j'+...=zo, d'où l'on tire tout de suite
BzrrAA', C=^(AB'+BA'), D = i (AC'+ BB'+ CA')
Ici la quantité A demeure indéterminée; mais nous avons déjà vu que les deux premiers termes de z dans l'équation proposée sont cc-hy/[x); par conséquent, on aura A=/(>r), et de là
donc
c = k\f{^)f'H^)+fH^]f"[^)l
Mais, en examinant les expressions de B, C, ..., on voit d'abord (ju'elles peuvent se mettre sous cette forme,
H=(^\\ C=^(AB/, D:=^^AC + ^B2y, E = j{\J)-hliCY, ...,
en dénotant, en général, par le caractère ( )' la fonction prime selon .xde la quantité renfermée entre les deux crochets, et, si l'on fait les substitutions successives, on trouve que ces expressions sont réductibles à celles-ci, plus simples,
B = -(A2)', C = -Ar(A3)", D:
en marquant par un trait, deux traits, etc. les fonctions primes, secondes, etc. des quantités renfermées entre les crochets, relativement à la variable a:, de sorte que, en substituant la valeur de A, on aura enfin
86. Supposons maintenant qu'on demande la valeur d'une fonction quelconque o{z) de s, développée de même suivant les puissances de j; on fera a — o{z), et, prenant les équations primes pour faire disparaître la fonction 9, on aura
d'où l'on lire
Substituant la valeur de — > tirée de l'équation 2'(3 — ^) — jz, = o du numéro précédent, on aura cette équation du premier ordre
u'[z — x) —yu, — o.
Supposons ici
« = P4-Qj + ur- + s;'3 + ...,
P, Q, R, ... étant des fonctions de x\ substituant cette valeur, ainsi que celle de z trouvée ci-dessus, on aura
d'où l'on tire
Or, en substituant successivement les valeurs de Q, R, ..., il est aisé de reconnaître que les expressions de ces quantités peuvent se réduire à cette forme simple
La fonction P demeure indéterminée, à cause de l'élimination de la fonction ç; mais, puisque a = 9 (s) = o [.r -f- j/(a;) +...], il est visible qu'on aura P = <p(a;), et par conséquent P' = ç'(ir). Donc, enfin, on aura
formule très-remarquable et d'un grand usage dans l'Analyse, surtout pour le retour des suites.
87. On pourrait parvenir immédiatement à ce dernier résultat par la formule du n° 33, car il n'y aurait (ju'à regarder u comme une fonction àc y et chercher les fonctions primes, secondes, etc. de u relatives à j, c'est-à-dire les valeurs de î/,, w,^, Faisant ensuite j—o,
on aurait
pour les coefficients P, Q, R, S, ... de la série.
Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées et à les mettre sous une forme simple et régulière. Pour cela, nous reprendrons les deux équations primes trouvées ci-dessus (n"* 85, 86),
II
lesquelles donnent celles-ci :
u,= u'fîz), z,= z'f[z].
On aura donc : i°
2" en prenant les fonctions primes selon y,
/'(s) dénote la fonction prime de z relativement à z ; or, de la première équation on tire aussi cette équation prime relative à x,
donc, substituant, on aura
u, = u"p{z]-\-iu'z'f'{z)f{z)^[u'P[z]]';
y en prenant encore les fonctions primes relatives à y, on aura
[_u'p[z)l=u:p{z] + ^u'z,zf{z];
subsliluant les valeurs de u, et de ^, données ci-dessus, on aura
donc, prenant les fonctions primes relatives à x, on aura
et ainsi de suite.
Donc, puisque M = (p(z), on aura
u=z'o'[z), par conséquent
o[z) étant la fonction prime de <p(s) relativement à z seul. Faisons maintenant j= o ; l'équation proposée
z = x-^-xf[z) donnera z=: x; donc
z' = i, cp(^) = 9(x), cp'(s) = (p'(^) et f{z)=f{x); donc enfin
P=.cp(^), Q = 9'(^)/(x), R=n?'W/M^)]', S=-^[9'(^)/3W]",
comme ci-dessus.
Pour montrer par une application l'usage de cette formule, soit proposée l'équation
z :=X -hrz"',
X ety étant des quantités données, et qu'on demande la valeur de z" en série suivant les puissances dey; on fera donc
donc aussi
f[x) = x"', (f>{x)—x", (f'[x) = nx"->,
et l'on aura sur-lo-champ
CHAPITRE XVI
.mi:thode générale pour trouver l équation primitive d une équation du
PREMIER ordre ENTRE PLUSIEURS VARIABLES, LORSQUE LES FONCTIONS DÉRIVÉES SONT LINÉAIRES, ET POUR TROUVER l'ÉQUATION PRIMITIVE d'uNE ÉQUATION QUELCONQUE DU PREMIER ORDRE ENTRE TROIS VARIABLES.
88. Nous avons vu comment on peut l'aire disparaître une fonction arbitraire contenue dans une équation donnée, au moyen de ses équations primes; mais il y a, pour y parvenir, un moyen plus simple à quelques égards, fondé sur la considération que nous avons employée plus haut (n"82).
Considérons en général l'équation
dans laquelle/? soit égale 'à/{x,y, z), les deux fonctions désignées par les caractéristiques F et /étant données, et la fonction marquée par la caractéristique 9 étant arbitraire; on peut supposer j une fonction (le X telle que la fonction prime de p soit nulle; alors/? pourra être traitée comme constante dans la fonction Y[x,y, z, ©(/?)], pourvu qu'on détermine y' par la condition que la fonction prime de/(.r,r, 5) soit nulle.
Désignons simplement par V'{x-), F'( y), F'(s) et de même \yài' /{x), f'{y)> f'[^) les fonctions primes de F[.r, j, s, <p(yD)] Qi de f{x,y,z), prises relativement k x, y, z isolées et regardées comme indépendantes; on aura, comme dans l'endroit cité, les deux équations primes
dont la pi'tMiiièro contiendra <?(/>) et dont la seconde ne contiendra point/;: celle-ci servira à éliminer l'inconnue j'; la première, jointe à son équation primitive, servira à éliminer l'inconnue ç(/)).
Cette méthode a l'avantage de pouvoir s'appliquer aux équations qui contiendraient plusieurs fonctions arbitraires de la même fonction/;.
En effet, si l'on avait l'équation
on trouverait d'abord, comme ci-dessus, une équation du premier ordre sans la fonction o{p), mais qui contiendrait encore la fonction 4'(/')*' ensuite, appliquant à cette équation le même procédé et éliminant de nouveau la fonction y' qui paraîtra dans son équation prime par la même équation ci-dessus, on aura une équation du second ordre qui contiendra '\i{p) et d'où l'on éliminera cette fonction par le moyen de l'équation du premier ordre; et ainsi de suite, quel que puisse être le nombre des fonctions arbitraires de la même quantité/?.
Mais, si l'équation proposée contenait les fonctions (p(/;) et 'l'{q), p et ^ étant des fonctions différentes de oc, y, z, on ne pourrait pas parvenir à une équation du second ordre, débarrassée des fonctions ©(/;) et '\>{q) et de leurs dérivées; il faudrait alors passer à des équations d'un ordre supérieur.
89. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résulter de l'élimination d'une fonction arbitraire o{p), et supposons, pour plus de simplicité, ce qui est toujours possible, que l'équation primitive soit de la forme
F{^,r>~-] — 9{p)> p élanl =f[x,r,z);
on aura alors les deux équations primes
F» + z' F'{z) +/[F'(j) -H z, r{z)-\ = 0. f{x) -i- z' f'[z) + r'if'ir) -^ zJ'{z)]=.o,
qui seront délivrées de <p(/>), et il ne s'agira plus que d'éliminerj'.
I.e résultat de cette élimination est
d'où résulte cette équation du premier ordre
qui ne contient que ce, y, z avec les fonctions primes z' et z^. Cette équation pourra donc être mise sous cette forme
en faisant
[^)f'ir)~
d'où l'on peut conclure :
1° Que toutes les équations du premier ordre entre ^, y, z' et :;, (]ui ne seront pas réductibles à la forme précédente ne pourront pas être dérivées d'une équation primitive entre ce, y, z et <^{p), p étant une fonction de ce, y, z;
2° Que toutes les équations du premier ordre réductibles à la forme précédente pourront toujours avoir pour équation primitive une équation de la forme supposée Y{x, y, z)=^'f[p), p étant égal à
Car les valeurs des coefficients M et N étant données en fonction de X, y, on aura deux équations par lesquelles on pourra déterminer les deux fonctions marquées par les caractéristiques F et/, et la fonction marquée pour o demeurera arbitraire.
Ce problème étant l'un des plus intéressants de la théorie des fonctions, je vais en donner ici une solution directe.
90. Regardons, ce qui est permis, JK et ^ comme des fonctions de .r dont les fonctions primes soient y et z', et considérons les deux quan-
tités c'+ N et M:;'+ Nj'; ces quantités deviendront, par la substitution des expressions précédentes de M et de N,
F'(^)/'(r)-F'ir)/'(^)
F'(:g)[/'(z).-+/'(r).r'1-.r(^UF(z).' + F'(j)r'] F'(~^)/'(r)-*"(r)/'(^)
Si l'on ajoute, et qu'on retranche en même temps du numérateur de la première la quantité F'(j)/'(j)y et du numérateur de la seconde la quantité F'{x)/'[x), et qu'on fasse attention que F'(a:) + ¥'{y)y-hY'{z)z' est la fonction prime de Y{a^,y,z), que nous dénoterons simplement par F{x,Y,z)'; que de même /'(a:)+/'(7)y'4-/'(s):;' est la fonction prime de /{x,y, z), que nous dénoterons pareillement par /[x,y, z)', on aura
M;' + Nj'=
FV^)/'(j)-F'(j)/'(z) ¥'{x]f(x,r,z)'-f'ix]F(x,r,
Donc, si l'on fait les deux équations
2' + Nr=o, M;'+Nj' = o,
ces équations seront équivalentes à ces deux-ci,
F[x,x,z]'=o el f[x, y,z)'=o,
dont les équations primitives sont évidemment
A et B étant des constantes arbitraires, de sorte que ces équations primitives seront complètes à cause des deux constantes arbitraires A et B. Mais il est possible qu'en cherchant les équations primitives des équations
où M et N sont des fonctions données de x, y, z, on ne les trouve pas sous la forme précédente. Cependant, sous quelque forme qu'elles
puissent se présenter, si elles renferment deux constantes arbitraires a cl h, elles doivent être comprises dans les précédentes, et les constantes A et B ne pourront qu'être fonctions des constantes a et h. Si donc on tire de ces équations primitives les valeurs des constantes a et ^ en x,y, z, et que ces valeurs soient P et Q, en sorte que les équations dont il s'agit soient réduites à la forme P = a, Q = i, il s'ensuit que les fonctions Y{x,y,z) ei f[x,y,z) ne pourront être aussi que des fonctions de P et Q.
Donc, puisque l'équation primitive d'où l'équation du premier ordre 3' -hM5, + N = o est dérivée, est de la forme
cette équation primitive deviendra
fond. ( P,Q)r.iç [fond. (P,Q)],
la fonction marquée par 9 demeurant arbitraire : d'où il résulte que P sera une fonction quelconque de Q, de sorte que l'équation primitive de l'équation du premier ordre
2' + Mz, + N = o pourra être réduite, en général, à cette forme très-simple,
la fonction marquée par la caractéristique (p étant arbitraire. Cette méthode réduit, comme l'on voit, la détermination de la fonction de deux variables à celle de deux fonctions d'une seule variable, et elle est surtout remarquable par la simplicité et la généralité du résultat.
91. La méthode précédente peut s'étendre aussi aux fonctions de plus de deux variables. Ainsi, si u est une fonction de trois variables ce, y, z, déterminée par l'équation
l'(-^. jr, z,u]z=o{p,q),
p ti q étant des fonctions données de x, y, z, u, et <i^{p, q) étant une
tonction quelconque de p, q, on frouvcra, par une analyse semblable à celle du n" 89, et regardant r et z comme des fonctions de x dont on déterminera les fonctions primes y et z' par la supposition quc/> et q demeurent constantes, on trouvera, dis-je, une équation du premier ordre, dérivée de la fonction o, de la forme suivante,
L, M, N étant des fonctions données de x, y, z, u, et a', ;/,, u étant les fonctions primes de u relativement à x, y et z, de sorte que toute équation entre x, y, z, u et les fonctions primes de u qui ne serait pas de cette forme ne pourra pas être dérivée d'une équation primitive de la forme ci-dessus.
Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme précédente, on trouvera aussi, par une analyse semblable à celle du numéro précédent, que, si l'on regarde r, z, u comme des fonctions de x déterminées par ces trois équations du premier ordre,
ii'4-N — o, Lm'+N/' = o, MH'^-N^' = o,
et qu'on en cherche les équations primitives qui devront renfermer trois constantes arbitraires a, b, c, qu'ensuite on tire de ces équations les valeurs de ces constantes, de manière que l'on ait
P, Q, R étant des fonctions données de x, y, z, u, on aura sur-lechamp
pour l'équation primitive de l'équation proposée, dans laquelle o(P, Q) sera une fonction arbitraire de P et Q.
Cette méthode est présentée d'une manière plus simple et plus directe dans la Leçon XX du Calcul des fonctions {*), à laquelle nous nous contentons de renvoyer.
(*) OEuvres de Lagrange, t. X.
92. Mais, si l'on avait, pour la détermination de z en fonction de x etj, une équation quelconque du premier ordre entre x, y, z, z et ^, non réductible à la forme du n° 89, la même méthode ne servirait plus. Cependant on peut toujours, quelle que soit la forme de l'équation proposée, la ramener à la forme du n° 91 en y introduisant une variable de plus.
Soit donc proposée l'équation
la fonction indiquée par la caractéristique F étant donnée; je suppose z^=^u, et, comme z est fonction de x, y, il est clair que u sera aussi fonction Aex, y; donc, prenant les fonctions primes relativement à x seul, on aura z, = u' . Maintenant, l'équation proposée deviendra
prenant les fonctions primes relativement à j seul, et observant que z et u sont fonctions de x, y, on aura
où les quantités F'(j), F'(:;), F'(a) dénotent les fonctions primes de Y[x,y, z, u) prises relativement aux variables isolées y, z, u, ainsi que nous l'avons pratiqué jusqu'ici; donc, substituant w et u' pour z^ et :;', on aura l'équation
u'=F'{y)-^uF[z) + u,r[n),
dans laquelle les quantités F'(7), F'(s), F'(m) seront des fonctions données de x, j, z et u.
Cette équation serait donc susceptible de la méthode précédente si u était une fonction des variables x, y, z, regardées comme indépendantes entre elles; mais rien n'empêche de les regarder comme telles et de regarder en même temps u comme une simple fonction de x, y, z, pourvu qu'on exprime, d'une manière conforme à cette supposition, les fonctions primes u' et u qui se rapportent aux seules variables x et y.
Qu'on dénote par «', ?/, et u les fonctions primes de u relativement à .r, y, z, il est facile de voir, par les principes établis pour la formation des fondions primes, que, puisque z est essentiellement une fonction de a; et y dont z' et z^ sont les fonctions primes relativement à chacune de ces variables isolées, la valeur complète de la fonction prime de u relativement à x sera u'-{-^uz', et que la valeur complète de la fonction prime de u relativement à y sera ii^+uz^; ces valeurs sont celles qui, dans l'équation ci-dessus, sont représentées simplement par u et u;, mais on a supposé z^z= u, et, par l'équation proposée, on a r'=F(a7, j, 5, u)-, donc les valeurs à substituer à u' et u^ seront u-{-uY{x,y,z,u) et i/^-huu. Faisant donc ces substitutions dans la dernière équation en u, u, ii^ et ordonnant les termes suivant les quantités u , « et u, on aura
u'—ii,Y'[u)-^,u[y[x,r,z,u) — uY'[u]'] — V'[x] — u¥[z] = o, équation qui, étant comparée à la formule générale du n" 91, donne
de sorte que les trois équations par lesquelles il faudra déterminer v, z, M en fonction de x seront
u — F'( j) — uW[z)=r. O,
M'F'(«)+/[F'(r) + «F'(z)]=.o, u'[Y[x,x,z,u)-uV[u)']~z'lT[y] + uY[z)'\z=o.
Ainsi la difficulté est réduite à trouver les équations primitives d'où celles-ci peuvent être déduites; mais il suffira d'en trouver une, et il serait même inutile de trouver les deux autres.
93. En effet, supposons qu'on ait trouvé les trois équations primitives avec les trois constantes arbitraires a, h, c, et soient P, Q, R les valeurs de ces constantes qui en résultent ; on aura
pour la forme générale de l'équation primitive en u (n" 91 ).
IX
Cette équation, où la caractéristique 9 désigne une fonction arbitraire, satisfera dans toute son étendue à l'équation du premier ordre en u, dans laquelle u est regardée comme fonction de x,y, z; mais u a été supposée égale à s , et z doit être, d'après l'équation proposée, une fonction de x et j; donc l'équation
est trop générale, et il f^iudra encore chercher les limitations qu'on doit donner à la fonction arbitraire relativement aux deux quantités P et Q, pour que cette équation réponde exactement à l'équation proposée.
Mais, sans entrer dans cette recherche, j'observe que, quelle que puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut la supposer égale à une constante, de sorte que ?:=«, c'est-à-dire une des équations primitives des trois équations ci-dessus, avec une constante arbitraire, donnera une valeur de u qui satisfera à l'équation en u.
Maintenant, en remettant s, pour u dans cette équation, on aura une équation du premier ordre entre x, y, z et 5,, dans laquelle z devra être regardée comme fonction de x et j; mais, puisque cette équation ne contient que la fonction prime s relative àj, on pourra regarderacomme constante et s comme une simple fonction de y, on trouvera donc son équation primitive par l'analyse des fonctions d'une seule variable, et, puisque x est regardée comme constante, la constante arbitraire qui entrera dans cette équation primitive pourra être aussi une fonction quelconque de x, que nous nommerons/).
On aura ainsi une valeur de z en x et j, avec les deux quantités a dp, qui satisfera à l'équation proposée. La constante a demeurera arbitraire; mais la fonction p devra être déterminée conformément à cette équation. Pour cela, il n'y aura qu'à y substituer l'expression de z dont il s'agit; tous les termes qui renfermeront y se détruiront, et il ne restera que des termes qui contiendront x, p et // , de sorte que l'on aura de nouveau une équation du premier ordre entre les va-
riables x ot p, dont l'équation primitive donnera la valeur do p en x, avec une nouvelle constante arbitraire b.
De cette manière, on aura enfin une valeur de s en a- et y, avec deux constantes arbitraires a et b, qui satisfera à la proposée indépendamment des constantes. Cette valeur ne sera que particulière; mais on pourra, par la méthode du n° 83, trouver la valeur générale de s, qui contiendra une fonction arbitraire.
En effet, si
est l'équation trouvée pour la détermination de z, on fera ^ = cp(rt), et l'on égalera à zéro la fonction prime de/[a:-, j, s, «, o(a)] prise relativement à la quantité a, regardée comme seule variable; on aura une équation qui servira à déterminer a, et l'équation
sera l'équation primitive cherchée de la proposée du premier ordre, la fonction marquée par la caractéristique o demeurant arbitraire.
J'ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail nécessaire pour la faire bien entendre, parce qu'elle est nouvelle et qu'elle réduit toute l'analyse inverse des fonctions de deux variables qui ne passent pas le premier ordre à l'analyse des fonctions d'une seule variable.
94. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul soit assez simple, supposons que l'équation proposée soit de cette forme
A et B étant des constantes, et/(^, z) une fonction quelconque donnée de X et de z,. En rapportant cette équation à la formule générale du numéro précédent, on aura
Y[x,y,z,-,] = Ky-\-Yiz -hf{x,z,);
donc
F[x,r, z, u] = \y -h Bz -+-f[x, u),
et (le là, en prenant les fonctions primes relativement à y et s,
(le sorte que, en (\iisant ces substitutions dans les trois é({uations du premier ordre entre x, y, z, u, la première d'entre elles deviendra
la(]uene ne contenant que la variable u, qu'on suppose fonction de a;, aura une (équation primitive ind(îpendamment des deux autres. En effet, si l'on multiplie cette équation par e~"^', e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, son premier membre deviendra la
fonction prime de
nx Ae-B"^
comme il est aisé de s'en assurer en cherchant la fonction prime de cette quantité par les formules du Chapitre III.
Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux fonctions primitives,
a étant une constante arbitraire. Cette équation donnera donc
et, substituant pour u sa valeur z^, on aura l'équation prime
dans laquelle, z, étant la fonction prime de z relativement à j seul, on pourra regarder .r comme constante et s comme fonction de y. Ainsi, comme le second membre ne contient ni y ni z, sa fonction primitive dans cette supposition sera simplement
donc, passant des fonctions primes relatives h y seul aux fonctions primitives, on aura l'équation primitive
p étant une fonction quelconque de ce qui peut être ajoutée comme constante, puisque sa fonction prime relativement à y est nulle.
De cette expression de z on tirera celles des deux fonctions primes z' et z^ relatives à ce et >-, et l'on aura
z' = aBc^^")--'.- p' ,
- — — — ■4-rte"'"- -/ — B '
ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, elle deviendra
aBe" ■>• + p' = A j + B (- I + «e'^'^ + B/; -\f{x, ~~ + «e"' ) , laquelle se réduit à
p'='&p+f(x,-^+ué'^y
où l'on voit que les j ont disparu, de manière qu'on pourra déterminer/? en fonction de x seul.
Qu'on multiplie cette équation par e"^"" et qu'on suppose
elle deviendra
(/7e-iî^-)'=F'(x)»
et, passant aux fonctions primitives, on aura
pe-B- — F(.r) + 6, b étant une constante arbitraire. De là on tire
/, = eB-[F{:c) + />]; donc, substituant cette valeur dans l'expression de z trouvée ci-dessus,
on aura
z=(- ^ -\- ae''Ay-i-[F[x) + b]e''\
Cette valeur de z n'est que particulière; mais, comme elle contient les deux constantes arbitraires a et b, elle donnera la valeur générale si l'on fait b=if[a) et que l'on détermine a par l'équation
X-h F'(a) + ç'(fl) =o
en désignant par F'(rt) la fonction prime de ¥{x) prise relativement art.
Si B = o, le calcul devient plus simple, et l'on trouvera, en faisant
f[x,kx-\-a) — F'(a;), les deux équations
z = ( Ax -4- a) j H- F(^) -i- cp(n), r + F'(a) -H 9'(a) = o,
d'où il faudra éliminer a.
95. Cette dernière méthode est néanmoins sujette à quelques difficultés que nous avons résolues complètement dans la même Leçon XX déjà citée, où cette matière est envisagée d'une manière plus générale que nous ne l'avons fait ici.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les fonctions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le Calcul qu'on appelle aux différences partielles pourront aisément le rapprocher de l'analyse de ces fonctions et donner par là à cette analyse les développements qu'on y pourrait encore désirer.
Notre objet, dans cette première Partie, n'a été que d'établir la théorie des fonctions et des équations dérivées d'une manière purement analytique et indépendante de toute supposition ou considération étrangère.
CHAPITRE PREMIER
DES DIFFERENTES M.^NIERES DONT ON A CONSIDERE LES TANGENTES. THEORIE DES TANGENTES ET DES CONTACTS DE DIFFÉRENTS ORDRES, d'aPRÈS LES PRINCIPES DE LA GÉO.MÉTRIE ANCIENNE.
I. Les opérations ordinaires de l'Algèbre suffisent pour résoudre les problèmes de la théorie des courbes, qui ne consistent que dans des rapports de lignes tirées d'une certaine manière et terminées aux courbes; mais la détermination des tangentes, des rayons de courbure, des aires, etc., dépend essentiellement des opérations relatives aux fonctions.
Suivant les anciens géomètres, une ligne droite est tangente d'une courbe lorsque, ayant un point commun avec la courbe, on ne peut mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe: c'est par ce principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans le petit nombre des courbes qu'ils ont considérées. Mais depuis que, par l'application de l'Algèbre à la Géométrie, les courbes ont été soumises à l'analyse, on a envisagé les tangentes sous d'autres points de vue: on les a regardées comme des sécantes dont les deux points d'intersection sont réunis, ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la courbe, considérée comme un polygone d'une infinité de côtés, ou comme la
direction du mouvement composé par lequel la courbe peut être décrite, et ces difTérentes manières de considérer les tangentes ont donné lieu aux méthodes algébriques fondées sur l'égalité des racines des équations et aux méthodes différentielles fondées sur le rapport des différences infiniment petites ou des fluxions des coordonnées. Ces méthodes ne laissent rien à désirer pour la généralité et la simplicité; mais ceux qui admirent avec raison l'évidence et la rigueur des anciennes démonstrations regrettent de ne pas trouver ces avantages dans les principes de ces nouvelles méthodes. La théorie des fonctions que nous avons développée dans la première Partie nous met en état de traiter le problème des tangentes et les autres problèmes du même genre d'après les notions et les principes des anciens, et de donner ainsi aux résultats de l'Analyse le caractère qui distingue leurs solutions.
2. Pour considérer ces questions d'une manière générale, soient
l'équation d'une courbe quelconque proposée et
l'équation d'une ligne droite ou d'une autre courbe qu'on veut comparer à celle-là; ce et y sont l'abscisse et l'ordonnée de la première courbe;/? et g sont aussi l'abscisse et l'ordonnée de l'autre courbe, rapportées aux mêmes axes que ce et y.
Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif à l'abscisse oc, il faut que, en faisant/? = ce, on ait ^ — r; donc j~ F(^). et, par conséquent,
Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au delà de ce point, on mettra dans leurs équations x-\-i 'à la place de cr et de/j, et l'on aura /{ce ■+- i) et F{x-hi) pour les ordonnées répondant au même point de l'axe des x et éloignées de la quantité i de l'ordonnée qui passe par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera
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/{x -\- i) — ¥[cc -h i), savoir, en développant les fonctions et observant que l'on a déjà /(a-) — F(^) = o,
et cette différence exprimera la distance des points des deux courbes qui répondent à la même abscisse x-hi.
On voit d'abord, en général, que cette distance sera d'autant plus petite et que, par conséquent, les courbes se rapproclieront d'autant plus qu'il y aura plus de termes qui disparaîtront au commencement de cette série.
Ainsi le rapprocbement sera plus grand si l'on •d/'{x) = ¥'{x), c'està-dire si les fonctions primes des ordonnées des deux courbes deviennent égales pour la même abscisse x; il sera plus grand encore si, de plus, les fonctions secondes/"(^) et T'{x) des mêmes ordonnées deviennent aussi égales, et ainsi de suite.
3. Mais, pour voir de plus près en quoi consistent ces différents degrés de rapprochement, nous considérerons une troisième courbe quelconque, rapportée aux mêmes axes par les coordonnées r et s, et
dont l'équation soit
et nous supposerons d'abord qu'elle ait aussi avec les deux autres un point commun pour la même abscisse x, ce qui exige que les ordonnées à cette abscisse soient égales, et, par conséquent, que l'on ait
aussi
Soient D la différence des ordonnées des deux premières courbes pouila même abscisse x -+- i, et A la différence des ordonnées de la première courbe et de la troisième pour cette même abscisse .r + i; on aura
et de même
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H est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières, à moins que pour une valeur quelconque de i, aussi petite qu'on voudra, la valeur de D ne surpasse celle de A, abstraction faite des signes.
Développons les fonctions/(.r + j), F(.r + i), 9(j: + î) partiellement, suivant la formule du n° 40 de la première Partie, et arrêtons-nous d'abord aux deux premiers termes. Nommant/ une quantité indéterminée, mais renfermée entre les limites o et i , on aura, par celte formule,
f[x + /) =/(x-] + if'ix) + ^/'V +./),
et de même
OÙ la quantité/ pourra n'être pas la même dans les trois fonctions, pourvu qu'elle soit renfermée entre les mêmes limites.
Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A, on aura, à cause de /{x) = ¥{x)=^'!^{x), en vertu du point commun aux trois courbes,
Supposons maintenant que les deux premières courbes soient telles (jue l'on i\\[/'{x) — F'{x); la valeur D se réduira à
et il est aisé de se convaincre que, tant que le terme alfccté de i dans l'expression de A ne sera pas nul, on poui'ra toujours prendre i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que la quantité D, abstraction faite des signes. En elTet, en divisant ces deux quan-
tités par /, il suffira que la quantité f'{oc) — o'{x) soit plus grande que; - [o'Xx -hj) — ¥"{x +y )], ce qui est évidemment toujours possible, en
prenant /aussi petit qu'on voudra, et il est visible aussi que, aussitôt que cette condition aura lieu pour une valeur déterminée de i, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes les valeurs plus petites de i. Donc la troisième courbe ne pourra, dans ce cas, passer entre les deux premières, à moins que la quantité /'(a-) — 'p'(^) ne devienne nulle, c'est-à-dire qu'on n'ait
auquel cas la conclusion précédente cessera d'avoir lieu.
4. Supposons ensuite que l'on ait à la fois F'(^) =f'[oc) et F"(x)=/"(a7); en prenant trois lerjnes dans le développement des fonctions, nous aurons, par la même formule du n° 40 (P^ Partie),
F(:c + i) = F(x) + / F'(;i;) + ^ ¥"{x] + ^F"'(.r -hj],
Ces valeurs étant substituées dans les expressions générales de D et A, à cause de /{.x)^-Y{x] = ^^{x) et/'{x) = F'{x),/"{œ) = ¥"{x), donneront
Ici, il est aisé de voir que, tant que les termes affectés de i et de /dans l'expression de A ne seront pas nuls, on pourra prendre i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que D, abstraction faite des signes. Car, divisant ces deux quantités par i, il suffira
que la quantité f{x) — ç'(a^) -+- ^ [/"(» — ?"("^)] soit plus grande que
— ^ [©"'(a7+y) — F"'(a^4-y)], ce qui est évidemment possible lorsque
f'[x) — (ù'{x) n'est pas nulle, et, ?,\ f'[x) — c^\x) est nulle, alors, en divisant encore par i, il suffira que/"(a;) — o"[x) soit une quantité plus
grande que ^['/'(.r+y) —F'"(,z' 4-y)J, ce qui est encore visiblement
possible, en diminuant la valeur de i tant qu'on voudra, pourvu que /"{x) — o"{x) ne soit pas nulle.
Donc, dans ce cas, la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières, à moins qu'on n'ait à la fois
c^'[x]=f'[x) ei 9'»=/"(^).
On prouvera de la même manière que, si l'on a pour les deux premières courbes
f'[x) = ¥'[a:), f"[x) = r'[x) el f"\x] = Y"\x\,
la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières, à moins que l'on n'ait aussi
et ainsi de suite.
5. On peut conclure de là, en général, que, si l'on a une courbe quelconque et qu'une autre courbe donnée ait un point commun avec celle-là, ce qui exige que leurs ordonnées pour la même abscisse soient égales, que de plus les fonctions primes de ces ordonnées pour la même abscisse commune soient aussi égales, alors il sera impossible ([u'aucune autre courbe qu'on mènerait par le même point commun passe entre les deux courbes, à moins que la fonction prime de son ordonnée pour la même abscisse ne soit aussi égale à la fonction prime de l'ordonnée commune aux deux courbes.
Et si, outre les fonctions primes de ces ordonnées, leurs fonctions secondes pour la même abscisse étaient aussi égales, alors il serait im-
possible qu'aucune autre courbe qui passerait par le point commun passât entre les deux courbes, à moins que les fonctions prime et seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fonctions prime et seconde de l'ordonnée commune aux deux courbes, et ainsi du reste.
A proprement parler, ces courbes ne coïncident que dans le point où les ordonnées sont égales, et l'égalité des fonctions primes, secondes, etc. de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes dans d'autres points, mais elle les fait approcher de manière (ju'aiicune autre courbe pour laquelle la même égalité n'aurait pas lieu ne puisse passer entre elles.
C'est là l'idée nette qu'on doit se faire de ces différents degrés de rapprochement des courbes que l'on appelle communément contact, oscillation, etc., et que la manière ordinaire de concevoir le Calcul différentiel fait regarder comme des coïncidences plus ou moins rigoureuses ou plus ou moins étendues.
CHAPITRE II
DES LIGNES DROITES TANGENTES, DES CERCLES TANGENTS ET DU LIEU DE LEURS CENTRES. DES CERCLES OSCULATEURS ET DU LIEU DE LEURS CENTRES. ANALYSE GÉNÉRALE DU CONTACT DES COURBES PLANES. DU CONTACT DANS DES CAS SIN- GULIERS ET DES LIGNES ASYMPTOTES.
G. Soit proposée une courbe quelconque représentée par l'équation
comparons-la d'abord avec une ligne droite quelconque. Puisque nous avons représenté en général par <7 = F(jo) l'équation de la courbe à laquelle on veut comparer la proposée (n" 2), on aura, pour la ligne
droite,
F{p) = a-hbp,
a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette droite.
La condition d'un point commun donne d'abord
f[x) =F(,r) = « + bx,
et l'on pourra y satisfaire au moyen d'une des indéterminées a ou b.
Supposons ensuite /'(a;) = F'( a?); il est clair qu'en cliangeant, dans a -+- bp, p en oc, et prenant la fonction prime, on aura
r[x) = b; donc
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Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux conditions,
car on aura
b=f'[x) el a=f[x)-xf'[x].
Donc l'équation de la ligne droite deviendra
p et q étant les deux coordonnées et l'abscisse x étant regardée comme constante.
Je dis maintenant que cette di'oite a la propriété qu'aucune autre droite ne pourra être menée entre elle et la courbe.
Car, soit
s = o[r] =1 g -{- lir
l'équation d'une autre droite quelconque; pour qu'elle passe par le même point commun, il faudra que l'on ait aussi (ù[x)^=f[x), et, pour qu'elle puisse passer entre la courbe et la droite que nous venons de déterminer, il faudra de plus que l'on ait <^\x) =f'[x) (n° 3); ces deux conditions donnent
g-\- hx ^=f[x) el /i=f'[x),
d'où l'on tire, pour g et h, les mêmes valeurs que nous venons de trouver pour a et ^, de sorte que cette dernière droite coïncidera avec la première.
Donc la droite déterminée par l'équation
q = a-^- bp,
où a=f{x) —xf'[x) et h—f\x), sera tangente de la courbe représentée par l'équation y^f[x), au point qui répond à l'abscisse p = x. Puisque y — f[oc), on aura, suivant la notation employée dans la première Partie,
donc les expressions de a et b seront plus simplement
a=^y — xy' cl b=y.
Dans l'équation de la ligne droite
il est aisé de voir que b exprime la tangente de l'angle que cette droite
fait avec l'axe et que — r est l'abscisse qui répond au point où la
mémo droite coupe l'axe. Donc, cette droite étant tangente à la courbe au point où p = x, y sera la tangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe,
Cl 'V'
et ^ -F- r = ^ sera ce qu'on appelle la sous-tangente.
Représentons par
une autre droite qui passe par le même point de la courbe, /-et s étant les deux coordonnées de cette droite; on aura pour ce point
donc
a -^ bx = X -h fSx.
Pour que cette droite coupe la première sous un angle dont la tangente soit m, comme i et [3 sont les tangentes des angles que ces deux droites font avec le même axe, on aura, par les formules connues de la Trigonométrie,
'^ I — bm
donc
— bm
où il n'y aura qu'à substituer les valeurs de a et h.
Si l'on veut que cette seconde droite soit perpendiculaire à la tangente, on fera /n = se , c'est-à-dire — =:= o, et l'on aura simplement
et
Ainsi — — sera la tangente de l'angle que cette perpendiculaire
qii on appelle communément normale fera avec l'axe, et j? + ^ =-~yy'
sera la partie de l'axe comprise entre le point où elle coupe l'axe et l'oi'donnée, c'est-à-dire la sous-normale.
Si les deux coordonnées x, y de la courbe étaient exprimées en fonction d'une troisième variable quelconque, alors, prenant a;' et j' pour les fonctions primes de x eiy relativement à cette autre variable, n n y aurait qu'à mettre partout, dans les formules précédentes, —, à la place dey (n° 50, F« Partie).
Il serait superflu d'appliquer ces formules à des exemples; car, pour peu qu'on sache les premiers éléments du Calcul différentiel, on ne peut manquer d'apercevoir l'identité des formules précédentes avec les formules différentielles connues. Il suffit de mettre -~- à la place de la fonction dérivéey.
8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe proposée. L'équation générale du cercle rapportée aux coordonnées rectangles jo et ^ est
OÙ a et 6 sont les coordonnées qui répondent au centre et c est le rayon du cercle. De là on tire
q=^b + \lc-~ [p — ay^=F{p);
donc
F(x) = 6 -t- ^/c- — [x — a)-, et F'(x) = —
v'c-— [x — a)- Faisons donc
Y[x)=f[x)=r^ et r[x)=f'[x]=r'^
et tirons de ces équations les valeurs de « et ^; la seconde donne
\C- — Lr — «-rzr — ; — ,
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d'où l'on [\iv
ensuite la première donne
donc
cy . c
Si l'on regarde le rayon c comme donné, il ne reste plus d'arbitraires dans l'équation , et l'on en conclura que le cercle donné, dont le centre est déterminé par les coordonnées a et b, est tel, qu'on ne pourrait mener entre lui et la courbe aucun autre arc de même rayon, mais placé différemment.
Car, pour un autre cercle du même rayon c, rapporté aux coordonnées r et s, et dont les coordonnées du centre seraient g et //, on aurait l'équation
cp ( r] = h -h \Jc^ — {>' —
et, pour que ce cercle eût le même point commun avec la courbe proposée et pût passer entre cette courbe et le cercle déjà déterminé, il faudrait que l'on eût aussi
cf[x)=f{x)=x, el o'{x)=^f'[x)^x',
équations qui serviraient à déterminer les deux quantités g el h; or il est visible que ces équations sont de la même forme que les précédentes, les quantités g et h étant à la place de a et b i donc elles donneront pour g et h les mêmes valeurs que l'on a trouvées pour a et b; par conséquent, le nouveau cercle se confondra avec le cercle délcrminé par ces valeurs.
Donc, suivant la même notion des tangentes, le cercle de rayon c, dont le centre sera déterminé par les coordonnées a et b, sera tangent à la courbe proposée, dont x et y sont les coordonnées.
Comme cette conclusion a lieu quelle que soit la valeur du rayon c.
on peut regarder c comme indéterminé dans les expressions de a et h ; alors ces coordonnées a et b appartiendront à une ligne droite donl l'équation résultera de l'élimination de c et qui sera, par conséquent,
Cette droite sera donc le lieu des centres de tous les cercles qui [)euvent être tangents à la courbe; elle sera donc normale à la courbe : eu effet, on voit que l'équation de cette droite, où a et Z» sont les coordonnées, coïncide avec celle de la normale trouvée plus liauî (n° 7), en y changeant /• et ^ en a et b.
9. Maintenant, parmi ces différents cercles qui satisfont aux conditions Y{x)—/[x) = v, Y'[jc)=/'{x) = y, on peut en trouver un qui satisfasse de plus à la condition Y"{a:) =/"{x)=:y".
En effet, ayant trouvé ci-dessus
sjc-— [x — a] on en déduira
[c2- [x — aYY Ainsi, on aura l'équation
or on a déjà trouvé dans le même endroit
donc on aura
et de là
Substituant cette valeur clans les expressions de a et h, on aura
Les trois constantes a, h, c qui entrent dans l'équation générale du cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu'aucun autre cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est déterminé par ces valeurs de a, b, c. En efl'et, pour qu'une autre courbe quelconque rapportée aux coordonnées r, s et représentée par l'équation ^=ç(r) pût passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit, il faudrait que l'on eût (n" 4)
or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantités^, h, k à la placé de a, b, c, on aura pourç(a;), 9'(-'c), ^"(a;) les mêmes expressions que pour Y{x), T{x), V\oc), en substituant seulement dans celles-ci g, h, k au lieu de a, b, c; donc les trois équations que l'on aura pour la détermination de g, h, k seront les mêmes que celles par lesquelles on a déterminé a, b, c; donc les valeurs de g, h, k seront nécessairement les mêmes que celles de a, b, c; par conséquent, le nouveau cercle, qui devrait passer entre la courbe et le cercle déjà déterminé, coïncidera avec celui-ci et n'en formera qu'un avec lui.
Donc ce cercle aura, relativement aux cercles, la même propriété que la tangente à l'égard des lignes droites; ce sera ce que les géomètres appellent cercle osculateiir ou cercle de courbure, parce qu'il sert à mesurer la courbure de la courbe.
La quantité c sera le rayon de ce cercle, qu'on nomme simplement rayon de courbure, et les quantités a, b seront les coordonnées de la courbe qui sera le lieu de tous les centres de ces cercles.
Si l'on veut transporter ces formules au Calcul différentiel, il n'y
aura qu'à substituer -j- à la place de y' et —^, à la place de y".
10. On peut maintenant présenter cette théorie d'une manière plus générale.
Soient x, y les coordonnées de la courbe proposée, qui peut être quelconque, et/j, q les coordonnées de la courbe; qu'on veut lui comparer, et qui est supposée donnée.
Supposons que l'équation de cette courbe renferme, avec les variables p et q, des constantes indéterminées a, b, c, ..., et représentons-la par
Si dans cette équation on change p en x, q en y, on a
équation qui donne la condition nécessaire pour que la courbe donnée ait un point commun avec la courbe proposée.
DénotonsparF(a7,j, a, Z>,c,...)' la fonction prime, parF (a;, j,«,^,c,...)" la fonction seconde, etc. de la fonction Y{x,y,a,h,c, ...),qx\ regardant V comme fonction de .r, et a,b,c, ... comme des constantes.
Cela posé, s'il n'y a que deux constantes indéterminées a et b, et qu'on les détermine par les deux équations
alors la courbe donnée, dont l'équation est
sera tangente de la courbe proposée au point où p = x.
S'il y a trois constantes indéterminées a, b, c, et qu'on les détermine par les trois équations
la courbe donnée, dont l'équation est
sera osculatoire de la courbe proposée, c'est-à-dire aura même courbure, au point qui répond à l'abscisse/? == a?, et ainsi de suite.
Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus, car l'équation prime
donne la valeur de r' en ^,y, a, h,c, .... l'équation seconde
donne celle de y" en x, y, y' et a, b, c, . . ., et ainsi de suite.
On peut en général appeler contact du premier ordre le rapprochement de deux courbes qui se touchent dans un point, contact du second ordre lorsqu'elles ont de plus la même courbure, et ainsi de suite.
On peut appeler aussi les constantes a, h, c, . . . , qui déterminent le contact, éléments du contact.
Ainsi, le contact d'un ordre quelconque m dépendra de m-\-i éléments a, b, c, .. ., et la détermination de ces éléments se tirera de
l'équation
F(jr,j-, a, b, c, . . .] — o
(le la courbe donnée qui forme le contact et des équations dérivées de celle-ci jusqu'à celle de l'ordre m'""'".
La propriété analytique de ces contacts est donc que, lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'un ordre donné, leurs ordonnées et les fonctions primes, secondes, etc. de ces ordonnées jusqu'à l'ordre du contact sont les mêmes, et leur propriété géométrique consiste en ce qu'une autre courbe qui n'aura pas avec elle un contact du même ordre ne pourra être menée entre l'une et l'autre (n° 5).
11 . La courbe donnée qui forme le contact, étant, par exemple, une ligne droite dont l'équation la plus générale est
y — a — bx =: o,
ne sera susceptible qw d'un contact du premier ordre, puisqu'il n'y a que deux éléments a et b, et l'on aura pour la détermination de ces
éléments les deux équations
)• — a — bx-=o, y'—b^o,
bz=y' el a—y — xy,
comme ci-dessus (n** 6).
Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l'équation la plus
ijfénérale est
[x — fl)-+ (/— b)-— c-= o;
elle ne sera susceptible que d'un contact du second ordre, puisqu'il n'y a que trois éléments a, b, c. On déterminera donc ces éléments par les trois équations
dont la seconde et la troisième sont les équations prime et seconde de la première. De ces équations on tire tout de suite
i + r'- (i-+-r"-lr' (1 + /-)-
comme plus haut (n° 9).
Si l'on prenait l'équation à la parabole
y= a -h bx -\- ex-,
qui n'a aussi que trois constantes arbitraires, on aurait de même, pour la détermination de ces constantes, regardées comme éléments d'un contact du second ordre, les équations
y — a — bx — cx'-r=o, y' — b — icx=:o, y" — ic=^o,
lesquelles donnent
6'=-— , b—y—xy', a=zy — xy^ ^•
Mais, si l'on prenait l'équation à la parabole cubique
y=^a-\-bx-r- ex- + dx".
elle pourrait avoir un contact du troisième ordre, dont les éléments seraient a, b, c, d et se détermineraient par les équations
y — a — hx — ex" — dx^ = o, j-' — b — icx — "iclx- -= o, /'-2C — 6</.r = o, y"-6d=^o;
on aurait ainsi
et ainsi de suite.
12. Enfin, si l'on demande la courbe la plus simple qui aura avec une courbe proposée un contact d'un ordre quelconque m, prenant aet y pour l'abscisse et l'ordonnée de la proposée, p lit q pour celles de la courbe cbercliée, et regardant y comme fonction de x, q comme fonction de p, on fera
, . , [u~x]- ,, { fi — xV ,,,
en prenant dans le second membre autant de termes qu'il y a d'unités dans m-h i.
Car, en prenant les fonctions dérivées relativement à /? et faisant p:=.r, on aura q = y, q'=y, ^"=7"» • • • jusqu'à q"' = y"'; donc ces deux courbes auront, dans le point commun qui répond l\p = jc, les conditions nécessaires pour un contact de l'ordre m"""' (n"* 10).
La courbe représentée par l'équation précédente, et qui est, comme l'on voit, du genre parabolique, aura ainsi, dans le point commun à la courbe proposée, le cours le plus approchant de celui de cette courbe, de manière qu'aucune autre courbe du même genre ne pourra passer entre ces deux si elle n'est pas d'un degré ])lus haut.
13. La théorie (]ue nous venons de donner sur le contact des courbes n'est qu'une suite de la théorie générale du développement des fonc-
lions, exposée clans la première Partie. Mais nous avons vu (n°^ 29 et suiv., I'^ Partie) qu'il y a des cas particuliers où ce développement échappe à la forme générale, et que ces cas sont ceux où une valeur
donnée de jc- l'end infinies les fonctions dér\\ées/'{œ),/"[x), Alors
le développement de f{a--{-i) contiendra nécessairement, pour cette valeur de x, d'autres puissances de i que les simples puissances /, r, ..., et l'analyse des n"* 3 el 4 se trouvera en défaut. Quoique ces exceptions ne portent aucune atteinte à la théorie générale, il est nécessaire, pour ne rien laisser à désirer, de voir comment elle doit être modifiée dans les cas particuliers dont il s'agit.
Supposons donc qu'en faisant a; = m la fonction/(^ + i), développée en une série ascendante de i, soit de la forme
<j., V, . . . étant toujours des nombres positifs.
Je remarque d'abord qu'on peut trouver les coefficients A, B, C, . . ., ainsi que les exposants 1, [;., v, . . ., par une méthode semblable à celle du n° 3 de la première Partie. On fera d'abord
f[m + i]=f{m)-hP?,
et l'on prendra pour P la plus haute puissance de i qui divisera /{m-hi)—f{m), après les réductions convenables, de manière que le quotient P ne devienne ni nul ni infini en faisant i=o. Lorsque 772 r=o, l'exposant 1 pourra être négatif; dans tout autre cas, il sera évidemment toujours positif (*). On fera ensuite
A étant la valeur de P lorsque i = o, et l'on prendra pour i''- la plus
(*) Une inadvertance singulière a été commise ici par Lagrange. L'exposant ). ne peut jamais être négatif, car le développement de/(/«-i-/) ne peut contenir de puissances négatives de I que si/(/«) est infini; d'ailleurs l'hypothèse de m = o ne saurait constituer aucune particularité : on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi, par un déplacement de l'origine des coordonnées sur l'axe des abscisses.
Je n'ai pas cru pouvoir me permettre la moindre altération au texte de l'illustre auteur, et j'ai laissé subsister la faute dans celte nouvelle édition. [Noie de l'éditeur.)
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haute puissance positive de i qui divisera P —A, de manière que le quotient Q ne devienne ni nul ni infini lorsque i = o. On continuera en supposant
B étant la valeur de Q lorsque i'= o, et i^ la plus haute puissance positive de i qui divisera Q — B, en sorte que le quotient R ne soit ni nul ni infini lorsque i = o; et ainsi de suite. On aura, de cette manière,
/(m H- i] =f[m) + PP=f[,n) + PA H- P+i^Q =/( m ) + P A + />-+i^ B + />-+|J'+-' R
On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des méthodes plus courtes ou d'un calcul plus facile, mais la précédente a l'avantage de ne développer la série qu'autant que l'on veut et de donner la valeur du reste. Nous n'aurons pashesoin, pour notre ohjet, de connaître ces restes; il nous suffira de savoir qu'ils peuvent toujours s'exprimer par des quantités de la forme que nous venons de trouver.
Cela posé, considérons la courbe représentée par l'équation
r étant l'abscisse et r l'ordonnée; supposons qu'elle ait un point commun avec une autre courbe, dont l'ordonnée soil F(a;), et que ce point réponde à l'abscisse m, en sorte que l'on ait ¥{ni)~/{m). Au delà de ce point, les ordonnées des deux courbes seront /"(/« + i), ¥(m-{- i) pour une abscisse quelconque m ~\-i, et leur différence, que je désignerai par D, seray(m-i-«) — Y[m-\-i).
Développons la fonction Y[m-\-i) comme la fonction /(m-f- 1), et
soient
¥{in -+- i] = F{in) + iPp, p-=x-hi'^q, q = p-hi''i; ...,
-7, T, ... étant des nombres positifs, et a, p, ... étant les valeurs de p, q, ... lorsque /=o; on aura d'abord, à cause de F(m) — /(m),
D — i'\ — iPac-h P+V-Q — iP+'^q +
Les deux premiers ternies du développement de f.m-hi) étant f[m) ■+- P X, et ceux du développement de F(/;? -i- i) étant F(/w) -+-jPa, supposons qu'ils deviennent égaux, en sorte qu'on ait aussi p = >. et y. = A: la première de ces deux conditions dépendra de la nature des l'onctions désignées par/ et F, mais la seconde pourra toujours être remplie comme la condition de V{m)=/{m) par le moyen des constantes arbitraires a, b, c, ... qui entreront dans la fonction f{cc). On aura donc, dans ce cas,
D = i>-+H-Q — ip^-^q + . . . ,
et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux courbes dont il s'agit, dans le même point qui répond à l'abscisse m, à moins que les deux premiers termes du développement de '^{m -+- i), o{x) étant l'ordonnée de cette autre courbe, ne soient aussi les mêmes que ceux du développement de/(7/z + /).
Car, s'ils sont différents, ils ne pourront pas se détruire dans l'expression de la différence A des deux ordonnées/(/n + «) et f^{m-hi), et l'on aura en général
A = />'A — i?x-fr i'^-^i'-Q — 19^'-' q + . . . ,
à cause de o(m) =f[m) par la condition supposée de la coïncidence des courbes dans le point qui répond à x-=7n. Cette expression de A étant comparée à celle D = f^'^'^Q — «P^'^f/+ . .., il est facile devoir que, à cause que les exposants a, -j, . . . sont nécessairement positifs par la nature du développement, il sera toujours possible de prendre i assez petit pour que la valeur de A surpasse celle de D, abstraction faite des signes, tant qu'on n'aura pas p = >. et a = A, comme dans les deux premières courbes. Donc, dans tout autre cas, la troisième courbe passera nécessairement en debors des deux autres.
En poussant plus loin le développement des fonctions /(m + «) et F(/72-t-/), on prouvera de la même manière que, si les trois premiers ternies du développement de ces fonctions sont les mêmes, aucune autre
courbe ne pourra passer entre elles, à moins qu'elle n'ait aussi les mêmes termes communs avec celles-là; et ainsi de suite.
On pourra donc appeler aussi, comme dans le n" 10, contact du premier ordre, du second, etc. le rapprochement de deux courbes pour lesquelles les deux premiers termes, ou les trois premiers, ou etc. seront les mêmes dans les développements des fonctions qui représentent les ordonnées.
Ainsi, la courbe dont l'équation est
étant donnée, la courbe la plus simple qui aura avec elle un contact du premier ordre au point où x = m sera représentée par l'équation
y =f[ m ) -+- A ( X- — m ) '', et celle qui aura un contact du second ordre le sera par
et ainsi de suite. Car, en substituant /« + / pour a:, on aura simplement les deux premiers termes /(w.) h- At^, ou les trois premiers f[m)-]- \.p- + 'Qp'^^, ou etc. du développement de /{m-hi). Ces courbes auront donc aussi dans le même point le cours le plus approchant de celui de la courbe proposée et pourront, par conséquent, servir à en faire connaître les propriétés comme les points singuliers, les points de rebroussement, etc., sur quoi voir V Analyse des lignes courbes de Cramer.
Supposons maintenant que, dans l'équation
de la courbe proposée, on substitue -r à la place de ce, et qu'on développe la fonction/! -j en une série ascendante de la forme
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Si l'on fait la même chose pour l'équation
(l'une autre courbe, et que les premiers termes du développement de
F (-j soient les mêmes que ceux du développement de/[^U on pourra
prouver, par un raisonnement semblable à celui qui a été fait ci-dessus, qu'on pourra toujours prendre i assez petit pour qu'aucune autre
courbe, représentée par l'équation j =9 (a?) et dont la fonction çf^) développée de même en série ascendante n'aurait pas autant de termes identi(jues avec ceux de ces courbes, ne puisse passer entre ces mêmes courbes dans les points qui répondront à l'abscisse a; = - et à toutes
les abscisses plus grandes à l'infini, puisque, dès que la condition qui peut empêcher que cette courbe ne passe entre les deux autres aura lieu pour une certaine valeur de i, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes les valeurs de i plus petites.
D'où l'on peut conclure que la courbe dont l'équation sera simplement
7=A,r~^-, ou r = A^^^ H- R:r~^-~i^-, ou etc.
ira en s'approchant continuellement de la courbe proposée à mesure que les abscisses x deviendront plus grandes, mais sans pouvoir jamais l'atteindre, de manière qu'elle parviendra à un terme passé lequel aucune autre courbe du même genre parabolique ou hyperbolique, qui ne sera pas d'un degré plus haut, ne pourra passer entre les deux courbes. Cette seconde courbe sera donc une asymptote de la première, et cette idée de l'asymptote me paraît la plus simple et la plus générale qu'on en puisse donner, en même temps qu'elle est aussi la plus propre à caractériser la nature du rapprochement qui constitue le vrai asymptotisme.
CHAPITRE III
PROBLÈMES DIRECTS ET INVEUSES SLR LE CONTACT DES COURBES. ANALYSE DES CAS OU l'on PROPOSE UNE RELATION ENTRE LES DEUX ÉLÉMENTS DU CONTACT DU PREMIER ORDRE. DE LA COURBE REPRÉSENTÉE PAR l'ÉQUATION PRIMITIVE SINGU- LIÈRE d'une ÉQUATION DU PREMIER ORDRE.
15. Les problèmes qu'on peut proposer sur les tangentes, les rayons (le courbure, etc., et en général sur les contacts des courbes, sont de deux sortes, directs ou inverses. Les problèmes directs se réduisent toujours à trouver quelques-uns des éléments du contact d'un certain ordre, et, comme ils ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions, ils sont toujours résolubles analytiquement. Dans les problèmes inverses, on suppose qu'il y a une relation donnée entre quelques-uns do ces éléments et les coordonnées x, y avec les fonctions dérivées j', y", . . . , et cette relation, en y substituant les expressions générales des éléments en a?, j, j', y", ..., devient une équation dérivée d'un certain ordre, dont il faut Irouver l'équation primitive pour avoir celle de la courbe cbercbée en a? et y. Ces problèmes conduisent donc immédiatement à des équations dérivées, et leur solution, dépendant essentiellement de l'analyse inverse des fonctions, se trouve sujette à toutes les difficultés de cette analyse.
11 y a cependant des cas où l'on peut les résoudre directement par des considérations particulières, qui méritent d'autant plus d'atlenlion, qu'elles tiennenl à des finesses d'analyse qu'il est intéressant de connaître.
Ces cas sont ceux où la l'elalion donnée n'est ([n'entre les éléments mêmes du contact, sans que les coordonnées x-, y y entrent.
Pour donner d'abord, par un exemple, une idée de ces sortes de problèmes, supposons qu'on demande la courbe dont cliaque tangente coupera deux ordonnées (prolongées s'il est nécessaire) répondant aux abscisses données a7 = 7n et oc = n, de manière que le produit des parties de ces ordonnées comprises entre la même tangente et l'axe des abscisses soit toujours constant et égal à K.
Puisque l'équation à la tangente est (n" 6)
</ = rt + bp,
en faisant successivement /> = m et p==n, on aura les deux valeurs de g, dont le produit devra être égal à K; on aura donc, entre les éléments du contact a et b, l'équation
[a -\- nib) [a + nb) ^K.
La marcbe naturelle et directe serait donc de substituer à la place de a et b leurs valeurs y—xy' et y' (numéro cité); on aurait alors cette équation du premier ordre
dont il ne serait pas aisé de trouver l'équation primitive par les méthodes ordinaires.
Mais, si l'on prend les fonctions primes de cette équation, il vient celle-ci,
[;• + (re — X ) / ] ( m — x)x" + [j- + (m — X ) / ] ( n — x)/'= o,
dont tous les termes se trouvent multipliés par y", de sorte qu'elle peut se décomposer dans ces deux :
f'=o el [y^{n — x)y]{m — a:]-h[y^{m — x]y][n~x) = o.
La première, qui est du second ordre, donne sur-le-champ celle-ci du
premier,
où A est une constante arbitraire; ainsi, par les principes établis dans les n°^ 46 et suivants de la première Partie, on aura l'équation primitive complète de la proposée en y substituant simplement cette valeur de y.
Cette équation sera donc de la forme
(j— Ax -4- mA)(j — A^- + iiA) = K,
savoir, en développant les termes,
(r — Ax)--\- [y — Ax)[m -h ?i) \-^ mnX- — K =: o,
d'où, en extrayant la racine, on tire
j-= kx -\-ïi,
en prenant pour B la racine de l'équation
B--+- [m + n) AB + mnA-— K =o.
D'où l'on voit que l'on n'a de cette manière qu'une équation à la ligne droite.
En effet, l'équation j"=o ayant donné j'= A, celle-ci donnera l'équation primitive
r — Ax-hB,
A et B étant deux constantes arbitraires; mais, par la tbéorie des numéros cités ci-dessus, ces deux constantes ne peuvent pas être arbitraires à la fois, car il faut que l'équation trouvée coïncide avec la proposée pour une valeur de x; or, faisant x = o, on a
donc on aura entre A et B cette équation de condition,
(B + mA)(B + /iA) = K,
qui est la môme que celle que nous avons trouvée ci -dessus pour la détermination de B en A.
Venons maintenant à l'autre équation, qui n'est que du premier
ordre. Celle-ci servira également à trouver une équation primitive de la proposée par l'élimination dey. Kn effet, elle donne
valeur qui, étant substituée dans la proposée, la réduira à celle-ci,
^'+ ' Im-n]^ ^°'
4K(m — T][n — x] [ni — n)-
équation à l'ellipse ou à l'hyperbole, suivant que K sera une quantité positive ou négative. Le grand axe sera m — n, le petit axe ayi K, et les deux sommets seront aux points où x=zm et où a: = w.
La propriété des tangentes qui nous a conduits à cette équation est démontrée dans la proposition XLII du Livre III des Coniques d'Apollonius; mais l'analyse précédente a l'avantage de faire voir que cette propriété appartient uniquement aux sections coniques.
16. Si on examine maintenant les deux solutions qu'on vient de trouver, il est facile de voir que la première ne donne que la ligne droite même qu'on a supposée tangente, en regardant les deux éléments a et b comme constants; car l'équation jK=:Aa7 4- B ne diffère point de l'équation g = a + bp de cette tangente, l'équation entre les deux constantes A et B étant évidemment la même que celle que l'on a supposée entre les quantités b et a.
En effet, il est visible que toute droite peut résoudre le problème, pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes la relation donnée par les conditions du problème, et, comme il reste une constante arbitraire, il s'ensuit que l'équation de cette droite doit être l'équation primitive complète de l'équation du premier ordre donnée par le problème. Donc, analytiquement parlant, le problème est résolu complètement par l'équation même
y'= a -\- bx,
a et b étant deux constantes, dont l'une est arbitraire et l'autre en dé- IX. 27
pend par l'équation
{a + mb) [a -{- nb] =K.
A l'égard de la seconde solution, comme elle ne contient point de constante arbitraire, elle est à la rigueur moins générale que la première et ne peut être qu'un cas particulier de celle-ci ou bien une solution singulière provenant de la considération que nous avons développée dans le n° 60 de la I'* Partie.
Il est d'abord facile de se convaincre que cette dernière solution ne peut être un cas particulier de la première, car il faudrait pour cela (jne l'équation j' = a + ^j:- de la première pût satisfaire à l'équation
^K{m — x] (il — x]
1)1 — ri-
de la seconde, en déterminant convenablement sa constante arbitraire, et par conséquent qu'en éliminant y de ces deux équations la résultante ne contînt plus que des constantes, ce qui n'est pas.
Elle ne peut donc être qu'une solution singulière, et, en effet, nous avons vu (I'*' Partie, n" 59) que le caractère de l'écjualion primitive singulière de toute équation du premier ordre de la ïovme y=¥{x,y) est de rendre infinie la fonction F'(j), c'est-à-dire la fonction prime de ¥{x,y) prise relativement a y seul. Or, l'équation de notre problème
étant mise sous la forme précédente, donne
r{2x — m — n] -h \/ /\li(in — ^1 (« — x) -h i ni — n)-y-
2 [m — x]{n d'où l'on tire
, , {?7i — n)-y-i- {ix — m — n] \/^K(ni — ^ |(n — x) -t- (m — n)^r-
r iJ'J = '■ — î
où l'on voit que V'{y) devient infini par l'équation
4K (m — x)[n — x) + (m — fi)-f- = o,
qui est celle de la seconde solution.
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17. Kii examinant la manière dont nous sommes parvenus à cette solution, on verra (ju'elle dépend de cette circonstance que les fonctions primes de a et b regardés comme fonctions de ce, y, y' sont entre elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde y"; en effet, ayant b = y' et a=y — ccy', on a
/»' = ;•" Cl a'= — xy", ce qui donne
«le sorte que, prenant la fonction prime de l'équation
[n -h mb) [a + nb) = K
et divisant par b', on a une équation qui est également du premier ordre, et le résultat de l'élimination de y entre ces deux équations donne l'équation aux sections coniques trouvées plus haut. Or je considère que les quantités a et b sont données par les équations (n" 11 )
^^a-hbx ei y'=zb.
Ainsi l'équation dont il s'agit est le résultat de l'élimination de a, b et y' entre les équations
y = a-hbx, y'-^b, [a -{- nib)[a -\- nb) ^^K
et l'équation prime de cette dernière divisée par b'. On obtiendra donc aussi le même résultat en éliminant d'abord une des deux quantités a ou b entre les deux équations
y=:a + bx el [a -h mb] {a + nb) =:K,
et ensuite éliminant l'autre par le moyen de l'équation résultante et de son équation prime prise en faisant varier cette dernière quantité. Ainsi, éliminant d'abord a, on a l'équation
[y + [m — x) blly -h {n — x) b^ = K.
Prenant l'équation prime relativement à i et divisant par h', on a
2 ( ni — -t" ) i « — ^ )
valeur qui, substituée dans l'autre équation, donnera comme ci-dessus
l'équation
[m — n)- y- + ^Yi[m — x][n — x] = o,
(|ui renferme la seconde solution.
On peut encore considérer que l'équation
[a + mb) [a -h nb) =^ K,
(jui contient la relation entre a et b, dans laquelle consiste la condition (lu problème, donne, par la résolution, «=/( 6), valeur qui, étant substituée dans l'équation
y ^ a -+- bx,
la réduit à celle-ci,
y=f[f>) + bx,
(jui ne contient plus que la constante arbitraire b, qu'on éliminera par l'équation prime prise relativement à b, savoir
ce qui donnera encore le même résultat. Or, par ce qu'on a vu ci-dessus, l'équation
est l'équation primitive complète de l'équation du premier ordre donnée
|iar le problème; donc l'équation résultante de l'élimination de b entre
celle-ci et l'équation
sera précisément l'équation primitive singulière, d'après la théorie du n" 60 de la V^ Partie.
D'un autre côté, comme l'équation r=/(i) + ia? est l'équation générale des tangentes de la courbe cherchée (n'' 15), on en peut conclure que pour avoir l'équation de cette courbe il n'y a qu'à regarder la constante arbitraire b qui diflerentie les tangentes comme variable et la déterminer par la condition que l'équation prime relative à cette seule variable ait lieu en même temps, et de là on voit aussi que l'équation primitive singulière que nous avons trouvée pour l'équation du premier ordre donnée par le problème n'est autre chose que l'équation de la courbe formée par l'intersection continuelle des droites représentées par l'équation primitive complète de la même équation du premier ordre.
18. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous allons la traiter d'une manière générale. Soit, comme dans le n° 10,
l'équation de la courbe du contact, que nous avons supposée ci-dessus une ligne droite, et soit
l'équation qui détermine la relation entre les deux éléments a et b, donnée par la nature du problème proposé ; suivant la théorie donnée dans ce même numéro, il faudra déterminer a et ^ par les deux équations
Y[x,y', a,b)=: o et 'Ç[x,f, n,b)' = o.
Or nous avons vu dans la V^ Partie (n° 46) que, si l'on élimine a et b des trois équations
on a une équation du second ordre entrer,/, y' ci y", que nous désignerons par \= o, et dont
¥{x,x, a, b) = o sera l'équation primitive complète, a et b étant les constantes arbi-
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traires; nous y avons vu aussi que, si l'on élimine a ou b des deux premières, les deux résultantes seront des équations primitives du premier ordre de la même équation V=:o, et dont celle-ci sera le résultat, en prenant de nouveau les fonctions primes et éliminant la constante qui y était restée (n° 47). Donc, si de ces deux premières équations on tire les valeurs de a et b, que nous désignerons par P et Q, en sorte que l'on aita = P, b = Q, P et Q étant des fonctions de a;, y et y', qu'ensuite on prenne les fonctions primes de ces équations, en y regardant toujours a et b comme constantes, on aura les équations du second ordre P'=o, Q'=o, qui devront coïncider avec l'équation Y=o, de sorte qu'on aura nécessairement
P' = MV, Q'^^NV
M et N étant des fonctions de œ, y et y' sans y ; car si, par exemple, M contenait encore j", alors l'équation P'=o donnerait, outre Y=o, celte autre équation du second ordre, M=o, qui ne serait pas comprise dans la même équation ^'=o, ce qui ne se peut.
Substituant donc ces valeurs de a et b dans l'équation du problème
o[a, b] = o, on aura
prenant ensuite l'équation prime, on aura
PV{P) + Q'?'(Q) = o,
en dénotant par 9'(P) et 'p'(Q) les fonctions primes de cp(P, Q) prises relativement à P et Q isolés; donc, mettant pour P' et Q' les expressions ci-dessus, cette dernière équation deviendra
V[Mcp'(P) + N9'(Q)] = o, laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci :
V=o ei M9'(P)+N(p'(Q) = o.
l.a première, Y=o, sera du second ordre et aura pour équation primitive complète
c'est-à-dire l'équation mémo de la courbe du contact, dans laquelle une seule des deu\ constantes a et b sera arbitraire, l'autre étant déterminée par l'équation même du pr()l)lème o(rt, Z*) = o.
L'autre équation,
Ma)'(P)+N9'(Q) = o,
ne sera que du premier ordre et sans constante arbitraire; mais, étant combinée avec l'équation 9(P, Q) = o, elle donnera, par l'élimination dey, une équation entre .x et j qui sera l'équation primitive singulière de cette dernière (p(P,Q) = o.
Cette équation sera donc le résultat de l'élimination des quantités a, b et/' entre les quatre équations
F[x,f,a,b] = o, F{x,y,a,b]' = o, (ji{a,b)=o, M9'(«) + Nç'(6) =z o.
Or, en regardante et b comme des fonctions de x et j, les équations
résultant des deux premières, donnent ces deux équations primes
a'^P' = my el b' = Q'=m";
donc
de sorte que la dernière équation se réduira à celle-ci,
qui n'est autre chose que l'équation prime de ^(a, è) = o, divisée par a'. D'un autre côté, dans la supposition de a et b variables, il est évident que la fonction prime de Y{3c,y,a, b) n'est pas simplement F(ar, j, a, b)', mais qu'il y faut ajouter les termes dus à la variation de a et b, qui sont a'¥'{a)-\-b'¥'{b), en désignant par F'(a) etF'(^) les fonctions primes de ¥{a;, y,a, b) prises relativement à a et à ^, regardés comme seules variables. Donc, prenant les fonctions primes de
l'équation
on aura
Mais on a déjà l'équation
ou aura donc nécessairement, dans la supposition de a et b variables,
l'équation ^
a'F'{a)-hb'F'[b) = o,
d'où l'on tire
c'est la valeur de ^ » qu'on peut trouver directement de cette manière,
et qu'on voit clairement ne pouvoir être une fonction du premier ordre, puisqu'elle ne contient que les quantités x, y et a, h.
Donc l'équation dont il s'agit sera, en dernière analyse, le résultat
b' de l'élimination de a, b et — entre les quatre équations
F(x,j, fl, &) = o, cp(r/, *)r=o,
dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux premières, prises relativement à a et Z» et divisées par a'; l'équation
V[x,y,o,b] = o n'est plus nécessaire ici et se trouve remplacée par l'équation
qui en est une suite. Donc, si on réduit d'abord les deux premières en une seule par l'élimination de b, il ne s'agira plus (jue de prendre l'équation prime de celle-ci relativement à a seul et d'éliminer ensuite a par le moyen de ces deux; le résultat sera nécessairement le même qu'auparavant.
Si donc on tire de l'équation
donnée par les conditions du problème entre les éléments du contact a, b, la valeur de b en a, et qu'on suppose b — 'ii[a) (ij/ étant aussi la caractéristique d'une fonction), qu'on substitue cette valeur dans l'équation
de la courbe du contact, qu'ensuite on prenne la fonction prime de ¥[cc,Y,a,'li{a)] relativement à « seul, fonction que nous désignerons parrt'F'[a, '-^(«)], a' étant la fonction prime de a regardé comme fonction de jc, on aura ces deux équations,
F[x,y,(i,^[n)']=zo et f'[a,'\i[a)] = o,
d'où il faudra éliminera; et il est visible que le résultat ne sera autre chose que l'équation primitive singulière de l'équation du premiei* ordre, dont
sera l'équation primitive complète (n° 60, F*" Partie).
La courbe représentée par cette équation singulière sera proprement celle qui résout le problème, et qui aura la propriété d'être touchée dans chaque point par une des courbes représentées par l'équation
a étant constant pour la même courbe, mais variable d'une courbe à l'autre.
19. La manière dont nous sommes parvenus à cette dernière solution est la plus directe, analytiquement parlant; mais on y peut parvenir plus simplement par la considération suivante. Puisque le problème consiste à trouver la courbe qui aura, dans chaque point, un contact du premier ordre avec la courbe représentée par l'équation
IX
a étant un paramètre indéterminé, il s'ensuit (n° 10) que l'équation de la courlie cherchée doit donner pour j et pourj' des fonctions de x de la même forme que celles qui résultent des équations
en désignant par Y\^x, y, a, '^(a)]' la fonction prime de F[,r,y, a, 'h[a)\ l'elative à x et j. Or, a étant une quantité indéterminée, on peut la supposer telle que la courbe cherchée soit représentée par la même équation
pourvu que l'équation prime de celle-ci soit aussi de la même forme
Mais, si a est une quantité variable, la fonction prime complète de F[.r, j, a,'\[a)\ sera, comme nous l'avons vu ci-dessus,
Donc la condition dont il s'agit sera remplie si l'on détermine a par
l'équation
ce qui donnera la dernière solution que nous venons de trouver.
Toute équation entre x,y et un paramètre indéterminé a, que nous dénoterons, pour plus de simplicité, par
représente, en donnant successivement à a toutes les valeurs possibles, une fiimille d'une infinité de courbes qui varient de forme ou de position, ou de l'une et de l'autre à la fois, à raison des variations du paramètre, et, si l'on élimine ce paramètr(> par le moyen des fonctions primes, l'équation résultante du premier ordre appartiendra à toute cette famille de courbes; elle appartiendra donc aussi à la courbe formée par toutes ces courbes, et qui les enveloppera, ayant avec cha-
ouno d'elles un eontact du premier ordre. La même équation
ainsi que son équation prime
prise relativement a x ei y seuls, devront donc avoir lieu aussi pour chaque point de cette courbe enveloppante, en regardant le paramètres comme une quantité variable. Or, dans cette hypothèse, la fonction prime complète de /{ce, y, a) esi/{iv,Y,a)' + a'/'{a), en dénotant par/'(a) la fonction prime de f[x,y,a) prise relativement à a seul, et par a' la fonction prime de a, regardée comme une fonction quelconque de x\ donc il faudi'a que la valeur de a soit telle que l'on ait/'(a) = o, ce qui donnera l'équation primitive singulière de l'équation du premier ordre qui répond à l'équation
dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire (n" 60, I"^ Partie).
D'où l'on peut conclure, en général, que l'équation primitive singulière d'une équation du premier ordre représente toujours la courbe enveloppante de toutes les courbes qui peuvent être représentées par son équation primitive complète, en donnant à la constante arbitraire toutes les valeurs possibles.
CHAPITRE lY
DES CONTACTS DU SECOND ORDRE. THÉORIE ET CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS PRIMITIVES SINGULIÈRES DANS LES ORDRES SUPÉRIEURS. EXEMPLE CONTENANT LA THÉORIE ANALYTIQUE DES DÉVELOPPÉES.
20. Considérons maintenant les contacts du second ordre, et, prenant
pour l'équation de la courbe du contact, supposons qu'il y ait entre les trois éléments a, b, c la relation donnée par l'écjuation
ç(ff, b,c)-—o.
Comme les valeurs de ces éléments doivent se tirer des trois équations (n" 10)
F [x,y',a,b, c) ^ o, V{j:,y, a, b, c]' ^= o, F[x,y, a, b, c)" =^ o, si l'on désigne ces valeurs par P, Q, R, l'équation du problème sera
9(P,Q,U) = o, qu'on voit être du second ordre. Les trois équations
rt = P, b = Q, r = R
donneront, en prenant les fonctions primes dans la supposition de a, b, c constantes, la même équation
yzzz o
du troisième ordre, qui sera le résultat do l'élimination de a, h, c au moyen des trois équations précédentes, combinées avec l'équation tierce (n° 46, I'** Partie)
F{x,x,a,b,cY'=o;
par conséquent, on aura nécessairement
P' = MV, Q'=NV, R' = LV
M, N, L étant des fonctions de ce, y, y' et y" sansj'", de sorte qu'en prenant les fonctions primes de l'équation
on aura
P'cp'(P) + Q'cp'(Q) + R'(p'(R)=^o,
savoir
équation qui se partage naturellement dans ces deux-ci,
V=o et M9'(P)-+-N(p'(Q) +Lç'(R) = o,
dont la première est du troisième ordre et dont la seconde n'est que du second.
L'équation Y= o a, comme nous l'avons déjà vu, pour équation primitive complète l'équation même
de la courbe du contact, dans laquelle a, b, c sont les trois constantes arbitraires; mais, comme l'équation du problème
n'est que du second ordre, il doit y avoir une relation entre ces trois constantes qui les réduise à deux arbitraires, et cette relation est
donnée par l'équation
qui résulte de la précédente, en substituant les valeurs de P, Q, R tirées des équations a = P, è = Q, c = R.
L'autre équation étant du second ordre, on pourra, par son moyen, éliminer la fonction y de l'équation
et la résultante sera une équation primitive de celle-ci du premier ordre, mais qui ne contiendra point de constante arbitraire. Cette équation sera donc le résultat de l'élimination des quantités a, b, c et y, au moyen des équations
'F[x,r,a,b,c] = o, Y[x,y,a,b,c)' = o, V[x,y,a,b,c]" =o, (f[a, b,c) :r=o el Mç'(«) 4-Ncp'(6) + L(p'(c) = o.
Or, en regardant a, h, c comme des fonctions de ce, y, la fonction prime de Y[x,y, a, h, c) sera
en dénotant simplement par F'(a), F'(6), F'(c) les fonctions primes de Y[x,y,a,b,c) prises relativement à a, b, c, regardées comme seules variables; donc les deux équations
Y[x,y,ayb, c] =io et V[x,y,a,b,c)' :=.o
emporteront celle-ci :
De plus, la fonction prime de Y[x,y, a, b,c)' sera, par la même raison,
en dénotant de même par F'(a)', F'(è)', F'(c)' les fonctions primes de Y{x,y, a,b,c)' prises relativement à a, b, c, regardées comme seules variables; et, comme dans la formation de ces fonctions dérivées on regarde les quantités a, b, c comme indépendantes de x et j, il est aisé de prouver, par les principes établis dans la I"^ Partie (n° 74), que les fonctions F'(a)', F'(6)', F'(c)' seront la même chose que les fonctions
primes des fonctions ¥\a), ¥\b), F'(c), prises relativement à ce et v. Donc les deux équations
F(;r,_;^', «, ^, 6''i' = o el F[x,)', a, b,c)"=^ o emporteront encore nécessairement cette autre-ci : a' F'(rt)' -+- b' Y'[by + c F'[cy ^ o. Si donc on combine les deux équations
F'(ar+-^F'(6)'+^F'(c)'=o
avec l'équation
qui résulte de <p(a, b, c) = o, en prenant les fonctions primes, on aura,
. b' c' par l'élimination des quantités — et — > une équation en a, b, c et jc,
y, y, sans y, laquelle sera équivalente à celle qu'on aurait déduite des deux équations
¥[x,y,a,b,c]"—o el M ©'(a) + N tp'(6) + L ç'(c') = o
par l'élimination de /'. Ainsi, il n'y aura plus qu'à éliminer a, b, c au moyen des équations
¥{x,y,a, b, c)=:o, ¥ [x,)-, a, b, 0)'^=^ o et o[«,6,c)=:o,
et le résultat final sera la même équation primitive du premier ordre de l'équation
Cp(P,Q,R)r=0,
laquelle, ne contenant point, par sa nature, de constantes arbitraires,
ne pourra être qu'une équation primitive singulière.
En effet, si, pour simplifier la solution, on commence par tirer la
valeur c de l'équation
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et qu'on la représente par (]^(rt, b), alors la solution se réduira à élimi-
b' ner a, b et — entre les deux équations
et les deux équations primes de celles-ci, prises relativement à a et b seuls, et divisées par a', procédé analogue à celui du n° 18.
21. En général, si l'on a une équation en iv,y et deux constantes arbitraires a et b, que nous représenterons par
en éliminant ces deux constantes par le moyen des deux équations dérivées
f[x,y,a,b)' = o et f[x, x,a,b)" = o,
on aura une équation du second ordre
V=o, qui appartiendra à toutes les courbes représentées par l'équation
en donnant a a et b des valeurs quelconques, et dont, par conséquent, celle-ci sera l'équation primitive complète.
Donc elle appartiendra aussi à la courbe ou aux courbes formées par toutes ces courbes, et qui les envelopperont de manière qu'elles aient avec chacune d'elles un contact du second ordre, c'est-à-dire dans lequel les j, j' et y soient les mêmes. Mais, les quantités a et b étant constantes dans chaque courbe enveloppée et variables dans les courbes enveloppantes, pour que les j, y ety soient les mêmes dans les deux hypothèses, il faudra que les équations d'où elles dépendent soient aussi les mêmes. Or, dans la supposition de a etb variables, l'équation
donne l'équation prime
donc, pour que cette équation se réduise à
f[x,y,a,b)' — o, comme dans le cas de a et i constantes, il faudra que l'on ait
De la même manière, l'équation
f[x,x,a,b]' —o donne, dans le cas de a et è variables, cette équation dérivée
f[x, r, a, b]" + a' /'(a)' + b'f'{b]'= o, laquelle ne peut se réduire à
{x,y;a,b)" = o, comme dans le cas de a et 6 constantes, qu'en supposant
Ayant ainsi les quatre équations
f[x,x,a,b)=zo, f[x,f,a,by = o, /'(«) + ^/'(^)=o et /'(«)'+ ^/'(6)' = o, .
il n'y aura qu'à éliminera, b et — » et l'on aura une équation du premier ordre entre a',j'ety, qui sera celle des courbes enveloppantes et qui sera en même temps l'équation primitive singulière do la même équation V= o.
On voit par là comment la théorie des équations primitives singu- IX. 39
lières peut s'étendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On voit en même temps que ces équations représentent toujours des courbes enveloppantes et qui ont des contacts d'un ordre donné avec les courbes enveloppées, représentées par les équations primitives complètes, dans lesquelles les constantes arbitraires varient d'une courbe à l'autre. Ceci peut servir de supplément et de complément à la tbéorie des équations primitives exposée dans la première Partie (n" 60). Au reste, de même que les quatre équations ci-dessus
h' donnent, par l'élimination de a, h et —•, une équation du premier
ordre en ^, jet y', ces équations donneront également, par l'élimination de ces trois dernières quantités, une équation en a, è et — qui
renfermera les relations que doivent avoir entre elles les deux variables a Qib, d'où l'on voit que ces quantités, qui sont indépendantes (mtre elles dans chacune des courbes enveloppées, ne le sont plus lorsqu'elles se rapportent à la courbe enveloppante. On trouvera des résultats semblables pour les équations et les courbes des ordres supérieurs.
22. Supposons qu'on demande la courbe qui aura dans chacun de ses points un contact du second ordre avec un cercle représenté par l'équation
et dont les éléments du contact a, h, c aient entre eux la relation déterminée par l'équation
La marche naturelle pour résoudre ce problème serait de substituer dans cette équation les valeurs des éléments a, b, c trouvées plus haut
(n° 11), ce qui donnerait une équation du second ordre, d'où il faudrait remonter à ré([uation primitive.
Mais, sans chercher cette équation du second ordre, on peut d'abord conclure, de ce que nous venons de démontrer, que l'on aura son équation primitive complète en supposant les quantités a, h, c constantes, ce qui redonnera la même équation au cercle. On en conclura ensuite que la même équation admettra aussi une équation primitive singulière du premier ordre, qu'on obtiendra en faisant varier les quantités a, b, c de manière que les équations primes et secondes de l'équation au cercle soient les mêmes que si ces quantités étaient regardées comme constantes, et que cette équation primitive représentera alors la courbe ou les courbes formées par la réunion de tous les cercles représentés par la même équation, c'est-à-dire qui envelopperont ou embrasseront tous ces cercles.
Cette équation sera donc, par les principes établis ci-dessus, le ré-
b' c' sultat de l'élimination des quantités a, h, cet —,•< - entre les trois
équations
[x — a)- -^- [y — b)- ^= C' , x — a -\- y[x — b] ^ o, cp[a, b, c) = o,
et les équations primes de celles-ci, prises relativement aux seules variables a, b, c, savoir
Mais, comme cette équation en a? et y pourrait se présenter sous une forme assez compliquée, il sera plus simple de chercher à déterminer les valeurs mêmes de x et y par une troisième variable.
Pour cela, on éliminera d'abord / au moyen des deux équations
X — ct+y'[y — è) = o ei i -\ ;r'=o;
on aura celle-ci,
„ .. a'iy-b]
(jui, étant combinée avec la première,
donnera sur-le-champ
ca' , ch'
De plus, si l'on substitue ces mêmes valeurs de a; et j dans l'équation
b' . , . ce'
on aura celle-ci,
laquelle, étant combinée avec l'équation
donnée par le problème, servira à déterminer deux des trois variables a, b, c par la troisième, moyennant quoi les valeurs de a? et j seront aussi exprimées par cette seule variable.
23. Comme les quantités a et 6 sont les coordonnées de la courbe qui est le lieu de tous les centres des cercles osculateurs (n° 9), si l'on suppose cette courbe donnée, on aura une équation entre a et ^ par laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc
è = 9(a); on aura
6' = a'9'(a), el de là c' — a' \/ 1 -+- [cf' [a]}- .
Ainsi, en désignant par A la fonction primitive de a'\/ n- |9'i«)J^ on
aura
h étant une constante arbitraire; ces valeurs de b et c étant substituées dans les expressions de x, y, on aura la courbe cherchée.
Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des
centres, l'équation
lait voir que le rayon c est égal à l'arc de cette courbe [voir ci-après le n" 29), de sorte que, si l'on nomme s cet arc, on aura
Nous remarquerons, de plus, que le rayon c sera nécessairement tangent à la même courbe, car l'angle que la tangente de cette courbe
fait avec l'axe a pour tangente la quantité — (n" T), et, comme le rayon
du cercle osculateur est perpendiculaire à la courbe dont les coordonnées sontojet j(n° 8), la tangente de l'angle qu'il fait avec l'axe
sera (n° 7) ^ = — , en vertu de l'équation i -\ — ~- = o, et par conséquent la même que celle de la tangente à la courbe.
Mais, quoique cette propriété soit démontrée de cette manière, il est bon de faire voir qu'elle est une conséquence nécessaire de l'analyse employée dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons les deux premières équations
{x — a)- + [f — b]- = c- cl X — a-^-y'[y — b] = o,
lesquelles donnent
a = x —- ■ et b^f-h
et nous observerons que ces expressions de a et 6 peuvent représenter à la fois les coordonnées de la perpendiculaire à la courbe dont a? et y sont les coordonnées, en regardant a; ety comme constantes et c comm<' une variable, ainsi qu'on l'a vu dans le n° 8, et les coordonnées de la courbe des centres, en regardant xety comme variables et c comme donnée en x et y (n° 9).
Donc la perpendiculaire dont il s'agit sera tangente de cette dernière courbe si la fonction prime de b, regardée comme fonction de a, est
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la inéme pour la droite et pour la courbe (n*' 10), ou, en général, si les valeurs de a' et do b' , regardées comme fonctions d'une troisième
variable, sont les mêmes, et par conséquent aussi, si les valeurs de et — sont les mêmes, soit que les quantités x et y soient traitées
comme variables ou non, c'est-à-dire si dans ces valeurs les parties dépendantes des variations de x etj sont nulles; or c'est ce qui a lien en effet, comme on le voit par les équations de l'article précédent,
a' [X — a) + b' [y — h)=zcc' et a' -\- b' y' =z o,
qui servent à la détermination de — et de —î et qui sont les équations primes de
[x — a]-+ [y— b)- = c- el x + a — y'[y — b) = o,
en y traitant x ei y comme constantes, et a, h comme seules variables.
Donc, puisque le rayon osculateur d'une courbe est partout tangent à la courbe des centres et est en même temps égal à l'arc de cette courbe, il s'ensuit qu'il peut être pris pour ce même arc étendu en ligne droite, et qu'ainsi toute courbe peut être regardée comme formée par le développement de celle qui est le lieu des centres des cercles osculateurs. C'est en quoi consiste la théorie des développées d'Huygens, qui n'avait été démontrée que par des considérations géométriques. L'analyse précédente fournit en même temps l'explication d'un paradoxe qui se présente lorsqu'on cherche, parles formules connues, la courbe formée par le développement d'une courbe donnée.
Si l'on substitue dans l'équation de cette courbe les expressions de ses coordonnées a et è en x,y,y' etj", on a évidemment une équation du second ordre, d'où il paraît s'ensuivre que l'équation en a; et j de la courbe cherchée devrait contenir deux constantes aibitraires, tandis que la génération de cette courbe par le développement de la courbe donnée n'admet qu'une seule constante arbitraire dépendant du point où commence le développement.
La raison do cette différence consiste, comme nous venons de le démontrer, en ce que l'équation de la courbe engendrée par le développement est proprement l'équation primitive complète d'une équation du premier ordre qui n'est elle-même que l'équation primitive singulière de l'équation du second ordre, donnée par les conditions du problème et qui, par sa nature, ne peut point avoir de constante arbitraire, de sorte qu'il ne peut y avoir qu'une constante arbitraire, à raison de la première équation primitive.
DES PLUS GRANDES ET DES MOINDRES VALEURS DES FONCTIONS D UNE VARIABLE
24. 11 y a un genre de questions qui, quoique indépendantes de la considération des tangentes, peuvent néanmoins s'y rapporter: ce sont celles qu'on appelle de maximis et minimis, et qui consistent à trouver, pour une fonction donnée d'une variable, la valeur de cette variable qui rend celle de la fonction la plus grande ou la plus petite. Comme les courbes ne sont que la représentation ou le tableau de toutes les valeurs de la fonction de l'abscisse, représentée par l'ordonnée, il est visible que la question de trouver la plus grande ou la plus petite valeur d'une fonction donnée d'une variable revient à déterminer la plus grande ou la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable serait l'abscisse et la fonction donnée serait l'ordonnée.
Or l'inspection seule de la courbe suffît pour faire voir que ces ordonnées ne peuvent être que celles qui répondent aux points dont les tangentes seront parallèles k l'axe des abscisses. Si la courbe est convexe à l'axe, l'ordonnée sera alors évidemment un minimum, et, si la courbe est concave, l'ordonnée est un maximum.
Nous avons vu (n° 7) que la tangente de l'angle que la tangente d'une courbe fait avec l'axe est exprimée en général par y', j étant l'ordonnée que l'on suppose fonction de l'abscisse x\ donc, pour que cette tangente devienne parallèle à l'axe, il faut que l'on ait j'=o; or, si l'on fait y'= o dans les expressions des coordonnées a el ^ (n° 9), qui déterminent le lieu du centre du cercle osculateur, on a
d'où l'on voit que, si y" est une quantité positive, ce centre tombera au delà de .la courbe, qui sera par conséquent convexe vers l'axe, et que, si y est une quantité négative, le même centre tombera en deçà de la courbe, c'est-à-dire du côté de l'axe, et que, par conséquent, la courbe sera alors concave vers l'axe. Donc, la fonction j sera un maximum ou un minimum lorsque sa fonction prime y sera nulle, et, en particulier, elle sera un minimum lorsque la fonction seconde y" sera en même temps une quantité positive, et un maximum lorsque j" sera une quantité négative : c'est en quoi consiste la méthode connue de maximis et minimis.
25. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette méthode peut se déduire directement de l'analyse des fonctions sans la considération intermédiaire des courbes.
Soit f{oc) la fonction de x dont on demande le maximum ou le minimum. Soit a la valeur de x qui répond au maximum ou au minimum; il faudra que la valeur de /(a) soit toujours plus grande ou toujours moindre que la valeur de/(a + «), quelle que soit la quantité i, positive ou négative, et quelque petite qu'elle puisse être. Je dis quelque petite que la quantité i puisse être, car une quantité est censée devenir un maximum ou un minimum lorsqu'elle parvient au terme de son accroissement ou de sa diminution, de manière qu'en deçà et au delà de ce terme elle se trouve moindre dans le cas du maximum ou plus grande dans le cas du minimum que dans le même terme. Concevons a; à la place de a ; la condition du maximum sera
f(x + i)<f[x), ou f[x + i]-f[x)<o,
et celle du minimum sera
f{x + i]:>f[x), ou /(.r-f-/)-/(^)>o,
quelque petit que soit i, positif ou négatif.
Développons la fonction /(^+«) en série par nos formules (n" 40, V Partie), et arrêtons-nous d'abord aux deux premiers termes; on IX. 3o
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aura ainsi
f[x + i) =f[x) + if'[x] H- '\f'\x-yj),
j étant une quantité renfermée entre les limites o et i. Il faudra donc que l'on ait
if'[x) -\ f"\X +7) <Co pour le maximum el >> o pour le minimum.
Or nous avons déjà vu (n° 3) que l'on peut prendre / assez petit
pour que la valeur absolue du terme if'{x) soit plus grande (jue celle
du terme —/"{^ -^j), ce qui étant vrai pour une valeur de i aura
lieu aussi pour toutes les valeurs de / plus petites; donc la quantité
deviendra alors positive ou négative, suivant que la quantité i/'{x) le sera. Mais celle-ci change de signe avec la quantité i\ donc il sera impossible que la condition du maximum ou du minimum ait lieu, à moins que l'on n'ait/'(x) — o.
Prenons maintenant dans le développement de /(o^ 4- i) un terme de plus; nous aurons
f[x + i] =f[x) H- if'[x) -+- '-/"[x] + 7;^/"'i-^^./);
donc, à cause dey"'(^)=:o, il faudra que l'on ait
—f"[x) H ô/"(-^ ^-y X " pour le maximum el >> o pour le minimu
Oii [)eut aussi prendre i assez |)('lit pour que la valeur absolue du
terme —f"[x) soit plus grande (jue celle de - — r:f"\x-\-j); alors la
(|uanlilé
sera positive ou négative, suivant que celle de —f"[x) le sera. Donc,
puisijue la valeur de r est toujours positive, il faudra (jue l'on ait
f"[x)<io pour le maximum el/"(a:)>o pour le minimum.
Si l'on fait /"(jr) = G, alors, reprenant le développement de/(.r-f-r et employant un terme de plus, on aurait
f[x + i) =f[x] + if'[x) + '-j"[x] + .^/"'(^) + -'^/'M^+y);
donc, puisqu'on suppose /"'(j") = o et y"(.r) = o, on aurait pour le maximum la condition
et pour le minimum la condition opposée. Or on peut prendre i assez petit pour que la valeur absolue du terme — \f"[^) surpasse celle du terme — 5— ^/^l-^+yj; alors la valeur de
sera positive ou négative, suivant celle de — T:f"'{x). Mais celle-ci
change de signe avec la quantité i ; donc il sera impossible que la condition du maximum ou du minimum ait lieu, à moins qu'on n'ait /"(^) = o.
Employons encore le terme suivant dans le développement de f[.x + i) ; on aura
/(^ + /) = f[x) + if'[x) + '-If'ix) + ^/»+ ^/'M^) + ^:3^/'(^ +./■)'
et les conditions du minimum ou du maximum deviendront
-^/-n^) + — g'f^/i^+yxo ou >0,
à cause de/'(a7) = o,/"(a7) = o ety"(^) = 0. On prouvera ici, comme
plus haut, que l'on pourra prendre i assez petit pour que le terme af-i f'ecté de i'' , pris absolument, c'est-k-dire abstraction faite du signe, devienne plus grand que l'autre terme affecté de i^, et que, par conséquent, la somme des deux termes soit nécessairement positive ou
négative, selon que le terme — 7-7 /"'(•^) le sera. D'où il est aisé de
conclure, à cause que i'' est toujours une quantité positive, qu'il faudra que l'on ait
/"■(jt) <^o pour le maximum et /"'(^)>o pour le minimum,
et ainsi de suite.
26. Donc, en général, si r est une fonction quelconque de oc, on aura d'abord, pour le maximum ou le minimum, la condition r'=o, laquelle donnera la valeur de x, ensuite y<o ou >o, ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus (u° 24). Mais nous venons de trouver de plus que, si y= o, il faudra que l'on ait aussi en même temps y"=o, ensuite
J'*<Co pour le maximum el j-"'^ o pour le minimum;
et ainsi de suite. Eu général, si une fonction dérivée d'un ordre quelconque pair disparaît, il faudra que la fonction de l'ordre impair suivant disparaisse aussi, et que la suivante de l'ordre pair soit négative pour le maximum et positive pour le minimum. Si la fonction y n'est donnée que par une équation
il n'y aura qu'à prendre l'équation prime
et faire y =0, ce qui la réduira à celle-ci,
Y{x) = o, laquelle, combinée avec F(a:', r) — o, servira à déterminer les valeurs
de X et j répondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendra l'équation seconde, et, faisant de même y'= o, on aura la valeur dey, dans laquelle on substituera les valeurs trouvées de x et y, et l'on pourra juger, par cette valeur, du maximum ou du minimum; et ainsi de suite.
Si la foncliony ou/"(.r) devenait infinie, c'est-à-dire si -j,—- o, ce
serait une marque que le développement àef{x-\-i) contiendrait, pour la valeur trouvée de x, un terme de la forme Ai'", m étant entre i et 2 [n° 30, I'^ Partie); et, en considérant la courbe de l'équation j=/( a;), on pourrait connaître, par la forme de son cours dans le point donné, si la fonction y est un maximum ou un minimum (n° 24). On pourrait même donner pour cela des règles générales, mais qui nous écarteraient trop de notre objet.
Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples des règles précédentes pour la détermination des maxima et minima; comme elles s'accordent en tout avec celles que l'on connaît d'après le Calcul différentiel, on pourra en faire les mêmes applications. Il n'y aura qu'à changer les symboles
y, y ,y , ... en ^, -^^^_. ^, .•••
CHAPITRE Yl
DE LA MESURE DES AIRES ET DE LA LONGUEUR DES ARCS DANS LES COURBES PLANES. DE LA MESURE DES SOLIDITÉS ET DE CELLE DES SURFACES DES CONOÏDES. PRINCIPE GÉNÉRAL DE LA SOLUTION ANALYTIQUE DE CES QUESTIONS.
27. Je viens maintenant à la détermination des aires des courbes, qu'on appelle communément quadrature des courbes. Considérons, en général, la courbe représentée par l'équation
y étant l'ordonnée rectangulaire correspondante à l'abscisse x, dont elle est une fonction donnée. L'espace terminé par cette courbe, par l'axe des abscisses et par une ordonnée quelconque y sera donc aussi déterminé par une fonction de la même abscisse x, que nous désignerons parF(.r). Supposons que a? devienne a? -i- ; ; cette fonction deviendra V[x-\-i), et il est clair que Y{x -\- i) — Y{x) sera alors la portion de l'espace correspondante à la partie i de l'axe et terminée par les deux ordonnées f{x) et/{x-hi) répondantes aux abscisses x eix~\-i. Or, quelle que soit la courbe proposée, il est aisé de se convaincre, même sans figure, que, si les ordonnées vont en augmentant ou en diminuant depuis /(.r) jusqu'à /(.r+i), l'espace dont il s'agit sera, dans le premier cas, plus grand que l'espace rectangulaire if{^) ^t moindre que l'espace rectangulaire if[x-\-i), et, dans le second cas, plus grand que ce dernier et moindre que le premier. Donc il sera toujours nécessairement renfermé entre ces limites if[x) et «/(^h- /'), lesquelles seront, par conséquent, les limites de la quantité Y[x + i) — Y{x) qui doit représenter ce même espace.
Développons les ronctions/(j7 + /) et F(j^ ■ + ?") suivant notre formule (n" 40, l'*" Partie), et arrêtons-nous au premier terme pour la première et aux deux premiers pour la seconde; on aura
fl^x 4- /■] =f[x) + if'[x -\-j )
F(.r + /) =F(ar) + /F'(.r) + ^lv"[x-^j),
OÙ j est une quantité indéterminée qui peut n'être pas la même ponr les deux fonctions, mais qui doit toujours être renfermée entre les limites o et /. Il faudra donc que la fonction F{^) soit telle que la quantité iF'(a7) H — ¥"{x+j) soit renfermée entre les limites i/{-v) el
if{Ji') + i-f'{x->rj), quelle que soit la valeur de i, et par conséquent en prenant i aussi petit qu'on voudra. Or, l'intervalle entre les deux limites étant i^/'{^-^j), la différence de la quantité dont il s'agit et de l'une des limites, savoir
devra être moindre que i'f\x-\-j), abstraction faite des signes de ces ([uantités. 3Iaisil est aisé de prouver que cette condition ne peut avoir lieu pour une valeur de i aussi petite qu'on voudra, à moins que le terme affecté de i ne disparaisse ; car autrement on pourra toujours prendre Ttel que la première quantité soit plus grande que la seconde,
puisqu'il suffira que i soit plus petit que ,., ^ ■, _ /y,,, . , •/ '^" aura donc nécessairement
et cette condition suffira pour la détermination de la fonction F(a;), puisque l'on voit qu'elle ne sera autre chose que la fonction primitive de/(^).
Donc, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime l'aire d'une courbe par l'abscisse est la fonction qui représente l'or-
donnée de cotte courbe, et, réciproquement, la fonction qui exprime l'aire ne peut être que la fonction primitive de celle qui exprime l'ordonnée. Ainsi, l'équation d'une courbe étant donnée, pour avoir l'expression de l'aire, c'est-à-dire la quadrature de la courbe, il n'y aura qu'à chcrcber la fonction primitive de colle qui représente l'ordonnée, et l'on pourra ajouter à cette fonction primitive une constante arbitraire (n" 49, I"^ Partie), qu'on déterminera par la condition que l'expression de l'aire devienne nulle au point où l'on voudra la faire commencer.
Nous avons supposé, dans l'analyse précédente, que les ordonnées allaient en augmentant ou en diminuant depuis/(a) jusqu'à/(a; + «'): cette condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces deux ordonnées un maximum ou un minimum; mais, comme on peut prendre l'intervalle i aussi petit que l'on veut, il est clair qu'on pourra toujours faire tomber la seconde ordonnée /{oc -h i) en deçà du maximum ou du minimum, et que, par conséquent, la conclusion que nous en avons tirée demeurera toujours la même.
Si la fonction /{oc) exprimait l'aire de la section d'un solide faite perpendiculairement à l'abscisse oc, on prouverait de la même manière que la solidité serait exprimée par la fonction primitive de/(.z:). Car, désignant par ¥{oc) la solidité, la différence Y{oc h- î) — F{x) exprimerait la portion du solide comprise entre les deux sections /(a; + ï) et /{•Tc), et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les deux solides prismatiques i/{oc) et i/{oc -+- i), en prenant la quantité i aussi petite qu'on voudrait; d'où l'on conclurait, comme ci-dessus,
FV)=/(^-)-
Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de l'axe des x, on a un conoïde dont la section perpendiculaire à l'axe et répondante à l'ab-
scisse X est un cercle du ravon y et dont l'aire est '-^^y où - est la cir-
conférence du cercle dont le rayon =i. Or, par la nature de la courbe, on ■dy—/{x); donc l'aire de la section sera ^~L/(^')J'' ^'^ 1^ solidité
F{x) du conoïde sera donnée par la fonction prime
28. Le problème de la quadrature des courbes est, comme l'on voit, le problème le plus simple de l'analyse inverse des fonctions, puisqu'il ne consiste qu'à trouver la fonction primitive d'une fonction donnée. Nous avons indiqué dans la première Partie (chap. VIII) les moyens par lesquels on peut faciliter cette recberche; nous ajouterons ici une observation essentielle.
Comme il est souvent avantageux de substituer d'autres variables à la place de celle qui entre dans la fonction, pour simplifier ou décomposer cette fonction en d'autres plus simples, il ne faudra pas oublier alors de multiplier la fonction dont il s'agit par la fonction prime de sa variable. En effet, nommant u l'aire de la courbe dont/ est l'ordonnée, et regardant y et u comme fonctions de a:", nous venons de voir que l'on a u'=y; mais, si l'on suppose x fonction d'une autre variable, et qu'on désigne par x' et u' les fonctions primes de a? et m prises relativement
n' à cette nouvelle variable, il faudra substituer — à la place de u' (n° 50,
I"^ Partie), ce qui donnera u'=yx'; et ainsi des autres formules semblables.
Au reste, comme, suivant le Calcul difTérentiel , u' est équivalent à y- ?
l'équation u'=y donne
du =z y (Ix,
et, intégrant,
formule connue pour la quadrature des courbes.
29. Après le problème de la quadrature des courbes, se présente naturellement celui de leur rectification, c'est-à-dire de la détermination de la longueur même de la courbe.
Nous partirons, pour la solution de ce problème, du principe d'Archimëde, adopté par tous les géomètres anciens et modernes, suivant IX. 3i
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lequel, deux lignes courbes ou composées de droites ayant leurs concavités tournées du même côté et les mêmes extrémités, celle qui renferme l'autre est la plus longue, d'où il suit qu'un arc de courbe tout concave du même côté est plus grand (}ue sa corde et en même temps moindre que la somme des deux tangentes menées aux deux extrémités de l'arc et comprises entre ces extrémités et leur point d'intersection. De là on peut tirer cette autre conséquence que la longueur du même arc se trouvera comprise entre celles des deux tangentes menées à ses deux extrémités et terminées aux deux ordonnées qui répondent à ses extrémités, prolongées, s'il le faut, au delà de la courbe.
En effet, ayant mené la corde qui joindra les deux extrémités de l'arc, il est aisé de voir que l'une des deux tangentes rencontrera les ordonnées parallèles sous un angle plus aigu que la corde et que l'autre les rencontrera sous un angle moins aigu, et que, par conséquent, la corde sera moindre que la première de ces tangentes et plus longue (jue la seconde; donc celle-ci sera, à plus forte raison, moindre que l'arc de la courbe. De plus, si l'on considère les deux triangles opposés au sommet et formés par l'intersection des deux tangentes, il est visible que les deux parties de la première tangente seront respectivement plus longues que celles de la seconde, parce que les côtés formés par ces parties-là se trouvent opposés à des angles plus grands que les côtés formés par celles-ci. Donc la première tangente entière sera plus longue que la somme des deux portions de tangentes comprises entre leur point d'intersection et les extrémités de l'arc. Donc elle sera aussi plus longue que l'arc.
Cela posé, /(a?) étant l'ordonnée qui répond à l'abscisse x,f'{x) sera (n°7) la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la courbe à l'extrémité de cette ordonnée est inclinée à l'axe des abscisses; par conséquent, if'{oc) sera la partie de rordonnée/(^ + i), prolongée s'il est nécessaire, comprise entre la tangente et une parallèle à l'axe menée par l'extrémité de l'ordonnée /(^); donc
V/^-^[^•/'(x;p = ^VI + t/(^)?
sera la partie de cette tani^ente comprise entre les deux ordonnées, éloignées l'une de l'autre de l'intervalle /. De la même manière, on aura/\,r -\- i) pour la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la courbe à l'extrémité de rordonnée/(ir 4 i) est inclinée à l'axe, et l'on trouvera
pour la partie de cette tangente comprise entre les mêmes ordonnées Soit, pour plus de simplicité,
on aura / o [x] et i o{a: + i) pour les deux tangentes menées aux deux extrémités de l'arc de la courbe compris entre les ordonnées /(a;) et f[x-{-i) et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la longueur de cet arc devra être renfermée entre les deux quantités <<p(^) et i(^{x -\- i), en donnant à « une valeur aussi petite qu'on voudra. Donc, si <î>(a?) est la fonction de a; qui exprime l'arc de la courbe, il faudra que la quantité (t>(a; + /) — '^{x), expression de l'arc compris entre les ordonnées f{x) el/{x -\- i), soit comprise entre ces deux-ci, i(!^{x) et i 'û{x -+- i), quelque petit que soit /, d'où, par un raisonnement semblable à celui du n" 27, on conclura
Donc, pour avoir la longueur indéfinie de la courbe, il faudra chercher la fonction primitive de la fonction cp(.r), ou \/i + [/'{oc)]'- , et, comme on peut ajouter une constante arbitraire à la fonction primitive, il faudra déterminer cette constante de manière que l'expression de l'arc s'évanouisse au point où l'on voudra le faire commencer.
Donc, si l'on nomme s l'arc de la courbe dont les coordonnées sont.r et j, on aura, en regardant j et s comme fonctions de x, à cause de f[x) = y,f'{x)=y, l'équation
et, si X eiy étaient données en fonction d'une autre variable, comme /, alors, en désignant par œ', y', s' les fonctions primes relativement à
cette variable, il faudrait substituer — et — à la place de y' et s'
(n° 28), ce qui donnerait cette équation
entre les coordonnées et l'arc.
Suivant le Calcul différentiel, les fonctions dérivées *' ctj' seraient
exprimées par -j- et -p » et 1 équation
deviendrait
ds = \/dx- -+- dy-, formule connue des rectifications.
30. Si l'on imagine que la courbe proposée, tournant autour de l'axe des abscisses, engendre un conoïde, il est visible que les deux ordonnées/(a;) etf{cc + î) décriront en même temps deux cercles dont ces coordonnées seront les rayons, que l'arc de la courbe compris entre ces deux coordonnées décrira une zone conoïdique, et que les deux tangentes menées aux extrémités de cet arc décriront des zones coniques.
Mais, quoique l'une de ces deux tangentes soit toujours plus grande et l'autre plus petite que la longueur de l'arc, comme nous venons de le démontrer, néanmoins, comme elles tombent toutes les deux du même côté de l'arc, il est possible que les zones coniques qu'elles décrivent soient à la fois plus grandes ou plus petites que la zone conoïdique décrite par l'arc. Pour éviter cet inconvénient, il n'y a qu'à transporter parallèlement à elle-même la seconde tangente, qui répond à l'extrémité de rordonnéey'(ic -h i), de manière que le point où cette tangente est terminée parla première ordonnée/(a?) tombe à l'extrémité de cette ordonnée et devienne sécante de la courbe. Alors cette sécante et la tangente au même point tomberont l'une d'un côté et l'autre de l'autre côté de l'arc, et même la plus longue tombera tou-
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jours en dehors et la plus courte en dedans d(^ l'arc, comme il est facile de s'en convaincre par la construction , de sorte que la zone conoidique décrite par l'arc se trouvera nécessairement renfermée entre les zones coniques décrites par la tangente i'^{jc-) et par la sécante
Or on sait, par la Géométrie, que la surface convexe d'un cône tronqué est égale à son côté multiplié par la demi-somme des circonférences des deux bases. Donc, si l'on désigne par - la circonférence du cercle dont le rayon =i, la surface de la zone conique décrite par la tangente ï'p(.r)sera
[/(^)-H^/'(^)]Tr,
puisque les rayons des deux bases sont run/(a;) et l'autre /(x) h- if'{x), et la surface de l'autre zone décrite par la tangente ou sécante i<p(.r+/) sera
car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cône seront/(a;) et/{x) -+- i/'{-x -+- i).
Si donc on désigne par ^){x) la fonction de l'abscisse x qui exprime la surface du conoïde, il est clair que la zone conoïde sera exprimée par la différence <I>(^ -h ?') — (I>(a;) et que cette différence devra être renfermée entre les deux quantités
en donnant à i une valeur quelconque aussi petite qu'on voudia, d'où l'on pourra conclure, par un raisonnement analogue à celui du n" 27, que cette condition ne pourra avoir lieu, à moins que l'on n'ait
iP'{x) = T.0[x)f[x) =. T.f[x) V . + U'[^)V'
Donc on aura la surface du conoïde proposé en prenant la fonction pri-
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mitivc (le la fonction
7r/(jr)v/r-r[/'(^)J- ou TT/v/i+j"-
31. En général, supposons que l'on cherche la fonction ¥{x) par cette condition que la différence F(a;-i-/) — ¥{oo) doive être renfermée entre les deux quantités i/{a;, i) et i'^{cc, i),/et ç dénotant des fonctions données de a? et « telles qu'en faisant /= o on aïi/{x) = (!f{x), cl que cette condition doive avoir lieu en donnant à i une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra.
En employant notre théorème, on réduira la fonction ¥{a; + i) à
et les fonctions/(a7, i), 'i^{x, i) à
f{x] +if{x,j], (f{x) + io'[x,j),
la quantité y étant indéterminée, mais comprise entre les limites o el /, et pouvant être différente dans les différentes fonctions; les fonctions dérivées marquées par F', F" se rapportent à la variable x, et les fonctions dérivées marquées par/', 9' se rapportent à la variable /. Donc, puisqu'on suppose /(a; ) = 9(37), la condition dont il s'agit se
réduira à faire en sorte- que la quantité i¥'{a:)^ — F"{x-hj) soit comprise entre les deux quantités i/{x-) -{-i'/'{oc, J) et i/[x)-\-i- (s^'{x,j), quelque petite que puisse être la valeur de i. Donc il faudra que la différence
ne soit jamais plus grande que la différence
mais, tant que le terme multiplié par la première puissance de / ne sera pas nul, on pourra toujours prendre i assez petit pour que la première quantité devienne plus grande que la seconde, car il suffira pour cela
de prendre i moindre que la quantité - — • -^ . ;. > — ^^• abstraction
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faite du signe de cette quantité. Donc la condition proposée emporte nécessairement celle-ci,
F'(^) — f{x] = o, el par conséquenl F'(.r) =:f\x),
c'est-à-dire que la fonction cherchée F(ic) devra être la fonction primitive de/{cc), et, pour avoir la valeur complète de F{oc), il faudra y ajoiitei' une constante arbitraire, que l'on déterminera par les conditions de la question.
CHAPITRE VIT
THÉORIE DU CONTACT DES COURBES A DOUBLE COURBURE. DU RAYON OSCULATEUR, DES CENTRES DE COURBURE ET DU LIEU DE CES CENTRES. DES DÉVELOPPÉES DES COURBES A DOUBLE COURBURE. QUADRATURE ET RECTIFICATION DE CES COURBES.
32. Les courbes planes appartiennent à la Géométrie de deux dimensions et dépendent, par conséquent, que de deux coordonnées. Les courbes à double courbure doivent appartenir à la Géométrie de trois dimensions, puisqu'elles ne peuvent être tracées que sur la surface des corps solides; aussi dépendent-elles de trois coordonnées perpendiculaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisième, de sorte qu'elles ne peuvent être représentées que par deux équations (Mitre trois indéterminées.
Soient donc, pour une courbe quelconque à double courbure,
.V, y, z étant les trois coordonnées rectangulaires. Soient de même, pour une autre courbe donnée,
p, q, r étant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux mêmes
axes que les précédentes. Si l'on veut que ces deux courbes aient un
point commun pour l'abscisse a?, il faudra qu'en faisant /? = .r on ait
aussi
q=r ei r—z;
donc
r — 'Pix) el z = ^[x].
Pour un autre point quelconque répondant à l'abscisse x + /, les ordonnées j et :; seront /( a: + i), o[x-\-i), et les ordonnées q, r seront Y{x + i), ^{x + i); et, faisant, pour abréger,
il est facile de concevoir que la distance D entre les points des deux courbes qui répondent à la même abscisse a? -i- î sera exprimée par
D=: \jd- + o-.
De là, par une analyse semblable à celle qui a été développée au com-, mencement de cette deuxième Partie, on prouvera que, &\f{x)=^Y'{x), o'[x)^<^'{x), il sera impossible qu'aucune autre courbe donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions puisse passer entre les deux courbes dont il s'agit.
Si l'on avait de plus
f"[x) = r"\x] el 9"(^) := (I>"(^),
on prouverait de la même manière qu'aucune autre courbe pour laquelle ces équations n'auraient pas lieu ne pourrait passer entre les mêmes courbes; et ainsi de suite.
Ainsi, en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes notions des différents ordres de contact des courbe's ordinaires, on en conclura que les deux premières conditions détermineront un contact du premier ordre, que les deux suivantes détermineront un contact du second ordre; et ainsi de suite.
En général, en nommant x, y, z les coordonnées d'une courbe proposée et p, q, r les coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle on demande les conditions du contact d'un ordre donné avec la courbe
proposée, si
Ffp, q, r)=o et iV{p, q, r]=zo
sont les deux équations de la courbe donnée, on aura, pour un contact IX. 32
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du premier ordre, les quatre équations
¥[x,f,z) = o. T[x,y; :■)' =zo,
pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux équations
et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions dérivées, j et ^ comme fonctions de iv. On satisfera à ces équations par le moyen des constantes arbitraires a, b, c, , . . , qui entreront dans les fonctions données F(/?, q, /■) et 9(7?, q, r), et qu'on pourra appeler, comme cidessus (n" 10), éléments du contact, lorsqu'elles seront déterminées en fonction de oc, y, z, y', z' ,
33. Prenons pour la courbe donnée une ligne droite déterminée par
les deux équations
q = a-^ bp, r= c -]~ dp ;
pour qu'elle ait un contact du premier ordre, c'est-à-dire pour qu'elle soit tangente d'une courbe quelconque proposée et rapportée aux coordonnées x, y, z, on aura ces quatre équations
f^=a-\-bx, z := c -+- tJx, y^z=h, z'^d,
d'où l'on tire
de sorte que les équations de la tangente rapportée aux coordonnées/?, g, r seront
q=r—r'^+r'p> r=zz — z'x-i-z'p.
Il est facile de voir que ces deux équations représentent les deux tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe proposée sur les deux plans des oc et j et des x et z (n° 6), de sorte que, pour mener une tangente à une courbe à double courbure, il suffira toujours de mener les tangentes à ses deux projections, et la
droite dont ces deux tangentes seront les projections sera la tangente cherchée.
34. Supposons qu'on demande le cercle osculateur d'une courbe à double courbure.
Pour avoir, de la manière la plus simple, les équations générales d'un cercle tracé sur un plan quelconque, nous considérerons le cercle comme formé par l'intersectiou d'un plan qui passe par le centre d'une sphère; le rayon et le centre de la sphère deviendront alors ceux du cercle, et le plan sera le plan même du cercle.
L'équation générale d'une sphère rapportée aux trois coordonnées/;, q, r est
OÙ a, b, c sont les coordonnées du centre et d est le demi-diamètre ou rayon. L'équation d'un plan rapporté aux mêmes coordonnées et passant par le point qui répond aux coordonnées a, b, c est, en général,
p — a + m[q — b) + ii[r — t ) = o ,
m t\ n étant deux constantes arbitraires qui déterminent l'inclinaison du plan à l'égard des plans fixes des coordonnées. Le système de ces deux équations représentera donc un cercle dont le rayon sera d, dont le centre sera déterminé par les coordonnées a, b, c, et dont le plan dépendra des quantités m et n.
Si donc on change dans ces équations les quantités p, q, r en x, y, z, et qu'on en prenne les équations primes et secondes, on aura ces six équations,
X — a + ni[y -- b) -\-n[z~-c) = o,
I -t- my' -+- nz'= o
my" -T- nz"= o,
dont les quatre premières renfermeront les conditions nécessaires pour
que le cercle dont il s'agit ait un contact du premier ordre avec toute courbe à double courbure dont x, y, s seront les coordonnées, y et z étant données en fonction de x, et, si l'on y joint les deux dernières, on aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, c'est-à-dire pour que le cercle devienne osculateur de la courbe.
Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées a, h, c, d, m et n, on pourra satisfaire à toutes ces conditions, et le cercle osculateur sera déterminé de grandeur et de position. Mais, si l'on ne demande qu'un cercle tangent, il restera deux indéterminées pour lesquelles on pourra prendre le rayon d et une des deux quantités m et n. Dans ce cas donc, l'équation
déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les cercles qui peuvent être tangents, et, comme le rayon du cercle tangent est nécessairement perpendiculaire à la courbe, cette équation sera celle d'un plan perpendiculaire à la courbe, en prenant a, h, c pour les coordonnées du plan.
Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois premières équations donneront
inr' — mz']d , {?i — z']'f [m — y']d x-a=—^ . r-h = ^—-, z-c = ^~,
en faisant, pour abréger.
R =r \/[ny — mz'y--i- [n— -'j--l- [m - y')-.
Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation, on en tirera
[n-z')r"-{m-r']z"' Enfin, la quatrième et la sixième équation donneront
mr=
z'f-y'z'" zy-fz'"
valeurs (ju'on substituera dans les expressions précédentes.
On trouvera d'abord, après (luelqucs réductions,
et de là
vO-"^+ 2"^+ (=>•"-/■
_ {\^r'--+-z-^]{yx"-^z'z"]
La quantité d sera le rayon osculateur de la courbe proposée et les quantités a, h, c seront les coordonnées de la courbe des centres de tous les cercles osculateurs; mais cette courbe ne sera pas pour cela une développée, comme dans les courbes à simple courbure.
35. Pour s'en assurer et trouver en même temps les conditions nécessaires pour qu'elle devienne une développée de la courbe à double courbure, il n'y a qu'à employer des considérations semblables à celles du n° 23.
Reprenons les valeurs de a, h, c tirées des trois premières équations; nous aurons
iny' — mz')il
Ces expressions, en regardant les quantités x, y, -, j', s', ainsi que m et n, comme constantes, et la quantité d comme seule variable, donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon osculateur; mais, en regardant toutes ces quantités comme variables
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ci m, n, (l comme données en x, puisque y et z sont censées données en x, ces mêmes expressions représentent alors les coordonnées de la
courbe des centres. Or, pour que la même droite devienne tangente
b' c' de cette courbe, il faut que les valeurs de — et —i en regardant h et
c comme fonctions de a, ou, en général, a, h, c comme fonctions d'une autre variable quelconque, soient les mêmes dans les deux cas. Donc
les valeurs de -^;» -j,-> y devront être aussi les mêmes, soit que les
quantités a, b, c, d soient seules variables, soit que les quantités x, y, z, m et n varient aussi en même temps; par conséquent, il faudra que les équations qui déterminent ces valeurs aient lieu également dans les deux hypothèses.
Or, si l'on considère les équations qui ont servi à déterminer les quantités «, b, c, d, m et n en x, y, y', y", et qu'on regarde toutes ces quantités comme variables à la fois, il est clair que les deux équations
a: - a -h y'ix - b) -h z' [z — c) = o emporteront encore celle-ci,
-a'{x-a) ~b'[y-b) - c'[z -c] = dd',
qui n'est que l'équation prime de la première, en supposant a, b, c, d seules variables. De même les deux équations
emporteront celle-ci,
a' -hy'b' -\- z'c'=^ o,
qui est également l'équation prime de la première, en ne prenant que a, h, c pour variables. Ces deux équations ont donc la condition demandée; mais, comme elles ne suffisent pas pour la détermination des
a' b' c' trois quantités -j-) ^» -y,» il faudra trouver, de la même manière, une
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troisième équation qui contienne les fonctions primes a', h' , c'; oi-, les doux précédentes ayant été déduites de l'équation de la sphère, il faudra tirer la troisième de l'équation du plan
X — a -{■■ m [y — b] + n[z — t-) = o, laquelle, en faisant tout varier et ayant égard à l'équation
I + my' -4- «;:' = o, donnera celle-ci,
— a — nib' — tic' -+■ ni'[)' — b) -\- n'[z — c) = o,
(jui est, comme l'on voit, l'équation prime de la précédente, en supposant a, b, c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette équation n'aura pas la condition demandée, à moins que la partie dépendante de la variation des quantités m et n ne disparaisse, c'est-à-dire à moins
qu'on n'ait
ni'[y ~b] -\- n'[z — c) = o.
Si cette condition a lieu, alors l'équation restante
a'-t- mb' -{- ne' =: o,
combinée avec les deux équations qu'on vient de trouver, donnera les valeurs de -77? -r-» -77? qui seront les mêmes soit que les quantités a. h,
c, (-/soient seules variables, soit que oc^, y, z, m et n varient aussi à la fois. Par conséquent, la droite dans laquelle est placé le rayon osculateur deviendra tangente à la courbe des centres; donc aussi ce rayon sera tangent de la même courbe, puisqu'il est terminé à cette courbe. Dans ce même cas, les expressions précédentes de a, b, c donneront sur-le-champ ces fonctions primes,
d'où l'on tire
et de là
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Or nous verrons ci-après (n° 37) que cette équation montre que d est l'arc de la courbe dont a, h, c sont les coordonnées. Donc le rayon osculateur sera non-seulement tangent à la courbe des centres, mais encore égal à l'arc de cette courbe. Il ne sera donc autre chose que le développement de cette même courbe, laquelle sera, par conséquent, la développée de la courbe proposée, dont x, y, z sont les coordonnées.
La condition
in'{y—b) + n'[z — c)=zo,
(jue nous venons de trouver pour que la courbe ait une développée, a évidemment lieu lorsque m ai n sont constantes, et, dans ce cas, la courbe sera toute dans un plan déterminé par ces constantes. Si ces ([uantités ne sont pas constantes, elles détermineront le plan tangent de la courbe, et, lorsque l'équation précédente aura lieu, les rayons osculateurs formeront une surface courbe développable. Car, en ajoutant à cette équation l'équation
I + m y' -\- nz' —- o,
qui est une de celles du n" 34, on aura celle-ci,
I + iny' + nz' -f- m' [y — 6)4-«'(- — c) = o, <jui n'est autre chose que l'équation prime de l'équation du plan
en regardant les coordonnées a, h, c du plan comme constantes et la quantité x, qui sert ici de paramètre et dont les autres quantités y, z, m, n sont supposées fonctions, comme seule variable, ce qui constitue le principe des surfaces développables, comme on le verra plus bas.
Au reste, il y a une manière plus générale de concevoir les développées des courbes, laquelle consiste à prendre le rayon de la développée dans une position inclinée au plan tangent, et qui donne lieu à plusieurs belles propriétés des courbes et des surfaces. Comme les bornes que nous nous sommes prescrites ne nous permettent pas d'entrer
dans ce détail, nous no pouvons qu'inviter nos lecteurs à voir cette nouvelle théorie dans le Tome X des Mémoires présentés à l'Académie des Sciences.
37. Si l'on trace la projection d'une courbe à double courbure sur le plan des oc et v, on peut regarder cette courbe de projection comme l'axe curviligne de la courbe à double courbure, de sorte qu'en nommant s l'arc de la courbe de projection dont les coordonnées sont x, V, et supposant que cet arc soit étendu en ligne droite, on aura s et :; pour les coordonnées rectangulaires de la courbe à double courbure supposée appliquée sur un plan.
(xHte considération nous offre le moyen d'appliquer immédiatement aux courbes à double courbure les formules de la quadrature et de la rectification des courbes planes (n°^ 27, 29). Pour cela, il «'y aura qu'à substituer s au lieu de a* et s au lieu de y dans les expressions de yœ' et v.r'^+y^; on aura zs' et \s'--\-z''\ et, comme l'arc s est déterminé par l'équation
en faisant cette substitution, on aura les deux formules
2 Y'jc'- H-j'"- et \,l x"- -h y - -\- z' - ,
dont la première sera la fonction prime de l'aire ou de la surface du cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe à double courbure et qui est terminé par le contour de cette courbe, et dont la seconde sera la fonction prime de l'arc de la même courbe.
CHAPITRE Yin
DKS SUIU'ACKS COURBES ET DE LEURS PLANS TANGENTS. THÉORIE DU CONTACT DES SURFACES COURBES. DES CONTACTS DES DIFFÉRENTS ORDRES.
38. Les surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordonnées rectangulaires, comme les lignes à double courbure, mais avec cette (lifTérence que, pour les surfaces, deux des coordonnées sont indépendantes outre elles et la troisième est fonction de ces deux, de sorte (ju'une surface n'est représentée que par une seule équation entre les trois coordonnées. Ainsi, les deux équations qui déterminent une courbe à double courbure représentent cbacune en particulier une surface courbe, et la courbe représentée par le système de ces deux équations est formée par l'intersection des deux surfoces. La tbéorie des surfaces dépend donc de l'analyse des fonctions de deux variables, et peut être traitée comme la tbéorie des courbes et par les mêmes principes. Ainsi , de même qu'une ligne droite peut être tangente d'une courbe, un plan peut être tangent d'une surface, et l'on déterminera le plan tangent par la condition qu'aucun autre plan ne puisse être mené par le point de contact entre celui-là et la surface.
Soient se, y, :; les trois coordonnées de la surface donnée et p, q, / les coordonnées du plan tangent rapportées aux mêmes axes rectangulaires; on aura, par la nature de la surface,
et, par la nature du plan,
r= a -\- hp -f- cq,
a, b, c étant les trois constantes qui déterminent la position du plan.
D'abord, pour que le plan ait avec la surface un point conimuii, il faut que son équation subsiste, en supposant que les coordonnées p, cj. r deviennent x, y, z, ce qui donnera cette première équation :
Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux coordonnées x-\-i, j + o; l'ordonnée perpendiculaire z deviendra
/(^.r + i, r-ho). Faisons aussi, dans l'équation du plan,
p = X -{- i, (j z=y~ -i- o; l'ordonnée perpendiculaire r deviendra
efla distance entre les points correspondants de la surface et du plan sera exprimée par
f[sc-h i, y-\-o] — a — b[x + i) — c(/+ o).
La fonction /(a; + /,j' + o) peut se développer dans cette série (n° 73, P'= Partie) :
f[x, y) + if{x, y) +of,[x, y] + -f"[x, y) + iof;[x, j)4- -f,[x, y) + . . . .
Donc, à cause de
f[x, r)^^i=rt-4-6:r + cy,
la distance dont il s'agit, que nous désignerons par D, sera exprimée ainsi :
1) = /[/'(^,r) - b-] + o[f,[x,y) - r] + '^f"{x,y] + iof;[x, y) -t- ^/„(:r, j)+. .
oii l'on voit d'abord que, les quantités i et o demeurant indéterminées, la valeur de D deviendra la plus petite si l'on détermine les quantités 6 et c de manière que les termes multipliés par i et o disparaissent, ce
qui donnera (n° 77, I'^ Partie)
et, comme on a déjà trouvé
a -;- bx -f- cy = z,
on aura les valeurs des trois constantes a, b, c de l'équation du plan en fonction de x,y, z. Ces valeurs seront donc
a = z — xz' ~yz„ b = z' , c = z,,
et la position du plan sera entièrement déterminée.
Par l'évanouissement des termes multipliés par les quantités i et o, l'expression de la distance D ne contiendra plus que des termes multipliés par des puissances ou des produits de ces mêmes quantités. Si l'on faisait passer un autre plan par le même point qui répond aux coordonnées a? et j, on trouverait, pour la distance, que je nojumerai A, entre les points de la surface et du nouveau plan correspondants aux coordonnées .r H-/et j-f-o, une expression semblable à celle de D, mais où les termes multipliés par /et par o ne se détruiraient plus. Or il est facile de voir qu'on peut prendre les quantités i et o assez petites pour que les termes multipliés par les premières puissances de i ou de o deviennent plus grands que les autres termes multipliés par des puissances ou des produits de plusieurs dimensions, ce qui porterait d'abord à conclure que l'on peut toujours donner à i et o des valeurs assez petites pour que la distance A surpasse la distance D, en sorte qu'il soit impossible que le dernier plan passe entre le premier et la surface.
39. Mais cette conséquence, qui serait légitime si les expressions de D et A n'étaient composées (juc d'un nombre déterminé de termes, pourrait souffrir des difficultés à raison des suites infinies qui entrent dans ces expressions. On peut néanmoins les éviter en employant le développement que nous avons donné dans le Chapitre XIII de la pre-
mière Partie et en s'arrètant aux termes du premier ordre. On aura ainsi
f^x -^ /, j + o) =^f[x, y) 4- if'[x, y] -h of,[x, y)
+ ^/"(-^ + ^'.r + '-<>] + iof;[x + l{,y + lo)
et la valeur de la distance D se réduira à I) = -/"(-^ + 'fiy y + '>o) + iof;{x + li, y + lo] -h ^ fA^ + ^'' J + ><>)■ Pour tout autre plan représente par l'équation
et ayant le même point commun avec le premier plan et la surface, cette distance, que j'appellerai A, contiendrait, outre les termes précédents, encore ceux-ci du premier ordre
'[/'(^. r) - P] + olf,[x, y) - y] ,
d'où il est facile de conclure qu'on pourra toujours prendre / et o assez petits pour que cette distance A surpasse la distance D. Donc il sera impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et le plan représenté par l-'équation
r :^ a -h bp -h cq ;
par conséquent, celui-ci sera tangent de la surface donnée, en faisant, comme ci-dessus,
az=z — xz' — yz,, b=zz', c=^z,,
d'où l'on voit que la position du plan tangent dépend des deux fonctions primes z' et z,.
En effet, il est facile de trouver, d'après l'équation
r =z a -h bp -{- cq ,
que, si l'on nomme a l'inclinaison du plan représenté par cette équation sur le plan des coordonnées p et q, et ^ l'inclinaison de la ligne d'intersection de ces deux plans à l'axe des abscisses/?, on aura
Z) z= sin^langa, c = cosptanga,
d'où l'on tire
tanga = v6- + <?2, lang(3^
Donc, puisque les axes des coordonnées x, y, z sont les mêmes que ceux. des coordonnées p, q, r, les angles a et p, relativement au plan tangent, seront pareillement déterminés par ces formules :
langa = v'z'2 + 2,^, tangP = — • 40. En général,
étant l'équation de la surface proposée et
celle d'une surface donnée, si l'on veut que ces deux surfaces aient un point commun qui réponde aux coordonnées x, y, z, il faudra que
l'écjuation
ait lieu aussi en faisant /> = ic, q=^y, r — z, ce qui donnera
Ensuite, si l'on considère les points des deux surfaces qui répondent aux mêmes coordonnées x-{-i et r-i-o, et qu'on nomme D la distance entre l'un et l'autre, c'est-à-dire la partie de l'ordonnée qui se trouvera comprise entre les deux surfaces, il est visible qu'on aura
J)=f[x-^i,y-i-o) — F{x-h i,y-ho).
Développons ces deux fonctions par les formules du n° 78 (T*' Partie), en nous arrêtant d'abord aux termes du premier ordre; nous au-
rons, on mettant z, z' et g, à la place àe/{x, y),/'{x, y), //i^x,y),
H [f"[^ + /^/, X -hlo) — V"{x -h li, X H- ^0 )]
+ io [/,' [x + >,/, _)• + Xo) — F; (.r + li, j- + )>o)]
Supposons que les termes multipliés par i et par o disparaissent, oc qui a lieu en faisant z' = F'{x,y) et z, = F,(^, j); l'expression de D ne contiendra plus que des termes d'un ordre supérieur, et il est facile de prouver qu'on pourra toujours prendre i et o assez petits pour (jiic cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une pareille quantité pour une autre surface donnée, dans laquelle les termes multipliés par i et par o ne se détruiraient pas. Donc, si l'équation
de la surface donnée contient trois constantes arbitraires a, b, c, el qu'on les détermine de manière à satisfaire aux trois équations
il sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisferait pas aux mêmes conditions puisse passer entre cette même surface et la surface proposée dont les coordonnées sont x, y, z.
Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre chose que l'équation même de la surface donnée, en y changeant les coordonnées/^, q, r en x, y, z et les deux équations primes de celle-ci, prises suivant x et suivant/, d'où l'on peut conclure, en général,
(}ue, si
est l'équation de la surface donnée, les trois équations dont il s'ai^il seront renfermées dans celles-ci,
en regardant z comme fonction de ^ et j; de sorte que, si l'on désigne simplement par F'(a;), F'(j), F'(-) les fonctions primes de F(a7, r, z) prises relativement \ix,y,z seuls, les deux dernières équations devien-
(li'ont
Donc, si la surface proposée est représentée par l'équation
et que la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avec celhî-là, soit représentée par l'équation
la première donnera, en prenant les fonctions primes relatives à x et r, ces deux-ci :
Ces deux équations combinées avec les deux précédentes, de manière à en chasser les dérivées z' et z^, on aura ces deux-ci :
d'où il s'ensuit que les trois fonctions dérivées f\x), f'{y), /'{z) doivent être respectivement proportionnelles aux fonctions dérivées
41 . Si, dans l'expression générale de la distance D, on développe les deux fonctions qu'elle contient, en poussant le développement jusqu'aux secondes dimensions de i et o, et qu'on suppose que les trois équations ci-dessus aient déjà lieu, on aura simplement
, i^ ./« , i-o „ io- o3
on faisant, [)our al)i"t'gei',
A'" --f"'[x -h li, y+lo]- F"'(:c + }./, J + ?.o),
a;' — f:[x -\- li, y + >,o) - F';(:c -i- //, r + ^o).
Donc, si l'équation
de la surface donnée est telle qu'on puisse encore satisfaire aux trois
équations
les termes du second ordre disparaîtront aussi dans l'expression de D, et l'on prouvera aisément qu'il sera toujours possible de prendre les quantités i et o assez petites pour que la distance D soit plus petite que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions, d'où il suit qu'il sera impossible que cette surface passe entre la surface donnée, dont l'équation est
et la proposée, dont l'équation est
et ainsi de suite.
Si l'on représente en général par
l'équation de la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avec une autre surface dont les coordonnées sont ^, j, s, les trois dernières équations seront renfermées dans celles-ci,
Y"[x,y, z]=zo, F',{x,y, z) = o, V^,[x, y, z) = o,
en regardant :; comme fonction de a; et y; et ainsi des autres.
On pourra donc étendre aux surfaces la théorie des contacts de différents ordres que nous avons exposée relativement aux lignes courbes
IX
et en déduire des résultats semblables. Ainsi, pour le contact du premier ordre, on aura l'équation
avec ses deux équations primes suivant ce et y; pour le contact du second ordre, on aura, outre les trois équations précédentes, les trois équations secondes de
suivante;, suivant j, et suivant x et j; et ainsi de suite.
42. Prenons, pour la surface donnée, la sphère dont l'équation la plus générale est
[p-ay-+[q-bY+{r~cy^ = d^
p, q, r étant les trois coordonnées d'un point quelconque de sa surface, a, h, c les trois coordonnées qui déterminent la position du centre, et d le demi-diamètre ou le rayon.
En changeant dans cette équation p, q, r en a;, y, z, et prenant ensuite les deux équations primes suivant x et j, on aura ces trois
équations,
X ■ — rt+z'(s — c) = o, y—b-hzXz — c]z=o,
par lesquelles on pourra déterminer d'abord les trois constantes a, b,c;
on trouvera ainsi
dz'
^/i+ z'--^ zr
et le rayon d sera encore arbitraire.
La sphère déterminée par ces éléments sera donc tangente de la
dz
+ zr
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surface, et, par conséquent, son rayon sera perpendiculaire à la niênie surface. Ainsi, en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée, les trois quantités a, b, c seront les coordonnées do la perpendiculaire à la surface, </ étant variable et x, y, z constantes.
Si l'on veut avoir ces éléments a, h, c, ainsi que les angles a et p du n° 39, exprimés en dilTérentielles, il n'y aura qu'à représenter les fonctions dérivées z' , z^ par les différences partielles —-■> -j~-
43. Pour que la sphère devienne osculatrice de la surface, on aur» encore trois autres équations, qui seront les trois équations secondes de la première équation ci-dessus; mais, comme il ne reste plus qu'une arbitraire d, il est clair qu'on ne pourra pas satisfaire à toutes ces équations, d'où il suit qu'il est impossible de trouver en général une sphère osculatrice d'une surface comme on trouve le cercle osculateur d'une courbe.
Si, au lieu d'une sphère, on voulait employer la surface formée par la rotation d'un arc de cercle autour de sa corde, comme on aurait dans l'équation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait alors déterminer ces éléments de manière que le contact du second ordre eût lieu en général avec une surface quelconque. Il en serait de même pour toute autre surface dont l'équation renfermerait au moins six constantes arbitraires.
PROPRIÉTÉS DE CES LIGNES
44. Nous venons de voir que, parmi toutes les sphères touchantes, il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de la surface; mais on peut toujours déterminer celle qui sera osculatrice d'une courbe quelconque tracée sur la même surfoce. Pour cela, il n'y aura qu'à supposer j fonction de x, comme dans les courbes à double courbure, et prendre, dans cette hypothèse, les équations primes et secondes de l'équation de la sphère
{x — a]--+- [y — hY-{' [z — c]- — d-—o. L'équation prime sera
en regardant toujours z comme fonction de x et j, dont les deux fonctions primes sont z et z^, et ensuite y comme fonction de x, dont j' est la fonction prime. On trouvera, de la même manière, cette équation seconde :
« +y^+r"{r- ^) + [z' + r'z,Y-+[z"-r'y.y'z:+f^z„ + fz,][z - c) = «.
L'équation prime est déjà remplie parles deux équations primes du
.r — « + z'(z — c) = o, y ~ b + z,[z — c] zzz o.
Ainsi, il ne reste qu'à satisfaire à l'équation précédente, laquelle, à
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cause (le j— h -\- z^{z — c) := o, so réduit à celle-ci
I ^-y-+{z'-i-yz,)-+ (2"+ ■2;-';;+ r'-r,J(z — c] = o.
Si donc on substitue dans cette équation la valeur de c trouvée; cidessus (numéro cité), on en pourra tirer la valeur de d, et l'on aura
_ _ [i +,)•'-+ [z'-hr'z,]-] yi -f- z'-^-h zr ^
Connaissant ainsi le rayon d de la sphère oscnlatrice, on aura, par les formules du même numéro, les valeurs d(>s coordonnées a, h, a du centre.
45. La quantité y' qui entre dans les expressions précédentes dépend de la courbe qui est la projection de celle qu'on suppose tracée sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut chercher celle dans laquelle le rayon de courbure «f sera un maximum ou un* minimum , et, pour cela, il n'y aura qu'à égaler à zéro la fonction prime de l'expression de d, regardée comme fonction de j-' (n° 26). Mais, pour simplifier le calcul, nous observerons que, puisque
le maximum ou minimum de d relativement à /'répondra au maximum ou minimum de c; ainsi, il n'y aura qu'à prendre l'équation prime de la dernière équation ci-dessus entre c et y, en supposant nulle la fonction prime de c, c'est-à-dire en ne regardant que j' comme variable. On aura de cette manière l'équation
/ + Z,{z'+yz,) 4- (z;+/2j(s - c) = o,
qui, étant combinée avec la même équation, servira à déterminer/' et c. Si l'on multiplie cette équation par y', et qu'on la retranche de l'équation dont il s'agit, on aura celle-ci, plus simple,
I + z'--{-yz'z^+ {z"-+-yz',){z — c) = o, que l'on combinera avec la précédente.
Par l'élimination de s — c, on aura une équation en y de cette forme,
en faisant, pour abréger,
C={1 + Z'^]Z;-ZZ,Z
et la résolution de cette équation donnera
équation du premier ordre en oc, y et y', puisque z étant, par la nature de la surface, une fonction donnée de a; ci y, les quantités A, B, C seront aussi des fonctions données de a; et j. Donc l'équation primitive en ce et y renfermera une constante arbitraire et représentera une infinité de courbes qui seront les projections des lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface proposée.
Si l'on combine les deux équations ci-dessus de manière à faire disparaître les termes où y et :; — c se trouvent ensemble, on en tirera
„ ( I -hz'^-)z„-z'z,z:- \y'
zr-z"z„
Donc, substituant la valeur de / et faisant de plus
E = 2 z'z,z', -[,-^z'--]z„-[i-^z?] z", on aura
et de là
_ E±v/B^-h4AC
, (E=bv/l}--l-4AC)v'i +s'- + 2,a = — ■ — 17 TT\ '■
d'où l'on voit que les deux valeurs du radical donnent l'une le maximum et l'autre le minimum du rayon d.
Il y a donc, à chaque point de la surface, doux branches qui se coui)en( et (|ui répondent l'une à une ligne de plus grande et l'autre à une ligne de moindre courbure, et l'angle sous lequel elles se coupent dépend de la double valeur de la quantité y, qui est égale à la tangente de l'angle Ibrnié par la tangente de la courbe de projection sur le [)lan des o^ et y avec l'axe fixe des oc. Or, comme la position de ce plan est arbitraire, on peut la prendre de manière qu'il coïncide avec le plan tangent de la surface; alors la projection de la courbe se confondra avec la courbe même, et les deux valeurs de y' deviendront les tangentes des angles que les tangentes des deux branches de plus grande et de moindre courbure feront avec une même ligne; par conséquent, la différence de ces angles sera l'angle cherché sous lequel ces branches se coupent; donc, nommant x et p les deux valeurs dey, la tangente de cet angle sera, par les formules connues,
!Mais il est facile de voir, par les formules du n° 38, que, pour que le plan tangent d'une surface coïncide avec le plan des oc et y, il faut que les valeurs de z' et z^ soient nulles. Faisant donc, dans les expressions de A, B, C,
on aura
ce qui donne
A = 2;, ïi = Z„-z", C:
A-C=rO.
Ainsi la tangente de l'angle dont il s'agit sera infinie, et, par consé- ({uent, l'angle sera droit, d'où l'on doit conclure, en général, que les lignes de plus grande et de moindre courbure d'une surface quelconque se coupent toujours à angle droit.
46. La propriété du maximum et du minimum n'est pas la seule (jui caractérise ces lignes: elles sont encore distinguées par rapport à leurs
développées. En elTet, si l'on cherche les conditions nécessaires pour que le rayon de courbure soit partout tangent à la courbe des centres, on trouvera, par des considérations semblables à celles du n° 35, appliquées aux expressions des coordonnées a, h, c de cette courbe (n° 42), que ces conditions se réduisent à ce,que les valeurs des fonctions primes à , b' , c soient les mêmes, soit que la quantité d soit seule variable ou que les quantités x, y, 5, varient en même temps que d. Ainsi, si l'on prend les équations primes des trois équations (u°42)
d'où résultent les valeurs de a, b, c, il faudra que la partie due à la seule variation de oc, y, z soit nulle. Or il est visible que la seconde et la troisième équation rendent nulle cette partie dans l'équation prime de la première équation ; donc il suffira de prendre les équations primes des équations
X — rt -t- s'(z — c) = O, J — 6 -I- s, (z — c) = o,
en regardant a, b et c comme constantes. Ces équations seront donc, en regardant, comme ci-dessus (n° 44), 7 comme fonction de x, et ;; comme fonction de x et y,
et, si on les compare aux deux équations du numéro précédent, qui déterminent le maximum et le minimum de d, on voit qu'elles sont identiquement les mêmes, d'où il suit que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure sera tangent de la courbe des centres sont les mêmes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure. Mais les expressions de a, b, c du n°42 donnent, en ne faisant va-
rier (jiie d.
V'i -4- z'--\- zr d
d'oîi l'on tire
rt"- +
et par eonséqueiit
J'= v'rt'--f- b'- H- c-,
d'où l'on conclura (n" 37) que la quantité d sera égale à l'arc de la courbe dont a, h, c sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la véritable développée des lignes de plus grande et de moindre courbure, et réciproquement il n'y aura, sur une surface quelconque, que ces lignes qui puissent avoir une développée formée par les rayons de courbure.
Ces pi'opriétés des surfaces sont très-curieuses et méritent toute l'attention des géomètres; elles donnent lieu surtout à des applications importantes pour les arts. FoiVles Mémoires de Berlin pour l'année 1 7G0, les Tomes IX et X des Mémoires présentés à V Académie des Sciences, et V Application de l'Analyse à la Géométrie, par M. Monge.
Au reste, pour traduire ces formules en Calcul différentiel, il n'y
,. , , „ dy d'^r ^ , ,, , dz dz d'-z
aura qu a changer ^ , j en ^, ^^ et = , r„ . , .-„ .„ en ^, ^^, ^^,
d^. (Pz, dx dy dy-
CHAPITRE X
SOLUTION DES QUESTIONS DANS LESQUELLES ON PROPOSE UNE RELATION ENTRE LES ÉLÉMENTS DU CONTACT DU PREMIER ORDRE DES SURFACES COURBES. CONSTRUCTION DE CETTE SOLUTION. ÉQUATION DES SURFACES DÉVELOPPABLES.
47. On peut proposer, sur les différents contacts des surfaces, des problèmes analogues à ceux qui nous ont occupés, relativement aux lignes courbes (Chap. III), et les, résoudre par des principes semblables. Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du premier ordre.
Suivant les formules du n° 41, si l'équation
l'ip, q, /•] — o
(le la surface donnée contient trois constantes arbitraires a, h, c, pour que cette surface ait un contact du premier ordre avec une surface quelconque rapportée aux coordonnées x, r, :;, il faut déterminer a, b, c en oc, r, :; par les trois équations
dont les deux dernières se réduisent à la forme
F'{^-) + -F'(.)==o ei F'(j) + .-,F'(.) = o.
Donc, si la question est de trouver la surface pour laquelle les trois éléments du contact a, h, c auront entre eux une relation déterminée, il faudra substituer, dans l'écjualion qui exprime cette relation, les valeurs de a, h, c, et, si cette équation est entre les quantités a, h, c et X, y, z, on aura une équation du premier ordre en x,y, z, z' et z^.
qu'on pourra traiter par la méthode générale du n" 92 de la première Partie.
Mais, si l'écjuation dont il s'agit n'était qu'entre les trois quantités a, b, c, la solution du problème serait beaucoup plus simple. En effet, il est clair qu'on peut alors supposer que les quantités a, b, c soient constantes, et, dans ce cas, l'équation
sera l'équation primitive de l'équation du premier ordre donnée par les conditions du problème, en y substituant, pour une des trois constantes a, b, c, sa valeur tirée de l'équation donnée; on aura ainsi une équation primitive qui ne sera que particulière; mais, comme elle renferme deux constantes arbitraires, on pourra, par la méthode du n" 83 de la première Partie, trouver l'équation primitive générale qui donnera la solution complète du problème.
On fera donc, suivant cette méthode, Z» = o(a), si a et 6 sont les deux constantes arbitraires, et l'on éliminera a au moyen de l'équation
et de son équation prime, prise relativement à la seule quantité a, équation représentée par
en dénotant par F'(a) et Y'{b) les fonctions primes de Y[x,y,z) relativement aux variables isolées a et b.
48. Pour voir comment le système de ces deux équations satisfait au problème, on observera d'abord que l'équation
représente la courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir un contact du premier ordre; ainsi cette équation résout le problème, (juelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais, coiiune le
contact demandé par le problème exige seulement que les valeurs de z et de ses deux fonctions primes z et z^ soient les mêmes pour les deux courbes, il s'ensuit qu'il aura également lieu en supposant a et 6 variables, pourvu que ces fonctions primes soient encore les mêmes. Or, c'est précisément ce qui résulte du système des deux équations dont il s'agit, comme on peut s'en convaincre par le numéro cité.
Nous observerons ensuite que la surface représentée par le système de ces équations ne sera autre cbose que la surface formée par l'intersection continuelle des surfaces représentées par la même équation
en y faisant varier le paramètre a, de manière que cette surface toucbera ou enveloppera à la fois toutes ces différentes surfaces particulières. En effet, si l'on représente, ce qui est permis, cette surface enveloppante par l'équation
dans laquelle a soit une quantité variable quelconque, et qu'on cherche à déterminer cette quantité de manière que la même surface touche successivement toutes les surfaces données, il faudra satisfaire à
l'équation
po'ur que les valeurs de z' et z^ soient les mêmes que celles des surfaces enveloppées. Ceci répond à ce qu'on a trouvé plus haut (n° 19), relativement aux lignes courbes.
Puisque l'équation
renferme les trois arbitraires a, h, c qui doivent être déterminées par la combinaison de cette équation avec ses deux équations primes prises relativement à x et r, en regardant a, b, c comme constantes (n° 47 1, si l'on regarde maintenant ces quantités comme des fonctions de x et y, il est clair qu'on aura aussi séparément les deux équations primes
de la même équation relativement à ces quantités. Ainsi, en désignant par F'(rt), f'{b), F'(c) les fonctions primes de la fonction ¥{x,y,z) prises relativement aux seules quantités a, b, c considérées séparément, on aura encore ces deux équations primes :
n,F'[a)-hb,V'[b) + c,¥'{c] = n.
Soit
l'équation qui exprime la relation donnée entre les quantités a, b, c, en prenant de même les deux équations primes, on aura
/'{n) cl/'(b) étant les deux fonctions primes dey(a, b) prises relativ(>ment h a et b isolées. Substituant ces valeurs de c' et c dans les deux équations précédentes, on aura
a [Fia] +f'[a) F'(c)] + b'{V[b) +/'(&) F'(^)] :=: o, ",[F'(«]+/'(a)F'(c)] + i,[F'(6) +/'(*) F'(c)] = o,
d'où l'on tire cette équation
a'bi — b'a,=: o,
où la fonction désignée par la caractéristique / n'entre plus.
Si donc on substitue dans cette équation «7^, — i'«, = o les valeurs de a, b en .r, y, z, z' et z^, on aura une équation du second ordre, dont l'équation primitive du premier ordre sera
la fonction désignée par / étant arbitraire; et l'équation primitive de celle-ci entre x, y, z sera le système de l'équation
et de son équation prime, prise relativement à a, après y avoir siibsti-
lue /{a, b) pour c et o{a) pour b, la fonctiou ç{a) étaul la seconde fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette manière, trouver l'équation primitive de toute équation du second ordre réductible à la forme
a'b,— b'ai=^ o,
les quantités a, b étant déduites d'une équation quelconque
entre les quantités x, y, s, a, b, c et de ses deux équations primes prises dans l'hypothèse de a, b, c constantes, ce qui fournit une méthode importante pour les progrès de l'analyse inverse des fonctions de deux variables.
50. Appliquons la théorie précédente aux plans tangents. Nous avons trouvé plus haut que les éléments a, b, c du contact d'un plan représenté par l'équation
r=:a -T- bp -h cq, sont exprimés ainsi :
a=^z — xz' — yz,, b = z', c = z,.
Donc, si l'on a une équation quelconque entre ces trois quantités, laquelle donne, par exemple,
l'équation primitive de cette équation du premier ordre sera représentée par le système de ces deux équations,
i + xo'{a)-hxf'{a]=^o,
en dénotant par 9'(a) et /'(a) les fonctions primes de ^(a) et de /[a, (p(«)] relatives à a. La quantité a devra être éliminée pour avoir une équation en x, y, z, ef la fonction o{a) sera la fonction arbitraire.
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Cette équation sera donc celle de la surface formée par l'intersection continuelle de tous les plans représentés par l'équation
on faisant varier successivement le paramètre a; ce sera, par conséquent, une surface développable, puisqu'on peut concevoir que le même plan tangent, supposé flexible et inextensible, s'applique et se plie sur la surface, sans duplicature ni solution de continuité, et, réciproquement, que la surAice s'applique et se développe sur le même plan sans se briser ou se replier.
Puisque a= z.-ccz'-yz^ et b = z', on aura
a'=-xz"~j-z:, a,=.~xz:~xz„, b'^z", b-z',;
donc l'équation (n°49)
deviendra
[xz" H- yz',) z, — [xz, -f- r2„) z" = o ,
savoir
zr~z"z„^o.
Ce sera l'équation générale des surfaces développables, dont, par conséquent, l'équation primitive sera le système de ces deux-ci,
2z=fi-+-^9(a)4-j/(a) et \ -\- a^'[a] +yf'[a)=io,
?(«) et f{a) dénotant deux fonctions arbitraires de a. Voir le Tojne X des Noii Commentarii de Pétersbourg et les Ouvrages déjà cités à la tin du Chapitre précédent.
CHAPITRE XI
DRS l'MS GRANDES ET DES MOINDRES ORDONNEES DES SURFACES COURBES. SOLUTION GÉNÉRALE DES QUESTIONS DE MAXIMIS ET MLMMIS. MANIÈRE DE DISTINGUER LES MAXIMA DES MINIMA DANS LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.
51. Si l'on demande les plus grandes et les moindres ordonnées d'une surface donnée, il est aisé de concevoir qu'elles ne peuvent répondre qu'aux points où le plan tangent devient parallèle au plan des a; et j'; donc on aura, dans ces points, tanga=ro, et, par conséquent (n° 39),
ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant à la fois
z'= o ei 2,= o.
Ce sont là les conditions nécessaires pour que l'ordonnée :; devienne un maximum ou un minimum.
Puisque z peut représenter une fonction quelconque de x et r, on en conclura, en général, que, pour qu'une fonction de deux variables devienne un maximum ou un minimum, il faut que ses deux fonctions primes relatives à chacune de ces variables soient nulles.
Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la considération des fonctions d'une seule variable, suivant la théorie du n" 24, et trouver en même temps les conditions nécessaires pour que le maximum ou minimum ait lieu. En effet, :; étant fonction de x et y, on peut supposer d'abord x donné et chercher le maximum ou minimum de z relativement aj; on aura pour cela l'équation
et ensuite ^„<o pour le maximum et > o pour le minimum. Si (ionc on substitue dans s la valeur de y tirée de l'équation z^ — o, cette quantité z deviendra une simple fonction de a; et sera déjà un maximum ou minimum relativement à r. Il n'y aura donc qu'à la rendre encore un maximum ou minimum relativement à la quantité x, qui avait été supposée constante; or, j devant maintenant être regardée comme une fonction de a- donnée par l'équation :;,= o, il est clair <{ue la fonction prime de z relativement à ce ne sera pas simplement :;', mais z'-\-y'z^, et sa fonction seconde, relative aussi à .r, sera z'-h 9.y'z,-^y'^z^^+y"z^, en désignant toujours par j' ci y" les fonctions primes et secondes de y relativement à x. On aura donc
et, comme on a déjà ^,= o, cette seconde équation se réduira à z'^o, de sorte qu'on aura, pour la détermination de x et y, les deux conditions
comme plus haut.
Maintenant il faudra, de plus, que l'on ait r."+2j'r' + y'^:;^^-{-j"^,<() pour le maximum, et >(> pour le minimum; mais, comme j doit être déterminée par l'équation z= o, y' le sera par son équation prime
z:-\-y'z„^o, laquelle donne
Ainsi l'on aura, pour le maximum,
et, pour le minimum.
ou bien, j)uisque -,^ doit être aussi <o dans le picmicrcas et >• o dans IX. 36
le second, il faudra que l'on ait, tant pour le maximum que pour le
minimum.
D'où l'on peut conclure que les valeurs de jc et y tirées des équations z'—o et ^, — o donneront un maximum ou un minimum suivant que l'on aura i;,^< ou > o, pourvu que l'on ait en même temps
ce qui emporte, comme l'on voit, la condition que z" et z^^ soient de même signe.
Donc, si z"z^^ — ^7— ou -^o, il n'y aura ni maximum ni minimum, à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi, auquel cas le jugement dépendra des fonctions quartes, et ainsi de suite.
Il ne suffit donc pas, pour l'existence du maximum ou minimum, que l'on ait z"<^o et z^^<^o ou z"'^o et s,,>o, comme on pourrait le conclure du Chapitre XI de la seconde Partie du Calcul différentiel d'Euler.
52. Il est facile d'appliquer la méthode précédente aux fonctions de trois variables. Supposons que u soit fonction des variables x, y, z; regardant d'abord x et x comme constantes et z seul comme variable, on aura, suivant la notation déjà adoptée (n" 92, I'* Partie),
lU = o
pour la condition du maximum ou minimum, et ensuite ji<io pour le maximum et ji~^ o pour le minimum. L'équation // = o donnera la valeur de z en x et j, qu'on substituera ou qu'on supposera substituée dans la fonction u, moyennant quoi cette fonction, ne contenant plus que les deux variables x et y, retombera dans le cas qu€ nous venons de résoudre.
Pour construire des formules générales, on remarquera que, si u n'était qu'une fonction de x et y, on aurait pour le maximum et le minimum les conditions
««' = 0 cl «, = o;
ensuite pour le maximum n„<i^ <'t pour le minimum u^^'^o, et enfin
pour les deux cas. Mais, puisque u contient de plus 3, qui est elle-même une fonction de ce et y, les valeurs des fonctions désignées par a, w,, u\ ... ne seront pas simplement exprimées par ces quantités, mais il faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la quantité z, regardée comme fonction de se çt y. Ainsi, en prenant les fonctions primes et secondes de u, on trouvera que la quantité u devient u'-huz', que la quantité u^ devient u^-h ,uz^, (|ue la quantité «"devient u"-+- 2^u'z'-^^uz"-i-jtz'-, que la quantité i^^^devient u^+2/f^z^-h^uz^^-hjiz'f et que la quantité u, devient u',-h,u^z'-\-yz^-{-^uz',-hjiz'z^.
Donc on aura d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux conditions
II' + ,uz' = O, l/,~\- ^uz,= o,
de sorte qu'à cause de u = o on aura ces trois équations
c'est-à-dire les trois fonctions primes do u relatives à x, j-, :;, chacune éarale à zéro.
Ensuite, à cause de // = o, on aura
pour le maximum, et > o pour le minimum; et pour l'un et l'autre
( u" -+- ■?. n'z'-^„uz'-^] ( i(„ + 7.^11, z, + ,^u ;,-)>( u, + ,11, z' -+- ,u'z, + „uz'z,Y-.
Mais, comme la valeur de g en a? et y dépend de l'équation ,m =^ o, on prendra ses deux équations primes suivant x et j, pour avoir les valeurs de z' et de z^\ on aura donc
,n'-hjiz' = o et ^u,^„uz,= o, d'où l'on tire
Ji
On substituera donc ces valeurs, et, comme on a déjà trouvé //<o pour le maximum, et >o pour le minimum, en multipliant la première condition par ji, on aura une quantité qui devra toujours être >>o. Donc les conditions pour le maximum ou minimum se réduiront à ces trois-ci :
/,«<[o pour le maximum cl >o pour le minimum, jiu„ - ,iir > o
On voit, par la marche de cette méthode, comment elle peut s'étendre à un plus grand nombre de variables, et l'on en peut d'abord conclure, en général, que l'on aura les équations du maximum ou minimum d'une fonction quelconque de plusieurs variables, en égalant à zéro les fonctions primes de cette fonction, prises relativement à chacune de ces variables, ce qui donnera autant d'équations que de variables. A l'égard des autres conditions nécessaires pour l'existence du maximum ou minimum, on les trouvera successivement par les principes et les formules que nous venons d'exposer.
53. Pour donner un exemple de la méthode de maxirnis et minimis, supposons qu'on demande la plus courte distance entre deux lignes droites données de position dans l'espace. Soit pour l'une des droites l'abscisse œ\ ses deux ordonnées seront de la forme a-[-hx Qic -\- da\ Soit pareillement pour l'autre droite l'abscisse y, prise sur le même axe; les deux ordonnées, rapportées aussi aux mêmes axes que celles de la première droite, seront de la forme A + Bj et C-\-Dy. Donc le carré de la distance entre les deux points qui répondent aux abscisses ic et j sera exprimé par cette formule,
[x —xY^ + (a — A 4- bx — Bx)- + {c — C-{-dx — Dx)-,
que nous ferons, pour plus de simplicité, égale à 2s.
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En prenant les fonctions dérivées, on aura
s' ■= {x —)•] -+■ b{a — \ -h- bx — Br) + J(c — C + dx — Dj), z, =z — {x—x]— B(rt — A-f-frA---Bj) ^ D(c — C-f- 6?:c -Dj), 3" = I -;- b^ -\~ d^,
::; ^-j-bB-dD.
Donc : i" On aura, pour la détermination des deux inconnues x et y, les équations
X — y -i- b[a — S. -{-bx — Bj) + d[C — C -f- dx — Dj) = o, .r — j- + B [ rt — A + 6 a- — Bj) + D ( c — C H- (/j;- ~ D j) = o.
2° Puisque la valeur de z" est nécessairement positive, il ne pourra y avoir que le minimum, mais il faudra de plus que l'on ait la condition
z"z,-zr>o,
savoir
Or c'est ce qui a lieu quelles que soient les valeurs de b, d, B, D, car la condition précédente peut se mettre sous cette forme :
(6-B)2 + (c/-Dj2 4-(6D- JR)^>o.
Comme les équations en x et y sont linéaires, la détermination do ces quantités n'a aucune difficulté; nous ne nous y arrêterons pas, d'autant que ce problème est susceptible d'une solution géométrique fort élégante.
54. On peut encore, dans la recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs indéterminées, considérer toutes les variables à la fois, ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en effet,
la fonction proposée; si l'on suppose que les (juantités x, y, :, ii, ...
;(ient déjà les valeurs convenables pour le maximum ou minimum, il faudra que, en substituant x-\-p, y-\- q, z +r, u-\-s, ... à la place de x,y,z,u, ... dans la fonction dont il s'agit, sa valeur devienne toujours plus petite dans le cas du maximum et toujours plus grande dans le cas du minimum, quelles que soient les valeurs de p, </, /', ,s, ... et quelque petites qu'elles soient : c'est ce qui résulte de la nature même du maximum ou minimum.
Développons la fonction
suivant les puissances et les produits des quantités p, cj, /•, s, . . . par les formules du théorème général (n°78, P* Partie), et arrêtons-nous aux premiers termes de ce développement.
Si l'on désigne simplement (ainsi que nous l'avons pratiqué jusqu'ici) par/'(a:),/'(j),/'(2),/'(a), ... les fonctions primes de la fonction f{oc, y, z. II, . . .), prises relativement à ac, y, z, u, ... considérés séparément, et qu'on désigne de plus par f'\oc), f"[x,y), /"{y), /"{ce, z), /"{y, z), /"{z), ... les fonctions secondes de la fonction
f{x-h Ip, y + Ifj, z + Ir, a -+- Is, ...],
prises relativement h x seul, à oc et y, à y seul, à or et z, à y et z, et ainsi de suite, on aura
^--f{x,y, z, u, . . .) + p f [x] + q f [y] -\- rf [z] + s f [a] -h . . .
+ lp'^j"[x]+pqf"[x,y] + ! q-^f"[r] +prf"[x, z] -^h''f"[z) -+- qrf'ir, z] -^ .
Le coefficient 1 désigne un nombre indéterminé compris entre o et 1, et qui sera le même dans la même fonction, mais pourra être différent dans les différentes fonctions.
Donc il faudra (|ue la quantité
soit toujours positive pour le iniuimuni et négative pour le maximum, ou (lonuaut à p, q, r, . . . des valeurs quelconques aussi petites qu'on voudra. D'où l'on conclura d'ahord, par un raisonnement analogue à celui du n" 25, (jue cette condition ne pourra être remplie, à ujoiiis que les termes multipliés par les premières puissances de /;, q, r, . . . ne soient nuls chacun en particulier, ce qui donnera les équations
(jui sont communes au maximum et au minimum, et qui, étant en même nombre que les indéterminées x, v, z, u, . . ., serviront à déterminer leurs valeurs.
55. Mais, pour que ces valeurs donnent, en effet, un maximum ou un minimum, il faudra encore que la quantité restante
soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum, quelles que soient les valeurs de p, q, r, .. . et quelque petites qu'elles puissent être.
Comme les fonctions /"(j?),/"(.r,j), ... qui multiplient les carrés et les produits des quantités/?, q, r, ... renferment elles-mêmes ces quantités, il pourrait être diftîcilo, et peut-être impossible, de déterminer les caractères nécessaires pour que la condition dont il s'agit ait lieu rigoureusement; mais j'observe que, si l'on suppose >.^^o, ces fonctions deviennent indépendantes de p, q, r, . . .' et ont des valeurs déterminées, et l'on trouve alors, comme on le verra dans un moment, des conditions entre ces mêmes fonctions qui ne consistent que dans des inégalités entre des quantités composées de ces fonctions. Ces inégalités, étant supposées avoir lieu pour des valeurs déterminées de .%•, y, z, ..., auront lieu encore pour les valeurs peu différentes sc-^lp, y-^'hq, z + \r, .. . tant que les quantités ).y>, \q, 1?; ... ne passeront pas certaines limites, qui pourront être aussi peu étendues (|u'on voudra. Donc, puisque la condition exigée pour le maximum ou minimum
n'a besoin d'être remplie que pour des valeurs quelconques de p, q, r, . . . aussi petites qu'on voudra, il s'ensuit qu'il suffira de satfsfaire à cette condition dans le cas de l = o; par conséquent, on pourra supposer tout de suite X=o, ce qui réduira les fonctions /"(a?), /"(a7,r), /"{y), ... qui entrent dans la quantité cï-dvssus ^ip-f" [or) -\-pq/"{x, y) -h... à n'être que les fonctions secondes de la fonction donnéey(jr, y,:;, «, ..., prises relativement à x seul, à .r et j, etc.
56. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu'une (juantité
de la forme
Ap--i- Bpq + C(7-4- Dpr-\- Eqr-h F r- -{-...,
dans laquelle A, B, C, . . . sont des quantités données et/», </, /•, ... dénotent des quantités indéterminées, soit toujours nécessairement positive ou négative, quelles que soient les valeurs de/?, q, r
Supposons qu'elle doive être toujours positive; il est évident (jue, pour le cas contraire, il suffira de prendre négativement les coefficients
A, B, (], Puisque cette quantité ne doit jamais devenir négative,
il s'ensuit qu'elle doit avoir un minimum positif; et, réciproquement, si elle n'a que des minima positifs, elle ne pourra jamais devenir négative. Il n'y a donc qu'à chercher les conditions nécessaires pour (jue la quantité dont il s'agit ait des minima tous positifs.
Suivant l'esprit de la méthode exposée ci-dessus (n° 52), on prendra les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relativement à une seule variable, comme p, et l'on supposera la fonction prime égale à zéro et la fonction seconde positive. On aura ainsi l'équation
2A/^ + B</-+-D;'+...= o et la condition A>o.
On substituera la valeur de/j tirée de l'éijuation précédente dans la (juantité proposée, laquelle deviendra ainsi de la forme
Lq- -h Mqr + N/'- + Vqs + . . . , en faisant
On prendra de la niènic inaiii»'i'e los fonctions jn'iines et seeoiules de eelle transformée relativement à une seule variable y, et, faisant la fonction prime égale à zéro et la fonction seconde positive, on aura de nouveau lÏMjuation
et la condition Ii>-o,
On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur de q tirée de cette équation; on aura la nouvelle transformée
T/"- + \rs + Xs- + . . . = o,
dans laquelle les coefficients T, V, X, . . . seront donnés en L, M, N, . . ., comme ceux-ci le sont en A, B, C, . . . , et, continuant le môme procédé,
on aura l'équation
■îT r -+- \s + . . . = o
et la condition T > o; et ainsi de suite.
Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transformées, celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées/?, q, /•,... et qui sera par conséquent de la forme Z.s-, sera elle-même le minimum de la quantité proposée, d'où il s'ensuit que les conditions pour que cette quantité ait un minimum positif seront
et, comme les équations qui déterminent les valeurs de p, rj, r, ... sont toutes linéaires, on en conclura que ce minimum sera le seul qui puisse avoir lieu. Ainsi, le problème est résolu rigoureusement.
Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations la (juantité proposée deviendra de la forme
laquelle sera évidemment toujours positive ou négative, suivant que les coefficients A, L, T, ... le seront tous à la fois, et l'on voit en même temps par cette forme (juc les quantités A, L, T, ... pourront être nulles, pourvu qu'elles ne le soient pas toutes à la fois.
IX
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Los condilions que nous vcMions do trouvor deviendroiil donc colles (lu niaxinnini ou iDÏnimum de la fonction/!^ a;, i', :;, ii, . . .) on faisant, pour le minimum
k = ^J"[x), Ji=f"[x,r], C = ^f"[y), ... ot pour lo niaxinuim
Il est facile de voir l'accord do ces résultats avec ceux du n" 52; mais la méthode précédente a l'avantage de fournir un moyen simple d'étendre ces résultats à un nombre quelconque de variables.
57. Les principes exposés jusqu'i(^i sur la théorie de mnximis et minimis conduisent à cette conclusion générale : Si, dans une fonction quelconque des variables x, y, z, . .., on substitue à la place de ces variables les quantités x+p, y + rj, z-\-r, ,.., et qu'on développe la fonction suivant les puissances et les produits dos (juantités /?, </, /•, ..., les termes où ces quantités ne se trouveront qu'à la première dimension, étant égalés chacun séparément à zéro, donneront les équations nécessaires pour que la fonction proposée devienne un maximum ou minimum; ensuite on considérera la quantité composée de tous les termes où/?, q,r, ... formeront deux dimensions, et il faudra pour le minimum que cotte quantité soit toujours positive, et pour le maximum toujours négative, quelles que puissent être les valeurs de p, q, r, ....
Si tous ces termes s'évanouissaient à la fois, il faudrait alors, pour l'existence du maximum ou minimum, que tous les termes oii p, q, r, ... formoi'aioiit trois dimensions disparussent aussi à la fois, ot (jue la quantité composée des termes oii /;, q, r, ... formeraient quatre dimensions fût toujours positive \m)uv h^ minimum et toujours négative pour lo maximum, p, q, r, ... ayant dos valeurs quelcon(|ues; et ainsi <](' suite : ce qui répond, comme l'on voit, au théorème du n" 25.
Nous avons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les conditions (pii rendent une (juantité de la forme
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toujours positive ou uégativo. On pourrait, do la uioino manière, chercher celles qui rendraient toujours positives ou négatives des (luanlités
de la forme
A/»' -hhp^(j -+-...;
mais l'application de la méthode générale à ce cas serait sujette à des dilllcultés de calcul qui pourraient la rendre impraticahle, et c'est lit un problème d'Algèbre dont il serait à désirer qu'on [)ùt avoir une solution complète.
5S. Nous avons supposé juscju'ici (jue les variables qui entrent dans la fonction sont indépendantes les unes des autres; mais, s'il y avait entre elles une ou plusieurs équations, il faudrait commencer par éliminer, au moyen de ces équations, autant de variables dans la fonction proposée; on chercherait ensuite la condition du maximum ou minimum })ar rapport aux variables qui seraient restées dans la fonction, (l'est la méthode qui se présente naturellement; mais on peut la simplitier beaucoup en conservant toutes les variables et réduisant l'élimination aux seules quantités j», </, r,
Vax effet, supposons qu'on ait entre les variables oc, y, z, . . . ré(iua-
tion de condition
comme cette équation doit avoir lieu quelles ({ue soient les valeurs de ce, y, z, ..., elle aura donc lieu aussi en mettant a; +/>,r + <y, ::-!-/■, ... à la place de x, y, z, . ..; par conséquent, on aura, par un développement semblable à celui du n° 78 (I™ Partie), l'équation
p o' [x] -i- q o' [y] + r z>' [z] -h . ■ --h^p- o"[x] +p(j '/,x, y) + Uj- (^"{r) -h- .. — o,
d'où l'on pourra tirer la valeur de p en série, qu'on substituera dans le développement de la fonction qui doit être un maximum ou un minimum; ou bien on ajoutera simplement à ce développement la quantité qui forme le premier membre de l'équation précédente, multipliée par une quantité quelconcjue indéterminée qui pourra même être de la
forme
a-h ùp -h cq + dr -^ . . .+ Ip- -+- nipq + . . . ,
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les coefficients a, h, c, ... étant indéterminés, et l'on égalera à zéro tous les termes qui contiendront la quantité /;, ce qui servira à déterminer les inconnues a, h, c, —
Comme les équations du maximum ou minimum résultent de l'évanouissement des termes où les (juantités p, q, r, ... ne sont qu'à la première dimension, il suffira d'égaler à zéro chacun de ces ternies, ce qui donnera sur-le-champ les équations
f'{x] + ac^'(x)-=o, /'(r) + rt9'(r) = o, f'[z)-hn(f'[z] = o
qu'on réduira ensuite à une de moins par l'élimination de l'inconnue a. A l'égard des termes où les quantités/?, g, r, ... formeront deux dimensions, on déterminera, par les méthodes exposées ci-dessiis, les conditions (jui doivent avoir lieu entre les coefficients de ces termes, et l'on cherchera à satisfaire à ces conditions de la manière la plus générale, au moyen des quantités arbitraires b, c, d, —
Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procédés, dont il sera facile de faire rap})lication; mais on peut les réduire à ce principe général : Lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit être un maximum ou minimum, et qu'il y a entre ces variables une ou plusieurs équations, il suffira d'ajouter à la fonction proposée les fonctions qui doivent être nulles, multipliées chacune par une quantité indéterminée, et de chercher ensuite le maximum ou minimum comme si les variables étaient indépendantes; les équations qu'on trouvera, combinées avec les équations données, serviront à déterminer toutes les inconnues.
59. On peut résoudre, par les mêmes principes, les questions où il s'agit de trouver des courbes qui jouissent, dans chacun de leurs points, de quehjue propriété donnée de maximum ou minimum.
Supposons, par exemple, qu'on demande la courbe dans laquelle la quantité que nous avons nommée K dans le problème du n" 15 soit un maximum ou minimum à chaque point de la courbe. Cette quantité est exprimée par la fonction
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cl la (juostioii consiste à trouvcM' la Yalciir do r en x (jiii rciulra celle fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités j et j' étaient indépendantes l'une de l'autre, on pourrait déterminer le maximum ou minimum relativement à chacune de ces variables; mais, comme ces quantités dérivent l'une de l'autre et que leur relation demeure inconnue tant (jue l'une d'elles n'est pas une fonction déterminée de ce, on ne peut chercher le maximum ou minimum (jue par rapport à l'une de ces quantités, et il est naturel de prendre pour variable la quantité j' qui détermine la position de la tangente, en regardant les coordonnées ce et y comme données pour chaque point de la courbe.
On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonction proposée relativement à la quantité y', regardée comme seule variable, et, égalant à zéro la fonction prime, on aura sur-le-champ l'équation
[ r -h [n — x] y ~\{ni — .T]-\-[y -h [m — x)}'-'][n — j;) = o, laquelle donne, comme dans le numéro cité,
pour l'équation de la courbe cherchée.
Ensuite on aura la fonction seconde
laquelle fait voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la courbe pour laquelle les deux quantités m — .r et n — x seront de signes différents, et que le minimum aura lieu pour la partie où m — x et n—,T seront de même signe; de sorte que le maximum aura lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites m et n, et le minimum pour les valeurs de x qui tomberont hors de ces limites.
L'équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre, elle est susceptible d'une équation primitive avec une constante arbitraire, et, si on la met sous la forme
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on en déduira sur-le-champ cette équation primitive,
1 logj=: \oi^[x — m] -h \og[x — n) -h logA, et, passant des logarithmes aux nomhres,
r-= /t[x — ni)[x — n],
oii h csl une constante arbitraire. Cette é(|ualion est de la niênie forme <jue celle (jue nous avons trouvée dans l'endroit cité, ce (|ui doit être, puisqu'elles viennent l'une et l'aulre de la même éijuation du premier oidre. En efiet, l'équation trouvée ci-dessus pour le maximum ou minimum, étant multipliée par v", a pour équation primitive
K étant une constante arbitraire, et celle-ci, combinée avec la même équation pour en éliminer y', donnera le résultat trouvé dans le même endroit.
Donc, rapprochant cette solution de celle du n" 15, on en conclura, en général, que les sections coniques ont non-seulement la pi'opriété, déjà trouvée, que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires élevées aux deux extrémités de l'axe des parties dont le produit est constant, mais encore celle-ci, que la position de la tangente à chaque point de la courbe, regardé comme donné, est telle (jue ce même produit est un maximum pour l'ellipse et un minimum ou plutôt un maxiinum négatif pour l'hyperbole.
GO. En général, si l'on demande la courbe dans laquelle une fonclion donnée de a-, j, j', j", ... sera un maximum ou minimum, on pourra cherchcsr le maximum ou minimum relativement à chacune des (juantités j, j', r", . .., ce qui donnera autant de solutions différentes, et l'on aura toujours, généralement parlant, pour la courbe cherchée, une équation du même oi'dre que la fonction proposée.
Si cette fonction était une simple fonction des éléments a, l>,c, ... du contact (n" 10), en cherchant le maximum ou minimum relative-
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iiKMil à la (liM'iiiî'i'C (les (juanlités )', j', j'", ..., on Irouverait néc.cssaii-iMiKMit la inrino éqiialion que l'on aurait pour le problème dans le(]ucl on supposerait cette même fonction égale à une constante; c'est il(^ <|uoi il est facile de se convaincre par l'analyse des n"* 20 et 18. lin elVet, en égalant à zéro la fonction prime (le/(a, h, c, ...), prise relativement à la plus haute des fonctions dérivées y', y", ..., on aura la même équation que si l'on prenait, en général, la fonction prime de
l'équation
f[a, b,c, . . .) =const.
relativement à x, y, y', . . . , d'oîi l'on voit que ces deux genres de problèmes, quoi({ue fort différents dans le fond, conduisent néanmoins an\ mêmes résultats et sont, par conséquent, susceptibles des mêmes solutions. Ainsi, on pourra appliquer ici tout ce qui a été dit dans les endroits cités. L'exemple du numéro précédent est, comme l'on voit. un cas particulier de ces mêmes prol)l('mes.
CHAPITRE XII
DKS QUESTIONS DE MAXIMIS ET MIMMIS QUI SE RAPPORTENT A LA MÉTHODE DES VAP.IATIONS. DE l'ÉQUATION COMMUNE AU MAXIMUM ET AU MINIMUM, ET DES CARACTÈRES PROPRES A DISTINGUER LES MAXIMA DES MINIMA.
Cl. Si le maxinuim ou minimum, au lieu d'être une fonction donnée de ^,j, y', j", ....devait être la fonction primitive de celle-ci, regardée comme une fonction prime, alors il ne serait plus permis de traiter les quantités j', j', j", ... comme indépendantes et isolées, parce que la fonction primitive d'une fonction de ces quantités dépend elle-même de la relation (|u'elles peuvent avoir entre elles. Les problèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous le nom de calcul des variafions; ils ne demandent pas une analyse nouvelle, mais une application spéciale de l'analyse des fonctions que nous croyons devoir exposer ici, à cause de l'importance de la matière.
Soit donnée la fonction f[œ, y, y', y", . . .), dans laquelle/ est supposé une fonction (\e x; il est évident qu'on ne peut, généralement parlant, avoir la fonction primitive de cette fonction donnée, sans connaître la valeur de y en x. Mais on peut chercher quelle devrait être cette valeur, pour (jiic la fonction primitive dey'(.r, y, y', y", . . .) fût un maximum ou un minimum, en supposant que cette fonction soit nulle lors(jue x aura une valeur donnée a, et qu'elle devienne un maximum ou un minimum lors(îue x aura une autre valeur donnée h. Il est évident (jue, en prenant y pour la valeur cherchée, il faudra, par la nature du maximum ou minimum, que la fonction primitive de la fonction
f{x, r 4- m; y' -f- a', y" + to", . . . ),
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qui résulte de la fonction donnée, en mettant ->--!- co à la place de y, soit toujours, entre les mêmes limites de or, moindre dans le cas du maximum et plus grande dans le cas du minimum (jue la fonction primitive de /{se, y, y', y", ...), quelle que soit la valeur de m, (lu'on pourra regarder comme une fonction quelconque de x, et quelque petite que celte valeur puisse être.
La fonction
étant développée suivant les puissances et les produits de w, œ', o/, .... d'une manière semblable à celle du n° 78 (I'*^ Partie), deviendra
f{x,r,r',)"> ■■■) + co/'( j) + (,//'(/) + </'( j") + . . .
où les quantités /'(j), /'(y), /'(j"), ... dénotent les fonctions primes de /'(.r, r, y', y", . . .) prises suivant j, y', y", ..., et les quantités /"{y)' /"{y^ y')' /"{y')' • • • dénotent les fonctions secondes de la fonction/(a?, y H-7.co,y'+').to',j'-+->^oj", ...) prises relativement à r seul, a y et y', à y' seul, et ainsi de suite; le nombre 1 est indéterminé ou plutôt inconnu, et peut être différent dans les différentes fonctions; mais il doit être le même dans la même fonction, et il doit toujours être renfermé entre les limites o et i .
Donc il faudra que la fonction primitive de la quantité
+ '^/"ir) + "«'/"(r, /) + Çf "{}•') + • • •
ait toujours une valeur négative pour le maximum et une valeur positive pour le minimum, quelque valeur qu'on donne à la fonction oj et aussi petite que cette valeur puisse être, en prenant cette fonction primitive de manière qu'elle soit nulle lorsque x = a et y faisant ensuite x=^ b.
Or, sans connaître la quantité oj, on peut prouver qu'il est toujours possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la IX. 38
partie qui ne contient que les premières dimensions de o>, w', w", ... ait une valeur plus grande, positive ou négative, que la fonction primitive de l'autre partie. Car, on substituant ix à la place de w, a, étant une quantité variable quelconque et i un coefficient constant, la première partie se trouvera toute multipliée par i et la seconde le sera pari"-, et leurs fonctions primitives seront aussi multipliées par i et par i- ; et il est visible qu'on pourra toujours donner à / une valeur assez petite pour que la première de ces fonctions surpasse la seconde, du moius tant qu'elle ne sera pas nulle. D'où l'on conclura qu'on pourra toujours prendre la quantité w assez petite pour que la valeur totale de la fonction primitive dont il s'agit soit nécessairement positive ou négative, suivant que celle de la première partie de cette fonction le sera. Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe en changeant le signe de la quantité w. Donc il sera impossible que la fonction totale soit constamment positive ou négative, indépendamment de la valeur de w, à moins que la fonction primitive de la partie qui ne contient que les premières dimensions de <o, o/, o/', ... ne soit nulle, quelle que soit la valeur de w. Donc le maximum ou minimum ne pourra avoir lieu, ii moins que la fonction primitive de ia fonction
ne soit nulle, quelle que soit la valeur de co.
Cette fonction étant nulle, il faudra alors que la fonction primitive de l'autre partie
soit positive pour le minimum et négative pour le maximum, en donnant à co une valeur quelconque aussi petite (ju'on voudra.
62. Pour satisfaire à la première de ces conditions de la manière la plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité w doit demeurer indéterminée, la fonction primitive de la fonction
SECONDE PARTIE. - CnAPlTIlE XII. 299
ne peut être que de la forme
où la plus haute des fonctions dérivées w', co", ... sera d'un ordre moindre que dans la fonction proposée; c'est de quoi il est facile de se convaincre avec un peu de réflexion sur la forme des fonctions dérivées. Prenant donc la fonction prime de cette quantité, en regardant a, [i, y, . . . comme des fonctions de x, y étant supposé aussi fonction de ,r,
on aura
OL + ui'p! + w'( ;3 + y') + &)"( y + ô') -f- . . . ,
et, comparant avec la fonction proposée, on aura
a'-o, fî'==/';r', |3 + /:=/'(/), y + ô'-/'(r"), ....
La première équation donne a égal à une constante arbitraire; les autres équations serviront à déterminer p, y, <5, ..., et, comme il est facile de voir que le nombre de ces quantités est nécessairement moindi'e d'une unité que celui des équations, il en résultera une équation de condition qui devra être satisfaite pour que le maximum ou minimum ait lieu.
Pour cela, il n'y a qu'à mettre ces équations sous cette forme
en prenant les fonctions primes de la seconde, les fonctions deuxièmes de la troisième, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement l'une de l'autre, on aura
où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions primes, secondes, etc. des quantités renfermées entre ces parenthèses.
Cette équation sera donc commune au maximum et au minimum, cl servira à déterminer la valeur de y en fonction de x\ elle sera, comme il est aisé de le voir, d'un ordre double de celui de la fonction
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Les mêmes équations
donneront, pai* un procédé semblable,
Soit, pour abréger,
il = w[3 + co'y + fjo"o -f- . . . ;
la fonction primitive de la quantité co/'( y) h- w'/'( y') -+- . . . sera y.-\-il, et, comme cette fonction doit être nulle lorsque ôc — a, si l'on dénote par A la valeur de £2 qui répondra à a: = a, on aura, puisque a est une constante arbitraire, a + A=o, et par conséquent a == — A. On aura donc ^ — A pour la fonction primitive, qui doit être nulle, en vertu du maximum ou minimum, lorsque x=zb. Si donc on dénote encore par B la valeur de 12 qui répondra à x = b, on aura l'équation
à laquelle il faudra satisfaire par le moyen des constantes arbitraires qui entreront dans l'expression de y qu'on déduira de l'équation trouvée ci-dessus, en ayant égard d'ailleurs aux conditions spéciales du problème.
Ainsi, par exemple, si la valeur de y est donnée pour les valeurs a, h de X, alors la valeur de m sera nulle dans les deux quantités A et li; si, de plus, la valeur de y' était aussi donnée pour les mêmes valeurs de X, les valeurs de w' seraient aussi nulles dans A et B; et ainsi de suite.
Les quantités m, m , o/, . . . étant réduites au plus petit nombre possible tant dans l'expression de A que dans celle de B, on égalera à zéro le coefficient de cbacune de celles qui resteront pour satisfaire à l'équation B — A = o, indépendamment de ces quantités.
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6i. Ayant ainsi satisfait à la première condition, il ne restera plus (jn'à remplir l'autre condition, qui consiste en ce que la fonction primitive de la quantité
doit être, entre les mêmes limites a et b de x, toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum, en supposant que la valeur de t) soit quelconque et aussi petite qu'on voudra.
Je remarquerai d'abord ici que, quoique les fonctions /"(/), /"{y, y), ••• renferment essentiellement les quantités w, o/, ... (n" 61), on peut prouver, par un raisonnement semblable à celui du n" 55, qu'il suffira, pour le maximum ou minimum, que la condition dont il s'agit soit remplie en supposant le coefficient 1 égal à zéro, ce qui fait disparaître ces quantités des fonctions dont il s'agit, en sorte que ces fonctions ne seront plus alors que les fonctions secondes de la fonction /'(j;, j, y, y", ...), prises relativement à j seul, ày etj', à j' seul, etc., et auront, par conséquent, des valeurs déterminées en .r, y, y', —
Cela posé, si l'on rappelle ici le théorème que nous avons démontré dans la première Partie (n° 38), on en conclura que la condition dont il s'agit serait satisfaite si la proposée
était telle qu'elle fût constamment positive ou négative pour toutes les valeurs de .r, depuis j:^^ a jusqu'à x — b, indépendamment des quantités co, (.')', w", . . ., et, comme nous avons donné plus haut (n° 56) les conditions les plus générales pour qu'une quantité de la forme dont il s'agit soit nécessairement positive ou négative, il n'y aura qu'à examiner si ces conditions ont lieu dans la quantité dont il s'agit. Si elles n'avaient pas lieu ou si elles n'avaient lieu que dans une partie de cette (juantité) il faudrait alors chercher la fonction primitive de l'autre partie et la rendre nulle, ou au moins positive pour le minimum et négative pour le maximum, indépendamment des quantités co, w', w", —
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65. Pour simplifier la solution de cette question, nous supposerons (l'ahord que la quantité proposée ne renferme que les carrés et les produits des deux quantités m, w'; on verra aisément que la même méthode s'étend aux cas plus compliqués, et nous représenterons par cette
formule
w^M-l-ow'N + w'^P
la partie de la même quantité qui est toujours positive ou négative entre les limites x^=a, x=^h; l'autre partie sera
dont il faudra chercher la fonction primitive, et il est facile de s'assurer d'avance que, pour que la quantité o> demeure indéterminée, cette fonction ne pourra être que de la forme p. -i-ca-v; prenant donc sa fonction prime et comparant terme à terme avec la précédente, on aura
^'=0, v'-^.HrJ-M, ^,=f"[y,y')-^, 0^._y-.(y)._p.
La première de ces équations donne \l égale à une constante arhifraire, et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de M, N, P, qui seront
et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent des formules du n° 56. Or, en prenant les quantités w' et co à la place des quantités p et q, et par conséquent P, N, M à la place de A, B, C,
et faisant T = M— -Tp' on aura pour le minimum les deux conditions P > o et T > o, et pour le maximum les conditions opposées P < o et T<<), ou bien l'une des deux quantités P, T égale à zéro, tant pour le minimum que pour le maximum, et ces conditions devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x, depuis-.r = « jusqu'à x^=^b, pour que la quantité w'-P + cow'N -h oj-M soit constamment positive dans le premier cas et négative dans le second entre ces mêmes limites. Comme la quantité P est donnée, elle indiquera tout de suite le maxi-
imini ou niinimuiii; mais on n'en sera assuré que par l'autre condition T> ou <o, ou bien —o pour les deux cas.
60. De plus, et c'est ici une condition bien essentielle, il l'audra que les quantités M, N, P ne deviennent point infinies entre les mêmes limites, pour qu'on puisse être assuré que la fonction primitive de la quantité dont il s'agit sera nécessairement positive ou négative, d'après le théorème du n" 38 de la première Partie; car ce théorème, étant fondé sur la nature du développement des fonctions en séries des puissances positives de la quantité ajoutée à la variable, est nécessairement sujet aux exceptions attachées à la forme de ce développement, qu(^ nous avons examinées n° 30 (F^ Partie) et n° 13 ci-dessus; il pourra donc être en défaut si les fonctions dérivées de la fonction pi'imitive deviennent infinies, parce qu'alors le développement n'aura plus la même forme; c'est ce qui arrivera nécessairement lorsque la fonction primitive passera du positif au négatif par l'infini, comme les tangentes des angles; alors, pour la valeur de a- répondant à ce passage, le développement de la fonction de oc-i-i aura son premier terme de la forme Ai"', m étant un nombre impair négatif, et la fonction prime ainsi que toutes les suivantes seront infinies. Dans ce cas, la fonction primitive pourra changer de signe, quoique sa fonction prime conserve toujours le même signe.
Pour en voir un exemple bien simple, il n'y a qu'à considérer la
fonction — '- — ? qui est =i lorsque ^ = ^ et = — ?, lorsque ce = 2;
cependant sa fonction prime , r^ est toujours positive tant que a
A une valeur réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées deviennent infinies lorsque .z = i.
C'est une modification à apporter au théorème dont il s'agit, mais (jui n'influe point sur la conclusion qu'on en a tirée dans le n" 39.
07. Ayant satisfait à ces conditions, on aura la fonction primitiv(}
|Ul -f- w-v,
dans laquelle [/. est une constante arbitraire qu'on déterminera en sorte que la fonction soit nulle lorsque x — a. Supposons w-vr=(£î), et soit (A) la valeur de (i2) lorsque a^- — «; on aura jx == — (A). Ainsi la fonction primitive dont il s'agit sera
(il) -(A),
laquelle devra être nulle ou positive pour le minimum et négative pour le maximum, en faisant ûr = b. Soit donc (B) la valeur de (i2) lorsque .v=^b; il faudra que l'on ait (B)— (A)>ou<o pour le minimum ou le maximum, ou =o pour les deux cas, indépendamment de la valeur de 0^, qui doit demeurer indéterminée.
Si la valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de <r, la valeur correspondante de w étant alors nulle, on aura (A) = o, (B) = o, et la condition précédente sera remplie tant pour le maximum que pour le minimum. Mais si les valeurs de y ne sont pas données, alors il faudra que l'on ait, pour le minimum, v= ou >o lorsque ar — bel V = ou <^o lorsque ûc = a; et, pour le maximum, v= ou <o dans le premier cas et v= ou >>o dans le second.
A l'égard de la valeur de la quantité v, elle dépend simplement de la
condition T ou M— ^>>o pour le minimum et <;o pour le maximum. Cette condition sera donc, en substituant les valeurs de M, N, P,
et l'on pourra prendre pour v une fonction quelconque de .r qui y satisfasse.
Ce qu'il y aurait de plus simple, ce serait de supposer la quantité T nulle (n" 65), ce qui donnerait l'équation
4MP-N2z=o,
par laquelle on pourrait déterminer la valeur de v, et le maximum ou minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou ^/"{v')-
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On aurait de oetto inaiiièro le même résultat que donne la métiiodc proposée, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences Ac 1780, pour distiniïuer les maxima des minima dans le Calcul des variations. I\[ais. d'après ce que nous avons dit ci-dessus, il faudrait, pour l'exactitude de ce résultat, (ju'on pût s'assurer que la valeur de v ne deviendra point infinie pour une valeur de x comprise entre les valeurs données a et b, ce qui sera le plus souvent impossible, par la difficulté de trouver l'équation primitive en v et x. Sans cette condition, quoique la quantité
0)2 M + mm'N + cu"-P
devienne alors de la forme
et qu'elle soit, par conséquent, toujours positive ou négative, suivant (|ue la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de l'état positif on négatif de sa fonction primitive.
68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en même temps d'application de la méthode que nous venons d'exposer, supposons (juc la fonctiony"(.3:', j, r', . . .), dont la fonction primitive doit être un maximum ou minimum, soit
en prenant les fonctions primes et secondes, on aura
/'(r) = ^l'«/^- nr], f'ir') == 2(/ -i- my),
f'\y)='in, f"[y,y') = ..m, /"(/) = :.;
substituant ces valeurs dans l'équation générale du n° 62, qui, dans ce cas, se réduit à
on aura
■2.[my -r- ny) — "^iy — '"J") ^^ '^>
savoir
y"- ny — o
IX. 3ç
pour l'équation du maximum ou minimum. Cette équation est susceptible de la méthode du n° 55 (I'*" Partie) et donne sur-le-champ
g et h étant deux constantes arbitraires; si n était une quantité négative = — k-, alors on aurait, en prenant d'autres constantes arbitraires
g et h,
y=: ffs'm[kx-i- h).
Supposons, pour plus de simplicité, que les valeurs de j soient données pour les deux valeurs extrêmes a et b do ce; les quantités A et B seront nulles d'elles-mêmes, et l'équation B =A sera satisfaite (n° 63); on déterminera donc les constantes a et b de manière que y ait les valeurs données lorsque cc=ia et cc=b.
Maintenant, nous aurons, par les formules du n" 65,
d'où l'on voit que, puisque P est > o, il n'y a que le minimum qui puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer l'existence du minimum; il faudra de plus que l'on ait
M — 7-p > o ou =0.
Soit : i" M— 7-n > o; on aura
en prenant pour v une quantité qui ne devienne point infinie entre les limites « et 6 de x. Si la valeur de ii est positive, il est clair qu'on peut satisfaire à cette condition en faisant v =:/72 ; ainsi on sera assuré, dans ce cas, de l'existence du minimum, puisque les deux quantités (A) et (B) sont d'ailleurs nulles par l'hypothèse que les valeurs de y sont données pour x = a et =6 (n" 67). Mais, si ii est négative et =~Jc-, on aura alors la condition
- v'>A-2h- im — v)*,
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et il n'est pas aisé de trouver une valeur satisfaisante de v, ni inèn)e de s'assurer qu'on pourra la trouver.
Soit : 2" M— 7-îi=(); ou aura 4P
Je suppose j'aurai
ce qui donne
m — V ^^ kp;
et, prenant les fonctions primitives des deux membres,
angle tangp = kx -+- ci,
savoir
p = tang{/i Jt -t- (^),
d étant une constante arbitraire. Cette valeur devient infinie lorsque kx-hd~ à l'angle droit, ou à trois angles droits, ou etc. Donc on ne sera pas assuré de l'existence du minimum si la quantité {b — a)/c est plus grande que la valeur de deux angles droits.
En effet, pour que le minimum ait lieu en général, il faut (n" 64) que la fonction primitive de la quantité
soit positive, quelle que puisse être la valeur de w. Supposons co = /sin^; cette quantité deviendra
i- [n sm' X -\' 2m sinjrcos:r + cos-x) = <- 1 1 cos2:i-4- m sinix I ,
dont la fonction primitive est
i-[ X -\ -. — smi^c C0S2:r' -i-r,
c étant la constante arbitraire qu'on déterminera de manière que la
fonction primitive soit nulle lorsque a- = r/; ensuite on fera .r~b. Donc, si l'on suppose a — o et h égal h deux angles droits, afin que la valeur de w soit nulle lorsque a- = a et =b suivant riiypothèse , on
aura c::^— ? et la valeur complète de la fonction primitive dont il
s agit s^=n'a
D représentant l'angle droit; et il est visible que cette valeur pourra devenir négative lorsque «= — /--, en prenant X>-i.
69. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les secondes dimensions de co, w', ... contienne aussi w", en sorte qu'elle soit de la forme (n" 61)
nous prendrons
«2 M + Mw' N + &)'^ P + wm"Q + w'&)"R + c./'2 s
pour la partie de cette (|uantité qui doit être assujettie aux conditions de la formule du n" 56, et il faudra que la différence de ces deux quantités soit susceptible d'une fonction primitive indépendamment de la quantité co. Cette fonction ne pourra donc être que de la forme
U + fi)-V -i- WW'CJ -r- 'li'^p,
et l'on trouvera, par la comparaison des termes, les équations
lJ.' = o,
^ +p'-ir(r') -P.
lesquelles donnent u. égale à une constante arbitraire, ensuite
N =/"(r>r') -^v-ct', P=^/"{r') -^ ~p\ Q=f"{r,y')-^,
où les trois quantités v, n, p demeurent indéterminées; mais il faudra les prendre telles qu'elles satisfassent aux conditions auxquelles doivent être assujetties les quantités M, N, P, ..., et qu'on peut déduire du n" 56, en prenant les quantités w", o/, to à la place des quantités/;, q, r. Ainsi, si l'on fait
X = M — y-5 5 1 :^ X — T-TT, 5
les conditions pour le minimum seront S>>o,T>o etY>>o, et, po iule maximum, S<o, T-<o, Y<o; et ces conditions devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x, depuis .r = a jusqu'à x = h. La valeur de S indiquera le maximum ou minimum; mais on n'en pourra être assuré (jue par le concours des deux autres conditions. De plus, il faudra que les quantités M, N, P, Q, R, S ne deviennent jamais infinies entre les mêmes limites, par les raisons exposées plus haut (n° 66). Enfin il faudra que, en supposant
et prenant (A) et (B) pour les valeurs de (i2) qui répondent à o-^^a et
x^=b, la quantité (B) — (A) soit positive pour le minimum et négative
pour le maximum, indépendamment des valeurs de m et de 0/ (n° 67).
On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus compliquées.
70. Si les valeurs dey, y', . . . n'étaient pas données pour les valeurs a et /; de a-, mais qu'il y eût seuleftient, par la nature du problème, une relation entre ces quantités, représentée par l'équation
alors, suivant les principes du n" 58, il n'y aurait qu'à ajouter à la fonction, qui doit être positive pour le minimum et négative pour le maximum, la quantité
multipliée par un coefficient indéterminé r, et traiter ensuite les quantités «0, w' comme indépendantes. Ainsi, si la condition dont il s'agit doit avoir lieu pour la valeur de .r=:a, on ajoutera aux deux quantités A et (A) (n*' 63, 67) les quantités
r[«cp'(r)+co>'(/)+...] et
rapportées à la même valeur de a-; et, si cette condition devait avoir lieu pour la valeur .r^b, on ajouterait aux valeurs de B et de (B) les mêmes quantités rapportées a a = b.
On suivrait le même procédé pour chacune des conditions données, s'il y eu avait plusieurs.
CHAPITRE Xllï
EXTENSION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE AUX FONCTIONS D UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. PROBLÈME DE LA BRACHISTOCHRONE. CARACTÈRES POUR DISTINGUER SI UNE FONCTION PROPOSÉE EST OU NON UNE FONCTION PRIME, OU EN GÉNÉRAL UNE FONCTION DÉRIVÉE d'uN CERTAIN ORDRE.
71. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit être un maximum ou un minimum, pourrait contenir, outre les variables a:' et r, une troisième variable z, indépendante des deux autres; on opérerait alors, relativement à cette variable, comme on a fait relativement à y. Ainsi, en désignant la fonction proposée par
on y substituera à la fois les quantités y -t-w et z-\-K à la place dey et 5, et il faudra, après le développement, que la fonction primitive de la partie qui ne contiendra que les premières dimensions de (o, o/, oj", . . ., 'Ç, 'C, C", . . . soit nulle, et que la fonction primitive de la partie qui contiendra les secondes dimensions de ces mêmes quantités soit positive pour le minimum et négative pour le maximum, indépendamment des quantités oj et C.
De là, par une analyse semblable à celle du n° 62 et en conservant aussi pour les fonctions primes relatives à z, z', z", . . . une notation semblable à celle que nous avons employée relativement à y, y', y", . . ., on aura ces deux équations,
(jui stM'vii'ont à déterminer les quantités j et z en fonction de x. Ensuite il faudra, relativement aux quantités z et X, satisfaire à des conditions semblables à celles qu'on a trouvées par rapport à j et w; c'est un détail qui nous mènerait trop loin et que le lecteur peut suppléer.
On voit par là que, s'il y avait une quatrième variable u, on aurait, relativement à cette variable, une équation semblable à celles qui répondent aux variables j et :;; et ainsi de suite.
72. Mais si, dans la fonction /(a;, y, r, ...,:;,:;',. ..), la quantité:; dépendait des quantités a: et j d'une manière quelconque donnée par l'équation —
alors, suivant les mêmes principes du n" 58, on ajouterait simplement la fonction ç(.r, ->-,>'', ..., z, z', . . .), multipliée par un coefficient indéterminé et variable A, à la fonction proposée/(.r, y, j', ...,:;, z', . . .), (^t l'on chercherait, par les méthodes exposées, le maximum ou minimum de la fonction primitive de cette fonction composée, en regardant les quantités jet s comme indépendantes. Ainsi, on trouvera d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux équations
d'où, éliminant la quantité A, on aura une équation qui, combinée avec l'équation donnée (i^{x, y,Y\ . . ., z, z', . . .) = o, servira à déterminer les valeurs de y et :; en fonction de x.
Enfin, si la fonction primitive de la fonction/(a% y, j', . . .) ne devait être un maximum ou un minimum qu'autant que la fonction primitive d'une autre fonction <p(j:', y, y', . . .) serait donnée entre les mêmes valeurs a et b de .r, il n'y aurait qu'à chercher le maximum ou minimum de la somme des deux fonctions primitives, après avoir multiplié
la seconde par un coefTicient indéterminé indépendant de^, c'est-à-dire le maximum ou minimum de la fonction primitive de
en regardant A comme une quantité constante. De cette manière, on aura d'abord l'éijuation
/'(.>•) - [/'(/)]'+ [/'(/')]"-•••+ ^ 9'(r) - A[9'(/)]'+ A[cp'(/')]"-.-- o,
et l'on déterminera la constante A de manière que la fonction primitive
de (p(.r, >', v', ...), prise depuis ar = a jusqu'à x = b, soit donnée; cl ainsi du reste.
73. Les problèmes de la brachistochrone et des isopérimêlres, proposés et résolus d'abord par les deux frères BernouUi, ont ouvert la route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis et minifuis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus générales et plus simples, et l'on est parvenu enfin au Calcul des variations, qui paraît ne rien laisser à désirer sur ce sujet. Comme les équations trouvées plus haut (n°* 62, 70) sont les mêmes, à la notation près, que celles qui résultent de ce Calcul, nous pourrions nous dispenser de les appliquer à des exemples; mais il ne sera pas inutile de montrer encore, pai' un exemple connu, l'usage des règles pour distinguer les maxima el minima, et s'assurer de leur existence.
Nous reprendrons pour cela le problème de la brachistochrone, ou ligne de la plus vite descente, à cause de sa célébrité; il consiste, comme l'on sait, à trouver la courbe le long de laquelle un corps pesant descendrait dans le moindre temps d'un point donné à un autre point donné et placé dans une verticale différente. Comme, par les principes de la Mécanique, la fonction prime du temps est égale à la fonction prime de l'espace divisée par la vitesse, et que, dans les corps qui tombent par la pesanteur, la vitesse est toujours proportionnelle à la racine carrée de la hauteur d'où ils sont censés être descendus, si l'on rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x, y, z la courbe décrite IX. 4o
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par le corps, et qu'on prenne les abscisses a: verticales, la vitesse sera proportionnelle à \7i-hx, Qt sjin-y'- -\-z'- sera la fonction prime de
l'arc de la courbe (n" 37); ainsi — — -^ sera proportionnelle à la
fonction prime du temps, dont la fonction primitive devra être un minimum. On aura donc
donc, prenant les fonctions primes, on aura
\lh + X sji +y"- + z"-
s/h + ^v^i -hx- + z-
et l'on aura (n° 70) les deux équations
)Jll-^ X \Jl -+-j'2+ z"^
lesquelles donnent d'abord ces deux-ci du premier ordre,
>Jli -^ X \J\ +y'--[-z"-
m et n étant deux constantes arbitraires.
En divisant ces deux équations l'une par l'antre, on a ^ — —, donc
«'=— ) et, prenant l'équation primitive, on aura
SECONDE PARTIE.- CHAPITRE XIII. 31o
/ étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à un plan vertical, puisque l'abscisse verticale x ne s'y trouve pas, fait voir que la courbe cherchée est toute dans ce plan; ainsi, en prenant l'axe des y dans ce même plan, on pourra supposer z = o, en faisant / et n r=o, et l'on aura pour la courbe cette équation unique entre les coordonnées X et V,
\j i — in'^[li + x)
équation à la cycloïdc, les abscisses x étant prises sur le diamètre du cercle générateur et les ordonnées y perpendiculairement à ce diamètre.
Puisqu'on suppose que les deux points extrêmes de la courbe sont donnés, les quantités w et "C répondant à ces points seront nulles, et les valeurs des quantités A et B seront nulles aussi en prenant a et b pour les valeurs de x qui répondent à ces points; ainsi la condition B — A = o sera remplie. Si l'on faisait d'autres hypothèses relativement à ces points, on trouverait d'autres résultats; nous ne nous y arrêterons pas, parce que ces différentes questions ont été déjà discutées et résolues par les principes du Calcul des variations. Mais il faut voir ce que donnent les termes où les quantités w et 'C monteront à la seconde dimension et dont la fonction primitive doit être positive pour que le minimum ait effectivement lieu.
Comme la fonction proposée /"(.r, y, y', . . ., s, s', . . .) ne contient point, dans le cas présent, les variables j et z, mais seulement leurs fonctions primes j' et z' , il est facile de voir que les termes dont il s'agit seront simplement de la forme
et l'on trouve, en prenant les fonctions primes des quantités /'(j) et
/'(s') relativement à y' et z'.
(le sorte (juo la quantité dont il s'agit deviendra
r,/2(,4.-'2)_ac,/i:S-'y + ^'2(i+y2) ± '■
laquelle peut se mettre sous cette forme,
où l'on voit que cette quantité a d'elle-niênie la propriété d'èlre toujours nécessairement positive, quellers que soient les valeurs de to et "C,; et, comme d'ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que/' et z' ne seront pas infinies, il s'ensuit que le minimum aura nécessairement lieu dans la cycloïde.
Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur ce problème, (jui offre différents cas à examiner, suivant les conditions qu'on peut deinander relativement au premier et au dernier point de la courbe, et par rapport à la courbe même, qu'on peut supposer devoir être tracée sur une surface donnée. La solution de tous ces cas peut se tirer aisément des principes établis ci-dessus. VoirX-A fin de la Leçon XXII du Calcul des fonctions ( * ) .
74. L'analyse que nous avons employée pour trouver les maxima et minima des fonctions primitives donne lieu à une observation impor-
(*) OEui'res de Lagrangc, t. X.
tante. Nous avons trouvé (n'' 62) que, pour que la quantité
ait une fonction primitive, quelle que soit la valeur de w, il faut satisfaire à ré([uation
Donc, si cette quantité était d'elle- même la fonction prime d'une fonction de jc, y, y', ..., co, o/, ..., l'équation précédente aurait aussi lieu d'elle-même et serait par conséquent identique.
Or on voit, par le n" 61, que la quantité dont il s'agit n'est autre chose que la partie du développement de la fonction
qui ne contient que les premières dimensions de co, oj', co", ..., et je vais prouver que cette quantité sera nécessairement une fonction prime si f{^iy,y\y'\ •••) est elle-même une fonction prime d'un(> fonction de x,y,y\ ....
En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que soit la valeur de y en x, elle le sera encore en mettant j + co au lieu de y, quelle que soit la quantité oj; donc la fonction
sera aussi nécessairement une fonction prime, en prenant pour co une fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit développée suivant les puissances et les produits de co, co', co", . . ., et dénotons respectivement par P, Q, R, . . . les parties de ce développement qui contiendront les premières dimensions, les deuxièmes dimensions, les troisièmes, etc. des mêmes quantités; on aura
Ainsi, il faudra que la quantité P + Q-i-R + . . . soit la fonction prime d'une fonction de x, j, y', ... et de oj, oj', co", .. ., et il est facile de
voir que chacune des quantités P, Q, R, ... devra être en particulier une fonction prime, puisque, ces quantités renfermant des dimensions différentes de l'indéterminée w et de ses fonctions dérivées w', co", .... il est impossible, par la nature des fonctions dérivées, que les fonctions primitives de P, Q, R, . . . dépendent les unes des autres. Or on a, dans le numéro cité,
donc cette quantité sera d'elle-même une fonction prime. Donc enfin, si la fonction f{^,y,y\y'\ • • •) est une fonction prime, l'équation
sera nécessairement identique.
Réciproquement, on peut démontrer que, si cette équation est identique, la fonction f{>^,y,y',j", • • •) sera nécessairement une fonction prime, car nous avons vu que, si cette équation est vraie, la quantité P est une fonction prime, quelles que soient les valeurs de j et de a>; donc elle sera encore une fonction prime si à la place de y on met j+oj. Supposons que, par cette substitution et par le développement suivant les dimensions de m, w', w", . . ., la quantité P devienne P+/7 + . . .; la quantité /; contenant les premiers termes du développement dans lesquels co, o/, oj", ... ne formeront que deux dimensions, on en conclura, comme plus haut, que la quantité p sera en particulier la fonction prime d'une fonction de x, y, y', . . ., w, w', . . .; mais, par les formules générales que nous avons données dans le n° 76 de la première Partie, il est facile de voir qu'on a /; = aQ : donc la quantité Q sera une fonction prime, y et m étant quelconques; donc elle sera encore une fonction prime en y substituant r + w pour j. Et, si l'on suppose que, par cette substitution et par le développement suivant les puissances et les produits de oj, <.,/, ..., cette fonction devienne Q + ^H-. . ., la quantité q renfermant les premiers termes du développement où les w, w', Ci", ... ne formeront que trois dimensions, on en conclura aussi, comme ci-dessus, que la quantité ^ sera elle-même une fonction prime; mais
par les formules du même numéro on trouve ^ = 3R : donc la quantité R sera elle-même aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet, si /•, s, . . . sont les premiers termes du développement des quantités R, S, . . ., on aura (numéro cité), après la substitution de j+ w à la place de co, 7'— 4S, s= 51, . . ., d'où l'on conclura, en suivant le même raisonnement, que les quantités S, T, ... seront aussi, chacune en particulier, des fonctions primes.
Donc toute la série P4-Q-f-R + . . . sera nécessairement la fonction prime d'une fonction de cr,Y,y', . . ., w, w', . . ., quelles que soient les valeurs de j et w en x. Donc la quantité
/(JT, J + O), J'+W', ...) -/(^,J, /, ...),
qui est égale à cette série, sera une fonction prime en donnant à w une valeur quelconque, et, par conséquent aussi, en faisant co = — y; or, dans ce cas, la fonction /(^, j'4-cù,j''+o/, .. .) ne sera plus qu'une simple fonction de a: sans y ni w, qui pourra être censée la fonction prime d'une fonction de a:. Donc la fonction/(^, j, j', j", ...) sera elle-même nécessairement la fonction prime d'une fonction de ce, y, y', ....
Il suit de là que l'équation
contient le caractère par lequel on peut reconnaître si la fonction
/{^,y,y\ y", .••) est ou non une fonction prime.
On trouvera de la même manière que les deux équations
f'[r)-[f'ir'i]' + [f'[y")r--.- = o, /'(^)-[/'(^')]' + [/'(^"i]"---=o
renferment le caractère par lequel on pourra reconnaître si la fonction
f{oc,y,y', ...,z,z', . . .) est ou non une fonction prime, les quantités Y et :; étant indépendantes.
Mais, si la quantité z dépendait de l'équation
on aurait, comme au n" 71,
/Hr)-[/t>-1]'+[/V0]''----+Aç'(j)--[A(p'(/)]' + [A9'(/';]''-...= o,
et l'équation résultante de l'élimination de l'indéterminée A contiendrait le caractère qui ferait reconnaître si la fonction f{oc,y,y , . . ., g, c', . . .) est d'elle-même, ou non, une fonction prime. Puisque la fonction primitive de la quantité
est représentée (n° 62) par
en omettant, ce qui est permis, la constante arbitraire a, on trouvera, de la même manière, que le caractère par lequel on pourra reconnaître si cette fonction primitive est elle-même une fonction prime sera renfermé dans l'équation
laquelle, en substituant pour p, y, (5, . . . leurs valeurs (n" 03), devient
Ainsi, le système de cette équation et de l'équation trouvée cidessus renfermera le caractère par lequel on pourra juger si la fonction/(a;, j,j',j", .. .) est d'elle-même^ ou non, la fonction seconde d'une fonction de ce, y, y', y", ...; et ainsi de suite.
76. Ces dilférentes équations répondent à celles que, dans le Calcul différentiel, on nomme conditions d'intégrabilité, et dont on s'est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons ici
(l'avoir établi, û\mv manière directe et rigoureuse, le principe de la correspondance de ces équations avec celles du maximum et minimum des fonctions primitives, et nous renverrons, pour ce qui concerne l'usage de ces équations de condition, aux différents Ouvrages qui en traitent, et surtout à la Leçon XXI du Calcul des fonctions (*), où cette matière est traitée avec plus de détail et de généralité. On y trouvera aussi un précis historique sur le problème des isopérimètres, dont la solution générale, par la méthode des variations, fait l'objet de la Leçon XXII du même Calcul, à laquelle nous renvoyons pour compléter la théorie des variations exposée ci-dessus.
(*) OEwres de Lagrange, t. X.
DE L\ MESURK DES SOLIDITES ET DES SURFACES DES CORPS DE FIGURE DONNEE
77. Nous avons donné, dans le Chapitre VI, la manière d'exprinicu par les fonctions les solidités et les surfaces des conoïdes formés par la révolution d'une courbe donnée autour d'un axe; il nous reste à étendre cette analyse à tous les corps dont la surface est exprimée par une équation entre ses trois coordonnées.
Considérons d'abord un solide dont la surface soit exprimée par l'équation
son volume ou sa solidité sera exprimée en général par une fonction de \T et y, que nous dénoterons par F (a?, y). Désignons aussi par o(,r, y) la fonction de x,y qui exprime l'aire de la section de ce solide faite perpendiculairement à l'axe desr et correspondante à l'abscisse ar; donc, en regardant y comme un paramètre constant, et ne faisant varier que .r, on aura, par le n" 27, lïujualion
Or la section, dont <^{x,y) est l'aire, est une courbe dont les abîTcisses sont j et les ordonnées perpendiculaires sont :;, et dont l'éijuation est
en regardant maintenant ce comme un paramètre constant qui ne varie que d'une section à l'autre. Donc, en prenant ;; à la place de y et y à
la place (le .r, on aura (numéro cité)
l'accent mis au bas de la caractéristique 9 dénotant la fonction dérivée ])ar rapport l\ y, comme nous l'avons pratiqué jusqu'à présent. On a donc les deux équations
F'(^,r)=9(-^.r) ei (f,{.r,x)=f[x,x],
d'où, éliminant la fonction marquée par ç,, après avoir pris les fonctions dérivées par rapport à y de la première équation, on aura
Ainsi, pour avoir la fonction F(.r, y) qui exprime la valeur ou la solidité du corps dont la surface est exprimée par l'équation
il faudra prendre la double fonction primitive de/(.2-, v) relativement à .r et à y.
78. On peut aussi parvenir directement à ce résultat par la considération suivante. Puisque ¥{jc, y) représente en général la partie du corps qui répond aux coordonnées Ji',y, il est clair que ¥[x-hi,y) — ¥[x,y) sera le segment compris entre les plans perpendiculaires à celui des x-, y qui répondent aux abscisses x et ,v-\-i et qui sont terminés par la même ordonnée y. Donc
F(;rH-/, ;-H- o] — F{x,y-\-o] ~F[x-hi,y] + V(x,x]
sera l'excès du segment qui est terminé par l'ordonnée y + 0 sur celui qui est terminé par l'ordonnée y et il est visible que cette différence n'est autre cbose qu'un prisme dont la base est le rectangle io, dont les arêtes sont les ordonnées :; de la surface qui répondent aux quatre angles de ce rectangle, c'est-à-dire les ordonnées /(a, y), /{.r-]-i,y), /{x,y+o), /[.r-\-i, y-ho:, et dont la base supérieui'c
est la partie de la surface interceptée entre ces quatre ordonnées. Or il est facile de voii- que la solidité de ce prisme curviligne est nécessairement comprise entre celles des deux prismes rectangulaires dont la base est la même io et dont les liauteurs sont la plus petite et la plus grande des quatre ordonnées dont nous venons de parler. Donc il ftuidi-a que la fonction Y[x,y) soit telle que la valeur de la quantité
F(x + i,y + o) — ^[x + i,x] — F(jr,j+o) + ¥[x,y]
soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur des quantités
iof[x,y), iof[x + i,y], iof[x,y -ho], io f\x + i, y ^ o),
quelque petites que soient les valeurs de i et de o.
Développons les fonctions marquées par F suivant les formules du n° 78 de la première Partie. En poussant la précision jusqu'aux troisièmes dimensions de / et de o, on aura la quantité
io F,{x,y) + — F;'{x -f- li, y^lo) + ~ F!,[ x + li, y + lo)
+ ^ [F"'(^ 4- >./, y+lo) - \'"\x + >./, j)]
+ ^[F,«(^ + ^^ r + ^o) - ¥Jx, y+lo]\
Développons de même les fonctions marquées par/, mais en s'arrêtanl aux premières dimensions de i et de o, à cause qu'elles sont déjà multipliées par io-, on aura les quatre quantités
iof{x,y),
iof[x, y) + i'of'[x + li, y),
iof[x,y) + io'' f,[x,y-hlo),
iof[x, y] + i-of'[x + li, y] + io-f,{x, y -4- lo],
et il faudra que la première quantité soit renfermée entre la plus grande et la plus petite de ces quatre dernières, en prenant pour i et o des quantités aussi petites qu'on voudra. Le coefficient >. peut être dif-
l'éi'ent dans les difTérentes fonctions, mais il doit être renfermé entre les limites o et i.
Or la différence de l'une à l'autre de celles-ci est, comme on voit, de l'ordre de i'o ou de io-, c'est-à-dire du troisième ordre, en regardant i et o comme très-petites du premier. IMais la différence entre la première quantité et l'une quelconque des quatre dernières est
io[V',[x,y)—f[x,y\\,
avec des lermes du troisième ordre; donc, pour que cette différence soit toujours plus petite que la différence précédente, qui n'est que (\\\ troisième ordre, il est nécessaire que le premier terme, qui est du second ordre, soit nul; autrement, il serait possible de prendre les accroissements i et o assez petits pour (jue ce premier terme surpassât tous les termes du troisième ordre et que par conséquent la première quantité tombât hors des limites formées par les quatre autres quantités. Il faudra donc que l'on ait
io\y',[x,y) —f\x,y)'\ = o,
et, par conséquent,
comme nous l'avons trouvé plus haut.
79. Supposons maintenant (jue lu fonction Y[x,y) représente la mesure de la surface. Dans ce cas, il est clair que la quantité
Y[x + i,y-ho) — F[x -4- /,^v) — ¥{x,y+o) + F(^, y]
représentera la portion de surface comprise entre les quatre faces du prisme droit qui a io pour base.
Imaginons qu'aux extrémités des quatre ordonnées qui forment les arêtes de ce prisme on mène quatre plans tangents à la surface dans ces points; on pourra prouver, par un raisonnement analogue à celui du n° 29 relatif aux tangentes, que la portion de surface qui forme la base supérieure du prisme sera comprise entre la plus grande et la
j)lus petite section du prisme, faites par les quatre plans tangents de la surface courbe.
Soit a l'angle que le plan tangent à l'extrémité de l'ordonnée z fait avec l'axe des a-, y; on aura (n" 39)
tanga= y/3'--+- z'r.
Ov ou sait, par la Géométrie, ({ue la mesure de la projection d'un plan est égale à celle de ce plan multipliée par le cosinus de son inclinaison sur le plan de projection. Donc, puisque les sections du prisme dont il s'agit ont toutes pour projection le même rectangle io, la mesure de la section faite par le plan qui touche la surface à l'extrémité de l'oi'-
donnée - sera ; mais on a cosoc=r ; donc la mesure de
cosa ^,, _(_;'. + 2;
cette section sera
10 ^i -+- c'2+ z'r, savoir, en substituant y(^,j) à z.
io ^u + [f'{x, r]y+U]{x,r)]\
Faisons, pour abréger, v'i + L/'i-^''j)]" ~l~[/('^'' 7)]' = ?(•'"' j)5 on
aura
ioci>{x,x)
pour la mesure de la section dont il s'agit, et, mettant .r-\-i, y-\-o à la place de ^, y, on aura celle des sections faites par les trois autres plans (|ui touciienl !a surface aux extrémités des ordonnées /(a- -[- /, v), /\.r, vM- o) et/(a • + i, y H- o). Donc il faudra que la quantité
soil toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des quatre ([uantités
/o<p(.r,r), io(^[x -h /,j-), io (^[x,y -\- o), io cflx -\- i, y -<ro] ,
et, par une a^ialyse semblable à celle du numéro précédent, on en conclura la condition
V:{x,y) = cf{x, y) = v'i + [/'i-^.'J-)]' + \'.f
80. On voit par là que l'ordonnée z d'une surface est la double fonction prime prise par rapport à ce el v de la fonction qui exprime le
volume ou la solidité du corps, et que la quantité \/i-i-z - + zf est la double fonction prime de la fonction qui exprime la surface elle-même. Ainsi, l'oi'donnée z étant donnée en fonction de .x et v, il faudra prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidité et la double fonction primitive de \i -h z'- -\- zf pour avoir la surface. On est libre de commencer par la fonction primitive relative à oc ou à y; mais la première fonction primitive admettra pour constante une fonction de l'autre variable qu'on aura regardée comme constante, et il faudra déterminer cette fonction conformément aux limites données de la surface. On déterminera ensuite, d'après ces limites, la première variable en fonction de la seconde, par rapport à laquelle on prendra de nouveau la fonction primitive.
81. Si, pour faciliter la recliercbe des doubles fonctions primitives ou pour d'autres vues, on voulait cbanger les variables oc, y en d'autres variables t et ii, dont celles-là seraient des fonctions données, il faudrait, par les principes établis dans la première Partie (n" 50), multiplier d'abord les fonctions regardées comme dérivées doubles par .r'y'; mais ensuite on ne pourrait pas substituer immédiatement les valeurs de x' , y' en /' et u , parce qu'en prenant la fonction primitive par raj>port à l'une des variables l'autre doit être regardée comme constante.
Soit/(.r,j) la fonction dont il s'agit d'avoir la double fonction primitive; pour cbanger les variables .r, y en d'autres variables t et u, on la mettra d'abord sous la forme .r'y'/(.r, y). Supposons qu'à la place de la variable x, par rapport à laquelle on veut prendre d'abord la fonction primitive en regardant y comme constante, on substitue une l'onction donnée de t et de y, / étant une nouvelle variable qui remplacera -r.
Soit .r= :-(/,/); on aura, en ne faisant varier que t.
et la fonction proposée deviendra
dont il i'andra prendre la fonction primitive par rap[)ort a /, y étant regardée comme constante, et ensuite par rapport à y, t étant regardée comme constante. Or on peut aussi substituer à la place de y une autre variable u et supposer, puisque t est à son égard constante,
ce qui donnera, en ne faisant varier que u,
Ainsi la fonction proposée deviendra
laquelle ne renferme plus que t et u, à cause de
et dont on pourra prendre la double fonction primitive par rapport a t et à M.
Puisque a' = (p(/,y) ci y^^t, u), on aura, après la substitution de y, X égale à une simple fonction de t et a, que nous dénoterons par y (/, u), de manière que les transformations de x et y en / et u seront représentées par
Or l'équation identique
donne, en faisant varier séparément / et ^^
éliminant ^'(j), on aura
et cette valeur, étant substituée dans la dernière transformée de la fonction proposée, donnera
qu'on peut mettre sous cette forme plus simple,
dans laquelle x et r peuvent être des fonctions quelconques de t et u, et où les traits supérieurs indiquent les fonctions dérivées par rapport à / et les inférieurs indiquent les dérivées par rapport à //.
82. Ainsi, en regardant z comme une fonction de ^ et y donnée par la nature de la surface du corps, et supposant qu'on substitue à la place de x, y des fonctions quelconques de t et u, la solidité ou le volume du corps et sa surface seront représentés par les doubles fonctions primitives relatives à ^ et ^^ des formules
[x'r, — x,/] z ei {x'r, — x,/) v'n- ( s')^ + ( z,)^
où il faut remarquer que les fonctions dérivées de z doivent être prises par rapport à a: et j; mais, si l'on substitue tout de suite dans z, pour x et j, leurs valeurs en t et u, il est clair que s deviendra une simple fonction de / et a , et voici comment on pourra exprimer les dérivées de z par rapport à x et y par ses dérivées par rapport à / et «.
Pour distinguer ces dérivées les unes des autres, nous renfermerons les premières entre des parenthèses. Ainsi (s') et (sj désigneront les dérivées de z prises par rapport à x et r, et z', z^ désigneront simplement les dérivées de z prises par rapport a t et u, après la substitution des valeurs de x, y en t et u dans l'expression de z. En regardant donc :; comme fonction de x, y, et x, y comme fonctions de t, u, et prenant les dérivées séparément par rapport à ^ et à u, on aura, par les principes établis dans la première Partie,
z,=z[z']x,-\-{z,)x„ IX. ^0.
ce sont les valeurs qu'il faudra substituer dans le radical et, la substitution faite, on aura la formule
dont la double fonction primitive, prise par rapport à ^ et à u, donnera la surface du corps, les variables s, a;, j étant maintenant regardées comme de simples fonctions de / et ?/.
83. Ces expressions pour le volume et pour la surface d'un corps quelconque, dont les coordonnées x, y, z sont supposées fonctions de t et u, étant traduites en langage différentiel, deviennent
' (Ix (Ir dx dy
didii 1 , , ,
dl du du lit
et
, j Idx dy dx dy\'^ idz dx dz dxV^ Idz dy dz dyV- V \dt du du dt j \dt au du dt j \dl. du du dt }
et représentent les éléments infiniment petits du volume et de la surface, qu'il faut intégrer et compléter d'abord par rapport à l'une des deux variables t, u, et ensuite par rapport à l'autre.
84. Pour donner une application de ces formules, nous supposerons (jue le corps, dont on cberche la solidité et la surface, soit un ellipsoïde (juelconque dont les trois demi-axes soient a, b, c; l'équation de sa surface entre les trois coordonnées rectangles x, y, s, parallèles aux demi-axes a, h, c, sera représentée ainsi,
x- y- za- b- c-
d'où l'on aura z en fonction de x et y.
SECONDE PAUTIE. - CUAPITUE XIV.
Mais 011 évitera l'irrationnalité de z en prenant deux angles indélerminés / et u, vl en taisant
.r = a sint co?i(, y = h siii / s\nn.
c cost:
et, pour avoir le volume et la surface de tout l'ellipsoïde, il suffira, après les substitutions, de prendre les fonctions primitives séparément par rapport à / et ic, depuis / = o jusqu'à t égal à deux angles droits et depuis z.' — o jusqu'à u égal à quatre angles droits; car cette transformation des coordonnées de l'ellipsoïde, qu-e JM. Ivory parait avoir employée le premier pour faciliter le calcul de l'attraction de ce solide {Transactions philosophiques de 1809, vol. XI), a l'avantage de rendre indépendantes les fonctions primitives relatives à / et « lorsque la double fonction primitive doit s'étendre à la surface entière.
En pi'enant les fonctions dérivées des a;, y, z par rapport à / et à w, on aura
X-' =^ a cost cosu, )-'=^bcosts\nu, z'=: — csinl
X 1^ — rtsiii^sin», y\^=bs\nt cosu, z, = 0;
et de là on aura
ah sin / ces /, ac sin- 1 sin u, bc s\n- 1 cosu,
de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de l'ellipsoïde deviendront
abc sin l cos-f, sint \la-b'- ces'-/ -+- 6--(a^sin-« -•- b- ces- h) sin- /,
dont il faudra prendre les fonctions primitives depuis t = o jusqu'à / = - et depuis u = o jusqu'à u=: 2-, - étant la demi-péripbérie.
Considérons d'abord la formule
abc sint cos-t pour le volume. En substituant i— sin-^ à la place de cos-/ et ensuite
jsin/ — {sin3/ au lieu de siu-'/, elle devient
(ibc , . . „ ,
— ,- sin/ -H sin3r\
dont lu Ibnclion primitive, prise de manière qu'elle commence où
t — o, est
abc ( I — cos3 A
-r-('-cos^ + . 3— j.
Faisant /! = -, ce qui donne cos/=: — r et cos3/ — — i, elle se réduit
. ■?. abc a -^-.
Il faut prendre encore la fonction primitive de celle-ci par rapport à a depuis u ==o jusqu'à u = 2-; et comme la variable 11, dont la fonction prime est i , ne s'y trouve pas, il n'y aura qu'à multiplier simplement par 2-, ce qui donnera
\abc
pour la solidité ou le volume du sphéroïde entier dont a, b, c sont les trois demi-axes.
86. Venons à la formule relative à la surface et supposons d'abord, pour la simplifier, « = 6, ce qui donne un sphéroïde de révolution autour de l'axe 2c; elle deviendra
a sin t \b'- ces- / -1- c- sin- 1 ,
où l'on voit que l'angle u a disparu; je conserve la lettre h sous le signe, pour plus de généralité.
Faisons cos/ = . y, on aurasinz = — /; d'ailleurs on a sin-/— 1 — 5- : on aura ainsi la ti'ansformée
— as' sjc'^ -+- ( 6- — v- )s- , .
dont il faudra prendre la fonction primitive depuis s 1- 1 jusqu'à
Soit b- — r- = e'- ; on aura la fonction primitive par rapport à .v,
as ,— -— ac-
vc- -h e-s- H \[\c- + e-s- — es)\
■le
faisant s — i, elle se réduit à
ah ac- , , ,
2 le
et, faisant s = -~i, elle devient
ob ac-
Donc la fonction primitive complète, relativement à .v ou à /, sera
, ac- , b -h e
ab H 1 , •
xe b — e
Il faut de nouveau en prendre la fonction primitive relative à «; et comme la variable u ne s'y trouve pas, on se contentera de la multiplier par 2tc; et, faisant maintenant b^=a, on aura, pour la surface entière du sphéroïde formé par la révolution d'une ellipse dont les demi-axes sont « et c autour du petit axe 2c, la formule
T.ac- , a -\- e
ir.a-~\-
où e est l'excentricité = \ia- — c'\
Pour que la valeur de e soit réelle, il faut que a^^c, et, par conséquent, que le sphéroïde soit aplati et formé par la révolution de l'ellipse autour de son petit axe 2c.
Si l'on voulait avoir la surface d'un sphéroïde allongé formé par la révolution d'une ellipse autour de son grand axe, il faudrait prendre 2c pour son grand axe : alors la valeur de e deviendrait imaginaire. Soit pour ce cas, c- — a- = E- ; on aura
et, passant des logarithmes imaginaires aux arcs réels par les formules
(lu n° 22 (I'^ Partie), on aura, pour la surface cherchée, la formule
•a^H -^— angle (lang-j
87. Si l'on n'avait pas fait a — b, el qu'on eût supposé, en général,
.^„ «2 sifja u -+- b- CCS- M
on eût eu, pour la fonction primitive relative à t, la formule
ab H I7 ,
ie b — e
où
et il aurait été impossible, dans l'état actuel de l'Analyse, de trouver la fonction primitive de celle-ci relative à v. Mais on peut toujours avoir cette fonction par approximation lorsque la différence des demiaxes a el b est assez petite.
Soit — -:; — — i: cette quantité étant positive ou négative, la quantité V- deviendra i-\-icos-ii, et il n'y aura qu'à mettre, dans la formule précédente, c-(i -hicos^u) à la place dec-V-, ensuite développer par rapport à i. Donc, si l'on suppose
ar^- ,b+^b^-c^^^^^^^^
on aura, en développant par les fonctions dérivées relatives à c-, la série
ab -^f(c'^) +f'{c'-) e- .■ cos^ h ^- ^/"(c-) C' /^ ces'- "+^ f"'[c'-) c» i^' cose «+...,
dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives à u depuis H — o jusqu'à u — 27:.
Désignons par ara, 2-fi, a-y, ... les fonctions primitives de cos^w, cos^«, cos";.', ... prises entre ces limites; on aura, pour la surface de
rollipsoide dont a, h, c sont les trois demi-axes, l'expression
ab+f[c-^)-r-xvUf\c-^] + l^c-''/^/"(c2)+ ^-y6-«/'/"'(c-^;
série qui sera d'autant plus convergente que la quantité i sera plus petite.
A l'égard des coefficients a, fl, y, . . ., il est facile de les déterminer en résolvant les puissances de cosm en cosinus d'angles multiples de // parle moyen de l'expression exponentielle imaginaire de cosï<(n" 22, I'"* Partie), et, comme les cosinus ont pour fonctions primitives les sinus correspondants, lesquels deviennent nuls aux deux extrémités où ;/— o et 11 = 2-, il s'ensuit qu'il ne restera que les termes indépendants de //, multipliés par 2::, où il est facile de voir que ces termes ne sont que les coefficients du terme moyen du binôme, élevé k la deuxième, à la quatrième, à la sixième, etc. puissance, divisé par la même puissance de 2. Ainsi l'on aura
CHAPITRE PREMIER
DE L Or.JET DE LA MECANIQUE. DU MOUVEMENT UNIFOUME ET DU MOUVEMENT UNIFORMÉMENT ACCÉLÉIIÉ. DU MOUVEMENT RECTILIGNE EN GÉNÉRAL. RELATION ENTRE l'espace, LA VITESSE ET LA FORCE ACCÉLÉRATRICE.
1. Nous allons employer la théorie des fonctions dans la Mécanique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps, que nous désignerons toujours par /, et, comme la position d'un point dans l'espace dépend de ti'ois coordonnées rectangulaires x, y, z, ces coordonnées, dans les problèmes de Mécanique, seront censées être des fonctions de t. Ainsi, on peut regarder la Mécanique comme une Géométrie à quatre dimensions et l'Analyse mécanique comme une extension de l'Analyse géométrique.
Considérons d'abord le mouvement rectiligne et supposons que 'x soit l'espace parcouru pendant le temps t; on aura x =/[t), et la fonction/(/) devra être telle qu'elle devienne nulle lorsque ; = o. La forme la plus simple àef{t) est évidemment at, ce qui donne x = at, a étant une constante; ainsi, dans le mouvement représenté par cette équation, les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux temps écoulés depuis le commencement du mouvement, ce qui est la propriété du mouvement qu'on appelle uniforme. La constante a, qui exprime le
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rapport de l'espace au temps, est la mesure de ce qu'on nomme la vitesse; c'est le seul élément qui entre dans cette espèce de mouvement et par lequel un mouvement uniforme difière d'un autre mouvement uniforme.
L'observation et l'expérience nous font voir (ju'un corps mis en mouvement d'une manière quelconque, si l'on écarte toutes les causes d'altération ([ui peuvent agir sur lui, continue à se mouvoir de luimême d'un mouvement rcctiligne et uniforme, d'où il suit que la vitesse, une fois imprimée, se conserve toujours la même et suivant la même direction : c'est en quoi consiste la première loi du mouvement.
Si l'on représente le temps par l'abscisse et l'espace parcouru par l'ordonnée d'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mouvement uniforme une droite passant par l'origine des abscisses et que la tangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe sera la mesure de la vitesse du mouvement.
2. La fonction de t la plus simple après at est ht-; en prenant cette expression pour/^V), on aura une autre espèce de mouvement rcctiligne représenté par l'équation a: = 6^-, dans huiuelle les espaces parcourus depuis l'origine du mouvement sont proportionnels aux carrés du temps.
L'observation et l'expérience nous présentent aussi journellement ce mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en faisant abstraction de la résistance de l'air et de toute autre cause étrangère d'altération. La constante b, qui est le seul élément qui entre dans la constitution de ce mouvement, est la même pour tous les corps dans le même lieu de la Terre et dépend de la force de la gravité qui le produit et qui agit sans cesse de la même manière sur le mobile. Ainsi, ce mouvement ne se continue qu'en vertu de la force, qu'on peut regarder comme une cause extérieure agissant continuellement sur le corps et dont le coefficient b est la mesure.
Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande raison que les temps, on le nomme mouvement accéléré, et, en particu-
lier, on appelle celui dont il s'agit uniformément accélère , par la raison (|ue nous verrons dans un moment.
Si l'on représente ici le temps par l'abscisse et l'espace parcouru par rordonnée d'une courbe, on voi( (}ne cette courbe sera une parabole
dont le paramètre sera -j et dont l'axe principal sera l'axe des ordonnées y.
Le mouvement le plus simple, après celui (jue nous venons de considérer, serait celui où l'on aurait a: = c/'; mais la nature ne nous offre aucun mouvement simple de cette espèce, et nous ignorons ce que le coefficient c pourrait représenter, en le considérant d'une manière absolue et indépendante des vitesses et des forces.
Ce sont là les mouvements simples dont toutes les autres espèces de mouvement peuvent être regardées comme composées, et l'art de la Mécanique consiste dans cette composition et décomposition, d'où résultent les rapports entre les temps, les espaces, les vitesses et les forces.
3. Si l'on réunit les deux espèces de mouvement que nous venons de considérer, on aura le mouvement représenté par l'équation
x^^ at + ht-,
qui sera, par conséquent, composé d'un mouvement uniforme et d'un mouvement uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des deux causes qui peuvent produire cbacun d'eux en particulier, c'està-dii-e d'une vitesse proportionnelle à a, primitivement imprimée, et d'une force accélératrice proportionnelle à b, agissant continuellement sur le mobile.
La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvements dans les corps pesants lancés verticalement de haut en bas ou de bas en haut, en faisant abstraction de la résistance de l'air et de toute autre cause étrangère. Dans les corps lancés verticalement de haut en bas, la force b agit dans la direction même du mouvement, con)me nous le supposons; mais, dans les corps lancés verticalement de bas en
haut, la force b agit en sens contraire et devient par conséquent négative; elle tend ainsi à retarder le mouvement du corps et s'appelle alors ybrce retardatrice. Le mouvement lui-même s'appelle, dans ce cas, uniformément retarde.
L'observation nous fait voir que, dans la composition de ces deux mouvements, chacun d'eux se conserve comme s'il était seul dans le mobile, de manière que l'espace parcouru au bout d'un temps quelconque est exactement la somme ou la différence des espaces que le mobile aurait parcourus séparément, en vertu des deux causes qui produisent les deux mouvements, de sorte que le résultat, c'est-à-dire l'espace parcouru, est le même que si les deux mouvements avaient lieu séparément et successivement.
4. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelconque représenté par l'équation x —f[t), f[t) étant une fonction quelconque de /. xVu bout du temps t, le mobile aura parcouru l'espace /(/), et, au bout du temps ï + 0, il aura parcouru respace/(/! + 0); par conséquent, la différence /(/ + 0) —y'(^) sera l'espace parcouru pendant le temps Q, qui a commencé à l'instant où le temps t a fini. La fonction f[t + H), étant développée suivant les puissances de 0, devient
comme on l'a vu dans la première Partie; donc l'espace parcouru durant le temps 6 sera représenté par la formule
dans laquelle le temps t écoulé avant le temps 0 est maintenant regardé comme une constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace est parcouru sera composé de différents mouvements partiels, dont les
espaces répondant au temps 6 seront 0/'(/), —/"{t), -^./'"[t], ..., et
l'on voit que le premier de ces mouvements partiels sera uniforme avec
une vitesse mesurée par /'(i) (n" 2) et que le second sera uniformément accéléré et dû à une force accélératrice proportionnelle à r,f"[t) (n° 3). A l'égard des autres, comme ils ne se rapportent à aucun mouvement simple connu, il ne sera pas nécessaire de les considérer en particulier, et nous allons faire voir qu'on peut en faire abstraction dans la détermination du mouvement au commencement du temps 0. En effet, si l'on développe la fonction /(^ + 0) par notre formule générale de la première Partie (n°* 40, 78), on aura
/(/) + Bf'[t] + ^/"(/) + ^/'"(^ + U),
A étant un coefficient inconnu, dont la valeur est nécessairement comprise entre o et i , de sorte que l'espace parcouru dans le temps 8 sera exprimé exactement par la formule
Les deux premiers termes représentent, comme l'on voit, le mouvement composé d'uniforme et d'uniformément accéléré; le troisième représente la totalité des autres mouvements qui se combinent avec celui-là et qui empêchent le vrai mouvement d'être un simple résultat de ces deux. Mais j'observe qu'on peut prendre 0 assez petit pour que
le mouvement composé des deux termes 0/''(^)-i /"(O approche
plus du véritable mouvement que ne pourrait faire tout autre mouvement composé d'un mouvement uniforme et d'un mouvement uniformément accéléré; car la différence des espaces parcourus, pendant le temps 0, par le mouvement composé dont il s'agit et par le véritable
mouvement sera exprimée par — 5 /'"( ^ -+- 7.0 ) ; mais l'espace parcouru par tout autre mouvement composé d'un uniforme et d'un uniformément accéléré étant représenté par aO + hO- (n° 3), la différence entre cet espace et le véritable espace parcouru sera
et il est aisé de prouver, par un laisonnement semblable à celui du il" 3 de la deuxième Partie, que, tant que a et h diffèrent de/'(/) et ^/"{t), on pourra toujours prendre 0 assez petit pour que cette dernière différence surpasse la première, et que, des que cette condition aura lieu pour une valeur de 0, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes les valeurs plus petites. Donc le terme 0/'(i) exprime tout ce qu'il peut y avoir d'uniforme dans le mouvement proposé, considéré
au commencement du temps 0, et le terme —f"{t) exprime de même
tout ce qu'il peut y avoir dans ce mouvement d'uniformément accéléré.
On peut conclure de là que tout mouvement rectiligne, représenté par l'équation x=^f[t), peut, dans un instant quelconque au bout du temps t, être regardé comme composé d'un mouvement uniforme dû à une vitesse imprimée au mobile, mesurée par/'(^), et d'un mouvement uniformément accéléré dû à une force accélératrice agissant sur le mobile et proportionnelle à {/"{t) ou simplement \i f"[t); que, par conséquent, si les causes qui empêchent le mouvement proposé d'être uniforme venaient à cesser tout à coup, le mouvement se continuerait, dès cet instant, d'une manière uniforme avec une vitesse mesurée par/'(/); et que, si l'effet de ces causes, au lieu de devenir nul, devenait constant, le mouvement deviendrait composé du mouvement uniforme dont nous venons de parler et d'un mouvement uniformément accéléré, commençant au même instant, en vertu d'une force accélératrice constante et proportionnelle à /"(/).
Plusieurs phénomènes de la nature, et surtout les résultats des différentes expériences qu'on a imaginées sur la chute des corps, confirment pleinement la conclusion que nous venons de trouver, et qui doit être regardée comme le principe fondamental de toute la théorie du mouvement.
5. Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel l'espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la fonction prime de cette fonction représentera la vitesse et la fonction seconde représentera la force accélératrice dans un instant (juelconque, car.
comme les temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des choses hétérogènes qu'on ne peut comparer ensemble qu'après les avoir réduites en nombres, en les rapportant chacune à une unité déterminée dans son espèce, nous pouvons, pour plus de simplicité, exprimer immédiatement la vitesse et la force par les fonctions primes et s(>condes, comme nous exprimons l'espace par la fonction primitive. D'où l'on voit que les fonctions primes et secondes se présentent naturellement dans la Mécanique, où elles ont une valeur et une signification déterminées; c'est ce qui a porté Newton à établir le Calcul des fluxions sur la considération du mouvement. Ainsi l'espace, la vitesse et la force, étant regardés comme des fonctions du temps, sont représentés respectivement par la fonction primitive, par sa fonction prime et par sa fonction seconde, de manière que, connaissant l'expression de l'espace par le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse et de la force par l'analyse directe des fonctions; mais, si l'on ne connaît que la vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter aux équations primitives par les règles de l'analyse inverse.
Ces notions de la vitesse et de la force accélératrice sont, comme l'on voit, très-simples et indépendantes de toute métaphysique. Elles sont fondées sur la nature du mouvement regardé comme le transport d'un corps d'un lieu à un autre. Si un corps demeure en repos, sa vitesse est évidemment nulle; mais il peut éprouver l'action d'une force accélératrice qui, étant arrêtée par quelque obstacle, ne produit qu'une tendance au mouvement. Cette force est alors ce qu'on appelle pression ou force morte et peut être comparée à l'action qu'un corps pesant exerce sur l'obstacle qui l'empêche de tomber.
6. Désignons par x l'espace parcouru durant le temps t; en regardant X comme fonction de t, on aura, suivant la notation employée jusqu'ici, x' pour la vitesse au bout de ce temps, et x" pour la force accélératrice dans le même instant, d'où l'on voit que, si la loi du mouvement est donnée par une relation entre le temps, l'espace, la vitesse et la force, on aura une équation du second ordre entre /, x.
x\ x", d'où il faudra tirer l'équation primitive en /, en x par les règles de l'analyse inverse des fonctions, et l'on déterminera les deux constantes arbitraires qui entreront dans cette équation par les valeurs données de x et x' dans un instant donné, c'est-à-dire par l'espace et la vitesse, qu'on suppose connus dans cet instant.
Dans le mouvement uniforme représenté par l'équation x = at, on
aura donc
ainsi le coefficient a, rapport de l'espace parcouru au temps, exprimera la vitesse, et la force accélératrice sera nulle. Dans le mouvement uniformément accéléré et représenté \)i{rx = bt-, on aura
x'=ibt et x"z^'îb.
Donc la vitesse, dans un instant quelconque, est proportionnelle au temps écoulé depuis l'origine du mouvement. Le rapport entre la vitesse et le temps exprime la force accélératrice et est double du rapport entre l'espace parcouru et le carré du temps. L'augmentation continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espèce de mouvement lui a fait donner le nom de mouvement uniformément accéléré.
Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les forces accélératrices, c'est de prendre la force de la gravité dans un lieu donné pour l'unité. x4insi l'on aura, pour les corps pesants,
donc
il) ^ 1 et 6 = -;
de sorte qu'on peut déterminer la vitesse par la racine carrée du double de la hauteur d'où un corps pesant doit tomber pour acquérir cette vitesse. Par conséquent, si l'on veut prendre une vitesse donnée pour l'unité des vitesses, il faudra alors prendre, -pour l'unité des espaces, le double de la hauteur nécessaire pour la produire.
CHAPITRE II
DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS, ET EN PAUTICl'LIER DE CELLE DE TROIS MOUVEMENTS UNIFORMES. DE LA COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES VITESSES ET DES FORCES. DE LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES DANS LE VIDE.
7. Nous venons d'examiner la nature et les propriétés du mouvenienl rectiligne; le mouvement curviligne se réduit naturellement à deux ou trois mouvements rectilignes, suivant que la courbe décrite par le mobile est à simple ou à double courbure. En effet, en rapportant cette courbe à deux ou trois coordonnées rectangulaires a:, }', z, il est clair que la détermination du point de la courbe où le mobile se trouvera à cbaque instant, dépendra de la valeur de ces coordonnées au même instant, de sorte que cbacune de ces coordonnées sera une fonction donnée du temps , et pourra représenter l'espace rectiligne parcouru par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur chacun des trois axes des mêmes coordonnées.
Ainsi, si le mouvement se fait dans un plan, il pourra être représenté par les deux équations
d'où, éliminant /, on aura en a; et j l'équation de la ligne parcourue par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans différents, il sera représenté alors par les trois équations
d'où, éliminant t, on aura deux équations en œ, y, z, qui détermineronl la ligne à double courbure décrite par le corps.
IX
Supposons d'abord que les trois mouvements relatifs aux axes des ,r, y, z soient uniformes; on aura
x=^at, y=ht, :=zct,
a, h, c étant les vitesses de ces mouvements. Éliminant /, on aura
hx ex
deux équations qui appartiennent à une ligne droite passant par l'oiigine. des coordonnées, et dont les projections sur les plans des xy et
des xz font, avec l'axe des x, des angles dont - et - sont les tan-
gentes. La partie de cette droite qui répond aux coordonnées x,y, z sera donc
ce sera l'espace décrit pendant le temps /, en vertu des trois mouvements uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligne et uniforme, avec une vitesse égale à \!a- -hb'--h c'-. A l'égard de sa direction, il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées .r, y, z, et il est visible que, puisque at, ht, et sont les projections de la ligne / \(d- -\- b- + c- sur les trois axes, les rapports
seront les cosinus des angles que cette direction fait avec les mêmes axes. La somme des carrés de ces cosinus est, comme l'on voit, égale à l'unité, ce qui est la propriété connue des angles qu'une même droite fait avec trois autres droites perpendiculaires entre elles.
Nommons A la vitesse du mouvement composé et a, fi, y les
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes; on
aura
et
--- = cosa, — r= cos3, — =;cosy,
d'où l'on tire
rt = Acosa, 6 = Acos|3, r==Acosy.
On voit par là comment la vitesse A d'un mouvement uniforme, suivant une direction donnée, peut se décomposer dans trois vitesses a, h, c suivant des directions perpendiculaires entre elles.
Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des directions données, faisant avec trois axes perpendiculaires entre eux les angles respectifs a, [i,y etX, u.,v, il en résulterait, suivant ces mêmes axes, les vitesses composées
A cosa + BeosX, A cos(3 -I- B coS|U, A cosy -+- B cosv,
et ces vitesses donneraient une vitesse unique C, avec une direction qui ferait, avec les mêmes axes, les angles n, p, -7, de manière que l'on aurait
C cosnj= A cosa -\- B cosX,
C cosp = A CCS [3 + B cos|7.,
Ccos(7 = A ces y -f- Bcosv.
Comme les lignes Acosa, Acosjâ, Acosy sont les projections sur les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse A, et ainsi des autres quantités semblables, il est facile de conclure des équations précédentes que, si l'on place les deux lignes A et B l'une au bout de l'autre suivant leurs propres directions, la ligne G joindra ces lignes, de sorte que A, B, C seront les trois côtés d'un triangle, et, si sur les deux lignes A et B partant d'un même point on construit un parallélogramme, la ligne C en sera la diagonale. De cette manière, la composition et décomposition des vitesses se réduit à une considération géométrique très-simple; mais, pour le calcul, il est plus simple encore de tout rapporter à trois axes perpendiculaires entre eux par les formules précédentes, qu'on peut étendre à autant de vitesses qu'on aura à composer.
Nous remarquerons encore que, si l'on nomme A l'angle des deux lignes A et B partant d'un même point, le carré de la ligne qui les
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joindra sera exprimé, comme l'on sait, par
A=— 2ABcosAh-B^
D'un autre côté, en considérant les projections de ces lignes, il est aisé de voir que ce même carré sera exprimé par
(A cosiz — B cosX)--f- (A CCS [3 — Bcos,u)--i- (A cosy — Bcosv)'- ^ A- -I- B- ~ 2 AB(co3a cosX + ces [3 cosy. -f- cosy cosv),
d'où l'on tire, par la comparaison,
CCS A ^ cosa cosX + cos!3cosp. H- cosy cosv,
équation qui donne la relation entre l'angle A de deux lignes et les angles a, [3, y et >., a, v que ces lignes font avec trois axes perpendiculaires entre eux. Cette relation est connue dans la Trigonométrie sphérique; mais, comme nous aurons occasion d'en faire usage dans la suite, nous avons été bien aise de la démontrer par la méthode des projections.
9. La considération des mouvements uniformes nous a donné la composition et la décomposition des vitesses; celle des mouvements uniformément accélérés nous donnera de même la composition et la décomposition des forces.
En effet, supposons que les trois mouvements rectilignes suivant les axes des coordonnées .r, j, z soient uniformément accélérés et produits par des forces accélératrices g, h, k; on aura (n° 6)
L'élimination de / donne
hx kx
(;e qui fait voir que la ligne décrite en vertu de ces mouvements est aussi une droite passant par l'origine des coordonnées. La partie de
cette droite qui répond aux coordonnées ce, y, z sera donc aussi
\/x- -+- y- 4- z- = ! /- i^ig- -+- II- + k'-;
ce sera l'espace parcouru par le mouvement composé pendant le temps t, d'où l'on voit que ce mouvement sera aussi uniformément accéléré et dû à une force accélératrice égale à \J g- -\- li- -}- k.- , et, comme les lignes T.gt-, \ht-, ^kt- sont les projections de la ligne {t"^ sj g- ^ fi^ -^- ksur les trois axes, les rapports
seront les cosinus des angles que la direction du mouvement composé fera avec les mêmes axes.
On voit par là que la composition des mouvements uniformément accélérés suit les mêmes règles que celle des mouvements uniformes, et que, par conséquent, la composition et décomposition des forces se fait de la même manière que celle des vitesses, de sorte que les formules trouvées dans le numéro précédent s'appliqueront également aux forces accélératrices, en substituant simplement les forces aux vitesses.
Ainsi, si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H, suivant des directions données, dont les angles avec trois axes perpendiculaires entre eux soient respectivement a, p, y et )., [j., v, il en résultera, suivant les directions des trois axes, les forces composées
G cosa -(- H cos^, G CCS ^ -h H ces p, Gcosy + Hcosv;
et, si K est la force unique résultante de celle-ci, en nommant r^, ;, t les angles que sa direction fera avec les mêmes axes, on aura les équations
K COSTn= Cm cosa + II cos>, K cosp = G cos(3 + II cosfx, K cosc- — G cosy H- II cosv.
Cette manière de considérer la composition des vitesses et celle des
forces comme des résultats de la composition des espaces parcourus me |)araît la plus naturelle, et elle a l'avantage de faire voir clairement pourquoi la composition des forces suit nécessairement les mêmes lois que celle des vitesses. Comme on peut considérer les forces indépendamment du mouvement, on a cherché à déduire leur composition de principes purement géométriques ou analytiques; mais il ne serait pas imi)ossihle de prouver que toutes les démonstrations qu'on a données (h' la composition des forces ne sont que la composition des espaces, déguisée; il n'en faut peut-être excepter que celles qui sont fondées sur l'équilihre du levier droit.
JO. Si les mouvements suivant les axes des coordonnées étaient composés d'uniformes et d'uniformément accélérés, de manière que l'on eût
alors la ligne décrite en vertu de ces mouvements ne serait plus droite; elle serait seulement dans un même plan passant pai- l'origine des coordonnées, car, en éliminant t et t- des trois équations, on aurait une
équation de la forme
Ix + my -\- nz = o.
î\Iais on peut composer à part les trois mouvements uniformes et les trois mouvements uniformément accélérés; et il en résultera un mouvement composé d'un simple mouvement uniforme suivant une direction donnée, et d'un simple mouvement uniformément accéléré suivant une autre direction donnée.
La nature nous présente aussi la comhinaison de ces mouvements dans les projectiles lancés obliquement à l'horizon, en faisant ahstraction de la résistance (h' l'air. Le mouvement uniforme, effet de la vitesse imprimée, se continue en ligne droite, comme s'il était seul; et le mouvement uniformément accéléré, effet de la gravité du corps, se continue aussi verticalement de haut en bas, comme s'il était unique dans le mobile, de manière qu'au bout d'un temps quelconque le corps se trouve au même point où il serait si ces deux mouvements s'elfec-
tuaitMil successivement et indépendammont l'uii do l'autre; (>t à chaque instant, le corps a à la fois la vitesse du mouvement uiiilbrinc et la vitesse du mouvement uniformément accéléré, et de ces deux vitesses suivant des directions diflerentes, se compose la vitesse du projectile.
Soit H la hauteur d'où il faudrait qu'un corps tombât pour acquérir la vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement à l'horizon; cette vitesse sera exprimée par s/^U, en prenant la force accélératrice de la gravité pour l'unité (n° 6). De là, en prenant les abscisses .r horizontales et dans le plan de la ligne de projection, et les ordonnées )verticales et dirigées de haut en bas, et nommant a l'inclinaison de la ligne de projection avec l'horizontale oc, on aura y/sHcosa et y/aHsina pour les vitesses horizontale et verticale : donc les expressions de .r et y deviendront
X =r / )/■! H ces X et j = / \/'2 H sin a — | r-,
parce que, la direction de la gravité étant contraire à celle des ordonnées y, le terme ^t'-, dû à l'accélération de la gravité, doit être pris négativement. En éliminant / de ces équations, on aura
j = X langa
4 H CCS- a
équation à une parabole, d'où l'on pourra déduire les propriétés connues de la trajectoire des projectiles dans le vide; mais ce n'est pas ici le lieu d'entrer dans ce détail.
CHAPITRE III
DU MOUVEMENT CURVILIGNE. DES VITESSES ET DES FORCES DANS CES MOUVEMENTS. EQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT d'uN CORPS SOLLICITÉ PAR DES FORCES QUELCONQUES. DE LA MANIÈRE d'ÉLIMINER LE TEMPS DANS CES ÉQUATIONS POUR TROlTVER LA COURBE DÉCRITE PAR LE CORPS.
11. Considérons maintenant un mouvement quelconque, et supposons que les coordonnées ^r, j, z de la courbe décrite par le mobile soient des fonctions données du temps /, Dans un instant quelconque, au bout du temps /, le corps aura, suivant la direction de l'axe des a-, la vitesse ce' et la force accélératrice x" (n" 6); il aura pareillement, suivant la direction de l'axe des y, la vitesse y' et la force accélératrice j", et, suivant la direction de l'axe des z, la vitesse :;' et la force accélératrice z". Donc les trois vitesses .r', y ; 3' donneront la vitesse composée s/ir;'^ + /^-j-z'-, que nous appellerons u, dont la direction
fera avec les trois axes des angles dont les cosinus seront ^, — ,
— ■, de sorte que, nommant a, [E, y ces angles, on aura (n° 8)
x' =z ucosx, y :^ itc.os^, z' = ucosy.
Nous remarquerons d'abord ici que l'expression de la vitesse u du mobile est la même que celle de la fonction prime de l'arc de la courbe parcourue (n" 37, IF Partie), de sorte que, nommant en général s l'espace curviligne parcouru par le corps et le regardant comme une fonction du temps, on aura s' pour vitesse réelle du mobile, comme si le mouvement était rectiligne. Nous remarquerons ensuite que la direc-
tion de cette vitesse sera la même que celle de la tangente de la courbe; car, par les formules du n° 33 de la deuxième Partie, on voit que y' et z' sont les tangentes des angles que la tangente de la courbe projetée sur le plan des x et r et sur celui des œ et z fait avec l'axe des .r ; mais, comme dans ces formules j et z sont supposées fonctions de .r, pour les appliquer au cas où l'on suppose .r, j, z fonctions d'une troisième variable /, il faudra, suivant la remarque du n" 50 de la première Partie,
substituer ^ et — à la place de j' et z', de sorte que les tangentes des angles dont il s'agit seront exprimées par ^ et — ; ces angles seront
donc les mêmes que ceux des projections sur les mêmes plans de la ligne qui serait décrite par la vitesse composée de trois vitesses x',y', z' (n° 7); par conséquent, cette ligne coïncidera avec la tangente de la courbe. De là il suit que, si les causes qui empêchent le mouvement d'être rectiligne et uniforme venaient à cesser subitement dans un instant quelconque, le mobile continuerait son mouvement par la tangente avec une vitesse égale à la fonction prime de l'arc décrit.
Suivant le Calcul différentiel, les fonctions primes a?', y', z' sont représentées par -y-) -^» -7^» et les fonctions secondes ce", y", s" par -t—-,
-jp-, -j-i en prenant dt constant.
12. Les trois forces accélératrices x", y", z" donneront de même (n° 9) une force unique exprimée par \lx"'^-{-y"'--\- z"', que nous appellerons P et dont la direction fera avec les trois axes des coordonnées x,
x" y" z" j, z des angles dont les cosinus seront -p» ^> -^■> de sorte que, nommant )., ly-, V ces angles, on aura
• x"=Pcos>., 7"=PcoSfx, z"=Pcosv.
Ainsi, connaissant la loi du mouvement du corps, c'est-à-dire les valeurs de x,y, z en t, on pourra trouver, par ces équations, la force accélératrice et sa direction à chaque instant, et, réciproquement, connaissant la force P avec les angles >., [j., v, on aura trois équations du IX. 45
second ordre qui serviront à détermine)' .r,j et z en /. Les problèmes de la première espèce ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions et sont, par conséquent, toujours résolubles; ceux de la seconde espèce dépendent de l'analyse inverse des fonctions et sont sujets à toutes les difficultés de cette analyse.
Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices P et Q suivant des directions faisant avec les axes des .r, y, z des angles y., [j., V pour la force P et ct, p, g pour la force Q, on aurait, par les formules des numéros cités,
^•"=: P cosX + Q cosnj, y = P cos/>t -+- Q cosp, z" = Pcosv -+- Qcoso-,
et ainsi de suite, pour tel nombre de forces qu'on voudra.
13. Supposons que les directions des forces P et Q fassent avec la tangente de la courbe les angles A, T; puisque, dans les formules du n° 11, les angles a, {i, y sont les mêmes que ceux de la tangente avec les trois axes, on aura, par la formule trouvée à la fm du n" 8,
CCS A = cosacosA + cos[3cos|^ + cosy cosv,
et de même,
cosT = cosacosnî-i- ces (3 cosp + cosy cosct.
Donc, multipliant les trois dernières équations du numéro précédent par cosa, cosp, cosy et les ajoutant ensemble, on aura
x"cosa -i-j-"cos[3 -T- z"cosy = PcosA -h Q ces T.
Substituant pour cosa, cosS, cosy leurs valeurs — •> — > — (n" 1 1 ) et
remarquant que — ^=^- • est la fonction prime de \^x"^-\-y--\-z'-,
c'est-à-dire de s , que, par conséquent, cette quantité est égale à .v", on
aura l'équation
s" = p CCS A -f- Q CCS r,
qui est, comme l'on voit, semblable aux équations du mouvement rectiligne suivant les trois axes.
Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du corps, qui est exprimée par s', et l'on voit que les forces perpendiculaires à la tangente n'influent en rien sur la vitesse, puisque, les angles A, r étant alors droits, leurs cosinus sont nuls, ce qui détruit les termes dus à ces forces dans l'expression de s"; d'où l'on peut conclure, en général, que lorsqu'un corps est contraint de se mouvoir dans un canal d'une figure donnée, comme l'action des parois du canal sur le corps ne peut s'exercer que perpendiculairement au canal même, la vitesse du corps ne sera nullement altérée par cette action. Au contraire, les forces qui agissent suivant la tangente produisent sur la vitesse leur plein et entier efl'et, comme si le mouvement du corps était rectiligne, puisque, les angles A, r devenant nuls par ces forces, leurs cosinus sont égaux à l'unité.
14. La gravité et toutes les forces d'attraction connues agissent également sur toutes les parties matérielles des corps et produisent le même mouvement, abstraction faite de l'inégalité des forces à raison des distances, de sorte que l'effet de l'action de ces forces est indépendant de la masse du corps mù et est le même, par rapport à la vitesse imprimée, que si la masse était réduite à un point. Dans les attractions réciproques des corps, la force d'attraction est proportionnelle à la masse du corps attirant, parce que chacune de ses particules attire également; par conséquent, le mouvement absolu imprimé au corps attiré est simplement proportionnel à la masse du corps attirant.
Il n'en est pas de même des forces qui ne pénètrent point dans l'intérieur des corps et qui n'agissent qu'à l'extérieur, comme l'action des ressorts, celle de la résistance des fluides, les forces produites par la pression, par la tension des fils, etc. Il est clair que ces forces ne peuvent produire le même efî"et sur difl"érents corps, à moins qu'elles ne soient proportionnelles à leurs masses; car, si une force double, par exemple, agit sur un corps de masse double, c'est la même chose
que si deux forces simples agissent séparément sur deux masses simples ; il est clair aussi que l'effet produit sur une même masse ou des masses égales par différentes forces, c'est-à-dire le mouvement ou la vitesse imprimée, doit être proportionnelle aux forces; ainsi, si une force F, agissant sur une masse M, y imprime la vitesse V, une force mY, agissant sur la masse mM, y imprimera la même vitesse Y; mais la force m¥, agissant sur la masse M, lui imprimera la vitesse mY : donc la même force m¥ imprimera à la masse 7nM la vitesse V et à la masse M la vitesse mY, d'où il suit que les vitesses imprimées par une même force à des masses différentes sont en raison inverse des masses. Donc, en général, l'effet d'une force donnée sur une masse donnée est en raison directe de la force et en raison inverse de la masse, ou comme la force divisée par la masse.
Ce principe est confirmé par l'expérience, car un ressort placé entre deux corps et agissant également sur l'un et sur l'autre leur imprime des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps durs, mus sur la même ligne en sens opposés, viennent à se choquer avec des vitesses en raison inverse de leurs masses, ils s'arrêtent après le choc par la destruction réciproque de leur mouvement, et s'ils sont parfaitement élastiques ils ^ont réfléchis en arrière, chacun avec la même vitesse qu'il avait avant le choc.
Dans les corps pesants, comme la gravité agit également sur toutes les parties de la masse du corps, son action ahsolue est proportionnelle à la masse; donc, divisant cette action par la masse, l'effet de la pesanteur pour imprimer du mouvement aux corps devient indépendant de leur masse et est le même pour tous les corps. Mais si deux corps pesants se tiennent par un fil passant sur une poulie, comme les forces qui résultent de leur pesanteur, et qui sont proportionnelles aux masses, tirent le fil en sens contraire, il n'y a que la différence de ces forces qui puisse leur i^mprimer du mouvement, et, comme les deux corps doivent se mouvoir conjointement et parcourir le même espace vertical dans le même temps, la masse totale à mouvoir est la somme des masses; ainsi, l'action de la gravité pour mouvoir ces corps se Irouvi-
diminuée en raison de la différence des masses à leur somme; par conséquent, les espaces parcourus au bout d'un temps quelconque seront à ceux d'un corps pesant qui tombe librement dans la même raison. C'estce que l'expérience confirme dans la macbine inventée par Atwood pour démontrer les lois de l'accélération des graves.
15. Il résulte du principe que nous venons d'exposer que les forces accélératrices d'un corps doivent être estimées par les valeurs absolues des forces qui agissent sur le corps, divisées par la masse même du corps. Ainsi, si P, Q, ... expriment les valeurs absolues des forces qui agissent sur un corps dont la masse est !M, suivant des directions qui fassent avec les axes des coordonnées oc, y, z les angles 1, a, v pour h
force P, les angles n, p, a pour la force Q, et ainsi des autres, il faudra,
P 0 dans les formules du n° 12, mettre partout ^» ^' *" ^ '^ place de P,
Q, . . . , ou, ce qui reviendra au même, multiplier par M les quantités r", v", :;". De cette manière on aura donc, pour les équations du mouvenxMit du corps M, sollicité par les forces ou puissances quelconques P, Q, . . . , les équations
M^"^= P cosX + Qcosc7+ . . . , M^" = P ces 7.+ Qcosp + . . . , M::" = P cosv 4- Qcos (7 -1- . . . .
Lorsque des corps s'attirent mutuellement, comme l'attraction est censée venir de toutes les parties de la masse attirante et agir sur toutes les parties de la masse attirée, il s'ensuit que la valeur absolue de la force d'attraction entre deux corps doit être proportionnelle au produit de leurs masses.
16. Dans ces équations, les coordonnées ce, y, z sont regardées comme des fonctions du temps /. Pour avoir les équations mêmes de la courbe décrite par le corps, il faudra éliminer le temps et réduire les coordonnées j et :; à de simples fonctions de x. Voici l'esprit et le fondement de cette réduction.
Kn regardant les quantités a-, j, s comme fonctions tic /, lors(jue / devient / + 0, ces quantités deviennent
. + cy + ?:=. + il =.
par les principes établis dans la première Partie sur le développement des fonctions.
En regardant, d'un autre côté, j et z comme fonctions de .r, l()rs(|U(' a- devient x-\-i, ces mêmes quantités deviennent
Je renferme ici les quantités y , y" , ..., -•', z", ... entre des parenthèses, pour les distinguer des mêmes (juantités relatives à la première hypothèse.
Donc, si l'on fait
i =^ Ox -\ X -\ X -\- . . . ,
il l'audra que l'on ait, quel que soit 6, l'équation
et de même,
i[z')^ ~[z") + -^ (s'") -h . . . = Oz'+ -z"-^~ z'"-^. . . .
Substituant la valeur de i et comparant les termes affectés de la même
puissance de 0, la première équation donnera
y'" = [y' ) x"' + 3 ( /' ) x'x" + [y'" ]x'\ et ainsi de suite; d'où l'on tire
•lAf *At %At «Ar ^A^
et ainsi de suite; et l'on aura, par la seconde équation, des formules semblables pour {z), (:;"), ... en cliangeant seulement la lettre y en z.
Ces formules s'accordent avec celles que nous avons trouvées, d'une autre n)anière, dans la première Partie (n° 50), car on voit que
L'analyse précédente est plus directe et résulte des premiers [)rincipes de la chose ; mais celle de l'endroit cité a l'avantage de faire voir la loi de la progression, car elle donne immédiatement
,r)=ç ,f^=mi, ,y,=[M:, ....
et ainsi de suite, en désignant par un trait appliqué aux parenthèses carrées la fonction prime de la quantité renfermée entre les parenthèses.
Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équations qui contiennent les fonctions dérivées x' , x" , . . . , y' , y", • • - , :•', z",... relativement à f en d'autres équations où il n'y ail (jue les fonctions dérivées (_/), {y"), ■ • ■ , {z'), (z"), . . . relativement à x.
CHAPITRE IV
DE LA QUESTION OU IL S AGIT DE TROUVER LA RÉSISTANCE QUE LE MILIEU DOIT OPPOSER POUR QUE LE PROJECTILE DÉCRIVE UNE COURBE DONNÉE. ANALYSE DE LA SOLUTION QUE NEWTON A DONNÉE DE CE PROBLÈME DANS LA PREMIÈRE ÉDITION DE SES « PRINCIPES ». SOURCE DE l'eRREUR DE CETTE SOLUTION. DISTIN ENTRE LA MÉTHODE DES SÉRIES ET CELLE DES FONCTIONS DÉRIVÉES, OU DU CALCUL DIFFÉRENTIEL.
CT.ON|p]
17. Pour montrer l'usage des formules que nous venons de donner, supposons qu'on demande la résistance du milieu en vertu de laquelle un corps pesant lancé dans ce milieu décrirait une courbe donnée. On regardera la résistance comme une force retardatrice qui agit dans la direction même du corps, c'est-à-dire dans celle de la tangente de la courbe; ainsi, en nommant /• la résistance, c'est-à-dire l'action du milieu résistant sur la surface du corps, divisée par la masse même du corps, on aura — rcosa, — /-cosfi, — rcosy pour les forces accélératrices qui en résultent suivant les directions des axes des ,r, r, z, les angles a, p, y étant ceux de la tangente avec ces axes. De {)lus, si l'on nomme g la force accélératrice de la gravité, et qu'on prenne les coordonnées/verticales et dirigées de bas en liant, on aura —g pour la force accélératrice provenant de la gravité suivant les coordonnées y.
Donc les équations du mouvement seront
x" =z~ rcosoc, f"'— — g — rcos^, z"=^—rcosy. Substituant pour cosa, cosfi, cosy leurs valeui's '--■> - » — (n° 11), où
//, vitesse du corps, est =s'= \Ja;'^-\-y"^-h- z''\ on aura celle-ci
rx ,^
rr
rz
La première et la dernière donnent
d'où l'on tire, en prenant les fonctions primitives ,
în et n étant des constantes arbitraires. Cette équation, étant celle d'un plan vertical, l'ait voir que la courbe est nécessairement toute dans ce plan : ainsi, en prenant l'axe des x dans ce même plan, on aura s = o et :;'= o, et les équations de la courbe se réduiront aux deux premières. Mais, comme dans ces équations les variables x, y sont supposées fonctions du temps, et que pour avoir l'équation de la courbe on doit regarder y comme fonction de x, il faudra chercber ses fonctions dérivées dans cette bypothèse par les formules du numéro précédent. Supposons, pour abréger, - = </; on aura
x"= — qx, f—-'S~(ir'y
substituant ces valeurs dans l'expression de [y") du n° 16, on aura
ainsi la valeur de q dépend de [y'"). Or on a, par le même numéro,
mais, connaissant les valeurs de x" et y, il n'y aura qu'à prendre leurs fonctions primes pour avoir celles de x" et y'", et l'on trouvera, en désignant par q' la fonction prime de q.
x"' = — qx" — qx' = [q"^— q)x',
r"'=- qr" - q'r' -qg + W- «/')/ • IX. 46
Par ces substitutions, les deux premiers termes de la valeur de {y'")
donneront -4^ et le terme -^^ — donnera fr; de sorte (lue
l'on aura (y"') = — ^.if. Or, q étant = > on fera cette sub-
•*■ \ix --^ y -
y' stitution, et l'on en chassera x' et y' au moyen des équations (/) = —
ot [y") = ^> lesquelles donneront
on aura ainsi
iy
Comme les fonctions dérivées {y'), {y"), {y'") se rapportent maintenant à la variable x, nous pouvons les représenter simplement par y, y". y'"; on aura donc
Or, la courbe étant donnée, on ay en fonction de œ : de là on tirera les fonctions dérivées y', y", y'", et la formule précédente donnera, pour chaque point de la courbe, le rapport de la résistance à la gravité.
La vitesse u sera
c'est-à-dire, en changeant (r) en y',
Pour traduire ces formules en Calcul différentiel, il faudra changer y cn-T^5 et y" en -~, en prenant dx constant, parce que ces fonctions dérivées sont ici relatives à la variable x.
Si l'on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et
à la densité du milieu, alors, nommant A cette densité dans un lieu quelconque, on aura
m étant un coefficient constant; donc, substituant la valeur de /^
mg(i+/^)A
et, mettant cette valeur dans l'équation ci-dessus, elle deviendra
mA= ^
par où l'on déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire décrire la courbe donnée. Réciproquement, cette équation servira à déterminer la courbe lorsque la densité du milieu sera donnée.
Pour les projectiles lancés dans l'air, on peut supposer la densité du
milieu constante; ainsi, faisant, pour plus de simplicité, 27;zA= t' l'équation de la courbe sera
s étant l'arc de la courbe, d'où l'on tire, en prenant les fonctions primitives,
J=z=Ae*^
A étant une constante arbitraire : c'est la forme la plus simple sous laquelle puisse être mise l'équation de cette courbe. On peut tirer deces équations les différentes approximations qui ont été données jusqu'ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et les bombes; mais les bornes de cet écrit nous empêchent d'entrer dans aucun détail sur ce sujet.
18. Nous remarquerons encore qu'on aurait pu déduire tout de suite l'équation de la courbe des équations du mouvement,
par l'élimination immédiate du temps /. En effet, x et j étant fonctions de t, on peut réciproquement regarder y et t comme fonctions de x, et, par la règle donnée dans le n° 50 de la première Partie, si l'on regarde, en général, x,y, t comme fonctions d'une autre variable (luolconquc z,
il faudra substituer -7 et — à la place de x',y', et -^A ' — — ; — îi l^i place de x",y"; mais, en prenant x pour variable principale à la place
de /, on fera.x'=:i, et l'on aura à substituer -7 et y à la place de x'
t" r" r' i" et y', et ,- et ^ — — à la place de x" et y".
Les deux équations deviendront donc, à cause de /= \x'- -i-y'-, f _ r l^ _ fJl—_ . '•/
d'où il faudra éliminer la fonction /'. Substituant, dans la seconde équa-
i" , lion, la valeur de -7^ tirée de la première, elle deviendra
divisant par y", et prenant de part et d'autre les fonctions primes, on aura
valeur qui, étant substituée dans la première équation, donnera, comme plus haut.
A l'égard de la vitesse u = s' ==. \Jx"^-\-y''-, elle deviendra - — j^^
et, comme on vient de trouver t'= u — ~;-^ la vitesse deviendra
i/fi' v'i -f- r'^ • 1
^^ ^ •' > comme ci-dessus.
Si la force de la gravité g était variable, alors la valeur de - (juc
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l'on vitMit de trouvor ne serait plus exacte, car, en prenant les fonctions primes de l'équation
on aurait
et la substitution de cette valeur donnerait
Cette manière d'éliminer le temps dans les équations du mouvement, pour avoir l'équation de la courbe décrite, est analogue à celle qu'on emploie dans le Calcul différentiel; mais l'analyse du n" 16, fondée sur le développement des fonctions, est, à certains égards, plus directe; elle nous sera d'ailleurs utile pour découvrir, comme nous l'avons annoncé au commencement de cet écrit, la véritable source de la méprise où Newton est tombé dans la première édition des Principes, en résolvant le problème dont nous venons de nous occuper.
Quoiqu'il puisse paraître peu important de découvrir en quoi et comment Newton a pu se tromper dans une solution qu'il a ensuite lui-même abandonnée, néanmoins, comme tout ce qui a rapport à l'invention et aux premiers développements de l'Analyse infinitésimale mérite l'attention de ceux qui s'intéressent à l'histoire des sciences, j'ai cru que l'on me saurait gré de discuter de nouveau ce sujet, comme un point qui n'a pas été assez éclairci, parce qu'il tient à une distinction subtile entre la méthode difterentielle et la méthode des séries, que Newton a employée dans sa première solution (liv. II, prop. X),
19. Voici la construction qui sert de fondement à cette solution. Le mobile étant parvenu à un point quelconque de la courbe, sans la résistance et la gravité il décrirait, dans un temps donné très-petit, une partie très-petite de la tangente que nous désignerons par a; soient y le petit espace que la gravité lui ferait décrire dans le même temps per-
pendiculairement à l'horizon, et p le petit espace dont la résistance diminue l'espace a parcouru sur la tangente; il est clair que le rapport de p à Y sera celui de la résistance à la gravité. Ainsi le corps, dans le temps qu'il aurait parcouru sur la tangente l'espace a— p, serait descendu verticalement de la quantité y; par conséquent, y sera la flèche de l'arc a— p. Maintenant, si l'on considère le corps comme partant du même point et rebroussant chemin pour décrire en sens contraire le même arc de courbe qu'il a parcouru, il faudra regarder la résistance comme négative, et par conséquent comme une force qui accélère le mouvement au lieu de le retarder. Le mobile décrira ainsi, dans le môme temps très-petit, l'espace a+p sur la même tangente dans une direction contraire, et descendra verticalement par le même espace y, en vertu de la gravité. Par conséquent, y sera la flèche de l'arc a + p, pris de l'autre côté du point de la courbe dont il s'agit. Or les flèches étant, pour les arcs infiniment petits, comme les carrés des arcs ou des tangentes, la flèche de la portion a — p de l'arc a -h p sera
y(- — -] -, donc la différence des flèches pour les arcs égaux a— p,
pris de part et d'autre du point donné de la courbe, sera
Nommons cette diff'érence f5; on aura
4«yp __ . ^, p _ ^(« + p)' _ oa:
à cause que la petite ligne p, parcourue d'un mouvement uniformément accéléré, est infiniment plus petite que la ligne a, parcourue dans le même temps d'un mouvement uniforme.
Tel est le raisonnement de Newton, présenté de la manière la plus claire, et le résultat que nous venons de trouver s'accorde avec celui du corollaire II du problème cité, où il est visible que les lignes CF et FG sont ce que nous avons nommé a et y, et que la dillerence FG — K/ est ce que nous avons nommé B.
CHAPITRE IV
Maintenant, en prenant les abscisses j- horizontales et les ordonnées >' verticales et dirigées de bas en haut, Newton suppose que, pour l'abscisse cT + o, l'ordonnée exprimée en série est
et il remarque (jue la partie de la tangente qui répond à la partie o de l'axe est o\ i + Q% et que la flèche, c'est-à-dire la partie de l'ordonnée comprise entre la courbe et la tangente, est Ro^+ So^ + . . .. En faisant o négatif, on aura la flèche qui répond à la même partie de la tangente, prise de l'autre côté du point de contact, et qui sera, par conséquent, Ro'- — So^ -t- . . . , et la diflerence des deux flèches sera
2S0'— Or il est visible que les quantités o y i -hQ^, Ro'^-i-So'+ . . .
et 280^—... répondent à celles que nous avons nommées a, y et (5;
donc la quantité 7—7» qui exprime le rapport de la résistance à la gravité, deviendra, en divisant le haut et le bas par o'*,
2(R-»-So)^
aR^
la quantité infiniment petite o s'évanouissant à côté de la quantité K. C'est aussi le résultat trouvé par Newton dans l'exemple premier du même problème.
Suivant notre notation, lorsque x devient x -j-o,y devient
donc, comparant avec la série de Newton, on a
substituant ces valeurs dans la formule précédente, le rapport de la résistance à la gravité deviendra — - — :^—^ — > au lieu que nous l'avons trouvé ci-dessus (n°17) —■^— — }r:r—' D'où il suit que la solution de
■2.jr
Newton est fautive.
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Il est remarquable que, si l'on substitue simplement j', r",j"' ou
-j-1 -j^,i -1-^ pour Q, — R, —S, on a un résultat exact : c'est ce qui
a fait croire aux Bernoulli, qui ont découvert les premiers l'erreur de Newton, et à tous ceux qui en ont parlé depuis, que cette erreur venait de ce que Newton avait pris les termes de la série Qo — Ro-— So'— . . . pour les dilTérences premières, secondes et troisièmes de l'ordonnée, tandis que ces termes ne sont égaux qu'à ces difFércnces divisées par i, ■j., G, .... Mais il est facile de voir que la solution de Newton est indépendante de la considération de ces différences et que la substitution des termes Ro-, So^ de la série dont il s'agit à la place des quantités/?
et -■, dans la formule ■—, est légitime; ainsi l'erreur doit être dans
cette formule même, qui donne le rapport de la résistance à la gravité, et ce qui doit le prouver sans réplique, c'est que, si la gravité était variable, la même formule aurait encore lieu, puisque dans les deux mouvements direct et rétrograde le corps est censé descendre verticalement de la même ligne y. Ainsi, dans ce cas, on devrait aussi avoir une solution exacte parla substitution dey,y',y" à la place de Q, — R, — S,
ce qui n'est pas, comme on le voit par la valeur de - que nous avons trouvée pour ce cas dans le numéro précédent.
20. Pour découvrir la source de l'erreur, nous allons réduire la solution de Newton en analyse. En nommant a la vitesse dans un point de la courbe, wO est l'espace que le mobile parcourrait dans la tangente pendant le temps 6, sans la gravité et la résistance. Nommant g la force
absolue de la gravité et /• celle de la résistance, - — et — seront les
espaces parcourus en vertu de ces forces, regardées comme constantes pendant le temps 0, supposé très-petit. Ainsi le corps aura parcouru,
rOsuivant la tangente, l'espace «0 — , et, suivant l'ordonnée verticale j, l'espace '^^^ — 5 lequel représente la flècbe qui répond à la tangente u^ Supposons maintenant, comme Newton, que le mobile
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rebrousse chemin avec la même vitesse u et sur la même tangente; clans le temps T, il décrirait l'espace «Th- -7-. parce que la résistance
doit être prise en sens contraire; c'est l'espace pris négativement (jui
. "T^ répond au temps 0=: — T, et la ilèclie correspondante serait '^^^^ — ? et, si
l'on veut que les deux espaces décrits de part et d'autre soient égaux, comme Newton le suppose, on aura l'équation
uB =zul -\ 5
d'oîi l'on tire, aux 0' près.
Substituant cette valeur dans la flèche ^ — 1 elle devient ^ — ; et
la ditTérence des deux flèches sera — — -, c'est la quantité que nous
avons nommée ci-dessus ^. D'un autre côté, il est clair qu'on a, suivant les dénominations employées ci-dessus,
donc
/• p ôa _
de là, en faisant a = o y i + Q-, et prenant Ro'- + St)% Ro^ — So'' pour les deux flèches, ce qui donne y = Ro-, 55 = 2S0', on a
_ p_ Sy/l + Q^
comme Newton l'a trouvé par sa construction.
21, Maintenant il est aisé de voir que ce résultat vient des équa- IX. 47
tions
u9~ — =ro v'i-+-Q^ -?/T- — =-ov/i + Q-,
OU bien simplement de celles-ci,
Il 9- — r=o vi + Q-, ^— =Ro2+So', 2 2
en prenant 0 et o positivement et négativement, ce qui revient à vérifier ces équations indépendamment de la valeur de o, qui en efTet doit demeurer indéterminée, étant supposée très-petite.
La première équation donne, aux termes du troisième ordre près, 0 et o étant du premier,
Cette valeur étant substituée dans la seconde, on a, au quatrième ordre près,
?li :±J. 1- o_J ::^-t — Ro= -f- So',
et la comparaison des termes bomogènes en o donne
De la première on tire u- — ^^ ., - > et, cette valeur étant substituée t^ 2K
dans la seconde, on a le résultat de Newton :
r_ Sy/i+Q-'
Mais nous devons remarqiu^r que ce dernier résultat, étant tiré de la comparaison des termes affectés de o^ dans la transformée de l'équation
&-— =Ro2_)_ SqS^ ne saurait être exact, parce que le premier membre de cette équation, qui est l'expression de la flècbe en temps, n'est lui-
même exact qu'aux 6^ près, de sorte qu'à la rigueur il n'y a d'exact
que le résultat R= ^ — ^^—5 tiré de la comparaison des termes du se-
cond ordre. Pour avoir de cette manière la valeur exacte de -5 en la
déduisant des termes afiectés de o'', il faudrait que l'expression de hi flèche en 0 fût elle-même exacte jusqu'aux G'; mais, le terme qui de-
vrait suivre ^^ — n'étant pas donné immédiatement par les principes
de la Mécanique, on ne peut le trouver que par la loi de la dérivation, de la manière suivante.
22. Puisque, suivant l'hypothèse de Newton (n° 19), x- croissant
de o, y croît de Qo — Ro'^ — So'' — . . ., et que o\/i-hQ^ = u^ el
Ro' -hSo^ ^=- — (numéro précédent), 6 étant l'accroissement du
temps /, correspondant à l'accroissement o de l'abscisse x, il s'ensuit que, / devenant / -1-6, x devient
v/i + Q'-' VI +Q' ^ et y devient
Ou , / Qr \ 6^
Or, en rapportant à / les fonctions dérivées x', x" , . . . , j', j", .... lorsque t devient / -f-0, x et j deviennent en général
lonc, comparant avec les formules précédentes, on a
D'un autre côté, puisque x et r deviennent en même temps a-f- o cl
y -i-- Qo — Ro'- — So^ — . . . , on aura aussi
rj-i rp K)o — Ro- — So-' — . . . —y 9 -t- /" H/'" — 7 H
Donc, comme la flèche est exprimée en général par Ro" -+- So^ -h . . . , son expression en 6 sera
ou
{Q^'~r']Q + [Q^^"~r")~-^[Qx"'-y"]-^^+...>
Les deux premiers termes se réduisent à ^^ — par la substitution des
valeurs de oc', x", y',y"; pour avoir le terme suivant, il n'y aura qu'à chercher les valeurs de x'" , y" d'après celles de x" , y" . Or on a
d'où l'on tire
j'" = Qx"'+Q'jc", donc Qx"'-/"=-Q'a:".
Pour avoir Q', je prends l'équation
r' = Qx',
qui résulte des valeurs o^' et / trouvées ci-dessus, d'où l'on tire
f=Qx"+q'x'; donc
Q'=:'-^: ^^— =:— ^, donc Ç^X'" —y"' = £r—- ——^--^
Il résulte de là que l'expression de la flèche, au lieu d'être simple-
m en
. iiO-^ g6^ i^rO-' ... ,. , ,,,
t '-^5 sera ^^ ^. — ■• Ainsi, au lieu de 1 équation
sO-
on aura celle-ci,
'—. — = Ro- -f- bo^,
1 bu
qui est exacte jusqu'aux quantités du troisième ordre. En y substituant la valeur de 9 du numéro précédent, qui est exacte jusqu'aux quantités du second ordre, on aura, au quatrième ordre près,
- , ei\-hO'-\o- Ro2+So^='=-^ ^^
gr[^ + Q-)- fi'
OU' J
savoir,
lu- iw
d'où l'on tire, par la comparaison des termes.
Substituant dans la seconde équation la valeur de ir tirée de la première, et qui est la même qu'on avait trouvée plus haut, on en déduira
C'est la valeur que Newton a donnée ensuite dans la seconde édition de ses Principes (liv. II,prob. III), et l'on voit qu'en mettant dans
cette valeur/', —^-5 — -^ à la place de Q, R, S, comme dans le n° 19, elle devient
telle que nous l'avons trouvée dans le n° 17.
23. Si l'on voulait suivre la première marche de Newton, mais en prenant pour la flèche qui répond au temps très-petit 6 l'expression
plus exacte ^ ^ — que nous venons de trouver, on aurait, pour la
flèche qui répond au temps — T, ^ +^^; substituant pour T sa
valeur en 0, 0 — —, elle deviendrait ^ §^, et la difl'érence des
" ion
deux flèches serait alors -|^' qu'il faudrait prendre pour (5; les valeurs de Y et p seraient également, aux 9^ près, —, —, et l'on aurait, |)ar la substitution,
ocà 2 r , ;• 3 ccS
4y- 3^ g Hy'
Prenant maintenant, comme Newton, on aurait le résultat exact
/•_3S\/i-t-Qi' ë~ 4K-'
/( Comme Newton n'est parvenu à ce second résultat qu'en suivant j une marche analogue à celle du Calcul difl'érentiel et en considérant j deux tangentes successives ou deux côtés successifs de la courbe, au j / lieu que, dans la première solution, il n'avait considéré qu'une seule / ; tangente prolongée de part et d'autre du point de contact, nous avons cru devoir montrer comment, sans s'écarter de l'esprit de cette solution, mais en la rectifiant par la méthode des séries, on pouvait aussi arriver à un résultat exact. En effet, on peut toujours trouver, par cette méthode, les premiers termes de l'ordonnée en série d'une courbe, ou en général du développement d'une fonction, les(iuels satisfassent aux conditions mécaniques ou géométriques du problème proposé, et la loi de ces termes donnera l'équation du problème. C'est en quoi consiste la méthode qu'on peut appeler, d'après Newton, méthode des séries, pour la distinguer de la méthode des dilTérences ou des
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fonctions dérivées, par laquelle on arrive directement à cette équation sans le circuit des séries et sans employer d'autres termes que ceux qui doivent y entrer, comme on le voit par l'analyse du u° 18.
24. Il est à remarquer, au reste, que la construction employée par Newton dans sa seconde solution mène à une formule semblable à
celle de la première, que nous avons représentée par - = —-, et (luc
nous avons vue n'être pas exacte, mais avec cette diflerence que la quantité S, au lieu d'exprimer, comme dans la première solution, la différence des flèches qui répondent à des portions égales de la même tangente, prises de part et d'autre du point de contact, et dont les parties correspondantes de l'axe des x sont o et — o, doit exprimer, au contraire, la différence des flèches de deux tangentes consécutives, prises du même côté et répondantes à des parties de l'axe égales à o. Pour avoir ces flèches. Newton représente l'ordonnée qui répond à l'abscisse x + o par la série
P-4-Qo + Ro2+So^ + ..
mais il les détermine par la méthode différentielle, en prenant la différence d'une ordonnée intermédiaire et de la demi-somme des deux ordonnées adjacentes. Ainsi, en considérant les trois ordonnées qui ré^^ pondent aux abscisses x—o, x, x-\-o, il a la flèche Ro-, et les ordonnées qui répondent aux abscisses x, x-^o, x-}-9.o donnent la flèche Ro- -h 3So% et la différence des deux flèches est 3So\ Cette valeur étant prise pour ^, et faisant, comme dans la première solution (n" 19), oL^oyJi-r-Q:\y = Ro-, OU a
p _ SSy/l + Q^
expression exacte, comme on l'a vu plus haut.
Suivant nos dénominations, lorsque x devien t x -ho, y devient
r + or -^ — '■ 1 '-,- H
La partie do la tangente qui répond à o est o\ i + r'-; c'est la valeur
do a. La partie interceptée enli'e la tangente et la courbe, ou la flèche,
o-v'' o^ y"' est — ■■ i V H ; c'est la valeur de y. Ainsi l'on a, dans les deux
solutions,
A l'égard de ^, dans la première solution, c'est la différence des flèches (jui répondent à o et à — o, laquelle est —r-'i mais, dans la seconde solution, c'est la difl"érence des flèches qui répondent à x et ào-H-o. ()r, ,r devenant x + o,y" devient r"H-ov"'-l-. . . ; donc, négligeant les o',
la seconde flèche sera — ■■ h - — v et la difl^érence des flèches sera
— ^— • Substituant dans -y—, = ^ , .;. la première valeur de o = -f- ■> 4-/- o'/- ' 3
ou la seconde — ■■ — > on a les deux résultats
dont le premier est fautif et le second exact (n" 19]
CHAPITRE y
1)1 MOUVEMENT D UN CORPS SUR UNE SURFACE DONNEE OU ASSUJETTI A DE CERTAINES CONDITIONS. DU MOUVEMENT DE PLUSIEURS COUPS LIÉS ENTRE EUX. DES ÉQUATIONS DE CONDITION ENTRE LES COORDONNÉES DE CES DIFFÉRENTS CORPS, ET DE LA MANIÈRE d'en DÉDUIRE LES FORCES QUI RÉSULTENT DE LEUR ACTION MUTUELLE. DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES.
25. Reprenons les formules générales du n° 15, et supposons que l;i force P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coordonnées a, h, c; si l'on nomme yo la distance rectiligne de ce centre au point de la courbe qui répond aux coordonnées x, r, :;, on aura
el il est visible que a: — a, y — b, z — c seront les projections de l;i
liiîue /; sur les axes des x, r, z; donc ■> ■ > seront les
cosmus des angles que la ligne /> fait avec ces axes, c'est-à-dire des angles 1, a, v que la direction de la force P fait avec les mêmes axes. Donc les termes P cos7., P cos;x, P cosv, dus à la force P dans les valeurs
de Mr", Mj", Ms", pourront être représentés par P' -, P >
P^^ ■ : ce sont les forces qui résultent de la décomposition de la
force P suivant les directions des coordonnées a-, y, z.
Si maintenant on suppose /j égale à une constante d, on aura l'équation d'une splière dont r/sera le rayon et dont le centre sera déterminé iX. " 48
par lès coordonnées a, h, c, et !a direction de la force P sera perpendiculaire à la surface de cette sphère. Donc elle sera aussi perpendiculaire à toute autre surface qui passerait par le même point et qui serait tangente à la sphère.
Représentons par/(,r, r, z) = o l'équation de la sphère
y'(ji- — «)--+- [x — by--h[z — c)- — d= o;
on aura, en prenant les fonctions primes,
et, comme on a supposé /> = r/, il est clair que les forces dirigées suivant a-, y, z et résultantes de la force P seront exprimées par P/'(.r), P/tv), P/'(^).
2G. Si l'on a une surface représentée par l'équation
laquelle soit tangente de la sphère' dont il s'agit, il faudra, par ce qu'on a vu dans le n" 40 de la deuxième Partie, que les trois fonctions primes Y'{x), F'(j'), F'(:;) de cette surface soient proportionnelles aux fonctions primes/'(^),/'(j),/'(s) de la surface de la sphère. Donc, si la force P agit perpendiculairement à cette surface, il en résultera, suivant les directions àc x, y, z, trois forces proportionnelles à PF'(jr), PF'(7),
Or, si l'on fait abstraction de la force P, et qu'on suppose que le corps soit forcé de se mouvoir sur cette surface, il est clair que l'action, ou plutôt la résistance que la surface oppose au corps, ne peut agir que dans une direction perpendiculaire à la surface; donc il en résultera, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes f'{^), F'(r), F'(s) de l'équation F(.r, v, s) = o de la surface.
Donc le même résultat aura lieu aussi si, en faisant abstraction de la surface, on considère seulement l'équation ¥{jr,y, s) = o comme une équation de condition donnée par la nature de la question méca-
nique proposée, d'où l'on peut eonelure que toute condition du prohlènie représentée par l'équation F(.z-, v, s) = o sera équivalente à des forces proportionnelles aux fonctions primes F'(^), F'( v), F'(c) et dirigées suivant les coordonnées -i',}', z. Ainsi, en prenant un coelïicient indéterminé II, il faudra ajouter aux valeurs de M.r", My", Mr.' des équations du n" 15 les termes IlF'(a7), nF'(j), nF'(z). La quantité inconnue II devra être éliminée, mais l'équation qu'on aura de moins par cette élimination sera remplacée par l'équation de condition F(.r, V, z) = o.
On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux équations de condition représentées par
¥{x,y,z)=zo el (^[x, y, z] =z n; elles équivaudraient à des forces exprimées par
llF'{x)-^-^'^'{x), nF'ir) + Y(p'[x], nF'[z) + Y<V{z)
et dirigées suivant a-, y, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de M^", My, Mz" (n° 15), les coefficients n et W étant indéterminés et devani être éliminés.
27. Jusqu'ici nous n'avons considéré qu'un corps isolé. Soient maintenant deux corps M et N attachés aux extrémités d'un fil inextensible qui passe sur une poulie fixe. Soient oc, y, z les coordonnées du corps M ; ç, r,, 'Ç celles du corps N; a, h, c les coordonnées du point fixe où est placée la poulie, et d la longueur donnée du fil; il est clair qu'on aura l'équation
v'(jr-«)^+ ^J- bf-+[z - cj^-T- v'U - «j-+ l-/i - ^j--+- t? - c)-' -d=zo,
que nous représenterons par
Si l'on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux corps, et qu'on applique ici l'analyse du n" 25, il est clair que l'action
(lu fil sur les deux corps produira sur le corps M les forces lf\x), Jf'{y), T/'(g) suivant .r, y, z, et sur le corps N les forces T/'(ç), J/'{r,), T/'ÇÇ) suivant ses coordonnées ;, r, ^.
Il en serait de même si le fil passait sur deux poulies fixes dont la position dans l'espace fût déterminée par les coordonnées a, h, c pour la première, et par a, ^, y pour la seconde. Alors, en désignant par r/ la longueur totale du fil, moins la partie interceptée entre les deux poulies, qui est aussi donnée, l'équation de l'inextensibilité du fil donnerait
et, en représentant cette équation par
/(•=f,r, 2, ^, vî, 0 = <^>
on aurait pareillement J/'{x), T/'(j), T/'(c) pour les forces qui tireraient le corps M suivant les coordonnées Jc,y, z, et T/'(E), T/'(r,), T/'ÇC) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coordonnées ';, ■n, L
Enfin, si l'on supposait que le fil auquel est attaché le corps M, après avoir passé sur la première poulie fixe, repassât sur le même corps I\l et de là sur la même poulie, et de nouveau sur le corps et sur la poulie à plusieurs reprises, de manière qu'il y eût m cordons entre le corps et la poulie; qu'ensuite le fil, en quittant cette poulie, passât sur la seconde poulie fixe et de là sur le corps N, en faisant aussi plusieurs tours entre ce corps et la même poulie avant d'être attaché fixement au corps N, de manière qu'il y eût n cordons entre ce corps cl la poulie; comme la tension T est la même dans toute l'étendue du fil, le corps M, étant tiré par m cordons, serait tiré vers la première poulie par une force égale à niï, et le corps N serait tiré vers la seconde poulie par une force égale à /?N. Or il est clair que dans ce cas l'équation qui renferme la condition de l'inextensibilité du fil serait
\l[.x — (if + [T—^y^ + [Z — c]' -\- n\J[l~ a.]- + [-ri — '^)- -^ [Ç —y ]- — d ■■
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(Ml désignant toujours paiv/ la longueur totale du fil, moins la longueur interceptée entre les deux poulies et il est facile de voir (ju'eii représentant cette équation par
on aurait aussi, pour les forces qui tireraient le corps M suivant a", j, :; et le corps N suivante, r, 'C, les mêmes expressions que ci-dessus :
T/'i^). T/'(j), T/'(.), ï/ro, T/'(.). T/ro.
Si l'on suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M et N vers les deux poulies fixes, on aura V==mT et Q=:nT; donc, puisque m et n doivent être des nombres entiers, si les quantités P et Q sont commensurables, il faudra prendre ï pour leur commune mesure; mais, quelles que soient les forces P et Q, on peut toujours les représenter par /nT et nJ, en prenant, dans le cas où elles seraient incommensurables, les nombres m et n très-grands et la quantité T infiniment petite, et les forces qui tirent les corps M et N suivant leurs coordonnées x, y, z, 'i, r,, 'C seront toujours proportionnelles aux fonctions primes de la même équation de condition relatives à ces coordonnées.
Maintenant, si au lieu de l'équation de condition
dépendante de l'inextensibilité du fil, on a une autre équation quelconque entre les mêmes coordonnées cv, y, z, ;, r, 'C des deux corps,
représentée par
on peut, en regardant les constantes qui entrent dans la première de ces équations comme arbitraires, faire coïncider non-seulement les équations mêmes, mais encore toutes leurs fonctions primes pour des valeurs données des variables r, v, z, ç, r,, 'C; de cette manière, les deux équations deviendront comme tangentes l'une de l'autre, par la théorie des contacts que nous avons donnée dans la deuxième Partie ,
ol, quelle que soit la liaison des deux corps qui est représentée j)ar
l'équation
elle deviendra équivalente à celle d'un fil qui passe par deux poulies. On pourrait croire que, puisque l'équation de condition
pour un fil simple qui passe sur deux poulies fixes, renferme sept constantes arbitraires, elle peut toujours avoir un contact du premier ordre avec une équation quelconque, puisque ce contact ne demande que sept conditions ; mais, en représentant cette équation par
f[x, r, z, "c, -n, Ç) =0 et prenant ses fonctions dérivées, il est visible qu'on a
de sorte qu'on ne pourrait plus satisfaire en général aux conditions du
contact :
f'[l) = ¥[l), /'(•,) = F'( y,), f'{t] = ¥'[K]. Cet inconvénient disparaît en prenant
pour l'équation de condition du fil multiple, à cause des nouveaux coefticients indéterminés m et a?, et l'on peut dire (|ue l'équation de condition donnée
produit sur les corps M et N les mêmes forces que le lil.
On tire de là cette conclusion que, dans un système de deux corps dont la liaison dépend de l'équation
l'(.^',r, -, l, r,, l] =zo,
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Iciir action imiluelh* produit sur l'un des corps les forces nF'(x'), llF\y), nF'(:;) suivant les trois coordonnées rectangles a-, y, z, et sur l'autre corps les forces IlF'(ç), nF'(r,), nF'(C) suivant les coordonnées rectangles ;, r, C. II étant un coefficient indéterminé.
29. Si le système était composé de trois corps ayant pour coordonnées rectangles or, y, z, ç, •/;, 'C, x, y, z, on trouverait, par un pareil raisonnement, que toute équation entre ces coordonnées dépendante de la liaison des corps et représ-întéc par
F{x,j; z,l, -fi/Ç, \, y, y-) = o
donnerait pour le premier corps les forces Il¥'{oc), ïlY'{y), E¥'{z) suivant j:, y, :;. pour le second corps les forces n F'(E ), nF'(-/;), n F'(r) suivant c, v;, 'C, et pour le troisième les forces nF'(x), UF'(y), IlF'(z) suivant x, y, z, et ainsi de suite si le système était composé d'un plus grand nombre de corps. En effet, quel que soit le nombre des corps et quelle que soit leur liaison, elle ne peut produire sur chaque corps qu'une force déterminée suivant une certaine direction; or toutes ces forces peuvent être aussi produites par la tension d'un même fil qui passerait successivement et à plusieurs reprises sur les mêmes corps et sur des poulies fixes.
Enfin, s'il y avait entre les mêmes coordonnées une seconde équation de condition représentée par
il en résulterait d'autres forces exprimées par W'^\x), W<^\y), W^\z) pour le premier corps, par W^'[Vj, T$'(rj), W$'("C) pour le second corps et par W <P'(x), W <P'(y)» '^^~^^'['^) pour le troisième, et suivant les directions des mêmes coordonnées, le coefficient W étant indéterminé comme le coefficient II; et ainsi de suite s'il y avait un plus grand nombie d'équations de condition.
30. On doit conclure de là, en général, que les forces qui peuvent résulter de l'action mutuelle des corps d'un système donné se déduisent
directement des équations de condition qui doivent avoir lieu entre les coordonnées des différents corps du système, en prenant les fonctions primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les fonctions primes de la même fonction, prises })ar rapport aux différentes coordonnées, sont toujours proportionnelles aux forces qui agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la conditioti exprimée par cette fonction.
•l'étais déjà arrivé à un résultat semblable dans la Mécanique analytique, en partant du principe général des vitesses virtuelles, et, en effet, ce principe est renfermé dans le résultat que nous venons de trouver; car il est évident que, si plusieurs forces appliquées à un système de corps sont en équilibre, elles doivent être égales et directement opposées à celles qui résultent de leur action mutuelle.
Soient X, Y, Z les forces appliquées à l'un des corps suivant les directions des coordonnées oc, y, z prolongées, S, T, 1 les forces appliquées à un autre corps suivant le prolongement de ses coordonnées ç, ■r, 'C, et X, Y, Z les forces appliquées à un troisième corps suivant le prolongement de ses coordonnées x, y, z; on aura, par ce qu'on vient de démontrer,
X=ÏLY[x]+^Y^'[x], r:=n¥[y)-\-^^'[r], Z= H F'(z) + Til)'(z),
E = nF'(^)-^¥$'(^), Y:=nF'(-/2) + ¥<i)'(-/j), 2^nF'(i;)-h^F<ï>'(ç),
X = nF'(x) + ^(ï)'(x), Y^nF'(y) + ¥$'(y), Z = nF'(z) -f H'$'(z], et de là on tirera immédiatement
Xx'+ r/+Z2'+Eï'+T-/)'+2!;'-^Xx'+ Yy'+Z// r=IIF(.r, y, z, t, •/!,;;, \, y, z)'+ ¥<I)(.r, j% z, H,-/î,Ç, \, y, z)'.
Le second membre de cette équation est évidemment nul, en vertu des équations de condition, puisque les quantités indéterminées II, W se trouvent multipliées par les fonctions primes de ces équations; donc on aura
Xx'-^ Yy'-\- Zz'+ Z^'+ r-/)'+ i!:'+ Xx'-f- Yy'-(- Zz':-^ o,
é(|uation générale dti [)rincipe des vitesses virtuelles pour ré(|uilibre
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des forces X, Y, Z, E, V, 1, X, Y, Z, dans laquelle les fonctions primes x',y\ z', ;', ... expriment les vitesses virtuelles des points aux(iuels sont appliquées les forces A', l', Z, E, . . . , estimées suivant les directions de ces forces. \Voir la première Partie de la Mécanique analytique (*)].
Au reste, on ne doit pas être surpris de voir le principe des vitesses virtuelles devenir une conséquence naturelle des formules (jui expriment les forces d'après les équations de condition, puisque la considération d'un fil qui par sa tension uniforme agit sur tous les corps et y produit des forces données suffit pour conduire à une démonstration directe et générale de ce principe, comme je l'ai fait voir dans la seconde édition de l'Ouvrage cité.
I*! OE livres de Lagrangc, t. XI.
CHAPITRE YI
DE LA LOI DU MOUVEMENT DU CENTRE DE GP.AVITE. DE LA LOI DES AIRES DANS LA ROTATION AUTOUR d'uN AXE FIXE, OU d'uN SEUL POINT FIXE, OU AUTOUR DU CENTRE DE GRAVITÉ DANS LES SYSTÈMES LIRRES.
'Si. Nous venons de donner la manière de déterminer les forces qui peuvent résulter de l'action mutuelle des corps dans un système quelconque et qui doivent être ajoutées aux autres forces, dans les équations du n° 15, pour avoir les équations complètes du mouvement du système. Quoique les équations de condition
qui donnent naissance à ces forces, dépendent des circonstances particulières de chaque problème, il y a néanmoins des cas généraux qui méritent d'être examinés, parce qu'ils offrent des résultats remarquables.
Le premier de ces cas est celui où les conditions du système sont indépendantes de l'origine des abscisses .r, ç, ... et où les fonctions désignées par les caractéristiques F, $, ... ne contiennent que les différences ç — ir,x~ X, . . . des abscisses. Alors il est évident que, si l'on augmente chacune des variables ce, i, . . . d'une même quantité /, cette quantité disparaîtra d'elle-même des fonctions dont il s'agit. Or, en substituant x -\- i,l->r i, ... à la place de x, £, ... dans la fonction ¥{x, y, z, l, r,, 'Ç, . . .), elle devient, par le développement,
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Donc on aura nécessairement l'équation du premier ordre
On trouvera, de la même manière,
$'(x)-ha)'(|)--... = o,
et ainsi de suite.
Or, si le système n'est soumis à d'autres forces que celles qui peuvent résulter de l'action mutuelle des corps, les équations du mouvement relatives aux coordonnées a;, l, ... seront de la forme (n° 15)
Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement
équation indépendante des conditions du système. Cette équation a l'équation primitive
Mx'+N4" + .. . = a,
et celle-ci a encore l'équation primitive
Mx + Is'c ^ . . . = at + b,
a et h étant des constantes arbitraires.
Ainsi l'on a tout de suite, dans ce cas, une relation entre les différentes abscisses x, l, . . ..
Il est facile de voir que le cas dont il s'agit aura lieu dans tout système entièrement libre de se mouvoir dans la direction de l'axe des abscisses, quelle que soit l'action que les corps peuvent exercer les uns sur les autres. Car alors, relativement à cet axe, les conditions du système ne pourront dépendre que de la position respective des corps, et nullement de leur position par rapport à l'origine des abscisses; par
conséquent, les équations qui exprimeront ces conditions ne pourront contenir que les différences j? — ç, ... des abscisses. Et, si les corps exercent les uns sur les autres des attractions ou des répulsions mutuelles, comme les fonctions ¥{x,y, z,l, . . .) dues à ces forces ne dépendent que des distances \/{x —l)- -i-[y — r,)- -h[z — 'Ç}-, ..., ces fonctions auront aussi la même propriété.
Donc, lorsque le mouvement du système sera tout à fait libre suivant la direction de l'axe des jc, de quelque manière que les corps agissent les uns sur les autres, soit par des forces quelconques de résistance, ou par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, l'équation précédente entre les abscisses X, c, ... des différents corps aura toujour;; lieu.
Si l'on prend dans le système un point qui réponde a l'abscisse X,
telle que l'on ait
on aura
X"=o, el de là X' = a, \=at,
en supposant que l'espace X soit nul au commencement du temps. Ainsi, le mouvement de ce point suivant la direction de l'axe des a: sera uniforme avec la vitesse constante a.
32. Si, dans le même système, on suppose que les corps M, N, . . . soient de plus animés par des forces quelconques P, Q, ... dirigées suivant l'axe des oc et tendant à augmenter les a;, ;, .... il faudra, dans ce cas, ajouter respectivement les quantités P, Q, ... aux valeurs de Mec", NE", . . . , ce qui donnera les équations
Mx"= P +nF'(x) + U^(^» +. . . , Nr=Q + nF'iH) + M' (iv(^) -+-...,
dont la somme sera
et, si l'on substitue pour M.r-f-N; + ... la quantité (M +N-f- . . .)X.
on aura
équation qui représente le mouvement rectiligne suivant l'axe des ad'un corps dont la masse serait M + N+ . . . et qui serait animé par une
force égale à P -h Q -f-
D'où l'on peut conclure que le point du système qui répond à l'abscisse X aura, dans la direction de l'axe des x, le même mouvement qu'il aurait si tous les corps du système étaient concentrés dans ce point et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la direction du même axe lui fussent appliquées.
33. Si le système est libre à la fois relativement à l'axe des x et à celui desr, il est visible que les mêmes résultats auront lieu pour les mouvements suivant ces deux axes, et, si le système est absolument libre dans tous les sens, alors les mêmes résultats auront lieu par rapport aux trois axes ; et l'on en pourra conclure que, si l'on prend dans le système un point qui réponde aux coordonnées X, Y, Z, telles que l'on ait
- Mx + N; 4- . . .
"^ ~ M -t- iN + . . . '
ce point, lorsque le système n'est animé par aucune force extérieure, se mouvra uniformément en ligne droite, et que, si les différents corps du système sont animés par des forces quelconques, le même point se mouvra comme si tous les corps y étaient concentrés et que toutes les forces y fussent appliquées cbacune suivant sa direction propre.
Le point dont il s'agit est connu, en Mécanique, sous le nom de centre de gravité, et la proposition que nous venons de démontrer s'é-
Nyj+...
iN -t- . . .
NÇ-^...
nonce ordinairement ainsi : L'état de mouvement ou de repos du centre de gravité de plusieurs corps ne change point par l'action mutuelle des corps entre eux, pourvu que le système soit entièrement libre; c'est ce qui constitue la loi de la conservation du momemcnt du centre de gravité.
Il est bon de remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque, par la rencontre et l'action mutuelle des corps, il survient des changements brusques dans leurs mouvements, car on peut regarder ces changements .comme produits par l'action de ressorts interposés entre les corps qui se choquent, et dont la durée est presque momentanée. C'est ainsi que l'on peut envisager les changements qui arrivent dans le choc des corps durs, et c'est par cette raison que le mouvement du centre de gravité n'est point altéré dans ces changements.
34. On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs corps à trois axes fixes, par le moyen des coordonnées X, Y, Z, données ci-dessus; si l'on voulait le rapporter à des points déterminés, alors, nommant a, b, c les trois coordonnées d'un de ces points et c?la distance du centre de gravité à ce point, on aurait
(/^ = ( X - fl)^ -!- ( Y- 6)2 + (Z - c)^
_X2-+-Y2-^Z2— 2aX — 26Y— 2t'ZH- a2_|_^2 + fi2.
Or, si l'on fait le carré de la quantité M^ 4- Nç + . . . , il est facile de voir qu'on peut le mettre sous la forme
(M + N+ , .)[Mx^- -\-Wi;^ + . . .) -M^[x - lY- - . . . ; donc on aura (numéro précédent)
, _ Mx^- + Nr^ + . . . MN( JT — ^2 + ■ . .
et de là
„ U{x-aY-\-^[l-aY + ... MN(^-^)2-t-... X^ — ia\-\-a-r= —
On trouvera de même
et pareillement
Z^ - 2cZ + 6-2 = M{z^c)2 + N|r-c):i + ... _ MN ( 2 - .':)2-|-. . .
Si l'on fait ces substitutions dans l'expression précédente de d\ et que l'on désigne, pour abréger, par A la somme des masses M, N, ' multipliées chacune par le carré de sa distance au point donné, cette somme étant de plus divisée par la somme des masses; et que l'on désigne aussi par B la somme des produits des masses prises deux à deux et multipliées par le carré de leurs distances respectives, cette somm-. étant divisée par le carré de la somme des masses, on aura
^' = ^'^ — B> et par conséquent d = ^ A^lj.
Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de la position respective des corps, si l'on détermine les valeurs de A par rapport à trois points différents, pris dans le système ou hors du système, à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces points, et par conséquent sa position absolue. Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffirait de considérer deux points, et il n'en faudrait qu'un seul si tous les corps étaient dans une même ligne droite. En prenant les trois points donnés dans les corps mêmes du système, la position du centre de gravité sera donnée simplement par les masses et par leurs distances respectives. Comme cette manière de trouver le centre de gravité est peu connue, j'ai cru pouvoir la donner ici, à cause de l'utilité dont ell peut être dans plusieurs occasions.
35. Le second cas est celui où les conditions du système sont indépendantes de la direction des axes des xety sur le plan de ces coordonnées, en sorte qu'en faisant tourner ces axes autour de l'axe des :; d'un angle quelconque i, ce qui changera les abscisses x% ?, ... en
xcosi — ys'ini, ccosi — r,sïni, ... et les ordonnées y, r, . . . en y cos« -h a^sini, r; cosi -h £ sin«, ..., les fonctions représentées par les caractéristiques F, <I>, ... ne varient point par ces changements, quel que soit l'angle i. Il est facile de voir que cette propriété aura lieu, en général, dans toute fonction des quantités ^--f-y-, l- -\-rr, ccl -\-yr,, .xn —yl, —
Si l'on fait, dans ce cas,
a = x{cosi — i) — ysini, b^=zy[cosi — i) +a:sin/, ...,
a=: t, (ces / — 1 ) — •/) sin /, |3 = V] ( ces / — i ) + ^ sin /", . . . ,
il faudra qu'en substituant à la fois dans ces fonctions a; + a, j + ^, l -+- y., r, 4- [E, ... à la place de oc, y, ç, r,, . . . , et développant suivant les puissances de i, la somme des termes affectés d'une même puissance soit nulle. Or, par ces substitutions et par le développement suivant les puissances de a, b, a, p, . . . , la fonction F [x, y, s, E, . . . ) devient
Mais on a
. . . i' i^ sin 1=^1 f- . . . , ces i zzzi h .
donc les termes affectés de i dans la formule précédente seront
/[-jF'(^) + ^F'(r)-nF'(>) 4- n-'lr,) -...];
par conséquent on aura, pour la fonction F(.r, j, ...), l'équation de
condition
X F'( j) - jF'(^) + l F'(y,) - -n F'(ç) + . . . = o.
On trouvera de la même manière, pour la fonction <!>( a;, j, ...), l'équation
x-(t>'[r) — 7$'(^) -4-|(I>'(y)) — 7)fl>'(^)+.. . — o,
et ainsi des autres.
36. Maintenant, si les corps du système n'éprouvent d'autres actions i|ue celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle, les équations du mouvement relatives aux coordonnées ce, y, c, r,, ... seront de celte forme (n°^ 26 et 30) :
Mj''=nF(/) + ^0'(j)+...,
Nyî"=nF(vj) + Ta)'(-/)1+...,
Donc, si l'on ajoute la seconde de ces équations multipliée para-, la quatrième multipliée par E, et ainsi de suite, et qu'on en retranche la première multipliée par r, la troisième multipliée par -n, etc., on aura, en vertu des équations de condition trouvées ci-dessus, l'équation
M(xr"- r.r") +N(^-/î"--/ir) -• • • = o,
qui est aussi, comme l'on voit, indépendante des conditions du système.
tin prenant son équation primitive, on aura
M (^/ - yx' ) + N ( ^-/î' - -/î^' ) + . . . = C,
C étant une constante arbitraire. Ainsi l'on a tout de suite une équation du premier ordre entre les coordonnées oc, y, ç, r,, ... des différents corps.
Or xy — rJ?'= ocy'-hyjr' — 2j.r'; mais xy-hyx' est la fonction prime de orv, c'est-à-dire du double de l'aire du triangle rectangle dont ce est la base et y la hauteur, et yx' est la fonction prime de l'aire de la
courbe comprise entre l'abscisse x et l'ordonnée j; donc — — ^^ — sera
la fonction prime de la différence du triangle et de l'aire dont nous
parlons, et il est facile de voir que cette différence est, en général,
égale à l'espace compris entre la courbe dont x et / sont les coor-
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données, et la droite menée de l'origine de ces coordonnées à la courbe, c'est-à-dire à l'aire du secteur décrit par cette même droite, qu'on nomme rayon vecteur.
Ainsi, nommant A cette aire, on aura
xy' — yx' -.^ 2 A',
et, nommant de même a l'aire décrite par le rayon vecteur mené à la courbe dont ; et-/; sont les coordonnées, on aura pareillement
et ainsi des autres. De cette manière, l'équation précédente deviendra
2MA' + 2Na' + ... = C;
et, comme les fonctions primes se rapportent ici au temps t, on aura cette équation primitive,
MA + Na+... = iC/ + I),
D étant une constante arbitraire, qui sera nulle si l'on fait commencer les aires A, a, ... au commencement du temps t. Alors la somme desxiires multipliées chacune par la masse correspondante sera proportionnelle au temps.
Il peut arriver, suivant la forme de la courbe dont a^et j sont les coordonnées, que l'aire décrite par le rayon vecteur soit au contraire la différence de l'aire de la courbe et de celle du triangle, auquel cas on
aura
xy' — yx' = — 2 A' ;
mais il est facile de se convaincre que, dans ce cas, l'aire sera décrite dans un sens opposé. Donc, en général, la somme des produits des masses par les aires sera proportionnelle au temps, en prenant positivement les aires tracées dans le même sens et négativement celles qui seraient tracées dans un sens opposé. C'est une remarque essen-
tielle, et sans laquelle le théorème dont il s'agit ne serait pas vrai en général.
Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout système de corps agissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, pourvu que le système soit entièrement libre de tourner autour de l'axe des z, perpendiculaire au plan des oc et y; car il est visible que les conditions provenant de la liaison mutuelle des corps seront alors les mêmes, quelque direction qu'on donne aux axes des x et j.
Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces d'attraction ou de répulsion, ces forces seront exprimées par des fonctions des distances ^/(j;— ç)-H-(y — r,)- + (c — '()', lesquelles auront aussi la propriété que nous avons supposée; par conséquent, la même loi des aires aura encore lieu.
Enfin, si les corps M, N, . . . étaient de plus animés par des forces quelconques P, Q, .. . , dirigées vers des points donnés de l'axe des s, éloignés du plan des oc ety des quantités m, /?,..., il est facile de conclure des formules du n° 15 que l'on aurait à ajouter aux valeurs de Mx" et Ny" les termes respectifs
P^ Pr
et -^
^x--i- y--i- [z — m)- y/^r'-hj^ "+~ (-2 — '")"
et, de même, aux valeurs de M;" et Nr/' les termes
et ainsi de suite. Donc les valeurs des quantités 'M{xy" — yx"), M(;r,"— Y,;"), , . . seront indépendantes de ces forces, et la loi des aires subsistera également dans ce cas; donc elle subsistera aussi si les corps ne sont animés que par des forces dirigées parallèlement au même axe, et par conséquent perpendiculaires au plan des x et y.
37. Donc, en général, si le système est libre de tourner autour d'un axe fixe, quelle que soit l'action que les corps peuvent exercer les uns
sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animés, pourvu qu'elles tendent à cet axe ou qu'elles y soient parallèles, la somme des produits d(; la masse de chaque corps par l'aire que sa projection sur un plan perpendiculaire au même axe décrit autour de cet axe est toujours proportionnelle au temps.
Si donc le système était libre de tourner d'une manière quelconque autour d'un point fixe, et qu'outre l'action mutuelle des corps chacun d'eux fût encore sollicité par une force quelconque tendant à ce point, la même loi des aires aurait lieu relativement à tous les axes qui passeraient par ce même point. Ainsi, dans ce cas, en prenant ce point pour l'origine des coordonnées, on aurait, relativement aux trois axes des coordonnées, ces trois équations du premier ordre (numéro précédent) :
M{xy-xx'] + N(c/3' -■/;;')+. . . = C,
M(>2'— zx') -\- ^{l'C — i:^' )+..• = D,
M ( jz'- zy' ) -I- N ( -ni' - Ç-/]' )+... = E, C, D, E étant trois constantes arbitraires.
38. Si le système était entièrement libre, et qu'il n'y eût aucun point fixe, ces équations, et par conséquent la loi des aires, auraient lieu par rapport à un point quelconque qu'on prendrait pour l'origine des coordonnées et pour tous les axes qu'on ferait passer par ce point.
Il en serait encore de même dans ce cas, si le point dont il s'agit, au lieu d'être fixe dans l'espace, avait un mouvement quelconque rectiligne et uniforme. En effet, supposons qu'il parcoure dans le temps / les espaces at, i^t, y; suivant la direction des axes des -r, j, z, les vitesses a, p, y étant constantes, et soient p, q, r les coordonnées du corps M, C7, y, p celles du corps N, etc., rapportées à ce même point pris pour leur origine; il est clair qu'on aura
p—x — at, qz=y—(^t, r^z — yl,
et de même
et ainsi des autres. Donc on aura
pq' ~ qp' = [x - cct)[y' - p) - [y - '^t)[x' - c^)
— ^r'—yx'— x[ty—r) -h^[ix'— x],
el pareillement
^X — X^'—ln'—-^i'~ a.[tr,'—-n] ■+ '?>[t'^— l)',
et ainsi des autres formules semblables. On aura donc
M [pq — qp' ) + X [my; — yus' )■+-...
z=\I(^/— jjr')H->'(ç73' — 75^')+... — a/^M/ + Ny)' + ...)-f-a(]VJj-l-Nyî4-...) + Î3f (Mx'-4- N;'+. . .) - ^{Mx + N; +. . .).
Or, dans ce cas (n''^ 32 et 33),
'Six -h y ç, -h. .. = at + b, M/ + N/; -4- . . . = c/ + (/,
a, b, c, ^/ étant des constantes : donc, taisant ces substitutions, il viendra
M{pq' — qp'] -h y [TDx' — ym']-h . . .^^Ix/ —yx')-^-^ {'£,-ri' - -00,') + . . .-hxd- ^l>
=--C + ad—pb.
Ainsi la quantité Mi/xj— qp ) -\- N(o/'— /o) + . . . sera encore constante; par conséquent, la somme des aires décrites autour de l'axe des r passant par le point mobile, multipliées chacune par la masse respective, sera aussi proportionnelle au temps.
On trouvera de la même manière que les deux autres quantités
M ; /?;■' — ip' ) 4- N 1 rop' — om' )+••., M ( qr' — rq' ) -h ^ [yp' ~ py'\) + . . .
seront constantes, et qu'ainsi la somme des aires décrites autour des axes de q Qlp passant par le même point mobile, multipliées chacune par la masse respective, sera encore proportionnelle au temps.
Donc, puisque, dans le cas dont il s'agit, le centre de gravité du système ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme (n° 33),
il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de gravité et pour tous les axes qu'on fera passer par ce centre.
Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlons a lieu aussi comme celle du mouvement du centre de gravité, et par la même l'aison (numéro cité), lorsqu'il survient des changements brusques dans les mouvements du système, par l'action mutuelle des corps qui le composent. Ainsi la même loi peut s'appliquer également au choc des corps durs et à celui des corps élastiques.
CHAPITRE Vil
IIE L\ LOI DES FORCES VIVES DANS LE MOUVEMENT D UN SYSTÈME ANIMÉ PAU DES FORCES ACCÉLÉRATRICES QUELCONQUES. DE LA CONSERVATION DES FORCES VIVES DANS LE CHOC DES CORPS ÉLASTIQUES. DE LA PERTE DE CES FORCES DANS LE CHOC DES CORPS DURS, OU EN GÉNÉRAL DANS LES CHANGEMENTS BRUSQUES QUE LE SYSTÈME PEUT ÉPROUVER. DE LA SOMME DES FORCES VIVES DANS LES SITUA- TIONS DE l'équilibre. REMARQUES GÉNÉRALES SUR l'ÉCONOMIE DE CES FORCES DANS LES MACHINES.
39. En général, quelles que soient les conditioas du système, les équations de condition
donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement au temps /, dont les variables x,y, . . . sont des fonctions,
x' F'(x) +/ F'(jr) + -' F'(z) -i- r F'(^) +-/î'F'(-/,) + Ç' F'(Ç) +. . . = o, x' ^'{x) -4-/ a)'(j) -~ z' $'(z) + i'^'i^] -+- r,'^'[-n) + i^' $'(?)+... = o,
et ainsi de suite.
Or, si le système n'éprouve que l'action des forces qui résultent de ces conditions, les équations du mouvement des corps M, N, . . . seront, comme dans le n° 36, de la forme
Mx"
= nF
Mj"
= nF
Mz"
= nF'
Nf
= nF'
= nF'
NT
= nF'
-hW^'
Donc, multipliant ces équations respectivement par ûc\ y', z', i', r,', Z', ... et les ajoutant ensemble, on aura celle-ci,
qui est entièrement indépendante des conditions du système, et qui par conséquent aura lieu en général, quelles que puissent être la disposition et la liaison mutuelle des corps qui le composent. Cette équation a pour équation primitive
dans laquelle H est une constante arbitraire. Or nous avons vu ( n° 11) que sjx'- -+-y'^ + z'- exprime la vitesse du corps qui décrit la courbe dont x, r, z sont les coordonnées; donc, si l'on nomme u la vitesse du corps M, (^ celle du corps N, et ainsi des autres, on aura
et l'équation précédente deviendra
M?/2 + Nf2 -+-... = H.
Dans la fameuse dispute sur l'estimation des forces, on a appelé force vive d'un corps en mouvement le produit de sa masse et du carré de sa vitesse. Ainsi, en conservant cette dénomination, on voit, par l'équation qu'on vient de trouver, que la somme des forces vives de tous les corps d'un système est constante, lorsque ces corps n'éprouvent d'autres actions que celles qui résultent de leur liaison, et, en général, de toutes les conditions qui peuvent être exprimées par des équations entre les différentes coordonnées du corps, sans que le temps y entre. C'est dans cette loi que consiste le principe de la conservation des forces vives.
40. Si les corps agissaient, de plus, les uns sur les autres par des forces d'attraction ou de répulsion quelconques, ces forces donneraient, à la vérité, des termes de la même forme 11 /'(^), n/'(j), ... dans les
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valeurs des quantités Ma?", M/',..., en prenant pour la fonction
f[x,y,...) la distance \J[x — ï,y^ -^[y — fi)- -^[z — t,)- entre deux corps, et pour II la force absolue que ces corps exercent l'un sur l'autre (n°25); mais il est évident que la condition
n'aurait pas lieu pour cette fonction comme pour celles qui résultent des conditions du système. Ainsi ces termes subsisteront dans l'équation indépendante des conditions du système, et l'on aura, par conséquent,
M [x'x" + y' y" + z'z" ) + N (IT 4- ■/;'■/;" +%'^")-V-...
= ïi[x'f'[x) +yf'[r) + z'f'[z) + Xf'il) + •/)'/'(•/'] + ?'/'(?)] + • ■ -
où l'on voit que la quantité x' f\x) -\-y' f\y) 4- . . . est la fonction prime relativement à t de la fonction/;. r.j, z,^, . . .), qui est ici
sl[x-lY^[y--nY^[z-X,]
Donc, en général, si l'on désigne parjo la distance rectiligne entre les corps M et N, et par P la force absolue d'attraction ou de répulsion que ces corps exercent l'un sur l'autre, si l'on désigne de même par q la distance rectiligne entre deux autres corps du système et par Q la force d'attraction ou de répulsion entre ces corps, et ainsi de suite, en prenant les quantités P, Q, ... positivement lorsqu'elles tendent ;i augmenter les distances />, q, . . . , et négativement lorsqu'elles tendent a diminuer ces distances, et qu'on nomme u, v, ... les vitesses des corps M, N, .. ., l'équation précédente deviendra
M uu' + N l'i'' -I- . . . = Vp' '\-Qq'-h. . . ,
qui est également indépendante des conditions du système, mais qui l'enferme, comme l'on voit, les forces P, Q, . . . d'attraction ou de répulsion mutuelle.
41. Enfin, si les corps étaient en même temps attirés vers des centres fixes ou repoussés de ces centres, la même équation aurait IX. 5i
encore lieu on prenant, par exemple, p pour la distance du corps M à un centre fixe et P pour la force qui vient de ce centre; et ainsi des autres. Car on peut déduire le cas des forces tendantes à des centres fixes de celui des actions mutuelles des corps, en supposant que quelques-uns de ces corps deviennent immobiles, ce qui a lieu lorsque leurs masses sont infinies; mais, sans avoir recours à cette démonstration indirecte, il n'y a qu'à considérer que, si le corps M, par exemple, éprouve l'action d'une force P qui part d'un centre fixe dont la position soit déterminée par les coordonnées /, m, n et dont la distance à M soitjy, il en résultera (n°25), dans les valeurs des quantités Ma;", My, M:;", les termes respectifs
et par conséquent, dans la valeur de 'W{x x" + y'y" -^ z z"), ou de Mwa',
les termes
Mais/? étant = va^— 0^ "^ (j ~ ^)' "+~ {" ~~' ")'» ^" ^ , {x — l]x' -^- [y — m)y'-t- (2 — n)-3'
donc les termes dont il s'agit se réduisent à Vp' . D'où l'on conclura, en général, que l'équation
M««'-i-Ncf' + . . . = P/)'-hQ(jr' + . . .
a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés entre eux d'une manière quelconque, et qui s'attirent ou se repoussent récipro- (juement, ou sont attirés vers des centres fixes ou repousses par des forces quelconques P, Q, . . . , en nommant p, q, ... les distances mutuelles des corps qui s'attirent ou se repoussent, ou leurs distances aux centres fixes d'attraction ou de répulsion, et prenant les quantités P, Q, ... positivement ou négativement selon que ces forces seront
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répulsives ou attractives, parce que les premières tendent à augmenter les distances/?, g, ..., et les secondes à les diminuer.
42. Si les forces P, Q, . . . sont respectivement des fonctions quelconques des distances/?, q, ... suivant lesquelles elles agissent, ce qu'on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépendantes les unes des autres, ou, en général, si les quantités P, Q, . . . sont des fonctions Ac p, g, ... telles que la quantité P//+Qy'+... soit h» fonction prime d'une fonction de p, g, . . . , que nous désignerons par ¥{p, g, ...), l'équation primitive de l'équation ci-dessus sera
K étant une constante arbitraire; et, dans ce cas, les forces P, Q, ..., qui agissent suivant les lignes p, g, . . . , seront représentées par les
fonctions primes F'(/>), F'(^),
Soient a, b, ... les valeurs de p, g, . . . dans un instant donné, et U, V, ... les vitesses de M, N, . . . dans cet instant; l'équation précédente, rapportée à ce même instant, donnera
MU2+NV2 + ... = K + 2F(a, b, ...),
d'où l'on tire
K = MU2+NV2 + ...-2F(fl, /j, ...);
donc, substituant cette valeur, on aura l'équation générale
M«2-.^]Vi'2 + ...=rMU2_|_p^-V2H-...-u 2F(/>, q, ...) — iV{a,b, ...).
Cette équation renferme le principe de la conservation des forces vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la force vive totale du système ne dépend que des forces actives qui animent les corps et de la position des corps relativement aux centres de ces forces, de sorte que, si dans deux instants les corps se trouvent à mêmes distances de ces centres, la somme de leurs forces vives sera aussi la même.
J'entends ^SlY forces actives les forces que les corps exercent les uns
sur les autres, et dont l'effet est de changer leurs distances ou leurs positions respectives, comme les forces intrinsèques d'attraction ou de répulsion, les forces des ressorts placés entre les corps, etc. Au contraire, ] âpj^eWe forces passives les forces de résistance produites par les pressions des corps, les tensions des fils ou des verges, etc., et dont l'effet est de maintenir les corps dans une même position respective et d'empêcher que les conditions du système ne soient violées. Ces forces passives ne contribuent en rien, comme l'on voit, à la production de la force vive; les forces actives seules l'augmentent ou la diminuent, comme elles feraient si les corps, étant mus librement, partaient des mêmes points et arrivaient aux mêmes points, en décrivant des lignes quelconques.
43. Nous avons vu que la loi du mouvement du centre de gravité et celle des aires sont indépendantes de l'action mutuelle des corps, quelle que soit cette action, soit qu'elle vienne des forces passives ou actives; ainsi, à cet égard, ces deux lois ont une plus grande étendue que la loi d(! la conservation des forces vives, qui n'est indépendante que de l'action des forces passives. Il résulte de là que cette dernière loi ne peut pas subsister, comme les deux premières, dans le cas où, par l'action mutuelle des corps ou par la rencontre d'obstacles, il survient des changements brusques dans leurs mouvements, parce (jue ces changements sont ou peuvent toujours être regardés comme l'effet des forces actives de ressorts placés entre les corps ou entre eux et les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant très-peu, maintiennent la loi de continuité dans la variation des mouvements. La force vive des corps qui subissent ainsi des changements brusques reçoit, à chacun de ces changements, une augmentation ou une diminution égale à la force vive que l'action de ces ressoi'ts produirait si l(>s coi'ps n'étaient soumis (|u'à cette action.
Ainsi, si les corps M, N, . . . viennent à se rencontrer ou à rencontrer des obstacles, de manière qu'il en résulte des changements brusques dans leurs mouvements, on pourra appliquer à ces corps, pendant leur
TROISIÈME PARTIE. CHAPITRE Vil
action, quelque courte qu'elle puisse être, la formule du numéro précédent, de sorte qu'en nommant U, V, ... leurs vitesses au commencement de l'action, u,^, ... les vitesses à la fin de l'action, désignant de plus par a, b, ... les valeurs des distances p, q, ... au commencement et par a, p, ... leurs valeurs à la fin de la même action, on aura
MU2+NV2 + ...-MH2_N(^2-...=:2F(a, />,...)- 2F(a, (3, ...),
ce qui montre que la différence des forces vives au commencement et à la fin de l'action sera
OÙ l'on remarcjuera que, quoique les quantités a, p, . . . diffèrent trèspeu des quantités a, h, ... , la différence des fonctions semblables
F(a, b, . ..) et f[y., p, . . .) peut avoir une valeur finie quelconque.
44. Comme ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas déterminer, de cette manière, la variation de la force vive; mais dans les cas particuliers on pourra la trouver d'après les conditions du problème.
Lorsque des corps se cboquent, soit immédiatement, soit par l'entremise de leviers ou de machines quelconques, si les corps sont parfaitement élastiques, la compression et la restitution se font suivant la même loi, et l'action est censée durer jusqu'à ce que les corps soient revenus, par la restitution du ressort, à la même position respective où la compression a commencé. On aura donc pour ce cas, dans l'équation
précédente,
et par consé(juent
d'où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc: ce qu'on sait depuis longtemps, mais dont on n'avait pas, (|ue je sache, une démonstration simple et générale.
Au contraire, dans le choc des corps durs, l'action n'est censée durer
que jusqu'à ce (jue les corps aient acquis des vitesses en vertu desquelles ils ne se nuisent plus et qui, par conséquent, ne produisent point d'action entre eux. Ainsi, l'effet de ces vitesses sur l'action mutuelle des corps étant nul, si on leur imprimait ces mêmes vitesses avant ou pendant l'action, elle serait la même en vertu des vitesses composées de celles-ci et des vitesses propres des corps. Donc elle serait encore la même si les vitesses imprimées étaient égales et directement contraires à celles dont nous parlons; car l'action ne varierait pas, en supposant qu'on détruisît ces vitesses imprimées par des vitesses opposées.
Il s'ensuit de là que, dans le choc des corps durs, les vitesses u, V, . . ., après le choc, sont telles, que l'équation
MU2+NV2 + . . .— Mi<2— Nf2_. . .= 2F(r<, h, c, . . .) - ■îF(a, (3, y, . . .)
subsisterait également en composant les vitesses U, Y, ...,u,<^\ ... avec les vitesses —u, —v, ..., le second membre de cette équation demeurant le même, parce qu'il ne dépend que de la position mutuelle des corps avant et après le choc.
Si donc on nomme A la vitesse composée de U et de ~u, B la vitesse composée de V et de — c, etc., l'équation deviendra
MA2 + NB2 4-... = -2F(a, b, c, ...l-o.F(a, (3, y, ...),
puisque les vitesses composées u — u, v — v, ... sont nulles. On aura donc, pour le choc des corps durs, cette équation
MU2 + NV2 + . . . - M »2 _ N 1^2 - . . . = MA2 H- NB
Comme U, V, . . . sont les vitesses avant le choc, et u, v, . . . les vitesses après le choc, il est clair que A, B, . . . seront les vitesses perdues par le choc; par conséquent, MA^ + NB--h... sera la force vive qui résulterait de ces vitesses : d'où l'on tire cette conclusion que. dans le choc des corps durs, il se fait une perte de forces vives égale à la force vive que les mêmes corps auraient s'ils étaient animés chacun de la vitesse qu'il perd dans le choc. Ce théorème remarquable est dû,
Dans l'équation (n
Muu' -i-'^vv' ~h. . .= \'>p' -hQq'-h. . . ,
les quantités p, q, .. . désignent les distances rectilignes des points où les forces P, Q, . . . sont appliquées aux centres de ces forces; ainsi les quantités/?', g', ... expriment les vitesses de ces points suivant les directions de ces mêmes forces, et, comme les quantités/?,^,... n'entrent point dans l'équation, il s'ensuit qu'elle a toujours lieu, quelles que soient les forces P, Q, . . ., soit qu'elles tendent à des points donnés ou non, pourvu que l'on prenne pour/?', g', ... les vitesses respectives des points où ces forces sont appliquées suivant les directions mêmes des forces.
Si les forces P, Q, . . . étaient en équilibre, la quantité P/Zh- Qq'-+- ... serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n° 30) : ainsi l'équation précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les forces produisent du mouvement, et l'on voit qu'elle est alors égale à la fonction prime de la moitié de la force vive de tous les corps du système, quelles que soient d'ailleurs la disposition et la liaison mutuelle de ces corps.
Donc, si dans un instant quelconque les forces qui agissent sur le système viennent à se contre-balancer, la fonction prime de la force vive sera alors nulle, et, par conséquent, la force vive sera un maximum ou un minimum (n" 26, IP Partie). En général, de toutes les situations que le système peut prendre, celle où il serait en équilibre est aussi celle où sa force vive serait un maximum ou un minimum s'il était en mouvement, et il est démontré que l'équilibre sera stable lorsque la force vive sera un maximum et qu'il ne le sera pas lorsque la force vive sera un minimum. Mais la démonstration de cette propriété sin-
giilière de l'équilibre ne peut pas être insérée ici; on peut la voir dans la Mécanique analytique (*).
46. Puisque les quantités/?', q' , ... n'expriment que les vitesses des points où sont appliquées les forces P, Q, . . ., estimées suivant la direclion de ces forces, on peut prendre pour p', q', ... les espaces simultanés parcourus par ces points suivant ces directions. Ainsi Vp' sera la fonction prime de l'aire de la courbe dont l'abscisse serait égale à /> et l'ordonnée rectangle serait P, et de même Q^' sera la fonction prime de l'aire de la courbe dont l'abscisse serait q et l'ordonnée Q; et ainsi des autres (n° 28, IP Partie). Donc, si l'on désigne respectivement ces aires par (P), (Q), ..., et qu'on prenne les fonctions primitives des deux membres de l'équation du numéro précédent, on aura, en multipliant par 2, et nommant U, V, ... les vitesses de M, N, ... lorsque les aires (P), (Q), ... sont supposées commencer,
M«2+Ni;2 + ..._MU2-NV2 — ...= 2(P) + 2(Q)4-....
Cette équation est la même que celle du n** 42, qui renferme le principe de la conservation des forces vives; mais elle est présentée ici d'une manière indépendante des fonctions qui peuvent représenter les forces P, Q,
Si l'on suppose que ces forces agissent cbacune séparément sur des corps libres dont les masses soient m, n, ..., on aura, par les équations fondamentales du n° 15,
mp"=V, nq"=Q, ...;
donc, multipliant respectivement par 2p', 2q', . .., et prenant les fonctions primitives, on aura
/M/>'2 = «-+--2(P), nq'-^ = l>-h-2[Q), et ainsi des autres, a et b étant des constantes arbitraires. Donc, si
( * ) CEuvrrs de Lagrange, t. XI.
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l'on suppose, pour plus do simplicité, que les vitesses//, ry', . . . soient nulles lorsque les aires (P), (Q), ... commencent, on aura
a zzz o, b z=z o, . . . , et par conséquent
n,p'^-=2{V], nq'^- = i[Q), ...,
où l'on voit ([uc mp'-, nq"-, ... sont les forces vives produites séparément et librement par les forces P, Q. ... pendant la génération des aires (P), (Q), . . ., de sorte que ces aires elles-mêmes sont égales à la moitié des forces vives engendrées.
Donc, lorsque ces forces agissent sur des corps liés entre eux d'une manière quelconque, elles produisent, dans tout le système, une augmentation de force vive égale à la somme des forces vives que chaque force produirait en particulier si elle agissait seule sur un corps libre, et qu'elle lui fît parcourir, suivant sa direction, un espace égal à celui que le corps parcourt réellement, suivant la même direction. C'est proprement ce qui constitue le principe de la conservation des forces vives.
47. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans la théorie des machines. L'objet général des machines est de transmettre l'action des puissances motrices de la manière la plus propre à vaincre les résistances qui s'opposent au mouvement qu'on veut produire. Ces résistances n'étant que des forces qui agissent dans un sens contraire à celui des puissances, on peut les regarder et traiter comme des puissances négatives. Ainsi, dans une machine quelconque en mouvement, l'augmentation de la force vive totale est toujours égale à la somme des forces vives que les puissances auraient produites, moins la somme de celles qui auraient pu être produites par les résistances, si les points sur lesquels ces forces agissent s'étaient mus librement.
On peut réduire à la gravité et aux ressorts presque toutes les forces dont nous pouvons disposer. Un poids P, en descendant librement d'une IX. 5a
liauteur A, acquiert une force vive égale à aPA; car, dans ce cas, la force P étant constante, l'aire (P) est égale au produit de l'ordonnée P par l'abscisse h. Ainsi, lorsqu'on a à sa disposition une chute verticale h d'un poids P, on peut dépenser une force vive égale à aPA, laquelle peut être employée dans une machine comme puissance ou comme résistance. Un ressort bandé produit, en se débandant librement, une force vive qui dépend de la force du ressort et de l'espace par lequel le ressort peut se débander, et qui est égale au double de l'aire (P). Donc, si l'on a à sa disposition un ressort bandé jusqu'à un certain point, et qui puisse se débander par un espace donné, on est le maître de dépenser une force vive donnée et de l'employer dans une machine quelconque. Ainsi l'on peut dire qu'une chute d'eau dont la quantité et la hauteur sont données, qu'une quantité donnée de charbon, en tant qu'elle peut être employée à vaporiser une quantité donnée d'eau, qu'une quantité donnée de poudre à canon, qu'une journée de travail d'un animal donné, etc., renferment une quantité déterminée de force vive, dont on peut disposer, mais qu'on ne saurait augmenter par aucun moyen mécanique.
On peut donc toujours regarder une machine comme destinée à détruire une quantité donnée de force vive en consumant une autre force vive donnée ; et il suit du principe général que la force vive des puissances motrices doit surpasser celle des résistances d'une quantité égale à la force vive totale de tous les corps qui se meuvent en vertu de ces forces, et, s'il arrivait des changements brusques dans leurs mouvements, il y faudrait ajouter la somme des forces vives qui résulteraient des vitesses perdues dans les chocs (n" 44).
On peut calculer de cette manière l'effet de toute machine et déterminer his conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus grand qu'il est possible, relativement aux circonstances de la machine donnée.
Je ne m'étends pas davantage sur les applications à la Mécanique, et je ne m'arrêterai pas à résoudre des problèmes particuliers. Comme mon dessein n'est pas de donner un Traité de cette science, je me con-
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tentei'ai d'avoir t'tiiMi, pai- la lliroric des fonctions, les piiiiciprs et les équations fondamentales de la ]Mécaniquc, qu'on ne démontre ordinairement que par la considération des infiniment petits, cl d'avoir donné, d'une manière nouvelle, les lois générales du mouvement des corps animés par des forces quelconques et qui agissent les uns sur les autres, et je renverrai à \a Mécanique ana/yligue ceux qui désireraient un plus grand détail.
ADDITION
AU CHAPITRE II DE LA PREiMIÈRE PARTIE, PAGE 33.
On peut démontrer de différentes manières la correspondance des fonctions dérivées avec les différentielles. Si l'on désigne par d.r ia différence constante des valeurs successives x, x + dx, x -h 2dx, x-i-3dx, ... de la variables, les valeurs correspondantes de la variable j, regardée comme fonction de x, seront, par la formule précédente, en V faisant successivement /= dx, 2dx, ?>dx, ....
^ + iy' dx
r"dx- y'dx'^ Y'^dx''
^y" dr- 8r"'dx « 1 6 j'" dx^
^ , , Qy"dx^ 7.n}"'i/x^ 8ir"'^.r>
r + 3r'dx + ^ • 4- — — 5 1 ■ g ,
, , , ,6r"dx^- 6Ar"'dx^ 256r''fl'.r''
r -t- ^fdx -4- -^ h -^^^-^. 1 ^-^z—, —
Si l'on prend, par des soustractions successives, les différences premières, secondes, troisièmes, etc. de ces valeurs, et qu'on les dénote par dy, d-y, d^y, . . ., on aura
, , r" dx- y"'dx^ y^'dx''
dy = y'dx -+- 4- • ^— H- •' ^ . -\ -,
2r"^/^- Q>y"'dx^ i4r'V/.r''
, 2.^r'^''dx''
ADDITION AU CHAPITRE II DE LA PREMIÈRE PARTIE. h\:) Supposons qiio la clilTérence dv (levicnno infiniment petite : les puissances di-, r/r', ... deviendiont infiniment petites, chacune par rapport à celle qui prccètle, et les séries qui expriment les valeurs des dilTérences dv, d-y, d^y, ... se trouveront composées de termes infiniment petits, chacun relativement au précédent, de sorte qu'en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur relativement à ceux d'un ordre inférieur, on aura simplement
dy = y dx, d-y — y" dx-, dy- = )"'dx'', . . . , et par conséquent
■'' ~ dx' ■^ ^ dx-' -^ " dx-^
On voit par là comment la supposition des infiniment petits peut servir à trouver les fonctions dérivées, et l'on peut en conclure que les
f/'V fi^ V*
expressions difTérentielles -^î -j~i ■'■■> au lieu d'exprimer ce qu'elles
paraissent représenter, ne sont à la rigueur que des symboles qui dénotent des fonctions différentes de la fonction primitive y, mais dérivées de celle-ci suivant certaines lois. [Fo<>, dans la nouvelle édition (\es Leçons sur le Calcul des fonctions, la Leçon XVIII, qui contient des remarques importantes sur le passage du fini à l'infiniment petit (*). |
(*) OEwrcs (le Ln grange, t. X.
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THÉORIE DES FONCTlOiNS ANALYTIOUES.
Non: m: M. J.-A. SI^IRRET.
I. I.a thécirio remarqualjlc exposée dans les Chapitres III et IV de la deuxième Partie fait connaître l'intégrale première et la solution singulière d'une classe assez étendue d'équations différentielles : il s'agit des équations auxquelles conduisent les problèmes inverses sur licontact des courbes, et dans lesquelles n'entrent que les cléments mômes du contact. L(> succès de la méthode est dû à cette seule circonstance que les éléments du contact sont des fonctions de .r, r et des dérivées de r, (jui, étant égalées à des constantes arbitraires, fournissent autant d'intégrales premières d'une môme équation différentielle; aussi peut-on donner un peu plus de généralité au théorème de Lagrangc.
Désignons par v. et 5 deux constantes arbitraires, et supposons que les équations
soient deux intégrales premières dune môme équation différentielle de l'ordre m -^ \ .
y, y\ . . . étant mis au lieu de J^, ^^,
Si l'on élimine r'" entre les deux équations (1), on obtiendra une équation différentielle de l'ordre m — i -.
Cela posé, l'équation (3), qui est une intégrale seconde de l'équation (2) et une intégrale première de l'une quelconque des équations (i), sera également une intégrale première do l'équation
(n F(cp,-}) = o,
où F désigne une fonction quelconque, pourvu (jwe l'on con.sidère les deux constantes u. et f^ comme assujetties à vérifier l'équation
Ce théorème est presque évident, car les valeurs de y. el p que l'on tirerait de l'équation (3) et de sa dérivée seraient a= <p, fi = ■]/, et, comme l'équation (5) a lieu entre les constantes a et p, il s'ensuit que l'équation (4) se trouvera aussi vérifiée. Si les fonctions y et -^ ne renfermaient que a.-,/ et _r', l'éciuation (3) ne contiendrait plus de dérivées et serait, par suite, l'intégrale générale de l'équation proposée. Il résulte de là que, si, parmi les différentes manières, en nombre infini, d'écrire une équation différentielle, on en distingue une (]ui permette de lui donner la forme de l'équation (4), on aura, par cela seul, intégré une première fois cette équation.
II. Proposons-nous, comme application, de clierciier l'équation intégrale des lignes de courbure d'une surface du second ordre à centre. L'écjuation de la surface étant
ré(iuation différentielle des projections des lignes de courbure sur le plan xy sera
si maintenant on pose
ces équations seront les intégrales premières de la même équation
^yy" — yf -^ -'j'^- = «;
on pourra donc appliquer le théorème à l'équation (a). Si l'on élimine y' entre celles-ci, on aura
,.2 .,.2 ^.2 _ 1,1. yi
-p g- = i, avec p^a-^2;
nous ferons a = p.^, [3 = p2_ i-i^ et l'équation des projections des lignes de courbure sera finalement
(x^ étant la constante arbitraire : elle représente, conime on sait, des ellipses ou des hyperboles. Comme l'équation (3) est symétrique entre p et [/, si l'on considère p connne un paramètre variable et pt comme déterminé, l'éipialion (3) représentera également les projections des lignes de courbure de la surface
et, si p et p ont en môme temps des valeurs déterminées, l'équation (3) représentera la projection d'une ligne de courbure commune aux surfaces (i) et (4), laquelle sera donc l'intersection de ces deux surfaces.
Si dans l'équation (i) on a [j'y c^ b, p. devra être compris entre b et c, ou intérieur à ces deux quantités, car autrement les deux surfaces ne se couj)eraient pas. On conclut de là
que les trois équations
fj
yi y.2 — 1,1
dans lesquelles i et 6'> h sont des constantes déterminées, p, a, v trois paramètres variables compris, le premier entre c et oo , le second entre l> et c, et le troisième entre zéro et ù, représentent trois systèmes de surfaces telles, que l'une quelconque des surfaces de l'un de ces systèmes sera coupée, suivant ses lignes de courbure, par toutes les surfaces des deux autres systèmes. Il en résulte que les surfaces (5) sont orthogonales entre elles. C'est au môme principe que l'on doit rattacher l'intégration de l'équation si connue
j = j'.r+F(j'), car, si Ton fait
à cause que les deux équations qui précèdent sont les deux intégrales premières de l'équation
l'équation
qui résulte de l'élimination de j', sera l'intégrale générale de la projjoséc, pour\ u que les constantes a et ^ soient unies par la relation
et l'on obtient finalement
r = XX -+- F(z),
où X désigne la constante arbitraire. Au surplus, dans la question actuelle, les fonctions j' etjr — y'.r, entre lesquelles a lieu l'équation proposée, ne sont autres que les clcmcms du contact du premier ordre.
III. Les équations différentielles dont il vient d'être question, et dont on détermine si aisément une intégrale première, admettent, en général, des solutions singulières, ainsi que Lagrange l'a remarqué ; la théorie de ces solutions singulières peut être présentée trèssimplement à l'aide de considérations géométriques, identiques à celles que l'on emploie dans la recherche des développantes des courbes planes.
Lorsqu'on donne l'équation d'une courbe en coordonnées rectangulaires .r et j, on obtient, comme on sait, l'équation de la développée en éliminant x et j à l'aide de la proposée et des deux suivantes,
dans lesquelles x et p représentent les coordonnées du centre de courbure.
IX
Mais si, au contraire, on donne l'équation (ît) F(a, p) = o
de la développée, et que l'on élimine a et [3 entre les équations (i) et (2), on obtiendra l'équation différentielle du second ordre
que la théorie présente immédiatement comme devant faire connaître les développantes de la courbe représentée par l'équation (2). Mais cette équation est du second ordre, et son intégrale complète doit renfermer deux constantes arbitraires, tandis qu'il n'en peut entrer (lu'une seule dans l'équation des développantes, d'où résulte ce paradoxe d'Analyse signalé par Lagrange, et qu'il est bien aisé d'éclaircir. D'abord l'équation (3) est du genre de celles dont nous avons parlé précédemment, et son intégrale première s'obtiendra en éliminant j" des équations (i), ce qui donne
dans laquelle a et [5 doivent être considérées comme deux constantes liées par la relation
7 désignant une constante arbitraire, l'intégrale de l'équation (4) sera
(.r — ap-t- (r_[3)2:=,^2.
Cette équation, qui renferme deux constantes arbitraires, est l'intégrale générale de l'équation (3); elle représente un cercle de rayon arbitraire et dont le centre est en un point quelconque de la courbe donnée que représente l'équation (2). Le cercle satisfait effectivement à la question de Géométrie, puisque, pour chacun de ses points, le centre de courbure est bien situé sur la courbe donnée. Il résulte donc de là que l'équation des développantes de la courbe proposée est nécessairement une solution singulière de l'équation différentielle (3). La plupart des Traités d'Analyse ne font aucune mention de l'équation (3) comme devant faire connaître l'équation des développantes, et l'on se contente liabituellement de montrer, à l'aide de considérations particulières, que celle-ci est l'intégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre, laquelle résulte de l'élimination de a et [3 entre les Irois équations
doi dx ~ '
C'est, au surplus, le résultat auquel on est immédiatement conduit en considérant les développantes d'une courbe comme les trajectoires orthogonales de ses tangentes.
IV. Nous allons montrer quelle extension on peut donner aux considérations particulières que l'on emploie dans la théorie des développantes.
Nous savons que, si les équations
sont deux intégrales premières d'une môme équation différentielle, et que
en résulte par l'élimination de j» "', cette dernière équation sera une intégrale première de l'équation
pourvu que l'on considère a et [3 comme des constantes vériflant l'équation
en sorte que l'on obtiendra l'intégrale générale de l'équation (3) en cherchant celle de l'équation (2), dont l'ordre est inférieur d'une unité.
Considérons a et ^ comme des coordonnées rectangulaires, de même que .r et r, puis imaginons que l'on ait tracé la courbe représentée par l'équation (4), en môme temps que celles qui sont représentées par l'intégrale générale de l'équation (3); chacune de ces dernières dépendra, en partie, de la position d'un point de la première courbe, de celui qui répond aux valeurs de a et p relatives à la courbe que l'on considère : pour abréger le discours, j'appellerai ce point point directeur, et courbe directrice l'ensemble des points directeurs, c'est-à-dire la courbe représentée par l'équation (4).
Pour tous les points d'une même courbe de l'intégrale générale (3), le point directeur est le même, et jouit, par rapport à chacun d'eux, d'une propriété commune définie analytiquement par les équations (i); d'où il suit clairement que les courbes susceptibles de satisfaire à l'équation (3) et qui ne font pas partie de l'intégrale générale jouissent de cette propriété remarquable que le point directeur n'est pas le même pour tous les points d'une môme courbe, et que la propriété définie analytiquement par les équations (i) a lieu entre les différents points d'une même courbe et leurs correspondants sur la courbe directrice.
Pour chacune de ces nouvelles courbes qui constituent une solution singulière de l'équation (3), l'équation (2) aura encore lieu entre les coordonnées x, y de l'un de ses points et celles oc et p du point directeur correspondant; mais, si l'on fait varier x et_T, a et f^ varieront aussi : on aura donc, en différentiant l'équation (2),
\dx ' dr - c/y'«-i/ dx dp ^
Mais, si l'on observe que l'équation (2), dans laquelle on regarde a et [5 comme constantes, est une intégrale première de l'une quelconque des équations (i), on verra que le coefficient de dx dans l'équation précédente devient nul en vertu de ces mômes équations (i) : on aura donc simplement
df , ^df,.
On a d'ailleurs
donc
dV
dx
dx
df dp
dV dx
- dV '
dh
équation qui établit une relation entre chaque point de la courbe singulière et le point directeur correspondant.
Si des équations (4 ) et (5) on tire les valeurs do y. et [5 pour les porter dans l'équation (2), ou, ce qui revient au même, si l'on élimine a et [5 à l'aide des équations (2), (4I et (5), on obtiendra une équation différentielle de l'ordre /?/ — i,
sans constante arbitraire, et qui sera une solution singulière de l'équation (3). Bornons-nous à indiquer une seule ajiplication des résultats qui précèdent.
On deinnndc quelle est la courbe jouissant de la piopric'te' que, si M est un de ses points, C le centre de courbure en ce point, et M' In position du point M auquel on fait faire un quart de re'volution autour d'un point fixe, l'on ait CM' = une constante K.
L'équation différentielle du second ordre est
on trouve pour intégrale première
(.r-a)-(r-r^) dr
(x — a] -i- [y — p) dx avec
et pour solution singulière
l'intégrale générale représente ici des spirales logarithmiques, la solution singulière des courbes beaucoup plus compliquées.
V. On démontrerait ab.solumcnt, comme au n° I, que, si
sont // intégrales premières d'une môme équation différentielle et que
en résulte par l'élimination des n — i plus hautes dérivées, cette dernière sera une int(\L'r;tlt' d'ordre n — i de l'équation
|iour\ u que l'on considère a, [i, 7, ... comme des constantes assujetties à vérifier l'équation
Dans ce cas, l'équation proposée admet encore une solution singulière, i\\K' l'on déterminera par un procédé analogue à celui (pie nous venons d'employer.
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