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LA THÉORIE DES FOYERS
FAii M. E. LAGUERRE-WERLY, de Bar-le-Duc, Élève de l'Institution Barbet.
Nouvelles Annales de Mathématiques; i853.
1. Soit une conique ayant pouf fojer le point [a, ^J, son équation sera de la forme
X étant une fonction linéaire de x et de y, ou bien encore
Sous cette dernière forme, on voit qtie cette conique est tangente aux deux droites
et
Réciproquement, si une conique est tangente à ces deux droites, elle a pour foyer ie point [a, P]. Cette propriété analytique peut être employée pour trouver les coordonnées des quatre foyers d'une conique donnée par son équation.
XI suit delà que les coniques confocales doivent être regardées comme tangentes à deux mêmes droites, les coniques bi-confocales comme inscrites dans un même quadrilatère doal les quatre sommets sont les quatrefoyers communs. Ces propriétés /^/-oyeciiVes
des foyers nous permelLronL de généraliser leurs propriétés métriques.
2. Ainsi, de la tliéorie des coniques bi-confocales, nous pourrons tirer tous les théorèmes relatifs aux coniques inscrites dans un même quadrilatère.
Considérons, par exemple, trois coniques bi-confocales ; par un point extérieur, menons-ieur des tangentes : ces trois couples de tangentes auront une bissectrice commune ; donc ils formeront un faisceau en involutîon. En généralisant, nous retrouverons le théorème de .Desargues,
3. Deux coniques bi-confocales se coupent orthogonalement. L'homographie généralise ainsi ce théorème :
Si deux conicjues inscrites dans un même quadrilatère se coupent, les deux tangentes menées au point d'intersection, et les droites obtenues en joignant ce point à deux sommets opposés du quadrilatère circonscrit, forment un faisceau harmonique.
i. La considération des foyers imaginaires peut être souvent utile; je ne citerai qu'un exemple.
Considérons une conique et deux tangentes à cette conique; joignons le point d'inlerseclion des deux tangentes aux quatre foyers; les trois couples de droites ainsi obtenues auront une bissectrice commune; donc ils formeront un faisceau' en involu-
En généralisant, nous trouverons ce théorème, cas particulier de celui de Desargues :
Si une conique est inscrite dans un quadrilatère, que par un point extérieur on mène deux tangentes à cette conique^ et puis, qu'on joigne ce point aux quatre sommets du quadrilatère, on obtiendra un faisceau en involutîon (').
(') Le ihiïoréme sur la quadrilatère qu'on lit dans \s. Géométrie lupéiie [). 249, combiné avec celui-ci, donne lieu à un troisième théorème.
5. Je citerai encore quelques théorèmes, conséquences immédiates des principes précédents ;
1° Le lieu des centres des coniques tangentes à deux droites données el ayant un fojer fixe est une droite.
2" Une conique inscrite dans un angle étant donnée, le problème suivant : <i (^lonstniire une conique tangente à la première el aux deux côtés de l'angle en deux points donnés, » est, en général, susceptible de deux solutions. Les deux points de contact cherchés et le sommet de l'ang;Ie sont en ligne droite.
3° Considérons trois coniques confocales, et, par un point pris dans le plan de ces coniques, menons six tangentes. Joignons les six points de contact au i'oyer commun, nous obtiendrons ainsi trois couples de droites ayant une bissectrice commune ; donc elles formeront un faisceau en invoiution.
En généralisant, nous aurons le théorème suivant :
Théorème. — .Si trois coniques sont tangentes à deux mêmes droites se coupant en P, et que, par un point pris dans leur plan, on leur mène six tangentes ; en joignant les six points de contact au point P, on aura un faisceau en invoiution.
LA THEORIE DES FOYERS
Par m. Edmond LAGUEURE-VERLY, ËlêTe de l'iDstitulion Barbet.
Nouvelles Annales de Malkémaligui
1. Considérons trois coniques ayant un même fojer F et, sur une droite arbitraire FZ passant par ce fojer, prenons trois poin is A,BetGjCorrespondanlrespectivemeniaus trois coniques. Menons par chacun de ces points deux tangentes à la conique correspondante, et joignons les six points de contact au foyer : nous obtiendrons ainsi trois couples de droites ayant pour bissectrice commune la ligne FZ; donc ils formeront un faisceau en invohition.
En généralisant par l'homogiapliie cette propriété, nous obtiendrons le théorème suivant :
Théorème I- — Si trois coniques sont tangentes à deux mêmes droites se coupant en O, et que, sur une droite OZ passant par ce point, on prenne trois points A, B, C correspondant aux trois coniques; si, par chacun de ces points, on mène des tangentes à la conique correspondante, en joignant les six points de contact ainsi obtenus au point O, on obtiendra un faisceau en involution.
Remarque. — Si les trois coniques se réduisent à une seule, on retombe sur la proposition suivante, due à M. Ghasles :
Si trois cordes d'une conique se coupent en un même point,
les six points qu'elles interceptent sur la conique sont en involution; c'est-à-dire qu'en joignant ces six points à un point quelconque de la conique, on a an faisceau en involution.
Si les trois points A, M et G se confondent, on obtient ie théorème énoncé t. XT, p. 292.
J'indiquerai encore les deux tliéorèmes suivants :
Thi^ohème II. — - Si une conique variable est assujettie à rester tangente à deux droites fixes A et B, le lieu des pôles d'une droite D passant par le point de rencontre de A et de lî par rapport à cette conique variable, est une droite H passant par ce même point de rencontre. Les quatre droites D, A , H, B forment un faisceau harmonique-
Théokème ni. — Si trois coniques sont inscrites dans un même angle, et que, par un point pris dans leur plan, on leur mène six tangentes, les deux tangentes menées à une même conique couperont la polaire du sommet de l'angle, relativement à cette conique, en deux points; et si l'on joint au sommet de l'angle les six points de rencontre ainsi obtenus, on aura un faisceau en involution.
2. Coniques biconfocales . — Une conique ayant deux foyers lises peut être considérée comme tangente à quatre droites fixes; les théorèmes relatifs aux coniques biconfocales peuvent donc être étendus aux coniques inscrites dans un même quadrilatère. Je citerai quelques exemples de cette transformation.
Soient trois coniques biconfocales ; par un point extérieur menons-leur six tangentes. Ces tangentes auront deux à deux la même bissectrice ; donc elles formeront un faisceau en involulion. En généralisant par homographie, on obtiendra la proposition suivante, corrélative d'un théorème de M. Sturm :
Si trois coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, . et que, par un point pris dans leur plan, on leur mène six tangentes, ces six tangentes formeront un faisceau en involution.
Le problème suivant : Construire une conique inscrite dans
un quadrilatère et passant par un point donné A, a en général deux solutions.
Si au point A on mène les deux tangentes au\ deux coniques satisfalsani à la question, et qu'on joigne ce pointa deux sommets opposés du quadrilatère, on obtiendra un faisceau harmonique.
3. Considérons n coniques situées dans un même plan, les 4/i foyers de ces coniques seront 4" sommets de n quadrilatères respectivement circonscrits à ces courbes, et les côtés opposés de ces quadrilatères convergeront tous vers deux mêmes points P et Q situés sur la droite de Vinfini ( ' ).
Observation. — Chaque côté renferme un foyer réel et un foyer imaginaire.
Il suit de là que :
Si l'on transforme homographiquement n coniques situées dans un même plan, aux foyers de ces coniques correspondront les sommets de n quadrilatères respectivement circonscrits à ces coniques transformées, et les côtés opposés de ces quadrilatères se couperont en deux mêmes points P eï Q situés sur la droite répondant homographiquement à celle de l'infini.
Inversement, cette remarque peut servir à résoudre ce problème :
Deux points A etB étant pris dans le plan d'une conique, transformer la figure homographiquement, en sorte que les points correspondant à A ei B soient des foyers de la conique transformée.
On peut remarquer de plus que, si un cercle se trouve dans le plan des coniques données, il se transforme suivant une conique passant par les deux points fixes P et Q.
Comme application de ce principe, considérons trois coniques inscrites dans un même angle; si nous joignons le sommet de cet
angle aux douze foj'ers de ces coniques, nous obLicndrons ainsi six couples de droites ayant une bissectrice commune ; donc trois quelconques d'entre elles forment un faisceau en involiition. On tire de là le théorème suivant :
Théorème IV. — Si trois coniques sont inscrites dans un même angle A, et que par deux points extérieurs P eï Q on leur mène des tangentes, les tangentes menées de ces deux points à une même conique formeront un quadrilatère donnant deux couples de sommets opposés, et nous aurons, en considérant les trois coniques, six couples de sommets; en Joignant trois quelconques de ces couples au sommet A on obtiendra un faisceau en involution.
Les deux droites représentées par les équations
et
que nous avons considérées dans l'étude des foyers des coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété très remarquable, contenue dans la proposition suivante :
Si un angle constant tourne autour du point (a, P), ses côtéset les droites représentées par les équations
forment dans chaque position de l'angle mobile un faisceau dont le rapport ankarmonique est constant. Si l'angle mobile est droit, le faisceau est harmonique.
Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Considérons un angle constant tournant autour du foyer d'une conique, les cordes interceptées dans la conique enveloppent deux coniques confocales et doublement tangentes à la première.
On tire de celle proposition !e théorème siiivani :
Théorème V. — Si un angle O est circonscrit à une conique, et qu'un angle variable tourne autour du point O de manière que ses côtés fassent dans chacune de ces positions, avec les côtés de l'angle fixe, un faisceau dont le rapport anharmonique soit constant, les cordes interceptées dans la conique par les côtés de l'angle variable enveloppent deux coniques inscrites dans l'angle O doublement tangentes à la première (Chasles, Géométrie supérieure, p. 448)-
Je citerai encorf; 3os Lhéorcmes suivants :
Théokème Vl. — Si un angle variable tourne autour d'un point fixe O pris dans le plan d'une conique, en sorte que ses côtés fassent constamment, avec deux droites passant par ce point, un faisceau harmonique, les cordes interceptées dans la conique par les côtés de l'angle variable enveloppent deux coniques.
Si le point O est sur la conique, la corde interceptée passe par
Théorème Vit. — Si un angle variable tourne autour d'un point pris sur une conique, en sorte que ses côtés fassent constamment, avec deux droites passant par ce point, un faisceau dont le rapport ankarmonique soit constant, la corde interceptée dans la conique par l'angle variable enveloppe une autre conique doublement tangente à la première au point O (Ghasi.es, Géométrie supérieure, p. 45o) (').
Dans ce qui précède, nous sommes partis d'un théorème particulier pour nous élever au théorème général; mais il arrive souvent que ce dernier est plus simple et plus facile à démontrer; alors on peiil en tirer le théorème particulier.
On verra un exemple de celte méthode dans ce qui va suivre .
Définition. — Soil. nn point a, p pris dans le plan d'une conique, les droites représentées par
couperont la conique en quatre points donnant deux cordes réelles. Quoique les théorèmes suivants s'appliquent aussi aux cordes imaginaires, nous ne considérerons que les premières; pour abréger, je les nommerai les droites directrices àa pointa, p. Soient X = o et Y ::^ o les équations de ces deux droites, l'éqnation de la conique pourra se mettre sous la forme
do oc :
Théorèmk VIII. — Le carré de la distance d'un point de la conique à un point fixe a, P est auproduit des distances de ce même point aux deux droites directrices correspondantes , dans un rapport constant.
Remarque. — Si le point F coïncide avec l'un des foyers de la conique, les deux droites direelrices se confondent toutes deux avec la directrice correspondante.
Si la conique est un cercle, une des droites directrices est toujours à l'infini.
Considérons une conique dans un plan, et soient A, A', B, B' quatre points pris arbitrairement sur cette conique; menons la droite AA' et joignons un point qiielconquc de la conique aux quatre points A, A', B, B'; nous obtiendrons ainsi qnatre droites coupant la corde AA' aux quatre points A, A', ft, 6', et si nous joignons ces quatre points à un point iixe O pris dans le plan, les quatre droites AO, A'O, 60, b'O forment un faisceau dont le rapport anharmonique sera constant.
Maintenant, si nous transformons homographiquement cette figure, en sorte que les deux droites OA et OA' se projettent suivant les droites dont les équations sont
OL el ^ élant les coordonnés du poinl correspondant au point O, on obtiendra le lliéorème suivant :
Théouèmb IX. — Soient F un point fixe, pris dans le plan d'une conique, A et A' deux points pris sur cette conique; un angle dont les côtés passent constamment par les points A et A', et dont le sommet se meut sur la conique, intercepte sur une des droites directrices correspondant au point F un segment vu de ce point sous un angle constant.
Remarque. — Ce théorème a encore lieu quand le point F coïncide avec l'un des foyers de la conique; je ferai remarquer que, dans ce cas, l'angle constant esl la moitié de l'angle AFA'.
Si les points A, A' et le pôle de la droite direcirice que l'on considère sont en ligne droite, l'angle constant est droit.
Parmi les applications que l'on peut faire du théorème précédent, je citerai la suivanle :
IVois segments étant donnés sur une droite, déterminer le point au plan d'oà ces trois segments sont vus sous le même angle.
Ce problème peut se résoudre au moyen de la règle et du compas.
i, ['jioBLÉME. — Un système d'angles A, B, C, ..., situés dans un plan, élant liés par une équation quelconque F(A, B, C, . . .) =^ o, trouver la relation qui lie les angles correspondants A', B', (7, . . . , quand on transforme la figure komog) -aph iquement.
Solution. — Soient P, Q les deux points correspondant, sur la seconde figure, aux deux points qui, dans la première figure, sont situés respectivement sur la droite de l'infini et sur les deux droites y = wi, yz=~~ xi.
Les deux côtés de l'angle A' dans la seconde figure et les droites A'P, A'Q formeront un faisceau dont nous désignerons le rapport anharmonique par a; désignons de même par b, c, d, ... les
rap|iorts correspondant aux autres angles, la relation cherchée est
la caractéristique log désiguant des logarithmes népériens.
A''. B. — M. Chasles, dans sa Géométrie supérieure, p. 44^, § 623, ne donne la solution de ce problème que quand les angles A, B, G, . . . ont même sommet ou quand ils sont égaux.
On pourrait se proposer la même question pour un système d'angles situés d'une manière quelconque dans l'espace; mais la question est alors plus complexe et demande quelques développements que nous ne pouvons donner ici.
Remarque. — Il suit de là que toute relation entre des angles est projective ; pour ne donner qu'un exemple, nous prendrons ce théorème élémentaire :
La somme des angles d'un polygone plan est un multiple de deux droits.
Si on le transforme liomograpiiiquemeot au moyen du problème précédent, on trouvera le théorème de Carnot relatif aux segments qu'une transversale intercepte sur les côtés d'un polygone.
Je ne m'arrêterai pas sur les conséquences que l'on en peut tirer pour les polygones inscrits ou circonscrits aux coniques, et notamment aux théorèmes que M. Poocelel a donnés à ce sujet dans ses Propriétés pi-ojectives.
Nous donnerons prochainement les démonstrations de ces diverses propositions et du théorème suivant :
8. ÏHÉonÈME X. (Nous appelons ici foyers d'une surface de révolution du second ordre les deux foyers communs à toutes les sections faites suivant l'axe.) — Le lieu des foyers des surfaces de révolution circonscrites à une surface du second ordre est un système de trois coniques situées dans les trois plans principaux de la surface ( ' ).
( ') Ce sont les courbes polaires de M. Chasles.
On déduit comme corollaire le théorème de M. Steiner sur les sommets des cônes de révolution circonscrits à un ellipsoïde.
6. Théorème X]. — Soit un cà/ie circonscrit à une .sur/ace du second ordre; tout plan cyclique du cône coupera la siirface suivant une conique dont le sommet du cône sera un foyer.
Nous joignons ici un exemple pour éclaircir la formule (i)
7. Soient un cercle et deux points A et B pris arbitrairement sur ce cercle, M un point quelconque de la circonférence, el O son centre; on aiira
■-.AMri = AOii.
Si nous transformons la figure homographiquement, le cercle se projettera suivant une conique, le point 0 se projette en O', et, comme il est facile de le voir, les points P el Q seront les points de contact des tangentes menées à cette conique par îe point O'; A el B se projetteront en A' el B'. Cela posé, joignons les points A' el B' au point 0', et appelons a !e rapport anharmonique du faisceau O'P, O'A', O'B', O'Q (en regardant les droites OP et OQ comme conjuguées).
Joignons les quatre points A', B', P, Q à un point quelconque M de la conique, el appelons b le rapport anharmonique du faisceau MA', MP, MB', MQ (en regardant les droites MP et MQ comme conjuguées); d'après la formule (i), nous devons avoir
■'. logi = logu, et en passant des logarithmes aux nombres
b'- = a, d'où le théorème suivant ;
Si quatre points conjugués deux à deux sont sur une
conique, te rapport anharmonique du faisceau suivant lequel ces points sont vus du pôle de la droite gui Joint deux points conjugués est égal au carré du rapport anharmonique du faisceau suivant lequel ces quatre points sont vus d'un point
quelconque de la conique.
SUR LES FOYERS
Par mm. LAGUERRE-VERLY et Joseph SAGGIII, de Pavi Aouveiles Annales de Mathématiques ; i853.
Si le coeffîoienl angulaire d'une tangente menée par un point à ane conique rapportée à des axes se coupant sous l'angle y est égal à cosYitisiiiY.\/^^' ce point est «n fojer.
Cette propriété analytique des foyers, généralisation de celle qui a été indiquée par Plucker, offre un moyen très simple pour déterminer les coordonnées des foyers dans le cas le plus général.
Soient a et ^ les coordonnées d'un foyer de la conique rapportée à deux axes formant l'angle y, et posons
m= Bî— 4AG, 1= Dî — 4AF,
i'= E!— 4GF, Xr^îAE— BD,
k'=iCD— RE, n = DE — 'iRF,
l'équation de la tangente à la conique, en nommant p le coefficient angulaire, est
m/ = /npcn^pfc-h k'±\/p^{k^— ml)'^— ip{/ck'-j- mn)-]- k'^— ml' ,
qui doit être satisfaite par
x = -)., ^ = P, />.= co5Yi!::5inYv'— I ;
mettant ces valeurs de x et de y, et résolvant l'équation par rapport à p, on a
R _^ . /pQ^nr? , — ^ = Q^V/^5^^-''
yGoosle
rr,= v-i: ,...■_ l/(PQ-R').
Qcos-/-R = o, Q-P = o,
i5(jualions qui délerniinent les valeurs de a, p, coordonnées des foyers.
Prenant pour axes les dîamÈIres conjugués égauj:, l'équation Q — P ^ o représente le système des deux axes principaux.
Note. — Soit y -^- ex = 0 i 'équation d'une tangente passant par l'origine
/■— ■^.e/i-h ie-' = <) (i, il, p. ro8).
Si l'origine est un fojcr
l = V, ,1 = IcosT, <Voi< l'on tire
'- = oosY±(sinY.
LES COURBES PLANES ALGEBRIQUES
rendus des séances de l'Académie des Sciences; i8S5.
le uij poinl ■be rencon-
II p-
1. On appelle en général foyer d'une courbe plù tel que deus des tangentes menées de ce poinl à la col Irenl la droite de l'infini aux. deux points I et J com les cercles tracés dans le plan (').
Soit une courbe plane réelle de degré n et de class posons d'abord qu'elle ne passe pas par les points 1 et J dont je viens de parler.
Par le point I on pourra mener p. tangentes à !a courbe; par k poinl J passera également on faisceau de \x tangentes, Lesintersec lions de ces deux faisceaux fbiirnironl les p.^ foyers de la courbe: p. d'entre eus seront réels et suffiront pour déterminer tous le; autres. iSous nommerons ces points foyers ordinaires, ou simplement foyers lorsqu'il n'y i
Si la courbe donnée passe par les points I et J , ;
i lien de craindre aucune s
(') Il serait nécessaire, vu l'impoiunce de ces points et leur fréquent usagée» Géométrie, de leur assigner un nom spécial. On pourrait les appelé i- omÈi/! ci du plan; ils jouent en effet, par rapport aux courbes tracées dans le plan, le même rôle que les ombilics situés à l'inCni sur un ellipsoïde paf rapport aux courbes tracées sur cette surface.
Toutes les sphères ont en commun une courbe plane du second ordre située à l'inlini. On pourrait l'appeler courbe ombilicale ou simplement ombilicale. Il esl clair que les ombilics d'un plan quelconque sont les points d' plan avec l'ombilicale.
des branches de Ja courbe qui passent par chacun de ces deux points. Les faisceaux de tangenies menées à la courbe pai- les p'oinLs I et J formeront deu\ groupes bien distincts. Le premier groupe, composé des tangentes qui touchent la courbe en un point autre que les ombilics, fournira ([A — 21) fovers réels ordinaires, entièrement analogues à ceux dont nous avons parlé ci-dessus. L'autre groupe, formé des tangentes ayant leur point de contact en un des points I et J sur la droite de l'infini, fournira i foyers réels que l'on doit considérer comme doubles et que nous appellerons/oye/'s singuliers.
Les foyers ordinaires et les foyers singuliers jouent le plus souvent un rôle très différent dans la Géométrie des courbes planes. Les courbes du quatrième ordre, ayant pour points doubles à l'infini les points I et J et étudiées par M, Moutard sous le nom A^anallagmatiquesdu quatrième ordre, nous offrent un exemple simple de ces deux espèces de foyers et de leur rôle divers. On sait que ces courbes peuvent être considérées de quatre manières différentes comme l'enveloppe de cercles coupant ortbogonalement un cercle directeur fixe et ayant leurs centres sur une conique. Une anallagmatique a deux foyers singuliers réels, qui sont les deux foyers réels communs aux quatre coniques qui peuvent servir à la description de la courbe, et seize foyers ordinaires, dontquatre réels, situés respectivement quatre par quatre sur les quatre cercles directeurs correspondant aux quatre coniques homofocales déjà mentionnées.
Dans tout ce qui suit nous supposerons essentiellement que les courbes' considérées ne passent pas par les points I et J, et par conséquent qu'elles n'ont pas de foyers singuliers.
De nos théorèmes généraux il sera d'ailleurs facile, dans chaque cas, de déduire les théorèmes particuliers qui doivent leur être substitués lorsque la courbe a des foyers sinj;uliers.
Pour éviter des répétitions inutiles, dans tous les thcorcmc^ énoncés ci-dessous nous conviendrons de désigner constamment par n et par [j. le degré et la classe des courbes considérées.
IL So)t/(.«,_;^) = o l'équation d'une courbe plane algébrique, et soit M un point de son plan dont les coordonnées soient \ et Tj; la valeur de la fonction y( s;, jc), quand on y substitue les
coordonnées ^ et -/i du point M, savoir /(^, tj), ne dépend que de la position dti point M par rapport à la courbe^ Elle esl nulle pour Ions les points de la courbe, qui dans son plan sépare les régions où cette fonction a une valeur positive des régions où elle a une valeur négative. Dans les lliéorèmes qui suivent, nous ne considérerons que sa valeur absolue. Nous l'appellerons \a. puissance du point M relalivemenl à la courbe, en nous servant d'une dénomination déjà employée par Steiner pour le cercle,
La puissance d'un point n'est jusqu'à présent définie qu'à une constante arbitraire près; nous achèverons de la déterminer au moyen du premier des ihéorènies suivants :
ÏHÉoiiÈME 1. — Si par an point M, pris dans le plan d'une courbe plane, on mène un cercle quelconque, le produit des distances de ce point aux an points d'intersection de ce cercle et de la courbe esl égal à la puissance du point M par rapport à la courbe, multipliée par la n'^"'" puissance du rayon.
On peut supposer, dans ce théorème, que le cercle se réduise à une droite quelconque passant parle point M el à la droite de l'infini ; on obtient ainsi un théorème connu dont on dédoit facilement les théorèmes de Newton et de Carnot. Nous n'insisterons pas sur ces faciles déductions, non plus que sur le cas où le point M se trouve sur la courbe elle-même.
Théorème It, — Si un cercle est tracé dans le plan d'une courbe plane, la demi-somme des angles que font avec une direction fixe arbitraire les 2« rayons du cercle aboutissant aux points d'intersection, est égale, à un multiple près de 7t, à la somme des angles que font les n asymptotes avec cette même direction.
Relativement aux coniques, le théorème précédent se réduit à cette propriété bien connue : quand un cercle coupe une conique, les bissectrices des angles formés par les cordes communes sont parallèles aux axes.
Théouèmë m. — Sipar un point M, pris dans le plan d'une courbe, on mène les ^-\- n droites qui la coupent sous un angle donné V, le produit de toutes les longueurs comprises entre le point M et les pieds de ces droites est égal au produit des
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distances du point M aux }j. foyers réels de la courbe, multiplié par la puissance du point M, le tout divisé par {2. siaV)".
Le produit considéré devient évidemment minimum, quand les droites sont normales à la courbe; en d'autres termes, quand smV = i.
On a dans ce cas le lliéorème suivant :
Théouëme IV. — Si par un point M, pris dans te plan d'une courbe, on mène les {}j. + n) normales à la courbe, le produit des longueurs comprises entre le point M et les pieds des normales est égal au produit des distances du point M au.v \t./oyers réels, multiplié par la puissance du point M, le tout divisé par a".
Lorsque dans le théorème UI on suppose V = o, on obtient pour le produit des (|j. + n) longueurs une valeur infinie; ce qui doil être, car le groupe des droites passant par le point M et rencontrant la courbe sous un angle, nul comprend, outre les jjl tangentes-passant par ce point, les n parallèles aux asymptotes. Le produit des tangentes est donné parle théorème suivant ;
Théorème V. — Si par un point M, pris dans le plan d'une courbe, on mène les tangentes à cette courbe, le produit des longueurs comprises sur les tangentes entre le point M et les points de contact est égal au produit des distances du point M aux [X foyers réels, multiplié par la puissance du point M, le tout divisé par 2" et par le produit des distances de ce point aux asymptotes de la courbe.
Des ihéorèines iV el V on déduit la proposition suivante : Théorème VI. — Si par un point "iili., pris dans le plan d'une courbe, on mène les tangentes et les normales à cette courbe, le produit des longueurs comprises sur les tangentes entre le point M et les points de contact, multiplié par le produit des distances de ce point aux asymptotes, est égal au produit des longueurs comprises entre le point M et les pieds des normales. Théorème VÎI. — Par un point M, pris dans le plan d'une courbe plane, menons les ]i.-\-n droites qui la coupent sous un angle donné V. Soient X, , X^, . . ,, Xn+^i les angles que font ces
droites avec un axe fixe arbitraire; soient J\, /a, ■■■, f^ les angles que font avec le même axe les droites joignant le point M aux |i foyers réels, et Ci, Çii ■ • -i îjn les angles de cet axe avec les asymptotes de la courbe. Tous ces angles sont reliés entre eux par la relation suivante, qui doit être vérifiée à un multiple près de 71,
Remarque. — Le second membre de l'équation précédente ne dépendant que de l'angle V et de la position relative du point M et des foyers de la courbe, la propriété exprimée par celle équation constitue une propriété générale des courbes de même classe ayant les mêmes foyers.
Si, dans le théorème précédent, on suppose V=^o, les angles des asymptotes avec l'axe fixe disparaissent d'eux-mêmes de la relation donnée ci-dessus, et l'on obtient le théorème suivant :
Ïhéobème Vni. — Si par un point M, pris dans le pian d'une courbe, on mène les tangentes à cette courbe, la somme des angles que font ces tangentes avec une direction fixe arbitraire est égale à la somme des angles que font avec cette même direction les droites joignant le point M aux foyers réels de la courbe.
Remarque. — Relativement aux coniques, cette proposition donne ce ihéorème bien connu de M. Poncelet : Les tangentes menées d'nn pointa une coniqne sont également inclinées sur les droites joignant ce point aux foyers.
La considération des courbes tracées sur la sphère conduit à des théorèmes généraux analogues aux théorèmes énoncés dans cette Note relativement aux courbes planes. Nous nous contenterons ici de cette mention, sans entrer dans de plus longs détails à ce sujet.
Lorsqu'une courbe est tangente à la droite de l'infini, elle admet pour foyers les divers points où elle la touche; dans l'application des théorèmes énoncés ci-dessus, îl est nécessaire de tenir compte de ces foyers situes à rinfioi.
SUR LA DETERMINATION
RAYON DE COUlîBURE DES LIGNES PLANES.
Ballelin de la Société philomalhique: iS(i;,
Si, en un point M d'nne courbe, on imagine construite la paral)ole stiroscuîatrice de la courbe, la posilion du îayer F de cette parabole donnera d'une façon très nette, non seulement la valeur du rayon de courbure au point considéré, mais encore la variation {[ue cette valeur éprouve en passant à un point infiniment voisin, en un mot la déviation de la courbure- Cette déviation est mesurée, comme on le sail, par la langenle de l'angle que fait la normale au point M avec la droite joignant ce point au foj'er F; quant au rayon de courbure, sa valeur est doitble de la longueur de Ja projection sur la normale du segment de droite MF.
Le but de cette Note est d'exposer brièvement quelques propriétés générales des courbes algébriques, qui permettent dans beaucoup de cas de déterminer géométriquement en un point d'une courbe la posilion du foyer de la parabole surosculatrice. La méthode qui en découle me parait, par son principe, différer entièrement de celles qui ont été employées'jusqii'icî ; et l'on peut l'appliquer du reste, complètement, à toutes les courbes de troisième et de quatrième classe.
Le théorème fondamental sur lequel je m'appuierai dans la iccherche actuelle est l'un de ceux que j'ai donnés très succinctement dans les Comptes rendus (janvier i865).
Avant de l'énoncer, j'expliquerai quelques expressions nouvelles dont je vais me servir, et qui, dans beaucoup de recherches géométriques, sont utiles parleur précision et leur brièveté.
ai
Imaginons dans un plan deux sysLèmes de ii droites A et B, et prenons arbitrairement un axe fixe H dans ce plan; si la somme des angles que font avec l'axe fixe des droites du système A est égale à lin multiple de tc près à la somme des ang^les que font avec ce même axe les droites du système B, je dirai que les deux systèmes A et B ont même orientation. Ils jouiront alors de la propriété énoncée ci-dessus relativement à tout autre axe situé dans le plan.
Soient P un point situé dans un plan et A,, A», . .., A„n autres points de ce plan; menons les droiteêPA), PA2, . • - , PA„ et sur chacune do ces droites portons une longeur égale à l'inverse du segment correspondant. — Considérons ces longueurs comme représentant des forces; composons-les, et sur la direction de leur résultante portons, à partir du point P, une longueur égale à l'inverse de la /i'''"'° partie de celle résultante. L'extrémité a du , se^menlainsidélerminé sera dite le centre harmonique des points
A.,, Aa A„ relativement au point P, et la longueur Va sera
■ la moyenne harmonique entre les longueurs PA,, PA-j, . ., PA„. En adoptant pour un moment les notations de M. de Saint- Venant, qui représente simplementla composition des longueurs par le signe de l'addition, on voit que le mode de définition donné plus haut du centre harmonique revient à l'équation suivante:
ï^ ^ ï^i "^ pÂs ""^ ^ pâ;,
La désignation nouvelle quejepropose ici renferme, on le voit, comme cas particulier, celle qui a été employée parMaclaurin et
qui est consacrée par l'usage; elle ne peut donc donner lieu à aucune espèce de confusion et en somme n'introduit aucun terme nouveau dans le langage géométrique.
Je ferai à ce sujet les remarques suivantes, dont l'application se présente fréquemment :
i" Si le point P est à l'infini, le centre harmonique d'un système de points A), Aj, ..., A„ se confond avec leur centre de gravité.
2° Si l'on considère seulement 2 points A) et A^, leur centre harmonique a se trouvera sur la circonférence passant par les points A|, A2 et P elles quatre points P, a, A,, A^ diviseront harmoniquement la circonférence.
J'énoricei-ai de la façon suivante le théorème tjui me serl. de point de départ :
ThéorèmeI, — Si par un point P situé dans /e plan d'il ne courbe plane réelle de classe n, on mène les n tangentes à la courbe, et si l'on joint ce point aux n foyers réels de la courbe, les deux faisceaux de droites ainsi obtenus ont même orientation. (Théorème VII des Comptes rendus.)
Od déduit immédiatement de là le ibéorème suivant :
ThéorëmeII. — Si, par un point P, prisdans leplan d'une courbe plane réelle de classe n, on mène les n tangentes à la courbe, le centre harmonique des n points de contact relativement aupointP est le même que le centre harmonique des n foyers réels.
En particulier, si l'on siipposele point P à l'infini, on obtient un système de tangentes parallèles; le centre de g;ravité des points de contact est le même que celui des foyers; ii est donc fixe : théorème bien connu que l'on doit à M. Chasies,
En appliquant le théorème II à un point infiniment voisin de la courbe, on en déduit la proposition suivante relative à la détermination du foyer de la parabole surosculatrice :
Théorème III, — Par un point M d'une courbe plane de classe n, menons à la courbe les (n-z) tangentes différentes de celle qui a son point de contact en ce point; sur la direction de chaque tangente, et du côté opposé à celui oii se trouve le point de contact, portons une longueur égale à l'inverse du segment compris entre le point M et ce point de contact; joignons le point M aux n foyers, et sur chacune de ces droites portons, du côté où se trouve le foyer correspondant, une longueur égale à l'inverse de la distance du point M. à ce foyer.
Si nous composons toutes ces longueurs entre elles en les considérant comme des forces, et si, sur la direction de la résultante, nous portons à partir du point M une longueur égale à l'inverse de cette résultante, l'extrémité de la droite ainsi obtenue sera le foyer dé la parabole surosculatrice au point M.
yGoosle
Remarque. — Si un des foversde la courbe se Irouve àl'inGiii, il est clair que, dans le ihéorème précédent, il n'ya pas à en tenir compte.
Si tous les foyers étaient à l'infini, !a position seule des tangentes interviendrait dans l'application du ihéorème. Ce cas se présenle parfois; ainsi, lorsque les extrémités d'un segment de droite de longueur donnée sont assujetties à se mouvoir, chacune sur une courbe algébrique donnée, l'enveloppe de cette droite est une courbe de l'espèce indiquée ; et ce caractère seul, d'avoir tous ses foyers à l'infini, suffit pour établit' relativement à cette courbe un grand nombre de propriétés dignes de remarque.
Une courbe de ce genre est l'épicycloïde à trois points de rebronssement; c'est une courbe de troisième classe ayant tous ses foyers à l'infini.
Le théorème précédent appliqué à cette courbe fournit la propriélésuivante :
Par un point M d'une telle épicjcioïde, menons la tangente à la courbe qui n'a pas son point de contact au point M lui-même et soit ( le point de contact de cette tangente; si nous prolongeons ;M d'une longueur égale à elle-même, l'extrémité de la longueur amsi obtenue sera le foyer de la parabole suroscnlalrice de l'épicycloïde au point M.
DU SECOND DEGRÉ
luUelin delà Société philotnathique; i
1. On sait, depuis les travaux de M. Poncelet, que tous les cercles tracés dans on même plan passenl par deux points fixes imaginaires situés sur la droite de l'infini. Je désignerai par I el J ces deux points reniartjuables, que, dans une Note publiée dans les Comptes rendus (janvier i865), j'ai proposé de nommer ombilics du plan. J'appelle droite isotrope toute droite du même plan qui passe par l'un des points I et J; l'ensemble de ces droites forme deux systèmes bien distincts, l'un composé de droites parallèles entre elles et passant par le point I, l'antre de droites également parallèles et passant par le point J.
Par tout point d'un plan passent deux droites isotropes de systèmes différents, dont l'ensemble forme un cercle de rayon nul. Dans un plan réel, toute droite isotrope renferme un point réel, et n'en renferme évidemment qu'un; c'est le point où elle coupe la droite isotrope qui lui est imaginairement conjuguée.
De la considération des droites isotropes découlent, pour les courbes algébriques, deux notions fondamentales ; ta première est celle des foyers que, d'après Plucker, je définirai comme les points dé concours des diverses droites isotropes que l'on peut mener tangenliellemenl à la courbe; relativement à ces friyers, il y a lieu de faire une distinrlion importante entre les foyers ordinaires et les foyers singuliers (voir Comptes rendus, i865); la deuxième est celle des droites conjointes relativement à un point.
Si par un point M, pris dans le plan d'une courbe, on jnènc les deux droites isotropes qui se coupent en ce point, les an points d'interseclion de la courbe et des droites seront situés, deux à deux, sur n droites réelles ; je nommerai ces droiles les conjointes du point M relatives à la courbe, en me servant d'une expression déjà employée, à peu près dans le même sens, par M. Chasles dans la théorie des coniques. Si l'on prend la polaire réciproqne de ]a courbe par rapport à un cercle décrit du point M comme centre, les n foj'ers de la transformée seront les pôles des conjointes du point M,
2. Toutes les sphères décrites dans l'espace ont en commun une conique imaginaire située sur le plan de l'infini (Poncelet), et que l'on peut appeler ombilicale . Les ombilics d'nn plan quelconque sont les points où ce plan coupe l'ombilicale. — Toutes les droites isotropes passant par un point de l'espace formeront un cônes'appujant sur l'ombilicale, et que je nommerai cône isotrope. Par ime droite, on peut mener deux plans tangents à l'ombilicale; je désignerai de tels plans sous le nom de plans isotropes; pour un plan isotrope, les deux ombilics, qui sont généralement distincts, se confondent entre eux.
La surface développable circonscrite à une surface quelconque et à l'ombilicale sera dite développable isotrope de cette surface ; les lignes doubles seront les focales de la surface; il j a lieu d'ailleurs do distinguer les focales singulière^ et les focales ordinaires,
3. Toutes les génératrices rectilignes d'une sphère sont des droites isoiropes ; le plan tangent, en un point P de cette sphère, la coupe suivant les deux droiles isotropes de ce plan tangentqui passent au point P. Sur une sphère donnée, imaginons deux génératrices i et y de systèmes différents et se coupant en un point réel P de cette sphère ; les au très génératrices isotropes de la surface se partageront en deux groupes : l'un, I, formé des génératrices de même système que i et rencontrant toutes la droite/; l'autre, J, formé des généralrices de même système que /et rencontrant toutes la droite i.
Si l'on fait une projection stéréographique sur un plan parallèle au plan tangent en P, les génératrices de la sphère du système I
se projetleronl suivant un sysLèine de droites isotropes parallèles à y, et celles du système J, suivant un système de droites isotropes parallèles à i. — Celle propriété est Ibndamentale dans la théorie de la projection siéréograplii<|ue.
-4. Soit tracée sur une sphère une courbe algébrique que, pour plus de simplicité, je supposerai réelle. — Imaginons les tangentes à la courbe qui sont des droites isotropes du système I, et soit » le nombre de ces tangentes; il y aura également h droites isotropes du système J, qui seront tangentes à la courbe, et l'ensemble de ces zn droites formera un réseau dont les n* points de rencontre seront les foyers de la courbe; on peul prendre de différentes façons n de ces points, de sorte que deux quelconques d'entre eux ne se trouvent pas sur une même droite isotrope; ces n points formeront alors un système indépendant. — Parmi les h' foyers, il y a toujours n foyers réels, et il n'y en a que n; ils forment un système indépendant, et par conséquent permettent de déterminer tous les autres. — Si l'on joint par une droite deux foyers réels quelconques, la polaire de cette droite coupera la sphère en deux points imaginaires, qui seront des foyers de la courbe; réciproquement la polaire de la droite réelle, qui passe par deux foyers imaginaires conjugués, coupe la sphère en deux foyers réels.
A. proprement parler, les courbes spliérîqiies n'onl pas de foyers singuliers, c'est-à-dire de tangentes isotropes dont le point de contact soit sur l'ombilicale. Nous donnerons cependant ce nom aux points dont voici la définition : prenons deux points imaginairement conjugués de l'intersection de la courbe avec l'ombilicale, les génératrices isotropes passeront par ces points, se couperont en deux points réels diamétralement opposés. Nous oommerons ces points foyers singuliers. Ils jouissent de la propriété suivante, que, si l'on considère un cône ayant pour sommet le centre de la sphère et pour base la courbe, ce cône admet pour focales singulières les droites joignant les couples des foyers singuliers. — Un cercle sur la sphère n'a pas de foyers ordinaires; il n'a que deux foyers singuliers, qui sont ses pôles sphériques (') :
{') Pour évLi pôles sphérique
En général, l'intersection d'une sphère nvec une surface de degré m a 2. m foyers singuliers et 2 m (m — 7) foyers ordinaires.
Lorsqu'on projette sléréographiqiiement une courbe, les génératrices isotropes de la sphère se projeltent suivant des droites isotropes; il en résulte que les foyers ordinaires de la courbe se projettent suivant les foyers ordinaires de la transformée. Il n'en est pas de même des foyers singuliers; pour les obtenir, on considérera l'une quelconque des surfaces qui, avec la sphère, définissent la courbe, el l'on prendra son intersection avec le plan tangent au pôle de transformation. — Les polaires des conjointes de ce pôle, relativement à l'intersection dont je viens de parler, couperont le plan de projection aux foyers singuliers de la transformée.
5. Je considérerai spécialement dans cctie Note les courbes qui résultent de l'intersection d'une sphère par une surface du second degré. Elles ont été déjà l'objet des travaux d'un grand nombre de géomètres, notamment de MM. Quetelet, Dandelin, Ghasles. M. Darboux a aussi publié divers Noies très intéressantes à ce sujet [Nouvelles Annales de Malh. et Annales de l'École normale, i865).
Ces courbes correspondent exactement sur la sphère aux courbes planes remarquables étudiées par M. Moutard, et qu'il a nommées anallagmatiques du quatrième ordre. Par analogie, je les désignerai brièvement sous le nom à' anallagmatiques sphériques.
Un telle courbe peut être placée sur quatre cônes du second degré (Poncelet). Soit C l'un de ces cônes et ï son sommet ; si l'on considère les divers plans tangents que l'on peut mener à ce cône, on voit immédiatement que la courbe peut ôlre considérée comme l'enveloppe des cercles suivant lesquels ils coupent la sphère. Mais il importe de définir la suite de ces cercles par des considérations qui soient purement relatives à la sphère. Dans ce but, je remarquerai d'abord que tous les cercles considérés coupent orthogonalement le cercle de la sphère dont le sommet T est le pôle, cercle que je désignerai par S; en second lieu, que les foyers
inl de son plan qai porte ce nom, et hon pôle, le pflic de son plan par rapport
de ces cercles se trouvent sur le cône sirpplémeniaire clir cône G, ajani pour centre le centre de la splière.
En désignant par G la conique sphérique résuitaot de l'intersecl.ion de la sphère par ce cône supplémentaire, on peut donc énoncer le théorème suivant :
Vanaliagmatique sphérique peut être considérée comme l'enveloppe de cercles dont les foyers décrivent une conique sphérique, et qui coupe orthogonalement un cercle fixe.
- Par l'anallagmatique considérée passent, outre le cône C, trois autres cônes G), C^, Cj. Déslffoons respectivemenl par S,, Sa, Sj et G) , Ga, et Gs les cercles et les coniques sphériques relatives à ces cônes et analogues à S et à G; l'anallao-matique pourra être engendrée, au moyen de l'une quelconque de ces coniques, de la i'açon définie ci-dessus.
11 j a donc, en tout, quatre modes difierenls de génération.
Le plan polaire de chacun des sommets passant par les trois autres, ilen résulte que chacun des cercles S, S,, Sa et Sa cou()e orthogonalement les trois autres; les quatre cônes C, C,, C^ et Cq sont liomocycliques, donc les quatre coniques G, Gi, Ga et G3 sont honiofocales.
6. Projetons slét'éographiquement l'anallagmatique sphérique. On voit immédialeiuent que si l'on désigne par s la projection du cercle S et par k la projeclion.de la conique polaire du cône G relativenienl à la sphère, conique que j'appellerai K, la courlie résutlanl de la projection de l'anallagmatique sphérique pourra être considérée comme l'enveloppe d'un cercle mobile coupant orthogonalement le cercle s, tandis que son centre parcourt la conique k. ^ — C'est donc une analiagmatique plane; et, comme l'anallagmatique sphérique, elle admet quatre modes de génération.
Il est important d'établir que les quatre coniques directrices, correspondant aux quatre modes de génération, sonthomofocales.
A. cet effet, soient O le pôle de transformation et i ety les deux génératrices isotropes passant par ce point. On sait que les droites isotropes du plan N,. sur lequel se fait la projection, forment deux systèmes distincts : l'un, que je désignerai par !„, est formé de droites parallèles à ('; l'autre, que je désignerai par Jg, de droites
parallèles àj. — Considérons une droite isotrope du système I», qui soil tangente à A'; les droites I9 et i sont dans un même plan, qui, contenant la génératrice i, est langent à la sphère; il est langent aussi à la conique K. Par suite, il est tangent aux coniques K.,, Kj et Kj, el son intersection avec le plan N doit être tangente aux coniques A-|, k-. el k^. Ce que je viens de dire des droites du système Ifl s'applique aux droites de l'autre système. Les quatre coniques considérées ont donc mêmes tangentes isotropes, et par conséquent sont homofocales.
(Toutes ces propriétés des anallagmaliques planes ont été signalées pour la première fois par M. Moutard en 1861),
On démontrerait d'une façon analogue que la projection stéréographique d'une anallagmatlque plane sur une sphère est une anailagmalique sphérique.
7. Au lieu de considérer l'anullagmatiqne comme rcsiillant de l'intersection de la sphère par le cône C, on |)cut la considérer comme la courbe de contact de la développabie circonscrite à la sphère et à la conique K.
Cette façon de considérer la courbe est peut-être celle qui se prêle le mieux à la démonslration géométrique de ses proprlélés.
J'indiquerai d'abord rapidçment la disposition de ses foyers. Elle a quatre foyers singuliers, qui sont les foyers communs aux quatre coniques G, G, , Gj et G». Elle a seize foyers ordinaires, qui sont les points d'intersection de chacune des coniques K, K,, K^ et Kg, avec celui des cercles S, S,, Ss et S3 qui lui correspond. Quatre de ces foyers sont réels; ils peuvent être tous les quatre sur un des cercles que je viens de mentionner, ou être distribués deux à deux sur deux de ces cercles. De là deu\ classes principales dans l'ensemble des anallagmaliques.
8. Propriété géométrique relative à trois foyers quelconques situés sur un même cercle. — Considérons, par exemple, le cercle S et f, g, h, trois foyers situés sur ce cercle; ces trois points se trouvent également sur la conique K. Soit M un point de la courbe sphérique; le plan Q tangent à la sphère en ce point coupe le plan R de la conique K, suivant une droite jjiV tangente à cette conique. Or, les trois points /, g cl k étant sur la sphère, /"M*,
^M* et h'\P sonL respectivement proportionnelles aux distances de ces mêmes points au pian Q ou encore à ]a tangente ;*V. En appelant x, y et z ces distances, l'équation de la conique en coordonnées tangentielles est de la forme
)V^-t-ii/r-i-fv'^ = o-
Si maintenant nous remplaçons x, y el s par lesquanlilés proportionnelles/M, gM et /(M, il viendra pour l'équation de Tanallagma tique
La même méthode permet d'établir d'autres relations remarquables; ainsi, si l'on peut inscrire dans le cercle S un quadrilatère circonscrit à la conique K (auquel cas on pourra le faire d'une infinité de façons); en désignant par a, p, y, S les sommets consécutifs d'un tel quadrilatère, la courbe sphérique correspondante satisfera à une relation de la forme
Les courbes que l'on peut définir ainsi forment dans l'ensemble des anallagmatiques un groupe très remarquable; mais leurs plus importantes propriétés dépendent de considérations différentes de celles que je viens d'exposer. On pourrait les distinguer sous le nom général de cassiniennes, par analogie avec l'ellipse de Cassini, qui peut être considérée comme leur type principal.
9. Étant donnés quatre points/, g, h el k situés sur un même cercle d'une sphère, proposons-nous de faire passer par un point M pris sur celte sphère une anallagmatique ayant les points donnés pour foyers ordinaires.
Soit RV la trace du plan langent en M sur le plan du cercle ; le problème se réduit évidemment à construire dans ce plan une conique tangente RV et passant par les points donnés. Or, les points de contact des deux coniques satisfaisant à la question, points que je désigne par p et q, sont les points doubles d'une involulion formée par les points de rencontre de la droite RV avec les différentes coniques que l'on peut faire passer parles points donnés. En particulier, le cercle qui les contient est une de ces
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coniques; soienl a et a' les points où il coupe RV. Les quatre points/), q; a., o! sont en rapport harmonique; il en est de même dû' faisceau de droites Mp, M^; Ma, Ma'. Mais les droites Ma, Ma' sont deux droites isotropes; donc l'ang^le pMg est droii; cl comme Mp et Mq sont respectivement les normales aux anallagniatiques qui satisfont au problème et qui correspondent respectivement aux points p et y, il s'ensuit que ces courbes se coupent à angle droit.
LA GÉOMÉTRIE AU CALCUL INTÉGRAL
Bulletin de la Société philomalhiquf
§ L — En étudiant les beaux théorèmes découverls par M. Poncelet sur les polygones simultanément inscrits et circonscrils à des coniques, Jacobi a montré, le premier, le lien intime qui unit cette théorie à celle des fonctions elliptiqiieset fait voir comment, en employant un système de cercles ayant même axe radical, on pouvait efTectuer géométriquement l'addition et la multiplication des fonctions elliptiques. En terminant son Mémoire, Jacobi avait fait remarquer que la considération plus générale d'un système de coniques devait conduire à des résultats analogues à ceux qu'il avait rencontrés; je ne pense pas qu'il ail depuis développé cette indication et poussé plus loin cette recherche qui lui paraissait digne d'intérêt.
M. ChasieSj dans un Mémoire publié dans les Comptes rendus en i844) a repris cette idée en suivant une voie moins directe que celle de Jacohi et donné une représentation géométrique très élégante de l'addition des fonctions elliptiques au moyen d'un système de coniques homofocales.
Le but de cette Note est de résoudre d'une façon complète et générale la question posée par Jacobi.
§ II. — Pour abréger, je désignerai, dans ce qui suit, par puissance d'un point relativement à une courbe la valeur que prend le premier membre de l'équation de cette courbe f{x,y)=:o, lorsque l'on substitue aux variables les valeurs des coordonnées de
ce point. La puissance d'un point est une fonction qui ne dépend évidemment que de la forme de la coiirbe etde la position relative du poini; la définition précédente ne la définit qu'à un facteur constant près.
§ m. — Considérons, dans un même plan, deux coniques fixes A et B. Menons à la conique A une tangente quelconque T, et soient m et [a les deux points où cette tangente coupe la conique B, Si la droite T se déplace en restant tangente à A, pour un déplacement infiniment petit, elle tournera autour de son point de contact (; soient m' et u.' les points où, dans sa nouvelle position, elle coupe la conique B. Appelons V fe point de rencontre des droites mm' et [A[a', la théorie des transversales fournit immédiatement la relation suivante où, pour abréger, j'ai écrit </.! et d'y au lieu de mm' et jajjl',
ds _ du mt.m\ ~ ixt.[LV'
D'après un théorème connu, les tangentes mV el [jiV sont proportionnelles aux racines cubiques des rayons de courbure r et p de la courbe aux points m et jjl; d'après le théorème de Newton sur les Ira nsvei- sales, les segments mC et jilï sont proportionnels aux racines carrées des puissances des points m et [jl relativement à la conique A; en désignant ces puissances par •Tï(nî) et m([J-), on peut donc écrire la relation suivante,
§ IV. — Dans cette équation différentielle, les variables sont séparées; si nous exprimons que la droite m^K est tangente à A, nous aurons une intégrale particulière de celte équation". Mais, lorsque l'on a un faisceau de coniques ajant qiiatre points communs, le rapport des puissances de deux points quelconques situés sur l'une de ces courbes par rapport à une autre courbe quelconque du faisceau est constant, quelle que soit cette dernière courbe. Donc on peut, au lieu de la conique A, considérer une quelconque des coniques qui passent par les quatre points d'intersection de A et de B; et si l'on exprime que la droite mu-
est tangente à celte coûiqiie, on obtiendra l'intégrale générale de l'équation (i).
§ V. — Celle intégrale générale peut être représentée par un faisceau de coniques ayant quatre points communs; ou, si l'on préfère se représenter îe déplacement de la droite my. par celui de son pôle, par un faisceau de coniques inscrites dans un même quadrilatère. Les deux cas particuliers les plus remarquables sont fournis, d'un côté, par un système de cercles ayant même axe radical et, de l'autre, par un système de coniques homofocales. Dans le cas où la conique B est nue ellipse, on peut simplifier l'équation (i); soient, en effet,
l'équation de cette ellipse rapportée à ses axes et/(3:',y) = o l'équation de la conique A rapportée à ces mêmes axes.
En posant x ^ a cos)> %\ y :^^h sin^, et en désignant par L et X les valeurs de l'amplitude aux points m et jjl, la relation (i) deviendra
§ VI. — Examinons en particulier le cas où la conique B se réduit à un cercle. En désignant par a, h, c, d les points d'intersection de ce cercle avec la conique A, l'on a
Tr(m) _ ina.mb .m.c.md et l'équation différentielle (i) devient
'i/môTïnbTmcTmd \/}xa.\ib.\i.c.\i.d
La forme qui résulte de cette équation, pour la différentielle de l'intégrale elliptique de première espèce la plus générale, est celle qui se prèle le mieux aux considérations de la Géométrie pure. Je reviendrai dii reste plus tard sur ce point en traitant de la théorie géométrique de la transformation des intégrales elliptiques.
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§ VII. — L'équalion (a) peol se mettre immédiatement sons la forme de l'équation différenlielle d'Enler; Hxons la position de chaque point du cercle par sa distance à un point fixe arbitraire et soient L, X, A, B, G, D les \aleurs des angles correspondant aux points m, y., a, i, c, d; la relation (a) pourra s'écrire ainsi :
dl
v'sin|(L — A)ain^(L - B ) sinf (L — C) si(i|(L — D)
\/sin-^(î, — A)sLni(î, — B)sini(X — G)szn|(ï,.— D) ou Lien en posant lang?,Z ^= a:, tang^-)» = S,
\/(3^ — taoglA) (a: — tang^B) (a^ — tang^G) (a; — taiigiD)
\/(ï- tangiA) (ï - langiB) (ï - tang^C) (? - langiD)
§ VIII. — On peut donneràl'équation différentielle d'Eulerune autre interprétation géométrique et qui mérite d'être signalée ( ' ). On sait qu'une anallagmatique plane peut être considérée eomme l'enveloppe d'une série de cercles orthogonaux à un cercle fixe B et dont les centres décrivent une conique A. Je modifierai légêreremenl cette définition et présenterai de la façon suivante le mode de description de la courbe : soit menée à A une tangente réelle extérieure au cercle et la coupant par suite en deux points imaginaires conjugués m et ^, Si l'on mène les quatre droites isotropes (2) passant par ces points, ces droites se rencontreront en deux autres points réels M et M; le lieu de ces points sera l'anallagmatique définie ci-dessus.
Il est évident que les points M et M sont réciproques par rapport au cercle fixe B.
Pour fixer la position d'un point quelconque du plan, je prendrai pour coordonnées les segments interceptés sur un axe fixe entre les intersections de cet axe avec les droites isotropes issues du point donné et un point fixe de cet axe que je prendrai pour origine des coordonnées.
ère fois par M. Darbouï {Aitnates de
Dans ce système, en désigoant par x, y et x', y les coordonnées respectives de deux pointSj par t/ leur distance et 9 l'angle que fait avec l'axe fixe la droite qui les joint, on a évidemment
x — x' = ds-^^ et y ~ y = de-"',
formules où, suivant l'usage habituel, i désigne le sjmbole \/ — i , Soient mainlenanl z ety les coordonnées du point M de l'anallagmalique définie ci-dessus, l'origine des coordonnées étant placée, pour plus de simplicité, au centre du cercle B; a, §, y, S les abscisses des points de rencontre de ce cercle avec la conique A; ces quatre points sont les foyers de l'anallagmatique. Soient a', p', y', 8' les ordonnées de ces mêmes points; leurs valeurs sont, du reste (le cercle et !a conique étant supposés réels), imaginairemenl conjuguées des valeurs des abscisses.
La relation (')
\/ ma . mb . me . ind )/\i.a.]xb.\i.c.}j.d
pourra se mettre sous la l'orme suivante, où \ désigne u réel constant, ne dépendant que de la position des foyers cercle,
et, d'après ce qui a été dit plus haut, l'intégrale générale de cette équation sera fournie par l'équation des anallagmatiques, ayant pourfoyers les quatre points dont les coordonnées sont a, a!; |3, p';
§ IX, — On aurait pu, en partant d'une propriété géométrique très simple des anallagmatiques, écrire immédiatement l'équation différentielle précédente. Mais la marche que j'ai suivie, quoique plus longue, a l'avantage de faire voir d'une façon nette comment les propriétés des anallagmatiques relatives aux intégrales elliptiques se rattachent à la théorie de Jacobi. Ces courbes se présentent nécessairement quand on veut étudier la marche de l'inté-
grale pour des valeurs imaginaires de la variable. Tout le temps que la droite tangente à la conique coupe le cercle en deux points réels, la marche simultanée de ces deux points représente d'une manière précise la marche de l'intégrale. Dès qu'elle devient extérieure au cercle, au lieu des points imaginaires m et u oii elle coupe ce cercle, il faut considérer les points réels de l'anallagmatique M et m qui leur correspondent.
On a d'ailleurs la relation très simple suivante entre les éléments différentiels relatifs au cercle et l'anallagmatique :
•/^'.mb.mc.md ~ /.Vl^-.Mi.MÏ'TMrf
Pour chaque poiotdu plan, outre l'anallagmatique donnant lieu à la relation précédente, il passe une anallagmalique coupant orthogonalement la première et fournissant la relation suivante:
/mn . mf> . me . md \/Ma.f<\h.'S\ c.Md
Les considérations précédentes montrent l'importance des courbes anallagma tiques du quatrième ordre dans l'étude de la représentation géométrique des intégrales elliptiques, lorsqu'on y introduilla considération des imaginaires; cette considération, du reste, me semble indispensable si l'on veut approfondir les propriétés des coniques qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques, théorie dans laquelle la considération des fonctions imaginaires joue un rôle capital.
SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS
SURFACES ANALLAGMATIQUES.
fiiillethi de la Société pkUomalkique ; 186B.
1, M. MoTilard a le premier étudié d'une façon complète les surfaces anallagmatiqiies, c'est-à-dire les surfaces du quatrième ordre qui ont poiir ligne double l'ombilicale ('). Il a montré que ces surfaces pouvaient être définies géométriquement, comme l'enveloppe des sphères dont les centres parcourent une surface du second degré A et qui coupent oriliogonalement une sphère fixe S. Cette sphère peut être désignée sous le nom de sphère directrice de la surface; son centre est évidemment un pôle principal de l'anallagmatique engendrée. Au point de vue géométrique, il est avantageux de modifier un peu la définition précédente et de la présenter ainsi : A la surfacedu second degré donnée A, on mène un pian tangent quelconque qui coupe la sphère directrice S suivant un cercle; par ce cercle, on peut faire passer deux cônes isotropes, dont les sommets sont évidemment deux points réciproques par rapport à la sphère directrice. Ces deux points, lorsque le plan tangent prend toutes les positions possibles sur la surface A, engendrent la surface anallagmalique, enveloppe des sphères ayant leur centre sur la surface A et coupant orthogonalement la sphère directrice.
2. M. Moulard a montré que la surface ainsi définie pouvait êlre engendrée de cinq manières différentes au moven de cinq sur-
(•) Voir le Bulletin de la Société pkilomathique, t. IV. Séance du 6 avril 1S67.
faces du second ordre A, A,, Aj, A3 et A,, et de cinq sphères directrices correspondant à ces surfaces; cjue, par suite, la surface anal lagraa tique possédait cinq pflles principaux de transfor-
Je me propose dans cette Note d'exposer de qneile façon sont reliées entre elles les surfaces du second ordre qui peuvent servir à la génération d'une anallagmatiqtie donnée el comment elles se rattachent g^éomctrlquemenl aux focales de celte anallagmatlque.
Les focales d'une surface sont, comme on le sait, les lignes doubles de la ddveloppahie isotrope qui lui est circonscrite. M, Cliasies a le premier donné cette notion de focale dans son Aperçu historique, etc., et montré d'une façon précise ce qui était le point délicat de la question, la notion qui dans l'espace correspondait à la notion du foyer dans le plan. Il a développé du reste depuis les idées qu'il avait alors émises, et je renverrai notamment sur ce sujet à une Note Sur les surfaces du second ordre homo focales, insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (11 juin 1860), Note à laquelle, du reste, j'aurai, dans ce qui suit, plusieurs fois occasion de me rapporter.
Une surface anallagmatiqnc étant définie par une surface du second degré A et une sphère directrice S, appelons C l'anallagmatique sphériqoe qui résulte de leur intersection; la même surface peut être définie par quatre autres surfaces du second degré A, , Aa, A3, A, et quatre sphères directrices correspondantes S,, Sj, Sa, S4. Soient C, , C^, C3, C, les intersections respectives de ces surfaces, on voit immédiatement que les anallagmatiques sphériques C), Ck, C3, C^ sont les focales de ta surface anallagmatique donnée.
Ces cinq focales ne sont pas indépendantes entre elles. Car, étant pris l'une d'elles, C, par exemple, si on lui circonscrit une surface développable isotrope, cette surface développable, outre la courbe primitive C, renfermera d'autres lignes doubles qui seront évidemment aussi des focales de la surface proposée.
Or, ces autres lignes doubles seront précisément les quatre anallagmatiques C,, Gj, C3, G,,
De là résuite-immédiatement le théorème suivant, qui mérite peut-être, par sa simplicité, d'être explicitement énoncé. Soient une courbe M résultant de l'intersection de deux surfaces du
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second ordre P ei Q, cl une section plane quelconque R de ia surface P, la surface développable circODscrite à ia fois aux courbes M el R admet, comme lignes doubles, outre la courbe M, quatre autres courbes du quatrième ordre, el chacune de ces courbes est située sur une surface du second ordre passant par la conique R.
3. L'arête de rebroussement de ia développable isotrope circonscrite à une surface du second deg'ré jouit d'une propriété curieuse signalée par M. Moutard dans les Nouvelles Annales; elle consiste en ce que la projection de cette arête sur chacun des plans principaux de la surface est la développée de la focale contenue dans ce pian. Il existe une propriété analogue relativement aux surfaces analiagmaliques. Considérons une sphère directrice quelconque A et soient O son centre et E l'arête de rebroussement de la développable isotrope circonscrite, le cône ayant pour sommet le point O et pour base la courbe E coupera la sphère correspondante A suivant le lieu des centres de courbures sphériques de la focale située sur cette sphère.
■4. Lorsqu'une surface, telle que la surface anailagmatique considérécj contient V ombilicale, la développable isotrope qui lui est circonscrite se décompose en deux surfaces distinctes. L'une est l'enveloppe des plans, pour lesquels le point de contact avec la surface n'est pas sur Vombilicale même ; les lignes doubles de cette surface sont les focales ordinaires, et dans le cas actuel elles se composent des cinq analiagmaliques sphériques dont j'ai parlé ci-dessus.
L'autre est l'enveloppe des plans qui touchent la surface le long de l'ombilicale [et ses lignes doubles sont les focales singulières. Dans le cas actuel, ces focales singulières se composent de trois coniques qui sont les focales ordinaires communes aux cinq surfaces A|, Aa, Aj, Aj, Aj qui peuvent servir à la génération de l'anallagmatlque.
Les focales singulières, tout en jouissant des propriétés générales des focales, s'en séparent cependant en certains points; ainsi, tandis que les focales ordinaires se transforment, par la méthode des rayons vecteurs réciproques, en focales ordinaires de la transformée, il n'en est pas de même des focales singulières. Les sur-
^4 siOHÉTBIE,
faces du système triple orthogonal, découvert par M. Moutard et formé de surfaces anallagm a tiques, ont les mêmes focales ordinaires, mais leurs focales singulières varient pour chaque surface.
5. CoDsidérons une surface anallagmatique définie, comme il a été dit au n" 1, an moyen d'une surface du second degré A et d'une splière directrice S.
La développable circonscrite à ces deux surfaces a quatre lignes doubles qui sont des coniques. Soient K,, K^, K3 et K, ces quatre coniques. D'après un théorème dû à M. Chasles (loc. cil.), par chacune de ces coniques on peut faire passer une surface homofocale à A, Les quatre sur/aces du second degré ainsi déterminées seront précisément les surfaces K^, K^, A3, k.i, au moyen desquelles, d'après le théorème de M. Moutard, on peut engendrer la sur/ace.
Etant prise une de ces surfaces, par exemple la surface A), qui passe par la coniqiie K), il sera facile de déterminer la sphère directrice correspondante. En effet, que l'on mène le plan de la conique K,, il coupera la surface A suivant une conique. Si l'on circonscrit à cette dernière conique et à la surface Ai une surface développahie, cette surface, d'après un théorème de M. Chasles {loe. cit.), sera circonscriptible à une sphère, et cette sphère sera précisément la sphère directrice correspondant à la sur/ace A.
6. Divers théorèmes relatifs, soit aux surfaces du second ordre homofocales, soit aux surfaces anallagmatiques, découlent des considérations précédentes. Je me bornerai à énoncer les deux
Théorème I. — Étant données deux surfaces homofocales du second ordre et un plan fixe H, par une droite D tracée dans ce plan, menons les plans tangents aux deux surfaces. Enjoignant les points de contact appartenant à des surfaces différentes, nous obtiendrons quatre droites. Toutes les droites ainsi obtenues, lorsque D se déplace dans le plan H, .sont normales à une même surface anallagmatique.
Soient S, T les coniques suivant lesquelles le plan H coupe les deux surfaces homofocales données; construisons une conique
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quelconque passant par les quatre points d'intersection de S et de T ; si la droite D se meut Ungealiellement à celte conique, les droites obtenues par la construction précédente formeront une surface dcveloppable, et par conséquent traceront sur l'anallagmatique une de ses lignes de courbure.
ÏHÉoïiÈME II. — Etant données deux surfaces homofocales A et B et une droite D, menons par cette droite les plans tangents aux deud surfaces, et soient b et b' les points de contact relatifs à la surface B, à l'un des points de contact relatifs à la surface A; les droites ab et ah' sont dans un même plan avec la normale au point a et également inclinées sur cette normale.
7. Les considérations que j'ai exposées dans cette Note au sujet des surfaces anallagmatiques s'appliquent évidemment aux courbes planes anallagmatiques. Je me dispenserai donc d'énoncer les propositions relatives à ces courbes.
CASSIINIENNES PLANES ET SPHÉRIQUES
Buileiin de la Société philomathique : i86fi.
1. Od peul considérer une anallagmatique sphérique comme le lieu des points de contact des plans tangents à une conique fixe K. et à «ne sphère. Soit S le cercle suivant lequelle pian delà conique coupe la sphère; si l'on peul inscrire dans le cercle Sun quadrilatère circonscrit à la conique K (et alors, d'après le théorème de Poncelet, on pourra le faire d'une infinité de façons) en désignant par a, ^, v, S les sommets consécutifs d'un tel quadrilatère, les divers points m de l'anallagmalique satisferont à une relation de la forme
J'ai signalé celte propriété dans une Note insérée au Bulletin de la Société philomathique (msiVi 1867).
Les courbes qui jouissent de cette propriété constituent dans l'ensemble des anallagmatîques un groupe remarquable et jouissant de propriétés spéciales digaes d'intérêt. Je les désignerai sous le nom de cassiniennes, par analogie avec l'ellipse de Cassiui qui peul être regardée comme leur type principal.
2. Je vais donner ici une autre définition de ces courbes, qui, quoique moins simple peut-être en apparence que la précédente, se prête bien mieux aux recherches géométriques.
Soit, en général, tracée sur une sphère une anallagmatique: par cette courbe passent quatre cônes dont les sommets forment un tétraèdre conjugué par rapport à la sphère. Prenons une quel-
conque des arêtes de ce tétraèdre et l'arête opposée qui est sa polaire par rapport à la sphère. Il sera facile d'établir les propositions suivantes. Toute droite qui passe |jar un point « de l'anallagmatique et qui s'appuie sur les deux arêtes du tétraèdre considérées, coupe la sphère en un second point b qui appartient aussi à l'anallagmatique. Je dirai que les deux points a ei b sont conjugués, et, pour simplifier le langage, j'appellerai sîmplemeotco^rfe . la droite qui joint deux points conjugués. Si l'on désigne par P et Q les points où l'une des arêtes considérées coupe la sphère, il résulte de ce qui précède que deux points conjugués quelconques et les points P et Q sont toujours situés sur un niênie cercle et partagent ce cercle harnioiiiquement. Par suite, si l'on appelle I le point milieu du segment PQ, il en résulte que le produit des distances du point I à deux points conjugués quelconques est constant et que les droites qui joignent ce point milieu aux deux points conjugués sont dans le même plan que la droite PQ et également inclinées sur cette droite (').
3. Comme dans un tétraèdre il existe trois couples d'arêtes opposées, on voit que, pour une analiagmatique donnée, on peut imaginer trois modes de groupement des points.
Or, si la courhe est une cassinienne, on pourra choisir les deux arêtes du tétraèdre de telle sorte que les points conjugués fournis par le mode de groupement correspondant jouissent de la propriété suivante :
Si l'on prend le conjugué harmonique d' un point quelconque. de la sphère P par rapport à chaque couple de points conjugués ( ' ), c'est-à-dire si, sur le cercle passant par le point P ei. chaque couple de points conjugués, onprend le conjugué harmonique de ce point, le lieu des points ainsi obtenus est un cercle.
Pour abréger, je désignerai simplement ce cercle sous le nom de cercle correspondant au point P.
(') Le point I esL donc pour l'anallagmatique un des points que M. MouUvd a désignés soua le nom de pèles secondaires de ti-ansformation. (') Voir Bulletin de la Société philomathique, février 1867.
La propriété précédente i définition à la cassinienne.
Considérons une sphère et deux droites quelconques dont chacune soit la polaire réciproque de l'autre par rapport à la sphère. Sur celte sphère on peut tracer une infinité de courbes jouissant de la propriété énoncée au n° 2, que toute droite passant par un point de la courbe et s'appuyant sur les deux droites fixes dont je viens de parler rencontre la sphère en un second point de la courbe. Je désignerai les deux points de la courbe situés sur une telle droite sous le nom an points conjugués. Maintenant, considérons le lieu des points qui sont conjug'ués harmoniques d'un point R de la sphère, par rapport aux. différents couples de points, conjugués d'une courbe quelconque de l'espèce dont je viens de parier. Si ce lieu est un cercle pour une position particulière quelconque du point P, il en sera de même quelle que soit la position de ce point sur la sphère et la courbe considérée sera une cassinienne.
Dans tout ce qui suit, je considérerai exclusivement le mode de groupement qui donne lieu à la proposition énoncée ci-dessus; en sorte que le point conjugué d'un point de la courbe sera parfaitement déterminé. Des deux arêtes du tétraèdre considérées, il j en a toujours une qui coupe la sphère en deux points réels; je désignerai ces deux points par les lettres P et Q.
Ceci posé, on établira facilement les propositions suivantes :
■i. Si l'on considère une corde quelconque d'une cassinienne, c' est-à-dire la droite qui joint deux points conjugués, sa polaire réciproque par l'apport à la sphère, sur laquelle est tracée la cassinienne, rencontrera cette sphère en deux points conjugués de la courbe et sera par conséquent aussi une corde.
De là résulte que la si;
irface engendré
e par toutes les cordes
surface qui esl du qiialri
ème degré, est
à elle-même sa polair
réciproque.
S. La propriété précédente constitue une propriété caractéristique des cassinîennes et l'on peut énoncer la propriété suivante :
Si une anallagmatique est telle qu'une droite passant par deux points de celte courbe ait pour polaire, par rapport à la
Sun LES c.ïssiNrrNNEs planes r.i sphkriquiîs. 4ç)
sphère sur laquelle elle est tracée, une droite rencontrant la courbe en deux points, cette anallaginatiqiie est une cassi~ nienne dont la droite proposée ainsi que sa polaire sont des cordes; et alors, d'après le théorème précédent, il y a une infinité de droites qui jouissent de la même propriété.
6. Si A désigne le cercle correspondant à un point R de la sphère, les cercles correspondant aux divers points du cercle A. passeront par le point R.
7. Le cercle correspondant à un point de la courbe lui est tangent en ce point et coupe la courbe en deux autres points qui sont conjugués.
H. Considérons une corde quelconque d'nne cassiniennc; par cette corde on peut mener quatre pians tangents à Ja courbe. Deux des points de contact se trouveront sur la polaire de la corde, les deux autres seront deux points conjugués. Si, par la corde qui joint ces deux derniers points, on mène des plans tangents à la courbe, deux dos points de contact seront les points conjugués formant les extrémités de la première corde considérée.
Deux cordes liées ensemble de la façon que je viens d'indiquer seront dites cordes associées.
Leur propriété principale est renfermée dans la proposition suivante :
Toute droite qui touche la sphère sur laquelle est tracée une cassinienne en un point de cette courbe et rencontre une de ses cordes, rencontre aussi la corde qui lui est associée.
9, Cette propriété donne lieu au théorème suivant : Si une droite se déplace en s' appuyant sur deux droites fixes et en restant tangente à une sphère, la courbe suivant laquelle la surface ainsi engendrée touche la sphère est une cassinienne dont les deux droites fixes sont deux cordes; et, d'après la proposition précédente, la cassinienne ainsi obtenue peut être engendrée d'une infinité de façons au moyen de deux cordes associées quelconques de la courbe.
10. Une cassinienne est complètement définie lorsqu'on connaît
les deux points P et Q, qui sont conjugués harmoniques par rapport à tons les couples de points conjugues, et le cercle A correspondant à un point R de la sphère.
Soient M un point quelconque de la sphère et N son réciproque par rapport au cercle A, je veux dire le point où la spKôre est percée par la droite qui joint le point M au pôle du plan du cercle. Il est facile de déterminer sur la sphère deux points a et y, qui soient en rapport anharmonique avec les points M et R, ainsi qu'avec les points P et Q. On peut, si l'on veut, considérer les droites PQ et MR ainsi que leurs polaires; il y aura deux droites qui les rencontreront toutes les quatre, et ces droites seront ellesmêmes polaires réciproques. Par suite, il y en aura une et une seule qui coupera la sphère en des points réels; ces deux points seront les deux points et et y cherchés. On déterminerait de même deux points ^ et S qui soient conjugués harmoniques par rapport aux couples de points N, R et P, Q.
Cela posé, un point quelconque m de la cassinienne considérée satisfera à la relation suivante :
On voit que les points œety sont deux points conjugués de la sphère, en prenant ce mot dans le sens où je l'ai employé au n" 3, c'est-à-dire que la droite ay rencontre la droite fixe PQ ainsi que sa polaire; il en est de même des points {i et S, De plus il est évident que l'un des quatre points peut être pris arhiirairemenl. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Étant donnée une cassinienne et étant pris arbitrairement sur la sphère sur laquelle elle est tracée un couple quelconque de points conjugués, il est toujours possible de trouver un autre couple de points conjugués, de telle sorte que le produit des distances d'un point de la courbe aux points du premier couple soit dans un rapport constant avec le produit des distances du même point aux points du second couple.
H. En particulier, ily existe toujours sur une sphère un couple de points conjugués qui sont diamétralement opposés. Pour les obtenir il suffit de mener par le centre de la sphère une droite
s'appnyanl sur la droile PQ cl sur sa polaire. Désignons par a et a! ce couple de poinls; on pourra délerminer d'après le théorème précédent deux autres points c et rf, tels que pour tout point de la courbe l'on ait la relation
et, comme sinjma'^ cos^wia, la relation précédente pourra s'écrire delà façon suivante :
D'où la proposilion suivante :
Étant donnée une cassinienne, on peut toujours déterminer un diamètre de la sphère sur laquelle elle est tracée et deux points fixes de cette sphère, de telle sorte qi/e le produit des distances d'un point quelconque de la courbe aux deux points fixes divisé par la distance de ce même point au diamètre donne un quotient constant.
12. Si par une corde d'une cassinienne fixe et deux points conjugués quelconques, on mène des plans, ces divers plans forment un faisceau en involution, et les deux plans doubles de l'ini>olulion coupent la sphère suivant deux cercles orthogonaux .
13. Soient A, B e( C, D deux couples quelconques de points conjugués d'une cassinienne; et soient a, b, c, d les points de la sphère qui leur sont diamétralement opposés; m désignant un point quelconque de la courbe, la différence des aires des triangles sphériques mac et mbd est constante.
li. Lescassiniennes se changent en cassiniennes par une transformation quelconque par rayons vecteurs réciproques. Aux
couples de points conjugués de la première courbe correspondenl des couples de points conjugués de la transformation.
En particulier, au moyen d'une projection stéréographique, les cassiniennes spliériqiies se transforment en cassiniennes planes. Je me bornerai, au sujet de ces courbes, à énoncer quelques propriylés que ne partagent pas les cassiniennes sphériqnes.
Si l'on désigne par a,b et c,d deux couples quelconques de points conjugués, la différence des angles sous lesquels ces segments ac et bd sont vus d'un point quelconque de la courbe est constante.
\Xi. Dans le cas où la cassinienne est du troisième degré, la différence de ces angles est nulle.
On peut donc dire que la cassinienne cubique est le lieu d'oii deux segments de droite sont vus sous des angles égaux.
L'on en déduit que, si l'on joint un point fixe de la courbe à tous les couples de points conjugués, toutes les droites ainsi obtenues sont également inclinées sur deux droites fixes rectangulaires.
16- Le lieu des points milieux des droites qui joignent les points conjugués d'une cassinienne plane est un cercle. Lorsque la cassinienne est du troisième degré, ce cercle se réduit à une droite.
Par chaque point de ce cercle (ou de cette droite) passent deux cordes df: la cassinienne se coupant orihogonalement.
L'enveloppe des cordes d'une cassinienne plane est une courbe de quatrième classe ajant pour foyers les deux foyers singuliers de la courbe et les deux points fixes du plan qui sont en rapport harmonique avec chaque couple de points conjugués.
Lorsque la cassinienne est du troisième degré, elle n'a plus qu'un foyer singulier et l'enveloppe des cordes est alors une courbe de troisième classe.
Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à cette dernière courbe se compose de la cassinienne elle-même et de la droite, lieu des points milieux des droites qui joignent les points conjugués.
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17. Les casstniennes cubiques planes ont élé depuis Kuigtemps éludiées sous le nom de focales. On peut consuller à ce sujet divers travaux de MM. Quetelet, Dandelin et Chasles dans les Mémoires de l'Académie de Bruxelles et la Correspondance mathématique de Quetelet.
Le Tome V de cette dernière collection renferme à ce sujei. un très intéressant Mémoire de M, Van Rees, qui j a donné les propriétés énoncées dans le n° 15 et en a dôduit les principales conséquences.
SECTIONS CIRCULAIRES DES SURFACES
ANALLAGMATIQUES.
Bulletin de la Société pkilomathique: 1868.
1. Étant donnés une sphère fixe S etiiQp!anquelcoiic|ue P, par le cercle d'inlerseclion de la sphère et du plan on peut faire passer deux cônes isotropes. Soient p et p' les sommets de ces cônes ; ces deux points sont réciproques par rapport à la sphère S ; pour abréger le discours, je dirai que ces deux points sont associés au plan P, et réciproquement que le plan P est le plan associe au point p et au point j?'.
Gela posé, on peut énoncer les deux lemmes suivanis :
LxMME I. — Si un plan pivote autour d'' un point fixe O, le lieu des points associés au plan dans ses diverses positions est. une sphère ayant pour centre le point O et coupant orthogonalement ta sphère fixe S.
Lemme II. — Si un plan tourne autour d^une droite fixe, le lieu des points associés au plan dans ses diverses positions est un cercle ayant pour centre le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère S sur la droite et coupant orthogonalement cette sphère.
2. Une surface anaiiagmatique peut être définie comme le lieu des points associés par rapport à une sphère S des divers plans qui touchent une snrface du second degré A. L'inlerseclion de la surface A el de la sphère S est d'ailleurs une des focales de la surface. A chaque point de l'anailagmatique est associé un plan qui
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louche la surface A en un cerlain point correspondant au premier; à toute courbe tracée sur l'anallagmatiqiie correspondra une certaine courbe formée par les poinls de contact avec la surface A des divers plaus associés aus points de la courbe tracée surl'anallagmatique.
Des deux lemmes que j'ai donnés ci-dessus on déduit immédiatement les deux propositions suivantes :
La normale en un point M d'une anallagmallque est la droite qui joint ce point au point correspondant sur la surface A.
Etant donnés une courbe C tracée sur l'anallagmatigue et un point M de cette courbe, si l'on désigne par c la courbe correspondante tracée sur la sur/ace du second degré A et par m le point de cette courbe qui correspond au point M, le plan normal en M à la courbe C est le plan guipasse par ce point et par la tangente conjuguée de la tangente menée en m à la courbe c.
3. Pour faire une application de ces propositions très simples, je démontrerai brièvement le beau théorème donné par M. Moulard sur l'orlhogonaiité des surfaces anallagmaliqires homofocales.
Les surfaces d'un système homofocal peuvent être engendrées au moyen d'une sphère fixe S et des diverses surfaces du second ordre passant par une anallagmatique spbérique K située sur cette sphère.
Cherchons les surfaces d'un tel système qui passent par un point de l'espace M. Pour cela, menons par ce point un cône isotrope, il coupera la sphère suivant un cercle C, dont le plan P sera le plan associé au point M, Le problème est évidemment ramené à mener par la courbe K une surface du second degré tangente au plan P. Or ce plan devant être tangent à la surface cherchée, doit la couper suivant deux droites renfermant nécessairement les quatre points d'intersection de la courbe K. avec le cercle C. On aura donc trois solutions, et les trois points de contact correspondant à ces trois solutions seront les trois points de concours des diagonales du quadrilatère formé par les quatre points d'intersection dont je viens de parler. En désignant par p, q, r ces trois poinls d'intersection, il résulte de la première proposition établie
au 11° 2 que les normales aux trois surfaces liomofocales passani, par le point M sont Ses droites M/), Mç, M?'. Mais les trois points />,</, r sont les sommets d'un triangle conjugué par rapport au cei'cle C; les droites M/?, Mç, Mr forment donc un trièdre conjugué par rapport au cône a^ant pour base C et pour sommet le point M, c'est-à-dire par rapport à un cône isotrope, donc elles forment un trièdre trircctangle.
4". Sur une surface 'analiagmalique il esiste dis systèmes de sections circulaires qui ont été découverts par M. Moutard, Leur existence résulte très simplement de la définition donnée au n° 2. Que l'on imagine en effet un plan se mouvant tangeniiellement à la surface A, de façon que son point de contact décrive une génératrice g de cette surface; pendant ce mouvement le plan langent tournera autour de cette génératrice; le lieu des points qui lui sont associés par rapport à la sphère S sera donc un cercle coupant orlhogonalement cette sphère, A toutes les génératrices de la surface A du même système que g correspondra un système de sections circulaires de l'anallagmatique; un autre système de sections circulaires correspondra au second système de génératrices rectilignes de la surface A.
Gomme l'anallagmatique est susceptible de cinq modes de génération différentes, l'on voit que l'on obtiendra ainsi cinq groupes de sections circulaires, chaque groupe comprenant deux systèmes distincts.
contrent jamais.
Deux cercles d'un même groupe et de systèmes différents se coupent en deux points et sont par conséquent situés sur une même sphère.
Deux cercles de groupes différents se coupent toujours en un point.
Les sections circulaires d'une anallagniatiquc jouissent d'un grand nombre de propriétés analogues à celles des génératrices rectilignes des surfaces du second ordre; je me contenterai ici de mentionner la suivante, semblable de tous points à une propriété fondamentale des surfaces du second ordre donnée par M. Chasles ;
Étant donnés quatre cercles quelconques d'un même groupe
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et, un cercle variable C d'un autre groupe rencontrant les quatre cercles fixes aux points a, b, c et d; si l'on, mène par te cercle variable G les sphères qui touchent la surface aux points a, b, c et d, le rapport anharmonique de ces quatre sphères est constant.
5. Pour plus de clarté, je désignerai par So, S, , Sa, S3 cl S^ les cinq sphères au moyen desquelles on peut engendrer la surface et par Ad, Ai, As, Aj et A, les cinq surfaces du second degré homofocales qui leur correspondent; pour indiquer le mode de géni:ralion relatif à la sphère S/ et la surface A,-, j'emploierai simplement l'expression de génération (S,).
Cela posé, j'ai montré au n" 2 qu'à chaque courbe tracée sur une analiagmalique correspondait une courbe tracée sur la surface du second degré qui sert à engendrer la surface.
Il est utile, dans un certain nombre de questions, de connaître les courbes qui, dans un mode de génération donné, par exemple (So), correspondent aux diverses sections circulaires de la surface.
Relativement au groupe qui appartient proprement à la génération (So), il est clair, d'après ce qui précède, que les sections de ce groupe sont représentées par les génératrices reclilignes de la surface A,,.
Pour obtenir la représentation des autres groupes, imaginons que nous circonscrivions à la sphère S( et à la surface A» une surface développable ; celte surface a pour lignes doubles quatre coniques, qui, dans un ihéorème connu, seront situées sur les qnatre surfaces A,, Aj, A3 et A,. Je désignerai ces quatre coniques par la notation CJ, G^, GJ, G^ ; les indices inférieurs indiquant celle des surfaces A sur laquelle chacune des coniques est située. Si maintenant de chacun des points de la conique G" on mène des cônes circonscrits à A,,, les diverses courbes de contact sur cette surface seront les courbes correspondant aux sections circulaires du groupe appartenant proprement à la génération (S)); les coniques Gj, Cj et C" fourniront de même les courbes correspondant aux sections circulaires des groupes appartenant aux généralions (S^), (Sa) et (S,).
On obtiendrait d'une façon analogue les coniques qui, sur les
surfaces A|, Aj, A, et A4, correspondenl aux différents groupes de sections circulaires.
L'on esl amené ainsi à considérer seize conif|ues analogues à celles que j'ai définies plus haut comme lignes doubles de la surface développable circonscrite à So et à Ao.
Avec ces quatre dernières elles forment un système de vingt coniques qui sont distribuées quatre par quatre sur les cinq surfaces A. Le tétraèdre formé par les plans de quatre d'entre elles situées sur une même surface est un tétraèdre conjugué par ra|)portàceite surface.
DU SECOND ORDRE
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\. On sait que les courbes gauches du quatrième ordre sont de deux espèces différentes; par les unes on ne peut faire passer qu'une seule surface du second ordre; par les autres on en peut faire passer une infinité et elles peuvent être définies comme l'intersection de deux de ces surfaces. Je ne m'occuperai ici que de ces dernières et, pour abréger le discours, je les désignerai sous le nom de biqiiadraligaes gauches, ou simplement de biquadratiques lorsqu'il n'j aura lieu de craindre aucune ambiguïté.
Par loule biquadratique gauche l'on pent l'aire passer quatre cônes dont les sommets forment un tétraèdre T conjugué par rapport aiis diverses surfaces du second ordre que l'on peut faire passer par la courbe. Considérons deux arêtes opposées de ce tétraèdre; il est facile de voir que toule droite, qui rencontre la courbe en un point m et s'appuie en même temps sur les deux arêtes considérées du tétraèdre, rencontre la courbe en un second point m'. Je dirai que les points m et m' sont conjugués, et j'appellerai simplement corde la droite qui joint deux points conjugués (I). Les diverses cordes de la courbe forment une surface réglée du quatrième ordre ayant pour lignes doubles les deux arêtes du tétraèdre; je désignerai cette surface par la lettre B.
(') Voir ma CoHiniunication du i4 mars 1868 â la Société pliilomalhique.
Comme, dans le tétraèdre T, il exisle trois couples d'arêles opposées, l'on voit que l'on peut grouper les points de la courbe de trois façons différenies; on obtiendra ainsi trois syslèmes de cordes formant trois surfaces réglées du quatrième ordre, la surface R et deux surfaces analogues que j'appellerai R) et R^. Je désignerai simplement les modes de groupement qui correspondent à ces trois surfaces par la notation (R), (R, ) et (Ra)-
A chaque point de la courbe ne correspond, dans un mode de groupement donné, qu'un seul point conjugué; mais, en tout, il lui correspond trois points dont chacun lui est conjugué dans un des trois modes dégroupement que j'ai déiînis plus haut.
Ces définitions permettent d'établir facilement les propositions suivantes ;
2. Étant donnée une droite quelconque rencontrant en deux points une biquadratique gauche, on penl mener par cette droite quatre pians tangents à la courbe. Chacun des points de contact a pour points conjngiiés les trois aulrcs points de contact, en sorte que, si l'on joint le premier point aux trois autres, on obtient les trois cordes, correspondant aux trois modes de gronpemenl, qui passent par ce premier point. Chacune de ces droites s'appuie donc sur deux arêtes opposées du tétraèdre T. La droite joignant deux points de contact pris arbitrairement et la droite joignant les deux autres points sont deux cordes du même système, en sorte qu'elles rencontrent les deux mêmes arêtes opposées du tétraèdre.
3. Si a, a' et b, b' désignent deux couples quelconques de points conjugués, les droites a, b et a', b' sont les génératrices d'une même surface du second ordre passant par la courbe.
i. Si, par une droite quelconque rencontrant la courbe en deux points et par trois couples quelconques de points conjugués, l'on mène des plans, les plans ainsi obtenus forment un faisceau en involution.
En particulier ;
Si, par une tangente quelconque à la courbe et par trois
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couples quelconques de points conjugués, l'on mène des plans, les plans ainsi obtenus forment un faisceau en involution.
M. Chasles a donné un théorème analogue, relatif aux cubiques gauches {Comptes rendus, lo août iSS^, n° 22).
5. Soit a, 6 un couple ciueiconque de points conjugués d'une biquadralique gauclie; si par la droite ab l'on mène les plans tangents à la courbe, les quatre points de contact forment deux couples de points conjugués «', b' Ha", é" appartenant au même groupe de points conjugués que a et b.
Ces deux couples sont parfaitements déterminés et les droites a'b', a"b" rencontrent les deux arêtes du lélraôdre T sur lesquelles s'appuie la droite ab. De ces deux couples, il y en a un, c'est celui que je désignerai par a', b', qui jouit de la propriété suivante. Les droites qui joignent chacune des exlrémilés de la corde ab aux deux extrémités de la corde a'b' forment un système de quatre droites situées sur une même surface du second ordre passant par ia biquadratique. Le couple de points conjugués a", b" ne jouit pas de cette propriété.
Je dirai que a'b' et ab sont deux cordes conjuguées et que a"b" et ab sont deux cordes a.isociées, on bien encore, que ces couples de droites sont respectivement des génératrices conjuguées et des génératrices associées de la surface réglée R, lieu des cordes correspondant au mode de groupement (|ue je considère.
Ces définitions établies, on aura les propositions suivantes :
6. Si l'on joint les extrémités de chacune des cordes apparienanl à un mode de groupement donné, par exemple au groupement (R), aux exlrérnîtés de la corde conjuguée, toutes les droites ainsi obtenues sont les génératrices d'une seule et même surface du second ordre, que je désignerai par A. Aux deux autres modes de groupement correspondraient deux autres surfaces du second degré que j'appellerai A, et A^,
Deux cordes conjuguées, appartenant au groupement (R), ou, si l'on veut, deux génératrices conjuguées de la surface réglée R, sont polaires réciproques par rapport à la surface A; en sorte que la surface R est à elle-même sa polaire réciproque par rapport à la surface A.
Si par un point quelconque de la surface A on mène les droites
qui s'appuient sur les divers couples de génératrices conjuguées de la surface R, toutes les droites ainsi obtenues sont dans nn même plan.
7. Si une droite se meut tangentiellement à la surface A, en s'appuyant constamment sur deux génératrices associées quelconques de la surface R, elle touche la surface A suivant la biquadratique dont cette surface est dérivée.
Cette propriété résulte immédialemeni de la proposition suivante : Toute droite (jui touche la surface A en un point de la biquadratique et qui rencontre «ne génératrice de la surface R rencontre aussi son associée.
Le théorème précédent complète une proposition énoncée par M. Ciiasles {Comptes rendus, 34 février 1862, n" 64), el fournit le moyen d'obtenir effectivement une biquadratique donnée par le mode de génération indiqué ci-dessus.
On voit que par toiite biquadratique l'on peut l'aire passer trois surfaces du second ordre fournissant une solution du problème, chacune de ces surfaces correspondant à un des trois modes de groupement des points de la courbe, et, au moyen d'une quelconque de ces surfaces, on peut encore engendrer la courbe d'une infinité de façons différentes.
Les surfaces réglées du quatrième ordre età directrices doubles que j'ai désignées par R, R, et Rj jouissent de propriétés particulières qui méritent d'être signalées.
En général, si l'on considère une surface réglée du quatrième ordre, contenant deux droites doubles D et A, l'on voit que par chaque point a de la directrice D passent deux génératrices coupant A en deux points; de même, par chaque point 6 de i passent deux génératrices coupant D en deii\ points. Les génératrices divisent donc les deiix directrices de telle sorte qu'à un point de D correspondent deus. points de A et réciproquement,
Jja correspondance entre les points des deux droites D et A peut être exprimée par une relation à trois termes de la façon suivante. Il existe en général, sur la droite D, quatre points tels que le couple de points correspondant à chacun d'eux sur la droite A se confond en un seul point; désignons par œ, 7/ et a" trois quel-
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conques de ces points. De même il existe sur la droite A quatre points tels que le couple de points correspondant sur la droite D se confonde eu un seul point; désignons par (3, p' et (3" trois quelconques de ces points.
Cela posé, la relation qui existe entre deux points correspondants aetb situés respectivement sur les droites D et i pourra être écrite sous la forme suivante :
relation où p, q et /■ désignent des quantités numériques constantes.
Dans le cas des surfaces que j'ai étudiées dans cette Note, la correspondance entre les points des deux directrices doubles a lieu de telle façon qu'à un couple de points de la droite D correspond un couple de points de la droite A; c'est-à-dire que si, au point a de la droite D, correspondent les deux points b et b' de la droite A, à ces deux derniers points correspondront deux mêmes points de la droite D, parmi lesquels se trouvera nécessairement le pointa.
M. Chastes a depuis longtemps signalé l'importance de ce mode de correspondance dans sou Mémoire Sur la résolution des équations du troisième et du quatrième degré. Les surfaces à directrices doubles du quatrième ordre, pour lesquelles a lieu ce mode de correspondance, joiient dans l'ensemble des surfaces de la même famille le même rôle que les cassiniennes dans l'ensemble des courbes anallagmatîques.
On peut, dans ce cas, exprimer la relation qui existe entre les points correspondants des deux directrices, et cela d'une infinité de façons, par des équations à deux termes; tandis que, dans le cas général, cette relation ne peut pas être exprimée plus simplement que par l'équalion à trois termes donnée ci-dessus.
SUR QUELQUES
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALKS DES COURBES ALGÉRRIQUES
THÉOltlE DES COURBES ET DES SURPiCES l\4LLl(<lUTI0liCS.
iitdletin de la Saciété phllomaUUqiie ; iHâS.
1, Avant d'aborder ce qui esl relatil aux aiiallagniaLiques, je m'occuperai d'abord du lien décril par le sommet d'un angle de grandeur donnée dont les côtés s'appulenl respectivemenl sur deiis courbes fixes. Je dirai d'abord ce que l'on doit entendre par angle de deux droites, lorsque le sens dans lequel doivent êlre prises ces droites n'est pas déterminé. Étant données deux droites A et B, faisons tourner la première autour de leur point de renconlre, et dans un sens déterminé, par exemple celui des aiguilles d'une montre, jusi^u'à ce que cette droite s'applique sur B; je dirai que l'angle ainsi décrit est l'angle que fait la droite A avec la droite B. Si l'on continuait le mouvement de rotation, après avoir décrit un angle égal à it, A viendrait de nouveau s'appliquer sur B. L'angle que fait A avec B n'est donc déterminé qu'à un multiple près de tt; sa tangente est déterminée, mais son sinus et son cosinus ne le sont pas; le double de cet angle esl déterminé à un multiple près de 2Tt, et les valeurs de toutes ces lignes trigooométriques sont parfaitement connues.
Ces définitions étant établies, étant donnés dans un plan deux points fiKes A et B, si l'on cherche dans ce plan le lien du point M, tel que l'angle de MA avec MB ait une valeur donnée (à un multiple près de tc, nécessairement), l'on trouvera pour ce lieu un cercle, passant par les points A et B, et tous les points de ce cercle feront partie du lieu. Le cercle symétrique du précédent
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serait le iieu des poinls M, pour lesquels l'angle de MA avec MB aiiraiL une valeur supplémenlaîre de la valeur donnée précédem-
2. Ceci posé, cherchons le centre du cercle, lieu des points M tels que l'angle que lait MA avec MB ait une valeur donnée ùj. Ce centre est \e foyer singulier de ia courbe, c'est donc le point réel situé sur la tangente menée a cette courbe en un quelconque des ombilics.
Appelons I l'ombilic par leqnel passent les diverses lignes isotropes du plaQ qui ont pour coefficienl angulaire i.
Soit K un point du lieu infiniment voisin du point I, en sorie que Kl est infiniment voisine de la tangente au cercle en I. Le point K appartenant au lieu, l'angle que fait KA avec K.B est égal à w. Maintenant, joignons le point R au deuxième ombilic du plan J; la droite KJ sera infiniment voisine de la droite de l'infini, et le point k' , où elle coupera la droite AB, sera infiniment voisin du point à l'infini sur cette droite. Soit k le point où la droile Kl coupe la droile AB; d'après une proposition fondamentale que j'ai donnée pour la première fois dans une Note Sur la théorie des foyers, insérée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (i853), l'on sait que le rapport anharmonique des quatre points A, E; k, k' est égal à e^""', quantité qui est parfaitement déterminée {voir n" 1).
L'on aura doi
■ Ti/c' '
d'où eu passant à !a limite et en remarquant que le point k' est alors à l'infini
D'où cette conclusion : Pour Irouver le centre du cercle, Heu des points M tels que l'angle de MA avec MB ait une valeur donnée w, prenons sur la droite AB un point /c tel que le rapport 5-7; ait pour valeur e'"'; menons par ce point la droile isotrope qui passe au point I, le point réel situé sur cette droite sera le centre clierché.
3. Soient mainleiianL deiis courbes quelconques A. et B, cherchons le lieu des poims M tels qu'une des Langenles menées de ce point à la courbe A fasse un angle donné avec une des tangentes menées de ce même point à la courbe B. Ce lieu a déjà occupe divers géomètres, notamment M. Cremona et M. Faure, qui ont déterminé son degré et sa classe. Je me propose ici de déterminer ses foyers principaux; on sait d'ailleurs que cette courbe (en général) ne rencontre la droite de l'infini qu'aux ombilics, qui sont pour elle des points multiples de l'ordre n — i, an étaul le degré de la courbe. Considérons en particulier l'ombilic I; chacune des tangentes menées à la courbe et la touchant en ce point contiendra un point réel qui sera le fojer singulier correspondant à la branche de courbe que l'on considère. Soit un point K situé sur cette branche et à une distance infiniment voisine du point I; en sorte que la droite Kï est inliniment voisine de la tangente en I à celte branche du lieu. Soient K.a et Kt les droites menées tangentiellement aux courbes A et B et qui font l'angle donné ti>. Ces deux tangentes sont nécessairement infiniment voisines de deux droites isotropes; soit F le foyer de A, qui est infiniment voisin du point réel situé sur la droite K.a; soit G le foyer de B, qui est infiniment voisin du point réel situé sur la droite K6.
Je joins le point K au deuxième ombilic du plan J; la droite K.J coupe la droite FG en un point k' infiniment voisin de la droite de l'infini. La droite K.a coupe FG en un point F' infiniment voisin de F, et la droite K6 coupe FG en un point G' infiniment voisin de G. Soit de pins ^ le point où KT coupe FG; d'après la proposition fondamentale que j'ai rappelée plus haut, l'on a
D'où, en passant à la limite et en i et G' viennent alors se confondre avf rioinl /f' s'en va à l'infini,
arquant que les points F' ;s points F et G et que le
L'on obtiendra donc le foyer de courbe considérée, en déte
ngulier correspondant à la branche ninant, sur la droite FG, le pointA'
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par cei.le équation, en joignanl ce point à i'ombilic I el en prenant le point réel situé sur cette courbe.
En comparant ce résnltat avec celni que j'ai obtenu dans le paragraphe précédent, l'on en déduit la proposition suivante:
Le foyer singulier, correspondant à la branche de courbe considérée, est le centre du cercle décrit sur FG comme segment et capable de l'angle donné u,
4. L'ensemble des fojers singuliers de la courbe s'obtiendra facilement. Désignons par F, F), . . ., F^ les m foyers de lacoiirbe A, et par G, G, , . . . , G,, les n foyers de la courbe B. Prenons un foyer quelconque F,- de A et un foyer quelconque Fy de B : le centre du cercle, décrit sur F,Fy comme segment et capable de l'angle donné, sera un des foyers singuliers de la courbe ; et on les obtiendra tous en combinant, de toutes les façons possibles, chacun des foyers de B.
Remarquons, en passant, que, d'après ce qui précède, l'équation du degré mn, à laquelle conduit la détermination des foyers singuliers du lieu, sera résoluble par la résolution d'une équation du degré m et d'une équation du degré n.
Un des cas les plus utiles dans les applications est celui où la courbe B se réduit à un point P. La courbe étudiée est alors une podaire, c'est-à-dire le lieu des projections du point P sur les tangentes à la courbe A. Les foyers singuliers de cette podaire sont les points milieux des segments qui joignent le point P aux différents foyers de A.
3. Je vais traiter maintenant le problème inverse du problème précédent. Étant données deux courbes fixes A et B, un angle de grandeur constante se déplace de façon que son sommet parcoure la courbe A, tandis qu'un de ses côtés roule sur la courbe B, quels sont les foyers de la courbe C, enveloppée par le deuxième côté de l'angle?
Pour plus de clarté, je considérerai simplement le cas oùl'angle constant est droit el où la courbe B se réduit à an point fixe P. Le cas le plus général se ramènerait facilementà ce cas particulier.
Je supposerai que la courbe A ait m branches qui se croisent en chacun des ombilics du plan, en sorte qu'elle aura m foyers sin-
geôliers que je désignerai par G, G', elc; soit, de plus, n le nombre des points oii elle coupe la droite des infinis en deiiors des ombilics. On voit que la courbe sera du degré zm-\-ji et qu'elle aura n asymptotes qui ne seront pas isotropes.
Joignons le point llxe P à l'un quelconque des points de la droite de l'infini, distincts des ombilics, qui appai'liennent à !a courbe; la droite de l'infini est perpendiculaire à cette droite ; elle est donc tangente à la courbe C et elle la touche en un point a situé à l'infini sur la direction d'une perpendiculaire à l'asymptote qui passe au point «. Ce point a est d'ailleurs un foyer du lieu ciierché; d'où cette conclusion : Le lieu a n foyers situés sur la droite de l'infini et sur la direction des droites perpendiculaires aux n asymptotes de la courbe qui ne sont pas isotropes.
Menons maintenant par le point ,P la droite isotrope qui passe par l'ombilic I; cette droite coupe la courbe A en »i + n ])oints distincts de l'ombilic. Soit 6 l'un quelconque de ces points; la perpendiculaire au point è à la droite Pè se confond avec celte ligne elle-même; cette droite est donc une tangente isotrope du lieu cherché. Le même raîsonnemenls'appliquerait à la droite isotrope qui joint le pointP au deuxième ombilic J; d'où celte conclusion : Le point fixe Pesl un foyer du lieu cherché, et un foyer multiple qui doit compter pour (m -H n) foyers réels,
La droite PI a encore m de ses points de rencontie, avec I» courbe A, confondus au point I; la perpendiculaire en ce point à PI est indéterminée. Pour voir ce qui a lieu, considérons sur une des branches de la courbe A, par exemple sur celle qui est caractérisée par le foyer singulier G, un point K infiniment voisin du point I. Joignons PK, puis menons en K la perpendiculaire à cette droite; celle perpendiculaire, étant à la limite d'une droite isotrope, le point réel qu'elle contient sera, à la limite, un foyer du lieu cherché. D'un autre côté, la droite IK s'écarte infiniment peu de la tangente en l à la branche considérée de la courbe A; elle coupe donc la droite réelle PG en un point /c infiniment voisin du point G. La droite KJ, s'écartant infiniment peu delà droite de l'infini, coupe PG en un point k' infiniment voisin de celte droite. Soit H le point où la perpendiculaire en K à la droite PK coupe KG; l'on voit facilement que les quatre points P, H, k, k' forment un système de points harmoniques; on a donc ta relation
P'k' ' tik' ~ ''
d'où, en passant à la (imite, PG = GH.
On voit que le poinl H s'obtient enjoignant le point P au foyer singulier G et en prolongeant la droite PG d'une longueur égale à elle-même.
En consiilérant la branche de cotirbe, passant au point J, qui correspond au même foyer singulier G, on obtiendrait aussi une tangente isotrope au lieu cherché passant par H ; donc ce point est un fover de la courbe G.
6. En réunissant tes résultats obtenus précédemment, l'on arrive au résultat suivant :
« La courbe C, définie comme ci-dessus, est de 2(m + «)''""' classe; elle a :
» i" n foyers situés à l'infini et sur des directions perpendiculaires aux n asymptotes de la courbe A qui ne sont pas isotropes;
» 2" Un foyer multiple au point fixe P, qui compto pour
» 3" m autres foyers H, H', etc., que l'on obtient en joignant le point P aux foyers singuliers de la courbe A, et en prolongeani d'une longueur égale à elle-même chacune des droites ainsi obtenues. »
7. Je vais appliquer ce résultat à la recherche de la relation qui existe entre les dilTérents points d'intersection d'une courbe et d'un cercle. J'ai donné cette relation dans ma Note intitulée Théorèmes généraux sur les courbes algébriques, qui a été insérée dans les Comptes rendus (janvier i863). Je la reproduirai ici en la présentant sous une forme plus commode.
Etant donné un système de n droites situées dans un plan, et un axe fixe dans ce pîan, si l'on fait la somme des angles que fait chacune de ces droites avec l'axe fixe, la somme de ces angles (somme qui sera déterminée à un multiple près de tt) mesurera ce qne j'appelle l'orienta/ion du système des droites relativement à i'asc fixe. Le système étant représenté, par exemple, par A, je désignerai simplement son orientation par rapporta un axe donné par
la iioiation (A), Si deux systèmes de droites A. et . même orientation, ce qu'on exprimera par la relation
it est clair que celle propriété subsistera quel que soit l'axe fixe que l'on ait choisi comme terme de comparaison.
Ceci posé, soit une courbe algébrique B de degré />, ne passant pas d'aiUeurs par les ombilics, en sorte qu'elle n'a pas de foyers singuliers. Coupons celte courbe par un cercle quelconque; les 2/> points d'intersection peuvent toujours se distribuer deux par deux sur p droites réelles (dans cette Note, je ne m'occupe exclusivement que de courbes réelles ou du moins ayant une équation réelle), et cela pourra se faire de plusieurs manières, s'il y a plus de deux points d'intersection réels. Le théorème que j'ai donné dans les Comptes rendus peut alors s'énoncer ainsi :
L'orientation du système formé par ces p droites réelles est la même que l'orientation du système formé par les asymptotes de la eourbe B.
Cette orientation est évidemment constante, et lorsqu'on la connaît, on peut, étant donnés (a/) — i) des points d'intersection, construire le dernier point,
8. Je considère maintenant une courbe A, telle que celle que j'ai examinée ci-dessus, possédant m foyers singuliers G, G', olc. et n asymptotes non isotropes, en sorte que son degré est égal à 2m-|-«.
Un cercle quelconque la eoupe en 3{m + n) points distincts des ombilics; soit d un quelconque de ces points. Prenons sur ce cercle un point arbitraire P et désignons par Q le poinl diamétralement opposé à P ; considérons enfin la courbe C, dont j'ai déterminé les foyers dans le n" 6, et qui est l'enveloppe du côté d'un angle droit dont le deiixième côté s'appuie sur P, tandis que son sommet parcourt la courbe A. II est clair que la droite Qrfetles droites analogues sont les diverses tangentes que l'on peut mener à la courbe C par le point Q.
Je rappellerai un théorème que j'ai donné dans ma Note Sur la détermination du rayon de courbure des lignes planes, insérée
BUH QUELQUES TROPRIÉTÉS SES COUBBES AL&ÉBRtOUEH, -,l
dans le Bulletin de la Société philomathique (février 1867), théorème qui peut s'énoncer ainsi :
Si par un point Q pris dans le plan d'une courbe réelle de classe n, on mène les n tangentes à la courbe, l'orientation du faisceau formé par ces tangentes est la même que celle du faisceau formé par les droites qui joignent le point Q aux foyers de la courbe.
Appliquons ce théorème : désignons par (Q<^) l'orienlalion du faisceau de droite formé par Q^d et les droites analogues, par (QP) l'orientation du faisceau formé par les (m -f- n) droites coïncidant avec QP, par (Z) l'orientation du faisceau formé par les droites menées par Q parallèlement aux n asymptotes de la courbe A qui ne sont pas isolropes, par (QH) l'orientation du faisceau formé par la droite QH et les droites analogues; nous obtiendrons ia relation
{Qrf)=(QP) + (QII) + (Z)+'-^,
(Q^)-(QP)-^=(Qri)+[Z).
Imaginons maintenant un sj-stème de {m -\- n) droites réelles passant par les 2(nz -I- n) points d'intersection du cercle et de la courbe A, et soit (T) son orientation, il est facile de voir que l'on a
Transportons, parallèlement à eus-mèmes, de sorie que leur orientation ne change pas, les faisceaux entrant dans le second membre de la relation ci-dessus, en leur donnant comme sommet commun le centre R du cercle. Par suite de la position relative des points H, H', etc. et'G, G', etc., on voit qu'au lieu du faisceau formé parles droites allant du point Q aux points H, H', etc., nous aurons à considérer le faisceau formé par les droites allant du point R aux points G, faisceau dont je désignerai l'orientation par (RG); le deuxième faisceau reste toujours composé des parallèles aux asj'mptotes et la relation donnée ci-dessus peut s'écrire
(T) = (RG) + (Z)^-^^.
d'où le théorème SLiivanl :
Théoebme. — Etant donnée une courbe algébrique, ayant m foyers singuliers et de degré 2m+ n; un, cercle quelconque la coupe en 2(m-\-n) points distincts des ombilics. Si l'on imagine un faisceau de (m-\-n) droites réelles passant par ces points d'intersection, l'orientation de ce faisceau digère de m angles droits de l'orientation du faisceau formé par les n asymptotes de la courbe qui ne sont pas des droites isotropes, et par les m droites qui joignent le centre du cercle aux foyers singuliers de la courbe.
SUR
QUELQIJES PROPRIÉTÉS DES LIGNES SPIRIQTJES.
Butleliii de la Socièic PkiUinialhLqus: iSfii).
1. On désigne sous le nom de lignes spiriques les courbes anallagmatlques du quatrième ordre (|iii ont un axe de symétrie. Ces lignes onL clé depuis longtemps rolijet des études des géomètres, et, récemment encore, M. de La Gniirnerie leur a consacré un remarquable Mémoire inséré dans \eJournalde Lioucille (tStig).
Comme toutes les anallagma tiques, ces courbes ont quatre fojers singuliers, dont deux réels et deux imaginaires; ces quatre foyers sont d'ailleuis les foyers ordinaires des quatre coniques homofocales au moyen desquelles, d'ajirès la proposition de M. Moutard, on peut décrire ces courbes en les considérant comme enveloppes de cercles.
On peut distinguer deux espèces de spiriques; dans les premières, que je dirai être de première espèce, les deux foyers singuliers réels sont situés sur l'axe de symétrie; dans les autres, que je dirai être de deuxième espèce, ce sont les deux foyers singuliers imaginaires qui sont situés sur cet axe. Leurs propriétés, du reste, sout les mêmes au fond, et ne dilï'èrent que par les diverses façons de les énoncer. Dans tout ce qui suit, je considérerai spécialement les spiriques de première espèce.
N'ayant à considérer ici que les foyers singuliers de ces courbes, je les désignerai simplement sous le nom de foyers. Autour do chaque foyer singulier, comme centre, on peut décrire un cercle qui oscule la courbe en chacun des ombilics; je désignerai les deux cercles ainsi définis sous le nom de cercles focaux.
Étant donné un cercle, j'entends par puissance d'un point, rela-
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llvemenL à ce cercle, le carré de la longueur de la tangente que
l'on peut mener de ce point au cercle.
Les spiriques renferment, comme cas particuliers, un grand nombre de courbes remarquables, notamment les ovales de Descartes, ou, pour me servir d'une expression plus nette déjà employée par M. de La Gournerie, les cartésiennes ; elles peuvenl être considérées comme des spiriques dans lesquelles les deux foyers réels viennent se confondre,
La spirique peut encore s'abaisser au troisième degi-é; je la désignerai dans ce cas, pour abréger, par le nom de cataspirique. La cataspirique n'a qu'un seul foyer; elle peut être considérée comme iine spirique dans laquelle un des foyers est rejeté à l'infini.
Les coniques peuvent aussi être regardées comme des spiriques dont les deux foyers ont été rejelés à l'infini.
D'un point de l'axe d'une spirique,, on peut mener huit normales à la courbe, dont quatre se confondent avec l'axe et dont les quatre autres sont symétriques par rapport à cet axe. Je désignerai sous le nom de points associés les deux points situés d'un même côté de l'axe, et tels que les normales élevées en ces points concourent en un même point de l'axe.
2. Les spiriques jouissent de toutes les propriétés connues des anallagmatiques; elles possèdent en outre des propriétés particulières. Ces propriétés se déduisent facilement de la proposition suivante, qui s'établit immédiatement par la défini tion même des spiriques :
Propositiok. — Ê tant donnés deux points fixes A et Bd'une spirique et un point, mobile G situé sur cette courbe; si l'on joint le point mobile aux deux points fixes et si, par le milieu des cordes ainsi obtenues, on mène des perpendiculaires à ces cordes, ces perpendiculaires déterminent sur l'axe de la courbe deux divisions homo graphiques, dont les points doubles sont les deux foyers situés sur l'axe.
Théouème L — Étant donnés deux points fixes Aet B d'une spirique, si l'on Joint un point C mobile sur cette courbe aux deux points fixes et si, sur les milieux des cordes AC et BG, on mène des perpendiculaires à ces cordes, coupant l'axe de
symétrie aux points a et ^;¥ et G désignant les deux foyers réels de la spirique, le rapport
Fp ■ Gp
demeure constant, quelle que soit la position du point C sur la courbe, et sa valeur est égale au rapport des puissances des points Aeth relativement au cercle focal ayant pour centre le foyer F.
Théorème II. — Étant donnés deux points fixes A e( B d'une cataspirique ^t un point mobile C situé sur la courbe; si, par le milieu des cordes AG et BC, on mène des perpendiculaires coupant respectivement l'axe de la courbe aux points a et p, le rapport
est constant, quelle que soit la. position du, point mobile sur la courbe, et ce rapport est égal au quotient des puissances des points A. ei B relativement à la courbe.
Théorème III, — Étant donnés deux points fixes A ei B d'une cartésienne et un point mobile C situésur la courbe; si, par les milieux des cordes AC et BC, on mène des perpendiculaires à ces cordes, coupant respectivement l'axe de la courbe aux points a et p, la différ
est constante, quelle que soit la position du point mobile sur la courbe, et la valeur de cette différence est proportionnelle à la différence des carrés des distances du foyer aux points A etÈ.
Théobème iV. — Le produit des puissances d' un point quelconque d'une spirique relativement à ses deux cercles focaux est constant.
Théorème V. — Si l'on prend les polaires du point d'une spirique relativement à ses deux cercles focaux, la portion de
la tangente interceptée entre ces deux droites a pour point
milieu le point de contact.
Théouèhe VI. — Etant donnée une corde quelconque AB d'une spirique, si l'on prend les points de rencontre a. et ^ de l'axe avec les normales menées à la courbe par les extrémités de cette corde, et le point K où la perpendiculaire élevée au milieu de la corde coupe cet axe, le point K est l'un des deux points doubles de l'involulion déterminée par les pointsFf G et n, ^.
Ftemarrjue, — Celle propriété est exprimée par la reSalion
Lorsque la coiirUc esl «ne calaspiriqiie, le foyer G esl rejeté à l'inlini, el l'on a la relation
Fk' = Fa. pp.
Lorsque la courbe est une cartésienne, les deiixfojers coïncident en un même point F, et par conséquent les quatre points F, K; K, ^ sont en rapport harmonique.
Si la courbe esl une conique, les deux foyers sont à l'infini et le point. K est le milieu du segment a!3.
THÉonÈMË VIL — Si deux points d'une spirique sont situés sur une même perpendiculaire à l'axe, ou s'ils sont à égale distance du centre de la courbe, les normales en ces points coupent l'axe en des points équidistants du centre.
.1 appelle ici centre de la spiriquo le point milieu des deux fojers.
Théorème VIII. — Le point de l'axe oit concourent les normales en deux points associés et le point oà la perpendiculaire, élevée au milieu de la corde qui le^ joint, coupe l'axe, partagent harmoniquemenl le segment intercepté entre les foyers.
SUR QUELdUKS
THéonÈME IX. -^ Le milieu de la droite qui joint deux points associés quelconques est situé sur une droite fixe perpendiculaire à l'axe.
Théouèmb X, — La somme des carrés des distances des deux points associés à un foyer est constante et égale au double du carré du rayon de ce cercle.
Théorème XI. — Si, par le milieu d'une corde d'une spirique, on mène une perpendiculaire à cette corde, le rapport des distances du point de rencontre de cette droite ai'ec l'axe aux deux foyers est égal et de signe contraire au quotient de la puissance d'une des extrémités quelconques de la corde relativement au cercle focal du premier foyer, par la puissance de l'autre extrémité relativement à Vautre cercle focal.
Théorème XII. — La normale en un point d'une spirique partage la droite joignant les foyers en deux segments dont le rapport est égal et de signe contraire à celui des puissances du point relativement aux cercles focaux.
Théoiîème XIII. — Sur une normale quelconque à une spirique, le rapport des segments déterminés par le centre de courbure, sur la portion de la normale interceptée entre l'axe et la courbe, est proportionnel au carré du sinus de l'angle que la normale fait avec l'axe et au cube de la longueur de la tangente menée du point de rencontre de la normale avec l'axe au cercle décrit sur la droite qui joint les deux foyers comme diamètre.
3. Les spiriques, qui onldeux axes de sjniélrîe, son Là la lois de première el de secoode espèce et jouisseiiL des propriétés précédentes relativement à leurs deux axes. Delà des propriétés particulières que j'exposerai dans une autre Communication.
Les surfaces aiiallagmatiques, ayant un plan de syméti-ie, jouissent relativement aux normales qu'on peut leur mener de quelques-unes des propriétés énoncées ci-dessus. Je développerai plus tard ce point important de leur tliéorie.
FORMULE RELATIVE AUX COURBES TRACÉES
SUlî LES SURFACES DU SECOND OliDUI'l.
taies de Mathématiques: 'S-;o.
1. J'ai énoncé, comme exercice, dans les Nouvelles Annales, la proposilion suivante :
Étant donnés deux points quelconques A et B d'une sur/ace du second ordre, si en ces points l'on mène les normales à (a sur/ace, et si l'on désigne par a et b les points oà ces normales coupent unplan de symétrie tjtietconcjue de la surface, le plan mené par le milieu de la corde AB et perpendiculairement à cette corde passe par le milieu du segment ab.
La même propriété peut s'énoncer ainsi : Les projections des normales Aa et Bb sur la corde AB sont égales et de signes contraires.
D'où la proposition suivante :
Soient deux points A et kl situés sur une surface du second ordre; désignons par N et N' les longueurs des normales en ces deux points, c'est-à-dire les longueurs des segments compris sur chaque normale entre la surface et un de ses plans de symétrie, par V et V les angles que font respectivement les directions de ces normales avec la direction de la corde AA'; on a, quelle que soit la position de ces deux points sur la surface, la relation
2. Imaginons mainLenant une courbe quelconcjue C tracée sur une surface du second ordre, et soient M et M' deux points infiniment voisins de celte courbe; la relation précédente aura lieu pour ces deux poinls. N désignant la normale'au point M, N + rfiN sera la normale au point M'. Il s'agit maintenant d'évaluer le rapport des deux cosinus cosV et cosV.
A cet effet, je me servirai des désignations et des formule^ employées par M. Serret dans sa Note Sur les lignes de courbure des sur/aces insérée dans le Traité de calcul différentiel de Lacroix {p. 298).
Désignons par a, p, y les angles que foi'me, avec trois axes rectangulaires, la tangente à la courbe au point M dont les coordonnées sont x,y, z; par 5, u, ^ elî., jjl, v les angles formés avec les mêmes axes par la normale principale et par l'axe du plan osculateur. Soient aussi de et d-f\ les angles de coniingence el de torsion.
Désignons par a', j3', / les angles formés avec les axes par lu normale à la surface du second ordre au point {x, j, z). On peut toujours assigner une ligne à double courbure C qui corresponde point par point à la courbe C, de telle sorte que la tangente en un point de cette courbe soit parallèle à la normale menée à la surface du second ordre par le point correspondant de la courbe G. Soient 5'i u', t,' et V, ^', v' les angles que font avec U maie principale et l'axe du plan osculaleur de celte ci de plus, ds:' et d-t^' les angles de contingence el de torsion.
Cela posé, on peut écrire les trois groupes ; mules, par lesquelles les angles w el ra se trouvent complèlemenl définis :
s la irbe; soient, rsion.
/anls de for-
La différentiation de ces éqiialions conduit aux trois suivantes : (2) £inwrfe'=sinii!rf=,
(ï) rfij'-i- dm = ^ cosBi rfî,
(4) dni = t/i] -H coso) ûÎj'.
3. Pour évaluer cosV et cosV, je remarque que, les cosinus des angles que fait la normale au point M avec les axes étant respectivcnienl coscc', cos^', cosy', le cosinus de l'angle que fait la normale au point M' avec l'axe des x esl
eNpression qui, en prenant l'arc de la courbe pour variable indépendante et en employant les formules données par M. Serret (Lacroix, p. 284 et suivantes), devient
co5ol'-(- cos^'i/ô'-t- -{coii;d'-z'—c(iii'd'J^—coiVd&'dr{).
Les cosinus des angles que fait cette normale avec les deux autres axes auraient une forme semblable; li est inutile de les écrire.
Glierchons maintenant les cosinus des angles que fait avec les axes la corde MM'; il suffit évidemment de trouver des quantités proportionnelles à ces cosinus. On pourra donc, au Heu de ces cosinus, employer les projections de la corde MM' sur les trois axes, ou bien S^, Zy e\. Zz : x -{- tx, y + ^y et s -H 3s désignant les coordonnées du point M'.
La formule de Tajlor donne, en se bornant aux premiers
or —j~ = cosa; on pourra donc prendre, pour le cosinus de l'angle que fait avec l'axe des x la corde MM', l'expression
expression qui, au moyen des formules de M. Serret, devient
cos«-H icOsS^e-H U'^oii.d^'. ~ COiadC- — tOil. dl dr,).
Les deux autres cosinus auraient une forme semblable; il esL inulile d'ea donner la valeur.
Ceci posé, la formule connue qui donne le cosinus de l'angle de deux droites fournit immédiatement, en employant les relations (A), les deux expressions suivantes ;
(5) cosV=— ^sinrurfs-isinra^B- ^cosra</£ ûÏt,,
i cosV' = - -smmdt— ^ sinrarf-^ï — Uosm rfe rf-») + sLnuirft'
( cosET costu f/e tfï'H — sinio rf's' iiosuids'dT\'.
Celle dernière expression peut se simplifier; on a, en effet, d'après l'équation (a),
en ontre, en diffcrcntianl cette dernière relation, on obtient
s.in-ù d^s.' — d{s\n'^ de) — cosM di- di^,
ou bien, comme d'après l'équalion (3),
dv> = ~ dij' — cos T7I de, siniu d'i'= rf(sinra J:) H- cosio de' dj)' -i- cos eu cosrrr rfe<fe';
en portant ces valeurs de siawde' et de sinwt^^s' dans l'équation (6), il viendra, toutes réductions faites,
(7) cosV'= ' sincrrfe— ^ îinra^':— ^cosrarfsrfi] -i- d{s'mmd£).
L'équation (1) devient donc, en multipliant les deux termes du second membre par 3,
^ sinra</£ — ^sinrarf's— ^ cosTn rfe rfii ^- af{sin ra £^e)
d'où, en réduisant,
j„ î,iB„<i'.+ îco,»A<J,-o!(,in,<(.)
rf(s
nmds) a dfi
SI
nwd£ 3 tang
tangTij
OU bien encore
Remarquons inainlenanL que ds — — r p éUnL le rayon de courbure de la courbe C, el que l'arc est la variable indépendante ; par conséquent, on a d'^s = ds d(-j- La relation précédente devient donc
^ = - l(p) _ liii3 + ^ '^^ -
Vp/ p
d'oii, en intégrant,
lofçN = 2)og~ — log^^^ + l f
et, en passant des iogarilhmes aux noi: dénominateur 3,
D'où l'on déduit la proposition suivante, en remarquant que m désigne le complément de l'angle que fait avec la normale à la surface la normale principale de la courbe C :
Théorème. — Étant donnée une courbe quelconque tracée sur une sur/ace du second ordre, désignons, en un point que: conque de cette courbe, l'angle de torsion par d-i\ et par complément de l'angle que fait en ce point, avec la non à la surface, la normale principale ; cela posé, si l'on considère un arc de la courbe compris entre les points A^ et A,, et si V on désigne respectivement par ^„ ei N|, po e( pi, c^o ei W) les valeurs de la normale, du rayon de courbure de la courbe et de l'angle ro aux points extrêmes de l'arc, on a la relation suivante :
l' intégrale contenue dans le second membre s' étendant le long de la courbe dupoint A^ au point A,.
A, La formule précédente fournit aisément les relations connues pour les lignes géodésiques ei les lignes de courbure des surfaces du second ordre.
Considérons d"abord une ligne gcodésiqiie; d'après la définition de cette ligne, on a pour tous ses points sinra = i et langra = oo ; l'intégrale contenue dans le second membre de l'cqualion (8) est donc nulle, et ii vient simplement
Nî , N| _ _ Pi ■ Po ^'' d'où cette proposition :
Le long d' une même ligne géodésique tracée sur une sur/ace du second ordre, le rayon de courbure de la courbe est proportionnel au cube de la normale.
C'est le théorème de Joachimsthal.
5. Supposons maintenant que C soit une des lignes de courbure de la surface; alors, d'après le théorème de Lancret, on a
l'intégrale contenue dans le second membre de l'équalion (8) devient alors
/ wii^ =lossiiira, — logsm7i.„,
le second membre de celle équation devient
d'où l'on conclut que !e long de la courbe — conserve nne
valeurconslante. Remarquons maintenant que, d'après le théorème
de Meusnier, est égal à -> r désignant le rayon de courbure
de la section normale tangente à C; le long d'une même ligne de courbure — conserve donc la même valeur.
D'où cette proposition, due à M. Dtipin :
Le long d' une même ligne de courbure, le rayon de courbure de la section normale tangente à la courbe varie proportionnellement au cube de la normale.
6. Si j'avais voulu me restreindre au cas des lignes géodésiques et des lignes de courbure, il eût été très facile de remplacer les considérations analytiques qui précèdent par des considérations géométriques très simples el 1res éiémenlaires qui eussent conduit immédiatement aux théorèmes de Joachimslhai et de M. Dupin. Je laisse ce soin au lecteur; mon seul but, dans celte Note, était d'établir la formule générale (8), sur laquelle j'aurai plus tard l'occasion de revenir, tant pour en montrer l'application à la géométi-ie des surfaces du second ordre que pour montrer comment elle s'étend aux surfaces de degré supérieur.
EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. BOURGET
Nouvelles Anna/es de Mathématiques ; i87i>.
Une erreur s'esl glissée dans la rédaction de la question 960. U existe bien, pour chaque surface du second ordre, un groupe de surfaces du même ordre qui jouissent de la propriété indiquée, mais ces surfaces ne sont pas homofocales à la première.
Permetlez-mol, en faisant ici cette rectification, d'entrer à ce sujet dans quelques détails qui, malgré leur simplicité, pourront peut-être intéresser vos lecteurs.
Proposons-nous cette question :
Trouver deux sur/aces S e( S qui se correspondent point par point, de telle sorte que le plan mené perpendiculairement à ta corde qui joint deux points quelconques A ei B de la surface S et par le milieu de cette corde passe par le milieu de la corde 'x^ qui joint les points correspondants sur (a mrface 2.
Soient {^x,y, z) les coordonnées d'un point quelconque de S et (5, v], Ç) les coordonnées du point correspondant de S, en sorte que \, T|, i^ sont des fonctions actuellement indéterminées de X^y et s; soient encore {x',y',z') les coordonnées d'un autre point arbitraire de S et (^', V. ^') les coordonnées du point qui lui correspond sur S. Si les deux surfaces S et S jouissent de la propriété énoncée ci-dessus, on devra avoir
Supposons maintenant que les relations qui existent entre les
points correspondants des deux surfaces soient de la forme
m, n cl p désignant des quanliti^s constantes, l'équation (i) deviendra alors
011 bien
On satisfera donc d'une façon générale à l'équation (i), quels que soient les deux points donnés, si on les assujettit à rester sur la surface du second ordre
(„, _ ,)^^^(n- ,)j»+ ( p - 0^= = const.
Faisons la constante égale à 1^ et ;,,-i=H, „ _ , ^ g, p — i =: — ; a^, b^ et c* élant de nouvelles constantes, l'équation ■Je la surface S deviendra
el l'équalion d'une quelconque des surfaces S s formules de transformation (2),
équation où X désigne un paramètre arbilraire,
I! résulte immédiatement, soit des formules (2), soit encore de la propriété même qui a servi à définir les surfaces, que la droite qui joint un point quelconque A de S au point correspondant de S est normale en S an point A.
On voit immédiatement que les surfaces S peuvent être regardées comme le lieu des points qui partagent dans un rapport con:stanl les portions des normales interceptées entre la surface S et un quelconque des plans de symétrie de cette surface.
Si l'on fait successivement "k^^ — o*, — 6' et — c", la surface 2 se confond tour à tour avec les trois plans de symétrie de S ;
on peiU donc faire correspondre chacun de ces plans avec S, et point par point de teile sorte que le mode de correspondance joifisse de la propriété indiquée. Le point correspondant sur un des plans de symétrie à un point donné A. de S est évidemment le point de ce plan où passe la normale en A à la surface ; d'où la solution de la question que j'ai proposée dans les Nouvelles Annales.
SUR L'EMPLOI DES IMAGINAIRES EN GÉOMÉTRIE
Nouvelles Annales de Mathématiques -,
Définition des droites isotropes et des ombilics. — Coordonnées isotropes. — Représentation d'un point imaginaire. - Distance de deux points imaginaires.
1. Dans tout ce qui suit, je considérerai toujours un plan réet cl les figures tracées dans ce plan. Plus tard, en traitant de la Géométrie de l'espace, j'examinerai quelles modifications et quelles restrictions on doit apporter aux résultais obtenus, quand on veut les appliquer à des plans imaginaires el aux figures tracées dans ces plans.
Considérons donc un plan réel, el dans ce plan deux axes rectangulaires réels Ox et Oy, auxquels nous rapporterons les points du pian suivant la méthode de Descaries.
Soient A un point quelconque de ce plan, a et ^ ses coordonnées réelles ou imaginaires.
L'équation d'un cercle ajanl ce point pour centre et la longueur p pour rayon sera
Si nous supposons que le rayon p décroisse indéfinimeul jusqu'à devenir nul, la courbe représentée par l'équation précédente variera de forme, en demeurant toujours un cercle. A la limite, pour p = o, elle représentera un cercle de rayon nul; remarquons que, dans ce cas, le premier membre de son équation se décom-
( ' ) Nous reproduisons ici la prcmïâre leçon du Cours de Gé( professé cette année par M. Laguecre à la salle Gecson.
et
en sorte que, en réalilé, le cercle de rajon nul ayant pour centre le point réel ou imaginaire dont les coordonnées sont a et P si; décompose en deux droites dont les équations sont
et
Ces droites remarquables, eu lesquelles se décompose un cercle lorsque son rayon devient nul, sont caractérisées évidemment patcette propriété très simple d'avoir respectivement + i et — (' pour coefficient angulaire.
Si donc l'on imagine tracées dans le plan toutes les droites analogues que l'on obtiendrait en considérant tous les cercles de rayon nul ayant pour centres les différents points du plan, l'on voit que toutes ces droites formeront dans le plan deux systèmes de droites parallèles.
Pour l'un de ces systèmes, le coefficient angulaire est -i- i, en sorte que la droite de ce système qui passe par le point (a, |3) a pour équation
je dirai que cette droite est la drohe isotrope du, premier système passant par le point (a, p). Toutes les droites isotropes du premier syslème étani parallèles entre elles concourent en un même point de l'infini, qui est défini par le coefficient angulaire commun à CCS droites; dans tout ce qui suit, je désignerai constamment ce point de la droite de rinriin par la lettre 1.
Pour l'autre système, le coefficient angulaire est — i, en sorte que la droite de ce système qui passe par te point (a, p) a pour équation
je dirai que celte droite csl la droite isotrope du second système passant par le point (a, §). Toutes les droites de ce second sys-
tème concourent en un même point de la droite de l'infini, que je désignera! constamment par la lettre J.
2, Il était nécessaire, vu l'importance des droites remarquables que je viens de mentionner, de leur donner un nom spécial, bref et expressif. L'expression de droite isotrope, n'ayant pas encore de signification en Géométrie, m'a paru convenable pour atteindre ce but; elle se justifie en remarquant que l'équation d'une quelconque de ces droites, comme il est facile de le vérifier, ne change pas de forme lorsque, conservant la même origine pour les axes, on passe du système d'axes primitif à un autre système d'axes rectangulaires quelconques.
Une propriété essentielle de droites isotropes, et qui pourrait servir à les définir, est la suivante : la dislance entre deux points quelconques d'une droite isolrope situés à distance finie dans le plan est nulle. En d'autres termes, ces droites satisfont à l'équation différentielle
Sur une surface quelconque, on peut étudier les courbes qui satisfont à cette équation différentielle; ces courbes sont des lignes géodésiques de la surface, et nous leur donnerons aussi le nom de lignes isotropes.
Les deux points remarquables de la droite de l'infini vers lesquels convergent les deux systèmes de droites isotropes d'un plan, et que nous avons désignés par les lettres I et J, méritent aussi, vu leur fréquent usage, une dénomination simple et concise; je les désignerai sous le nom <ï ombilics du plan; ces points jouent, en effet, dans le plan, le même rôle que jouent, dans la théorie des surfaces du second ordre, les ombilics de ces surfaces situés à l'infini.
3. De ce qui précède, il résulte que par chaque point du plan réel ou imaginaire passent deux, droites isotropes, l'une du premier système et l'autre du second système, et que ces droites peuvent être obtenues en joignant le point donné aux deux ombilics du plan.
Les deux droites isotropes passant ainsi par un point A forment, dans leur ensemble, un cercle de rayon mû qui jouit de toutes les
propriétés du cercle. Voici celles de ces propriétés sur lesquelles je m'appuierai principalement :
« Si une droilc menée par un point E du plan coupe, an\ points m et m', les deux droites isotropes issues d'un point A, le produit des segments Bm et Bni' est égal au carré de la longueur BA.
» Les choses étant posées comme précédemment, la perpendiculaire abaissée du point A sur la droite Bmm' a pour pied le point milieu du segment mm'. »
Le cercle ainsi formé par les deux droites isotropes passant par un point A ne contient évidemment d'autre point réel que le point A, si ce point est réel. Examinons ce qui se passe lorsque le point A est imaginaire.
On peut d'abord remarquer que toute droite imaginaire du plan contient un point réel. En effet, son équation, en mettant en évidence la partie réelle et la partie imaginaire, peut se mettre sous la forme
D'où l'on voit que le point réel, qui est l'intersection des deux droites réelles P = o et Q ^^ o, se trouve sur la droite proposée. Toute droite imaginaire contient donc toujours un point réel, qui peut être à l'infini, lorsque les droites P = o et Q = o sont parallèles; dans ce cas, la droite imaginaire passe par un point réel de la droite de l'infini, ou, autrement dit, a une direction réelle. Tl est d'ailleurs évident qu'une droite imaginaire ne petit contenir qu'un seul point réel.
Je dirai que deux points sont imaginairemenl conjugués lorsque leurs coordonnées sont respectivement des quantités imaginairement conjuguées; que deux droites sont imaginairemenl conjuguées lorsque l'on peut passer de l'équation de l'une à l'équation de l'autre en changeant -+- i et — i, ei réciproquement.
De cette définition, il résulte immédiatement que :
i" Si un point se trouve sur une droite imaginaire D, le point qui lui est imaginairement conjugué se trouve sur la droite imagînairement conjuguée à D ;
2" Deux droites imaginairement conjuguées se coupent en un point réel;
3" Deux points imaginairement conjugués sont toujours situés sur une même droite réelle, et cette droite est évidemment la seule droite réelle qu'on puisse faire passer par cbaciin des deux points.
Cela posé, si, par un point A, on mène une droite isotropedu premier système, cette droite contient un point réel a, qui sera d'ailleurs à distance finie, puisque ta droite isotrope a une direction imaginaire et coupe la droite de l'infini à l'ombilic 1; de même la droite isotrope du second système, passant par le point A, contient un point réel a', silué également à distance finie.
On voit que le point A détermine complètement les deux points a et a'; réciproquement, ces deux derniers points déterminent sans ambiguïté le point A, car ce dernier point est l'intersection de la droite isotrope du premier système passant par a avec la droite isotrope du second système passant par a.
Nous pourrons donc fixer sans ambiguïté la position d'un point imaginaire dans le plan, par la position des deux points réels a et a', ou, si l'on veut, par la position du segment aa' ; nous dirons que aa' est \e segment re/>résentaii/ àa point imaginaire A, que« est l'origine de ce segment, et que a' en est rextrémilé.
li est très important d'établir que ce segment représentatif d'un point est toujours le même, quels que soient les axes du plan auxquels on l'ait rapporté.
Soient, à cet effet, a et p les coordonnées imaginaires d'un pomt A, et, en mettant en évidence la partie réelle et la partie
La droite isotrope du premier système passant par ce point a po
les coordonnées «o et b^ du poli:
évidemment
Changeons maintenant de système d'axes rectangulaires, en transportant leur origine au point (^, r,) et, en les faisant tourner de
l'angle w, les formiiles de iransformalîon à employer seronl suivantes :
Les nouvelles coordonnt^es du point A seront, dans ce noaveati système,
et
Les coordonnées du point tcel sitaé sur la droite isotrope du premier système passant j>ar ce point seront, d'après les formules
précédentes,
è'u = 7) -H «(isinii) -1- 6dC0S(o.
L'on voit que a'^ et V^ se déduisent de «o et de ôopiT les formules de iransformation données ci-dessus; la proposition est donc démontrée.
4. Cette proposition justifie l'emploi du segment aa' pour représenter le point imaginaire A, La position de ce segment ne dépend que de la position du point imaginaire lui-même, et nullement du choix des axes coordonnés, que nous n'aurons plus dès lors à considérer que pour éclaircir et établir avec plus de sûreté quelques formules fondamentalçs.
Je désignerai, dans tout ce qui suit, un point imaginaire par une simple lettre, ou, lorsque l'on voudra mettre en évidence les éléments réels qui le déterminent, par son segment représentatif; en sorte qu'un point imaginaire A, ayant pour segment représentatif ««', sera représenté par la notation («, «').
Aux considérations qui précèdent, j'ajouterai les réflexions suivantes. Quand un point est réel, les deux extrémités du segment qui le représentent se confondent avec ce point lui-même. Le cas d'un point réel est donc contenu dans le cas général d'un point
Soietu A un point imaginaire, aa' son segment représentatif; si l'on imagine menée para une droite isotrope da second système, cette droite sera imaginairemcnt conjuguée à la droite Aa; de même, si par a' on mène une droile isotrope du premier système, cette droite sera imaginairement conjuguée à la droite A«'.
Les deux droites ainsi obtenues se coupent en un point A' qui est évidemment le point imaginairement conjugué du point A, et qui sera représenté par le segment a' a.
D'où cette proposition : Si {«, a') désigne un point imaginaire, («', a) désigne le point qui lui est imaginairement conjugué.
D'où encore les conséquences suivantes, que je me borne à mentionner à cause de leur simplicité :
1° La droite réelle qui joint deux points imaginairement conjugués est perpendiculaire au segment qui représente à la fois ces deux points et elle passe par le milieu de ce segment;
2" Si un point imaginaire est situé sur une droite réelle D, et si l'on connaît l'origine a de son segment représentatif, il suffira pour obtenir l'exlrémité de ce segment, d'abaisser de l'origine une perpendiculaire sur D et de prolonger cette perpendiculaire d'une longueur égale à elle-même,
5. Dans le cours de ces leçons, lorsque, pour plus de clarté ou pour développer certains points particuliers, j'aurai recours à ia Géométrie analytique, j'emploierai de préférence un système de coordonnées particulier, déjà employé du reste avec succès par divers géomètres, et que je désignerai sous le nom de coordonnées isotropes.
Pour le définir, considérons un point quelconque O du plan, et menons par ce point dans un sens déterminé une droite indéfinie 0(i>, que j'appellerai Vaxe des coordonnées, le sens positif de cet axe étant fixé par ce qui précède.
Par un point quelconque du plan A, menons une droite isotrope du premier système, et soit a le point de rencontre de cette droite avec l'axe; désignons de même par p le point de rencontre de l'ase avec la droite isotrope du second système passant par le point A. Je prendrai pour coordonnées les deux longueurs Oa etOp, qui définissent évidemment la position du point A, el je poserai Oa ^ k el Op = w.
N GÉOMÉTJilE. gS
Les formules relatives aux coordocnées isotropes sont faciles à établir ; je me bornerai aux suivantes, dont je vais me servir tout à l'heure.
Si nous rapportons la figure à des axes rectangulaires, en prenant 0(i> pour axe des x, et la perpendiculaire en O pour axe àesy, et si, déplus, noiisdésig-nons par j^ ely les coordonnées du point A dans ce nouveau système, l'on voit immédiatement qiie l'on a
Soient deux points du plan a et a', et ici je les suppose essentiellement réels; soient respectivement x, y el x\ y' , u, (v et u', w' lears coordonnées dans les deux systèmes. On a les formules connues
y — y = aa' sial,
formules dans lesquelles aa' est essentiellement positif , et où X désigne l'angle qu'il faut faire décrire au segment aa' , en le faisant tourner autour du point a, dans le sens des aiguilles d'une monire ('), jusqu'à ce que la direction positive de celte droite devienne parallèle à la direction positive de l'axe Oa. J'entends ici par direction positive de la droite aa', la direction dans laquelle se mouvrait un point mobile allant du point a au point «', sans passer par l'infini.
Il est clair que, par la définition qui précède, l'angle \ est défini à un multiple près d'une circonférence entière.
Multiplions maintenant la deuxième des relations précédentes par i, ajoutons-la à la première; retranchons-les ensuite l'une de l'autre; on obtiendra les deux équations fondamentales suivantes :
s que j'ai fixé précédei
Des <]eiis équations précédentes découlent les deux qui suivent :
Je ferai remarquer, en terminant, que les formules précédentes subsistent même quand les points a et a! sont imaginaires, mais alors il est très délicat de fixer la valeur précise de l'angle \.
La formule (4) seule peut être employée sans ambiguïté, car elle détermine le carré de la distance des deux points, carré qui a par lui-même une valeur parfaitement déterminée.
6. Evaluation de la distance de deux points imaginaires. — Soient deux points imaginaires A et B, et soient respectivement u, w et u' , w' leurs coordonnées isotropes. Désignons de plas par aa' le segment représentatif du point A, et par hU le segment représentatif du point B; autrement dit, posons A = (a, a') etB = {6, b').
La formule (4) du paragraphe précédent pouvant être employée même pour des points imaginaires, l'on a
ÂB'=.(«~H')(>^-.t.'),
Je remarque maintenant que, pour les deux points A et a,, la coordonnée H a la même valeur; il en est de môme relativement aux deux points B et b; cela résulte évidemment delà définition même des points a et b. Les points «et b étant réels, onpeiil leui' appliquer la formule (i) du n" S, et l'on a
ab étant pris en valeur absolue, et \ désignant l'angle dont il faut faire tourner la direction ab pour l'amener à être parallèle à la direction positive de l'axe.
De même les deux points A et a', ainsi que les deux points B et b' ayant respectivement pour la coordonnée iv la même valeur, l'on a sans ambiguïté
a b' étant pris en valeur absolue, et 0 désignant l'angle dont il
faiil faire tourner la direction a'b' pour l'amen à la direction positive de l'axe.
Des relatioQs précédente-^, on déduit immédî
li est clair que l'angle u. est l'angle donl il faut faire tourner !a direcllon «6, autour du point a et dans le sens dirent, pour l'amener à être parallèle à a! b' .
On a donc la |)roposition fondamentale suivante :
PiioposiTios. ^ Etant donnés deux points imaginaires A =^ («, a') ei B =^ [b, b'), le carré de la distance de ces deux points est une quantité imaginaire dont le module est la racine carrée du produit des longueurs ab et u'b\ ces longueurs étant prises positivement, el dont l'argument est l'angle dont il faut faire tourner la direction ab, autour du point a et dans le sens direct, pour l'amener à être parallèle à a'b'.
Remarque. — La proposition précédente s'applique évidemment au cas oJ^ l'un des deux points donnés est réel, les deux extrémités du segment qu.i le repr^jsentc se coiifondanl alors avec ce point lui-même.
7. Deux points A et B, réels ou imagliiaiies, étant donnés dans un plan, on peut, comme on vient de le voir, déterminer facilement et sans ambiguïté le carré de la distance AB.
Quant à la distance AB elle-même, elle n'est déterminée qu'an signe près; ou, si l'on veut, l'argument de la quantité imaginaire qui exprime sa valeur n'est déterminé qu'à un multiple près deit.
Un segment de droite isolé ne peut, en effet, comporter par lui-même aucun signe; mais, quand il se trouve sur une droite déterminée, réelle on imaginaire, et quand on a préalablement fixé le sens que l'on est convenu de regarder comme positif sur cette droite, le segment a lui-même une valeur bien déterminée.
C'est à la détermination de cette valeur que je consacrerai la
SCB L'EMPLOI DES JMAGINAIRES EN GÉOMÉTRIE (').
Aoiivelles Annales de Mathématique
- Considérations générales iin€iginaires situés s
ï. L'emploi des imaginaires en Géométrie ne donne lieu à aucune difficulté sérieuse. Les notions essenlielSes sur lesquelles il repose sont immédialemenl fournies par la Géométrie analytique, et trouvent en elle leur entière légitimation. Ces noiions puisées dans l'analyse, le rôle de la Géométrie est de les développer et d'en poursuivre les conséquences parles moyens et avec les ressources qui lui sont propres.
Il ya deiis points sur lesquels il semble nécessaire de compléter la théorie. D'une pari, on ne sait pas toujours réa/we/' et effectuer les constructions oi!i entrent des données imaginaires, en sorte que certains problèmes, dont la considération des quantités imaginaires fournit une soluiion 1res simple et presque immédiate, ne sont en quelque sorte résolus que théoriquement, les cooslrnctions auxquelles conduirait le mode de démonstration employé n'étant pas immédiatement réalisables.
D'autre part, lorsque, dans une proposition, certaines parties de la figure deviennent imaginaires, la proposition donne lieu à plusieurs théorèmes relatifs aux éléments réels de la figure. Tout
(' ) Je me propose de développer, dans cette série d'articles, quelques points de la tLéovie des sections coniques que j'ai laissés de cûté dans le Cours que j'ai professé à la salle Gerson. Le lecteur pourra consulter sur ces questions diserses Notes que j'ai publiées dans le Bulletin de la Société philomatkique (1667-1869), et ma Note Sur l'emploi des imaginaires dans la Céomélrie de l'espace insérée dans le journal L'Insiilal (18 mai 1870).
théorème exprime, en effeL, une relalion entre les données, relation que l'on peut représenter par l'cfjiiation
si quekjues-iines des données deviennent imaginaires, l'cqui précédenle peul se mellre sous la forme
équations qui, évidemment, sont l'expression de deux théorèmes relatifs aux éléments réels de ia figure.
Pour résoudre complètement les questions que soulève l'emploi des imaginaires en Géométrie, il faut donc pouvoir, d'une proposition où certains éléments sont imaginaires, dégag-er, par une voie purement géométrique et la considération seule de la figure, les propositions réelles qu'elle comprend dans son énoncé.
On pourrait presque, à certains égards, dire que la Géométrie en est acliiellemenl au même point où serait l'Analyse, si l'on se contentait de montrer que tonte quantité imaginaire peut être mise sous la forme
« + bi.
celte forme.
mploj-er pourlaréduir
2. Considérons, dans un plan réel, une droite Ow que nou: prendrons pour l'axe d'un système de coordonnées isotropes ; con sidérons en même temps un sjslème de coordonnées rectangulaires ajant pour axe des x la droite Ow, l'axe des _/ étant la perpendiculaire élevée en O à la droite Ou.
Soit K. un point du plan, réel ou iiLiaginaire, el soient
ses coordonnées isotropes.
Ce point sera représenté dans ie plan par un segment représen-
Lalif aa', l'origine a de ce seg'ment étaiil le point rficl situé sur la droite isotrope du premier système qui passe par A.
En coordonnées rectangulaires, l'équation de celte droile est
d'où l'on voit immédiatement que les coordonnées reclungolaires du poil)!, a sont
L'extrémité a' du segment est le point réel situe sur ly droite ison-opc du second système passant par A; cette droile a |iour équa-
s point a' a pour conrdooni'es
d'où cette conclusion :
Étant donné un point A dont les coorJonnées isotropes sont
l'origine de son segment représentatif a pour coordonnées r tangulaires
ordonnées de l'extrémité de ees segments sont
On peut dire, si l'oa veut, que, dans le mode de représentation employé par Cauclij, l'origine du segment représente la quantité £( ^ a + p*, et que l'extrémité représente la quanti lé Y — Sf conjuguée de îa coordonnée tv.
3. Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que de points distribués d'une façon quelconc|He dans le plan. Supposons maintenant que nous considérions des points situés sur une courbe donnée (C),
don) réqiiation en cooi'donnees isotropes soit (0 /(«,«.)=o. ■
Un poinL rée! a, pris arbilraiiemeriL dans le plan, pourra totijours être considéré comme l'origine d'un segment représenlatif d'un point situé sur la courbe.
Soient, en effet, k et p les coovdonoées rectangulaires de ce point; faisons, dans l'équation (i), u = oi-{-pi; cette équation, résolue par rapport à w, nous donnera pour celle variable un certain nombre de valeurs; ce nombre étant, en général, égal au degré de Sa courbe, mais s'abaissnnt lorsque la courbe passe par les ombilics.
Soient Y + Si, y'-[-S'[, ... les différentes valeurs de w qui correspondent ainsi à la valeur donnée de m; il est clair, d"après ce qui précède, que si l'on conslruit les points dont les coordonnées rectangulaires sont respectivement y et — S, y' et — 5', . . . , ces points, que je désignerai par a', a", . . -, pourront être considérés comme les extrémités d'auiant de segments représentatifs de poinls situés sur la courbe, l'origine commune de ces segments étant le point a.
Pour abréger, je dirai que ces points «', fl", ... sont associés au point a; si, d'ailleurs, la courbe est réelle (et ici, comme dans la suiie, j'entends simplement par là une courbe dont l'équation eu coordonnées rectangulaires est réelle), cette courbe ne peut contenir un point sans contenir aussi le point qui lui est imaginairement conjugué : donc, dans ce cas, si a' désigne l'un quelconque des poinls associés à un point donné a, a est aussi l'un des poinls iissociés de a'.
i. Pour étudier complètement une courbe, il importe do rechercher comment sont distribués dans le plan les segments représentatifs des divers poinls situés sur une courbe, ou, en d'autres termes, comment se déplace l'eslrémilé du segment représentatif d'un ])oint de la courbe lorsque son origine se déplace elle-même dans le plan.
Divers géomètres allemands se sont occupés delà façon dont on pouvait représenter les points imaginaires d'une courbe, et ont émis à ce sujet des idées qui ont été reproduites par M. Transon
{ Application, de VA Igèbre directive à la Géomélrie ; Nouvelles Annales de Mathématiques, i8li8).
L'équaLioQ d'une courbe en coordonnées veclangiilaires éumt
el 5, ïi éLanl im des syslèmes de solutions communes de cette équation, on représente, d'après la méthode de Cauehy, les quantités ^ et Ti par deux points a et h. Ces deux points déterminent, en effet, parfaitement le point de la courbe, et le mode de relation qui existe entre eus caractérise très bien celte coufbe.
Mais on peut faire à cette solution les reproches suivants :
i' Un point réel de la courbe est toujours (sî l'on excepte les points qui se trouvent sur l'axe des x) représenté par un couple de points séparés ;
a" Le mode de représentation varie suivant le système d'axes que l'on a choisi.
Ce dernier inconvénient suffirait seul à faire rejeter en Géométrie ce mode de représentatiou ; comme l'a très bien dit M. Transon, l'équation proposée ne représente plus, à vrai dire, une courbe comme dans le système de Descartes, mais un mode de transformation dont les propriétés se rattachent à celles de la courbe.
L'emploi du segment représentatif, défini comme je l'ai dit plus haut, remédie à tous ces inconvénients. En employant l'équation en coordonnées isotropes de la courbe et en représentant chaque couple de solutions (z(, w) de cette équatiom par les points réels du pian, qui, dans la méthode de Cauchy, représentent la quantité u et la quantité imaginaire conjuguée à (v, on voit :
i" Qu'un point réel de la courbe est représenté par ce point lui-même;
a" Qu'un point imaginaire est toujours représenté parle même segment, quels que soient les axes auxquels on ait rapporté la figure.
En réalité, ces axes ne jouent aucun rôle dans la question; l'étude de ia distribution dans le plan des segments représentatifs des points d'une courbe est une élude de pure géométrie ; et si, dans un grand nombre de questions, on peut avoir intérêt à se servir de l'analyse et à faire intervenir des axes coordonnés, les
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résiillats sonl toujours indépendanls du choix de ces axes, ei leur emploi est par là même facilité.
Pour éclaircir ce qui précède, je mentionnerai ici immédiaiemenl quelques proposilions très simples et que l'on peut facilement démontrei- par les considérations de la Géométrie les plus élémentaires. J'aurai lieu plus tard d'en développer les conséquences.
i" Etant donné un cercle réel, pour qn'un segment oa' représente un point situé sur ce cercle, il faut et il suffit que les points a et a soient réciproques par rapport à ce cercle;
a" Etant donnée une ellipse réelle, pour qu'un segment aa! représente un point situé sur cette ellipse, il faut et il suffit que les deux points a et a' soient situés sur une hjjierboieliomofûcale à l'ellipse, et que la droite «a' soit parallèle à l'une des normales que l'on peut mener à l'ellipse aux points on elle est coupée par l'hyperbole.
Ces notions peuvent être encore présentées d'une façon plus nette et plus précise; mais comme leur développement m'éloignerait un peu du sujet que je traite ici, je renverrai le lecteur à ma Note Sar l'emploi des imaginaires dans la Géométrie de l 'espace.
5. Lorsqu'un point est assujetti à demeurer sur une courbe donnée (C), on peut fixer sa position simplement par celle de l'origine de son segment représentatif.
Cette origine correspond, il est vrai, à plusieurs points de la courbe; en la désignant par a et en désignant par a', a", ... les divers points associés à rt, on voit en effet que {a, «'), (a, a"), ... désignent tous des points de la courbe, représentés par des segments ayant pour origine le point a.
Lors donc que l'on se donne le point a, on ne détermine pas complètement le point de la courbe qu'il représente. Cette indétermination peut être, copnme on le sait, levée de plusieurs façons.
Considérons, avec Cauchy, un des points associés au point a, et soitd' ce point, en sorte que {a, a') désigne un des points de la courbe; si l'on admet que le point a se déplace en décrivant une courbe continue sans jamais passer par aucun des points auxquels correspondent deux points associés confondus en un même point,
restrémilé du segmenl, dont l'origine sera le point mobile, setu elJe-mêiiie bien déiermiiiée sans ambiguïté, si l'on admet que le point de la courbe s'est déplacé lui-même d'une façon continue.
Ces points critiques qui, dans la théorie de Caucliy, jouent un rôle fondamental, sont, il est facile de le voir, les points singuliers el les/oyers de la collr^e.
SI l'on suppose que le jioinl a, représenlalîf du point variable de la courbe, se meut dans un contour ne comprenant aucun des foyers ni des points singuliers de la courbe, le point de la courbe qu'il représente est parfaitement déterminé. Dans le cas contraire, pour savoir quel point il représente, il faut connaître le chemin qu'il a suivi dans son déplacement depuis sa position initiale.
On peut encore lever l'iodélermination en supposant, avec Riemann, que le plan se compose d'une série de feuillets superposés. Ainsi, un point quelconque d'une ellipse peut être représenté par un point qui se meut sur deux feuillets appliqués sur le plan de l'ellipse et soudés entre eux le long de !a ligne qui joint les deux fovers de la courbe.
Au point de vue géométrique, la conception de liiemann semble préférable à celle de Cauchy; mais, pour le moment, je ne m'étendrai pas davantage sur ce sujet, qui ne piésente d'intérêt que dans tes applications du calcul intégral à la Géométrie.
6. D'après ce qui précède, on voit qu'un point (réel ou imaginaire) situé sur une courbe donnée peut être représenté par un seul point réel de son plan; ce point est !e point réel situé sur la droite isotrope du premier sjslèjne qui passe par le point donné. Quand le point donné e^it réel, le point qui le représente se confond avec lui.
Nous pourroiis nous représenter le déplacement d'un point sur une courbe, que les positions successives de ce point soient réelles ou imaginaires, par la courbe que irace dans le plan son point repréientatif, déterminé comme je viens de le dire.
En général, ou peut se représenter la façon dont varie une quantité a en fixant la valeur de cette quantité d'après la position qu'occupe un point mobile sur une courbe arbitrairement choisie du reste.
Lorsque ia variable s prend des valeurs imaginaires, la position
du point mobile, qui détermine sa valeur, peut être, comme je l'a dit, représentée par un point réel du plan, al la courbe déciili par ce point donne une idée très nette de la façon dont varie ;.
Ces considérations se prêtent aisément à l'application du caicu intégral à la Géométrie.
Concevons en effet une courbe algébrique (C) et une inlégi'ul dans laquelle la variable soit représentée par la position d'iii point mobile sur celte courbe ; supposons, par exemple, que l'élé ment de l'inléffrale soit de la forme
ds désignant un élément de la courLe et P une fonction dont b: valeur ne dépend que de la position du point sur la courbe et nullement des axes auxquels on peut la rapporter.
On comprendra facilcnienl que, pour étudier cette intégrale, il soit avantageux de considérer la variable comme représentée par la position d"un point mobile sur la courbe, au lieu de la représenter par la position d'un point mobile sur un axe auxiliaire que l'on introduit arjjitrairement et sans qu'il joue un rôle quelconque
Les intégrales géométriç^ues dont je viens de parleront, un sens parfaitement net, Indépendamment des axes auxiliaires que l'on peut employer pour la l'acililé des calculs; il est donc essentiel di: pouvoir les traiter d'une façon purement géomélrique, oa du moins, si l'on est oblîj^é, dans Temploi de l'analyse, à se servir d'axes coordonnés, d'employer un système de coordonnées qui laisse en évidence ce caractère géomélrique des intégrales. C'est à quoi l'on parviendra par l'emploi des coordonnées isotropes.
Il résulte, du reste, des beaux travaux de Riemano et de M. Clebscli, que ces intégrales géométriques comprennent toutes les intégrales d'origine algébrique.
Les considérations qui précèdent sont, au fond, le développement des idées de Cauchy. L'illustre géomètre fixe îa valeur de la variable par la position d'un point sur une ligne droite; lorsque ce point est imaginaire, il le représente comme nous par le point réel situé sur la droite isotrope du premier système que l'on peut mener par le point donné.
A chaque courbe, comme l'a montré M. Clebscb, se rattachent
un certain nombre d'intégrales qni joueni un rôle des plus importants dans la théorie de celte courbe ; il semble donc naturel, pour étudier ces intégrales, de fixer la valeur de la variable par la position d'un point mobile sur cette courbe elle-même.
II. — Représentation des points situés sur une droite donnée.
7, Considérons une droite réelle ou imaginaire tracée dans un plan. Supposons-la rapportée à nn système de coordonnées isotropes, et soit Oti> l'axe des coordonnées. Soit A un point mobile de la droite dont tes coordonnées soient
comme je l'ai montré ci-dessus, les coordonnées de l'origine a et de l'exlrémité a' du segment représentatif de Aseront respectivement
Soit a" le point symétrique du point a' par rapport à 1 es coordonnées seront
en sorte que, si nous adoptons pour un instant le langage de l'Algèbre directive, les longueurs Oa et Oa" représenteront les deux coordonnées u et «■.
Ces coordonnées sont liées entre elles par une relation linéaire que l'on peut mettre sous la l'orme suivante :
/■ et 9 étant des quantités réelles et m une quantité imaginaire. Le vecteur Oa" peut donc se déduire de Oa au moyen des trois opérations suivantes :
1° En multipliant le vecteur Ofl par la quantité réelle /■; celte opération a pour but de dilater Ions les vecteurs dans un rapport constant, en sorte qu'après l'opération la figure formée par les points a" est homotliétique à celle formée par les points a;
2° En multipliant le résultai obtenu par e"'; l'opération a pour résultat de faire toiirnerla figure précédemment obtenue autour du fiointO de l'angle 8;
3" En ajoutant au deuxième résultat obtenu la quantité m; le résultai de l'opération est de transporter la figure parallèlement à elle-même.
D'où cette conclusion :
La figure formée par les points a et la figure formée par les points a" sont deux figures directement semblables.
Remarquons maintenant que la figure formée parles points «' est symétrique par rapport à l'axe Ow de la figure formée par les
D'où cette conclusion :
Si un nombre quelconque de segments représente des points situés sur une même ligne droite, le polygone formé par les origines de ces segments et le polygone formé par leurs extrémités sont deux polygones semblables et inversement placés.
Deux points suffisant pour déterminer une droite, la réciproque de cette proposition est évidemment vraie.
8- Les considérations qui précèdent mènent facilement à la solution de divers problèmes très simples que l'on peut se proposer sur les droites, mais que je développerai avec quelques détails, parce qu'ils me seront utiles par la suite.
Pkoblèmë I. — Une droite étant définie par deux points (o, a') et {b, (/); étant donné un point réel quelconque du plan, si on le considère comme l'origine du segment représentatif d'un point de la droite, trouver son extrémité.
Soit c le point donné; on construira le point c' tel que le triangle a'b'c' soit semblable au triangle abc et inversement placé; le point c' sera le point demandé,
Problîsme II. — Une droite étant définie par deux points (a, a') et (è, 6'), trouver le point réel situé sur celte droite.
Soit X le point cherché; ce point étant réel, le segment qui le
représente est xx : les deux triangles xab et xa'b' doivent donc être semblables et inversement placés.
Construisons le cercle lieu des points dont les distances à « et «' soient dans le rapport de ab k a'b'; construisons le cercle lien des points dont les distances k b et b' soient dans le même rapport. Ces deux cercles se conpent en deiis points réels a;' el;^;"; on choisira celui de ces deux points qui, joint aux points (a, b) et {«', b'), donne deux triangles semblables inversement placés.
PnoBLÉME 111. — One droite étant définie par deux points {a, a') et (b, b'), et une autre droite étant définie par deux autres points (a, a') et ([i, p'), trouver leur point de rencontre.
Déterminons les esti-émîtés des segments qui représentent des points de la deuxième droite et ont pour origine les points a et 6 (problème I); soient a" et 6" CCS extrémités: soit {x,x') le point d'intersection cberché.
Les points {a, a'), {b, b'), {x, x') étant en ligne droite, les triangles abx et a'b'x' sont semblables et inversement placés.
Les points {a, a"), (è, b"), (x, x') étant aussi en ligne droite, les triangles abx et a"b"x' sont aussi semblables et inversement places.
Donc les triangles a'b'x' et a"b"x' sont semblables et seniblablenient placés. On construira les deux cercles liens des points dont les distances à a' et a", et à b' et b" sont dans le rapport de a'b' à a"//. Ces deux cercles se couperont en deux points réels: on choisira de ces deux points celui qui, joint aux points (a', b') et (a", 6"), donne deux triangles semblables et semblablement placés. Ce point sera le point x' ; au mojen dn problème I, on en déduira le point x.
SUR L'EMPLOI DES IMAGINAiriES
DANS LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE
BuUelin rfe la Sût
1. On sait, depuis les iravaiix de Poncelet, que tous les cercles traces dans iiii même plan passent pai- deux points fixes imaginaires situés sur la droite de l'infini. Je désignerai par I et J ces deux points remarquables que, dans une Noie publiée dans les Comptes rert</(/s (janvier i 865), j'ai proposé Ae ROmmar ombilics du plan. J'appelle droite isotrope toute droite du plan considéré qui passe par l'un des points I et J; l'ensemble de ces droites forme deux systèmes bien distincts, l'un composé de droites parallèles entre elles et passant par le )ioint 1, l'autre de droites également parallèles et passant par le point J.
Par tout point d'un plan passent deux droites isotropes de systèmes différents, dont l'ensemble forme un cercle de rayon nul. Dans un plan réel, toute droite isotrope renferme un point réel et n'en renferme évideuimenl qu'un; c'est le point où elle coupe la droite isotrope qui lui est iniaginairement conjuguée (').
Si, par un point fixe, réel ou imaginaire, on mène divers plans, chacun de ces plans contient deux droites isotropes passant par le point iixe. Les droites ainsi obtenues sont situées sur un même
('} Je dis que deuï points sont imaginairement conjugués, lorsque leurs coor données, prises par rapport â un système d'axes réels quelconque, sont des qiian titës imaginaires conjuguées. On point réel est à lui-même son conjugue.
Deux courbes sont imagina irement conjuguées, lorsque les équations de clia cune d'elles se déduîaenL des équations de l'autre en cliangeaut le signe du syni
cône du second degré, que l'on peut aussi considérer comme une sphère de rayon nul ayant pour centre le point fixe et qui jouit de toutes les propriétés de la sphère. Ainsi, par exemple, tonte sec- . tion plane de ce cône est un cercle, et le centre du cercle est le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône sur le
Je désignerai sous le nom de cône isotrope le cône ainsi formé par toutes les droites isotropes qui passent par un même point. Tous les cônes isotropes coupent le plan de l'infini suivant une même conique, commune à toutes les sphères tracées dans l'espace et que l'on peut appeler Vombilicale.
Par une droite, on peut généralement mener deux plans tangents à l'ombilicale; j'appellerai ces plans plans isotropes. Le couple de plans isotropes, passant par une droite donnée, est coupé par un plan perpendiculaire à cette droite suivant deux droites isotropes. Par une droite isotrope, on ne peut faire passer qu'un seul plan isotrope, puisque ccite droite coupe le plan de l'infini en un point de l'ombilicale.
2. Ces définitions élablies, concevons un point imaginaire de l'espace, a et le point a' qui lui est imaginai rement conjugué. Par chacun de ces points passe un cône isotrope; les deux cônes ainsi obtenus se coupent suivant un cercle réel A, dont le plan est perpendiculaire à la droite réelle qui joint les deux points imaginairement conjugués a et a'; le centre de ce cercle est le point réel O, qui est le milieu du segment aûf et la distance Oa étant représentée par Ri, son rayon a pour valeur la grandeur réelle R.
Il est clair que les deux points imaginaires a et a' déterminent complètement le cercle A; réciproquement, étant donné le cercle réel A, par ce cercle on ne peut faire passer que deux cônes isotropes dont les sommets sont les points a et a. La position de ce cercle dans l'espace détermine donc com.plètement ces deux points.
Je dirai que le cercle réel A, ainsi déterminé, est le cercle représentatif àa couple de points imaginaires a et a', couple que je désignerai parla notation (A); réciproquement, le cercle A, déterminé comme précédemment par les deux points a et a', sera désigné parla notation (a, a').
Le cercle A ou [a, a') représente ainsi l'ensemble des deux
points imaginaires conjugués a et a'; dans cei'taioes questions, il
A cet effel, l'on peut imaginer que le cercle A soit décrit dans un certain sens par un point mobile ; le sens dans lequel il sera supposé décrit déterminera celui des deux points a et a' dont il sera la représentation. Afin de fixer les idées, siipposons que dans un système de coordonnées quelconque, mais d'ailleurs réel, les coordonnées d'un point m soient respectivement
le sens dans lequel on supposera décrit le cercle représentatif du point m sera tel qu'un spectateur, ayant l'œil placé à l'origine des coordonnées, voie le point mobile, décrivant le cercle, se mouvoir dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre ou en sens inverse, suivant que la quantité («a + 6 p -(- cy) est positive ou négative.
Il est évident d'ailleurs que si celle quantité a un signe donné pour le point a, elle aura le signe contraire pour le point imaginairemenl conjugué m' dont les coordonnées sont
3. Dans la plupart des reclicrclics de géométrie, l'on a à considérer, par couples, des points réels ou qui ne sont pas imaginairement conjugués. J'étendrai à ces cas les notions établies précédemment. Ainsi a el b désignant deux points quelconques de l'espace, je désignerai par [a, b) le cercle qui résulte de l'intersection des cônes isotropes ayant pour sommets ces deux points; ce cercle sera généralement imaginaire et ne deviendra réel que dans le cas, examiné précédemment, où les points considérés sont imaginairementconjugués. De niême, G désignant un cercle quelconque de l'espace, je dénoterai par le symbole (G) les deux points qui sont les sommets des cônes isotropes passant par ce cercle.
4. Considérons dans l'espace une courbe géométrique quelconque, réclie ou du moins (pour le moment, je me restreindrai à ce cas de beaucoup le plus intéressant) définie par des équations réelles; c'est-à-dire telle que, lorsqu'elle passe par un point
ijnaginaiœ, cllfi passe cgalemcnt par le point iniaginairemenl conjugué.
Élanl donné un cercle i-éel de l'espace, ce cercle représente un couple de points iitiagînairement conjugués; et, pour que ces points appartiennent à la courbe donnée, il est nécessaire que le cci'cle satisfasse à certaines couditions déterminées par la nature de la courbe et dont l'élude forme, pour ainsi dire, im prolongeiiienl géométrique de la théorie de celte courbe elle-même. Pour éclaircir ces considérations générales et montrer les diverses questions auxquelles elles se rallacbcnt, j'en ferai tout d'abord, et avec quelques détails, l'application aux courbes gauches qui résultent de l'intersection d'une sphère et d'une surface du second ordre, eu ni'appuyanl sur les propriétés connues des surfaces analtagmn tique s.
5. M. Moutard a appelé siu-faciis a nallag manques du quatrième ordre des surfaces qui peuvent être regardées comme l'enveloppe de sphères mobiles qui coupent orthogonalemenl une sphère fixe, tandis que leurs centres décrivent une surface du second degré; dans tout ce qui suit, je les désignerai simplement sous le nom de surfaces anallagmatiques; leur degré, qui est, en général, le quatrième, peut d'ailleurs s'abaisser au troisième, lorsque la surface lien des centres des sphères mobiles est un paraboloïde, et même au second, puisque les surfaces du second degré sont comprises dans la famille des surfaces anallagmatiques.
La définition donnée ci-dessus peut être légèrement modifiée de la façon suivante. Etant donnés une sphère fixe S et un plan (|iielconque P coupant celle sphère suivant un cercle C, on peut, par ce cercle, faire passer deux cônes isotropes. Soient^ et jO' les sommets de ces cônes; ces deux points, qui, d'après ce que j'ai dit ci-dessus, pourraient être représentés parla notation (C), sont réciproques par rapport à la sphère S; pour abréger le discours, y: dirai que ces deux points sont associés au plan P et réciproqueiucnt que le plan P est le plan associé aux points p elp' {^).
Cela posé, on peut définir une surface anallagmatiqoe donnée K,
( ') \iiir lliilleliii de lu Scciéle /./tiluoiiil/in/in' ( iiiai> iSliS), iii;l K^.le sui' les
comme le lien des points associés, par rapport à une splière fixe S, des différents plans c^ae l'on peut mener tangenliellement à une surface du second degré A. L'intersection des surfaces S et A est une biquadratique F qui est l'une des cinq focales de la surface; les quatre autres focales correspondant aux quatre autres modes de génération dont Ja surface est suscepùble ('). En chaque point m de la surface anailagmatique, la normale passe par le point où le plan associé au point m louche la surface A.
Soit G une génératrice rectiligne de cette dernière surface, et soient a, a' les points où cette génératrice s'appuie sur la focale F. L'on voit facilement que, tandis que le plan mobile qui sert à décrire la surface se déplace le long de la droite G en tournant autour de cette droite, les points associés au plan tangent dans ses diverses positions décrivent un cercle; et ce cercle est précisément l'intersection des deux cônes isotropes ayant pour sommets les points a et a', cercle que nous pouvons désigner par la notalion («, a'). A chaque génératrice rectiligne de A correspond donc une génératrice circulaire de R; et, comme chacun des plans tangents à la surface A passe par une génératrice rectiligne de même système que G, l'on voit que la surface anallagmalique peut être considérée comme engendrée par les différents cercles correspondant aux génératrices du même système que G. Aux génératrices rectilignes de A, du système différent de celui de G, correspond un autre système de sections circulaires de R ; les deux systèmes ainsi ■obtenus forment un groupe de cercles que, pour plus de clarté, je dirai appartenir au mode de génération défini par la focale F, ou simplement à la focale F. A chacun des quatre autres modes de génération de la surface correspond un outre groupe de cercles situés sur la surface et appartenant à la focale définissant le mode ■de génération considéré. L'on peut donc définir, de la façon suivante, les surfaces anallagmatiques au moyen deleurs sections cir- ■culaires.
Étant donnée une biquadratique sphérique F, si l'on faitpasser par cette courbe une surface du second degré quelconque et si, pour chaque génératrice rectiligne d'un système donné de cette
(') Voir dans le Bulletin de la Société philomathique (janyiei Hait sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques.
surface, on constiuit le cercle qui résulte Je l'inlcrsecUon des cônes isotropes ayant pour sommets les points où cette généraivice s'appuie sur la courbe, le lieu des cet-cies ainsi obtenus est une surface anallagmatiqne ayant F pour focale; et le système formé par ces cercles appartient à cette focale.
6, Dans ce qui précède, je n'ai fait aucune hjpothèse sur la nature de la surface A, non plus que sur sa position relative par rapport à la spbère S. Les génératrices rectilignes de A peuvent être imaginaires, ou bien, étant réelles, elles peuvent traverser la sphère et la couper en deux points réels. Dans ces deux cas les sections circulaires correspondantes de l'anallagmatique sont imaginaires. Pour qu'un cercle C, correspondant à une génératrice reclilîgne, soit réel, il faut et il suffit évidemment que celte génératrice soit réelle et extérieure à la sphère ; elle coupe alors cette sphère en deux points imaginairement conjugués de la focale F, et le cercle C est ce que j'ai appelé le cercle représentatif de ces deux points.
On peut donc énoncer la proposition suivante : Lorsqu'un système de sections circulaires d'une sur/ace anallàgmaligite, appartenant à une focale F de cette surface, est réel, les points imaginaires représentés par ces cercles sont situés sur la courbe F.
Si l'on imagine toutes les surfaces anallagmatiques qui ont pour focale une biquadraiique sphérique donnée F et toutes les sections circulaires réelles de ces surfaces qui appartiennent à F, on obtiendra ainsi les cercles représentatifs de tous les points imaginaires de la courbe F. En effet, si un cercle C représente un point imaginaire de F, la droite réelle qui joint les points imaginaires (C), détermine avec la courbe F un hyperboloïde à une nappe, et cet bjperboloïde détermine une surface anallagmatique ayant F pour ■focale et passant par le cercle C. D'où la conclusion suivante :
« Pour qu'un cercle réel représente un couple de points imaginaires situés sur une biquadratique sphérique donnée F, il faut et il suffit que ce cercle soit situé sur une surface anallagmatique ayant F pour focale et qu'il appartienne au mode de description caractérisé par celte focale. »
7. La façon dont j'ai déflni, § 5, les surfaces anallagmatiques, au moyen de leurs sections circulaires, s'étend d'elle-même au cas où ces surfaces ont un plan de symétrie; dans ce cas, l'une des sphères principales se réduit à un plan, ainsi t|ue la surface dn second degré correspondante, et les définitions que j'ai données précédemment, la définition comme enveloppes de sphères et la définilion par points, deviennent illusoires. Mais, avant d'aborder ce sujet, il est nécessaire d'exposer quelques considérations très simples sur la transformation des figures par rayons vecteurs réciproques.
Etant donnés un point quelconque a, réel on imaginaire, et le cône isotrope ayant ce point pour sommet, il est clair que, par une transformation quelconque par rayons vecteurs réciproques, ce cône isotrope se transforme en un autre cône isotrope ayant pour sommet le point qui correspond au point a. Si donc Ton a deux points quelconques a et i, au cercle (a, é) correspondra, après la transformation, le cercle (a, p), c. et j3 désignant les points qui correspondent aux points a et b.
imaginons une surface anallagmatiquc comme le lieu des différenls cercles (g, «'), (6, fc'), (c, c'), . . . déterminés par les points où les génératrices d'une surface du second ordre ««', 66', ce' , . . . s'appuient sur un biquadratique sphérique F et effectuons sur celle figure une transformalion par rayons vecteurs réciproques, La courbe F se transformera en une autre biquadra tique spbérique *; sur cette couibe 4>, aux points a, a', b, b' , ... coriespondi'ont des points (a, a'), (fl, p' ),..., et la surface transformée
de la surface donnée sera le lieu des cercles {a, a'), (6, b')
D'où l'on peut, en passant, tirer cette conséquence, que les droites aa', ^p', -^ , . . . sont, comme les droites ««', bb', ce', . .., les génératrices d'une même surface du second ordre.
Considérons maintenant une biquadralique sphérique F et une surface du second degré quelconque A, passant par cette courbe. Toutes les génératrices d'un même système de A, telles que ««', peuvent être obtenues en choisissant arbitrairement une génératrice ss' de l'autre système et en menant des plans par cette dernière génératrice. Ces divers plans couperont la sphère suivant des cercles passant par les deux points fixes s et s' et chacun de ces cercles coupera la courbe F en deu\ points variables a et a'
situés sur une même génératrice de A; le lieu des cercles (a, a') est l'anaîlagmalique définie par la surface A et la focale F; on peut donc énoncer la proposition suivante :
Si, par deux points fixes s et s', d'une hiquadratique sphérique F, on mène un cercle variable rencontrant la courbe F aux deux points a et «', le lieu des cercles (a, a') est une surjace anallagmatique ayant F pour focale.
Transformons maintenant la figure précédente en prenant le pôle de transformation sur la sphère qui contient la courbe F; la surface anallagmatique donnée se transforme en une surface anallagmatiqne ayant pour plan de symétrie le plan qui correspond à la sphère. La focale F se transforme en une anallagmatique plane * sur laquelle se trouvent les deux points 17 et <s' correspondant aux points s et s' ; et l'on obtient la proposition suivante :
Si, par deux points fixes a et a' d'une anallagmatique plane *, on même un cercle variable coupant la courbe 4" aux points a et a', le lieu des cercles (a, a!) est une surface anallagmatique ayant pour plan de symétrie le plan de la focale $.
Le second système de sections circulaires appartenant à la focale "l» s'obtiendrait facilement; en effet, étant mené par a- et par T* un cercle quelconque coupant la focale en deux points cl et c('; si, par ces deux derniers points, on mène un cercle variable rencontrant <ï> aux points p et p', les différents cercles tels que (a, p') constitueront ce second système de sections circulaires.
Les plans des différents cercles tels que (a, a') ont pour trace, sur le plan de la focale $, les perpendiculaires élevées sur les segments aa' en leur point milieu. Toutes ces perpendiculaires, il est facile de le voir, enveloppent une conique ayant pour foyers les foyers singuliers de l'anallagmatique 4> ('). D'où l'on peut conclure que quand une série de surfaces anallagmaliques a pour focale commune une anallagmatique plane, les traces des cylindres enveloppés par les plans des cercles de ces surfaces apparte-
(') Voir dans les Comptes rendus (janvier i863) ma Note intitulée : Théo-
nanL à celle focale, sur le plan de symétrie, soal des coniques homofocales avant pour foyers communs les foyers singuliers de la focale.
8. La proposition précédente n'est, du reste, qu'un cas particulier d'un liiéorème relatif aux anallagmaliques en général et que l'on peut élablir très simplement.
Considérons une surface anailagmatique quelconc|ue R, ayant pour focale une biquadratiqoe sphérique F. Les plans des divers cercles de la surface, appartenant à cette focale, enveloppent un cône ayant pour sommet le centre de la sphère S, sur laquelle est située la focale; et ces plans sont perpendiculaires aux diverses génératrices de la surface du second degré A passant par la focale qui détermine la surface R. Pour trouver les droites focales de ce cône, je rappellerai que ces droites sont les intersections des divers plans isotropes qu'on peut lui mener langenliellemenl. Or, les perpendiculaires à un plan isotrope, toitchant l'ombilicale en un point donné w, sont les diverses droites isotropes passant par ce point; aux plans isotropes tangents au cône correspondent donc des génératrices isotropes de A, ,et réciproquement. Une génératrice isotrope de A doit percer le plan de l'infini en un point de l'ombilicale, et aussi en un point de la trace de la surface A sur le n»éme plan. Soit Q l'ombilicale et a, b, C, d les quatre points où cette courbe rencontre la focale F; la surface A, passant par cette focale, sa courbe d'intersection avec le plan de l'infini est une conique passant par les points a, 6, C, d, et il est clair que les génératrices isotropes de A sont les huit génératrices passant par ces quatre points. Les traces, sur le plan de l'infini, des quatre plans qui leur sont perpendiculaires et qui passent par le centre de la sphère sont les quatre droites menées tangentielleoient à l'ombilicaie par les quatre points a, b, c, d; les focales du cône sont donc les six droites conjuguées deux à deux qui joignent le centre de la sphère aux divers points d'intersection p, q^ r, s, t, u des quatre tangentes. On voit que ces focales sonicomplètement déterminées par la focale F et ne dépendent en aucune façon de la surface particulière A, On peut donc énoncer celle proposition :
Si l'on considère une série de surfaces anallagmatiqaes homofocales, et si, pour chacune de ces surfaces, l'on con-
stniit le cane enveloppé des cercles appartenant à l'une de ses focales, tous les cônes ainsi obtenus sont honiofocaux.
J'ajoiiierai que les focales de ces cônes sont les focales singulières des cônes ajanl pour base la focale de la surface anallagitiatlqiie considérée, ei., pour sommet, le centre de la sphère sur laquelle celte courbe est située. Mais, pour abréger, je laisse de cÔLé la démonstration de ce point de détail (').
9. Je reviens raainlenant au mode de description des surfaces anallagmaliques à plan de symétrie, donné, § 7, pour montrer comment il s'applique aux surfaces du second ordre. Ces dernières s'obliennent lorsque la focale, qui, en général, est une courbe anallagmatique plane, se réduit à une conique. Soit donc une conique quelconque C réelle (ou du moins ayant une équation réelle) et a, a' deux points fixes pris sur cette conique. Par ces deux points, menons un cercle quelconque coupant la conique en a et en a'; d'après ce qui a été dit ci-dessus, le lieu des cercles tels que (a, a') est une surface du second ordre ayant pour focale C. D'après un théorème élémentaire bien connu, toutes les droites telles que cloJ ont une direction fixe. On peut donc énoncer la proposition suivante qu'il serait très simple, d'ailleurs, d'établir
Si l'on mène, dans le plan d'une conique, une série de droites parallèles à une direction fixe D, en désignant par a et a' les deux points d'' intersection de la conique avec une quelconque de ces droites, le lieu des cercles, tels que (a, a'), est une surface du second ordre ayant pour focale la conique donnée.
Supposons que C soit une ellipse; imaginons toutes les droites réelles parallèles à une droite fixe D et extérieures à l'ellipse; chacune de ces droites rencontre l'ellipse en deux points imaginairement conjugués, représentés par un cercle réel; tous les
(I) Voir, dans 1b Bulletin de la Société philomatkique, ma Communica du a3 mars i»67 : Sur les courbes résultant de l'intersection d'une sphér d'une surface du second degré, % 4.
cercles réels ainsi obtenus, quand la droite se déplace, constituent l'un des systèmes de sections circulaires d'un lijperboloïde à deux nappes ayant pour focale l'ellipse donnée. Si le système des di'oites considéré était parallèle à une droite D' faisant avec !e grand asc de t'ellipse un angle supplémentaire de l'angle que fait D avec ce même axe, les cercles représentatifs des points d'intersection de l'ellipse avec ces diverses droites constitueraient le second système de sections circulaires de l'iiyperboloïde mentionné ci-dessus.
Si nous imaginons l'inlinité d'hyperboloïdes à deux nappes, qui ont pour focale l'ellipse C, leurs diverses sections circulaires représenleront tous les points imaginaires situés sur cette ellipse. D'où l'on peut conclure le théorème suivant :
Pour qu'un cercle réel, donné dans l'espace, représente un couple de points imaginairement conjugués, situés sur une ellipse donnée, il faut et il suffit que ce cercle soit une section circulaire d'un hyperboloïde. à deux nappes ayant cette ellipse pour focale.
De même :
Pour qu'un cercle réel, donné dans Vespace, représente un couple de points imaginairement conjugués, situés sur une hyperbole donnée, il faut et il suffit que ce cercle soit unesection circulaire d'un ellipsoïde ayant cette hyperbole pour focale.
10. Il existe, relativement au système de deox cercles situés sur une même sphère, une propriété très simple, qui a de fréquentes applications dans la géométrie de la sphère et dans la théorie des surfaces anallagmatiques. Je vais l'exposer brièvement, en supprimant la démonstration, d'ailleurs très facile à suppléer.
Soient deux cercles C elD situés sur une même sphère, et par conséquent se coupant en deux points. Le cercle C représente deux points de l'espace C el c', qui sont réciproques par rapport à la sphère et que l'on pourrait désigner par la notation (C); le cercle D représente de même deux points réciproques d et >/. Les quatre points C, c', d et d' sont d'ailleurs dans un même plan passant par le centre de la sphère. Cela posé, par les deux cercles donnés, on
jjeiit faire passer deux cônes, et les sommeLs de ces cônes sont les deux points de rencontre respectifs des droites cd et </d' et des droiies cd' et c'd.
Supposons les cercles C et D réels; snpposons-Ies, en oiilrc, décrits dans nn sens déterminé, en sorte que chacun d'eux représente un point imaginaire et un seul; le point c, par exemple, étant représenté par le cercle C et le point d par le cercle D, La droite imaginaire crfest iinag^inalrement conjuguée à la droite c' d! ; ces deux droites étant dans le même plan se coupent en un point réel, que l'on peut définir comme étant le point réel silué sur cd\ et, d'après ce que j'ai dit plus haut, ce point est le sommet d'un cône passant par C et D, Mais ici, l'on peut ajouter qu'un spectateur, dont l'œil serait placé au sommet du cône, verrait les cercles C et D décrits en sens inverse; en sorte que si le mobile, qui est censé décrire l'un d'eux, lui paraît se mouvoir dans le sens des aiguilles d'une montre, le mobile qui est supposé décrire l'autre lui paraîtra se mouvoir dans l'autre sens.
Celte dernière remarque est souvent utile pour fixer le sens que l'on doit effectuer à un cercle représentant un poiot imaginaire.
Considérons maintenant une surface anallagmalique R, définie par la surface du second degré A et la focale F située sur cette surface, et les deux systèmes de génératrices circulaires de l'anallagmatique appartenant à cette focale. Soit C un cercle fixe de l'un de ces systèmes, représentant deux points c et c' de la focale; soit D un cercle quelconque de l'autre sj^stème, représentant deux points d et d' de la focale. Les cercles C et D sont situés sur une même sphère, et l'on sait d'ailleurs que les droites ce' el dd' sont deux génératrices, de systèmes différents, de la surface A. D'après ce qui a été dit plus haut, les sommets des cônes qui passent par les cercles C etD sont les deux points ;■ et s, où se coupent respectivement les droites cd' et c' d d'une part, les droites crfet c'd' d'autre part. Le lieu décrit par les sommets de ces cônes, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle D se déplace sur la surface R, est donc l'intersection des deiix cônes ayant pour base la focale F et pour sommets les points c et c'. Ces cônes sont du troisième degré ; leur intersection, qui est du neuvième degré, se compose d'abord il(: la génératrice ce' y do la focale et du lieu cherché; ce dernier est donc du quatrième ordre.
s LA GiOMÉiniE DAÎiS l'iîSPACE. lîl
D'où l'on peut conclure la proposition suivante :
Étant pris, sur une sur/ace anailagmalique, un cercle quelconque appartenant à une focale F de cette surface; par ce cercle et par un cercle quelconque D, du second système circulaire appartenant à cette focale, on peut faire passer deux cônes; le lieu décrit par le sommet de ces cènes, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle D se déplace sur la surface, est une courbe du quatrième ordre faisant partie de l'intersection des deux cônes, ayant pour base commune la focale F et pour sommets les deux points de cette focale que représente le cercle C,
il. Dans ce qui précède, j'ai montré comment l'on peut détei-miner les conditions géométriques auxquelles un cercle doit satisfaire, pour représenter un couple de points situés sur une biqiiadraliqiie sphérique donnée, en groupant deux à deux les divers points de cette courbe, de Taçon qu'à l'ensemble de tous les couples de points, corresponde l'ensemble des génératrices circulaires d'une surface anailagmalique. Chaque mode de groupement est défini par nns surface du second ordre, de telle sorte que deux points quelconques de la courbe, qui se correspondent, se trouvent sur une même génératrice de la surface.
Soit, en général, une courbe gauclie géométrique quelconque G; imaginons une surface réglée V, telle que chacune de ses génératrices s'appuie en deux points sur cette courbe. Soient aa', bb' , ce', ... les génératrices consécutives de cette surface; les cercles (a, a'), (6, 6'), (c, c'), . . . engendreront une autre surface, que je dirai dérivée de la courbe G. D'une même courbe donnée, l'on peut ainsi déduire une infinité de surfaces à génératrices circulaires, et chacune de ces surfaces dérivées correspond à un certain mode de groupement des points de la courbe, défini par la surface réglée V.
Lorsque la courbe G est plane, les droites, telles que aa', bb', , . , , qui joignent les points conjugués de cette courbe, ne forment plus une surface gauche, mais enveloppent une courbe plane, qui peut ainsi servir à définir le groupement des points. Dans ce cas, et lorsque la courbe G est d'un degré supérieur à deux, chacune des tangentes à l'enveloppe plane, rencontrant G
en plus de deux points, i! est nécessaire de lixer cens des points de renconlre qne l'on doit gronper ensemble. Pour éviter celle difficulté, il est alors généralement préférable de définir chaque conpie de points par d'autres considérations ne donnant lieu à aucune ambiguïté, comme je l'ai fait, § 7, en traitant des surfaces anallagniaciques à plan de sjméirie.
On peut toujours, d'ailleurs, sanf dans le cas très particulie îa courbe plane G est un cercle, effectuer une transformation pai rayons vecteurs réciproques, de façon que cette courbe devienne une courbe gaucbe spbérique.
12. D'une courbe gauche donnée, on peut, comme montré, déduire une infinité de surfaces à génératrices circi dérivées de cette courbe.
Réciproquement, étant donnée une surface quelconque i ratrices circulaires, on peut toujours la considérer comi surface dérivée d'une certaine courbe gauche G. En dé: par G, G', C", ... les diverses génératrices circulaires de face, cette courbe est le lieu des points (G), (G'), (G"), . la surface réglée V, qui détermine le mode de groupemi points de la courbe, est le lieu des axes des différents cercl
J3. Parmi l'infinité de surfaces dérivées d'une courbe gauche G, se trouve en particulier la développable isotrope, circonscrite à cette courbe; j'entends par là, la surface développable circonscriie à la fois à l'ombilicale et à la courbe donnée. Tous les points qui lui sont tangents sont, par conséquent, des plans i.sotropes, et ses génératrices, comme nous allons le voir, sont des droites isotropes.
Soil m un point quelconque de G; pour construire les génératrices de la surface développable isotrope qui passent en ce point, menons la tangente à la courbe en m, et soit t le point où cette tangente perce le plan de l'infini. Menons par t les deux tangentes à l'ombilicale Si et soient a et 6 leurs points de contact. Les plans tma et tmb sont deux pians isotropes tangents à la courbe G et les génératrices correspondantes de la développable sont les droites isotropes ma et mb. Remarquons maintenant que, la droite ab étant la polaire du point ( par rapport à l'ombilicale, le
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plan mba est perpendiculaire à la tangente mt) les génératrices de la développable, (jiii passent an point m, sont donc les deux droites isotropes passant par ce point dans le plan normal à la courbe.
J'imagine maintenant une droite passant par le point m et par le point m', pris sirr la courbe G, à une dislance infiniment petite de m. Les cônes isotropes ayant ces deux points pour sommets se coupent suivant un cercle, dont le plan, perpendiculaire a mm' , passe par le milieu de ce segment, et dont le rayon, égal à mm', est par conséquent infiniment petit. Le point m' venant à se confondre avec le point m, le pian du cercle d'intersection devient normal à la conrbe an point m. le rajon de ce cercle devient nul et ce cercle se réduit à deiis droites isotropes. Donc, quand «ne droite est tangente à une courbe gauche, le cercle, correspondant aux deux points de la courbe, qui sonlréunîs au point de contact, se compose des deux droites isotropes qui passent parce point dans le plan normal à la courbe.
D'où cette conclusion : la développable isotrope, circonscrite à une courbe gauche, est la surface dérivée de celte courbe, lorsque la surlace réglée, qui fixe le groupement de ses points, est la développable formée par les tangentes à la courbe.
Appliquons ces résullats à la recherche de la focale d'une courbe spliérique quelconque H; l'on sait, d'ailleurs, que cette focale est la ligne double de la développable isotrope circonscrite à H.
En désignant par S la sphère qui contient cette courbe, pour qu'un point donné m soit situé sur une surface S dérivée de H, il est nécessaire et suffisant que le pian, associé au poiut m- par rapport à la sphère S (' ), coupe la courbe H en deux points situés sur une génératrice de la surface réglée v, qui détermine le groupement de points correspondant à la surl'ace S. Si l'on consîdèi'e en parliculier la développable isotrope, qui correspond à la développable ajant H pour arête de rebrousse ment, pour qu'un point m soit situé sur cette développable isotrope, il faui et il suflit que le plan associé au point m soit tangent à la courbe H.
( ' ) Sur l'Èspression plan associé à un point, voir g 5.
LA RÈGLE DES SIGNES EN GÉOMÉTRIE
Nouvelles Annales de Malhématicjues : 18711
1. Lorsque, dans une figure, l'on a à considérer des segmenls coiiipi.és sur une même droite, ou des angles ayant même sommet, tous les géomètres ont reconnu l'utilité et la nécessité d'affecter un signe à ces segments et à ces angles; le Cours de Géométrie supérieure de M, Chasies offre un exemple des nombreux avantages que l'emploi de la règle des signes a ainsi introduits dans la Science.
Mais, torsque l'on considère des segments comptés sui' des droites différentes on des angles n'ayant pas le même sommet, il semble généralement admis que ,1a règle des signes n'est plus applicable. M. Chasies, dans la Préface de son Cours, exprime formellement celte idée :
« Si l'on ne démontre ordinairement, dit-il (Préface de la Géométrie supérieure, p. ix), une formule ou une relation que par une certaine figure, .et non dans l'état d'abstraction et de généralité-qni permettrait, au moyen des signes + et — affectés aux segments et aux angles, pour marquer leur direction, de l'adapter à tous les états de la fi^'ure, il est facile d'en reconnaître la raison. C'est que les propositions qui forment le plus ordinairement les éléments de démonstration, dans la Géométrie ancienne, ne comportent pas l'application du principe des signes. Telles sont la proportionnalité des côtés homologues dans les triangles semblables, celle encore de la proportionnalité, dans tout triangle, des côtés aux sinus des angles opposés. La règle des signes ne s'applique point à ces propositions, puisque les segments que
Von y considère sont formés sur des lignes différentes, et les angles autour de sommets différents. »
Je me propose de faire voir, dans celle Noie, que, conlrairement à l'idée émise par l'illuslre géomèlre, la règle des signes s'applique à Ions les théorèmes de Géomélrie sans exception.
Je me bornerai à examiner, sous ce point de vue, la dernière des propositions mentionnées dans la citation que j'ai reproduite ci-dessus. Les considérations très simples qui, dans ce cas, résoU vent la question, s'étendent d'elles-mêmes à toutes les autres propositions; ce théorème, d'ailleurs, est l'un de ceux dont l'usage esl le plus fréquent pour établir les relations qui existent entre des segments comptés sur des droites différentes, en sorte qu'il suffit presque d'établir, relativement à ce théorème, la règle des signes pour légifimer d'une façon générale l'emploi de celte règle.
2. Étant donnés un certain nombre de poinis situés sur une même droite, on peut assigner à celle droite un certain sens positif, en admettant qu'un point mobile, qui se mouvrait dans ce sens sur la droite, parcourt des longueurs positives. Celle assignation pourra, dans la plupart des cas, être faite arbitrairement; dans d'autres cas, au contraire, elle devra être faite d'une manière déterminée, en sorte que cette détermination elle-même sera une partie essentielle de la proposition de Géomélrie que l'on aura à considérer.
Quoi qu'il en soit, cette assignation une fois faite, pour éviter toute confusion, je désignerai «ne droite sur laquelle on aura lixé le sens positif sous le nom de direction. Deux points A et B, se trouvant sur une direction donnée d, le segment ÂB a un signe parfaitement déterminé, el il est clair que ce signe change quand on change la direction de d.
Étant données deux directions a et b, l'angle {a, ^)'que fait làdirection a avec la direction 6 esl l'aogle dont il faut faire tournera autour de l'intersection des deux droites jusqu'à ce que les deux directions s'appliquent l'une sur l'autre el soient dirigées dans lemême sens. Cet angle, on le voit, est déterminé, à un multiple près d'une circonférence entière; son sinus et son cosinus sont donc aussi parfaitement déterminés.
Étant donné l'angle (a, f?) de deux directions, si l'une de ces
directions change de sens, l'angle csl augmenté d'une demi-circonférence; par coLiséfjueiiL, le sinus et le cosinus de cel angle cliangenL de signe.
3. Cela posé, nous pourrons énoncer de la façon suivante la proposition relative à la proporlionnalité des côtés d'un triangle aux sinus des angles opposés.
PiioposiTioN. — Étant donné un triangle ABC, si l'on assigne arbitrairement un sens positif aux trois droites qui forment les côtés de ce triangle, et si l'on désigne par a, 6, c les trois directions ainsi obtenues, a étant la direction qui renferme les côtés B et C, etc., on a les relations suivantes, qui comportent la règle des signes.
AB _ BC _ ÇA ^\n{a,b)- sir(6,c)- si,i(c,«)"
Pour démontrer cette proposition, il suffit d'assigner aux côtés du triangle une direction déterminée : on vérifie facilement l'exactitude des formules ci-dessus. On peut remarquer maintenant que l'on peut, sans qu'elles cessent d'être exactes, prendre un côté quelconque dans un sens inverse à celui que l'on considérait tout d'abord.
Supposons, par exemple, que l'on change le sens de la direction a; BCcliangera alors de signe, ainsi quesin(a, b) et sin(c, a); les autres quantités ne subissant aucun changement, l'on voit que, dans la série d'égalités précédentes, cliaque terme aura changé de signe : l'égalité ne sera donc pas troublée.
\. La proposition précédente étant établie en toute rigueur, je m'en servirai pour démontrer la relation qui existe entre le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites et le rapport anharmonique des quatre points où ce faisceau est coupé par une transversale quelconque.
M. Chastes {Géométrie supérieure, §X1II), pour établir cette relation, emploie aussi la proposition précédente; mais comme, pour lui, elle ne comporte pas l'emploi de i_a règle des signes, il démontre d'abord par son moyen que les deux rapports anharmo-
niques ont la même valeur absolue; il prouve ensuite, pur une considération directe, qu'ils ont le même signe.
I! est facile de voir que le théorème de la proportioniialil.é des côtés aux sinus suffit pour la démonstration de l'égalité des deux rapports.
Soit un faisceau de quatre droites passant par un même point O; assignons à chacune de ces droites un sens positif arbitraire, et soient a, (>, c, d les quatre directions ainsi obtenues. Soient, de plus, A, B, C, D les points où une transversale quelconque coupe les droites de ce faisceau; donnons à cette transversale un sens positif pris arbitrairement, et appelons w la direction de cette transversale. Cela posé, en appliquant au triangle OAB la proposition énoncée ci-dessus, il viendra
sm(A,«).
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égalité qui, ainsi règle des signes.
Il est a remarquer que la valeur du rapport anharmonique du faisceau de quatre droites donnée dans le second membre est indépendante du sens positif que l'on a assigné à ces droites ; car, si l'on prend en sens contraire l'une de ces directions, la direction a par exemple, sin{rt, b) et sin(«, d) changeant y la fois de signe, leur rapport reste invariable.
S. Sans multiplier davantage les exemples, j'énoncerai la conclusion suivante :
h Lorsqu'un théorème relatif à des segments et à des angles
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situés d'une façon quelconque dans un plan est convenablement et complètement énoncé, il doit toujours comporter la règle des signes. »
l^es divers théorèmes se distribuent en deux classes bien distinctes. Pour les uns, on peut choisii' d'une façon arbitraire le sens dans lequel est prise la direction positive d'un certain nombre de droites, et alors le sens dans lequel on doit prendre les autres droites de la ligure est déterminé par les théorèmes eux-mêmes, et cette détermination en est un élément essentiel : la façon dont elle est faite doit faire partie de l'énoncé lui-même de ces théo-
Pour les autres, et ce sont les plus nombreux, le sens positif que l'on doit attribuer aux diverses droites de la figure est complètement arbitraire; et, si les théorèmes sont convenablement énoncés, ils doivent être vérifiés quelle que soit la façon dont on fasse cette attribution.
Les considérations qui précèdent ne sont pas sans doute de nature à trouver place dans l'enseignement élémentaire; leur inlroduclion compliquerait souvent et inutilement les questions; néanmoins, comme elles tiennent à un point de doctrine souvent controversé, j'ai cru qu'il n'était pas inutile de les présenter.
COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE QUELCONQUE
Bulletin de la Société philomathique;
Considérons une courbe tracée sur une surface quelconque et la normale don t elle est la directrice ; en chacun des points de cette courbe concevons que l'on porte sur la normale, à partir de ce point, une longueur N, fonction de la position du point sur la directrice. Cela posé, si l'on considère un point quelconque M de cette courbe et un point infiniment voisin M', en désignant par V et V les angles que font avec MM' les segments N et N' portés sur les normales en M et M', on trouve facilement que l'expression (1) MM'(NcosV + N'cosV')
développée suivant la puissance croissante de ds, a pour valeur
D'où cette conclusion, que l'expression donnée ci-dessus est généralement du troisième ordre, mais que quand elle est d'un ordre supérieur au troisième, elie est au moins du cinquième.
Pour que K. soit égal à léro, i! faut et il suffit que N satisfasse à l'équation difiérentielle
dN _ 2 rfii
3 tango) sinti) 3 p
Formule où d-r\, désigne l'angle de torsion au point donne, p le ravon de courbure et w l'angle que fait avec la surface la normale principale en ce point.
On àédah de là
La valeur du segment N étant déterminée par la relation précédente, on aura alors cette proposition, que l'expression {i),'en chacun des points de la courbe, sera une quantité infiniment petite du cinquième ordre.
L'équation (2) peut se mettre sous la forme suivante :
rfN _ î dr, — dvi i_ dp , T "ï tangw ~'" :î p '
p désignant le rayon de courbure de la section normale tangente à la directrice.
Si la courbe considérée est une ligne de courbure ou Tine ligne géodésique, on a dans les deux cas dï^ — diii
La valeur de N est donc, dans les deux cas, proportionnelle à la racine cubique de p.
De là une propriété géométrique commune, on le voit, aux lignes géodésiques et aux lignes de courbure pouvant servir à les définir et qui correspond à l'équation différentielle commune à loutes deux découverte par Joachimstlial,
Les quantités N définies par l'équation (2) jouissent de la pro- [jriété suivante :
Si, sur une surface, on considère les diverses courbes qui se touchent en un point M, pour toutes ces courbes l'expression
i^N _ dr\ I Sdr, 1 dp
N ds ~ ds laugoi ds tunjjiu p ds
a une valeur constante au point considéré.
SUR
QUELQUES PROPRIÉTÉS LES COKES ALGÉBRIQUES
Bulieliii de la Société philomathique : 1870,
1 . Les propriétés des cônes algébriques, que je veux développer ici, résultent de l'extension à l'espace de quelques propriétés des courbes planes que j'ai publiées dans ma Note inlitislée ; Théorèmes généraux sur Içs courbes planes algébriques, et insérée dans les Comptes rendus (janvier i865).
La propriété sur laquelle je m'appuiera.î peut s'énoncer ainsi :
(I Si d'un point M situé dans le plan d'une courbe de classe n, on mène les n tangentes à la courbe, et si l'on joint le point M aux n foyers réels de cette courbe, les deux faisceaux de droites ainsi obtenus ont même orieniation. »
D'où la conséquence suivante :
i( Les choses étant posées comme dans la proposition précédente, le centre harmonique des points de contact des tangentes, relativement au point M, est le même que le centre harmonique des foyers réels relativement à ce même point. »
Je ferai observer que ces propositions subsistent encore évidemment quand, au système des n foyers réels, on substitue un système quelconque de foyers indépendants.
Les théorèmes précédents peuvent, dans le plan même, être généralisés de diverses manières. Je ne citerai ici qu'une des généralisations dont ils sont susceptibles.
Soient deux courbes A et B qui soient respectivement de classe m et de classe «, imaginons les mn tangentes communes que l'on peut mener à ces courbes et les mn droites qui joignent
chacun des foyers réels de A aux foyers réels do B; cela posé, l'on peut énoncer le théorème suivant :
Le faisceau formé par les mn droites dont je viens de parler et le faisceau formé par les mn tangentes communes ont même orientation.
D'où la conséquence siilvanle :
« Désignons par ab, a' b' , ... les tangentes communes, a et 6 désignant respectivement les points où la tangente ab louche A et B; désignons en outre par a, a', a!' ... les foyers de A et par p, fj, P", ... les foyers de B; cela posé, la moyenne liarmODique entre les longueurs
ab, a'b', cfb"
est la même que la moyenne harmonique entre les longueurs
Pinir l'expression de moyenne harmonique, je renverrai à ma Note Sur la détermination du rayon de courbure {Bulletin de la Société philomathique, janvier 1S67).
2. Soit un cône algébrique K de classe n ayant pour sommet le point S. Considérons les plans isotropes tangents à ce cône, je veux dire par ià les plans tangents à ce cône qui sont en même temps tangents au cône isotrope ayant pour sommet le point S.
Le cône K étant supposé réel, ces plans passent deux par deux par n droites réelles qui suffisent complètement pour déterminer les plans isotropes tangents au cône.
Ces n droites sont les focales réelles du cône; il y a lien, dans certains cas, de distinguer les focales ordinaires et les focales singulières; mais ici, celte distinction est inutile.
Cela posé, on a la proposition suivante :
Si par une droite passant par le sommet d'un cône de classe n, on mène les n plans tangents à ce cône, et si l'on mène des plans par cette droite et les n focales réelles, . le faisceau des plans tangents a même orientation que le faisceau desplans qui passent par les focales.
CONKS ALQÉIiRlQUES. lïS
Deux cônes, ajant même sommclct circonscrits à deui surfaces liomofocales, sont eux-mêmes liomofocaux.
D'oii cette conséquence :
H Étant données deux surfaces homofocales, les faisceaux de plans, qui passent par une même droite ei sont respeciivemenl tangents à cKaciine des surfaces, ont môme orientation, »
3. Soit un cône réel K de degré m; le cône isotrope ajant même sommet le coupe suivant 2nï génératrices; ces génératrices sont situées deux à deux dans m plans réels.
Je désignerai ces plans sous le nom de plans cycliques du cône.
Leur propriété principale est contenue dans la proposition suivante :
Si l'on coupe un cône par un plan quelconque passant poison sommet, le faisceau de droites communes au plan et au cane et le faisceau de droites suivant lequel le plan coupe les plans cycliques de ce cône ont même orientation.
â. La même proposition peul s'énoncer d'une façon un peu différente.
Soit une courbe plane C de degré m et un point S situé d'une façon quelconque dans l'espace. Le cône isotrope ayant pour sommet S coupe le plan de la courbe suivant un cercle qui a 2/n points communs avec la courbe.
Si l'on suppose la courbe réelle, ces zm points sont situés sur m. droites réelles que je désignerai sous le nom de droites conjointes de la courbe relatiçemenl au point S, en employant une expression dont s'est déjà servi M. Cbasles à peu près dans ic
Cela posé, on a le théorème suivant :
Menons dans le plan de la courbe C une droite quelconque ; soient a, a', «", ... les points oà elle coupe la courbe, soient b, b', 6", ... les points où elle coupe les droites conjointes relatives au point S; le faisceau de droites ayant pour sommet le point S et passant par a, a', a", ... et le faisceau de droites ayant même sommet et passant par b, b', b", . , . ont même orientation .
i34 aÉOMÉiaiE.
Ces diverses propositions peuvent être considérées comme une extension de ce théorème bien connu de géométrie plane :
Si l'on mène une droite dans le plan d'une courbe algébrique, le centre des moyennes distances des points où elle coupe la courbe est le même que le centre des moyennes distances des points où elle coupe les asymptotes de la courbe.
5, Étant donnés un cône de degré m et les m plans cycliques, supposons que ces plans se coupent suivant une même droite D.
Cette droite jouit évidemment de la propriété suivante :
« Si l'on coupe le cône par un point quelconque passant par D, la somme des angles que font avec cette droite les génératrices d'intersection est nulle, quel que soit le plan sécant. »
Je dirai, dans ce cas, que la droite D est un axe de moyenne orientation du cône.
Un cône, en général, n'a pas d'ase qui jouisse de cette propriété; les cônes du second degré, comme on le sait, en ont trois; mais déjà ceux du troisième degré n'en ont que dans certains cas particuliers.
6. Etant donnée une courbe plane C du troisième degré, on peut faire passer par cette courbe une infinité de cônes du troisième degré qui aient un axe de movenne orientation.
Il suffit, en effet, de construire des cercles coupant C en sis points distribués deux à deux sur trois droites concourant en un même point, ou, en d'autres termes, de telle façon que les six points d'intersection soient en involution.
Étant donné l'un quelconque de ces cercles, construisons les sommets du cône isotrope qui passe par ce cercle; chacun de ces points est évidemment le sommet d'un cône passant par C et ayant un axe de moyenne orientation.
Assujettir un cercle à couper une courbe de troisième ordre en six pomts en involution, c'est l'assujettir à une seule condition.
Donc :
Etant donnée une courbe du troisième ordre, on peut, par cette courbe, faire passer une infinité de cônes ayant un axe
de moy^.nne orientation ; les sommets de ces canes sont ùtués sur une surface.
Je me propose, dans une Coinmiinical.ion prochaine, d'étudier cette siirfaee; je ferai seulement remarquer ici qu'elle contient aécessairement la focale de C, je veux dire la ligne double de la développable isotrope circonscrite à C,
7, Considérons une courbe de quatrième degré. Assujettir un cercle à la couper en huit points situés deux à deux sur quatre droites concouranl.es, c'est l'assujettir à deux conditions.
Donc :
Étant donnée une courbe du cjuatrième ordre, on peut, par cette courbe, faire passer une infinité de cônes ayant un axe de moyenne orientation; les sommets de ces cônes sont situés sur une courbe.
8. On verrait de même que, par une courbe du cinquième degré, on ne peut faire passer qu'un nombre limité de cônes ayant un axe de moyenne orientation.
Dans ce qui précède je n'ai, pour plus de clarté, parlé que rie? plans cycliques réélu; mais il est clair que tout ce que j'ai dit s'applique à un système quelconque de plans cycliques indépendants.
SUR ÏÏN ARTICLE DE M. CAYLEY
Nouvelles Annales de Mathématique
M. CajJey attribue à M. Casey l'élégaot théorème qui permet de construire la courbe de pénombre comme l'enveloppe d'une série de cercles; j'ignore dans quel Mémoire et à quelle époque M. Casey a énoncé cette propriété; je crois devoir toutefois rappeler que M, Moutard l'avait fait connaître dès 1863.
A cette époque, il avait énoncé la proposition suivante :
Toute anallagmatique du quatrième ordre (quariique bicîïculaire de M. Cayley) peut être considérée de quatre façons différentes comme l'enveloppe de cercles coupant orthogonalement un cercle fixe, tandis que leurs centres décrivent des coniques; les quatre coniques au moyen desquelles on peut engendrer ainsi la courbe sont homofocales (').
J'ai démontré 1res simplement, dans une Note insérée au Bulletin de la Société philomathique sur les courbes résultant de l'intersection d'une sphère et d'une surface du second degré (mars 1867), qiie la projection stéréographique d'une courbe de cette espèce pouvait être, comme l'indique la proposition de M. Moutard, regardée comme l'enveloppe de cercles.
Je reproduis ici cette démonstration.
Considérons une courbe K résultant de l'intersection d'ime sphère S, par une surface du second degré. On peut, par celle
(') Voir la Note : Sur les arcs des courbes planes et spkériques considérées comme enveloppes de cercles; par M, Mamnheim {Journal de Liouville, i86î) et ma Note intitulée : Tkéoi-èmes généraux sur les courbes planes (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i865).
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courbe, faire passci' quatre cônes. Soient (C) l'un de ces cônes, c son sommet.
Le cône (C) étant l'enveloppe des divers plans qui loi sont tangents, la courbe K est l'enveloppe des cercles suivant lesquels ces plans tangents coupent la sphère. Les plans de ces cercles passant par le point c, ces cercles eux-mêmes coupent à angles droits le cercle T suivant lequel la sphère est coupée par le plan polaire de c. Les pôles des plans de ces cercles décrivent une conique G, qui est la polaire du cône (C).
La courbe K peut donc être considérée comme l'enveloppe de cercles qui coupent orthogonalement le cercle F, les pôles des plans de ces cercles décrivant une conique G.
Faisons maintenant une projection stéréographique de la figure.
La courbe R se projette suivant une courbe k, qui est l'enveloppe des cercles h suivant lesquels se projettent les cercles de la sphère dont l'enveloppe est K.
Ces cercles A coupent orihogonalemenl le cercle y, projection de F; de plus, leurs centres décrivent la conique projection de G, en vei'tu du théorème bien connu de M. Chasies :
Si l'on projette un cercle stéréo graphiquement, le centre du cercle suii'ant lequelil se projette est la projection du pôle, par rapport à la sphère, du plan du cercle projeté.
La courbe K. étant située siir quatre cônes du second degré, la proposition de M. Moutard se déduit immédiatement de ce qui précède.
Pour les développements auxquels peut donner lieu cette question, je renverrai le lecteur à la Note que j'ai citée plus haut.
EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. ROURGET
Nouvelles Annales de Mathématiques; 1870.
Pcrmeltez-moi d'ajouter aux beaux théorèmes de Sleiner et de M. Cremona, démontrés par M. Painvin, quelques propositions nouvelles, et fondamentales dans la théorie de l'iiypocycloïde; elles se déduisenl très facilement des théorèmes généraux que j'ai donnés dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences {Théorèmes généraux sur les courbes planes algébriques, janvier i865), et dans le Bulletin de la Société phllomathique (Sur la détermination du rayon de courbure des lignes planes, février 1867); j'en ai déduit, dn reste, les principales conséquences relatives à l'hjpocycloïde, dans le cours qtie j'ai professé cet hiver à la salle Gerson.
Les deux propositions fondamentales auxquelles donne lie» cette courbe sont les suivantes :
Théorème I. — Les trois tangentes que, par un même point, on peut mener à Vkypocycloïde font, avec une quelconque des tan^ntes de rebroussement, des angles dont la somme est unmultiple de -Tî,
Théouème II. — Si, par un point P, on mène trois tangentes à l'hypocycloïde, et si Von désigne par A, B, ('. les trois points de contact; si, sur le prolongement d'une quelconque de ces trois tangentes PÂ, on prend un point A' tel que PA' soit le double de PA, les quatre points P, A', B, G sont sur une même circonférence et partagent harmonique ment cette circonférence.
Voici quelques conséquences de ces propositions :
Soit une droite lonchant la courbe au point M, et la coupant
en P et R. Si l'on désigne par S l'incSinaison de cette droite sur une quelconque des tangentes de rebroussenienl, et par rn l'inclinaison, sur cette tangente, de la tangente en P, on aura, en vertu du théorème I,
en désignant de môme par p l'inclinaison sur cette tangente de la tangente ou point lï, on aura
h ip = multiple (le tc
on déduit de là
2(ra-p) = muhiple<IeT:.
D'où ['on Yoit que
ra-p=:o, ou bien = ~.
Deux tangentes à l'hypocycJoïde ne pouvant être parallèles, on a
Donc les tangentes aux points P ei R sont perpendiculaires entre elles.
Considérons maintenant les trois tangentes PA, PB et PC issnes d'un même point P, et supposons que deux d'entre elles, PB et PC, soient rectangulaires; si nous prolongeons AP d'une longueur double d'elle-même au delà du point P, l'extrémité A' du segment ainsi obtenu sera sur la circonférence passant par les points P, B, C, et sur cette circonférence sera le conjugué harmonique du point P; mais, d'après les propriétés bien connues de la division
harmonique sur un cercle, l'angle BPC étant droit, la ligne BC esi perpendiculaire sur PA', c'est-à-dire sur PA,
Donc, si deux des tangentes issues d'un point P sont rectangulaires, la corde des contacts de ces deux tangentes est perpendiculaire à la troisième tangente issue du même point.
Vos lecteurs trouveront peut-être quelque intérêt à rapprocher ces démonstrations géométriques des démonstrations analytiques données par M. Painvin.
On peut ajouter ici la proposition suivante, remarquable par sa simplicité et son élégance :
Si d'un point A de Vhypocycloïde, on mène à la courbe la tangente dont le point de contact ne coïncide pas avec À.; en désignant par T le point de contact de cette tangente, si l'on prolonge TA d'une longueur égale à elle-même, le point T', extrém,ité de ce prolongement, est le foyer de la parabole qui suroscule en A Vhypocycloïde.
COURBES GAUCHES DU QUATRIÈME ORDRE
Journal de Mathématiques pures et appliquées: 1670.
Étant données dans l'espace une surface du second ordre et deux droites fixes, M. Chasles a démontré que, si une droite mobile était assujettie à rencootrer les deux droites fixes en s'appuyant sur la surface, ia courbe de contact des droites mobiles était une courbe gauche du quatrième ordre, de l'espèce de celles par lesquelles on peut mener une infinité de surfaces du second ordre.
Inversement, étant donnée une courbe résultant de l'intersection de deux surfaces du second ordre, on peut se demander si elle peut toujours être engendrée par le procédé qui résulte de la proposition de M. Chasles, et, si elle peut l'être, comment l'on pourra déterminer une surface du second ordre et deux droites de façon à obtenir la génération de la courbe.
La Note qui suit a pour objet de résoudre cette question. Je montre que par la courbe donnée on peut toujours faire passer six surfaces qui permettent la génération indiquée par M. Chasles, et que, l'une des surfaces étant choisie, on peut encore choisir d'une infinité de façons les deux droites fixes.
La proposition suivante montrera comment on peut résoudre le problème que je m'étais proposé.
Par la courbe donnée passent quatre cônes dont les sommets forment un tétraèdre. Prenons arbitrairement deux arêtes opposées de ce tétraèdre et menons une droite quelconque qui, s'appuyant sur ces arêtes, rencontre la courbe en un point A : on sait alors qu'elle la rencontre en un autre point B.
Par la droite AB on peut mener quatre plans qui touchent la courbe; les quatre points de contact sont les sommets d'un tétraèdre; deux arêtes opposées de ce tétraèdre rencontrent les deux arêtes opposées du tétraèdre dont j'ai parlé plus haut et dont les sommets sont les sommets des quatre cônes. Soient CC et DD' ces deux arêtes ; C, C, D et IV étant les quatre points de contact avec la courbe.
Choisissons arbitrairement l'une de ces arêtes, CC par exemple ; les quatre droites AC, AC, BC et BC sont situées sur une même surface du second ordre S passant par la courbe donnée. Cela posé:
Si une droite mobile rencontre à chaque instant les droites AB et DD' en s'appuyant sur la surface S, elle la touchera précisément le long de la courbe donnée.
Les propositions sur lesquelles je me suis appuyé pour la solution de ce problème se rattachent étroitement, comme je m'en suis aperçu en rédigeant cette Note, aux théorèmes donnes par M. Hesse dans son beau Mémoire Sur les courbes du troisième ordre {Crelle, t. 48); théorèmes qui, du reste, si l'on veut remonter plus haut, se trouvent, quant au fond, dans une Note très courte Sur les focales publiée par M. Van Reiss dans le Tome V du Journal de Quetelet.
Les surfaces réglées du quatrième ordre qui se présentent dans cette Note sont en elles-mêmes très intéressantes, et je les avais déjà rencontrées en étudiant certains théorèmes de M. W. Roberts relatifs aux surfaces du second ordre que j'ai pu, parleur moyen, étendre aux surfaces du quatrième ordre ayant une conique double.
Du reste, M. de la Gournerie s'était déjà auparavant occupé, d'une façon toute spéciale, de ces surfaces réglées; je n'en parlerai donc ici qu'accidentellement, en me contentant de mentionner la déhnition très simple que l'on en peut donner en s'appuyant snr la théorie des fonctions elliptiques, et je renverrai le lecteur curieux de poursuivre cette recherche, à l'Ouvrage très complet que M. de la Gournerie a publié à ce sujet.
1. Dans tout ce qui suit, je désignerai sous le nom de biquadratique gauche, ou simplement sous le nom de biquadratique , l'intersection de deux surfaces du second ordre.
QUATRIËICB ORDRE, I^S
Bien que toutes les propositions sur lesquelles je m'appuierai puissent s'établir facilement par des considérations de pure Géométrie (elles "se déduisent immédiatement des relations très simples que M. Chaaies a données dans sa Géométrie supérieure, p. iS^, entre trois couples de points en involution et leurs points milieus), j'ai cru, pour abréger, pouvoir mo servir de la belle théorie fondée par M. Ciebsch.
En ce qui concerne les bjquadratiques gauches, la théorie de M. Clebsch peut s'établir d'une façon très simple et très facile; mais, quoique la démonstration de ses formules, dans ce cas spécial, puisse donner lieu à quelques remarques dignes d'intérêt, je me contenterai de renvoyer le lecteur aux divers Mémoires qu'il a publiés sur ce sujet ('), en exposant brièvement ceux des résultats qu'il a obtenus, sur lesquels je m'appuierai.
2. Soit tracée, sur une surface du second ordre S, une biqoadratique quelconque K. A cette courbe se rattache une intégrale elliptique (^); on peut concevoir que la valeur de la variable qui entre dans cette intégrale soit à chaque instant fixée par la position d'un point mobile sur la biquadratique, ou que le déplacement du point mobile de la courbe détermine la variation de la variable.
Étant pris, sur la courbe, un point arbitraire w, qui corresponde à la valeur de la variable prise pour limite inférieure de l'intégrale; si le point mobile, qui fixe à chaque instant la valeur de celte variable, se meut sur la courbe jusqu'à un point donné A, on obtiendra pour l'intégrale considérée une valeur parfaitement déterminée. Cette valeur, cependant, ne sera pas entièrement déterminée par la seule connaissance du point A; elle dépend, comme on le sait, du chemin que l'on a suivi pour se mouvoir,
(') Voir notamment le Mémoire Ueber die Aiiwendung der Abelscheii Fuiictioneii in der Géométrie ( Crelle, t. 63).
(') Quand la courbe est tracée sur une sphère, cette intégrale prend une forme géométrique trè9 simple; en désignant par M un point quelconque de cette courbe, par F, G, H, K ses quati-e foyers réels, elle s'exprime de la façon suivante
sur la courbe, du point w au point A; ei, d'après le cliemîn qu'on a suivi, la valeur de l'intégrate peut demeurer la même, ou être augmentée d'un multiple quelconque de l'une des deux périodes qui appartiennent à l'Intégrale elliptique considérée. Dans tout ce qui suit, je désignerai constamment ces deux périodes par 2/> et ^q, en posant, pour abréger, p -\~ q=: r, ir étant une autre période de l'intégrale dépendant des deux premières.
Lorsqu'on se donne la valeur de l'intégrale, prise à partir du point origine w, le point A qui correspond à la valeur extrême de la variable est complètement déterminé ; mais, lorsqu'on se donne au contraire ce point A, la valeur de l'intégrale n'est déterminée qu'à un multiple près de 2p et de 7.q.
Cela posé, la proposition fondamentale donné par M. Clebsch, sur laquelle je m'appuierai dans tout ce qui suit, peut s'énoncer
Si Von coupe la biquadratique K par un plan qui la rencontre aux points A, B, C et D, la somme des quatre intégrales dont les limites supérieures sont caractérisées par les points A, .13, G ei D est une quantité constante, quelle que soit la position du plan, ou, du moins, cette quantité ne peut varier que de multiples des deux périodes 2p et iq.
Pour exprimer ce genre de relation, on peut employer avec
avantage le signe de la congruence de Gauss, et écrire simplement
A + B-i-G + D = a (modî/i, j.q),
a désignant une quantité constante.
Comme jusqu'ici l'origine w a été prise arbitrairement, rien n'empêche de la choisir de telle sorte que la constante ci. soit nulle; en sorte que l'on aura simplement (i) A- + B-i-C-,-Dr^o.
Dans celte congi-uence, A ne représente pas le point A, mais l'intégrale qui s'étend depuis l'origine fixe jusqu'à ce point. Il n'y a d'ailleurs lieu de redouter aucune confusion dans ce double emploi d'une même lettre pour représenter un point et une intégrale, la présence du signe de la congruence suffisant pour fixer le sens que l'on doit j attacher.
3. La congruence (i) exprime la condilion nécessaire et siifflsanle pour que quatre points A, B,_G, D de la biquadralique soient dans un même plan.
Soient A et B deux points donnés de cette courbe, il existe une surface du second ordre S, bien déterminée, qui passe par la courbe et qui a la droite AB pour génératrice. Si, par AB, on mène un plan quelconque rencontrant la courbe aux points X et Y, la droite XY iCSt, comme on le sait, l'une quelconque des génératrices du second système de cette surl'ace.
Or, d'après la relation (i), on a
X-(-Y.4-A-f-Ë=o d'oiL X-i-Y=— ^A^-B
Si l'on pose, pour abréger, A+B^/r, l'on voit que, pour toutes les génératrices du système contraire à AB, l'on a
De même, si X et Y désignent les deux points où une génératrice de la surface S de même système que AB s'appuie sur k, on voit que l'on a la relation
D'où celte conclusion : Si l'on prend, sur la biquadralique, une série de points X, Y satisfaisant à la relation (3), toutes les droites telles que XY sont les génératrices d'un système d'une même surface du second ordre passant par la biquadratique; et les droites XY, qui joignent les couples de points satisfaisant à la relation (a) sont les génératrices du second système de celte même surface.
On voit que chacune des surfaces du second ordre que l'on peut mener par R est caractérisée par une constante rh k; je désignerai souvent l'une de ces surfaces par la valeur de la constante qui lui est propre, et l'on comprendra aisément ce que je veux dire par surface (± k).
Parmi les surfaces du second ordre qui passent par K se
trouvent en particulier quatre cônes. Soient X et Y les points où
l'une des génératrices d'un de ces cônes s'appuie sur la courbe,
celte génératrice et la génératrice inOniment voisine étant dans un
E.. - II. jo
même plan, on doit avoir
si l'on résout cette congruence, en observant qu'elle exprime que le second membre est non pas nul, mais va multiple quelconque de a/) el de 2q, on en déduit les quatre solutions suivantes :
X -+- Y EES o
dans la dernière congruence, j'ai posé, pour abréger, p-^g^ r. Telles sont les relations qui caractérisent les quatre cônes du second ordre qui passent par R; j'appellerai O, P, Q, R les sommets de ces quatre cônes, en sorte que toute droite passant par le sommet O et s'appuyant en deux points de la courbe donnera lieu
à la relalion
De même, toute génératrice du cône ayant pour sommet Q donnera lieu à la relalion
5. Les points O, P, Q, R sont les sommets d'un tétraèdre conjugué par rapport à toutes les surfaces du second ordre qui passent par K. On peut grouper de trois façons différentes les arêtes de ce tétraèdre de façon que chaque groupe contienne deux arêtes opposées. Soient OP et QR les arêtes opposées correspondant à un mode de groupement, et X un point quelconque de la courbe R.
Menons la droite OX, elle rencontre la courbe en un deuxième point X', et l'on a
X-hX'=o
joignons X' au point P et appelons Y le point où la droite PX' rencontre de nouveau la courbe. On a
Les deus points ainsi obtenus X et Y satisfont à la relation X — Y^p ou bien T — X =^,
Je dirai que ces deux points sont deux points conjugués de lii biquadratique, relativement an mode de groupement défini par les arêtes OP et QR, ou bien par ia demi-période p.
La droite XY qui joint deux points conjugués rcncontie évidemment Farête OP; on peut voir aussi facilement qu'elle rencontre l'arête opposée RQ. Joignons en effet X au sommet R, el soit X" le point où cette droite coupe K; menons la droite X"Q, et soit Y" le point de rencontre de cette droile avec K. L'on a évidemment
X + X''e=,-, XM-Y'sîç d'où r'~'K = q^r=.p.
Le point Y", ainsi déterminé, se confond avec le point Y; ce qui démontre la proposition énoncée.
Ainsi, la droile joignant deux points conjugués quelconques'appuie sur les deux arêtes opposées du tétraèdre qui définisseni le mode de groupement; réciproquement, toute droite s'appuyani sur ces deux arêtes, et rencontrant la courbe, la rencontre en deu\ points conjugués.
Si nous considérons une surface quelconque du second ordre .S passant par K, les deux arêtes OP et QR sont des droites polaires réciproques, relativement à cette surface; l'une de ces droites l<i coupe donc en deux points réels ra etro'. Deux points conjugu('s quelconques et les points ra et ra' sont dans un même plan qui coupe la surface suivant une conique divisée harmoniquement pur les quatre points considérés.
6. Si l'on détermine tous les couples de points conjugués qui correspondent au mode de groupement caractérisé par les deux arêtes 01* et QR, ou par la demi-période /), les droites joignant ces différents points forment une snrface réglée ayant pour droites doubles les arêtes OP et QR; cette surface est évidemment du quatrième ordre; je la désignerai par la notation Tp.
Si l'on appelle Y et X les points où une g-énératrice quelconque de cette snrface s'appuie sur la courbe, l'on a
Il y a lieu de considérer deux autres s^urfaces de même espèce
caraclérisées parles demi-périodes q et /■; je les désignerai parTg etT^.
7. A ei B étant deux points quelconques de K, par la corde AB on peut mener quatre plans tangents à la courbe; les quatre points de contact sont les sommets d^un tétraèdre. Deux arêtes opposées quelconques de ce tétraèdre rencontrent deux arêtes opposées du tétraèdre OPQR.
Appelons X l'nn (juelconquc des points de conLacl des plans Ungeots cherchés, on a la relation
A + E-H2X = o; d'où l'on déduit pour X les ciiiatre valeurs suivantes;
jr.-(^), x-.-(^8)-.,.
Considérons deux quelconques des arêtes opposées du tétraèdre XX'X"X"', par exemple les arêtes X'X'' et X^'X"; l'on a X° — X'^/j et X'" — X"'^/!,
puisque r = /> + 9-
La proposition est donc démontrée; les deux arêtes X'X" et X"'X" sont deux génératrices de la surface T^.
8. Supposons maintenant que la corde AB soit elfe-môme une génératrice de T^, en sorte que l'on ait (p) A-B^/.;
désignons toujours par X', X", X"' et X" les quatre points de contact des plans que l'on peut mener par cette corde tangentiellement à la courbe. Des quatre arêtes du tétraèdre X'X"X"'X", deux sont aussi des génératrices de T^; ce sont les droites X'X" et X"'X".
Choisissons arbitrairement une de ces droites, X'X" par exemple; il est facile de voir que les quatre droites AX', AX", BX', BX" sont des génératrices d'une même surface du second
OUATRIi':me ordue. i^g
ordre passanl par K. Les congruences (a), qui déterminent X', X", X"' cl X", donnent, en effet, si l'on tient compte de la relation (^),
A -(- X'^ B -1- X"~ ^ et A-hX-^B-i-X'^—^.
Cette surfaee du second ordre est caractérisée par la eonslaute dr — ; on voit qu'elle est la même, quelle que soit la génératrice AB de la surface Ty, que l'on ait choisie. Je la désignerai dans ce qui suit par la lettre Sp.
Relativemenl à cette surfaee S^, je dirai que les droites AB etX'X" sont deux génératrices associées de la surface T^,
Puisque les droites ÂX', AX", BX' et BX" sont des génératrices de Hp, l'on voit que deux génératrices associées sont des droites polaires réciproques l'une de l'autre par rapport à Sp.
Si nous avions fait correspondre la droite X"'X"' à la corde AB, nous aurions démontré de même que les droites AX'", AS", BX'" et BX" étaient les génératrices d'une même surfaee du second ordre passant par ia courbe K et caractérisées par la constante
Je désignerai cette deuxième surface par la notation Sp-.
Les droites telles que AB et X"'X''' seront dites des génératrices associées de Tp relativement à la surface S^'.
La considération des surfaces T^ et T^ conduirait de même à la considération de quatre antres surfaces du second ordre S^, S^-;
Sr et Sr:
La propriété que j'ai signalée des six surfaces Sp, Sp»; S^, S^^; Sr, Sr', à savoir : qu'à chacune d'elles correspond une surface réglée du quatrième ordre dont chaque génératrice s'appuie en deux points de K et qui est à elle-même sa transformée par polaires réciproques, lorsque l'on prend pour base la surface considérée, est caractéristique de ces surfaces.
Etant donnée une droite s'appuyant en deux points sur K et telle que sa polaire, par rajiport à une surface de second degré passant par cette courbe, s'appuie aussi en deux points sur cette courbe, on démontrera facilement que cette droite est une gêné-
ratrice de l'une des tro
.is surfaces Tp, T, et T,.,
et que la surfat
du second degré est ii
ne des sis surfaces qne j'j
li mentionnées
qui correspondent deu
sàdeuxàT;„TjetT,.
9. Lemme. — Étant données deux génératrices quelconques G et C de la surface Tp, associées par rapport à la surface Sp, et deux génératrices quelconques H et H' de Tp, associées par rapport à Sp-, ces quatre droites et les arêtes OP, OQ sont toujours situées sur un même hyperboloïde.
En elTet, Jes droites H, H' et G, qui s'appuient toutes les trois sur OP el sur OQ, déterminent un hyperboloïde, dont l'inlersection avec la surface T^ est une courbe du huitième ordre.
Les droites H, H', G, OP et OQ faisant partie de l'intersection et ces deux dernières devant, cliaciine, compter pour deux, puisqu'elles sont des droites doubles de T^, la courbe d'intersection ne peut être complétée que par une sixième droite. Il s'agit de prouver que cette droite est précisément G'.
A cet effet, désignons respectivement par h, h, ; h', h\ ', g, g{', X, Xf les points où s'appuient sur la courbe K les droites H. H', G et la droite cherchée.
J.es droites H et H' étant associées par rapport à la surface S^, l'on a
a droite G el la droite cherchée étant des génératrices de T^,, l'on
Maintenant, remarquons que les huit points h, A, ; h', h\ ; g^ gi ; X, .V, étant les points d'intersection de K avec une surface de second degré, on a, d'après les principes posés par M. Clebsch,
On déduit facilement des relations précédentes
D'où l'on voit que la droite cherchée xx, ne peut être que l'as-
sociéc de G relativement à la surface S^ ou son associée relativement à la surface Sp:
La dernière hjpollièse ne peul êlre admise.
Considérons en eiFet les quatre droites H, H'; G et xx,, qui sont quatre génératrices d'un même système de l'hj'pcrbobïde.
Les droites de ce groupe ne font que s'échanger entre elles, lorsqu'on prend leurs polaires relativement à Sy,-; l'hjperboloïde
qui
les contient devrait donc se transformer en lui-même
mplojant une transformation par polaires réciproques ayant pour base Sp'.
Ce qui est impossible, puisque l'bjperboloïde ne se confond pas avec S^'.
L'hypolbèse précédente étant donc écartée, il s'ensuit que la droite cherchée est la génératrice associée à G relativement à la surface Sj,.
Ce qui démontre le lemme énoncé cl-dessiis.
Corollaire. — Prenons ta trace de Ip sur un plan quelconque; soient n et II' les points où ce plan r^mcontre les arêtes OP et QR, ces points sont les deux points doubles de la courbe du quatrième ordre qui forme cette trace.
Soient a et p les points où deux génératrices quelconques, associées par rapport à Sp', coupent le plan sécant.
Désignons en général par x e\. y les deux points de la courbe où le plan sécant coupe deux génératrices mobiles de Tp associées par rapport à Sj,; il résulte du lemme précédent que, quel que soit le couple de points x ely que l'on considère, ces deux points variables et les quatre points fixes a, §, Il et H' sont sur «ne même conique,
10. Lemme. — E tant donnés une courbe du quatrième ordre ayant deux points doubles II et H', et deux points fixes a et ^ pris sur celte courbe, si l'on mène par ces quatre points une conique quelconque, la droite qui joint les deux autres points œ, y, où la conique variable rencontre de nouveau la courbe, enveloppe une conique.
Joignons les points II et II' à un point E pris arbitrairement
dans l'espace et, par les droites Eli et EH', faisons passer une snrfac* du second degré quelconque A. Le cône, ayant pour sommet E et pour base la courbe du quatrième degré, coopéra celte surface suivant une biquadratlque B. Soient a et 6 les projections coniques des points œ et P sur la courbe B, X et Y les projections coniques des points variables xely; les points a, p, x, y el n, n' étant sur une même conique, i! en résulte que les points a, è, X et Y sont dans un même plan. Comme, d'ailleurs, ils soûl situés sur la biquadratique, l'on voit que la droite XY engendre dans l'espace une surface du second degré; les droites telles que xy, qui, dans le plan sécant, sont les projections des géncralrices de celte surface, enveloppent donc une conique.
ConOLLAiRE, — De ce lenime et du corollaire précédent, il résulte immédiatement la proposition suivante :
Si Von coupe la surface Ip par un plan quelconque et si l'on désigne, pour un instant, sous le nom de points associés de la courbe d'intersection, les points de cette courbe qui appartiennent à deux génératrices delip associées relativement àSp, les droites qui joignent deux points associés quelconques enveloppent une conique.
11. Si d'un point de l'espace A, on mène les différentes droites qui rencontrent deux génératrices de Tp associées entre elles par rapport à la sur/ace Sp, ces droites forment un cône du second degré.
En effet, pour trouver le degré du cône formé par ces droites, menons par A un plan quelconque M et cberchons combien ce cône contient de droites satisfaisant à la condition donnée.
Ces droites doivent évidemment passer par un couple de points associés de la courbe d'intersection de T^ avec le plan M; or les droites qui joignent ces points associés enveloppent une conique à laquelle on ne peut mener que deux tangentes parle point A. Le plan M ne contient donc que deux droites satisfaisant à la condition donnée; le lieu cliercbé est donc un cône du second degré.
12, Les surfaces réglées Tp et Sp- ont quatre génératrices communes. En effet, les génératrices rectilignes de S^,' se partagent,
sait, en deux systèmes. En désignant par X et Y les points où l'une quelconrjue de ces droites s'appuie sur K, l'on a, pour les génératrices de l'un des systèmes, la relation
je dirai que les génératrices qui donnent lieu à cette relation du premier système. Les génératrices du second système doi lieu à la relation
Cherchons combien de génératrices de Sp- du premier système peuvent appartenir à la surface Tp. Soit XY l'une quelconque d'entre eiîes; on devra avoir à ia fois les deux relations
X + Y= /'- -+■ I] et X_T=j:,;
d'où l'on déduit
relation qui fournit, pour X, les quatre valeurs suivantes :
les valeurs correspondantes de Y sont les quatre suivantes :
Y-sM + rH--'^-,
valeurs qui sont; deux à deux, devait le prévoir.
Il résulte de là que Tp et Sp.i du premier système, savoir ;
«gaie, à celles de X, :ml en commun deux j
donc les deux généralrices X'Y' eL X"'Y"' soiil associées relativement à la surface S^,
Ce que j'ai dit des génératrices du premier système s'a|jpllqiic également aux génératrices du second système.
D'où la conclusion suivante :
Les surfaces Tp et Sy,- ont quatre génératrices communes; deux d'entre elles sont d'un même système et sont associées relativement à la surface Sp ; les deux autres appartiennent à l'autre système de génératrices et sont également associées relativement à la même surface.
Il est clair que tout ce qui précède s'applique également à la surface S^,. Les quatre génératrices qu'elle a en commun avec la surface Tj, sont deux à deux associées par rapport à S^'.
\Z. Considérons maintenant un point quelconque M de la surface Sy,'; les droites qui, passant par ce point, rencontrent à la fois deux génératrices de Tp associées par rapport à S^, forment, comme je l'ai montré, un cône du second degré.
Ce cône passe par les génératrices (M') et (M") de la surface Sp' qui se croisent au point M. En effet, il y a sur cette surface deux génératrices de même système que (M'), qui sont en même temps deux génératrices de Ip associées par rapport à 5^, ; ces deux droites sont rencontrées par (M'), qui se trouve ainsi sur le cône dont je viens de parler. On démontrerait de même que (M") est située sur ce cône.
Remarquons, maintenant, que ce cône, ayant en commun avec Sp' deux génératrices, le coupe, iodépendamment de ces deux droites, suivant une section plane. D'où la conclusion suivante :
Si, par un point quelconque de la surface Sy , on mène les différentes di-oiles qui rencontrent à la fois deux génératrices de T^ associées par rapport à S^, ces droites forment un cône qui coupe Sp' suivant une conique.
1-4. Cette proposition peut encore être énoncée de la façon suivante :
Étant donnée la surface Sp', passant par la biquadra-
tique K, appelons, pour un instant, points conjugués de cette courbe les deux points où une génératrice quelconque de Tp rencontre la sur/ace; cela posé, si Von prend un point M quelconque de Sp- et si, par ce point et chacun des couples de points conjugués de K, on. fait passer une conique située sur Sp-, le lieu du point de la conique conjuguée harmoniquement de M, par rapport au couple de points conjugués qu'elle contient, est une conique (').
15. Supposons que le point M soit situé sur la courbe K, la conique dont je viens de parler passera également par ce point.
En effet, désignons par M' un point infiniment \oisin de M et situé sur la courbe K, parM" le point conjugué de M'. Si, parles trois points M, M', M", on fait passer une conique située sur la surface Sy,', le point de cette conique harmoniquement conjugué de M, relativement au couple de points M', M", est infiniment voisin du point M,
La conique passe donc par ce point, et l'on pourrait même déduire de la démonstration précédente que son plan touche la courbe K; mais il est facile de déterminer d'une façon plus précise la position de ce plan.
Examinons de plus près quel est le lieu des droites passant par M et rencontrant à la fois deux génératrices de T^ associées par rapport à S^.
Par le point M passe une génératrice de Tj,; soient ^ cette génératrice et g' son associée. Toute droite passant par M et s'appuyanl sur g' rencontre les deux génératrices associées g et ^; le plan qui contient le point M et g' fait donc partie du lieu clierché. On peut remarquer d'ailleurs que, les génératrices g el g' étant polaires réciproques relativement à la surface S^,, ce pian est précisément le plan tangent à cette dernière surface.
Ce plan faisant partie du lieu qui est en général un cône du
(') Cette propriété est caractéristique de la surface S^,.. Lorsque c est une sphère, la courbe K jouit alors de propriétés particulières qu quelque intérêt.
Voir dans !e Bulletin de la Société pkilomatklque (mars 186B} n les Cassinicnoes planes et sphériques.
second degré, le lieu doil se composer en outre, dans ce cas, d'un second plan.
Il est facile de voir que ce second plan esl )e plan tangent mené par M tangentiellement à la surface Sp'. Considérons en efFel une des génératrices de cette surface qui passe par M, par exemple celle du premier système (M,); comme je l'ai montré plus haut, la surface S^' contient deux génératrices du second système qui sont en même temps des génératrices de Tp associées par rapport à Sp ; ces deux droites sont rencontrées par (M,); le même raisonnement s'applique évidemment à la deuxième génératrice de Sy qui passe par le point M. Gela posé, le plan cherché ne peut être que le plan de ces deux génératrices, ou, en d'autres termes, le plan tangent en M à la surface Sp'.
D'oii la conclusion suivante :
Si, par un. point quelconque M de la courbe K, on mène les différentes droites qui rencontrent à la fois deux génératriees de Tp associées par rapport à la surface S^,, ces droites sont situées dans le plan mené par le point M tangentiellement à la surface Sp'.
De même :
Si, par un point quelconque M de la courbe R, on mène les différentes droites qui rencontrent à la fois deux génératrices de Tp associées par rapport à la surface Sp-, ces droites sont situées dans le plan mené par le point M tangentiellement à la surface Sp.
Propriété que l'on peut encore énoncer comme il suit :
Etant mené, par un point quelconque M de la courbe K., le plan tangent à la surface Sp, toute droite de ce plan qui, passant par ce point, rencontre une génératrice de Tp, rencontre aussi la génératrice de cette surface qui lui est associée relatii-ement à Sp',
16, Considérons maintenant la surface Sp et deux génératrices quelconques, h et h', de Tp associées par rapport à la surface Sp', en sorte que k et k' soient des droites polaires réciproques relativement à cette dernière surface.
Je dis que si une droite mobile D est assujettie à rencontrer conslammeni. les deux droites h et h' et à toucher la surface S^, ie lieu de son point de contact est la courbe K,
En effet, étant pris un point quelconque -/i sur la droite h, il résulte, de îa définition même du mouvement de D, que par ce point passent deux droites satisfaisant ans conditions données; à ces deux droites correspondent d'ailleurs deux points de contact V et Tj".
Imaginons le cône circonscrit à Sp et ayant pour sommet le point T, ; la courbe de contact de ce cône, dont le sommet est sur la droite A, passe d'abord par deux points fixes qui sontles points où Sp est coupée par la polaire de h relativement à cette surface. Ces deux points fixes sont sur la courbe K; car celte polaire est la génératrice de T^ associée de h par rapport à S^,, et l'on sait que cette génératrice s'appuie sur deux points de R.
Abstraction faite de ces deux points fixes, la conique de contact rencontre K en deux points variables; en l'un de ces points a menons le plan langent; ce plan coupe la droite h au point -ii; d'ailleurs la droite a-/i, étant située dans le pian mené par a tangentiellement à la surface S^ et rencontrant k, doit rencontrer h'; le point a se confond donc avec l'un des deux points -/i' et r" .
Le lieu de ces derniers points est donc la courbe K.
D'où la proposition suivante ■.
Étant données la surface S^ et deux génératrices quelconques de ï^ associées relativement à la surface Sp', si une droite mobile est assujettie à rencontrer constamment les deux génératrices et à loucher S^, le lieu des points de contact est la courbe K.
17. Il résulte de ce qui précède, qu'étant donnée une biquadratique quelconque K., on peut l'engendrer de la façon indiquée par le théorème de M, Cbasles, au mo;yen d'une quelconque des six surfaces
S,„ Sp.' S,, 5,r; S,., S,.-
que j'ai précédemment définies.
Ayant pris une de ces surfaces, l'on peut encore choisir d'une
inlioité de façons le couple de droites fixes qui, avec la surface, déterminent le mode de génération de la courbe.
]8. Les surfaces réglées du quatrième ordre, que j'ai rencontrées dans cette reclicrclic, Ty,, T, et T^, ne sont autre chose, comme il est facile de le voir, que les surfaces étudiées précédemment par M, de la Gournerie, sous le nom de quadricuspidales limites (').
Une telle surface contient deux droites doubles; T^, par exemple, a pour droites doubles les deux arêtes OP et QR du tétraèdre conjugué formé par les sommets des quatre cônes qui passent parla courbe K.
Par chacun des points de l'une de ces arêtes passent deux génératrices de la surface; si l'on désigne respectivement par x et y les points où une quelconque de ces deux génératrices s'appuie sur OP et sur QR, on voit qu'à chaque position du point x correspondent deux positions du point y, et réciproquement. Les points ^ et jK tracent donc, sur les droites doubles OP el OQ, ce qu'on peut' appeler des divisions homo graphiques du second ordre; mais ici ces divisions sont d'une espèce particulière et jouissent d'une propriété remarquabJe entièrement caractéristique.
L'on a en effet cette proposition :
Étant donné un point x' situé sur la droite OP, si y et y désignent les deux points qui lui correspondent sur la droite OQ, les points y' et y" ont pour correspondants le point x' et un autre et même point £'; de telle sorte que le point x" a aussi pour correspondants les points y' et y".
M, Chasles, qui, le premier, a signalé ce mode de correspondance remarquable, a montré que, si elle avait lieu pour une position particnlière du point x', elle avait lieu nécessairement pour toute antre position de ce point.
A-ppelons a et p les points où la droite OP coupe une quelconque des surfaces du second ordre V que l'on peut mener par K, et Y et S les points où QR rencontre cette même surface. Les droites OP et QR étant polaires réciproques par rapport à cette
(,' ) Voir liecheiclies sur les surfaces tétraédrales symétriques: iS6^, p. 85.
surface, y et S sont précisément les points de contact des plans menés par OP tangentiellenient à V.
Les droites ay, œ§, ^f et pô sont des génératrices de cette surfaoCj et chacune d'elles, rencontrant par suite en deux points la courbe K, en même temps qu'elle s'appuJe sur les deux droites OP et QR, est une génératrice de la surface réglée T^; il est clair maintenant qu'à chacnn des points a et p de la droite OP correspondent les deux points y et 3 de la droite OQ.
La correspondance qui existe entre les points de division sur ces deux, droites est donc de l'espèce particulière dont j'ai parlé plus haut.
La réciproqne est évidente, et l'on peut énoncer la proposition suivante :
Si; sur deux droites fixes, on a deux divisions qui se correspondent de telle façon qu'à un point quelconque d'une des droites correspondent deux points de la, seconde; si, en outre, le mode de correspondance est tel qu'un même couple de points de l'une des droites corresponde à deux mêmes points de l'autre, les droites joignant les couples de points. correspondants forment une surface réglée du quatrième ordre de l'espèce de celles que M. de la Gournerie a désignées sous le nom de quadricuspidales limites.
10. Ces dernières surfaces sont une variété de surfaces réglées du huitième ordre, que le même géomètre a étudiées sous le nom de quadricuspidales.
Elles peuvent se définir très simplement de la manière suivanic :
Considérons une bicpiadra tique K et une surface réglée quelconque dont chacune des génératrices s'appuie eu deux points sur la conrbe. Soient X et Y les points où l'une de ces génératrices rencontre K, et X', Y' les points analogues ponr la génératrice infiniment voisine : on peut se demander comment la surface doit être particularisée, afin que les droites XY' et X'Y soient des génératrices infiniment voisines d'une même surface du second Ofdre passant par K.
Faisons pour un instant
X' = X -1- rfX,
pour que XY' et X'Y soient les génératrices d'une même surface du second ordre, on doit avoir
X-+.Y -t-dY = Y-+-X-=r dX, ou enfin
dYs3dX
et, en Intégrant,
a désignant une quantité constante.
La surface engendrée par une droite XY, s'appuyant sur la courbe K en deux points X et Y satisfaisant à la relation précédente, est la quadricuspidale; je dirai, pour abréger, que Reslla base de la quadricuspidale.
Une propriété très simple et entièrement caractéristique de cette surface résulte immédiatement de la relation précédente.
Soient XY et X'Y' deux génératrices quelconques d'une quadricuspidale, on a
relations d'où l'on déduit
d'où la proposition suivante :
Étant données deux génératrices quelconques XY et ,X'Y' d'une quadricuspidale ayant pour base une biquadradque K, les deux droites XY' et YX' sont deux génératrices d'un même système d'une surface du second ordre.
20, Soient deux génératrices infiniment voisines XY et X'Y' d'une quadricuspidale G ayanl pour base K; d'après ce qui précède, XY' et Y'X sont les génératrices d'une même surface de second ordre passant par K.
Par XY menons un plan quelconque L et cltercbons le pointoù ce plan est tangent à la surface G. A cet effet, projetons les deux génératrices sur un plan perpendiculaire au plan L; soient respec-
livemenL ^, -f[, ^' et 1\' les projectioDS sur ce plan des points X, Y, X' el Y'; - le point d'inlersection des deux droites ^ïj et ^'r/, w celui où se coupent les droites 5'l' et T)^'. Les points -u et w ont évidemment pour limites les points de contact du point L avec la surface quadricuspidale et avec la surface du second ordre passant par K et par Ja droite XY ; d'ailleurs on voit immédiatement, en considérant la figure formée sur la projection, que ces points limites divisent harmonique ment le segment ^/i-
On en conclut la proposition suivante d'un fréquent usage dans les applications :
Étant données une quadrlcuspidale ayant pour base une courbe K. et une génératrice XY de cette surface, si l'on considère en même temps la sur/ace du second ordre qui passe par K et par XY, tout plan mené par cette dernière droite louche la quadrlcuspidale et la sur/ace du second ordre en deux points qui partagent harmoniquement le segment 'K.'Y .
Soient Lie plan mené par XY et Y, Z les deux points où ce plan coupe la courbe K; YZ est la deuxième génératrice de la surface du second ordre située dans le plan; le plan de rencontre ï des droites YZ el XY est le point où se touchent ce plan el celte surface; son conjugué harmonique, relativement au segment XY, est donc, d'après ce qui précède, le point où le plan L touche la quadrlcuspidale,
21. Une quadricuspidale a quatre lignes doubles. En effef. soit XY une génératrice de cette surface; prenons un quelconque des sommets des cônes qui passent par la base K, ie point O par exemple. Joignons X el Y au point O, et soient S', Y' les points où les droites ainsi obtenues rencontrent K.; on a les trois con-
d'où Ton déduit
La droite Y'X' est donc une deuxième génératrice de la surface appelons îi le point d'intersection des droites YX et Y'X'. On vol que li est un point double de la surface; ce point, d'après la façor
même dont on l'a construit, est d'ailleurs évidemment dans Je plan des trois sommets PQR. Lors donc que la génératrice XY se déplacera, il engendrera une ligne double de la surface située dans ce plan.
En coDsidéranlde même les autres sommets du tétraèdre OPQR, on verrait que la surface possède en tout (juatre lignes doubles situées dans cljacune des faces de ce tétraèdre.
La surface ne peut d'ailleurs avoir d'autre ligne double (sauf la base K.); car, comme il est facile de le voir par un calcul très simple, X'Y' et les trois droites analogues correspondant aux sommets P, Q el R sont les seules génératrices de la surface qui rencontrent une génératrice donnée XY, en outre de celles qui passent par les points X el Y eux-mêmes.
Revenons maintenant à la nature de ces lignes doubles.
Soit (ii) la courbe décrite par le point Q dans le plan PQR. Appelons o> le point de rencontre des droites XY' et YX' ; joignons Ow, et désignons par y et -/ les points où cette droite rencontre XY el X'Y'.
D'après ce que j'ai dit dans le paragraphe précédent, le plan OXY touche la quaJricuspidale aux points y et y'; ce point est donc doublement tangent à la surface, l'arête de contact étant la droite Ow. Le cône, enveloppé pat ces plans tangents doubles, qui passent tous par O, est un cône du second degré; on le démontre facilement en faisant voir que, par toute droite telle que OX, on ne peut mener que deux plans tangents à ce cône.
Le point (i> est la trace sur le plan PQR de l'arôte Ou de ce cône; ce point se .déplace donc sur une conique (w).
Remarquons maintenant que la droite mÛ est la tangente à cette conique ; en considérant la figure (' ), on voit immédiatement que le segment wli est partagé harmoniquement par le cône qui a pour sommet O et pour base K.
D'où l'on conclut la proposition suivante :
Soient (ti>) la trace sur le plan PQR du cône doublement circonscrit à la surface ayant pour sommet le point O , et[0) la trace sur le même plan du cône qui, ayant le même sommet.
passe par la courbe K. : la ligne double de la quadricuspidale, située dans le plan PQR, peut s'obtenir en prenant, sur chacune des tangentes menées à la courbe (tu), le point conjugué harmonique du point de contact par rapport au segment intercepté sur la tangente par la courbe (O),
22. Les surfaces quadricuspidales se présenlent dans un grand nombre de questions relatives aux bi quadratiques gauches ou aux courbes du troisième ordre.
Elles fournissent, par exemple, une solution très simple de ce problème que l'on rencontre dans l'application des Ibnclions elliptiques aux courbes du troisième ordre :
Étant donnée une courbe du troisième ordre C, trouver des courbes telles que la tangente menée en un quelconque de leurs points soit partagée harmoniquement par le point de contact et par les trois points où. elle coupe C.
Ces courbes sont algébriques; on peut facilement les décrire dans le plan lui-même, mais la construction suivante se prête peut-être mieux à l'étude de leurs propriétés.
Prenons deux points quelconques de C et joignons-les à un point O de l'espace; par les deux droites ainsi obtenues, faisons passer une surface du second ordre A.
Le cône, ayant pour sommet O et passant par C, coupe A suivant une biquadratique K.
Imaginons une quelconque des surfaces quadrJcuspidales qui ont pour base K, le cône circonscrit à cette surface et ajaot pour sommet O coupera le plan de C suivant une courbe jouissant de la propriété indiquée.
Eu considérant les diverses quadricuspidales qui ont pour baseK, ■on obtiendrait la solution complète du problème.
23. Tontes les autres propriétés de la quadricuspidale se déduiraient également avec (acrlité de la définition très simple que j'en ai donnée plus haut.
.Te ne m'étendrai pas davantage sur ce su jet, me contentant de renvoyer le lecteur à l'Ouvrage déjà mentionné de M. de la Gournerie.
PROPRIÉTÉ DE L'HÏPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION
Bulletin des Sciences mathématiques et astroiiomiqm
\. M. Bertrand a démontré depuis longtemps que les normales principales d'une ligne à double courbure donnée ne peuvent être les normales principales d'une autre ligne à double courbiire, à moins qn'i! n'existe une relation linéaire entre les deux courbures de la courbe donnée.
Les courbes gauches, qui jouissent de cette remarquable propriété, se présentent d'elles-mêmes quand on étudie la déformation des surfaces gauches.
Considérons une surface gaiicbe; il est commode dans un grand nombre de questions de déterminer chaque point de la surface par sa position sur la génératrice recti ligne qui le contient, cette génératrice étant elle-même déterminée par le point oi\ elle rencontre la ligne de striction et les angles qu'elle fait avec cette ligne.
Les formules propres à ce système de coordonnées s'établissent immédiatement. Je transcrirai seulement les suivantes.
Appelons :
u la longueur de i'arc de la ligne de striction compris entre une origine arbitraire fixe et le point m, où la génératrice coupe cette ligne;
p le rayon de courbure de la ligne de striction au point m;
T son rayon de torsion en ce point;
w l'angle que fait la génératrice considérée avec la tangente à la ligne de striction ;
6 l'angle que fait la normale principale au point /n à la ligne de
striction avec la droite menée perpendiculairement à la génératrice dans le plan langent à la surface en ce point; d^ l'angle infiniment petit de deux génératrices consécntives. PosOQS, en outre, pour abréger,
On a, ontre ces diverses quantités, les deus relations suivantes :
^ ' rf<T p
2. Supposons maintenant que l'on déforme la surface de façon que les génératrices rectiiignes demeurent des droites; la surface donnée se transforme en une autre surface gauche dont la ligne de striction est la transformée de la ligne de striction de la surface primitive.
Les quantités a-, w et k conservent la même valeur pendant la déformation ; les rinantités variables 9, x et p sont liées entre elles par les équations (i) et (2).
On peut se donner, par exemple, arbitrairement la valeur de 9 en fonction detr; on déduira alors des relations précédentes les valeurs de p el-r; la recherche de ia nouvelle ligne de striction se ramènera à l'intégration d'équations aux dilTérences ordinaires.
Si l'on élimine 9 entre les équations (1) et (a), on obtient une équation différentielle entre p, t et o- à laquelle doit satisfaire la ligne de striction, quelle que soit la déformation de la surface,
3, Supposons, en particulier, que la surface donnée soit un hyperboloïde de révolution; dans ce cas cd et ^ sont des quantités constantes dont la valeur détermine complètement la surface.
L'équation (i) donne alors
Écartons le cas où l'on aurait p ^ ce , et où, par conséquent, I.
ligne de slriclion serait une ligne droite ; on déduit de là
l'éqnalion (i) devient alors
Les deux courbures de la ligne de striction sont ainsi liées par une relation linéaire, et l'on en déduit la proposition suivante :
De quelque façon que Von déforme un hyperboloïde de révolution en conservant la rectitude des génératrices, la courbe en laquelle se transforme le cercle de gorge de l' hyperboloïde jouit de la propriété qu'en chacun de ses points il y existe une relation linéaire entre ses deux courbures.
4. Réciproquement, étant donnée une courbe jouissant de c^tte propriété, on peut mettre la relation fjui existe enlre les deux courbures soiis la forme (3); les constantes w et A' déterminent un hyperboloïde; et l'on peut toujours déformer cet hvperboloïde de façon que son cercle de gorge se transforme en la courbe donnée.
La recherche des surfaces réglées développables sur un hyperboloïde de révolution est donc ramenée à la solution du problème
Trouver toutes les courbes gauches qui jouissent de la propriété signalée par M. Bertrand.
RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES SUR U CÏCLIDE
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1. La cyclide a été étudiée d'abord par M. Dnpin, q\ii en a découvert les principales propriétés; depuis elle a été le sujet des travaux d'uu grand nombre de géomètres {'). La cyclide est un cas particulier des surfaces aiiallagmatiques du quatrième ordre, et elle jouit de toutes leurs propriétés. Elle peut être définie ainsi qu'il suit: Étant donnée une conique K et un cercle G doublement tangent à celte conique, la cyclide est l'enveloppe des sphères dont les centres sont situés snr la conique K et qui coupent orthogonalement une s|}hère quelconque passant par G.
J'appellerai axe de la cjxlide la droite T menée par Recentre de C, perpendiculairement au plan de G et de K.
On sailque la cjclide peut encore être engendrée d'une façon analogue, au moyen d'une autre conique K', ayant les mêmes foyers que la première et située dans un plan perpendiculaire à son plan, et d'un cercle C' doublement tangent h K'; la corde des contacts est d'ailleurs l'axe T dont J'ai parié ci-dessus. La droite T' menée par le centre du cercle C, perpendiculairement à son plan, se confond avec la corde de contact de C et de K; c'est le second ase de la surface.
2. Soit une sphère S arbitrairement tracée dans l'espace et M son centre; il est facile d'avoir son intersection avec la cyclide.
{') Vfiir ngtamment dans les Nouvelles Annales de Mathématiques i un Mémoire de M. Maniiheim suc l'application de la transforma lion par vcoleurs réciproques à l'étude ilc la cyclide.
En effet, par C faisons passer une sphère conpanl orlhogonalement 8; son centre O sera par conséquent sur l'axe F. Considérons le cône ayant pour sommet le point M et pour base K, et menons par le poinr O le cône supplémentaire de celui-ci (c'est-à-dire le cône dont les génératrices sont perpendiculaires aux plans tangents menés au premier cône). Ce cône coupera la sphère S suivant l'intersection cherchée; remarquons maintenant que, si le centre de la sphère reste fixe, pendant que son rayon varie d'une façon arhitraire, ce cône supplémentaire reste identique avec luimême et ne fait que se déplacer dans l'espace; qu'en entre, les considérations que j'ai développées au sujet de la conique K s'appliquent à la conique K'; ou déduira de là facilement les conséquences suivantes :
(I Etant données une cjclide et une sphère, ces deux surfaces se coupent suivant une courbe du quatrième ordre, suivant laquelle on peut mener quatre cônes, deux des sommets de ces cônes sont respectivement situés sur l'axe T et sur l'axe T'.
» Si, laissant le centre delà sphère fixe, on fait varier son rayon, les deux cônes, dont les sommets sont situés sur les ases, se déplacent parallèlemeot'à eux-mêmes, en conservant la même forme, leurs sommets décrivant les deux axes de la surface.
)) Si l'on coupe la surface par une sphère ayant pour centre un point d'une des coniques K et R', on peut par la courbe d'intersection faire passer un cône de révolution dont le sommet est sur l'autre conique.
» En particulier, si l'on considère une des sections circulaires de la surface, toule sphère qui la contient coupe la surface suivant un autre cercle; les cônes, qui passent par ces deux cercles ont leurs sommets sur les deux axes de la surface, à moins que les plans des cercles ne passent par l'une de ces droites (ce qui a lieu pour les cercles de courbure),
i> Si l'on coupe la cyclide par un plan, la section est une anallagmatique qui a quatre pôles principaux de transformation; ces pôles senties centres des cercles qui contiennent les seize foyers de la courbe; de ces pôles, l'un est situé sur l'axe T et l'autre sur l'axe F'. Les foyers singuliers de cette courbe sont les foyers de la projection sur le plan sécant de la conique R ou de la conique K'. .
LA CYCLIDE. jtf,
3. La cj'dide peut être considérée comme «ne anallagmatiqne, pour laquelle une des focales se réduit à un système de quatre droites isotropes (nécessairement situées sur une même sphère).
Soient, sur une sphère réelle (ou du moins dont l'équation est réelle), deux points M et M' imaginaivement conjugués; par le point M passent deux génératrices G et H de la surface (ce sont des droites isotropes), par le point M' passent deux génératrices G' et H', imagioairement conjuguées des premières.
Toutes les surfaces anallagmaliques, ayant pour focale l'enseuihle des quatre droites G, H, G' et H', sont des cyclides homofocales.
A cette focale se rattache un groupe de sections circulaires ( ' ) qui se subdivise lui-même eu un groupe (G) représentant les divers points des droites G et G' et en un groupe (H) représentant les points des droites H et H'.
D'un théorème général donné dans ma Note sur l'emploi des imaginaires dans la géométrie de l'espace, on peut déduire la proposition suivante qui s'accorde avec ce que j'ai dit dans le paragraphe précédent :
Etant pris un cercle quelconque du groupe (G) et un cercle quelconque du groupe (H), les deux cônes, qui passent par ces deux cercles, ont respectivement leurs sommets sur les axesT etr'.
Les cercles des groupes (G) et (H) sont ceux suivant lesquels la surface est coupée par ses plans bitangents.
On peut remarquer que les axes de la surface sont la droite MM' et la polaire de cette droite relativement à la sphère qui contient les droites isotropes qui constituent la focale.
■i. Ce qui précède conduit à un nouveau mode d'étudier la cycHide. Mais avant d'aborder ce sujet, je crois devoir rappeler quelques-uns des résultats obtenus dans la Note déjà citée sur
{') Voir dans l'Institut, et ddiis le Bulletin de la Sjciété pkilomathigue. avril 1870, ma Note : Sur l'emploi des imaginaires dans la géométrie de l'espace.
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l'emploi des imaginaires dans la géométrie de l'espace, et développer quelques points de détail qui s'y rapportent.
Un cercle réel, dans l'espace, détermint; deux points imaginaires; ce sont les sommets des deux cônes isotropes qui passent par ce cercle; en lixant le seus dans lequel on suppose ce cercle décrit, il représentera d'une façon précise un de ces deux points.
Un point imaginaire, dans le plan, est déterminé par un couple de points réels; l'ordre dans lequel ces points doivent être pris est également déterminé.
Soit C un cercle quelconque de l'espace, que nous supposons décrit dans un certain sens, et qui représente un poinlimaginaire, a; projetons ce point sur un plan réel et soita sa projection. Le point a sera représenté par un couple de points que l'on peut obtenir de la façon suivante :
« Supposons un spectateur placé au-dessus du plan de projection et à une distance très grande de ce plan, conservons seulement du cercle C la moitié dont le spectateur voit la partie convexe. Ce demi-ceicle se projette sur le plan suivant une demi-ellipse; le sens dans lequel est décrite celle demi-ellipse est d'ailleurs déterminé par le sens dans lequel est décrit le demicercle dont elle est la projection.
>ï Cela posé, si l'on désigne par A et A' les foyers de cette ellipse, A étant le foyer le plus rapproché de l'origine de la demi-ellipse que l'on a conservée et A' le foyer le plus rapproché de son extrémité; le point a est représenté par le segment (A, A'). »
5. On peut se proposer d'étudier la façon dont sont distribués dans l'espace les points d'une droite imaginaire donnée, ou plutôt comment sont distribués les cercles représentatifs de ces points. Trois cercles pris arbitrairement dansl'espace (le sens diins lequel ils sont décrits est évidemment supposé donné) ne peuvent évidemment pas être pris arbitrairement.
Leurs projections sur un plan arbitraire devant être en ligne droite, de ce que j'ai dit dans le paragraphe précédent résultent immédiatement les conséquences suivantes :
« Soient trois cercles (de sens bien déterminé) représentant trois points en ligne droite; si l'on projette ces cercles sur un plan quelconque, et si l'on désigne respectivement par a et a', b
et 6', c cl c' les foyers des coniques suivant lesquelles se projeltenl les cercles (ces foyers étant pris dans un ordre convenable), les deux triangles abc et a'b'c' sont semblables et inversement placés. » Kéciproquement, si trois cercles jouissent de la propriété précédente par rapport à'dcits plans de projection, ils vc présentent trois points en ligne droite, et ils en jouissent par rapport à tout autre pian de projection . n
6. Pour étudier la distribution dans l'espace des points d'une droite imaginaire, appelons g cette droite, et g' la droite imaginairement conjuguée. Ces deux droites ne se rencontreront pas eii général,
La droite sur laquelle se mesure leur plus courte cilsliince est réelle.
Pour classer les points de la droite g, menons dans l'espace une droite arbitraire D; celte droite et les droites g et g' sont les génératrices du premier système d'un hyperboloïde réel R,
Considérons l'ensemble des génératrices du second système de cet hyperboloïde; chacune d'elles rencontre §■ en un point imaginaire représenté par un cercle réel et l'ensemble de ces cercles forme une suiface S.
En donnant à la droite D toutes les positions possibles, on obtiendra une infinité de surfaces S, l'ensemble des génératrices circulaires de ces surfaces représentera les points de la droire g.
7. Je n'étudierai ici que le cas particulier où la droite g est une droite isotrope {il en est de même par conséquent de g').
Dans ce cas, la surface S est une cyciide: on peut, en effet, par g et g' faire passer une sphère qui a, en outre, en commun avec R, un autre couple de droites isotropes conjuguées h et A',
Les cercles représentatifs des points de g donnent un système (G) de sections circulaires de lacyclide; les cercles représentatifs des points de h donnent un autre système (H) de sections circulaires de cette surface.
J'appellerai droites focales de la cyclide les droites réelles sur lesquelles se mesurent les plus courtes distances des droites g et g', h et h'.
Toutes les cyclides qui correspondent à la droite g ont
171 aÉOMÛTRlB.
une droite focale commune; leurs focales onl aussi en communies deux droites g et g' ; je dirai que de telles surfaces sont des cyciides semi-hoinofocales.
Deux cyelides semi-homofocales se coupent ( indépendamment de l'ombilicaîe et des droites g et g') suivant deux cercles ; car, soient D et A les deux droites qui les déterminent, les hyperboloïdes correspondants ont en commun deux génératrices du second système, qui déterminent deux cercles commuas aux surfaces.
in
9. Considérons, en général, une courbe sphériqine K réelle (ou plutôt résultant de l'intersection d'une sphère et d'une surface algébrique dont les équations sont réelles), et une surface réglée réelle R, telle que chacune de ses génératrices rencontre K en deux points différents.
A chaque génératrice rectiligne de R correspondent deux points a et a' de R, qne l'on peut représenter par le cercle (a, a') qui résulte de l'intersection des deux cônes isotropes ayant respectivement pour sommets a ela' ('), Le lieu des cercles correspondant ainsi aux différentes génératrices de R est une surface S que l'on peut dire dérivée de la courbe K..
Soient S et S' deux surfaces dérivées de K, au moyen des surfaces réglées R et R'; l'intersection de S et de S' se composera d'abord d'un certain nombre de cercles ; car la surface R et R' ayant généralement un certain nombre de génératrices communes, chacune des génératrices communes fournit un cercle commun à S et S'. Outre ces cercles, la courbe d'intersection complète comprendra encore généralement une autre courbe V.
Il est facile de voir que, suivant chacun des cercles dont je viens de parler, les deux surfaces se coupent suivant un angle constant.
En effet, soit T une génératrice commune à R et R' et M un point quelconque du cercle correspondant, qui est commun à S et à S'. Le cône isotrope ayant pour sommet le point M coupe la
(') Voir dons l'Institut et dans le Bulletin de la Société pkilomatkiqut 1870. ma Note Sur l'emploi des imaginaires en géométrie.
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sphère, sur laquelle est siUiée K, suivant un plan passant pat- T; soient p et ^' les points où ce plaa louche respectivement les surfaces R et R'; d'après une propriété très simple que j'ai communiquée déjà depuis longtemps à la Société, M^ et M^' sont les normales menées par le point Ma S et à S'.
Quand deux surfaces réglées ont une génératrice commune, tout plan passant par celte droite touche les deux surfaces en deux points qui, lorsque le plan se déplace, déterminent sur la droite une division homographique. Dans le cas actuel, on voit immédiatement que les deux points doubles de celte division sont les points a et a' oif T s'appuie sui'R; d'après une proposition élémentaire bien connue, oh en conclut que le rapport anharmonique des quatre poinls ce, a' ; ^ et ^' est constant.
Menons maintenant les droites Ma et Ma',Mp et M^' ; le rapport anharmonique du faisceau est aussi constant, et, comme les droites Ma et Ma' sont isotropes, il en résulte que l'angle ^ Mp' est constant.
10. De la proposition précédente, relative aux surfaces dérivées d'une même courbe sphérique, découlent quelques conséquences dignes d'intérêt.
Supposons que K soit une biqnadratique spliériqne, que R soit une surface de second degré et R' une quadricuspidale ayant pour base K..
La surface dérivée S est alors une anallagmaliquc ayant K pour focale ; S' la coupe suivant quatre cercles correspondant aux quatre génératrices communes à R et R'. On voit immédiatement que le long de chacun de ces cercles les deux surfaces se coupent orlhogonalement.
En effet, dans ma Note Sur un problème de géométrie relatif aux courbes gauches du quatrième ordre insérée dans \e Journal de Liouville (iS'jo), j'ai démontré le théorème suivant:
Étant donnée une quadricuspidale ayant pour base ta courbe K et une génératrice 1.1! de cette surface {7. et a! désignant les points oà la génératrice s'appuie sur K), si Von considère en même temps la surface du second ordre qui passe par K et par rtn! , tout plan mené par cette dernière droite
touche la quadricuspidale et la surface du second ordre en deux points qui partagent harmoniqaement le segment aa'.
On en déduit immédiatement que Tangle aa' est droil. L'intersection de S et de S' estcomplétée par une des lignes de courbure de S.
On a donc ]a proposition suivante ;
Etant donnée une annllagmatique ayant pour focale la biquadratiqùe sphérique K, toute surface dérivée de K, au moyen d'une quadricuspidale ayant pour base K, coupe l'anallagmatique suivant une des lignes de courbure de cette surface et suivant quatre cercles; le long de ces quatre cercles, les deux surfaces se coupent orthogonalement.
M. William Roberts avait déjà donné ce théorème pour les surfaces du second ordre; la surface dérivée de la quadricuspidale est, dans ce cas particulier, le lieu des génératrices circulaires d'un système de siu-faces homolbcales dont les plans passent par leur centre commun.
H. Considérons dans l'espace une droite isotrope g et la droite isoliope g' , qui lui est imaginairemenl conjuguée. Ces deux droites sont situées sur une même sphère S qu'elles déterminent complètement.
Soient S et S' deux surfaces quelconques dérivées de g', elles jouiront des propriétés établies précédemment ; il est facile de voir en outre que leur intersection complète se compose des cercles dontj'ai parlé. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Soient deux surfaces quelconques dérivées dune droite isotrope, ces surfaces se coupent suivant un certain nombre de cercles et le long de chacun de ces cercles elles se coupent suivant un angle constant.
12. Soit D la droite réelle sur laquelle se mesure la plus courte distance des droites g elg'; si l'on donne à la figure uu mouvement de rotation quelconque autour de D, g et g' restent immobiles.
On en conclut que, si S désigne une surface dérivée de g, et
si on la fait tourner aiUonr de D de façon à lui faire occuper la |josilion So) So ^^^ "'1^ surface dérivée de g. D'où la proposilion suivante ;
Etant donnée une surface (juelconque S dérivée des droites isotropes conjuguées g et g', si on ta fait tourner, d'un angle quelconque, autour de ta droite réelle D sur laquelle se mesure la plus courte distanee de g et g' , dans la nouoelle position ta surface coupera la surface primitive suivant un certain nombre de cercles et le long de chacun de ces cercles les surfaces se couperont suivant un angle constant.
Il est ;i remarquer que la droite D passe par le centre de la sphèi-e S dont l'équation est réelle, mais qui n'est jamais réelle.
13. Ce qui précède donne une solution (renfermant une fonction arbitraire) du problème suivant;
Trouver une surface telle que, si on la fait tourner autour d'une droite fixe, la surface dans sa nouvelle position coupe la surface primitive sous un angle constant, quelle que soit la grandeur de la rotation effectuée.
Il est bien clair que la grandeur de l'angle varie avec la grandeur de la rotation et que la courbe d'intersection peut se composer de plusieurs courbes séparées, l'aniçle d'intersection variant d'une courbe à l'autre, mais demeurant le même le long de chacune d'elles.
Pour éviter les circonlocutions, lorsqu'une droite jouira par rapport à uue surface de la propriété que je viens d'énoncer, je dirai, dans les paragraphes qui suivent, que la droite est un axe de rotation de la surface.
Nous avons obtenu une classe de surfaces ayant un axe de rotalion; il est facile d'en trouver une seconde.
En effet, soient tracés dans un plan un cercle C et une courbe arbitraire A. Gliaque tangente à A rencontre C en deux points a. et a dont l'ensemble est représenté par le cercle (a, a'); les divers cercles qiti correspondent à toutes les tangentes que l'on peut mener à A, forment une surface B. Les cercles dont je viens de parler constituent un des systèmes de lignes de courbure de B.
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I! est facile d'obtenir l'autre ; menons, en effet, par C une sphère arbitraire, la développable circonscrite à cette sphère et à A touchera la sphère suivant une ligne de courbure deB; eten faisant varier le rayon de la sphère, on obtiendra toutes les lignes de courbure du second système.
Une surface telle que B pourrait être désignée sous le nom de sphérO'Cyclide, vu que l'un de ses systèmes de lignes de courbure se compose de cercles et l'autre de courbes sphériques.
J'appellerai cercle directeur de la surface le cercle C, et axe de cette surface la droite menée par le centre de ce cercle perpendiculairement à son plan.
La sphéro-cyclide jouit d'une des propriétés de la cyclide que j'ai mentionnées plus haut : si on la coupe par une sphère, on peut toujours faire passer un cône par la courbe d'intersection ; le sommet de ce cône est sur l'axe; si, le centre de la sphère restant fixe, son rayon varie, le cône qui passe par la courbe d'intersection ne varie pas de l'orme et se déplace paralièlêmenl à lui-même, son sommet glissant siirl'axe.
li. On voit immédiatement que deux sphéro-cyclides ayant même cercle directeur se coupent suivant un certain nombre de cercles; le long de chacun de ces cercles, elles se coupent suivant le même angle; ce que l'on peut voir par une démonstration directe, ou en remarquant que chacun des cercles est une ligne de courbure pour les deux surfaces.
En particulier, si l'on fait tourner une sphéro-cyclide autour de son axe, la surface obtenue après la rotation sera une sphérocyclide ayant même cercle directeur que la première; on peut donc dire que :
L'axe d'une sphéro-cyclide est un axe de rotation de cette surface.
On a ainsi une nouvelle famille de surfaces, dont l'équation renferme une fonction arbitraire, et qui possède un axe de rota-
15, La cyclide, en particulier, appariien Liilles de surfaces dont je viens de parler.
s geomethiques sur la cyclide. 1^7
De ce que j'ai dil plus haut, on déduit iniinédiatement les eonscqucnces suivantes :
(( i" Deux cyclides semi-homofocales se coupent suivant deux cercles et, le long de chacun de ces cercles, elles 'se coupent sous un angle constant.
» 2" Une cjclide a quatre axes de rotation; ce sont ses deux axes et ses deux droites focales. »
SUR QUELQUES
DES RAYONS DE COURBUIÎE DES SECTIONS PLANES
SURFACES ANALLAGBATIQUES.
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\. Coiisidcrons une courbe plane K; soient m ie nombre des branches de cette courbe qui se croisent eu chacun des ombiHcs du plan, et n le nombre des points distincts des ombilics où la courbe est rencontrée par la droite de l'inGni.
Celle courbe a m foyers singuliers F,, F^, etc. Si un angle droit se meui de telle façon qu'on de ses côtés passe par un point fixe P du plan, tandis que son sommet décrit la courbe K, le second côté de l'angle enveloppe une courbe H, dont la classe est égale à ^{m-\-n).
Cette courbe {') a :
i" wfojers situés à l'infîm et sur des direclions perpendiculaires aux asymptotes de la courbe K qui ne sont pas isotropes ;
2° Un foyer multiple au point fixe P, qui compte pour {m-\-n) foyers;
3° m autres foyers G, , G( , clc. que l'on obtient en joignant le poinl P aux foyers singuliers de K, et en prolongeant d'une longueur égale à elle-même chacune des droites ainsi obtenues.
(') Voir dans le Journal de l'Institut et dans le Bulletin, de la Société philomathique {nov. 1868), ma Note sur quelques propriétés des coui-bes algébriques, etc.
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2. SoÎL M UQ point quelconque du plan; sur MP comme diamètre décrivons une circonférence. Cette circonférence rencontre K en 2{ffï + «) points rf, et les 2 (ot + ti) droites M (^ senties tangentes que l'on peut mener du point M à ia courbe H.
En un de ces points d, menons le cercle qui, passant par P, touche K.; le point T où ce cercle rencontre Wd est le point de contact de cette droite avec H.
Je rappellerai ici le théorème que j'ai donné {^Journal de V Institut Qi Bulletin de la Société philomathique, février 1867 : Sur la détermination du rayon de courbure des lignes planes) :
Si, par un point "M. pris dans le plan d' une courbe plane de classe n, on mène les n tangentes à la courbe, le centre harmonique du point M relativement aux n foyers réels est le même que relativement aux n points de contact.
Si l'on applique le théorème précédent à la courbe H, en remarquant que l'on ne doit tenir aucun compte des foyers situés à l'infini, on trouve l'équatiou suivante:
Df
équation symboliqui
désigne une grandeur géométrique égale en valeur absolue à l'ii verse de MT et ayant pour direction la direction de cette droite.
3. Je me bornerai aux applications les plus simples de la formule précédente. Il serait facile devoir comment les résultats suivants peuvent s'appliquer à une courbe quelconque.
Supposons, en particulier, que la courbe K ne rencontre la droite de l'infini qu'aux ombilics, en sorte que l'on ait
Je désignerai, pour abréger, une telle courbe sous ie n courbe cyclique.
Par 11(10 transformation facile on déduira de la formule préeédenLe le tliéorème suivant :
Si l'on coupe une courbe cyclique par un cercle C et si, en chacun des points d'intersection, on mène un cercle touchant la courbe et passant j>ar un point Jixe P pris sur C, le centre harmonique du centre de C relativement aux centres de ces cercles est le même que le centre harmonique du même point relativement aux foyers singuliers de la courbe et au pointP, ce dernier étant compté mjois, 2 m désignant le degré de la courbe.
■i. En particulier, le cercîe sécant peut se réduire à une droite, et l'on a la proposition suivante :
Étant donnée une courbe cyclique de degré 2 m, une droite quelconque la coupe en im, points; si, en chacun de ces points, on mène un cercle qui touche la courbe et qui passe par un point fixe P situé sur la droite, le centre des moyennes distances des centres de ces 2 m cercles est le point milieu de la droite qui joint le point P au centre de la courbe.
Remarque. — J'appelle ici centre de la courbe les centres des moyennes distances dc'ccs m foyers singuliers.
S. Pour abréger, dans ce qui suit, je représenterai par la notation {a,b.c,...)
le centre des moyennes distances des points a, b, c, ....
Cela posé, appliquons ce qui précède à une anallagmalique {courbe cyclique du quatrième ordre).
Étant données une anallagmalique et une droite qui la coupe aus points a, b, c et rf, prenons sur cette droite un point quelconque m. Soient a, j3, y et S les centres des cercles qui, passant par le point m, louchent l'anallagmatique aux points donnés.
D'après ce que j'ai dit ci-dessus, l'on a
C désignant le centre de l'anallagmatique, c'est-à-dire le point milieu de la droite qui joint ses deux foyers singuliers.
s GOURBES AI-OEERIQUEE.
Supposons qwe le point m se confonde avec le point c confond aussi avec ce dernier point, et l'on a
d'où
Si maintenaiil la droite donnée touclie l'anallagmaliquc au point m, il esl clair que le point ^ devient le centre [i du cercle osculateur de la courbe au point m ; on a donc, y et 8 désignant les centres des cercles qui passent par m, et touchent l'anallagmatique aux deux points où elle est coupée par la tangente en m,
soit i le point milieu du segment y^i on aura
D'où celle conclusion :
« Soit C le centre d'une anallagmatique, la tangente en un point m de cette courbe la rencontre de nouveau en deux points c et d; soient i" st S les centres des cercles qui, passant par le point m, touchent la courbe en c et (i et i le point milieu du segment -(B; cela posé, si, par le point m, on mène une droite parallèle à iC, dirigée dans le même sens et de longueur double, l'extrémité de cette droite est le centre de courbure de l'anallagmatique au point m ».
6. Appliquons ce qui précède aux surfaces anallagma tiques (du quatrième ordre); je m'appuierai principalement sur la propriété
En appelant centre d'une surface anallagmatique le centre commun aux trois coniques qui constituent ses focales singulières, toute section plane de la surface est une anallagmatique plane ayant pour centre la projection sur le plan sécant du centre de la surface .
Cela posé, soient M un point de celle surface et une tangente MT passant par ce point; soient P et Q les points où cette droite rencontre de nouveau la surface, p el q les centres des sphères qui, passant par le point M, touchent la surface en P et Q.
Si par la droite MT nous menons un plan sécant quelconque, il coupe la surface suivant une courbe à laqueûe on peut appliquer les thcorèmes précédents; remarquons maintenant que le centre de cette courbe est la projection sur le plan sécant du centre de la surface, que les centres des cercles qui, passant par le point M, touchent la courbe en P et Q, sont les projections des centres des sphères, qui passent par le point M et touchent la surface en P elQ.
D'oii les propositions suivantes :
Théorème I. — Étant donnée une surface anallagmatique et une droite qui la rencontre aux points «, t, c, d\ soit pris sur cette droite un point quelconque M; soient, déplus, a, p, Y e( S les centres des sphères qui, passant par M, touchent la surface en a, b, c et d.
Le centre des moyennes distances des points a, p,f et S est le point milieu de la droite qui joint les deux points M et C, C désignant le centre de la surface.
Théorème II. — Soient M un point quelconque d'une surface anallagmatique et une droite quelconque MT gui touche la surface en ce point; la droite MT rencontre la surface en deux points distincts du point M; soient a. et ^ les centres des sphères qui, passant par le point M, touchent en ces deux points la surface, et I le milieu du segment a^.
Cela posé, si, par le point M, on mène une droite parallèle à IC, dirigée en sens inverse et de longueur double, l'extrémité de cette droite est le centre de courbure de la section faite dans la surface par le plan normal passant par Wï .
I. — Considérations prélii
\. Je me propose, dans cette Note, d'étendre au cas de l'espace et de développer les considérations que j'ai exposées d'une façon succincte dans mon Mémoire de géométrie analytique inséré dans le Journal de Lioaville (janvier 1872 ).
Considérons, dans l'espace, une figure rapportée à un système quelconque de coordonnées rectangulaires, rr, y et s étant les coordonnées par rapport à ce système d'ases d'un point M de la figure. S désignant une surface algébrique quelconque de classe n., si l'on imagine le cône circonscrit à cette surface et qui a pour sommet le point M, on voit que ce cône est un cône algébrique de n"""' classe. Un plan tangent à ce cône sera tangent à ta surface, et si l'on appelle ^, ■/;, Ç les cosinus des angles que fait avec les axes la normale à ce plan, ces quantités satisferont à iine équation du rt'^™'' degré, homogène par rapport aux trois variables,
Les coefficients de cette équation sont des fonctions données des variables a^, y et s ; et il est facile de voir que ces fonctions ne peuvent être choisies arbitrairement.
De ce qui précède il résulte, en effet, que X, Y, Z désignant les coordonnées courantes,
est l'équation d'un plan tangent à S; le point où ce plan coupe
l'axe des s est déterminé par l'équation
ce point étant donné, les rapports = et - sont reliés entre eux par une éqiiation du degré n.
La forme générale de l'équation (i) est donc
¥(È,ï;,i:,a:È-l-Jil-H3i:) = ",
la caractéristique to désignant un poljnonîe entier quelconque du degré n. En mettant seulement en évidence les ;, -/j, Ç, je l'écrirai ordinairement sous la forme (i), et je l'appellerai IVjMaïion mixte de la surface S.
On peut interpréter cette équation d'une façon un peu difTérente; si l'on suppose un système d'ascs rectangulaires parallèles aux premiers axes el dont l'origine mobile soit transportée au point M; en appelant \, ■/[, Ç les coordonnées relatives à ce nouveau système d'axes, l'équation (i) représente le cbne supplémentaire au cône ayant pour sommet le point M et circonscrite S.
2. Il est facile de passer de l'équation tangentielle d'une surface à son équation mixte. De cette dernière équation on déduit immédiatement son équation en coordonnées cartésiennes; en effet, pour un point de la surface le cône siipplém en taire au cône cirà la surface et dont l'équation est
a une arête double; ou, si l'on veut, la courbe K que représente l'équation en coordonnées triangulaires a un point double. On obtiendra donc l'équation de la surface en coordonnées cartésiennes en égalant à zéro le discriminant de la forme ternaire F. Ceci se rapporte au cas général; mais, si la surface S avait une ligne de contact multiple avec une développable, la courbe K aurait constamment un certain nombre de points doubles; et l'équation cartésienne de la surface s'obtiendrait en écrivant la condition nécessaire et suffisante pour que K ait un point double de plus, c'est-à-dire en égalant à zéro la fonction des coefficients que M. Cayley appelle le discriminant spécial de la courbe.
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3. Je représenterai les surfaces que j'aurai à considérer par leurs équations mixtes. Ces équations mixtes s'obtiennent en égalant à zéro des formes ternaires en ^, ïj et i^; les coefficients de ces formes sont des fonctions de x, y, z, assiijetties à satisfaire à certaines conditions, dont it faudra dans beaucoup de cas tenir compte.
On peut toutefois les laisser souvent de côté en s'appuyant sur la proposition suivante :
Étant donné un nombre quelconque de surfaces dont les équations mixtes soient
si Von désigne par I un invariant quelconque de ce système de formes, l'équation
représente une surface dont le degré est indiqué par le poids de l'invariant.
Les contre variants (simples ou multiples) des formes représentatives des surfaces s'introduiront d'eux-mêmes quand on considérera un certain nombre de points en même temps que ces surfaces.
Soit en effet un point M dont les coordonnées soient a, ^ et y; si nous posons, pour abréger,
l'équation mixte du point M est
et les invariants simultanés de cette forme et du système déformes donnés sont des contre variants de ce système.
■4. Au point de vue où je me place dans cette Note, l'étude d'un système de surfaces consiste dans l'étude des formes ternaires qui, égalées à zéro, fournissent leurs équations mixtes et dans l'étude des surfaces que représentent leurs divers invariants.
Les contrevariants (simples ou multiples) de ces formes interviennent quand on adjoint à ces surfaces un certain nombre de points.
Quant aux covarianls, ils jouent un rôle distinct et moins important.
ë. Si l'on considère deux snrfaces, leurs équations mixtes (en considérant les i, t\, K comme variables) représenieroni deux courbes planes.
En exprimant que ces deux courbes sont tangentes, on obtiendra l'équation de la développable circonscrite à ces deux surfaces; en exprimant que ces deux courbes ont un double contact, on aura les équations de la ligne nodale de cette développable. Son arête de rebroussement s'obtiendra en exprimant que les deux courbes sont osculaloires.
Étant données trois surfaces, le résultant de leurs équations mixtes égalé à zéro donnera les équations de leurs plans tangents commims ; de môme le résultant des réciprocants de ces équations donnera l'équation de la surface réglée qui leur est circonscrite.
6. Pour prendre l'exemple le plus simple, l'équation d'une surface du second ordre S étant
OÙ F désigne un polynôme homogène et du second degré par rapport aux ^, ïi, Ç; si l'on appelle G la forme adjointe à F, on voit que le cône, circonscrit à la surface et qui a pour sommet un point donné M, a pour équation
G(X,Y,Z) = o, si, a, p, y étant les coordonnées du point M, on pose pour abréger
Soit un second point M' dont les coordonnées soient a.', P' et y ; en posant
X'-^-=.', T=j-^\ Z-=z-Y, l'équation
t figurer l'émanant (contrevariant double) de G, repré-
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sentera la surface du second ordre passant par les points M et M', et par les courbes de contact des cônes ayant ces points pour sommets et circonscrits à S,
7. Je me propose, dans nne autre Note, d'appliquer les considérations qui précèdent à l'étude des systèmes composés de surfaces de deuxième et de troisième classe.
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i. Je supposerai, dans tout ce qui va suivre, les différentes figures que j'aurai à considérer rapportées à un système de coordonnées rectilignes quelconque.
Soient une courbe arbitraire C tracée dans un plan, el M un point quelconque de ce plan; j'appelle x et y ses coordonnées.
Menons du point M une tangente à la courbe, et soit /c le coefficient angulaire de cette tangente; la quantité /: (qui généralement est susceptible de plusieurs valeurs) est une fonction des coordonnées variables x et y.
Cette fonction, il est facile de le voir, ne peut être prise arbitrairement et doit satisfaire à une équation aux différences partielles linéaire et du premier ordre, qu'on peut établir de la façon suivante.
Appelons, pour un instant, X et Y les coordonnées courantes de la tangente menée du point M à la courbe; son équation sera
Pour que les différentes droites représentées par cette équation^ lorsqu'on y fait varier x et y, enveloppent une courbe, il faut et il suffit que la droite obtenue, en remplaçant le point M par un point infiniment voisin, coupe la première en im point fixe, quelle que soit la direction du déplacement; il est clair, d'ailleurs, que ce point fixe est le point de contact de la tangente avec la courbe. Différentions successivement l'équation (i), par rapport à X
el y, en supposant X et Y constantes ; il vient
D'où, en éliminant X — x entre ces deux relations,
d^ ^ dk _ dx ^ dy
Telle est l'équation aux différences partielles à laquelle doit satisfaire la fonction k^ pour qu'elle représente le coefficient angulaire d'une tangente menée du point (a;, y'} à une courbe quelconque tracée dans le plan.
Cette équation a pour intégrale générale
la caractéristique / désignant une fonction arbitraire de la variable ;
et telle est, en termes finis, la relation à laquelle doit satisfaire k.
Il est facile de trouver directement cette relation. En effet,
étant l'équation de la tangente menée du point M à la courbe, y — kx est l'ordonnée du point où cette tangente coupe l'ase des y\ la valeur de cette ordonnée ne dépend évidemment que de la valeur de k. On a donc
y-kx=f{k).
%. Lorsque la courbe donnée est algébrique, /(A) est généralement une irrationnelle susceptible de m valeurs et racine d'une équation algébrique de degré m. Cette équation est d'ailleurs irréductible si la courbe ne se décompose pas en courbes de degré inférieur.
k satisfait donc à une équation de la forme
(a) A„(7 - kxr-^ k,{y ~ k^y'-'+.. .+ K,-,(y~kx) + A„= o,
Afl, Ai, . . ., Am désignant des poljnomes entiers en /r d'un degré quelconque.
Le nombre m indique combien on peut mener de droites tangentes à la courbe el parallèles à une direction donnée. Quant à
la classe de la'courbe, elle est indiquée par le degré en k de l'équation précédente, degré qui est généralement égal à m, mais qui penl lui être supérieur lorsque la courbe est tangente à la droite de l'infini.
Ce cas particulier mis de côté, on voit que, dans l'éqaation (a), A(| est un nombre que l'on peut supposer égal à l'unité, et A), A3, . . ., A^ des polynômes entiers en k et respectivement des degrés i,"a, . . ., m.
Si, pour rendre l'équation homogène, nous posons
on voit que la relation précédente peut être mise, pour une courbe de classe n, sous la forme
(3) I +"'^"~''(a^^-^pV + 7K^)C^r-t^^)"-^ + ---.
ou encore, en réunissant dans un même terme les coefficients de la même puissance de î^,
dX'î-i- nbl"-^ |j.H i^ ~ cl"-^[i.- — . . .+ nhlji."--' -\- /iij."= o.
3- La relation précédente, qui, pour chaque point du plan, donne les coefficients angulaires des tangentes quel' on peut mener de ce point à une courbe donnée, définit complètement cette courbe.
Je )a désignerai, dans tout ce qui suit, sous le nom ^iquation mixte de la courbe.
Une telle équation s'écrira de la iaçon suivante :
F désignant une fonction homogène et entière, mais du reste entièrement arbitraire, des trois variables que comporte son
expression; ou encore, en mettant seulement en évidence les variables \ et [a,
/ désignant une fonction homogène de ces variables.
Le plus souvent, pour mettre en évidence les coefficients du poljnome /'()>, [>■), j'emploierai la notation commode de M. Cajley, en désignant par
(«,&.c, ...p,H)" ie pol;ynome
en sorte que l'équation mixte générale des courbes de la classe n sera
4. II est facile de passer de l'équation d'une courbe en coordonnées tangentielles à son équation mixte. En effet,
étant l'équation d'une droite quelconque tracée dans le plan, l'équation langentielle d'une courbe est la relation, homogène par rapport aux trois variables,
à laquelle doivent satisfaire ^, ï] et Ç pour que la droite soit tangente à la courbe. Si l'on déduit de l'équalion de la tangente la valeur de son coefficient angulaire et la valeur de l'ordonnée au point où ell^ coupe l'axe des y, on obtient les deux relations suivantes
d'oii
en substituant ces valeurs de ^, -t; et ^ de l'équation précédente, il ■vient
équation de la courbe donnée.
Dans le plus grand nombre de cas, il sera plus commode de calculer directement l'équation mixte d'une courbe, que de la tirer de son équation langentielle. Mais je veux déduire, de ce qui précède, une conséquence très simple qui nous sera utile par la suite.
Considérons plusieurs courbe; tielles soient
et une autre courbe dont l'équation s'obtienne en égalant à zéro une fonction entière des polynômes qui forment les premiers membres des équations précédentes, et soit par exemple
(]e\a poséj il résuJte immédiatement de la proposition précédente que
étant les équations mixtes des premières courbes, l'équation mixte de la dernière est
Ainsi, l'équation mixte générale des courbes de /i'™'^ classe inscrites dans un poljgone de «^ côtés est
P-hpQ = o, p désignant un coefficient arbitraire et P = o, Q = o • représentant deux quelconques de ces courbes.
6. De l'équation mixte d'une courbe il est facile de déduire son équation en coordonnées cartésiennes.
En effet, soit /(k, [j.) := o cette équation; la courbe est évidemment le lieu des points d'où l'on peut lui mener deux tangentes coïncidentes. Donc, si l'on désigne par A le discriminant de la forme /()>, y-),
est l'équation de la courbe eu coordonnées cartésiennes.
On retrouve ainsi la méthode donnée par M, Cayley pour passer de l'équation d'une Courbe en coordonnées tangentielles à son équation en coordonnées cartésiennes.
Ce qui précède suppose que la courbe n'a pas de singularités. En effet, si elle a une tangente double ou une tangente d'inflexion, on voit que chaque point de l'une quelconque de ces droites jouit
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de la propriété que deux des tangentes que l'on peut mener de ce point à la courbe se confondent; chacun de ces points satisfait donc à l'équation précédente.
Pour s'en tenir aux singularités ordinaires, on voit que si l'on désigne par U =^ o l'équation (cartésienne) de la courbe, par T = o l'équation de l'ensemble des tangentes doubles et par I^o l'équation de l'ensemble des tangentes d'inflexion, on a
Soit
i'équation mixte d'une courbe de classe n.
n est clair, d'après ce qui précède, que a, b, c, , . . sont des fonctions de ic et dey qui ne peuvent être choisies arbitrairement; et, en effet, /{\ p) étant une fonction de Cky — [J^^)) l'on doit avoir identiquement
On doit, dans la plupart des questions qui se présentent, avoir égard aux relations entre les coefficients qui résultent de l'équation précédente, et l'élude de ces relations conduit elle-même à des résultats dignes d'intérêt; mais, dans un grand nombre de cas, — et ce sont ces cas particuliers que j'étudie spécialement dans ce Mémoire, — ■ on peut, pour ainsi dire, les laisser de côté, ou da moins ne les faire intervenir que d'une façon indirecte.
8. La proposition fondamentale, sur laquelle je m'appuierai constamment dans ce qui suit, peut s'énoncer ainsi :
Propositiom. — Soit un nombre quelconque de courbes représentées par les équations mixtes
Ml, ^) = o, /,(X, ix) = o, /,(À, ,x) = o
Si l'on considère un inçariant quelconque 1 des formes fts, /i, Ji, . . ., l'équation
représente une courbe dont le degré est précisément égal au poids de Vinvariant.
Démonstration. — Je rappellerai brièvement ce qu'oQ r poids d'un invariant. Si, dans les formes données, on remplace l'une des variables, X par exemple, par \t, l'invariant relatif aux nouvelles formes que l'on obtient ainsi est égal à l'invariant primitif I, multiplié par une certaine puissance de \ ; l'exposant de cette puissance est le poids de l'invariant.
Ceci posé, mettant en évidence toutes les variables dans les équations mixtes des courbes, écrivons-les sous la forme suivante :
F(|(),, fi, \y — ]ix) = o, F,(X, ,1, V-H'^) = o,
Si, dans les polynômes qui forment les premiers membres de ces équations, nous remplaçons respectivement x ^l y par tx et ly, nous obtenons les poijnomes suivants :
Le nouvel invariant 1' déduit de ces formes, comme I l'était des premières, contient t à une puissance dont le degré est celui de la courbe représentée par l'équation
Posons mainlenant
ly — fj.^ = >■', 'ky + \is:- |i',
en effectuant ime substitution linéaire dont le déterminant
est indépendant de t.
On déduit delà
et les formes précédentes deviennent
KdL''L tL
rSS
L'invariant I", relatif à ce système de formes et analogue à 1', lui est égal, à un facteur près, qui, étant une puissance de déterminant w de la substitution, est indépendant de t.
Dans I", t entre évidemment à un degré égal au poids de l'invariant; la proposition est donc démontrée.
Remarque I. — La démonstration précédente suppose que les coefficients des polynômes JaÇk, \>-), /t {X, ^i.), . . . ont la forme la plus générale (compatible avec les relations nécessaires qui existent entre eus). Dans des cas particuliers, le degré de la courbe représentée par l'équation
peut s'abaisser; mais alors la droite de l'infini fait partie de la courbe.
Remarque II. — Ce que je viens de dire s'applique aux covariants que l'on peut déduire des formes
Les équations que l'on obtient en égalant à zéro les différents coefficients d'un covariant représentent des courbes d'un degré égal au poids de ce covariant.
9. J'ai cm devoir, pour plus de clarté, employer dans ce Mémoire les coordonnées rectilignes.
Si l'on voulait employer les coordonnées triangulaires symétriques, il suffirait, dans les formules précédentes, de rétablir l'homogénéité en introduisant une troisième variable s.
Rien n'est à changer, si ce n'est la signification géométrique qu'on doit attribuer à l' équation mixte de la courbe. Mais il est, je crois, inutile d'insister sur ce sujet.
SECTION II
PRorniÉTÉs SES goshbes se troisième; classe.
10. Considérons une courbe de troisième classe K', et soit son équation mixte.
La forme U n'a qu'un invariant; c'est le discriminant
D = (ïS rfî -i- 4 «c' + 4 «ifts _ 3 6= c2 — 6 a*c£/. L'équation
est, comme nous l'avons vu, l'équation en coordonnées cartésiennes de la courbe K^; elle est du degré 6, ce nombre étant le poids du discriminanl.
Pour obtenir les points de rebroussement (le K^, il faut cbercher les points du plan pour lesquels l'équation
a trois racines égales.
Considérons le covatianl
les conditions nécessaires et suffisantes pour l'égalité des trois racines de l'équation (i) soQt les suivantes :
équations de trois courbes du quatrième ordre (n"8, Rem. II).
Les g points de rebroussement de K' sont donc les points communs à ces trois courbes.
Il est clair qu'on peut trouver une infinité de courbes du quatrième ordre passant par ces 9 points. Pour avoir leur expression générale, considérons, en même temps que la courbe K^, une courbe de seconde classe arbitraire K^ et dont l'équation mixte soit
Posons
1= k{bd — c^)-'B{ad — bc)-\- C(nc — 6ï) (■).
I est uu invariant des formes U et V, de poids égal à 4- L'équation
représente donc une courbe du quatrième ordre 3'; ell (') Salmon, Algèbre supérieure, p. 170.
B: AKALYTIQUI. 197
demmenl satisfaiie quand on pose
bd — c-'^o, ad — bc = Q, ac~b^=o; elle passe donc par les g points de rebroussement de R'.
H. Cherchons direclement les points où elle coupe cetie courbe. Pour tout point de K', l'équalion (i) a deuK racines égales, et, en vertu do la propriété fondamenlaîe des invariants, on peut supposer que la valeur commune de ces racines soit zéro, ou bien poser
I devient alors égale à
pour que celle quantité s'annule, il faut que l'on ait
c'est-à-dire que le point pris sur K^ soît un point de rebroussement, ou bien que
c'est-à-dire que la tangente menée en ce point à K' touche aussi K*.
La courbe 3' rencontre donc K' aux 9 points de rebroussemcnt (chacun de ces points complanl pour deux, comme on le savait a priori) et aux 6 points de contact des tangentes communes à R' et à R».
D'où la proposition suivante :
THÉoitÎLME. — Étant données une courbe de troisième classe R' et une courbe de seconde classe R*, les 6 points où les tangentes communes à ces courbes touchent R' et les 9 points de rebroussement de R' sont sur une même courbe de quatrième ordre 3^.
12. Si l'on prend au hasard, sur K', 5 points a, ces 5 points et les 9 points de rebroussement de la courbe déterminent une courbe du quatrième ordre qui rencontre R' en un sixième point p. D'un autre côté, les 5 tangentes menées à R* par les points a déterminent une courbe de seconde classe R^ ; R' et R' ont une sixième tangente commune. Son point de contact avec R^, étant.
sur une courbe du quatrième ordre passant par les 5 points i. et les 9 points de rebroussement, se confond avec p.
D'où le lliéorème suivant, réciproque de la proposition précédente :
Théorème. — Si par les 9 points de rebroussement d'une courbe de troisième classe K.', on mène une courbe quelconque du quatrième ordre, cette courbe rencontre K* en Q points (' )■ distincts des points de rebroussement; les tangentes menées à Y^^ par ces 6 points touchent une même conique.
13, La conique K^ peut se composer d'un couple de points P et Q. La courbe 3' passe alors par les 6 points de rebroussement de K' et les 6 points de contact des tang^enles qu'on peut lui mener des points P et Q. Je dis, de plus, qu'elle passe par ces points eux-mêmes.
En efTet, pour l'un quelconque de ces points, la tangente menée de ce point à K^ est indéterminée ; l'équation
est satisfaite identiquement, et l'on a
Mais, dans ces hypothèses, I s'annule évidemment; la proposition est donc démontrée.
En se reportant au paragraphe précédent, on déduit de là le théorème suivant :
Théorèmb. — Étant pris sur une courbe de troisième classe K* 3 points a, a' et a", tels que les tangentes en ces points concourent en un même point A, toute courbe du quatrième ordre qui passe par les 9 points de rebroussement de K" et les 3 points a, a' et d' passe par le point A; elle rencontre K= en 3 autres points, et les tangentes en ces points se coupent en un même
(') Ces points sont, en général, disti fondre avec quelques-uns de ces demie:
point B, qui est également situé sur la courbe du quatrième
1-4. Menons, dans le plan de R^, une droite qiielconqne A, les tangentes menées à la courbe aux 6 points a, où elle est coupée par A, touchent une même conique K^ qui est la polaire de A.
Dans ce cas, la courbe du quatrième ordre 3^ passant par les 6 points de contact a qui sont en ligne droite, il est clair que cette courbe se décompose en la droite A et une courbe du troisième ordre S{? passant par les g points de rebroussement. Cette courbe, d'ailleurs, est complètement déterminée, puisque par les points de rebroussement d'une courbe de troisième classe on ne peut faire passer qu'une courbe de troisième ordre, et elle demeure toujours la même, de quelque façon que l'on cboisisse la droite A.
Son équation est facile à obtenir; considérons, par exemple, la conique polaire de la droite de l'infini, et soit
son équation mixte; d'après ce que je viens de dire, on voit que l'équation
i(_bd — c^) ~ q^ad— bc) + i)(ac — b'--) = o
s'abaisse au troisième degré; c'est précisément l'équation de la courbe S^.^.
15. Si la droite A est tangente à la hessienne de K', sa conique polaire se compose de 3 points; ces a points, d'après ce que j'ai dit ci-dessus (n" 13), se trouvent sur 5', qui, dans ce cas, se compose de la tangente à la hessienne et de la courbe Jl'. Comme ils sont en dehors de la droite, ils se trouvent nécessairement sur ^^ ; on retrouve ainsi cette proposition bien connue de M. Caylej :
Le lieu des couples de points gui constituent les coniques polaires des tangentes à la hessienne d'une courbe de troisième classe est la courbe du troisième ordre qui passe par ses gpoints de rebroussement.
16. On peut encore supposer que la conique K- se réduise à un point double.
Soient ^ etTi les coordonnées de ce point; son équation mixte
ou, en posant, pour abréger, y — -t^^^Y et x — ^ = X, (~Y,XÏX,,.)> = o.
D'où, pour l'équation de la conique R^ (considérée comme point double),
(YS-XY,X = JX, [x)^=o.
On a alors
I ^ (ac — b^jX^-hiad— i>c)XY -h {bd — c^)Y^,
expression dans laquelle, si l'on considère X. et Y comme les variables, on reconnaît immédiatement le covariant quadratique deU.
L'équation
représente une courbe du quatrième ordre 3' qui passe par les 9 points de rebroussement de R' et qui louche celte courbe aux points de contact des tangentes issues du pointdonné; on voit, de plus, à l'inspection de l'équation précédente, qu'elle a ce point pour point double, et que les coefficients angulaires des tangentes au point double sont les racines de l'équation
obtenue en égalant à zéro le covariant quadratique de U. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Théoeëme. — Si, par un point donné M, on mène les tangentes à une courbe de troisième classe K*, on peut tracer une courbe du quatrième degré 3' gui passe par les g points de rebroussement de R*, touche cette courbe aux 3 points de contact des tangentes et a le point M pour point double.
17. On sait que l'on peut, de différentes façons, partager les 9 points de rebroussement de R' en 3 groupes de 3 points, O) , a^, et «3, Ôf, bi et 6â, c,, c^ et c^, de telle sorte que, dans chacun de ces groupes, les tangentes à la courbe concourent en un même
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point. Soient A, B, C les points de rencontre correspondanV aux groupes précédents.
Supposons que laconique K* se compose du point A pris 2 fois; 2 des points de rencontre de S' avec K* viennent se confondre alors au point «t, et, comnie 2 de ces points s'y trouvaient déjà confondus, on trouve en tout 4 points d'intersection réunis au point a,. D'où l'on conclut que 3' a ce point pour point double; comme le môme raisonnement peut être fait relativement aux points Ui et «3, et comme d'ailleurs {voir n° IB) 3* présente un point double en A, l'on voit que cette courbe du quatrième ordre a 4 points doubles; elle se résout donc en un couple de coniques.
On déduit de là les propositions suivantes {') ;
Soient «), a^ et ag i points de rebroussement d'une courbe de troisième classe K', tels que les tangentes en ces points concourent en un même point A; si, par les points a,, «j, «3, A et par un cinquième point de rebroussement 6, on mène une conique, cette conique ÎB rencontre K.^ en 2 autres points de rebroussement de la courbe b^ et 63, et les tangentes aux points bi, b^ et b^ concourent en un même point B quise trouve également sur la conique H.
Les 3 autres points de rebroussement C) , c^, C3 de la courbe sont également sur une conique C, qui passe par les points «), Oa, «a, A et par le point C, où se coupent les tangentes de rebroussement aux points c, c, et c^.
En désignant par m, n, p, q 4 points situés sur une conique, appelons pour un instant rapport anharmonique de ces points fe rapport anharmonique du faisceau suivant lequel ces points sont vus 'd'un point quelconque de la conique, et désignons-le par la notation
Cela posé, en désignant par p et p^ les deux racines Imaginaires de l'unité, on a, en considcrant les points a,, «j, (ïj, b,, b^, b,.
{ ' ) Comme le développement de ces questions se rattache plutôt à la Géométrie pure qu'i la Géométrie analytique, j'ai, pour abréger, supprimé quelques démonstrations que le lecteur rétablira facilement.
A, B, situés sur la conique jD, les relations suivantes :
R(A,B; «1,03) = pi,
et les relations analogues que l'on obtient en permutant entre eux les points «,, ai et a^.
Pour les points situés sur la conique C, on a de même les relations
J'ajouterai encore la remarque suivante :
Si, par les points A, B, C et deux points de rebroussemenl d'un même groupe, tels que «, et a^, on fait passer une conique, le pôle de ia droite a, a^ relativement à cette conique est le troisième point de rebroussement du groupe, c'est-à-dire «3.
Le dcveloppemenl des relations qui ont lieu entre les points de rebroussement d'une courbe de troisième classe donnerait lieu à quelques remarques intéressantes; mais ce n'est pas ici le lieu de les exposer. M, Hesse a déjà donné d'élégantes propositions sur ce sujet dans te Journal de Crelle ( t. 36).
18. Parmi le grand nombre de propositions particulières que l'on peut déduire de la proposition du n" 11, je me contenterai de donner la suivante :
Considérons un point de rebroussement r de la courbe R" et une courbe du (quatrième ordre composée de la tangente de rebroussement en ce point et d'une courbe du troisième ordre passant par les 8 autres points de rebroussement r'. La tangente en r rencontre la courbe en i points ix distincts du point r, et les tangentes en ces points concourent en un même point p situé sur la courbe du troisième ordre Sl^ qui passe par les g points de rebroussement.
En appliquant la proposition déjà citée, on aura le théorème suivant :
Si, par les 8 points r', on mène une courbe quelconque du troisième ordre, cette courbe coupe K' en 2 points distincts
des points t'' ; les tangentes menéesen ces points à K' se coupent sur la tangente de rebroussement au point r. La courbe du troisième ordre passe en outre par ce point de rencontre et par le point p, qui est ainsi le neuvième point fixe, commun à toutes les courbes du troisième ordre qui passent par les 8 points r'.
19. Considérons maintenant deux courbes de troisième classe K' et K'^, et soient
V = (a, b, c, d'i\, il)==ro
et
leurs équations mixtes.
Ces deux courbes ont 9 tangentes communes, et l'équation mixte générale des courbes de troisième classe, qui touchent ces g droites,
est
U-HpU'=0,
p désignant un paramètre arbitraire.
20. Pour éviter d'inutiles répétitions, je transcrirai d'abord le Tableau suivant des divers invariants des formes U et U' :
D = a^d'-hiac^-hidb'—'ib^c^ — eabcd,
D'=a'^d'°--\-ia'c'^ + 4d'b'^~ib'^c'^ — &a'b'c'd',
H = d'(a^d ■+■ 7.b''—5abc ) — 3c'(6=c + abd — ^ac^)
-^-3bXib^d—bc^—acd) — a\3bcd— ad'— ■!«'), Il'=d{a'sd'-i-iib''—3a'b'c') — 'îc(b'H'-i-a'b'd'—ua'c'^)
-V~ib{7.b-^d'—b-c-^—a'c'd:)-~-a{Zb-c'd'^a-d"'—-ic'^), I =2(ac — i')(6'd'-c'') + 2(ô<i— c')(a'c'— 6'')
— {ad~bc) {a'd'— b'c'), J =: ad' — 36c'-i-3c6' — da',
R =(ady—g{ad')Hbc')-h-i7{ca'y{cd-) + 'ij{db'nab')
— Si{ab')(bo'){cd')~iijiad')(_ab')(cd) (').
21. Les plus importants de ces invariants sont d'abord Ses deux
l'usage, par les symboles (ad'), (ab'), . da', ab' — ba',
discriminants D ei C; en les égalant à zéro, on a les équations cartésiennes des deux courbes K^ et K" ; l'équation d'une courbe quelconque du troisième ordre K-p, tangente aux 9 tangentes communes aux. 9. premières, s'obtiendra en égalant à zéro le discriminant de
U-1-pU';
elle peut se mettre sous la forme
(2) D + 2pIH-p'(J^ — CI) + 2p^H'-hp'D'r=o.
22. Le Tableau précédent renferme deuK combinants R et J. R est le résultant des deux formes U et U' ; l'équation
représente évidemment l'ensemble des 9 tangentes communes aux deux courbes, droites qui toucbent aussi toutes les autres courbes du faisceau.
Pour nu point de rebroussement de K', l'équation U = 0 ayant trois racines égales, on peut supposer
dans ces hypothèses, R devient
— d'a'^, et J devient
pour tout point de rebroussement de K", on a donc
(3) R-Ji'^o;
si maintenant on remarque que, R et J, étant des combinants, ne changent pas de valeur quand on y remplace U par U + pU', on en conclut que l'équation précédente représente le lieu des points de rebroussement de toutes les courbes du faisceau. Ceci suppose que l'on n'ait pas identiquement
Je reviendrai plus loin sur ce sujet.
ÎIÉJÎQIRE DE GÉOMÉTRIE ANALÏTigtiE. 3o5
23. Considérons une courbe de troisième classe K' et ses g tangentes de rebroussenient; on peut inscrire, dans le polyg'one formé par ces g droites, une infinité de courbes de troisième classe qui, tontes, auront les 9 premières tangentes pour tangentes de rebronssement. Le lieu des points de rebronssement se confond alors avec les tangentes elles-mêmes, et l'on a
D'où cette conséquence reraatqnable :
Si deux courbes de troisième classe ont les mêmes tangentes de rebroussement, l'invariant J relatif à ces deux courbes est identiquement nul.
Réciproquement, si cet invariant est identiquement nul, les deux courbes ont mêmes tangentes de rebroussement.
24. Cette proposition peut s'énoncer de la façon suivante ponr les courbes du troisième ordre :
Si, par les g points d'inflexion d'une courbe du troisième ordre, on fait passer un faisceau de courbes, ce faisceau détermine sur une sécante fixe quelconque une division en involution.
Chaque groupe de 3 points de cette involution peut être considéré comme déterminé parles racines d'une équation de la forme a^" + ^bx^-\- 3c!e + d -+■ p(a' x^--^- 3l/'x^ -h ic'x -h d') = o;
cela posé, l'invariant
ad' — 3 6c' ^- 3 cb' — da'
est toujours nul, quelle que soit la position de la sécante.
Si l'on égale à zéro l'invariant H, l'cqualion
représente une courte du sixième ordre, 5C*.
Pour trouver les points de rencontre de cette courbe avec K', faisons
11 se réduit alors à
Celte quantité s'annule pour
donc la courbe JC* passe par les points de rebroiissement de K" et elle la tonclie en ces points, puisque chaque point d'intersection doit compter pour 3.
Celte quantité s'annule e
donc SZ" passe par les 9 points de contact des tangentes àK'etàK'^
Les courbes SZ" et K' n'ont d'ailleurs, évidemment, aucun autre point commun.
Laissons la courbe K'' fixe, et remplaçons la courbe K' par la courbe variable Kp, dont l'équation cartésienne est
(2) D-t-apH-H p!(J5_6r)H-2p3H'-4- piD'=o;
la courbe que je viens de considérer est remplacée par une courbe Kp, dont l'équation est
(3) H-hp(J2— 6I)-i-3p=H'-+-2p^D'=o;
les courbes Kp et Kp se rencontrent :
i" Auxpoinlsdecontactdes tangentes communes à K'^ et à Rp ;
2° Aux points de rebroussement de Kî, chacun de ces derniers comptant trois fois.
Si l'on élimine la vai-îable p entre les équations précédentes, l'équation obtenue en égalant le résultant à zéro représente donc :
i" Les 9 tangentes communes aux courbes Kp ;
2" Le lieu de leurs points de rebroussement de ces courbes, ce dernier lieu étant pris 3 fois.
Remarquons maintenant que, le premier membre de l'équation (3) étant la dérivée par rapport à p du premier membre de l'équation (2), !e résultant de ces deux équations est le discriminant de {2).
Ce discriminant ne peut donc différer que par un facteur constant du produit
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puisque, comme nous l'avons tu,
estréqualion du lieu des poinls de rebroussemeat des courbes K . Ces résultats sonl d'ailleurs d'accord avec la théorie bien connue des formes cubiques simultanées.
26. Les considérations précédentes s'étendent sans difficulté à
des courbes d'une classe queic<
aqae.
Soient un faisceau de courbes de /i'™^ classe tangentes à rt^ droites fixes, et
U =(a, è, ,;, ..., A, A-, l\l,ij.y= o, V'=--{a',b',c', ...,h\/(', l'il, |i)" = o
les équations mixtes de deux courbes de ce faisceau, K" et K'". Soit, en outre, D le discriminant de la forme U. Posons
da db dk dl
H est un invariant des formes U et U', dont le poids est égal à n{_n — r), et par conséquent l'équation
II
représente une courbe JC"'""" de degré «(« — i).
Pour trouver ses points de rencontre avec K", il faut faire, dans l'invariant H,
D'après un beau théorème de Joachimsthal ('), D est de la forme
h"' h -^ at^l -\- a''^ + . . . ,
A désignant le discriminant de la forme
En tenant compte de cette expression, on voit que, dans les hypo-
yGoosle
ihèses données, la valeiir de H se réduit à
fpo désignant la valeur de o quand on y fait a = o et ft = o.
Or l'on a en général
, = -/,ci-.6(^|^...)A; on a donc
4o désignant la valeur de i dans les mêmes hypothèses que ci-dessus.
D'après le théorème déjà mentionné de Joachimsthal, on a
V désignant le discriminant de la forme
{c,d, ...,k,lYK, [i)"-^ On en déduit
io=c'V;
d'où l'on voit (jue la valeur de H se réduit à
Cette valeur s'annule ; I» Quand l'on a
Donc la courbe SC"'""" passe par les n^ points, où les tangentes communes aux courbes du réseau touchent K". 2" Quand on a
C'est ce qui a lieu pour les points doubles de K"; car, en ces points, l'équation
outre !a racine double égale à zéro, a une autre racine double que l'on peut supposer infinie ; mais on a alors
et par conséquent
puisque, dans ce cas, l'équation
(c,rf k,il}.,iiy-^^o
a aussi une racine double.
3= Quand on a
Donc la courbe considérée passe par les points de rebrousscment de K", et, comme ces points comptent trois fois, la courbe lui est tangente en chacun d'etis.
Nous avons ainsi tous les points d'intersection des courbes R" et oe"'""". Chacun des points doubles de K." doit, en effet, être compté au moins deux fois. Or le nombre total des points d'intersection est [n(n — i)]^, ou m-, si l'on pose
D'après une formule de Plilcker, on a
en désignant respectivement par d et par /■ le nombre des points doubles et des points de rcbroussement de K". On en déduit
m^ = m -i- n -i- 'id -h 3 r = n'' -h id -h 3 r.
Les m^ points d'intersection se composent donc :
1° Des n^ points de contact des tangentes communes à K."
elK'";
2° Des d points doubles (chacun d'eux étant compté deux
fois);
3° Des r points de rcbroussement (chacun d'eux étant compté
trois fois),
28- Quelques remarques sur les résultats précédents ne seront pas inutiles.
On sait que les points d'intersection des deux courbes de degré n(« — i), K" et X"!""'' ne sont pas indépendants entre eux; en
L. - II. i
conservant les mêmes notations que ci-dessus ( ' ),
de ces points sont déterminés par les autres.
De même les tangentes communes aux deux courbes de classe rt, K" et K.'", ne sont pas non plus indépendantes entre elles;
d'entre elles sont déterminées par les autres.
Les denx nombres précédents sont éganx, car ils indiquent tous deux le genre de la courbe K". On déduit delà la proposition
Etant donnée une courbe de n classe K", si l'on mène une courbe quelconque de degré n(n — i), qui passe par les points doubles de K" et la touche en chacun de ses points de rebroussement, cette courbe rencontre R" en n* points distincts de ses points singuliers; les tangentes menées à K", en ces n^ points, sont tangentes à une autre courbe de même classe.
29. Considérons maintenant le faisceau de courbes considéré plus baul (n" 26). Soit K, l'une quelconque des courbes de ce
faisceau, cl
son équation mixte. En désignant par F(p) le discriminant de cette équation (discriminant pris par rapport à î^ et u),
est l'équation cartésienne de Kp, La courbe 3e"'"-'J relative à K" a
( ' ) Clebsch et GoRDAN, Th. Tioii der Abelschert Functionen, p. 35.
Soit W le discrim
àp);
nt de F(p) (discriminant pris par rapport W = o
est le résultai de l'élimination de p entre les deux équations précédentes. Nous obtenons ainsi l'enveloppe des courbes du l'aisceau; d'autre pari, en se reportant à ce que j'ai dit dans le n° 27 sur l'intersection des courbes JC"'"-" et K", on volt que cette enveloppe se compose :
i" Des n^ tangentes communes;
3° Du lieu des points doubles des courbes du faisceau, ce Heu étant compté deux fois;
3" Du lieu des points de rebroussement de ces courbes, ce lieu étant compté trois fois.
Si donc on désigne respectivement par
les équations du système des tangentes communes, du lieu des points doubles et du lieu des points de rebroussement, on a
w" = a0^iit» (I).
Du poids connu des invariants B et 1S, on conclut que le lieu des points doubles des courbes du faisceau est du degré
et le lieu des points de rebroussement du degré 3n(n — a).
30. Je reviens maintenant au cas spécial d'un faisceau de courbes de troisième classe- L'équation générale d'une courbe de ce faisceau est (2) D^2pH-i-p5(J^— 'iI)^-2p'H'-Hp*D'=o;
et l'on voit que par chaque point du plan passent quatre courbes du faisceau.
Il est facile de trouver les coefficients angulaires des tangentes
(1 ) On déduit de là une proposition par M. Saimon, d'après M. Cajiey, j p. i49 de l'édition anglaise).
iipoi'taote sur les formes binaires donnée " L {High Algebi-a,
à ces courbes au point donné. En effet, en désignant pour un instant par
les éqnalions mixtes des courbes K^ et K'^, l'équation
/().,,x) + pç(î., f.) = o,
où X ety ont été remplacées par les valeurs des coordonnées du point, détermine les tangentes menées de ce point à une courbe quelconque du faisceau. L'ensemble de ces tangentes forme un faisceau d'involution, et les droites doubles de cette involution sont précisément les droites cherchées ; on les obtient, comme l'on sait, en égalant à zéro le Jacobien des deux formes / et tp, et l'équation qui donne des coefficients angulaires des tangentes est
'if
df
Si l'on met en évidence les coefficients de U et de U', cette équation devient
X = (6ab'—ba'), Z(ac'—ca'),
ad'—da'-i-3bo' — 3cb', 3{bd'~db'), 6(csr— (ic')îjX, |i)*= o;
et si l'on désigne par S et T l'invariant quadratique et l'invariant cubique de la forme X, on a
J et R ayant la même signiiication que dans les numéros précédents.
31. Par un point quelconque M du plan passent, comme nous l'avons vu, quatre courbes du faisceau. Voyons comment on peut déterminer le rapport anharmonique des tangentes à ces courbes en ce point. Soit k ce rapport anharmouiqoe, si nous posons
X sera racine de l'équation
ANALYTTOTE.
S et T désignant, comme précédemment, l'in et l'invariant cubique de T.
Si l'on remplace S et T par les expressions données ci-dessus, on obtient l'équation
(3) Jo[(=4--i)(2^-5)^]-4(J'-aR)'(^->)^=".
32. Si nous supposons que la valeur du rapport anharmonique k soit donnée, l'équation précédente est l'équation du lien des points tels que les quatre courbes du faisceau, qui se croisent en ce point, aient un rapport anharmonique donné.
On voit que ce lieu se compose de deux courbes du neuvième degré
et
Réciproquement, toute courbe dont l'équation est de la forme
«RH-pJ3=o,
a et j3 désignant des constantes, représente une courbe telle qne les quatre courbes du faisceau, qui se croisent en chacun de ses points, ont un rapport anharmonique constant.
Les cas particuliers les plus remarquables sont les suivants ;
1 " Si le rapport est harmonique ; on a alors
et le lieu se réduit à la courbe du neuvième degré, dont l'équation est
2° Si le rapport anharmonique est égal à une racine imaginaire de l'unité négative ; on a alors
et le lieu se réduit à la courbe du troisième degré, dont l'équation est
Les résultats précédents supposent que J n'est pas iden
ai4 oÉosiiiBrE.
tiquemeiit nul. Nous avons vu que ce cas se présentait lorsque les courbes du faisceau avaient mêmes tangentes de rebroussement. L'équation (3) donne alors
D'où cette conséquence :
Si l'on considère les courbes de troisième classe qui ont les mêmes tangentes de rebroussement, par tout point du plan passent quatre de ces courbes, le rapport anharmonique de ces quatre courbes est constant, quelle que soit la position du point, et égal à une racine imaginaire de Vanité négative.
34. J'ai montré (22) que l'équation du lieu des points de rebroussement des courbes de troisième classe, qui forment un faisceau, était
Ceci suppose toutefois que cette équation n'a pas lieu identiquement. Ce cas peut effectivement se présenter. Soit
M = ia,b,c, dix 1^)^ = 0
l'équation mixte d'une courbe de troisième classe K^; soient Ç, vi les coordonnées d'un point M du plan, dont l'équation mixte sera
si l'on pose pour abréger
-ï=y-^ et X = x^l
Considérons le faisceau de courbes de troisième classe, dont l'équation est
[a, b,c,dl}., |j)3-i-p(_y3, XY^, — S'Y, X'IX, \>.y = o,
p désignant un paramètre arbitraire.
Pour abréger, je poserai
et
g{\,^)^{a^d-^ib^—'i.abc)\^^....
ANALYTIQUE. ai5
A(ï., |ji) et gCk, [a) sont, comme on le voit, le covariant quadratique et le covariant cubique de /{^, [^); (je n'ai écrit que le premier terme de leur développement).
Cela posé, on voit îmmédlalemenl que l'équation
représente l'ensemble des tangentes que l'on peut mener du point {k, vj) à la courbe; que R et J sont respectivement égaux à /a(X, Y) et/(X, Y); la relation
est donc satisfaite identiquement.
Résultat facile à prévoir, car l'équation (2) devient dans ce cas
W D + 5p^(X,Y)+pH/CS,Y)p=o,
Le discriminant de cette équation (considérée comme étant du quatrième degré) est évidemment nul, puisqu'elle a deux racines égales à l'infini; d'autre part, on sait que ce discriminant est égal, à un facteur numérique près, à
R(R-JS)3;
on devait donc trouver R — J'= o.
Si l'on égale à zéro le discriminant de l'équation (4) (considérée comme une équation du second degré), on obtiendra l'équation de l'enveloppe des courbes du faisceau. Cette enveloppe ne comprendra pas les tangentes communes servant de base au faisceau, parce que les courbes les touchent en des points fixes; elle se réduira donc au lieu des points de rebroussement qui devra être compté trois fois.
Donc le discriminant de l'équation (4) est un cube parfait; et, en effet, il a pour valeur
^^(X,Y)-D/nX,Y),
quantité qui, d'après un théorème bien connu de M. Cayley, est égale à
Le lieu des points de rebroussement est donc la courbe du sixième
degré, dont l'éqiiation est
SECTION iri.
pkophiétbs des coumes de quatiieème classe.
35, Soit une courbe de quatrième classe K* et
son équation mixte. La forme U a deux invarianis fondamentaux S et T, dont je transcris ci-dessous les valeurs,
S —ae — ^bd-h^c^,
T ~ace-\--ibcd — ad^—eb^—cK
Ces invariants étant respectivement d'un poids égal à 4 et d'un poids égal à 6, les équations
représentent respectivement des conrbes du quatrième et du sixième ordre. Ces courbes, que j'appellerai S' et G", jouissent des propriétés remarquables déjà signalées par M. Clebsch (').
Pour trouver les points de rencontre de S' et de K', faisons, dans S, a et & égaux à zéro, S devient alors égal à
celte quantité s'annule pour c = o, et ne s'annule que dans i cas. Donc la courbe §'' passe par les 24 points de rebrousseme de la courbe K'' et ne coupe la courbe qu'en ces points. Dans les mêmes bjpothèses, T se réduit à
d'oii cette conséquence :
La courbe S" touche K' en chacun de ses 24 points de rebroussement et n'a d'ailleurs aucun point commun avec elle.
Ainsi les points de rebroussement de K* sont les points d'intersection des deux courbes S' et G^.
(') Ueber symboiische Darstellung algebraischer Fornten (Crelle, t. 59).
36. Par chaque point M du plan, on peut mener quatre tangentes à R^. Cherchons le rapport anharmonique de ces tangentes. Soit k ce rapport anharmonique. Si nous posons
nous voyons, comme au n" 31 , que z est racine de l'équation
S et T ajant la même signification qu'au paragraphe précédent. L'équation
où a et p désignent des constantes arbitraires, représente donc le
lieu d'un point tel que les tangentes menées de ce point à K*
forment un faisceau ayant un rapport anharmonique donné.
Les cas particuliers les plus remarquables sont les suivants :
i" Quand /f = o, d'où s i= oo ; on obtient alors
c'est, en coordonnées cartésiennes, l'équation dé la courbe K' ;
2° Quand k^ — i , d'où 3 = 2; le rapport est alors anharmonique, et î'cquation se réduit à
la courbe S" est donc le lieu des points tels que les tangentes menées à la" courbe forment un faisceau harmonique;
3° Quand /f^p, p étant une racine cubique de l'unité négative; on a alors z — 1^0, et l'équation se réduit à
la courbe %'' est donc le Heu des points tels que le rapport anharmonique des tangentes menées à la courbe est égal à une racine cubique de l'unité négative.
37. Pour étudier les points doubles de la courbe K', considérons en même temps une autre courbe de quatrième classe K''', dont l'équation mixte soit
I = ae'—i6d''i-ecc'—4db'-hea',
— a6'(6e — C(f) + <i'(ce — rfs).
I et J sonL deux invai-iants des formes U et U'.
Si nous égalons à zéro le nouvel invariant ii^aS.T — 3TI, comme cet invariant est d'un poids égal à lo, l'équation
(i) aSJ — 3TI = o
représentera une eourbe du dixième degré X'".
Pour avoir les points de rencontre de cetle courbe avec R^,
a — o et b — o.
£i devient alors
6c«(— 3c=c'-t-26'crf-t-«'ce — a'rf2)-(-3c3{6cc'— 4rfi'+ea'),
ou, en réduisant,
Zc^a'i^ce — idr).
Celle quantité s'annule :
donc A'" passe par les i6 points de contact des tangentes communes aux courbes K' et K" ; 2° quand l'on a
donc Al'" passe par les aS points de rebroussement de K', chacun de ces points comptant pour deux, comme on le savait a priori; 3" quand l'on a
ce qui a lieu aux points doubles de K^ ; en effet, pour ces points, l'équation
outre la racine double égale k zéro, a une autre racine double que
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l'on peut supposer infinie, ce qui revient à poser
auquel cas l'expression précédente s'annule.
Chacun de ces 28 points doubles doit d'ailleurs évidemment être compté deux fois.
On a aussi tous les points d'intersection de K.' et de .A,'", car ces points sont au nombre de 120, et l'on a bien
D'où la proposition suivante ;
Théorème, — • Elant données une courbe de quatrième classe K^ et une autre courbe arbitraire de même classe K'^, les i6 points où les tangentes communes à ces courbes touchent K' et les 52 points singuliers de K* sont situés sur une même courbe du dixième degré X'".
38. Les 120 points d'intersection des courbes A'" et K,' ne sont pas indépendants entre eux ; comme on le sait,
sont déterminés parles autres.
Des 16' points d'intersection distincts des points singuliers de K', i3 suffisent donc pour déterminer les autres; remarquons maintenant que les i3 tangentes en ces points suffisent pour déterminer aussi 16 tangentes communes à K^ et à un faisceau de courbes de quatrième classe.
De là résulte le théorème suivant :
Si, par les 52 points singuliers d'une courbe de quatrième classe^", on fait passer une courbe quelconque du dixième ordre, cette courbe rencontre K* en 16 points distincts des points singuliers; les tangentes menées en ces 16 points à K^ touchent une autre courbe de quatrième classe.
(•) Cf. Cllbsch et GOIIDAN, loc. cit.
39, La courbe de quatrième classe K'^ peut se décomposer en une courbe de classe inférieure et en un. point ou en un système de points. On démontrerait, comme au n" 13, que la courbe X* " passe par ces points.
En particulier, si &" se résout en un système de 4 points, on a la proposition suivante :
Si, par 4 points (a), on mène des tangentes à une courbe de quatrième classe K.*, les i6 points de contact des tangentes et les 52 points singuliers de la courbe sont situés sur une même courbe du dixième ordre A'", qui passe par les 4 points (a).
^0. Lorsqu'on coupe une combe de quatrième classe K' par une droite A, les tangentes, aux la points de rencontre de A avec K,*, touchent une même courbe de troisième classe K'', qui est la polaire de A.
Adjoignons à cette dernière courbe un point arbitraire M; l'ensemble de R' et M constitue une courbe de quatrième classe.
La courbe Jl.'* correspondante passe par les points de contact des tangentes communes à K' et àK% c'est-à-dire par les 12 points de rencontre de A avec K' ; elle contient donc cette droite tout entière, et se résout en la droite A et une courbe du neuvième ordre Tlli^. Cette courbe passe d'ailleurs parles Sa points singuliers de R', les 4 points de contact des tangentes menées de M à R' et en outre par ie point M (C/. n° 39).
On peut donc énoncer les propositions suivantes :
Théouême 1. — Si d'un point M pris dans le plan d'une courbe de quatrième classe R', on mène des tangentes à la courbe, les 4 points de contact et les 52 points singuliers de R* sont situés sur une même courbe du neuvième ordre, qui passe en outre par le point M.
Théorème IL — Si, par les 5a points singuliers d^une courbe de quatrième classe R', on mène une courbe quelconque du neuvième ordre, cette courbe rencontre R^ en ^ points distincts des points singuliers, les tangentes en ces points à la courbe R' se coupent en un même point M, qui se trouve sur la courbe du neuvième ordre.
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■il. On peut choisir la droite A de telle façon que sa polaire se décompose en une conique et un point ro; nous prenons, du reste, le point M arbitrairement dans le plan. La courbe X'" se compose alors delà droite A et de la courbe ïl\>^ correspondante au point M; d'après ce que nous avons vu, le point m doit se trouver sur X'", et, comme il est en dehors de la droite A, il est nécessairement situé sur lis.».
On trouve dans le plan 21 points tu, qui sont évidemment caractérisés par la propriété que les tangentes que l'on peut mener de chacun d'eux à K' ont leurs 4 points de contact en ligne droite; ces 2 I points se trouvent donc sur la courbe t(',>^, quelle que soit la position du point M.
D'où la proposition suivante ;
Théorème. — Toutes les courbes du neuvième ordre qui passent par les ^2, points singuliers d^ une courbe de quatrième classe passent en outre par 21 points fixes; ces points fixes sont les points qui jouissent de la propriété que les tangentes menées de chacun d'eux à K* ont leurs points de contact en ligne droite.
i2. Je m'arrête ici dans l'étude de l'invariant ( ' ) aSJ— 3T1;
les théorèmes auxquels cette étude nous a conduits comprennent, dans leur énoncé, tous les points singuliers de la courbe.
Pour étudier en particulier les points doubles de R', je considérerai le covariant du sixième ordre de U,
5 abe — iiacd -h 10 b^d, lob-'e — lod^a, -~5ade-^i5bce-~iobd^, — ae^—'ibde -¥■ gce^~bcd^, 3ciie — 2#— èe'^X, ji/.
Pour que l'équation
(') Je signalerai cependant encore, en p quadratique I est identiquement nul ; alor en une courbe du sixième ordre 9' sur ï8 points doubles de la courbe K' et (es 2
ait deux couples de racines égales, il faut et il suffit que tous les coefficients du covariant V se réduisent à zéro.
Le poids de ce covariant étant égal à 9, en égalant à zéro ses coefficients, on obtient l'équation d'autant de courbes du neuvième ordre, qui toutes passent par les 28 points doubles de la courbe.
43. Considérons en particulier le coefficient deX"[).*, l'équation
représente, comme nous venons de le voir, une courbe du neuvième degré passant par les 28 points doubles de K'.
La forme remarquable de cette équation donne lieu à d'importantes conséquences; on voit, en effet, facilement que
est l'équation du faisceau des tangentes menées à la courbe par le point x^ situé à l'infini sur l'axe des x. De m"emc
est l'équation du faisceau des tangentes menées à la courbe par le point y_^ situé à l'infini sur l'axe des y.
Supposons que ces points soient deux points doubles de la courbe; alors a et b seront deux carrés parfaits, et si l'on pose
a = r_,. et b = PS l'équation de la courbe du neuvième ordre deviendra
équation qui se décomposera en deux autres
a.d-^b = o et
Dans ce fait analytique se trouve l'origine des beaux théorèmes donnes par Steiner sur les points doubles des courbes de quatrième classe ('); mais, pour en développer toutes les consé-
(') Il est presque inutile d'ajoulei' c|ue Steiner les a énoncés pour les tangentes doubles des courbes du qualriéaie ordre.
quences, il est nécessaire d'étudier plus coniplèleraenl le covariant V.
44. Considérons, en même temps que la courbe R'', une conique quelconque K^ dont l'équation mixte soit
(A, B, G|X, ti)î= o.
De cette forme et du covariant V on déduit l'invariant suivant :
-i-(abe — iacd-h3b^djAC^-i-(/iabe — i'iacd-h8b"-d)B^C -i-6(ad^~ b^e) ABC -h 4(_ad^ — b^e)B^ — (ade — 3bce -^ ibdî)A^Q — (iade — iibce + Sbd^)AB^-h{o.e'-i-ibde — Qc^e-i-6cd')BA.^ _ {be^—3cde -+■ id')K^.
Cet invariant étant d'un poids égal à 9, l'équation
représente une courbe du neuvième ordre 3". i" Lorsqu'on fait
H = o ei b = o, I se réduit à
(9.fP—^ce)(3Bc ~ A.d)A^;
cette quantité s'annule pour
donc îa courbe 3* passe par les 28 points doubles de K^. Elle s'annule aussi pour
donc 3' touche K^ aux 8 points de contact des tangentes communes à K^ et à K*.
2" Considérons les 8 tangentes communes à K' et à K^; ces droites se coupent en aS points. Pour chacun de ces points, les équations
(a,b,c,d,el\t.)^ = o et
(A, B,C|X, fi)==o
communes, qu'on peut supposer égales rcspecti-
Yement à zéro et à l'infini, ce qui revient à poser
I s'annule dans cette liypollièse; donc la courbe 3^ passe par les points de rencontre des 8 tangentes communes. De là résulte la proposition suivante :
TnÉoRiiME. — Etant données une courbe de quatrième classe Ji.^ et une courbe de seconde classeK.^, on peuC construire une courbe du neuvième ordre 3*, qui passe par les 28 points doubles de R', par les 38 points de rencontre des 8 tangentes communes àK." et à K^, et qui touche K' aux points de contact de ces tangentes.
45. Pour calculer l'équation de la courbe 3", nous pourrons toujours supposer que, par une substitution linéaire des variables, on ait mis le polynôme qui, égalé à zéro, donne l'équalion de la conique K^ sous la forme
par la même substitution, le polynôme qui, égalé à zéro, donne l'équation de la courbe de quatrième classe K^, deviendra (X,'US>, G,©, CiJX, [1)4.
La valeur de l'invariant I, relative ans deux formes précédentes, est, à un facteur numérique près,
si l'on désigne par to le déterminant de la substitution employée, on aura, en vertu de la propriété fondamentale des invariants, à un facteur numérique près,
l'équation de la courbe 9^ sera donc
46. Supposons la conique K* composée du système des deux points M et M', dont les coordonnées sont respectivement
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Posons, pour un instant,
L'équation de la conique K- (ou de l'ensemble des deux points) est
(_- YX-t- X|i)(— Y'X-i-X'[t) = o.
Faisons la substitution snivante,
X =X'V— X,i', ii = Y'V— Y|;.', dont le déterminant est
u. = XY—YX'.
Par celte substitution, l'équation des points M, M' devient
si l'équation mixte de K' est
F(X,,.) = o, eetle équation devient, après la transformation,
F(X'X'-X^(', Y'X'— Y/) = o, ou, en développant,
4> et $' désignant deux polynômes entiers en X, Y, X', Y', dont on peut se dispenser d'écrire la valeur.
Les quantités 0, X, ilSi, (B, C étant ainsi déterminées, on en déduit
expression qui, malgré la présence de w en dénominateur, est un polynôme entier en X, Y, X' et Y'.
Si les points donnés M et M' sont deux points doubles de la courbe, comme les équations
représentent respectivement les faisceaux de tangentes menées de
ces points à la conrbe, les polynômes F(X, Y) et F{X', \') sont des carrés parfaits; cL, si l'on pose
F(X, Y) = WS F(X',Y')= W'5,
J'éijuation de la courbe 3^ devient
S" se décompose ainsi, comme nous le verrons tout à l'heure, en une courbe du troisième ordre et une courbe du sixième ordre.
Remarque. — Il est clair que, si la courbe K^ a une tangente double pour chacun des points où cette tangente coupe la courbe, le polynôme
est un carre parfait; on peut donc appliquer la proposition précédente, soit à un couple de ces points, soit à un de ces points et un point double.
47, Oo sait, depuis les beaux travaux de Stelner et de M. Hesse, qu'une courbe de quatrième classe peut être considérée (et cela de soixante- trois façons différentes) comme i'enveloppe de coniques qui lui sont quadruplement tangentes. ■ Si
A = o ei, B = o
sont les équations tangentielles de deux coniques d'un de ces groupes, l'équation de la courbe K' peut se mettre sous la forme
en désignant par
lequation d une troisième conique.
En se reportant à ce que j'ai dit au n° 5, on voit immédiatement que c'est aussi la forme de l'équation mixte de la courbe, si l'on
soient les équations mixtes de trois coniques. Soient respectivement
(2) aA=+2p„Xn-HYofi5=o,
(3) Ao)>5-l-3Bo).[)L-i-Co[i'=o
ces équations mixtes.
L'équation mixte de la courbe de quatrième classe K' sera
} = ( AoX^-H 2B0X11 -1- Go fi^y ; ou bien encore, si l'on pose
aX^ -+- afiXjj + c ]i* = («jX^-H îèjXp: -i- Cl) |j,^)
-t- 2p(AA^-l- ■'.B„X[H- Gajiî) -+- p-5(aoX2-j- 2p(X|i + fofiS),
ffX= -H2pXfi +Y1^^ = (<io>-*H- 2&oX(i-i-eoti2)
+ 2e(A„X!+2BoX|Ji-l-Ga(i!), ■+■ 8' (aoX' + 3 Po V -1- ïo t^'),
AXs-+-2BX[j; + G[i= = ((ït,X'-t-2Z'oX|JH-cofi')
+ (p + 6) (A„X!+ aBcXfi + C„ ji^) -+-pe(doX=-+-2§oX|i + Y<.iJ-^),
9 et p désignant deux paramètres variables arbitraires,
(rtXî4-2iXii + Cii=)(aXî-i- 2pX,u-H-f|f.^) = (AX^H- îBXii-h C^[^)'.
Les équations
(5) <tX^+26X[i + <!ii= = o
(6) aX2+apX.-t + 7[i^=o
représentent deux quelconques des coniques du groupe quadruplement tangentes à R^ ; les 8 tangentes aux 8 points de contact des deux coniques touchent une troisième conique, dont l'équation
(7) AX2-+-aBX[i-i-GiA:
On peut donner à p sis valeurs telles que la conique représentée par l'équalion (i) se décompose en un système de 2 points; ces points sont évidemment des points doubles de la courbe, et l'on obtient ainsi les la points doubles qui appartiennent au groupe considéré.
48. Ce qui précède peut être présenté d'une façon plus nette en employant les considérations exposées par M. Aronliold dans son Mémoire Sur les courbes du quatrième ordre {').
On sait qu'en général trois courbes de seconde classe quelconques peuvent être considérées comme les polaires de trois droites du plan par rapport à une certaine courbe de troisième classe.
Les courbes déterminées par les équations {1), (2) et (3) sont ainsi les polaires de trois droites relativement à une courbe de troisième classe bien déterminée K" {^).
Soient
les équations de ces droites.
La conique déterminée par l'équalion (0) est k polaire de la
droite
i' + apP + p^ra^o;
toutes les droites déterminées par cette équation, lorsqii'on y fait varier 0, enveloppent une conique C dont l'équation est
De ià les conséquences suivantes :
i" Toute droite tangente à la conique C^ a pour polaire, par rapport à K', une conique quadrupiement tangente à K* et appartenant au groupe considéré.
2° Si l'on considère deux droites tangentes à C, leurs coniques polaires sont quadrupiement tangentes à K' ; les 8 tangentes menées aux points de contact touchent une même conique, qui
( ') Comptes rendus mensuels de l'Académie de Berlin, juin 1864. (') Voir Hebbtite : Sur le résultant de trois /ormes quadratiques ternaires {Journal de Crelle, t. 57).
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est la polaire de la corde joignant les points où les droites louchent C^.
3" Les six couples de points doubles appartenant au groupe sont les coniques polaires des tangentes communes à C^ et à la hessienne de K',
49. Je vais maintenant démontrer que, si la conique K- est une des coniques données par l'équation (7), en d'antres termes, si cette conique est la polaire d'une droite du plan par rapport à K=, la courbe 3* se décompose en une courbe du troisième ordre et une courbe du sixième ordre.
A cette effet, posons
B2 - AC
et effectuons la substitution
X =(v'Â-B)X'-i-(/S:-v-B}it', H — AV — A |j.',
propre à réduire à un rectangle la forme AX^4- aBXjj. + C[a^, et qui a pour déterminant
Soient
a'X'-f-ap'X^ + Yy
ce que deviennent respectivement, après la transformation, les formes
AX^-+- aBX|i -1- Cji^, (tX^-f- 2fiX|J; 4- Cj!^, ak'-h a^Xji ■+- fn'. Les équations mixtes des courbes K^ et K' deviendront
(a'X'+?,//X|i-+-c'ii2)(=!'X2+2JÎ'>.^ + 7'ii=) — B''XV^=o,
et l'équation, en coordonnées cartésiennes, de 9^ sera, d'après ce que j'ai dît plus haut,
ou encore
s3o UrÉOMÉTRIE.
50. En effectuant les calcuis, on trouve B' = aAA, 6'-= A(2Bi — Cd — Ac), ^'= A(aBp-Ca-AY).
Mettons maintenant l'équation précédente sous la forme suivante <8) m-'B'^B'ia'Y- c'c<')[&'n«'T'- P'=) ~ p'H«'c'- &'=)] = o. Je remarque que le déterminant
est un invariant des trois formes (5), (6) et (7); on a donc
On a de même
■■S'-fy^=„,^ay—p^) et a' c' ~ b'^ = <,>^ (ac - l
d'où
= A=t.3[(?.B6-Ga-Ac)(=!Y-p^)-(--îBp-Ga-AY)(<Tc-è')]. Remplaçons, dans l'équation (8), tu, B', ... par leurs valeurs ; elle deviendra, toutes réductions faites, |A B CI
aie x[(2Bft-C(i— Ac)3(hy— ^') — (aEp— Ca — Ay)î(ac — iî)] = o, U P ïl
51. Avant d'examiner la relation précédente, il est bon de revenir sur quelques points de la théorie des sections coniques. Considérons trois coniques
p, ™, P, et soient, comme ci-dessus,
(a, b. clX, i^y=o, («, ^, y!X. i')^= o, (A, b, CÏX, ,.)= = o leurs équations mixtes.
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Les invariants fondamentaux de ce système de formes sont : i" Les discriminants
qui, égalés à zéro, donnent les équations cartésiennes des coniques ; 3° Les invariants simultanés quadratiques
AY-hCa — îB^, Ac-t-C<i — 2Bi, a-( -\- ca — ^bp.
L'équation
A-f + Ca— îB^ = o
représente une conique; de chacun des points de cette courbe les tangentes menées aux deux coniques P elci forment un faisceau harmonique.
L'équation des tangentes communes à P et à ro s'obtient en égalant à zéro le résultant des formes
(a,(i,fîX;[^)^ et (A,B,CiX,,.^)^.
D'après \m beau théorème de M. Boole, cette équation peut se mettre sous la forme
(A-f + Gc<-..Bp)î-4(a-;-ps)(AC-Bs)^o.
Les invariants Ac + Ca — zBb et af -i- ca. — 2b^ ont une signification analogue relativement aux systèmes de coniques P, p etp, ra.
3° L'invariant gauche G, dont la valeur est
L'équation
représente une courbe de troisième ordre; c'est évidemment lieu des points tels que les tangentes menées de ces points e trois coniques données forment un faisceau en involution.
Il est clair qu'on peut remplacer une de ces coniques par i; quelconque des courbes dont l'équation est
p, 9 et œ désignant des constantes arbitraires.
Celte courbe jouît d'un grand nombre de propriétés remarquables qui sont daes, pour la plupart, à M, Cayley,
52. D'après le résultat auquel je suis parvenu dans les ii°^ 49 et 50, on voit que, dans le cas considéré, la courbe S'* se décompose en une courbe de troisième ordre Q', dont l'éqnatton est
et une courbe de sixième ordre Q°, dont l'équation est
(aB& — G<i — Ac)a(af — JÎ2) — (3Bp — Ca — Af)=(ao — &») = «,
53. Etudions d'abord la courbe Q'; pour abréger le discours, j'emploierai les expressions suivantes :
J'appellerai coniques F^ les différentes coniques qui sont les polaires des droites du plan relativement à la courbe de troisième classe K' ; les coniques F^ forment un réseau.
J'appellerai coniques G* les coniques qui sont les polaires, par rapport à K', des droites tangentes à G^; ces coniques G^ sont des positions particulières des coniques F^, chacune d'elles est quadruplement tangente à K^.
D'après ce que j'ai dit plus haut, on voit que la courbe Q* peut être définie par les propriétés suivantes :
Si l'on prend d'une façon quelconque trois coniques F^, le lieu des points d'oit l'on voit ces coniques suivant un faisceau en involution est la courbe Q".
Etant données deux coniques quelconques F^, les points de rencontre des tangentes communes à ces deux courbes sont situés sur Q'.
Etant donnée une conique quelconque G^, les quatre tangentes aux points oà cette courbe louche K' se coupent en 6 points situés sur Q' .
La courbe Q' est le lieu des couples de points qui font partie des coniques F^.
Elle passe par les ii points doubles de K^ qui appartiennent au groupe considéré.
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La courte Q^ est la corréîalive de la coiirbe désignée par G dans le Mémoire de Steiner,
54. La courbe Q^, qui passe par les la points doubles du groupe, est complètement déterminée et ne dépend pas de la coniqne K=.
Il n'en est pas de môme de la courbe Q^.
La courbe 3^, qui se compose des courbes Q^ et Q", devant passer par les 28 points doubles de la courbe el Q^ ne contenant que 12 de ces points, les 16 autres sont situés sur Q^.
L'équation de cette courbe peut se mettre sous la forme suivante ;
[{3n6-Ca-Ae)^-'i(A-C-B^)(ac-é=)](«y-p^)
D'où, si t'on se reporte à ce que j'ai dit plus haut (n" 51), les conclusions suivantes, qui concordent d'ailleurs avec ce qui a été établi généralement pour la courbe 5' :
Théouème. — Étant données deux coniques quelconques p et CI, qiiadruplement tangentes à K^ et appartenant au groupe considéré, les quatre tangentes aux points de contact de p rencontrent les quatre tangentes aux points de contact de ra en i&points; ces 16 points et les 16 points doubles, qui n'appartiennent pas au groupe, sont situés sur une même courbe du sixième ordre, qui passe en outre par les 4 points d'intersection des coniques p et tu et touche K.' aux 8 points oà cette courbe est touchée par les coniques.
Reprenons l'équation de Q
et supposons que chacune des coniques jo et ra se réduise à un couple de points (qui seront des points doubles du groupe). On aura alors
V étant l'équation de la droite qui joint les deux points en lesquels
î34 GJÔû^rÉiiiiE,
se résoul la conique ra; on aura de même
ac — b^—'W^, et l'équation précédente deviendra
(îBft — Ac — CaS)V2=(ïBp — Af — CM)nVî;
la courbe Q" se décompose, dans ce cas, en deux courbes da troisième ordre analogues à Q^ et dont les écjnations sont
(2Bi — Ca-Ac)V-i-(2B^ — Ca — Ay)W = o, (aB6 — Ca— Ac)V — (aB^ — Ca — Ay)"W" = o.
56, Soient d et dl un couple quelconque de points doubles d'une courbe de quatrième classe K*; ces points définissent un groupe de 12 points doubles (G), dont ils font eux-mêmes partie, et les 12 points du groupe sontsitués sur une des courbes du U-oisième ordre de Steiner. i
Soit i un troisième point double de la courbe; je supposerai, pour simplifier la démonstration, que d el d' soient respectivement les points situés à l'infini sur l'axe des x cl sur l'axe des y, et que A soil l'origine des coordonnées.
Cela posé, l'origine étant un point double, en faisant dans l'équation mixte de K^
le résultat doit être un carré parfait; cette équation est donc de la forme
(|j.3^ — Àj)i-i-.î(aX-i-(5ii')(l'3^ — >-^)'-H6(<iXî + aûî.[H-c|i')(ii^ — ?,/)* -h4(AX3+3BXV-)-3CX^l3-hD|x»)([A3! — X^)=
-+- (PXa+ 2QX;i-l- RliS)' = o,
Vx^+ iÇlxy + R_j'S;^ y étant l'équation des tangentes menées à la courbe par le point A,
Les points situés à l'infini sur l'axe des :c et sur l'axe des ^j' étant des points doubles de la courbe, les coefficients de 'k'- et de u' dans l'équation précédente sont des carrés parfaits, et l'on peut poser, par exemple,
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d'où, en particulier, on déduit la relation suivante,
(10) Pî^î— R=A" = o.
Les coefficients de 4^^[J^ et de /i')-\>.^, dans l'cqiiaiion mixte de K', sont respectivement
et
RQ + 3 Ck- — D/ — 3 cœ;/ -i- 3 6j:>2+ a a?3 — 3 ^^îj' — .J-^/.
Il résulte de là, et de ce que j'ai dit plus haut, que l'équation de la courbe Q" est
iy^ — i,ay + A)
x(RQ-4-3Ga^— Djf' — 3 asy -1- 3 ôa;* -H aa^a — 3 ^x^y — a^^y)
X (PQ — 3B^ -t- Aa; — 3<i3y + 367'— pj' + 3aa;/'— 7'3^) = o,
el l'équation de Q'
X (RQ ^- aCar — Dy — 3c;r7 + 3è:c2^-a^3_ 3^3;îj _ a:a_j,) -(jrs + a^a^ + A)
>: {PQ_ — 3Jiy + A.X ~- 3a3;y -t- 3ùy^~ ^x'-i- 3a3^y^—y>x) = o.
Celte dernière équation est en apparence du sixième degré; mais, en vertu des relations (9), ce degré s'abaisse au troisième.
57. Les premiers membres des équations précédentes, quand l'on y fait
; réduisent respectivement à Q(/iR-i-/:P)
Q{AR — /rP).
De l'équation (10) il résulte que l'une des quantités précédentes est nulle ('); le point A se trouve donc sur la courbe Q' ou sur la courbe Q*.
Il est clair, d'après ce que j'ai dit précédemment, qu'il se trouve
icdes quantités P, Q, R n
sur Q'' s'il fail partie du groupe (G), et sur Q" dans le cas contraire.
Dans le premier cas, l'on a
AR-ZcP =o;
or c'est là la condition nécessaire pour que les six droites représentées par les équations
soient tangentes à une même conique; et, d'ailleurs, ces droites sont les tangentes que l'on peut mener à la courbe par les trois points doubles A, B, C.
D'où cette propriété due à Steiner :
Si le point A appartient au groupe (G), les 6 tangentes que l'on peut mener à la courbe des points d^ d' et A touchent une même conique.
38. Supposons maintenant que le point A n'appartienne pas au groupe (G); on a alors
/(R + /fP = o;
soit r Tune quelconque des tangentes menées du point C à la courbe, et
son équation ; l'cquatlon de la seconde de ces tangentes T' sera
Appelons To la conjuguée harmonique de T' par rapport aux deux axes c/A et è/'A, l'équation de cette droite sera
l'ensemble des droites T et 1',, ayant pour équation L'égalité
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jssaire pour que les dn
Dites r
ut mener à la courbe ]
parles
exprime précisément la relation r
et To et les 4 tangentes que l'on peut r
points d et d' touchent une même conique.
On peut donc, en groupant ensemble les résultats précédents, énoncer la proposition suivante :
Etant pris, sur une courbe de quatrième classe, a points doubles d et d', ces 2 points déterminent 10 autres points doubles de la courbe qui forment, avec les premiers, un groupe (G) de iz points situés sur une même courbe du troisième ordre.
Soient A un point double de la courbe dilïerent de d et de d' , et r et r' les tangentes menées à ce point. La droite F et les tangentes menées par d et d' déterminent une conique. Cela posé :
i" Si i fait partie du groupe G, la droite Y' se confond avec la deuxième tangente que l'on peut mener du point A à la conique;
1° Si A ne fait pas partie de ce groupe, la droite T' et cette deuxième tangente sont conjuguées liarmoniques par rapport aux droites Arf et ^d'.
DANS LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE
Nouvelles Annales de MaShémaliques; iS-j^. I. — GÉNÉRALITÉS SUR LES SURFACES A GÉKÉRATBICES CIRCULAIRES.
1, On sait, depuis les travaux de Poncelet, que tous les cercles tracés dans un. même plan passent par deux points flxes imaginaires situés sur la droite de l'infini. Je désignerai par T et J ces deux points remarquables que, dans une Note publiée dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences {janvier i865), j'ai proposé de nommer ombilics du plan. J'appelle droite isotrope toute droite du plan considéré qui passe par l'un des points I et J; l'ensemble de ces droites forme deux systèmes bien distincts, l'un composé de droites parallèles entre elles et passant par le point I, l'autre de droites également parallèles et passant par le point J,
Par tout point d'un plan passent deux droites isotropes de systèmes différents, dont l'ensemble forme un cercle de rayon nul. Dans un plan réel, toiilc droite isotrope renferme un point réel et n'en renferme évidemment qu'un; c'est le point où elle coupe.la droite isotrope qui lui est imaginairement conjuguée (^).
(') Une Xote do J'auteor, suc le injme sujet, a paru Jaiis le joui-nal L'Inslilul, a' 1898.
(') Je dis que deux points sont imaginairement conjugués, lorsque leurs coordonnées, prises par rapport à un système d'aies réels quelconque, sont des quantités imaginaires conjuguées. Un point réel est à lui-même son conjugué.
Deux courbes sont imaginairement conjuguées, lorsque les équations de chacune d'elles se déduisent des équations de l'autre en changeant le signe du symbole imaginaire i.
Une courbe réelle est à elle-même sa propre conjuguée.
s l'espace, î3g
Sj, par un point fixe, réel ou imaginaire, on mène divers plans, chacun de ces plans contient deux droites isotropes passant par ie point fixe. Les droites ainsi obtenues sont situées sur un même cône du second degré, que l'on peut aussi considérer comme une splière de rayon nul ayant pour centre Je point fixe et qui jouit de toutes les propriétés de la sphère. Ainsi, par exemple, toute section plane de ce cône est un cercle, et le centre du cercle est le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet du cône sur le
Je désignerai sons le nom de cane isotrope le cône ainsi formé |iar toutes les droites isotropes qui passent par un môme point, 'Tous les cônes isotropes coupent le plan de l'infini suivant une même conique, commune à toutes les sphères tracées dans l'espace et que l'on peut appeler V ombilicale .
Par une droite, on peut généralement mener deux pians tangents à l'ombilicale; j'appellerai ces plans plans isoti-opes. Le couple de plans isotropes, passant par une droite donnée, est coupé par un plan perpendiculaire à cette droite suivant deux droites isotropes. Par une droite isotrope, on ne peut faire passer qu'un seul plan isotrope, puisque cette droite coupe le plan de l'infini en un point de l'ombilicale.
2. Ces définitions établies, concevons un point imaginaire de l'espace a, et le point a' qui lui est imaginairement conjugué. Par chacun de ces points passe un cône isotrope; les deux cônes ainsi obtenus se coupent suivant un cercle réel A, dont le plan est perpendiculaire à la droite réelle qui joint les deux points imaginairement conjugués a et a'; le centre de ce cercle est le point réel O, qui est le milieu du segment aa' , et, la distance Oa étant représentée par lli, son rayon a pour valeur la grandeur réelle R,
Il est clair que les deux points imaginaires a et a' déterminent complètement le cercle A; réciproquement, étant donné le cercle réel A, par ce cercle on ne peut faire passer que deux cônes isotropes dont les sommets sont les points a et a'. La position de ce cercle dans l'espace détermine donc complètement ces deux points.
Je dirai que le cercle réel A, ainsi déterminé, est le cercle représentatif du couple de points imaginaires a et a', couple que je désignerai par la notation (A); réciproquement, le cercle A,
déterminé comme précédemment par ies deux points a et a', sera
désigné par la notation (a, a').
Le cercle A ou {«, a!) représente ainsi l'ensemble des deux points imaginaires conjugués a et a' ; dans certaines questions, il est nécessaire de pouvoir distinguer ces deux points l'un de l'autre. A cet effet, on peut imaginer que le cercle A soit décrit dans un certain sens par un point mobile; le sens dans lequel il sera suppose décrit déterminera celui des deux points a et a! dont il sera la représentation. Afin de fixer les idées, supposons que dans un système de coordonnées quelconque, mais d'ailleurs réel, les coordonnées d'un point m soient respectivement
le sens dans lequel on supposera décrit le cercle représentatif du point m sera tel qu'un spectateur, ayant l'œil placé à l'origine des coordonnées, voie le point mobile, décrivant le cercle, se mouvoir dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre ou en sens inverse, suivant que la quantité att -\- b ^ -\- cy est positive ou négative.
Il est évident d'ailleurs que, si cette quantité a un signe donné pour le point m, elle aura le signe contraire pour le point imaginairement conjugué m', dont les coordonnées sont
3. Dans la plupart des recherches de géométrie, on a à considérer, par couples, des points réels ou qui ne sont pas imaglnairement conjugués. J'étendrai à ce cas les notions établies précédemment. Ainsi, a el b désignant deux points quelconques de l'espace, je désignerai par (a, 6) le cercle qui résulte de l'intersection des cônes isotropes ayant pour sommets ces deux points; ce cercle sera généralement imaginaire et ne deviendra réel que dans le cas, examiné précédemment, où les points considérés sont imaginairement conjugués. De même, G désignant un cercle quelconque de l'espace, je dénoierai par le symbole (C) les deux points qui sont les sommets des cônes isotropes passant par ce cercle.
Â. Considérons dans l'espace une courbe géométrique quelconque, réelle ou du moins (pour le moment je me restreindrai à
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ce cas de beaucoup le plus intéressant) définie par des équations réelles; c'est-à-dire telle que, lorsqu'elle passe par un point imaginaire, elle passe également par le point imaginairement conjugué. Étant donné un cercle réeS de l'espace, ce cercle représente un couple de points imaginairement conjugués; et, pour qiie ces points appartiennent à la courbe donnée, il est nécessaire que le cercle satisfasse à certaines conditions déterminées par la nature de la courbe et dont l'étude forme, pour ainsi dire, un prolongement géométrique de la théorie de celte courbe elle-même. Pour éclaircir ces considérations générales et montrer les diverses questions auxquelles elles se rattachent, j'en ferai tout d'abord, et avec quelques détails, l'application aux courbes gauches qui résultent de l'intersection d'une sphère et d'une surface du second ordre, en m'appujant sur les propriétés connues des surfaces anallagmatiques .
5. M, Moutard a appelé surfaces anallagmatiques du quatrième ordre des surfaces qui peuvent être regardées comme l'enveloppe de sphères mobiles qui coupent orthogonalement une sphère fixe, tandis que leurs centres décrivent une surface du second-degré; dans tout ce qui suit, je les désignerai simplement sous le nom de surfaces anallagmatiques ; leur degré, qui est, en général, le quatrième, peut d'ailleurs s'abaisser au troisième, lorsque la surface lieu des centres des sphères mobiles est un paraboloïdc, et même au second, puisque les surfaces du second degré sont comprises dans la famille des surfaces anallagmatiques.
La définition donnée ci-dessus peut être légèrement modifiée de la façon suivante. Étant donnés une sphère fixe S et un plan quelconque P coupant cette sphère suivant un cercle (1, on peut, par ce cercle, faire passer deux cônes isotropes. Soient p et p' les sommets de ces cônes; ces deux points, qui, d'après ce que j'ai ditci-dessus, pourraient être représentés par la notation (C), sont réciproques par rapport à la sphère S; pour abréger le discours, je dirai que ces deux points sont associés au plan P et, réciproquement, que le plan P est le plan associé aux points^ et p' (').
(■) Voir, Bulletin de la Société philomatliique (mars 18G8), ma Note siu' les
Cela posé, on peut définir une surface anallagmaliqne doonée R comme le lieu des points associés, par rapport à une splière fixe S, des différents plans que l'on peut mener tangentieîlemenl à une surface du second degré A. L'intersection des surfaces S et A esl une biqiiadratique F qui est l'une des cinq focales de la surface; les quatre autres focales correspondent aux quatre modes de génération dont la surface est susceptible ('), En chaque point m de la surface anallagmatique, la normale passe par le point où le plan associé au point m touche la surface A.
Soit G une génératrice recliligne de cette dernière surface, et soient a, a' les points où cette génératrice s'appuie sur la focale F. On voit facilement que, tandis que le plan mobile qui sert à décrire la surface se déplace le long de la droite G en tournant autour de cette droite, les points associés au plan tangent dans ses diverses positions décrivent un cercle; et ce cercle est précisément l'intersection des deux cônes isotropes ayant pour sommets les points a et a', cercle qiie nous pouvons désigner par la notation (a, a'). A chaque génératrice rectiligne de A correspond donc une génératrice circulaire de R; et, comme chacun des plans tangents à la surface A passe par une génératrice rectiligne de même système que G, on voit que la surface anallagmatique peut être considérée comme engendrée par les difl'érents cercles correspondant aux génératrices du même système que G, Aux génératrices rectilignes de A, du système différent de celui de G, correspond un autre système de seclions circulaires de R; tes deux systèmes ainsi obtenus forment un groupe de cercles que, pour plus de clarté, je dirai appartenir au mode de génération défini par la focale F, ou simplement à la focale F. A chacun des quatre autres modes de génération de la surface correspond un autre groupe de cercles situés sur la surface et appartenant à la focale définissant le mode de génération considéré. On peut donc définir, de la façon suivante, les surfaces anallagmatiques au moyen de leurs sections circulaires.
Etant donnée une biquadratique sphérique F, si l'on fait passer par cette courbe une surface du second degié quelconque et si,
(') Voir, Bulletin de la Société pbilomathique quelques propriétés des surfaces analIagmBLiques.
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pour chaque génératrice rectilignc d'un système donné de celte surface, on construit le cercle t|ui résulte de l'inlersection des cônes isotropes, ayant pour sommets les points où cette génératrice s'appuie sur la courbe, le lieu des cercles ainsi obtenus est une surface anallagmatique ayant F pour focale; et le système formé par ces cercles appartient à cette focale.
6. Dans ce qui précède, je n'ai fait aucune hypothèse sur la nature de la surface A, non plus que sur sa position relative par rapport à la splièi'e S. Les génératrices reclilignes de A peuvent être imaginaires, ou bien, étant réelles, elles peuvent traverser la sphère et la couper en deux points réels. Dans ces deux cas, les seclious circulaires correspondantes de l'anallagmatique sont imaginaires. Pour qu'un cercle C, correspondant à une génératrice rectilignc, soit réel, il faut et il suffit évidemment que cette génératrice soit réelle et extérieure à la sphère; elle coupe alors cette sphère en deux points imaginairement conjugués de la focale F, et le cercle C est ce que j'ai appelé le cercle représentatif de ces deux points.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Lorsqu'un système de sections circulaires d'une surface anallagmatique, appartenant à une focale F de cette sur/ace, est réel, les points imaginaires représentés par ces cercles sont situés sur la courbe F.
Si l'on imagine toutes les surfaces anallagmatiques, qui ont pour focale une biquadratique sphérique donnée F, et toutes les sections circulaires réelles de ces surfaces qui appartiennent à F, on obtiendra les cercles représentatifs de tous les points imaginaires de la courbe F. En effet, si un cercle C représente un point imaginaire de F, !a droite réelle qui joint les points imaginaires (C), détermine avec la courbe F un hyperboioïde à une nappe, et cet hyperboloïde détermine une surface anallagmatique ayant F pour focale et passant par le cercle C. D'oii la conclusion suivante :
Pour qu'un cercle réel représente un couple de points imaginaires situés sur une biquadratique sphérique donnée F, il faut et il suffit que ce cercle soit situé sur une surface anal-
lagmatique ayant F pour focale et qu'il appartienne au mode de description caractérisé par cette focale.
7. La façon dont j'ai défini an n" 5 les surfaces anallagmatic|ues, au moyen de leurs sections circulaires, s'étend d'eile-naême au cas où ces surfaces ont un plan de symétrie; dans ce cas, l'une des sphères principales se réduit à un plan, ainsi que la surface du second degré correspondante, et les définitions que j'ai données précédemment, la définition comme enveloppes de sphères et la définition par points, deviennent illusoires. Mais, avant d'aborder ce sujet, il est nécessaire d'exposer quelques considérations très simples sur la transformation des figures par rayons vecleiirs réciproques.
Étant donnés un point quelconque a, réel ou imaginaire, et le cône isotrope ayant ce point pour sommet, il est clair que, par une transformation quelconque par rayons vecteurs réciproques, ce cûnc isotrope se transforme en un autre cône isotrope ayant pour sommet le point qui correspond au point a. Si donc on a deux points quelconques a et ô, aii cercle («, Z>) correspondra après la transformation îe cercle (a, P), a et (B désignant les points qui correspondent aux points a et b.
Imaginons une surface anallagmatique comme le lieu des différents cercles (a, a'), (b, b'), (c, c'), . . . déterminés par les points où les génératrices d'une surface du second ordre aa', bb', ce', . . . s'appuient sur une biquadratique sphérique F, et effectuons sur cette figure une transformation par rayons vecteurs réciproques. La courbe F se transformera en une autre biquadratique sphérique *; sur cette courbe 4>, aux points a, a', b, b', ... correspondront des points et, a', P, ^', . . . , et la surface transformée de la surface donnée sera le lieu des cercles (a, a'), (j3, P'), .... D'où l'on peut, en passant, tirer cette conséquence, que les droites aa', p^', '(y', . . . sont, comme les droites aa', bb', ce', . . , , les génératrices d'une même surface du second ordre.
Considérons maintenant une biquadratique sphérique F et une surface du second degré quelconque A, passant par cette courbe. Toutes les génératrices d'un même système de A, telles que aa', peuvent être obtenues en ehoisissanl arbitrairement une génératrice ss' de l'autre système et en menant des plans par cette der-
nière génératrice. Ces divers plans couperont la sphère suivant des cercles passant par les deux points fixes s et s' et chacun de ces cercles coupera la courbe F en deux points variables a et a situés sur une même génératrice de A; le lieu des cercles (a, a') est l'anallagmatique définie par la surface A et la focale F; on peut donc énoncer la proposition suivante :
Si, par deux points fixes s et s", d'une biquadi'atique sphérique F, on mène un cercle variable rencontrant la courbe F aux deux points a et a', le lieu des cercles {a, a') est une surface anallagmatique ayant ¥ pour focale.
Transformons maintenant la figui'e précédente en prenant le pôle de transformation sur la sphère <\m contient la courbe F; la surface anallagmatique donnée se transforme en une surface anallagmati((iie ajant pour plan de symétrie le plan qui correspond à la sphère. La focale F se transforme en une anallagmatique plane "& sur laquelle se trouvent les deux points o- et t' correspondant aux points s et s'; et l'on obtient la proposition suivante :
Si, par deux points fixes u et tr' d'une anallagmatique plane "i», on mène un cercle variable coupant la courbe "I" aux points a et a', le lieu des cercles (a, a') est une surface anallagmatique ayant pour plan de symétrie le plan de la focale 4".
Le second système de sections circulaires appartenant à la
focale <(• s'obtiendrait facilement: en effet, étant mené par o- et par it' uq cercle quelconque coupant la focale en deux points a et a'; si, par ces deux points, on mène un cercle variable rencontrant $ aux points p et p', les différents cercles tels que (p, p') constitueront ce second système de sections circulaires.
Les plans des différents cercles tels que (a, a') ont pour traces, sur le plan de la focale *, les perpendiculaires élevées sur les segments aa' en leurs points milieux. Toutes ces perpendiculaires, il est facile de le voir, enveloppent une conique ayant pour foyers les foyers singuliers de l'anallagmatique $ ('). D'où l'on peut conclure que, quand une série de surfaces anailagmatiques a pour
( ' ) Voir, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences ( jaii ma Note intitulée : Théorèmes généraua: sur les courbes, etc.
locale eommime une anallagmatiqufi plane, les traces des cylindres enveloppés par les plans des cercles de ces surfaces appartenant à cette focale, sur le plan de symétrie, sont des coniques homofocales ayant pour foyers communs les foyers singuliers de la focale.
8. La proposition précédente n'est, du reste, qu'un cas particulier d'un tKéorème relatif aux anallagmatiques eu généra! et que l'on peut établir très simplement.
Considérons une surface anallagmatique quelconque R, ayant pour focale une biquadratique sphérique F. Les plans des divers cercles de la surface, appartenant à cette focale, enveloppent un cône ayant pour sommet le centre de la sphère S, sur laquelle est située la focale; et ces plans sont perpendiculaires aux diverses génératrices de la surface du second degré A. passant par la focale qui détermine la surface R. Pour trouver les droites focales de ce cône, je rappellerai que ces droites sont les intersections des divers plans isotropes qu'on peut lui mener tangenliellement. Or, les perpendiculaires à un plan isotrope touchant Vombilicale en un point donné w sont les diverses droites isotropes passant parce point correspondant aux plans isotropes tang^ents au cône, donc des génératrices isotropes de A, et réciproquement. Une génératrice isotrope de A doit percer le plan de l'infini en un point de l'ombilicale, et aussi en un point de la trace de la surface A sur le même pian. Soient Q l'ombilicale et a, b, c, d\es quatre points où cçtte courbe rencontre la focale F ; la surface A passant par cette focale, sa courbe d'intersection avec le plan de l'infini est une conique passant par les points a, b, c et d, et il est clair que les génératrices isotropes de A sont les huit génératrices passant par ces quatre points. Les traces, sur le plan de l'infini, des quatre plans qui leur sont perpendiculaires et qui passent par le centre de la sphère, sont les quatre droites menées tangentiellement à l'ombilicale par les quatre points a, b, C et d; les focales du cône sont donc les six droites conjuguées deux à deux qui joignent le centre de la sphère aux divers points d'intersection p. q, r, s, t, u des quatre tangentes. On voit que ces focales sont complètement déterminées par la focale F et ne dépendent en aucune façon de la surface particulière A. On peut donc énoncer cette proposition : Si Von considère une série de surfaces anallagmatiques
homofocales, et si, pour chacune de ces surfaces, on construit le cône enveloppe des cercles appartenant à l'une de ses focales, tous les cônes ainsi obtenus sont komofocaux.
J'ajouterai que les focales de ces cônes sont les focales singulières des cônes ayant pour base la focale de la surface analliigmatiqiie considérée, et, pour sommet, le centre de la sphère sur laquelle celte courbe est siUiée, Mais, pour abréger, je laisse de côté la démonstration de ce point de détail (').
9. Je reviens maintenant au mode de description des surfaces anallagraatiques à plan de symétrie, donné au n" 7, pour montrer comment il s'applique aux surfaces du second ordre. Ces dernières s'obtiennent lorsque la focale, qui, en général, est une courbe anallagmatique plane, se réduit à une conique. Soit donc une conique quelconque C réelle (ou du moins ayant une équation réelle) et a, a' deux points fixes pris sur cette conique. Par ces deux points, menons un cercle quelconque coupant la conique en a et en a'; d'après ce qui a été dit ci-dessus, le lieu des cercles tels que {a, a') est une surface du second ordre ayant pour focale C. D'après un théorème élémentaire bien connu, toutes les droites telles que aa' ont une direction fixe. On peut donc énoncer la proposition suivante qu'il serait très simple, d'ailleurs, d'établir directement :
Si l'on mène, dans le pian d'une conique, une série de droites parallèles à une direction fixe D, en désignant par a et a' les deux points d' intersection de la conique avec une quelconque de ces droites, le lieu des cercles tels que (a, a') est une surface du second ordre ayant pour focale la conique donnée.
Supposons que C soit une ellipse; imaginons toutes le? droites réelles parallèles à une droite fixe D et extérieures à l'ellipse; chacune de ces droites rencontre l'ellipse en deux points imagi-
(') Voir, dans le Bulletin de la Société phitomathique, le n' 4 de lua Conjmuoication du 33 mars 1867 ; Sur les courbes résuilant de l'intersection, d'une sphère et d'une surface du second degré.
nairement conjugués, représentés par un cercle réel; tous les cercles réels ainsi obtenus, quand la droite se déplace, constituent l'un des systèmes de sections circulaires d'un hjperboloïde à deux nappes ajant pour focale l'eltipse donnée. Si le système des droites considéra était parallèle à une droite D' faisant avec le grand axe de l'ellipse un angle supplémentaire de l'angle que faitD avec ce même axe, les cercles représentatifs des points d'iiitersection de l'ellipseavec ces diverses droites constitueraient le second système de sections circulaires de l'hyperboloïde mentionné oi-dessus.
Si nous imaginons l'infinité d'hyperboloïdes à deux nappes qui ont pour focale l'ellipse C, leurs diverses sections circulaires représenteront tous les points imaginaires situés sur cette ellipse. D'où l'on peut conclure le théorème suivant :
Pour qu'un cercle réel, donné dans t'espace, représente un couple de points imagi nairement conjugués, situés sur une ellipse donnée, il faut et il suffit que ce cercle soit une section circulaire d' un kyperboloïde à deux nappes ayant cette ellipse pour focale.
De même :
Pour qu'un cercle réel, donné dans l'espace, représente un couple de points imaginairement conjugués, situés sur une hyperbole donnée, il faut et il suffit que ce cercle soit une section circulaire d'un ellipsoïde ayant cette hyperbole pour focale.
10. Il existe, relativement au système de deux cercles situés sur une même sphère, une propriété très simple, qui a de fréquentes applications dans la géométrie de la sphère et dans la théorie des surfaces anallagmaliques. Je vais l'exposer brièvement, en en supprimant la démonstration, d'ailleurs très facile à suppléer.
Soient deux cercles C et D situés sur une même sphère, et par conséquent se coupant en deux points. Le cercle C représente deux points de l'espace c et c', qui sont réciproques par rapport à la sphère et que l'on pourrait désigner par la notation (C); le cercle D représente de même deux points réciproques d et d'. Les quatre points c, c', d et d' sont d'ailleurs dans un même plan passant par le centre de la sphère. Cela posé, par les deux cercles
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donnés, on peut faire passer deux cônes, et les sommets de ces cônes sont les deux points de rencontre respectifs des droites cd et c'd' et des droites cd' et c' d.
Supposons les cercles C et D réels; supposons-les, en outre, décrits dans un sens déterminé, en sorte que chacun d'eux représente un point imaginaire et un seul-, le point c, par exemple, étant représenté par le cercle C et le point d par le cercle D, La droite imaginaire c(/ est imaginairement conjuguée à la droite c'd'; ces deux droites étant dans !e même plan se coupent en un point réel, que l'on peut définir comme étant le point réel situé sur cd; el, d'après ce que j'ai dit plus haut, ce point est le sommet d'un cône passant par C et D. Mais ici l'on peut ajouter qu'un spectateur, dont l'œil serait placé au sommet du cône, verrait les cercles C et D décrits en sens inverse; en sorte que, si le mobile qui est censé décrire l'un d'eux lui paraît se mouvoir dans le sens des aiguilles d'une montre, le mobile qui est supposé décrire l'autre lui paraîtra se mouvoir dans l'autre sens.
Cette dernière remarque est souvent utile pour fixer le sens que l'on doit affecter à un cercle représentant un point imaginaire.
Considérons maintenant une surface anallagmalique R, définie par la surface du second degré A et la focale F située sur cette surface, el les deux systèmes de génératrices circulaires de l'anallagmatlque appartenant à cette focale. Soit C un cercle fixe de l'un de CCS systèmes, représentant deux points c etc' de la focale; soit D un cercle quelconque de l'autre système, représentant deux points d et d' de la focale. Les cercles C et D sont situés sur une même sphère, et l'on sait d'ailleurs que les droites ce' et dd' sont deux génératrices, de systèmes différents, de la surface A. D'après ce qui a été dit plus haut, les sommets des cônes qui passent par les cercles C et D sont les deux points/' et s, où se coupent respectivement les droites cd' et c'd d'une part, les droites cd et c'd' d'airtre part. Le lieu décrit par les sommets de ces cônes, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle D se déplace sur la surface R, est donc l'intersection des deux cônes ayant pour base la focale F et pour sommets les points c et c'. Ces cônes sont du troisième degré; leur inlerscction, qui est du neuvième degré, se compose d'a'bord de la génératrice ce', de la focale et du lieu cherché; ce dernier est donc du quatrième ordre.
D'où l'on peut conclure la proposition suivante : Etant pris, sur une surface anallagmatique, un cercle quelconque appartenant à une focale F de cette surface, par ce cercle et par un cercle quelconque D du second système circulaire appartenant à cette focale, on peut faire passer deux cônes; le lieu décrit par le sommet de ces cônes, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle 13 se déplace sur la surface, est une courbe du quatrième ordre faisant partie de l'intersection des deux cônes, qui ont pour base commune la focale F et pour sommets les deux points de cette focale que représente le cercle C.
11. Dans ce qui précède, j'ai montré comment on peiU délerminer les conditions géométriques auxquelles un cercle doit satisfaire pour représenter un couple de points situés sur une biquadratique sphérique donnée, en groupant deux à deux les divers points de cette courbe de façon qu'à l'ensemble de tous les couples de points corresponde l'ensemble des génératrices circulaires d'une surface anallagmatique. Chaque mode de groupement est défini par une surface du second ordre, de telle sorte que deux points quelconques de la courbe, qui se correspondent, se trouvent sur une même génératrice de la surface.
Soit, en général, une courbe gauche géométrique quelconque G; imaginons une surface réglée V, telle que chacune de ses génératrices s"appuie en deux points sur cette courbe. Soient <;!«', bb' , ce', ... les génératrices consécutives de cette surface; les cercles {a, a'), (6, b'), (c, c'), . . . engendreront une autre surface, que je dirai dérivée de la courbe G. D'une même courbe donnée on peut ainsi déduire une infinité de surfaces à génératrices circulaires, et chacune de ces surfaces dérivées correspond à un certain mode de groupement des points de la courbe, défini par la surface réglée V.
Lorsque la courbe G est plane, les droites, telles que aa' , bb' , .,., qui joignent les points conjugués de celte courbe, ne forment plus une surface gauche, mais enveloppent une courbe plane, qui peut aussi servir à définir le groupement des points. Dans ce cas, et lorsque la courbe G est d'un degré supérieur à deux, chacune des tangentes à l'enveloppe plane rencontrant G en
plus de deux points, 1! est nécessaire de fixer ceux ries points de reneontre que l'on doit g^rouper ensemble. Pour éviter cette diffi' culte, il est alors généralement préférable de définir chaque couple de points par d'autres considérations ne donnant lieu à aucune ambiguïté, comm« je J'ai fait au n" 7, en traitant des surfaces anallagmatiques à plan de symétrie.
On peut toujours, d'ailleurs, sauf dans le cas très particulier où la courbe plane G est un cercle, effectuer une transformation par rayons vecteurs réciproques, de façon que cette courbe devienne une courbe gauche sphériqne (' ).
12. D'une courbe gauche donnée on peut, comme je l'ai montré, déduire une infinité de surfaces à génératrices circulaires, dérivées de celle courbe.
Réciproquement, étant donnée une surface quelconque à génératrices circulaires, on peut toujours la considérer comme une surface dérivée d'une certaine courbe gauche G. En désignant par C, G', G", ... les diverses génératrices circulaires de la surface, celte courbe est le lieu des points (C), (G'), (C), ... ; et la surface réglée V, qui détermine le mode de groupement des points de la courbe, est le lieu des axes des différents cercles,
13, Parmi l'infinité de surfaces dérivées d'une courbe gauche G, se trouve en particulier la développable isotrope, circonscrite à cette coui'be; j'entends par là la surface développable circonscrite à la fois à l'ombilicale et à la courbe donnée. Tous les plans qui lui sont tangents sont, par conséquent, des plans isotropes, et ses génératrices, comme nous allons le voir, sont des droites isotropes.
Soit m un point quelconque de G; pour construire les génératrices de la surface développable isotrope qui passent en ce point, menons la tangente à la courbe en 7?i, et soit t le point oij cette tangente perce le plan de l'infini. Menons par t les deux tangentes à l'ombilicale Q et soienta et b leurs points de contact. Les plans
C) Voir, comme appHcsiion de ces considérations, mon Étude géométrique sur la cyclide (journal L'Institut et Bulletin de ta Société pkilomathique.
tjna et tmb sont deux plans isotropes tangents à la courbe G, el les génératrices correspondantes delà ddvelo|)pal}]e sont les droites isotropes ma et mb. Remarquons mainlenant que, la droite ab étant la polaire du point l par lapport à l'ombilicale, le plan mha est perpendiculaire à la tangente mt\ les génératrices de la développable, qui passent au point m, sont donc les deux droites isotropes passant par ce point dans le plan normal à la courbe.
J'imagine maintenant une droite passant par le point m et par le point m', pris sur la courbe G, à une distance infiniment petite de m. Les cônes isotropes ayant ces deux points pour sommets se coupent suivant un cercle, dont le plan, perpendiculaire à mm', [lasse par le milieu de ce segment, et dont le rayon, égal à mm', est par conséquent infiniment petit. Le point m' venant à se confondre avec le point m, le plan du cercle d'intersection devient normal à la courbe au point m, le rayon de ce cercle devient nul et ce cercle se réduit à deux droites isotropes. Donc, quand une droite est tangente à une courbe gauche, le cercle, correspondant aux deux points de la courbe, qui sont réunis au point de contact, se compose des deux droites isotropes qui passent par ce point dans le plan normal à la courbe.
D'où cette conclusion : la développable isotrope, circonscrite à une courbe gaucbe, est la surface dérivée de cette courbe, lorsque la surface réglée, qui fixe le groupement de ses points, est la développable formée par les tangentes à la courbe.
Appliquons ces résultats à la recherche de la focale d'une courbe spbérique quelconque H; on sait, d'ailleurs, que cette focale est la ligne double de la développable isotrope circonsciite à H.
En désignant par S la sphère qui contient cette courbe, pour qu'un point donné m. soit situé sur une surface S dérivée de H, il est nécessaire et suffisant que le plan, associé au point m, par rapport à la sphère ('), coupe la courbe H en deux points situés sur une génératrice de la surface réglée y, qui détermine le groupement de points correspondant à la surface S. Si l'on considère en particulier la développable isotrope, qui correspond à la développable ayant H pour arête de rebroussement, pour qu'un point m
( ' ) Sur l'expression « plan a
soii siiué sur cette développable isotrope, il faut et il suffit que le plan associé au point m soil tangent à la courbe H.
Si m est un point de la focale, c'est-à-diie de la ligne double de la développable isotrope circonscrite à H, le plan associé à m est doublement tangent à H.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
La focale d' une courbe sphérique est le lieu des points asso' ciés (par rapport à la sphère qui contient la courbt;) aux divers plans doublement tangents à cette courbe.
\A. En particulier, supposons que la courbe donnée soit une biqtiadratique sphérique; on a, dans ce cas, quatre systèmes de plans doublement tangents à cette courbe et qui correspondent aux quatre cônes du second dejjré sur lesquels on peut la placer. La focale se compose donc de quatre biquadratiques sphériques. Pour les construire, considérons un de ces cônes K et son sommet O; la biquadralique correspondante est le lieu des points associés atiï plans tangents à ce cône. Ces plans tangents passant par le point fixe O, la courbe est située sur la sphère ajant ce point pour centre et coupant ortbogonalemenl la sphère S, cl elle est l'inlerseciion de cette sphère par le cône supplémentaire du cône K- dont le sommet est le centre de S,
Si la biquadratique donnée est une focale d'une surface anallagmatique, les quatre autres biquadratiques que l'on en déduit ainsi constituent avec elle la focale ordinaire de cette anallagmatique. On sait d'ailleurs que ces cinq courbes sont situées sur cinq surfaces du second degré bomofocales; les trois coniques focales communes à ces surfaces constituent la locale singulière de l'anallagmatique.
15. Remarques sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. — Lorsqu'une surface passe par l'ombilicale, sa focale complète se compose généralement de deux courbes distinctes (dont chacune peut elle-même se décomposer en plusieurs autres). Les plans isotropes tangents à la surface, dont le point de contact est à dislance finie, enveloppent une développable dont la ligne double est \a focale ordinaire de la surface ; la dévelop-
pable circonscrite le long de l'ombilicale a pour ligne double la focale singulière.
.Pour prendre l'exemple le plus simple, on voit i\ac la focale ordinaire d'une analtagma tique se compose de cinq biquadraliques sphériques qui ont entre elles les relations que j'ai indiquées plus haut, et que sa focale singulière se compose de trois coniques.
Une surface du second degré n'a géoéralemeni pas de focale singulière et sa focale ordinaire se compose de trois coniques ; une sphère n'a qu'une focale singulière qui se réduit à son centre.
Quand on transforme une surface par rayons vecteurs réciproques, on voit facilement que la focale ordinaire de la transformée est la transformée de la focale ordinaire de la surface primitive.
Mais il n'en est pas de même relativement à la focale singulière. Pour voir ce qui a lieu dans ce cas, je ferai remarquer que tout point (réel ou imaginaire) de l'espace situé à distance iinie est représenté par un cercle de l'espace dont le rayon est fini et dont le centre est situé également à distance finie.
Généralement, un point situé à l'întïni n'est pas susceptible de mode de représentation, le cercle qui le représenterait étant alors rejeté entièrement à l'infini; il faut le définir par l'une quelconque des droites qui s'y croisent.
Lorsque le point considéré dans le plan de i'infini se trouve sur l'ombilicale, le cercle qui le représente se réduit à une droite dont la direction seule est déterminée. Un point de l'ombilicale n'a donc pas, à proprement parler, de représentation; mais si on le considère comme appartenant à une nappe d'une surface donnéCi la droite qui le représente est alors déterminée; c'est la droite réelle du plan tangent à la nappe de la surface au point considéré.
Une spbère ayant une nappe unique, on voit que chaque point de l'ombilicale (considéré comme appartenant à la sphère) est représenté par une droite unique passant par le centre de cette sphère, si l'on suppose ce centre réel, en sorte que tous les points de l'ombilicale seront représentés par le système de toutes les droites qui rayonnent autour de ce point.
Une surface anallagmatique ayant deux nappes qui se coupent suivant l'ombilicale, chaque point de cette courbe est représenté par deux droites réelles ; l'ensemble de toutes les droites que l'on obtient ainsi forme une congruence qui représente l'ojnbilicale.
Les considérations qui précèdent permettent d'établir facilement la proposition suivante :
Si l'on transforme une surface S en S' par une transformalion par rayons vecteurs réciproques; au moyen d'une sphère décrite autour d'un point O comme centre aw.c un rayon égal «R :
i" La focale ordinaire de S a pour transformée la focale ordinaire de S';
2" Pour obtenir la focale singulière de S' considérons le cône isotrope ayant pour sommet le point O ; il coupe S suivant une courbe à double courbure, à laquelle on peut circonscrire une infinité de plans doublement tangents enveloppant une surface défe/oppable S.
La courbe polaire réciproque de cette surface, par rapport à la sphère décrite du point O comme centre avec —= comme rayon, est la focale cherchée.
16. Si, en particulier, on considère une surface anallagmatjque S, le cône isotrope aj'ant pour fojerle point O coupe l'anailagmatique suivant une bîquadratîque. La développable doublement circonscrite à cette courbe se compose de trois cônes du second degré, qui ont pour polaires, relativement à la sphère dont ie viens de parler, les trois locales singulières de S'.
Proposition fondamentale.
il. Je rappellerai d'abord quelques notions importantes relatives aux surfaces anallagm a tiques.
On peut définir iine surface anallagmatique S comme le lieu des points associés, par rapport à une sphère fixe S) , des divers plans qui touchent une surface dn second degré (ou quadrique) A,.
(') Voir, à ce sujet, Bulletin de la Société philomatkique Noie Sur quelques propriétés des sur/aces anallagmatiques .
L'ialerseclion de S, elde A, est une biquadralique sphériqucF, qui constitue l'une des focales ordinaires de S.
On sait, d'après M, Moutard, que la même surface est susceptible de quatre autres modes de génération semblables, au moyen de quatre autres quadriqiies A^, A3, A,, A5, et de quatre sphères correspondantes S-,, S3, S4, S.;,
Les quatre biquadraliqoes Fa, F,,, F.j, Fj suivant lesquelles se coupent respectivement ces quadriques et ces sphères, constituent avec F, la focale ordinaire complète de S, et toutes ces courbes sont reliées entre elles de la façon que j'ai indiquée dans le Chapitre précédent.
Des nombreuses relations qui ont lieu entre ces diverses surfaces, je rappellerai seulement les suivantes, dont j'aurai besoin dans ce qui suit.
En désignant respeclivemenl par O,, O^, O3, O, et O5 les cinq centres des sphères :
I" Quatre quelconques d'entre eux forment un tétraèdre conjugué par rapport à la sphère qui a pour centre le cinquième point et par rapport a la quadrique correspondante; ainsi le tétraèdre 0| OjOaOi est conjugué par rapport à So et à A^.
D'où il suit que O5 est le point de rencontre des hauteurs du tétraèdre OiOsO^Oj, ou encore que la droite 0^ Oj est perpendiculaire au plan O.OsOa.
2" Deux quelconques des cinq sphères se coupent suivant un plan qui contient les centres des trois autres. Ainsi, le plan radical des sphères Si et S^, que je désignerai par la notation P,2, est le plan OaO.O^.
L'ase radical des trois sphères S,, S^ et Sj, que je désignerai parla notationD^j, est la droite 0,0|;.
18. Ceci posé, soient Sj- et Sj deux sphères principales de l'anallagmatique S, et A;, Aj les quadriques correspondantes.
M désignant un point quelconque de Set (M) le cône isotrope dont ce point est le sommet, le plan associé à M par rapport à Sj touche Ai en un point m,- que l'on peut appeler le point correspondant de M sur A,-; ce plan est d'ailleurs le plan radical de S,et de (M) considéré comme une sphère de rayon nul. De même, le plan associé à M par rapport à Sy touche Aj en un point m.j cor-
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respondant aussi à M, et ce plan est le plan radical de Sj et de (M).
D'après un théorème conmi, ces deux plans radicaux se coupent sur le plan radical P,j des deux sphères S; et Sj.
On peut donc énoncer la proposition fondamentale suivante :
Théorème I. — Si l'on désigne par mi et mj deux points correspondants sur les quadriques Aj et Ay, les plans tangents en ces points se coupent suivant une droite E située dans le plan P[j. La droite nti/nj est normale à l'anallagmatique S, et le pied de la normale est situé dans le plan mené par Dij, perpendiculairement à E.
Comme l'on a dix plans Pj-y, on volt, d'après le théorème précédent, que le système des normales à une anallagmatique donnée peut être engendré de dix façons différentes, an moyen de deux quadriques homofocales. De là résultent encore d'autres modes de génération de ces droites, au moyen de trois ou de quatre quadriques.
Ce sont ces diverses conséquences que je me propose d'étudier et de développer dans les paragraphes qui suivent. .
Génération du système des droites normales à une même surface anallagmatique au moyen de deux quadratiques homofocales.
i9. De la proposition qui précède on déduit facilement le théorème suivant :
Théorèmk II. — Etant données deux quadriques homofocales Al et A^ et un plan arbitraire P,ï, si, de chaque droite E de ce plan on mène des plans tangents aux deux quadriques, et si Von joint deux à deux les points de contact appartenant à des surfaces différentes, toutes les droites ainsi obtenues sont normales à une même surface anallagmatique S.
J'ajouterai que ia sur/ace S est le lieu des points d'intersection de chacune des normales avec le plan mené par la droite, qui est le lieu des pâles du plan P,2 par rapport aux surfaces homofocales à A\ et K.^, perpendiculairement à la droite E correspondant à la normale. On a ainsi un mode simple et direct de
génération de la congfuence de droites formée par les normales à une anallaginalique; et, comme je l'ai fait remarquer, celte congruence peut èlre engendrée, de la même façon, de dix manières différentes.
Tout ceci se rattache à l'étude de deux complexes de droites remarquables, que l'on peut définir ainsi qu'il suit :
Étant données arbitrairement deux quadriques, et m, m' désignant deux points pris respectivement sur chacune de ces surfaces, le premier complexe est composé des droites mm' telleiî que les plans tangents en ces points se coupent sur une droite fixe. Le deuxième complexe (réciproque du premier) est composé des droites d'intersection des plans tangents en m et en m' quand la droite mm' s'appuie sur une droite fixe.
20. La construction précédente donne, pour chaque point /» de A,, deux des normales à S qui s'y croisent; comme ces deux droites doivent être symétriques par rapport au plan tangent à ce point, on en déduit ta proposition suivante :
Théorème IIL — Si, par une droite D, prise arbitrairement dans l'espace, on mène des plans tangents à deux quadriques homofocales A,, Aj, et qui la touchent respectivement enpi, q\ et p^^, q^, la normale menée enp, à la quadrique A, est dans le plan des deux droites p^p^ et ptq^i et /ait avec elles des angles égaux.
Si l'on considère le quadrilatère ptq^ip-tqa, on voit que deux côtés consécutifs quelconques de ce quadrilatère, /»)^t et qtpi par exemple, sont également inclinés sur la normale en qi, et que leur plan contient cette normale ; d'oii cette conséquence curieuse :
Théohèmr IV (' ) . — Étant données deux quadriques homofocales quelconques, si un rayon lumineux, mené d'une façon quelconque dans l'espace, se réfléchit une première fois sur la première surface, une seconde fois sur la deuxième, une trot-
sième fois sur la première, et enfin une quatrième fois sur la deuxième, après ces quatre réflexions, il reprend la même route, en sorte que, quel que soit le nombre de réflexions analogues quHl éprouve, il parcourt constamment les quatre côtés du même quadrilatère.
En s'appuyant sur ia théorie bien connue des causliques, on dédnit de là la proposilion suivante, qui s'applique égalemenl aux coniques h omofocales (') et donne alors comme cas particulier la propriété focale qui sert de définition à l'ellipse el à l'hyperbole.
Théorème V. — Etant données deux quadriques homofocales quelconques, si, par une droite prise arbitrairement dans l'espace, on mène des plans qui touchent respectivement ces surfaces aux points /), , p^ et q^ , q^, la somme de deux côtés consécutifs du quadrilatère formé par ces quatre points est égale à la somme des deux autres, en sorte que l'on a
2i. Aux propositions précédentes se rattache un mode de transformation de droites dans l'espace, qui mérite d'être signalé.
Étant données deux quadriques homofocales A et B et une droite quelconque D, considérons un des points où cette droite rencontre A, et soit a ce point; soit de même b un des points où la droite coupe B, les plans tangents en a et en 6 se coupent suivant une droite par laquelle on peut encore faire passer un plan langent à A et un plan tangent à B; A désîgnanl la droite qui joint leurs points de contact, je dirai que D et A sont des droites correspondantes conjuguées.
A une droite quelconque de l'espace D correspondent quatre droites A; si un rayon lumineux est dirigé suivant la droite D, après s'être réfléchi successivement sur chacune des deux qua-
I est presqui; inutile de dire que tous les théorèmes énoncés dans re s'appliquent également aux anallagmatiques et aux coniques plani u'aux courbes sptiériques analogues,
driques, sa direction coïncidera avec celle d'une des droites coiijiigLiées A, et l'on obtiendra ces quatre droites en choisissant, de toutes les façons possibles, les points où se fail la réflexion.
Du théorème de Malus il résulte d'ailleurs que si un système de droites D est normal à une même surface, il en est de même des systèmes des droites conjuguées,
22. Le système des droites normales à une anallagmatique 2 étant déiînl comme je l'ai fait dans le n" 19 au moyen des deux quadriques homofocales A) et A^ et du pian fixe P,2, on peut se proposer de déterminer tous les autres éléments qui définissent 2.
En conservant les notations du n" 20, si l'on désigne en outre par K.J la conique suivant laquelle le plan P/y coupe la quadrique Aj, on obtiendra facilement les propositions suivantes :
Les centres 0) et O^ des sphères correspondant aux quadriques A, et Ai sont respectivement les pôles du plan Pij par rapport à ces surfaces. Les centres des trois autres sphères sont les points de rencontre des diagonales du quadrilatère complet formé par les quatre points d'' intersection des coniques KJ et K|.
Si l'on circonscrit une surface développable à la quadrique Al et à laconique K^, les trois autres coniques doubles de cette surface sont les coniques KJ, KJ et KJ, et la développable est circonscrite à la sphère S , .
De là résulte, en particulier, une construction très simple des diverses quadriques A^ , A^, A3, . . ,, lorsque la surface anallagmatique est définie par l'une d'elles et la sphère correspondante.
TnÉoRiÈME VT. — Une surface anallagmatique étant définie par une surface du second degré et une sphère, la dévelop' pable circonscrite à ces deux surfaces a quatre lignes doubles qui sont des coniques. D'après un théorème dû à M. Chasles, par chacune de ces coniques on peut faire passer une quadrique homo/ocale à la première; les cinq quadriques ainsi déterminées sont précisément celles au moyen desquelles on peut engendrer la surface.
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23. Le système des normales à une surface anallagmatique S peut être en général engendré de dix manières dtiférentes par le mode de construction que j'ai indiqué ci-dessus.
Si la surface a un plan de symétrie, quatre de ces modes de génération ne peuvent être généralement appliqués et deviennent illusoires.
On peut, en effet, définir cette surface au moyen d'une qoadrique et d'une sphère S ayant son centre dans un des plans de syniélrie H de celte quadrique; les centres des autres sphères principales de l'anallagma tique sont les sommets des cônes passant par l'intersection de la quadrique et de la sphère S. Dans le cas considéré, l'un de ces centres étant à l'infini, la sphère, la quadrique et le plan fixe correspondant se confondent tons les trois avec le plan de symétrie H; la proposition fondamentale ne peut donc plus s'appliquer, et il est nécessaire d'étudier directement ce cas spécial.
IVIais avant d'ahorder cette étude, je dois encore faire ime remarque sur un cas singulier qui semble présenter quelque inléi'ét.
24, Les normales à une surface anallagmatique ayant trois plans de symétrie peuvent être considérées comme le lieu des diverses droites qui joignent les points de deux quadriques homofocales pour lesquels les plans tangents sont parallèles.
Considérons maintenant deux quadriques homofocales, et soit H un de leurs plans de symétrie; prenons une droite quelconque E située dans ce plan, et menons par cette droite des plans tangents à ces deux surfaces; les droites qui joignent les points de contact situés sur l'une des surfaces aux points de contact situés sur l'autre sont toutes normales à une même série de surfaces parallèles pour lesquelles on saura même déterminer les lignes de courbure.
Dans le cas général (celui où le plan H n'est pas un plan de symétrie), on sait que, parmi ces surfaces parallèles, se trouve une anallagmatique; dans le cas singulier que je considère, celte anallagmatique est rejelée à l'infini.
Je remarque, en effet, que le lieu des pôles du plan H, par rapport aux quadriques homofocales aux quadriques données, est l'axe Os perpendiculaire au plan de symétrie H; les points de
contact des plans menés par E aux deux quadriques sont situés sur un cercle dont le plan est perpendiculaire à E, et, par conséquent, parallèle au plan mené par Os, perpendiculairement à cette droite. 11 en résulte, d'après la construction donnée dans le n" 16, que tous les points de l'anallagnia tique sont rejetés à l'infini.
THÉORIE DES SURFACES
Nouvelles Annales de Mathématiques; 187a,
Les beaux travaux de MM. Bonnet, Bour et Codazzi ont notablement perfectionné la théorie des snrfaces; les formules fondamentales de celte théorie me paraissent pouvoir être exposées d'une façon assez simple. . . .
Je suppqse les différents points de la figure rapportés à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, et les coordonnées des points de la surface exprimées en fonction de deux variables indépendantes u et c.
Soient (u) et (c) les courbes de la surface obtenues en donnant respectivement à « et à c des valeurs constantes.
Imaginons un trièdre trireclangle AfX., M'Y, MZ, qui se déplace de façon que son sommet M décrive la surface, l'arête MTi lui étant normale; les deux arêtes jÏ/X et MY sont constamment situées dans le plan tangent en M., mais leur mouvement reste indéterminé.
Soient
cos«, cosp, CO.-f,
cosS, COS., cosÇ,
les cosinus que font respectivement les axes Tl/X, il/Y, Mï avec les axes fixes Ox, Oy, Oz.
364 ÛÉOMÉTHIE.
Si l'on passe d'un point quelconque (u, v) de la surface à un point infiniment voisin (u-^du, v-]-dv), d'après une formule bien connue sur le déplacement infiniment petit d'un corps invariable{'), on a les neuf relations snivanles :
I d cos a =-^(_M. du -h îidv)co»l +(Pd(H- Sdp)co3l, rf cos E = — ( M du -i- N rfc ) cosa - ( R rfw + Q rfp) cosX, dci>s\ = — (P du+ S dv) cosa -h (R du -t-q dp) cosl rfcosp = + (MrfM + N*)cosu-)-(Pdw + S rfp)cosii,
Je n'éci'is que les quatre premières de ces relations, les autres s'en déduisant immédiatement; M, N, P, Q, R et S désignent six fonctions données de u et de v.
Comme les développements qui suivent s'appuient surtout sur les formules données (^) par M. Serret pour les lignes à double courLure, je transcrirai ici ces formules.
les cosinus des angles que font respectivement, avec les axes fixes O.-r, O^ et Oz, la tangente à la courbe, la normale principale et l'axe du plan oscuiateur.
Désignons de plus par ds un élément infiniment petit de la courbe, par r le rayon de courbure el par t le raj'on de torsion en ce point.
Les formules de M. Serret sont contenues dans le Tableau sui-
{') Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° siirïe, t. VI, la Note de M. Picart : Nouvelle théorie du déplacement continu d'un corps solide, p. 160. (') Voir Calcul différentiel de Lacrois, t. II, p. 284 et 299.
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l'angle que fait la courbe avec l'axe il/X, el par ra l'angle que f la normale principale de la courbe avec la normale à la surfac les formules d'Euler donnent le système de formules suivant ; cosa cosa + cosfe cosP -H cosc cos-y = cos t,
cosir cosa -H cos_j' cos^ + cosa cosy = sintosini.
Si compte de;
int nous différentions ces neuf équations en tenant
laiions (i) et (2), nous obtiendrons, après quelques 'édiiclions faciles, le Tableau suivant :
(P (/m + S rff) cosî— (R rf« -t- Q rfcjsini,
qui donne les trois premières écjiialions fondamen Laies de la théorie des courbes tracées sur les surfaces.
Les quantités dcosa, deos^, ... étant, par leur définition même, des différentielles exactes, en exprimant que celte condition est remplie, on obtiendra les trois relations contenues dans le Tableau suivant :
(B) |^_^=MQ-IiN,
' \]di> du
_ ^ = NP - MS
Supposons maintenant que les courbes (m) et (c) déterminent sur la surface un réseau orthogonal, et que les axes MU. et J/Y soient, en chaque point, tangents aux deux courbes qui s'y croisent à angle droit.
En désignant par ds un élément linéaire quelconque de la surface, soit
d'où
ds cos ( = E du, ds siu î = G dv,
et
ds cosa — Edu cosa -i- Gdv cos 5, ds cosb = Erfucosp-t-Gdi-cosu, ds cosc —Edu cosf ■+■ Gdv cosZ-
Je remarque, avec M. Bonnel ('), que par définition ces trois dernières quantités sont des différentielles exactes; exprimant ces conditions, en tenant compte des équations (i), nous obtiendrons les relations contenues dans le Tableau suivant :
S=-GM
ES
.-f^GR =
, Gdv ■^ËdTi'
( ' ) Mémoire sur ta théorie des surfaces, etc. ( Journal de l'École Polytechnique, XLII° cahier, p. 35 ),
Lk THÉORIE I)
J'ai introduit dans ce Tableau la valeur de tangj, en fonction de u et de c.
On a ainsi, en A, B, C, toutes les formules fondamentales relatives au cas où les courbes (u) et (c) sont orthogonales.
Il resterait à prouver que, si les fonctions M, ;N, P, Q, R, S, E, G satisfont aux équations aux. différences partielles contenues dans les Tableaux (B) et (C), ces fonctions déterminent effectivement une surface; pour cette démonstration, je renverrai au Mémoire de M. Bonnet, déjà cité.
Considérons maintenant le cas général; soit ao> l'angle sous lequel, en un point quelconque de la surface, se coupent les courbes (m) et (p) qui se croisent en ce point.
Nous choisirons tes axes M\ et MY , de telle sorte qu'ils coïncident avec les bissectrices de cet angle.
En désignant par ds un élément linéaire quelconque de la surface, posons
ds^ = R^du^-i- lEG cos.j.'u. du di- -^ G^ dv'',
ds cosi = (E d^ -h G df) coiw, dssini^ (E du — G di')siaui, et
rfs cosra = (Ei^it-;- G rfc) cos(u cosa + (E rf« — G f?!') siiiw cos^;
je ne transcris pas les valeurs de ds cosè et ds cosc.
Si nous exprimons que ces trois dernières quantités sont des différentielles exactes, nous obtiendrons les relations contenues dans le Tableau suivant, où j'ai transcrit la valeur de tangî,
\dv du J tangu) \, dv / \ du j
IdE dG\ ^/,, dfù\ „ /,. <fiu\
(GR-hEQ}sino) = (ES — GP)cosu),
. E rfw — G dy tangt = =-^ ^ , ■ tango).
Les Tableaux (A), (B), (C) renferment toutes les formules fondamentales relatives au cas le plus général.
En terminant, je ferai remartjuer que les considérations précédentes s'appliquent, sans modification, an cas de l'espace, lorsqu'on en détermine les points par les intersections successives de trois séries quelconques de surfaces.
Je reviendrai sur ce sujet.
A L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION D'EDLER
Noiiveilas Aimâtes de Mathémaliques ; 187s.
i. Tous les géomètres connaissent, depuis les découvertes de Poncelet. et de Jacobi, les liens élroits qui rattachent entre elles la théorie des fonctions elliptiques et les propriétés des polygones qui sont à la fois inscrits dans une section conique et circonscrits à une autre conique.
Bien que cette question soit maintenant parfaitement connue, je crois cependant, pour les lecteurs des Nouvelles Annales, devoir la développer dans tous ses détails.
EtanI donnée une conique dont l'équation soit
j'appelle puissance d'un point par rapport à cette conique la valeur que prend le polynomey"(a:', y), quand on substitue à a^ et ky les valeurs des coordonnées de ce point; et je m'appuierai principalement sur les deuï lemmes suivants, dont le premier est une conséquence immédiate d'un théorème bien connu de Newton, sur les transversales des courbes algébriques.
Lemme I. — Soient M et M' deux points situés dans le plan d'une conique, et tt, [3 les deux points où la droite MM' coupe laconique; cela posé, les puissances des points M et M', relativement à cette courbe, sont proportionnelles aux produits
Ma.Mp et M'a.M'^.
Lemme IIî — Soient M et W deux points situés dans le plan d'une conique; si, par ces deux points, on mène un cercle quelconque qui coupe la conique en a, h, c, d, les puissances des points M et M', par rapport à la conique, sont proportionnelles aux produits
Wa.Wb.WcM'dC^).
n ceicie et une conique se coiipanl ons «ne tangente mobile qui roule
maMbMoMd
Cela posé, considérons aux points a, b, c et d. Iniag
sur la conique; soit T le point oii elle loiiche celte conique, et M, M' les deux points où elle coupe le cercle.
Nous supposerons, pour plus de simplicité, le rayon du cercle pris pour unité, et nous fixerons la position de chaque point du cercle par l'angle que fait la droite, joignant le point donné à un point fixe O pris sur le cercle, avec la tangente Ow menée au cercle en ce point.
La tangente mobile occupai infiniment peu ; ç et tp' design des points M et M',
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(' ) Voir, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier i865, ma Note Sur les propriétés générales des courbes algébriques, et, Nouvelles Annales de Mathématiques, a* série, l. IX, p. i88, une iNote de M. Grant intitulée : Démonstration d'un théorème de Géométrie.
Désignons, pour un instant, par
Tt(M) et jt(M')
les puissances des points M et M' relativement à la couiqui en vertu du lemme I,
■7t(M) ^ Mt'
d'autre part, en vertu du Icname 11,
-ir(M) _ Ma.Mb.Mo.Md ,
Tt(M') Wa.M'b.M'c.M'd' d'où l'on déduit
MT _ t/Mn.M6.Mc.Mrf M'T ~ ^M'a.M'b.M'cM'd'
et, par conséqui
\/M^.M.b.Mc.md ^/M'a.M'b.M'c.Wd
Désignons par
les angles qui fixent les positions des points a, b, c, d sur le cercle; nous aurons
et l'équation précédente deviendra, en développant et divisant par cos^ç,
diangf ï/(lang<^ — langa)(lang<p — tang^)(tang^ — tangyKtangç — langS)
l/Ctangff'— langa)(taiigu'— tangP)(langif.'— tangf}(tangtp'— tangg)' ■e, en posant pour abréger
tangif'=:j', t3nga = A, tangp=B,
yGoosle
c'est l'cquaiion différentielle dont l'élude sert de base à la théorie des fonctions elliptiques, et qui a été intégrée pour la première fois par Euler.
5. Les considérations géométriques qui précèdent donnent, immédiatement cette intégrale. On satisfait évidemment, en effet, à l'équation précédente [ou à l'équation (i)], si l'on suppose que les angles f et a' correspondent à deux points M et M', tels que la corde MM' enveloppe une conique passant par les points a, b, C et d; comme l'équation des coniques qui passent par ces points renferme une constante arbitraire, on voit que l'on a l'intégrale générale de l'équation.
Considérons trois points quelconques a, b, c communs au cercle et à la conique; on sali que, MT désignant une tangente quelconque à celte conique, et («), (6), (c) désignant les distances à celte droite des points a, b, c, on a, quelle que soit la tangente, la relation
où 1, [J-, y désignent des quantités constantes pour la même conique, mais qui renferment une quantité arbitraire, si l'on considère toutes les coniques qui passent par les points a, 6, C et d- Joignons aux points M et M' les points a, b elc; les aires des triangles MaM', M6M', McM', ayant même base, sont entre elles comme leurs hauteurs
les aires de ces triangles, dont les angles aux sommets sontégaus, sont entre elles comme !es produits
aM.aM', bM.bM.', cM.cM'; on a donc
aM.aM' bM.bM' cM.cM' D'où
X \/aM.aM'-h ^ \/bM.bM'-\- v v/cM.cW= o,
el nous avons là l'intégrale générale des équations (i) et (i' ). En introduisant les angles tp, i^', a, ..., ou plutôt leurs tan-
SUR LES PROPRIÉTÉS DES SECTIONS GOMIQUES
génies y, x^ Pi., , . . , elle prendra la forme connue ( ' )
X ^/(^_A)(37-A)+ ;. \/{y--n){cc-B) + v /(/ - G)(;^ ~ G) = o.
6. La forme précédente de l'intégrale, bien qu'élégante, a le défaiil de ne pas mettre en évidence la constante arbitraire qui y entre et de ne pas contenir symétriquement les quantités A, B, C,D.
Pour trouver une autre forme de l'intégrale, je prendrai pour point de départ ia proposition suivante :
TnitoutîME. — Soit une conique passant par quatre points a, b, c et d d'un cercle; une tangente mobile roule sur cette conique. Si l'on désigne par M et M' les deux points oà, dans une de ses positions, cette tangente coupe le cercle, et si l'on partage d'une façon quelconque en deux groupes a et b, c et d, les quatre points communs au cercle et à la conique, le rapport
^Ma.Mb.m'c.NVd^\/Mo.Md.Wa.Wb MM'
reste constant, lorsque la tangente se déplace tangentiellement à la conique.
Il résulte de ià que, K désignant une constaote arbitraire, l'intégrale de l'équation d'Eiiler est
t/Ma.Mi..M'c.M'<i— v/Mc.Mrf.M'<i.M'è= K.MM', ou encore, en introduisant les quantités ^, y, A, B, . . , ,
-k){y—B){cc-
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où /(x) représente un polynôme du quatrième degré enx, si l'on décompose d'une manière arbitraire le polynôme f{x) en deux facteurs du second degré, en posant
l'intégrale générale de cette équation est
K désignant une constante arbitraire.
SUR LA SURFACE DE STEINER
Bulletin de la Société philomathique ; 1873.
Les lignes asymploliques de la surface tle Stciner ont. été données par M. Clebsch; on en déduit facilement lesllgnes asjniptotiques de la surface de troisième ordre à quatre points iiodanx qui en est la réciproque.
En étudiant récemment cette dernière surface, j'en ai retrouvé les lignes asjmptotiques sous une forme qui paraîtra peut-être présenter quelque intérêt, même après les recherches dont je viens de parler.
Soit M un point quelconque de la cubique à quatre points nodaux; d'après la propriété fondamentale de cette surface, le cône circonscrit à la surface, qui a poui- sommet le point M, se décompose en deux cônes du second degré dont chacun touche la surface suivant une cubique gauche.
Cela posé, les deux surfaces développables, qui ont ces cubiques pour arêtes de rebroussement, coupent la surface suivant les deux lignes asymptotiques qui se croisent au point M.
Soit tracée sur la surface une ligne asymptotique quelconque Z; de chacun des points de cette courbe on peut mener deux cônes du second degré circonscrits à la surface. La cubique gauche, qui est la courbe de contact d'un de ces cônes, est l'arête de rebroussement d'une surface développable passant par Z.
Je dirai que cette cubique appartient à l'asymptotique Z. Toutes les cubiques qui appartiennent à Z passent par les quatre points nodaux; les cônes circonscrits à la surface suivant ces courbes ont
leurs sommets sur Z ; les surfaces dcveloppables dont elles sont les arêtes de rebroussemenl contiennent cette courbe.
Deux quelconques d'entre elles, indépendamment des quatre points nodaux, se coupent en un cinquième point qui est le sommet d'un cône du second degré passant par ces deux cubiques.
DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE
Bulletin de la Société philomathîqite ; £872.
On peul représenter une iorme binaire sur nne lig^ie droite par n poinis de celte droite correspondant aux racines de l'équation que l'on obtient en égalant la forme à zéro. On peut dans ce but employer aussi une courbe quelconque, plane ou gauche, de genre zéro, et un grand nombre de propriétés du système de points -situés sur cette courbe, que j'appellerai courbe fondamentale, se déduiront immédiatement de celles des formes qu'ils représentent.
La courbe fondamentale étant choisie, on pourra aussi d'une façon plus simple représenter des groupes de poinis (ou des formes) par un certain nombre d'éléments (points ou droites) qui pourront les déterminer ; ce mode de représentation variera d'ailleurs suivant la nature de la courbe choisie.
Etant données deux formes du même degréyet tp, j'appellerai, pour abréger, faisceau de ces formes l'ensemble des formes comprises dans l'expression y + X ^ ; un faisceau est évidemment déterminé quand on connaît deux des formes qu'il contient.
Pour éclaircir ceci par un exemple, prenons une conique H pour courbe fondamentale; une forme quadrique sera déterminée par deux points de cette coniqne, ou bien, si l'on veut, par ia droite qui joint ces deux points. C'est ce dernier mode de représentation que nous emploierons {voir à ce sujet un remarquable article de M. Weyr, sur l'involution de degré supérieur, Crelle, t. 72). Cela posé, on voit que toutes les formes quadratiques d'un faisceau
sont représentées par des droites concourant en un même point, qui représentera ce faisceau. D'où l'on déduiL immédiatement que
la propriété connue de l'faexagone de Pascal peut s'énoncer algébriquement de la façon suivante ;
Etant donnée une équation du sixième degré f (3;) := o dont les racines soient a;, si l'on pose pour abréger kiih — (!<: — ci^){x — 'Xk),
on pourra déterminer six facteurs numériques À, ]x, X', y.', X" et [i" de telle sorte que l'on ait identiquement
\Kiî-\- fiAjiî = ^'Aj3-i- li'Ase = X"Aji-i- ti.''Ai6.
Cette propriété de six points d'une droite appliquée à une conique donne le théorème de Pascal; appliquée à une cubique, elle fournit à la fois des propriétés de sis points quelconques de celte courbe (et par conséquent de six points quelconques de l'espace) et des propriétés de sept points quelconques situés sur cette cubique.
Dans ce qui suit, je considérerai spécialement une cubique gauche fondamentale K. Une forme quadratiqne sera déterminée par deux points de cette courbe et représentée par la sécante qui joint ces deux points. Les droites représentatives d'un faisceau de formes quadratiques sont les génératrices (sécantes de la cubique) d'une quadriquc passant par K; une telle surface représentera donc un faisceau déformes quadratiques.
Cela posé, la propriété que je viens d'énoncer relativement aux racines de l'équation du sixième degré donnera immédîatementla proposition suivante :
Étant pris sept points 1, 2, 3,4i 5) 61 ", sur R, il y existe une droite D (sécante de la cubique) qui rencontre les neuf droites contenues dans les deux tableaux suivants ; ^ ( 3 (12) (54) I (=3) (56) 2 iU) (lO)
F 7 (la) (54) 7 (23) (56) 7 (34) (16)
La droite D rencontre donc les six droites contenues dans le tableau E, ce qui fournit une propriété de six points quelconques
de l'espace (celte propriété se rattache d'ailleurs à de belles propositions données par M. P. Serret sur les cubiques gauches).
Le tableau F montre en outre que la droite D ayant été déterminée au moyen des points i, a, 3, 4? 5 et 6, tout plan sécant mené par D rencontre les côtés de l'hexagone, dont ils sont les sommets, en sis points situés deux à deux sur trois droites concourantes.
Le point de concours décrit, lorsqu'on fait varier le plan, la cubique gauche déterminée par les six points.
Dans ce qui précède, 3 (12) (54) désigne la droite qui, passant par le point 3, rencontre les droites 12 et 54 ; les autres notations ont une signification analogue.
On peut énoncer ces résultats de la façon suivante :
« Un hexagone étant inscrit dans une cubique, parla courbe et chaque couple de côtés opposés de l'hexagone on peut faire passer une quadrique; les trois quadrîques ainsi obtenues ont une génératrice commune qui est une sécante de la cubique. »
Une forme cubique est déterminée par trois points de K; les plans osculaîeurs de la courbe en ces points passent par un point p situé, comme on le sait, par un beau théorème de M. Chasles, dans le plan P qui contient les trois points. Je dirai que le point p el le plan P sont associés; si le point/) parcourt une droite, le plan P tourne autour d'une autre droite qui est associée à la première. Je représenterai une forme cubique par le point associé au plan qui contient les trois points de K qui la déterminent.
Une forme cubique représentée par un point p est déterminée par les trois points de contact a, b, c des plans osculateurs que l'on peut mener de ce point à la courbe. Si l'on prend les conjugués harmoniques de chacun des points a, b, c par rapport aux deux autres, on obtient un autre système de trois points qui détermine le covarîant cubique de la forme ; les plans osculateurs en ces points se coupent en un poinljo' représentatif du covariant.
Cela posé, les deux points p et/»' sont situés sur une même sécante de la cubique et partagent harmoniquement le segment intercepté par la courbe^ sur cette sécante. Je dirai que les deux points se correspondent par rapport à la cubique.
Le faisceau de la forme représente par le point p est représenté par la sécante qui passe par ce point. J'ajouterai la remarque suivante :
« Le plan polaire d'un point donné relativement à ta surface développable S, dont K est l'arête de rebroussement, est le plan associé au point correspondant. »
Etant données deux formes cubiques représentées par les points p et q, les différentes formes contenues dans le faisceau qu'elles déterminent sont représentées parles différents points de la droite pq. Une droite dans l'espace représentera donc un faisceau de formes cubiques.
Si une droite rencontre une génératrice de S, leur point de rencontre représente une forme cubique ayant un facteur carré. D'où cette conséquence :
« Une droite (représentant un faisceau) rencontre quatre génératrices de S; les quatre points où ces droites touchent K. représentent le Jacobien du réseau. »
Etant donnée une forme biquadratique F représentée par quatre points de K, menons les tangentes en ces points. Ces quatre droites n'étant jamais sur une même quadrique, il n'y a que deux droites D et D' qui les rencontrent toutes.
Donc F est le Jacobien des deux faisceaux de formes cubiques, lesquels sont représentés par les droites D et D'.
Ces deux droites sont associées par rapport à la cubique. Je représenterai la forme F par ces deux droites ou simplement par l'une d'entre elles, puisque par là même l'autre sera déterminée.
RECHERCHES ANALYTIQUES
SURFACE RÉCIPROQUE DE U SURFACE DE STEINEfi.
Nouvelles Annales de Mathématiques ; 1873 et 1S73,
I. — Détermination des lignes asymptotiques de la surface (').
1. La théorie de celle surface se raltache inlimement, comme je me priipose de le faire voir daDS cette Note, à Ja ihcorie des formes bi quadratiques simultanées.
Soient a, b, c, cl et e cinq fonctions linéaires des coordonnées cartésiennes x, y et s; nous pouvons considérer les valeurs que prennent ces fonctions en un point de l'espace comme les coordonnées (pentaédrîques) de ce point; il est clair d'ailleurs qu'entre ces coordonnées d'un point existe une relation linéaire, satisfaite identiquement, et que je mettrai sous la forme
(T) «e — 46S + 6cy~4rfp + e«-o,
a, p, y, S et £ désignant les constantes numériques que je rattacherai au polynôme du quatrième degré
(') Les lignes asymptotiques de ta surface de Steiner (qui sont réciproques des lignes que nous étudions ici) ont été trouvées pour U première fois par M, Glebseh (Journal de Borehardt, t. LXVilI, p. i).
Sur la relation qui a lieu entre les lignes asymptotiques d'une surface et celles de la réciproque, voir une Note de M. Maonheim (Bulletin des Sciences mathématique», t. I, p. igS).
on voit que la relation précédente exprime que l'I dratiqne simultané des foi'mes « et u est égal à zéro.
2. L'équation m = o ('), si l'on y considère t comme un paramètre variable, représente un pian mobile qui enveloppe une surface du sixième ordre, dont l'équation est
si l'on représente respectivement par i etj l'invariant quadratique et l'invariant cubique de la forme u. Les équations de son arête de rebroussement sont
surface que je me propose d'étudier est la ; ordre K, dont l'équation est
Si l'on désigne par S la surface du second ordre (ou qiiadrique) représentée par l'équation
i = ae — 4èrf+3c5 = o,
on voit, eu consldérani l'équation (a), que la surface développable dont j'ai parlé plus haut touche X. tout le long de l'intersection de cette surface avec S, c'est-à-dire tout le long de son arête de rebroussement.
D'où la conséquence suivante :
La cubique X est coupée par la quadrique S suivant mie de ses lignes asympto tiques.
3. Il est facile de voir qu'en réalité les considérations précédentes noiis conduisent à la détermination complète des lignes
asjmpiotiques de Si.
BUR LA SURFACE RÉOlPROQUIt DI
Considérons le système linéaire numérique p q r
dont, ponr plus de simplicité, je supposerai le déterminant égal ; l'unilé, et le système composé suivant
P p' p' abc P q r a! b' d q q' q° X h c d X p' q' r' = b' c° d' . r r' r^ c d e p" q" r" c' d' c'
Si l'on choisit les nombres p, q, r^ ... de telle sorte que l'oi
ait c"= d, il est clair que l'on aura
\ c' d' e \ \ c d e \ et l'équation de X s'obtiendra en égalant à zéro l'une ou l'autre de ces deux expressions; mais l'on n'aura pas en général
c'est-à-dire
L'équation t'=o représenlera donc une nouvelle quadriqoe coupant 3t suivant une de ses lignes a sympto tiques, et la question qui s'offre à nous est la suivante :
Les nombres p-, q, r, ... étant choisis de telle sorte que la. relation é' =^ c' soit satisfaite, trouver les différentes valeurs que peut prendre l'expression
■4. J'emploierai dans la suite de ce Chapitre les notations dont je me suis servi dans mon Mémoire sur le calcul des systèmes linéaires ('); une grande lettre représentera un système linéaire,
C) Journal de l'École Polytechnique, t. XXV. Pour éclaircir ces notations par quelques exemples
a' fi' r
yGoosle
la même lettre affectée de l'indice zéro ou de l'indice i le système réciproque ou le système inverse, et la caractéristique A la valeur du déterminant du système linéaire qu'elle précède.
Cela posé, en calculant les quantités c" et c', on trouve que, pour qu'elles soienl égales, on doit avoir la relation
l jora-i- ijir' -^ rp")b + {pr' ^ rp" -\- r' p')o-\-{p' r' ^ r' p°)d-^ p"r \ = q--a + %qq' b ^ {■i.qq" -\- q'^)c ^ lq'^ d + q~^e;
cette relation doit être identique et elle ne peut différer que dans la forme de la relation (i). On en déduit, p désignant une certaine quantité numérique, la série d'égalités
p r —i-qq —g
Si l'on pose
\-o ~2 o, ^=— aS 4y — ap et II = p' q' /■' ,
on déduit facilement des égalités précédentes l'équation
(4) HIH, = p^ + Ûi,
6 désignant une autre quantité numérique dont il est inutile d'écrire la valeur.
Réciproquement, si le système H est choisi de telle manière que le produit HIH) soit de la forme pA-\- 01, p et 0 désignant des constantes {systèmes simples), les relations (3) sont satis-
valeur du détermin
da da da
dx rfi' drx'
da da da _
" dp dp df'
da da da
dy dY dY
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i faisons
et posons
niAH = A',
on voit que les systèmes A' et A sont de la même forme.
La recherche des systèmes de transformation que nous devons employer est donc ramenée à la résolution de l'équation (4), où A et I désignent des systèmes donnés el où l'un des nombres p et 6 peut être choisi arbitrairement.
Ces deux nombres sont reliés entre eux par une relation que l'on établira facilement en égalant les déterminants des deux membres de l'équation (4)-
On trouve ainsi
d'où
Telle est la relation qui relie les nombres p et 0; y,, et i^ désignent respectivement l'invariant cubique et l'invariant quadratique de la forme w.
5, La valeur du déterminant que j'ai li'anscrltc ci-dessus se déduit immédiatement de (a formule suivante, facile à vérifier, et dont je me servirai dans ce qui suit,
-, y^ z désignent des quantités arbitraires,
1 4[A(^a,+ lj.)-
ij..H
Dai
is celle idenlilé, où
écrit, pour abréger,
k désignant l'invariant quadratique simultané des hessi et de co.
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6. Ayant choisi l'une tjiielconque des solutions de réc|ualion (4), où les nombres a et 0 satisfont à la relation (4)'i on en déduira un système A' de même forme que le système A.
Les coordonnées «', 6', c', ... qui entrent dans ce nouveau système sont reliées par une identité delà forme
et je me propose d'abord de détermioer la valeur des constantes qui entrent dans celte relation, ou encore le système A' que l'on peut former avec elles et qui est analogue à A.
A cet effet, je remarque que l'on a, d'après l'équation (5),
et que, si lo second memî)re de cette relation ne contienl pas de terme en z', c'est précisément en vertu de l'identité (i).
Pour trouver A', il faut donc le déterminer par la condition que le développement de l'expression
Il suffit pour cela de déterminer deux quantités ï. el [i, de telle sorte que l'expression
ait la même forme que A {c'est-à-dire que le terme du milieu soit le quadruple de chacun des termes de la diagonale secondaire du système).
En effet, en remplaçant respectivement A' el A' par leurs valeurs, on a identiquement
A(A'^' — s) = i[H,AHna(X^ -i- ,il)iî„ — s] = i[A(X^ -!- |j;I) — ^],
expression dont la valeur, en vertu de la formule (5), manque bien du terme en z^.
7. Les nombres p, 6, A et [j. ayant clé déterminés comme je l'ai dît ci-dessus, en désignant par t', h', k\ ... les quantités analogues k i, k, k, . . . , mais relatives aux systèmes A' et A', la for-
mule (Ô) donne la relalioii
le déterminant qui précède devient, si l'on remplace dans son expression A' et A' par leurs valeurs
i|lI,AH[Ho(ï^.4 + [iI)IIoi3T-l- ly]~-z\, ou, en effectuanl les calculs,
ou encore, en mnltipliant à droite par H, le système compris sous le signe A et en le divisant ensuite à gauche par H,,
ou encore, en vertu de la formule (4),
A\A[{\a:+py)A^{lxa!-i-llx)l]-s\.
Si l'on développe ce déterminant au mojen de la formule (5), on obtient l'expression
8. Les polynômes (^7) et (6) doivent être identiques, quelles que soient les variables x, y, z; en identifiant ces denx exprèssionsj on obtient les relations contenues dans le Tableau suivant :
Tableau A.
j 6 /oîip'^ io p' C — ai'uXpO + 3 p.6' =: 0 ; I ['j^ioXîfl + sioXpiJ; — 6yo>.V — ^l^'S;
ij" =e»iH-2peA + p=A, h'= |lOt-^(XO^-p^l)''-l->•p*, k' = jiîi + îJiiiA + X'/:.
Je laisse momentanément de côté ces relations, sur lesquelles 'aurai à revenir plus tard; je me contenterai de faire observer
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que la première des équations (3) du Tableau précédent donne la solution de la question principale que je m'étais proposée. Toutes les quadriques fournies par l'équation
où le rapport ? peut varier d'une façon arbitraire, coupent X. suivant une de ses lignes asjmptotiques; et comme par chacun des points de cette surface passent deux de ces quadriques, on obtienl ainsi le système complet des asymplo tiques chercliées.
II. — Propriétés des lignes asymptotiqucs
9. Considérons une ligne asjmptotique quelconque Z de la surface SC; cette ligoe est l'arête de rebrousscment de la surface enveloppée par le plan dont l'équation est
t\% désignant un paramètre variable.
Lorsqu'on donne à ce paramètre une valeur déterminée, l'équation précédente représente un plan osculate'ur de Z et tangent à aC, que j'appellerai simplement plan (l). J'appellerai tangente (t) la tangente à Z au point où le plan (t) lui est osculateur; ses équations sont
dit _ du _
'di ~ ^ '^ ~ "■
Enfin j'appellerai /)omi (t) le point de contact de cette tangente; ses équations sont
Je dirai indifféremment que f.-^ (ou t) est le paramètre de ce point, de la tangente en ce point à l'asjmptolique et du plan osculateur dont cette tangente est la caractéristique.
Les relations précédentes et l'équation (i) permettent d'exprimer les coordonnées d'un point quelconque de Z en fonction de son paramètre; on obtient ainsi le Tableau suivant ;
Tableau B.
a =— 4aiaT2— la^ï't»— 12Y' t'— 43tS, b= 3aiit5-H 8[l(Hs+ 6-fi»-c'— etS, fi =- tat'T — ^piH''+ 4S(=t'+ 2e(ts,
10. Étant donné un point M, dont les coordonnées soient a', y ^ d , d! et e', posons pour on instant
I a-^\a' li-hlb' c -hic' I
\ b^ib' c + Xc' d + \d'\ =y + xy„-i-)-5/-H>.V C);
d'après Ja méthode donnée par Joachimsthal, on obtient l'équation du cône circonscrit à 9C et ayant pour sommet le point M, en égalant à zéro le discriminant de la forme cubique contenue dans le second membre de l'égalité précédente. Si le point M est sur Z,
€t l'équation du cône circonscrit devient
Jl — iJA^ "■ On peut dans cette équation csprimer, en employant les formules du Tableau B, les coordonnées du point M en fonction de son paramètre (, et je ferai remarquer c^u'après ta substitution les invariants y'o, j, j'^ deviendront des covariants des formes u et w.
Comme un covariant est déterminé par son terme du degré le plus élevé en t, il me suffira, pour calculer cliacun des covariants dont je viens de parler, de supposer a', b' et c' égaux à ïéro, et de remplacer respectivement d' ei d par ai" et 4^'*- H viendra ainsi
J,^[^'^{ac~-b^)-->Mad-bc)\t^ + ...;
ter toute confusion, je ferai remj e dans le paragraphe précédent.
d'où l'on voit que j^ est égal à — 2J„, Jo désignant le jacobien de w et du hessien de w, en sorte que
On obtient de même dou
par suite, l'équation du cône circonscrit à 3t et ayant pour sommet le point (/) est
11. Le coefficient du terme le plus élevé dans le covariant J=+^V"est
on, en effectuant les calculs,
f^ac ^ b^)[aHae - c-^) - .',<ip{ad- hc) + ipHac - /r-)\. Si l'on désigne par H le fiessien de u el par G le covariant
[y.^(bd-c^) — :i^(ad~bc)^l^^{a-( — ^^)-\t^-^...,
on voit que l'un a identiquement
ja+ wi/H= H((u2(-h4G);
d'où il suit que le cône circonscrit se décompose en deux cônes dn second oràre, propriété caractéristique de la surface réciproque de la sur/ace de Steiner ( ' ).
Remarque. — Les deux cônes ainsi obtenus se distinguent très nettement par la forme de leur équation; je dirai qnc le cône dont l'équation est
appartient à l'asymptotique Z, et je le désignerai par la nota-
(I) Sur la surface de Steiner, voir Borchardt, t. LXIII -. Cremona, Sur la surface du quatrième ordre, etc., p. 3i5 el suiv. — Borchardt, t. LXIV ; Kum- MER, Ueber die Fiûchen des vierten Grades; WEiKRSTHAss. JVoie zur vorstehenden Abhandlung ; Sghrûter, Ueber die Steinei''sehe Fl&che.
SUR LA SURFACE KtClPBOQUE DE LA SURFACE DK STEINf
tion K-t; il est clair que le second cône appartient à la di ligne asjmpLotlque qui passe par le point {t).
là. SoienL (t) ei [t') deux points de l'as^'inplotique Z; considérons le premier éiiianaLit de «,
''*' 1 -h-^(6r^-H3w'ST'-i-3<^f'-u'=-HÊt'»).
L'équation ^^= o représente un plan passant évidemmeni par la tangente (i'); st, laissant le point (ï) fixe, on fait varier le point (('), ce plan enveloppe une surface du quatrième ordre ayant pour arête de rebrou ssement une cubique gauche.
L'équation de cette surface s'obtient en égalant à zéro le discriminaut de C (par rapj)ort à (' et t); comme ce discriminant est un covariant de « et de w, il suffit de calculer son terme du degré le plus élevé qui est
ou encore
L'équation de la surface développable, que j'appellerai 2,, est
Pour tous les points de l'arête de rebrouss doit avoir
at -\- bv bt -^ c-z ci -1- <^T
ht -1- ex et -^ dx dt -\- ex
(ac — b^)t^-i- (ad — bc)tx -i- (bd— c*)tï = o, (ad — bc)t'-^(ac — c')«T-H(èe —dc)x^=o, ibd— c3)(î-t-(èe —cd)tx-^{ce — rf5)T» = o.
Le déterminant de ces trois équations est égal ày'^, ainsi (]u'il est facile de le vérifier; comme il est nul par les points de la courbe, il en résulte qu'elle est située sur la surface 3t.
Elle est également située sur le cône Sd; l'équation de ce cône
peiil en effet se meure sotis la forme siilvame :
P[(ac — *ï)('-4-(arf— 6c)iT + {6rf — c*)t:ï]
+ tS[(M+ c' )('-!- (6e — crf)(t-f- (ce — rfî)t'] = o.
D'où celle conclusion :
L'arête de rebroussement de la développable S( est la cubique gauche, suivant laquelle la surface W est touchée par le cône circonscrit à la surface, appartenant à V asymptotique Z, et ayant pour sommet le point [t).
De là on déduira facilemenl les propositions siiivanles :
Théorème l. — Les cônes du second degré circonscrits à J)C, ayant leur sommet sur une ligne asymptotique Z de cette surface et appartenant à cette ligne asymptotique, louchent 3t suivant des cubiques gauches. Les surfaces développables, dont ces cubiques sont les arêtes de rebroussement, coupent 3t suivant la ligne Z.
Théorèmf, II, — Étant pris un pointM sur la surfaceX, le cône, circonscrit à la surface et dont ce point est le sommet, se compose de deux cônes du second ordre. Chacun d'eux touche ÏK suivant une cubique gauche; les surfaces développables, dont ces cubiques sont les arêtes de rebroussement, coupent 3C suivant les deux lignes axymptotiques qui se croisent au point M.
l-i. Les cônes du second degré circonscrits à 3t: et qui appartiennent à l'asympLolique Z louchent cette surface suivant des cubiques gauches que je dirai aussi appartenir à l'asyniptotique.
Toutes les cubiques appartenant à cette asj'mpto tique passent par les quatre points satisfaisant aux équations
ces points sont d'ailleurs les points de rebroussement de lasymptotique et les points coniques de 9Ï ; leurs paramètres sont les racines de l'éqnation w = o.
SUR LA SURFACE RÉOIFHOOOE DE LA SURFACE DE STKINKR
IndépeodamnieiU de ces quatre poiDls, deux cubiques appartenant à l.'asvmploliijue Z se coupenl en un cinquième point.
Ce point est le sommet d'un cône du second degré qui contient les deux cubiques.
Pour démontrer cette proposition, je m'appuierai sur le lemme suivant que l'ou établira facilement ;
Une surface développable du. quatrième ordre (ayant pour arête de rebroussement une cubique gauche) étant considérée comme l'enveloppe d'un /fan mobile
/(X) désignant un polynôme du troisième degré en X, les différents canes du second ordre qui passent par l'arête de rebroussement sont donnés par l'équation que l'on obtient en égalant à zéro le covariant quadratique de /(X).
Cela posé, la cubique gauche, suivant laquelle la surface <"K est touchée par le cône du second ordre ayant le point {() pour sommet et appartenant à l'asymptollque Z, est l'enveloppe du plan mobile délini par l'équation (8) ((' étant considérée comme la variable). L'équation générale des cônes du second ordre passant par celte cubique sera donc, en vertu du lemme précédent,
I ai-^hx bt^cx cl -\-dT \
!l'i[(ac — b^)l^ +■ (ad— bc)lx + {bd~ c'jt^J ■+-t'x'[(ad—bc)t^-h(ae — c^jtx-hibe - crf)^!] -+- l'i |"(6rf— c^j t'-^{be —od)ti:-hice — (^)xî] = o.
Je remarque maintenant que celle équalion est sjmélrique par rapport à ( et ^; d'où les propositions suivantes :
Théorème III. — Si de deux points (t) et (/') situés sur l'asymptotique Z, on mène les cônes du second ordre circonscrits à ^ et appartenant à cette asym.ptotique, les deux
cubiques gauches de contact sont situées sur un même cône du second ordre, dont le sommet est te point d'intersection des deux cubiques distinct des quatre points nodaux de °K. Remarque. — Ce cône est défini par l'équalion (lo), Ïhéouéme IV. — Etant donnée une cubique quelconque passant par les quatre points coniques de at, la surface développable, dont celte cubique est l'arête de rebroussement, coupe 9C suivant une de ses lignes asrm/'loiiques Z.
Si l'on considère les divers cônes du second degré qui contiennent cette cubique, ils coupent X suivant les diverses cubiques appartenant à Z, en sorte que les développables dont elles sont les arêtes de rebroussement contiennent toutes Z, et que les développables circonscrites à'-X. le long de ces cubiques sont des cônes du second ordre dont les somtnets sont situés sur Z.
i5. Il esl facile d'étendre les rf^sulliils précédenls à une as^mptotique quelconque Zp résultant de l'intersection de X avec la quadriqne
A cet effet, j'établirai d'abord une formule très simple et que j'aurai souvent l'occasion d'employer.
Soil., en conservant les notations du § I, le système linéaire gauche
Uo= — ÏT o o >
le produit HUH, est aussi un système gauche que je ferai égal à('^
(') Il est important de ne pas confondre îc sien de u que j'ai désigné par la même lettre.
en sorte que l'on a
De réquaûoo (4) on déduit
II(I-^U)Hi= pA + ei +v.
d'où
i(I-i-U)^ A(pA-l-BI^-V)- Représenlons. (joiir abréger, par o(a:, y, z) la forme quadratique
a.w^-Y- ({■]-;c^ + e3^+ l^Zzy -\- i\ p^^ -1- a-f;ra; en développant fa relation précédente, on obtiendra l'équalion
en sorte que, quand le rapport t ; t prend toutes les valeurs possibles, les variables x, y, z restent constamment liées par la relation (il).
16. Cela posé, d'après ce que j'ai démontré plus haut, l'équation générale des cônes circonscrits appartenant à l'asjmptotlque Z s'obtient ea égalant à zéro le hessien de h; on peut donel'écrire de la façon suivante :
ou simplement
A(A-hU,) = o.
Les cônes circonscrits appartenant à l'asymptotique Zp auront par suite pour équation
i(A'-v-Uo) = A(H,AH -i-Uo) = i(A-H H,oU„H„) = o.
ou enfin en dévelop|janl
-+- -tibe — cd)yz + ilbd — c^')zm + -x^ad — bc)xy = o.
Telle est l'équation générale des cônes du second ordre circonscrits à Ù(. et appartenant à l' asymptotique Zp, les variables X, y, z étant assujetties à satisfaire à l'équation (i i).
17. L'équation générale des cônes du second ordre qui coniiennenf les cubiques gauches appartenanl à l'asymptolique Z {Cf, a" 14) peut se mettre sous la forme
L'équation analogue pour les cubiques appartenant à l'asjmptc tique Zp sera
i H, AH H -:( o o X o o o
= i A + Ho, - T! o o X o o o X JI(, [,
ou encore, en vertu des relations que j'ai établies plus haut,
D'où la conclusion suivante :
Si l'on désigne par x, y, z et x', y', z' deux systèmes de variables satisfaisant respectivement à l'équation {i i), l'équation générale des cônes du second ordre qui contiennent les cubiques appartenant à l' asymptotique Zp est
dm dy~^ dz '
Je désigne ici pai-yia même forme tjnadraliqiie que dans Je nu inéro précédent.
Les équations des cubiques gauches elles-mêmes sont
(ac — b^)x-<r{ad — bc)y^{bd— c^ )s = o, (ad ^ bc)3: -h (ae — c^)y -h (be — od)s = o, (bd— cï)3:-^(be —cd)y-i-(ce — rf2)3 = o.
18, Je ferai encore quelques remarques sur les propositions précédentes.
Par tout point M, pris sur la surface iK', passent deux cubiques appartenant à l'asvmpLolique Z; ces deux courbes définissent parfaitement le point M, dont on peut ainsi (ixer la position sur la surface par les valeurs des paramètres ( et t' des points de Z qui sont les sommets des cônes touchant la surface suivant les cubiques considérées.
En un point ((, (') .le .■}(:, l'équation du plan tangent est
U^t'-^iaP^ ■>.bti -I- CTî) + 2t'T'(6(î-h ac/T -I- A^) on voit ici apparaître rémauiint principal de «; les deux autres C'= t'(at^+ 3 6ï'T-i- jc(t:'+ d-z>') -^ -J {bt^ + ïct^-. ^ :àd(x'--i- er^)
C^ t{af^-hibl'^x'—-3cl'^.'"'-hdt'-')-t-x(bt'-^-t-icn-:'+idfT'^^ex-i)
représentent, comme nous l'avons vu, les plans passant pai' le point ((, t') et les tangentes (() et (('), ou encore les plans osculaleurs des cubiques, appartenant à l'asymptotique Z, qui se croisent au plan considéré.
Le plan tangent au point ((, (') passe évidemment par les deux points (t) et (/').
Il serait facile d'exprimer en fonction des paramètres i et l' les coordonnées du point ((, ;'); mais je laisse de côté cette recherche, qui me serait inutile en ce moment.
Jll. — Sur les lignes n dont les aiiyinptotiqu.es s
>dales des surfaces développables nt les arêtes de rebroussemenC {' ).
19. La surface dévelo|jpab!e (©, dont la sexliqiie Z est l'a de rebroiissement, a pour ligoe nodale une quarlif^ue -Tb doi est facile d'obtenir les équations.
Pour tout point de celte courbe, l'i^qaation
a deux couples de racines é tème d'équations
oc — 6^ ad — bc ae
les; elle est doûc définie par le sys- ■ibd—'ic'- ùe — cd ce — d'-
d'où l'on déduit, en vertu de l'identité,
-23(*e — crf)-l-î(ce-Hrf2) =o.
('] On sait {voir Catliît, loc. cil.) que ces lignes nodaies sont des courbes du quatrième ordre el de secoade espèce (c'est-à-dire par lesquelles on ne peut faire passer qu'une seule surface du second ordre)-, dans tout ce qui suit, je les appellerai, pour abréger, simplement guartiques, en réservant le nom de biquadratigitea aux courbes du quatrième ordre qui résultent de l'intersection de deux surfaces du second ordre. J'appellerai de même sextiques les courbes du sixième ordre et de quatrième classe qui sont les asymptotiques de la surface réciproque de la surface de Steiner Les seitiques sont les réciproques des surfaces développables qui ont des quartiqucs pour arêtes de rebrousse ment.
Les paragraphes qui suivent peuvent être considérés comme un chapitre partiel de la théorie des quartiques et des sextiques.
A ce sujet, il ne sera peut-être pas inutile d'indiquer le sens géométrique des
urface de Steiner
1. Etant donnée une quartique, l'enveloppe des plans qui coupent cette courbe en quatre points équiharmoniques est la surface du second ordre que l'on peut mener par la quartique.
IL Etant donnée une quartique, l'enveloppe des plans qui coupent cette courbe en quatre points harmoniques est la sur/ace de Sfeiner dont cette quartique est une aaymptotique.
Telle est l'équation de la qiiadriqtie ^, qui contient la ligne nodsie; en conservant li's notations du § I, on voÎe' que cette équation est
D'après le Tableau A, l'équation générale des quadriques ^p, contenant les nodales relatives aux diverses asjmptotiques de ia surfiiee, srra donc
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20. On peut, par uni- qiiartiquc donnée 3b, l'aire passer une infinité de surfaces réglées du troisième ordre. Prenons, en effet, arbitrairement une corde de celle courbe, c'esl-à-dire une droite s'appnjant sur elle en deux points; tout plan passant par cette corde fixe rencontre de nouveau la courbe en deux points. Le lieu des cordes mobiles qui les joignent est évidemment une surface réglée du troisième ordre ayant la corde fixe pour ligne double.
Il est facile d'obtenir l'équation de celle surface.
A cet effet, je considérerai le covarîanl du sixième degré de u
L = («2rf-!-36S—3a6ciï« -+-...
(on saii que tous ses coefficienis s'annulent pour les points de la ligne nodale) et l'émanant principal de L
représente une surface du troisième ordre qui contient la qua tique X ; il est facile de voir que cette surface est réglée.
On a, en effet, en conservant les notations précédentes et e
posant, pour abréger,
(('= at'^-^- ^bt'H'-i- ficr=x'!-i- /idC\'^-\- e-cl', l'identité suivanie
d'où l'on voit qoe l'équalion de la surface peut se mettre sons la forme
équation d'une surface réglée dont les diverses génératrices sont données par le système simultané d'équations M=X'«/ et C'^--kC, où X désigne un paramètre arbitraire.
Les équations de la droite double de cette surface sont
et telle est l'éqnarion généraSe (renfermant deux paramètres arbitraires C et t') des cordes de la quartique.
La seconde directrice rectiligne de celte surface a pour équations
(' ) Sur cette identité, voir (Bulletin de ta Société pkUomatkique et journal
L'Institut, mars 187a), ma Note Sur les couariants doubles des formes bi/iaires.
La proposition fondamentale relative aux covarianls doubles peut s'énoncer
Étant donné un système quelconque S de formes binaires, tout covariant double de ce système peut se mettre sous la forme
(\), (B), désignant des émanants des formes A, B, et ces formes étant elles-mêmes des cotarianls du système S m lepiesente le coeariant double général
Depuis la pulilitatiLit de la Note dont je viens de patler, j'ai reconnu que M. Clebsch h était appuyé sur la même proposition dans son Ouvrage sur les formes binaires je crus toutefjia pouvoir fane remarquer à ce suj'et que, dés 1860, je l'avais communiquée à M Mermite en lui faisant connattre les premiers principes dune nouvelle thecrie des foi mes binaites qui est restée inédite.
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Si l'on convienl d'appeler droite appartenant à une défeloppable les droites qui résiillenl de l'inlersecLÎon de deux plans langenls à celte développable, on peut donc énoncer la proposition
Théorème V. — Étant donnée une quartique quelconquei cette courbe est la ligne nodale d'une surface développable du sixième ordre et de la quatrième classe; par toute droite appartenant à cette surface développable et la quartique, on peut faire passer une surface réglée du troisième ordre.
22. L'écfualion générnle des surfaces ré^^ilées du troisième ordre passant par la quartique Jt, peut se mettre encore sous une autre forme remarquable, et qui résulte de l'identité
{Ci'—t''^)L„— aH'—a'H; d'où l'équation
uH'— h'H = o
et la conséquence suivante :
La courbe d'intersection de deux cônes quelconques appartenant à V asymptotique Z et la quartique ot, sont situées sur une même surface réglée du troisième ordre.
Celle même surface rég'lée contient aassi la courbe du dixième ordre qui est l'intersection (partielle) des surfaces développables dont les arêtes sont les deux cubiques suivant lesqiielles la surface ï)t est touchée par les deux cônes dont je viens de parler.
Ces deux surfaces (voir n" 12) ont, en effet, pour équations
ju^iH = o et y«'-(H'=o;
en éliminant y et u, on obtient l'équation précédente, ce qui démontre la proposition énoncée.
Lorsque l'on fait
les deux directrices reclilignes des surfaces du troisième ordre se confondent, et l'on obtient les variétés singulières signalées par
M. Cajiey {voir Salmon : Anafytic Geotnetry of three dimensions, § 447).
L'équation de ces surfaces est L ^ o.
24, Par ia sextit|ue Z ei la qiiartique Ot, on [jeiit faire passer une infinité de surfaces du quatrième ordre dont Féqualion est
Je ferai remarquer encore, et je reviendrai plus tard sur ce sujet, que la ligne nodale X est sit.uée sur la snrface de Steiner S, qui est la polaire réciproque de ;X par rapport à la quadriqueS.
IV, — Sur les polygones que l'on, peut à. une sextîque gauche,
2S. Soit une sex tique gauche Z, définie comme l'arête de rebroussement de la surface enveloppée par le plan variable
« = «('+ ^(,[3i -i- ^ct'--'--\- idt'^ -h eT*= 0.
Supposons que les tangentes, en deux points (t) et ((') de cette courbe, se rencontrent en un point M (qui appartient nécessairement à la nodale %).
Les équations de ces langenles sont
Ces qui
devant être satisfaites pour les coordonnées du point M, on obtiendra la relation qui lie entre eux les paramètres t et i', en égalant à zéro ie déterminant de ce système d'équations.
La valeur de ce déterminant peut s'obtenir immédiatement en remarquant que c'est un covariant double de o), du premier degré par rapport aux coefficients de ce poljnome, et du sixième degré par rapport aux variables /, t et aux variables (, t'; en se reportant
-t- 3cPz
3ar(T= -i-ei
aCa
+ 3è('ÏT
3cï'T'' + dl
bt'^
■■-^3cr-x
3df'V!-H Cl
ons
et l'équ
ati(
m identiqt
-46iï +
f-4dS-^.
i la Noie qui précède le paragraphe précédent, temeni, que ce délerminanl a pour valeur
.^0 désignant l'émanant princi|jâi de i»
en sorte que la relation qui existe entre les paramètres t cl t' est
Les coordonnées du point M s'expriment lacilement en i'onelior des paramètres t et (', et sont données par le système d'équalioni
I — (ï+ 1') (2-f-4H l/éqiialion
donne heu à une remarque importante.
C'est l'intégrale de l'équation d'Eiiier qui sert de base à la théorie des fonctions elliptiques.
D'où la proposition suivante :
TuÉORiiME VI. — Si l'on peut circonscrire un polygone' gauche à une sextique, on peut lui circonscrire une infinité de polygones du même nombre de côtés.
Remarque- — H est clair que, pendant que les c6tés du polygone roulent sur !a sextique, ses sommets décrivent la quar tique y^.
On a ainsi un polygone mobile dont les sommets se meuvent sur une quadrique, tandis que ses côtés enveloppent une courbe tracée sur une autre quadrique; c'est un point particulier d'une question digne, je crois, d'intérêt, et sur laquelle je reviendrai. Je me suis déjà occupé du problème générai dans une Communication laite à la Société philomathique, en m'appuyant sur l'extension à l'espace de la théorie de Jacobi relative aux courbes planes du second ordre, extension que j'ai fait connaître dans une Note pré-
seniée à l'Inslitiii s,»rV Intégration d'une certaine classe d'équations différentielles.
27. En ijarliciilier, si l'on pei>l circonscrire un triangle à une se\ tique Z, on peut en circonscrire une infinité ; en d'antres ternies, si l'on penl mener un plan tritangent à la sexticfue, on pent lui en mener une infinité.
Si l'on se reporte à la relation
on verra facilement que ce cas se prcsenle quand on a
Comme l'a remarqué M. Cremona ( ' ), cette relation signifie que les quatre points cuspidaux de Z sont en rapport équiharmonique. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Quand les quatre points cuspidaux d'une sextique sont en rapport équiharmonique, on peut mener à cette courbe une infinité de plans tritangents.
Je montrerai plus loin que, dans ce cas, la sextique est située sur un c6ne du second degré.
28. La considération de l'équation ^,=^0 montre aussi facilement que la condition, pour que l'on puisse circonscrire à la sextique Z un quadrilatère, est
D'où, en se reporl.anl aux observations déjà citées de M. Cremona, la proposition suivante :
Quand les quatre points cuspidaux d'une sextique sont en rapport harmonique, on peut lui circonscrire une infinité de quadrilatères gauches.
(') Voir les Notes de M. Cayley Sw les It
M. Gayleya remarqué (' ) que, quand l'on ay',,^ o, [a sexLÎque est l'arête de rebroussemeot d'une surface développable circonscrite à deux quadriques se louchant d'un contact simple.
On peul donc énoncer le théorème suivant ;
Quand deux quadriques ont entre elles im contact simple, on peut circonscrire une infinité de quadrilatères gauches à l'arête de rebroussement de la surface développable circonscrite à ces deux quadriques.
V. — Digression sur les covariants doubles des formes binaires.
29. Comme, dans tout ce qui suit, les covariants doubles des formes u et <» se présentent très fréquemment, les considérations suivantes, quoique très simples, ne paraîtront peut-être pas inutiles.
Soient les formes u{x,y) et uii^x,y), dans lesquelles j'ai, pour un instant, substitué aux variables t et •: de nouvelles variables x et 7.
On a évidemment, en conservant les notations précédentes,
u{t3!^ t'y,-<:-'X + -^y)= ux'-^ ,\C'cc^y -^&Cax--y''^ !^Cxy>-+- u'y^.
n posant
Soit maintenant F un covariant double quelconque de m et de to ; m a, par suite de la définition même des covariants,
F(a, 6, ...,a, p, . . . .tx -\- f y,xx -^- ■^' y, tx' + fy',-vx'+ T'y") = ((t'- Ct)-'" ¥{u, C, . . ., .0, i', . ..,x,y,x-,y');
( 1 ) Notes Sur les torse
d'où, en faisan L dans celle idenLÎlé ^ = i, y ^ o, a;'=:o, y'=^ i,
F(«,è,...,C.,fl,..,,^T,ï',T')
= it-:'~t' ■€)-'»¥ (II. C, ...,!0,,r, ,.., i,o,o, !)■
De là résultent les conclusions suivantes :
i" Un covarianl double (et il en est de même évidemment d'un covariant simple et d'un invariant) est déterminé quand on connaît son terme principal, c'est-à-dire le terme auquel se réduit le covarianl quand on j fait t =^i , t = o, ^ = o, t' = i.
On obtient, à une certaine puissance près de (/t' — t'-ç), la valeur du covariant en remplaçant respectivement dans le terme principal a, b,c, ... paru, &, C^, .-., et a, p,-{, . . . , par w, ^, ^b,
a" Si l'on veut établir une relation enlre des éléments géométriques dépendant de deux points de la sexlique Z, on pourra toujours supposer que les paramètres de ces deux points sont o et on; de la relation qui a lieu dans ce cas particulier, on déduira la relation générale en remplaçant respectivement a, b, c, ... et a, P, Y) ■ - ■ parles émanants que j'ai mentionnés ci-dessus.
30. Pour faire une applicalion simple des considérations qui précèdent, je remarquerai que l'on a
L'équation de la quadrique S peut donc s'écrire de la façon snivante ;
Les plans osculateurs de la sextique Z aux points (t) et (('), dont les équations sont
coupent ^ suivant deux coniques siluécs sur le cône dont l'équation est
\Cl- ',.'X'=o;
le sommet de ce cône est défini par les équations
£0 = 0, £ = 0 et &' = o.
Ce point est d'ailleurs le point {t, t') de la surface ac.
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On [jeiil donc énoncer la proposition suivante :
'J'héobème VII. — Étant donnée une sextique Z, si l'on mène deux plans osculateurs quelconques de celte courbe, ils coupent la quadrique, qui contient Z, suivant deux coniques; le sommet d'un des canes qui passe par ces deux coniques se trouve sur la sur/ace 01, dont Z est une asymptotique ; et, quand ces plans se déplacent de toutes les manières possibles, le sommet de ce cône décrit la sur/ace 3C.
Remarque. — On pent, par ces deux coniques, mener un deuxième cône; le sommet de ce cône décrit une surface que j'étudierai dans la suite de ce Mémoire,
VI. -- Centre et plan central d'une sextique gauche. 31. Outre l'invariant
qui est ideniiquemenl nul, (es deux polynômes m et w ont un autre invariant, du premier degré relativement aux coefficients de(/,
L'éqnatioTi hi,^= o représente un plan H; pour trouver les points d'intersection de ce plan avec la sextique Z, il faut remplacer a, b, c, ... par leurs valeurs tirées du Tableau B; le résultat devant être un covarianl de w, il suffit de calculer son terme du degré le plus élevé et par conséquent de Caire a, b, c égaux à zéro, et
d^af^ et e ^ 4 ^ (« ; il vient ainsi, comme premier terme de ce covariant,
d'ori l'on conclut que les paramètres des points où le plan II ren-
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coDlre la sextiqne Z sont les racines de l'équalîoti que l'on obtient en égalant à zéro le covarianl du sixième degré de w (').
Les paramètres des quatre points stalionnaJres de Z étant lesracines de l'équation w=o, on déduit de là et des propriétés bien connues du covariant du sixième degré d'une forme biquadratlque la proposition suivante ;
Théorème VIII. — Les quatre points stationnaii-es d'une sextique Z peuvent être partagés de trois façons différentes en deux groupes de deux points; à chaque mode de groupement correspond sur la courbe une division en involution donnant lieu à deux points doubles. Les droites qui joignent les trois couples de points doubles sont situées dans un même plan H, qui est le plan central de la sextique.
Gomme je le montrerai plus lard, ces trois droites sont situées sur la surface at, dont Z est une asymptolique.
32. Il est facile de conclm-e de ce qui précède qu'il ne peut exister d'autres covariants de u et de w, du premier degré par rapport aux coefficients de «, que ceux que je viens d'examiner.
En égalant, en effet, à zéro un tel covariant, on a l'équation d'un plan qui rencontre Z en six points dont les paramètres sont les racines d'une équation que l'on obtient en égalant à zéro un covariant de to du sixième degré. Or il n'existe qu'un seul covariant de ce degré; la proposition que je viens d'énoncer est donc démontrée.
De là diverses conséquences importantes.
En premier lieu, A„ étant le seul invariant linéaire par rapport aux coefficients de u (sauf «e — 4^3 4----t q"' est identiquement
Pai' tout point (i) d'une se^Lique Z, on peut mener en effet un plan leur de cette courbe et différent du plan (l)\ le paramètre (' de ce plan en égalant à zéro l'émanant
Si le paramètre {() satisfait à la relation u = o, on voit que l'on a t plan P se confond avec le plan {t).
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nul), si l'on passe de la sexlique Z à la sextique Zp, en employant tes substitutions dont j'ai parlé au paragraphe I, hg devra, à an facteur numérique près, conserver la même valeur; et, en effet, on vérifie facilement que l'on a, en conservant les notations de ce même paragraphe,
TeÉoiiÈME IX. — Toutes les sextiques qui sont les asymptotiques d'une surface K ont même plan centrai.
Je dirai que ce plan est aussi le plan central de 9C; comme je l'ai déjà fait observer, il coupe cette surface suivant trois droites.
33. Équation de la surface du quatrième ordre qui contient les lignes nodales correspondant aux asymptotiques de la surface 3C.
Pour tous les points de la courbe X, qui est la ligne nodale de la surface développable ayant Z pour arête de rebroussement,
On déduit de là
(12) 6y/i„+i7c — Aî=o.
Cette équation représente une surface du quatrième ordre Q qui contient la nodale X; en se reportant aux formules (3) dn Tableau A, on voit que l'on a
['X.-'_ /,'s = (fiX — ij.p)=( ik - A=) ;
en vertu de la formule donnée dans le numéro précédent, on a donc identiquement
^jK+i'k'~h"- = {U. — fip)s[6yAo-i- ik — A^] ;
îla OÉOaÉTfilE,
d'où l'on déduilfacilementque la surface Q conLientlesnodales 5Ti,. dont le lieu est ainsi donné par l'équation (la).
'Si. [l j existe un point O de l'espace dont les coordonnée!
s'expriment an mojen des coefficients de u et du hessien de u.
Les coordonnées de ce point sont déterminées par le système suivant d'équations
Sj,.-,i.l.;-fr- aj-_f, ,,.,„.„, ■■ + .PS-3y
On vérifie facilement que les quantités a, b, c, . . . sont les coordonnées d'un point, car elles satisfont idenliqueiiieiit à la relation
Cela posé, si l'on détermine le plan polaire du point 0 par rap~ port à une quadrique quelconque du réseau ((', A, k), c'esl-à-dire à une quadrique dont l'équation soit de la forme
il est clair que l'équation de ce plan s'obtiendra en égalant à /.éro un invariant de w et de w, du premier degré par rapport aux coefficients de H.
D'après ce que j'ai dit plus haut, sou équation est nécessaire- An = o.
D'où la proposition suivante :
Théorème X. — Le plan central H de la sur/ace Si a même pâle relativement à toutes les quadrigues du réseau (i, k, k )..
Je dirai que ce pôle est le centre de la sur/ace ac et des diverses sextiques qui sont les asymptotiques de cette surface.
3S. Si une droite peut être placée sur la surface 3C, elle rencontre S en deux points situés sur l'asymptolique Z. Cette droite
esL donc une corde de Ja sexliqae Z. Poiif trouver la relation qui existe entre les paramètres des extrémités de cette corde, je supposerai qu'ils soient respectivement o et od, en faisant
D'après le Tableau B, les coordonnées de ces points seioiil donc rt = è = c = o, d = %, e = 4 ri,
Désignons par k un paramètre variable; les coordonnées d'un point quelconque de la corde seront données par les équations
I o va -^-4]
d'où l'on voit que ta valeur du paramètre k correspondant au troisième point de rencontre de la corde avec IK. est donnée par l'équation
si !a corde est siiiiéc tout enlière sur !a surface, cette équation doit être satisfaite pour une inliiiité de valeurs de k. On doit donc
d'où l'on déduit, d'après les propositions données n" 29, les relations suivantes, qui exislenl entre les paramètres des extrémités d'une corde de Z située sur la surface,
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36. On peuL satisfaire à ces relations de deux façons dislinctes : 1" En faisant
(0 = 0 et o('=i>.
Les racines de ces équations sont les paramètres des quatre points slatîonnaires de Z (qui sont !es quatre poinls coniques de M); on en conclut que les six arêtes du tétraèdre dont ces poinls sont les sommets sont situées sur !a surface.
1" En faisant.
Pour résoudre ce système d'équations, je remarque que, en éliminant t' entre ces deux équations, le résultat est un covarlant dont
Ce covariant est donc tùT^, Tg désignant le covariant du sixième degré de w.
iisissanlde côté le facteur étranger w, on voit que les paramètres des extrémités des cordes cherchées seront les racines de l'équation
ro = o.
Soient 3, , ^-î el jj les racines de l'équation ( ' ) on sait que fo est le produit des trois facteurs
l/siu) — aï], v/sîto — -iv], /ss'..--
lii y; représente le hessien de n).
Les deux racines de l'équation
sont Ses paramètres des extrémités d'une corde située sur la surface. Je désignerai cette corde par la lettre D,. Aux deux autres facteurs correspondront deux autres cordes Dj et Dj ; il suit d'ail-
{') Voir Saluon, Algèbre supérieure, p. i8o c
leurs de ce que j'ai dit au n" 31 que ces Irois droites sont l'intersection de la surface SE par le plan central H ( ' ),
A celte occasion, je ferai remarquer que le théorème donné au n°31 peuts'énoncer d'une façon un peu plus générale de la manière suivante :
Si l'on coupe une asymptotique quelconque 9t par une quadrique du réseau (i, h, k), celte quadrique rencontre la courbe en quatre points distincts des points coniques. Si l'on partage d'une façon quelconque ces points d'intersection en deux systèmes de deux points, la droite qui joint les deux points doubles de Vinvolution déterminée par ces deux systèmes est une des droites de la surface ÏK située dans le plan central.
VIII. — Pôles et pliTns polaires relativement à la surface S. Applications diverses.
37. Considérons un point dont les coordonnées soient n', Zi', c', d\ e'.
L'éqnalion du plan polaire de ce point, relativement à la quadrique 8, est évidemment
, (/( , ili di , di , di
Si la quadilque 8 est telle que l'on ait ;„■= o, les coordonnées du centre de la surface W. (n" 34) sont a, p, y, 5, s. L'équation du plan polaire de ce point est donc
„E-46B-^6cY — 4rfp-i-ea = o,
et, cette relation étant identiquement satisfaite, on en conclut que le plan polaire est indéterminé; par suite :
Lorsque, pour une asymptotique Z, on a i(,= o, cette asym-
(' ) Il esl clair que tout ce aucune parlicularilé. J'exainin fadeur triple ou deux facteurs
ptotique est située sur un cône du second degré dont le sommet est le centre de la courbe.
Soit un plan
0(1 voit Immédiatenicnt que les coordonnées du pôle de ce plai sont données par le système d'éqiiaûons
■ii,r,,-^'j: ft,-„p, -«p ai„-f„-«Y 2;„3„-«S af„.„-H£ où j'ai posé, pour abréj,'er,
« = aE,— 4pS»— 6Yf„-4Bp»-He''».
11 est facile, en effel, de vérifier :
i" Que les quantités déterminées par les équations précédentes sont effectivement les coordonnées d'un point, car elles satisfont à l'identité
„E_4(,a-l-fic-f — 4rf^ + e!i = o;
a" Que le plan polaire de ce point, par rapport à S, est le plan
39. Comme application des formules précédentes, considérons un plan tangent quelconque à la surface ÏK. Comme nous l'avons vu (n" 18), son équation est
ti,=^a(n'î-t-26(îi'2-i-in')-i-c((^ + 4»' + î'î)-Hirf(( + i')+e = o;
on a, dans ce cas,
et les coordonnées du pôle de ce pian sont données par le système d'équations
2tg— i/o« ~it,{t^t')—êa'^ "' ■iioCU"' — ^,)^.
Supposons le point tellement choisi sur la surface X que l'on it
yGoosle
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les coordonnées du pôle seront données par les équations
a _ ib _ _ e
en se reporlant au n" âS, on voit que le point ainsi déterminé est le point de la nodale 0Ï>, qui est l'intersection des tangentes (t) et (;'); le plan polaire de ce point louche par conséquent la surface &e au point [l, t').
D'où encore celte conséquence ;
La sur/ace développable, qui est la polaire réciproque de la nodale 3t. relativement à la quadrique S, est circonscrite à X.
40. D'après ce que je viens de dire, on voit que la surface de Steiuer E, qui est la polaire réciproque de 5C relalivomenl à la quadrique S, contient la nodale 9C,
Cherchons l'équation de cette surface; il faut, pour l'obtenir, éliminer t çl t' entre les équations (i3). A cet effet, y. désignant une quantité inconnue, je suppose que la valeur commune des rapports contenus dans ces équations soit égale à ^- On mettra facilemant ces équations sous la forme suivante :
Je remarque maintenant que ces équations expriment que la forme « + xw est un carré parfait; or, pour que cela soit possible, on doit a\oir entre les invariants de u et de m la relation suivante (<):
Dans cette formule, A et B représentent deux, combinants qui, dans le cas actuel où
«E — 46S + 6C7 — 4rfii + ea = o,
s'expriment, au moyen des invariants que nous avons introduits,
(') Salmotj, Higher Algebra, §§ 213 el 214.
R represenle le résultant des équations u et w. Par suite, la relation précédente (qui est évidemment l'équation de la siufacc S) devient
)44(:t-(-JoJP— R = o.
Il est clair que l'équation R^o représente les plans osculateurs de la sextique Z en ses quatre points stationnaires; ces pians touclienl la surface S le long de quatre coniques situées sur la quadrique
/.r + i'ot = o.
Cette quadrique est la polaire réciproque relativement à S d'une quadrique T à laquelle sont circonscrits les quatre cônes nodaux de la surface (').
La forme de l'équation précédente montie qu'elle représente une quadrique passant par l'interseclion des deux quadriques i^=o et A = o.
Je dirai, pour abréger, que la quadrique A':::^ o est adjointe à la quadrique g(i^.o), et je la désignerai par la notation S'. Cela posé, la remarque précédente donne lieu, relativement à la surface V, a la proposition suivante :
Thi'^omjîme XI. — Si l'on considère une quadricjue quel-
(I) Pour un point conique de la sui'tace Sf, l'équation u = c étant satisfaite, de la formule donnée (n» 10) il résulte que l'équation du cùne, circonscrit à ÎK et ayant ce point pnur sommet, est
Le cône circonscrit est donc un cûne du second degré double ; c'est un des cônes nodaux de la surface.
Il est important de remarquer que les quatre cènes nodaux appartiennent à toutes les asymptotigues.
Sur ces cônes, et en général sur la théorie de la surface qui fait l'objet de ce Mémoire, voir .-
Sturu, aber die Bomiscke Flache von Steiner (Math. Ann., III) ;
EcKAKDT, Beitrage zur analy tischen Géométrie {Math. Ann., V);
ToMNSEND, On tlie Nodal Cônes of Quadrtrtodal Cubics { Quarterly Journal, X ).
conque Sp, passant par une asymptotique de X, et la quadriqae adjointe Sp, la développable, circonscrite à Sp le long de leur intersection, est circonscrite à la quadrique T.
Réciproquement, si l'on circonscrit à Y et à Sp une surface développable, la courbe suivant laquelle cette développable touche Sp est située sur S'„.
IX. — Sur les fonctions qui jouent le râle d'invariants relativement aum substitutions qui permettent de passer d'une asymptotique de 3t aux autres asymptotiques de la surface.
M. ÉtanL donnée une asymptotique quelconque Z de la surface K, on peut, en général {sauf un cas particulier que j'examinerai tout à rheure), en. déduire toutes les autres asymptotiques ail moyen des substitutions dont j'ai parlé au paragraphe I.
Ces substitutions peuvent être définies par le système linéaire
et il y existe un certain nombre de fonctions des coefficients a, b, c, . . . qui, quand on y efl'ecLue ces substitutions, ne changent pas de valeur, ou, pour parler plus exactement, sont simplement multipliées par une puissance de {p|j. — )>9).
Ces fonctions, lorsqu'on les égale à zéro, représentent des surfaces iodépendanlfes de l'asymptotique particulière qui sert de base au système de coordonnées et ne dépendant que de la surface X elle-même.
TeUes sont, par exemple, les fonctions ik — li^ et h„^ qui donnent lieu aux relations
i' k'— A'= = (piJi — U't^i ik — h'-) et
Ai,=--(pn — ),e)î(j/:— A').
L'équation ik — h^ = o représente, comme nous l'avons vu, l'enveloppe des quadrlques Sp, et l'équation kt,= o est celle du plan central.
Les fonctions qui jouissent de cette propriété jouent évidemment un rôle important dans la théorie de la surface 3C; outre
cellfis dont je viens de parler, il esL facile d'en trouver plusieurs
Il résulte, en effet, des formules données au n" 7 du paragraphe 1, fjue, par la substitution
les formes
is:^-^-'i.hxy^ky-^ cl x^— i^xy''-]- ■>.j\y-'
se changent respectivement en
£ x'^ -+- 3 h' xy -+- k' y^ et x'^ — ij ry'-l- ij'„y^.
De là résulte que les invariants de ce système de formes sont des fonctions jouissant de la propriété dont je viens de parler.
Nous aurons à considérer ( ' ) :
i" L'invariant quadratique
je désignerai par ô la quadriqiie dont i'équation s'obtient en égalant à zéro cet invariant;
2° Le résultant de ces formes; j'étudierai de préférence les facteurs de ce résultant.
En désignant, comme au n° 36, par s,, Sj et S3 les trois racines de l'équation
je m'occuperai des surfaces représentées par les équations z\i + 2^1 A -H k = a,
{') Salmon, Algèbre supérieure, § 157.
St)H LA REPliKSIiNTATlON
SUR UN PLAN DE LA SURFACE DU TROISIÈME ORDRE
QUI EST LA RÉCIPROQliE DE LA SURFACE DE STEINER. Bulletin, de la Société mathématique, de France; 1873.
1. On dit qu'une surface S peut êlre représentée sur un plan P, lorsque à cliaqiie point M de la surface correspond un point unique et bien déterminé du plan, et réciproquement lorsque à chaque point du plan correspond un point unique et bien déterminé de la surface.
Lorsque le poini M de la surface décrit une courbe, le point m, qui lui correspond sur le plan, décrit une autre courbe qui est, pour ainsi dire, l'image de la première, et l'on comprend que les propriétés des courbes tracées sur la surface puissent se déduire de celles des courbes qui sont leurs images.
La projection stéréographique, qui constitue un des moyens que l'on peut emjiioyer pour représenter, dans le sens que je viens d'indiquer, la sphère sur le plan , a déjà depuis longtemps familiarisé les géomètres avec ces considérations qui permettent non seulement de transporter à la sphère les propriétés descriptives et métriques des figures planes, mais encore, en sortant de la spKère, d'établir des propriétés importantes des figures dans l'espace.
Le but de celle Note est d'appliquer la même méthode à l'étude d'une surface remarquable du troisième ordre, que j'ai déjà étudiée analytiqncment dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (').
( ' ) Becherches analytigues sur la surface du troisième ordre qui est U proque de la surfcwe de Steiner, ■%' série, t. XI, 1872.
2- 11 est facile de voir qu'une surface quelconque du Lroisième ordre peut être représentée sur un plan.
Une telle surface contient en général 2^ droites; soient D et D deux de ces droites qni ne sont pas dans un même plan.
Par un point M de la sui-face on peut mener une droite unique et bien déterminée qui s'appuie sur D et D', cette droite rencontrera un plan P arbitrairement choisi en un point bien déterminé m; réciproquement, le point m étant donné, on ne pourra mener par ce point qu'une droite s'appuyant sur D et D'; cette droite rencontrera la surface du troisième ordre en deux points situés respectivement sur D et D', el en un troisième point M distinct de ces points et parfaitement déterminé.
On obtient ainsi, on le voit, une représentation de la surface sur le plan P; on aurait évidemment pu, dans le même but, employer au lieu des droites D et D' une cubique gauche quelconque tracée sur la surface, car une des propriétés caractéristiques de cette courbe consiste en ce que, par chaque point de l'espace, on ne peut mener qu'une seule droite qui la rencontre en deux points (').
3. Dans oc qa! sail, je , sentation sur un plan de la ; lient les six arêtes d'un tétr
En prenant ce tétraèdre p l'équation d'une pareille surface est de k forme
La surface qui lui est réciproque (c'est-à-dire la surface qui est, par rapport à une surface du second degré, le lieu des pôles des plans qui lui sont tangents) est une surface du quatrième ordre ; et cette nouvelle surface jouit de la propriété d'être coupée
.ccuperai spëoi :face du u-oisiè
me ordr
do la r, e S qui
:pr<<con-
dreT.
ir tétraèdre de r
éférencf
!, envoi
t que
(1) Sur la reprôseniation sur im plan d'une surface du troisième ordre, voir beau Mémoire de M. Creraona : Sur les surfaces du troisième ordre, et la Ge'i méii'ie de situation, de M. Reye, p. 172 et 199.
M, Cremona a aussi publié {Comptes rendus de l'Institut lombard, 18G7) u Mémoire sur la représentation sur un plan de la surface de Steincr, mais je n'i pu en prendre
suivant deux coniques parchacun de ses plans tangents, c'cstdonc la surface dite de Steiner.
On en conclut que, si l'on considère un cône circonscrit à S, et ayant pour sommet nn point de celte surface, ce cône se compose de deus cônes dii second degré ; la courbe de contact se décompose aussi en deux courbes distinctes qui sont évidemment des cubiques gauches.
i. Quand on étudie la représentation sur un plan de la surface S, on voit facilement que l'on peut efl'cctuer la représentation de telle sorte qu'à toute courbe plane de S corresponde, sur le plan, une cubique passant par six points fixes (II) qui sont les sommets d'un quadrilatère complet Q, et qui correspondent d'ailletii's aux six arêtes du tétraèdre situé sur S.
Cela posé, soient A et B deux points de S et a, 6 les points qui leur correspondent sur le plan; soient, de plus, C le troisième point où la droite AB rencontre S et c le point correspondant.
Toutes les sections planes de S, qui passent par A et B, passent «gaiement par le point C; les cubiques qui sont leurs images passent donc aussi toutes par le point c, d'où il suit que ce point est le neuvième point commun aux cubiques qui passent par les points a et 6 et les six sommets d u quadrilatère Q-
Pour déterminer facilement ce neuvième point, supposons, pour un instant, que les points a et ô soient les ombilics du plan, c'està-dire les points de l'infini où se croisent tous les cercles de ce plan. Si l'on délaisse un des côtés du quadrilatère Q, les trois autres côtés déterminent un triangle, et le cercle circonscrit à ce triangle constitue, avec le côté dont j'ai parlé, une cubique passant par les huit points a, b et (0); ce cercle passe donc par le neuvième point.
D'où celte proposition :
En prenant, trois à trois, les quatre côtés d' un quadrilatère complet, on détermine quatre triangles; les cercles circoncrits à ces triangles se coupent en un même point O, qui est le neuvième point commun aux cubiques qui passent par les ombilics du plan et par les six sommets du quadrilatère.
Imaginons la parabole inscrite dans ce quadrilatère, les quatre
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triangles dont je \iens de parler lui sont circonscrits, cL l'on sait que le cercle circonscrit à un triangle, circonscrit lui-même à une parabole, passe par le foyer de celte courbe.
Le point O est donc le foyer de cette parabole, ou encore le point de rencontre des tangentes qu'on peut lui mener par les ombilics.
6. Revenant maintenant au cas général, nous voyons que pour construire le neuvième point commun aux courbes du troisième ordre, qui passent par les six sommets d'un quadrilatère complet el deux points donnés a et è, il suffit d'inscrire dans le quadrilatère une conique tangente à aft, et par les points a et 6 de mener des tangentes à celte courbe ; le point d'intersection de ces droites est le point cherché.
En d'autres termes, si trois points A, B eï C de la surface S sont en ligne droite, leurs images a,betc sur le plan forment un triangle dans lequel on peut inscrire une conique inscrite dans (e quadrilatère Q.
Pour abréger, j'appellerai simplement coniques du faisceau les coniques inscrites dans te quadrilatère Q.
6. Considérons une droite tangente au point A à la surface S, ou, si l'on veut, passant par le point A et le point inGniment voisin A'; si l'on désigne par a et a' les images des points A et A', on voit que, pour obtenir l'image du troisième point où la tangente rencontre la surface, il suffît de construire une conique du faisceau tangente à aa' , et de mener par a ia seconde langente à celte conique; le point de contact b de cette tangente est l'image du point cherché.
D'où les conséquences suivantes :
1° Le plan mené au point A, tangentiellement à S, coupe cette surface suivant une courbe du troisième ordre à point double, lieu des points de contact des tangentes que l'on peut mener du point a aux coniques du faisceau.
2° Les lignes asymptotiques de la surface S ont pour images les coniques du faisceau.
En efi'ct, soit t une tangente à l'une de ces coniques et toucliant
celle courbe au point a, le point de contacl de la deuxième Langente, qu'on peut mener du point « à la conique, se confond avec le point lui-même, la prO|iosilion est donc démonti-ée (').
3" Si l'on cil-conscrit à la surface les deux cônes du second degré qui ont pour sommet un point A de cette surface, les deux cubiques de contact ont pour images les tangentes aux deux coniques du réseau qui se croisent au point a.
1. Soient s une conique du résean le présentant rasjinptotitjue Z de la surface S et M un point de celte asjinplolique; il est le sommet de deux cônes du second degré circonscrits à S et qui la touchent suivant deux cubiques gauches dont Tune est représentée par la tangente menée en wi à la cubique z) je dirai que celle cubique appartient à l'asjmptolique Z, en sorte que l'ensemble des cubiques appartenant à celle courbe sera représenté par l'ensemble des droites tangentes à s.
En se reportant au n° 7, on déduira facilement de celle définilion la proposition suivante :
La surface déoeloppable, qui a pour arête de rebroussemenC une cubique appartenant à une asymptotique Z, coupe la surface suivant cette asymptotique.
D'où encore :
Si l'on circonscrit à S les deux cônes du second degré qui ont pour sommet un point M de cette surface, les surfaces développabies dont les courbes de contact sont les arêtes de rebroussement coupent S suivant les asympioliques gui se croisent au point M.
8. Soient une cubique quelconque appartenant à l'asjmptotiquc Z et A l'un de ses points; joignons A à un autre point quel-
(' ] Clebscli a le premier trouvé les asymptoliques de la surface de Sleiiier do ni on déduÎL, par réciprocité, les asymptotiques de la surface donnée.
M. Darboux {Bulletin des Sciences matkéinatiques, t. I, p. 355) a, d'une façon plu» générale, déterminé les lignes asymptoliques des surfaces comprises dans l'équalion
conqufi B de la cubique, la droite ainsi oblemie rencoiiUc S eu nu
point C doDt il est facile d'avoir l'image.
En (^ffet, a et è étant les images des points A et B et c l'image (iii point C, il suffil (n" S), pour construire le point c, de considérer la conique ^ qui est tangenieà ab et démener par les points a et b deux tangentes à cette courbe; le point d'inlersection de ces deux droites, qui est le point c, est nécessairement sur la tangente menée par le point a; d'où cette conséfjiience importante :
Étant donnée une cubique quelconque appartenant à l'asymptotiqiie Z, si l'on imagine un cône quelconque du second degré contenant cette cubique, il coupe la surface S suivant une seconde cubique qui appartient également à l'asymplotique Z ;
Ou autrement :
Deux cubiques appartenant à la même asymptotique sont situées sur un même cône du second degré, ayant pour sommet le point d'intersection de ces courbes qui est distinct des sommets du tétraèdre fondamental T.
9. Lemme. — Quand un tétraèdre est inscrit dans une cubique gauche, toute corde de la cubique coupe les faces du tétraèdre en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Soient maintenant deux cubiques quelconques appartenant à u»« asvmplotique Z; ces deux cubiques sont toutes deux circonscrites au tétraèdre T et sont situées sur un même cône du second degré; elles ont donc une infinité de cordes communes; on déduit, de là et du lemme précédent, la proposition suivante :
Les cordes de toutes les cubiques appartenant à l'asympiotique Z coupent les faces du tétraèdre T en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Leur ensemble constitue ainsi le complexe remarquable du second ordre étudié par MM, Cliasles, Reye, Lie, Darboux ( ').
Rëye, Géométrie der Lage, t. II, p. 136 et agg.
En particulier, les tangentes ans cubiques font partie du complexe ainsi que les tangentes à l'asymptotique Z qui est l'enveloppe de ces cubiques. Par suite :
Les tangentes à une asymptotigue Z rencontrent les quatre faces du tétraèdre T en quatre points dont le rapport anharmonique est une quantité constante (^, et le complexe (Z) des droites, qui sont partagées dans le même rapport par les faces du tétraèdre, se compose des cordes des cubiques appartenant à cette asymptotique ( ' ).
On déduit encore de ce qui précède les propositions suivantes :
Étant données deux cubiques gauches situées sur un même cône du second ordre, ces deux cubiques se coupent en quatre points A, B, C e( D distincts du sommet du cône; cela posé, les surfaces développables, dont ces cubiques sont les arêtes de rebroussement, se coupent suivant une courbe du dixième ordre et une courbe K. du sixième ordre et de quatrième classe; cette courbe K, les deux cubiques gauches et les six arêtes du tétraèdre ABCD sont situées sur une même surface du troisième ordre dont K est une asymptotique.
Le cane du complexe ayant pour sommet un point donné de la surface S est le cône du second degré qui contient les deux cubiques appartenant à l' asymptotique Z et se croisant en ce point.
Tous les canes circonscrits à S et ayant leur sommet sur Z sont des cônes du complexe.
10. Une droite quelconque de l'espace, rencontrant la surface fondamentale S ans points A, B et G, peut être représentée par le triangle dôc, dont les sommets sont les images des points A, B et G.
Une droite de l'espace aura donc pour image un triangle circonscriptible à une conique du faisceau.
En particulier, toutes les droites du complexe (Z) ont pour
( ' ) Cf. SûPiius Lie, Ueber Complexe, mil Aiuv^ndung auf die Théorie parlieller Differential-Gleichungen {Math. Ame., i. V).
images les divers triangles que l'on peut eii-conscrireà laconiques.
Soient abc l'un de ces triangles et a, 3, y les points où s est respectivement touchée par Ids côtés bc, ca, ab. Le plan mené par A tangentiellement à S coupe celle surface (n° 6, i") suivant une cnbique à point double qui a pour image le lieu des points de contact des tangentes que l'on peutmener du point a aux coniques du faisceau ; cette courbe, et par suite le plan langent, passe donc par les points de l'asymptotique qni ont leurs images en p et y; on démontrerait de même que les plans menés en B et C, tangentiellement à S, passent respectivement par tes points de l'asymptotique dont les images sont y, a. et t., p.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si l'on coupe la surface S par une droite quelconque du complexe (Z), les plans tangents, menés à la sur/ace aux trois points de rencontre, forment un trièdre dont les trois arêtes rencontrent Z.
Si les trois faces d'un trièdre circonscrit à la surface S la touchent en trois points situés en ligne droite, des neuf points d'intersection des arêtes du trièdre avec la surface, il y en a trois qui sont situés sur une même asymptotique.
Réciproquement :
Un triangle quelconque étant inscrit dans une asymptotique Z, on peut toujours construire un trièdre dont les faces passent par les côiés de ce triangle et qui touchent la surface en trois points situés en ligne droite. Cette droite appartient au complexe (Z).
Il, Soit K. une conique quelconque située dans le plan sur lequel on fait l'image de la surface; on peut construire deux coniques du faisceau C et C telles qu'à chacune d'elles on puisse circonscrire des triangles inscrits dans K..
L'ensemble des triangles circonscrits à C représente un système de droites s'appuyant surK en trois points; K est donc l'intersection de S par une surface réglée V. Comme, d'ailleurs, la même
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courbe est J'intersectioii de S par les droites dont l'image est formée par les triangles circonscrits à C, on voit que la surface V admet deux systèmes de génératrices rectilignes; c'est par conséquent une surface <In second ordre qui, d'ailleurs, passe par les qiiatre sommets du tétraèdre T.
On peut donc énoncer les propositions suivantes :
Toute conique du plan est l'image d'une courbe du sixième ordre, intersection de S et d'une surface du second ordre passant par les sommets du tétraèdre T ;
Et réciproquement :
Si l'on coupe la surface S par une surface du second ordre passant par les sommets du tétraèdre T, la courbe d'intersection a pour image une conique.
12. En particulier, une asympLotique Z de la surface est située sur une surface du second ordre qui admet deux systèmes de génératrices rectilignes (G) et (G').
Si l'on applique aux poinls de rencontre de la courbe et de ces droites la dernière proposition du n" 10, oix obtient les théorèmes suivants :
Par chaque génératrice G, on peut mener quatre plans tangents à la surface; des quatre points de contact trois sont sur une même ligne droite D, qui appartient au complexe (Z) et qui engendre une surface du second ordre (A) coupant S suivant une courbe A; le quatrième point de contact décrit une courbe A',
Par chaque génératrice G', on peut mener quatre plans tangents à la surface; un des points de contact est situé sur la courbe A, les trois autres sont sur une ligne droite B' qui engendre la surface du second ordre (A') qui contient la courbe A'.
On déduit de là que la surface développable circonscrite à S et à la surface du second ordre qui contient l'asympto tique Z se décompose en deux surfaces du quatrième ordre touchant S le long des courbes A et A'.
■13. Les beaux théorèmes de Poncelel sur les polygones circonscrits à une conique, landis que leurs sommels décrivent d'autres coniques, conduisent à plusieurs propriétés ialéressantes de la surface S, relativement surtout aux diverses surfaces réglées que l'on peut faire passer par des courbes tracées sur ces surfaces; je reviendrai plus tard sur ce sujet qui, pour être convenablement traité, exige une étude préalable du théorème de Poncelet luimême.
SUR
L'APPLICATION M LA THÉORIE DES FORMES BINAiKES
I. — Considérations préliminaires
1, Bien que les considérations suivantes puissent êlre appliquées à toutes les surfaces algébriques, et en partieulier an plan ('), je ne les développerai, dans ce Mémoire, que relativement aiix courbes que l'on peut tracer snr une surface du second ordre.
Soit S une surface du second ordre, elle possède deux systèmes de génératrices rectilignes; avec M. CWa^^^es^Théorie des courbes tracées sur Vhyperboloîde à une nappe (Comptes rendus, 1861)] j'appellerai directrices les droites de l'un de ces systèmes, en réservant le nom de génératrices aux droites de l'autre système.
Prenons arbitrairement sur S «ne conique K que je désignerai sous le nom de conicjue fondamentale ; cette courbe est unicursale, c'est-à-dire qu'on peut désigner chacun de ses points par la valeur d'un paramètre t et de telle sorte qu'à chaque valeur du paramètre corresponde un point unique de la courbe.
Soit M un point de la .surface S; par ce point passe une directrice de la surface coupant K en un point unique, dont je désignerai le paramètre par x; par ce même point passe une généra-
(' ) Le cas du plan piésente naturellement un très grand intérÉt, mais dem pour l'application de la théorie quelques explications dans lesquelles je n'a
trice de la surface coupant K eu un point unique, dont je désignerai le paramètre par^j^. 11 est cîair, du resLe, que le point M est complètement déterminé et sans ambiguïlé par les deux quantités ^ et_j'; je les appellerai les coordonnées du point M,
L'équation d'une conrbe tracée sur S sera de la forme /(:r,^)=o; son degré p, relativement à la variable x, indiquant en combien de points elle est coupée par une génératrice quelconque, et son degré q, relativement à la variable y, indiquant en combien de points elle est coupée par une directrice. {Voy. Chaslks, loc. cit.)
2. On connaît le procédé ingénieux employé par Pliicker pour rendre homogène l'équation f{x, y) ^= o, en remplaçant les variables 3; et _^ par — et —; nous emploierons ici nn procédé analogue en remplaçante par — el^ par — , ■ De cette façon, l'équation d'une coin-be algébrique tracée sur S deviendra
le polynôme F étant iioniogène et dn degré p par rapport aux deux variables x et x\ homogène et du degré q par rapport aux variables y et y'.
3. Cela posé, je rappellerai d'abord ce que l'on nomme émanant d'une forme binaire ow d'un polynôme algébrique homogène à deux indéterminées.
Soit y}{x,x') un tel polynôme; on appelle émanants de ce polynôme les divers polynômes compris dans les expressions suivantes :
IS+^S
i(,-^"rf,. +•»■^,^•+'"<^^'.j•
dont la loi est facile à saisir.
Pour abréger, je désignerai ces émanants par la notation (U)( , (U)2, {U)3î .-■; la parenthèse indiquant un émanant de la
forme U, el l'indice qui lui est adjoinl, le degré do cet émanant par rapport aux lettres y el y' .
Lorsqu'une forme est de degré pair, elle possède un émanant dans lequel les variables x et jr enlrenl au même degré; j'appellerai cet émanant émanant principal de la forme, et je le désignerai par la notation (U), en omettant l'indice adjoint à la parenthèse, lorsque cela ne donnera lieu à aucune ambiguïté.
4, Il résulte de ce qui précède que tout émanant d'it ne formel) se réduit à celte forme lorsque l'on identifie les variables x^ x' et y, y'.
Soit U la forme du degré (p -f- g) à laquelle se réduit le polynôme F(^, x'; y, y') lorsqu'on fait x' --= x et j/ ==_>■; l'expression
esl homogène et du degré /> par rapport aux variables x et x' , homogène el du degré q par rapport aux variables j' el^; déplus elle s'annule lorsqu'on fait x-=-x' &\.y=-y', elle est donc divisible par
yx'—xf- 1.), et l'on peut poser
F, désignant un poljnome du degré p — i par rapport aux variables x^ a/, et du degré q — \ par rapport aux variables^, y' .
On peut appliquer au poljnome Fi le même raisonnement et, en continuant de proche en proche, mettre l'équation d'une courbe, tracée sur la surface du second ordre S, sous la forme suivante :
où U, V, W, . . . désignent respectivement des polynômes entiers en X et x', des degrés/) -\- q. p +q ^ i^ /" + î — ''l' ■ ■ ■■
5. En particulier, si l'on a/) =Tr y, l'équation delà courbe pourra se mettre sous la forme
* = (U)-H.o(V) + tuHW)-l-...^o,
OÙ u, V et w désignent respectivement des polynômes entiers
en a: &l x' , des degrés 2/), 2(/> — 1), a(/> — a); et je ferai observer que, dans ce cas, 0 est homogène et du degié p par rapi^ort aux quantiiés x — y, xy et x -^y (').
6. Par la forme précédente que j'ai donnée à l'équaiion d'une courbe algébrique, on voit que celle équation s'obtient en égalanl à zéro un polynôme ^, qui est un covarïanl double des formes U, V, W, ... ; on sait, en effet, que w est un covariant double de looles les formes et qu'nn émanant quelconque d'une forme est un covariant double de celte forme.
Delà résulte que Tétude de cette courbe se rattache intimemeul à l'élude simultanée de ces formes; je ne veux pas dire par là qu'elle s'j réduise, car, pour étudier complètement nue courbe, il est nécessaire de la comparer avec d'autres courbes qui introduisent d'autres formes dans cette étude.
On pourra toujours néanmoins, dans un calcul relatif à un certain nombre de courbes, faire en sorte que l'on n'ait à considérer que des invariants ou des covariants d'un système de formes binaii-es, et profiter de leurs propriétés connues pour en déduire des propriétés géométriques de ce système de courbes, ou pour simplifier les opérations.
S'il s'agit, par exemple, de calculer un covariant simple, i! suffira de calculer son premier terme; s'il s'agit d'un invariani, on pourra le calculer sous sa forme canonique (^).
7. Eclaircissons ceci par un exemple. Je ferai auparavant remarquer que, si O désigne le pôle du plan de la conique fondamentale K par rapport à la surface S, les coordonnées d'un point M de cette surface étant x etjK) les coordonnées du point M' où le rayon OM perce S sont ^ et x. De là résulle que si une courbe peut être placée sur un cône ayant pour sommet le point O, son équation doitètre symétrique en x et^; elle doit être par conséquent de la forme
etne pas contenir les puissances impaires de <.<>.
(') Ici, pour abréger, je fais, comme je le ferai plus conimuiiéiiienl, dans la suite de ce Mémoire, ic' = ^'=r,
(') Vm,r en général, sur cette théorie des formes, ['Algèbre supérieure de Saimon (Paris, Gauthicr-Villars).
En ]iaitic)i!iei', considérons une biqiiadralique gauche iracéc sur S, c'est-à-dire la courbe du quaLvième ordre qui résulte de l'iniersection de S par une surface du second ordre n'ayant avec elle aucune génératrice commune. Comme on peut la placer sur quaire rônes différents, son équation pourra, de quatre fiiçons différentes, se mettre sous la forme
^désignant une constante et U un poljnome du quatrième degré ; si l'on fait
U = <ïa;*-+- 4*^^-1- 6ca;=-H 4 t?a! -H e,
l'équation de la courbe sera pai- conséquent
Pour trouver les génératrices de la surface qui touchent la courbe, il faut chercber pour quelles valeurs de j, x acquiert des racines égales. Ces valeurs seront données par l'équation F(_^) = o, où F désigne le discriminant de l'équation précédente pris par rapport à ^; de même, pour une raison de symétrie, les directrices de la surface tangentes à la courbe seront déterminées par l'équation ¥{x) = o.
Quelle est l'équation générale des biquadratiques tangentes à quatre directrices données et pouvant être placées sur un cône dont le sommet est en Of
Il est clair que, pour résoudre cette question, il faut déterminer de la façon la plus générale le polynôme U cl la constante k de telle façon que le discriminant F{x) soit un polynôme donné.
On volt aussi facilement que le problème est identique avec l'intégration de l'équation dillerentielle d'Euler, qui sert de point de départ à la théorie des fonctions elliptiques. En effet, l'équation (i), étant successivement ordonnée suivant les puissances décroissantes de x et de y, peut se mettre sous les deux formes
Ma^=+ aNar-H P = o et M>24- aN'j + V'=o, d'où l'on déduit par la différenliatiou
évidorament
Ma^ + N = i/F^F)
el M>
l'équaLion devient donc
et l'on voit que, pour inléêrei' cette équation, il laut (ce qui est précisément la méthode de Caiichy) déterminer le polynôme U et la constanle k de la façon que j'ai indiquée.
Comme le discriminant F(^) est un covariant de la forme U, il suffît de calculer son premier terme; en ne conservant dans U que les termes du degré le plus élevé en ce, il se réduit à x^(ay'^+ 2b_y -\-c + k), d'où l'on voit que le terme de F (a;) du degré le plus élevé en a; est («c — i^)j7' + kax'' ^ |>av suite on a F{û;) = H + AU, H désignant le hessien de U.
8. Supposons maintenant que nous remplacions U paraU+6^H, aetp désignant des quantités numériques indéterminées. Sans faire de nouveau calcul, on sait, par les importantes formules dues à M. Gajlej.qiie H devient (a^S -l-9p*T)U + (a=— 3^^S)H {'), S et T désignant les invariants fondamentaux de la forme U.
Par suite F{a?) devient MU + (a^ — 3|5=S -+- 6Ap)H, M désignant un nombre dont il est inutile d'écrire la valeur.
Pour que le discriminant F(^) prenne donc (à un facteur numérique près) une valeur donnée U, il suffit de choisir la constante Adefaçon que l'équation a^ — 3^^ S -\-6k^^o soit satisfaite. D'où la proposition suivante :
Soit U un polynôme quelconque du quatrième degré; en désignant par H son hessien et par S son invariant quadratique, l'intégrale générale de l'équation
dœ ^ dy l/U(37) i/U(j') est
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le rapport «1^ étant la constante arbitraire introduite par l'intégration.
La parenthèse affectée de l'indice a désigne ici l'émanant principal de la forme aU + 6pH.
II. — Équation d'une section plane ; système de coordonnées dans l'espace.
9. L'équation d'une conique tracée sur la surlaceest de la forme
(î) ^(A:»-+B)+(Ba; + C) + K(j-^)=o;
je coQSÎdérei-ai les quantités A, B, G, K., qui entrent dans cette équaliou, comme les coordonnées du point de l'espace dont le plan polaire par rapport à la surface est le plan de la conique.
On pourrait aussi les regarder comme les coordonnées tangentielles de ce plan, et je le ferai quelquefois; mais généralement je les emploierai comme coordonnées ponctuelles.
Cela posé, étant données les équations de deux coniques
et
yiK'-u: -H B') + {B'^ + G) + K'(^ - a.) = o,
on voit, par un calcul facile, que la condition nécessaire et suffisante, pour que le plan d'une de ces coniques contienne le pôle du plan de l'autre, est contenue dans la relation suivante : AC'+CA'— 2BB'4-aKK'=o. Par saiie, l'équation du plan polaire (par rapport à la surface) du point de l'espace dont les coordonnées sont A', B', C, K' est
AC'+ CA'— aBIÏ'-^ aKK' r^ o;
et, cette équation étant linéaire par rapport aus. variables, il en résulte que le système de coordonnées employé est simplement un système particulier de coordonnées tétraédrales.
10. Dans tout ce qui suit, on voit que j'emploierai siniultanément deux systèmes de coordonnées, dont l'un (en x Qly) ne se rapporte qu'aux courbes tracées sur la surface, tandis que l'autre (en A, B, C, K) s'étend à tous les points de l'espace.
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La même oqualion, suivant que l'on y considérera les /r,_y ou les A, B, C, K comme les coordonnées couraïues, présentera un sens difi"<5renl.
11. Cherchons les coordonnées rcclîligncs d'un poiut {x, y) de ta surface. En désignant par X, Y les coordonnées courantes, la conique suivant laquelle la surface est coupée par le plan polaire du point (ici cette conique se réduit à deux droites) a pour équation
(X-^)(Y-:r) = XY-jX-^Y + 3y-o;
si l'on identifie cette équation avec l'équation (2), on en dédull les relations
A _ Bjj-K _ B-K _ _C_
I ~ —a: ~ ^y ~ xy' d'oïl encore
1 _ cc + y xy y ~x
(les formules serviront à trouver en coordonnées reclilignes l'équalion d'une courbe donnée en coordonnées de la surface, et je ferai, à ce sujet, celte remarque importante que si, dans un invariant de la forme (A, B, C) et d'nn nombre quelconque d'autres formes, on remplace respectivement A, B, C, K par les valeurs données ci-dessus, le résultat sera un covariant du système
12. En particulier, supposons que l'équation d'une courbe M soit de même degré /) par rapport kx eik y\ on sait que (n" ë), dans ce cas, son équation est homogène par rapport aux quantités X — y^ X -\-y et xy; en remplaçant ces quantités par les expressions données, on obtiendra l'équation d'une surface de degré/?, qui contiendra la courbe et dont cette dernière constituera l'intersection complète avec la surface du second degré fondamentale ( ' ) ; et je ferai observer que cette équation sera un invariant du système de formes qui caractérisent la courbe.
Ainsi, l'équation d'une biquadraiiqne éiani y'^{a3!''--\-ihx-i-o)-i-ty{b3!^ -r-acan-rf) + c>'^-i-5iip-[-e-+-A"(7 — a^)' = o, OQ pourra la mettre sous la forme
d'où l'on déduira, en emplovant le tableau (3), l'équation en coordonnées rectiligoes d'une des surfaces du second degré qui contient la biqnadratique
dCS — 4^iBCh-c(4B2+2AC) — ^rfl3A.-+-eA2H-(l/;K2 = o, ou slm[ilemcnt E+ 2A'K'= o, en désignant par E l'invariant fondamental des formes (A, B, C) et (a, 6, c, </, e)
-^aG'-26BC + c(2B'+ AC) — a<^BA-!--ieA2.
13. Si l'on élimine les variables x el y entre les équations (3), on obtient évidemment l'équation en coordonnées rectilignes de la surface du second degré S. Celle équation est K^ + D = o, en représentant, comme je le ferai consiamiuent dans la suite de ces recherches, par D l'invariant AG — B^ de la forme (A, B, C).
lil. — Recherche de la forme la plus simple que l'on peut donner à l'équation d'une courbe; groupes de courbes.
14. On peut, en faisant varier la conique fondamentale, donner une infinité de formes à l'équation d'une courbe donnée M.
Les formules de transformation peuvent évidemment (sans nuire à leur généralité) être mises sous la forme
X = ^ et Y^f^^l.
TJ -!-°
œ, p, Y et 5 désignant des quantités numériques; en sorte que I'ojj
dispose de trois constantes arbitraires.
La chose la plus importante est d'obtenir une équation de la courbe donnée dans laquelle entre le moins de formes possible,
A ce point de vue, on établit facilement que l'équation des cubiques gauches peut, d'une infinité de façons, être mise sous une forme qui ne contienne qu'une forme binaire cubique; sa forme générale est en effet
{acc^^ ^bx^+ 'iccc + d), + {a'a:-^hy){y-x) = o,
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et l'on peut, d'une Infinité de manières, disposer des trois constantes arbitraires en sorte que d et b' s'évanouissent.
L'équation de la biquadraliqiie peut (comme on le sait déjà) être mise, de quatre façons différentes, sons une forme où n'apparail qu'un polynôme du quatrième degré.
L'équation générale de la quarliqne gauche, c'est-â-dirc de la courbe du quatrième ordre par laquelle on ne peut faire passer qn'une surface du second ordre, est
((ix»+4£>j^= + Gca!' + 4(i^ + e),-l-(rt;'a7'+9,i'a^-l-c')(/ — 3:) = o,
et un calcul simple fait voir que l'on peut, d'une sente façon, disposer des constantes arbitraires en sorte que a', b' et é s'évanouissent; on peut donc mettre l'équation de la quarlique (et cela d'une seule manière bien déterminée) sous une forme où n'apparaît qu'une seule forme biquadraiique; ce sera pour nous l'équation réduite de la courbe.
15. Élant donné un système quelconque de formes, je classerai dans un même groupe toutes les courbes dont l'équation ne dépend qne de ces formes et de leurs divers covariants, et je dirai que toutes ces courbes constituent les formes du groupe.
Ainsi, étant donnée une forme biquadratique U, les courbes qui appartiendront à son groupe seront tontes celles dont l'équation renferme seulement la l'orme U elle-même, son hessien H et son covariant du sixième degré J.
Si l'on s'en lient aux courbes dont le degré ne dépasse pas 4, on voit que ce groupe contient seulement des biquadratiques et des quartiques gauches.
Toutes les biquadratiques du groupe forment un système conjugué par rapport à un tétraèdre fixe qui caractérise le groupe; c'est-à-dire que les sommets de ce tétraèdre sont les sommets des quatre cônes qui contiennent chacune de ces courbes. Les quartiques jouissent de propriétés analogues par rapporta ce tétraèdre.
C'est le groupe dont je viens de parler que je veux étudier d'abord dans la suite de ces icchcrchcs.
THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE ANALÏTIOUE
.Vouirelles Annales de Mathématique.
i . Les coniques, inscrites dans un quadrilatère ^xe, qui louchent une courbe de troisième classe donnée K, sont au nombre de douze. Les douze points de contact, les neuf points Je rebroussement de K et les six sommets du quadrilatère cir~ conscrit sont situés sur une même courbe du cinquième ordre.
En effet, soient {a,b,c,d){\]xy=o, (A., B, C)(),, p.)'=o, (A', JÎ',C')(^[x)'=o
et C' ÎQscritea dans le quadrilatère Q.
I ac ^ b' ad — bc bd — c' 1
{qui est indépendante de >.) représente une courbe du cinijuicinc ordre P (').
L'invariant J s'annule :
I' Pour ac — 6' — (ul — 6c = fiii — c'= o : donc P contient les neuf points de rebroussement de K;
a" Pour a = b = \ -t-\y = B + \V,' = t> : donc P contient les douze points des coniques tangentes ù K et inscrites dans Qi
3° Pour A + XA'=B + XB'=C-f-XC'=o : donc P contient les six somnu'Ls du quadrilatère Q.
2. Étant donnés, sur l'ovale de Cassini dont les foyer ssonl J et g, deux points a et b, désignons par a et ^ les points où les normales en a et b coupent l'axe de la courbe qui renferme les foyers, et par i le point oie cet axe est coupé par la perpendi-
aitalytique {Journal de LLou\'Ule.
culaire élevée sur le milieu du segment ab, démontrer la rela-
i^ U ig if
3, En un point M d'un tore, on mène une droite MT, située dans le plan tangent. Soient a et b les points où cette droite coupe la sur/ace; menons les deux sphères qui, passant par M, touchent la surface aux points a et b; désignons par a ei p les centres de ces sphères et par I le point milieu du segment «p.
Celaposé, si, par le point M, nous menons une droite parallèle à la droite qui joint le point I au centre du tore, dirigée dans le même sens et de longueur double, le point extrême de cette droite est le centre de courbure de la section faite dans le tore par le plan normal passant par MT.
PAR SIX POINTS DONNÉS DE L'ESPACK
iulleciii de la Société mathématique de France; 1S73.
1. Un grand nombre de propriétés intéressantes des surfaces du second ordre (ou quadriques) qui passent par six points donnés de l'espace dépendent de la décomposition d'im polynôme du sixième degré en la somme de qnalre carrés.
Dans cette Noie, je me reslreiûdrai au cas le plus simple où on le met sous la forme d'une somme de trois carrés, ce qui correspond, au point de vue géométrique, à l'élude des cônes du second ordre que l'on peut mener par six points ('),
2. Comme, dans tout ce qui suit, je m'appuie surtout sur quelques propriétés des cubiques gauches, je crois tout d'abord devoir les rappeler brièvement.
Soit a\^ -\-ZbX'^-{''6c'k-{- d=o l'équation d'un plan mobile, î, désignant une variable niimérique arbitraire ; ce plan enveloppe une surface du quatrième ordre, dont l'arête de rebroussement est une cubique gauche R, définie par le syslème d'équalions
(') Voir, à ce sujet : HcKRnoLZEn, ^«r' une surface du quatrième ordre {Math. Ann., t. IV, p. 175).
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à chaque valeur de X correspond un plan osciilaleur de la cubique dont je désignerai le point de contact sous le nom de point (X), en disant que \ esl le paramètre de ce point. On voit facilement, d'ailleurs, que les coordonnées de ce point sont données parles formules
3. L'équation d'un plan quelconque étant nî_36-f-i-3cp — 1^01 = o,
on voit que ce plan cou pela eu bique Ken trois points dont les paramètres sont les racines de l'équallon aX*-t- 3^).^+ SyX + S = o; ces points définissent d'ailleurs complètement le plan, en sorte qu'on peut le considérer comme déterminé par le poljnome du troisième degré qui forme le premier membre de celle équation. Dans ce qui suit, si A représente d'une façon générale l'équation d'un plan, A' désignera le poij'nome qui a pour racines les paramètres des points où ce plan coupe la cubique. Le degré de ce poljnome A' s'abaissera du reste, si le plan passe par le point de la cubique dont le paramètre esl infini; l'équation ni ;= o, par exemple, où m désigne une constante, est l'équation du plan osculateur en ce point.
4. Étant donnés six points dans l'espace, on peut mener par ces six points une infinité de cônes du second ordre dont les sommets sont situés sur une surface du quatrième ordre S. Les différentes génératrices de ces cônes forment un complexe de droites du sixième ordre ; en effet, étant pris arbitrairement un point M de l'espace, pour qu'une droite passant par ce point soit une droite du complexe, il faut et il suffit que l'on puisse construire un cône du second ordre ayant son sommet sur cette droite, et passant par les six points donnés ainsi que par le point M.
Or, d'après un beau Mémoire de M. Hesse (Crelle, t. 49), le lieu des sommets des cônes du second ordre que l'on peut mener par sept points donnés est une courbe gauche du sixième ordre Q ; le cône du complexe, qui est le cône projectif de celte courbe, est donc aussi du sixième ordre.
5. La surface S esl, le lieu des courbes Q. On peut, par les sis points donnés, mener une cubique gauche bien déterminée K; soit V^O l'équation du sisième degré dont les racines sont les paramètres de ces points. Je ferai remarquer que le degré de cette équation peut s'abaisser au cinquième, si le système de coordonnées est tellement choisi que le paramètre d'un des points donnés soit égal à l'infini.
Considérons un des cènes du second ordre que l'on peut mener par les sis points; son équation peut se mettre, d'une infinité de façons, sons la forme AC — B^ = o, oi\ A^: o et C = o désignent les équations de deux plans tangents quelconques à ce cône, et B =; o l'équalion du plan des génératrices de contact. Les paramètres des points de rencontre du cône avec la cubique sont évidemment les racines de l'équation A'C — B'^= o; on doit donc avoir V = B'^ — A'C. Et réciproquement, si l'on met le polynôme du sixième degré V sous la forme précédente, on en déduira l'équation d'un cône du second ordre passant par les sis points.
6. Étant donnée une droite quelconque du complexe, c'està-dire une génératrice d'un cône du second ordre passant par les six points, on peut la déterminer par l'équation A = o du plan tangent au cône le long de cette droite, et par l'équation B ^z o du plan mené par cette droite et par le point de la cubique dont le paramètre est l'infini.
De cette façon, on voit que le polynôme B'sera simplement du second ordre, et l'on devra avoir V = B'^ — A'C. Soient p, q, r les racines de l'équalion A' ^ o ; pour chacune de ces racines, on aura B'=\/V; et, le polynôme B' étant du second degré, on pourra le déterminer par la formule de Lagrangc.
Si l'on pose pour un instant A' =/(À) ^ (X — p)(k — q){X— >•) etB'=..f(ï.),onaura
On déduirait facilement de là les équations A = o et B = o des plans qui déterminent ia droite du complexe, et l'on voit que ses
quatre coordonnées s'exprimeronl au moyen des variables p, q, r; l'élimiaation de ces variables entre les équations qui donnent ces coordonnées fournira l'équation elle-même du complexe,
7. Un plan quelconque est tangent à quatre cônes du complexe. En effet, A = o étant rcquation de ce plan, si l'on pose
A'=(X-p)(>.-y)(X-/-), on voit, par ce qui précède, que les génératrices de contact sont déterminées par l'expression <f(),) = o, expression qui, à cause des doubles signes, est susceptible de quatre valeurs.
Les équations de ces quatre droites (dans le plan donné) sont de la forme H -t- N -4- P = o, M -+- N — P = o, M — N + P = o, M — N — P = o,
M=:o, N = o et P = o étant les équations des côtés du triangle formé par les trois points où le plan donné coupe la cubique gauclie R..
D'où cette c(mclusion :
Un plan pris arbitrairemenl est tangent à quatre cônes du complexe; les génératrices de contact forment un quadrilatère complet; les Crois points de rencontre des diagonales de ce quadrilatère sont les points où le plan coupe la cubique gauche K..
8. Le lien intime qui existe, d'après les considérations précédentes, entre la décomposition en trois carrés d'un polvnome du sixième degré et le problème qui consiste à construire les différents cônes du second degré qui passent par six points donnés de l'espace, nous indique naturellement le rôle que jouent ces cônes dans la théorie des fonctions ultra-elliptiques du premier ordre.
Soit, en effet, AC — B*=o l'équalion d'un de ces cônes; le plan mobile dont l'équation est T ^ Ap^-f- aBp + C ;^ o, p désignant une variable arbitraire, enveloppe ce cône; et les paramètres de ses points de rencontre avec la cubique K. sont donnes par l'équation ([) T' = A'p^+aB'? + C'=.o.
Le plan mobile se déplaçant, si l'on fait varier à la fois p et le
paramèlre X, on aura par la différcnliaLion
ou, comme A'p + B'z= v/B'= — A'C'^ v^V, tion (i),
-— î- tft -+- a /V dp = o
tes cjiie! conques, on clédtiÎL
En désignant para et h deux delà
or -TT- est un poljiiome du second degré en X; par siiUe, d'après lin théorème d'Eulcr bien connu, si l'on fait la somme, pour toutes les racines de l'équation (i), des valeurs que prend alors le second membre de l'équalîon (2), te résultai est identiquement nul. On a donc aussi, quels que soient a et b.
{a-i-bû;)clx
y/Wiw) ' v/V(7)
by) dy {a-\-bz)dz _
i points où le plan qui
^, _^ el 5 désignant les paramètres des enveloppe le cône coupe la cubique.
On déduit de là la proposition suivante :
Étant donnés, sui- une cubique gauche, six points dont (es paramètres sont les racines de l'équation du sixième degré V^o, si l'on considère un quelconque des cônes du second ordre qui passent par ces six points et deux des plans tangents à ce cône, en désignant respectivement par x^, y^ ^^ -^o i^s paramètres des points oii le premier de ces plans coupe la cubique, et par Xi , y, et z, les paramètres des points d'intersection relatifs au second plan, on a les deux relations
X /vTa') X, A(j-) J,.
X. 7W)^Jy, V^Tr]^,( 7W
9. Les équations Iranscendanles qui précèdeiil délerminent Xi et ^1, quand Xo, y^, z^ et s, sont donnés; on peut aussi, d'après les considérations qui précèdent, les déterminer géométriquement.
Qu'on imagine, en effet, le plan passant par les points (a^o), (>"«) ^' (^o)' ^* ^^^^ quelconque des quatre cônes du complexe qui lui sonl tangents. On pourra, par le point (S| ), mener le plan tangent à ce cône, et l'un quelconque de ces plans, par son intersection avec la cubique, donnera les points (a^i) et {y\). Comme il y a lieu de considérer quatre cônes, on voit par suite qu'on trouvera quatre systèmes de solutions.
10. En terminant ces brèves indications sur le problème géométrique que je me proposais de traiter, je ferai remarquer l'analogie complète des résultats obtenus avec ceux, donnés par Jacobi relativement aux. fonctions elliptiques.
11 obtient, comme on le sait, la construction géométrique de l'addition de ces fonctions, en faisant rouler une tangente sur l'une quelconque des coniques qui passent par quatre points fixes, dont la position détermine sur une conique un polynôme du quatrième degré. Pour effectuer géométriquement l'addition des fonctions ultra-elliptiques de première espèce, il suffit de faire rouler un plan sur l'un quelconque des cônes du second ordre que l'on peut mener par six points de l'espace dont la position, sur la cubique gaucbc qui les renfeimc, détermine un polynôme du sixième degré.
LA BIQUADIUTIQUE SPIIÉKIQUK
L\ DETERMINATION DU PLAN OSCULATEUR
us i'OliNT DE CETTI! GOUHI
Bullelin de la Société mathématique de France; iS^S.
\. J'appellerai simplement biquadratiqiie sphérique la courbe qui résdlte de i'inlerseclion d'uûe sphère S et d'une surface du second ordre.
On peui aussi la considérer à un autre point de vue {'). Soit une conique quelconque K; la développable, circonscrite à cette conique et à la sphère S, touche cette sphère le long d'une courbe qui est, comme on le sait, la biquadratique sphérique. Cette développable a d'ailleurs, indépendatmiient de la conique K, trois autres lignes doubles K.,, Ka el fv^, qui sont également des coniques et qui jouent, par rapport à la courbe, exactement le même rôle.
2. Une biquadratique sphérique a seize foyers ordinaires; c'està-dire qu'il y esiste quatre génératrices de la sphère de chacun des systèmes [droites isotropes), qui sont tangentes à la courbe. Leurs intersections mutuelles déterminent ses seize foyers ordinaires; il est clair d'ailleurs que, la biquadratique étant supposée
(') Voir, Bulletin de la Société phitomathique^ courbes résultant de l'intersection d'une sphère
ma Noie Sur les ur/ace du second
réelle, quatre de ces foyers sont réels et déterminent complètement tous les autres.
Dans ce qui suit, je désignerai par F, F,, Fa et Fj ces quatre foyers réels. Les seize foyers sont aussi, comme on le voit facilement, les points d'intersection de la sphère avec les coniques K, K,,K2eiK,.
D'oii il résulte que les foyers réels peuvent être situés tous les quatre sur l'une de ces coniques, ou être distribués deux par deus sur deux d'entre elles ; à ce point de vue, nous distinguerons donc deux classes de biqiiadratiques : celles de première classe où les foyers réels appartiennent à la même conique, celles de seconde classe où ils sont répartis entre deux coniques.
3. Soit M un point de la sphère S; on sait que par ce point passent deux biquadraliques ayant pour foyers les points F, F,, Fï et F3, et que ces deux courbes se coupent à angle droit.
Pour construire les tangentes en ce point, je distinguerai deux cas :
1° Si la biquadratique est de première espèce, menons un plan par ie point M et deux quelconques des foyers réels, et un second plan par ce même point et les deux autres foyers.
Cela posé, si l'on désigne par Mi et M/' les traces de ces plans sur le plan tangent à la sphère au point M, les deux bissectrices de l'angle î'Mf sont les tangentes aux biquadratiques qui se croisent au point M.
2° Si la biqiiadra tique est de seconde espèce, appelons F et F, les foyers qui se trouvent sur une des coniques, F2 et Fj ceux, qui se trouvent sur une deuxième conique, et menons respectivement des plans par le point M et les droites FF), F3F3.
Gela posé, si l'on désigne par Mt la trace du premier plan et par Ml' une droite perpendiculaire à la trace du second sur le plan tangent à la sphère au point M, les deux bissectrices de l'angle t'Mt sont les tangentes aux deux biquadratiques qui se croisent au point M.
A. Ayant ainsi déterminé les tangentes aiix biquadratiques qui passent par un point de la sphère, proposons-nous de construire, pour l'une d'entre elles, le plan osculateur.
KADRATIQUE 8P HE RI QUE E
Â cet eBFet, je rappellerai une nolion géométrique dont je me suis déjà servi dans une Note Sur ta détermination du rayon de courbure des lignes planes, insérée dans le Bulletin de la Société philo mathique, en février 1867.
Soient M un point de l'espace, et A, , A^, . , . , A„, 11 autres points donnés; déterminons un second point IS par la reîaiion sui-
US" .MA, '"^ MA^ MA
OÙ jT^^i jvTÂ"' ■ ■ ■ "'^ désignent pas les inverses des long-ueiirs MN, MA|, ..., mais bien des quantités géométriques égales à ces inverses en valeur absolue, et portées dans les directions des droites joig-narit M aux points N, A,, . . . , en sorte que ces quantités se composent comme des forces.
En donnant plus d'extension à la dénomination bien connue due à Maclaurin, nous dirons que le point N, déterminé comme je viens de le dire, est le centre harmonique du point M relativement aux points A, , A^, . . ., A,,.
On peut remarquer, à ce sujet, que, si les points M, Âj, Âj, , ■sont sur une même sphère, tl en sera de même du point N.
Cette définition étant admise, on a ce théorème :
i£n un point quelconque M d'une biquadratique sphérlque, le plan osculateur passe par le centre harmonique du point M par rapport aux quatre foyers réels de la courbe.
On en déduit la construction suivante ;
La tangente au point M ayant été déterminée, comme je l'ai dit précédemment, par M et les foyers F ei F) , faisons passer un cercle sur lequel nous prendrons le point tp conjugué harmonique de Mpar rapport à¥ etF,; par M et les deux autres foyers faisons passer un cercle sur lequel nous prendrons le point f' conjugué harmonique de M par rapport à ces deux foyers. Faisons enfin passer un cercle par les trois points M, ta et f' ; le point [a de ce cercle, conjugué harmonique de M pairapport à f et tp', déterminera, avec la. tangente, le plan osculateur de la courbe au point M.
5. La conique sphérique est un cas ])articiilier de la b'iquadrallque ; les quatre fojers réels sont respectiïemenl les points d'intersection F et F,, Fï et F, de la sphère avec les deux focales réelles du cône du second degré donlelle est la base.
La construction précédente se simplifie alors un peu; en effet, les points F et F, clant alors diamétralement opposés, le conjugué harmonique de M par rapport à ces deux points est le second point où la sphère est rencontrée par la perpendiculaire abaissée de M sur la focale FF,. La nième chose a lieu pour les deuK autres foj'ers.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Étant donné un point M sur une conique sphérique, si de ce point û/i abaisse sur les deux focales réelles de la courbe des perpendiculaires rencontrant la sphère en m et m', le plan osculaleur de la courbe au point M passe par le conjugué harmonique de ce point relativement aux points m et m' .
(). Il est presque inutile de faire remarquer que les propositions précédentes s'appliquent aux coniques et aux courbes planes {anallagmatiques du quatrième ordre) qui sont les projections stéréographiques des biquadratiques sphériques.
Relativement à ces dernières courbes, on a le théorème suivant :
En un point quelconque M d'une anallagmatique du quatrième ordre, le cercle osculaleur passe par le centre harmonique du point M relativement aux quatre foyers réels de la courbe.
7. J'ajouterai quelques mots sur le problème analogue relatif aux surfaces {anallagmatiques du quatrième ordre) qui, dans l'espace, correspondent aux biquadratiques sphériques.
Ces' surfaces, d'après un beau théorème dû à M. Moutard, peuvent être considérées de cinq façons dilFérenles comme l'enveloppe de sphères qui se déplacent en coupant orthogouatement une sphère tîxe, tandis que leur centre décrit une surface du second ordre.
Les cinq surfaces du second ordre au moyen desquelles on peut décrire ainsi la surface sont homofocalcs. Une normale menée en
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an poinl M de la surface anallagmalique rencontre chaciine de ces surfaces en deux points dont l'un est conjugué au point M.
Cela posé, on a la proposition suivante :
Quand une normale à une sur/ace anallagmalique se déplace, le rapport anharmonique de quatre quelconques des cinq points conjugués où elle coupe les cinq sur/aces homo/ocales demeure constant (').
On déduit de là, comme on le voit facilement, une construction des rayons de courbure principaux de l'anallagmatique, en s'appuyant sur celte propriété bien connue, que les normales en deux points infiniment voisins d'une ligne de courbure sont dans un même plan, et en employant le théorème de Brianchon.
ÎVtais le problème est susceptible d'une solution plus élégante reposant sur des considérations .très générales que j'ai données dans une Note Sur quelques propriétés des courbes algébriques, etc., insérée dans le Bulletin de la Société philomathique, en décembre 1871.
Celle solmion se déduit de la proposition très simple qui suit.
Appelons centre d'une surface anallagmatique le centre C commun aux cinq surfaces du second ordre homofocales qui permettent de la décrire.
Cela posé :
Étant donnée une droite quelconque Mï louchant une anallagmatique au point M, celte tangente rencontre de nouveau la sur/ace en deux points; désignons par T le milieu de la droite /oignant les centres des sphères qui touchent la sur/ace en ces points et passent par M. Si, par le point M, on mène une droite parallèle à IC, dirigée dans le même sens et de longueur double, l'extrémité de cette droite est le centre de courbure de la section faite dans la surface par le plan normal passant par MT.
Cj J'ai communiqué verbalement ce tbéorùme à la Sociclé philomathique en mai 1868, et précisément dans le but d'en déduire ia construction des rayons de courbure principaux de l'anallagmatique. Depuis, M. DarbouK l'a obtenu Je son côlé et en a développé les principales conséquences dans un Mémoire sur la cyclide inséré auï Annales de l'Ecole normale supérieure, tS-^i.
MÉMOIRE SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA SPHÈRE
Bulletin de la Société mathématique de /
•éliminaires siii dans le plai
\. Je rappellerai d'abord la signification de quelques termes cl de quelques noLalions q!ie j'emploierai constamment dans ce Mémoire.
On sait que tous les cercles tracés dans un plan se coupent en deux points Gxes situés sur la droile de l'inSni ; je les désignerai sous le nom ^ombilics du plan; les droiles du plan, qui convergent vers ces points, ont respectivement, si l'on suppose la figure rapportée à des axes rectangulaires, pour coefficients angulaires + t et — (.
Je désignerai les droiles, dont le coefficient angulaire est -+- (, sous le nom de droites isotropes du premier système; l'ombilic par lequel elles passent, par la lettre I. Les droites isotropes du second système ont leur coefficient angulaire égal à — i; elles passent toutes par le second ombilic que je désignerai par la lettre J.
2. Soit un point imaginaire a d'un plan; par ce point passent une droite isotrope du premier système contenant un seul point réel A et une droite isotrope du second système contenant un seul point réel A'. Il est clair que ces deux points sont complètement déterminés par le point a, et que réciproquement ce derniet est déterminé sans ambiguïté par les points A et A'.
Je dirai (') que AA' est le segment représentatif du point a, A étant l'origine et A' l'extrémité de ce segment.
(') Voir ma Noie Sur l'emploi des imaginaires en Géométrie {Nout/, Ann.
Je rappellerai à ce sujel les deux propositions fondamentales suivantes :
Si tes segmenls AA', BB', CG, . . . représentent des points en ligne droite, le polygone ABC. . . formé par les origines des segments et le polygone A'B'C ■ . formé par leurs extrémités, sont semblables et inversement placés.
Étant donnés deux points imaginaires représentés par les segments AA' et BB', le carré de la distance de ces deux points est une quantité imaginaire, dont le module est le produit des longueurs AB et A'B', et dont l'argument est l'angle dont il J'aut faire tourner la droite AB autour du point A, le point B ^e mouvant sur un cercle dans le sens direct {c'est-à-dire dans le sens des aiguilles d'une montre) jusqu'à ce que cette droite soit parallèle à A'B' et dirigée dans le même sens.
3, Etant données deux droites D et D' situées dans un plan, j'appellerai angle de la droite D avec la droite D', et je désignerai par la notation DD', l'angle dont il faut faire tourner, dans le sens direct, la droite D pour qu'elle vienne coïncider avec D'. Il est clair que, cette coïncidence obtenue, une nouvelle rotation ■égale à x ramènera de nouveau la coïncidence. L'angle de deux droites est donc déterminé à un multiple près de tt.
Supposons maintenant que, non seulement les droites D et D' soient données, mais encore que, sur chacune d'elles, on donne In sens dans lequel on doit compter les longueurs positives; j'appellerai alors angle de la droite D avec la droite D' l'angle dont il faut faire tourner la droite D dans le sens direct, jusqu'à ce qu'elles coïncident et que sur chacune d'elles les longueurs positives soient comptées dans le même sens.
Un tel angle est évidemment déterminé à un multiple près de ait, et, par suite, toutes ses lignes trigonométriques sont parfaitement déterminées.
4. Étant donnés trois points A, B, D, je désignerai par la notation BAD l'angle de la droite BA (BA étant considéré comme un segment positif) avec la droite DA (DA étant également considéré comme un segment positif).
C'est, par conséquent, l'angle dont il faut faire tourner (dans le sens des aiguilles d'une montre) !e point B pour qu'il se raLalte, non seulement sur la droite AD, mais encore du même côté que le point D, par rapport au sommet de l'angle A.
Si deux arcs de courbe BA et DA se croisent, sur une splière, au point A, j'appellerai angle de l'arc BA avec l'arc DA, et je
désignerai par la notation BAD l'angle dont il faut faire tourner la droite meucc par le point A tangentiellement à l'arc AB et dirigée dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle coïncide avec la droite menée par le point A tangentiellement à l'arc AD et dirigée dans le même sens, le mouvement ayant lieu dans le sens des " aiguilles d'une montre pour nn spectateur placé au-dessus de la sphère.
5. Soient trois points réels A, B, C. Menons par ces points trois droites isotropes du premier système; une droite quelconque D tracée dans le plan les rencontre en trois points c, p, y, et il est clair que le rapport ~ est indépendant de la direction de la
droite U.
Pour évaluer ce rapport, on peut donc supposer cette droite réelle, cl, en se reportant aux propositions données (n" 2), ou bien par une recherche directe très facile, on trouve
a? _ AB ^ ,ay " ÂG '^ ' "
Il est important de remarquer que, dans celte formule, AB et AC sont des quantités essentiellement positives.
6. Considérons maintenant quatre points réels du plan A, B, C, D; les quatre droites isotropes du premier système passant par ces points forment un faisceau, dont le rapport anharmonique a généralement une valeur imaginaire re^'. Je dirai que cette quantité est le rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D, et je la désignerai, suivant l'usage habituel, par la notation (A, B, C, D); la quantité /•, qui est essentiellement positive, sera dite le module du rapport anharmonique et l'angle G Vargument de ce rapport.
Pour évaluer ces quaotilés, coupons le faisceau de droites isotropes par une tiroile quelconque qui les rencontre aux points a:, P, y et S. Ou aura (A, B, C, D) = ^^ : ï|, ou, en vertu de la formule donnée dans le numéro précédent,
D'où les conclusions suivantes :
Etant donnés quatre points réels d^ un plan A, B, C, D, le module de leur rapport anharmonique (quantité essentiellement jjositive) est. égala j^i • pn' ^' ' argument de ce rapport est l'angle ÉaT) ~ ÊCÛ ou encore l'angle Amj — Xot.
Remarque. — Il est évident qne l'argument est déterminé â un mulliple près de 2t:.
7. Si l'on avait mené par les points A, B, C, D les droites isotropes du second sjstème, le faisceau ainsi obtenu aurait eu pour rapport anharmonique re~^'; je dirai, de deux rapports anharmoniques qui ont même module et qui ne diffèrent que par le signe de l'argument, qu'ils soni improprement égaux.
Si quatre points sont situés sur un cercle (ou sur une droite), les faisceaux, passant par ces points et chacun des ombilics, ont même rapport anharmonique; le rapport anharmonique de ces quatre points est donc réel. D'oii cette conclusion ;
Si quatre points d'un plan sont situés sur une même circonférence (ou sur une même droite), l'argument de leur rapport anharmonique est un multiple de tz.
La réciproque est évidemment vraie.
Lorsque quatre points se trouvent ainsi sur une circonférence (ou sur une droite), le rapport anharmonique, tel que je l'ai déiini dans le numéro précédent, a évidemment la même valeur que le rapport tel qu'on le définit habituellement. Il n'y a, par suite, aucune ambiguïté à craindre dans l'extension que j'ai donnée à la signification du mot rapport anharmonique.
8. Étant donnés quatre ]iolnls et, ^, y, S situés sur une droite réelle ou imaginaire, soient AA.', BB', CC, DD' les segments représentatifs de ces points; de la définition que j'yi donnée ci-dessus, il résulte immédiatement que le rapport anliannoniqiie des quatre points et, p, y, S est égal à celui des points A, B, C, D.
Il en est de même lorsque ces points sont situés sur une circonférence.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si quatre points sont situés sur une circonférence [ou une droite) réelle ou imaginaire, leur rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique des quatre points réels qui sont les origines des segments représentatifs de ces droites, ou bien encore au rapport anharmonique des quatre points réels t/ui en sont les extrémités.
9. Pour faire une application simple de celle proposition, je prendrai pour point du départ la propriété suivante, fondamentale dans la théorie des sections coniques : Étant donnée une conique tangente à quatre droites fixes, toute tangente à cette conique coupe les quatre tangentes fixes en quatre points dont le rapport anharmonique est constant; et je supposerai qu'une ou plusieurs de ces droites deviennent imaginaires.
Considérons, par exemple, un triangle circonscrit à une conique et la droite isotrope du premier système issue d'un de sesfojersF, celte droite et les trois côtés du triangle forment un quadrilatère circonscrit à la conique. Une tangente mobile coupe les côtés du triangle aux points a, ^, y et la droite isotrope en un point imaginaire représenté par un segment dont l'origine est le point F. On en conclut que le rapport anharmonique des quatre points œ, p, y et F demeure constant, lorsque la tangente mobile se déplace, far suite des formules données (n" 6), on a donc
Au premier abord, on pourrait croire que l'angle aFp est con-
stant, puisque les noinls a, 8, y sonl en ligne droite; mais il faul remarquer que, d'après nos conveations (n" 4), ay^ esl égal à o ou à Tî, suivant que le point y est en dehors du segmenl a^ ou dans l'intérieur de ce segmenl; l'angle aFp peut donc varier d'une demi-circonférence.
Quant à l'angle des deiis. tiroitcs Fa et F^ (ces droites étant considérées indépendamment de leur direction), ii demeure consiant.
Considérons eucore une droite T tangente à une conique, les deirx tangentes isotropes issues dn foyer F, et la tangente isotrope du second système issue du foyer G; ces quatre droites forment un quadrilatère circonscrit à la conique. Soit T' une tangente quelconque à cette conique rencontrant la tangente fixe en a; elle coupe les droites isotropes du premier système issues des foyers en des points imaginaires dont les segments ont pour origine ces foyers eux-mêmes, et la droite isotrope du second système issue du foyer F en un point représenté par un segment dont l'extrémité est en F; l'origine de ce segment est donc le point F' symétrique de F par rapport à la tangente mobile,
D'oùl'on volt que le rapport anharmonique des quatre points œ, F, F' et G demeure constant, lorsque la tangente mobile se déplace.
On déduit de là les relations suivantes entre les divers éléments du quadrilatère FF'aG :
faCi—FF'G^ coiist., FkG — FF& = const., #aF^— l'GV = const., FGi — KF'à = const., ('),
Si l'on remarque que FG est constant et que V'y. ^Fa, les dcuit dernières égalités donneront
D'où l'on déduit, en particulier, cette propriété bie
le lieu du point F' esl une circonférence fie cercle ayant pour centre le fojcr G.
10. Je ne m'étendrai pas davantage sur les nombreuses relations métriques qne l'on peut déduire delà proposition fondamentale de la théorie des coniques et qu'elle renferme ainsi comme cas particuliers.
Je ferai seulement l'observation suivante : bien que, dans les théorèmes que nous obtenons ainsi, les éléments de la figure soient essentiellement supposés réels (en vertu même du mode de démonstration), ils n'en sont pas moins vrais dans toute leur généralité; rien n'empêche donc, dans ces nouvelles propositions, de supposer que certains éléments deviennent imaginaires et d'en déduire de nouvelles relations (').
(') En général, quand clans une figure certains éléments deviennent iroagioaites, toute tels; ion relative à eetie figwre donne devis relations, en metiant en évidence la par:ie réelle et h partie imaginaire. D'une proposition donnée on déduit donc deux autres propositions généralement distinctes.
une simple ideniité, ou bien encore que l'une d'enire elles serve seulement à lever une ambiguïté et à fixer le signe dont une quantité doit ëlre afTectée. Comme eiemple de ce dernier cas je prendrai la proposition suivante :
La somme des distances d'un point d'une ellipse aux deux foyers imaginaires situés sur le petit axe est constante et égale à a ti, S désignant la longueur du petit axe.
Au sujet de ce théorème je ferai observer que les dislanceî dont il s'agit étant comptées sur des droites diffiirentes, il est impossible d^iïori de fixer leur valeur. En désignant donc par = et f les deux foyers imaginaires de l'ellipse et par Mœ et M Y deux quelconques des valeurs dont sont susceptibles les distances du point M de l'ellipse aux foyers o et y, te théorème précédent s'exprime par l'égalité suivante ;
e.Mç + Ti.Mr = 26',
s et Ti étant des constantes dont la valeur est -1- i ou — 1.
F et G désignant les deui foyers réels de i'ellipse, on a a = {V, G) et r = (G, F); j'exprime ainsi que f et ï ont respectivement pour segments représentatifs les segments FG et GF,
Le point M, étant supposé réel, d'après la formule donnée au n" 3, on a, ^ désignant l'angle positif, inférieur â un droit, que fait avec ta normale M\ chacun des rayons vecteurs FM et GM,
Mï= v'MF.MGe''' et Ma = y'Mb'.S
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11. Soient deux faisceaux homographiques de droites isotropes du premier système ; le premier de ces faisceaux est déterminé par le système S des points réels A, B, C, ... situés sur les rayons qui le composent; le second est également déterminé par un système S de points réels A', B', C, ■ . ■ .
Cela posé, il résulte immédiatement de cette définition que le rapport anharmonique de quatre points quelconques du système S est proprement égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants du système S'. Je dirai que ces, deux systèmes sont proprement anharmoniques .
Soient un faisceau de droites isotropes du premier système déterminé par un système S de points réels A, B, C, ..-, et un faisceau homograpliique de droites isotropes du deuxième système déterminé par un système S' de points réels A', B', C, .. .; on voit immédiatement que le rapport anharmonique de quatre points quelconques du système S est improprement égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants du système S'. Je dirai que ces deux systèmes sont improprement anharmo-
Lorsqu'on transforme une figure S par rayons vecteurs réciproques, la transformée est improprement anharmonique à S; en sorte que, quel que soit le nombre des transformations analogues que l'on opère, la figure transformée sera toujours proprement ou improprement anharmonique à la figure primitive, suivant que le nombre des tian s formations sera pair ou impair.
on déduit de là
v'ME''.MG(Ea-^'+ ïie*') = a*i,
ou, en égalaiil de part et d'autre les parties réelles et les parties imaginaires, v'MF.MG(e + ii) cosî. = 0, i/MF.MG(ti — s) iitah. = -ibL
La première équation montre que l'on a b =^ ti; portant cette valeur dans la seconde équation et élevant an carré, après avoir supprimé le facteur — (j, il
MFsinîi.MGsiii), = 6',
on bien FP.GQ ~ b', en désignant par P et Q les pieds des pcrpendirnlaires abaissées des foyew sur la tangente en M.
12. De la noli'on qui précède résiille immédiatemeiil la proposi- Lion suivante :
Si, sur une droite [ou un cercle) réelle ou imaginaire, on a une série de points représentés par des segments dont les origines forment unpolygone P; si, sur une autre droite (ou un autre cercle), on a une série homo graphique de points représentés par des segments dont les origines forment un polygone V , les deux polygones P et P' sont proprement anharmoniques.
Pour faire une application de cette proposition, considérons une conique réelle R et une droite imaginaire a tangente à cette courbe, que, par suile, toucliera également la droite a' imaginaivement conjuguée de la première. Une droite réelle mobile tangente à K rencontre a en un point {A, A'), et a' au point imaginairement co„i„.„c(A', A).
Pendant le dcpiaccment de la tangente, le point (A, A') se meut sur une droite; donc la figure (A.), décrite par le point A, est semblable à la figure (A'), décrite par le point A', et inversement placée, et les deux figures sont improprement ankarmoniques. D'autre part, en vertu de cette propriété fondamentale des coniques que la tangente détermine sur a et a' des divisions homographiques, les figures (A) et (A') sont proprement anliarmoniques ; il en résulte (n° 8) que les courbes (A) et (A') sont toutes deux des cercles.
D'où les conclusions suivantes :
Quatre droites réelles tangentes à une conique réelle coupent une droite imaginaire quelconque tangente à cette conique en quatre points représentés par des segments dont les origines sont situées sur une même circonférence.
Si un point mobile M décrit une circonférence, tandis qu'un autre point M' décrit une autre circonférence en sens inverse et dans le même temps, le point milieu 1 de la corde MM' décrit une conique et la droite menée en I perpendiculairement à la corde enveloppe une autre conique.
■13. Tous les théorèmes relatifs à la division liomograpliique
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sur iino même droite ou sur des droites différentes donnent évidemment lieu à autant de théorèmes correspondants relatifs à deux systèmes de points proprement anharmoniques ; pour les développer, je n'aurais qu'à transcrire ici plusieurs chapitres de la Géométrie supérieure et des Sections coniques de M, Chasies. J'éviterai au lecteur la peine de relire, sous une autre forme, des propositions bien connues et les emploierai, dans la siiiie de ce Mémoire, toutes les fois qu'elles me seront utiles, sans entrer dans plus de détails à ce sujet.
Je ferai cependant la remarque suivante, à cause de son fréquent emploi. On connaît (Sections coniques, p. 99) le théorème suivant :
Si l'on a, sur une droite, une série de points en involution, les conjugués harmoniques d'un point P quelconque de cette droite, relatifs aux couples de points de V ineolution, déterminent une série de points (P) ; à un autre point V de la droite correspond une autre série (!*'); les deux divisions (P) et (P') sont homo graphique s.
D'où celte conséquence pour une figure plane :
Étant donnée dans un plan une figure en involution ('), les conjugués harmoniques d'un point quelconque P du plan déterminant une figure (P); à un autre point V correspond une autre figure (F) ; les deux figures (P) et (P') sont proprement anharmoniques.
J'appellerai courbe en involution une courhe dont les points peuvent se grouper deux à deux, de telle sorte que deux points conjugués M et M' fassent partie d'un système de points en involution. On déduit alors de ce qui précède la proposition suivante :
Si l'on prend successivement les points conjugués harmoniques de divers points du plan par rapport aux couples de
{') Par la propriété fondamentalu de: t'i mol u lion, on voit que A et A.' étant deux points conjagués, ces deux points et les deux points doubles P et Q sont situés sur un même cercle; de plus, les quatre points A, A', P et Q déterminent sur ce cercle une division harmonique.
points conjugués d'une courbe en invohuion, les diverses courbes ainsi obtenues sont proprement anharmoniques .
En particulier, si, po\ir un point du plan, la courbe est un cercle, elle sera également un cercle pour foui autre point; ainsi le lieu des points milieux des cordes joignanlles points conjugués est un cercle. La courbe en involiition qui jouit de celte propriété est par là même complètement définie, et je l'ai déjà étudiée dans une Note Sur les cassiniennes publiée dans le Bulletin de la Société phi/omathiqtte (mars 1868). Ses nombreuses propriétés se déduisent du reste avec la plus grande facilité, en employant les considérations qui précèdent, des simples et élégantes relations données par M. Ghasies dans sa Géométrie supérieure, relativement à un système de segments en involiitîon et aux milieux de ces segments.
iA. Soient (A) el (A') deux systèmes de points improprement anharmoniques, le faisceau déterminé par le système (A) et l'ombilic I et le faisceau déterminé par le second système et l'ombilic J sonlhomographiques; par suite, tous les points imaginaires (A, A') sont situés sur un même cercle. D'où cette conclusion :
Si deux systèmes de points (A) et (A') sont improprement anharmoniques, tous les points imaginaires (A, A') sont situés sur un même cercle.
Réciproquement :
Si un certain nombre de points (A, A'), (B, B'}, . . . sont situés sur un même cercle, les deux systèmes de points A, B, ... et A', B', ... sont improprement anharmoniques.
SDR DN GENRE PARTICHIIER DE SURFACES
DONT ON PEUT INTKGIiER LES LICNES GEODESIQUES.
Bulletin de la Société mathématique de France; 1S7S.
Si l'on considère les surfaces pour lesquelles l'élément de longueur est donné par la formule
on vérifie aisément que leurs lignes g-éodésiques sont données par l'équation
i désignant l'angle que fait la ligne géodésique avec la courbe
SUR LES NORMALES
suit UNE SURFACE DU SECOND ORDIIE.
Comptes tendus des séances de l'Académie des Sciences;
\. Étant données une surface du second ordre el uiio coni(|uo siLiiéc sur cette surface, i! semble, au premier aboi'd, que l'on puisse toujours déterminer trois points de cetle conique, de telle façon que les normales, menées à la surface en ces points, se coupent en un même point; le nombre des équations de condition auxquelles on doit satisfaire est en effet égal au nombre des constantes arbitraires dont on peut disposer.
Il est remarquable que les coniques jouissant de la propriété que je viens d'énoncer ne puissent être arbitrairement cboisies, et que leurs plans enveloppent une surface de quatrième classe S.
Réciproquement, étant donné un plan quelconque II tangent à S, il lui correspond une droite A, dont voici la propriété principale :
Si d'un point M, pris arbitrairement sur A, on mène des normales à la sur/ace du second ordre, trois despieds de ces normales décrivent la conique de cette surface située dans le, plan n, et les côtés du triangle dont ils constituent les sommets enveloppent une autre conique, les pieds des trois autres normales décrivant une conique située dans un second plan II' tangent à S,
Je dirai que les plans II et II' sont deux plans conjugués de la surface S, et que la droite i lui est associée.
ABAISSÉES SUR
2. Pour plus de commodité dans le langage, je considérerai aussi les deux pôles P et P' des plans II et II' relativement à la surface du second ordre; je dirai également que P et P' sont deux points conjugués de la surface du quatrième ordre S, fjui est la polaire réciproque de S par rapport à la surface du second ordre et que la droite A leur est associée.
Cela posé, si d'un point M de l'espace on mène les six normales à la surface du second ordre, les plans tangents en ces points forment un hexaèdre ayant dix couples de sommets opposés joints entre eux par dis diagonales.
Il est clair que ces dix couples de sommets sont dix couples de points conjugués de la surface S.
Je dirai que l'hexaèdre ainsi défini appartient à la surface du second ordre et a pour centre le point M.
Soient
l'équation de la surface du second ordre ; X., Y, Z les coordonnées d'un point quelconque M; 5, f\i K et |', Vi K' les coordonnées d'un couple quelconque de sommets opposés de l'hexaèdre ayant pour centre le point M.
En introduisant des quantités auxiliaires X, u, v définies par les
equiitioi
- «>jï: „ - ^v+^^'
on éUblira facllcmen
lies
.ixrelalloni
(1) if--
l-^-^'-vX-XZ,
i-C = XY — |/X,
■4. Les équations (a), qui établissent une relation si sim|)le entre deux sommets opposés de l'hexaèdre, ont déjà été données, sous une forme un peu différente, dans un beau Mémoire de Joachimstahl (').
{') De œquationibus quarti et sesili gradm quie in i/ieoria linearu, superficierum secuitdi ordinis occurrunt {Journal de Crelle, t. 53).
Des équations (3) on déduit les relations
x(5 + 5') + ,^(Ti + V) + v(c + i;') = o, x(i + i') -+- Y(^ + v)+ i^(c + C) = o.
Entre la première et les équations (i) et (a) on peut éliminer Ç', ïj', C ainsi que \, ij., v, et l'on obtient l'équation suivante de la surface S :
De la seeonde résulte la proposition suivante :
Étant donné un hexaèdre quelconque appartenant à une surface du second ordre, et ayant pour centre le point M, le plan mené par le centre O de cette surface perpendiculairement au rayon OM passe par les milieux des dix diamètres de l'hexaèdre.
o. Étant donné un couple de points eonjugués (^, Tj, ^', V) de la surface S, les équations (3), en y considérant X, Y, Z eomme des coordonnées courantes, représentent la droite A associée aux deux points conjugués.
D'où les propositions suivantes :
La droite A associée à un couple de points conjugués { l', V) de la surface S est située dans le plan mené par le centre de (a surface du second ordre perpendiculairement à la droite qui joint ce centre au milieu du segment PP'.
Toutes les droites A sont doublement tangentes à la sur~ face 0 lieu des centres de courbure de la surface du second ordre.
6. La surface polaire réciproque % étant du quatrième ordre, il en résulte que, par un point quelconque M de l'espace, on peut mener vingt-huit droites doublement tangentes à 0 ; ces vingt-huit droites se composent des trois groupes de droites suivantes ;
1 " Les six normales menées du point M à la surface ;
a" Les six droites A se croisant en ce point, et qui sont les
ABAïasiES SUE
associées des dix couples de sommets opposés de l'hexaèdre ayant pour centre Je point M;
3° Douze autres tangentes doubles situées sui' un cône du troisième oi'dre et formant un. groupe de Steînei-.
7. Les surfaces réglées, formées par ie= normales que l'on peut élever aux différents points d'une conique située sur une surface du second ordre, constituent un groupe de surfaces remarquables, étudiées d'abord par M. Chasies et comprises comme cas particulier dans la famille des quadrispinales ; il importe de distinguer parmi elles celles dont la base est située dans un plan langent à la surface S; on voit, d'après ce qui précède, que ses génératrices se rencontrent trois à trois en un même point d'une droite fisc.
SUR LES DROITES
A <.A SIIIF^CË LIEU DES CEiVTUES DE COUIIBËRE D'INE SUUPACE DU SECOND OUDRË.
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences; 1S74
1, Quelques considérations géométriques 1res simples permettenL d'établir et de compléter, sur certains |>oints, les propositions que j'ai en l'honneur de présenter à l'Académie relativement aux normales que l'on peut mener d'un point donné à une surface du second ordre.
Étant donnée une surface du second ordre S, les droites perpendiculaires à leur polaire relativement à S forment un complese remarquable du second ordre; elles rencontrent évidemment S en deux points tels que les normales se croisent en un même point.
Considérons un triangle ABC situé sur S, et tel que les trois normales en ces points se rencontrent en un même point M; les côtés du triangle sont circonscrits à la conique du complexe située dans son plan, et ses sommets sont situés sur la conique K suivant laquelle te plan coupe S; le pian doit par conséquent couper S suivant une conique dans laquelle on puisse inscrire un triangle circonscrit à la conique du complexe, et, par suite, il enveloppe une surface. Remarquons maintenant que, d'après le théorème de Poncelet, on peut construire, dans le plan, une infinité de triangles tels que ABC; par suite, la surface réglée formée par les normales menées aux différents points de K, ou, en me servant d'une expression déjà employée par M. IMannheim, la noiv malie ayant pour directrice K., a une ligne triple qui, puisque la normalie est du quatrième ordre, est nécessairement une droite i.
Il est bien clair que, puisque, des six pieds des normales que
^EOONO OnDRK. SGg
]'on peut abaisser de chacun des points de 4, trois décrivent la conique K, les trois autres décrivent une autre conique R', et l'on voitqn'une droite telle que i peut être définie par cette propriété, que le lieu des pieds des normales menées de chacun des points de la droite à la surface se décompose en deux coniques (').
Je vais maintenant élabhr que tontes ces droites A sont doublement tangentes à la surface lieu des centres de courbure de S.
2. Considérons, en général, une surface quelconque S et sa développée 6; a désignant un point quelconque de Q, je représenterai par A le point correspondant de S, c'est-à-dire celui pour lequel une des sections principales a pour centre de courbure A.
Cela posé, soient D une droite quelconque et K. le lieu des pieds des normales que l'on peut, de cbacun des points de D, abaisser sur lu surface. En laissant de côte, [>our un instant, le cas où D serait normale à S, je ferai les remarques suivantes au, sujet des points de rencontre de celte droite et de 0.
Si, en tin de ces points A, la droite traverse la développée, la courbe K ne présente aucune singularité au point correspondant «, et elle est tangente en ce point à l'une des lignes de courbure.
Si, en un de ces points B, la droite touche la développée, la courbe K présente un point double au point correspondant b, et les tangentes, menées aux deux branches en ce point, diflerent généralement des tangentes aux lignes de courbure.
On sait enfin que, si ia droite était l'une des normales de la surface S touchant la développée en C et C, la courbe K présenterait, au point correspondant c, un point double dont les deux branches toucheraient les deux llg^nes de courbure.
De là résulte une dépendance mutuelle entre les singularités de la courbe K et les particularités des divers points d'intersection de la droite D avec la développée : ainsi l'on peut, en particulier, énoncer les propositions suivantes :
Le complexe des droites tangentes à la dé'^elQppée se coin-
(I) Depuis que ma première Note a été Écrite, j'ai reconnu que I ci-dessus énoncé est clù k M. Desboves, qui a aussi étudié les droite Nouvelle théorie des normales à une sur/ace du second degré.
pose de toutes les droites pour lesquelles la courbe K possède un point double.
Si l'on fait abstraction des normales à la surface, la congruence formée par les droites doublement tangentes à la déi'eloppée se compose de toutes les droites pour lesquelles la cowbe K. possède deux points doubles.
3. Pour faire l'application de ce qui précède à la surface du second ordre S, je remarquerai que la courbe K est alors une Lfquadratique gauche qui présentera deux points doubles dans deux cas différenls.
1° En premier lieu, la courbe K peut se décomposer en deux coniques, et l'on obtient les droites i dont j'ai parlé plus haut.
Par chaque point de l'espace, comme je l'ai fait remarquer dans ma précédente'Communication, passent dix droites A.
2° En second lieu, la courbe K. peut se décomposer en une cubique gauclie et une- génératrice de S,
Si l'on considère le pai-aboloïde formé par les normales le long d'une de ces génératrices G, toutes les génératrices de ce paraboloïde de même s_yslème que G donneront des droites |jour lesquelles cette décomposition a lieu, et on les obliendra toutes en considérant l'ensemble de tous les paraboloïdes normaux le long des diverses génératrices.
La congruence qu'elles forment se compose donc de deux congruences distinctes : l'une composée des génératrices des paraboloïdes normaux le long de toutes les génératrices d'un même système de S; l'autre composée des génératrices des paraboloïdes normaux le long des génératrices de l'autre système.
Par chaque point de l'espace passent six droites appartenant à chacune de ces congruences et situées sur les paraboloïdes normaux le long des douze génératrices qui passent par les pieds des normales que l'on peut abaisser du point donné sur la surface.
-4. En. résume, on voit que les vingt-biiiL droites doubleraeiiL tangentes à la développée, que l'on peut mener par un point M do l'espace, se distribuent en quatre groupes :
i° Les six normales que l'on peut mener de ce point ;
2° Les dis droites A;
3° Six droites situées sur des paraboîoïdes normanx le long de sis génératrices d'un même système de S;
4° Six droites situées sur des parabolo'ides normaux le long de six génératrices de l'autre système.
La dé terminât ion de ces vingt-huit droites dépend uniquement de la résolution de l'équation du sixième degré qui donne les pieds des normales.
S. Je ferai remarquer, en terminant, que les considérations qui précèdent s'appliquent à d'autres surfaces qu'à celles du second ordre.
On peut énoncer, en particulier, celte propriété des surfaces
Si l'on considère le paraboloïde formé par tes normales d'une surface réglée le long d'une génératrice, non seulement toutes les normales sont doublement tangentes à la développée de la surface, mais encore il en est de même de toutes les génératrices de Vautre système de ce paraboloïde.
SUR L'APPLIGATIOM
THÉORIE DES FORMES BINAIRES
A LA GÉOMÉTRIE l'LAXE.
Comptes l'endus dus séances de l'Académie des Sciences; 1874.
1. Dans ce Mémoire, je considère, pour simplifier le langage, les figures comme rapportées à un système de coordonnées rectillgnes X Gl y; la variable 3 est toujours supposée égale à l'unité, et je ne l'introduis que quand cela est utile pour la symétrie des formules.
Gela posé, ui =: ux -h vj- -\- wz := o étant l'équation d'une droite, si les coefficients u, c el w sont lies enlre eux par une relation homogène et du degré n, F(«, v, iv) =;; o, la droite enveloppe une courbe de n'*'"" classe K,
Si l'on pose
F(..,-î.,Xj--,j^) = U(X,|i),
l'équation U()>, 1.1) ^ o donne, pour un système de valeurs de x et de y, les coefficients angulaires des diverses tangentes que l'on peut mener de ce point à la courbe. Ou peut la désigner sous le nom à'équalion mixte de la courbe, et, dans un Mémoire ('} antérieur, j'ai déjà exposé les conséquences les plus élémentaires qui résultent de cette notion.
( ') Mémoire de Géoinèirie analyUrjw; {Joiiriud de Mathémaliquei, i" scric,
Mais, pour les développer utilement, plusieurs problèmes doi-* vent être résoUis, et en particulier le suivant : Déterminer les équations mixtes des courbes que l'on obtient en égalant à zéro les divers covariants de F.
Tout d'abord, on aura à considérer les diverses polaires des droites du plan relativement à K, tant à cause de leur simplicité que du rôle principal qu'e[les jouent dans cette théorie, puis la bessienne de K.
En désignant respectivement par W ^ o, Il ^ o et ra = o les équations mixtes de la bessienne, de la première et de la seconde polaire de la droite m =: o, on obtient la relation suivante
I Uu Uiî n, I
Q>nV =r-. I l),2 Mit Hg (').
I lli Hj ra I
Cette forme remarquable du polynôme W est susceptible d'un grand nombre d'applications, et même sans qu'il soit nécessaii-e de déterminer les coefficients de M et de ra. £n particulier, je citerai les deux propositions suivantes, qui jouent un rôle important dans la ibéorie des courbes de troisième et de quatrième
i' Si deux courbes de troisième classe R ei K', ayant respectivement pour équation mixte
(a, b, c, d) { X, 1^)' = o et («', *', o\ d') (X, (xj^ = o, ont les mêmes tangentes de rebroussement, le polynôme ad'~ 3bc'-h 'icb' — da'
est identiquement nul.
2" Étant donnée une courbe de quatrième classe, dont l'équation mixte soit
U =-(«,&,c,d, e)(X, [!)>-= o, désignons par (A., B, C, D, E, F, G) (À, [i.)" le covariant sexiique
(!) Suivant un usage habituel, étant donnée une fonction quelconque Z de \ , , . . „ ' dT „ I (J'Z
et de ;., et de degré n, je pose /,= - gj;- Z.,^ „f^_n rfF' ' ' "
yGoosle
de U, et considérons une courbe quelconque de sixième classe tangente aux vingt-quatre tangentes de rebroussement de la première courbe. Véquation mixte de la courbe de sixième classe étant
le polynôme A^+6B/'-!-i5Ge — 2oD</'+ i5Ec'— GFZi'+Gïï' est identiquement nul.
2. 11 est nésnmoirs nécessaire d'obtenir la valeur des coefficients de II; un pourrait les exprimer facilement, mais par de^^ formiiles dénuées de sj'métrje, au moyen des dérivées partielles des coefficients de U.
Il esl préféi'able de suivre «ne autre marche, et, à cet égard, je distinguerai deux cas suivant que la courbe est de classe paire an ou de classe impaire 2/î + i. Dans le premier cas, on considérera n couples de variables r, 1), E', 1)', . . . fonctions de n invariants de U et de leurs dérivées partielles; en représentant par A le discriminant de U, et par V, V, V", ... « de ses covarianls du degré an convenablement cboisis, W sera donné par une expression de la forme
AW = (fVi -+- ijVj) -h (r'v; -i- r, v's) -^. . . .
Si la courbe est de classe {n -|- i), W s'eTfprimera également au moyen de n émanants et du produit d'un contrevariant de F par un de ses covarianls du degié 2n-\- i.
Pour éclaircir ce qui précède, je donne ici les résultats pour les courbes de troisième et de quatrième classe :
i" Soient U = o l'équation mixte d'une courbe de iroisicjne classe; A son discriminant et H son hessîen. Soil de plus S le cayleyen de F (c'est-à-dire le contrevarîanl de F qui, égalé à zéro, représente la cayleyenne de la courbe). En posant
"^ G cly' 6 d^'
An = rUi-HijUî— 2(i)eH.
a" Soient U^o l'équation mîxle d'une courbe de quatrième
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classe, A son discriminant, H S.
hessien, S soriÎDvariantqiiadra-
liqiTs et T son invariant cubiqi
le.
En posant
^ ^ Tid^"^' '
a, dx 1) = ^ + /ti,
dy dy
' '' dz-^ '' dx '
on aura
iTl = tU,^-i)U.
^(r'H,-Hi)'lU)-
3. Le cajlej'en # d'une courbe de «'^"'^ classe se déduit facilement de la proposition suivante, dans l'énoncé de laquelle j'ai conservé toutes les notations précédentes :
Le résultant de H et du jacobien de U et de 11 est u)-'" "->i0.
En l'appliquant aux courbes de quatrième classe, on obtient cette relation remarquable
i^e=pTU(>r',r) + îH(r',:/),
où p et q désignent des invariants de U de l'oiTlre i8 et dn l'otdre ao, et T l'invariant du troisième ordre.
Une formule de M. Salmon indique que, dans ce cas, !a cajlejenne a 126 points doubles; l'équation précédente montre qu'ils se réduisent à 21 points quadruples. Ces points S jouissent de la propriété que les tangentes, menées de chacun d'eux à la courbe, ont leurs points de contact en ligne droite. On peut remarquer aussi que l'équation U{r', ij') = o représente la courbe du trentesixième ordre, jouissant de la propriété que, des tangentes menées d'un de ses points à la courbe, trois sont en ligne droite {').
(') En général, si la polaire d'une droite se décompose en un point P ci »ine coiii-be ïésiduellc, le point P est vin point 5 ( « — 2 )tuple de la cajlejennc.
Si d'un point {jc, y) on mène des tangentes à !a courbe de quatrième classe K, l'équation de la tangente menée en ee point à la conique qui le contient, ainsi qnc les quatre points de contact, est
celte même équation, si l'on y regarde i, ti, C comme des paramètres arbitraires.
eiioiiiiTRLE
■i. L'inLrodnclion des poljnomes r, 1), ï', 1)', ... se justifie par celte considération impovtanlej que J'on n'a jamais à traiter que des invariants ou covariants de U; on peut donc (quoique ce soil eomplètemenl ficiif) supposerJa forme U réduite à sa forme canonique. ^
Ainsi l'on pourra prendre pour équations mixtes des courbes de troisième et de quatrième classe les équations réduites
De même, pour la surface de troisième classe (car tout ce rj ne j'ai dit dans celte Note s'applique aux surfaces algébriques), on pourra prendre pour équation mixte de la surface l'équation très
pie
X' -t- [1^-+- l'-i- 6niî>[J.v =
Dans le présent Mémoire, je n'ai exposé que les points principaux de la théorie; dans d'autres Mémoires spéciaux, j'en développerai les conséquences relativement aux courbes de troisième et de quatrième classe, ainsi que pour les surfaces de troisième classe.
et ^,y,zc
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talc dn iieti
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L'équation
de la courbe la plus générale «ïv
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CHAPITRE PREMIER
1. Dans ce Mémoire, je rapporterai les figures que j'aiira considérer à un Iriangle de référence donl les côtés auront resp livement pour équations
Dans le Lut de simplifier le langage (ce qui ne dimiiine en rien la généralité des résultats obtenus), je supposerai que ia droite s ^ o coïncide avec la droite de l'infini, en sorte que je supposerai toujours z égal à l'unité, ainsi que toutes les variables analogues s', Ç, C ..- que j'aurai occasion d'inlroduire; je les mettrai néanmoins en évidence toutes les fois que cela sera nécessaire pour la clarté ou la simplicité des formules.
Cela posé, iix -^ s-y -\- W3-=- o désignant l'équation d'une droite moLile et F(«, »', tv) une forme ternaire, homogène et du degré n, si les paramètres w, c et w sont liés entre eux parlarela-
la droite enveloppe une conrbe de n'"""' classe K; dont l'éqtiation (i) est l'équation tang^enlielle.
Soit {x,y) un point quelconque dit plan et y le coefficient angulaire d'une quelconque des tangentes que l'on peut menerde ce point à la courlje K; cette langenle, en désignant par X, Y , Zi les coordonnées courantes, a pour éqiiation
,xX-).Y + i,j,-[i,r = oi On en déduit la relation
qui a pour racines les coefficients ang-ulaires des n tangentes qno l'on peut mener du point donné à la courbe. Si l'on pose
U est une l'orme binaire du degré n par rapport aux variables }, et ik, dont les coefficients sont des polynômes du degré n en x ely; celle forme satisfait d'ailleurs évidemment à l'équation aux différences partielles
, rfU du
'^•TF^^^'-y,
Je dirai que l'équation U()., [J-) = o est Vécjualion mixte de ia courbe K. J'ai déjà développé quelques-unes des conséquences les plus immédiates que l'on peut tirer de cette notion dans un Mémoire publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées {^), et je rappellerai à ce sujet la proposition suivante, dont je ferai un usage continuel :
Soit un nombre quelconque de. courbes représentées par les équations mixtes
si l'on considère un invariant quelconque! des formes f^,/^^ (') Mémoire de GÉomélHe analytique, i' strie, t. XVII, 1%-/:.
/"a, . . . , l'équation I = o représente une courbe dont le degré est égal au poids de l'invariant.
Il est utile ici de remarquer que, si létailun polynôme de degré inférieur au poids de l'invariant, relativement aux variables x ely, on devrait, en rendant le polynôme homogène, introduire comme fadeur «ne certaine puissance de s, en sorle que la courbe I ^ o contiendrait un certain nombre de fois la droite de l'infini.
2. Le problème principal, qne l'on doit résoudre pour employer utilement les équations mixtes dans les questions de Géométrie analytique, est le suivant :
Étant donnée une courbe R ayant pour équation tangentielle F(«, v, w)-=^o et pour équation mixte U(X, [j.) = o, déduire de celte équation mixte, de ses ùn'ariants et des contrevariants de la forme F, les équations mixtes des courbes dont les équations s'obtiennent en égalant à zéro les divers covariants de F.
El tout d'abord je m'occuperai, tant à cause de leur simplicité qu'à cause de leur importance, des covariants doubles qui rcpri'sentent les polaires des divers ordres des droites du plan par ra|)port à K.
3. Dans tout ce qui suit, en désignant par Z une fonction liomogène quelconque, du degré n, des variables), et ja, jereprésenterai, selon l'usage habituel, par Z) et Z; les quantités — -tj- et — v^i et de
Œ)eparZH,X(.,'/...lesquanlilés^^^^;^^5j;^, -j^^_ I d'-Z
D'une façon analogue, je représenterai par F,, F.; et F^ le
, , „ 1 ■ 1 , i d¥ i dV i dV
résultat que I on obtient en remplaçant dans - -r-y - rj"' " -n~
1 V s n du, )i de II dw
les variables u, v et (v par j/., — X et 't.y — u-x.
Fn, F) 2, ... représenteront de même Je résultat que l'on
obtient en faisant la même substitution dans -^— 7'
n{n — i) du dv
Cela posé, élfint donnée une droite ayant pour équation
Vcquation mixte de sa première polaire est )(F,-i- yFi-i-.vF3=o.
En difierentiant successivement par rapport à À, |a, ^ et y la relation (2), on obtient les relations suivantes :
(3) Ui = — F2 + 7F;,, U^=. Fi — 3:Fa,
n ,« dx n'k dy ' :nt par IJ^j ;^ o l'équation de la polaire { ' ) de
la droite w ^ o, on a
La polaire de la droite de l'infini a évidemment pour équation F3 = o; en posant
Posons
0=(a,p,-r, ...jX,ix)"-S
la comparaison des formules (4) et (4') donne immédiatement les relations suivantes :
[ da db , .,,, de , .
^^^ Wy-"' ^-'"-)?- 3?-'»-^>-'- ■■■•
\ da _ db _ "^"^ _ ft
\ dx ' dx ' dx ' ' '
qui permettent d'exprimer les fonctions k, p, y, ... au moyen des
(') Ici, comme dan? toute la suite de ce Mémoire, je désigne simplement s
dérivées partielles des coefficients de U; mais, comme je le montrerai dans la suite de ce Mémoire, elles nous seront surtoul utiles pour exprimer ces dérivées en fonction des coefficients de II.
3. Soitune courbe K' de classe n' et ayant pour équation mixte V()i, [x) = o; étant menée une tangente à cette courbe, pi'oposons-noos de trouver le lieu des points M où elle est coupée par sa polaire.
En désignant par w ;= o l'cqualion d'une de ces langentes, je remarque d'abord qu'en désignant par V et ,w' les cooi-données COnranteSj l'équation mixte de sa polaire est, en vertu de l'cqualion (5),
son équation en coordonnées cartésiennes est le discriminant (par rapport à )>' et \i.') de l'équation précédente. Le point M, satisfaisant à l'équation w = o, satisfera donc à l'équation A = o, idésignant le discriminant du polynôme uUiÇk', [a') — cUi (X', jj.').
Le coefficient angulaire de la tangente est d'ailleurs -^ = '^; l'équation du lien chercbé s'obtiendra donc en éliminant À et [j. entre l'équation V(X, u.) ^ o et l'équation A ^ o, les variables a et c ayant été préalablement remplacées par a et —X dans le polynôme A.
D'où la proposition snivanle :
ThéohëmeL — En désignant par U(X, [j.) ^ o et V(X, ij.) ^ o les équations mixtes de deux courbes K et K', on obtiendra l'équation, du lieu des points où. les tangentes à¥J sont coupées par leurs polaires relativement à K, en éliminant \ et )J. entre l'équation V(X, [j.) = o et Véqualion A(X, ja) = o, A désignant le discriminant pris par rapport à V et tx' du polynôme -, dV rfU
^rfV + i^rf/-
Il est clair que les considérations précédentes s'appliquent également aux polaires des divers ordres relativement à la courbe K ; on peut donc énoncer celte proposition plus générale :
Théorème II, — En désignant par U(X, |a) ^o et V(X, ^) ^ o
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les équations mixtes des deux courbes K et K', on obtiendra l'équation du lieu des points où les tangentes à K' sont coupées par leurs m'^"'^' polaires relativement à K, en éliminant X et ^;. entre l'équation V(X, \i.) = o et Pécjuatîon i(î., j^) =^ o, A désignant le discriminant pris par rapporta X' et p.' de l'émanant
6. Soit, poiii' faire une application siinfiie da théoicine précédent, une courbe de quatrième classe K.', dont l'équation mixte
En considérant la première polaire, on voit que A est le discriminant du polynôme («X-|- i[A)V=4- 3(6). + C|^)X'-^' + . . ., discriminant qui est de la forme /lïU 4- çSH, en désignant par H le hessien de U, et par T et S son invariant cubique et son invariant quadratique.
Par suite, l'équation du lieu des points où les tangentes à K.' rencontrent leurs polaires s'obtient en égalant à zéro le résultant de U et de pTJJ -+- ^SH, c'est-à-dire (S'— 27T=)^S'.
On sait d'ailleurs que S^ — a-T-^ o est l'équation de K' en coordonnées cartésiennes et que S :^ o est l'équation de la courbe du quatrième ofdre S, qui passe parles vingt-quatre points de rebrousscment de K' ; de là la proposition suivante :
Théouîsme III. — Etant donnée une courbe de quatrième classe K*, une quelconque de ses tangentes est coupée par sa polaire en six points, dont deux sont confondus au point de contact; les quatre autres points d' intersection décrivent, lorsque la tangente se déplace, la courbe de quatrième ordre S , qui passe par les vingt-quatre points de rebroussement de K'.
Réciproquement, si, par un point M rfeS, on mène les quatre tangentes à R', leurs polaires relativement à cette courbe passent par M.
7. L'application la plus importante du théorème il est relative
au cas de la polaii-c conique ; A est alors Je cliscrlnimant de
c'est-à-dire le hessien de U; d'où la proposition suivante :
Théorème IV. — En désignant par U(/, jji)^o et par V(X, ja) = o les équations mixtes de deux courbes K et K', par H(X, [a) te hessien de U(Â, [*), l'équation du lieu des points, oii les tangentes à K.' sont coupées par leur conique polaire relativement à K, s'obtient en égalant à zéro le résultant des polynômes H{)v, \i.) et V()., [x).
En particulier, soit M un point du plan ayant pour coordonnées ^ et vi; en posant pour abréger, comme je le ferai toujours par la suite,
l'équation mixte de ce point est
XY — |iX = o; d'où cotte conclusion :
Le lieu des points où les diverses droites qui passent par un point (^, ï|) sont rencontrées par leurs coniques polaires, relativement à la courbe U(>,, ^)=io, a pour équation
On a ainsi l'interprétation géométrique du Iiesâien de la formel!; quanta l'équalion U(X, Y) ^ o, elle représente, comme on le sait, l'ensemble des tangentes que l'on peut mener du point (5, ,0 à 1. coarbe.
8. Considérons la courbe K. ayant pour équation mixte U(X, ^) = o; si une droite se meut langentiellement àla hessienne de cette courbe, sa conique polaire se compose de deux points, ou encore, si on la considère comme une courbe du second ordre, de la droite qui joint ces deux points, cette droite étant comptée deux fois. Le lieu des intersections des tangentes à la hessienne avec leurs coniques polaires est donc une courbe double, la caj-
utc permeUra d'oblcnir son
leyenne de K; la proposiut équation :
Théorème V. — Etant donnée une courbe K ayant pour équation mixte U(X, ^) ^=o, en désignant par H()., ji) le he.isien de U et par W(X, ]x) = o l'équation mixte de la hessienne de K., si l'on forme le résultant de H()., jjl) et de W()., [x), ce résultant est un carré parfait h? et R ^^ o est l'équation cartésienne de la cayleyenne de K.
Élant doni f^entielle est
et l'éc|uation mi l'ùrjualion tao
courbe K de classe 7!, dont l'équat înlielle de sa hessienne est, comme on le s
son équation mixte ^
rf*F
du^
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Des équations (3) et (4) on déduit
o l'équation de la polaii-c de
Uii=Fî;— a^Fîi-i-j'Fj^,
U|,= — Fi2+^F23H-_>-F,,v
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l'Infini, l'équation (4') donne H ^ Fj ; d'où les relalions
En posant d'ailleurs Fas^ro, on sait que cr^oest l'équation mixle de la deuxième polaire de la droite de l'infini. Des relalions qui précèdent résulte l'identité
I Fa!— 2^Fîj4-J^F53
= _F,î+a^Fî3-f-jF,s — a^Fjs I — Pia-H^Fas
10 — 1 r I I Fil F„ î
~ 1 o ,-c X F,j FiB I o o 1 I I F,3 Fj, I
-F,2-^-3^F,3•^-7F„— syFjj —Fu+yPu Fn — aa^Fiî-i-a^'F^a Fu-a^Fj,
Fia-a^Fss F33
L'équation mixte de la hessienne s'obtient en égalant à zéro le déterminant qui précède; d'où ta proposition suivante :
Théorème 'VI. — Bn désignant respectivement par U{)., f'-)=o, WÇk, [;.) = o e( C7()>, |ji) = o les équations mixtes d'une courbe, de la première polaire et de la deuxième polaire de la droite de l'infini relativement à cette courbe, l'équation, mixte de la hessienne de la courbe est W(X, [t) z= o, W désignant le polynôme
U,5 Uï2 IIî .
I tl, II. W I
10. Cette forme remarquable de l'équation mixte donne lieu à diverses conséquences importantes que l'on peut en déduire, sans que l'on ait même besoin de déterminer l'expression des coefficients de n et tn.
En particulier, je citerai les deux propositions suivantes, relatives aux courbes de troisième et de quatrième classe :
Théorème- — En désignant par [a, b, c, d)=zo {'•') l'équa-
lion mixte d'une courbe de troisième classé K. et par ia', b', c', d') =■ o Véquation mixte d'une courbe quelconque de même classe K.' tangente aux neuf tangentes de rebroussement de la première, si l'on forme l'invariant
1 = ail!~^bc'-+'icb'—da\ ■ ce polynôme est identiquement nul.
Démonstration. — Comme I est un combinant des deux formes (a, b, c, d) et (a', b', c', d'), il suffit de démontrer la proposition pour l'une quelconque des courbes du faisceau (K, K'), par exemple pour la hessieniie. Supposons (a, b, c, d) réduite ù ia forme canonique Â^+ ^', on aura simplement I ^ d'~a'. Or, en posant
1 déduit du théorème précédent
d'où par s
La proposition est donc démonlrée.
Théouème. — -É'/i désignant par U = (a, b, c, d, e) = o l'équation mixte d'une courbe de quatrième classe K et par (A, B, C, D, E, F, G) le covariant sextique de U, par {a', b', c', <f, e', f'f ^)= o l'équation mixte d'une courbe quelconque de sixième classe R' tangente aux vingt-quatre tangentes de rebrousse ment de K; si l'on forme l'invariant I = Â/— 6B/'+i5Ce'— 2oDaf'+i5E(;'— 6Fè'-i-Ga', ce polynôme est identiquement nul.
Démonstration. — La hcssicnne étant tangente au\ vingt-qiialre
craindre aucLinc ambiguïté, je pose, pout abroger.
Langenles de rebroussemenl de K, l'équation mîxle de K' Sera de Ja forme W(X, [i)+U()-, ^)Y{\ l>.), V()., y.) = o étant l'équalion mixte d'une conique quelconque.
Si nous supposons U réduite à sa forme canonique
I = (..-9»»^)(i'-/'). Or le théorème V donne la relation
I >,^-|- m[X' 2m),;j; aX^-H 5pX[J: -(- -fji^ 1
en posant, pour abréger,
n=(a,|3,Y,S), 7^ = (P', Q', R') et V = (P, Q, R). On déduit de là, après quelques réductions faciles, 6 &' - 6/' = a (J -(- a HiQ — 4 ?-,'
La proposition est donc démontrée.
11. On peut donner à la formule énoncée dans te tlicorème V une forme un peu plus générale et d'un usage plus commode pour Jes applications.
Soient n„=o et Wm^o les équations mixtes de la première polaire et de la deuxième polaire de la droite
on aura, d'jiprès la formule (3),
On en déduit, en désignant par IT^j, U„^.^, ... les quantités analogues II, et Ho, niais relatives a 11^,
do, =an(j,î— cnu. + uEi',
ro':= o étant l'équation mixte de la polaire de la droile de l'infini, relativement à la. première polaire de la droite w = o, ou, ce qui est la même chose, de Ja polaire de celte droite relativement à la première polaire de la droite de l'infini. On a donc
et, par sailc,
(5') ciu= ((n„,a— i'ri„,:+a>{i(ns— i'n,)-+-<«=frr.
Ul!
„U,2— <'lill+")II,
Uî,
«U,5— <'Ui,-i-wIK
n„.s un^.,-
-vU,„,i-ho^(uUi—vUi
Ui,
Usî
lia
_-yUii-l-<..n,
„Us2— nUiî-t-uinj
(ittï-
u,s ni [
u,. ti. 1 =«
>"-VfCk,y.);
d'où la formule suivante, qui permet d'exprimer le polynôme W(X, jjl) au moyen des deux premières polaires d'une droite quelconque (O = ua: + i'f -+- i-vz = o :
I Vn u,î n„,, I
(7) (OnV(X,^L)= llij UiS 11,0,8 =11^11—1!,
et en désignant par H le hessier. de U.
12. J'ai montré (théorèric IV) que le résultant de li et de W était égal à 0*, 0 désignait le contrevariant de la forme primitive F{[i, t>, «■) qui, égale à zijro, donne l'équation de la cajieyenne;
on déduit de ce qui précède
le résullant 0^ est donc le résultant de II et de ; d'où la proposition suivante :
Théorème. — ■ ■Si l'on forme le résultant du polynôme H et ~ Q, ce résultant est un carré parfait dont la racine est égale à w-'"~^'0.
Remarque I. — Le premier terme de Q est d'un poids égal à 2, le dernier terme de H d'un poids égal à 3(n — i) : leur résullant est donc d'un poids égal à 4(« -— 2) + 6(« ~i)(n — a), et, en vertu de la proposition l'ondamenlaie donnée (1), 0 est du degré
C'est en effet, comme on le sait, le degré de la cayieyenne.
Remarque II. — La proposition précédente donne une infinité de formes pour 0, puisque u, c et w sont arbitraires ; on peut, par exemple, remplacer ces quantités par les dérivées partielles d'un contrevariant quelconque $ de F, et la proposition précédente donnera une expression de O^'""^'®.
Remarque III. — On peut trouver d'autres expressions de 0 souvent plus faciles â calculer. On a, par exemple, identiquement
ûU = [nu.,().Ui!'bfiU„) — n„,5()>u,i-f-|iUi,)j^— H(>.n„,,-H-[in„,2)'-
Le résultant de H et de tiU, c'est-à-dire (w='"-='0i)-, en désignant par A le discriminant de U ('), est donc égal au résultant de H et de
fn„,,(XUi5-i-|jU3,) — nio.'-C'Uii-HiJ.UiOl'- D'où cette conséquence :
Si Von forme le résullant de H et de ïla^iUa^ !"(„,, sU,, ce résultant est égala w^'"~^'40.
CHAPITRE iir
DÉTERMINATION" DE 1,'ÉQIATION IIIIXTE DE L.1
13. Les formules (6) données précédemment (4) permetleni' d'exprimer les coefficients de l'équation mixte de la polaire de la droite de l'infini (et par suite Je la polaire d'une droite tjuelconque) au moyen des dérivées partielles des coefficients de U; mais il est préférable d'introduire les dérivées partielles d'un certain noftibre d'invariants de celte forme.
Je m'appuierai sur la proposition suivante :
Théorème Vil. — Etant donné un invariant quelconque ï de la forme U, en désignant son poids par i, on a les deux écjua-
^db
où {a,b,c, ...)=: o est l'équation mixte de %..ei (a, ^,y, ..,)^o l'équation mixte de la polaire de la droite u ^=; o e( oii j'ai posé, pour abréger,
dl
Démonstration. — Des formides (5) et ((î) on déduit facilement les relations suivantes ;
''^--"dy^"
.{'ii/ — va).
vb).
n-,:)(ud-
vc)-i-...,
par suite, on a
^ dl,
dl ,dl — 'li-'^-dc-
n di
■■ \"db '^ de '^■■■J
ou encore, d'après les propriétés bien connues dos invariants,
dl __ ( d\ 4-^ , ^ \ -,
"^'dx^ {'^'db^'^^'dc'^ ' dd'^'-')^"'' '
d[ dl ^d^ , _ ^^ rf£_
db 'de ^ dd ' ' ' ' dx
L'aiiUc formule se démontrerait de la même manière.
14. Dans l'application des formules précédentes, je considérerai deux cas suivant que la courbe K est de classe paire ou de classe impaire.
Dans le premier cas, le nombre des coefficients a, [î, ... inconnus est pair; considérons - invariants I, 1', I", ... de la forme U et désignons par r,, l), , r,-, l))-, ... les polynômes formés de la façon indiquée au moyen des dérivées partielles de ces invariants : nous obtiendrons n équations linéaires de la forme (8), qui permettront d'exprimer les coefficients inconnus en fonction des coefficients de U et des polynômes r,, 1),, r,', . . . .
L'introduction de ces polynômes se trouve justifiée par le fait important que le polynôme !]„ devient alors un covariant multiple de U, les divers couples de variables étant X, |J.; E,, l), ; ....
Si la courbe est de classe impaire, nous choisirons
invariants qui fourniront (h — i) relations linéaires entre les inconnues; une dernière relation linéaire peut être obtenue de la façon suivante. La méthode est évidemment générale, mais je ne l'exposerai que pour le cas d'une courbe de cinquième classe. '
Soient U ^ (a, é, c, d, e,/)-=:o l'équation mixte d'une courbe de cinquième classe et (A, B, C, D) un covariant quelconque du
troisième ordre de U; en désiguanl, pour un instant, par (*o) Po) To' 2fl! ^o) = o l'équation de la polaire de la droite de
id 4e 4S D 3C
en appelant (a, (3, y, S, e) =r o l'équation mixte de la polaire de la droite u =: ux-i- vy ~\- wz = o, on déduira de la formule (S)
4jî 4e 4P 3B A Gc fi^ 6f 3C 3B 4(; 4e 43 D 3C
d'où l'on conclut que V est un contrevariant de la forme fondamentale F (>).
En développant cette égalité, on obtiendra une équation linéaire qui, avec les n — i autres précédemment obtenues, permettra d'exprimer les coefficients de U^.
ÎG. JDes relations établies plus haul, n° 13, on peut déduire une proposition générale, dont se déduisent un grand nombre de propriétés des courbes algébriques.
Soit I un invariant quelconque de U, en sorte que l'on ail les relations
rit
„ril
dl
dl
dl ^ .r,dt ^ , dl ., df
'^"ri^^<"-^>Pri&^^""^'"fri5^---=^~'"'-^"^' Considérons la courbe R' composée de la polaire de la droite
it bien c
iir que ce pro<
édé peut être
é de biei
it >'4) il peut être aussi employé quand n est pair. Cette équation, ainsi que beaucoup tle celles établies dans ec Mémoire, est susceptible de diverses interprétations géométriques; mais leur développement t trop de mon sujet principal.
e: la théorie des tos 11) ^ o el d'un poinl Ç, r,; en posant X = :r — ^ elY ^=:y — ■r\, l'équation mixte de ce point est
J.Y — |iX = o; par suite, l'équation mixte de K.' est
al"-^-i-(n—i)fA"-'-[i.-
OU bien encore
[naY, («-0PY~«X, («- 2)-; Y- aaX, . . .] (î„ [.)"= a.
En reprcsenlant le premier membre de cette équation par («', 6', c', . . .), on l-rouvera, par la valent' de l'invariant,
,rfl^ dl ,dl
da db de ' ' ' '
ou encore, en Ycrtu des relations transcrites ci-dessus,
Posons
on aura
Remarquons niaintenanl que le poids ( de l'invariant 1 est précisément le degré de ce polynôme ta x,y, z; d'après le théorème des fonctions homogènes, on aura donc
l.dl dl ^dl\ . ,, ^
et, pai- suite, si le point ^, t; est sur la droite u = o, /^dl dS ^d'i\ ,
Je ferai remarquer que la quantité entre parenthèses dans le
premier membre de cette équation représenté, quand on l'égale à
zéro, la polaire du point (^, ■/!) relativement à la courbe I ^ o.
17. Le cas particulier le plus intéressant à considérer est celui où, K étant de classe paire, on considère l'invariant quadratique I deU.
En convenant d'appeler faisceaux harmoniques deux faisceauK de n droites, tels qne les équations du deg-ré n qui les déterminent aient leur invariant quadratique nul, on peut énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Etant donnée une courbe K de classe 2n, si Von considère la courbe C du degré 2n, dont l' équation s'obtient en égalant à zéro l'invariant quadratique de l'équation mixte de K et le Heu des points d'où l'on voit suivant deux faisceaux harmoniques : i° la polaire d'une droite quelconque D, prise par rapport à K, et un point M de cette droite; 2" la courbe K., ce lieu se compose de la droite D ellemême et de la courbe du (an — 1) ordre qui est la polaire du point M relativement à C,
CHAPITRE IV
18. Considérons une courbe de troisième classe K, dont l'équa -
soit A son discriminant, en sorte que i ^ o est l'équation de la courbe en coordonnées cartésiennes. En appelant H et J le iiesslen et le covariant cubique de U, je poserai, pour abi'éger,
a ^ (A, B, C) et J = {«', //, c', d).
Cela posé, en considérant l'invariant A, les équations (S) donnent les relations
/fh '^ ilf ' rlil lia:
.dy
que J'oii peut écrire
Posons en oulre (voir n" 15)
0 est un contre variant de la forme F((/, c, w) qui, égalé à zéro, donne l'équation tangenlielle de K; dans le cas actuel, l'équation 0^o représente, comme il est facile de le voir, la cayleyenne deR(').
Le déterminant développé donne l'égalité aC — 2§B-i-YA = (ue.
qui, jointe aux égalités précédentes, permet d'obtenir a, [3 et y par
Aa = «rH-6i) — aAtoe, i;i = l,t-\- eu — aBtoQ, \-; ■= cr+rfii--2C,oe,
qui. quand on rédiiil U à sa forme canonique «X^+ cl'^^, prennent la forme très simple suivante :
{!]') { i3 = — ado>B,
Eli désignant, comme je l'ai fuit jusqu'ici, par ll^^o l'équation de la polaire de la droite w = o, relativement à la courbe K,
(i2) in„=rU|-i-i)U,— aweil.
L'équation en coordonnées cartésiennes de cette polaire est
n Mémoire de Géoindirie analytique, dtijà cité, n" li.
3<j6 oÉOMÉTRi.;.
en nous servant de la forme canoiii<iiie de la Tonne U, on irouvo
immédiatement
d'où, généralement,
19- Considérons maintenant une courbe de quatrième classe K ayant pour équation mixte U=^(«, b, c, d, e) = o; soient S et T les invariants quadratique et cubique de U; son discriminant i est égal à S^ — ^7''-'^i et l'on sait d'ailleurs que A = o est l'équation de la courbe en coordonnées cartésiennes. Je représenterai, pour abréger, lehessien H de U par la notation (a', b', c', d', e').
Cela posé, en considérant les invariants S et T, les formules (S) donnent les quatre relations suivantes :
Ke_3Srf — 3-fc^3& -=— .■S+- ^ = — S,,
I' ' 4 dy '
'^ • i dx
=ie'-3Srf'-T-3Yc' — S6'=--^Th-- ^==-Ti, i- I 1 4 dy
d'où l'on déduit
ia = a(i8TT, — S=S,)H-&(i8TT2— SSSO
-H d'CiSTS,— 12ST1) -!- i'(i8TSï— laSTs), AfJ = 6(i8TT,— S'S,)-t-c(i8TT3 — S^S,)
-i-6'(i8TS, — i2STi)-f-c'('8TS2— laSTî), AY^c(i8TTi— S^S,)-i-rf(i8TTs— S^Sa)
-i-c'(i8T5i — î2ST,)-î-rf'(i8TSi— laSTj , Aa = rf(i8TT,— S=S,)-i-<;(iSTTi— S^Sj)
-+-rf'(i8TS,— iaSTi) + e'(i8TSî-i2STs).
eniiu, pour abréger,
r-i8TT,— SîS,=
la dy
i) = i8TTj— S^S, = -
l'i do::
dy dy
3 = ii--hc))H- — (ù'r'+c'u'),
5 =rfï + eH-^ — {</'E'-4-e'ii'); d'où encore (U,) AlI„=rl)i + wU5-i- — (r'H, + i)'H,).
20. J'ai montré (n" 12, Remarque III) qu'en désignant par % l'équaiion de la cajieyenne de K, w*A0 était le rcsiillanl de H et dn polynôme IIuj) Uî — IT^^îlIi; dans le cas actuel, ce polynôme se compose de deux parties : la première
r(U,,Us— U,îU,)-i'il(U2,U5— Us,U|)
est exactement divisible par H : il n'y a doue pas à en tenir compte; la seconde
le résultanl de Z et do H est donc égal à to'iO. Sans faire de calcul, on voit que ce résultat est le produit par -^ d'un covarianl du quatrième degré et du vingtième ordre; on a donc i=e=/(TU(r',i)')-+-?H(c',5'),
l> eiq désignant des invariants de U (fonctions eniicres, par conséquent, de S et de T) du seizième et du dix-liuitième ordre.
SINliDLARIIES DES CODRBES DE QUATRIEME CLASSE.
Journal de Malhéinalîques pures et appliquées: iZ-fi.
i . Une courbe de quatrième classe K possède vingt-huit poinls doubles 8 et vingt-quatre points de rebi-oussement p. Il existe en outre dans son plan vingt et une droites P telles que la première polaire de chacune d'elles, relativement à K, se décompose en u
point /j et
coniqt
; résiduelle;
igt et i
e droites P cor-
respondront donc vingt et un points remarquables p, que nous aurons à considérer en même temps que les points singuliers.
Je rappellerai à ce sujet que les soixante-treize points S, p et p sont les points communs aux trois courbes
où S et T désignent respectivement l'invariant quadratique et i'iuvariant cubique de la forme U ^(a, i, c, d, e)(k, [a) qui, égalée à zéro, donne l'équation mixte de la courbe K (')■
2. Etant données deu\ équations à une inconnue, de degré /m, F = o et F'= o déterminant par leurs racines deux systèmes de points situés sur une même droite (ou deux faisceaux de droites passant par un même point), je dirai que ces systèmes (ou ces faisceaux) sont harmoniques, si l'invariant quadratique des deux
(') Voir ( Comptes r tion de mon Mémoire Géométrie plane.
iS'ji) la Note accompag in de la théorie des for
COUBBES DE QUATRIÈME CLASSE. ïftlj
formes F et F' est mil; cette notion est, on le voit, une simple extension de la notion bien connue relative à deux systèmes de deux points (ou à deux. faisceaux de deux droites). Cela posé,
étant les équations mixtes de deux courbes de «"""^ classe K" et K'", il est clair que le lieu des points d'où l'on voit ces courbes suivant deux faisceaux, harmoniques s'obtient en égalant à zéro l'invariant quadratique des deux formes (]) et (2); ce Heu csL donc une courbe du n'""^ degré ayant pour équation
(3) (i) = «r— n6K'-H "^"y'-'c/t' -+--.. -H /CT'=ti,
et je la désignerai sous le nom de courbe harmonique des deux courbes K" et R'".
A ce sujet, je ferai remarquer que, si n est impair, I ne cbangc pas quand on remplace respectivement a par a + 'i.a', b par b -i-^-b', ...; si doncC"est la courbe harmonique de K." et de K'", ce sera également la courbe harmonique de deux quelconques des courbes du faisceau déterminé par K." et K.'", cl je dirai que c'est la courbe harmonique de ce faisceau.
Gela posé, nous pouvons énoncer la proposition suivante
Théoeème 1. — Étant donnée une courbe de; quatrième classe K, si Von considère les différentes droites que l'on peut mener par un point M, leurs premières polaires, relativement à K, forment un faisceau de courbes de troisième classe dont la courbe harmonique est la droite polaire du point M, relativement à la courbe du quatrième ordre !3 qui passe par les vingt-quatre points de rebroussement de K.
Démonstration. — Soient, comme ci-dessus,
4no
l'équation mixte de la courLe K; S et T rinvarlant quadratique et l'invariant cubique de U. On sait que la courbe S a pour équalionS = o.
Pour simplifier les calculs, je supposerai la forme U réduite à sa forme canonique, en sorte que l'on aura simplement
U = ),*-[-6niî.^[i-+ ja',
H = m),''-+-(i — 3m5)>.'iJ.3-i-«t;j.\
En appelant 5, r,, (^ les coordonnées du point M, désignons par
tu — UX s- c j' -H ic = o et tOi, = u«x H- V^y -¥■ w^s ~ o
les équations de deux quelconques des droites qui se croisent au point M.
Désignons de plus par i ^ S- — ajT^ le discriminant de la forme U, et par (a, p, y, 3)i {"-ni Po, Yoi ^o) les équations mixtes des premières polaires des deux droites précédentes reialivemenl à K; d'après la formule (i3) donnée dans mon Mémoire sur l'application des formes binaires {Journal de Mathématiques, ?>' série, t. l, p. 120), on aura les équations suivantes :
OÙ f, t), E', Ij' ont la même signification que dans le Mémoire précité ([ï. 119), et r,,, 1)o représentent les quantités analogues à F et 1), dans lesquelles ((, t', tv ont été remplacés par «a, Va et iv„. Cela posé, en désignant par 1 = o l'équation de la courbe harmonique du faisceau formé par les polaires des droites qui se croisent au point M, on aura
yGoosle
i /,dl dl
OU encore, si l'on pose, pour abréger,
S— f— -1- — ^r' „ .dT rfT -
(3SîSc— S4TT0),
puis
En subsliluanl ces valeurs dans (4), on oblienJra
ûn= ^{3S^Su-S''TTo)-h^(5ST„ — 3TSo),
d'où, lédnctions faites,
Sç_2/>f'S dS dS\
Ce qui démontre la proposition énoncée.
4. En particulier, considérons une droite P, teîle que sa première polaire, relativement à R, se décompose en un point p et une conique. Si l'on prend un point quelconque M de celle droite, le réseau formé par les premières polaires des droites qui se croisent en M comprend en particulier le point j? et la conique résiduelle; on en conclut que la courbe harmonique du faisceau passe par le point p. D'ailleurs celte conrbe est la première polaire de M relativement à S; donc, réciproquement, d'après un théorème connu, la droite polaire deys, relativement à S, passe par le point M, et, comme ce point a été pris arbitrairement sur la droite P, cette droite n'est autre que la polaire de />.
L. — II. s
On peut donc énoncer !c théorème suivant :
Théorème II. — Si la première polaire d'une droite P, relativement à la courbe de quatrième classe K, se décompose en un point p et une conique résiduelle, la droite P est la droite polaire de p, relativement à la courbe du (fualrième ordre S, qui passe par les vingt-quatre points de rebroussement de K.
D'où encore celte conséquence :
Les vingt et une droites P sont les droites polaires relativement à S des vingt et un points p.
La proposition précédente peut se déLnoiitrer dlreetcmcnt ainsi qu'il ,A :
En désignant par (a, p, v, S) ^^ o i'équation mixte de la première polaire de la droite w = M;r -[- cjK + ws — o, je remarque que, si celte polaire se décompose en une conicpie el un point p, pour ies coordonnées de ce point, on devra avoir a ^o, ^ = o, Y=0, S = o, la langenlc à la polaire étant en ce point entièrement indéterminée.
On a d'ailleurs, pour un tel point (n" 1), ï'=o et l)'=o; d'après la formule {i3) déjà citée de mon précédent Mémoire, on aura donc
Il en résulte que X et IJ sont nuls; autrement (a, 6, c, d, e) serait une puissance exacte, c'est-à-dire que les quatre tangentes menées du point jd à K se confondraienl en une seule, ce qui est impossible.
Les coordonnées du point/? satisfont donc- aux quatre équations
on bien
Remplaçons, dans les deux dernières relations, A par sa S^ — 27 1 , pois -3- et -j- par leurs valeurs tu-ees des dei
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mières; il viendra simplemenl, après avoir supprimé le facteur A, d'où encore, en vertu du théorème sur les fonctions homogènes, La droite polaire du point /?, reJalivement à S, a pour équation
ou, en vcrlii des relations précédentes,
La proposition est donc démontrée.
E). Étant données deux courbes de 11^°'"^ classe K" et K.'", désignons par 1 l'invariant quadratique qui, égalé à zéro, donne l'équalion de la courbe harmonique des courbes données; si le polynôme l est idenliquemeot nul, K" cl K'" jouissent de la propriété d'être vues d'un point quelconque du plan suivant deux faisceaux harmoniques. Je dirai alors qu'elles forment un couple harmonique; si, de plus, n est impair, deux quelconques des courbes du faisceau {K", R.'") formeront un couple harmonique, et je dirai que le faisceau est harmonique.
Etant donnée une courbe K", dont réc|uation mixte est
on peut rechercher s'il est possible de lui adjoindre une autre courbe de même classe K'", qui constitue avec elle un couple harmonique.
En désignant par (a', b', ..., k\ ^') =: o l'équation mixte de K'", il faut déterminer les polynômes a', b', ,. ., de telle sorte que l'on ait identiquement
Nous disposons, à cet effet, des ; — coefficients de'
l'équation deK'"; la courbe représentée par 1 = o étant de degré n,
il en résulle oiie les ^^ ~ coefficients inconnus doivent
satisfaire à un nombre égal d'équations linéaires sans second membre; j'appellerai A le déterminant de ce système d'équations.
6. 11 est important maintenant de distinguer le cas où n est pair et le cas où n est impair.
Si n est impair, le système d'équations est toujours satisfait pour
par conséquent un a toujours A ^ o. De plus, on sait que, si l'on a une solution qui diffère de celle-là, il y en a une infinité; en
d'autres termes, comme je l'ai déjà fait observer, les diverses courbes qui constituent avec la courbe donnée un couple harmonique forment un faisceau.
On pourra donc supposer que l'un des coefficients inconnus est nul, et l'on aura à trouver inconnues satisfaisant à i— — ^- '- équations linéaires sans second menabre, ce
qui, en général, exige que deux relations entre les coefficients soient satisfaites.
On pentdonc énoncer cette proposition :
Étant donnée une courbe de classe impaire, deux conditions doivent être satisfaites pour que cette courbe fasse partie d'un réseau harmonique.
On voit facilement, d'après cela, qu'un système de deux points ne peut former un couple harmonique, ce qui, géométriquement, était évident a priori.
Relativement aux courbes de troisième classe, il est très remarquable que les conditions nécessaires soient toujours satisfaites et que toute courbe de troisième classe fasse partie d'un faisceau harmonique. Cela résulle de la proposition suivante, que j'ai démontrée dans le Mémoire sur l'application de la théorie des ^formes binaires, etc., déjà cité (Journal de Mathématiques, p. ,08) :
Vne courbe quelconque de troisième classe et sa hessienne
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sont vues d'un point quelconque du plan suivant deux faisceaux harmoniques.
7, Si la courbe K," esL de classe paire, la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle fasse partie d'un couple harmonique est que A ^ o; et je vais d'abord chercher comment on peiit facilement former ce déterminant.
Représentons symboliquement, comme l'ont fait MM. Aronhold et Clebsch, par {au + Ap -i- civ)^ i= o l'équation langenlielle de K", en convenant, dans le développement du trinôme, de remplacer le produit a'^b^ci par le coefficient «apy; l'équation mistc de cette courbe sera [a^~b\ + ci\y-^cc-)Y=o ou [{cy - b)\ + {a^ ^^)i^]"= o.
Semblablement, l'équation mixte d'une seconde courbe K.'" sera symboliquement
L'équation symbolique de la courbe harmonique des deux courbes données sera, par snile,
[icy -*)(«- Y^) - (tjK " ^) (-^ - '^.'•)1" = c>, ou, eo effectuant les calculs,
Si l'on suppose que K." et K'" constituent un couple harmonique, les divers coefficients du développement de ce ti-înome doivent être nuls.
On aura, par suite, les diverses équations
{AY-cp)"=o, (6Y-cp)«'i(«p-6ï) = o, .... (ca -a-;r^o, ( ca -^ «y)"-' (û; |i - 6a) = o, ...;
et A sera le déterminant de ces ~ — — -^ équations, si l'on y
considère comme inconnues les diverses puissances de «, ^ et y.
J'ai calculé par ce procédé la valeur de A, relative à la courbe
générale de quatrième classe; je transcris ici l'expression de cet
invariant, qui, comme je le ferai voir tout à l'heure, présente
quelc]iie intérêt tiaiis i'élude des points de rebroiissemeot de la courbe -
Pour sim|3]ifier récrlLure, j'ai adopte les notations de M. Salmoxi{Higher curves, p. aSi), et |>ris pour équation de la courbe K, l'équation suivante :
Il I ' I
8, Une courbe du sixième ordre étant déterminée par vingt-sept points, on ne peut pas, en général, faire passer une telle courbe par les vingt-huit points doubles d'une courbe de quatrième classe K; mais on peut, à cet égard, énoncer le théorème suivant :
Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour que les vingt-huit points doubles d'une courbe de quatrième classe soient situés sur une courbe du sixième ordre est que l'invariant i' soit nul.
Ce théorème résulte immédiatement de la proposition suivante :
Si les vingt-huit points doubles d'une courbe de quatrième classe K. sont situés sur une courbe du sixième ordre, elle fait partie d'un couple harmonique; la réciproque est également vraie.
Démonslratio/i. — Soit U ^ [a, h, c, d, e) = o l'éi^iiation mixte de K; supposons que cette courbe constitue im couple harmonique avec la courbe K' dont l'éqoalion mixte est {<!', 6',c', (f,e') = o.
En désignant respectivement par S, T, I et J l'invariant quadratique et l'invariant cubique de U, l'invariant quadratique de U el
de U', et l'expression a' -^ — i-b'-rr-' ••■> j'ai démontré [Memoj'/'e de Géométrie analytique, a° 37 (^Journal de Matliém,atiques, 2' série, t. XVll)], que la courbe du dixième ordre, représenlcc par l'équation
aSJ — 3TI = o,
passait par les vingt-quatre points de rebroussement et les vingthuit points doubles de K. Les deux courbes K et K' constituant un couple harmonique, on a identiquement I = o; la courbe du dixième ordre se décompose donc en deux courbes du quatrième et du sixième ordre S ^; o et J ^:= o. D'ailleurs'S ne rencontre K qu'en ses points de rebroussement; les vingt-huit points doubles se trouvent donc sur la courbe du sixième ordre J =^ o.
Réciproquement, si les vingt-huit points doubles sont situés sur une courbe du sixième ordre C dont l'équation soit W=;o, je dis que K fait partie d'un couple harmonique. Pour le démontrer.
SUR LES SINSULARITËS DE3 GOURBBS OS QUATRIÈME CLASSE. J
je m'appuierai sur la proposilion suivante (Mémoire de Géométrie analytique, n" 38) :
Si, par les cinquante-deux points singuliers d'une courbe de quatrième classe R, on fait passer une courbe quelconque du dixième ordre, cette courbe rencontre K en seize points distincts des points singuliers; les tangentes menées â K en ces seize points touchent une courbe de quatrième classe.
Puisque les vingt-huit points 3 sont une courbe du sixième ordre C, l'ensemble des courbes S et C détermine une courbe du
dixième ordre passant par les cinquante-deux points singuliers; S ne rencontre d'ailleurs K qu'en ses points de rebroussement; par suite, en vertu du théorème précédent, les tangentes menées à K aux points où cette courbe est coupée par C (abstraction faite des points doubles) forment un polygone Q dans lequel on peut inscrire une infinité de courbes de quatrième classe.
U'= o désignant l'équation mixte d'une quelconque des courbes inscrites dans ce polygone, on aura nécessairement
2SJ — 3TI = SW, d'où
S(aJ - W)= 3TI,
et par suite, en désignant par ji un facteur numérique,
S = 3iil et T = ^(aJ-W).
Considérons maintenant la courbe de qualrlcme classe
U-3[iU'=o,
inscrite évidemment dans le polygone Q; l'invariant I relatif à cette courbe et à K est égal à S — 3 [j.1 et, par suite des relations précédentes, il est identiquement nul.
Les courbes déterminées par les équations
constituent donc un couple harmonique et la proposition est com plètement démontrée.
SUR LES POLAIRES D'UNE DROITE
AUX COURBES ET AUX SUHFACES ALGEBRIQUES.
Bulletin de la Sxiéca inathématique de France; 1875.
]. Je m'appuierai, dans tout ce qui suit, sur ia proposition siii-
TmîonËME I. — Etant donnés un nombre quelconque de courbes R, K'j K", . . . et un lieu C défini par la condition qu'il existe une relation, du reste arbitraire, entre les directions d'un certain nombre des tangentes que l'on peut mener aux courbes données par un point de ce lieu; appelons Cj le lieu que l'on obtient en remplaçant, dans la définition de la courbe C, la courbe K par les points de contact des tangentes qu'on peut lui mener par un point M du plan : cela posé, la droite polaire du point M, relativement à la courbe C, se confond avec la droite polaire du même point re courbe Co (' ).
Démonstration. — Soient (i) U = («,6,c,...) = o, U'=(a\b;c-, ...)-
les équaûons mixles dos courbes K, K', . . . , et V(n,6, ...; a\f>\ . . .) = o
l'équation cartésienne de la courbe C; cherchons d'abord ce que devient ceïte équation quand on substitue à la courbe K les points de contact des langenies menées à celle courbe par un point {a:, y) du plan. Soit w = ux -^ "JK + (vz = o l'équalion d'une droite quelconque; l'équation mixte de la pi-emière polaire relativement à K est
(a) HUï-i'Ui-i-<un = o,
n = (a, p, y, ...) =^ o étant l'équation de la première polaire de la droite de l'infini; si nous éliminons X et u. entre les équations (i) et (a), nous obtiendrons l'équation cartésienne des tangentes
tpoi
nts de rencontre de cette courbe avec la droite
donnée; si ensuite, en faisant pour abréger X = S^a^, Y=i;t, — y, et en considérant £ et ti comme les coordonnées courantes, nous remplaçons respectivement dans l'équaiion ainsi obtenue u, f et w par fx', —V et VY^[i.'X, nous aurons l'équation mixte des points de contact des tangentes menées du point {se, y) à la courbe K. Faisant d'aboi-d la substitution indiquée dans l'équation (2), il vient
(.') rf ^'^;?H + „,vY_,-x„i(x,^,=„,
et c'est entre cette équation et l'équation (i) que nous devons éliminer \ et p; comme nous avons à déterminer la droite polaire du point (5, -/i) relativement à Go, j'observe d'abord que l'on peut négliger les puissances de X et de Y supérieures à Ja première. L'équation mixte des points de contact devient alors simplement, en supprimant les accents,
Il résulte de 1^ que l'équation de la courbe Co s'obtiendra (en négligeant toujours les puissances de X et de Y supérieures à la première) en y remplaçant respectivement a, b, C, ... par a+naY, 6 -H (« — i)pY — aX, c-|- (n — 2)yY — 2pX, ...,
yGoosle
el en siibsliluant aux letti-es a: ni y les lollres ^, ■/-, dans les polynômes a', b', .. ., a", b" , . . ,,
Désignant, pour iin instant, les résultats de cette substitution par A', B', . . ., A", B", . . ., . . ., l'équation de la courbe Co sera
V, ^ V{o-i-naV, ...; A', B', ...; A", B", . . .) = o, et l'équation de la droite polaire du point (x, y") relativement à Cq
lettres x
les lettres ^ et ïj étant de noir
l'eau remplacées par les 1
et JK dans les dérivées partielle
On a évidemment
\d% }^ db ^ d^ ■ ■
d\ da . d\ da ■^ da' de '^•■■^ da" dx
ou, en vertu de formules que j'ai données dans le Mémoire déjà cité,
/dW,\_d\da dV dV d\_ da[^ ^'J^ ^ —'P^.
\ d^ ) ~ da dx db dx '" da' dw '" ' da" dx '" dx
^ j, ■ j s /''VA dV , /dV,\ dV
On démontrerait de même que i-j— 1 = ^ '^^ \~dt / ~ 'dz'
La proposition est donc complètement établie.
Remarcjue. — Dans la définition de la courbe Cg, on voit que la courte K a été remplacée par un système de points; il est clair que l'on pourrait faire de même pour chacune des autres courbes K.', R", . . ., et même pour tontes ces courbes.
2. La proposition précédente permet de résoudre dans un grand nombre de cas intéressants le problème suivant qui comprend, en particulier, le problème de la construction de la tangente :
Étant donnée une courbe, construire la droite polaire d'un point du plan relativement à cette courbe.
Ainsi, la podaire d'une courbe K étant le lieu des points d'où l'on voit sous un angle droit cette courbe et un point fixe P, on a immédiatement la proposition suivante :
Étant donnée la podaire C d'un point V relativement à une
courbe K., la polaire (^) d'unpoinl M du plan relativement à la podaire est ta polaire du même point relativement aux divers cercles ayant pour diamètres les droites qui joignent le point P aux points de contact des tangentes menées du point M à la courbe K.
Semblablement, une spirique A. étant le lieu des points d'où l'on voit sous un angle donné a. une conique B, on peut énoncer ce théorème :
La polaire d'un point M relativement à la spirique A. est la polaire de ce même point relativement aux deux cercles capables de l'angle donné et ayant pour corde commune la droite qui joint les points de contact des tangentes m.enées de y\. à la conique B.
3, Les conséc|uences les plus importa nies du. ihcorénie I sont contenues dans les propositions suivantes que j'ai déjà données dans une Note Sur quelques propriétés des courbes algébriques (') :
Théorème II. — Étant données deux courbes quelconques R™ et R", de classe respectivement égale à m et à n, la polaire d'un point quelconque M, relativement aux mn tangentes communes à ces courbes, est la polaire du même point relativement aux mn droites qui joignent les points de contact des tangentes menées de M à R™ aux points de contact des tangentes menées du même point à R".
TeÉOTiÈME III (corrélatif du précédent), — Etant données deux courbes quelconques C™ et C", d'ordre respectivement égal à m et à n, le pôle d'une droite quelconque, relativement aux mn points d'intersection de ces courbes, est le pôle de la même droite relativement aux mn points d'intersection des tangentes menées à fl™ aux points où celte courbe rencontre la droite avec les tangentes menées à C" en ses points de rencontre avec la droite.
(■) Ici, comme dans la suite de cette Note, j'appelle simpleraeiit polaire d'un point la droite polaire de ce point.
{') Comptes rendus de l'Acad. des Se, mai iSjS.
Théorème IV. — La polaire d'un point quelconque relativement à une courbe de n'™« classe est la polaire du même point
relativement aux ■ — — - droites qui joignent deux à deux
les points de contact des tangentes que l'on peut mener du point à la courbe.
Remarque. — Si la courlie a des Langentes d'inflexion ot des tangentes doubles, ces droites doivetiL êLre considérées comme faisant partie de cette courbe, en comptant deux fois chaque tangente double et trois fois chaque (angente d'inflexion.
Théorème V (corrélatif du précédent). — Le pôled'une droite quelconque relativement à une courbe du n'^'"-' ordre est le pâle de la même droite relativement aux —'^ points d'intersection des tangentes menées à la courbe aux points oà elle est rencojitrée par la droite.
Remarque . — Si la courbe a des points doubles et tles points de rebroiissemenl, ces points doivent être considérés comme faisant partie de cette courbe, en comptant deux fois chaque point double et trois fois chaque point de rebroussemeut.
4. Considérons une courbe gauche quelconque K et une droite de l'espace A; par cette droite, menons un plan quelconque et prenons le pôle de la droite relativement aux points d'intersection du plan et de la courbe; lorsque le plan tourne autour de la droite, le lieu du pôle est une droite que j'appellerai la jooto're de A relativement â la courbe gauche et que je désignerai par la notation A(R).
Poncelel a donné de belles propriétés de ces polaires ('"); on voit immédiatement, par exemple, que la polaire d'une droite relativement à une courbe gauche est la polaire de cette droite
(') Propriétés proj'ecUves des figures, Sei^ion IV. Poocelet, ai polaire, emploie l'expression t'axe des moyennes harmoniques.
reïaLivcment aux. langcnles menées à celte courbe aux points où elle est coirpiîe par un plan quelconque mené par la droite. Je ne crois pas que, jusqu'ici, on ait indiqué comment on peut déterminer îa polaire d'une droite relativement à une courbe, lorsque an lieu de donner celte courbe on la définit comme l'inlersection de deux surfaces. Je m'occuperai simplement ici du cas où la courbe est l'inlersection complète de deux surfaces, les autres cas se ramenant évidemment à celui-là.
Du tliéorème III on déduit immédiatement la proposition suivante :
Théorème VI. — Une courbe gauche étant l'intersection complète de deux surfaces S et S', la polaire d'une droite relativement à cette courbe est la polaire de cette même droite relativement aux diverses droites d' intersection des plans menés tangentiellement à S aux points où cette surface rencontre la droite avec les plans menés tangentiellement à S' aux points où la droite coupe cette surface.
S. Considérons une surface quelconque S el une droite de l'espace A ; par cette droite menons un plan quelconque et prenons !e pôle de la droite relativement à la courbe d'intersection de la surface et du plan (la courbe étant considérée comme élant d'une classe donnée); lorsque le pian tourne autour de la droite, le pôle décrit une droiie que j'appellerai \si polaire de A, relativement à la surface et que je représenterai par la notation i(S).
Cette polaire peut être évidemment encore définie comme l'enveloppe des plans polaires des différents points de A relativement aux cônes circonscrits à S et ayant ces points pour sommets (ces cônes élant considérés comme d'un ordre donné).
Par suite, si la surface S ne comporte aucune singularité relativement à son ordre, c'est-à-dire n'a ni ligne double ni ligne de rebrousse ment, on déduit immédiatement du théorème Via proposition suivante :
Théorème VII. — Si une surface du n'^'"" ordre n'a aucune singularité, la polaire d'une droite relativement à cette surface est la polaire de cette droite relativement aux — —
droites suivant lesquelles se coupent les plans qui touchent la
sur/ace aux points oà elle rencontre la droite.
De même, si la surface S ne comporte aucune singularité relativement à sa classe, le ihéorème IV donne la proposition suivante corrélative de la précédente :
Théorème VIII. — Si une surface de n'^"'^ classe n'a aucune singularité, la polaire d'une droite relativement à cette surface est la polaire de la droite relativement aux -^ — ■
droites qui joignent deux à deux les points de contact des plans tangents que l'oapeut mener à la surface par la droite donnée.
6. Enparliculier, si l'on considère une surface développable G ayant pour arêle de rebroussement une courbe gauciie K et un point quelconque M de la droite A, le plan polaire de M, relativement à l'ensemble des plans osculateiirs de la courbe qui passent par ce point, enveloppe, quand le point M se déplace sur la droite, la polaire de cette droite relativement à G.
Si la développable G est définie ait mojen de deux surfaces inscrites S et S', on a le théorème suivant corrélatif du théorème VI :
Théoejîme IX. — Une surface développable G étant la développable complète circonscrite à deux surfaces S et S', la polaire d'une droite relativement à cette développable est la polaire de cette droite relativement aux droites qui joignent chacun des points de contact des plans menés par la droite tangentie lie ment àS à chacun des points de contact des plans menés par la même droite tangentiellement à S'.
7. Eu particulier, considérons une suite de surfaces bomofocales du second ordre (S) inscrite dans la développable isotrope F.
Soient S et S* deux quelconques de ces surfaces; d'une droite i on peut leur mener quatre plans tangents, les droites qui joignent les points de contact sur l'une des surfaces avec les points de contact sur l'autre forment un quadrilatère gauche Q.
De ce qui précède, il résiilie que :
La polaire de la droite ^par rapport au quadrilatère Q (') est la même, quelles que soient les deux sur/aces homofocales considérées, et se confond avec la polaire de celte même droite relativement à la développable isotrope circonscrite.
En parliciilier, si la surface S' se réduit à l'ombilicale, la polaire de A se réduit à la polaire de cette droite relativement aux normales qne l'on peut mener à S aux deux points oii cette surface est toucliée par les plans tangents qu'on peut lui mener par A. D'où cette conséquence :
Étant donnés un système de surfaces homofocales du second ordre (S) et une droite fixe A, si par A on mène les plans tangents à une surface quelconque 2 du système et si l'on prend la polaire de A relativement aux normales qu'on peut mener à 2 aux deux points de contact, la polaire de A relativement à ces normales est la même quelle que soit la surface du système que l'on considère et elle se confond avec la polaire relativement à la développable isotrope circonscrite au système (').
8. Les deux tliéorèmcs généi'aus VII el Vlll s'appliquent, avec quelques modifications, à toute surface donnée, en sorte qu'ils fournissent en réalité deax moyens distincts de construît-e la polaire d'une droite donnée reialivemenl à cette surface. Il serait facile d'énoncer à ce sujet les propositions générales, mais je crois
(') Ce quadrilatère Q Jouit encore de plusieurs autres pcopi-iélés iniéreasantes; ainsi la somme de dewe de ses côtés contigus est égale à la soifime des deux autres [Mémoire sur l'emploi des imaginaires dans la géométrie de l'espace i^Nouv. Ann. de Math., 187a)].
C) Cette proposition s'étend évidemment à un système de surfaMs homofocales quelconques: on peut la considérer comme l'ostension à l'espace de ce théorème que j'ai donné depuis longtemps
Le centre haimonique d un point, par rapport aux points de contact des tangentes qu'on peut mener de ce point à une courbe de n''"' 'classe, est le centre harmonique du même point relativement aux n foyers de la courbe.
iJlS GÉOMÉTRIE.
inutile de le faire et je me contenierai d'énoneer ]ea résultats relatifs à deux surfaces particulières des plus simples.
Considérons, en premier lieu, une cubique gauche K et la développable du quatrième ordre G dont elle est l'aréle de rebroussemeni; soient A(K.) et ii(G) les polaires d'une même droite A relalivemenl à la courbe gauche et à la développable {Cf. n"^ 4 et 6).
Si, d'un point quelconque M de la droite A, on mène le cône contenant la courbe K, ce cône est du troisième degré et de la quatrième classe; il a trois plans d'inflexion, qui sont les plans osculaleurs que l'on peut mener à K par le point M, Le plan polaire de M relativement à ce cône contient la polaire A(K ) ; du théorème IV et des considérations ci-dessus développées (n" 6) résulte la proposition suivante :
Tméohèmë X. — En désignant par t l'ensemble des six droites qui joignent deux à deux les quatre points de la courbe K, dont les tangentes s'appuient sur A, on a la relation 2i(ï} = i(K)-i-3i(G),
9. Concevons maintenant que, par la droite A, on mène un plan quelconque; il coupe la surface G suivant une courbe du quatrième ordre et de la troisième classe ayant pour point de rebroussemenl ses trois points de rebroussement sur K. Le pôle de A relativement à celle courbe est sur A(G); du théorème V résulte la proposition suivante :
Théorème XÏ. — En désignant par T l'ensemble des six droites suivant lesquelles se coupent les plans osculateurs menés aux points de K, dont les tangentes s'appuient sur A,
on a
aA(T)^i(G) + 3i(K).
Remarque. — On déduit de là
eî
4i[K)=:îi(T)-i(f);
ou voit que les polaires d'une droite relativement à K et à G sont déterminées quand on connaît les qiiatpe tangentes à la courbe qui la rencontrent. Par suite :
SUR LES POLAIIIES d'uNE DllOiTlO. r,lt)
Deux droiles 4 et i', conjuguées par rapport à la cubique gauche K., ont mêmes polaires relativement à cette cubique, et relativement à la développable dont elle est l'arête de rebroussement.
Ces deux polaires sont également conjuguées par rapport à la cubique.
10. Considérons en second Jien «ne surlace réglée S du troisième ordre (et par conséquent de troisième classe); appelons D la directrice double de cette surface et D' la seconde directrice recliljgne; on sait que tout plan passant par D' est doublement
, langent à la surface.
Cela posé, soient i une droite quelconque de l'espace et A(S) sa polaire relativement à S; si l'on mène pari un plan quelconque, ii coupe S suivant une courbe du troisième ordre et de la quatrième classe ayant poiir point double le point de rencontre de ce plan avec D. Du théorème IV, on déduit la proposition suivante :
Théouème Xil. — En désignant par t le triangle formé par les points de contact des plans tangents que l'on peut mener à S par la droite 4, on a
11. Prenons maintenant un point quelconque M sur ia droite A et imaginons le cône circonscrite la sur (ace et ayant ce point pour sommet; ce cône est de la troisième classe et du quatrième ordre; il a pour plan double le plan mené par le point M et par la droite D',
Du théorème V résulte donc la proposition suivante :
TnÉoitisME XIII. — En désignant par T les arêtes du trièdre formé par les plans menés tangentiellement « S en, ses points de rencontre avec 4, on a
2i(T) = A(S) + -,ia(D').
Des deux relations précédentes, on déduit i(T)+A(D) = i(0 + i(D'); identité sur laquelle je reviendrai plus lard.
SUR UN THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE
Comptes rendus des séances de l'Académie des Scieiii
Dans l'avant-dernier iriméro des Comptes rendus, M. Ribaiicour a donné cette élégante proposition, démontrée depnis géométriquement par M. Manulieim :
Le rayon de courbure géodésique d'une courbe S à courbure normale constante est les § du rayon de courbure géodésique de la section plane II, ayant même tangente et surosculéepar un cercle.
Considérons snr «ne surface quelconque deux courbes S et S' se touchant au point M. Soient p et r te rayon de courbure et le rajon de torsion de la courbe S au point M; m l'angle que fait en ce point le plan osculaleur à la courbe avec la normale à la surface; désignons par des lettres accentuées les valeurs des mêmes
qui
intités relatives à la courbe S'.
Portons enfin sur chacune des deux courbes, à partir du point M, une même longueur infiniment petite ds.
On aura d'abord, en vertu d'une expression donnée par M. Ossian Bonnet de la torsion géodésique,
([) ffe— — = cte'— -7;
puis, en vertu d'une relation que j'ai donnée {Bulletin de la Société philomathique, t. VII, p. 5i),
OU encore, en introduisant, relativement it la première courbe, lo
rayon H de la section normale à la surface et tangente en M ù S,
Supposons maintenant C|iie S soit une courbe à courbure normale constante et S' la courbe plane ayant même tangente et snroscuiée par un cercle; on aura évidemment rfR:^o, rfp';=o et /■' = co.
Les équatioQs (i) el{2bù) deviennent alors
^ tangra ( rfw— — ) = langraVci';
formule qui est l'expression analytique du tliéorènic ci-dessus énoncé.
SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE
Bulletin de la Société n
i. Soil une cubique fondamentale U = o; en adoptanlJes notalions de M. Salmon {Higher plane curves, p. i83 et Hiiiv.), je désignerai par S et T les deux invariants de U, par H son liessien et par F, P et Q ses conlrevariants principaux, La hessienne de !a courbe aura donc pour équation ïl =^ o ; l'équalion tangentîelle de la courbe elle-même sera F = o; el l'équation langentielle de la cajleyenne P = o,
La cubique fondamentale et sa bessienne déterminent uu faisceau (U); une courbe quelconque de ce faisceau a pour équation U + ôpH ^ o ; je la désignerai par la notation Up.
Je considérerai en même temps le faisceau tangenliel des courbes déterminées par l'équation F — 6pP-=o, et je désignerai par la notation Fp la courbe de ce faisceau qui correspond à une valeur déterminée de p.
2. Un système de trois points étant déterminé sur une droite par les racines d'une équation obtenue en égalant à zéro un polynôme du troisième degré
j'appellerui joomis covariants du système les points déterminés sur la droite par les racines de l'équation obtenue en égalant à zéro le polynôme du second degré
covariant du précédent.
Cola posé, on a les propositions suivaiiles
I. Une droite quelconque D du plan de U renconirant celle courbe en un système de trois points, les deux points covariants de ce système sont situés sur une même cubique du faisceau (U).
Celte cubique renconlre D on un troisième point que j'appellerai le centre de la droite.
IL Par tout point M du plan passent quatre droites ayant le point M pour centre; je les appellerai les rayons du point M,
III. Si, d'un point quelconque M de la cubique Up, on mène des tangentes à la conique polaire de M par rapport à U, ces tangentes enveloppent la surface de sixième classe Fp.
IV. Des six tangentes que l'on peut mener d'un point M de U à la courbe Fp, deux sont les tangentes menées du point M à sa conique polaire relativement à U, les quatre autres sont les rayons du point M,
V. Si une droite se meut tan gentiellernenl à Fp, son centre décrit la cubique Up,
VI. Si une droite touche Fp au point A et renconti-e Up aux points a, &, c, les quatre points A, «, b, c forment un système harmonique.
4. Voici quelques coaséquences de cette dernière proposition : Étant donnée une cubique U, si l'on cherche les conrbes jouissant de la propriété qu'une quelconque de leurs tangentes est partagée harmonlquement par leur point de contact et les trois points où elle renconlre la cubique U, on trouve que ces courbes sont algébriques, et il est facile d'en obtenir une construction géométrique (').
A toute cubique U se rattache en effet une intégrale elliptique
/ dW qui jouit de la propriété suivante : désignons, en général, par (M) la valeur de cette intégrale prise depuis un point convenablement choisi jirsqu'à un point M pris arbitrairement sur celte
C) Voir, sur ce sujet, ma Note Sur un problème de Géométrie relatif a courbes gauclces du quatrième ordre, 22 (Journal de Mathématiques, ï° se t, XV).
courbe; la condilion nécessaire et stiffisanle pour f|ue Irois poinls A, B, C de la courbe solenl en ligne droite peut s'exprimer par la relation
le signe de la congruencc indiquant que la somme, qui se trouve flans le premier membre, est de la forme mp + nq, ni et n désignant des nombres entiers, p el q les deux périodes de l'inKÎgrale. Si une droite tourne autour d'un point A de la courbe, en désignant par B et C les deux points variables oii celle droite mobile coupe la courbe, on aura, en vertu de ce qui précède,
(A) = o, et, parsulle,
ce qui donne gcométriquemenl l'intégrale de l'écuiation dV-\-dV'=o.
Si maintenant on désigne par A' le point conjugué liarmonique de A relativement à B et à C, on voil qiie la droite, en tournant infiniment peu autour du point A', décrit sur la courbe deux segments infiniment pelits égaux à ceux qu'elle décrivait en tournant autour du point A, l'un de ces segments étant décrit dans un sens contraire.
On a donc, dans ce cas,
d\' — d\'=o, équation dont t'intégraîe est (B) — (C) = o.
D'où cette conclusion :
Si une courbe est telle, qu'une quelconque de ses tangentes rencontrant la cubique U en trois points A, B, C, son point de contact soit le conjugué harmonique du point A relativement àB et à C, les points variables B e( C sont reliés par la relation
De là encore une construction géométrique simple de ces courbes.
Soient, en effet, b el c deux points fixes pris sur la courbe et M
im poinl mobile décrivant celle courbe. Menons les droites Mb et. Me et appelons B et C les poinls où elles coupent respeclivement U; je dis que la droite BC enveloppe nne courbe jouissant de la proprkHé énoncée. Les trois points M, b, B étant en eCfet en ligne droite, ainsi que les points M, c, C, on a
(M)^(c) + (C) = o; d'où
(B)-(C, = (c)-(A)^const.
Il est .clair, d'ailleurs, que, pour obtenir toutes les courbes cherchées, il suffit, un des points b étant choisi arbitrairement et restant fixe, de faire varier le point C.
5. Quelque simple que soit la construction géométrique que je viens de donner, elle se prêterait peut-être difficilement à la recherche de l'équation générale des courbes elles-mêmes.
Le théorème VI donné ci-dessus (3) permet d'y arriver facilement.
On voit, en effet, qu'étant donnée une cubique Up, la courbe de sixième classe Fp est une solution de la question; or, Up étant une courbe déterminée, comme on peut prendre pour cubique fondamentale une quelconque des cubiques du faisceau (U), on voit qu'il lui correspond une infinité de courbes Fp dont l'ensemble donne la solution complète du problème.
Pour achever la solution, changeons U en U + 6)>H, A étant un nombre indéterminé; H, P et F deviennent alors respectivement (Sai.mow, loc. cil., p. 189 et suiv.)
(_2SX--TX'-i-8 5U3)U + {i-!-]2SÀ^H-2T),'jH, P + Q).-i?.SPX2-i-4(SQ-TP)).3 et
— 34(ï>-i-2TX*)P2— 24(ï,!— ^SX*)PQ--8ï,-iQ!;
par suite, Up devient
lJ{i— iSX — Tl^-i- 8Sn^}-hr,U[\ -h (i{i-^ rzS'r--i- ■?.Ta')\,
ou simplement U, si l'on clctermine p par la coDclJlion
EnefTecliiani la même Iransformation dans Fp, celle expression devient, réductions faites,
(i -f-24SX2^8TXs— 48S=Xi)
X [(i-i-i2SXî + 2T),3)F — i8XPî-iaï.îPQ — -iX'Qî];
l'éqiialion générale des courbes considérées est donc
(,_i-[,S>,'+aT),5)F-i8XPs — l'iXn^Q- ir^q^^o.
aCELQUES PROPRIÉTÉS DES COURBES ALGEBRIQDES.
Coinples rendus des séances de l'Académie des Sciences; 1875.
1, Une courbe de 11'""" classe peut être considérée comme une courbe d'ordre «(ff — iJ.Étantdonnceune telle courbe K":^C'' '""'', les polaires des divers ordres d'un point M du plan relaiiveraent à QiiUi-i) dépendent, ea général, non seulement des points deContac! des tangentes que l'on peut mener du point M à la courbe, mais encore des singularités de la courbe. Il est remarquable que la droite polaire du point M ne dépende que des points de contact; on a en effet la proposition suivante :
Théorème L — Si, d'un point M pris dans le plan d'une courbe de n'^'"^ classe K.''=C""'~''', on mène les n tangentes à
la courbe, et si l'on considère les ; droites qui joignent
deux à deux les points de contact, la droite polaire de ^\relativement à C"l"~" est la droite polaire du même point relative-
droites considérées.
Démonstration ('). ~ Soient w = «^ h- t'^ + ivs = o l'équation d'une droite 0 du plan ;
l'équation mixte de K" et H ^ (et, ^, y, . . .) l'équation mi^te de
') J'emploie ici ies notationa doi l'application de la théorie dei foi:
JoUi-iial de Mathématiques, 3" aérie
la polaire de la droÎLe de l'Infini relativement r K". L'équalioii iniïte de la polaire de D relativement à K" est (/'-. B., n" 4) «Ua — fUi + wn=o; si l'on élimine X et |j. entre cette équation et l'équation (i), on obtient Téquaiion ï =; o des «(n — i) tangentes menées à K" aux points de rencontre d^e cette courbe etde D, Si, en posant pour abréger X = ^ — 3;etY^=T| — j'{£etï| désignant les coordonnées courantes), on remplace, dans le résultant T, u, v et w respectivement par [a, — X etXY — |*X, l'expression T' ainsi obtenue étant égalée à zéro donne l'équation inisle des points de contact des n tangentes menées dti point (x,y) à la courbe. Enfin, si l'on forme le discriminant de T', ce discriminant sera un
carré parfait R- et l'équation R ^ o représentera les droites
menlîonnées dans l'énoncé du lliéorème. Il faut maintenant former l'équation de la droite polaire du point (^,jk) relativement à la courbe R = o, ou, ce qui est la même chose, relativement à la courbe R* = o ; et je remarqué d'abord qu'il suffit de calculer dans le discriminant R- le terme constant et les termes du premier degré en X et en Y, en négligeant les termes du second degré.
Le résultant T, quand on y néglige les termes en w d'un degré supérieur au premier, est simplement U( — v, u) -+- nwn( — c, m), comme on le voit facilement en se servant de la formule élcmcnlaire qui donne la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples ; on déduit de là
T'=u(ï., |j)-h«(),v- |j.x)ir(?., il),
d'où, en négligeant toujours les puissances de X et de Y supérieures à la première et en appelant A le discriminant de U (égalé à zéro il donne l'équation de C"'""")
d'où encore, en se rappelant que II ^ o représente la polaire de la droite de l'infini et en employant une formule donnée dans le Mémoire déjà cité (F. li., n° 13),
dx dy
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la polaire du point (3;, y) relativement à R^ est
ou, en vertu du théorème connu sur les fonctions homogènes,
La proposition est donc démontrée.
2. Si !a courbe de «•^""' classe K" est une courbe C" d'ordre inférieur àn{n — 1), le lliéorèine précédent lui est applicable en la considérant comme «ne courbe d'ordre n(n—-i) oblenuc en adjoignant à C"' ses ( tangentes doubles (cliacone d'elles étant comptée deux fois) et ses i tangentes d'inflexion (chacune d'elles étant comptée trois fois).
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Théorème II. — Etant donnée une courbe de n'^"'" classe et du même ordreK." = O", possédant t tangentes doubles et i tangentes d'inflexion, si l'on désigne respectivement par Ti^ I, T et A les droites polaires d'un point M du plan relativement à la courbe C*", à l'ensemble des tangentes doubles, à l'ensemble des tangentes d'inflexion et à l'ensemble des droites qui /oignent, deux à deux, les points de contact des tangentes menées du point M à K", la droite A est la polaire du point M relativement au triangle formé par les droites D, T et I, ces droites étant supposées de poids proportionnel aux nombres m, a ï e( 3 1.
En d'autres termes, si par le point M on mène une sécante quelconque rencontrant respectivement les droites D, T, 1 et A aux points d', t', i' et S', on a la relation
3. En particulier, si la courbe considérée se décompose en deux courbes distinctes, on obtient la proposition suivante :
Théorème III. — Étant données deux courbes quelconques de
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classe n et d , K" el R"', la droite polaire d^un point quelconque M du plan, relativement à leurs nn' tangentes communes, est la droite polaire du même point relativement aux nn' droites gui joignent les points de contact des tangentes menées de M à K" aux points de contact des tangentes menées dcM à R"'.
Si la courbe K"' se réduit à un point P, on obl.ient le ihéorème suivant :
Si Von considère les tangentes menées d'un point l* à une courbe de n'^'"" classe K.", la droite polaire d'un point quelconque M du plan, relativement à l'ensemble de ces tangentes, est la droite polaire du même point relativement aux droites qui joignent au point V les points de contact des tangentes à K" issues du point M.
Si, en particulier, on suppose que les droites issues du point P soient isotropes, on retrouve ce théorème que j'ai déjà donné dans ma Note Sur la détermination du rayon de courburedes lignes planes {Bull, de la Société phil., 1867).
Si, d'un point M, on mène les n tangentes à une courbe de classe n, le centre harmonique du point M, relativement aux n points de contact, est te même que le centre harmonique du même point relativement aux n foyers réels de la courbe.
A. Si la coiii-be donnée est une courbe de troisième classe K"^ C^, on voit que la polaire d'un point M, relalivemenl à C", est la polaire de ce point relativement au triangle formé par les points de conlact des tangentes issues de M.
Si M est sur la cayleyenne de K', ces points sont en ligne droite; donc celle droite est la polaire de M relativement à C", d'où ces conséquences :
La hessienne de K' est l'enveloppe des droites polaires, relativement à Qfi, des points de la cayleyenne de K'.
Une droite, tangente en Ma R*, coupe C^ en quatre points distincts de M; les trois pôles de M, relativement à ces quatre points, sont les points où lu droite coupe la cayleyenne.
SUR QUELQUES
S. On déduit de ta tliéorie des polaires réciproques une série de théorèmes analogues aux précédents et relatifs aus pôles d'une droite par rapport à une courbe donnée. Il est inutile de les énoncer; leur considération, néanmoins, est indispensable, notamment dans l'application des propositions précédentes à la tliéorie des surfaces algébriques.
LES LIGNES DE COURIÎURE
Journal de Mathématiques pures et oppliijiiecs; 1S76.
i. Les propriétés générales des surfaces du c]iialnéme ordre ayant une ligne double du second ordre et des surfaces de quatrième classe, corrélatives des précédenles, qui sont doublement inscrites dans un cône du second ordre, sont actuellement bien connues. L'étude des variétés de ces surfaces peut néanmoins offrir quelque intérêt à l'égard de leurs propriétés métriques; la surface qui fait l'objet de cette Note peut être considérée comme une des corrélatives de l'anatlagmalique du quatrième ordre à centre ou comme une transformée homographique de la surface parallèle à l'ellipsoïde : on peut construire ses lignes de courbure, et sa définition géométrique très simple la rattacbe étroitement aux surfaces du second ordre; on peut la définir ainsi qu'il suit :
2. Soient S et s deux surfaces honiofocales du second ordre, et P un de leurs plans principaux communs; par une droite D prise arbitrairement dans le plan P, menons un pian touchant la surface S au point M, et un plan touchant la surface S au point m. D'après un théorème connu, dû à M. Chasles, la droite Mm est perpendiculaire à D : on peut donc par D mener un plan perpendiculaire à Mm; appelons [n le point d'intersection de ces deux plans.
Lorsque D se déplace dans le plan P, le point [t décrit une surface S, et c'est cette surface dont je veux étudier les propriétés; je dirai, pour simplifier le langage, qu'à la droite D du pian P
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correspondent respectivement les poinLs M, m et ft des surfaces S, S et S; en sorte qu'à chaque droite du plan correspondent deux points sur chacune des surfaces du second ordre, et quatre points sur ia surface S.
En premier lieu, j'élahliraî la proposition suivante
Fn un point quelconque |j. de la surface 2, la normale à la surface est la droite j^ntM qui joint les points correspondants sur les surfaces du second ordre homofocales.
A cet; effet, considérons un point quelconque A situé sur la droite D, correspondant au point [j.; le cône 0, ayant pour sommet le point A et circonscrit à la surface S, touchera cette dernière au point |ji, et, si l'on remarque que M/îijj. est dans l'espace perpendiculaire au plan jj,D, on pourra définir ainsi qu'il suit le cône 8, ou plutôt la courhe sphérique 9' suivant laquelle ce cône est coupé par une sphère Q ayant pour centre le point A.
D'après un théorème connu, les traces sur la sphère Q des cônes circonscrits à S et s, et ayant pour somnaet le point A, sont deux coniques sphériques homofocales S' et 5'; le plan principal P coupe celte sphère suivant un arc sphérique P' commun à S' et à s'. Par un point quelconque d' de P', menons un arc de grand cercle touchant S' en M', et un arc de grand cercle touchant S' en m'; puis, par d'., menons un arc de grand cercle perpendiculaire à l'arc de grand cercle qui joint M' et m' . En appelant jjl' leur point d'intersection, on voit que, quand d' se déplacera sur P', u.' décrira la courbe de contour apparent & .
Si la proposition que je veiiK démontrer est vraie, la tangente menée à 0' au point [j.' sera l'arc de grand cercle \>.' d' \ et réciproquement cette proposition sera démontrée si la tangente sphérique au contour apparent est déterminée comme je viens de l'indiquer, quand l'œil est placé en un point quelconque de D, ou encore comme un plan est déterminé par deux des droites qu'il contient quand l'ceit est placé en deux points distincts de D. Or, comme je vais le faire voir, cette construction de la tangente sphérique est facile à vérifier quand l'œil est placé en un des deux points où la droite D rencontre S.
4. Soit H un de ces deux points : la surface S est vue de ce L. — II. a8
point, suivant une ellipse sphérique S', et la surface S suivant les deux foyers /" et ip de cette ellipse située sur l'arc de grand cercle perpendiculaire à P'.
Il s'agit donc de vérifier le théorème suivant ;
Si d'un point d' de l'axe P' d'une ellipse sphérique S' on mène un arc de grand cercle touchant cette ellipse en M', et si par d' on mène un arc de grand cercle perpendiculaire â/M', / désignant l'un des deux foyers de f et tp de S' situés sur un arc de grand cercle perpendiculaire à V, leur point d'intersection fji décrit une courbe sphérique tangente à l'arc de grand cercle ^t-d'; ou, en d'autres termes, le lieu du point [i est un cercle ayant pour centre le point f.
Ce théorème s'établit facilement dans le cas plus général où le point d', au lieu de décrire l'axe f<^^ décrit un arc de grand cercle quelconque perpendiculaire à P'.
A cet effet, je ferai remarquer qu'il est évident lorsqu'on remplace l'ellipse sphérique par une ellipse plane et que le point M' se ment parallèlement à l'un des axes; cela résulte immédiatement de ce qu'une conique plane et un cercle ayant pour centre l'un de ses foyers sont deux courbes homologiqiies; si maintenant on projette cette conique et les axes sur une sphère ayant pour centre un point de la droite menée par le foyer, perpendiculairement au plan de la conique, on obtient le lemme sur lequel je viens de m'appuyer.
La construction de la normale à la surface S, que j'ai donnée ci-dessus, est donc entièrement démontrée.
5. Quelques remarques sur ce qui précède ne seront pas inutiles. En premier lieu, on voit que les courbes spliériques de contour a|)parenl de la surface S, quand l'œil est placé en un point de P, sont susceptibles d'une déiinition entièrement analogue à celle de la surface 2, et l'on peut énoncer la proposition suivante ;
Etant données deux ellipses sphériques homofocales, si, par un point quelconque D, on mène des arcs de grand cercle tangents aux deux ellipses, et si l'on projette orthogonalement le point D sur l'arc de grand cercle qui joint le point de con-
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tact des tangentes avec les ellipses, le pied [a de l'arc projetant décrit une courbe sphérique tangente à l'arc de grand cercle [iD.
Il esl. à peine utile d'indiquer qu'un théorème analogue a lieu pour les coniques hoiuofocales planes,
6. Les surfaces S et s sont respectivement coupées pur le plan P, suivant des ellipses E et e qui sont des coniques doubles de S.
Des résultats précédents (n" 4) il résulte immédiatement que :
Le cane circonscrit à la sur/ace 2 et ayant pour sommet un point H de la conique E se compose de deux cônes de révolution coupant le plan P suivant les tangentes que l'on peut mener du point ^ à la conique e, et ayant pour axes les génératrices de S qui se croisent au même point.
Ces quatre cônes ont en commun quatre plans tang^enls; deux d'entre eux se coupent suivant la tangente menée au point H à la Conique E : ce sont les plans tangents à la surface en ce point ; les deux autres, qui sont doublement tangents à S, se coupent suivant une perpendiculaire au plan P.
11 est facile de déterminer le degré de leur enveloppe, La surface S est de quatrième classe; en effet, le plan P ne touche évidemment pas la surface et à une droite quelconque de ce plan correspondent quatre points de la surface, et par conséquent quatre plans tangents.
Par suite, le cylindre doublement circonscrit dont je viens de parler est du second ordre, et il est facile de voir que sa trace sur le plan P est une conique homofocale à E et e.
D'où cette proposition :
La surface corrélative de la surface S est une surface du quotrièm,e ordre ayant une conique double.
De là se déduiraient facilement diverses conséquences relatives aux coniques doubles de S et aux cônes du second degré qui lui sont circonscrits, mais je crois inutile de m'éteodre à ce sujet.
7. D'après ce qui précède, on voit que toutes les droites telles que Mm sont normales à une même surface. Ce théorème est un cas particnliei- du théorème suivant, que j'ai donné, il y a déjà quelques années (') :
Étant données deux sur/aces du second degré homofocales, si, par une droite D située dans un plan fixe P, on mène des plans qui touchent respectivement ces surfaces en M et en m, toutes les cordes telles cjue M.m sont normales à une série de surfaces.
Dans le cas général, celte série de surfaces comprend une surface anallagmatique du quatrième ordre ; mais, comme je l'ai fait remarquer dans un des Mémoires cités ci-dessus, lorsque le plan fixe P est un plan principal commun aux deux surfaces du second ordre, cette anallagmaliqiie disparaît et est rcjetce entièrement à l'infini.
I! importait, dans ce cas, de définir géométriquement et d'une façon simple une surface particulière coupant orthogonalement le système des rayons; d'après ce qui précède, on voit que la surface S précédemment définie donne la solution de la question. Cette surface se comporte relativement aux analiagmatiques du quatrième ordre comme l'hjpocycloïde à quatre points de rebroussement relativement au cercle. Dans le cas général, on sait, comme je l'ai montré, déterminer les groupes de rayons qui forment des surfaces développables ; il en résulte que l'on saura déterminer les lignes de courbure de S; mais, bien que cette détermination soit comprise comme cas particulier dans les propositions que j'ai données antérieurement sur ce sujet, je crois cependant utile de la l'aire directement.
8. Étant donnée une conique quelconque K passant par les points d'intersection des coniques E et e, si la droite D se déplace tangentiellement à K, le point ]j. correspondant décrit une ligne de courbure de S,
(') Sur quelques propriétés des surfaces analiagmatiques (Bulletin de la Société philomathique, 1868). — Mémoire sur l'emploi des imaginaires dans la Géométrie de l'espace (Nouvelles Annales de Mathématiques, 187a ).
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Démonstration. — Soient !> une langenie quelconque à K loiichanL cette courbe au point A; M, m et \3. les points qui coreespondent respectivement à D sur les surfaces S, s et S. Si la droite D, par un déplacement infiniment petit, tourne autour du point A, les poinU M, m et jji viennent respectivement en M', m! el y!. Les plans polaires de A relativement aux surfaces S et * étant perpendiculaires à P, on voit que les droites MM' et mm! se projettent sur ce plan suivant les polaires de A relativement aux coniques E et e; d'oii il suit, puisque les coniques E, e et K ont quatre points communs, que ces projections se coupent sur la tangente en A à la conique K; en d'autres termes, les droites MM' et mm' se coupent dans l'espace, les normales en [a et \j! sont donc dans un même plan et [j.fji' est tangente à une des lignes de courbore qui se croisent au point [a.
CoKOLLAiRE, — Étant donné le plan tangent à ta surface S au point ]*., si l'on désigne par D la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan P et par A e( B les points oà la droite D touche les deux coni-^ues du faisceau (E, e) qui luisant tangentes, les droites jxA et [iB sont les directions des axes de l'indicatrice au point Y--
Connaissant, comme je l'ai montré plus haut, huit cônes de révolution circonscrits à la surface et la touchant au point jj., on pourrait construire sans peine les grandeurs de ces axes; mais les constructions que l'on déduit immédiatement de cette considération ne me paraissent pas assez simples pour être rapportées ici.
9. Examinons, dans quelques cas particuliers remarquables, ce que devient la surface S.
Si la surface s se réduit à la focale de S située dans le plan P, S se confond avec S, et l'on retrouverait ainsi, si on le voulait, les lignes de courbure de cette dernière surface.
Si s se réduit à une focale de S située dans un plan perpendiculaire à P, S est une cycUde de Dupin. Supposons enfin que les surfaces S et s se confondent; soient M un point quelconque de S et MQ la perpendiculaire abaissée de ce point sur P, il est facile de voir que la droite Mm est alors la sjmétricjue de MQ relativement au plan tangent mené en M à la surface S; en d'autres
termes, Mm provient de la réflexion du rayon MP sac cetie surface, et l'on voit, conformément au théorème de Dupin, que tous les rayons réfléchis sont normaux à S, De la construction donnée par le point [a on déduit d'ailleurs que Mja^MP; la surface S est donc, dans ce cas, une anUcaustique par réflexion de la surface du second ordre, les rayons incidents étant parallèles à l'un de ses axes.
10. De la construction que j'ai donnée des lignes de courbure de S on déduit facilement que les développables, lieu des normales le long d'une de ces lignes de courbure, coupent les surfaces du second ordre S et 5 suivant un système de lignes conjuguées : je veux dire qu'en chaque point de l'une de ces surfaces les tangentes aux courbes du système qui s'y croisent forment un système de droites conjuguées relativement à l'indicatrice en ce point.
De là diverses conséquences intéressantes découlant immédiatement de cette proposition due à M. Ribaucour : « Si les développables lieu des normales à une surface découpent un réseau conjugué sur une surface du second ordre S, elles y découpent un second réseau également conjugué; elles tracent deux roseaux conjugués sur chacune des surfaces homofocales à S. Chacune des développables est elle-même circonscrite à une surface du second ordre bomofocale à S {') ».
11. Il est facile de démontrer que la surface 'H la plus générale est une anticaustique par réfraction d''une surface du second ordre, les rayons incidents étant parallèles à l'un des axes de cette surface.
A cet eiFet, par une droite D du plan P menons un plan touchant la surface S en M et les deux plans tangents à s; en appelant m et m' les points do contact de ces derniers plans, s! l'on mène par D des plans respectivement perpendiculaires à M ni et à Mm', ils couperont ces droites en deux points y. et \t! situés sur la surface S, et que je désignerai sous le nom de points associés de cette surface relativement à S. D'une proposition que j'ai donnée
(') Notice sur (es llavaux mathématiques de M. Ribaucour, ia;3.
QUATRIÈME CLASSE
antérieurement (') il résulte cjue les droites M^ elM|j.' sont également inclinées sur le plan MD, et que, par suite, les longuenrs Mjji et M|j.' sont égales.
Imaginons main tenant la sphère ayant pour centre le point M et pour rayon M[x; cette sphère, d'après les propositions précédentes, louche la surface S aux points p. et p;'; les plans tangents menés à S en ces pointa se coupent d'ailleurs sur le plan P suivant la droite D qui est siluée dans le plan mené en M langcnliellement à S. On en conclut immédiatement que le rayon de la sphère varie proportionnellement à la distance de son centre au plan P. La surface S, qui est l'enveloppe de cette sphère, est donc, pour un indice de réfraction convenablement déterminé, une anticaustique de S, les rayons incidents étant perpendiculaires au plan P.
12. Une partie des résultats précédents peut facilement être généralisée. En se reportant, en effet, à la proposition que j"ai rappelée ci-dessus (n" 7), on voit que l'an ail agmatique, trajectoire orthogonale du système de rayons qu'elle définit, est rejetée à l'infini, non seulement quand le plan fixe P est un plan principal commun aux deux, surfaces homofocales, mais encore dès qu'il passe par leur centre; lessnrfaces trajectoires de ces rayons doivent donc être considérées comme des surfaces parallèles à une anallagniatique rejetée à l'infini.
Pour étudier directement ces surfaces, considérons d'abord une anal! agmatique So déterminée par une surface du second ordre S etune sphère 6 d'un rayon donné arbitrairement; étant donné un point quelconque M sur la surface S, en désignant par D la distance de M à la sphère (distance comptée sur une tangente) et par S la distance constante du centre de la sphère à un plan quelconque P passant par le centre de S, si l'on considère une sphère ayant pour
C) Sur quelques propriétés des surfaces aiiallagntatiques (Bulletin de la Société philomathique, ifi janvier i868).
Étant données dense surfaces homofocales A. et B et une droite D, menons par cette droite les pleins tangents aux deux surfaces, et soient b et b' les points de contact relatifs à la sur/ace B, à l'un des points de contact relatif à la surface A; les droites ab, ab' sont dans un même plan avec la normale au point a et également inclinées sur cette normale.
^4o GÉOMÉTRIE.
centre le poinl M et pour rajon la longueur (D — 5), l'enveloppe de ces sphères est une su['f;ice parallèle à l'anallagiiiallqne Sq.
Si maintenant on imagine f|He le centre de la splière 0 s'éloigne indéfiniment suivant une direction perpendiculaire au plan P, son rajon conservant toujours du reste une valeur finie, l'anallagmatique Sp est alors rejetée à l'infini : la longueur (D — 8) devient la dislance du point M au plan l' et la surface S parallèle à So une anticaustique par réflexion de S, les rayons incidents étant perpendiculaires à P.
Pour déterminer les lignes de courbure de cette anlicaiistique, je rappellerai les propos! tions suivan tes, que j'ai données dans nia Note Sur quelques propriétés des surfaces anallagniatkjues déjà citée.
Etant donnée une surface anaUagmaliqiie So définie au moyen d'une surface de second ordre S et d'une sphère directrice %, imaginons la surface développable gui leur est circonscrite : elle a pour lignes doubles quatre coniques planes; H désignant l'une quelconque de ces coniques et Q son plan, H est situé sur une surface du second ordre s komofocale à S. Si par une droite D, prise arbitrairement dans le plan Q, on mène un plan tangent à S et un plan tangent à s, la droite qui Joint les points de contact est normale à S,,.
Imaginons une quelconque des coniques passant par les quatre points communs au plan Q et aux surfaces S et s; lorsque la droite D roulera sur cette conique, les normales à So correspondantes formeront une surface développable et traceront une ligne de courbure sur cette surface et sur toutes celles qui lui sont parallèles.
13. Appliquons celte proposition au cas où la sphère 0 s'éloigne à l'infini dans une direction II perpendiculaire au plan P, son rayon demeurant fini. La surface développable circonscrite se réduit alors sensiblement à deux cylindres infiniment peu différents l'un de l'autre et dont les génératrices sont sensiblement parallèles à n. Une seule de ses lignes doubles est à dislance finie : c'est une conique différant infiniment peu de la section de la sur. face S par le plan conjugué à la direction II; la surface Iiomofo-
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cale qui la renferme diffère elle-même infinimenL peu de S; on peut donc énoncer la proposition suivante :
Considérons des rayons lumineux parallèles à une direction n et venant se réfléchir sur une surface de second ordre S; soit a la courbe de contact de cette surface avec la développable (') isotrope qui lui est circonscrite. Le plan conjugué à la direction H rencontre Ù en quatre points ; considérons l'une quelconque des coniques qui passe par ces quatre points; sa polaire, relativement à S, est un cylindre du second ordre coupant S suivant une biquadratique. Les rayons réfléchis le long de cette biquadratique forment une surface déoeloppable, et par conséquent déterminent sur l' anticaustique une ligne de courbure.
14. Les mêmes considérations s'appliquent au cas de la réfraction, en supposant que la sphère 0, en s'éloignanl à l'infml, demeure toujours inscrite dans un cône de révolution donné.
On obtient ainsi le tliéorème suivant :
Etant données deu-v surfaces honiafocales du second ordre S et s et un plan fixe V passant par leur centre commun, si, par une droite D prise arbitrairement dans le plan P, on mène un plan langent à S et un plan tangent à s, la droite qui joint les points de contact engendre, lorsque D se déplace, un système de rayons.
Tous ces rayons peui^ent être considérés comme provenant de rayons incidents parallèles et se réfractant sur S avec un indice de réfraction convenablement choisi; ils peuvent être également considérés comme provenant des rayons incidents parallèles et se réfractant sur s, la direction de ces seconds rayons et leur indice de réfraction étant généralement di^érents de la première direction et du premier indice de réfraction.
Ces rayons sont normaux à deux anticaustiques par réfrac-
don, la première relative à la surface S et la deuxième à la surface s, et l'on peut déterminer les lignes de courbure de ces anticaustiques.
Je ne sais si l'on avait remarqué les rapports étroits qui relient entre elles la théorie des anticaustiques des surfaces du second ordre et la théorie des surfaces homofocales, non plus que la détermination simple qui en résulte de leurs lignes de courbure.
DES SURFACES DU SECOND ORDRE
Annales de Mathématiques, 1876.
En désignant, en un point d'une eWipse, par p le ravon de courbure de celle ellipse, et par 'J- la dérivée de ce rayon par rapport à l'arc, Maclaorîn a montré comment la valeur de cette dérivée pouvait se déduire de l'angle <{ue fait la normale à l'ellipse au point considéré avec le diRiuètre qui passe en ce point. On peut, si l'on veut, énoncer de la façon suivante le théorème de Maclaurin :
En un point M d'une ellipse, portons sur la tangente une longueur égale à - et sur la normale une. longueur égale à — - -j- -, la résultante de ces deux longueurs, composées comme des jorces, est perpendiculaire au diamètre OM.
Les lignes géodési({ues des surfaces du second ordre jouissent d'une propriété semblable :
Si, en un point M d'une ligne géodésique tracée sur une surface du second ordre, nous portons sur la tangente MT à cette courbe une longueur égale à -' sur la normale principale une longueur égale à — ^-^ -' et sur la normale au plan osculateur une longueur égale à - (r désignant le rayon de torsion au point considéré), la résultante de ces trois longueurs composées comme des forces est perpendiculaire au plan diamétral conjugué de la direction MT.
J'ai considéré ici, pour simplifier l'énoncé, les composantes -. ~" 3 ds~^^ ~'' ""^^^ '' ^^^ P'"^^ convenable, dans d'autres applications, (le considérer les composantes proponionnelles -^, — ï 7/ ~â
et-^) ces composantes conservant d'ailleurs les directions que j'ai indiquées.
Pour abréger, appelons, si l'on veut, pour un instant, axe de courbure au point M la composante ainsi définie ; on pourra énoncer la proposition suivante :
Si MT et M'T' désignent deux droites quelconques touchant une même ligne géodésique tracée sur une sur/ace du second ordre aux points M et M', la projection de l'axe de courbure en M sur la tangente en W est égale à la projection de l'axe de courbure en M' sur la tangente en M.
Si MT et M'T' étaient tangentes à deux lignes géodésiques différentes, tracées sur une même surface du second ordre, le rapport des deux projections dont je viens de parler demeurerait constant lorsque les droites se déplaceraient tangeniiellement aux lignes géodésiques; à quoi j'ajouterai que les projections sont encore égales si les deux lignes géodésiques sont tangentes à une même ligne de courbure.
SUR LES COURBES GAUCHES
SUB U TILEII» DE LA TOBSION EN m POINT U'UKE LrCNE GEO»ESI<|IIE
Bulletiit de la Société malhématique de France; 1875-18^6.
\ . Considérons une courbe gauche quelconque rapportée à trois axes rectangulaires et dont les équations soienl 3; = X., y^Y» S = Z, X, Y et Z étant trois fonctions données d'une même variable indépendante (. En cbaque point m de cette ligne, menons une droite m^ normale à cette courbe et dont la longueur, ainsi que la direction, soient fixées à chaque instant par la valeur de la variable t correspondant au point m. Projetons ensaile sur la corde mm' les segments normaux m y. et m']x menés respectivement par les extrémités de cette corde ; je me propose d'abord d'évaluer la somme algébrique de ces projections.
En désignant par u cette somme, par A, B, C les dérivées de X, Y, Z par rapport à ( el par L, M, N les projections sur les axes dn segment nifji, on a évidemment
MM'.i
Je poserai, pour abréger, le coefficient de dt étant nul dans ce développement, en vertu de
i'équaiion SAL = courbe.
OÉOMÉTRIE.
o, qui exprime que le segment est normal i
2. Des considérations très simples montrent immédiatement que chaque coefficient d'ordre pair P^n s'exprime linéairement au moyen des coefficients d'ordre inférieur et de leurs dérivées; il s'annule donc en même temps que ces derniers; par suite, la formule (i) montre que wne peut être qu'un infiniment petit à'ordia impair.
P) et Pj étant identiquement nuls, on voit que généralement la quantité w sera du troisième ordre; si elle est d'un ordre supérieur, elle sera du cinquième ordre et l'équation suivante devra être
Si elle est d'un ordre supi tièmo, avec la condilion sui>
au cinquième, elle sera du s
(3) 5:A"L-i-5SA"L'^-ioSA''I.''=o.
Enfin, si elle est d'un ordre supérieur au septième, elle scia identiquement nulle, avec la condition
(4) SA'""L-4-7£A''L'-H?.!2A"L''-t-35SA"'L"'=o,
et alors la courbe /lowr/'c! êti-e placée sur une surface du second ordre.
3. Si l'on se propose, étant donnée une courbe, de trouver un système de segments normaux ayant cette courbe pour base et tels que w soit une quantité infiniment petite du septième ordre, on devra déterminer les segments par les équations (a) et (3),
Je les transformerai d'abord en définissant, en chaque point de la courbe, le segment normal par ses deux projections U et W sur la normale principale et sur la binormaïe en ce point. En désignant, suivant l'usage habituel, par p et par r le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe au point considéré, et en prenant l'arc s comme variable indépendante, les formules (2) et (3) se mettront facilement, au moyen des formules de M. Serret, sous la
forme suivante :
(2-) fJdi'-) -t-3 — —Wds = o,
liid^Vdl - — ro 1- 5dl]\ d^ I - -t- - ( 1- ~ ]ds^\
\9/ '•? L Vp/ 9\?' >■'/ J
+ 5d\\dsï-d(^) -^-d(-']~\
En éliminant W entre Jes deux équations précédentes, on obtiendra une équation linéaire et du troisième ordre pour déterminer U; on voit donc que, la courbe étant donnée, ie problème que je m'étais proposé a une infinité de solutions, qui toutes peuvent se déduire de trois solutions indépendantes, conséquence à laquelle quelques propositions géométriques très simples conduiraient directement.
4. Laissant de côté ces considérations générales, ainsi que les conséquences qui en découlent relativement aux équations différentielles (entre r, p et s) qui définissent les courbes que l'on peut tracer sur une surface de second ordre, les blquadratiques gauches (par lesquelles on peut faire passer une infinité simple de surfaces du second ordre), et les cubiques gauches (par lesquelles on peut faire passer une infinité double de surfaces du second ordre), je vais rechercher quelles sont les courbes que l'on peut prendre comme base de segments normaux dirigés suivant les noi-males principales de la courbe cl jouissant de la propriété que w soit du septième ordre.
On devra, dans les équations précédentes, poser W = o; l'équation (2') s'intègre alors immédiatement et donne
( désignant une constante aihi traire. Portons cette valeur de U
dans l'équation (3'); Il vient, toutes réductions faîtes,
( ->'^-iiï^"H^A^-H^]-
Il est remarquable que cette équation puisse s'intégrer sans établir aucune relation entre p et r; si on l'intègre en effet en considérant - comme la fonction inconnue (ce qui ne présente aucune difficulté), on trouve que la quantité sous le signe / est une différentielle cxaclcj et l'on obtient l'intégrale suivante ;
C désignant une constante arbitraire.
Telle est la relation qui doit exister entre la torsion et la courbure d'une courbe pour qu'elle jouisse de la propriété énoncée ci-dessus.
5. En particulier, on peut remarquer que, si une ligne géodésique est tracée sur une surface du second ordre quelconque, en portant en chaque point de la courbe sur la normale principale une longueur proportionnelle à \/p, les segments ainsi obtenus jouissent de la propriété que la somme algébrique des projections de deux d'entre eux, sur la corde qui joint leurs pieds, est identiquement nulle; la quantité que j'ai appelée w étant nulle, on voit qu'en chaque point d'une telle ligne géodésique la torsion est donnée par la relation (6), la constante C ayant une valeur convenablement déterminée.
SDR LES LIGNES DE CODKBURE
SURFACES DU SECOND ORDRE
Bulletin de la Société mathématique de France, 1876.
1. Soient A une surface du second ordre etK l'une quelconque de ses lignes de courbure. On peut faire passer par K une infinité de siirfaces du second ordre ; soit A' l'une quelconque d'entre elles.
Cela posé :
La sur/ace développable, circonscrite à Ket A', touche A suivant une de ses lignes de courbure.
En d'autres termes :
Étant donné un plan tangent quelconque à la surjace A qui la touche au point M, on peut, par K, mener deux autres surfaces du second ordre qui touchent le plan; si Von désigne par Aet B leurs points de contact, les droites MA et MB sont les tangentes aux lignes de courbure de A qui se croisent au point M.
2. hes surfaces quadricuspidales, étudiées par M. do la Gouinerie, jouissent de propriétés analogues à celles des surfaces du second ordre A'.
Si, par la biquadratique K, on mène une quadricuspidale quelconque, la surface développable circonscrite à K et à la quadricuspidale touche A suivant une de ses lignes de courbure.
SUR LE LIEU DES POINTS TELS, QUE LES TANGENTES MENÉES DE CES POINTS A DEUX COURBES PLANES SOIENT ÉGALES ENTRE ELLES.
Bulletin de la Société i,
\. Soient S et S' deux courbes planes, hî et /n'deuxpoints situés respectivement sur ces courbes et tels que, les tangentes menées en ces points s'e coupant en t, on ait mt = m' t.
Pour déterminer le lieu du point ï, je m'appuierai sur le lemme suivant, dont l'évidence est immédiate :
Si Von fait la perspective stéréographique des courbes S et S' sur une sphère, en appelant O le centre de la, projection, S et S' les courbes perspectives de S et de S', jx et ]j.' les points correspondant à m et m', les tangentes menées en [j. et \t.' aux courbes S et S' se rencontrent en un point de l'espace © qui est situé sur le rayon Ot.
La réciproque est évidemment vraie.
2. De celemmc résulte immédialement la construction suivante du lieu des points (,
Faisons, sur une sphère quelconque, la perspective stéréographique des courbes données S et S' et imaginons les deux surfaces développables qui ont pour arêtes de rebroussement les deux courbes perspectives S et S'. Ces deux surfaces se coupent suivant une courbe gauche K; imaginons maintenant le cône ayant pour base R et pour sommet le centre 0 de la perspective : ce cône coupera le plan de S et de S' suivant le lieu cherché.
3. Étant donnée une courbe plane S, on peut se proposer de déterminer une courbe T telle que deux des tangentes que Ton
peut mener de chacim des points de celle courbe à S soient égales entre elles.
Pour résoudre ce problème, faisons sur une sphère quelconque la projeclion sléréographicjue de S. La courbe perspective S est l'arête de rebrousaement d'une surface développable ; soit R la ligne nodale de cetie surface.
Si l'on imagine le cône ajant pour base K et pour sommet le centre O de la perspective, ce cône coupe le plan de S suivant la courbe ï.
SUR LES NORMALES
D'UN POINT DONNE A UNE CONIQUE
Comptes rendus des séances de l'Académie des Scie.
i. Je m'appuierai sur les deux propositions siiivanles :
Théorème I. — Si l'on considère trois des normales que l'on peut mener d'un point M à une conique, la droite qui joint le point M au centre du cercle circonscrit aux trois pieds de ces normales a pour conjuguée harmonique, relativement (à ces trois normales, la quatrième normale, que l'on peut mener du point Ma la courbe.
Théouème II. — Si l'on désigne par a, b, c, d les pieds des normales que Von peut mener d'un point M à une conique, et par A, B, C, D les centres des cercles circonscrits aux triangles bcd, cda, dab et abc, les droites menées respectivement par ces points parallèlement aux normales Ma, Mb, Me et Md se coupent en un même point [a.
Ce point est situé sur la droite qui joint le point M au centre de la conique, de l'autre côté de ce centre et à une distance moitié moindre.
En conservant les notations précédentes, on déduit du théorème I que la droite MA est l'ime des deux droites qui constituent la polaire conique de Ma relaliveinent aux droites M b, Me et Md.
Déterminons les directions des quatre normales par des paramètres qui soient les racines de l'équation du quatrième degré
( PEUT MENER A UNE CONIQUE. 45î
en désignant par H et S le hessien et l'invariant quadratique de U, on obtiendra la proposition suivante ;
Les directions des quatre droites MA, MB, MC, MD sont déterminées par les racines de l'une des équations suivantes :
2. Théorème III. — Si l'on mène par le point M deux parallèles aux axes de la conique et si l'on Joint ce point au centre de cette conique, les trois droites ainsi obtenues Jouissent de la propriété suivante : la conjuguée harmonique de l'une quelconque d'entre elles, relativement aux deux autres, se confond avec la conjuguée harmonique de la même droite relativement au faisceau des normales passant par le point M.
îst le paramètre définissant une quelconque des directions dont je viens de parler, les directions des deiiK autres sont déterminées par les racines de l'équation
jHoa"+ 1»»^ + cr") ^-»ïi(««'+ "ojtj^ + <*■•)
'■' +V(ca:-+»iiy + ,j!)±^|(a,,^j-t)'
le radical étant pris avec un signe convenable.
3. Étant données quatre droites passant par un même point M, on peut se proposer de déterminer les coniques qui coupent orthogonalemenl ces quatre droites. Laissant de côté les cercles ayant pour centre le point M, on voit qu'il ja encore une inflnité de solutions; le problème sera complètement déterminé, si l'on assujettit les coniques à passer par un point donné sur l'une des droites ou à toute autre condition analogue.
On trouve alors quatre solutions, et le problème peut se résoudre au moyen de la règle et du compas.
Si l'on veut, en effet, chercher le lieu des centres des coniques satisfaisant à la question, on voit qu'il se compose de droites dont les directions sont délerminées par les valeurs de — > pour les-
quelles les racines de l'équation (i) en (Ç, ï]) correspon<ieiilà deus <lirertions rectangulaires. Si l'on représente par
ré(|oatioii correspondant aux directions parallèles aux asymptotes du cercle, les directions des droites, qui joignent M aux centres des coniques satisfaisant à la question, correspondront aux racmes de l'équation
équation du quatrième degré, résoluble par i'exlraclion de simples racines carrées.
4. Géométriquement, le problème proposé peut se résoudre de la façon suivante : menons un cercle quelconque passant par M et coupant les normales données en «, b, c, d\ appelons A, lî, C, D les tangentes menées au cercle par ces points. On peut construire deux coniques tangentes à ces quatre droites, et telles qu'on puisse circonscrire à cbacune d'elles un triangle ayant ses sommets sur la conique donnée. Soit K l'une de ces coniques; on la déterminera de la façon suivante : construisons les deux droites qui constituent la conique polaire de Oa par rapport au faisceau 06, Oc, Od\ choisissons arbitrairement l'une de ces droites, et soit a le point où elle coupe le cercle. Cela posé, la conique K sera déterminée par cinq tangentes, qui seront A, B, C, D et la droite cta.
Par le centre du cercle, nous pourrons mener deus tangentes à la conique ainsi définie. Soient p et q les points oà l'une de ces tangentes coupe le cercle; construisons le troisième sommet r du triangle circonscrit à K, inscrit dans le cercle et ayant pour côté le segment />j. Ces constructions peuvent évidemment s'effectuer sans tracer la conique K.
Si alors, par le point r, on mène des parallèles aux droites rectangulaires M/) et My, on pourra construire une conique ayant pMDur axes ces parallèles et normale aux quatre droites.
On obtiendra ainsi, au moyen de la règle et du compas, les quatre solutions dii problème.
D'UN POINT DONNÉ A UNE CONIQUE
Bulletin de la Société malhêmatique de France, 1877.
\. Je m'appuierai sur le beau théorème suivant, dîl à M. Liouville (.):
SI, aux quatre points d'intersection d'un cercle et d'une conique, on mène des normales à la conique, et si, par le centre du cercle, on mène une sécante quelconque, le centre harmonique du centre du cercle, par rapport aux quatre points où la sécante coupe les normales, est situé à V infini.
Considérons mainLenanl (*) les quatre normales M«, Mi, Me et M(/, que d'un point M on peut abaisser sur une conique donnée. Désignons par A le centre du cercle qui passe par les pieds b, c, d de trois de ces normales, déterminons le point M' symétrique du point M par rapport au centre O de la conique, et par ce point menons une parallèle Ma' à la normale Ma. Puisque 0M'= OM, il est clair que a et a' sont deux points diamétralement opposés de la conique, et, d'après une élégante proposition due à Joachimslhal, on sait que les quatre points a', 6, c, d sont situés sur un même cercle.
Par suite, d'après le théorème de M. Liouville, si l'on mène par
{^) Mémoire sur quelques ^propositions générales de Géométrie et sur la théorie de l'élimination (^Journal de Mathématiques, t. VI, i" série, p. 4oî)- ( = ) Le lecteur est prié de faire la figure.
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le point A une sécante quelconque, le conjugué harmonique de A par rapport aiiit quatre points où la sécante coupe les droites MV, Mb, Me, M.d est situé à l'infini .
Considérons, en particulier, la sécante A^ parallèle à M'a' et par conséquent à Ma, le point de rencontre avec M'a' étant rejeté à l'infini, on en déduit immédiatement que Ma est la conjuguée harmonique de MA relativement au faisceau des normales Mb, Me, Md.
Supposons maintenant que la sécante passe par le point M, on
Menons par le point A une parallèle à Ma, et soit [/ le point oi!i cette parallèle coupe le diamètre OM; le point jj. décrira le segment MM' dans le rapport de 3 à 1 . On voit donc qu'il est situé sur le prolongement du rayon MO et à une distance du centre égale à la moitié de ce rayon; ce point sera d'ailleurs le même, quelle que soit celle des quatre normales que l'on considère. On peut donc énoncer les propositions suivantes :
Théorème L — Si l'on considère trois des normales que l'on peut mener d'un point M à une conique, la droite qui joint te point M au centre du cercle circonscrit aux trois pieds de ces normales a pour conjuguée harmonique, relativement à ces trois normales, la quatrième normale que l'on peut mener du point M à la courbe.
Théorème 11. — Si l'on désigne par a, b, c, d les pieds des quatre normales que l'on peut mener d'un point M à une conique, et par A, B, C, D les centres des cercles circonscrits aux triangles bcd, cda, dab et abc, les droites menées respectivement par ces points, parallèlement aux normalesMa, Mb, Mcet Md, se coupent en un même point [)..
Ce point est situé sur la droite qui joint le point M au centre de la conique, de l'autre côté de ce centre et à une distance moitié moindre.
2. Il résulte de là que, si ['oq considère l'une qiielconcjue des normales Ma que l'on peut mener par le point M, la droite MA, qui joint ce point au centre du cercle circonscrit au triang-le bcd, cslV une desdenx droites q ni constituent la polaire conique de Ma relativement au faisceau Mb, Me, Md.
Par suite, si l'on détermine pour chacune des normales sa polaire conique par rapport aux trois autres, on obtiendra huit droites sur lesquelles se trouveront les quatre centres A, B, C et D des cercles circonscrits.
Soit
une équation du quatrième degré dont les racines déterminent les directions des quatre normales issues du point M, et a uneracine de cette équation déterminant une des normales. Les directions des trois autres seront données par l'équation
et la polaire conique de la première normale, par rapport aux trois antres, par l'équation
al 3«;^s^ 2(46 + «a);^y + ...] + [(.(6 + «a)372 + ...]=o-
Pour obtenir l'équation déterminant les liiiit droites dont j'ai parlé plus haut, il faut éliminer a entre cette relation et la relation U(a, i) = o; comme, d'ailleurs, le résultat doit être un covariant de U, nous n'avons besoin que de calculer le terme du degré plus élevé. Nous ferons donc y = o, et il restera à éliminer a entre les équations «a + 6=:oetU(a, [)^o; le résultant, multiplié par a;*,
x>^(^ii>i^f,cab^ — ida^b + ea') = (ae — ibd-h3c^)a''x>~3irtC -ù')^b.
Si donc on désigne par H le bessien de U, et par S son i quadratique, l'équation qui détermine les buit droites est
Cette équation se décompose en deux au 1res
°-\/Î« = ° " H-^/ÏD=o.
Comme je le montrerai plus loin, !e faisceau des quaLre droites MA, MB, MC et MD est déterminé par l'une de ces équations.
3, Théojième m. — Si l'on joint le point M au centre O de laconique, et si, par le même point, onmène des parallèlesW^ et MY aux axes de cette conique, les trois droites ainsi obtenues jouissent de la propriété suivante :
La conjuguée harmonique de chacune d'elles, par rapport au faisceau des normales issu du point M, se confond avec sa conjuguée harmonique relativement aux deux autres droites.
La vérification de ce théorème se fait très simplement en remarquant que, si l'on rapporte la conique à ses axes, l'équation qui donne les coefficients angulaires de normales issues du poinl(^,ri) est
4. Soit, connue précédemment, U =^ o l'équation qui détermine les directions des quatre normales issues du point M; pour abréger, je dirai simplement que c'est l'équaMon de ces normales, et je me servirai d'une expression semblable pour les autres systèmes de droites que j'aurai à considérer. Soit, de plus,
l'équation de deux quelconques des trois droites MO, MX et MY, Le théorème précédent montre qu'un certain invariant des formes « cl U doit être nul; pour calculer cet invariant, je supposerai la forme U réduite à sa forme canonique, en posant a :^ y ^ o, et les deux droites auront simplement pour équation xy^=Q\ soit, de plu9, xf\ — y% = 0 l'équation de la troisième droite.
Les conjuguées harmoniques dex^ o, relativement à U =; o el y(ic'/l — y\') := o, sont respectivement
da: -i- ey et ifij — 2_>Ç; d'après le théorème précédent, on a donc
%dl -H Èïj = o.
De même, les conjuguées harmoniques de ^^ o, relativement à
U^ o et x(x-t\ — j'^)=:o, sonl respecUvement
ax-^by et 237t, ~ jÇ; on a donc également
Éliminant. ^ et yj entre !es relations précédentes, il vient
Écrivons maintenant la relation sui'
où, comme on le voit, le premier membre ne renferme que des invariants de U et de m (' ). D'ailleurs, quand on j fait a = y = o, cette relation se réduit à la relation ae — ibd=o, que nous venons de trouver. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si l'on désigne respectivement par u^o et U= o (es équations des quatre normales issues du point M et de deux quelconques des droites OM, OX et OY, les invariants des formes u et V sont reliés par la relation (i).
5. Désignons par — et- les paramètres qui fixent les directions de deux quelconques des droitesOM, OX etOY; on pourra poser évidemment
et, en portant ces valeurs dans l'équation (t), on obtiendra la relation suivante :
( \^{ax'- + ■}.bxy A- cy^) -^ -iX-r^iba:^-^ icxy + dy'^)
Cette équation déterminera, quand on se donnera ia direction - de l'une des trois droites, les directions des deux autres.
(') Voir Salmos, Higher Algebra, 3' édition, p. aoo.
l'on peut mener a une CONIQljE. .')6l
Je me proposerai maintenant le problème suivant
Déterminer tes coniques quicoupent orthogonalement quatre droites données passant par un même point M.
Je ferai abstraction des cercles ayant pour centre le point M et qui satisfont évidemmeul au problème; il y a encore une infinité de solutions, et l'on pourra préciser la question en assujeltissant, par exemple, les coniques à passerpar un point fixe pris sur l'une des droites.
Je désignerai, comme ci-dessus, par U = o l'équation des quatre droites données. Gela posé, pour déterminer les droites qui joignent le point M aux centres des coniques qui sont des solutions du problème, il suffira d'exprimer que les racines de l'équation (2) en {^,71) correspondent à deux directions rectangulaires.
Soit
l'équation des deux droites isotropes passant par le point M. En posant, pour abréger,
on obtiendral'équation suivante :
Le lieu des centres des coniques cherchées se compose donc Av. quatre droites que l'on peut déterminer par l'extraction de simples racines carrées. .
L'une de ces droites étant déterminée, on prendra arbitrairement un de ses points que l'on regardera comme le centre d'une conique normale aux quatre droites données. L'équation (a) déterminera les directions des axes de cette conique, et il sera facile de trouver la longueur de ses axes.
7. Comme je l'ai montré (n" 2), les quatre droites, qui joignent le point M aux centres A, B, C et D des cercles qui sont circonscrits aux triangles que l'on peut former avec les pieds des nor~
maies, sont déterminées par quatre des racines de l'cqiiïilion
(„yi„)(„Yl")-.
De ce qiicjcvieDB de dire plus iiauL U résulle que, le poljnomeU étant donné, on peut, en extrayant de simples racines carrées, déterminer toutes les coniques normales aux quatre droites, et par suite déterminerlefaisceau MA, MB, MC et MD. Ce faisceau doit par suite, comme je l'avais énoncé, avoir pour équation
autrement ces deux équation
>s seraient r
ésolubles par
l'adjonction
de simples racines carrées, ci
: que l'on s
ait générale»
eut être im-
possible.
8. Etant données quatre, droites passant par un même point et déterminées par l'équation u = o, il est clair qu'il existe une infinité de systèmes de trois droites jouissant de la propriété que la conjuguée harmonique de chacune d'elles relativement aux deux autres se confond avec sa conjuguée harmonique relativement aux quatre droites données.
En désignant par - le paramètre d'une droite arbitrairement choisie, les racines de l'équation (a) détermineront deux autres droites, formant avec la première un système jouissant de la propriété énoncée.
Coupons les quatre droiles données par une conique K passant ])ar lenr point de rencontre el choisie du reste arbitrairement; soient a, p, y et 8 les points où ces droites rencontrent la conique; un quelconque des systèmes de trois droites, jouissant de la propriété énoncée, rencontrera la conique en trois pointSj», q e>%,r; ces trois points formeront les sommets d'un iriang-le inscrit dans K, et il est clair que ce triangle sera déterminé dès que l'on connaîtra un de ses sommets. On en conclut immédiatement que tous ces triangles enveloppent une conique K'.
Considérons les quatre tangentes communes que l'on peut mener à K- et à R' et le point où l'une de ces tangentes touche K.; si l'on
l'on pbut mener a vnk conique. 48S
prend ce point comme sommet d'un triangle inscrit dans K el circonscrit à K', on Yoil facilement que deus des sommets de ce dernier triangle seront confondus au point de contact.
Or en faisant, dans l'éqiiation (a), x=:^ ety = ïi, on obtient l'équation « = o; donc les tangentes menées aux points a, [3, y et S à la conique K sont tangentes à K'.
Tous les triangles satisfaisant à la question s'obtiendront donc en construisant les deux coniques louchant les tangentes menées en a, p, y el S à R, et jouissant de la propriété qu'à chacune d'elles on puisse circonscrire un triangle inscrit dans K; on saitalors que l'on pourra en inscrire une infinité el tous ces triangles satisferont au problème proposé.
9. De là résulte la détenninalion suivante des coniques coupant orthogonalement quatre droites données passant par un même point M.
Par M faisons passer un cercle quelconque K rencontrant les droites données aux points a, p, y et S et menons en ces points les tangentes au cercle.
Nous pouvons déterminer deux coniques différentes tangentes à ces quatre droites et jouissant de la propriété qu'à chacune d'elles on puisse circonscrire un triangle inscrit dans K.
Soit KT une de ces coniques; sans qu'il soit besoin delà tracer, on pourra la supposer déterminée, par eicemple, par une cinquième tangente. Par le centre du cercle menons une tangente à K'; soient^ et q les points où cette tangente coupe le cercle et construisons le troisième sommet r d'un triangle inscrit dans le cercle et circonscrit à K'.
Cela posé, sipar le point r on mène deux droites rX et /'Y parallèles à^p et Mç, on pourra construire une conique ayant pour axes rX et rY et coupant orthogonalement les quatre droites issues du point M,
On obtiendra ainsi, par la règle et le compas, les quatre solutions du problème.
Soient OX et OY les axes de la conique; Ma et Mb les deux droites données; je me propose de déterminer les points a et p où les deux droites sont respectivement normales à la conique cherchée; il sera alors facile de la déterminer complètement.
Soit (le milieu du segment «^ : j'at démontré que la droite A menée par i perpendiculairement à a.^ passe par les milieux des segments interceptés sur les axes par les deux normales MaetMb, Connaissant ces deux normales, on construirafacilement la droite A et il suffira de déterminer sur cette droite un point i, tel que la perpendiculaire, menée en ce point à A, rencontrât les droites Ma et Mè en deux points équidistants du point i.
La construction à laquelle on est ainsi conduit serait souvent défectueuse dans la pratique ; la suivante sera peut-être préférable.
La proposition que j'ai rappelée plus hautpeuteneore s'énoncer de la façon suivante :
Étant données deux droites normales à une conique aux points a et p, ces deux normales, la droite menée par le point milieu i de la corde ap et perpendiculairement à cette corde, la corde a^ et les deux axes de la conique forment un ensemble de six droites tangentes à une même parabole, dont la directrice est la droite Oi.
Pour obtenir le point (', il suffira donc, d'après une propriété bien connue, de construire le point de rencontre P des 'hauteurs du triangle formé par les deux normales données et l'un des axes; le point i sera alors déterminé parle point de rencontre de A et de la droite qui joint le point P au centre de la conique.
Le point i étant déterminé, en menant par ce point une perpendiculaire à A, on obtiendra les pieds des normales a et p.
Si l'on suppose que les normales Ma et Mè se confondent, on retrouve alors une élégante construction du centre de courbure d'une conique donnée par M. Mannheim,
i. J'ai démonlré plus haut la propriété suivante des normales que l'on peut mener d'nn point à une conique.
Si l'on joint un point quelconque M au centre d'une conique et si l'on mène parce point des parallèles aux axes de cette conique, les trois droites ainsi obtenues Jouissent de la propriété que la conjuguée harmonique de chacune d'elles, relativement aux deux autres, se confond avec la conjuguée harmonique relativement aux quatre normales que l'on peut mener du point M à la conique.
Celle proprii^lé étant évidemment projective, on en déduit immédiatement la proposilîon suivante :
Étant donnés un pointM. et l'hyperbole équilatère gui passe par les pieds a, 6, a, d des quatre normales que Von peut mener du point M à une conique, si l'on joint un point quelconque de V hyperbole aux quatre points a,b, c et d, on obtient quatre droites normales à une conique ayant mêmes axes que la conique donnée.
En particulier, les points a, b, c, d sont sur l'hyperbole, et, si l'on considère trois quelconques de ces points, en vertu d'un théorème bien connu, le point de rencontre des hauteurs du triangle
formé par ces trois points se trouve légalement sur cette conrl>e.
D'où les conséquences suivantes ;
Étant donnés sur une conique quatre points tels que les normales en ces points soient concourantes, si l'on joint un quelconque de ces points aux trois autres, les trois droites ainsi obtenues sont normales à une eonique ayant mêmes axes que la conique donnée.
Les trois hauteurs d'un quelconque des triangles, que Von peut former avec trois deees points, sont également normales à une conique ayant mêmes axes que la conique donnée. L. — II. 3o
(165 GioMÉTHIE.
2. Considérons mainLenant une surface du second ordre donL l'éG[iialion, en coordonnées rectangulaires, soit
pour déterminer les pieds des normales à cette courbe qui passent ■par le point (a, p, y) nous adjoindrons à l'équalion (i) les équations
ou, en désignant par ^ une quantité indéterminée, _ arj. _ _6£_ _ c-r
en donnant à \ toutes les valeurs possibles, les formules précédentes déterminent les divers points d'une cubique gauche K passant par les six pieds des normales, les paramètres de ces points étant d'ailleurs donnés par les racines de l'équation
— cy- ''
ou, sous l'orme entière et en introduisai
it pour l'homogénéité une
quantité ïj égale à l'unïté,
\j = {%~a-nr-{\-b-<iy(l~o-r,y—a^^-.
r,2(5 — iï,/(^~eïl)^
_J^=^s(^_ci,)2(ï — aïi)'-CY*-i
iHï-«-o)H5-*'n)' = o-
Le centre de la surface et les trois points à l'infini sur les ax^es sont également situés sur K et leurs paramètres sont respectivement 00, a, 6 et c ; ce sont les racines de l'équation
W = vi(?-«-T)(5-i--i)(£-cii) = o.
Je vais établir maintenant que le conjugué harmonique de l'un quelconque des quatre points déterminés par l'équalion W = o, relativement aux U'ois autres, se confond avec son conjugué harmonique relativement aux six pieds des norniEdes.
Considérons, par exemple, le point A dont le paramètre est «; en posant, pour abréger.
yGoosle
le conjugué harmonique de A relativenienl aiix points (oc, h, c) sera déterininé par l'éqnation
la lettre ^ ayant été remplacée par la lettre a dans les dérivées partielles.
D'autre part, le conjugué harmonique du point A relativement aux pieds des six normales, sera déterminé par l'équation
où, dans les dérivées partielles, on doit également faire ^ ^ a. Il est clair, dans cette hypothèse, que l'on peut supprimer dans IJ tous les termes qui renferment (^ — ar,) au carré et remplacer U parV^; l'éqoation précédente devient alors
et, en la comparant à l'équation (2), on en déduit la proposilion que je voulais démontrer.
3, Cette proposilion peut encore s'énoncer de la façon suivante : Par un point M de l'espace menons des parallèles aux trois axes d'une surface du second ordre, puis joignons ce point au centre de la surface, nous obtiendrons ainsi quatre droites (D) : ces droites et les normales que du point M on peut mener à la surface, seront situées sur un même cône du second ordre. Cela posé :
La conjuguée harmonique de V une quelconque des droites (D), relativement aux trois autres, se confond avec sa conjuguée harmonique relativement aux six normales.
NOTE C
su» UN INVARIANT DK DEUX FOHMBS CUBIQUES QUI SE PRÉSENTE
1. En général, trois droites passant par un même point ne sont >as normales à une conique ayant pour axes deux droites données.
une équation du troisième degré déterminant les directions des ases et de la droite qui joint un point donné M au point d'intersection des axes ; soit de plus
u'=a'a:'-t-3i'3^2_j'^-3c'ayï-i- rf' r'= o
une équation déterminant les directions des trois droites passant par le point M. La condition nécessaire et suffisante pour que ces trois droites soient normales à une conique ayant pour axes les droites données est
&. = 'x(ad'—3bc'-h^cb'—day--+-g[{ad~0cj(a'b'—b'c'} -a(«c-è2)(6'd'-c's)-a(6rf-c')(a'c'-6'=)J = o.
2. L'invariant A des deux formes cubiques u et u\ qui, on le remarquera, est un combinant, se présente dans plusieurs autres questions de Géométrie,
Soient, sur une conique, deux systèmes de trois points a, b, c et a', b' , c', déterminés respectivement par les racines des équations H=o et m'=o.
i" Si l'on considère les sommets du triangle formé par les tangentes en a', b', c' à laconique donnée, la condition nécessaire et suffisante pour que ces trois points et les points a, b, c soient sur une même conique est A = o.
a" La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse par les trois points a, b, c faire passer une conique, pour laquelle a', b', c' soit un triangle autopolaire, est encore ^^^ o.
3., Soient, sur une cubique gauche, deux systèmes de trois points a, b, c et a', b', c', déterminés respectivement par les racines de deux équations m =:; o et u'= o.
i" La condition nécessaire et suffisante pour que le plan des trois points a', b', c' rencontre, en trois points en ligne droite, les tangentes menées en a,b et c à la cubique, est A ^ o.
2" Si l'on a la relation A=o, les traces, sur un plan osculateur quelconque, des tangentes menées à la cubique
l'on FEtlT MENER A UNTi CONIQUE. 1)5^
en a, b et c et des côtés du triangle a', b', c', sont situées sur une même conique.
4, De l'expression de l'invariant A se dédnil, immédiatement la proposition suivante :
Étant données une cubique gauche K et deux tangentes quelconques à cette cubique, ces droites et la courbe déterminent une surface du second ordre S ; soit D l'intersection des plans osculateurs à K aux points de contact des deux tangentes.
Si, par D, on mène un plan sécant quelconque P, les tangentes à K, aux points oà cette courbe rencontre le plan, déterminent une surface du second ordre circonscrite à S le long d'une conique située dans le plan P.
SUR Li DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE.
Comptes rendus des s
1. Lkmmf.. — Étant données une ellipse E et une parabole P tangente aux deux aœes 'de cette ellipse, les normales menées à E, aux points de contact des tangentes communes à ces deux courbes, concourent en un même point.
Pour le démontrer, il suffit de remarquer que la polaire réciproque de P relativement à E est une hyperbole passant par le centre de celte conique, par les quatre points de cnnlacl et ayant ses asymptotes parallèles aux axes de la conique.
2. Soit N une normale à l'ellipse E; si de chaque point de cette droite on mène les normales à E différentes de N, leurs pieds forment un triangle dont les côtés enveloppent une parabole P tangente aux axes de E.
En désignant par O le centre de la conique, par 71 le pied de la normale N et par n' le point diamétralement opposé à n, je ferai remarquer que le foyer de la parabole est le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente au point n'; sa directrice est la symétrique de cette perpendiculaire relativement à l'un quelconque des axes. Il en résulte que les cercles circonscrits aux divers triangles dont j'ai parlé plus haut passent tous non seulement par le point n', comme on le sait par un théorème de Joachimsthaf, mais encore par un autre point fixe situé sur la tangente en n'.
Cela posé, la normale N, qui est tangente à la développée de l'ellipse, rencontre de nouveau cette courbe en quatre autres points a, p, y et 3, Considérons, parexemple, le point a, et appe-
Ions a le point de l'eltipse dont le centre de courbure est en aj deux des normales menées du point ce à E ont leurs pieds confondus en a; par suite, la tangente en a à l'ellipse est tangente à la parabole P, et, comme la même chose a lieu pour les points (3, y et 3, il résulte du lemme énoncé plus haut que les normales doubles abaissées des points a, ^, y et S concourent en un même point.
En d'autres termes :
Théorème I. — Si l'on considère une tangente quelconque à la développée d'une ellipse et les quatre points où cette tangente coupe de nouveau la courbe, les tangentes menées en ce.i points concourent en un même point p.
3. On peut encore dire que la polaire de chacune des tang^entes à la développée se décompose en une conique et un point/".
En général, étant donnée iine courbe quelconque de quatrième classe, si l'on représente par U ^^ o l'équation du quatrième degré qui détermine les directions des tangentes issues du point (a;, y, s), et par S et T l'invariant quadratique et l'invariant cubique de U, j'ai montré [Sur les singularités des courbes de quatrième classe (Journal de Mathématiques, 3' série, t. I, p. a65)] que les points singuliers de la courbe et les points qui, associés à des coniques, constituent les polaires de droites du plan, satisfaisaient aux trois conditions
En général, le nombre des points satisfaisant à ces trois relations est limité et égal à ^3; dans le cas de la développée de l'ellipse, comme l'a remarqué M. Clebsch {' ), S est un carré parfait, et l'on peut poser S = A^, h étant l'équation d'une conique ajant pour sommets les points de rebroussement de la développée ; on a aussi T^/i'H-tp^, w 1= o étant l'équation des trois tangentes doubles
(') Problem der Normaleii fiir Curven, und Fldchen. zw< {Crelle, t. 62, p. 79).
.l.dw ., dh\ .( .dw , dh\
de la courbe. Les relations précédenles deviennent alors rfjK dji- /
et l'on voit qu'elles sont satisfaites pour tous les points des deux courbes w = o et h = o. La première équation donne les trois tangentes doubles qui correspondent à l'infinité de points singuliers que possède la développée considérée comme courbe de quatrième classe et du douzième ordre; la seconde donne le lieu des points p que j'ai considérés dans le théorème i. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Théobème TL — Le lieu des points p est la conique ayant pour sommet les points de rebroussement de la déceloppée.
4. Le théorème I résulte aussi immédiatement de ce que S est un carré parfait. J'ai démontré, en effet [Mémoire sur l'application de la théorie des formes binaires 'à la Géométrie analytique {^Journal de Mathématiques, t. I, 'i' série, p. io4)], la proposition suivante :
Etant donnée une courbe de quatrième classe K, une quelconque de ses tangentes est coupée par sa polaire en six points dont deux sont confondus au point de contact, les quatre autres points d'intersection décrivant, lorsque la tangente se déplace, la courbe du quatrième ordre dont l'équation est S=^o.
Si S est un carré parfait, les six points d"iniersection de la droite avec sa polaire sont confondus deux à deus en trois points, d'où résulte la décomposition de cette polaire en une conique et un point/), et l'on peut remarquer que les tangentes menées du point p à cette conique rencontrent la tangente à la courbe de quatrième classe en deux points situés sur !e ileu des points p.
D'autres conséquences iuléressantes relativement à la développée de l'ellipse se déduiraient facilement de plusieurs propositions générales sur les courbes de quatrième classe que j'ai données dans les Mémoires cités plus haut.
SUR aUELQUES THÉORÈMES DE JOACHIMSTHAL.
Bulletin de la Sociéi
i . Joachimslhal termine ainsi ( ' ) une des Notes nombreuses el légantes qu'il a publiées sur la théorie des normales à une
on qui est fondamentale dai
Je vaisindicjiier une proposi théorie :
-Théobème. — Soient p, q, r trois points d'une conique, tels que tes normales en ces points concourent en un même point. Si l'on tire, par un sommet S de la conique, trois parallèles à pq, qr^ rp, le centre de gravité des trois points où ces parallèles rencontrent la courbe est situé sur l'axe qui contient le sommet S.
La proposition précédente, ainsi que beaucoup d'autres dues au même géomètre, peuvent se déduire 1res simplement des considérations suivantes.
2. Étant donnés une conique K et deux points fixes A et B, dont le premier A soit sur la courbe, si l'on imaginé les divers cercles qui passent par ces deux points, chacun d'eux rencoutie la conique en trois points distincts du point A, et il est clair que le triangle déterminé par ces points enveloppe, lorsque le cercle varie, une parabole.
Réciproquement, si divers triangles, inscrits dans une conique K, sont circonscrits à une parabole, les cercles qui leur sont circonscrits passent par deux points fixes, dont l'un est
( ') Sur la construction des normales que l'on peut abaisser d'un point do tur une section conique complètement trouvée {Journal de Crelle, t. 48),
situé sur la conique et dont l'autre, situé en dehors de cette conique, est le foyer de laparabole.
On en déduîl immédiatement qiie :
Si divers triangles, inscrits dans une conique K, sont circonscrits à une parabole :
i" Les centres des cercles circonscrits aux triangles sont situés sur une même droite;
3" Les centres de gravité de ces triangles sont également situés sur une ligne droite.
3. Soient M un point situé sur une conique K et MîN la normale en ce point; si de chaque point m de la droite MN on mène des normales à la courbe, les pieds des normales distinctes de MN formeront un triangle dont les côtés enveloppent évidemment une parabole.
On en conclut que les cercles circonscrits à ces triangles passent par un point fixe de la courbe. Soient a, a' et b, b' les extrémités des axes de la conique, M' et M" les symétriques du point M relativement à ces axes j si l'on abaisse les normales du point a où MN rencontre aa', les pieds des normales distincts de M sont a, a' et M'; de même, si l'on abaisse les normales du point ^ où MN coupe bb', les pieds des normales distincts de M sont è, b' et M". Or il est évident que les cercles circonscrits aux deux triangles aa'M' et bb'M" se coupent tous deux sur la courbe, au point [A symétrique de M par rapport au centre.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si, en quatre points d'une conique p, q, /■> s, les normales concourent en un même point, le cercle circonscrit aux trois points q, r, s passe par le point p' symétriçue du point p par rapport au centre de la conique. (Joaghimsthal).
On peut remarquer de plus que le centre de gravité du triangle aa'M' elle centre de gravité du triangle bb'M" sont situés sur le diamètre conjugué du diamètre qui passe par le point M. Donc :
Si les normales menées en trois points p, q, r d'une conique concourent en un même point \i., le centre de gravité du triangle pqr se trouve sur le diamètre conjugué du diamètre qui passe
par le pied de la quatrii point \x.
le que r on peut abaisser du
A: W est à remarquer c|iie toutes les propriétés des normales à une même conique sont mulliples. Si l'on considère, en effet, le triangle formé par les deux axes et la droite de Tinfini, chacun des côtés de ce triangle joue le même rôle relativement aux normales. Cela résulte immédiatement de cette propriété très simple : Si l'on effectue une transformation ho mo graphique de façon qu'aux foyers d'une conique correspondent les deux ombilics (') du plan, les normales à cette conique deviennent après la transformation les normales à la conique transformée.
En particulier, si l'on prend pour point de départ la proposition de Joochimsthal énoncée plus haut elqiiel'on peut énoncer ainsi :
Étant donnés sur une conique quatre points p, (/, r, s tels, que les normales concourent en un même point, si l'on désigne par p' le point diamétralement opposé à p, les droites rs et qp sont également inclinées sur les axes,
on en déduira immédiatement la proposition suivante qui, sous une autre forme, a été donnée également par Joacliimsthal :
Etant donnés sur une conique quatre points p, q, r, s, tels que les normales concourent en un même point, si l'on désigne par p le symétrique du point p par rapport à l'un des axes, les droites rs et qp' rencontrent cet axe en deux points situés à égale distance du centre.
S. En conservant les notations précédentes (3 ), soit MN la normale menée en nn point M d'une conique K. De chaque point m de celte droite on peut mener trois normales à la courbe distinctes
(') J'appelle ici ombilics les points imaginaires situËs à l'inlini et commun; » Lnus les cercles d'un plan; j'appelle de même ombilicale la conique imaginaire sitifée à i'inlini el commune à toutes les sphères de l'espace.
Les propriétés des normales â une surface du second ordre sont également multiples; si l'on effectue une transformation homographique, de telle sorte qu'à la focale d'une surface du second ordre corresponde l'ombilicale, les normales A la surface ont pour transformées les normales à la surface transformée.
de MN; soient a, b, c les pieds de ces normales. Par un sommet S de ia conique, menons des droites parallèles à bc, ca, ab et soient respectivement a, (3, y les points où ces droites coiipentla courbe. En remarquant qu'on ne peut mener à la parabole enveloppée par les eûtes du triangle abc qu'une tangente parallèle à une direction donnée, on verra facilement que le point a détermine les points associés p et y; par suite le triangle a^v enveloppe une conique que l'on voit immédiatement être une parabole. Le centre de gravité du triangle a^y décrit par suite une ligne droite; en plaçant successivement le point m sur chacun des axes, on voit que, pour chacun des triangles correspondants, le centre de gravité est sur l'axe passant par le point S.
La proposition de Joachimsthal que j'ai énoncée au commencemenr de cette Note est donc démontrée.
COURBES IimCURSAlES DE TROISIÈME CLASSE.
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i. Soient A, B ot C trois |joints d'une conique K et un point P pris arbitrairement dans son plan. Par les quatre pointa A,, B, C et P faisons passer une conique arbitraire H et soit Q le quatrième point oii celte conique rencontre K,
Cela posé, étant pris un point M arbitrairement sur K, menons la droite MP et joignons au point Q le point I, où MP coupe une seconde fois ta conique H. La droite IQ coupe K en un second point a; joignons-le au point M. La droite M ce enveloppe, lorsque le point M se déplace sur la conique, une courbe qui est évidemment de la troisième classe. Si, en eft'et, on mène la droite MQ rencontrant la conique H au point G, pnis la droite GP renconti-ant la conique K aux points f> et y, on voit que M |5 et My sont encore des tangentes à la courbe cherchée. Il est clair, d'ailleurs, que l'on a ainsi toutes les tangentes passant par le pointM; donc l'enveloppe est de troisième classe. En faisant coïncider successivement M avec chacun des points A, B, C, on reconnaît facilement que l'enveloppe touche en ces points la conique K, les troisièmes langentes que de chacun d'eux on peut mener à la courbe se rencontrant au point P.
L'enveloppe fait donc partie du faisceau formé par les courbes de troisième classe touchant aux trois points A, B, C la conique K et tangentes aux droites AP, BP et CP ; et il semble d'abord qu'en faisant varier la conique H on pourra engendrer de la façon que j'ai indiquée toutes les courbes da faisceau.
Pour se convaincre qu'il n'en est pas ainsi, il suffit de remarquer que l'une des tangentes issues du point M {celle que j'ai désignée
par Ma) se détermine individnellement elque d'ailleurs les points de la conic|ue K se déterminenlindividuellement; l'enveloppe est done la courbe unicursale du faisceau.
Les propriétés les plus simples des couiques montrent en effet que, le point M étant lise, le point a est parfailemenl déterminé, quelle que soit la conique que l'on fasse passer par les points A, B, G et P.
Par suite, dans la génération des tangentes à l'enveloppe, on pourra remplacer la conique H par un système de deux droites. Le point Q étant, par exemple, le point de rencontre AP avec K, ou engendrera les diverses tangentes à la courbe de troisième classe en faisant décrire au point I la droite BC.
2. Quelques conséquences intéressantes résultent des considérations qui précèdent. En effet, des trois tangentes que du point M on peut mener à l'enveloppe, deux (Ma et M^) rencontrent la conique K en deux points tels que la corde œ^ qui les joint passe par le point fixe P.
On peut donc énoncer la propriété suivante :
Si une courbe unicursale de troisième classe est tritangente à une conique ¥^,les trois tangentes que l' on peut mener à cette courbe par un point quelconque de la conique rencontrent de nouveau cette conique en trois points. Un des côtés du triangle formé par ces trois points passe par un point fixe.
3, Supposons que la conique K soit un cercle ajiant P pour centre; on voit alors que l'angle p Ma est droit.
Si un cercle est tritangent à une courbe de troisième classe unicursale et si les normales, menées au cercle en ces points, sont tangentes à la courbe, deux des tangentes que de chacun des points du cercle on peut mènera la courbe font entre elles un angle droit.
La réciproque est également vraie :
Etant donnée une courbe de troisième classe, si un cercle Jouit de la propriété que deux tangentes^ menées à la courbe
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par chacun de ses points, soient à angle droit, la courbe est uiiicursale; le cercle touche la courbe en trois points et lesnormales menées au cercle en ces points sont tangentes à la courbe.
Pour le démontrer, je reiuarquerai d'abord que, clant pris vn point quelconque M sur le cercle, comme deux des tangentes, menées à la courbe par ce point, sont liées par une relation particulière, la troisième tangente se détermine individuellement, donc la courbe est unicursale.
En second lieu, Ma désignant la tangente qiri passe par le point M et qui se détermine individuellement, il est clair que cette tangente, lorsque le point M se déplace, vient successivement coïncider avec chacune des tangentes à la courbe ; autrement la courbe se décomposerait en une conique et un point.
De là résulte que, une tangente quelconque à la courbe de troisième classe rencontrant le cercle en deux points, des deux perpendiculaires menées en ces points à la tangente l'une au moins est tangente à la courbe..
Menons maintenant une tangente commune au cercle et à la courbe ; cette tangente rencontrant le cercle en deux points confondus, d'apr6s ce que je viens de dire, la normale au cercle sera tangente à la courbe. On ne peut, d'ailleurs, par le centre du cercle, mener que trois tangentes à cette courbe; donc les points de contact des tangentes communes, se réduisent à trois.
Le cercle est donc tritangentà la courbe, etles normales au cercle, en ces points, lui sont également tangentes.
à. Les propositions précédentes se vérifient immédiatement sur les courbes unicursales de troisième classe les plus connues, telles que la cardioïde et Y hypocycloîde à trois points de rebroussemenl. On peut se proposer un problème analogue pour les courbes de quatrième classe :
Trouver toutes les courbes de quatrième classe par lesquelles le lieu des sommets des angles droits circonscrits se décompose en un cercle et une courbe résiduelle.
J'exaa^lnerai ce problème dans une prochaine communication.
SUR LA CARDIOÏDE.
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1. La cardioïde esl i'épicycloïde engendrée par un pofnt d'un cercle mobile (\\xi roule sans glisser sur un cercle de même rayon.
C'est une courbe de troisième classe et du quatrième degré ('), ayant, par conséquent, une tangente double et trois points de rebroiissemenl; deux de ces points de rebroussemenl sont les ombilics du plan. Les trois foyers de la courbe se réduisent à un seul foyer F, qui est le point de rencontre des tangentes menées
La cardioïde peut donc être définie comme une courbe de troisième classe, ayant une tangente double et un foyer singulier de rebroussement.
2. Dans tout ce qui suit, je m'appuierai principalement sur les deux propositions suivantes :
Pjiopositio» 1 {^). — Si, par un point quelconque du plan, on mène les trois tangentes à une courbe de troisième classe, et si l'on Joint ce point aux trois foyers de la courbe, les deux faisceaux de droites ainsi obtenus ont même orientation'; c'està-dire que la somme des angles que chacune des droites du premier faisceau fait avec une direction arbitraire est égale, à un multiple près de ■k, à la somme des angles que font, avec cette même direction, les droites du second faisceau.
(') Voir Salmon, Higher plane curves, p. ^70.
(') Voir ma Noie intitulée : Théorèmes ge'néraua; sur les courbes algébrigui (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, janvier i865).
i II ('). — Si, par un point quelconque M du plan, on mène les trois tangentes à une courbe de troisième classe, le centre harmonique des trois points de contact, relativement aupoint M, est le même que le centre harmonique des trois foyers relativement à ce même point. En d'autres termes, la polaire du point M, relativement au triangle formé par les normales menées à la courbe par les trois points de contact des tangentes, se confond avec la polaire du même point relativement au triangle formé par les droites menées par chacun des foyers perpendiculairement à la droite qui le joint au point M.
3. Les foyers de la eardioïde se confondent loiis les trois avec le foyer singulier F de celte courbe. On déduit donc immédiatement de la proposition I le théorème suivani :
Théouème I. — Si d'un point quelconque M on mène les trois tangentes à la eardioïde, la somme des angles que font ces droites avec la droite MF est égale à un multiple de t:.
La eardioïde a nn troisième point de rebrou ssement réel R, et, d'après un théorème très connu, la tangente en R passe par le point F. D'un point quelconque de la droite FR, on peut mener trois tangentes à la coiirbe, dont l'une se confond avec FR. Du théorème précédent il résulte que les deux antres tangentes sont également inclinées sur FR; donc :
La eardioïde est symétrique par rapport à l'axe FR.
-4. La proposition II, appliquée à la eardioïde, donne de même le théorème suivant :
Théorème IL — Si d'un point quelconque M on mène les trois tangentes à la eardioïde et les normales aux points de contact, lepiedde la perpendiculaire, abaissée du point M. sur sa polaire relativement au triangle formé par les normales, est le foyer de la courbe.
{ ' ) Voir ma Note Sur la détermination du rayon de c planes {Bulletin de la Société philomatkique, février 1867)
Ce que l'on peut encore exprimer soiis la forme suivante, plus commode dans les applications :
Soient N, N', N" les normales menées aux trois points de contact et * la droite menée par le point F perpendiculairement à FM ; si, par le point M, on mène une sécante arbitraire coupant respectivement les droites N, N', N" et $ aux points n, n', n" et es, on a, entre ces points, la relation
M ç ~ M II "^ M II '^ M n' ■
5. Supposons, en parliciilicr, que le point soit pris sur la droite FR; désignons par T ce point, par M le point de contact d'une des tangentes, distinctes de TF, que l'on peut mener à la courbe par le point T, enfin par N le point où la normale au point M rencontre l'axe FR. I! est clair qne la normale menée par le troisième point de contact rencontrera également au point N l'axe de symétrie. En prenant donc pour sécante l'axe lui-même, l'équation précédente donnera la relation
(i) Tp = f>f TR '
qui lie entre eux les points de rencontre de l'axe avec la tangente et la normale menées en un point quelconque de la courbe.
6. Soient {fig- i) une cardioïde ayant pour foyer F, pour axe FA, et Aa la tangente double de cette courbe, a étant le point de contact situé an-dessus de l'axe.
Portons à gauche du foyer F une longueur FB = -j^ et à gauche du point A une longueur AR := —, puis aux points B, R et A élevons à l'axe des perpendiculaires BB', RR' et AA'.
Cela posé, par le point F, menons deux droites rectangulaires quelconques rencontrant respectivement les droites BB' et AA' aux points N et T. Au point I, où la droite FT coupe RR', menons une perpendiculaire à FT et appelons H le point où cette perpendiculaire rencontre la parallèle à l'axe menée par le point T; menons enfin la droite NH.
Je dis que la perpendiculaire abaissée du point T sur NH est tangente à la cardioïde, le point de contact étant précisément le piedM de cette perpendiculaire, en sorte que MN est normale à la courbe.
Pour le déiïionLrer, je ferai remarquer <jue, des trois tangenles que l'on peiU mener à la courbe par le point T, deux se confon-
dent avec la tangente double, leurs points de contact étant d'ailleurs le point a et son svmélrique a! par rapport à l'axe. Les normales en ces deux points sont les droites a^ et a'^' parallèles à l'ase. La troisième tangente touche la courbe en un point variable avec la position du point T; désignons pour un instant par A la normale au point de contact.
H suit du théorème II qtie la polaire du point T relativement ù la droite NF (cette droite étant considérée comme triple) se confond avec la polaire de ce même point relativement aux droites a^, a'p' et A.
Les triangles semblables BNF et FAT donnent la relation
BN X AT = BF X FA = A
de là résulte que la polaire du point T, relativement aux droites afi et a'p', est la droite NL menée par le point N parallèlement à l'axe.
La proposition précédente peut, par suite, s'énoncer ainsi :
La polaire du point T relativement à la droite i^ et à la
droite NL {celte dernière étant considérée comme double) se confond avec la polaire de ce point relativement à FN (cette dernière droite étant considérée comme triple) ; et de là résulte d'abord que la droite A passe par le point N.
Powr en déterminer un antre point, menons par ]e point T une parallèle à l'axe; soient Q (') le point où cette parallèle rencontre NF, et H le point où elle rencontre A.
D'après ce que j'ai dit ci-dessus, on aura
TQ ~ TH ■
Menons par le point II une perpendiculaire à FT; en désignant par I' son pied, on voit que les deux triangles FQT et FHT sont semblables et donnent la proportion
FT TQ 'i'
ÏT est dans te tiers de FI' et le point I' se confond avec le point I.
La proposition précédente est donc entièrement démontrée.
Elle donne un moyen facile de mener à la cardioïde une tangente par un point quelconque de la tangente double, ou encore de lui mener une normale par un point quelconque de la droite BB' qui, il est facile de le voir, passe par les deux points de la courbe où la tangente est parallèle à l'axe.
En particulier, on en déduit le théorème suivant :
Théorème III. — Si^ par un point quelconque de la cardioïde, on mène la tangente et la normale à la courbe et si l'on désigne par T le point où la tangente rencontre la tangente double ÂA', par N le point où la normale rencontre la droite BB' qui Joint les points de la courbe où la tangente est parallèle à l'axe, les deux points T eï N sont vus du foyer suivant un angle droit.
(') Les poiDts Q et a', ainsi que la droite a'p', le lecteur est prié d'j suppléer.
7. Quelques remarques sur ce qui précède ne seront pas inutiles.
Au point a la normale rencontre l'axe à l'infini et la tangente le rencontre au point A; en désignant, pour un instant, par R' ie point de rebroussement de la courbe, on aura donc, en vertu de la relation (i),
ÂF "" AÏr'
d'où AR'= AR. Le point R est donc le point de robroussemcnt. Si l'on, considère l'un des points situés sur la droite BB' et où la tangente est borizontale, le point de rencontre de la tangente gvec l'axe est à l'infini et le point de rencontre de la normale est en B. En vertu de la relation (i), on aura donc
BR = ,->BF, ,roii BF = R,\ = i^.
Les tangentes que l'on peut mener à la courbe du point T sont, d'une part, la droite TM e.t, d'autre part, la droite Ta, cette dernière étant comptée deux fois.
Envei'tu du théorème I, on a donc
MTI + aA'Ti = Liiuii.TT; OU, si l'on pose,
IITI = tp et MTJJ = e,
An moyen des équations précédentes, il est facile d'établir un grand nombre de relations cnlreles cléments de la figure r; je me bornerai à mentionner les suivantes :
NM - NF -H ABsinç, TF =.TM-^ ABcoso,
8, Le point D étant déterminé par la relation BD ^ —, élevons en, ce point une droite DD' perpendiculaire à l'axe; soit K. le point où celte perpendiculaire coupe NF. Menons KL perpendiculaire à NF et NL parallèle à l'axe; abaissons enfin, du point de rencontre L de ces deux lignes, une perpendiculaire sur la normale MN.
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Je dis que le point y, où elle rencontre cette normale, est te centre de courbure de la cardioïde au point M.
Soit, en effet, P le point où celle droite coupe FT, on démontrera aisément, en s'appuyantsurles propositions précédentes, que
par suite, le point P décrit, lorsque le point M se déplace sur la courbe, une droite perpendiculaire à l'axe cl dont le pied est à une distance
FC = iFB.
En se reportant à ce que j'ai dit plus haut, on voit aisément que la normale NM enveloppe une cardioïde ayant pour tangente double BB' et pour foyer le point F.
Le point de contact de la normale avec l'enveloppe est le point y ; ce qui démontre la proposition énoncée.
On voit aussi que la développée de la cardioïde est une cardioïde semblable à la proposée, le rapport de réduction étant - > proposition d'ailleurs bien connue.
Un autre mode de génération de la cardioïde mérite d'être
Soient [fig- 2) un cercle ayant pour centre F et un point fixe P Fig. 2.
pris sur celle courbe. Par le point P menons une sécante quelconque coupant le cercle en M; par le centre F menons une parai-
lèle à celte sécante rencontrant le cercle aux points A et B, joignons enfin MA et MB. Ces droites enveloppent, lorscm'on fait varier la direction de ia sécante, une courbe qui est évidemment de troisième classe et iinicnrsale.
Si l'on cherche les tangentes isotropes que, d'après la construction précédente, on peut mener à la courbe, on trouve facilement qu'elles passent par le point F; d'ailleurs ia courbe n'est évidemrment pas tangente à la droite de l'infini.
On en conclut que celte conrbe est de troisième classe, unicursale, et à foyer singulier triple, par conséquent c'est une cardioïde. Quelques propriétés intéressantes se déduisent du mode de génération que je viens d'indiquer.
Il est facile, en premier lieu, de trouver le point de rebroiissement de la courbe. Je remarquerai, à cet effet, que si, au point F, on élève une perpendiculaire au rayon FP, la droite HP est une tangente à ia courbe et qui !a touche au point I déterminé par la relation
Au point i, menons la normale à la courbe et soit K. le point où elle rencontre l'axe, en désignant par R le point de rebroussement de la cardioïde; on aura, en vertu de la relation (i),
d'où l'on déduit
Considérons, en second lieu, un point quelconque M du cercle; si, par r, on mène une parallèle à MP rencontrant le cercle aux points A et B, deux des tangentes que l'on peut mener du pointM à la courbe sont les droites MA et MB.
La troisième tangente s'obtiendrait en menant par le point P une parallèle à MF et en joignant au point M le point C où cette parallèle coupe le cercle.
On voit que les deux tangentes MA et MB sont à angle droit;
Théorème IV. — Si, d'un point quelconque du cercle K pas-
sant par le sommet de la cardioîde et ayant pour centre son foyer, on mène les tangentes à la courbe; deux de ces tangentes sont rectangulaires (').
10. Considérons (Jlg- 2) les deux poinls M et C qui aoot les -extrémités d'une corde tangente à ta cardioîde; on voit immédiaietnenl sur la figure que l'arc MH est la moitié de l'arc PC.
La cardioîde peut donc être considérée comme l'enveloppe de la corde gui Joint deux points mobiles sur un cercle, ces deux points décrivant le cercle dans le même sens et l'un ayant une vitesse double de la vitesse de l'autre.
Supposons que les deux points M el C se soient déplacés infiniment peu et soient venus en M' et C ; désignons par T le point de rencontre de MC et de M'C. On aura MM'= iCC; d'autre part, les triangles semblables MM'T el GC'T donnent
Théorème V. — La corde interceptée par lecercle K sur une tangente quelconque à la cardioîde est partagée par le point de contact en deux segments dont l'un est te double de l'autre-
ii. D'autres propriétés des normales à la cardioîde peuvent être déduites par des considérations entièrement différentes de celles qni précèdent, et en s'apptiyant seulement sur !a propriété suivante :
La cardioîde ayant un axe de symétrie et ayant pour points de rebroussement les ombilics du plan, tout cercle ayant son centre sur l'axe de symétrie ne rencontre la portion de la courbe située au-dessus de l'axe qu'en deux points distincts des ombilics.
C) Voir i ce sujet ma Note Sur les courbes unicursales de trot niqiiée à la Société mathématique en novembre 1877.'
De là résulte immédiatement la proposition suivante (') :
Théorème VÏ. — Étant pris deux points fixes quelconques A et B sur la cardio'ide, soit C un point mobile sur celte courbe; sur les milieux des cordes CA. et CB, élevons respectivement des perpendiculaires à ces cordes et soient T eîK les points où ces perpendiculaires coupent l'axe. Quelle que soit la position du point C sur la courbe, la différence
FÎ"" FK
demeure constante.
Démonstration. — Je supposerai, pour fixer les idées, que les points A, B, ainsi que le point mobile C, sont sur la partie de la courbe située au-dessus de l'axe; et, pour plus de clarté, je considérerai d'abord, au lieu de la cardioïde, une spirique quelconque, c'est-à-dire iine courbe du quatrième ordre, ayant un axe de symétrie et pour points doubles les deux ombilics du plan. Une spirique, comme on le voit aisément, jouit de la propriété qu'un cercle ayant son centre sur l'axe de symétrie ne rencontre la courbe qu'en deux points situés au-dessus de l'axe et distincts des om-
Cela posé, A et B désignant deux points fixes de la spirique et C un point variable sur cette courbe, par les milieux des cordes GA et CB élevons des perpendiculaires à ces droites ; soient I et K les points où ces perpendiculaires coupent respectivement l'axe de la spirique.
J'établirai d'abord que les points I et K déterminent sur l'axe, lorsque le point C se déplace, une division homographique.
En effet, le point I étant donné, le point G se trouve au-dessus de l'axe et à l'intersection de la courbe avec le cercle décrit du point I comme centre avec lA. pour rayon ; ce point est donc parfaitement déterminé, puisque ce cercle ne rencontre la courbe an-dessus de î'axe qu'en deux points distincts des ombilics.
( ') Les considëraiions qui suivent s'appliquent également aux coniques et aux anatlagmatiques du troisième et du quatrième ordre qui ont un axe de syméirie. Voir à ce sujet ma Note Sur les spiriques {Bulletin de la Société philoma-
Le point C étanl déterminé, le point K l'est également quand on se donne le point I, et l'on prouverait de même qu'à une position du point K correspond une position unique du point I; d'où il résulte que les points I et K déterminent sur l'axe des dissions hom ograp hiques.
Cherchons les deux points doubles. Le point C se déplaçant sur une des branches infinies qui passe à un ombilic m en se rapprochant indéfiniment de cet ombilic, le cercle passant par les points A et C, et symétrique par rapport à l'axe, a pour centre, à la limite, le point où la tangente en w, à la branche de courbe considérée, perce l'axe, c'est-à-dire le fojer singulier / correspofldant à cette branche de courbe. Ce point est, par la même raison, le centre du cercle limite passant par les points B, Cet symétrique par rapport à l'axe; ycst donc un poioldouble de la division homographique. Le même raisonnement s'appliquerait à la seconde branche de courbe.
Ainsi, quand on considère une spirique générale, les deux points doubles de la division homographique, formée par les points 1 et R, sont les foyers singuliers de la courbe.
Dans le cas particulier de la cardioïde, les points doubles à l'infini deviennent des points de rebroussement et les deux foyers singuliers viennent se réunir au foyer unique F de la courbe. La division homographique formée par les points I et K a donc deux points doubles coïncidents en F; d'où le théorème qu'il fallait démontrer.
12. Supposons que l'on fasse successivement coïncider le point mobile C avec A et avec B ; dans le premier cas, la perpendiculaire élevée au milieu de AC se confond avec la normale en A et, dans le second, la perpendiculaire élevée au milieu de BC se confond avec la normale en B.
On peut donc énoncer la proposition suivante : Théorème VIL — Étant donnés deux points quelconques A et B situés sur une cardioïde, menons les normales en ces points et, par le point milieu de la corde AB, une perpendiculaire à cette corde; soient respectivement a, b, i les points où ces droites rencontrent l'axe, le point i et le foyer F de la courbe divisent harmoniquement le segment ab.
En eïïel, en supposant que le point mobile C vienne successivement coïncider avec le point A et le point B et en appliquant le théorème précédent, on a
En particulier, si îe point B est un des points où la tangente double touche la cardioïde, le point de rencontre de la normale avec l'axe étant à l'infini, on a cette proposition :
Si l'on désigne par a le point où la normale en un point A de la cardioïde rencontre l'axe, et par i le point oit cet axe est rencontré par la droite élevée par le milieu de la corde, qui joint A à l'un des points où la courbe touche la tangente double, et perpendiculairement à cette corde, le 'point a est le fnilieu du segment FI.
13. Je m'arrêterai ici dans cette étude des propriétés des normales à la cardioïde. Dans une prochaine Note, je ferai l'applicatioa des mêmes principes à l'étude de diverses courbes remarquables de la troisième classe et de classes plus élevées.
LES NORMALES AUX SLBrACES DU SECOND ORDRE.
iVouvelles Annales de Mathématiques ; 1878.
1, Étant donnes une surface du second ordre K ayant pour équation
et lin point M ajant pour coordonnées a, p, y, on sait que l'on peut de ce point mener six normales à la surface, les pieds de ces normales étant déterminés par les équations
_ _aM _ ^''' , _ '^T
oii o est une des racines de l'équation
Ces six points sont d'ailleurs déterminés par l'interjection de K avec la cubiqiie gauche H, délinle par les équations
\n~ hl^y ^' ~'h ~ ~^ "" "' \ï,^ 7^y^^~r "h ^^'
Cela posé, déterminons les quantités ^, r,, ^, P, Q, R, X, Y,
yGoosle
Z et G, de telle sorte que l'on ail identiquement
Q,[(l-i).«.IJ_
On aura, entre ces dix quantités, les neuf relations (3) Ky, + ,£+.< =-(G^-6),
(Q(i_:) = <^i^^<ii^^
et
(5) j R:< — P-f = 26Y^-(G-+-6)ïi,
Comme nous disposons de dix quantités indéterminées pour satisfaire à ces neuf relations, on pourra y satisfaire d'une iniinitc de manières.
Considérons maintenant l'équation (a), elle exprime évidemment que, des six. pieds des normales que l'on peut abaisser du point M, quatre sont situés sur la sphère
^î-hj-s+sî— aXar— iY_>-— 2Z3-i-G = o et les deux autres dans le plan
yGoosle
dont le pôle, par rapport à la surface du second ordre K, a pour coordonnées ^, y;, Ç; et, comme ces quantités renferment nn paramètre arbilraire, elles sont les coordonnées d'un point quelconque de la polaire, par rapport à K, de la corde qui joint les pieds des deux dernières normales dont je viens de parler.
Désignons par S la sphère dont l'équalion est
a^!+_j.s + a2— 2X37 — aYj' — 3Z2-+- G = o;
les coordonnées de son centre sont évidemment X, Y, Z et G est la puissance de l'origine relativement à cette sphère. Elle contient, comme je l'ai dit, quatre des pieds des normales que l'on peut abaisser du point M. Soient D la corde qui joint les pieds des deux autres normales et A sa polaire réciproque par rapport à K. D'après une dénomination généralement adoptée, ^A est un axe relativement à K et aux surfaces du second ordre, qui forment avec elles un système homofocal; en d'autres termes, les deux droites D et A sont perpendiculaires entre elles.
De ce que j'ai dit plus haut il résulte que, si l'on considère Ç, ï;, \ comme des coordonnées courantes, la droite A est précisément déterminée par les équations (3), ou encore, si l'on pose, pour abréger,
(6) ^X = 3 + A, •j.Y=p-hli, 5Z=Y-f-G, par les suivantes
(7) A; + a = lî-ii-l-^' = Gi;-i-c::=X, avec la relation
3. Tirons de (7) les valeurs de ^, yi, i^ et portons-les dans (8); :n égalant à zéro le terme constant et le coefficient de X, il viendra
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Soient œ, y, z les coordonnées d'un quelconque des points ou D rencontre la surface du second ordre K, le plan tangent en ce point contient A, et son équation est
Remplaçant, dans celle équation, ^, vi, Ç par leurs vafeurs tirées de (7), il vient, en égalant à zéro, le lerme constant et le coefficient de )^
L'équation (12) est celle du plan diamétral contenant la corde D ; le plan, déterminé par l'équation (11), contient le point M en vertu de la relation (9); c'est donc le plan qui passe par les deux normales dont les pieds sont situés sur D; je le désignerai par P.
4. En général, pour abréger le discours, étant donné un plan quelconque ayant pour équation
j'appellerai centre de ce plan le point dont les coordonnées sont p, q. r et foyer de ce plan le point où se coupent les deux normales à K qui sont contenues dans ce plan. On voit que le plan P, dont j'ai parlé plus haut, a pour foyer le point M et pour centre le point m dont les coordonnées sont A, B, G.
La notion de centre d'un plan se présente fréquemment dans la théorie des normales aux surfaces du second ordre, et, à ce sujet, je rappellerai une élégante proposition due à Joachîmstbal :
Étant donnés, sur une surface du second ordre, tj-ois points a, 6, c, tels que les normales en ces points concourent en un même point M, le pôle du plan abc, relativement à cette surface, est le centre, relativement aux trois axes de la surface,
du plan qui passe par les pieds des trois autres normales que l'on peut encore abaisser du point M ( ' ) .
5. En adoptant les dénominations qui précèdent, il résulte immédiatement des équations (6) que le centre N de la sphère S est le point milieu du segment Mm.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Le centi-e de la sphère qui contient les pieds de quatre des normales que l'on peut abaisser d'un point donné M sur une surface du second ordre K, est le milieu du segment qui Joint le point M au centre du plan qui contient les deux autres normales.
6. Pour déterminer complètement la sphère S, dont on peut construire le centre au moyen de la proposition précédente, il suffit de connaître la puissance G de l'origine relativement à celte sphère, ou bien encore de connaître la sphère S, dont l'équation
Cette sphère 2 peut être facilement déterminée en s'appuyant sur la propriété suivante
Le point M et le pôle du plan P, relativement à la surface du second ordre K, sont deux points conjugués relativement à la sphère S, en d'autres termes le plan polaire de chacun d'eux, relativement à S, contient Vautre point.
Pour démontrer cette propriété, je remarque que le pôle du plan P, relativement à K, a pour coordonnées
le plan polaire de ce pôle, relativement à S, a poui
(') JoAOHLJisTiiAL, De quibusdam œqualionibus quarti ei sexU gradus guce in theoria liitearum, et super fieierum secundi gradus occurrunt (Journal de Crelle, t. 53, p. l'js).
et, en verUi de la relation (lo), il contient évidemment le point a, P, y; ce qui démontre la proposition énoncée,
7. La cubique ganche H rencontre la sphère S, d'abord aux quatre points où les normales concourent en M, puis en deux
autres points. Je dirai, poui
, que la corde qui joint ces
deux derniers points esl la corde supplémentaire de D.
Ii'exameo de l'équation (2) montre immédiatement que la corde supplomenlairc est constamment comprise dans le plan
où ^, vj, X, désignent les coordonnées d'un point quelconque de A. Remplaçons, dans l'équation précédente, ^, r,, "Q par leurs valeurs tirées de (7), et égalons à zéro le terme constant ainsi que le coefficient de X; nous aurons les équations suivantes, qui définissent la corde supplémentaire :
l^'iZ.
L'équation (i4) montre q corde supplémentaire est par
; le plan diamétral passant par la lèle au plan P. D'où la prO|)Osition
Les six pieds des normales, que l'on peut d'un point M abaisser sur une surface du second ordre, sont, ainsi que le point M et le centre O de la surface, situés sur une même ' cubique gauche H.
Si, par le point O, on mène un plan parallèle au plan qui contient M et les pieds de deux quelconques des normales, ce plan coupe la cubique en deux autres points. Ces deux points et les pieds des quatre autres normales sont situés sur une même sphère.
S. En désignant par ^, r,, Ç des constantes arbitraires, le pôle du
relativement à K, est le point (Ç, ti, Ç), dont le pian polaire, relativement à 2, a pour éi:[iialion
^l+yn + z!; + G = o.
Il résulte d'aitlenrs de ce que j'ai dit pins liant qne, si le plan
tourne autonr de la corde D, le plan
tourne autonr de la corde supplémentaire.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
La droite A et la corde supplémentaire de D sont polaires réciproques, relativement à ta sphère S.
9. Comme, dans la théorie des normales à une surface du second ordre, on a souvent à considérer les centres de divers plans (ces centres étant déterminés relativement ans a\es de la surface), il n'est pas inutile d'entrer dans quelques détails relativement aux propriétés de ces points.
En premier lieu, soit, p désignant un paramètre variable,
{a-hpa')x^{b-hpb')y-h{c-i-pc')s + d-\-pd''= o
l'équation d'un plan tournant d'une droite fixe.
Pour trouver le lieu décrit par le centre de ce plan, identifions son équation avec l'équalion
il viendra
d-\- çd u _ '^ ~^ 9^ „ _ d-\- çid'
d'où l'on voit que le centre décrit une cubique gauche passant par les sommets du tétraèdre 6 formé par les plans principaux et le plan à l'infini.
D'où les propositions suivantes :
Le lieu des centres des plans, qui passent par une droite fixe,
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est une cubique gauche passant par les sommets du tétraèdre ® ; et réciproquement :
Si une cubique gauche passe par les sommets du tétraèdre &, les pians, dont ses divers points sont les centres, passent par une droite fixe.
En second lieu, considérons une droite quelconque dont un des points soit déterminé par les équations
"" rf -+- p (/' ' d-+- çid'^ d + çd'.
Le plan ayant pour centre ce point a pour équation
a-r r^a' b -i- fb' c-^-pc' d -i- ^d' '
et il est clair que, quand on fait varier p, il enveloppe une cubique gauctie ayant pour plans oscutateurs les plans qui forment les faces du tétraèdre 6.
D'où les propositions suivantes :
Les plans, qui ont pour centres les différents points d'une droite, enveloppent une cubique gauche inscrite dans le tétraèdre 0 ('); et réciproquement
Si une cubique gauche est inscrite dans le tétraèdre 0, le lieu des centres de ses divers plans osculaleurs est une ligne droite.
Je m'appuierai maintenant sur le lemnie qui suit
Lemme. — Si les sommets des deux tétraèdres sont situés sur une même cubique gauche, les huit faces de ces tétraèdres sont les plans osculateurs d'une autre cubique gauche.
Réciproquement, si les huit faces de deux tétraèdres sont les plans osculateurs d'une même cubique gauche, leurs huit sommets sont situés sur une autre cubique gauche.
(') J'entendâ par cubique gauc/ie insci ayant pour plans osculateurs tus faces de c
Il suffit évidemment de démontrer la premièie partie de ce Icinme, la seconde proposition étant corrélafive deJa première.
Pour la démontrer, je remarque que la cubique, qui contient les sommets des deux tétraèdres, étant une courbe unicursale, je puis supposer que les sommets du premier tétraèdre soient déterminés par les racines d'une équation d(T quatrième degré f{x)=:o, et les sommets du second par les racines d'une équation de même degré F(a7)=: o.
Cela posé, on voit que les racines de î'équation F(,r)-i-V(^0 = o,
oii ï. désigne un paramètre variable, déterminent sur la cubique les sommets d'une suite de tétraèdres, chaque point de la courbe étant d'ailleurs le sommet d'un seul de ces tétraèdres; d'oii il résulte que les faces de tous ces tétraèdres enveloppent une ctibiqne gauche^ puisque, par chaque point de la courbe donnée, on ne peut mener que trois plans osculateiirs à l'enveloppe.
En particulier, les faces des deux tétraèdres donnés sont des plans osculateurs de cette cubique gauche ; la proposition est doiic démontrée.
H. Considérons maintenant quatre plans dont les centres soient en ligne droite : d'après ce que j'ai démi;)nlré plus haut, les faces du tétraèdre T, déterminé par ces quatre plans, sont les plans osculateurs d'une cubique gauche inscrite dans le tétraèdre 6. Du lemme précédent il résulte que les sommets des tétraèdres T et 6 sont situés sur une même cubique gauche et, par suite, les plans ayant ponr centres les sommets du tétraèdre T passent par une même droite.
On peut donc énoncer la proposilion suivante ;
Si les quatre faces d'un tétraèdre ont leurs centres en ligne droite, les plans qui ont pour centre les sommets du tétraèdre passent par une même droite.
Et de même :
. Si les plans qui ont pour centres les sommets d'un tétraèdre passent par une même droite, les centres des faces de ce tétraèdre sont en ligne droite.
12. Si d'un point quelconque M de l'espace on mène les six normales à la surface du second ordre K, on sait que le |.>oint M et les six pieds des normales sont situés sur une même cubique gauche passant par les sommets du tétraèdre 0. Désignons par /), , />2,jf>3, •.-, /)o les pieds de ces normales.
Des considérations qui précèdent il résulte immédîalement que :
Si l'on forme un tétraèdre ayant pour sommets quatre quelconques des sept points M, p^ , p2, ■ - - , pt, les centres des faces de ce tétraèdre sont en ligne droite.
13. Considérons une droite quelconque E, normale à une surface de second ordre, ayant pour axes les axes de coordonnées 0;r, Oy el Oa. Le lieu des centres des plans qui passent par E est une cubique gauche L passant par les sommets du tétraèdre 0. Soit M un point quelconque pris sur cette normale; par ce point on peul mener à la surface cinq normales distinctes de E; soient y?), ^ai />3, Pi eVpi leurs pieds. Désignons parN, le centre de la sphère qui passe par les quatre points />a, /)a, pi etp^, de même par Na le centre de la sphère qui passe par les quatre points p,, p,, p^ el Pi, ... ; désignons enfin par /M|, in^, m^, m„ et mj les centres (les plans qui, passant par E, co ntiennent respectivement les poinls PuI>i,P3,PA etpy
D'après ce que je viens de dire, les cinq poinls m sont situés sur la cubique gauche L ; d'ailleurs, comme je l'ai montré préccdem ment (ii° 5), les poinls JV sont respectivement les milieux des segments Mm.
D'où l'on déduit immédiatement les propositions suivantes ;
.Si d'un point M on mène cinq normales quelconques à une surface du second ordre, ayant pour centre O, les cinq pieds de ces normales peuvent être regardés comme les sommets de cinq tétraèdres; les centres des cinq sphères circonscrites à ces tétraèdres sont situés sur une cubique gauche, passant par le milieu du segment MO et par les points situés à l' infini sur les axes de la surface.
Étant données une droite quelconque E et trois droites rectangulaires Ox, Oy et Oz, imaginons toutes les surfaces du
second ordre ayant ces droites pour axes et normales à E; si d un point M, pris arbitrairement sur E, on mène à l'une de ces sur/aces quatre normales distinctes de E, le lieu du centre de la sphère circonscrite au tétraèdre, formé par les pieds des normales, est une cubique gauche passant par le milieu du segment MO, et par les trois points à l'infini sur les axes Ox, OyetOz.
Il est à remarquer que, si le poinl M se déplace sur la droïle E, la cubique gauche conserve sa forme, ehaeun de ces points décrivant un segment de drdite parallèle à E et égal à la moitié du segnienl dont le point M s'est déplacé.
\A. Je ne développerai pas davantage les conséquences qu'on peut déduire des propositions précédenles, et je terminerai cette Note en établissant quelques formules qui peuvent être utiles dans les recherches sur les normales aux surfaces du second ordre.
Soient p' et p" les deux racines de l'équation (i) qui correspondent ans deux normales dont les pieds sont situés sur la droite D, et soit
En désignant, pour un instant, par p l'une quelconque de ces racines, les coordonnées du pied correspondant sont
et réquation du plan tangent en ce point est
Ce plan contient la droite A; tirons de {7 ) les valeurs de |, ïj, Ç et portons ces valeurs dans l'équation précédente. En 1 ■ zéro le coefficient de X, on obtiendra la relation
A(«-p) Biô-p)'^ C(c-p) et cette relation devant être satisfaite pour p = p' el p = p", il
vient, après quelques réclucLtons faciles,
F(p) = f-(G + a-,-i + e)p^a6o(£^ + i + i); d'où (15) G-p'+p'-o-i-.,
et
i F(») = (^ -»)(«_ 4) J=(o_p') («-?'), F(S).(a^t)(i^o)^ .(S-p')(t-p-), F(o)-(i-ol(o-»)l-(o-p')(o-p-).
Puisque p" satisfait à l'équation (i), on a idenliquemeol •y t?'(i-p')' , cT(e-p')'
d'où, en remplaçant les dénominateurs par leurs valeurs tirées de (|6) et p' par p,
Celle équation devant être salisfaÎLe pour p =^ p' et p =: p", on en déduit celte nouvelle expression dii polynôme F(p),
ra(b^cy\Ha-ç)^+b{c-ayBHb-p)^ 1
D'où, en vertu des équations (i6), les relations suivantes qui déterminent les coordonnées a, ^, y du foyer du plan
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^quelles on peut joindre la
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A UNE MÊME SURFACE
Nouvelles Annales de Mathématiques; i
■I. Je renverrai, pour loiiles les noLalions dont je me servirai ici, à ma Note Sur les formules fondamentales de la théorie des surfaces (').
Par chaque point M d'une surface S menons une droite m, dont la position soit définie par l'angle 9 qu'elle fait avec la normale j1/Z à la surface et l'angle ^ que fait avec la direction M^ sa projection sur le plan tangent.
Les cosinus des angles que font, avec les axes coordonnés, les trois directions JÏ/X, MY et J/Z, étant respectivement
les cosinus des angles que fera avec les axes la droite i respectivement
^siri8cos<f + cos?s
..f.inec.
jsïisinf)
nç-i-cosX cos6, nç-HcosficosB,
ît, pour que les diverses droites m soient normales à une même
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l siiffisanL que !'eK|.)ressiori |sinesLnç + cos).cose)
(-GrfccosÇ, i-Gâfccosvj, rfa =EdMCOSY-FGrfuct>sî;
subsLiluaiU ces valeurs dans l'expression précédenle, elle donne
E sin6 costf.du ■+- G sin9 siiKp.dc;
et, pour qu'elle soil une difierenLielle exacte, il est nécessaire et suffisant que l'on ait
â. L'équation précédente ne renferme que les quantités E et G, dont l'expression ne change pas quand on déforme la surface S.
D'où la conséquence suivante :
Concevons que chaque rajon m conserve une position fixe par rapport an plan tangent en M, c'est-à-dire que sa projection sur ce plan tangent et l'angle qu'il fait avec ce plan demeiirent invariables ; cela posé, si les rayons émanant des divers points de S sont normaux à une même sur/ace et si l'on dé/orme S de façon que l'élément d'une courbe quelconque tracée sur dette sur/ace concerne la même valeur, chaque plan tangent à la surjace entraînant avec lui le rayon correspondant, les divers rayons dans leur nouvelle position sont encore normaux à une même surface.
3. L'équation (i) étant satisfaite pour certaines valeurs des fonctions cp et 9, elle est encore évidemment satisfaite quand on y remplace sin6 par A'sinQ, k désignant une constante arbitraire.
D'où ce beau théorème dû à Dupln :
Si des rayons normaux à une même surface se réfractent sur une surface S, ils sont encore, après leur réfraction, normaux à une même surface.
-4. Chaque rayon m se projette sur le plan tangent en M, suivant une droite faisant avec la droite M^ un angle égal à <f. Toutes ces projections enveloppent des courbes que l'on peut, pour abréger, appeler la. projection du système de rayons sur la surface. La fonction y étant connue, on obtiendra l'équation différeatielle de celte projection en posant » ^ /; d'où
Ea remplaçant » par i dans l'équation (i), il vient
OU, en remplaçant respectivement cosi et sine par leurs valeurs, Edu Gdi'
Esin8)ErfM-^(Gsine)Grf<'-EG^iiie^i=o, dc^ ' du
ou encore
du d dv d
Si 8 esl constant, on peut, dans la relation précédente, supprimer le facteur commun sinS, et, en remplaçant respectivement
^ et ^ par leurs valeurs - GM et EN, elle devient dv du '
di -hM du -t- î^ dv ^ o;
ce qui est précisément l'équation des lignes géodésiqites. D'où la proposition suivante :
Si des rayons émanant de chacun des points d'une surface S sont normaux à une même surface, et si chacun d'eux fait un angle constant avec le plan tangent au point de S dont il émane, la projection du système de rayons sur S est un système de lignes géodèsiques de cette dernière surface.
S,- La réciproque de celle proposition est égalcraenL vraie. Considérons sur S lia sysLÔme de lignes géodésiques, nous choisirons les axes des u et des C, de telle sorte que ces lignes géodésiques soient définies par l'équation c = const. Cela posé, cherchons les sj'slèmes de rayons normaux à une même surface et ayant pour projection le système considéré de lignes géodésiques. Dans ce cas, on peut poser E = i et G = ï^(«)i et l'angle désigné par tp est égal à zéro, l'équaiion (i) devient alors
Celte équallon élant identiquement satisfaite quand on fait 9 = const., la réciproque de la proposilion énoncée est démontrée. En . particulier, si l'on fait 6 = 0, on obtient ce théorème bien
Si l'on considère un système de /ignés géodésiques tracées sur une sur/ace, les tangentes aux différents points de ces lignes sont normales à une même surface.
-6. On satisfait également à l'équation (a) en prenant pour 9 une fonction arbitraire de u.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Étant donnés un système de lignes géodésiques tracées sur une surface et les trajectoires orthogonales de ces lignes, si par chaque point M d'une de ces lignes on mène une droite située dans le plan tangent à cette ligne en M et normal à la surface, Vangle de cette droite avec le plan tangent étant constant le long d'une même trajectoire orthogonale, mais variant du reste d'une façon arbitraire quand on passe de l'une de ces trajectoires à une autre, toutes ces droites sont normales à une même surface.
SUR LES COURBES DE TROISIEME CLASSE
Journal de Mathématiques pure
\. Soit une courbe (ie troisième classe ^^^K*', lepréscntce par l'cqiialion tangcnlielle F(«, f , w) = o ; si l'on |iose ¥(\>., —\,-ky- ti3:)== U(X, ^), '
l'équalion U{\, ji) ^ o est l'éqnalion nii\le de la courbe.
En posant U — (a, b, c, a(),je prendrai, ponrfojme canonique de U, l'expression réduite «À' + rffA*; de plus, je représeulerai par (A, B, C) le hcssien H de U, en sorte que l'on aura A = (te — 6S 2B = a.d—bc, G = bd^c^.
La courbe ^^ est une courbe du sixième ordre K°, dont l'équation cartésienne s'obtient en égalanl à zéro ie discrimioanl A de la forme U. En adoptant les notations de mon Mémoire sur l'application de la théorie des formes binaires à la Géométrie analytique ('), je représenterai par © le contrevariani de F, qui, égalé à zéro, donne l'équation de la cajlejenne G^ de M^.
En di'signant respectivement par
n=(a, ?, T)=^ et w=\q — ijp=<,
Fcquatioii misle de la conique polaire de la droite de l'infini et l'équation mixte du pôle de cette droite relativement à M'^, les formules (6) et (i i) du Mémoire déjà cité donnent immédiatement,
(') Journal de MathématigueSf 3" ^éi'ie, l. I. Les i-asivot, i ce Mémoire sont injiciués par la désignation (F. B ).
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.J'y joindrai encore les formules suivantes, que l'on déduit facilement des précédentes, et que j'écris sous forme canonique, en y faisant é et c égaux à zéro :
I dx dcc lia,-
\ dy"^'' 'dy~ ' dy^
-rfa,
On en déduit l'expression de jj et de q, en partant de l'idenlité 0 = AY^-aBp-i-Ca, (F. B. n" 18)
qui, dérivée successivement par rapport à ^ et _j', donne les deux
relations
■(5) i&, = adp-h a-(^-~dx'^, 'Sei = — adij + da'—-ap-!.
(') En général, 7, désignant une fonction de a; et de j' du degré re, je poserai
3, En représentant par W(X, jj;) = o l'équation mixte de ta hessienne Jy* de ia courte, on a, sous forme canonique (F. E, ii"!)),
I aX o aX + ^ix I
I oX + ^|i pX -H ïji Xç — HP I
OU, en développant le second membre et en remplaçant p el q par leurs valeurs déduites des équations (5),
ou encore, en mnllîpliarit les deux membres par a^d'^^zA, el en remplaçant a, ft, y par leurs valeurs,
d'où, enfin, en passant de la forme canonique à la forme générale, AW-6Hft.,)""'-"''""^°l"^"'"--'«'''°''^°'"^6.U(X,|.). Pour abréger, je poserai
(C) JA(Xjr— [j«) = (eii- iei)(AX+B|j) + (ei2_Ae2)(BX-i-G^),
où 3t et '^ désignent des polynômes du cinquième degré enx ety, et l'équation mixte de la liessienne sera donnée par la formule suivante :
(7) AW(X, ^L)=H[X, ^}(Xl)-ixJ)-eîU(X,ix).
A. L'équation mixte du pôle de la droite de l'infini étant
on déduit, des équations (5), la relation suivante :
(S) A!ra = CTifÀ -f-(fAl|H-<ld[X(eAi— 3Aei)+ i^i^^i— 3i6i)]-
En désignant toujours par H ^= o l'équation de la conique polaire de la droite de l'infini, par IIq,^ o et 7i!„= o les équations de la conique polaire el du pôle de la droite
on aura (l'abord (F. B.,iiM8),
(9} in„= aiX'^ -i- df jJ.^ — ladui 0>,|i,
formule oii j'ai posé, pour abréger,
pms(F.B.,nMl),
rau=unu,j— cn„,, + ai(«na— cn|)-4-(i;2rrr.
SiibstituoDS, dans celle espressioo, les valeurs de ro, n, , 17:., . . ., tirées des relations précédentes, il viendra
-\-ui'^ad[\{%tii—\&,) + [a(9A|-"A0i)], OU encore, en verUi de l'idenlilé (6), (10) Aîra^-aXrî+rfii!j--2f«e'ï</:(),i| — [iî)-t- l^(Xî)~^t.T).
5. La courbe iS-' et sa hesslenne j^^ déterminent un faisceau tangentle!; en désignant, pour un instant, par Fo(m, c, iv) = o l'éqnalion tangenlielle de la hessîeiine, et par p un paramètre arbitraire, l'une quelconque des courbes de ce faisceau a pour équation tangenlielle F + 6pFo = o;jeia désignerai par la notation ^p. Son équation mi\te étant Up^^ o, la relation (7) donne immédiatement (u) iUp=6pH(X, |x)(X1))-,i:E) + (i-6pe2)U(X, IX).
Les deux courbes du sixième ordre K" et (G')"^ détermînentégalementun faisceau ponctwel; l'une quelconque des courbes de ce faisceau a pour équation
A — 6pes= o;
je la désignerai par la notation Kp, el je dirai que deux courbes des faisceaux (Kp) et (^p), données par la même valeur de p, sont correspondantes.
t). Cherchons d'abord la signification gcomélrique des polj-
nomes ^ et 15 qui s'introduisent, comme on l'a vn, d'une façon si simple et si naturelle, dans la recherche de l'équation mixte de la hessienne.
Soit M un poiiil du plan, dont les cooidonnées soient w ely; par ce point passe une courbe du faisceau (Kp), la valeur du paramèlre p correspondanl à celte courbe étant déterminée par la relation
Le coefficient angulaire U- de la tangente menée, en ce point, à la courbe est donné par la relation
i l'on remplace p par sa valeur déduite de l'cqualioii (ta),
De là et de l'équation (6) résulte l'identité suivante (,3) X^) — |/J = X'(AX-i-B[i)-i-ii'(BX-i-C[j.),
dont i! est facile de voir la signification géométrique.
7. A cet effet, je remarque que, du point M, on peut mener à la courbe M^ trois tangentes dont les coefficients angulaires sont déterminés par i'cquation U(X, ^) = o. L'équation PI(X, j;.) = o détermine également les coefficients angulaires de deux droites passant par le même point : je dirai que ces droites sont les hessiennes du, point M relativement à la courbe M.^. Je dirai encore que la droite passant par le point M et ayant pour coefficient angulaire ■= est Vaxe de ce point relativement à (a courbe. Cela posé, de l'équation (la) résulte la proposition suivante :
Sien un pointa du plan on considère V axe et les hessiennes de ce point relatii'ement à cette courbe, lor conjuguée harmonique de l'axe, relativement aux hessiennes, se confond avec la tangente, menée au point M, à la courbe du faisceau Kp, </«/ passe en ce point.
5l4 GÉOMÉTRIE.
8. Imaginons qu'une droite se meuve tangenliellement à la courbe Mp', le lieu des intersections de celle droite avec sa conique polaire relativement à M^ s'obtient en éliminant X et jj; entre l'équation mixte de ^p et l'équation H(X, [x) =:o(r. B., n"?); ou bien, en vertu de l'équation (lo), en éliminant X et [j. entre les équations
U(>„,0=o et ^-U(>., ,.t)=û.
Le résultat de l'élimination est évidemment
Si une droite se meut tangentiellement à une courbe du faisceau (Mp), le lieu des points oit elle rencontre sa conique polaire, relativement à ^', est la courbe correspondante du faisceau {-^,).
9. Soit un point M a^ant pour coordonnées a; et y, et situé sur la courbe R^; comme l'on a
H résulte de l'équation (lo) que les coefficients angulaires des tangentes menées de ce pointa la courbe Mç sont déterminés par l'équation
D'où ce théorème :
Les trois tangentes que, d'un point de la courbe ^o^ on peut mènera la courbe correspondante du faisceau (-^p), se confondent avec Vaxe et les hessiennes de ce point relativement à &^.
10. Considérons une courbe quelconque du faisceau (^p) ; une tangente à cette courbe rencontre la courbe correspondante du faisceau (Kp) en six points, dont deux sont situés sur la conique polairede la tangente, relativement à ^' (n" 8). On sait, d'ailleurs, en vertu de la proposition précédente, que, par chacun de ces sis points, la tangente considérée est un axe ou une hessienne de ce
poinL relativement à M^. Il est clair qu'elle est une hessicnne pour les deux points situes sur la conique polaire, et seulement pour ces points; elle est donc un axe pour les quatre autres. D'où les conséquences suivantes :
Toute tangente à une courbe du faisceau (Mp) rencontre la courbe correspondante dufaisceau (Kp) en six points; deux de ces points sont situés sur la conique polaire de la tangente, relativement à M* . Chacun des quatre autres jouit de la pro- . priété que son axe, relativement à &^, se confond avec la tangente considérée (* ).
L'enveloppe des axes, relativement à ^*j des divers points d'une courbe quelconque du faisceau (Kp), est la courbe correspondante du faisceau (^p)-
il. Considérons un point M du plan ayant pour coordonnées ^ et ï| ; l'équation de sa droite polaire, relativement à la courbe K'^, a pour équation
_ rfi (^A fi^ _
Relativement à cette droite, on a
d\\ di rfi
l rfi rfi rfi\ dL „ dh.
On voit, par ces formules, ((ue X et IJ s'annulent pour ^:= \ ctj^Yi.
Désignons par D la droite précédente, et par m soit pôle, relativement à la courbe ^^; l'équation mixte de ce pôle est (n°4).
(') Des théorèmes corrélatifs ont évidemment lieu rel a lire m eut aux courbes du traisième ordre; j'ai déjà donné sans démonstration ces théorèmes dans une Note Sur les courbes du troisième ordre, insérée dans le Bulletin de la Société mathématique, t. IV, p. iio.
el le coeiTicienl angulaire de la droile Mm est donné par la formule précédenie, quand on y fait :c-^^ety=^yi. Comme je l'ai fait voir, tel 1) s'annulent alors, et le coefficient angulaire cherché est déterminé par l'équation X^ — [x^ ^ o, où x et ^ doivent être respectivement remplacés par 5 et r^.
Étant donné un point quelconque du plan M, si Von désigne par m le pôle, relativement à M^ , de la droite polaire du pointM, relativement à K.", la droite Mm est Paxe du point M, relativement à jfi'.
1!2. L'équation mixte de la polaire de la droite
Supposons, comme ci-dessus, que la droite considérée soit la polaire, relativement à K.", du point dont les coordonnées sont ^, ïj, Ç. Les coefficients angulaires des tangentes menées de ce point à la conique polaire de la droite sont déterminés par l'équation précédente quand on y fait x^^^ eiy = -t\. Les fonctions r et I) devenant alors icientiquemeut nulles, l'équation se réduit à
Donc :
Etant donné un point quelconque M du plan, si l'on considère la droite polaire de ce point, relativement à la courbe ^"j puis la conique polaire de cette droite, relativement à la courbe il', les tangentes menées du point M à cette conique sont les hessiennes du point M, relativement à i^' ( ' ).
13, Soit M un point du plan ayant pour coordonnées x eiy. Supposons ce point place sur lahessienne de^*; on a alors 6=^ o,
( I ) Il est à peine nécessaire de rappeler que G= et K^ désignent ja piemiére notation étant employée quand on considère cet étant de iroisièrae classe, et lu seconde quand on la considère siiième degré.
et les coefficients angulaires des tangentes, menées du point M à Ja conique polaire de la droite w ^= o, sont déterminés par les racines de l'équation
Il est facile d'interpréter géométriquement ce résultat. Désignons, pour un instant, par ^j vi, X> 'es coordonnées courantes, et
l'éqiialion de la droite qui joint le point M au point où sa droite polaire, relativement à K.", rencontre la droite w^ o.
Le coefficient fr sedéterminera en exprimant que les trois droiies
-i;(/4-fta^) =
se coupent en un même point.
Un calcul facile donne
et de l'équation (i4) résulte immédiatement la conséquence suivante :
Etant donnée une droite quelconque D du plan,; et étant pris arbitrairement un point iM sur la cayleyenne de la courbe M^, désignons par m le point où la droite D est rencontrée par la droite polaire du point M, relativement à K". Cela posé, les deux tangentes, que l'on peut du point M mener à la conique polaire de D, relativement à ^*, sont les deux droites qui constituent la conique polaire de la droite Mm, relativement aux trois tangentes que l'on peut mener du point M à la courbe M^.
\h. Les coniques polaires, relalivemenl à .fi', des diverses droites qui passent par un point donné M du plan, sont inscrites
dans un quadriialère dont les côtés ont pour pôle M. Soient 5, T,, p les coordonnées du point M ; il est facile d'obteiiii' en coordonnées cartésiennes l'équation des côtés de ce quadrilatère.
Considérons, en effet, les deux droites x — \ ^=siK\.y — v; =o, qui se croisent ay point M ; relativement à la première droite, on aura, en posant, po tir abréger, X — ^3=X ?X y — ï|=Y, <i> = X, «=!, y = o, et, par suite, r = Xi| et l)— i + XAi. Relativement à la seconde, on aura w=; Y, w ~ o, c ^ i et, par suite,
je désignerai ces deux deratèros expressions par t' et 1)'.
Cela posé, les éqnations mixtes des coniques polaires des droites X = o et Y ^= o sont respectivement
<T ( X' -1- rfn [i' — 'i (i c/X 6). [A _ al"t?- +riiiV^ — affrfVeX^ _
Si l'on représente par T le résultant de ces deux équations, il est clair que T := o est l'équation des quatre tangentes communes aux polaires des diverses droites qui se croisent au point M. Une formule bien c
A'T =a'(i'{lo'w-1|l'— 2ade'XY)ï
= <ï'(;^(ïD'-i)ï')'-i-i'ie''^''Cï*-XE'){Yi, — Xa').
En remplaçant X, IJ, t et I)' par leurs valeurs données ci-dessus, on calcul facile donne
Yi) — Xr' -= Xi et Yo — Xo' = Y A. Il vient donc définitivement
On peut donc remarquer que l'équation
,dti dùk. - '^■i _
^di^'^d^'^ ■'d^~°
représente la polaire P du point M, relativement à la courbe K",
SSE. Sig
De l'éqiiation (i 5) résulte que les quatre tangentes communes aux coniques polaires des droites qui se croisent au point M rencontrent la caylejenne de m^ aux points où cette courbe rencontre P, les neuf poiots de rebroussement de ^' étant exceptés. Ces points de rencontre sont évidemment, d'ailleurs, au nombre desix, et chacund'eux doit être compté deux fois. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Les tangentes communes aux coniques polaires des diverses droites gui se croisent en un point M forment un quadrilère dont les six sommets sont situés à la fois sur la cayleyenne et sur la première polaire du pointM, relativement à lacourbeiL".
16. Si l'on considère x, y et z comme des quantités données, coordonnées d'un point N du plan, et ^, tj et (^ comme des coordonnées variables, il est clair que l'équation
représente le lieu des pôles, relativement à ^^, des droites que l'on peut mener par le point N, On voit que ce lieu est une conique; l'équation H(X, Y)=o représente les hessiennes du point N. Donc :
Le lieu des pôles relativement à J^* des droites qui passent par un point donné N est une conique tangente aux deux hessiennes du point N, et la corde de contact est la polaire du point N, relativement à K*.
Si le point N est sur la cayleyenne, S^o, el l'équation précédente se réduit à son premier terme. Donc :
Le lieu des pôles relativement à M^ des droites qui passent par un point donné de (a cayleyenne de cette courbe est la polaire de ce point relativement à K".
Soient une surface de second ordre '^ r ~^ — - ^^i et ii
loinl M de celle surface dont les coordonnées soient ^, y;, s- Oji
et les coofdonjiées d'un point quelconque de la normale menée au point M sont données par les formules
où \ détermine un paramétre variable. Je supposerai \ déterminé de telle sorte que le point considéré soit un des centres de courbure principaux de la surface au point M.
En désignant, pour un instant, para;o,^o et^o les coordonnées de ce point, les pieds des normales abaissées de ce point stir la surface sont, comme on le sait, déterminés par les équations
t mettre sous
la forme
soi,
?ante
Ic-t-l
où p désigne une racine quelconque de l'équation
que l'on pei
Puisque, par hypothèse, le point {Xn, yai s») est un des centres de courbure principaux de la surface au point M, l'équatJon précédente en p doit avoir une racine double égale à \; cette équation est, en effet, en vertu de la relation (i), identiquement satisfaite quand on y fait p=;X; mais, de plus, la dérivée doit encore s'annuler pour celte valeur; d'où l'éqnation suivante
^^'^ a{a + X) + bib^V) ^ '<=(c + l) = "•
qui donne les valeurs de 1, déterminant les deu^i centres de courbure principaux au point M.
2. Les pieds des normales abaissées du point [xa, yo- ^o) sur la surface se trouvent sur lu cubique g-auche déterminée par les équations
multiplions la première de ces équations porSu, la deuxième par a:<, et la troisième par jo, il viendra
équation du cône ayant pour sommet le centre de la surface et contenant les pieds des norniales.
11 est clair que le plan tangent â ce cône au point (^, vj, Ç) est le plan passant par le centre de la surface et l'axe de l'indicatrice au point M, qui correspond au centre de courbure considéré.
L'équation de ce plan tangent esl
ou, en remplaçant a;,), yo et 3o parleurs valeurs et faisant quelques réductions faciles,
(3) ia + >.)ib-o)j^ib + r>(c~a)f^-^(c-^\)ia-h)^^ = o.
3. Soient X' et )>" les deux racines de l'équatîoa (2), eiies correspondent aux deux axes de l'indicalrice el aux deux centres de courbure principaux corrélatifs.
De ce que je viens de dire il résulte que le plan passant par le centre de la surface et l'un des axes de l'indicatrice a pour équation
Considérons le centre de courbure principal N correspondant à l'autre axe de l'indicatrice; les coordonnées sont données par les formules
Soient A, B, C les points où ta normale MN rencontre respectivement les plans principaux delà surface Oyz, Ozx et Oxy. Les coordonnées du point C sont
Par ce point menons un plan perpendiculaire à la normale et prenons son intersection avec la droite menée, par le point N, parallèlement à l'axe des z. En désignant par C ce point, un calcul facile montre que ses coordonnées ont pour valeurs
où j'ai posé, pour abréger,
DÉTERMINATION D
Menons de même, par le point B, un plan perpendiculaire à MN et désignons par B' le point où ce plan rencontre la droite menée par F parallèlemeni à l'axe des y; ses coordonnées seront données par les formules
Désignons enfin par A' le point oii la droite menée par le point N, parallèlement à l'axe des»:, rencontre le plan mené par A perpendiculairement à MN.
Le plan, passant par le centre O de la surface et les points B' et C, a pour écmation
0(i, en effectuant les calculs,
Cette éqiialion étant sj'métri(|ue par rapporl gux lettres x,y et s, on en conclut que le plan OB'C passe par le point A'. Ainsi, les trois points A', B' et C sont situés dans un même plan passant par le centre de la surface.
Je dis maintenant que ce plan passe par l'axe de l'indicatrice au point M, qui correspond au centre de courbure principal distinct de N.
L'équation (2) donne en eli'et l'identité suivante
'où, en faisant )> ^=^«,
„.„^-,,._ i"-(a-b){J>-c.)ic-a)
yGoosle
ei de même
T.Ha — h) jb-c) le - {b + V){c-a)
Portons ces valeurs dans l'éqnalion (5), il viendra
t>:{a.-^\'){b-c) yih^V)(c-a) ;,(c + V)(a-b)
c'esL précisément, comme on le voit par la relalion (4)> l'éqiiaîion du plan passant par le centre de la surface et l'axe de l'indicatrice conjugué au centre principal de courbure distinct de N. La proposition est donc démontrée.
A. De là résulte immédiatement le théorème suivant ;
Théorème L — Soient un point M situé sur une surface du second ordre, MT et MT' les tangentes aux deux lignes de courbure qui se croisent en ce point. Par la droite MT' et le centre de la surface menons un plan P ; puis, au point où la normale éleoée au pointM. rencontre un des plansde symétrie de lasurface, un plan perpendiculaire à cette normale. Ce plan coupe le plan P suivant une droite; par cette droite menons un plan perpendiculaire au plan de symétrie considéré. Ce dernier plan rencontre la normale au centre de courbure de la section normale de lasurface gui est tangente à la droite MT (').
5. La normale, menée à la surface par le point M, rencontre les trois points de sjmétrie de cette surface aux points A, B et C. Menons par ces points des droites respectivement perpendicu-
(!) Ce théorème est l'exlension aux surfaces du second ordre d'une élégante proposition due à M. MétanliPini :
Si, au point où la normale, élevée en un point M d'une conique, rencontre un axe de cette conique, on mène une droite perpendiculaire à cette normale, la droite, passant par le point de rencontre de cette perpendiculaire avec le diamètre gui aboutit au point M, et menée perpendiculairement à. l'axe considéré, rencontre la normale au centre du cercle osculaleur en M.
laires à ces plans (le symétrie. Ces droites, qui oui pour équation
sont trois génératrices d'un hjperboloïde H ; je dirai que ces génératrices sont du système (G). Cet hyperboloïde admet tm autre sjslème de génération (G'); trois des génératrices de ce système sont, en paniciilicr, déterminées par les équations
Considérons le centre de coui'bnre iN de la surface, situé sur la normale au point N et correspondant à l'axe de l'indicatrice MT. La génératrice de l'hyperboloïde H, passant par Net appartenant au système (G), se détermine facilement par la condition qu'elle rencontre les droites définies par les équations (6); on trouve ainsi que ses équations sont
En les comparant à l'éqiiclloii (5), on en cniiclut immédiatement que cette génératrice est perpendiculaire au plan OMT'.
ïnÉoaÈME II. — La normale, menée en un point M d'une surface du second ordre, rencontre les plans principaux de cette sur/ace en trois points. Menons respectivement par ces points trois droites (D) perpendiculaires aux plans principaux ; elles déterminent un hyperboloïde .
Cela posé, on peut construire deux génératrices de cet
hyperboloïde, appartenant au même système que les droites (D) et perpendiculaires au diamètre passant par le point M. Ces génératrices rencontrent la normale aux deux centres de courbure principaux de la surf ace relatif s au point M et les plans menés par le diamètre, perpendiculairement à ces deux génératrices, coupent le plan tangent en M, suivant les axes de l'indicatrice.
Il est à remarquer qu'en désignant par MT el MT' les tangentes à l'indicatrice, et par N, N' les centres de courbure des sections normales correspondantes, le plan mené par OM perpendiculairement à la génératrice de l' hyperboloïde passant par le point N coupe le plan langent suivant la droite MT',
6. Les trois axes d'une surface du second ordre étant donnés de position, cette surface est déterminée si l'on se donne un de ses points m et la normale en ce point. Ces données sont donc saCfisantes pour obtenir en ce point les directions des axes de l'indicatrice et les centres de courbure principaux,
A cet effet, on peut, pour déterminer les axes de l'indicatrice, employer la construction suivante ;
Soient OA et OB deux des axes de la surface du second ordre, M la projection du point m sur le plan de ces axes, N et PQ les traces sur ce même plan de la normale et du plan tangent au point M ; PQ est, comme on le sait, perpendiculaire à MN.
Construisons le point de rencontre G des hauteurs du triangle OMN ; puis, de ce point, abaissons des perpendiculaires GH el GK. sur les axes OA et OB. La droite K.FI, gui Joint leurs pieds, rencontre PQ au point \. Menons du point I, au Cercle décrit sur MN comme diamètre, une droite touchant ce cercle au point T, et, du point I comme centre, décrivons un cercle ayant lï pour rayon : ce cercle rencontre PQ en deux points R ef R'.
Les droites MR et MR' sont les projections sur le plan OAB des axes de l'indicatrice au point M.
Démonstration. — Soient mL un des axes de l'indicatrice a
poinl m et F le centre de courbure de la section i
maie c
pondante. De
des normales, que l'on peut mener du point F à ont leurs pieds en m et un point m' situé à une distance petite, sur l'ase mL; on sait d'ailleurs que les pieds
des normales, le poinl F et les quatre sommets du tétraèdre formé par les plans principaux de la surface et le plan de l'infini, sont situés sur une même cubique gauche, lien résniteque, si l'on joint le point m au point m' , au point F et aux quatre sommets du tétraèdre, on a six droites situées sur un même cane du second ordre.
En d'autres termes, les droites menées par le point m parallèiement aux axes de la surface, la normale en ce point, le diamètre passant par ce poinl et l'axe de l'indicatrice mT, sont sur un même cône du second ordre. On voit que ce cône est circonscrit à un trièdre trirectangle; par suite, et en vertu d'une proposition bien connue, le deuxième axe mT'de l'indicatrice an point m, étant perpendiculaire aux deux génératrices mT et mV du cône, est également situé sur ce cône.
Considérons les traces de ces six droites sur le plan OAB; elles sont situées sur «ne même conique; d'où cette conclusion :
Les traces des axes de l'indicatrice sur le plan OAB sont données par l'intersection de la droite PQ avec l'hyperbole équilatère passant par les points O, M, N, et ayant ses asymptotes parallèles aux droites OA et OB.
Pour consLriiire ces points d'intersection, je remarque que le point G, où se rencontreut les hauteurs du triangle OMN, est situé sur cette hvfierbole. Si donc du point G on abaisse des perpendiculaires sur les ases OA el OB, la droile HK, qui joint leurs pieds, est le diamètre de l'hyperhole conjuguée à la direction PQ. En effet, cette droite fait avec les axes des angles légaux à ceux que fait avec ces axes la droite PQ, et, de plus, elle passe par le point milieu de la corde OG de l'hyperbole, corde parallèle à PQ. Le point I, où K.H rencontre PQ, est donc le point milieu des deux points R et K', où les axes de rindicalricc rencontrent la trace du plan tangenl.
Pour achever de déterminer ces points, je remarque que l'angle R/mR' estdroil, Considc^rons la perpendiculaire abaissée du point m sur PQ; le |)ied de cette perpendiculaire est le point S, où PQ rencontre MN. On a
SR.SR =^" = SM.SN
011 bien encore, si l'on désigne par u le centre du cercle dcciit sur MIN comme diamètre, et par p le rayon de ce cercle,
ïïï" — Ts' = S^* - ?2;
d'où l'on conclut que les cercles, (lécrits respectivement sur RR' et MN comme diamètres, se coupent à angle droit; et de là résulte immédiatement la construclion que j'ai donnée ci-dessus.
7. Pour déierminer maintenant les projections sur le plan AOB des contres de courbure principaux de la surface au point m, il suffit d'inscrire une parabole dans chacun des quadrilatères formés respectivement par lesdroites OA, OB, MN, MR et OA, OR,MN, MR'. Les points de contact de ces paraboles avec la droite MN sont les projections cherchées des centres de courbure principaux, et ils se déterminent, comme on le sait, très facilement au moyen de simples lignes droites.
Celte construction est justifiée par le théorème suivant :
Si, sur le plan de deux des axes de symétrie OA et OB d'une surface de second ordre, on projette la normale en un point m de cette surface et l'un des axe ■^e Vindicatrice en
ce point, la parabole, tangente aux projections de ces deux droites et aux axes OA. et OB, touche la projection de la normale en un point qui est la projection du centre de courbure de la section normale passant par l'axe de l'indicatrice considérée.
Démonstration. — Soient mL l'axe de l'indicatrice considérée et F le centre de courbure principal correspondant. Comme je l'ai déjà rappelé, deux des normales que l'on peut abaisser du point F sur la surface ont leurs pieds au point m et au point m' situé à une distance infiniment petite sur ML.
SoitjO le pied d'une autre normale quelconque passant par le point F; on sait que les sommets du tétraèdre Fmm'p et du tétraèdre formé par les plans principaux de la surface et le pian à l'infini sont situés sur une même cubique gauche.
Par suite, en vertu d'un théorème connu, les faces de ces tétraèdres sont osculalrices d'une autre cubique gauche, et le plan normal principal Fmm' est coupé par les sept autres faces suivant cinq droites tangentes à une même conique.
En d'antres termes, le plan normal principal passant par mL coupe les trois pians principaux de la surface suivant trois droites. Ces trois droites et la normale au point m sont tangentes à une parabole touchant la normale au point F; par suite, les projections des trois droites et de la normale sont tangentes à une parabole touchant la projection de la normale, au point qui est la projection de F; d'où la proposition énoncée ci-dessus.
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i. Dans tout ce qui suit, je considérerai z, 'C, el les quantités analogues comme des (juantités égales à l'uniié et introduites seulement pour rendre les formules homogènes.
Cela posé, A, B et C désignant trois polynômes du n'""' degré par rapport à x ely el liés par la relation (,) Aaï+Bj + Cî-o,
on voit qu'en faisant varier ^ et T|, i'éqaalion (2) A5 + B:i + GC = o
représente une infinité de courbes du /t'™' degré. Ces courbes forment un réseau, et l'on pourra généralement, par deux points pris arbitrairement dans le plan, faire passer une courbe appartenant à ce réseau.
Une telle courbe est déterminée par les valeurs particulières que l'on donne à ^, vi, Ç; il est clair d'ailleurs, en vertu de l'équaon(i), que le point M, dont les coordonnées sont ^, ïj, Ç, apparent à celte courbe; je dirai que le point M est son point prin-
Une courbe du réseau singulier (2) est évidemment déterminée par son point principal.
2. Toutes les courbes du réseau ont en commun tous les points communs aux courbes A = o et C ^ o.
Pour déterminer le nombre de ces points, je remarcfiie que, si l'on, désigne respectivement par P et par Q l'ensemble des termes du degré n, par rapport à x et y, dans A et B, on a identiquement, en vertu de la relation (i),
On a donc, U désignant un poljnomehomogène et du degré (n— i) par rapport à x &ty
(3) P^Uj' et Q=~U37.
Cela posé, les courbes A— 'o et B =:o se coupent en n^ points qui, en vertu de (i), se trouvent svt la courbe Cs = o ; des relations (3) il résulte, d'ailleurs, que (n — i) de ces points d'intersection se trouvent sur la droite de l'infini s ;^ o ; les (n^ — n-hi) autres points d'intersection se trouvent donc à la fois sur les trois courbes A ^: o, B := o et C = o.
D'où la conclusion suivante ;
Toutes les courbes du réseau passent par {n- — n -\- i) points fixes.
Je dirai que ces points sont les pivots du réseau.
En vertu des équations (i) et (a), on voit que l'équation
d'une quelconque des courbes du réseau peut se mettre sous la forme
5 et ïi étant tes coordonnées de son point principal. Soit
une autre courbe du réseau ayant pour point principal (^', V)i si A et B ne sont pas nuls en même temps, pour tout point commun aux deux courbes, on aura
D'où la proposition suivante :
Indépendamment des (n^ — n -j- \) points qui leur sont com-
miins, deux courbes quelconques du réseau se coupent en (n — i) autres points qui sont situés sur une même droite. Le n^^"" point oii cette droite rencontre l'une quelconque des courbes est le point principal de cette courbe.
4. De là se déduisent immédiatement quelques corollaires dont la démonstration est immédiate et qu'il suffit d'énoncer :
1° Si deux courbes du réseau se coupent en (n — i) points distincts des picots, on peut par ces {n — i) points faire passer une infinité de courbes du réseau; les points principaux de ces courbes sont situés sur la droite contenant les {n — i) points d'intersection.
2° Etant donnée une courbe quelconque du réseau ayant pour point principal le point M et étant pris arbitrairement dans le plan le point V, si l'on mène PM, cette droite rencontre la courbe en {n — i) points distincts du point M; ces {n — i) points et le point P sont situés sur une courbe du réseau ayant pour point principal le point P.
5. Les résultats qui précèdent peuvent encore s'énoncer ainsi : Étantdonnée une droite dans le plan, les courbes du réseau, qui ont pour points principaux les différents points de la droite, ont en commun (n — i) points situés sur cette droite; je les appellerai, pour abréger, les points centraux de la droite.
Cela posé, on peut énoncer la proposition suivante :
Si une droite tourne autour d'un point fixe, le lieu de ses points centraux est la courbe du réseau ayant ce point fixe pour point principal.
6. Étant pris un point quelconque M dans le plan, imaginons la courbe du faisceau ayant pour point principal le point M et menons par ce point les tangentes à la courbe dont ie point de contact est distinct de M.
Je dis que ces droites sont tangentes à une même couibe K, En effet, MA étant l'une de ces tangentes et A. le point où elle touche la courbe, si l'on désigne parMj un point quelconque de la droite MA : la courbe du réseau ayant M) pour point principal passe par
les {n — i) points distincts de M où la première courbe coupe MA : elle rencontre donc MA en deux points confondus en A, et lui est tangente en ce point. Les deux faisceaux de droite émanant du point M et du point iVI, ont donc la droite MA en commun et la proposition est démontrée.
On peut, d'ailleurs, du point M, mener à la courbe du réseau qui a M pour point principal [n? — n — a) tangentes ayant nn point de contact distinct de M.
D'où le théorème suivant :
Si, de chaque point M du plan, on mène à la courbe du réseau ayant ce point pour point principal les tangentes dont le point de contact est distinct de M, toutes ces droites enveloppent une même courbe K, qui est de la classe (n* — n — 2).
7. Supposons le point M choisi de telle sorte que la courbe du réseau, qui a M pour point principal, possède nn point double : deux des tangentes issues do point M coïncideront, d'ori il suit que le point M est situé sur K.
D'où cette conclusion :
La courbe K est le lieu des points principaux des courbes du réseau qui possèdent un point double.
Si la courbe du réseau ayant (5, il) pour point principal a un point double, on a simultanément les trois équations
rfA , _ dB rfC _
l ^ dx
et l'cquation de la courbe K s'obtiendra en éliminant x, y eV z entre ces trois relations.
D'où il suit que :
La courbe K est du degré 'i{n — i ).
8. Des considérations qui précèdent résulte encore la proposition suivante :
Si, de chaque point M du plan, on mène à la courbe du ré-
seau dont ce point est le point principal les tangentes dont le point de contact est distinct de M, les points de contact de toutes ces tangentes sont situés sur une même courbe H, gui est aussi le lieu des points doubles des courbes du réseau.
Il est facile de démontrer analjtîquement l'ideniité de ces deux lieux.
Il est clair, en effet, que l'éqiialion du lieu des points doubles du réseau s'obtient en éliminant ^, vj, Ç entre les éqiiations (4) ; cette équation est donc
rfA
rfB
rfC
di
UA
rfB
rfC
dr
rfA
dp.
rfC
dz
dz
dA ^ rfC
dœ ds; do!
dk d^ dC
dy dy dy
ou, encore, puisque l'on a identiquen dy dy
:ntC = — A^ — B^-,
D'autre part, soit
(5) A(3^ — 0-hB(j-ï|) = o
l'équation de la courbe du réseau ayant pour point principal le point {^, ïj); l'équation de la tangente au point {.x^ y) de celte courbe est
KY-r)[m
en exprimant que cette tangente passe par le point (^, ri), i la relation
dB
Eliminant (^ — x) et (ïi — y') entre cette relation cl 1 tion (5), il vient
dy \dx dy l
dx
ce qui est bien l'équation que nous avions trouvée pour le lieu des points doubles du réseau.
La proposition que j'avais énoncée est donc vérifiée^ et l'on voit en outre que la courbe H est du degré 3(n — i).
9. Soient deux courbes de degré n; supposons que(n — i)de leurs ft^ points d'intersection soient situés sur une même ligne droite, je dis que leurs {n'^ — n + i) autres points d'intersection sont les pivots d'un réseau singulier de l'espèce de ceux que je viens d'examiner.
En effet, la propriété dont je parle étant projective, on peut supposer que la droite iqiii renferme {« — i) des points d'intersection est la droile de l'infini; et, en choisissant convenablement les axes, on voit que les équations des deux courbes peuvent se mettre respectivement sous la forme
Q et Q' désignant des polynômes du (n — tf^'^' degré e et P un polynôme homogène et du même degré par rap| variables. De là résulte immédiatement que l'équation
5(Q-^P7)^-';(Q'-P^)-UQ^ + Q»-o
est celle d'un réseau singulier ayant pour pivots les (ri^ ■ points d'intersection des deux courbes données qui ne situés à l'infini.
na; etjK, îort à ces
De là résulte encore que les courbes du troisième degi
passant par sept points fixes, forment un réseau singulier du troisième ordre.
La courbe Rest alors de la qualrièmo classe el du sixième degré : c'est donc la courbe la plus générale de la quatrième classe. Je ne m'étendrai pas sur ce sujet; c'est en effet des propriétés de ce réseau particulier que M, Aronbold à déduit la solution du problème suivant ; Construire la courbe de quatrième classe ayant sept points doubles donnés (ou, pour parler plus exactement, du problème corrélatif : construire la courbe du quatrième degré ayant pour tangentes doubles sept droites données). Je renverrai à cet ég^ird au Mémoire de l'illustre géomètre (').
H. On sait que, généralement, les courbes du quatrième ordre qui passent par treize points fixes ont également en commun irois autres points parfaitement déterminés et forment un faisceau {^).
On voit néanmoins, par ce qui précède, que si deux courbes du quatrième ordre, passant par treize points donnés, se coupent en trois autres points situés en ligne droite, les courbes qui passent par ces treize points forment un faisceau; en d'autres termes, on peut toujours faire passer une de ces courbes par ces points et deux points pris arbitrairement dans le plan.
On peut, en outre, énoncer la proposition suivante :
Si, des seize points d'intersection de deux courbes du quatrième ordre, trois sont situés en ligne droite, deux courbes quelconques du même ordre passant par les treize autres points d'intersection se rencontrent en trois autres points qui sont également en ligne droite.
(') AjiOMiOLD, Ueber den gegenseitigeit Zusamiiienhang der ï8 Doppeltai, geatea einer aUgemeinen Curée /\ten Grades {Monatibericht der K. P. A. s Berlin, i864, p- 499)-
(') Salmon, Higker plane curves, 2* édition, p. 16.
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Nouvelles Annales de Mathématiques ; i8;g.
■1. Je m'appuierai sur la proposition suivante, que j'ai donnée dans ma Noie Sur les polaires d'une droite retativemeut aux courbes et aux surfaces algébriques (').
Étant données deux courbes quelconques K™ et K", de classes respectivement égales à m et à n, la polaire d'un point quelconque M, relativement aux mn tangentes communes à ces courbes, est la polaire du même point relativement aux mn droites, qui joignent les points de contact des tangentes menées de M. à K™ aux points de contact des tangentes menées du même point à K.".
Supposons, pour fixer les idées, que K'" soit une courbe réelle (ou du moins ayant une équation réelle), et soient F,, Fj, ..., F;„ ses m foyers réels; supposons, en outre, que K" se réduise aux deux ombilics I et J du plan (^).
Les tangentes communes à K™ et à K" se composent des sys-
(') Bulletin de la Société mathématique, l. III, p. 174. (') J'appelle ainsi, pour abréger, les deux points situés i 1 à tous les cercles du plan.
5ÎS eiiowKiRCE,
témes de droites isotropes, se croisant aux foyers F, , Fj, . . . , F„. Étant donné un point quelconque M du plan, sa polaire relativement aux deux droites isotropes issues du foyer F,- est la droite menée par ce point perpendiciilairement à MF/; donc la polaire de M relativement aux tangentes communes à K"" et à R" est la polaire de ce point relativement aux m droites menées respectivement par chacun des foyers perpendiculairement à la droite qui joint ce foyer au point M,
Considérons d'autre part les diverses droites isotropes qui passent par les points de contact des tangentes menées du point M à R"; T désignant l'un quelconque de ces points de contact, la polaire du point M, relativement aux deux droites isotropes se croisant au point T, est la normale menée à la courbe en ce point.
On peut donc énoncer la proposition suivante ;
Etant donnée une courbe de m" classe, la^ polaire d'un point quelconque M du plan, par rapport aux droites menées respectivement par chacun des m foyers réels de la courbe perpendiculairement à la droite qui joint ce foyer au point M, se confond avec la polaire de ce même point relatifcment aux droites menées normalement à la courbe aux points de contact des diverses tangentes issues du point M.
Cette proposition peut encore s'énoncer sous la forme suivante :
Si par un point M, pris dans le plan d'une courbe de classe m, on mène les nm droites tangentes à la courbe, le centre harmonique des n points de contact relativement au point M est le même que le centre harmonique des m foyers réels (')■
Mais cet énoncé, plus concis, esl souvent d'un usage moins facile dans les applications, et l'autre, comme je le ferai voir, s'étend sans difficulté aux cônes algébriques.
( ') Voir a ce sujet ma Note Sur la détermination du rayon de courbure des lignes planes {Bulletin de la Société philomatkique, février 1875).
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2. Un des cas particuliers les plus inléressanls estcelai où tous les foyers de la courbe sont à l'infini. On a alors ce théorème :
Si par un point M, pris dans le plan d'une courbe ayant tous ses foyers à l'infini, on mène les tangentes à la courbe, puis tes normales aux points de contact, la polaire du point M relativement à ces normales est située à l'infini.
Ainsi, en particulier, l'iiypocycloïde à trois points de rebroussement ayant tous ses fojers à l'infini, on a la proposition suivante :
Si par un point M, pris dans le plan d'une hypocycloïde à trois points de rebroussement, on mène les tangentes à la courbe^ puis les normales aux points de contact, ces normales forment un triangle dont le centre de gray>ilé est le point M.
3. Comme application, je déduirai de là un beau théorème dû à M. Liouville :
Soient une droite D et une courbe A de degré m assujettie à la seule condition de ne pas passer par les ombilics du plan.
Considérons une droite de longueur constante R et se déplaçant de telle sorte qu'une de ses extrémités décrive la droite D, tandis que l'autre décrit la conrbe A. L'enveloppe de cette droite est une courbe K ayant tous ses fojers à l'infini; en effet, la droite ne peut passer par un ombilic que quand elle se confond avec la droite de l'infini; dans toute autre position, la longueur interceptée entre le point où elle rencontre D et l'un quelconque des points où elle re^iconlre A est évidemment nulle, puisque cette courbe ne passe pas par les ombilics.
Soit maintenant un point quelconque M pris sur la droite D; cherchons les tangentes que l'on peut mener de ce point à la courbe R. Je remarque d'abord que D est elle-même une tangente multiple à cette courbe; je désignerai par d, d! , ... ses divers points de contact.
En second lieu, si, du point M comme centre avec R comme rayon, nous décrivons un cercle rencontrant la courbe A aux points a, d, a", ..., les diverses droites Ma, Ma', Ma", -•. seront aussi tangentes à K.
Considérons en particulier une de ces tangentes, Ma par exemple; si au point M nous menons une perpendiculaire à D el au point a une normale à la courbe A, nous savons, en désignant par a le point de rencontre de ces deux droites, que la normale, menée à l'enveloppe de la droite de longueur constante «M au point où elle touche son enveloppe, passe par le point a.
i. Du théorème généra! que j'ai donné plus haut (n" 1), il résulte que, l'enveloppe K ayant tous ses foyers à l'infini, si l'on construit la polaire du point M relativement aux droites menées e:i d, d', ... perpendiculairement à D et aux droites menées normalement à K aux points oii les droites Ma, Ma', . . . louchent cette courbe, cette polaire est située à l'infini.
En particulier, menons par le point M une sécante perpendiculaire à D; elle rencontrera les droites issues des points </, d', ... en des points situés à l'infini el dont il n'y a pas à> tenir compte, puis les normales élevées aux points de contact de Ma, Ma', Ma", . . . avec leur enveloppe au point a et en d'autres points analogues a!, a.', ... ; on aura donc la relation
Si l'on remarque maintenant que, la droite D ayant une direction arbitraire, il en est de même de la direction de la sécante qui lui est perpendiculaire, on pourra énoncer ce beau théorème, dû à M. Liouvilie :
Sif aux différents points oà un cercle rencontre une courbe plane, on mène des normales à cette courbe, la polaire du centre du cercle relativement à ces normales est située à l'infini.
S. Je considérerai encore, comme application, un système de coniques homofoçales ayant pour foyers les deux points F et F'.
Soit M un point quelconque du plan; considérons les droites passant par les points F et F' el respectivement perpendiculaires aux directions MF et MP''. Si l'on désigne par A la polaire du point M relativement à ces deux droites, on voit que :
Si du point M on mène des tangentes à l'une quelconque des
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coniques qui ont pour foyers les points F et F', puis les normales aux points de contact, la polaire des points M relativement à ces deux normales est la droite fixe A.
En parliculier, la polaire du point M relativement aux deux normales passe par ie point de rencontre de ces normales. D'où le théorème suivant :
Si, d''un point M, on mène des tangentes à l'une quelconque des coniques qui ont pour foyers lespoints F et F', puis les normales aux points de contact, le lieu des points de rencontre de ces normales est une droite.
Il est clair que cette droite passe par les centres de courbure des deux coniques homofocales qui se croisent au point M.
6. Los deux points F et F' étant donnés, on voit qu'à chaque point M du plan correspond une droite A qu'il est facile de construire.
Réciproquement, à chaque droite A correspondent, comme on le dômontre aisément, trois points M. Si une droite A tourne autour d'un point fixe N, le lieu des points M correspondants est une courbe du troisième ordre passant par les ombilics, par conséquent une anallagmatique et de l'espèce particulière que j'ai étudiée sous la dénomination de cassiniennes (').
Cetle courbe H peut évidemment être aussi définie de la façon suivante :
Étant donné un point fixe N du plan, considérons une quelconque des coniques qui ont pour fojers deux points donnés F et F', puis abaissons du point IV les quatre normales à la courbe. Les tangentes en ces points forment un quadrilatère complet, dont les six sommets décrivent la courbe H lorsque la conique varie,
7. Je rappellerai brièvement la définition et les propriétés principales des cassiniennes.
Une cassinienne est généralement une courbe anallagmatique
( ' ) Sur les cassiniennes planes et sphériques ( Bulletin de la Société plUlomalhique, mars iS6S).
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du c|iiatrième ordre dont les divers points peuvent se distribuer en couples jouissant des propriétés suivantes :
i" Le Heu des conjugués harmoniques d'un point quelconque du pian, relativement à chacun des couples de points conjugués d'une cassinienne, est un cercle.
En particulier, le lieu des points milieux des cordes qui joignent les points conjugués est un cercle.
2" Il existe dans le plan deux points fixes jouissant de la propriété que ces deux points fixes et deux points conjugués quelconques se trouvent sur un même cercle qu'ils partagent liarmoniquement.
Dans le cas où le cercle, lieu des points milieux des cordes qui joignent les points conjugués, se réduit à une droite, le degré de la courbe s'abaisse au troisième, et l'on a une cassinienne cubique.
Si l'on joint on point quelconque d'une telle courbe à deux couples de points conjugués, on obtient deux couples de droites ayant mêmes bissectrices.
La courbe II, délinie ci-dessus, est une cassinienne cubique, et l'on a la proposition suivante ;
Si d'un point fixe N, pris dans le plan, on abaisse des normales sur Vune quelconque des coniques qui ont pour foyers deux points fixes F et F', les tangentes menées en ces points forment un quadrilatère complet. Les trois couples de sommets opposés de ce quadrilatère complet sont trois couples de points conjugués d'une même cassinienne cubique, que ces sommets décrivent quand on fait varier la conique {').
( ' ) Les tangentes, menées aux pieds des normales, roulent en même temps sur une parabole fixe.
Considérons, en eiïet, une conique C et la parabole P qui est l'enveloppe des polaires d'un point donné M par rapport aux diverses coniques qui ont les mêmes foyers que C. Les tangentes communes à C et è P touchent C en quatre points et les normales en ces points passeut par le point M.
Cette propriété s'établit aisément en s'appnjant sur une importante proposvlion due à M. Chasies :
Les pôles d'une droits fixe, par rapport à un système de coniques homofoeales, sont situés sur une même ligne droite normale à une des coniques du système.
J'ajouterai que le fojei- de la parabole P est le point conjugué harmonique du point M relativement aui foyers de la conique C.
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De nombreuses propriétés des normales à un système de coniques liomofocales découlent immédiatement de la proposition précédente, mais je n'insisterai pas ici sur ce point, qui demande quelques développements et sur lequel je reviendrai dans un autre article; je me contente de le mentionner en passant,
8. On peut facilement étendre aux cônes algébriques les propositions qui précèdent.
Le théorème fondamental que j'ai rappelé plus haut {n° l) peut, en effet, s'énoncer de la façon suivante :
Étant donnés deux cônes algébriques C et C ayant même sommet S et une droite quelconque D passant par ce sommet, considérons les divers plans que par la droite D on peut mener tangentiellement au cône C; soit (I) l'ensemble des arêtes de contact. Appelons de même (I') l'ensemble des arêtes de contact des plans menés par D tangentiellement au cône C; puis imaginons que par. chacune des arêtes (I) et chacune des arêtes (1') on fasse passer un plan; on aura ainsi un ensemble de plans que Je désigne par ( P) .
Cela posé, le plan polaire de la droite D relativement au système de plans (P) se confond avec le plan polaire de cette même droite relativement aux plans tangents aux deuxcânes.
Supposons, pour fixer les idées, que G soit un cône réel (ou du moins ait une équation réelle) et que F,, F^, Fj, . ■ . désignent ses droites focales réelles, que de plus G' soit un cône isotrope.
Les plans tangents communs auï deus cônes sont les plans isotropes passant par les droites F, , F^, F3, ... ; le plan polaire de D relativement aux deux plans isotropes qui se coupent suivant l'une quelconque de ces droites, F) par exemple, est le plan passant par F, et mené perpendiculairement au plan de F, et de D.
D'autre part, si T,, T», Tj, . . . désignent les arêtes de contact des plans menés par D langentiellement au cône G, les divers plans dont j'ai désigné ci-dessus l'ensemble par (P) sont les plans isotropes passant par les droites T|, T^, T,, ... ; le pian polaire de D relativement aux deux plans isotropes qui se coupent suivant
l'une (Je ces droites, T, par exemple, est le plan passant par T, mené perpendiculairement au plan de T, et de D. Par suite, on peut énoncer la proposition suivante :
Étant donné un cône algébrique et une droite quelconque D passant par le sommet de ce cône, par chacune des focales du cène /aisons passer un plan perpendiculaire au plan qui contient cette focale et la droite D ; soit (P) l'ensemble des plans ainsi obtenus.
Cela posé, le plan polaire de D relatiçement aux plans (P) se confond avec le plan polaire de cette même droite relativement aux plans menés normalement au cône par les arêtes de contact des divers plans que l'on peut par D mener tangentiellement à ce cône.
9. Comme application, considérons l'un quelconque des cônes du second ordre qui ont pour focales réelles deux droites données F et F', Soient D une droite quelconque passant par le sommet du cône et 4 le plan polaire de D relativement aux plans passant parF et F', et respectivement perpendiculaires aux plans déterminés par les droites FD et les droites F'D.
Si par D on mène deux plans tangenis au cône, puis des plans normaux par les arêtes de conlact, le plan polaire de D relativement à ces plans normaux est le plan A.
En particulier, la droite d'intersection des plans normaux est dans le plan A. Donc :
Étant donnés un système de cônes homofocaux du second ordre et une droite fixe passant par le sommet de ce cône, si par cette droite on mène des plans tangents à l'un des cônes du système, puis des plans normaux par les arêtes de contact, la droite suivant laquelle se coupent les deux plans normaux décrit un plan lorsqu'on fait varier le cône.
10. Si par une arête d'un cône on imagine le plan normal à ce cône, puis le plan mené normalement par l'arête infiniment voisine, l'intersection de ces deux plans est l'axe d'un cône de révolution osculateur du cône donné le long de l'arête considérée. Nous l'appellerons Vaxe de courbure du cône suivant cette arête.
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Cela posé, il est clair, d'après ce qui précède, que le plan i délermiDé comme je l'ai dit, et qui correspond à la droite D, contient les axes de courbure des deux cônes homofocaux du système donné qui se coupent suivant la droite D, et de là découle un moyen simple de construire l'axe de courbure d'un cône du second degré suivant une arête donnée, lorsque l'on connaît les focales de ce cône.
Je ferai même observer que la connaissance du plan A fait connaître non seulement l'axe de courbure, mais encore l'accélération de courbure, el que des considérations de tout point semblables s'appliquent aux cônes de tous les degrés; je ne crois pas lUlle de m'étendre davamage sur ce sujet.
11. Le lliéorcme de M. Liouville, dont j'ai donné plu? haut la démonstration (n" 3), s'étend aussi à un cône algébrique quelconque, en considérant l'intersection de ce cône avec un cône de révolution.
On obtiendrait facilement celte généralisation, au moyen des théorèmes précédents, en considérant la surface enveloppée par le plan déterminé par deux droites faisant un angle constant et dont l'gn des côtés décrit un cône pendant que l'autre se meut dans un plan passant par le sommet de ce cône.
Mais le théorème auquel on parvient ainsi se complique, à cause du rôle qu'y jouent les plans cycliques du cône; il n'a ni la simplicité ni l'utilité de celui de M, Liouville, et je ne crois pas devoii'
QUI PASSENT PAR CINQ POINTS DONNÉS
SUR LES LIGNES SPffilQHES.
Nouvelles Annales de Mathématiques i 1871).
1. La courbe enveloppée par les axes des coniques qui passent par quatre points donnés est, comme on le sait, une courbe do quatrième degré et de la troisième classe doublement tangente à la droite de l'infini. L'équation d'une telle courbe ne renferme que six constantes arbitraires et, comme quatre points donnés introduisent huit constantes, il en résulte que la même courbe peut être regardée d'une infinité de fa(;ons différentes comme l'enveloppe des axes d'une conique assujettie à passer par quatre points. Je me propose de déterminer, pour une courbe donnée de la troisième classe doublement tangente à la droite de l'infini, les divers systèmes de quatre points qui permettent le mode de génération indiqué.
2. Je m'appuierai sur la proposition suivante, que j'ai fait connaître depuis longtemps dans les Nouoelles Annales :
Étant donnés sur une conique deux points fixes KetB et un
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point M mobile sur cette conique, si, aux points milieux des cordes AM et BM, on élève des perpendiculaires à ces cordes, le segment, intercepté sur l'un quelconque des axes de la conique par ces perpendiculaires, demeure constant quand le point M se meut sur la courbe.
Supposons que le point M vienne snccessivemenl coi'nci^ler avec deux points donnés C el D de la conique; on aura la proposition suivante :
A, B, C et D étant les sommets d'un quadrangle inscrit dans une conique, aux points milieux des cordes AC, BC, AD et BD, élevons des perpendiculaires à ces cordes et désignons respectivement par A', B', A" et B" ces perpendiculaires; cela posé, les segments, interceptés sur l'un quelconque des axes de la conique par les perpendiculaires A' et B' d'une part et par les perpendiculaires A" et B" d'autre part, sont égaux entre eux.
Il est clair que, le quadrangle ABCD étant donné, on pourrait considérer d'autres cordes que celles que je viens de considérer et qui donneraient lieu à des propositions semblables. En examinant cette question, on voit facilement que ces propositions sont contenues dans le théorème suivant ;
A, B, C eï D étant les sommets d' un quadrangle inscrit dans une conique, désignons par a, ^, -^ et t les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles que l'on peut former avec trois quelconques de ces sommets. Cela posé, les trois couples de côtés opposés du quadrangle formé par les points a, p, yetS interceptent, sur l'un quelconque des axes de la conique, trois segments dont le point milieu est le même.
3. On sait, par le théorème de Desargues, que généralement les six. côtés d'un quadrangle sont coupés par une droite quelconque en six points en involulion; on voit ici que les six côtés du quadrangle «Py^ sont coupés, par un axe quelconque d'une des coniques passant par les quatre points A, B, G et D, en six points formant une involution dont un des points doubles est rejeté à l'infini.
Imaginons les deux coniques circonscrites au quadrangle ABCD
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et langcDtes ù cet axe; leurs poinis de contact avec cette droite sont précisément les deux points doubles de l'involiition dontje viens de parler; l'une de ces coniques est donc asymptote de l'ase.
En d'autres termes :
Un axe quelconque d'une conique circonscrite au quadraugle ABCD est une asymptote d'une conique circonscrite au quadrangle a^y^-
4, Pour abréger le discours, érant donné un quadrangle quelconque ABCD, je désignerai sous le nom de quadrangle dérivé le quadrangle dont les sommets sont les centres des cercles circonscrits aux triangles ABC, BGD, CDA et DAB.
On peut donc dire que ;
L' enveloppe des axes des coniques circonscrites à un quadrangle donné est l'eni'eloppe des asymptotes des coniques circonscrites au quadrangle dérivé.
5. Soient a.'^fZ un quadrangle donné el K la courbe enveloppée par les asymptotes des coniques circonscrites à ce quadrangle.
Une telle courbe peut être engendrée de celte façon d'une infinité de manières. Considérons, en effet, une quelconque des coniques circonscrites au quadrangle et soient D et D' ses deux asymptotes; nous dirons que ces deux droites sont deux tangentes conjuguées de la courbe. Gela posé, on sait (*) que, si l'on considère deux couples quelconques de tangentes conjuguées, ces deux couples se rencontrent en quatre points formant un quadrangle Q elque les asymptotes des coniques circonscrites à ce quadrangle enveloppent la courbe K.
Si donc on construit le quadrangle Q' ayant pour dérivé le quadrangle Q, les axes des coniques circonscrites à Q' envelopperont la courbe K, et l'on obtiendra toutes les façons semblables d'engendrer cette courbe en considérant tous les quadrangles qui ont pour dérivés les divers quadrangles Q.
(') Voir SiElNEH, Veber eine besondere Cume drîtier Klasse uitd i/ierlen Grades (Journal de Crelle, t. 53, p. lîi) et Cbkmona, Sur i'hypocycloïde à trois rebroussements (Ibid., t. 64, p. loi}.
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6. La projection orthogonale d'une courbe R, sur un plan quelconque, est évidemment une courbe de la mèrae espèce.
Soient A, B, C et D quatre points donnés et R l'enveloppe des axes des coniques passant par ces points; désignons par R' la projection de celte courbe sur un plan P, celle projection peut être considérée comme l'enveloppe des axes des coniques passant par quatre points A', B', C et D' que l'on construira de la façon sui-
Dans le plan du quadrangle ABCD, imaginons le quadrangle dérivé apyS el projetons ce dernier quadrangle sur le plan P; soit k'P'y'S' celle projection. II est clair, d'après ce que j'ai dit plus haut, que les points cherchés A', B', C el D' seront les sommets du quadrangle qui a pour dérivé ct'P'y'Z'.
7. Il peut être utile dans certains cas de construire le quadrangle qnl a pour dérivé un quadrangle donné apyS.
Soient A, B, C et D les sommets du quadrangle cherché; en sorte que a désigne, par exemple, le centre du cercle circonscrit au triangle BCD, p le centre du cercle circonscrit au triangle ACD, etc.
Ou voit immcdiiitemenl que le symèlrique du point A relativement à la droite (33 est le point C et que le symétrique du point C relativement à la droite ^a est le point D; on a donc les deux relations suivantes
A Py H- C Py = 2 S^Y et C ?Y -t* D Py = ■^"■h '
les points A et D étant d'ailleurs aussi symétriques par rapport à la droite ûy, on a également
Chacune des trois relations précédentes doit être vérifiée à un multiple près de 2ti; on en déduit facilement
.iA{iY = 2(S^Y-«Pï) = ^S;i«, d où
A§Y = Sp*.
relation qui doit être vérifiée à un multiple près de tt.
Cette dernière relation détermine une droite contenant le
point A; la relation
que l'on obtient d'une façon analogue, détermine une seconde droite contenantle point que l'on peut ainsi construire facilement. On construirait de même les autres sommets B, G et D du quadrangle cherché.
8. Dans le cas particulier où le quadrangle a^yS est formé des sommels d'un triangle et du point de rencontre des hauteurs de ce triangle, ou sait que l'enveloppe des asymptotes des coniques qui passent par ces quatre points est une hjpocycloïde à trois points de rebroussement.
Le quadrangle ABCD, qui a pour dérivé «PyS, est alors le symétrique de ce dernier quadrangle relaiivemenl au centre de l'hjpocycloïdç.
On voit donc que :
Si l'on considère les Crois sommets d'un triangle et le point de rencontre des hauteurs de ce triangle, les asymptotes des coniques passant par ces quatre points enveloppent une kypocycloïde à trois points de rebroussement, tandis que les axes de ces courbes enveloppent la courbe symétrique de cette hypocyclo'ide relativement à son centre.
9. Considérons une conique quelconque C et un axe A de cette conique; soient M et M' deux quelconques de ces points. Par le milieu I du segment MM' menons une perpendiculaire à cette droite et soit il le point où cette perpendiculaire rencontre l'axe. Imaginons maintenant que la conique, en tournant autour de l'axe A, engendre une surface de révolution; les deux points M et M' engendrent deux parallèles de cette surface et la sphère contenant ces deux parallèles a pour centre le point H. Si donc on prend respectivement sur ces deux parallèles deux points arbitraires m et m', on voit que le plan, mené par le milieu du segment mm' et perpendiculairement à ce scgmenl, passe par le point H.
De cette remarque et de la proposition que j'ai rappelée plus haut (n" 2) résulte immédiatement le théorème suivant :
S tant donnés sur une surjace du second ordre de révolution
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deux points fixes A. et ^ et un. point mobile M, si, par les points milieux des cordes MA et MB, on mène des plans perpendiculaires à ces cordes, le segment que ces plans interceptent sur l'axe de révolution de la surface est un segment dont la longueur demeure constante lorsque lepoinlM.se déplace.
La même propriété a lieu évidemment relativement à une courbe quelconque tracée sur une surface de révolution du second ordre, lorsque l'on considère sur cette courbe deux points fixes A et B et un point mobile M.
En particulier :
Une courbe quelconque étant tracée sur une sur/ace de révolution du second ordre, considérons deux points quelconques M et N situés sur cette courbe. Menons les plans normaux à la courbe aux points M et N et désignons respectivement par m et n les points oit ces plans normaux rencontrent l'axe de révolution de cette sur/ace; soit de plus H le point où le plan mené par le milieu de la corde MN et perpendiculairement à cette corde rencontre cet axe. Cela posé, le point H est le milieu du segment mn.
iO. Considérons une ellipsimbre droite ('), c'est-à-dire la courbe résultant de l'intersection de deux surfaces du second ordre ayant trois axes commiins que l'on peut appeler les axes de l'ellipsimbre.
On sait que cette courbe peut être placée sur une surface du second ordre de révolution ayant l'une quelconque de ces trois droites pour axe de révolution.
Donc :
Etant donnée une ellipsimbre droite et deux points quelconques M e( N pris sur cette courbe, les plans menés normalement à la courbe aux points M etN interceptent sur les trois axes de l' ellipsimbre trois segments; le plan passant par leurs points milieux passe par le point milieu de la corde MN et lui est perpendiculaire.
( ' ) ExpresaEon employée d'abord par Frézier et adoptée par M. de la Gournerie dans ses Becheixhes sur les surfaces tétraédrales.
H. Soit S une surface de révolution du second ordre ayant pour axe la droite A, et soient A, B, C el D quatre points queIconf|ues situés sur cette surface. Les plans menés par les milieux des cordes AB et BC et perpendiculairement à ces cordes interceptent sur l'axe A un segment qui (n" 9) est égal au seg'ment intercepté sur la même droite par les plans menés, par les milieux des cordes AD et DG, perpendiculairement à ces cordes; d'autres propositions semblables s'obtiendraient en considérant les diverses droites qui joignent deux à deux les sommets du tétraèdre ABCD.
Ces diverses propositions peuvent être résumées dans le théorème suivant :
A, B, C e^ D étant les sommets d'un tétraèdre inscrit dans une surface de révolution du second ordre, considérons les perpendiculaires abaissées sur les faces de ce tétraèdre par le centre de la sphère qui lui est circonscrite; les trois couples de plans opposés que l'on peut mener par ces quatre droites interceptent sur l'axe de la surface trois segments dont le point milieu est le même.
En d'autres termes :
Si l'on désigne par e le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD et si l'on mène par le point e une parallèle à l'axe A, le cône du second degré, ayant pour sommet t et contenant la parallèle dont je viens de parler ainsi que les perpendiculaires aux /aces du tétraèdre, est asymptote à l'axe A.
Le plan passant par A et le sommet s, est donc tangent au
12. Les axes des diverses surfaces de révolution du second ordre que l'oo peut mener par quatre points donnés A, B, C et D forment un complexe dont il est facile de trouver, d'après ce qui précède, les propriétés les plus essentielles.
Désignons, comme ci-dessus, par e le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD et par A', B', C et D' les perpendiculaires abaissées du point s sur les faces du tétraèdre.
Les droites du complexe, situées dans un plan donné P, s'obtiendront facilement; si l'on appelle a', ^', Y et 5' les points où ce
plan est percé par les droites A', B', C et D', ce sont les asymptotes des coniques passant par les quatre points a', ^', y' et S'. Ainsi les droites du complexe, situées dans le plan P, enveloppent la courbe de troisième classe étudiée dans le § I.
Pour obtenir les droites du complexe passant par un. point donné O, imaginons les divers cônes du second ordre qui renferment les droites a', p', y' et S', et par O menons les plans langents à ces cônes ; les arêtes de contact forment un cône du troisième degré qui, transporté parallèlement à lui-même, de sorte que son sommet vienne en O, donnera le cène du complexe.
On voit que ce cône ne varie pas et se déplace parallèlement à lui-même lorsque le point O se meut sur une droite passant par le centre e de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD.
13. Étant donné un système de cinq points A, B, G, D et E, il est facile de déterminer une surface de révolution du second ordre passant par ces points et ayant pour axe une droite parallèle à une droite donnée i.
Soient, en effet, a, ^, y, 8 et e les centres des sphères circonscrites aux cinq tétraèdres que l'on peut former avec les cinq points donnés, a étant par exemple le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre BCDE, ^ le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ACDE, etc.
Par le point et, menons une parallèle i' à A et imaginons le cône du second ordre (a) ayant pour sommet a et pour arêtes les droites A', a^, ay, «S et as; par le point p, menons de même une parallèle A" à i et imaginons Je cône du second ordre (p), ayant pour sommet ie point ^ et ayant pour arêtes les droites A", pa, ^y, pS et ft£. Ces deux cônes, comme on le voit, ayant en commun la génératrice o.p, se coupent en outre suivant une cubique gauche.
Cela posé, les plans tangents menés respectivement aux cônes (a) et (P) le long des arêtes A' et A" se coupent suivant une droite qui est l'axe d'une surface de révolution du second ordre passant par les points A, B, C, D et E.
a. On déduit encore de là la proposition suivante ;
Cinq points étant donnés sur une surface de révolution du second ordre, les cinq centres des sphères circonscrites aux cinq
tétraèdres que l'on peut former en considérant quatre quelconques de ces points sont sur une cubique gauche ayant pour asymptote l'axe de lasurface.
D'où l'on conclut que le système de droites formé par les axes des diverses surfaces de révolution du second ordre passant par cinq points donnés se confond avec le système formé par les asymptotes des cubiques gauches passant par cinq autres points fixes, ces derniers points étant les centres des sphères circonscrites aux tétraèdres déterminés par les cinq premiers points.
ni.
15. Les théorèmes qui précèdent sont des cas particuliers de théorèmes pins généraux relatifs aux lignes spiriques et aux surfaces de révolution engendrées par la rotation de ces lignes autour de leur axe.
On appelle ligne spirique (') une courbe plane du quatrième ordre qui possède un axe de symétrie et qui a pourpoints doubles les deux ombilics du plan.
Cette courbe a deux foyers singuliers situés sur son axe de symétrie. Si ces deux foyers coïncident, la courbe est un ovale de Descartes; dans le cas où l'un des foyers singuliers est rejeté à l'infini, la courbe devient une cataspirique et elle n'est plus que du troisième degré. Enfin, si les deux foyers singuliers sont rejetés à l'infini, la courbe devient simplement une conique.
Cela posé, je m'appuierai sur la propriété suivante, que j'ai énoncée dans ma Note Sur quelques propriétés des lignes spiriques {loc. cit.) :
Etant donnés deux points fixes A et B situés sur une spirique et un point M mobile sur cette courbe, si, par les milieux des cordes MA. et MB, on mène des droites respectivement perpendiculaires à ces cordes, ces perpendiculaires déterminent sur
(') Voir, sur la théorie des lignes spiriques, le Mémoire de M. de la Gournerie. Sur les lignes spiriques, inséré dans le Journal de Liouville, a* série, t. XIV; ma Note Sur quelques propriétés des lignes spiriques, insérée dans le Bullelin de la Société philomathique {noyembre i8Sg) et ma Note Sur la cardioïde {Nouvelles Annales, 1878).
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l'axe de la courbe deux divisions homo graphiques dont les points doubles sont les foyers singuliers situés sur cet axe.
D'où la proposition suivante ;
Un quadrangle étant inscrit dans une spirique, les trois couples de côtés opposés du quadrangle dérivé rencontrent l'axe de la courbe en siœ points en involution, les deux points doubles de cette involution partagent harmoniquement le segment déterminé par les deux foyers singuliers situés sur l'axe.
Ce que l'on peut encore énoncer ainsi :
Un quadrangle étant inscrit dans une spirique, les sommets du quadrangle dérivé et les deux foyers singuliers, situés sur l'axe de la courbe, sont sur une même conique.
16. Considérons la surface de révolution S engendrée par la rotation d'une spirique autour de son axe de symétrie; nous obtiendrons facilement les théorèmes qui suivent :
Une surface S étant circonscrite à un tétraèdre ABCD, si, du centre de la sphère circonscrite à ce tétraèdre, on abaisse des perpendiculaires sur les quatre faces, ces quatre perpendiculaires et les droites qui joignent le centre de la sphère aux deux foyers singuliers de S sont situées sur un même cône du second ordre.
Une surface S passant par cinq points donnés, considérons les centres des cinq sphères circonscrites aux tétraèdres que l'on peut former en prenant quatre quelconques des points donnés; ces cinq centres et les deux foyers singuliers de la surface S sont situés sur une même cubique gauche.
SUR Ll RELiTION ODI EXISTE ENTRE DN CERCLE
ET LES ÉLÉIIEITS D'IIIE COVIOUE IiVSCHITE MNS CE TRUNCLB.
Nouvelles Annales de Mathématiques ; r
■1. Soit un triangle inscrit dans ui
1 cercle C et circon
scrit à une
conique K; si celte conique est u:
ne parabole, on sa
it que son
foyer est sur le cercle.
Laissant ce cas de côté, j'énoncef
ai la proposition si
uvante :
Soient F e( G les deux foyers de la conique, F' le point réciproque du foyer F relativement au cercle et O le centre de ce cercle; si, par le point F, on mène une droite parallèle à OG, cette droite rencontre GF' en un point R tel que le produit GR X GF' est égal au carré de l'axe qui renferme les deux foyers.
2. Pour démontrer cette proposition, je remarque que Ton peiit, d'après un théorème bien connu et dû à Poncelet, inscrire dans le cercle C une infinité de triangles circonscrits à la conique. En désignant par I et J les deux ombilics du plan, on sait que le cercle passe par ces deux points; on peut donc construire un triangle inscrit dans le cercle circonscrit à K, et dont l'ombilic I soit l'un des sommets. A cet effet, je mène par les foyers F et G les droites isotropes FI etFJ qui sont tangentes à la conique; ces droites rencontrent respectivement le cercle aux points m et n, et la droite mn est tangente à K.
Je rappellerai ici quelques notions très simples que j'ai
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exposées dans une INoLe publiée précédemmenl dans les Nouvelles Annales ('). Un point quelconque A étant donné dans le plan, menons les deux droites isotropes Al el AJ qui se croisent en ce point, et désignons respectivement par a el par a' les points réels situés sur ces droites.
Il esl clair que ces points sont parfaitement déterminés quand m se donne le point A; réciproquement, ces points déterminent complètement le point A, et l'on peut dire que aa' est son segment représentatif, a étant l'origine du segment et a' en étant l'extrémité.
Ceci posé, si trois points sont en ligne droite, les deux triangles formés respectivement, par les origines des segments représentatifs de ces points et leurs extrémités, sont semblables et inçersement placés.
En second lieu, si un point imaginaire est situé sur un cercle réel, les extrémités de son segment représentatif sont réciproques par rapport à ce cercle.
i. Il résidte de là que, si l'on désigne respectivement par F' et G' les points réciproques des foyers F et G relativement au cercle C, les points m et n ont respectivement pour segments représentatifs FF' et GG'.
Je construis maintenant le point symétrique du point P relativement à la droite mn. A cet effet, par le point F, je mène la droite isotrope Fi qui passe par le point m, puis par le point m la droite isotrope mj qui contient le point réel F'; je mène ensuite la droite isotrope FJ, puis, en appelant p le point où elle rencontre la droite mn, la droite isotrope />I, et le point fp, où se rencontrent niJ et pi, est le point cherché. Si R est le point réel situé sur pi, on voit que son segment représentatif est RF'.
Pour obtenir le point R, je remarque que les trois points p, m et n étant en ligues droites et étant respectivement représentés par les segments RF, FF' et GG', les uiangles RFG el FF'G' sont semblables et inversement placés. D'où il suit que le point R est
(') Sur l'emploi des imaginaires en Géométrie {Nouvelles Annales de Mathématiques, a" série, t. IX; 1870J.
l'inlersccLion de la droite GF' avec la droite menée par le poiol F parallèlement à GG'. Si l'on remarque en effet c|ue le quadrilatère FGF'C est inscriptible dans un cercle, on en conclut sans
peine que les angles FGR et F'G'F sont égaux comme inscrits dans un même arc de circonférence; parla même raison, l'angle
F'F<? est égal à l'angle F'GG el ce dernier est égal par construction à l'angle FRG. Les angles FRG et F'FG' sont donc aussi égaux; par suite, les triangles RFG et F F' G' sont semblables, et, comme ils sont évidemment inversement placés, le point R est le point réel situe sur la droite isotrope pi.
5, Le point tp étant symétrique de F relativement à la droite mn, qui est une tangente de la conique K., est situé sur le cercle décrit autour du foyer G comme centre avec un rajon égal à l'axe de la conique qui contient ce foyer.
Le point f est d'ailleurs représenté par le segment RF'; on en conclut d'abord que la droite RF' passe par le point G, ce qui résulte de la construction même par laquelle on a déterminé le point R, puis que le produit GR X GF' est égal au carré de l'axe dont je viens de parler.
D'où la proposition que j'ai énoncée au commencement de celte Note.
6. Cette proposition peut s'énoncer d'une façon un peu (HHiirente :
Construisons le cercle passant par le point F' et tangent en G à la droite OG; si l'on désigne par <!» le second point de rencontre de ce cercle avec l'axe FG, par H le centre de la conique, par na la longueur dé l'axe de celte courbe gui renferme les foyers F et G et par zb la longueur de l'autre axe, on a la relation
(i) HF.H* = «î+6s,
en sorte que les points F eï * sont réciproques relativement au cercle qui est le lieu des points d'où l'on voit la conique sous un angle droit.
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On peut remarquer, en effet, que la droite FH étant parallèle, à )a droite OG, le quadrilatère FRF'$ est înscriptible dans une circonférence de cercle; on a donc
GF.G'J' = GR.GF'=4a^
d'où, par une transformation facile, la relation énoncée ci-dessus.
7. Comme application, proposons-nous, étant donné un point O du plan, de conslniire un cercle ayant ce point pour centre et dans lequel on puisse inscrire un triangle circonscrit à la conique K.
Construisons le point* déterniioé parla relation (i), et faisons passer par les points * et G un cercle qui touche ia droite OG. Ce cercle rencontre la droite OF en deux points F' et F"; de là deux solutions du problème proposé.
En premier lieu, on a comme solution le cercle relativement auquel les points F et F' sont réciproques, et son rayon R' est déterminé par la relation
On a comme seconde solution le cercle relativement auquel les points F et F" sont réciproques, et son rayon R" est déterminé par la relation
R''î= OF.OF'.
On peut transformer encore d'une autre façon la relation
GRx GV'= ^a>.
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Les deux Iriangles semblables OF'GetFF'R donnent en effet d'où la relation
En désignant par R le rajon du cercle, par « et c les longueurs OF et OG et enfin par <u l'angle FOG, on a
GF'' = OG'-hOF'î— îOG.OF'cosu, = «'--h -- — ■ "■""'•'"; delà
On a d'ailleurs, dans le triangle OFG,
en dësignanl par ac la dislance des foyers F et G.
Éliminanl cosm entre les équations précédentes, il vient
(Kî_„l)(R2_yî) = 4 6!Ri.
10. Si l'on suppose que, les fojers F et G venant à coïncider, la conique se réduise à un cercle, en posant
« = .. = D et 6 = /■,
on obtiendra la relation suivante :
Rî — Dî= 2Rr,
qui, comme on le sait, est due à Euler.
SUR LA RELATION QUI EXISTE ENTRE UN CERCLE
ET LES ÉIÉWENTS mW COKIQIE INSCUIIE DANS CE OlAIllilUTÈRE-
Noiiiieiles Annales de Malltemaliques ; 1879.
1. Dans Lont ce c[ui suit, pour abréger les démonsLralions, je supposerai que l'on considère uiie conique et un cercle réels {ou du moins dont les équations soient réelles). Les résnitats obtenus s'étendent évidemment au cas où ces courbes seraient imaginaires ; il suffirait d'ailleurs de quelques modifications légères pour appliquer au cas général les considérations sur lesquelles je m'appuie.
2. Je supposerai d'abord que la conique donnée soit une parabole P. En désignant par G le cercle donné, on sait, d'après Poncelet, que si l'on peut circonscrire à P un quadrilatère dont les sommets soient situés sur C, on peut lui circonscrire une infinité de quadrilatères jouissant de la même propriété. Le sommet d'un de ces quadrilatères peut être pris arbitrairement sur le cercle.
Soit I un, des ombilics du pian, les deux tangentes menées de ce point à la parabole sont, d'une part la droite de l'inlini qui rencontre le cercle à l'autre ombilic J, et d'autre part la droite FI qui passe par le fojer de la parabole. Les tangentes issues du point J sont la droite de l'infini et la droite FJ. Désignons respectivement par a et j3 les points oii les droites isotropes FI et FJ rencontrent le cercle; il est clair que l'on obtiendra la condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse inscrire dans le cercle un qoadriSalère circonscrit à la parabole, en exprimant que la droite «(3 est tang-ente à P, ou bien que le symétrique de F relativement à cette droite est sur la directrice de P.
Ce point symétrique est évidemmeul le point réciproque de F relativement au cercle C; d'où la proposition suivante :
Étant donnés le cercle G et une parabole P, si l'on peut inscrire dans le cercle un quadrilatère circonscrit à la parabole, le point réciproque du foyer de P relativement au cercle est situé sur la directrice de cette courbe.
3. On sait (') que, si l'on considère un quelconque des quadrilatères circonscrits à P et inscrits dans C, le point de rencontre Q des diagonales de ce quadrilatère est fixe et ne dépend pas de la position du quadrilatère considéré; c'est d'ailleurs le point de rencontre de deux cordes communes aux deux courbes.
Si l'on considère, comme précédemmeni, le quadrilatère IJap, on voit que le point fixe Q est l'intersection des droites isotropes pi et aJ; ce point est donc le réciproque de F relativement au cercle C, et il est situé sur la directrice.
4r. En particulier, si d'un point M, pris dans le plan de la parabole, on lui mène deux tangentes qui touchent celte courbe aux points A et B, on sait que l'on pent inscrire dans le cercle déterminé par les frois points M, A et B une infinité de quadrilatères circonscrits à P; on peut donc, relativement à ce cercle, énoncer les propositions suivantes ;
Le point réciproque du foyer de P, relativement au cercle C circonscrit au triangle MAB, est sur la directrice de P; il est le point d'intersection de la corde AB commune aux deux courbes, de la corde qui passe par leurs deux autres points de rencontre et de la tangente menée en M au cercle C.
5. Considérons maintenant une conique K. quelconque ayant pour foyers réels les points F et G; je désignerai par -la la longueur de l'axe contenant ces foyers, par aè la longueur de l'autre axe, et par ac la distance FG, en sorte qu'entre ces quantités on a, suivant la notation habituelle, la relation
C) Porcelet, Proprie
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Puisque l'on peut inscrire dans le cercle C ime infinilé de quadrilatères circonscrits à ta conique K, on peut choisir arbitrairement sur ce cercle le sommet d'un de ces quadrilatères. Prenons l'ombilic I; les tangentes menées de ce point à la conique passent par les foyers F et G et rencontrent respectivement le cercle en deux points a et ^ ; en vertu de la propriété énoncée, il existe sui' ce cercle un troisième point S, tel que les droites aS et pS sont tangentes à la conique K.
Déterminons d'abord le point symétrique de F relativement à a3. Je mène à cet effet par le point F la droite isotrope du système (!) qui rencontre aS au point a, puis par le point o: la droite isotrope du système J; je mène en second lieu par le point F la droite isotrope du système J qui rencontre «S en un point e, pois par le point e la droite isotrope du système 1. Les droites aJ et el se coupent en un point a qui est le symétrique du point F.
Pour déterminer le segment représentatif de ce point imaginaire, je remarque que les points a, S et s sont en ligne droite. Le segment représentatif du point a. est FF', si l'on désigne par F' le réciproque du foyer F relativement au cercle C; le segment représentatif du point tp a pour extrémité le point F' et pour origine un point R qu'il s'agit de déterminer. Quant au point S, comme il se trouve sur le cercle C, il est représente par un segment DD' dont les extrémités sont deux points réciproques relativement à ce cercle; le point e a d'ailleurs pour segment représentatif RF.
Puisque les points a, 3 et e sont en ligne droite, les deux Lriangleg FRD et F'FÛ' sont semblables et inversement placés, et, le quadrilatère FF'DD' étant inscriptibîe, on voit immédiatement que le point R est le point de rencontre de F'D avec la droite menée par le point F parallèlement à OD.
6. Semblablement, si l'on désigne par -^ le symétrique de G relativement à ^S et par G' le réciproque de G relativement au cercle C, on voit que y est représenté par le segment SG', en appelant S le point de rencontre de G'D avec la droite menée par le point G parallèlement à OD.
Je ferai remarquer maintenant que, la droite iS étant tangente à la conique K, le point tp est situé sur le cercle réel décrit du point G comme centre avec un rayon égal à 2«; donc ;
1 " La droite F'D passe par le point G ; 2° On a la relation
GR.GF'=4a'.
De même, la droite j3S étant tangente à la conique K, le point f est situé sur le cercle réel décrit du point F comme centre avec un rajon égal à aa; donc :
1° La droite CD passe par le point F;
2" On a la relation
FS.FG'= 4a^.
7. De là résulte que le point D est l'intersection des droites FG' el GF' el l'on peut énoncer la proposition suivante :
Théouème. — Considérons un cercle C et une conique K jouissant de la propriété que l'on puisse inscriredans lecercle un quadrilatère circonscrit à la conique; soient O le centre du cercle, F' et G' les points réciproques relativement au cercle des foyers F et G de la conique, D le point de rencontre des droites FG' et GF'.
Si l'on désigne par R le point de rencontre de F'G avec la droite menée par F parallèlement à CD, le produit GR.GF' est égal au carré de l'axe de K qui contient les foyers F et G.
8, On obtient ainsi la relation
[I) GR.GF'= 4<iî,
qu'il est aisé de transformer de façon a ne mettre en évidence que le raj'on du cercle et les côtes du triangle OFG.
Soit en etï'et R le rajon du cercle, el posons, pour abréger,
0F = u, 0G = «, F0^ = w, 6rS'= ÊiGF"'=a et OFë == OG'F = p. La retalion (i) peut se mettre sous la forme suivante :
GF'(GD + DR) = 4a=.
Or on a cvidemmeni
yGoosle
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€1 îes deux triangles semblables OF'D etFF'R donnent
En remarquant que on déduit de là
et comme
sin jî _ OF _ up siiTi ~ OG' ^ R''
. On trouve aisément
on en déduit la relation
4a'(R'~«''t'=) =(2R2— «ï — t-^XR'— aR^ui-costo-f-u'i^^). On a d'ailleurs
en éliminant cosui entre les deux équations qui précèdent, îl viendra enfin
4«nR'-«^<'') = (2R'-«=-^'^)[(R^-«')tR^->'=) + 4c'R^].
10. Si l'on suppose que la conique se réduise à un cercle, les foyers F et G étant confondus, on devra faire c=: o, et en posant
u = (1 = D, a = r, on obtiendra la relation suivante :
(RS-D3)[2rHR2+D=)-(R^-D=)'] = o.
yGoosle
11. Comme je l'ai rappelô plus haiil, si l'on considère un quadrilatère quelconque circonscrit à 3a conique R et inscrit dans le cercle C, les diagonales de ce quadrilatère se coupent en un point fixe.
Pour déterminer ce point fixe, je considère en particulier le quadrilatère laSP; le point fixe cherché se trouve sur la droite Si, et, comme il est évidemment réel, il se confond avec le point D. On peut d'ailleurs facilement vérifier que ce point est sur !a diagonale ap; cela résulte immédiatement de la similitude des triangles FDG et F'DG'.
Ainsi :
Le point de rencontre fixe, des diagonales des quadrilatères circonscrits à la conigue K, et au cercle C est le point de rencontre des droites FG' et GF'.
12. Les considérations qui précèdent s'appliquent évidemment au cas où le polygone, que l'on peut circonscrire à la conique et inscrire dans le cercle, a un nombre de côtés supérieur à quatre; mais les résultats deviennent alors beaucoup plus compliqués, et je me contenterai d'examiner le cas particulier où, la conique étant une parabole P, on peut lui circonscrire un pentagone inscrit dans un cercle C.
Si nous prenons pour sommet de ce pentagone l'ombilic I, des deui tangentes qne l'on peut de ce point mener à la parabole, l'une est la droite de l'infini qui rencontre le cercle à l'ombilic J, l'autre coupe le cercle en un point a. Par l'ombilic J, on peut mener à P une tangente distincte de la droite de î'înfini ; je désignerai par p le point où elle rencontre C. Cela posé, il est clair , que, si l'on peut inscrire dans le cercle un pentagone circonscrit à la parabole, les tangentes à ce cercle, menées par les points a el ^ (et distinctes des droites isotropes al et j3J), doivent se couper en un point y de ce cercle. D'ailleurs, les points a et p étant évidemment imaginairement conjugués, il en est de même de ces deux tangentes; le point f est donc réel.
Nous devons maintenant exprimer que la droite av est tangente à la parabole.
A cet effet, je remarque que le point a est représenté par le segment FF', si l'on appelle F le foyer de la parabole et F' son
réciproque relativement au cercle. Cherciions le symétrique de F relativement à la droite ay; pour cela, je considère la droite isotrope du système J qui passe parle point a; puis, par le point F je mène la droite isotrope du même système qui rencontre av en un point e; enlin par le point £ je mène la droite isotrope du système I.
Les droites aJ et si se coupent en un point f qui est le symétrique cherché, et le segment représentatif de o est RF', si l'on désigne par R le point réel situé sur la droite si.
13. D'ailleurs, lès points a, s et -y étant en ligne droite, les deux triangles FF'y et RFy sont semblables, et par suite le point R est le point d'intersection de F'y par la droite menée par F parallèlement àOy.
Si maintenant on remarque que le point (f, représenté par le segment RF', est sur la directrice de la parabole, on en conclut d'autre part que R est le symétrique de F' relativement à cette directrice.
D'où la proposition suivante :
Soit donnée une parabole à laquelle on peut circonscrire un pentagone inscrit dans le cercle; construisons le point F*, réciproque par rapx>ort au cercle, du foyer F de la parabole, puis le point R symétrique du point F' par rapport à la directrice de cette parabole; cela posé, le point de rencontre de V'K avec la droite menée par le centre du cercle parallèlement à FR est situé sur le cercle.
\ài. Si l'on désigne par y ce point de rencontre, par O le centre du cercle et r son rayon, les deux triangles semblables FF'R et OF'y donnent la proportion
Of
OF
et
on en déduil
. la relation s
uivanl
lo. En terminant celte Note, je ferai encore remarquer avec quelle facîiité les considérations dont j'ai fait usage conduisent au beau théorème de M. Faure, relativement aux triangles conjugués par rapport à une conique.
Considérons, en eifet, un cercle circonscrit à iin triangle conjugué relatif à une conique K; on sait que l'on peut, dans ce cercle, inscrire une infinité d'autres triangles jouissant de la même propriété. Prenons l'ombilic I comme sommet d'un de ces triangles, et soient a et ^ les points de rencontre de K avec la polaire de cet ombilic; ces points sont évidemment sur le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique, en sorte que, en désignant par O te centre de K et par a et 6 les demi-axes de cette conique, on a la retalion
Soient Y et 0 les deux autres sommets du triangle conjugué dont le premier sommet est I; par définition, les points y et S se trouvent sur la droite ap et divisent harnioniquement le segment m^; on a donc
et, comme Oy.03 est évidemment la puissance du centre O relativement au cercle 0, le théorème est démontré.
QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES HOMOFOCAIES.
Bulletin de la Socle'té mathématique de France; '879.
1. Je considère, dans un plan, un système de coniques liomofocales ; soient Ox et Oy les axes de ces coniques, F et F' leurs foyers réels communs, que je supposerai situés sur Taïe Ox\ les deux foyers imaginaires communs $ et 4>' seront, par suite, situés sur l'axe Oy. Pour abréger, j'appellerai simplement conique du système une conique ayant pour foyers les points F, F', * et 4'.
Élant donné un point quelconque M du plan, deux coniques du système se croisent en ce point; désignons par N et N' les centres des deux cercles qui osculenl respectivement ces deux coniques au point M, et par jjl la droite qui joint ces deux points. Cette droite est parfaitement déterminée quand on se donne le point M et les deux foyers F et F'; je dirai que c'est l'ase du point M.
2. Réciproquement, élantdonnéc une droite [A du plan, il existe trois points M, M' et M" pour lesquels cette droile est un axe.
Si Ton considère la conique dasystème qui touche la droite^, et que l'on désigne respectivement par a. et p les points où la normale menée au point de contact rencontre les axes Ox et Oy, les trois points M, M' et M", qui ont pour axe la droite [a, sont situés sur le cercle A passant par les points a, p et le centre O commun aux coniques du système.
3. On sait que toutes les propriétés des normales et des centres
de courbure d'une conique sonl triples ; les normales à une conique demeurenl, en effet, normales à la Iransformée de celle conique quand on effectue une transformation homographique qui, aux deux ombilics du plan ('), fait correspondre deux des foyers indépendaiils de cette conique.
De la proposition précédente, on déduit donc immédiatement les théorèmes qui suivent :
jUx conique qui, passant par 'le point p et les deux foyers F et F', a pour asymptotes l'axe Oy et la droite a^ contient les trois points M, M' et M".
La comque qui, passant par le point a et les deux foyers *b et *', apour asymptotes l'axe Ox et la droite ap contient également les trois points M, M' et M".
4. Les ti'ois points qui ont pour axe la droite ii. sont, comme on le voit, les trois points communs aux deux coniques dont je viens de parler et au cercle A défini précédemment (2).
Mais on peut aussi les déterminer par l'interjection de ce cercle ei d'une conique avec une conique ayant pour axes les droites Ox et Oj.
Désignons, en effet, par C la conique du système qui touche la droite [j. et par K la conique dont les sommets coïncident avec les points de rebroussemenl de la développée de C; nous pourrons énoncer la propriété suivante :
Les points M, M' et M", çui ont pour axe la droite p, sont situés sur la conique K; le quatrième point de rencontre de cette conique et du cercle A est le point O' qui, sur le cercle, est diamétralement opposé au centre O commun aux coniques du système.
5. Le point O', diamétralement opposé au point O sur le cercle A, est le conjugué harmonique du point O relativement aux points M, M' et M".
C) Je désigne ainsi les points imagin les cercles tracés dans le plan.
SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS I
6. Le triangle MM'M" est circonscrit à la conique C du système qui touche la droite |*.
7. Considérons l'hyperbole éqiiilalère H, qui a pour centre le point O el dont l'axe iransverse, dirigé suivant Oy, a pour longueur FF'; nous pourrons énoncer la proposition suivante :
Le triangle MM'M" est aulopolaire relativement à l'hyperbole H.
8. Soit M'M" un côté quelconque du triangle MM'M"; du point O abaissons une perpendiculaire sur ce côté, et désignons par Mo le point symétrique, par rapport au point O, du pied de cette perpendiculaire.
Le point M» est situé sur l'axe [x du point M, el la droileMT^, est perpendiculaire à cet axe.
9. Étant donnée une conique C du système, on voit que, si la droite [* roule sur cette conique, les points correspondants M, M' el M" décrivent la conique K., tandis que les côtés du triangle MM'M" roulent tangenliellement à C elle-même.
D'où les propositions suivantes :
Étant donnée une conique quelconque C du système, désignons par K. la conique dont les sommets coïncident acec les points de rebroussement de la développée de C,
Cela posé, en appelant O' un point quelconque rfe K ef O le centre commun aux courbes du système, si, sur 00' comme diam,ètre, on décrit un cercle, ce cercle rencontre les axes en deux points; la droite qui joint ces deux points est normale à la conique C.
Ce cercle rencontre de nouveau K en trois autres points; chacun de ces points a pour axe une même droite tangente à G.
Les côtés du triangle formé par ces points sont circonscrits à C.
Ce triangle est autopolaire relativeijient à l'hyperbole équilatère H.
10. Les coniques C et K, qui figurent dans l'énoncé des propo-
sitions t\m précèdenl, ont entre elles des rclalions qui mérilent d'êlre éliidiées.
Enlre autres propositions, je rappellerai ia suivante, que j'ai déjà fait connaître, il y a quelques années, d&ns\es Comptes rendus de l'Académie des Sciences ( ' ) ;
Si d'un point de la conique ¥^ on mène des tangentes à ladêveloppée de la conique C, les quatre points de contact sont en ligne droite, et ladroite qui joint ces points de contact est normale à la courbe C.
il. Soit iVI un point quelconque du plan; par ce point passent deux coniques du système. En désignant par N et N' les centres des cercîes qui osculenl ces coniques au point donné, je dirai que N et N' correspondent au point M.
Réciproquement, étant donné un point N du plan, on peut chercher combien de points M lui correspondent, c'esL-à-dire combien existent de cercles ayant le point M pour centre ei osculatcurs d'une conique du sysième.
12. Pour résoudre cette question, je m'appuierai sur les considérations suivantes :
Étant donné up point N du plan, si de ce point on mène les normales à une conique du système, les tangentes aux points de conlacl touchent une parabole P tangente aux axes de la conique. Cette parabole est la même quelle que soit la conique du système que l'on considère; elle est t'enveloppe des polaires du point N relativement aux diversesconiqucs qui ont pour foyers les points F et F.
13. Poiirle démontrer, je m'appuierai sur cette importante proposition, due à M, Chasies :
Le lieu des pèles d^ une droite relativement aux coniques qui forment un système homofocal est une droite qui rencontre la
(') Sur la développée de l'ellipse {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier 1875),
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droite donnée au point où elle touche la conique du système qui lui est tangente.
Soient P l'enveloppe des polaires dont je viens de i)arler (on voil immédialemeni que c'est une, parabole tangente aux axes), C une conique du système, et T une tangente commune àCet à P. En désignent par M le point où elle touche 0, on voit que le lieu des pôles de T relativement aus. coniques du système est la droite menéeparM normalement àC; en vertu du théorème de M. Chasies que je viens de rappeler, cette droite passe par le point N; donc NM est normale à la conique C.
Réciproquement, abaissons du point N une normale à la conique C, et soit M le pied de celte normale. En désignant par T la tangente menée en ce point, on voil que le lieu des pôles de T relativement aux coniques du système est la droite MiV. Il y existe donc une conique du système pour laquelle le pôle de T se confond avec le point N ; par suite, la droite T est tangente à la parabole P.
La proposition que j'ai énoncée est donc entièrement établie (').
14, Le foyer de la parabole P peut se déterminer alséuient. On peut, en effet, la définir de la façon suivante :
Si autour du point N on fait tourner une transversale, et que par son pôle on mène une perpendiculaire à cette droite, l'enveloppe de ces perpendiculaires est la parabole P {^).
Pour avoir le foyer de la parabole, il faut chercher les droites isotropes tangentes à celte courbe. On les obtiendra si l'on considère les transversales isotropes passant par le point N. En désignant par I l'un des ombilics du plan, soit NI l'une de ces transversales; menons parles foyers F et, F' des parallèles à cette droite.
(') On démontrerait de méinc que :
Si d'un point N de l'espace on mène les normales à une sur/ace du second ordre, les pieds des normales sont les points de contact des plans qui touchent la surface et sont osculaleurs de la cubique gauche enveloppée par les plans polaires de N, relativement aua: diverses surfaces du second ordre qui ont les. mêmes focales que la surface donnée.
(') CiTables, Traite' des sections coniques, p. i45.
57 1 OÉOMÉTBIE.
Le foyer f de la parabole se Ironve sur !a droite isotrope conjuguée harmonique de NI relativement aux deas droites dont je viens de (jarler; des conséquences analogues se déduiraient de la considération de la transversale isotrope passant par le second omljilic J. On peut donc énoncer la propriété suivante :
Le foyer de la parabole P est le conjugué harmonique du point N relativement aux deux foyers F et F' communs à toutes les courbes du système.
J'ajouterai que :
La directrice de cette parabole est ta droite ON qui joint le point N au centre commun des coniques du système.
lo. Du tiiéorème précédent résultentimmédiatemeniles conséquences suivantes :
Si l'on imagine, dans le plan des deux axes Ox et Oy, deux droites quelconques!) et D', le foyer de la parabole qui touche ces quatre droites a pour conjugué harmonique, relativement aux foyers F et F', le pointde rencontre des normales menées aux deux courbes du système qui touchent D et D'.
Et, si l'on suppose que les dj-oites D et D' viennent se confondre ;
Si en un point M d'une conique on mène la tangente, et si l'on imagine la parabole qui touche celle tangente au point M et en outre est tangente aux axes de la conique, le conjugué harmonique du foyer de cette parabole, relativement aux deux foyers de la courbe^ est le centre du cercle qui oscule cette courbe au point M.
16- Cela posé, pour trouver les points M correspondant à un point donné M, construisons le point M,,, conjugue harmonique de M relativement aux deux foyers F et F", et imaginons la parabole P, qui a pour foyer le point M^ et pour directrice la droite CM.
Il est clair, par ce qui précède, que :
Les points ^ correspondant au pointa sont les pieds des normales abaissées de ce dernier point sur la parabole P.
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Ces points sont donc au nombre de trois, et, si l'on désigne pari le milieu du segment M^M, ils s'obtiendront en cherchant l'interseclion de P avec le cercle décrit sur M,,! comme diamètre.
17. Le triangle forme par ces trois points jouit de diverses propriétés intéressantes, parmilesquelles je me bornerai à mentionner 3a suivante :
Le triangle formé par les trois points correspondant à un point donné du plan est circonscrit à une conique du système.
Je me réserve de revenir sur ce sujet et d'étendre aux surfaces homofocales du second ordre les résultats contenus dans cette Note.
yGoosle
SU1\ QUIÎLQUËS PROPKIÉTES
L'IIYPOCYCLOÏDE A TROIS POINTS DE REBROUSSEMKNT.
Bulletin de lu Société mathématique de France; 1879.
1. Soient OX et OY deux, aiies rectangulaires, et X, Y les eoordonnées d'un point quelconque M du plan relativement à ce ajatème d'axes; posons
X^Yi = s: et X-Yi = j;
nous pouvons considérer x ciy comme de nouvelles coordonnées du point M. On voit que les équations a; = a ei yT^<^, ol\ a et ^ désignent des quantités constantes arbitraires, représentent les diverses droites isotropes du plan ; je désignerai donc, pour abréger, le système de coordonnées que je viens de définir sous le nom de coordonnées isotropes.
Dans un pareil système, le coefficient angulaire d'une droite Taisant avecl'aseOX un angle donné V est égal à e~-*'; ['équation de l'axe OX est
I R et ayant pour centre le point
2. Étant donnée une courbe de n'""' classe, les coefficients angulaires des tangentes que d'un point (j7,^) on peut mener à cette courbe sont donnés par une équation homogène du degré n,
et l'équation d'un <
:ercic de rayo
(c., p)est
dans cette équation, ^ désigne le eoefficicnt angulaire de la tangente issne dn point ( x, y), et les coefficients du poljnome U sont des fonctions entières de a: et de^.
L'équation précédente est, en me servant d'une dénomination que j'ai déjà employée dans plusieurs travaux antérieurs ('), V équation mixte de la courbe.
3. L'hypocycloïde à trois points de rebroussement étant définie comme une courbe de troisième classe qui touche aux deux ombilics la droite de l'infini, on voit immédiatement que son équation mixte est de la forme
aX'-i- fiX'ji + cX(i'-+- djû-i-Xii(}.y — [ix) = o.
Cberchons le lieu des points du plan d'où l'on voit l'hypocycloïde sous un angle droit; î! faut, pour cela, exprimer que l'équation précédeute a deux racines égales et de signes contraires. Le lieu ehercbé a donc pour équation
elle représente, comme on le sait, un cercle. En mettaiil en évidence le rayon R de ce cercle et les coordonnées a et ^ de sou centre, je poserai
c = a, b=-p, a = Re-f' ei d=—'Re¥.
L'équation mixte de la courbe deviendra donc
(i) Re-fa^—jîXV + «>>[''— Râî'V' + ^['(>*J' — !^^) = o-
■4. Je vais cherclier maintenant l'équation mixte des diverses hypocycloïdes qui louchent l'axe OX et qui rencontrent cet axe en deux autres points équidistants de l'origine O.
L'axe OX étant tangent à la courbe, une des tangentes issues de l'origine a pour coefficient angulaire l'unité; l'équation (i) est donc satisfaite quand on y fait
( ' ) Mémoire de Géomélrie analytique
d'où l'cquation de conditio.
Considérons un point de l'axe OX situé à une distance de l'origine égaJe à s, en sorte que les coordonnées de ce point soient
les coefficients angulaires des tangentes issues de ce point sont donnés par i'équation (1), dans laquelle on a remplacé a; el y par 5. Si l'on divise cette équation par)^ — jx (ce qui revient à faire abstraction do la tangente OX), on trouve aisément que, en posant
u = P.e-¥—p = Re?'— a,
les coefficients angulaires des deux autres tangentes sont déterminés par l'équation
En laissant de côté ie point où la courbe est tangente à OX, on obtiendra les deus. autres points où elle rencontre cette droite en exprimant que l'équation précédente a deux racines égales, ce qui donne la relation
Si maintenant on remarque que, les deux points d'intersection dont je viens de parler étant à égale distance de l'origine 0, les deux valeurs obtenues pour z doivent être égales et de signes contraires, on en conclut
d'où
H= Re'f et fi = Re-!f.
Ainsi le centre oj du cercle K, lieu des sommets des angles droits circonscrits à l'hypoej-cloïdc, est situe sur la droite qui fait avec l'axe OX un angle égal à cp et à une distance égale à R, c'est-à-dire au rajon de ce cercle. En désignant par A et A' les deux points de rencontre de OX avec la courbe, on voit ainsi que ce cercle passe par le milieu O du segment AA' et que ce segment a une longueur constante égale à ^W., propositions bien connues.
5. En remplaçant dans l'équation (i) a et ^ par leurs valenr's
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l'équation mixte de l'hjpocycloïde prend la forme siiivante :
(a) R(\- ii)(e-im+ e'?ix^)^Xij.{l^ - ii^) = o,
et l'éqiiatioa qui donne les coefficients angulaires des Langentes issues d'un point de l'axe 0X(^ =y = s) devient
(3) Re-''îX*-i-3X|i-t-Re'?^î = o.
En particulier, les tangentes issues du point A', pour lequel on a z= — aR, sont déterminées par l'équation
d'où l'on voit que la tangente menée au point A' faitavecl'ase OX un angle égalà^-
Si donc on. prend sur le cercle K le 'point 0' diamétralement opposé au point O, cette tangente est précisément la droite A'O'; la droite O'A est également tangente à l'hypocycloïde au point A, et ces deux droites, conformément à une proposition bien connue, sont reclangulaires enire elles.
6. On voit que l'on peut, parles points A et A', mener une infinité d'iijpocycloïdes tangentes à l'axe OX; toutes ces courbes sont d'ailleurs égales entre elles, puisque la longueur du segment AA' détermine le rayon du cercle K etpar suite la grandeur de la courbe elle-même. On les obtiendra toutes en donnant à o toules les valeurs possibles dans l'équation. (a).
Soient deux de ces courbes H^ et Hç^g caractérisées par deux valeurs de l'angle^ différant entre elles de l'angle 0; si l'on désigne par (D et (1), les centres des cercles des points desquels on voitrespectivenienl ces courbes sous un angle droit, on voit que l'angle (!>Oti)i est précisément égal à S.
D'un point M situé sur l'axe OX. et à une distance du point O égale à z, menons aux deux courbes K^ et R^^i les tangentes distinctes de l'axe.
Les coefficients angulaires de ces tangentes sont respectivement déterminés par les deux équations
Re-i(9+*ï.2+jiX|i-(-Re''9+8)ji2 = o;
ceux des tangentes menées à H^^ se déduisent évidemment de ceux des tangentes menées à H^, en les mnUipHant par le facteur constante"*'; en d'antres termes, les laDgentesàH^^a s'oblienneni en faisant tourner de l'angle - les tangentes à H^. D'où la proposition suivante :
Si l'on considère une droite quelconque D tangente à une hypocycloïde à trois points de rebroitssement, et si l'on imagine un angle de grandeur constante dont le sommet décrit cette droite tandis qu 'un de ses côtés demeure tangent à la courbe, le second côté de cet angle enveloppe une autre hypocycloïde égale à la première, tangente à la droite D et passant par les deux points où cette droite coupe la première hypocycloïde.
Ce que l'on peut encore dnoncer ainsi :
Soit une hypocycloïde à trois points de rebroussement qui se déplace sans changer de/orme, en restant tangente à une droite fixe D et en passant par un point fixe de cette droite (auquel cas elle passe nécessairement par un aulre point fixe situé sur la même àroile); par différents points de D menons des tangentes à la courbe, et imaginons que, pendant le déplacement de cette courbe, ces droites lui demeurent tangentes; pour deux positions quelconques de l' hypocycloïde mobile, les angles décrits par les tangentes autour des points fixes de D sont tous égaux entre eux.
7. J'ajouterai que dans le mouvement les points de contact décrivent des cercles, ce que, du reste, des considérations géométriques très simples rendent évident. Considérons, en effet, un point M situé sur l'axe OX, à une distance de l'origine égale à z. En désignant simplement par u. le coefficient angulaire d'une des tangentes menées de ce point à la courbe (ce qui revient à faire X= i), l'équation de cette tangente est
et l'on a la relalion
(5) Re'?i/2+3[i-l-Re-'î=o.
Les coordonnées du point de contact s'obtiendront en résolvant par rapport à ^ et _;>' i'cquation (4) et l'équation suivante, que l'on en déduit en la dérivant par rapport à z :
{x — i^y " dz'
De Téqualion ( 5 ) on déduit d'ailleurs
d'où
(ti)
dz j/jî _ ^ 1^2
Pour obtenir le lieu des points de contact, il faut éliminer tp et |i entre les équations (4), (5) el (6), ou simplement y. entre les équations (4) et (6), qui ne renferment pas (f . On obtient ainsi l'cqnalion
que l'on peut mettre sous la forme suivante :
{y^z- i/I^^TjRi) (^ ^ a + /^'-4R=) = 4 R^ - s^.
Elle représente deux cercles tangents au point M à l'axe OX; leurs centres sont situés à l'intersection de la perpendiculaire élevée à l'axe en ce point avec le cercle décrit sur AA' comme diamètre.
8. Si l'on considère, comme précédemment, les deux hypocycloïdes IIcp et H^^, on volt que le sommet d'un angle circonscrit à ces deux courbes et ayant pour valeur -décrit un lieu dont fait partie la tangen te commune OX ; on peut rechercher si cette droite constitue à elle seule le lieu complet.
Je remarque, à cet eflFet, que les coefficients angulaires des lan~
génies menées du point (a:, j') à la courbe Ho, son! dctermint l'équation
et ceux des tangentes menées dti même poinl à la courbe H^_ l'équation
Si les deux tangentes font l'angle donné -, on a
et l'équation précédente devient
"Reste à éliminer), et centre les relations (a) et {7); en éliminant entre elles l'expression e~'VX*-|- e'i" [j.^, Il vient
et, en effectuant les calculs,
La tangente OXconstitue donc bien à elle seule le lien du sommet de l'angle constant circonscrit aux deux courbes.
9. Les bypocycloïdes Hç et H^+g qui touchent toutes les deux l'axe OX ont, en outre, deux autres tangentes communes; pour avoir leur équation, il suffît d'éliminerX et y. entre l'équation (3) el l'équation
(8) h{\~ix) (e -i<9+fliX^+ «'■'?+&' [12) -H liiCky — l^■3^) = o.
Éliminant d'abord ^y — yx entre ces égalités, il vient Xîe-'f (i— e-'S) -+- ^'6(9(1 — e'S) = o,
l'hypootcloïde a trocs points d'où, par une transibrmation facile,
Les angles que font ces deux tangentes avec l'axe OX sont donc égaux àï + -età° + - + 7; ces deux droites sont à angle droit. De !à une construction qui permet de les obtenir aisément. Soient, en effet, R et K, les cercles des points desquels on voit respectivement sous un angle droit les courbes H^ et H^^o ; ces cercles, indépendamment du point O, se coupent encore en un second point M, Ce point est nécessairement le point de rencontre des tangentes cherchées, puisqu'elles sont rectangulaires entre elles. Si maintenant nous prolongeons le rayon OM jusqu'en son point dé rencontre N avec le cercle décrit sur AA.' comme diamètre, il résulte des considérations précédentes que les deux tang^entes communes qui se croisent au point M sont parallèles aux droites NA cl NA'. D'où encore la proposition suivante :
Soit une hypocycloïde à trois points de rebroussement qui passe par deux points donnés A et A! et est tangente à la corde AA'; sur cette corde comme diamètre décrivons un cercle B et considérons le cercle K, lieu des points d'où l'on voit l' hypocycloïde sous un angle droit. Ce cercle passe, comme on le sait, par le point O, milieu de la corde AA', et, en outre, est tangent au cercle C.
Étant pris un point quelconque^ sur le cercle]^, sil'onprolonge le rayon OM jusqu'en son point de rencontre N avec le cercle G, les droites menées par le point M parallèlement aux droites NA et NA' sont les deux tangentes rectangulaires entre elles que de ce point on peut mener à la/courbe.
10. Les diverses hypocycloïdes qui, passant par les deux points A et A', sont tangentes à la corde A A', étant identiques entre elles, on peut les obtenir toutes par le déplacement d'unede ces courbes dans le plan.
Pour avoir une idée nette de ce déplacement, il faut cherclicr le lieu des centres inslanlanés de rotation dans le plan et le lieu décrit par ces centres relativement à la courbe mobile.
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La courbe roulant sur les deux poinis A et A', les normales menées en ces points sont respectivement perpendiculaires aux droites AO' et A'O', et par conséqnent se coupent sur le cercle C décrit sur AA' comme diamètre au point diamétraiemeot opposé à O'; le lieu des centres instantanés de rotation dans le plan est donc le cercle G, dont le rayon est égal à 3R. On sait d'ailleurs que les normales aux extrémités de la corde AA' se coupent sur le cercle passant par les trois points de rebroussemenl de l'iiypocyeloïde, cercle dont le rayon est égal à 3K..
D'où la conclusion qui suit :
Etant pris sur un. cercle C de rayon égal à 2R deux points diamétralement opposés A et A', si l'on fait rouler ce cercle dans l'intérieur d'un cercle C de rayon égal à 3R, on sait que les deux points A et h! décrivent une même hypocycloîde à trois points de rebroussement inscrite dans le cercle C. A un instant quelconque du mouvement, les points A et A' sont situés sur l'hypocycloïde, tandis que la droite AA' lui est tangente ; si à cet instant on fixe le cercle C, et si l'on fait rouler sur ce cercle le cercle G en entraînant avec lui la courbe, cette courbe^ dans son déplacement, passe constamment par les points fixes A et A' et demeure tangente à la droite AA',
ir.
11, Les résultats qui précèdent peuvent se déduire aisément de quelques propositions très simples et purement géométriques.
Considérons, à cet effet, une ellipse E située dans l'espace et dont la projection orthogonale sur un plan donné P soit un cercle C. Prenons arbitrairement sur cette courbe un point fixe A et un point mobile M. Si par le milieu I de la corde AM nous menons un plan perpendiculaire à celte corde, il coupe le plan P suivant une droite dont l'enveloppe est une courbe H que l'on peut aussi évidemment définir comme le lieu des centres des sphères symétriques par rapport au plan P et tangentes à l'ellipse E.
Je dis d'abord que la courbe H est une hypocycloïde à trois points de rebroussement.
Soil D une droite située dans le plan P; si d'un point quelconque N de celte droite comme centre on décrit une sphère
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passant par le point A, cette sphère coupe le plan Q de l'ellipse suivant un cercle passant par le poîut A et par le point A' qui lui est symétrique par rapport à la projection orthogonale de D sur le plan Q.
Il est clair que le point N est sur la coiirhe H si ce cercle est tangent à l'ellipse, et, comme par les points A et A' on peut mener quatre cercles tangents à E, il en résulte que la courbe K. est du quatrième ordre.
Soit N un point quelconque du plan P; de ce point comme centre décrivons une sphère passant par le point A; cette sphère coupe le plan Q suivant un cercle rencontrant l'ellipse au point A. et en trois autres points B, C et D. Les plans menés respectivement par les milieux des cordes AB, AG et AD coupent le plan P suivant des droites tangentes à H et se croisant an point donné N.
La courhe H est donc de la troisième classe.
Si le point N est rejeté à l'infini dans une direction quelconque, la sphère dont je viens de parler se réduit au plan mené par A perpendiculairement à cette direction, et, comme ce plan ne coupe E qu'en un point, il est clair qu'on ne peut mener à la courbe H qu'une tangente parallèle à une direction donnée. Cette courbe est donc doublement tangente à la droite de l'infini, et les points de contact .sont situés sur les perpendiculaires menées aux asymptotes de la projection d* l'ellipse sur le plan P. Cette projection étant un cercle, ces asymptotes, ainsi que leurs perpendiculaires, soritdes droites isotropes. La courbe H est donc de troisième classe et doublement tangente, aux ombilics, à la droite de l'infini; par suite, c'est une hjpocycloïde à trois points de rebrousse-
42. Cette hypocycloïde a, comme on le sait, trois points de rebroussement a, p, Yqu' sont les sommets d'un triangle éqnilaléral, et le centre du cercle circonscrit à ce triangle est le point de concours des tangentes de rebrou s sèment.
Considérons l'un quelconque a de ces points de rebroussement; les tangentes que l'on peut de ce point mènera la courbe étant toutes les trois confondues en une seule droite, la sphère passant par A et décrite du point a comme centre coupe le plan Q suivant un cercle passant par A et oscnlatenr de l'ellipse E en un point a. ;
la projeclion sur le plan Q de la taiigenle de rebroussemeot au point a est d'ailleurs la droite menée par le milieu de la corde A* et perpendiculairement à celte corde.
Si maintenant on remarque que les trois tangentes de rebroussement sont conconranles, on obtiendra la proposition suivante, due à Steiner ;
Étant donné sur une ellipse un point quelconque A, on peut déterminer trois cercles osculateurs de cette courbe qui passent par le point A; les trois points de contact et le point A sont sur un même cercle.
D'après ce que je viens d'exposer, on peut ajouter que :
Si l'ellipse se projette orthogonalement sur unplan donné P suivant une circonférence de cercle, les droites menées perpendiculairement au plan de l'ellipse par les trois points de contact rencontrent le plan P en trois points qui sont les sommets d'un triangle équilatéral, et la droite menée par le centre du cercle circonscrit aux trois points de contact, et perpendiculairement à son plan, rencontre le plan P au centre du cercle circonscrit à ce triangle équilatéral.
13. Prenons sur l'ellipse E un autre point fixe E ; à ce point correspond une seconde bypocj'cloïde H'. Cherchons les tangentes communes aux courbes II et H'.
Je désigne par F et G les deux axes de l'ellipse, par/el g les droites suivant lesquelles le plan P est coupé par les plans menés respectivement par F et G et normalement au plan Q. Les droites f ^l g sont évidemment perpendiculaires entre elles, puisque F est parallèle au plan P.
Cela posé, si des points A et B on mène dans le plan Q des perpendiculaires à F, cet axe les divise en deux parties égales; il en résulte que/ est une tangente commune à H et H', et les mêmes considérations s'appliquent à la droite g. Les deux courbes ont donc déjà en commun deux tangentes rectangulaires entre elles.
Considérons maintenant la corde AB et le plan mené par son point milieu perpendiculairement à sa direction; il coupe le plan P suivant une droite D qui est aussi tangente aux deux hjpocycloïdes.
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14. Les points de conlact de cetie droite s'obtiendront évidemment en prenant son intersection avec les plans menés en A. et en B normalement à l'ellipse.
Pour obtenir les autres points où elle rencontre les denx courbes, je mène par les points A et B nn cercle tangent à l'ellipse ; on peut mener deux de ces cercles, et leurs points de contact m et m' sont diamétralement opposés. Si l'on construit les axes (') de ces deux cercles, il est clair qu'ils rencontrent D en deux points appartenant à la fois à H et H'. Soient n et n' ces deux points; on voit que les hjpocj'cloïdes ont une corde commune à laquelle elles sont toutes les deux tangentes : elles sont donc égales entre elles.
On peut remarquer que les droites menées aux points n et n' tangenliellement à la courbe H sont les traces de deux plans perpendiculaires aux cordes Am et A.m' ; elles sont donc perpendiculaires à leurs projections sur le plan P, et, comme la projection du diamètre mm' passe par le centre du cercle C, on voit que ces projections sont rectangulaires; il en est donc de même des deux tangentes aux points n et n', ce qui est une proposition bien connue.
15. Lorsque le point A se déplace sur l'ellipse, l'hypocjcloïde qui loi correspond demeure, comme je viens de le montrer, invariable de forme en restant tangente aux deux droites fixes/ct g. Je dis que la droite qui joint les deux points de contact est la trace sur le plan P du plan normal à l'ellipse an point A.
Menons, en effet, par te point A les cordes Aa et Aè, respectivement perpendiculaires aux axes F et G. Le point où la droite/ touche riî;ypocjcloïde H est le point de rencontre du plan P avec l'axe du cercle bitangent à l'ellipse aux points A et a. Si donc au point A on mène le plan normal à cette courbe, il contient ce point de conlact; par une raison semblable, il contient l'autre point de contact. La proposition que je voulais démontrer est donc établie.
16. Si le point A se déplace infiniment peu sur l'ellipse, l'Iiypocjcloïde H roule sur les deux droites/ et ^; la droite qui joint les deux points de contact est une corde commune aux deux courbes.
(') J'appelle, pour abréger, a ce cercle et perpendiculaire à si
et, de pins, leur est tangente; par suite, elle a une longueur con-
Donc:
Les traces, sur le pian V, des plans normaux à l'ellipse lî enveloppent une hypocycloïde à quatre points de rebroussement. Le lieu des centres des sphères doublement tangentes à l'ellipse se compose des deux tangentes doubles de rebroussemeni de cette hypocycloïde.
17. Au lieu de considérer une ellipse, j'aurais pu considérer une biquadi-a tique quelconque, avant pour plan de symétrie le plan P et située sur un cylindre dont la base est un cercle situé dans ce
pi™.
Sans rien changer aux démonstrations qui précèdent, on obtiendrait facilement les propositions qui suivent ;
Etant donnée une biquadratique résultant de l'intersection d'un cylindre droit, ayant pour base un cercle situé dans un plan P, avec une surface quelconque du second ordre ayant ce plan pour plan de symétrie, le lieu des centres des sphères qui, passant par les extrémités d'une corde de ta courbe perpendiculaire au plan P, sont doublement tangentes à celte courbe, est une hypocycloïde^ à trois points de rebroussement située dans le plan de symétrie.
Si l'on considère les diverses cordes de la courbe perpendiculaires au plan P, les diverses hypocycloïdes qui leur correspondent sont identiques et ne digèrent que par leur position dans le plan.
Les traces sur le plan de symétrie des plans normaux à la biquadratique enveloppent une hypocycloïde à quatre points de rebroussement.
Les centres des sphères quadruplemenf tangentes à la biquadratique décrivent les deux droites rectangulaires qui constituent les tangentes doubles de rebroussement de cette dernière hyp ocyclo ïde .
18. La considération des trois points de rebroussement de l'hypocjcloïde H conduit, relativement auxbiquadratlques douées d'un
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plan de symétrie, à un Lhéorème analogue à celui qui a été donné par Steiner relativement aux coniques et que j'ai rappelé plus
Gomme il est facile de le voir, il n'est pas besoin de supposer que la projection de la biquadratique sur le plan de sjméLrie soit un cercle, et l'on peut énoncer la proposition suivante :
Etant donnée une biquadratique quelconque ayant pour plan de symétrie un plan donné P, par les extrémités d'une corde quelconque de cette courbe perpendiculaire au plan P, on peut mener trois sphères qui ont avec la courbe un double contact du second ordre; les six points de contact et les extrémités de la corde sont sur une même sphère dont le centre est dans le plan de symétrie.
Si la biquadratique se projette suivant un cercle sur le plan de sjmélrie, on peut ajouter que :
Les centres des trois sphères qui ont un double contact sont les sommets d'un triangle équilatéral, et le centre de la sphère qui contient les points de contact est le centre du cercle circonscrit à ce triangle.
19. Je reviens maintenant au cas précédemment étudié de l'el-
lîpse E, quoique les considérations suivantes s'appliquent encore sans modification au cas plus général où l'on considère une biquadratique.
J'ai montré que, quand le point A se déplaçait sur l'ellipse, l'bypocycloïde H se déplaçait, sans changer de forme, dans le plan P.
Pour étudier la loi de ce déplacement, je remarque que, en désignant respectivement par tp et y les points où H toucbe les droites fet g, la droite ffa une longueur constante, que j'appellerai /{R. Les normales à la courbe menées aux points (p et y se rencontrent en un point dont la distance au point d'intersection de f el de g est constante et égale à ^JK. Le centre instantané de rotation décrit donc dans le plan un cercle de rayon égal à 4R- On sait d'ailleurs que, relativement à la courbe, il décrit le cercle qui lui est circonscrit el dont le rayon est égal à 3R.
Sgo etauÉTRiE.
On peut, par suite, se représenter ainsi qu'il suitle déplacement de l'hypoeyeloïde dans son plan :
Imaginons un cerc/eK.de rayon égal à ^Vl, puis deuxautres cercles K' et K." de rayons respectivement égaux à 3R et à zW. et qui touchent tous les deux K au même point M, Si l'on considère le diamètre \ du cercle R" qui passe par te point M, et si l'on fait rouler ce cercle dans le cercle K.', supposé fixe, en entraînant avec lui ce diamètre, on sait que cette droite enveloppe une hypocycloide H à trois points de rebroussement inscrite dans le cercle R'.
Si maintenant on suppose que, cette courbe restant invariablement liée au cercle K', on fasse rouler ce cercle dans le cercle R, l'hypoeyeloïde prendra successivement les diverses positions qui correspondent aux diverses positions du point A sur l'ellipse.
Si, de plus, on imagine que le cercle K" roule, en même temps que le cercle K.', dans l' intérieur du cercle K, et de façon qu'ils le touchent tous les deux toujours au même points la droite A, dans ce mouvement, enveloppera l'hypoeyeloïde à quatre points de rebroussement qui est l'enveloppe des traces des plans normaux à l'ellipse, tandis que ses extrémités décriront les axes de cette hypocycloïde.
20. Considérons les deux hypocycloïde s H et H' qui correspondent à deuK points donnés A et B de l'ellipse E,
Soit R un point quelconque de cette ellipse; les plans menés respectivement par les milieux des deus cordes AB et BR et normalement à ces cordes coupent le plan P suivant deux droites p et y respectivement tangentes aux courbes H et H'.
Si, comme précédemment, nous appelons D la droite suivant laquelle le plan P est coupé par le plan mené par le milieu de AB et perpendiculairement à cette corde, nous savons que D est à la fois uue langcnte commune et une corde commune à H et à H'. D'ailleurs, les perpendiculaires élevées aux points milieux des côtés d'un triangle se coupant en un même point, il en résulte que les tangentes ^ et y se rencontrent en un point de D. Elles sont, du reste, perpendiculaires aux projections sur le plan P des cordes AR et BR, et, comme ces cordes fout un angle constant (leur point
de rencontre décrit, en efTel, le cercle C, tandis qu'elles tournent autour de points fixes de ce cercle), il en est de même de ces tangentes.
D'où le théorème suivant, que j'ai déjà démontré plus haut :
Sil'on considère une droite quelconque tangente à une hypocycloïde à trois points de rebroussement, et si Von imagine un angle de grandeur constante dont le sommet décrit cette droite, tandis qu'un de ses côtés demeure tangent à la courbe, le second côté de cet angle enveloppe une hypocycloïde égale à la première.
21. Les considérations géométriques très simples dont je me suis servi trouvent d'ailleurs, dans d'autres questions, des applications intéressantes. Je me boincrai ici à énoncer la proposition suivante :
Supposons que le sommet d'un angle de grandeur constante décrive une droite D, tandis que ses côtés enveloppent deux courbes K. et R'; pour une position donnée de l'angle, soient respectivement a et a' les points de contact des deux côtés.
Cela posé, si l'on construit l' hypocycloïde à trois points de rebroussement qui oscule la courbe K au point a et touche la droite D, puis V hypocycloïde qui oscule la courbe)^' au point a' et touche également la droite D, ces deux hypocycloïdes sont égales et rencontrent D aux deux mêmes points.
DÉFINITION DES DIRECTIONS ET D
\. Considérons «ne droite quelconque située dans un plan; on peut supposer qu'elle soit décrite dans iin sens déierminé par nn point mobile. J'appellerai direction une droite définie ainsi par sa posllloR et par le sens dans lequel elle est supposée décrits.
L'angle que fait une direction avec une autre direction arlir- Iraire est évidemment défini à un multiple près de air.
A chaque droite A du plan correspondent deux directions opposées, que je désignerai par les notations +Ael — A; D étatit une direction arbitraire donnée, je désignerai par — D la direction opposée.
"ï. Les deux directions correspondant à une droite isotrofie doivent être considérées comme confondues entre elles ; en d'autres termes, une direction isotrope se confond avec son opposée.
3. J'appellerai cycle un cercle défini non seulement par sa position, mais encore par le sens dans leqnel on peut le supposer décrit par un point mobile.
A un cercle quelconque G du plan correspondent deux cycles opposés, que je désignerai par les notations + G et — G; K étant un cycle arbitraire donné, je désignerai par — K le cjcie opposé.
4. Une direction est tangente à un cycle si la droite correspondant à la direction est tangente au cercle correspondant au cycle et si, en outre, sur l'élément commun au cercle cl à la droite, le sens de la direction est le même pour le cycle et pour la direction.
Si les sens sont inverses, je dirai que !a direction esl une tangente apparente du cycle.
Un cycle doit être considéré comme l'enveloppe des directions qui lui sont tang'entes. En particulier, le cjcle peut se réduire à un point P, qui est l'enveloppe des directions menées par ce point; si une direction quelconque passe par le point P, il est clair qu'il en est de même de la direction opposée.
Réciproquement, si deux directions opposées 4- A et — A sont tangentes à un cycle, ce cycle se réduit à un point situé sur la droite A.
5. Des définitions qui précèdent il résulte immédiatement qu'on ne peut mener à un cycle qu'une tangente parallèle à une direction donnée et que deus cycles n'ont que deux tangentes communes, par conséquent n'ont qu'un seul centre de similitude.
Trois cycles, pris deux à deux, ont trois centres de similitude qui sont en ligne droite.
On ne peut mener qu'un seul cycle tangent à trois directions données; l'expression de cycle inscrit dans un triangle donné aura donc une signification parfaitement déterminée.
II. — Rapport anhahmomiqtjb de quatbe directions. — Faisceaux et
RÉSEAUX DE DIRECTIONS, — FAISCEAUX EN INVOLWTION. RÉSEADX EN
6. Étant données quatre directions arbitraires A, B, C, D et étant tracé un cycle arbitraire dans le plan, menons à ce cycle des tangentes parallèles à ces directions, et soient respectivement a,
b, c, d leurs points de contact. J'appellerai rapport anharmonique de ces quatre directions, et je désignerai par la notation R(A, B, C, D), le rapport anliarmonique des quatre points a, b,
c, d, lesquels sont situés sur un même cercle.
7, J'appelle faisceau de directions un système de directions passant par un point fixe O.
Un faisceau de directions conjuguées deus à deux est en imjolution, si le rapport anharmonique de quatre quelconques d'entre elles est égal au rapport anharmonique des directions conjuguées.
Dans un faisceau eu involulion, il y a deux direcllons qui coïncident avec leurs conjuguées : ce sont les directions doubles du faisceau. En les désignant par P cl P', el par A et A.' deux directions conjuguées quelconques, on yoil que les directions P, P' et A, A' sont harmoniques.
Les centres des cycles tangents aux directions P et P' décrivent une droite qui est la bissectrice de ces deux directions et que j'appellerai l'aice du faisceau; l'involution est déterminée quand on se donne les deux directions doubles P et P', ou encore quand on se donne le sommet O du faisceau et un cycle tangent aux directions doubles. On peut ainsi facilement déterminer une involution, même quand les directions doubles sont imaginaires.
Soit R la droite menée par le point O perpendiculairement à l'axe du faisceau; il est aisé de voir que les deux directions -1- R et — E. sont conjuguées : je dirai que c'est la droite double du faisceau.
8. Considérons un faisceau en involulion ayant pour sommet 'le point O, P et P' pour directions doubles, et R. pour droite
double. Menons par O une droite quelconque A, et soient D et D' les conjuguées des directions opposées + A et — A ; je dirai que D et D' sont deux directions associées du faisceau.
Les directions associées du faisceau forment une involulion ayant même axe et même droite double que l'involution donnée ; ses directions doubles sont les conjuguées harmoniques des directions isotropes relativement à P et P'.
9. Etant donnée une suite de cycles tangents à deux directions fixes quelconques Q et Q', si, par un point O pris arbitrairement dans le plan, on mène des tangentes à ces cycles, ces tangentes forment un faisceau en involulion.
Les directions doubles de ce faisceau sont évidemment les tangentes menées par le point O aux deux cycles qui, passant par ce point, touchent les deux directions fixes, La droite double est la droite qui joint le point O au point de rencontre des directions Q etQ'.
10. J'appellerai 7'éje«M de directions un système de directions tangentes à un même cycle.
Un réseau est en involution si les points de contact des directions avec le ejele forment une involution; dans tout réseau en involution, il y a deux directions doubles. Deux directions conjuguées quelconques et les deux directions doubles sont conjuguées harmoniques.
Quatre directions forment un système harmonique lorsque, étant tangentes à un même cycle, leurs points de contact forment un système harmonique. Par suite, pour obtenir la conjuguée harmonique d'une direction B relativement à deux directions données A et A', il suffit d'inscrire im cycle dans le triangle déterminé par les directions A, A' et B. Joignons le point de rencontre de A et A' avec le point de contact de B : la droite ainsi obtenue rencontre le cycle en un second point, et la direction menée tangenliellement en ce point est la conjuguée cherchée.
H . Etant donnés une suite de cycles tangents à deux directions fixes quelconques et un cycle fixe K, si l'on mène les tangentes communes au cycle fixe et aux cycles variables, ces tangentes communes forment un réseau en involution.
Les directions doubles de cette invohition se détermineront en construisant les deux cycles tangents à K et aux directions fixes.
ni. — Longitude de quatre bjukctions. — Svstbjies paojECTirs.
12. Étant données quatre directions A, B, C et D, désignons respectivement par a, p, y et S les intersections de A avec B, de B avec C, de C avec D et de D avec A. Cela posé, la longueur
est complètement définie en valeur absolue et en signe ; le segment a(3, étant compté en effet sur la direction B, dont le sens est déterminé, a une valeur bien déterminée, et il en est de même des autres segments.
J'appellerai longitude des quatre directions A, B, G, D la longueur dont je viens de parler, et je la désignerai par la notation
L(A, lî,C,D).
13- Lorsque quatre directions sont tangentes à un même cycle, leur longitude est nulle.
Réciproquement :
Si la longitude de quatre directions est nulle, elles sont tangentes à un même cycle.
14. Deux groupes de quatre directions sont dits projecli/s si leurs rapports anharmoniques sont égaux, ainsi que leur longitude.
Deux systèmes de directions sont dits projecti/s si, étantprises quatre directions quelconques du premier système et les directions correspondantes du second système, les deux groupes ainsi obtenus sont projectifs.
Tous les théorèmes qidonl lieu relati<^ement à deux systèmes de points homographiques situés sur une même ligne droite s'appliquent également à deux systèmes projectifs de directions.
15. De ce que j'ai dit plus haut (n" 13) il résulte immédiatement que, si quatre directions d'un des systèmes sont tangentes à un même cycle, les directions correspondantes dans l'autre système sont également tangentes à un même cycle.
A un cycle (ou un point) du premier système correspond donc un cycle (ou un point) dans le second système.
16. Étant donnés deux cycles C et K, on peut leur mener deux tangentes communes : j'appellerai distance tangentielle des deux cycles la longueur comprise entre les deux points de contact sur l'une des tangentes communes; cette distance n'est déterminée qu'en valeur absolue.
Considérons deux figures projectîves; soient C et K deux cycles appartenant à la première figure, A une de leurs tangentes communes touchant respectivement ces cycles aux points a et S. Désignons par B une tangente à C infiniment voisine de A et passant par le point a, par D une tangente à K infiniment voisine de A et passant par le point 3, enfin par G une direction arbitraire, par ^ le point d'intersection de B et de C, et par y le point d'intersection de D et de C.
La longilude des qualre direclîons A, B, G et D a pour espres-
■on peut remarquer que (By est infiniment petit et qu'en négligeant les infiniment petits on a
on a donc, en négligeant les infiniment petits,
L(A, B, C, D) = as -t- =S — Sa = 5a5.
Si maintenant on remarque que, dans deux figures projeclives, la longitude de qualre directions quelconques est égaie à la longilude des quatre directions correspondantes, on pourra énoncer le théorème fondamental suivant :
Étant donnés, dans deux figures projectives, deux cycles C ei K appartenant à la première figure, soient T une tangente commune à ces deux cycles, c et k les points où cette tangente touche respectivement les cycles. Désignons par C et K' les cycles correspondants dans la seconde figure, par T la tangente commune qui correspond à ï, et par d et k' les points oà elle touche G et K'.
Cela posé, la longueur ck est égale en grandeur et en signe à c'k'. C'est ce que j'exprimerai d'une façon plus concise (mais moins nette) en disant que la distance tangentielle de deux •cycles est égale à la distance tangentielle des deux cycles correspondants.
17. Étant donnés trois couples de directions conjuguées (A, A'), (B, B') et (C, C), je dirai qu'ils forment une invoUition si quatre quelconques de ces directions elles qualre directions conjuguées sont projeclives. On peut toujours déterminer deux directions P et P' telles que ces directions forment avec les trois couples donnés «n système harmonique.
Ces directions sont les directions doubles de l'involulion, et il
est facile de les déterminer quand on se donne deux couples tels que(Â, A')et(B, B')(').
18. Un système de droites conjuguées est dit en involution si, étant prises quatre quelconques de ces directions, ces directions et les directions conjuguées forment un système projectif.
Il y existe alors deux directions P et P', telles que P, P', et deus d^irections conjuguées quelconques forment un système harmonique.
Une involution peut se définir au moyen des deux directions doubles P et P', ou encore (ce qui sera préférable si ces directions sont imaginairement conjuguées) au moyen du point de rencontre de ces directions et d'un quelconque des cycles qui leur sont tangents.
En appelant O le point de rencontre des deux directions doubles P et P', la droite passant par ce point, et qui est le lieu des centres des cycles tangents à P et à P', sera dite Vaxe de l'involution, la droite passant par ce même point perpendiculairement à l'axe la droite double de V involution.
19. Tous les théorèmes relatifs à un système de points en involution sur une même droite ont lieu relativement à un système de directions en involution,
V. — Transformation par directions réciproques
20. Soient O un point fixe et K un cycle pris arbitrairement dans le plan, P et P' les tangentes (réelles ou imaginaires) que du point O on peut mener au cycle K; à chaque direction D du plan on peut faire correspondre une direction D' telle que les directions D, D' et P, P" fassent un système harmonique.
Je désignerai cette transformation sous le nom de transformation par directions réciproques; il est clair, en effet, qu'à la direction D' correspond la direction D.
(1) Je laisse de eûlc la solution de ce problème i elle ne présente aucune difficulté, mais exigerait, po breuses figures. Le lecteur y suppléera facilement.
Les deux di-oitcs P et P seront les deux directions doubles de la transformation, la droite qui joint le point O au centre de K l'axe de la transformation, et la droite R, menée par O perpendiculairement à l'axe, la droite double de la transformation.
Si une direction mobile A enveloppe une courbe M, la direction conjuguée (ou réciproque) A' enveloppera une courbe M' qui sera dite la transformée ou la réciproque de M.
21 . Il est clair, d'après ce que j'ai dit plus haut sur l'involulion,
qu'un système de directions et le système transformé sont projeclifs; on voit donc immédiatement que (ott^ cycle a pour réciproque un cycle (ou un point).
Si deux cycles C ei K ont pour réciproques les cycles C et K', la distance tangentieUe des deux cycles C et K.esî égale à la distance tangentieUe des cycles C et IL' (').
22. Deux directions réciproques rencontrent la droite double R en deux points équidistants du centre O de la transformation.
23. Étant donnée une droite quelconque A, à cetle droite correspondent les deux directions opposées -f- A et — A, auxquelles correspondent, après la transformation, deux directions D et D' : je dirai que ces deux directions sont associées. Ainsi :
Deux directions sont associées si leurs réciproques sont opposées.
Un cycle se transforme généralement en un autre cycle ; il peut, dans certains cas, se transformer en un point, et je dirai alors que c'est un cycle singulier.
2i. Les tangentes communes à deux cycles singuliers ont pour réciproques deux directions opposées et, par suite, sont deux droites associées.
(') Cette proposition, des plus importantes dans la tliéorie de la transforinalion par dÏTectioDs réciproques, est analogue à la propriété suivante : L'angle sous lequel se coupent deux cercles se conserve après une irais formation par rayons vecteurs réciproques.
Réciproquement :
Tout cycle tangent à deux directions associées est un cycle singulier; un cycle est singulier, si les tangentes qu'il a en commun avec un autre cycle singulier quelconque sont des directions associées.
En particulier, le point O, centre de ia transformation, est un cycle singulier; pour qu'un cycle soit singulier, il faut donc et il suffit que les tangentes qu'on peut lui mener par le point O soient des directions associées,
25. Soient Q et Q' les conjuguées harmoniques des directions isotropes, relativement aux droites P et P'; il résulte de ce qui précède que ;
Pour qu'un cycle soit singulier, il faut et il suffit que les tangentes qu^ on peut lui mener du point O constituent avec les directions Q et Q' un système harmonique.
26. Étant donné un cycle singulier quelconque, pour qu'un autre cyele soit singulier, il faut et il suffit que leur centre de similitude soit sur la droite R.
Deux droites associées quelconques se coupent sur la droite h.
Chaque point de la droite R doit être regardé comme tin <^cle singulier, le point correspondant étant le symétrique du point donné relativement au point O,
27. Soient C et C deux cycles réciproques quelconques; désignons par C" le symétrique de G relativement à l'axe de la transformation : les deux cycles G et C ont pour axe radical la droite double R.
28. Etant donné un cercle quelconque K, à ce cercîe correspondent deux cycles opposés +K et — K; en désignant par 0 et C leurs transformés, je dirai que C et G' sont deux cycles associés.
29. La transformation par directions réciproques me paraît, dans l'étude de la Géométrie pîane, devoir être employée avec avantage à eôlé de la transformation par rayons vecteurs réci-
proqiies (il est évident que cette dernière transforme un cycle en un autre cycle ou une direction).
On peut toujours efTecttier la transformation de telle sorte qu'à deux directions données D ut D' correspondent deux directions opposées +Aet — A; on voit qu'alors aux cycles tangents à D et à D' correspondent des points de la droite A.
Comme application, proposons-nous le problème suivant :
Mener un cycle tangent à trois cycles donnés.
Construisons les tangentes communes à deux des cycles, et effectuons une transformation telle que ces deux tangentes se transforment en deux directions opposées : les deux cycles dont je viens de parler se transformeront alors en deux points, et le problème sera ramené immédiatement au suivant, qui a deus solutions :
Mener par deux points un cycle tangent à un cycle donné.
Plus généralement, on peut toujours effectuer une transformation, de telle sorte que trois cycles donnés se transforment en trois points (').
LA TRAKSFOBUATION RÉCIPROQUES.
Deux cas particuliers sont particulièrement à remarquer
En premier lieu, les deux directions doubles P et P* peuvent être opposées; il est facile de voir alors que la réciproque d'une direction donnée est sa symétrique par rapport à la droite commune qui contient les deux directions.
Deux figures réciproques sont alors symétriques par rapport à l'axe de la transformation.
En second lieu, les deus directions doubles peuvent être des directions isotropes. En désignant, comme plus haut, par O le point de rencontre de ces directions, on voit aisément que la réci-
(') Depuis que cette Note a été eonimuniquée à la Société, j'ai reconnu qu'il était utile de modifier Icgéreroent la déGnition précédente de la transformation par directions réciproques; je développerai ce point dans une prochaine Commuai cation.
proqiic d'une direction donnée est sa symétrique par rapport au point 0.
Deux figures réciproques sont alot's symétriques par rapport aa point 0.
Vil. — Courbes en ravOLUTio:^. — HYPBRCïci.ts.
31. Considérons une transformation par directions réciproques définie par ses deux directions doubles P et P', et une courbe M (j'entends ici par courbe une suite de points se suivant dans un sens déterminé, en sorte qu'en chaque point de cette courbe ta tangente ait une direction déterminée).
La courbe M sera dite en involution si, D désignant une direction quelconque tangente à cette courbe et D' la réciproque de D, la direction D' est elle-même tangente à M.
Les tangentes à M sont ainsi conjuguées deux à deuï, de telle sorte que chaque couple de tangentes conjuguées et les deux directions fondamentales P et P' constituent un système harmonique.
32. Étant donnée une courbe en Involution, considérons une direction A prise arbitrairement dans le pian et ses conjuguées harmoniques relativement aux couples de tangentes conjuguées de la courbe : ces conjuguées enveloppent une courbe A',
En considérant une autre direction B, on aurait une autre courbe B', enveloppe des conjuguées harmoniques de B relativement aux couples de tangentes conjuguées delà courbe. Cela posé, si A' est un cycle, je dis que B' est également un cycle.
On peut, en effet, énoncer cette proposition :
Étant donné un système de directions en involution, les conjuguées harmoniques de deux directions ^quelconques relativement aux couples de directions conjuguées de Vinvolution forment deux systèmes projectifs ( ' ) .
(') Comme je l'ai dit plus haut, tous les théorèmes relatifs aux ayatèraes de points situés en ligne droite ont leurs analogues relatiTemenl auK systèmes de directions dans un même plan ; la proposition sur laquelle je m'appuie ici découle immédiatement de la proposition bien connue qui suit ;
Si quatre couples de points sont en involution, les conjugués harmoniques
Il résulte de là que B' et A' sont deux courbes projeclives, ce qui démonire la proposition.
33. J'appellerai hypercycls une courbe en involution M jouissant de la propriiSlé énoncée. Une telle courbe sera donc définie par les deux directions fondamentales P et P', par une direction A et par le cjcie K, qui est l'enveloppe des conjuguées harmoniques de A relativement aux tangentes conjuguées de M; je dirai que le c^cle K est le cycle polaire de la direction A.
On voit qu'à chaque direction du plan correspond un cycle polaire, et l'on démontrera facilemenl les propositions suivantes :
Si K est te cycle polaire d'une direction donnée A relativement à un hypercycle M, le cycle polaire de toute tangente à K est langent à la direction A.
Les tangentes communes aux cycles polaires de deux directions opposées + D eî ,— D ont pour cycles polaires deux points de la droite D.
On conclut de là qu'il y existe une infinité de directions dont les cycles polaires se réduisent à des points.
34. Il est clair qu'un hypercycle M se transforme en un hypercycle M' par une transformation par directions réciproques; si P et P' sont les deux directions fondamentales de M, les réciproques de P et de P' sont les directions fondamentales de M'.
De lu résulte que, si P et P' sont réelles, on peut toujours effectuer une transformation réelle de telle sorte que les réciproques de P et P' soient opposées, et par suite que la transformée ait un axe de symétrie.
Si, au contraire, P et P' sont imaginairement conjuguées, on peut effectuer une transformation réelle de telle sorte que les réciproques de P et de P' soient deux directions isotropes, et alors la transformée a un centre de symétrie.
d'un point de la droite, pris à volonté, relatifs aux quatre couples de points, ont toujours le même rapport anharmonique, quel que soit ce point ( Chasles, Traité des sections coniques, p, of|).
Sun LA
TRAWSFORMATION PAR DIRECTIONS RÉCIPROQUES
'S de l'Académie des Sciences; il
Dans une Note insérée dans le nulletiii de la Société mathématique (Sur la Géométrie de direction, t. VIII, p. 196), j'ai fait connaître une transformation nouvelle qui présente la plus grande analogie avec la transformation par rayons vecteurs réciproques; je me propose d'exposer brièvement comment on peut l'étendre à l'espace.
I. Une surface S, étant donnée, partage l'espace en deux régions, et l'on peut fixer arbitrairement celle de ces régions que l'on regarde comme extérieure à la surface; je désignerai sous le nom de semi-surface une surface ainsi définie. A un plan correspondent, par exemple, deux semi-plans que l'on peut appeler opposés et que l'on doit regarder comme deux semi-surfaces distinctes; aune surface correspondent également deux demi-sphères opposées.
Pour que deux demi-surfaces se touchent en un point, il fant non seulement qu'elles aient même tangente en ce point, mais encore que les régions extérieures aux deux surfaces soient les mêmes dans le voisinage de ce point. De là résultent immédiatement les propositions suivantes :
On ne peut mener à une semi-sphère çu'^tn semi-plan parallèle à un semi-plan donné; une semi-sphère est déterminée par la condition qu'elle touche quatre semi-plans donnés, et un semi-cône de révolution par la condition qu'il touche trois semi-plans donnés.
SUR LA TRANSFORMATION F
Cela posé, la transformation par directions réciproques est entièrement définie par les conditions suivantes :
Deux semi-plans réciproqnes se coupent sur un plan fixe que j'appellerai plan fondamental; deux coiiples de semi-plans réciproques forment nn système de quatre semi-plans tangents à un semi-cône de révolution,
La transformation est évidemment déterminée quand on se donne le plan fondamental et deux semi-plans réciproques.
2. Voici les propriétés fondamentales de celte transformation : A un système de semi-plans parallèles correspond un système
de semi-plans parallèles ; à une semi-sphère correspond une semisplière qui peut se réduire à un point ; à un semi-cône de révolution, une semi-surface de même nature qui peut se réduire à xin cylindre de révolution ou à une droite.
On peut toujours effectuer une transformation telle que quatre semi-sphères données se transforment en quatre points.
Si trois semi-surfaces touchent un semi-plan aux points a, b, c et si les semi-surfaces réciproques touchent le semi-plan réciproque aux points a, p, y, les triangles abc et a^y sont égaux.
Les lignes de conrbure des semi-surfaces sont conservées dans la transformation.
Deux cas sont parliculièremenl à remarquer. En premier lieu, si le plan fondamental est à l'infini, la transformée est une semisurface parallèle à la semi-surface donnée; en second lieu, si nn cône isotrope a pour réciproque un cylindre droit dont l'axe est perpendiculaire au plan fondamental, on a la transformation remarquable due à M, Bonnet (').
3. Si l'on prend une surface algébrique quelconque et si l'on fixe arbitrairement la région que l'on regarde comme extérieure, la semi-surCace ainsi obtenue ne forme généralement un être géométrique que s! on lui adjoint la semi-suri'ace opposée; elle doit être considérée comme une semi-surface composée de deux feuillets superposés et opposés entre eux, ces feuillets formant les deux
( ' ) Note sur un genre particulier cle surfaces réciproques { Comptes r. l. XLU, p. 485).
nappes de l'enVèloppe d'une sphère de rayoa infinimenl pelit dont le cenu-e décrit la surface. Une quadrique, par exemple, doit être regardée comme une semi-quadriquc de quatrième classe. Cependant quelques semi-surfaces, composées d'une seule nappe, forment un être géométrique distinct : telles sont celles qui proviennent du plan, delasphi^re, et en général de toutes les anticaustiques des surfaces algébriques.
i. La transformée d'une semi-surface S est une anticaus tique; abaissons, en effet, de chaque point M de S une perpendiculaire MP sur le plan fondamental, et prenons sur MP un point M' tel que le rapport de M'P à MP soit constant : le point M' décrit une surface S'. Cela posé, si, l'indice de réfraction étant convenablement choisi, des rajons perpendiculaires au plan fondamental se réfractent sur S', la réciproque de S est une des catacaustiques de S'; on obtiendra du reste toutes ses catacaustiques en déplaçant le plan fondamental parallèlement à lui-même.
Il résulte de là que l'on sait déterminer les lignes de courbure des anticaustiques de S' si l'on sait les déterminer pour la semisurface S. En particulier, si S' est une semi-quadrique, il en est de même de S, et l'on voit que l'on peut obtenir les lignes de courbure des anticaus tiques des surfaces du second ordre, les rayons incidents étant parallèles, proposition que j'avais déjà démontrée dans mon Mémoire Su/- une surface de quatrième classe, etc. (Journal de Mathématiques, 3' série, t. II, p. i45)-
M. Darboux qui, dans une Note présentée à l'Académie dans sa dernière séance, a bien voulu rappeler ce résultat, a démontré de plus que ces anticaustiques sont les surfaces les plus générales de la quatrième classe, qui ont pour ligne double l'ombilicale.
Des propositions qui précèdent il résulte qu'elles peuvent être considérées comme les transformées des semi-quadriques; or, si l'on considère une semi-surface quelconque S de quatrième classe ayant pour ligne double l'ombilicale, et pour autre ligne double la conique k, on voit que chaque point M de k est le sommet de deux semi-cônes de révolution circonscrits à S; tous ces semi-cônes pe\ivent, par une transformation convenable, être transformés en droites se partageant en deux systèmes tels qu'une droite quelconque de l'un des systèmes rencontre toutes les droites de l'autre
RECIPROQUES
système. D'où il suit que la transformée est une semi-quadrlquc, ce qui démontre le beau théorème de M. Darboux; on voit également, comme l'a énoncé ce géomètre, que S peut être, de quatre façons différentes, considérée comme anlicaustique d'une quadrique.
La surface la plus générale de quatrième classe, qui a pour ligne double l'ombilicale, est donc la transformée par directions réciproques d'une senii-quadrique, et un grand nombre de ses propriétés métriques se déduisent immédiatement des propriétés des génératrices rectilignes des quadriques et des propriétés des cônes de révolution qui leur sont circonscrits.
TRANSFORMATIONS PAR SEMI-DROITES RÉCIPROQUES
Nouvelles Annales de Malhématigues ;
i. Une droite (^Lant donnée, on peiil supposer qu'elle soit décrite dans un certain sens par un point mobile; une telle droite, déterminée ainsi par sa position et le sens dans lequel elle est décrite, est désignée sous le nom de semi-droite; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche placée près de la droite (/tg. i),
Une même droite pouvant être décrite dans deiix sens différents déterminé deux semi-droites distinctes, que l'on appelle semidroites opposées.
2. Un cercle étant donne, on peut supposer également qu'il soit décrit dans un certain sens par un point mobile; un tel cercle, déterminé ainsi par sa position et le sens dans lequel il est décrit, est désigné sous le nom de cycle; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche placée près de la circonférence du cycle.
Un même cercle, pouvant être décrit dans deux sens différents, détermine deux cycles distincts que l'on appelle cycles opposés.
3. En un point A d'un cycle, la tangente doit être considérée,
le long de l'élément infiniment petit commun au cycle, décrite dans le même sens que le cycle; la tangente au poic donc une semi-droite bien déterminée.
BEUI-DROITES RÉCIPROQUES. 609
De là résultent les conséquences suivantes :
i" On ne peut mener à un cycle donné qu'une tangente parallèle à une semi-droite donnée.
Il esl clair, en effet, qu'on peut mener au cercle déterminé par le cycle deux tangenies parallèles à la droite déterminée par la semi-drolté donnée: mais, si l'on désigne par A el par A' les points de contact de ces tangentes, on voit que les tangentes en ces points ont des directions opposées; une seule d'entre elles est donc parallèle à la semi-droile donnée.
a" Deux cycles donnés ont deux tangentes communes et n'en ont que deux.
Sur lAJig. 2, on voit que les semi-droites AA' et BB' sont tangentes à la fois aux deux cj'cles K et K.'. Les cercles déterminés par ces cycles ont quatre tangentes communes, dont deux sont précisément AA' et BB'; si l'on considère une quelconque des
deux autres, par exemple CC, il est aisé de voir que, quel que soit le sens dans lequel on suppose décrite cette droite, elle ne peut toucher les deux cycles donnés, d'après la définition donnée du contact d'un cycle et d'une semi-droite.
Deux cycles ont donc seulement deux tangenies communes ; leur point de rencontre P esl le centre de similitude des deux cycles.
Ce centre de similitude est unique (').
{') .Une proposition bien connue peut, par snite de cette dcfluitioD, s'énoncer <lc la façon suivante :
Étant donnés trois cycles, les trois centres de simililude de ces cycles pris deux à deux sont en. ligne droite.
La distance AÂ', comprise sur l'une des tangentes communes entre les points de contact a\ec les cycles, est la distance tangentielle des cycles; elle n'est déterminée qu'en valeur absolue, mais
-i. Le rayon d'un cycle sera regardé comme positif si ce cycle est décrit dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre, comme négatif dans le cas contraire.
Par suite, en désignant par T la distance tangentîelle des deux cycles dont les centres sont O et 0', i^fig- a montre immédiatement que, en désignant par D la dislance des centres, on a la relation
T5 = D'-(IÎ — R
Cette formule détermine, dans tous les cas possibles, la distance tangentîelle de deux cycles; en particulier, si nous considérons deux cycles opposés, si le rayon d'un de ces cycles est R, l'autre est — R; d'ailleurs, Ja distance de leurs centres est nulle; on a donc, dans ce cas,
Ti = — 4RS.
5. Une semi-droite étant donnée, ainsi qu'un point P, le cycle qui a pour centre ce point et qui touche la semi-droite est bien détermine; la distance du point P à la semi-droite est le rayon de
■ce cycle : eile est donc déterminée en grandeur et en signe.
6. Un point doit être considéré comme un cycle d'un rayon infiniment petit; toutes les semi-droites passant par ce point doivent être considérées comme tangentes à ce cycle,
7. Étant données deux semi-droites quelconques, on peut construire une infinité de cycles qui leur soient tangents; les centres de ces cycles sont situés sur une même droite que l'on appellera la bissectrice des semi-droites.
Si, le point P d'intersection des semi-droiles restantfixe, l'angle que fout ces semi-droites diminue indéfiniment, en sorte qu'elles tendent toutes les deux à se confondre avec leur bissectrice, les rayons de tous les cycles Inscrits diminuent indéfiniment et à la limite se réduisent à des points, tandis que les deux semi-droites deviennent deux semi-droites opposées.
IHAHSrORUATIONS PAR SEMI-DROITES RÉCIPROQUES. 6l!
On voit ainsi que les cycles qui touchent deux semi-droites opposées sont les divers points de la droite qu'elles déterminent.
8- Il résulte aussi de ce qui précède qu'un cycle assujetti à toucher trois semi-droites données est entièrement déterminé. Son centre est le point de rencontre des trois bissectrices des semidroites prises deux à deux.
MÉTHODE DE TRAXSFORMATIO.N PAU SEMI-DB01TE8 RÉCIPROQUES
9. Considérons une droite fixe Q; traçons dans le plan un cycle quelconque K ayant pour centre le point O et, snr la perpendiculaire abaissée du point O snr la droite lî, prenons un point arbitraire P {fig- 3).
Cela posé, à chaque semi-droite MN du plan on peut faire cor-
respondre une autre semi-droite de la façon .suivante : menons au. cycle K la tangente AB parallèle à MN, joignons le point de contact A an point P, et, au point A' où la droite ainsi obtenue rencontre le cycle, menons la tangente A'B'; menons enfin, par le point M où la semi-droite donnée coupe la droite fixe û, une semidroite MN' parallèle à A'B'.
MN' correspond ainsi à MN, et il est clair, en examinant les constructions efi'ectuées, que MN correspond réciproquement à MN'; on dit que ces deux semi-droites sont réciproques.
Il résulte évidemment de ce qui précède que :
i" Deux semi-droites réciproques se coupent sur la droite ii que l'on appelle l'axe de transformation :
2° Des semi-droites parallèles ont pour réciproques des semi-droites parallèles.
10. Si, du point P, on mène des tangentes au cycle K, on voit que les semi-droites parallèles à ces tangentes sont leurs rc!ciproques à elles-mêmes. Il y a donc deux séries de semi-droites parallèles qui se transforment en elles-mêmes; ces semi-droites font d)3S angles égaux avec l'axe de transformation. Il est toutefois à remarquer que ces semi-droites ne sont réelles que si le point P est extérieur au cycle R,
11. Théouème. — Deux couples quelconques de semi-droites réciproques sont tangents à un même cycle.
Soient, en effet, 0 l'ase de transformation, MN et MN' deux semi-droites réciproques, SK une semi-droite quelconque du plan {fig- 4).
Construisons le cycle qui touche les semi-droites MN, MN' et SR; menons la droite NN' qui joint les points de contact de MN
rig. 4-
et de MN', et désignons par P le point où cette droite coupe la perpendiculaire abaissée du point O sur l'axe Q. Il est clair, d'après ce qui précède, que la transformation qui a pour a\e Q et dans laquelle MN correspond à MN' peut être définie au moyen du cycle K et du poinl P. Si maintenant on remarque que P est le pôle de la droite Q relativement au cycle K, on voit que la tangente RS' est la réciproque de SR; les deux couples de semidroites réciproques MN el MiN', RS et RS' sont dcus tangentes au cycle K, ce qui démontre la proposition énoncée.
12. La transformation par semi-droites réciproques est aussi caractérisée par les deux propriétés suivantes :
Deux semi-droites réciproques se coupent sûr l'axe detrans-
formation; deux couples de semi-droites réciproques sont tangents à un même cycle ('),
Il est clair que la transformation est entièrement définie quand on se donne l'axe de transformation et dens semi-droites réciproques D et D'. Pour obtenir la réciproque d'une semi-droite quelconque i, que l'on construise le cycle tangent à D, D' et A, et que, par !e point M où A coupe l'axe de transformation, on mène la deuxième tangente au cycle, celte tangente sera la semidroite cherchée.
13. Considérons une courbe K. comme l'enveloppe d'une semidroite mobile A, la réciproque A' de A enveloppera une courbe K' qu'on appelle la transformée de la courbe K.
Théorème. — Quand on effectue une transformation par semi-droites réciproques, un cycle a pour transformé un autre cycle.
Soit Û l'axe de transformation, et considérons un cycle quel-
Fig. 5.
conque K. coupant l'axe aux points A et B. Menons à ce cycle des tangentes MN et M'N' parallèles à la direction des semi-droites
(') La transformation par rayons vecteurs réciproques est également caractérisée par les deus propriétés suivantes :
Deuw points réciproques iont situes sur une droite passant par le pôle de
Deux couples de points réciproques sont situés sur un même cercle.
qui, dans la transformation, sont leurs réciproques à elles-mêmes, et désignons par P le point de rencontre de ces droites {fig- 5).
Cela posé, construisons le second cjcle K' qui, passant par les points A et B, touche les semi-droites PM et PM'; je dis que le cycle K' est le transformé de K.
On voit en elîet que la transformation est définie par l'axe D, le cycle K et le point P (9).
Par le point P, menons une sécante quelconque coupant le cycle K' au point a et le cycle K aux points p et y. On sait que les tangentes menées eu ce et y se coupent en un point T de l'axe radical û des deux cycles; d'ailleurs, ^S est parallèle à aT : il résulte donc de la définition donnée plus haut (9) que aT et yT sont deux semi-droites réciproques. L'enveloppe des réciproques des semi-droites qui enveloppent K est donc le cycle K' : ce qu'il fallait démontrer.
14. On voit ainsi qu'un cycle K. a pour réciproque un cycle K'. La relation qui existe entre deux cycles réciproques est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
i" Leur axe radical est l'axe de transformation;
2° Leurs tangentes communes sont parallèles à deux directions fixes, à savoir aux directions des seini- droites qui se transforment en elles-mêmes.
Désignons respectivement par R et B' les rayons des deux cycles (ces quantités étant données en grandeur et en signe) et par D et D' les distances de leurs centres à l'axe (').
La première propriété donne la relation suivante
D2— D'== R'— lï'^ et la deuxième, la relation ([) D — D'=a(lî -IV),
OÙ K désigne une constante caractérisant la transformation; d'où
(') On doit ici considérer l'ajc de Lj-Bnsformatiun c lui donnant un sens arbitraire, de sorte que D et D' grandeur et en signe.
TRANSF
RMATIONS PAS SEMt-DliOlTES KlioiFKOQUES
encore, en combin
ml ces deux relations,
D-f-D'= i(RH-rV).
On en déduit
et
„, ■23D-K(TH~aî)
Le cycle K' est ainsi complètement déterminé, quand le cycle K est donné, puisque l'on connaît la distance de son centre à l'axe et son rayon.
Remarques, — Le cycle K' se réduit à un point, si R'= o, ce qui exige que l'on ait
Raî — 9,aD-l-R = o,
d'où
a = Div/D'— Rs.
Il en résulte qu'un cycle étant donné, ainsi que l'axe de transformation, on peut toujours déterminer le module a de la transformation, de façon que ce cycle ait pour transformé un point, dans le cas où ce cycle ne coupe pas l'axe. En désignant, en effet, par R son rayon et par D la dîslance de son centre à l'axe, on voit que, D^— R^ étant positif, l'équation précédente détermine pour le module a deux valeurs réelles.
Soit K {Jig- 6) le cycle donné; de son centre O abaissons une
ig. G.
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pei-pendiculaire OP sur l'axe de transformation, et de son pied P comme centre décrivons le cercle qui coupe orlbogonalemenl le cycle donné. Ce cercle coupe la droite OP en deux points A et B ;
on prouvera aisément qu'il existe une transformation telle que les tangentes au cycle K aient pour réciproques les semi-droites qui se croisent au point A. II esiste également une autre transformation dans laquelle le point B est le réciproque du cycle K.
Une transformation étant définie par l'axe de transformation ii et par le module a, il y existe une infinité de cycles qui ont pour transformés des points; ils sont définis par la relation
n _ aa D ~ ai -H 1 '
Leur propriété caractéristique est que leur rayon varie proportionnellement à la distance de leur centre à l'axe; elle présente une grande importance dans l'application de la transformation par se mi- droites réciproques à la théorie des anticaiistiquespar réfraction,
lo. Théorème. — La distance tangentielle de deux cycles est égale à la distance tangentielle des deux cycles correspondants.
Considérons, en elFet, deux cycles; désignons respectivement par R et r leurs rayons, par Vi cA d ]es distances de leur centre à l'axe de transformation, par p la projection sur cet axe de la droite qui joint leurs centres, et par T leur distance tangentielle ; on aura
évidemment
Tî = /;' -1- ( D - </)! — ( R - ry.
Soient de même R' et /■' les rayons des cycles transformés, D' et d' les distances de leurs centres à l'axe, et T' leur distance tangentielle. Si l'on remarque que deux cycles réciproques ont leurs centres sur une même perpendiculaire à l'axe, il est clair que
T'- = p-^^{ïi'~d'y--{K-,-')K
Or les formules données plus haut donnent aisément
Substituant ces valeurs dans l'expression précédente, i toutes rédactions faites,
T'i = />2 -l- ( D - È^) ! — ( ti — r)s = T2 ; ce qui dcrrionlre la proposition énoncée (').
16- Soient trois cj'cles K., R' el K" ayant respectivement pour centre les points O, 0' et O". Soient F' le centre de similitude des cycles O el O', P' le centre de sitnilitnde des cycles 0 et O". Supposons que ta droite FP" ne coupe pas le centre O; en prenant celte droite pour axe de transformation, nous pourrons toujours, en choisissant convenablement le module de la transformation, transformer le cycle O en un point w. Les deux tangentes P''Â el P"B auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par les points P" et w; le cycle K', étant tangent à P''A. et P^E, aura pour transformé un cycle tangent à ces demi-droiles opposées, et, par conséquent, un point w' qui sera l'intersection de P"w avec la perpendiculaire abaissée de O' sur l'axe P'P",
Les deux tangentes P'C et P'D {fig- 7) auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par la droite P'w, el it est clair que le cycle O", qui touche P'C et P'D, aura pour transformé ie point w", où P'u rencontre la perpendiculaire abaissée de 0" sur l'axe P'F'. Si l'on considère maintenant fcs deux tangentes communes aux cycles K'K", elles auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par les points m' et w". D'où il résulte que ces tangentes se coupentau point P oùla droite ti)'<ij" rencontre P'P", et de là une démonstration nouvelle de cette proposition rappelée plus haut : Les trois centres de similitude de
(•) Relativement â la tvansformstion pjc rayons vecLeurs réciproques, le ihéorÉme analogue est le suivant : L'angle sous lequel se coupent deuic cercles est égal à l'angle sous lequel se coupent les cercles correspondants.
Ce tîiéorème s'étend à deux courbes quelconques, et de même dans la transformation par semi-droites réciproques :
Si une semi-droite A touche deme courbes aux deux points a et b, el si la semi-droite réciproque A' touche les courbes transformées aux points a' et b', les deux longueurs ab et a'V sontégales.
trois cycles considérés deux à deux soJit en ligne droite; il suit de là également que 5/ trois cycles sont tels que la droite, qui contient leurs centres de similitude, ne les rencontre pas, on
peut, par une transformation par semi-droites réciproques, les transformer en trois points (').
M. La transforma lion par semi-droites réciproques peut servir, comme la transformation par rayons vecteurs réciproques, soit à simplifier la solution de certains problèmes, soit à généraliser diverses propriétés des figures,
18- Pour en donner un exemple simple, considérons le problème suivant : Construire un cycle touchant trois cycles donnés.
Supposons que les cycles donnés K, K' et K." soient tels que la droite qui contient leurs centres de similitude ne les coupe pas, nous pouvons, d'après ce qui précède, en prenant celte droite pour axe de transformation, transformer les cycles donnés en trois points (ù, (!»' et w". Le cercle passant par ces points délermine deux cycles opposés II et H' dont les réciproques seront les solutions du ptoblème. Deux cycles opposés rencontrant l'axe de transformation aux mêmes points, il en est de même de leurs réciproques;
(') La propriété analogue dans la théorie de la traiisformation par rayons vecteurs réciproques est la suivante : Lorsque deux cercles se coupent, oit peut toujours les transformer en deua: droites.
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d'où il Sdit qoe le problème propose a deux solutions, et que l'axe radical des deux cycles qui satisfont à la question est l'axe de similitude des cycles donnés.
Le problème de mener un cercle tangent à trois cercles donnés se ramène immédiatement au précédent. On peut, en effel, donner à un des cercles un sens arbitraire, de façon à le transformer en un cycle; on transformera également les deux autres cercles en cycles en fixant leur direction, ce qui pourra se faire de quatre façons différentes. A chaque groupe de cycles correspondent deux solutions; le problème proposé aura donc en tout huit solutions.
19. Un pointdécrivant dans un sens déterminé une semi-droite ou un cycle, si l'on emploie la transformation par rayons vecteurs réciproques, on voit que le point transformé décrit une autre semi-droite ou un autre cycle (lequel peut se réduire à une semidroile quandle pôle de transformation est sur le cycle considéré).
On pent souvent, avec avantage, employer simultanément la transformation par rayons vecteurs réciproques et la transformation par semi-droites réciproques. Ainsi, en général, étant donnés cinq cycles, on peut, par deux transformations successives, les transformer en deux semi-droites et en trois points. En effet, si deux des cycles se coupent, par une première transformation par rayons vecteurs réciproques, on pourra les transformer en deux semi-droites. Les trois autres cycles ayant pour transformées K,, K' et R", si l'axe de similitude de ces cycles ne les rencontre pas, on pourra, par une transformation par semi-droites réciproques, les transformer en trois points, tandis que les semi-droites se transformeront en semi-droites.
SUR LES HYPERCYCLES.
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences;
l. Une droite étant donnée, on peut la supposer décrite par un point mobile dans un sens déterminé; je désig^tcrai une pareille droite, dont la position el. la direction sont données, sous le nom de semi-droite (*), A une droite donnée correspondent dons semi-droites ayant des directions différenles, et que j'appellerai semi-droites opposées.
Je désignerai sous le nom de cycle un cercle décrit dans un sens donné; en un point d'un cycle, la tangente est une semi-droite parfaitement déterminée. A un cercle correspondent deux cycles opposés. Il résulte immédiatement de ces définitions qu'à un cycle donné on ne peut mener qu'une tangente parallèle à une semidroite donnée, cjue deux cycles n'ont que deux tangentes communes et un seul centre de similitude, qu'un cycle tangent à trois semi-droites données est complètement déterminé. Le rayon d'un cycle sera regardé comme positif si le point qui le décrit se meut dans le sens des aiguilles d'une montre, comme négatif dans le cas contraire, La distance d'un point à une semi-droite est égale au rayon du cycle qui a pour centre ce point el louche la semi-droite ; elle est donc déterminée en grandeur et en signe.
Deux couples de semi-droites (A, A') et (B, B') forment un système harmonique si elles touchent un même cycle et si les points de contact divisent barmoniquement le cycle; A' est dite la conjuguée harmonique de A relativement à B el B'.
(') Dans une Note précédemmcut puliliée. Sur la Géométrie de direction {Bulletin de la Société mathématique de France, t. VIII, p. Tg6), j'ai désigoé la semi-droite sous le nom de direction; j'ai cru devoir modifier ceue espression le root direction a3'ant en Géométrie un sens très précis.
"Un point doit èlre considéré comme un cycle de rayon infiniment petit.
2. Si l'on considère une courbe algébrique comme l'enveloppe d'une semi-droite, elle ne constitue pas, en général,, un être géométrique ; il faut lui adjoindre la même courbe, enveloppée par la semi-droite opposée. On doit la considérer comme composée de deux courbes opposées, qtii sont l'enveloppe d'un cycle de rayon infiniment petit; en sorte qu'en chaque point il y a deux tangentes opposées et qne l'on doit considérer comme distinctes.
Certaines courbes algébriques (le cercle, par exemple) consliluenl elles-mêmes, quand on attribue à leurs tangentes un sens déterminé, un être géométrique. Un des caractères distinctifs de ces courbes, que j'appellerai courbes de direction, consiste en ce que l'enveloppe d'un cercle de rayon constant, dont le centre décrit la courbe, se décompose en deux courbes distinctes. Il en est de même des courbes que je désigne sous le nom d'hypercycles; elles comprennent l'hypocycloïde à quatre points de rebroussement, la parabole ainsi que les courbes qui leur sont parallèles, el plus généralement toutes les an ticaus tiques de la parabole, les rayons incidents étant parallèles,
Étant donnée une tangente quelconque A. à un hypercycle, il lui correspond une autre tangente A' telle que A, A' et deux, semidroites fixes P et P' (que l'on peut appeler les semi-droites fondamentales de la courbe) forment un système barmonique. Je dirai que deux tangentes telles que A et A' constituent un couple de tangentes conjuguées.
Cela posé, l'hypercycle est défini par la propriété suivante : les conjuguées harmoniques d'une semi-droite du plan D, par rapport aux couples de tangentes conjuguées de la courbe, enveloppent un cycle K,
L'hypercycle est aussi entièrement déterminé quand on se donne les semi-droites D, P et P' et le cycle K, et l'on peut, en s'appuyant sur la définition précédente, construire autant de couples de tangentes conjuguées qu'on le veut. On peut, en particulier, remarquer que tout cycle touchant les semi-droites fondamentales a quatre tangentes communes, avec l'hypercycle ; elles constituent deux couples de tangentes conjuguées, et peuvent se
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construire a^ec la règle et le compas. Le cercle déterminé par le cycle a quatre autres tangentes communes avec l'iiypercjcle; mais ces quatre tangentes ne constituent pas des couples de tangentes conjuguées et ne peuvent pas se construire au moyen de la règle et du compas.
3. La propriété la plus imporlaote de l'hypercycle est la suivante : Soient A et A' un couple de tangentes conjuguées et a leur point
de rencontre, B et B' un antre couple de tangentes coojugtiées et b leur point de rencontre ; T désignant une tangente quelconque à l'hypercycle, appelons respectivement œ, a', p et j3' les points où T rencontre les semi-droites A, A', B et B', Cela posé, on peut énoncer celte proposition : quelle que soit la tangente considérée, la longueur
aa -\- l' a -\- ii'A -^- hW Sa— S'a'
a une valeur constante en grandeur el en signe.
La même proposition peut encore s'énoncer de la façon suivante : Menons les cycles qui touchent respectivement les semi-droites A,
A' et T et les semi-droites B, B' el T; si l'on désigne par y.„ et ^^
leurs points de contact avec T, la longueur a^fji, a, en grandeur et
en signe, une valeur constante.
4. Cette valeur constante de la distance des points de contact a,, et Pfl varie suivant les couples de tangentes conjuguées que l'on considère. A chaque couple de tangentes conjuguées en correspond toujours un autre, te] que la constante dont je viens de parler soit nulle; je dirai que ces deux couples sont conjoints.
Ainsi, étant donnés un hypercycie et deux couples conjoints de tangentes conjuguées A, A' et B, B', si l'on construit deux cycles Kq et Ki tangents entre eux et touchant respectivement A, A' et B, B', la tangente commune aux deux cycles est tangente à l'hypercycle.
Autrement, si deux cycles roulent l'un sur l'autre, l'un d'eux louchant deux semi-droites A et A', l'autre louchant deux autres semi-droites B et B', la tangente commune aux deux cycles enveloppe un hypercycie, et tout hypercycie peut être ainsi engendré d'une infinité de manières,
o- Un hypercycie étant donné, il existe deux systèmes de cycles
qui lui Boni doublements tangents. Le centre de similitude de deux cvcles, pris arbitrairement dans l'un des systèmes, est situé sur une droite fixe Owq, passant par le point de rencontre O des semidroites fondamentales P et P'; parmi les cvcles du système, il y en a un, Q, qui touche ces semi-droites. Dans l'autre système existe également un cycle 0 qui touche P et P' ; deux cycles appartenant à ce système ont leur centre de similitude sur une droite fixe 09o- Je désignerai les cycles Q et Q sous le nom de cycles principaux, et les droites Ow^ et OOo sous le nom à'axes de l'hypercycle. Les axes et les droites déterminés par les semi-droites fondamentales constituent un faisceau harmonique.
Un cvcle inscrit dans P et P' a, en commun avec l'hypercycle, deux couples de tangentes conjuguées; ces tangentes forment un quadrilatère dont deux sommets sont situés sur la polaire de O, relativement au cycle considéré. Les quatre autres sommets sont distribués deux à deux sur les axes de la courbe.
Le lieu des centres des cycles doublement tangents qui appartiennent au même système que ti est une parabole 11^, et la courbe peut être considérée comme une antîcaustlque par réfraction de cette parabole, les rayons incidents étant perpendiculaires à la droite Owo- A l'autre système de cycles doublement tangents correspond une autre parabole Ha, en sorte que, généralement, l'hypercycle peut être considéré de deux façons différentes, comme l'aoticaustique d'une parabole.
Dans certains cas particuliers, ces paraboles peuvent se réduire à des droites; dans le cas où l'un des deux axes est rejeté à l'infini, l'hypercycle est une courbe parallèle à une parabole.
6. L'hypercycle a été précédemment défini par les propriétés suivantes : les tangentes se distribuent par couples, de telle sorte que deux tangentes appartenant à un même couple (tangentes conjuguées) et les deux semi-droites fondamentales forment un système harmonique; les conjuguées harmoniques d'une semidroite fixe D, par rapport aux couples de tangentes conjuguées, enveloppent un cycle K.
Le même hypercycle peut être ainsi défini d'une infinité de façons; on peut, en effet, énoncer la propriété fondamentale suivante :
Etant donnée une semi-droite quelconque A, les conjuguées harmoniques des tangentes à ce cycle, relativement aux couples de tangentes conjuguées, enveloppent un cycle II.
Je désignerai ce cycle sous le nom de cycle polaire de la semidroite i; les propriétés de ces cycles présentent la plus grande analogie avec les propriétés des pôles des droites dans la tliéorie des coniques.
Voici les principales de ces propriétés :
Si une semi-droite A a pour cycle polaire le cycle II, les cjcles polaires de toutes les tangentes à H sont tangents à A.
Le cycle polaire d'une tangente à l'iiypercjcle touche cette courbe au point de contact de la tangente.
En désignant par 11 et II' les cycles polaires de deux semidroites A et A', on voit que les cycles polaires des tangentes communes à n et n' touchent A et A'. Il en résulte qu'il y a deux cycles polaires qui touchent deux semi-droites données (ou qui touchent une semi-droite en un point donné); en particulier, il y a deux cycles polaires ayant un centre donné.
Si les deux semi-droites A et A' sont opposées, les tangentes communes à H et H' ont pour cycles polaires deux points; il y a donc une infinité de semi-droites dont les cycles polaires se réduisent à des points. Le lieu de ces points est une conique H, ayant pour asymptotes les semi-droites fondamentales, et l'enveloppe des semi-droites correspondantes est un cycle ^.
Si une semi-droite se déplace parallèlement à elle-même, les cycles polaires demeurent tangents à deux semi-droites parallèles aux semi-droites fondamentales P et P'; le point de rencontre de ces semi-droites est situé sur la conique H.
Réciproquement, si par un point quelconque de H on mène deux parallèles à P et P', tout cycle inscrit dans ces semi-droites est un cycle polaire de l'hypercyclc.
7. il ne sera peut-être pas inutile, pour éviter toute difficulté dans l'application des propositions précédentes, de présenter quelques observations sur certaines formes singulières sous lesquelles peut se présenter un cycle.
Un système de semi-droites parallèles détermine un point à l'infini et sur une droite donnée se trouvent deux points à l'infini.
cori-espondanl aux deux semi'-clroites déLcrminées par la droite. Ah point de vue où nous sommes placés, nous devons donc considérer les points à l'inlini comme siuiés sur une conique aplatie, et se réduisant à !a pnriion de la droite de l'infini comprise entre les deux ombilics du plan. A tout point de la conique de l'infini correspond ainsi un système de semi-droites parallèles.
L'ensemble de denx points a et ^ de la conique de l'infini (dédni par les parallèles à deux semi-droites fixes A et B) doit être considéré comme un cycle. Les tangentes à ce cycle, menées par un point M du plan, sont les semi-droites tracées par ce point parallèlement à A et B. Le centre de ce cycle est le point situé à l'infini sur la bissectrice des deux semi-droites A et B, et j'entends par là la droite qui est le lieu des centres des cycles tangents à A et à B.
En s'appiijant sur les définitions précédentes, on peut dire que le cycle polaire d'une semi-droite parallèle à P se compose de deux points de la conique de l'infini, l'un de ces points étant si lue sur la semi-droite P'. Semblablement, le cycle polaire d'une semidroite parallèle à P' se compose de deux points à l'infini, dont l'un est situé sur P.
8. Étant donnés deux cycles A et A', désignons par a el a! les points où ils touchent une des tangentes communes, par b el b leurs points de contact avec l'autre tangente commune, par a et |3 les points milieux des segments aa' et bb' . Je dirai que le cycle K qui touche les tangentes communes aux points a et p est le cycle moyen des cycles donnés et que A' est le symétrique du cycle A relativement an cycle K.
Celte notion a de fréquentes applications. Étant donnés deux couples de semi-droites (A, A') et (B, B'), proposoos-notfs, par exemple, de déterminer les deux semi-droites qui forment uu système harmonique avec A et A', ainsi qu'avec B et B'. A cet effet, construisons le cycle moyen des cycles inscrits respectivement dans les semi-droites A, A', B et A, A', B', puis le cycle moyen des cycles inscrits respectivement dans les semi-droites B, B', A et B, B', A'; cela posé, les tangentes communes aux deux cycles moyens dont je viens de parler sont les semi-droites cherchées.
Un liypercycle est complètcmeiU dclcrmini^ quand on se
donne deux couples de tangentes conjuguées (A, A') cl (B, B') el iine tangenle quelconque T. Si l'on délei-mine d'abord, comme je viens de le dire, les deux semj-droiles qui formenl avec (A, A') et (B, B') des systèmes harmoniques, on aura les semi-droites fondamentales de la courbe. Que l'on construise ensuite la conjuguée harmonique A^ de T relativement à (A, A'), puis sa conjuguée harmonique B,, relativement à (B, B'), le cycle polaire de T sera déterminé, puisqu'il doit loucher T, Ao et B„.
L'hjpercjcle est donc bien défini, puisque l'on connaît ses deux semi-droites fondamentales et le cycle polaire d'une semi-droite du plan, et l'on peut en construire autant de tangentes qu'on le
10. Soit (A, A') un couple de tangentes conjuguées de l'hjpercycle; leurs cycles polaires ont en commun deux tangentes communes B et B'. Ces semi-droites constituent un couple de tangentes conjuguées de la courbe; leurs cycles polaires sont tangents à A et A'.
Les deux couples de tangentes conjuguées (A, A') et (B, B') sont conjoints; en d'autres termes, si deux cycles respectivement inscrits dans les semi-droites A, A' et B, B' roulent i'un sur l'autre en demeurant constamment tangents, la langeute commune enveloppe l'hypercycle défini par les couples conjoints de tangentes.
11. Si une semi-droite roule sur nn cycle K, le lieu du centre de son cycle polaire est une conique. Sî l'on considère les cycles polaires de deux tangentes quelconques à ce cycle, leur centre de similitude est situé sur une droite fixe D. Il en résulte que l'enveloppe des cycles est un anticaustique par réfraction de conique, les rayons incidents étant perpendiculaires à la droite D.
En particulier, les cycles polaires de toutes les semi-droites qui passent par un point P ont leur centre sur une droite i, A chaque point P d^ plan correspond ainsi une droite A ; si plusieurs points sont sur la droite A, les droites A correspondantes passent par nn point fise Q auquel correspond la droite A. Le système des points P el des droites i constitue donc deux systèmes coixélatifs.
12. Soient K un cycle (piclcoiiquc Inscrit dans les deux semi-
yGoosle
clroiLes foriflamonlales, ii et Q les cj'cles principniix de 3a coiirhe, Qji et 0i les symétriques de K. relalivemeiil à 0 et 8; ces cycles sont aussi évidemment inscrits dans les deux semi-droites fondamentales. En désignant par W) el fl) les points où ÛiCl 0 touchent respectivement A, la longueur oj|9) est parCailemeiit déterminée en grandeur et en signe; j'ap|)ellerai celte longueur/» \e paramètre de la courbe; il est clair que la dislance entre les points où iÏA et 6^ touchent A est égale à -ip.
Cela posé, si une semi-droite roule sur K, son cycle polaire demeure constamment langent à ii* et Oa- Si l'on désigne par w et dj' les tangentes à la courbe menées aux points où elle touche Û et si l'on se donne la semi-droite D, son cycle polaire sera entièrement déterminé, puisqu'il louche Q* au point de contact de ce cycle avec la conjuguée harmonique de D relativement aux semidroites (i> et tu'.
On peut ainsi déterminer aisément le cycle polaire d'une semidroite donnée. Réciproquement, un cj'cle étant donné, il est facile de reconnaître si c'est un cycle polaire et, dans ce cas, de construire la semi-droite correspondante.
Que l'on mène à ce cycle les langentes parailélrs aux semidroites fondamentales, le cycle, d'après une proposition énoncée plus haut, sera un cycle polaire si le point de renconU-e de ces tangentes est sur la conique H lieu des cycles polaires qui se réduisent à des points.
Aulremenl : que l'on mène les deux cycles D^, et Dg cjui touchent K et les semi-dioiles fondamentales; si la longueur comprise sur A entre les points de contact de ces cycles est égale à 2/>, le cycle est un cycle polaire. Les symétriques de D^, el D^ pris respectivement par rapport à û el ^ se confondent alors en un même cycle; et, D' désignant la langenle commune à D„, el Q en leur point de contact, la conjuguée harmonique de D' relativement à ui et à w' a précisément K pour cycle polaire.
Il résulte de ce qui précède que, si deux cycles D^ et D^ inscrits dans les deux semi-droites fondamentales sont tels que la dislance entre leurs points de contact avec A soit égale à 2/>, tout cycle langenl à Dm et D^ est un cycle polaire. Les deux points de rencontre de ces cycles sont donc des cycles polaires qui se réduisent à des points, et sont par suite situés sur la conique II.
Les propriélés [irécécientes conduisent à nn assez grand nombre de propriétés des coniques, parmi lesquelles j'énoncerai seiilemenl la suivante :
Étant donnée nne conique, altribnons un sens quelconque à ses deux asymptotes AeLÂ'. Par un point M quelconque delà conique, menons deux parallèles Q et Q' aux senil-droiles A et A'; par un antre point N pris arbilrairement sur laconique, menons les deux cycles R et K.' qui sont tangents à A et A'. Cela posé, les deux semi-droites Q et Q' el les cycles R el R' sont tangenis à un même cycle K; l'axe radical de R et de R' est la droite qui joint les points de contact de K. avec les semi-droites Q et Q'; la tangente à la conique au point M et les tanguantes menées à K. aux points où ce cycle touche R el R' concourent eu un même point.
13. Soient D une semi-droîle quelconque du plan el K, son cycle polaire; menons à ce cycle la tangente D' qui est parallèle h D. La semi-droite, menée parallèlement à D et D' et qui en est également distante, est la tangente à l'hypocycle qui est parallèle àD.
li. Une des proprlélés les plus utiles de l'hypercycie est la suivante :
Considérons les quatre langenles communes A, B, C el D qui touchent à la fois la courbe et un cycle donné, el soient C et D' les tangentes conjuguées de deux quelconques d'entre elles, CeiD; les quatre semi-droites A, B, C elD' sont également tangentes à un même cycle.
Soient A et B deux tangentes fixes de la courbe; inscrivons un cycle quelconque K dans ces semi-droites et soient C et D les deux autres tangentes communes au cycle et à l'hypercycie. Il résulte de la proposition précédente qu'en désignant par C et D' les conjuguées de C et D, C et Ji' sont tangentes à un cycle K' inscrit dans A et B. Le cycle moyen K-o des deux cycles K. et R' est fixe, que! que soit le cycle K que l'on considère, et il esl complètement déterminé quand on se donne les deux tangentes A et B; c'est le cycle inscrit dans A ei B el qui louche deux tangentes conjuguées (dans le cas où A et B sont elles-mêmes conjuguées, c'est le cycle qui touche ces tangentes et les semi-droites fondamentales); si les
deux tangentes A et B viennent se confondre, le cycle moyen Ko correspondant est le cycle polaire de la tangente.
li résulte de là qne la courbe est entièrement définie quand on se donne deux tangentes quelconques A et B, le cycle moyen correspondant Kj et les deux semi-droites fondamentales. Il est facile en effet de construire les tangentes communes à l'hypercyele et à un cycle quelconque K inscrit dans A et B; que l'on construise le cycle K' symétrique du cycle K relativement au cycle Ko. L'enveloppe des conjuguées harmoniques des tangentes à K' relativement aux semi-droites fondamentales est un cycle K" et les deux tangentes communes à K et à K" seront les droites cliercliées.
De là résulte en particulier un moyen facile de construire le cercle osculateur en un point a de la courbe. A désignant la tangente en ce point, construisons la tangente conjuguée A', puis le centre G du cercle qui touche A' et la courbe au point rt; cela posé, a désignant le centre du cycle polaire de la tangente A, le centre du cercle osculateur cherché est le symétrique du .point G relativement à a. Un hypercycle a un seul foyer F qui est un foyer singulier; la somme des distances du foyer à deux tangentes conjuguées quelconques est constante.
IS. Le cas particulier où les semi-droites A et B sont opposées mérite un examen spécial. L'iiypercjcle peut être défini comme une courbe de quatrième classe et du sixième ordre ayant trois tangentes doubles dont l'une est la droite de l'infini et passant par les ombilics du pian. Les tangentes doubles sont des tangenles doubles apparentes; car, aux points de contact, la courbe a des directions opposées; en réalité, on doit les considérer comme des tangentes distinctes, mais opposées.
Les quatre points doubles de la courbe déterminent trois couples de droites correspondant respectivement aux tangentes doubles; les deux droites dont l'ensemble correspond à la droite de l'infini sont les axes de la courbe et se croisent au point O, qui est l'intersection des semi-droites fondamentales, lesquelles passent d'ailleurs par les points de contact de la droite de l'infini avec l'hypercycle.
Soient A et B les deux autres tangentes doubles de la courbe et R leur point de rencontre; la droite menée par le point O pcr-
pendlciilairement à la bissectrice des semi-droiles fondamentales (j'entends par là le lieu des centres des cycles inscrits dans ces deux semi-droites) rencontre respectivement A et B en deux points aeib dont le milieu est précisément le point O, Désignons par a et p les milieux des segments Ra et Rb, nous pourrons énoncer la propriété suivante : Si une langenieàla courbe coupe A et B aux points a, et ^i et si nous déterminons les points a^ et ^3 qui sont respectivement les symétriques de a, et ^i relativement à « et ^, la semi-droite ^2^3 est tangente à ia courbe et est la conjuguée de la tangente a, p,,
La tangente double A rencontre la courbe en deux points distincts des points de contact; ces points sont équidislants du point a et les tangentes sont conjuguées. Une propriété analogue a lieu relalivement à ia tangente double B,
La courbe est entièrement déterminée quand on se donne les deux semi-tîroiles fondamentales, une des tangentes doubles A et le point a; on peut énoncer en eifet la proposition suivante :
Inscrivons dans les deux semi-droites fondamentales un cycle quelconque K; désignons par a' le point où la corde de contact coupe la tangente double A, par a le point symétrique du point a' relativement au pointa. Cela posé, les tangentes menées du pointa à la courbe sont parallèles aux tangentes que l'on mène du point a .ucjcIeK.
Cette construction permet de déterminer facilement les tangentes parallèles à une direction donnée ou émanant d'un point quelconque de la tangente double, cl par suite tous les éléments importants de la courbe.
i6, Ava«t d'exposer de nouvelles propriétés de l'hypercycle, je rappellerai d'abord quelques notions fondamentales relativement à la transformation par semi-droites réciproques.
Celte transformation est complètement définie par les propriétés suivantes :
Deux semi-droites réciproques se coupent sur une droite fixe A que l'on peut appeler axe de transformation; deux couples quelconques de semi-droites réciproques sont tangents à un même ojcie.
J'ajouterai que deux couples de semi-droites barmouiques ont
pour réciproques <leu\ couples de scmi-droilcs iiat'monicjues et que la distance tangentielle de deux cycles est égale à la distance tangenlielle des cycles réciproques; j'entends ici par distance langentielle de deux cycles la longueur comprise sur l'une quelconque des deux tangentes comninocs entre leurs poinis de contacl.
Gela posé, il résulte de la définition même des hypercycles que ces courbes onl pour rransformées par semi-dmiles réciproques d'aiilres hypercycles; les serai-droites fondamentales de la traos- Ibrmée étant les transformées des semi-droiies fondamentales de la courbe donnée.
Aux tangentes conjuguées de cette courbe correspondent les tangentes conjuguées de la transformée, etc. Je ferai remarquer à ce sujet qu'une tangente double de la proposée étant une tangente double apparente a pour transformées deux tangentes ordinaires de la transformée.
Considérons un cycle quelconque K inscrit dans les deux semidroites fondamentales; il a en commun avec la courbe quatre langentes qui se coupent deux à deux sur l'an des axes Oti)„. Effectuons une transformation par semi-droites réciproques, de telle sorte que ce cycle se transforme en un point ; les quatre tangentes auront pour transformées deux couples de semi-droites opposées; de telle sorte que, relativement à la courbe transformée, deux couples de tangentes conjuguées se composeront de semidroites opposées.
Si l'on coupe ces tangentes par une tangente quelconque rencontrant ces deux couples aux points a, c/ et jS, p', on a, d'après une propriété générale énoncée plus liaut,
Or, dans ce cas particulier, les points a et ^ se confondent, ainsi que les points a' et P'; a« est opposée à />p el 7.' a à 6^'; on a donc a^ = y.'P'^ o, h^^ cta et ^p'= œ'«, et par suite
d'où il suit que la courbe transformée est une parabole. Ainsi (si l'on admet des transformations imagtnair
Iiypercycle, sauf un cas parLiciilier que j'esamineral plus loin, esL la iransformée par senii-droiles réciprocjues d'une parabole.
i7. La transformalion peut se faire de deux façons différentes, correspondanl aux deus axes de la coni-bc. Los paraboles résultant de la transformation ont même paramètre; sa valeur est égale au pîiramSlrej9 de i'JiypercjcIe.
La proposition précédente est au fond identique avec une de celles que j'ai énoncées plus haut, à savoir que l'hypercycie peut être considéré comme une anticauslique par réfraction d'une parabole, les rayons incidents étant perpendiculaires à l'un des axes ('); mais la forme actuelle a l'avantage de montrer immédiatement comment on peut étendre à l'hypercjcle les propriétés connues de la parabole.
La parabole elle-même peut être considérée comme un hypercycle composé de deux branches opposées, en sorte qu'en chaque poiuldela parabole passent deux tangentes distinctes, et la théorie que j'ai exposée précédemment fournit un grand nombre de propriétés nouvelles de cette conique.
Le cycle polaire d'une semi-droite du plan i, relativement à une parabole P, peut se construire facilement. Du pôle A de A, relativement à P, abaissons une perpendiculaire sur A et prenons son point de rencontre B avec l'axe de la courbe ; le cycle cherché D a AB pour diamètre et son sens est entièrement déterminé par celte remarque qu'au point A la langenle est parallèle à A. On voit par cette construction que deux semi-droites opposées ont des cycles polaires opposés.
Les semi-droites fondamentales sont opposées et déterminées par la position de l'axe; deux tang-entes conjuguées sont donc symétriques par rapport à l'axe.
18. Il y a un cas particulier remarquable, dans lequel il est évidemment impossible de transformer un bypercycleen une parabole; c'est celui où son paramètre/) est nul. La courbe est alors de la troisiùme clssse et je la désignerai sous le nom i'hypercycle
cubique; elle peut être définie comme une courbe de troisième classe a^ant une tangente double, louchant la droite de l'infini et passant par les ombilics du plan.
Sa propriété caracléristiqiie consiste en ce que tous les cycles polaires louchent une des demi-droiles fondamentales P; celle-ci est elle-même tangente à la courbe, et je l'appellerai tangente fondamentale. L'autre semi-droite fondamentale est parallèle et de sens contraire à la tangente 6 à la courbe qui passe parte point de contact de celle-ci avec la droite de l'infini.
Un hypercycle étant défini par ses semi-droites fondamentales, une semi-droite A et son cycle polaire, cet hypercycle est de troisième classe si ce cycle polaire louche une des semi-droites fondamentales et tous les autres cycles polaires touchent également cette semi-droite.
Un hypercycle cubique étant donné, ses serai-droites fondamentales ne sont pas déterminées. Prenons arbitrairement une tangente A à cette courbe, nous pourrons la regarder comme une tangente fondamentale et lui adjoindre une semi-droite A' antiparallèle à %, de telle sorte qu'à chaque tangente T de la courbe en corresponde une autre T' constituant avec celle-ci et le couple (i, A') un système harmonique.
Tous les théorèmes généraux donnés précédemment relativement à l'hypercycle général s'appliquent à l'hypercycle cubique, mais l'application peut en ^tre faite d'une infinité de manières, puisqu'il y a une infinité de modes de groupement des tangentes,
L'hypercvcle cubique se relie encore à la parabole d'une façon étroite; c'est, en effet, une aal\cA\isl\<\»e, par réflexion de parabole, les rayons incidents étant parallèles, et elle peut être d'une infinité de façons considérée comme une anticaiistique d'une pareille courbe,
19. Les propositions relatives aux tangentes communes à un cycle et un liypercycle sont notablement modifiées quand la courbe est de la troisième classe, puisque dans ce cas il n'y a plus que trois tangentes communes.
J'énoncerai ici le théorème important qui suit : T et T' désignant deux tangentes quelconques conjuguées dans un mode de groupement caractérisé par la tangente fondamentale Do, A et B
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deux autres tangentes quelconques, construisons les cycles K. et K.' qui totieheat respectivement A, J3, T et A, B, ï'; cela posé, le cycle (') moyen de K et K' est langent àD.
Considérons en particulier le mode de groupement où les tangentes isotropes issues du foyer F de la courbe sont conjuguées el appelons A la tangente fondamentale correspondante (celte tangente est celte que l'on peut mener dit pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la tangente double); nous pourrons énoncer la proposition qui suit et qui donne une propriété de deux tangentes quelconques :
Etant données deux tangentes quelconques A et A' à l'hypercycle, soient m le centre du cycle tangent aux semi-droites A, A' et i, et a le point de rencontre de A. et A'; la droite menée par m perpendiculairement à ma^ passe par le foyer F de la courbe.
En voici quelques conséquences : imaginons que, A. restant fixe, A' se déplace langentiellement à la courbe; en désignant para le point de rencontre de A et de A, le point m décrit ta bissectrice am des deux semi-droites A el A (droite qui, comme je l'ai déjà rappelé plusieurs fois, est entièrement déterminée), et la bissectrice HîK des deux tangentes A et A' enveloppe une parabole l* ayanl F pour foyer.
Or de là résulte immédiatement que l'hypercycle peut être considéré comme l'enveloppe des cycles qui touchent A et ont leur centre sur la parabole P; en d'antres termes, l'tiyperbole est une anticanstique par réilexion de la parabole P, les rayons incidents étant perpendiculaires à la tangente A.
La courbe peut donc être considérée d'une infinité de manières comme anticaustique de parabole; toutes les paraboles ont pour foyer F, et les tangentes menées aux sommets sont tangentes à l'enveloppe des bissectrices telles que ma; c'est précisément celle
e que le ujtic moyen de Jeus cycles ayant l'cspcclivi
s a et 6, pour rayon R et lî', est le cycle ayant poi
R + li' segment ab et pour rayon ■ — ;
des paraboles considérées qui correspond à une direcllon des rayons lumineux perpendiculaires à A.
Celle parabole iT a pour tangente au sommet la normale menée à la courbe au point où elle touche 4; elle peut être également considérée comme le lieu des projections du foyer F sur les normales à l'hypercycle.
20. Je mentionnerai enfin un élégant théorème de Géométrie élémenlaire qui résulte immédiatement de la proposition précédente :
Étant données quatre semi-droites quelconques A, B, C et A, désignons par a, b, c les sommets du triangle déterminé parles côtés A, B, C («élanll'inlersectioade B et de C, etc.), et par a, ^, Y les centres des cycles inscrits dans les triangles détermines par les côtés B, C et A, C, A et A, A, B eî A; cela posé, les droites menées par les points a, p et y, et respectivement perpendiculaires aux droites a«, ^ù et yc, se coupent en un même point.
Ce point est, en effet, le foyer de l'hypercyole cubique déterminé par les cinq conditions suivantes, à savoir qu'il touche les semi-droites A, B, C, et que A soit la tangente fondamentale correspondant aux tangentes issues du foyer.
ANIICADSTIQUES PAR RÉFLEXION M LA PARABOLE
LES IlA'YtiNS INCiriESTS r.TAMT PARALLELES.
Nouvelles Annales de Mathématiques : i
1. J'appelle bissectrice de deux semi-droÎLes données !a droite pnrfaitement délerminée qui est Je lieu des cvcles tangenls ;'i ces demi-droites; la droite menée par leur point de rencontre et perpendiculairement à la bissectrice sera désignée sous le nom de bissectrice impropre.
Deux semi-droites sont symétriques par rapport à leur bissectrice impropre; je dirai qu'elles sont anti-symétriques pur rapport à leur bissectrice.
Ces définitions étant posées, je m'appuierai sur les lemmes sui-
Lemmb I. — Quatre semi-droites étant données, si l'on considère trois à trois ces semi-droites, on obtient quatre triangles; les centres des cycles inscrits dans ces triangles sont sur un même cercle.
Considérons en eft'et (^t^. i) les quatre semi-droites AB, BE, EA et CF. Les bissectrices des côtés du triangle ABC le coupent au point 8, celle du triangle BCD au point a, celles du triangle EDF au point p et celles du triangle CFA au point y. Pour établir que ces quatre points sont sur une même circonférence, il suffit d'établir que l'angle aS]3 est égal à l'angle «yP-
On a évidemment
bS>. ^-lîE5-i-EB3 =iëEA + iEBA— -iBAH; d'aulre part, on a
La proposition esl donc démonlrée.
2. Sur la circonférence ay^S, considérons le point M. diamélralement opposé au point S, on voit que les droites Ma, M^ et My sont respectivement perpendiculaires aux droites Ba, E^ et A-f. Or a est le cenlre du cycle qui touche les semi-dl-oites AB, BE et CF, p le centre do cycle qui louche les semi-droites BE, AE et CF, et Y le cenlre du cycle qui touche les semi-droites AE, AB et CF. On peut donc énoncer la proposition suivanle:
Lemme il — Étant données quatre semi-droites D, D', D" et i, soient a, a', a" les centres des cycles inscrits respectivement dans les triangles déterminés par les semi-droites (D', D", i), (D", D, A) et (D, D', A) ; désignons par p le point de rencontre de D' et D", par p' le point de rencontre de D™ et de D et enfin par p" le point de rencontre de D et D'.
Celaposé, les droites menées par les points a, al, ci!' et perpendiculaires respectivement aux droites a^, a'p', a"j3" concourent en un même point.
3. Considérons mainlenant deux semi-droites fixes A et A et une semi-droite mobile B assujettie à la condition suivante, à sa-
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voir que, p désignanl le point de renconire de A cl de A, q te ceolredu cycle inscrit dans le triangle formé parles semi-droites A, A et i, la droite menée par q perpendiciilairemenlà/if^ passe par un point fixe F.
La semi-droile B enveloppera dans son mouvement une courbe parfaitement déterminée; elle est de l'espèce de celles que j'ai appelées hypercycles et de la troisième classe ; c'est donc un hypercycle cubique. Dans tout le cours de celte Noie, quand il n'y aura aucune confusion à craindre, je la désignerai simplement sous le nom A' hypercycle ; comme je le montrerai plus tard, le point fine F est le foyer de celle courbe ( ' ).
4. Un hypercjcle étant ainsi délint par les deux semi-droites A et A, considérons une autre tangente quelconque à la courbe C; en désiguaot par /■ le point de rencontre djs A et de C, par s le centre du cycle tangent ans semi-droites A, C et i, il suit de la définition de la courbe que la droite menée par s perpendiculairement à TS passe par le foyer de la courbe. Soient maintenant a le point de renconire des tangentes G et B, p le centre du cycle langent à B, Cel A, il résulte du lemme II que la droite menée par^ perpendiculairement à ^a passe également par le foyer F,
Nous pouvons donc énoncer celte propriété fondamentale.
ÏHÉoitJîMF, I. — Étant données deux tangentes quelconques de Vhypercycle, considérons le centre du cycle qui touche ces deux tangentes et la semi-droite A; les droites, qui Joignent ce centre ait foyer de la courbe et au point de rencontre des tangentes, sonC perpendiculaires entre elles.
5. Considéronsune tangente A {fig. 2) à un liypercycle II el a le point où elle touche la courbe ; la tangente infiniment voisine A' passe par le point A et la bissectrice de deux semi-droites A. et A' est la normale menée au point a ; soit a le point où celle normale rencontre la liisseclricc des semi-droites A et A ; d'après le tliéo-
(') Voir à oc sujet mu Note Sui- les hypercycles {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séances des so mars, 3, 10 et 34 "vrA i
précédent, la droite Fa est perpendicula lile, parallèle à A, D'où la proposition si
ivanle :
Étant donnée une tangente A à l'kypercycle H, que par le foyer F de la courbe on mène une parallèle à A, et que l'on
prenne son point de rencontre a ctvec la bissectrice des semidroites A et ^; que du point a. on abaisse ensuite une perpendiculaire de la tangente A, le pied a de cette perpendiculaire est le point de contact de A avec la courbe.
6. La semi-droite A est tangente à la courbe. Supposons en effet {Jig. 2) rhypercj-cie défini par la semi-droite A et une tangente quelconque A. Soit ww' la bissectrice des demi-droites A et A; abaissons du point F une perpendiculaire Vp sur ww', puis, du point/», une perpendiculaire /ïo sur A, Si nous imaginons nue semi-droite A' infiniment voisine de 4 et passant par le point </, la bissectrice de A et de A estla droite wtu', le centre du cycle langent à A, A et A' est évidemment le point p et, comme p¥ est perpendiculaire à />(!), il résulte du théorème I que A' (el par suite A) est tangente à l'kypercycle ; son point de contact est le point A.
Je dirai que A est la tangente principale de la courbe.
Dans la démonstration précédente, A est une tangente quelconque de riiypercjcle; lorsque cette tangente varie, on voit que
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la bîsseclrice tiitù' enveloppe une parabole n ayant F pour foyer, eljoS pour tangenie au sommet : cela résulte immédiatement de ce que l'angle Fpio est un angle droit.
Il est aisé de voir que Ja droite toùj' touclie ia parabole n au point a; de ce point, comme centre, décrivons un cycle touchant à la fois i et A; son enveloppe, lorsque A se déplace langenliellement à Phypercycle.etque le point a décrira la parabole II, se compose de la semi-droite i et de l'hypercycle H : on peut donc dire que le lieu des centres des cycles, qui touchent Vhypercycle et la tangente fondamentale A, est la parabole II.
En d'autres termes :
L'kypercycleM est une anlicaustigue {*) pur réflexion de la parabole n, les rayons incidents étant perpendiculaires à l'axe de cette parabole.
Remarque. — On volt que ia parabole II est le linu des points *; il en résulte que la parabole II est le lieu des projections du foyer F sur les normales à l' hypercycle .
7. Tangentes que l'on peut mener à la courbe par un point situé sur une tangente donnée.
Soient un .hypercycle H défini parson foyer F, sa langeole principale A et une tangente quelconque A; soit, de plus, ww' la bissectrice des semi-droites A et \. Etant pris sur A un point quelconque M, si nous imaginons «ne lang^ente quelconque menée de ce point à la courbe, il suit du théorème I qne, du centre du cycle inscrit dans celte tangente, A et A, on doit voir sous nn angle droit le segment MF. Soit MF comme diamètre décrivant un cercle, et soient a, [3 les points où ce cercle coupe la bissectrice ww'; il est clair, d'après ce qui précède, que les tangentes que, du point M, on peut mener à la courbe (et qui sont distinctes de A), sont les antisymétriques de A relativement aux droites Ma et M p.
Remarque 1. — Il résulte de la construction précédente que par chaque point du plan passenttrois tangentes à la courbe : l'hypercycle est donc une courbe de la troisième classe.
(') Dans la suite de cette Note, cliaque fois que je parlerai d'une anikausUque, sans rien menlionncr de plus, je supposerai cxpressémcnl que les rajons iiici-
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Remarque II. — Par le foyer F, menons une droite qui soit parallèle à la bissectrice (iKi)' et qui rencontre A au point/?; soit^ le point symétrique de^ relativement au point w, intersection de A el de A. Si, sur q F comme diamètre, nous décrivons un cercle rencontrant [a bissectrice ww' aux points a et p, le centre de ce cercle est évidemment sur cette bissectrice; l'angle a.qf, est par conséquent droit, et les deux tangentes, que du point g on peut mener à Thypercjcle (indépendamment de la tangente A), sont des semidroites opposées : cela résulte immédiatement de la construction donnée ci-dessus.
Ces deux tangentes sont distinctes, ainsi que leurs points de contact ; la droite qui correspond à ces deux semi-droites opposées est donc une tangente double de la courbe; mais elle doit être considérée comme une tangente double apparente (' ).
L'hypercjcle, étant de la troisième classe et avant une tangente double, est du quatrième degré.
Remarque III. — Supposons que le cercle décrit sur MF comme diamètre soit langent à la bissectrice tsxa'; les points y, et p étant confondus, il en est de même des droites Ma et Mp;par suite, les tangentes menées du point M à la courbe (el distinctes de A) sont confondues. Le point M est donc situé sur la courbe; d'où la conclusion suivante :
Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la tangente A; par les deux points F et P on peut mener deux eercles tangents à la bissectrice de A et de la tangente /ondamentale, les points où ces cercles coupent A sont les deux points {distincts du point de contact) oU cette tangente coupe V hypercycle.
(') Au point de vue ofi nous sommes placé ici, une semi-droite est tangente double d'une courbe, si, en deui de ses points, elle a même direction que cette courbe; c'est alors une tangente double effective. Mais, si une droite est telle, qu'en la prenant d'aboid dans un sens déterminé elle taucbe la courbe et qu'elle la touche encore en la prenant dans le ocns inverse, on a une tangente douille apparente .
Lorsqu'on effectue une transfoimation par directions réciproques, une tangente double effective a pour transformée une tangente double effective, tandis qu'une tangente double apparente (qui résulte de la superposition de deux tangentes opposées ) a pour transformées deux tangentes ordinaires distinctes.
L. — II
8. Tangente parallèle à une semi-droite donnée. — L'hjpeicycle étant défini comme précédemment par son foyer F, la tangente fondamentale A et une tang;ente quelconque A, proposonsnous de mener à cette courbe une tangente parallèle à une semi-droite donnée D.
Construisons à cet effet la bissectrice (D, A) (') et menons par le foyer F une perpendiculaire à (P, A); par le point P, où cctle perpendiculaire coupe la bissectrice (A, i), menons une parallèle à (D, A) rencontrant au point a la tangente A. Il résulte du théorème i que l'antisymétrique de A relativement à la droite «^ est une tangente à la courbe qui est évidemment parallèle à la semidroite donnée D.
On peut donc mener une tangente et une seule, qui soit parallèle à la semi-droite donnée ; comme on peut mener également une tangente parallèle à la semi-droite opposée, il en résulte que, par un point situé à l'infini, on peut, généralement mener deux tangentes à la courbe. La courbe étant de troisième classe, on voit qu'elle est nécessairement tangente à la droite de l'infini.
Deux cas particuliers sont à remarquer : si la droite donnée est antîparallèle à A, les bissectrices (D, A) sont (A, A) perpendiculaires, et le point ^ est répété à l'infini, La tangente antiparallèle à A étant rejetée à l'infini, on voit que le point de contact de l'hypercycle avec la droite de l'infini est sur A; en d'autres termes :
La tangente principale est la tangente gue Von peut mener à la courbe par le point où elle touche la droite de l'infini.
Considérons, en second lieu, le cas où D est une direction isotrope ; je ferai remarquer à ce sujet qu'«ne semi-droite isotrope doit être considérée comme se confondant avec son opposée {*).
Si donc on considère un des ombilics du plan (c'est-à-dire des ^deux points imaginaires communs à tous les cercles du plan), on ^oit que par ce plan on ne peut mener à la courbe qu'une tangente
(') Ici et comme dans tout ce qui suit, je désigne, pour abréger, pai tioii (P, Q) la bissectrice de deux semi-droites données P et Q.
(■) On voit qu'il n'y a pas besoiu de distinguer le sens dans lequel e une droite isotrope; ainsi droite isotrope et semi droîle isotrope ont ci la même signification.
distincte de la droite de l'infini : d'où il résulte que ce point est siliié sur la courlje.
L'hjpercjcle est donc une courbe de la troisième cla>se et du quatrième degré, tangente à la droite de l'infini et passant par les ombilics. Elle a un seul foyer, qui est un fojer singulier; la construction donnée ci-dessus montre aisément que ce foyer est ie point F (').
Réciproquement, toute courbe de la troisième classe et du quatrième degré qui louche ia droite de l'infini et passe par les ombilics du plan est un bypercjcle,
9. Voici encore une conséquence de la construction donnée cidessus. Une tangente A étant donnée, cherchons à déterminer ia tangente A' parallèle à la direction opposée. La bisseclrice (A, A*) est une droite parallèle à A, et la perpendiculaire abaissée du foyer F sur cette droite rencontre la bissectrice (ikd' au point M {.fig- 3) : d'ofi il résulte que A' est l'antisymélrique A par rapport à la droite MN menée par le point M parallèlement à A.
Or l'enveloppe de cette droite est aisée à trouver; l'angle MFa étant droit, le point M décrit la directrice de la parabole II, et l'angle NMF étant également droit, MN enveloppe une parabole II', qui a pour foyer F et pour tangente au sommet la directrice MR de la parabole II.
Je ferai remarquer que la droite RS, menée par le point R perpendiculairement à RF, est la tangente double de la courbe.
10. L'hypercvcJe étant défini comme enveloppe d'une semidroite mobile est, comme le cycle, une courbe de direction; je veux dire par là qu'en chacun de ses points ia tangente est déterminée de position et de direction.
Considérons un cycle G et le cercle K déterminé par ce cycle; le cercle K étant de seconde classe et l'hypercycle de la troisième, ces deux courbes ont en commun six tangentes dont la direction est déterminée, puisqu'elles touchent l'hypercycle. De ces six
(') Il suffit de reii drolie isotrope est c(
demi-droites, trois seulement sont tangentes à G, les autres étant
tangentes an cycle opposé.
Ainsi, un cycle et un hypercycle ont trois tangentes communes.
i\. Détermination des tangentes communes à un cycle qui touche une tangente à l'hypercycle. — Considérons un cycle (À qui touche une tangente A à l'iiypercycle ; il a en commun, avec cette courbe, deux tangentes que l'on peut déterminer par la règle et le compas.
A cet effet, A désignant la tangente principale de la courbe, F son foyer et ww' la bissectrice (A, D), appelons O le centre du cycle donné, et qui est ainsi bien défini; sur OF comme diamètre, décrivons un cercle K qui coupe ww' aux points y et S; joignons O a et O (3, et soient y' et S' les points où ces droites rencontrent la tangente A.
Cela posé, on vérifiera facilement que les tangentes menées des points a' et p' au cycle C sont les tangentes cherchées.
12. Construction du cycle osculateur en un point donné. — Soit {jîg- 2) à construire le cycle osculateur au point a où la tangente A touche la courbe. Si le cycle C est osculateur, les points y' et S' doivent se confondre avec le point a, et par conséquent les points y et S avec le point a. Le cercle K touche donc la bissectrice tiKo' au point a, et son centre est déterminé, puisqu'il est, en outre, sur ta droite élevée par le milieu du segment Fa perpendiculaire à ce segment.
De là la construction simple suivante :
¥p étant la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la bissectrice tiiw', déterminons le point g symétrique de p par rapport à a et au point q, menons une droite perpendiculaire à tùtù' : le point 0 oà cette droite rencontre la normale est le centre du cycle osculateur de la courbe au point a.
13. Lieu des centres des cycles qui touchent l'hypercycle et une tangente donnée de cette courbe. — En conservant les mêmes notations que ci-dessus, supposons que le cycle qui a pour centre le point 0 soit tangent à l'hypercycle; les deux points y*
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et S' seroQl alors confondus, ainsi que les points y, 8. Le cercle décrit sur OF comme diamètre tonche donc lotij' ; son centre 0', étant également distant du point F et de wm', décrit une parabole ayant F pour foyer el ww' comme directrice, et, par suite, le centre O décrit une parabole P ayant F pour foyer et wtu' pour tangente au
La même proposition peut s'énoncer de la façon suivante :
Uhypercycle est une anticaustique de la parabale P, les rayons incidents étant perpendiculaires à la tangente A.
Un hypercycle peut être ainsi considéré d'une infinité de façons comme une anticaustiqae de parabole; tontes les paraboles qui correspondent à ce mode de génération sont homofocales, et leurs tangentes ait sommet enveloppent la parabole H.
14. Il résulte également de là le tbéorème suivant, qui exprime une propriété de six semi-droites quelconques tangentes à un même hypercycle :
Théorème IL — Si six semi-droites A), Aj, Aj, A,, A^ et A» sont tangentes à an même hypercycle, les cinq bissectrices (A,, Aa), (A|,Aa), (A,, A,), (A,, A^) et (A,, A^) sont tangentes à une même parabole.
Le foyer de cette parabole est le foyer de l'kypercycle.
15. Comme je l'ai dit plus haut, l'hypercycle est une combe de direction; en d'autres termes, en chaque point de cette courbe, la tangente est déterminée non seulement en position, maïs encore en direction. Il en est de même du cycle; mais une courbe algébrique, prise au hasard, n'est pas une courbe de direction.
Étant donnée une courbe algébrique K de classe /i, si, en la supposant décrite dans un certain sens, on peut la transformer en une courbe de direction K,,, il faut que, étant donné un cycle quelconque G, des 2/( tangentes communes à K et à G, n soient seulement des tangentes effectives à K,,, les n autres étant des tangentes apparentes.
De là résulte que l'équation qui détermine les tangentes communes à K el à C doit, par l'extraction d'une simple racine carrée.
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se ramener à la résolution des deux équations du degré «; et, comme (en coordonnées rec Lan gaila ires) l'équation tangentielle d'un cercle quelconque est
il en résulte que l'équation tangentielle la plus générale d'une courbe de direction est de la forme
F et <& désignant deux fonctions rationnelles de ti et de c.
16- Lorsque l'équation d'une courbe algébrique K dn degré n n'ust pas de la forme que je viens d'indiquer (telle est, par exemple, une conique quelconque différente du cercle), pour la transformer eu une courbe dé direction, il faut la considérer comme double, et comme le réstiltat de la superposition de deux courbes opposées qui sont l'enveloppe d'un cjcle de rajon infiniment petit dont le centre décrit la courbe K.
Une telle courbe doit être considérée comme double ; en chacun de ses points on peut mener deux tangentes qui sont des seraidroites opposées, et, au point de vue où nous sommes placés, elle est de la classe 2n.
17. Étant données une courbe algébrique quelconque K et une semi-droite A, considérons les cycles qui, ajant leur centre sur K, sont tangents à A; ils enveloppent évidemment une courbe de direction G qui est une anticaustique de K, les rayons incidents étant perpendiculaires à A.
Ainsi toute anticaustique d'une courbe algébrique est une courbe de direction; réciproquement, étant donnée une coiirbe de direction quelconque G, elle est une anlicaustique d'une infinité de courbes algébriques que l'on déterminera de la façon suivante.
Étant prises arbitrairement une semi-droite A et une tangente quelconque T à la courbe G, que l'on construise la bissectrice (T, A); lorsque Tse déplace tangentiellement à G, la droite (T, A) enveloppe une courbe algébrique K, qui est le lieu des centres des cycles qui louchent à la fois A et la courbe G.
Si la courbe G est une courbe double, en chaque point M de
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cette courbe, on peut mener deux tangentes opposées, et si N désigne le point où elles rencontrent A, par N passent deux bissectrices rectangulaires entre elles, dont l'enveloppe est la courbe K. Dans ce cas, l'enveloppe des cycles tangents à i el ayant leur centre sur K est la courbe double G, chaque point M de G étant le point de contact de deus cycles tangents à A et ayant leur centre sur K; ou, si l'on veut encore, chaque point de G étant situé sur deux rayons réflécliis sur K.
18. On peut encore énoncer les résultats qui précèdent sous la forme suivante : G désignant une courbe algébrique, traçons dans le plan une droite arbitraire D, menons une tangente T à G et construisons les deux bissectrices rectangulaires des droites T et D; cela posé, lorsque T se déplace tangentiellement à k courbe, ces bissectrices enveloppent une autre courbe . Si cette dernière courbe se décompose en deux autres, on peut transformer la courbe G en une courbe de direction en donnant en chacun de ses points une direction à la tangente. On retrouverait ainsi la condition analytique que j'ai donnée plus haut, à savoir que l'équation en coordonnées tangentielles d'une courbe de direction est de la forme F.(„, ,) = (,,= +P>)*'(B,^).
Les courbes parallèles à une courbe de direction et l'enveloppe de ses normales sont également des courbes de direction ; il en est de même des caustiques par réflexion des courbes algébriques, les rayons incidents étant parallèles.
19, Considérons une courbe de direction G qui est l'enveloppe des cycles dont les centres décrivent la courbe K, tandis qu'ils demeurent tangents à une semi-droite A,
Effectuons une transformation par semi-droites réciproques ; soient Go la transformée de G, et Aq la semi-droite transformée de A. Gu peutêtre considéré comme l'enveloppe decycles tangents à Ao, et dont les centres parcourent une courbe K,,.
Il est aisé d'établir que Ko est une transformée homographique de K, la transformation étant de telle nature que la droite de l'infini se coiTCspond à elle-même.
Prenons en effet pour axe des x l'axe de la transformation, et pour a\e dcs^ une droite perpendiculaire. Soient x, y les coor-
données du centre d'un cjcle tangent à A et à G, el r son raj'on; soient X, Y les coordonnées du cercle transformé et R son rayon. On aura les formules suivantes (',) :
en éliminant R entre les denx dernières relations, il vient
Si maintenant on remarque que le cercle de rayon r demeure tangent à une semi-droite fixe du plan, on voit que, en grandeur et en signe, r est exprimé par une fonction linéaire de x et de^.
On a donc une relation de la forme
où Â, B, C désignent des constantes, et cette formule, jointe à la formule X.:^ 3!, démontre la proposition énoncée.
Une transformation homographîque, qui conserve la droite de l'infini, transformant une conique en conique et une parabole en parabole, il en résulte qu'une anticauslique de conique se transforme, par une transformation par directions réciproques, en une anlicaus'ique de conique, el qu'un hjpercycle (qui est une anticaustique de parabole) a pour transformée un autre hypercycle (*).
20. Un hypercycle est déterminé quand on se donne cinq de ses tangentes. ~ Cinq tangentes A, B, C, D, E étant en effet données, que l'on conslraise, par exemple, les quatre bissectrices (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), et la parabole P tangente à ces quatre droites; il est clair, d'après ce qui précède, que l'bypercycle est l'enveloppe des cycles qui louchent A, et dont le centre décrit P; son foyer est du reste le foyer de P,
La proposition précédente signifie qu'il y existe un seul hjper-
(■) Voir le Traité de Géométrie t!e MM. Rouché et de Comberousse, 5* édition, p. 270, et Nouvelles Annales de Mathématiques, 3" série, t. 1, p. 5So.
(') Sur ee poiot et sur d'autres propriétés de l'iiypercyde, voir ma Noie Sur les hypercycles, insérée dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, séances des ao et 37 mars, 3, 10 el î4 """il iSSa.
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cycle touchant cinq semi-droites données, mais il y existe seize hjpercycles louchant cinq droites données. Ayanl en effet altrîbué un sens arbitraire à l'une des droites pour la transformée en senii-droites, on peut attribuera chacune des quatre autres iinsens arbitraire, ce qui donne lieu à seize combinaisons différentes.
21. Indépendamment de la droite de l'injini, deux hypercycles quelconques H et H' ont quatre tangentes communes. — Soient, en effet, Hj, la courbe H' considérée indépendamment de son sens; Hn et H, étant toutes les deux de troisième classe, ont neuf tangentes communes. Abstraction faite de la droite de l'infini, il en reste huit autres qui sont tangentes soit à H, soit à la courbe H) opposée à H. Deux hjpercjcies ne peuvent d'ailleurs, d'après le théorème précédent, avoir plus de quatre tangentes communes; des huit tangentes considérées, quatre sont donc tangentes à H et qnalre tangentes à H,, ce qui démontre la proposition énoncée.
22. Faisceaux d'hypercycles. — Je dirai que l'ensemble des hypercycles qni touchent quatre semi-droites données constitue un faisceau.
Il est clair, d'après ce qui précède, que, parmi les hypercycles d'un faisceau, il n'y en a qu'un qui touche une semi-droite donnée; on prouvera facilement qu'il y en a quatre qui passent par un point donné.
Le lieu des foyers des hypercycles du faisceau déterminé par quatre semi-droites données A, B, C, D est le cercle qui contient (lemme I) les centres des cycles inscrits dans les triangles que l'on détermine en considérant trois à trois les semi-droites données.
Considérons en effet les bissectrices (A, B), ( A, C) et (A, D ) ; on voit que les foyers des hypercycles du faisceau sont les foyers des paraboles tangentes à ces trois droites ; or, d'après un théorème connu, le lieu de ces foyers est le cercle circonscrit au triangle formé par ces droites, d'où la proposition énoncée.
23. Hypercycles exceptionnels. — Un point d à l'infini étant défini par un système (D) de semi-droites parallèles entre elles, on peut considérer l'ensemble du point d et d'un cycle quel-
conque C comme conslitiianl un hjpercycle. Les tangentes que l'on peut, d'un point quelconque M du plan, mener à cet hypercjcle exceptionnel se compoyent des tangentes menées du point M au cjcle et de la semi-droite menée par M parallèlement au système (D).
Etant donné un tel lijpcrcjcie exceptionnel (rf, C), si l'onmène à C une tangente antiparallèle au système (D) (*}, cette tangente esl la tangente principale du cycle exceptionnel, et la droite correspondante en esl la tangente double.
C'est ce que l'on verra facilement surla_/ï^. 2, en supposant que le foyer F se rapproehe indéfiniment de la bissectrice ww' et vient se placer sur cette droite, auquel cas l'hypercycle se réduit à un cycle et à un point à l'infini.
24. Un faisceau déterminé par quatre semi-droites A, B, C, D renferme quatre cycles exceplionnels, à savoir :
Celui qui est déterminé parle cycle inscrit dans A., B, Cet le point à l'infini sur D, celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans B, C, D et le point situé à l'infini sur A, celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans C, D, A et le point situé à l'infini sur B, et enfin celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans D, A, B et le point à l'infini sur C.
La considération de ces cycles exceptionnels esl d'une grande importance dans la théorie des faisceaux d'hypercycies, théorie sur laquelle j'aurai occasion de revenir.
(') Je rappellerai que deux st mi-droites sont dites aniiparallèles lorsque, droites qu'elles dét
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i. Étant donnés deux cycles A el B, menons-leur une tangente commune; la dislance comprise entre les points de contact de cette semi-droite est la distance tangentielle des deux cycles. Elle n'est évidemment déterminée qu'en valeur absolue; dans tout ce qui suit, je la désignerai simplement sous le nom de distance des deux cycles.
On sait que, si l'on effectue «ne transformation par semi-droites réciproques, la distance de deux cycles est égale à la distance des deux cycles correspondants.
2. Éfant donnés trois cycles A, B et C, on peut clierclier de quelle façon sont distribués dans le plan les cycles éqm'distants de ces trois cycles. Si nous effectuons une transformation par semidroites réciproques, de telle sorte que, les cycles a, ^ ely correspondant aux cycles donnés, œ et ^ soient opposés, il suffira évidemment de résoudre le problème proposé relativement à la nouvelle figure.
Il est aisé de voir que les cycles équidislantsde deux cycles opposés a et p se réduisent aux points du plan. Désignant, en effet, par R et — R les rayons des cycles opposés, par p le rayon d'un cycle équidistant de et et de {i, par d la dislance de son centre au centre commun de a et de ^, on a
rfs_(R_P)!= or=— (R-i-p)s
d'où
Rp = o;
yGoosle
et, comme R esL supposé différent de zcro, il suit nécessairemet
ce qui démontre la proposition énoncée.
Les c^-cles éqiiidislants de œ, ^ et y devant se réduire à des points, on les obtiendra tous en considérant les divers points de l'axe radical D des cycles a et y; et de là, si l'on revient à la première figure, on voit que les cycles équidistants de trois cycles donnés A, B, C sont tangents à deux semi-droites fixes A et A' qui sont les transformées des deux semi-droites opposées définies par la droite D. Ces deux semi-droiles passent d'ailleurs parles points/* et q, inteiseciions des cycles a et y, lesquels points peuvent être considérés comme les cycles tangents à a, p cl y.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Les cycles équidistants de trois cycles donnés A, B ei C touchent deux semi-droites fixes A et A', qui sont les tangentes communes aux deux cycles qui sont tangents â A, B e( C
J'appellerai ces semi-droites les semi-droiles radicales , des cycles A, B et C; leur point de rencontre est évidemment le centre radical des trois cycles.
3. Proposons-nons de trouver les cycles équidistants de quatre cycles donnés, A, B, C etD. Dans ce but effectuons une transformation par semi-droites réciproques, de telle sorte que a, p, y et 2 correspondent respectivement à A, B, C et E, a et p soient des cycles opposés.
Les cycles équidistants de a et de p se réduisant aux points du plan, il est clair qu'il n'y a qu'un seul cycle qui soit équidistant des cycles a, p, y et S : c'est le centre radical des cycles i, y et S ; et de là, en revenant à la figure primitive, on peut conclure que :
Il n'y a dans le plan qu'un seul cycle équidistant de quatre cycles donnés A, B, C et D.
Je le désignerai sous le nom de cycle radical des cycles A, B, G etD.
■i. Le cycle radical de A, B, C et D étant équidistant de A, B
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et C touche les semi-droites radicales de ces trois cycles ; d'où la proposition suivante :
Étant donnés quatre cycles, les semi-droiles radicales de trois quelconques de ces cycles touchent leur cycle radical; en groupant de toutes les façons possibles trois à trois les quatre cycles donnés, on a donc quatre systèmes de deux semi-droiles gui touchent le cycle radical.
Un cas particulièrement remarquable est le suivant :
Soient A| , Aj, A3 et A.i quatre semi-droites données ; A, désignant l'une quelconque d'entre elles, appelons Kj le cycle qui touche les trois autres. Nous déterminerons ainsi quatre cycles K, , Ku, K3 et K, ; soit K leur cycle radical.
Il résulte de ce qui précède que R est tangent aux trois semidroites radicales de K, , K^ et K3 ; or ces cycles touchent tous les trois la semi-droite A^ et il est aisé de voir que, quand trois cycles sont tangents à une même semi-droite A, leurs deux semi-droites radicales se confondent entre elles ou, pour parler plus exactement, se composent de deux semi-droites se coupant en leur centre radical et différant infiniment peu de la semi-droite menée en ce point parallèlement à la semi-droite A.
On conclut de là que le cycle K passe par le centre radical de K, , K2 et K3 et est tangent à la semi-droite menée par ce point parallèlement à Aj .
D'où la proposition suivante :
Si l'on considère de toutes les façons possibles trois quelconques des cycles K,, Ka, K3 et Rj et leur centre radical, on obtient quatre points qui sont sur un même cycle R et les tangentes menées à ce cycle en ces points sont respectivement parallèles aux semi-droites Aj, Ai, A3 eï A,.
Ce cycle R est le cycle radical de R), Ra, R3 <?' R.i-
3. Les quatre cycles K,- qui sont ainsi déterminés par les semidroites A, , Aj , A3 et Ai jouissent d'un grand nombre de propriétés remarquables. J'énoncerai ici la suivante :
Si, parallèlement à une semi-droite donnée A, on mène des tangentes à R,, R3, R3 et R^, le rapport anharmonique de ces
quatre semi-droites est constant quelle que soit la direction, de à.
Pour démontrer cette proposition^ j'énoncerai d'abord le iemme Sdivant dont l'application est fréquente :
Lemmë. — Si l'on effectue une transformation par semidroites réciproques, à quatre semi-droites parallèles entre elles correspondent également quatre semi-droites parallèles.
Le rapport anharmonique de celles-ci est égal au rapport anharmonique des quatre premières,
La démonstration de ce Iemme résulte immédiatement de ce que deux semi-droites correspondantes se coupent au même point de l'axe de transformation.
Cela posé, je remarque que l'on peut toujours effectuer une transformation par serai-droites réciproques, de telle façon que deux semi-droites données aient pour transformées deux semidroites opposées; le théorème que nous voulons démontrer élant
projeci
if, il suffira donc de le démontrer dai
Soient donc {Jig- i) ea, bc, ab et ba. quatre
i-droites
données ('), K le cycle tangent à bc, ca et ab, K' le cycle tangent
(') Lorsque je désigne une semi-droite par deux, lettres, l'ordre dans lequel sont placées ces lettres indique le sens de la semi-droite; ainsi PQ désigne une sernidruite décrite par un point mobile allant du point P au point Q. Il en résulte que PQ et QP sont deui semi-droites opposées.
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ba, ca eL bc. Il est clair que le cycle tangent à ca, ab et ba se réduit au point a et que le cycle langent à bc, ab et ba se réduit au point h.
Cela posé, menons aux deux cycles K et K' des tangentes parallèles à une semi-droite prise arbitrairement et soient respectivement a et u! les points où ces tangentes coupent la droite ab. Les points aet a' se correspondent de façon qu'à un point a correspond un seul point et' et réciproquement à un point a' correspond un seul point œ. En effet, si l'on se donne par exemple le point a, on ne peut par ce point mener au cycle Kqu'une seule tangente distincte de ab', d'autre part, on ne peut mener au cycle R' qu'une seule tangente qui soit parallèle à celle-ci; le point u! oii elle coupe ab est donc déterminé.
Il résulte de là que les points a et a' déterminent sur la droite ab deux divisions homographiques dont les points doubles sont évidemment les points a et b, et par suite, en vertu d'une propriété bien connue, le rapport anharmonique des quatre points a, a', « et b est constant. Il en est évidemment de même du rapport anharmonique des tangentes passant par les points a cl n! et des parallèles à ces tangentes menées par les points a et b. En d'autres termes, le rapport anharmonique des semi-droites, menées parallèlement à la semi-droite prise arbitrairement et tan genti elle ment aux cycles K, K', a et b, est constant; ce qui démontre la proposition énoncée.
6. Étant données deux semi-droites quelconques A et A', circonscrivons à Kl un angle dont les côtés soient parallèles à i et i', et soit P, le sommet de cet angle.
Soient de mêmePs, P3 et P^ les sommets des angles analogues circonscrits aux cycles K^, K^ et K,. Le rapport anharmonique de quatre côtés de ces angles étant égal au rapport anharmonique des quatre autres, il suit de la proposition fondamentale de la théorie des coniques que /ei quatre points Vi sont sur une conique ayant ses asymptotes parallèles à i^ et à A'.
En particulier, supposons que A et A' soient deux droites isotropes de système différent; les points P^- sont les centres des cycles K,. On peut donc énoncer la proposition suivante, que j'ai
déjà démontrée directement dans une Note antérïenre (') : Les centres des cycles K,- sont situés sur un même cercle.
J'énoncerai encore la proposition snivanle
Étant donnés deux cycles K et K', si l'on considère quatre cycles quelconques H,, Hj, H^ et H^ doublement tangents à K et à K', et si, à ces quatre cycles, on circonscrit des angles ayant leurs côtés parallèles aux deux tan gentes communes à^ et à K', les quatre sommets de ces angles sont sur une conique ayant leurs asymptotes parallèles à ces tangentes communes.
Pour démontrer cette proposition, il suffit de faire voir qne le rapport anharmoniqne des semi-droites, menées tangenticllement ans cycles K,* parallèlement à l'une des tangentes est égal au rapport anharmonique des semi-droites menées à ces cycles parallèlement à l'autre tangente; et, comme cette propriété est projeclive, il suffit de la démontrer dans un cas particulier. Or on peut toiijours efTecluer une transformation par directions réciproques, de telle sorte que les cycles K et K' soient opposés entre eux; les cycles Hi se réduisent alors à quatre points du cercle Ko déterminé par K et K'; les deux tangentes communes à K et à K' sont des droites isotropes et l'on sait, par la propriété fondamentale du cercle, que les droites isotropes d'un système qui passent par ces quatre points ont leur rapport anliarmonique égal au rapport anharmonjquc des droites isotropes de l'autre système qui passent par les mêmes points.
La proposition est donc entièrement démonlrée.
Une conique dont la direction des asymptotes est donnée étant déterminée par trois de ses points, la proposition précédente peut s'énoncer ainsi qu'il suit :
Si l'on considère tous les cycles H qui touchent deux cycles donnés K et K' et si, à chacun des cycles H, on circonscrit un angle dont les côtés soient parallèles aux tangentes communes
( ') Sur tes anticaustiques par réflexion de la parabole {Nouvelles Annales),
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à K e; « K', le lieu du sommet de cet angle est une conique dont les asymptotes sont parallèles à ces deux tangentes.
Il est facile de voir que celte conique a effecùvement ces deux tangentes pour asymptotes et qu'elle passe parles points d'interseclioû des cycles K et K.'; d'oii encore la proposition suivante :
Etant donnée une conique quelconque, attribuons un sens quelconque aux asymptotes de cette conique de façon à les transformer en deux semi-droites A et à'. Cela posé, considérons deux points quelconques M et N de la conique; par le point M, on peut mener deux cycles tangents à à et à ^'; parN on peut mener deux parallèles à ^ et A' : ces deux cycles et ces deux parallèles sont tangents à un même cycle P.
J'ajouterai que la corde qui joint les points de contact de P avec A et A' est l'axe radical des cycles qui, passant par M, touchent ces deux semi-droites.
8. Il est aisé de voir que le théorème précédent peut encore s'énoncer ainsi qu'il suit :
Par deux points donnés y et S, on peut mener deux cercles K et K' qui touchent un cercle donné C; par les points où la droite yS rencontre C, menons des tangentes à ce cercle, soit s leur point de rencontre. Par les points y, 3 et s, faisons passer une conique ayant ses asymptotes parallèles aux tangentes dont Je viens de parler; les asymptotes de cette conique sont deux tangentes communes à K.et à K'.
On peut généraliser ce théorème en faisant une transformation homographique de telle sorte que les ombilics du plan deviennent deux points quelconques a et P; on obtient alors la proposition suivante :
Etant donnés deux points quelconques o. et ^ sur une conique C, par deux points y et 8 du plan et les points a. et ^ on peut mener deux coniquesK. et K.' qui touchent G; par les points où la droite yt coupe C, menons des tangentes à cette conique et soit £ leur point de rencontre ; soient de plus \ et^ les points où la corde a^ rencontre ces tangentes. Cela posé, si l'on con-
struit la conique déterminée par les cinq points X, y., y, S et s, les tangentes menées à cette Conique aux points \ et y- sont deux tangentes communes à K et àVJ (').
9. En particulier, supposons que les points y cl S soient les ombilics du plan; la proposition précédente pourra s'énoncer ainsi qu'il siiit :
Étant donnés sur une conique C deux points ix et p, on peut par ces points mener deux cercles qui touchent C; ces deux cercles ont pour tangentes communes les tangentes menées au cercle qui passe par le centre de la courbe et les points où la droite a^ coupe les asymptotes, aux points situés sur la droite ctfj.
Il est d'ailleurs évident que ces langentes communes aux deux cercles se coupent en un de leurs centres de similitude.
10. Proposons-nous maintenant le problème suivant (proposé cette année comme sujet de la composition d'admission à l'École Polytechnique) :
Étant donnés deux cercles K et R' se coupant aux points a et p, construire les diverses coniques qui, passant par a et (3, touchent ces cercles.
Construisons deux tangentes communes à K et à K' passant par un de leurs centres de similitude, puis le cercle H qui touche ces tangentes en leurs points de rencontre avec la droite ap. En désignant par A et [ices deux points, il est clair, d'après la proposition précédente, que si l'on prend un point O quelconque sur le cercle H et si l'on joint 0\ et 0|*, la conique qui, passant par les points a et ^, a pour asymptotes OX et 0[a louche les deux cercles K etK',
Le lieu des centres des coniques cherchées est donc le cercle H, et l'on voit que l'angle formé parles asymptotes de toutes ces coniques est constant.
C) La détermination des deux autres tangentes ci rait lieu à des reclierclies intéressantes.
Un tlicorcmc analogue au précédent a lieu â l'égard des c une conique donnée, deux tangentes à celte conique etdeui
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En considérant les deux tangentes communes qui passent par le second centre de similitude, on obtiendrait un autre système de solutions, le lieu des centres de ces coniques étant un second cercle ayant, comme il est facile de le voir, même centre que le premier.
COURBES DE DIRECTION DE LA TROISIÈME CLASSE
Nouvelles Annales de Mathématiques, i883.
\. Étant donnée une semi-droite quelconque A, si l'on considère l'ensemble des semi-droites qui lui sont parallèles, on peut les regarder comme concourant en un même point situé à l'infini et que je désignerai par i^. Les semi-droites parallèles à la semidroite opposée — A (' ) peuvent être regardées comme concourant en un même point — A^ situé à l'infini.
Ces deux points doivent être considérés comme distincts, et, si l'on appelle D la droite définie par les semi-droites A et — A, on voit que D renferme deux points situés à l'infini, à savoir A^ et — A_.
JVous considérerons les points à l'infini comme situés sur une conique infiniment aplatie et ayant pour sommets les ombilics du plan, et, ]>our plus de clarté, j'appellerai le point A^ un semipoint, en sorte que la conique de l'infini sera le lieu des semîpoinls du plan.
Un point de la droite de V infini doit être considéré comme la réunion de deux semi-points opposés.
Si l'on imagine un cycle variable qui touche constamment deux semi-droiles opposées A et — A, ce cycle, lorsque son centre est rejeté à l'infini, se réduit aux deux semi-points A_ et — A^.
Un semi-point peut être considéré comme une courbe de direc-
(I) En général, D désigna E« mi-droite opposée.
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lion de la classe un; ii n'y a du reste pas d'autre courbe de direction qui soii de cette classe.
Les courbes de direction de la deuxième classe ne comprennent que les cycles; je me propose, dans celte Note, d'étudier les courbes de direction de la troisième classe.
2. Soit (jL le nombre des tangentes que l'on peut mener à une courbe de direction de la troisième classe et parallèlement à une semi-droile donnée; comme on peut lui mener également |ji tangentes parallèles à la semi-droite opposée, il résulte de là que, par un point de la droite de l'infini, on peut mener à la courbe 2 [i. tangentes distinctes de cette droite. En désignant par p le nombre des points de contact de la droite de l'infini el de la courbe, on a donc
et, comme p ne peut être égal à 3, il en résulte que p = i et[A = 1 ■ Ainsi la courbe considérée louche la droite de l'infini; une semidroile isotrope coïncidanl avec son opposée, on voit en outre que les deux tangentes (distinctes de la droite de l'infini) que l'on peut, d'un ombilic du plan, mener à la courbe, sont confondues; la courbe passe donc par les deux ombilics.
3. Il est clair qu'on ne peut mener à une courbe de direction de la troisième classe qu'une seule tangente T parallèle à une semidroite donnée. Traçons dans le plan un cycle arbitraire R el menons à ce cycle une tangente 0 parallèle à T; je dirai que celte tangente est l'image de T, Si l'on imagine un nombre quelconque de tangentes à la courbe considérée et si l'on mène langentiellemenl à K des tangentes parallèles, ces dernières (ou si l'on veut encore leurs points de contact) formeront l'image des tangentes à la courbe. On voit qu'une tangente à la courbe est déterminée quand on se donne son image sur le cycle K.
4. Considérons une courbe de direction de la troisième classe H el une tangente quelconque T à cette courbe. Par chaque point de cette semi-droite, on peut mener à la courbe deux tangentes distinctes de T; soient a A et Aa' les tangentes issues d'un point quelconque A de T. Inscrivons dans ces deux semi-droites un cycle
quelconque K. sur lequel nous ferons l'image des tangentes à H. Soîl B un autre point quelconque de T; désignons par B^ et p'B les tangentes issues de ce point et soient yé ety'6 leurs images sur !e cjcle fixe K. H est clair que si l'on se donne la semidroite bf, la tangente B(3 est déterminée et, par suite, le point B ainsi que la deuxième tangente B^' et son image èy'. Des deux
Fis- '■
fi/ \
tangentes au cycle R, b-( et èy', l'une étant déterminée quand on se donne l'autre, il en résulte qu'elles forment un système en involulion et que leur point de rencontre b décrit une droite du plan. Cette droite U passe du reste par le point A, puisque les tangentes Aa et A et' se confondent avec leurs im
chaque point B de la droite T correspond \
ipoir
droite U; les points B et 6 déterminent donc sur ces droites des divisions homographiques et, comme le point A se correspond évidemment à lui-même, on en conclut que la droite B6 passe parun point fixe du plan.
Pour déterminer la position de ce point fixe, je remarquerai que, si le point B s'éloigne à l'infini sur la tangente T, l'une des tangentes que l'on peut de ce point mener à la courbe est la tangente opposée à T. Si donc nous menons au cycle K la tangente % antiparallèlc à T, le point b est situé sur cette semi-droite et la droite 6B se confond avec % qui, par suîte^ contient le point fixe
Soit P ce point fixe; par ce point menons une droite parallèle à Uet coupant Tau point w. Le point w' où Pu rencontre U étant situé à l'infini, les tangentes menées de w' au cycle K sont oppo-
sées et ont ponr directions celles déterminées par la droite Pw; il résulte donc de ce qui précède (jneles tangentes issues de u sont les deux semi-droites opposées déterminées par la droite Pw, qui est ainsi une tangente double apparente de la courbe.
Ainsi la courbe de direction de la troisième classe !a plus générale passe par les ombilics du plan, touche la droite de l'infini el a une tangente double apparente; c'est donc un hypercjcle cubique, on, en d'autres termes, une anticaustrque par réflexion de la parabole, les rayons incidents étant parallèles.
S. La proposition que je viens de démontrer peut encore s'énoncer de la façon suivante :
Considérons une tangente quelconque T à un hypercycle cubique H ; d'un point A, pris arbitrairement sur cette semi-droite,
menons les deux tangentes à la courbe A a et Aa'qui sont distinctes de T, puis inscrivons dans ces semi-droites un cycle quelconque K.
Menons à ce cycle la tangente Ô anliparallèle à T et soit P le point où cette tangente rencontre la tangente double PP' de la courbe ; soit de plus AU la droite menée par A parallèlement à P.
Cela posé, si, par le point fixe Pj on mène une sécante arbitraire coupant respectivement T et U aux points B etb, les tangentes que l'on peut mener à l'hypercycle par le point B sont parallèles aux tangentes menées du point b au cycle K.
6. Par le point P menons an cycle K la tangente PGc qui est distincte de 6; il est clair, d'après la proposition précédente, que
cette seini-droÏLe est également tangente à l'tiypercycle, et qu'en faisant varier le cycle K, qui est assujetti à la seule condition de toucher les tangentes Aa et Aa'j on obtiendra ainsi toutes les tangentes à la courbe.
Remarquons maintenant que le cycle qui touche à la fois les tangentes Aa, Aœ', PC est précisément le cycle K, que celui qui touche PC et les deux tangentes opposées PP' et P'P se réduit au point P; enfin que, des deux tangentes communes à ces cycles, l'une est C et l'autre la semi-droite & dont la direction reste constante, quelle que soit la tangente PC considérée; nous pourrons alors énoncer la proposition fondamentale suivante :
Théorème I. — Soient A., A' et B, B' deux couples de tangentes à un hypercycle cubique H eï T une tangente quelconque à cette courbe; construisons les deux cyclesqui touchent respectivement A, A' ei T, B, B' et T; ces deux cycles ont T pour tangente commune, la seconde tangente commune 0 est parallèle à une semi-droite fixe .
11 suffu, pour démontrer ce théorème, de remarquer qu'une transformation par semi-droites réciproques transforme un hypercycle cubique en une courbe de même espèce et que l'on peut toujours effecluer la transformation de telle sorte que les tangentes B et B' se transforment eu une tangente double apparente de la courbe transformée; auquel cas le théorème résulte immédiatement des remarques qui précèdent.
6. Le théorème précédent donne une propriété remarquable de six tangentes quelconques à un hypercycle. En voici d'aulres conséquences :
Étant donnés deux couples de semi-droites fixes A, A'etB, B' et une direction fixe 0,,, menons une semi-droite quelconque 0 parallèle à ©p, puis construisons les cycles qui touchent respectivement A, A' et 0, B, B' et 0. Ces cycles, qui touchent 0, ont en outre une deuxième tangente commune T; cette tangente, lorsque 0 se déplace parallèlement à elle-même, enveloppe un hypercycle cubique tangent à A, A', B et B',
Si l'on fait varier la direction ©0, on déterminera ainsi tous les
hypercycles cubiques qui louchent les quatre semi-droites A, A', B el B'.
7. Comme application, supposons que les tangentes A et A' soient les tangentes isotropes issues du fojer F de la courbe et que les tangentes B et B' soient les semi-droites opposées définies par la tangente double apparente PQ.
En désignant par Tnne tangente quelconque à l'hjpercycle, on voit que le cycle, qui louehe T et les droites isotropes issues de F,
est le cycle K qui a précisément F ponr centre; le cycle qui touche T, B et B' se réduit au point de rencontre a de T el de PQ. La seconde tangente commune à ces deux cycles est la semidroite U qui est l'antisjmétrique de T par rapport à la droite aF. On peut donc énoncer la proposition suivante, qu'il sérail 1res facile da reste de démontrer directement :
Un hypercycle ayant pour foyer le pointY et pour tangente double la droite PQ, si a désigne le point où une semi-droite quelconque T tangente à la courbe coupe la droite PQ, l'anlisymétrique de T relativement à la droite Fa a une direction constante.
8. Étant données quatre semi-droites quelconques A,, A^, Aj et Aj, construisons les bissectrices (A,, A^), (A,, Aj), (A,, A.,){'); les foyers des paraboles qui louchent ces trois droites sont les foyers
e je désigne par la aotation (C, D) la bissectrice de deuï G et D, c'est-à-dire la droite parfaitement déterminée qui :s des cycles qui touchent ces semi -droites.
des bypercjcles cubiques qui louchent les semi-droiies données; on sait d'ailleurs, par un théorème connu, que le lieu des fojers de ces paraboles est le cercle circonscrit au triangle déterminé par les trois bissectrices.
Ainsi le lieu des foyers des bypercjcles cubiques qui touchent quatre semi-droites données est un cercle K, et, comme il est facile de le voir, ce cercle est celui qui contient les centres des quatre cycles inscrits dans les triangles que l'on peut former avec les semi-droites données en les prenant trois à trois.
Soient K| , Kj et K^ trois de ces cycles el a,, a^ , ccg leurs centres; F désignant le foyer de l'un quelconque H des hypercycles qui louchent les semi-droites données .A,, A^, Aj et A,, il résulte de ce qui précède que F, a, , a^ et as sont situés sur le cercle K.
En d'autres termes, si l'on appelle I et J les deux ombilics du plan, le rapport anharmonique des semi-droites FI, «[I, a^I et ct^I est égal au rapport anharmonique des semi-droites FJ, a,!, a^J et ttj J ; ce que l'on peut encore énoncer de la façon suivante :
Si l'on mène à l'hypcrcycle H et aux cycles K,, Kj etKj des tangentes parallèles à une droite isotrope d'un système, puis des tangentes parallèles à une droite isotrope de système différent, les deux systèmes de semi-droites ainsi obtenues ont même rapport "anharmonique.
Remarquons maintenant qu'une transformation par semi-droites réciproques transforme un hypercycle cubique en une courbe de même espèce, que le rapport anharmonique de quatre semi-droites parallèles se conserve après la transformation el que la transformation peut toujours être choisie de façon que deux semi-droites prises arbitrairement aient pour transformées des droites isotropes : nous en conclurons immédiatement que la proposition précédente subsiste pour des directions quelconques prises dans le plan.
D'où le théorème suivant :
Théouème II. — Soient A,, A^, Aj et Aj quatre semi-droites el K,, Ra, Kj les cycles inscrits dans les triangles que l'on peut former en adjoignant successivement à A, deuœ quelconques des semi-droites A,, A^ eï A^; soit depfusïl un hypercycle cubique quelconque qui touche les semi-droites données. Cela
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posé, si l'on mène à lacourbe et aux trois cycles des tangenies parallèles à une direction quelconque, le rapport anharmonigue de ces quatre semi-droites est constant.
On peut encore l'énoncer ainsi qu'il suit :
Théobéme III, — Étant donnés trois cycles qui touchent une même semi-droite A, si une semi-droite T se déplace de telle sorte que le rapport anharmonique de cette semi-droite et des tangentes, menées aux trois cycles dans une direction parallèle, ait une valeur constante k, T enveloppe un hypercycle cubique tangent à ^et aux trois semi-droites qui touchent à la fois deux des cycles donnés (' ).
Bemarque. — En faisant varier le nombre k, on déterminera
ainsi tous les hjpercjcles qui touclienl les quatre semi-droites dont je viens de parler.
9. Considérons le faisceau des hjpercjcles cubiques qui touchent quatre semi-droites données A), A^ÂsCtA,. Soient A et i' deux semi-droites prises arbitrairement; à chacune des courbes du faisceau on peut circonscrire un angle, et un seul, dont les côtés soient parallèles à A et à A'; il résulte de ce qui précède que le lieu du sommet de cet angle est une conique dont les asymptotes sont parallèles à A et à A'.
En particulier, quand les semi-droites A et A' viennent à se confondre, on obtient la proposition suivante :
Si, à chacune des courbes du faisceau, on mène une tangente parallèle à une semi-droite donnée A, le lieu du point de contact est une parabole dont l'axe est parallèle à A.
JO. L'étude des courbes de direction de la troisième classe se rattache à an autre genre de considérations d'une grande importance dans la théorie générale des courbes de direction.
Ëtaot donnée dans un plan fixe une droite quelconque D, on peut, par cette droite, mener deux plans isotropes qui sont distincts si la droite n'est pas elle-même une droite isotrope; nous rattacherons respectivement ces deux plans aux deux semi-droites A et — A déterminées par la droite D.
Ainsi, par toute semi-droite du plan, passera un plan isotrope parfaitement déterminé. Cela posé, étant donnée une courbe quelconque de direction K, si l'on imagine les divers plans isotropes qui contiennent les tangentes à celte courbe, ces plans envelopperont une surface 2; en d'autres termes, si l'on considère la développable isotrope ( ' ) complète qui est circonscrite à K, celle développable se décompose en deux surfaces distinctes, qui correspondent à K et à la courbe qui lui est opposée.
11. Il résulte de là que la classification des courbes planes de direction se ramène à la classification des surfaces développables isotropes.
Étant donnée «ne surface développable isotrope S de classe r, tout plan sécant P la coupe suivant une courbe de direction K, qui est de la même classe. Je ferai remarquer en outre qu'en désignant par 0 l'arête de rebroussement de 2 la projection orthogonale de © sur le plan P est la développée de la courbe K suivant laquelle le plan coupe la développable.
Les cônes isotropes qui ont pour sommets les divers points de 6 coupent le plan P suivant les cycles osculateurs de la courbe K.
12. On voit, en particulier, que l'étude des courbes de direction de la troisième classe se ramène à celle des développables isotropes de troisième classe et ces courbes sont toutes de la même espèce, puisqu'il n'y a qu'une seule espèce de développables de la troisième classe.
(') J'appelle développable isotrope une surface développable duiit tiiute^ les génératrices sont des droites isotropes et dont, par suite, les plans osculateurs sont des plans isotropes. Voir, k ce sujet, mon Mémoire sur l'emploi des imaginaires en Géométrie {Nouvelles Annales, 3* série, l. XI, 187s).
Des considérations analogues à celles que je développe ici ont été employées par M, Stephanos dans diverses Communications orales faites à la Société niathe' matigue de France,
Soient ® une cubique gauche isotrope et S ladéveloppable isotrope dont elle est l'arête de rebroussement ; on voit que toute section plane de S est un hjpercjcie cubique ( en d'autres termes, une anticaustique par réflexion de la parabole, les rayons incidents étant parallèles) ; la projection orthogonale de 0 sur un plan quelconque est par suite une caustique de parabole.
13. Comme application, considérons un hjpercycle cubique K; soient S la développable qui est l'enveloppe des plans isotropes, qui contiennent les diverses tangentes à l'hypercycle, et Q la cubique gauche qui forme son arête de rebroussemant.
Considérons trois tangentes quelconques A, B et G à l'hjpercycle; désignons respectivement par a, 6 et c les points où elles touchent la courbe et par a, p et y les points où les plans isotropes menés par A, B elC louchent la cubique ft. Ces plans osculateurs de S se coupent en un point S qui, d'après un théorème connu, est situé dans le plan déterminé par les trois points a, ^ et y; soilT la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan P de l'hypercjcle K.
Les cônes isotropes ayant respectivement pour sommets a, pely coupent le plan P suivant les trois cycles Ro, R; et Ro qui osculent K aux points a, b et c, et l'axe de similitude de ces trois cycles est évidemment la droite T. Le cône isoirope ayant pour sommet le point 5 a pour trace sur le plan P le cycle inscrit dans le triangle ABC et, comme le point 3 est dans le plan a^y, il en résulte que le centre de similitude de ce cycle et de l'un quelconque des cycles Ro, Rj et R^ est situé sur T.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Étant donnés trois points quelconques a, b, cd'unhypercycte cubique, si l'on imagine les cycles Ra, Rj el R^ guiosculent la courbe en ces points et le cycle R qui louche les tangentes menées en ces mêmes points, les six centres de similitude de ces quatre cycles considérés deux à deux sont sur une même droite.
là. On doit remarquer en particulier le casoùle plan, qui contient les points a, p et y, est un plan isotrope; la proposition précédente peut alors s'énoncer ainsi qu'il suit ;
Étant donnés un hypercycle cubique K et une ssmi-droîle
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arbitraire A située dans son plan; il y a trois cycles oscillateurs de K qui touchent i. Les tangentes menées aux points
d'osculation et la semi-droite A sont tangentes à un même cycle.
lo. J'énoncerai encore le corollaire suivant :
Si, par un point quelconque^, pris dans lepland'unhypercycle cubique K, on mène des tangentes à la courbe et si Von considère les trois cycles qui l'osculent aux points de contact, Vaxe de similitude de ces trois cycles passe par le point P.
A LA THÉORIE DES COURBES UNICURSALES
Comptes rendus des séances de l'Académie des Science
i. En désignant par l un paramètre variable, considérons une courbe imiciirsale dont la tangente soit délerminée par l'éqiialion
où /(t), <f(l) et 9(/) désignent des poljnomes entiers. L'expression de la distance d'un point quelconque du planàcette tangente renferme le radical \/f^{t) + f^(t), que j'écrirai sous la forme P(;) <^/F(t), en mettant en évidence la partie rationnelle. Si F(t) est une constante, la distance d'un point du plan à la tangente est déterminée en grandeur et en signe ; alors la courbe est de l'espèce de celles que j'ai étudiées sous le nom de courbes de direction. Dans le cas contraire, la courbe doit être considérée comme double, en sorte qu'en chaque point on peut mener deux tangentes qui sont des semi-droites opposées.
Une tangente étant donnée (en position et en direction), il lui correspond non seulement une valeur du paramètre (, mais encore une valeur déterminée du radical \J¥{_t). Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, F(() est du quatrième degré; en considérant ces coniques comme enveloppes de semi-droites, on doit donc dire qu'elles sont du genre un, et il y existe, à ce point de vue, une infinité d'autres courbes unicursaies du genre un, à
savoir celles pour lesquelles on a
F{t) étant un polynôme du troisième on du quatrième ordre.
Soient K une conique donnée, A et B deux tangentes fixes à cette courbe. Menons une tangente quelconque T et construisons le cycle bien déterminé qui touche A, E et T; ce cycle et la conique ont en commun une quatrième tangente 0 et il est clair, d'après cette construction, que & est parfaitement déterminée quand on se donne T et réciproquement; ces deux tangentes forment une involulion sur la courbe.
T étant déterminée par le paramètre t et une valeur de \/F(i), soient 0 et \/F(9) les valeurs du paramètre et du radical correspondant à la tangente 0 ; il résulte immédiatement de ce qui précède que l'on doit avoir des relations de la forme
0 = *[(, v'fTÔL /FTë) = W[i, i/F(7)],
oii 0 et "î" désignent des fonctions rationnelles, et, en même temps,
t = ^[e, v^F(e)], /FÎT) = w[o, )/¥{¥}].
Ces relations font prévoir le rôle que jouent dans cette question les fonctions elliptiques. En général, si l'on a une courbe quelconque de direction dont l'équation renferme des paramètres variables et si l'on considère les tangentes communes à cette courbe et à la conique H, on déduit du théorème d'Abel la rcla-
où les quantités i, \/F(t), t', \/F{('), . . . sont déterminées par les diverses tangentes communes. Considérant en particulier les cycles qui touchent les tangentes fixes A et B, on a, par suite,
Les tangentes correspondantes T et 0 se coupent en un point M dont il est aisé d'avoir le lieu ; si l'on désigne par a et j3 les points
où T esL rencoûLi-ée par les tangentes correspondant à T et à la semi-droite opposée — T, on voit que T ne rencontre le Jien qu'aux points a. et ^; d'où il suit que le lieu est une conique. D'ailleurs, si T est isotrope, comme elle se confond avec son opposée, les points a et ^ sont confondus : donc cette droite louche ie lieu qui est ainsi une conique ajant les mêmes foyers ipie H. Celte conique passe d'ailleui-s par le point de rencontre des tangentes fixes A et B et elle est entièrement déterminée p;ii' la condition que la bissectrice (') de A et de B lui est tangente. On retrouve ainsi une proposition donnée déjà par Chasies, mais avec moins de précision ; les signes des radicaux qui entrent dans la relation ^i) sont, comme on le voit, parfaitement délermiités |)ar les directions des tangentes considérées.
2. Il résuite de ce qui précède que, si l'on détermine chaque laiigenle à la conique H par l'argument d'une fonclion elliptique, la condition nécessaire et sufiisante pour que quaire tangentes louchent un même cycle est que la somme des arguments soit congrue à zéro, suivant les deux périodes de la fonction. Comme un hypercycle cubique est déterminé par cinq tangentes, on peut énoncer également celte proposition : Pour que six tangentes à H louchent un même hypercycle cubique, it faut et il suffit que la somme de leurs arguments soit nulle.
En parliculier, le problème de construire un cycle osculaleiir d'une conique (*) qui touche une tangente donnée se ramène \x la résolution de l'équation sinam 'ia; ■= sinama.
(') Je rappelle que je nomme bissectrice de: deux semi-droites la droite parfaL tement déterminée qui est le lieu des centres des ejcies qui touchent ces semidroiies.
(') Dans le cas de la pai-abole, le polynôme F(() est du second dcgvé : cette courbe est donc du genre zéro et l'on ne peut plus mener que trois cycles osculalenrj qui touchenL une tangente donnée. Celte tangente et les tangentes menées aux points d'osculation touchent un même cycle, propi>silion analogue à Ih suivante, due à Sieiner t II y a trois cercles oscillateurs à une coiiiguej gui passent par un point de cette courbe ; ce point et les trois points d'osculalion sont sur un même cercle.
Étant donnée une parabole, on peut du reste, à chaque tangente menée à cette courbe, foire correspondre un point d'une hyperbole, de telle sorte que, quand quatre tangentes à la parabole touchent un même cycle, les quatre points correspondants de riijperbole sont sur un même cercle.
L. — II
3. Des considérations enlièremenl analogues s'appliquent aux intégrales ultra-ellîptiqiies. On peut aussi étudier des courbes non iinicursales et déterminer leur genre quand on les considère comme enveloppes de semi-droiles ; dans l'espace, les courbes gauches donnent lien à une étude et à des propositions semblables et, bien que celte extension se présente d'elle-naême très aisément, je reviendrai sur ce sujet, si l'Académie veut bien me le permettre.
ANTICAUSTIQUES PAR RÉFRACTION DE LA PARABOLE
l.r.S TSAÏONS IJiClDESTS ÉTAINT PE1;PKNDICIÎLA11\ES A l'aXE. Nouvelles Annales de Mathématiques; i885.
1. L'hjpercycte est la iransformée, par scmi-droi Les réciproques, de la parabole ; c'est «ne courbe de direction de la quatrième classe et dont l'équation la plus générale, en coordonnées Langenlielles et les axes étant rectangulaires, est de la forme
Ses propriétés les plus importantes sont les suivantes :
1° Les tangentes à la courbe peuvent être associées deux par deux, de telle sorte que deux tangentes conjuguées quelconques et deux semi-droites fixes (les semi-droites fondamenlales de la courbe) forment un système harmonique (').
2" L'enveloppe des conjuguées d'une semi-droite D, par rapport à tous les couples de tangentes conjuguées, est un cycle K. que j'appellerai le cycle polaire de D.
ïl est clair qu'un hypercjcie est entièrement déterminé quand on se donne les semi-droites fondamentales, une droite quelconque du plan et son cycle polail-e.
(') Deux couples de semi-droites forment un gyslérne harmonique, qujnd ellts touchent un même cycle et que leurs points de contact partagent harmonique- Sur les propriétés mentionnées dans le texte, voir mon Mémoire sur les hypercycles ( Comptes rendus, mars et avril iSSa ) ; dans toute la suite de celte Nou:, les renvois à ce Mémoire seroût simplement indiqués par la lettre H.
3" Le cvcle poliiire d'une tangente touche cette tangente en. son point de contact avec la courbe.
4" En désignant par A, A' et B, B' deux couples quelconques de tangentes conjuguées, si l'on considère une tangente mobile qiiel- , conque T et si l'on construit les cj'cles inscrits dans les triangles AA'Ï et BB'T, la longueur comprise sur T entre les points de contact est constante en grandeur et en ligne (').
Je rappellerai encore cette proposition importante
A, B, C et D désignant les quatre tangentes communes à un cycle et à un hjpercjole, si l'on considère les tangentes conjuguées C et D' de deux quelconques d'entre elles C et D, les semidroites A, B, C et D' touchent un même cycle.
En voici quelques conséquences : étant prises arbitrairement cinq semi-droites P, Q, A, B, C du plan, il existe un liypercjcle généralement bien déterminé pour lequel P et Q sont les semidroites fondamentales et qui touche A, B, C.
Soient D la quatrième tangente que cette courbe a en commun avec le cycle inscrit dans le triangle ABC, et A', B', C, D' les conjuguées harmoniques de A, B, C, D relativement à P et à Q; il résulte de la proposition précédente que les semi-droites A, B, C, D' louchent un même cycle et il en est de même des semidroites A, B', C, D' et des semi-droites A', B, C, D'.
Les cycles inscrits dans les triangles ABC, AB'C et A'BC touchent donc tous les trois la semi-droile D'; ce qui permet de détei'miner la (|uatrième tangente commune D.
On peut encore énoncer la proposition suivante
Si l'on désigne par (A, A'), (B, B'), (C, G) trois couples de semi-droites formant une immolation, les cycles inscrits dans les triangles ABC, AB'C et A'BC touchent une même semidroile.
Supposons, en particulier, que les senii-droîtcs doubles de l'ijivolution soient les droites isotropes passant par un point O du
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plan, deux semî-droilcs conjuguées sont alors symétriques [)ar rapport ail point O; d'où celte conclusion
Si (A, A'), (B, B') et (C, CJ) sont trois couples de semi-droites symétriques par rapport à un point O du plan, les cycles inscrits dans les triangles ABC, ÂB'G et A'BG touchent une même senti-droite.
Le même théorème aurait encore lieu si la symétrie des couples avait lieu par rapport à une droite quelconque du plan.
i. Une parabole peut être considérée comme un hypercycle et comme une courbe double; en chacun de ses points on peut mener deux tangentes qui sont des semi-droites opposées. Ses semi-droites fondamentales sont les se mi -droites opposées déterminées par l'axe de la courbe; il en résulte que deux tangentes conjuguées sont symétriques par rapport à l'axe.
Tontes les propriétés des hypercycles appartiennent donc à la parabole et constituent des propriiSrés nouvelles de cette courbe.
5. Ti'ansformons une parabole par semi-droites réciproques en prenant pour axe de transformation l'axe de la courbe elle-même; il est clair que les semi-droites fondamentales de la transformée seront encore les semi-droites opposées déterminées ))ar l'axe et que les tangentes conjugnées seront symétriques par rapport à cet
Réciproquement tout hypercycle jouissant de la propriété, que deux tangentes conjuguées sont symétriques par rapport à une droite D, est la transformée d'une parabole P ayant celle droite pour axe; l'axe de transformation est également D.
Un point quelconque M de la parabole a pour transformé un cycle K dont le centre décrit une parabole P ayani pour axe D, tandis que son rayon varie proportionnellement à sa distance à l'axe; la transformée est donc une des anticaustiques par réfraction de la parabole P', lorsque les rayons incidents sont perpendiculaires à l'axe.
Je la désignerai sous le nom à' anticauslique principale.
6. Ainsi les anlicaustiqnes principales sont les hypercjcles pour lesquels les semi-droites fondamentales sont opposées.
Considérons une telle courbe el soit F le point où une tangente isotrope coupe son axe, la tangente sj'métric|iie étant la seconde droite isotrope qui passe par ce point, on voit que F est le foyer de la courbe el que les droites isotropes, qui se croisent en ce point, forment un couple de tangentes conjuguées.
Menons une tangente parallèle à une direction perpendiculaire à l'axe, sa symétrique lui est opposée; nous avons donc une tangente double apparente perpendiculaire à l'axe, et les deux semidroites opposées qu'elle détermine constituent également un couple de tangentes conjuguées.
Soient i^fig. i) une anlicaustique principale ayant F pour foyer et DD' comme tangente double, AT une tangente quelconque à
Fis- ■■
celle courbe. ]>es deux droites opposées DD' et D'D formant un système de tangentes conjuguées, on voit que le cycle qui touche ces tangentes et la tangente AT se réduit au point A oii cette tangenie coupe DD'; son point de contact avec ce cycle est également le poinl A. D'autre part, le cycle qui touche les droites isotropes issues du point F et la tangente AT est le cycle qui a pour centre F; son point de contact avec AT est donc le pied P de la perpendiculaire abaissée du point F.
D'une proposition fondamentale énoncée plus haut, il résulte d'ailleurs, puisque les droites isotropes issues du point F constituent un système de tangentes conjuguées, que la distance AP est constante en grandeur et en signe; ainsi :
Toute anticaustique principale peut être considérée comme
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l'enveloppe d'un des petits côtés d'un triangle rectangle de forme invariable dont l'extrémité, située sur l'hypoténuse, décj'it une droite, tandis que l'autre petit côté passe par un point fixe.
Les anlres anticausliques élani des coiirbes parallèles à l'anticaustique principale, on peul énoncer encore la proposilion suivante :
Soit ÂBCD un quadrilatère de forme invariable, dans lequel les deux angles Q et C sont droits; si l'on déplace ce quadrilatère de jaeon que le côté BC passe par un point fixe F et que le sommet A décrive une droite A, le côté CD enveloppe une anticaustique d' une parabole ayant pour foyer le point F, les rayons incidents étant perpendiculaires à l'axe.
7. La proposition que je viens de démontrer peul s'énoncer ainsi :
Si, du foyer d'une anticaustique principale, on abaisse une perpendiculaire à une langenle à celte courbe, la distance A, comprise entre le pied de cette perpendiculaire et le point où la tangente rencontre la tangente double, est constante.
Plusieurs cas parliciiliers sont à remarquer ; dans le cas où A = o, la courbe se réduit à une parabole; quand la tangente double passe par le fojer, la courbe a alors le foyer pour centre.
Enfin, quand 4 est égal à la distance du foyer à la tangente double (c'est le cas delà réfiexion), la classe de la courbe s'abiiisse et elle devient un hypercycle cubique, ou plus exactementelle se décompose en un hypercycle cubique et un semi-poir lini sur la perpend
De là une propr peut énoncer ainsi
Si des rayons, menés parallèlement à une direction quelconque, se réfléchissent sur une parabole, parmi toutes les anticaustiques correspondantes, il y en a une qui a un axe de symétrie; si, du foyer de la parabole, on mène une perpendiculaire à une tangente quelconque à cette courbe, la distance, comprise entre le pied de cette perpendiculaire et le point où
ilaire abaissée du foyer sur la tangente double, ité nouvelle de l'hypercycle cubique, que l'on
lu tangente rencontre la tangente double, est constante et égale à la distance du foyer à cette tangente double.
8- Soilune anlicairstiqiie principale ayanL pour foyer le point F el pour taogenle double la droite DD'.
Considérons (Jîg. i) une Langente AT à cette courbe el construisons le cycle polaire de celle semi-droite; nous savons cju'îl lui est langent. Il touche également la conjuguée harmonique de Aï relalivetnent aux deux tangentes opposées DD' et D'D, (|iii constituent un couple de tangentes conjuguées; le centre de ce cycle est donc sur la droite menée par le point A perpendiculairement à DD'. Ce cycle louche la conjuguée harmonique de AT relativement aux deux droites isotropes issues du point F (ces droites forment en efl'et un couple de tangentes conjuguées); et, comme celte conjuguée est la symétrique de AT relativement au point F, le centre clicrcbé est sur la droite menée par le point F parallèlement à AT.
Ce centre est donc le point a et, le cycle polaire d'une tangente Ipucbant celte semi-dmile en son point de contact avee la courbe, on voit que le point de contact de AT est le pied m de la perpendiculaire abaissée du point a.
On serait arrivé à ce résultat en considérant l'anlicausliqne comme t'enveloppe du côté d'un iriangle rectangle de forme invariable dont un sommei A décrit la droite DD' pendant que le côté PF passe par le point (ixe F; il est clair, en efl'et, que le centre instantané de rotation de la figure est le point a que j'ai déterminé précédemment.
Pour construire le centre de courbure correspondant oit point m, je remarque que, la tangente conjuguée de AT étant la symélrique relativement à E'axe de la courbe, le cycle, qui touche l'anticaustique au point m et la conjuguée de AT, a i>uii centre au point de rencontre de !a normale mai avec la droite, menée parallèlement à DD', par lepointaoiiîa langente AT rencontre l'axe.
En désignant par p ce point de rencontre, il résulte d'un lliéorème, que j'ai donné dans mon Mémoire sur les hypercycles, que le centre de courbure cherché est le point w symétrique de p par rapport à a.
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9. Une anticaiisllquc |irincipalc élanl. iJoDnée, il imporle de construire la parabole sur laquelle se soiil réfractes les rayons.
Pour ia solulioii de celte question, je démontrerai d'abord quelques lemmes préliminaires. Un cercle étant décrit sur un segment AB comme diamètre {Jig- 2), soient m et n les projections
sur ce diamètre de deux points M et N de la courbe, et P la projection sur la droite iVIN de l'eslrémité A du diamètre. Cela posé,
Umme H. — En désignant pari le milieu delà corde MN,-
kï' ^ Xm.kn.
AM
Am.AB
■U. Considérons mainleoani deux paraboles II et H' {fig. i) ayant le point F pour fojer et pour sommets respectifs les deux points a et i de la droite F*.
"\ir
\~~''MC i
sii
K' i i'-rj:^
lir
Par un point quelconque M de cette droite, menons une tangente à chacune des paraboles et soient respectivement A et B leurs points de contact; on sait que le cercle, ayant pour centre le foyer F et passant par le point M, contient les points A et B; j'appellerai N le point où il rencontre de nouveau l'axe F4>.
Du point M abaissons une perpendiculaire MP sur la droite AB, et, par le point I milieu du segment AB, menons une parallèle à l'axe qui rencontre MP au point R, il est clair que la figure MRIF est an parallélogramme.
Soient maintenant a et ^ les milieux respectifs des segments MA et MB; la droite a^ est évidemment parallèle à AB et partagée en parties égales par la droite MI en son point milieu O; d'où il suit que la figure R^Fa est un parallélogramme.
Ainsi les segments R p et aF sont égaux et parallèles ; c, b et a
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étant les pieds des perpendiculaires abaissées sur l'ase des points R, p et a, on a donc
Fi; = F«, + Fii
d'oii il résulte que Fc est constant el que, quand le point M varie, le point R décrit la droite ce'.
J'abaisse maintenant du point F ia perpendiculaire FS sur la droite MP, du point R la perpendiculaire RG sur la droite FI et du point N la perpendiculaire NQ sur la droite AB; il est clair que RS est égal à FG, et encore à NQ, car il est aisé de voir que la figure GQFN est un parallclogranime.
Or, en désignant par A' et R' les pieds des perpendiculaires abaissées sur l'ase des points A et B, il suit du lemme II que l'on a
D'où il suit que la longueur RS est constante lorsque le point M se déplace; nous avons ainsi un triangle rectangle RSF dont un petit côlé passe constamment par le point F, tandis que l'autre petit côté est constant et que le sommet R décrit la droite ce'.
Il en résulte donc, d'après ce que j'ai démontré plus haut, que RS enveloppe une anticaustique principale de parabole; Je centre instantané de rotation étant d'ailleurs évidemment le point I, la tangente RS louche son enveloppe au point P.
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D'où il suit qne ce rapport est constant et que K. est l'anlicaiistique principale de U parabole II, les rayons incidents étant perpendiculaires à l'axe et le module de réfraction étant
On démontrerait de même que K. est l'aniicaustique principale de la parabole II', les rayons incidents étant perpendiculaires à
t !e module fie réfiaclinn
13. Il esl maintenant facile de résoudre le problème siiivaiil :
Un hjpercycle K. est l'enveloppe du côté RS d'un triangle rectangle RSS', dont le côté SS' passe constamment par le point fi'^e F {Jlg- 3), dont le côté RS a une longueur constante et dont le sommet R décrit la droite ce') trouver les paraboles pour lesquelles cette courbe est une auticaustique principale,
Â cet elîei, que du point F on abaisse une perpendiculaire à ce' l'enconlrant le côté RS en M, et que de ce même point comme centre on décrive un cercle H passant par M; que l'on déicrrnine le point de rencontre I de la droite menée par F perpendiculairement à SS' et de la droite menée par R perpendiculaii'emenl à ec' , puis que par I on mène une droite 4 parallèle à SS'. Cela posé, si l'on imagine les deux paraboles qui, ayant F pour foyer et ayant leur axe perpendiculaire à ce', passent respeclivemenl par tes points de rencontre de A et du cercle il, on obtiendra les deux paraboles pour lesquelles K est une anlicaustique principale.
11 esl à remarquer que ces deu's paraboles ne sont pas toujours réelles; elles seront imaginaires si la droite A et le cercle H ne se rencontrent pas.
RÉDUCTION EN FRACTIONS CONTINUES
FIllOTION OUI SATISFAIT A Il\li ÉÇIATION BiPPlillENTIELLE ll\ÉAIHK
DONT LES COEbTIClENTS SONT RATIONNELS (' ). Journal de Mathématiqui^s pures et appliquées: iS85.
1. Je considère une série z, ordonnée suivant les puissances décroissantes de x et qui satisfait identiquemenl à l'équation diTféi-entielle linéaire
(l) W3'=2V5-hU,
où U, V et W désignenl des polynômes entiers, et je me propose d'étudier son développement en fractions continues,
La série s peut, d'ailleurs, être divergente pour toute valeur de x; rien n'empêche de la réduire en fractions coûtinues; il sera seulement nécessaire de déterminer pour quelles valeurs de x les réduites forment une suite convergente et quelle est la fonclioii dont elles donnent la valeur.
Dans tout ce qui suit, étant donné un polynôme ou une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x, j'appellerai degré du polynôme ou de la sériels degré de son premier terme,
( 1 ) Ce Mémoire aurait dû figurer à Ja lin du Tumc I.
et je représenlerai simplemenl par la notation {— ^)' fin faisunt abstraction de ses coefficients, une série commençant pai- rni terme du degré — n.
2. Cela posé, on sait que,/„ désignant un poljnome entier de degré «, on peut toujours disposer des (n -\- \) coeflicients qu'il renferme, de telte sorte que, œ„ désignant la partie entière de z/„, le développenient de l'expression s — -"1- commence par un terme du degré de ,„+^; une telle fraction ^ se nomme une réduite de z. Pour certaines valeurs du nombre entier «, il peut même arriver que l'approximation soit plus grande et que le premier terme du développement de s — -^ soit d'un degré inférieur à celui de ^,^ — ; dans ce cas, il y a surapproximation.
En général, on aura donc, d'après la définition des réduites,
où p désigne un nombi-e entier positif ou xéro ; de là el, en portant ces valeurs de z et z' dans la relation (i),
Soil fj. le degré de la série Vf— ) + VV (— 1 ; i! est clair que le premier membre de cette égalité est un polynôme entier; il en est de même du second, qui est du degré (p — p); on pourra donc poser, en désignant par A„ une constante dont la valeur dépendra du nombre entier n et par0„ un polynôme entier du degré u — o,
<a) U/,? + aVç„/„-W{<f,',/„-/,>„)=A„e„.
yGoosle
0„ est un poljnome enlier du degré [* — p, il est, par conséquent, d'un degré égal ou inférieur à ji. En général, il est du degré [i, et son degré ne s'abaisse que quand, pour certaines valeurs du nombre «, il y a siirapprosimation. Le maximum d'approximation aura lieu pour p = it., auquel cas 0 est une constanle ; une approximation plus grande ne peut avoir lieu : autrement, 9 étant nul, on voit que z serait égal à la fonction rationnelle y^) cas que j'écarte expressément.
3. Réciproquement, si l'on peut déterminer deux polynômes entiers «„ et f„, tels que le premier membre de l'égalité (2) se réduise à un polynôme du degré ji ou d'un degré inférieur, -^ est une réduite de la série s.
Ayant posé, en effet,
d'où
l'identité (2)
devient
^^^ = U-F-iVs-VVs'— îVu-
- Wii'
ou encore, p;
ir suite de l'équation (i),
Le premier m
lembre de cette égalité est au plu
s du degré de
d'où il résulte que u est au plus de degré de —^^^i' el, pai ^ est une réduite de la série s.
4. Toute la c|uestion se réduit aiosi à la si>UiLion par des polynômes entiers de l'équation (2), le polynôme 0„ étant d'un degré uu plus égal à |ji; et, tout d'abord, j'en déduirai que j,, satisfait à une équation linéaire du second ordre.
A cet effet, je forme l'équation
qui
r solution:
My-Ny+iv^o,
■En posant, pour abréger,
on a, d'après une formule connue,
N _ _rf
M dw "^"^
w m\ calcul facile donne
, .r\(l'" ti.A? + '-'Vy.^/-.-w(>f;,/„-/;,y„)
et, en tenant compte de l'idenlilé (a),
d'où
et de là résulte immédiatement que l'équation cherchée est de la forme
(■j ) we„ /"+ [(2 V + w )e„ - wô;, ]/ -h k,,/ = 0.
Cette équation doit, d'ailleurs, être satisfaite quand on y fait y ^= f,^; K„ est donc un polynôme entier dont le degré est indépendant du nomhre n.
o. Supposons maintenant que, K„ et W„ désignant des polynômes entiers dont le dernier soit d'un degré égal ou inférieur à [i, un polynôme entier /,, satisfasse à l'équation (3), je dis que l'on
peviL dctermifler le polynôme U qui figure dans l'équalîon fliff<;renlielle (i), de telle sorte que la série z qui satisfait à cette équation ail une réduite dont le dénominateur soit /„,
Soient, en effet, a, p, y, ... les diverses racines de l'équation y„(3;)=o; décomposons en éléments simples la fraction ^yr' et posons
A,t9,. _ G^ y /"fl .y ?« W/,î' W ^(a^ — a)' jLix — 'y.
Pour avoir les coefficients p^ et Ça, il faut diviser
A4e.(a) + e;(ï)A] par
/,U=')lW(a)/;(a) + [W(«)/;;(a) + W'(a)/;,(a)lA!;
or, f„{x) satisfaisant à l'équation (3), on a évidemment
e„(a)[W(cc)/i(a) + W(B)/;,(^)]=/;,(^)[W(«)e;,(a)-aV(:*)6„(a)l;
le diviseur devient, par suite,
/;■(., [wt.)^^'"-'-;-:;'"'^-'"/.],
et le quotient
d'où l'on déduit la relation suivante
Je pose
ait
') Il résulte d'ane remarque importante due à M. Hermile que la déterminan des polynômes G^^, P,, et cp,, n'esige pas la résolntion de l'équation /„= o.
el je considère l'expression L'idenlilé démontrée plus hanl,
lonlre que celte expression ne devtenl infîaie pour aucun des ■ros de /„ ; on a donc, H„ désignant un polynôme enlier.
Éliminons P„ entre les jdenlités (4) et (5), il viendra, après avoir chassé le dénominateur,
A„e„=(G„-i-H„)/,|^2Vç„/„=W(cp;,/„-/,W„);
et de là résulte la proposition que je voulais démonticr.
8„ étant, en effel, d'un degré au plus égal à w, il est clair que -j^ est une réduite de la série s qui satisfait à l'équation dîf-
6. Pour déterminer complètement l'équation différentielle à laquelle satisfait le dénominateur /„ d'une réduite, il est néce.-^saire de connaître les polynômes Q„ et K„ qui j figurent.
Afin de trouver leur expression ou de montrer au moins comment on peut les calculer par voie de récurrence, je m'appuierai sur les considérations suivantes :
On sait qu'entre les termes de deux réduites consécutives on a la relation suivante
A,i_(_i étant une constante dont on peut choisir arbitrairement la valeur, puisque les deux lennes de la réduite ne sont déterminés qu'à un facteur constant près; je supposera! que celle constante est précisément celle que j'ai introduite dans l'idenlilé (a).
Cela posé, de la relalion précédente et de la relatii (6) ,./._,-/,.,,._, -A.
qui s'en déduit, on tire
d'o;,, en posant
'ailles, où Q„ esl un poljiiome du premier degré,
^o^lons inainlenanl, duns la relal.ion (2), la valeur de A„ tirée de l'équation (6), celte relation pourra se mettre sous la fiirnio suivante
d'où ces formules, où û„ désigne un polynôme entier,
' j w<fi;=(ii„+v)(p„-i-e,ç„.i-i-u/„.
7. Sï„ esl un poljnome enlier dont i! est facile de déterminer le degré; on déduit, en efïei, de la première des formules (8),
ii en résulte que le terme du degré le plus élevé de ce polynôme
esl le premier terme du développement de l'expression V H ;
la fraction ê„-y^ est, en cfict, du degré de v/^) + w(^)-
8. En dérivant la première des identités (7) et eji nnilllptianl par W le résultat obtenu, il vient
w/u, — \vQ„/;, - WQ,',/„-i- WB.,,/;,^, = o
on a, d'ailleurs, les identités
w/,;^i = (iî„^.- v)/„^,+ e„^,/„, w/; -(a„ -V)/„ +ti„ /„-„
Wf„^, = (û,,-, - V)/„_i + a„_,/„_, ; porLant ces valeurs dans la relation précédente, on a (iJ,+,-V)/,+,-^[e,.^i-WQ:,-Q„(ii„-Vjj/„
-I- [R„Ctî«^.- V) - Q„e„]/„_,-(- R;,12„-,/„-, = o,
puis, en remplaçant /n^r par sa valeur Q„/„ ^ Tt„/„_i ,
- lR„(ti„^, - ii„_0 + Q.0»]/«-i-r R„e„~,/«-. = o. On a, d'ailleurs,
d'où les deux formules suivantes :
On déduit de la première des identités
ou, en miiUipliant par W ei rempla<;ant Wy,', et W/^,_, par leurs valeiir's,
^¥5/,;= t{a„— V — W) (ii„— V) -i- W(Si;,— v')]/„
■+-[e„(£i„-4-a„-i— aV — w')-i-we;,]/„-i-i-8„6„_,/,_j:
portons cette valeur et la valeur précédemment trouvée de W/J, dans la relation
Wae„/;+[(3V-+-W')e„— "we;,]w/;+K„\v/„= o;
il viendra, toutes réductions faites,
|6„(sij— V5)-i-w[e„(û;,— v')~e;,(ii„— V).-4-K„]i/„
-H e,Uû„+ ii«-i)/,-L -t- e?.e„_,/„-î = o.
Le polynôme qui multiplie W dans le coefficient de/,i est évidem-
ment divisible par 0„ ; posant donc
Sn (<>;, - V) - e;,(ii„ - V) -t- K„ = - 0„ s,,
d'où l'on dédiiii
(II) K„=e',.(fi„ -\) — e>„(i'.'„-\'') - fl„s„,
l'idenlité préeédeiile deviendia
(fiî- v^— w5„)/„-t-e;,(£i,-,-i-sï„-,)/,,-,-i-ô„e;j_, /„-s= o,
où S,j désigne nn polynôme enlier.
Ayant, d'ailleurs, la relalion
on déduit de là les formules suivantes :
""-'■- nhjr' -"'-
JO. De la
i-clal
iou (.a) résulte l'égalltc
= (O,^, - û„ ) ( ii„_„ + Q„ ) - ^2~- -
ou, en remplaçant Q„+, '\~ ii„ par sa valeur déduite de l'identité (i3),
OU encore, eu vertu de (y),
d'où enfin
11. Je résumerai ici les conséquences 1res simples de l'analyse un peu longue qui précède.
On a, eiUre les termes des diverses réduites, les relations suivantes :
où R„ désigne un nombre qne l'on peut choisir arbitrairement, 0„ un polynôme entier du degré y., Q„ un polynôme entier du degré [a + i dont le terme du degré le plus élevé est le premier
terme du développement de V H- > et Q„ un polynôme du
premier degré.
Ces polynômes
(H) Q.ai
liés entre euN par le
s relations s.
.'-"--ICT''"-
^ wq;,,
suivante, où S„ est
nn polynon
On peut ajouter que, si l'on pose, pour abréger,
K„=e;(si„— V)-e„(tif, — V') — e„s,„ /„ satisfait à l'équation différentielle du second ordre
(3) W8„yH-[(2V + w')o„— we;,]/-i-K„/ = o.
12. Je me propose maintenant de montrer que les relations (g) et {i3) suffisent pour déterminer par voie récurrente les polynômes Q„, 6„ et iin, et, à cet effet, j'établirai le lemme suivant :
Lemme. — Si des polynômes /„, y„, Q„, **„, û„ et les nombres R„ sont liés entre eux par les relations (y), (g) et (i3) et si l'on définit deux suites de polynômes \.„ et B„ par les égalités suivantes :
^„ = ( ti„— v)/„ - w/; H- e„/„-„
B„:= (a„-(- V}?,,— \V't;,-H e„cp„^„
SUR LA RÉDUCTIOM EN FH.VGT1
on a, entre Irois polynômes consécutifs de chacune des suites, les relations
Démonstration. — Je ne m'occuperai que des polynômes A„, la marche à suivre élanl exactement la même poiir les polynômes B„.
On a, en vertu même de la définition donnée,
et de même
Portons ces valeurs dans l'égalité
"w/;,+, = QoW/;+ wq;,/„-i- r„w/;_i
qui résulte immédiatemenl de la première des équations (y); il viendra
( a,,,., - V)/„+, + |ô„^i - wq;, .- Q„(i!„ - V)]/„
.-i-[R„(Si„_,~V)-Q„e„l/„_,
ouj en remplaçant /„+, par sa valeur Q«/« — R„ /,,_(,
^- R„e„_,/„_j- A„^.i-i-Q„A„— R,iA,j.,z=o OU encore, en vertu des identités (9) et (i3),
Ce qui, par suite de l'identité,
se réduit à
Une démonstration analogue s'appliquerait auK polynômes B.
13. Supposons maintenant cjue l'on ait déterminé trois suites de polj-nomes 0„, Q„ et Q„ par les relations (9) et (i3), puis deux suites de polynômes »„ elfa par les relations (7); qu'enfin, pour deus valeurs consëculives de l'indice, on ait
Il résulte du lemme précédent que l'on a égalemeut
et
et, par suite, les polynômes f„ et /,j satisfont aux équations (8). Or, en éliminant û„, on en déduit
'W(/;,-?„^rf;/„)=_iVç„/„ + e„(^„/„_,-/„ç„_,)-u/,h
ce que l'on peut écrire
et, (y„/„_i — fii'^ii-i) étant une constante en verlu des relations (7), on voit que le second membre est un polynôme du degré [a, et, par suite, la fraction ^ est une réduite de la série s.
14. Ainsi toute la question est ramenée à déterminer par les identités (9) et (i3) les polynômes Qn, %„ et Q,,.
Si l'on met en évidence leurs coefficients inconnus, en égalant à zéro les multiplicateurs des puissances de x, on obtiendra un cerfain nombre d'équations qui permettront de déterminer leî coefficients de Q„, Q,l+^^ ©w+i au moyeu des coefficients de ii„, ©„et ©,,_,.
15, Comme application, je considérerai d'abord le cas le plus simple, à savoir : celui où les fonctions ©„ sont des constantes et où [J.^ o. C'est ce qui a lieu si W est au plus du second degré el si V est au plus du premier degré.
Gcunme 0„ est une constante et que Rn, jusqu'à préseul, est resté arbitraire, je poserai
et les équalions (i a) et (i3) deviendront alors (t5) <i„+, + (i„ = -Q„,-
(16) lij — V'— R„ r^ WS„,
et, ajant déterminé les polynômes entiers qui saUsfont à ces équations, on aura les relations
(S) ) W/i=(Si«-V)/„+R„/„_i,
' \V9;,--(ii„-t-V)¥„+ R„o„_,-t- U/„:
en oiLlre, /„ satisfait à l'équation ilifFérentielle
\vy + (av -h \V')y- (û;,— v'-H s„)_j- = o,
où lo coefficient de ^ est nécessairement nne constante.
16. Considérons, par exemple, la fonction z ^= log ( ^ J qui satisfait à l'équation diEférentJelIe
on a ici
Le poljnomc Q», dont le terme du degré le plus élevé est le premier terme du développement de n , est de la forme
r identité
donne
ï„=.o, li„=n\ S„=«i;
d'où, en vertu de l'équation (lï),
puis les relations
d'oi'i l'on déduirait aisément les relations connues entre !es poîjnomes X^ de Legendre.
L'équation difFérentieUe du second ordie à laquelle satisfait /^j est, d'ailleurs,
(a^^— i)y' -^ ^xy — n(n -h i)j- = o.
17, Comme second exemple, je choisirai la fonction
qui satisfait à l'équation différenlielle
son développement suivant les puissances décroissantes de a: est, d'ailleurs, la série
qui, si elle ne se termine pas, est toujours divergente, quelle que soit la valeur donnée à x.
On a ici
Le terme du degré le plus élevé de Q„ étant le premier terme du développement de V H —, on peut poser
L'équation diliérenlielie a laquelle satisfait /„ est
icy" i-(a7-(-i — a)y- ■?,„y-o;
d'où résulte évidemment S„= n.
L'identité
donne alors
et les formiiles suivantes :
/„+, = -(^ + ,«-^,-.)/„^«(«- =:)/„-„ 9„+, =- (^ + î« + . - a)if„- ,i(n-^)f„-,;
OU plutôt si l'on cl^ange les signes des deux termes des réduites de rang impair (ce qui est permis, puisque cela ne change pas In valeur de la réduite),
Un calcul direct donne d'ailleurs les valeurs snivanles pour les termes des premières réduites,
en sorte que les formules précédentes permettent de calculer facilement, par voie récurrenle, les valeurs de /„ et de cp„.
\8. En partant de l'équation dilTérentielle (,8) ^y^ (.v + t^ ^)y'- ny = o,
à laquelle satisfait le polynôme/",,, on Irouve aisément
Une deuxième soltillon de l'équation (l8) est donnée (n° 3) par la fonction
=aX"—
il est facile de trouver une autre expression de u„. En effet, en dérivant n fois l'équation (i8), il vient
d'où l'on voit que j/("+<' est égal, à une consLante près, i'i „^t_a ■ Par suite, on a, K désignant une constante et r(^) un polynôme entier,
La fonction «„ est on particulier donnée par cette formule, et, comme elle s'évanouit r|uand on donne à x une valeur positive infiniment croissante, on a simplement
u„ =f.J %-^^« -' d^ - 3-^e-^^„ = mJ
Si l'on suppose a: et n constants (et je supposerai x positif, en sorte que les intégrales contenues dans l'égalité précédente sont toujours finies, quel que soit a), K est une fonction de a bien déterminée.
Pour en trouver la valeur, je supposerai que l'on fait tendre x vers zéro et que a a une valeur positive; de l'égalité précédente, on déduit alors
/,.(o)r(«) = Kr(=),
d'où
19. On lire de là elle a une valeur plus petite que l'intégrale
fy'"-""'-
il serait même facile de démontrer qu'elle tend vers zéro quand Il augmente indéfi.nimeni.
On a, d'ailleurs,
fn
quel que soit le nombre a, les lerines de ce développement finiront par être lous du même signe, el, comme leur degré par rapport à rt va loiijours en croissant, on voit que la valeur absolue de la série croîtra indéiiniment avec le nombre n. Le coelficient
(,-a)(a-ai...(«-^)
■i ainsi pouL- liiiiile zéro, e( Ton a
Les réduites i^'j quoique provenant de la réduction en fractions conlinnes d'une série divergente, fournissent donc, avec une approximation indéfinie, la valeur de l'intégrale / e^^x'^~^clx^ pourvu que X ait une valeur positive.
50. Soil, par exemple, à calculer l'inlégrale en posant t = \/3, elle devient dont la valeur approximative, en prenant seulement la réduite y ,
Faisant a =; 3, on trouve, coi
approchée,
dont les trois premiers chiffres significatifs sont exacts.
21. Les formules précédenies permettent de calculer aisément les valeurs de la lonction de Prvm,
Que l'on désigne, en effet, par F,{«), F, (i), F,(i), ...,*.(a), <I>i (a), $a(a), ... deux sniies de polynômes liés entre eux par les letations suivantes :
F,(i) = i, F,(,) = a-., il résulte des fortmiles piécédentes que l'on a
Soit, par exemple, a; = i .
On obtiendra successivement, pour les valeurs approximatives de eQ(o), les valeurs suivantes :
4 20 ri4 (fin 79J0 7 3.i 209 ii4<> i33a7
qui vont en croissant et en restant inférieures à la valeur cherchée. Il est facile d'obtenir d'autres suites de nombres allant constamment en diminuant et ayant cette valeur pour limite; on trouve en effet les expressions suivantes des réduites du nombre eQ( — 1) :
; _5_ 29 ^ ^1 "' 3' i3' 73' Soi' Jloâi'
De la formule connue
Qlo) = .-Q(-i)
on déduit que les fractions
2 J^ 44 3oo a42c '' 3' iS' 73' Soi' .1o5i
ont pour limite Q(o).
Ces fiaclioDS soot plus simples el convergent plus rapideinenl que les fractions déterminées plus haut; elles vont d'ailleurs toujours en décroissant.
En particulier, on a
ces deux
fractions i
ipi-ena
la
vale
do «Q(o),
une eireu
' '^^ 'HOins
de
«jSi,
Le développemeni
le,
, .étie
do
nn.
Ce
impendium
de Sclill
La convergence est sensiblement inoins ra|)ide que celle des l'éduiies.
22. Pour les applications qui suivent, afin de simplifier les foimales, je prendrai le nombre A«, qui était resté arbitraire, égal ù l'unité.'
Les relations qui existent entre les termes des rcduifes et les poljnoJTies Q„, 0„ et Q,, deviennent alors
w/;=.(ii„-V)/„H-e„,/;,-„
el les identités qui déterminent les polynômes Q„, 0„ el ii„,
yGoosle
on peut y joindre Li relalion
2i) <!?, — V5-e„0„-,= WS,„
où S„ désîp;ne un polynôme entier.
l,'é<p[alion différenlielle à laquelle satisfait /„ est d'ailleurs
\ve„_r"+[(2"v-i-\v ) — wti;,]j'
— [e„s„-<- e„(u; — V) - 6;(ii„- V)i,r = o.
23. Pour fixer les id(5es, je supposerai que le développement de 5 commence par un terme qui soil an moins du degré de — -
PouP ie dénominateur de la réduite de rang zéro, je prendrai l'unité,, en sorte que l'on aura/o= i el que cp» sera l'ensemble des termes entiers de z (lequel pourra se réduire à zéro).
Je considérerai les deux quantités
comme constituant deux réduites précédentes, en posant et
li est facile de voir, en effet, qu'en posant
e„--= u + îVoo— Wç;, e._, = o, £ÏD=v, ti_, = — V,
toutes les relations du tableau (A) qui existent entre les rédu consécutives sont satisfaites.
On aura donc
e_, ==.!, &/,= u + '^v-fo— Ww;
et
siti= V.
24. Soit, comme exemple, la fonction qui salisfail à i'éqiiation différentielle du premier ordre
I!R !.\ RÉDUCTION E
on a ici
Je remarquerai tout d'abord que, z élant une fonction impaire de X, les polynômes y„ et^n sont des fonctions paires on impaires de la variable, et que le produit <f,i/n est une fonction impaire.
Il en résulte que 0„ est une fonction paire, et l'on peut poser
Qa est une fonction impaire dont le terme de degré le plus élevé est le premier terme du développement de
on peut donc poser
enfin Qn, qui est une fonction impaire, sera de la forme A„x,
Portons ces valeurs dans les identités (19) et {20); en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de x, on obtiendra les formules suivantes :
dont les trois dernières permettent de calculer de proche ■ proche, et par voie récurrente, les nombres «i, a^ et è,.
La première donne les relations suivantes entre les réduit consécutives :
aw-4-3 ^
Kn exprimant que
yGoosle
est exaclement dîvisililc par x'' + 't'Ax^ + i , on obticnL cncc relations
i a„a„_, — 6„è^_i=2(n-4-i)a„= ■iX(a-HO',
et l'on trouve la valeur suivante du quotient :
25. La partie entière dadéveloppemenl de s étantsiinplem 1 a pour valeurs des premières réduites
d'où, au moyen des formules (aa), on déduit successivemeni valeurs des eoefficients a,-, ai et 6,-, à savoir
Les relations (a3) fournissent des moyens faciles de vérification.
26. Soit encore à déterminer les réduites de la fonction a dont le développement, suivant les puissances décroissantes de x, satisfait à l'équation différentielle
On a
Cela posé, des idenlilés (it)) et (20) on déduit
(.,„ ^. 3)a;=-i- (a„+,-H a„)3;+ ti«+i + P« = - (««^ + ^«) (A;,a: -f- BO; d'où les relations suivantes
qui permettront de calculei', [lar voie de récurrence, les nombres a,-, p,- et (I,-, bi.
Oji aura, d'ailleurs,
d'où l'on déduira successivement les valeurs des réduites par les
27. Le polynôme devant être divisible par 37*, on a encore ces identités
qui peuvent être considérées comme un système d'intégrales premières des équations aux différences finies (a^) et qui peuvent servir, soit comme vérification des calculs, soit pour déterminer les coefficients «,■ el b,-.
On a d'ailleurs, puisque le développement de s ne renferme pas
de partie enlière, par suite,
a„=\ = x^ + px^q
et
0„=U = rx-^s.
On a donc les valeiirs initiales suivantes :
«_i = o, è_, = o, a«= r, K = *, a„ =p, po = y ;
d'où l'on déduit, par voie de récurrence, ta suite des nombres qui déterminent les polynômes Q„.
Âjai.t
= a>^[n{n + -x)x + %{n-^i)<,^-'ipl on en déduit
Dans le cas où il y a surapproximation, 0„ doit se réduire à une constante; on a donc
et l'équation dlfTérentieUe à laquelle satisfait /„ devient
x'y'-^i^x^-^-ipœ-^ i.q)y— [n(«-l-ïl)a;-l-(2/i-l-3)a„— 3jt)J = o.
Réciproquement, si l'on détei-mine la quantité a„, de telle sorte que l'équalion précédente ait pour solution un polynôme enl!ery„, on peut déterminer les quantités r et s, de telle sorte que le dénominateur de la /îi^™* réduite de z soit /„.
29 Comme dernière applicalion, je considérerai la fonction
J, («•^Sff» + ;■)■"
qui salisfait à l'cquaLÎon différeiuielle
(i'+3fn-;0i'=2|i(i'+s-)j!~(i'H-3j»+S).
On a, dans ce cas, W = a->-i-:i^37-i- /i, V=ii(a:5 + ^) et U =— (x'-^'igx-h h), et l'on peut poser
Siibstituanl ces valeurs dans les relalions (19) et (20), 00 obtient les égalités suivantes, qui doivent être identiquement satisfaites,
(A«:^-hB„)[3.î + («„+,-a„)^-t-(P«+,-^0]
311 l'on
déduit
2fl.-t-'J
(ali)
I s„,_6,._,_îiL;^ii±l(p„,-p„)(«.m-«.)-^^^
Ces relations permellent de calculer successivement les lues a,-, bi, a,-, P; et par suite Jes quotients incomplets Q;. On a d'ailleurs
et, comme la partie entière du développement de /■ est
tl'où i'on déduira successivement, au moven des formules (26), les valeurs de
«,, a„ ...; 6,, &s, ...; a,, a„ ...; p,, fi,, ....
30. On obtient un autre sjstème de formules qui permet également de calculera,, et b,, et que l'on peut considérer comme un système d'intégrales premières des équations aux différences finies (a6).
Il s'obtient en exprimant que le poljnome
est exactement divisible par
De là résultent les relations suivantes :
II est important de remarquer que l'on a ainsi trois relations pour déterminer a„ et b,,; d'où cette conséquence que, m l'on
X est une racine d'une équation du second degré de la forme
PX^-i-2Q>, + R = o,
où P, Q, R sont des fonctions rationnelles de g, h, a„, p„, ces deux dernières quantités étant elles-mêmes des fonctions rationnelles de g et de h.
L'autre racine de l'équation est évidemment la valeur de -^^ ■
esl le carré d'une (onclion rationnelle de g et de h.
Mais c'est un poini que je me réserve de traiter plus lard en essayant, du moins dans des cas parliculiers, d'intégrer Jes systèmes d'équations aux diO'érences finies (27) et (28).
31. Les formules précédenles permeiienl, pour une valeur donnée de x^ de calculer de la façon la plus simple les valeurs des réduites d'une fonction z qui satisfait à une équation dilTérentielle tlni5aire du second ordre dont les coefficients sont rationnels.
Au point de vue du calcul numérique, la solution peut être
vemeni par des expressions analytiques les valeurs des coefficients Jes quotients incomplets, on est conduit à intégrer un système d'équations aux différences ordinaires dans lequel le nombre des quantités inconnues est d'aïUant plus grand que le degré du polynôme %a est plus élevé.
L'intégration de ces équations semble, en général, présenter d'assez grandes difficultés ; nous savons, en effet, que, dans un cas particulier relativement simple étudié parjacolii et par Borchardt {à savoir celui où z est l'inverse de la racine carrée d'un polynôme entier), l'intégration dépend de la théorie des fonctions elliptiques et des fonctions abélîennes.
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