Oeuvres mathématiques du citoyen Carnot
Lazare Carnot
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Oeuvres mathématiques du citoyen Carnot
Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec
ligne.
Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont
trop souvent difficilement accessibles au public.
Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains.
Consignes d'utilisation
ni ii miii iir ng
^tlttiiiiikiiiitHuiiniiktktiiiniiiiiitiiiiiiiiMfiituiiiikiiitiiuiiiiuiiiiiiniiiHiuiiimiitiiiirï
fllfW1llflifl!llilll'l1fl'iyi!l'ltl'l1fi'l'lifl'JV1fl'J1fl1i'llf|'^^^
THK OIFT OF Prof. Ai^exandkk Xiwkt
PRÉFACE
uoiouE la théorie dont il s'agit ici , soit applicable à toutes les questions qui concernent la communication des mouvemens , on a donné à cet opuscule le titre d Essai sur les machines en général; premièrement^ parce que ce sont principalement les machines qu'on y a en vue , comme étant l'objet le plus in\portant de la mécanique ; et en second lieu 5 parce qu'il n'y est question d'aucune machine particulière , mais seulement des propriétés qui sont communes à toutes.
Cette théorie est fondée sur trois définitions principales ; la première regarde certains mouvemens que j'appelle gécH métriques , parce qu'ils peuvent se déterminer par les seuls principes de la
géomëtrîe , et sont absolument îndépen-
dans des règles de la Dynamique ; je
n'ai pas cru qu'on pût aisément s'en
passer 5 sans laisser du louche dans Té-
lioncé des principales propositions ,
comme je le fais vojr en particulier pour
Je principe de Descartes.
' Par la seconde de mes définitions , je
tâche, de fixer la signification des termes
force soUicitçtnte et fQrc& résistante : on
ne peut 5 ce me jseinble , comparer clair?
retnent les causas avec les effets dans les
ihachinesj sans un© distinction bien ca-r
ractérisée entre ces diffëf pntes forces ; et
c'est cette distinction sur laquelle il me
paroît qubn'a toujours laissé quelque
chose de vague et d'indéterminé,
" Enfin > ma troisième défini dpn , est
Celle par laquelle je donne le nom de
moment â activité d'une puissance, aune
quantité dans laquelle il s'agit d'une
puissance ^quj e^t réellement en activité
ou en mouvement , et où Ton tient compte aussi de chacun des instants employés par cette force , c'est-à-dif e , du temps pendant lequel elle agit. Quoi qu'il en soit ^ on ne peut disconvenir que cette quaritité y sous quelque dénomination qu'on veuille la désigner , ne se rencontre contipuellçment dans Fanalyse des niachines en mouvement.
A l'aide cfe ces définitions ^ je parviens à des; propositions qui sont très-simples; je les ç^^duis toutes d'une même équation, fondamentale , qui , renfermant une cer-^ taine quantité indéterminée à laquelle on peut attribuer différentes valeurs arbitraires , donnera successiveraent ;, dans chaque cas particulier , toutes les équa^ tions déterminées -dont on a besoin pou^:
la solution du problême.
Cette équation qui est de là plus grande simplicité , s'étend généralement à tous les cas im^inables d'équilibre et de
mouvement, soit que ce mouvement change brusquement , ou varié par degrés insensibles ; elle s'applique même à tous les corps , soit durs , soit doués d'un degré quelconque d'élasticité ; et , si je ne me trompe, elle suffit seule et indépendamment de tout autre principe mécanique , pour résoudre tous les cas particuliers qui peuvent se rencontrer.
Je tire facilement de cette équation un principe général d^équilibre et de mouvement dans les machines proprement dites , et de celui-ci dérivent naturellement d'autres principes plus ou moins généraux , dont plusieurs sont déjà connus et très-célèbres , mais qui ont été jusqu'ici (du moins pour la plupart) ou peu exactement, ou vaguement expliqués, plutôt que rigoureuse^ ment démoixtrés.
Sans sortir des principes généraux^ j'ai réuni dans un scholie., et le plus
clairement qu*il m'a été possible , les remarques les plus utiles à la pratique , et qui m'ont paru mériter par leur importance un développement particub'er; tout le monde répète que dans les ma-^ chines en mouvement on perd toujours en temps ou en vitesse ce qu'on gagne en force ; mais après la lecture des meilleurs élémens de mécanique, qui semblent être la vraie place où doivent se trouver la preuve et l'explication de ce principe , son étendue et même sa vraie signification sont-elles faciles à saisir ?
Sa - généralité a-t-elle , \ pour la plupart des lecteurs , cette ^évidence irrésistible qui doit caractériser les vérités mathématiques? S'ils éprouvoient cette conviction frappante, ne verroit-on pas des mécaniciens instruits de ces ouvrages y renoncer incessamment à leurs projets chimériques? Ne çesseroient-ils pas de croire ou de soupçonner du moins ,
•malgré tout ce qu'on leur dit , qu'il y la dans les machines quelque chose de magique ? Les preuves qu'on leur donne du contraire ne s'étendent qu'aux piachines simples ; aussi ne croient-ils pas celles-ci capables d'un grand effet; mais on ne leur fait pas voir qu'il doit en être de même dans tous les cas imagî^ nàbles; on ne parle que de celui où il y a seulement deux forces dans le système, et l'on se contente d'une analogie : voilà pourquoi ces mécaniciens espèrent toujours que leur sagacité leur fera découvrir quelque ressource inconnue, quelque machine qui nç soit pas comprise dans les règles ordinaires ; ils se croient d'autarit plus surs de la rencontrer, qu'ils s'éloignent davantage de tout ce qui paroît avoir de la relatiou avec les machines usitées , parce qu'ils s'imaginent que la théorie établie pour
ceJles-ci , ne peut s étendre à des constructions qui leur semblent n'y avoir aucun rapport; c'est eh vâin qii'ori leur dit que toute machine se rédiiit aii levier J cette assertion est trop vague et trop tirée , pour qU W s^ rende sans un examen profond ; ils ne peuvent se persuader que des machines qui paroisr sent n'avoir rien de commun aVec cel^ les qu'on nômtne simples 5 soient sujettes â la même loi ^ ni qu'on puisse proiioricer sur l'inutilité d'un secret dont ils n'ont fait confidence â personne : de là vient que les idées les plus bizarres^ ies plus éloignées de là simplicité si avantageuse aux machines ^ fidnt celles gui leur fournissent le plus d'espoir-
Le moyen de déraciner cette erreiur> est sans doute dé l'attaquer dâiis sa source même, en montrant que non-seulement dans toutes les machines connues ^ mais encore dans toutes les machines possibles^ •
c'est une loi inévitable ^ qu'o/z perd tou-^ jours en temps ou en vitesse ce qu'on gorgne en force ; et d'expliquer clairement ce que signifie cette loi ; . mais il faut ^ pour cela , s'élever à la plus grande généralité possible y ne s'arrêter à aucune machine particulière , ne s^appuyer sur' aucune analogie; il faut enfin une démonstration générale j déduite immédiatement et géométriquement des premiers axiomes de la mécanique : c'est ce qu'on a tâché de faire dans cet essai ; or| a beaucoup insisté sur ce point fondamental, et je ne/^sais si l'on aura réussi à lé mettre dans un assez grand. jour; mais en attaquant l'erreur , on s'est efforcé d'y substituer la vérité ; on a montré quel est le* véritable but des machines :
s'il n'est pas raisonnable d'en attendre des prodiges hors de toute vraisemblance ; on verra qu'il leur reste encore
assez d'objet d'utilité ^ pour exercer la
plus brillantjB imagination.
Les réflexions que je propose sur cette loi 5 me conduisent à dire un mot du mouvement perpétuel ^ et je fais voir non-seulement que toute machine abaur donnée à elle-même doit s'arrêter-, mais j'assigne l'instant même où cela doit arriver.
On trouvera encore parmi ces réflexions une des plus intéressantes propriétés des machines ^ qui , je crois , n'a pas encore été remarquée ; c'est que pour leur faire produire le plus grand effet possible, il faut nécessairement qu'il n'arrive aucune percussion , c'est-à-dire, que le mouvement doit toujours changer par degrés insensibles ; ce qui donne lieu ^ entre autres choses , à quelques ' remarques sur les machines hydrau- Jiques.
XVJ
Enfin 5 je termine cet écrit paf quelques réflexions sur les loix fondamentales de la Communication des mouveïneu$ , qui , si elles ne sont pas du gOût de tout le monde^ sont dii înoins assez tourtes pour îie fatiguer personne^
Mais 5 je le répète , cet essai n'a pour objet que les machines eri général; cha* cune d'elles a ses propriétés particuliertes : il rie s'agit ici que de celles qui sont communes à toutes i ces proprié^ tés, quoique assez nombreuses, sOiit en quelque sorte toutes comprises dans une inéme loi fort simple : c'est cette loi qu'on s'est proposé de rechercher.^ de démon*^ ^ trer et de développer , en envisageant toujours les machines sous le point d@ Vue le plus général et le plus dire^i
tiiauî'mt
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INTRODUCTION
OUS ne manquons pas d'excellents traités Bur les machines : les-propriétés particulières à celles dont lusage est fréquent, à celles sur- tout qu on est convenu d'appeler «impies , ont été recherchées et approfondieâ avec toute la dag^cité possible; mais il me semble qu on ne s'est pas encore beaucoup attaché à développer celles de ces propriétés qui sont communes à toutes les ttiachinesi et qui ^ par cette rai$onj ne conviennent pas plus aux cordes qu*au leviejri i la vis> ou à toute autre machine, soit simple, soit composée*^
Ce n'e^t pas cependant que les géomèti-es aient négligé de s élever aux principes généraux d'équilibre et de mouvement j mais ce n*ést pour ainsi dire qu*en passant xjulls ont parlé de leur appli- 'cation à la théorie des machine» proprement dites :
et peut-être aussi n*y a-t-il encore aucun de ces "^principes qui joigne à une démonstration rigoureuse une assez grande généralité , pour pouvoir suffire seul et indépendamment de tout autre, à la solution des différentes questions qu'on peut proposer tant sur l'équilibre que sur le mouvement des machines, c'est-à-dire, pour réduire toutes les questions à une affaire de calcul et de géométrie; ce qui est le véritable objet de la mécanique.
Parmi les principes plus ou moins généraux . qui ont été jusqu'ici proposés, nous en rappellerons seulemen,t deux trés-célébres , et sur lesr quels nous afurons quelque? observations à feire.
Le premier est celui qui assigne pour loi gêné-raie de l'équilibre dans les machines à poids , que le centre de gravité du système est alors au point Je plus bas possible j mais quoique cet ancien principe soit fort simple et fort général, il ne paroît pa& qu'on lui ait donné toute l'attention qu'il mérite ; c'est sans doute , i**. parce qu'il est sujet à quelques expressions, comme tous ceux où il s'agit de maximum et de minimum 5 q*^. parce qu'il n'a rapport qu'à une espèce particulière de force, qui est la pesslnteur; 3*^ enfin parce qu'il p^uDÎt difficile d'en donner une démonstration générale et rigoureuse. Mais , 1^. nous allons faire
voir qu'en changeant un peu l'énoncé de ce pirîn* cipej on en peut faire une proposition trés-çxacte | trés-géométrique et vraie , sans exception ; q°. quoiqu'il n ait rapport qu a la pesanteur , cependant il est facile de l'appliquer à tous les cas imaginables: il n'y a pour cela qu'à substituer un poid$ à la place de chacune des puissances qui sont d'un genre différent ; ce qui est très-facile , par le moyen d'un fil passant sur une poulie de renvoi ; de «orte qii'alors il ne reste plus à ce principe que le défaut d'être indirect; 3**. enfin, quoiqu'on pe puisse le démontrer rigoureusement sans remonter jus* qu'aux premiers principes de la mécanique , il est' cependant facile d en rendre assez bien raison, pour qu'il ne soit pas possible d'en douter, quand même on n'en auroit pas d'autres preuves, comme nous allons le faire voir, en attendant la dé^ monstration exacte que nous tâcherons d en don-» ner dans la suite de cet Essai.
Imaginons donc une machine à laquelle il n'y ait d'autres forces appliquées que des poids 5 je la suppose d'ailleurs d'une forme arbitraire, mais qu'on ne lui ait imprimé aucun 'mouvement: cela posé , quelle que soit la disposition des corps du systêriie , il est clair que s'il y a équilibre , la somme des résistances des points fixes ou obstacles quelconques , estimées dans le sens vertical contarai;*e à la pesahteur , sera égale au poids total du système ; mais s'il naît un mouvement , une
(4) partie de la pesanteur sera erpployée à le produire^ et ce n est qu'avec le surplus, que les points fixes pourront se trouver chargés ; donc dans ce cas la somme des résistances^ verticales des points fixes, sera moindre au premier instant que le poids total du système : donc de ces deux forces combinées ( la pesanteur du système et la charge verticale des points fixes) il en résultera line seule force égale à leur différence ^ et qui poussera le système de haut en bas comme s'il étoit libre.: donc le centre de gravité descendra nécessairement avec 'une vitesse égale à cette différence divisée par la masse totale du système :' donc si le centre de gravité du système ne descend pas , il y aura nécessairement équilibre. Donc en général ,
Pour s'assurer que plusieurs poids appliqués à une machine quelconque doivent se faire mutuel» Jement équilibre , il suffit de prouver que si ton abandonne cette machine à elle-même^ le centre de gravité du systêrne ne descendra pas.
La conséquence immédiate »de ce principe vrai sans exception, est que si le centre de gravité du système est au point le plus bas possible, il y aura nécessairement équilibre^ cai:, suivant cette proposition , il suffit , • pour le prouver^ de faire voir que le centre de gravité ne
(5) descendra pas : or , /comment descendroit -^il , puisque par hypothèse il est au point le piu^ bas possible?
Pour donner encore une application de ce^ principe , je suppose qu'il s*agisse de trouver la, loi générale d'équilibre entre deux poids A c|t B appliqués à une machine quelconque^ je di»
donc qu'alors, en conséquence du principe pré-^ cèdent , il y aura équilibre entre ces deux poids A et B y sij en supposant que l'un des deux vienne à l'emporter, et la machine à prendre un petit mouvement , il arriyoit que l'un de ces corps montât pendant que l'autre descendroit^ et qu'en même t^ms ces -poids fussent en raison réciproque de leurs vîtçsses estii;nées dans le sens vertical; en effet, si l'on suppose^ qu'alors y4 descendît avec la vitesse verticale ^^ tandis que^ la vitesse de i?, aussi estimée dans le sens vertical, seroit r/, on aura, par hypothèse, 4; Bii u: V^ QVk A V =^ S Uj donc A V --^ B H
M ^ — n = o. Cela
p6â^ puisque les corps sont supposés ~ se mou*' voir, l'un de haut en bas, et Vautre de bastéii haut , il est évident que le premier memlKe de eette équation >esi. la vitesse verticale du centre de gravité du «ystêine; donc -ce, castre de gravité
(6) ne descendra pas : donc , par la proposition précédente 5 il doit y avoir équilibre.
Le second principe sur lequel nous nous sommes proposés de faire quelques observations , est la fameuse loi d'équilibre de Descartes ; elle revient à ce que deux puissances en équilibre sont toujours, en raison réciproque de leur vitesse, estimées dans le sens de ces forces, lorsqu'on suppose que Tune des deux vient à l'emporter infiniinent peu sûr l'autre , de manière qu'il en naisse tin pçtit mouvement.
Mais quoîcfue cette proposition soit très-belle et ^u^oiila regardé ordinairement comme le principe fondamental de l'équilibre dans les machines, elle est cependant infiniment moins générale que celle qui a ëté citée en premier lieu, car elle s'applique uniquement au cas où il y a seulement flêux puissances dans le système, et d'ailleurs elle se déduit très-facilement de ce qui vient detrô dit au sujet des ^ deux poids AeiB, puisqu'on ramené visiblemèrrt l'un de ces cas à l'autre , en sabstituantf pftx'des poulies de renvoi, des f^'àss à la' place des forées dont on cherche le rapport, •' De plus-, il est ^ remarquer que ce principe n^^xjwrime pas les conditions de l'équilibre entre deux puissances <) ^ussi complétemetlt que celui
qui â été cité ^n premier lieu ; car il ne donifie que le rapport des quantités de force qui se font équilibre , an lieu que celui-ci donne aussi en quelque sorte lé rapport de leurs directions : par exemple, dans le cas d'équilibre entre deux poids^ le_ principe de i^e^cûrre^ apprend seulement que les poids doivent être çn raison réciproque de leurs vitesses verticales ; mais il n'indique pas , comme le premier , que l'^m de Ces corps doit nécessairement monter pendant que l'autre descendra ; pour qu'un treuil , par exemple, à la roue et au cylindre duquel sont suspendus dei poids par des cordes, demeure en équilibre , il» ne suffit pas que le poids appliqué à Ic^ roue soit à celui du cylindre , comnàe le rayon du cylindre est au rayon de la roue;: il Êiut encore que ces poids tendent à faire tourner la machine en sens contraire l'un de l'autre, x'èst-à-dire qu'ils soient placés de différents côtés , par rapport à Taxe , sinon leurs efforts étalnt conspirants , mettront la machine en mouvement; il est done évident que ce qui rend le principe de Desx:arté$ incomplet, c'est qu'en déterminant le rapport des puissances , quant à leurs valeurs ou intensité*, il n'exprime pas que ces puissances doivent faire des efforts opposés , ni en quoi consiste c^tte opposition d'efforts 2^ il est clair en effet que pour l'équilibre il feut que l'une des forces résiste tandis que l'autre sollicite ; or , c'est ce qui n'arrive
ji5t«^an$ le" tF^l.qui vient d'être ^allégué pour exemple;, mais ^u'est*te- en général qui distingue les forces soUieitaiçites' des forces résistantes? cest, ce me semble , ce qui na pas encore. été déter-î mille* On verra dans cet Essai que la différence caractéristique de ces forces consiste dans Vangle qu elles forment avec les directions de leurs vîteeçes, de sotte ,que,le^ unes font toujours avec \ }e^s vitesses de§ ai>gl$s aigus , tandis que les au-tyfîfc fpnt» d^s .^ip.glfts obtus avec les leurs, :,': Enfin, un défaut -qu'il me i^roît qu'on peuç eriçqre reprocher au p;rineipe à^:Dç^cartes , ain4 qu'à, tous c-eu^t.où il. s'agit du petit mouvement qui MÎtroit da^^siesystême, si l'équilibre venoit À ê-tre troublé ^ c'est qu'ils n'indiquent pas la ma-, nièrQ de déterminei: çç petit mouvement ; or , $*il faut pouTC^lî, avoir- recours à quelque nou^veau principe méQ2MWi|i€ï , le premier n'eçt donc pas suffisant î et si pi^ peut le déterminer par pur^ géométrie., quelle en est la manière? C'est ce que ne dit pas .le principe: et qu'on ne dise p^p que la proportion indiquée pa^ le prii^cipe a toujours lieu , quel quepuis^se être Ije mouvement, po^urvu qu'il soit possible , c'est-tà-dire , cpmpar. iiblfe avec l'impénétrabilité desi çprpa j car ce seroit uae erreur ; et npus f|?rons voir dans la suite quç ces mpuvemens spnt assujzettig à certaines cpndir 4iom) en conséquence desquelles j'^i Gru.devoif leur donner le nom àa, mouvcmens géomitrique^^
On peut feire la même remarqué sur tous les principes où l'on proposeroit de considérer la machine dans deux états infiniment proches l'un de l'autre ; cat, pour déterminer quels sont ces deux états j c' est-à-dire , quel mouvement il faudroit que la machine prît pour passer de lun à Vautre , il faut 6u employer de ^louveaux principes mécaniqilee, conjointement avec celui qu on propose, ce.qni ren droit celui-ci insuffisant; ou la géométrie suffit, et dans. ce cas , c'est un défaut dans le principe , de ne pas faire connoître les conditions géométriques auxquelles ce mouvement est aî3sujetti, '
.. Les. deux loîx domt on vient de parler , sor^t hornébs ; l'une. et.vl autre aUi cas de l'équilibre : on passe aisément de ce cas à celui du mojuvementj pair le principe dô dynamique dû à M^d'Alemberti mais-^on eh aîauèsi tn?Uvé plusieurs autres qui S'appliquent immédiatpn^ent au cas d^ mouye-ment : tel est celui d?» :1a conservaLtion. des forces ^ vives d^ns le choc des corps parfaiit^i^^nt élasti^ ques , lequel est d autant plus général , qu'il s entend au cas même bu le thduvement passe brusque*- ^eA< d'un état à l'autre; mais il pajroît. qu'on n'a gi^èrea songea rusage qu'çn en pauvpit faire dan$ la théorie des machines prpprement cjitesj il est
cependant évident que cette loi doit avoir son analogue dans le choc des cotps durs ; et comme on prend ordinairement ceux-ci pour servir de termç de comparaison , ce principe transféré aux corps durs avec là modification qu exige la différence de leur nature , ne peut manquer d'être plus utile que la conservation même dont il s'agit ; nous ferons voir en effet qu on en déduit avec la plus grande facilité plusieurs vérités capitales, et particulièrement la conservation des forces vives dans qn système de corps durs dont le mouvement change par degrés insensibles ; prin* cipe dont Futilité dans la théorie des machines est si connue ; on verra en même tems par-là ilne relation intime entre ces deux conservations de forces vives ^ on en tire également le principe de Descartes ^ et même, en le généralisant, la loi d équilibre dans les machines à poids dont il a été question ci-dessus; ce principe enfin, après lui avoir donné Textensiorr dont il est susceptible , nous a paru renfermer toutes les lois de 1 equilr* bre et du mouvement , et nous n'avons pas cru pouvoir en adopter un meilleur pour servir de
base à notre théorie*
VIL
Cet Essai sera divisé en ^deux parties: dans la première , on traitera des principes généraux de l'équilibre et du mouvraient dans les machines ;
et dans la seconde , on recherchera le» propriétés des machines proprement dites, c'est-à-dire, de ce à quoi le nom dç machines a été plus spécialement affecté, -sans cependant s!arrêter jamais à aucune machine particulier®.
P RE M I Ê R E ï> A R T I E
Principes généraux.
lorsqu'un corps agit sur un autre, c'est toujours immédiatement, ou par Tentremise de quelque corps intermédiaire; ce corps intermédiaire est en général ce qu'on appelle une machine: le mouvement que perd à chaque instant chacun des corps appliqués à cette machine, est en partie absorbé par la machine même , et en partie reçu paj les autres corps du système ; mais comme il peut arriver que ^'objet de la question soit uniquement de trouver l'action réciproque des corps appliqués aux corps intermédiaires , sans qu'on ait besoin d'en connoître l'effet sur le corps intermédiaire même, on a imaginé, pour simplifier la question , de faire abstraction de la masse même de ce corps, en lui conservant d'ailleuris toutes les autres propriétés de la matière; dès-lors la science des machines e^t devenue en quelque sorte une branche isolée de mécanique, dans laquelle" il s'agit de considérer l'action réciproque des différentes parties d'un système de corps, parmi lesquelles, il s'en trouve qui , privées de l'inertie commune à toutes parties de la matière telle qu'elle existe dans la nature , ont retenu le nom de machines. ^
Cette abstraction pouvoit simplifier dans eer-r tains cas particuliers, où les circonstances indiquoient ceux de^ corps dont il coiivenoit de négliger la masse, pour arriver plus facilement au but ; mais on conçoit que la théorie des, machines en général est devenue réellement plus compliquée ' qu'auparavant; car alors cette théorie étoit renfermée dans celle du mouvement des corps tels que la nature nous les offre; mais à présent il faut considérer à la fois deux sortes de corps , les uns tels qu'ils existent réellement , lés autres dépouil-^ lés en partie de leurs propriétés naturelles; or, il est clair que le premier de ces problêmes est un cas particulier de celui-ci ; donc celui-ci est plus compliqué que 1 autre : aussi , quoiqu'on par-* vienne aisément par de pareilles hypothèses, à trouver les loix de l'équilibre et du mouvement dans chaque machine particulière, telle que le levier , le treuil , la vis , il en résulte un assemblage de connoissances dont la liaison s'apperçoit difficilement , et seulement par une espèce d'analogie ; ce qui doit nécessairement arriver tant qu'on aura recours à la figure particulière de chaqu^e machine , pour démontrer une propriété qui lui est commune avec toutes les autres ; ces propriétés compiunes étant celles que nous avons eu vu^ dans cet £ssai> il est claix que nous ne
parviendrons à les trouver, qu'en faisant abstraction des iformes particulières; commençons donc par simplifier Tétat de la question, en cessant de considérer dans un même système des corps de difFe^ > rente ; nature rendons enfin aux machinés leur force d'inertie; il nous sera facile, après cela^ d en négliger la masse dans le résultat ; nous serons maîtres d y avoir égard ou non ; et partant, la solution du problême sera aussi générale, en même temps qu'elle sera plus simple.
La science des machines en général se réduit donc à la question suivante. - '
Connoissant le mouvement virtuel dun système quelconque de corps ^ {^c est-à-dire ^ celui que pren^ droit chacun de ces corps , s'il étoit libre) trouver le mouvement réel qui aura lieu V instant suivant , à cause de V action- réciproque des corps , en les considérant tels qu ils existent dans la nature^ cesP- 'à-dire^ comme doués de r inertie commune à toutes tes parties de la matière.
Or , cette question renfermant évidemment toute la mécanique, il faut, pour procéder avec clarté, remonter jusqu'aux premières loix que la nature observe dan« la communication des
Mfionvcmèm: on peut ks réduire en général à dieux, que voici.
Zjoix fondamentales ^de r équilibre et du
mouvement.
Première loi: La réaction est toujours égale et contraire à Faction.
Cette loi consiste en ce que tout corps qui change son état de repos ou de mouvement uniforme et rectiligne , ne le fait jamais que par Tinfluence ou action de quelqu autre corps auquel il imprime en même temps une quantité de mouvement égale et directement opposée à celle qu*il en reçoit ; c'e^-à-dire , que la vitesse- qu'il prend réellement l'instant d'après , est la force résultante de celle que lui imprime cet autre corps , et de celle qu'il aurôit eue sans cette dernière force.' Tout corps réçîi^te donc à son changement d'état, et cette résis^nce qu'on nomme force d'inertie , est toujours égale et directement opposée à la quantité de mouvement qu'il reçoit, c'est-à-dirç, à la quantité de mouvement qui , composée ayec celle qu'il avoit immédiatement avant le changement, produit pour résultante la quantité de mouvement qu'il doit réellement avoir immédiatement après ^ ce qui s'exprime encore en disant que , dans l'action réciproque des corps ^ Ja quantité de mouvement perdue par les un$ y est toujours
(16) gagné par les autres, en même temps et dans le /même sens.
Seconde loi* Lorsque deux corps durs agissent Vuiï sur r autre 4^ par choc ou pression ^ cest-à-^dire^ en vertu de leur impénétrabilité , leur vitesse rela-^ tivef y immédiatement après t action réciproque ^ est toujours nulle.
En efFet^ on observe constamment que si deux corps durs viennent à se choquer , leurs vitesses , immédiatement après le cl^c ; estimées perpendiculairement à leur surface commune au point de contingence, sont égal^, de même que s'ils se tiroient par des fils inextensibles, ou se poussoient par des verges incompressibles , leurs vitesses, estimées dans le sens de ce fil ou de cette verge, serôient nécessairement égales : d'où il suit que leur vitesse relative, c'est-à-dire, celle' par laquelle ils s'approchent ou s'éloignent l'un de l'autre, est dans tous les cas nulle au premier instant.
De ces deux principes , il est aiâé de tirer les loix du choc des corps durs, et de conclure par conséquent les deux autres principes secondaires dont l'usage est continuel en mécanique , savoir :
1^. Que r intensité du choc ou de r action qui s exerce entre deux corj)s, qui sis rencontrent ^ ne dépend point de leurs mouvements absolus , mais seulement de leur mouvement relatif . 3°. Que la force ou quantité de mouvement quils exercent fun sur Vauîre\ par le choc y est toujours dirigée
perpendi--
perpendiculairement à leur sifurface commune eu foint de contingence.
- i Des d^ux loix fondamentales , là première cons- Tient généralement à tous les corps de la nature; ainsi que les deux loix secondaires qu on vient do voir, et la eeco(ide est seulement pourries <;orps durs 5 mais comme ceux qui ne le sont pas oni des degrés d'élasticité différents, on raméi^ ordii nairement les loix de leur mouvement à cçllei des corps durs qu'on prend pour terme de com^^ paraison, c'est-à-dire, qu'on regarde les corps éhifr* tiques , comme composés d'une infinité de cor^ puscules durs séparés par de petites verges corn* pressibles , auxquelles on attribue toute la vejcm^ élastique de ces corps ; de sorte qu'on ne con^t* dére , à proprement parler , dans la nature , que des corps animés de différentef , forces ja^^fxiçm* Nous suivrons cette méthode , comme la ph»
simple ; ainsi nous réduirons la question à Ut recherche des loix qu'observent les corps dijrf ^ et nous en ferons ensuite quelques applications au9i cas où les corps sont doués de différenti dieffé$ d'élasticité.
Cet Essai sur les machines ^'étant point un Traité de mécanique i mon bm n'est pi»
d!expliqtier en détail > ni de prouver leslpix fondamentales que je viens de rapporter 5 ce sont de» vérités que tout le monde sent très-bien, dont on convient généralement , et qui se manifestent avec la plus grande évidence dans tous les phénomènes de la nature ; cela me suffit pour remplir lâon objet, qui est uniquement de tirer de ce» loix , une méthode simple et exacte pour trouver l'état de repos ou de tiiouvément qui en résulte âans un système quelconque de corps ^ c est-àdire, de présenter des mêmes loix sous une forme qui puisse en faciliter l'application^ à chaque cas ]a0rtiGulier.
•-— Ifnaginbns ûcnc un système quelconque de édïps durs dont le mouvement virtuel donné soit changé par leur action réciproque en un autre qu'il s*agitrde trouver; et pour embrasser la question dftns tcmté sa généralité , supposons que le mouvèttnent puîsSe changer subitement , ou varier par degrés insensibles ; *er în, comme il peut se rencontrer des point fixes , ou obstacles quelcon- ^^," considérons-les tels qu'ils sont en effet, éTest-à^cRre , comme des corps ordinaires faisant eux-mêmes partie du système proposé , mais fixement arrêtés dans le lieu où ils sont placés.
XV. ' .. . I^ur parvenir à la solution de ce problème
AfciçrvMns d'abord que toutes- les parties du système
(19) létànt snpposées parfaitement dtnres , c'est-à-dire , incompressibles et inextensibles , on peut visiblement, quel qu*il soit, le regarder- comme composé d'une infinité de corpuscules cfairs ^ sëparéa les uns des au tires, ou par de petites verges incompressibles, ou par de petits fils inextensibles 5 car, lorsque deux corps se choquent, se poussent^ ôti tendent en général à se rapprocher Tun de l'autre sans pouvoir le feîre, à cause de leur impénétM* bilité , on peut concevoir entre les deux une petins verge incompressible , et supposer que le mouvement se transmet de l'un à l'autre suivant cette verge ; et de même si deux <:Drps tendent à se •éparer, oî/peut concevoir qu'ils sont retenus l'un à Tautre par un petit fil inextensible, suivant lequel se propage le mouve^nént : cela posé , con^ sidérons successivement l'action de chacun de ces petits corpuscules sur tous ceux qWi lui sont adjacents, c'e5t-â*dire ,: examinons deux à deuxtous ces petits corpuscules séparés l'un de l'autre pat une petite verge incompressible ou par un petit ftl inextensible , et voyons ce qui en doit résulter dans le système général de tous ces corpuscules : pour cela nommons:
vi et W Les masses des corpuscules adjacefnt». Y^ et K'' \m vitesses qu*ils doiverit avoir l'instant suivant.
F* L'action de m'' sur trl\ c'est-à-dire», la
" > ^ feî?cè |)u quantité ^^fe moiivement qut
le premier de ces corpuscules imprime
à Tautxe.
F' La réaction de m! sur m".
q' ta q" Les angles formés par les directions cteF'
et F , et par celles de V" et F".
Cela posé , la vitesse* réelle de m' étant V ^ cette vitesse estimée dans le sensde/^'^era F'cosj', de même la vitesse de m" estimée dans le senr de F' sera V" tos 9 " 5 de mêitie la vitesse de m" estimée dans le sens de F' sera V" cos q". Donc^ puisque par la seconde loi fondamentale, Içs corps doivent aller de compagnie, on aura V cos^'+ V:^[ cos j" = o (A); donc par la première loi fondât mentale on aura aussi F' V cos q' + F' V" cos q'* == o (B)5 car si m' et m" sont mobiles tous les deux, il est clair, par cette loi, qu'on a F" y ^rzz.F" y donc à. cause de 1 équation (A) on aura aussi l'équation (B); et si l'un des deux, m! par exemple , est fixe ou fait partie d'un obstacle , on aura F' cos j' = o; donc à cause de l'équation (A) on aura aussi V'* cos j" =r o; donc l'équation (B) aura encore lieu 5 donc cette équation (B) est vraie pour tous les corpuscules du système pris deux à deux : imaginant donc une parçille équa* tipn pour tous ces corps pris en effet ^eux à deux^ et jt^outant ensemble toutes ces équations ,. ou et qui revient au même, intégrant l'équadon (B), çn aura pour tout le système; 9^F r cos.f' Jt $F' V'' cos j'' «îo; c'est-à-
la.
( « ) âirè, que la iomme des produit! dis quantités de mouvement que s'impriment réciproquement Ut .corpuscules séparés par chacun des petits fils inextensibles, ou des petites verges incompressi^ bles; de ces quantités, dis^je, multipliées chacune par la vitesse du . corpuscule auquel elle est im*^ primée , estimée dans le ^ns de cette force , est égale à zéïo.
Cela posé, abandonnant les dénominations' précédentes, nommcms:
La masse de chacun des corpuseules du - ^' système.
Sa vitesse virtuelle, c'est - à - dire, celle qu'il prendroit s'il étoit libre ,
Sa vitesse réelle,
La vitesse qu'il perd, de sorte que W soit la résultante de F et de cette vitesse.
La force ou quantité de naotrvement qu'imprime à us chacun des eorpuséûlies adjacents , et par l'entremise desquels il reçoit évidemment tout le mouvement qui lui est transmis des différentes parties du système , •^ L'angle compris entre lesrdir^ctÎMii de JF et F,
L'ange e0ai|ms entre les^ dîrqctionft de H^et V^ ^^ '
L'angle, compiris entre les ditoeetions de F et £/", - u K : >..
. L*angle com|Kris entre les directions de F et/;
. On • aurji donc panir tout le $y«tçiiv 5 jF*. K <5qs çr = o, ou 5Fi^ cos ç' =: o (C)j à présen^f ilrfeut' observer que ia vitesse de m avant 1 action» réciproque ,. étant W , cett;e 3idte)ieB .estimée dans k sens de; F sèrfe W cos X; donc V -v^W cos X^ est la. yîtesse gagme par iw dans le sens de F; danc m ( F — JF10OS X) iest la somme des forces F qui agissent sur m estimées chacune dans le sens de Fj donc J72 F ( F— <- îF.QCiS;Z) est la mêosie somme multipliée par F ; or , à chaque molécule répond une pareille sompiev .^de plus.la^so^aame totale ^ toutes ces sommes particulières est visiblementi pour toutJe système s V F cos:q^^i^^ni ViV--^ Wcos:X) = si^V F. coiq^j ajoutant .à cette équa^» Son Téquation (C), il vient s m F(F— fFcojs X) = o fi) y; mais W étant la. réèuli;an!ie de F et Uj U est clair- <ja*®a^2«ira W cos^X=:=: F+ 1/ cos X0I substituant ^datooc* cebte valeur de W cos JSC dans lequatfajn j(îEb):, -^eH© isc réduiria» ks rmV U ecà Xà = o {E')}7pf.6mère'é^itaïion fondamentale •.
XVI
Imagiftéii»Diaintenant quiam momept oh le èhoc va se faire, le. mouvement actuel du systênïè soit térut^MCxfUpiitëtftât^, et qthspctai fesse prendre à la place successivement deux autres mon» vemepts €ll*rîû%lAsV"^niâi«^^ é^ttprct^directement opposés l'un à Tautre, c'est-à-dire, qu*on te fasse partir suècessi^ment d^'sa l^olitif^aetuçUe, avec
deux mouvements tels qu'en vertu du retond ^ chaque point du système ait au premier instant une vitesse égale et directement opposée à celle qu il auroit eue en vertu du premier de ces mouvements; cela posé, il est clair, i®, que la figuré du système étant, donnée, cela peut se faire dune infinité de manières différentes, etpajfdes opération! purement géométriques 5 c'est pourquoi j 'appelle^ rai ces mouvemehts fnouvtifiehis géométriques \ c'està-dire , que il un système de corps part dune position donnée , ayec un mQuvemerjit arbitraire. , mais tel au il dût été possible aussi de lui enf(iir^ prendre un ^Lutre ^saut" à -fait égal et directement opposé ; chacun ée ces mouvements sera nomrné mouvement ( 1 )
(f) Fout ^ distinguer par un ejcemple très*siœple les
mouvements que y^pj^hUe^éomtfttiiptes, de ceux qui
ne le sont pgs,JmagmQmdii0c globes qui se pous^
;sent l^im^'autir^^ mais dit» reste libres & dégagés de
tout obstaide : iinprimons à ces globes des yijtesses
égales et dîdgéBssdana le même sens .suivant lu ligne
des centrcfi; cç^mouvement tst géométrique ^ parce
que les CDfpsi. pourroient de mente être mus en sens
. contaûre^nTecila ménie vitesse y somme il est évident :
mais supposons ipaintenant qu'on imprime à ces corps
des\moufemGnts égaux & dirigés dans la ligne des
centrés, mais qui. au lieu^d'étre ,. «>mme précédem-
. ment, dirigés dans le mâme «en») tendeiit au con«
•^ traire à lef;élblgner Tun de Vautre ; ces mouvements ,
: :. quoique) pcissibles , ne sont pas; ipe que j'entends par
momcmnts géomàriqu&$ puroc ^qu^ si T^m^i^uloit
gUomittrique ; of*. jexlfe^u'en vertu ée €« molïvement géométrique, ies^ cïorposcuks voisins qui peuvent
feirç prendre à chacun de ces mobiles une ^dtesse égale et contraire à celle qu'il reqoit dans ce premier mouvement, ont en serait empêché par l'impénétrabilité des.cotps. ..
De même; si denx. qôrps sojtt attaché» aux extrémitéji d'un fil inextensible, et qu'on fas^e prencire m système un mouvement arbitraire, mais tel que la distance des deux corps soit constamment égale à la longueur du fît, ce mouvement sera géométrique^ parce que les corps peuvent prendre un pareil niouviemeiâ: dana un sens tout contraire; tàiis û ces miiu l>iles se rapprochent Tun de rautr^ylemouveni^ ft!est point géométrique jfzrce qu'ils ne pourront prendre un mouvement égal et contraire, sans 8*élôi- ^gner Tun de Pautre; ce ^iest impossible, à cause de Tinextensibilité du fil.
: En générid il est évident que, quelle que soit la figure du système, st le nomtbre des corps, si on peut lui faire prendre un mouvement tel qu'il n'en résulte aucun changement dans- la position respective des corps, cç mouvement seai'^'amétrique s mais il «fee s'ensuit pas de là qu'il n'y «k, aucun autre moyen de satisfaire à eette conditioan ; comme nous allons le montrer par quelques exemples.
Imaginons un treuil à la roueet au eylindre duquel soient attachés des poids suspendus par des cordes: si l'on fait tourner la machiné, de manière que le poids attache à la roue descende d'unie hauteur égale à sa circonfereace , tandis que celui éa^ (qtlindfe mon« tcm d'une hauteur égde à la siei^^e, oe.monitment
ttte eensés m potri^r par une v^igt , eu se tirer tm fil^ ne 86 npprocheripnt ni ne s'éloigneront
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sera géométrique , parce qu*!! est cgaîcment possible de fkirè descbidre le poids attaché au cylindre d'une hauteur égale à sa circonférence , tandis que le poids attscfaé à la roue monteroit d^une iiâuteur égale à la sienne; mais si tandis ^'on fem descendre le poids attaché k la roue dune hauteut égale à sa circonférence , on faisoit monter le poids attaché au' cylindre d'une hauteur plus grande que sa circonfiSrence, le mouvement ne seroît pas géo* métrique , parc^ que le mouvement égal et contraire seroît visiblement impossible.
Si phrsîeufs^ torps soiit attachés anix extrémités de différents fils réunis par les autres extrémités à un même noeud , et qu'on fasse prendre au système un mouvement tel que chacun des corps reste constam* ment éloigné dit noeud d'une même quaritité à la kmgueuT du fil auquel il est attaché ^ ce mouvement $etz, géométrique ^' quand même les différents corps se rap^rochereient lesiins des autres : mais si quelquesuns d*eiix se rapprochoient du noeud, le nieuvement ne •eroit plus géométrique^ parce que les fils étant supposés inextensibles , le mouvement égal et contraire aeroit visiblement impossible.
Si deux corps sont attachés aux extrémités d^in fil âass lequel sOit enfilé' un grain incèilè , il sufiira , j^Hf ^e le mouvement soit géométrique , que la iipmme des distances du grain mobile à chacun des deux autres corps , soit constamment égale à la 16n« guett^^du fi) ; de'softe que si ces deux corps sont fixés, le grim mobile mo soffira jpas d^une ooitrbe elliptique.
Y un de Tautietu premier iméant^ «'ett^à-dflOBy qu'au premier instant de ce mouveinenti^toxaé; trique , la vitesse relative de ces .Corpu&cul£S.JEûisins sera nulle; en effet, il est clair, premièremeot , que ai m est séparé d'un corpuscule voisin par une verge incompressible , il ne pourra^ s'en rapprocher 9 >6t que s'il en est séparé par un fil mextènriblè , il ne pourra s'en éloigner : secondement, je dis que s'il en est séparé par une Verge incompressible , il ne pourra non plus s'en ^éloigner ; car! s'il s'en éloignait , . il est clair qixm vertu
Si un corps se meut sur une surface courbe, par exemple, dans la concavité d'une calotte sphérique, le mouvement s^x^ géométrique^ tant quis 1q Ç9Q)s se , mouvra tangentiellement à la surface; mais.s'^ s'en écarte > le mouve^nent cessera à^étct géométrique^ paice que \t mouvement égal .et contraire i$jk visi* blâment impossible. ^;
D'après tout cela, il est évident, que qu<;Âqu'en faisant prendre à un système un mouvem^^^m^trique^ les différents corps de ce système p)^s|fnt se rapprocher les uns des autres , ' cependant oi» peut dire que les corpuscules v^ûsins, considérés ^mjl à dieux , ne tei^de^t au , prepier instant ni k se.rappro. cher n; à s^'éloigner , comme je le prouve au Içyi^ dans , le texte ; les coxp^ n'exercent donc aucuM acèion les .uns sur. l^s;|iutres , en vertu -^l'im pai^â u^ouif^ent ; ces mouvements sont donc absolument iA^^pettdants des règles de ladynamiqiiç; 'etc'est pontioetlegaisoii
(37) 4a inoiiTcmentégal et directement opposé, lequel est aussi possible , par hypothèse , il s'en rapproccheroit ; ce qui ne se peut à cause de Tincompresâbilité de la verge; par la même raison enfin, il est visible que, si c'est un fil qui sépare m du cojr-p puacule voisin, il ne pourra s'en rapprocher, puis^ qu'alors il seroit possible qu'il s'en éloignât par un mouveraent égal et directement opposé ; or , cela ne se peut, à cause de Tinextensibilité du filj donc, quel que soit le mouvement géométrique khpriiné au système , la vitesse relative de tous * ces corpuscules voisins qui agissait les uns sur let autres^ pris deux à deux, sera nulle au premier instant : cela posé , nomrmons u la vitesse absolue qu'àuT^#7z dans le premier instant ; en vertu de ce môbvQment géométrique,' et z Vangle compris cntra^l^ disectipns. àeuetU; il est clair que les corpuscules m ne tendr^^ht-point à^se xapprocher ni à s'éloigner les uns. des autres j en vertu des vitesses w , si on les suppose animés en même temps de ces vîtesates u et-des vitesses £/; ils nis tendront pas! à se r^pproohèf . ou: i is'éloxgnesr davapta^^ .que s'îb étoient - ajii;xiérf des seules vitesses Uy donâ l^âon réciproque '>«aceBçéc entte lès diiférentes parties du système sera U. piême , soit que chaque molécule soit animée de la seule vitesse £/*, qu des iteux vitesses u^Ui mais si chaque molécule étoit ammëe de la seule vîtesBe {/, il y anrolt ^isibl»-
mmt éqtuUbare; itonc é cU^ ^st ztmot^ à h ioik
des deux vitesses 17 et i/ , on d*inie vitesse unique qui en soit la résultante, U sera, encore la vitesse perdue par m ; et partant , u sera la vitesse réelle, après Taction réciproque :^donc , par la même raison qu on a eu la première équation fondamentale (£) , on aura aussi s m u U cos z = o (F) ^ êeconde équation fondamentale.
' Il est bien &cile à présent de résoudre le pro* blême que nous nous sommes proposés , carle^ua* tion précédente devant avoir lieu , quelle que soit la valeur àeu^ et ^a direction, pourvu que ié mouvement auquel elle se rapporte soit géorriétrir* que, il est clair qu en attribuant successivement à cette indéterminée différentes valeurs et directions arbitraires , on obtiendra toutes les équationt nécessaires entre les quantités inconnues ^ d*o& dépend la solution du problême» et des quantitéi <Hi données ou prises k volonté.
Pour achever de mettre cette solution dam tout son jour , il suffira d*en donner un exemple.
Supposons donc que tout le système se réduise à un assemblage de corps liés entre eux par des verges inflexibles , de sorte que toutes les parties du système soient forcée» de conserver toujours leurs mêmes positions respectives; mais qu'il n*y ait aucmi point fixe oo obstacle quelconque; réquation (F) va nooi donner la solution de ce
( «9 ) problême 5 en attribuant successivement à u différentes valeurs et différentes directions.
1®* Comme les vitesses u ne sont assujetties à aucune condition , sinon que le mouvement du •ystême , en vertu duquel les corpuscules m om ces vitesses , soit géométrique , il est évident que nous pouvons â*abord les supposer toutes égales et parallèles à une même ligne donnée ; alors u étant constante , x>u la même pour tous les points au système, lequation (F) se réduira as m U cos z = o ; ce qui nous apprend , que la sommf des forces perdues par l'action réciproque des corps , dans le sens arbitraire de u , est nulle , et que par conséquent celle qui reste est la même que si chaque co|rps eût été libre j principe très-connu. 9^. Imaginons maintenant qu'on fasse tourner tout le système autour d'un axe donné, de sorte que chacmi, des points décrira une circonférence autour de cet axe , et dans un plan qui lui ser$i perpendiculaire; ce mouvement est visiblement géométrique; donc l'équation (F) a lieu; mais alors y en nommant R la distance de ;72 à l'axe ^ il est clair qu'on z u=i 4 R^ A étant la même poi^r tous les points ; donc l'équation (F) se réduit is mR U^ cos z == o ; c'est-à-<lire , que la somme des moments des forces perdues par l'action réci* proque, relativement à un axe quelconque, est fittUe^ autre principe très^onnu.
' 1^ J^fottspournons encore attribuer à u d'autres
valeurs ; mais cela seroit mutile et meneroît à des équations déjà renfermées dans les précédentes J car on sait que celles-ci suffisent pour résoudre la question , ou du moins pour la réduire à une affaire de pure géométrie.
Première Remarque. :
Le but qu'on te propose, çn imprimant un mouvement géométrique, est de changer Tétat du système , sans cependant altérer l'action réciproque des corps qui le composent , afin de. se procurer par-là des rapports entre ces forces exercées et inconnues , et les vkessês arbitraires que prennent les corps , en vertu de ces différent mouvements géométriques ; mais il faut remarquer qùll y a un cas où les mouvements géométriques ne sont pas les seuls qui' puissent remplir te même objet, et où quelques autres mouvements peu- ^Vent s employer de même , pour tirer de l'^équ^? tîon générale (F) des équations déterminées; ce cas arrive lorsque ces autres mouvements , san» être absolument géométriques , le deviennait cependant , >«^ supprimant seulement quelques*xxm des petits fils ou verges que nous avons imaginés interposés entie les particules adjacentes du système, lors, dis-je, que ces fils ou vei^ cjui étoient supposés transmettre le mouvement
^ ( 3i ) d'ûh corpnscîûle à l'autre, n'en transmettent en effet aucun; c est-à-dire, lorsque la tension de quelques-um de ces fils , ou la pression de quel- ' ques-unes de ces verges , est égale à zéro ; car alors, en supprimant ces fils et verges, dont les tensions ou pressions sont nulles , on ne change évidemment rieii du tout à l'action réciproque des corps, et cependant il est possible qu'on rende par-là le système susceptible de quelques mouvements géométriques , qui ne pourroient avoir lieu sans cela • rien n'empêche donc alors qù on ne regarde comme^ anéantis ces fils et verges, puisqu'ils n'influent- ' en rien sur l'état du système , et qu'on n'emploie par conséquent comme géométriques , les mouvemeli^ qui , sans 1 être «fifoctivement , le deviennent Cependant par cette ôuppression.
Déplus 5 lorsque deux corps sont contigusTun i l'autre , c'est la même chose évidemment de supprimer la pedtè vefge que nous avons ima,gînée interposée entre deux, pour les empêcher de se rapprocher , ou de supposer que ces corps soient perméables l'un ^ à l'autre , c'est-à-dire , qu'ils puissent se pénétrer aussi facilement que l'espacé vuide est pénétré par tous les corps ; d'où H suit évidemment qu'en général, dans uii .système quelconque cfe corps vagissant les uns sur les autres , soit immédiatement , soit par des fils et verges , c'est-à-dire , par Tentremise d'tMïe- machine qi^ekonque,- Vit^ "tirouve qiifelque . fil ,
▼«rge ou autre partie quelconque de la machine qui n'exerce aucune action sur les corps qui lui sont appliqués , c'est^à^lire, qui puisse être anéan-» tie , sans qu'il en résulte aucun changement dans l'action réciproque de ces corp's, on pourra trai* ter comme géométriques tous les mçuvements qui, sans l'être effectivement^ le deviéndroient par cette suppression , de même que ceux qui le de^ yiendroient aussi , en regardant comme librement perméables l'un à l'autre ceux des corps entre lesquels il ne s'exerce aucune pression , quoiqu'ils soient adjacents. Voici maintenant quelle est l'utilité de cette observadon.
Si , lorsqu'on entreprend la solution de quel-* que problême p on sait d'avance que telle partie de la machine n'exerce aucune action sur les autres parties du système , on pourra supposer que cette partie de machine est totalement anéantie » et chercher le moirmneiit du système d'après cette hypothèse , c*est-4-dire ^ en traitant comme géométriques tous les mouvements qui le deviéndroient réellement par cette supposition; et de même, si l'une des conditions données du problême., est que tels corps adjacents n'exer* cent l'un sur l'autre aucune pression , on expri* mera cette condition, en regardant ces deux corps comme perméables l'un à l'autre , c'est-À* dire , en traitant comme géométriques les mou<^ vements qui le devien4roient en effet par cettp supposition. Mais
^ais s'il arriyoit qu'on ignorât^ cette pression est réelle ou nuUe ^ il faudroit cherdiér.le mouvement dû système , en supposant d abord à volonté l'un ou 1 autre j on supposera donc ^ par exemple., que cette pression est réelle >, alors si en cherchant , d après cette hypothèse , la valeur dé cette pressioii, on la trouve réelle et positive, on conclura qtie Thypothèse est légitimé , et ie résultat exact ; sinon , on seroit assuré que ht pression en question est nulle , et qu'on peut par conséquent traiter comme géométriques les mouvements qui le deviendroient en effet , si les deux corps dont il s'agit étoient librement perméables îun à l'autre. , '
De même, s'il y avoit dans le systênie ixnt.
rriadhine , un fil par exemple , et qu'oli igiiorât si la tension de ce fil est nulle ou réelle , ôjçi pourroit ifairé le calcul ^ en stipposant d'aboxdr qu'il y à réeïleriïent tension j alors , si l'on trouye pour la valeur de cette tension une quantité réelle et positive , on conclura que la supposition étoit légitime, et que le résultat est exact; sinon, il fauctra recommencer le calcul ,' en partant de ia sùp^sîtion contraire, c est-à-dire ,' en sup-posaTit que la tensioii du fil soit égalé à zéro; ce qui se fera , en supposant le fil anéanti , c'est-àdire, en traitant comme géométriques le^ rnouvements qui le seroient effectivement, si le fil tn question n'existoit pas.
Il suit de là que pour tirer dans chaque caa particulier de l'équation générale (F ) , toutes les équations déterminées qu'elle peut donner , il feiit, X*** foire prendre au système tous les mouvements* géométriques dont il est susceptible; ^^. traiter encore comme tels tous ceux qui le deviendroient 5 en supprimant quelque machine ou partie de machine , dont l'action sur le reste du système soit nulle , ou en regardant comme perméables l'un à l'autre les corps entre lesquels, quoîqu'adjacents , il ne s'exerce aucune pression ; 3*^. enfin , si l'on est en doute que tel fil , vérgt ou partie quelconque de machine ait op non une action réelle sur les autres parties du système , ou qu'il y ait pression réelle entre deux corps ' ' adjacents , il faut éclaircir d'abord ce doute 9 eh supposant la chose en question, comme on.
Ta expliqué ci-dessus, et traitant comme géométriques les mouvements que ces suppositions auront fait découvrir pouvoir être pris pour tels.
D'après cette remarcfue , il paroît donc à pro* pos d'étendre le nom de géométriques à tous les mouvements qui , sans l'être effectivement;^ le deviennent, en supprimant quelque machine ou partie de i^achine qui n'influe en rien sur l'état du système , et en regardant aussi comme par» faîtement perméables l'un à l'autre les corps qui se touchent , sans qu'il s'exerce entre eux aucune pression , c'est-À-dire , sans qu'il y ait autre chose
I qu'une simple juxtaposition; ainsi nous compren-
I drons dorénavant tous ces mouvements , sous lé
nom commun de mouvements géométriques , puié^
qu'en effet i^s se déterminent également par 4^8
opérations purement géométriques , et s'em-
\ ploient de même pour tirer de 1 équation ^géné^
i raie (F), des équatfons déterminées , attendu que
I la propriété générale et exclusive ( i ) de ces
mouvements , est de changer Tétat du système , ^ \ sans altérer l'action^ réciproque des corps qui le I composent; cependant, pçur laisser entre eux quelque distinction , on peut appeler les premiers, tnowements géométriques absolus^ et les autres ^
( t ) Il est évident que cette propriété appartient successivement aux mouvements que j'appelle ici géo^ métriques, et que ce seroit par conséquent en avoir.
^une idée très-fausse, que de les regarder commt des mouvements simplement possibles, c'est-à-dire^ compatibles avec Timpénétrabilité dé la matière:' car, supposons, par exemple, que tout le systémç se réduise à deux globes adjacents, et se pous» sant l'un l'autre , il est clair que si l'on force ces corps à se séparer , ou à se mouvoir en sens contraire l'un de l'autre , ce mouvement ne sert pas impossible, mais qu'en même tems les corps ne peuvent le prendre sans cesser d'agir l'ufi sut l'autre: ce mouvement n'est donc pas propre à remplir le but. qu'on se propose, (jui est de ne rien changer à l'action réciproque de» corps.
mouvements géométriques par supposition; mais lorsque je parlerai simplement dé mouvements géométriques j sans les désigner autrement, pn entendra indifféremment les uns et les autres.
Cela posé , puisque nous ayons expliqué comment on peut déterminer , sans le éecours d'aucun principe mécanique, tous les mouvements géométriques dont un système donné est susceptible , il s'ensuit que le problème général que nous nous étions proposé ^ se trouve entièrement réduit par réquation générale (F), à des opérations purement géométriques et analytiques;
. il faut cependant observer ; qu'il ne suffit pas d'attribuer aux arbitraires U , différentes valeurs , mais qu'il faut-aussi leur attribuer différents rap-
; ports ou directions ^ car si Ion 'se contentoit dç leur attribuer différentes valeurs , sans rien changer aux rappo3rt8 ni aux directions , on obtiendroit différentes équations toutes justes à la vérité, mais qui se réduiroient évidemment à la même^ en les multipliant par différentes dons-^ tîntes.
Deuxième Remarquée
Comme il ïi'est encore question jusqti^ÎGj que de corps durs , il est clair que parmi les différentes valeurs qu'on pexit attribuejr iu^lz vitesse V
, (37) •st elle-même comprise , c est-à-dirf , que le mouvement réel du système est lui-même un des mouvements géométriqi^es dont il est susceptible ; la première éqpation ( E ) est donc contenue dan» 1 équation indéterminée ( F ) , et pkr * conséquent on peut réduire â cette seule équation ( F ) toutes les loix de l'équilibre et du mouvement dans les corps durs.
Or , on vient de voir que cette équation n est autre chose que la première ( E ) , à laquelle on est parvenu à donner plus d'extension , par le moyen des mouvements géométriques ; mais, comme on le verra bientôt (XXIV), l'analogie de cette équation (E) avec le principe de la conservation des forces vives dans le choc des corps parfaitement élastiques , devient frappante , par une légère transformation ; et nous verrons (XX VI), qu'en effet ce n'est autre chose que ce^ principe lui-même transféré aux corps durs , avec la modi&cation qu'exige la différente nature de ces corps ; c'est dpilc cette conservation de forces vives , qui servira , comme nous en avions prévenu, de base à toute notre théorie des machines , soit tn repos , soit en mouvement, .
* P'après ces remarques, on va récapituler brièvement la solution du problême précédent , pour faire voir d'un coup d'oeil U suite des opérations qu'on vient d'indiquer.
Problème. '
Connaissant îe mojuvement virtuel d'un système quelconque ^donné de corps durs {cest-à-dire^ celui quil prendroit y si chacun des corps étoit libre) trouver le mouvement réel quHl doit avoir l'instant suivant.
Solution. Nommons:
Chaque molécule du système, tft
Sa vitesse virtuelle donnée, W
Sa vitesse réelle cherchée , V
La vitesse qu elle perd , de sorte que W ioit la résultante de V et de cette vitesse , U
Imaginons maintenant qu'an fasse prendre au système un mouvement géométrique arbitrairâ, et soit la vitesse qu aura alors m, u L*angle formé par les directions de Wet F, X L'angle formé par les directions de WetU^ T L'angle formé pau* les directions de F et £/, %, L'angle formé par les directions de Wet //, x L'angle formé par les directions de F et w, y L angle formé par les directions àeUetu^ f Cela posé , on aura Téquation s mu U cos ♦r = o (F), par le moyen de laquelle on trouver^' dans tous les cas l'état, du système , en attribuant successivement aux indéterminées 2/, différents rapports et directions arbitraires.
'Définition s.
Ima^ôm un système de corps en mouvement d'une manière quelconque : soient m la masse de chacun de ces corps , et V sa vitesse ; suppor sons maintenant qu'on fasse prendre au système un mouvepient quelconque géométrique, et soient u la vitesse qu'aura alors m (et que j'appellerai s^ vitesse géométrique) et y l'angle' compris entre . Içf directions de .F ^t w ; cela posé^ la quantité;!^ 1/ V cas y sera nommée moment de la quantité 4ç mouvement m V^ k l'égard de la vitesse géométrique 2/; et la somme de toutes ces quantji;tés^^ c'est-à-dire, s n^u F cosjr , sera nonmjiée mouv&i}f de la quan^té de mouvement du systêi^e àVégn^ du mouvement géométrique , qu'oui lui a 6^ prendre : ainsi le moment de la qumtUé de mou^e-^ ment dun système de corps ^ à regard d un mouvement quelconque géométrique^ est la somme 4ff produits des quantités de mouvement des corps g/^ le composent y multipliées chacune. pçr la yif esse géométrique de ce corps , estimée- dans h Jfg^s, ^ cette quantité de mouvement. J)p tforte.qp^esf, çoi^* servant les dénominations du pi;Qbj,eii;ie 9 ^ ffi ^ W cos X est k moment de la qu^ntît^ 4^ mouvement du système av^t le choc ; * mu V coiy ^^ m^oment de la quantité 4^ mouvement du ^wfi
tystên^e après le choc; et$muU cos z e$t le moment de la quantité de mouvement perdp dans le choc, (tous ces moment» étant ^rapportés au même mouvement géométrique.) Ainsi de lequàtiôii^Fpndamentàle (F) on peut conclure que dans h choc des corps durs, soi^queces côrpssoient tous irioSiïes , ou qu'il y en ait de fixes, ou ce qui revient fiu même, sàitq^ue le choc soit immédiat, qu qu'il se fasse par h mpyen dune machine quelconque sans ressort, le ^moment de la quantité de mouve- Trient perdue par le système général est égal à zéro. : -^IfV^étant la résultante de V ttU , il est clair îjà'oH' à W cos 0:=: cos ^ -f U cos z, ou m^u W Coà X :==z m u V cos y + m u U cos z, ou ysnfùï's m ù'^fV cosx =: s ni ii V cos y + si m u ET fe'ôé'îj!'; Qr,^nôlis avons trouvé s m u U cos ^ = o; drfric s m tx' PVcos x z=zs m u V cos y, c^est-àrdire, 'C(p!â regard d'un mouvernent quelconque géométri- "^e^'^le moment de quantité de mouvement du système', hnmédiaiement après le choc, est égal 'àÙ. rààyhènt de quantité demouvèfhent immédiate-^ ^Bkrit àirant^^le'èfto'cy
^2,z *ïi5rshii't& tîécompose la vitesse que prendi:oft ^l'-^^cSrps ^H'^toit libre, en deux, dont Tune ^fUii^ fô Vitesse 'qu*ii prend réellemerrt, Tautre est îa'Vît<efee1q%il'përd'^' et réciproquement si Ton déconijipsë la? yîte^^é'l|d'il prend, en deux, dorit TuHé Mi beÉé-qU'ïl aùrbit prise s'il eût été Hbre, Tàiftre lera la vitesse qu*il gagne j d'où il suit
visiblement que ce qu'on entend par la vîtesse gagnée par un corps , et ce qu'on entend par sa yîtesse perdue, sont deux quantités égales et directement opposées: cela posé, le moment de la quantité de piouvement perdue par m, àTégard / de la vîtesse géométrique w, étant, suivant la définition précédente, m il U cos z, le moment de la quantité de mouvemeri^t gagnée par le même corps sera ^ — * mu U cps z ; par il n'y a de différence entre ces deux quantités, qu ep ce que langle compris entre u et la vitesse gagnée, est! le supplément de celui compris entre u et U; de sorte que Tun de ces angles étant aigu , Tautre sera obtus, <et 5pn posinus égal au cosinus de lautre^ pris négativement.
Il suit de là que le moment de la quantité di^ mpuveiîient perdue par le système général , à l'égard d un mouvement quelconque géomëttÎT que^ (lequel est nul, comme on Ta vu ci-dessus)^ est la même chose que la différence entre* ie moment de quantité de mouveftient perdue par une partie quelconque des corps qui le composent , et le moment de la quantité <te rtiouvemeitt gagnée par les autres corps dp même système 9» donc cette différence est égale à zéro ; donc l'ûné ti^ ces deux quantités est égale à l'autre , c'est-àdir«, que le moment de quantité de mouvement pepdue dans le choc par u^e partie quelconque des forps 4^ système ;» 4 T^ê^f ^ 4^ wiou^sm^t
ai)
quelconque géomitrique ^ est égal au momeni Jk quantité de mouvement gagnée par les autres corp^ du même système.
On peut donc, de la définition précédente^ recueillir les trois propositions contenues dam' le théorème suivant
J)ans le choc des corps durs , soit gue te choe Suit immédiat j ou quil se fas.se par le moyen dune machine quelconque sans ressort , il est constant quà r égard d un mouvement quelconquegéométriqus:
1. Le moment de la quantité de mouvement perdue par tout le système , est égal à zéro*
^^. Le moment de la quantité de, mouvement perdue par une partie quelconque dés corps du sys* terne , est égal au moment de la quantité de mou* Jl^ment gagnée par l'autre partie.
3^. Le moment de la quantité de mouvement réelle du système général^ immédiatement après le ehoc , est égal au mentent de la quantité de moucernent du même système , immédiatement avant le éhoc.
Il eçt clair , par la définition précédente , qu4ï ces trois propositions sont identiques au fond, et ne sont autre chose que 1 équation même foiidamentak (F) exprimée âà diyeisea manières!.
On peut remarquer aussi que t'es propositions ont beaucoup de rapport à celles que Ion tire de la considération des ' ipoments , relativerjient à différents axes ; mais celles-ci sont moin^ générales, et se tirent aisément de celles quoii vient d établir (XVII.)
Il y a donc, comme on voit, par la troisième proposition dexe théorème; il y a, dis-je, dans toute percussion ou communication de mouvement, ?oit immédiate, soit faîte par lentremîse d une machine , une quantité qui n est point altérée par le choc: cette quantité nest pas, comme lavoit pensé Descartes ^ la somme des quantités de mouvement ; ce n est pas non-plus la somme à,es forces vives, car celle-ci ne se conserve que dans le cas où le mouvement change par degrés insensibles , comme on verra plus bas^ pt elle diminue toujours lorsqu'il y a percussion , comme on le prouvera dans le corollaire second: lorsque le système est libre , la quantité de mouvement estimée dans un sens quelconque , est à la véjité la même avant et après la percussion ; mais cette conservation na plus lieu, s'il y a des obstacles ^ non plus que celle des moments de quantité de lyiowvements rapportés à diiFérents axes: toutes ces quantités sont donc altérées par le choc , ou du moins ne «e conservent que dans quelques cas particuliers; mais il y a une aqtre quantité que ni les divers obstacles qui s^opposent
(44) au mouvement , ni les machines qnî le transmettent ^ ni rintensîté des diifétentes percussions ne peuvent changer ; c'est Iç mornént de quantité de mouvement du système généjfal , i Tégard d© chacuiî des mouvements géométriques dont il est susceptible, et ce principe renferme en lui seul toutes Içs loix de Téquilibre et du mouvement dans les cprps durs ; nous verrons çiême dans le corollaire JV 5 que cette loi s étend également aux autres espèces de corps , quelle qu'en soit la nature et le degré d'élasticité,
Si le choc détruisoit tous les ynouvements , on auroit F =: o, ainsi 1 équation se réduiroit k s m W u, eos x = o, qui nous app^-end que ce cas arrivé, c est-à-di^-e , que tous les mouvements se détruisent réciproquement par le choc , tlans le cas où , immédiateitient avant ce choc, lé rnoment de ta quantité dç mouvement du système
général est nul, relativenient à tpus les mouveihents géométriques dont il est susceptible,
Fremier CoroUaire^ ' '
Parmi tous lès mouvements dont est susceptible un système quelconque de corps durs Agissants les uns sur les aufres*^ soit par un choc immédiat y soit par des machines quelconques sans ressort ^ €elui de ces mouvements qui aura lieu réellement ,
( 45 ) ttfutattî étapths^ sera le mouvémefit géométrique ^ qui est tel que la somme dés produits de chacune des masses , par le carré de la vitesse quelle perdra ^ est un njinimum j cest-â-dire , moindre^ que la somme des produits de chacun de ces corps , pnr la pitesse qu'il auroit perdue ^ si le système eût pris un autre mouvement quelconque géométrique.
Sur quoi il faut remarquer, qu'en donnant pour minimum la somme des produits de chaque masse, par le carré de sa vitesse perdue, j entends seulement que la différentielle de cette somme est nulle, cest-à-dire^ que sa différence avec ce qu elle «eroit, si le système avoit un mouvement géométrique infiniment peu différent du premier, est égal à zéro : ainsi cette somme peut être quelquefois un maximum^ ou mêïne netre ni un maximum ni un minimum y et j'ai seulement à établir que ds m U^ ^=2 9^ '
.Démonstration, ïl est d'abord évident que le, yrai mouvement du système après le choc doit être géométrique j car les mouvements géométriques étant Ceux qui n'altèrent point l'action qui •'exerce entre les corps ^ il est clair que Iç premier en ordre est le mouvement même que prend le système : il s'agit donc de savoir quel est , parmi tous les mouvements géométriques possibles y. celui qui doit avoir lieu : or , supposons que s'il en prenoit un autre infiniment peu différent de Celiii ^u'on cherche , la vitesse de chaque molécule m
( 46 ) fut alors F' ; décomposons V' eïl deux , dont Tiine soit. F, c'est-à-dire, la vitesse réelle, et l'autre F"; cela posé, il est évident que si \ei corps nayoient pas d'autres vitesses que ces dernières V'\ le mouvement seroit encore géométrique, car V^* est visiblement la résultante de V^ et d^une vitesse égale et directement opposée à Fj or, par hypothèse, les molécules prises deux à deux ne tendent , ni en vertu de F' , ni en vertu de — i* F, à se rapprocher ou à s'éloigner, puisque dans ces deux cas le mouvenient est géométrique ; donc , en supposant que les molécules m aient à la fois les vitesses F' et— F, ou leur résultante F", ils ne tendront non plus ni à se rapprocher ni à s éloigner 5 et partant , le mouvement sera alors géométrique: donc, si l'on appelle 2" l'angle compris entre les directions de F'^ et U^ on aura par l'équation fondamentale (F) s m U F-'^cos j^ = o j d'un autre ^côté , nommons U' la vitesse que per droit m si sa vitesse effective étoit F' , àt sorte que W soit la résultante de V et de U' , ^î faudra nécessairement que U- soit composée de U 'et d'une vitesse égale et directement opposée à V" 'y d'où il suit évidemment que U' — U on dU=:z — V" cos z" 5 donc l'équation smUV CCS z^ =:0y trouvée cî-déssus, devient s m U d U
= OOU££^/»i/*=:0.
^ Je suppose , par exemple , que deux globes A et Bj venant à se choquer obliquement , on dexhande leurs mouvements après le çhoç*.
<47) ' Supposons que la vitesse de A , estimée suivant ta ligne des centres, soit avant le choc a, et aprèi le choc V] que celle de -ff, aussi estimée suivant la ligne des centres , soit avant le choc b , et après le choc u ; que celle de A , estimée perpendiculairement à la même ligne, soit avant le choc a y et après le choc V i qu'enfin celle dej?, aussi estimée perpendiculairement à cette ligne des centres, soit avant le choc i', et après le choc u''y cela posé , par notre proposition ^ le mouvement devant être géométrique , il faut d'abord qu'on ait F = w ; ainsi la vitesse perdue par A , suivant la ligne des centres , sera a — u , et celle perdue par B , dans le même sens , sera b t-^w^ de plus, dans le sens perpendiculaire à la ligne des centres, la vitesse perdue par A sera a! ^^ V\ et celle perdue
pari?, serai'— î/'j àonc a/ {a^—u) » + (a' — V) * sera la vitesse absolue perdue p ar A , et celle
perdue par B sera V^ (6 — z/) * + {V — ^^') *: donc , suivant la proposition , on doit avoir d [A
— i^')»]^o, omA (a— .w) du-^A (û'— F) dV + B (b^u) du + B {b' — u') du'=:o\ équation qui doit avoir lieu généralement , c'està-dire? ^ quelles que soient les valeurs dedu^ dV\ etdu' 'f il faut donc que le co-efficieht de chacune de ces différentielles «oit égal à zéro; ce. qui 'donne F' = a', tt' = ^', 9tu:=^Aa + Bb; ce qu i falloU trouver^ A -¥ B ^
( 4» ) Il ett clair que cette proposition renferme toutes les loix du choc des corps durs j soit que ce choc soit immédiat j ôu qu'il se fasse par ^ le moyen d une machine quelconque ^ puisqu'il assigne le caractère j auquel on reconnoîtra jparmi tous les mouvements qui sont possibles , Celui qui
•doit avoir lieu réellement à chaque instant;' ce principe a beaucoup d'analogie avec celui > que M. de, Maupertuis a trouvé et nowxné principe de
, la moindre actioni {Essai de cosmQlogie.)
Deuxième Corollaini
Dans te thoc des corps durs , ^oii qui! y efi mt de fixes ^ ou quils soient tous mobiles {ou ce qui revient au même j) soit que ce choc soit inirnédiat , ou quil se. fasse par le moyen dune machiné quelconque sans ressort ; la somme des forces vives çvaht le choc ^ est toujours égale à la sorrimè âet forces vives après te choc ^ plus là sommé dés forces vives qui aurait lieu ^ si ta vitesse qui reste à chaque mobile^ éioii égale à celle qu II a perdue dans le choc,
C'ëst-à-dire ^ qu'il faut prouver réqûàtîon suï-
-Crante s m tV^ = smV^ + s m U^i or , dïe se
àcilement de réquàtfon f6rida:mentâle(È),
car ^ étant résultante de F et /7j il est clair que
W V et U sont proportionnelles ' aux trois côtés
d'urt
( 49 ) d'un certain toîangle ; donc, par la trîgônomëtrîe , on a IV^=:V^+ V^ + QVtf côs 2 : donc, s ni W^ = s m y^ -{- s m U^ + Qs m V U cos Z: or, par lequatîon (E) an SismVU cos 2 =;i= o ; donc l'équation précédente se réduit as m W^ :^=^s ni V^ + s m U^; ce qui falloit prouver.
On voit donc , comme nous Tavons dit (XXI,) que par cette transformation l'analogie de Téquation ( E ) avec la conservation des forces vives J devient frappante ; aussi peut-on aisément démontrer lune par 1 autre , comme on verra (XXVI.)
L*analogîe de cette même équation avec la conservation des forces vives dans un système de corps durs èlont le mouvement change par degrés ' insensibles , est encore plus évidente , puisqu'il s agit alors d*urt cas particulier de celui que hduà venons d'examiner ; c*est en effet visiblement lé cas particulier ou U est infiniment petite , et partant U * infitiiment petite du second ordre j ce qui réduit 1 équation ks m W^i=zs m V^i mai* cette conservation sera expliquée plus au long
dans le corollaire suivant*
Troisième Corollai/eé
Lorsquun système quelconque de cùtpi durs change de mouvement par degrés insensibles ; si pour fan instant quelconque on appelle m la masse ds
chacun des corps ^ Y sa vitesse j -p sa force motrice , . R r angle compris entre les directions deVetp, nia vitesse quauroit nv, si on fàisoit prendre au système un mouvement quelconque géométrique^ r r angle formé par u cr p , y F angle formé par V c< u , d t r élément du temps ; on aura ces deux équations s m V p d t cosR — 5 m V d V = o.' I ^ m 11 p d t cos r — ^ m u d (V cos y) = o.
Démonstration. Premièrement, pdt cos/2 est visiblement la vitesse que la force motrice/? auroit imprimée à m dans le sens de Vy si ce corp^ eût été libre ; de plus , dV est la vitesse qu'il reçoit réellement dans le même sens; donc pdt cos R • — rf F est la vitesse perdue par ni dans le sens dé j^ ,^ en vertu de Taxation réciproque des corps ; c est donc cette quantité qu'il faut mettre pour U cos Z dans l'équation fondamentale (E), laquelle devient par cette substitution s m V p d t co^ R — s m V d V =z Oy qui ests la première des deux équations que nous^avîons à démontrer.
Secondement, pdt cos r est la vitesse que là force motrice p auroit imprimée à m dans le sem de 1/5 si ce corps eût été libre j déplus, V cos y étant la vitesse de m dans le sens de u, d (Vcosy) est la quantité dont cette vitesse estimée dans le même sens augmente; àoncpdt cos r*-^d{V cos y) est la vitesse perdue par m dans le sens de w , en vertu de Faction réciproque des corps: c'est donc cette quantité qu'il iaut mettre pour U cos z dani
( 51 ) la seconde équation (F) y laquelle devient^ pkr cette substitution smupdt cos r ^ — smud ( Fcos 1^) =r o , qui est la seçoilde des . deux équations que nous aviom à démontrer. .. î
Ces équations ne sont donc autre chose que < les équations fondament^es (£) et (F) appliquées au cas où le mouvement change par degrés ifisen-* sibles; et par>tant, elles ren&rmqnt toutes les loiK de ce mouvement : on peut remarquer de plus;, que la première de ces deux équations n'est qu'un cas particulier de la^conde, par la même raison que l'équation (E) d'où elle est? tir^e , est contenue dans celle (F) d'où est tirée la secondte; mais cette première équation s m V p d t cos R — s m V d F=o mérite une attention particulière ; parce qu'elle renferme le fameux principe de la conservation des forces vives dans un système de corps durs dont le mouvement change par degrés insensibles, comme on va l'expliquer.
Nommons d'abord d s l'élément de la courbte Récrite par le corpuscule m pendant d t ; cela posé, nous aurons Vdt=zds; et partant, l'équation précédente prend cette forme s mp ds cos R -— 5mFrfF=o: maintenant supposons pour un instant que la courbe décrite par m soit une ligne inflexible, que m soit un grain mobile enfilé dans cette courbe, qu'il la parcourt librement, c'està-dire , sans être gêné par les réactions des autres parties du système , qu'il éprouve à chaque point
rdc cette courbe la même forcé motrice que celle dont il étoit animé dans le premier cas , et qu'enfin dans ce premier cas la vitesse initisile de m soit K^ tandis que dans le second elle sera nulle au prexaiet instant, et V après un temps indéterminé / ; cela posé , en intégrant Uéquation précédente pour avoir l'état du système au bout da temps t\ nous aurons pour le .premier cas s' smpds cos R^-^s's niVdV=zo, s' désignant le signe d'intégration relatif à la durée du mouvement, tandis que 5 est le signe d'intégration relatif à la figuré du système; or, s' s m V d V^=^s m F^: donc l'équa-
tion peut se mettre sous cette forme s' smpds cos R — s mV^ + C*:=±:o;C étant une constante ajoutée pour compléter l'intégrale: pour la déterminer, on observera qu'au premier instant on a V==:JC et s^ smpds cos R=:0'y doncC=^mJr*;
donc Q s' s mp d s cos R — s m V^ s m K^:= o; parles mêmes raisons on a pour le second cas q s' s ,mp ds cos R — s m V ^=zo, sa,ns constante , parce qu'on suppose F' nuDe ^u premier instant; ôtant donc cette équation de la précédente , réduisant, et transposant, on a. s m V^t=zs mK^ + s w F' *; c'est-à-dire, que dans un système quelcon" que de corps durs , dont le mouvement change par degrés insensibles^ la somme des jxp'ces vives au bout d'un temps quelconque , est égale à la somme fies forces vives initiales , plus la somme des forces '
( 53 ) 9Î9€S qui aurait lieu , si chaque mobile avoit peiir vitesse celle qu il aurait acquise en parcourant libre^ ' ment la caurbe quil a décrite , en supposant (tail-^ leurs quil eut été animé à chaque point dé cette* courbe^ de la même force matrice quil y éprouvë^ réellement y et que sa vitesse au premier instant eût été nulle.
C'est cette proposition qu'on appelle principe* de la conservation des forces vives ^ et d où ^on^ peut conclure que, >
Dans un système de corps durs dont le mouve^ ment change par degrés insensibles , et qui ne sont animés d aucune force matrice , la somme des ybrces vives est une quantité constante , cest-à^dire ^ la même pour tous les instants»
Car dans ce cas on a par hypothèse /> = o , ce qui dbnne F'=o, et partant sm V^=:smK\* équation qui se tire d ailleurs immédiatement de celle s mp V d t cos R-^^s m V dV ^rsz o trouvée (XXIV), laquelle à cause de/F^=o, se réduit ks m FrfF = o, dont Tintégrale complétée est \smV^:=n\smK^z=so\ d'où suit réquatian $mY^^=:ismK^i qu'il falloit prowrer.
Quatrième Corollaire,
- ■ J'ai prouvé ()tIX)ii que Téquation indéterminée i(F)'renfe£me toutes l^lîHX^dd réquilibré
(34) et 4*1 mouvemearit d^ns les corps durs ; je vais ina,mtenajit,plus loin, et je dis que cette équation convient également aux corps qui ne le sont pas , et vque p^r conséquent cette loi générale s*étend ijçidiôtincteme«,t à tous les corps de la nature: en effet , lorsque plusieurs corps qui ne sont pas durs agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque , si Von conçoit le waouvement qu'au jKHtpxiç chaque .mobile s'il eût été libre, décomposé en deux, dont l'un soit celui qu'il prendra riellement , Tautre sewt détruit ; d'où il suit visiblement que si les corps eussent été durs et n'eus-» sent eu d'autres mouvements que ce dernier, il y auroit eu équilibre; ces mouvements détruit» sont donc assujettis aux mêmes loix, ont entre fux les mêiheç. jra^ports, et peux^ent enfin te détertoiner de ki même maniéré ique si les corps étoient durs , c^U^k-^ire , par l'éq^atio'ti général (F) ; cette équation ^^E) -n'est donc point bcMrtiée «ux corps durs^ elle appartient également à toui les eorpb de k nature , et contient par itonséqtjeirt lft)ù<)es te^ ioix ide réquiKbre et d^ mouvement, non seulenaentT pmt le$ premiers , mais même pour tous les autres , quelque puisse être leur degré de cOHàpi^sàibîlitë : "IhaÎB iâ différence con-» siste en ce que l'on pept, dans le cas où il s'agit de corps durs, supposer w±= F; de sorte qua- Jo» if m KJ^reos'ît ^5TO.o> devjçnt une-ides ^ua-
n'est pas lorsqtie les corps sont d'une nature diiFérente : c'est donc cette équation déterminée , laquelle est la même que la première équation fondamentale (E), c'est, dis-je cette équation déterminée qui caractérise les corps durs, et par' conséquent il est absolument nécessaire de l'employer soj moins implicitement dans toutes les questions qui concernent ces corps ^ et lorsqu'il s'agit de corps d'un^ autre espèce, il faut, outre Içs équations déterminées, qu'on peut obtenir eh attribuant à u dans l'équation indéterminée (F) , différentes valeurs connues, il faut, dis-je, en tirer encore une qui soit analogue à l'équation (E) , et qui exprime en quelque aorte la nature de ces corps, de même que celle-ci (E) exprime celle des corps durs ; ipais comme cette recherche n'a qu'un rapport fort indirect aux machines proprement dites , nous nous bornerons ici à examiner le cas où le degré d'élasticité est le même pour tous les corps , . c'est-à-dire , que nous supposerons qu'en vertu de l'élasticité, les corps e:K;ercent les uns sur les autres des pressions n fois aui^i grandes que si les corps étoieiit durs, n étant la même pour tous les corps du système ; nous supposerons de plus que la pression et la restitution 4e fassejtit daas un instant indivisible , quolqu'en .ligueur cela spit impossible. Cela posé :
Les pressions réciproques F devenant n JF, jiuroiit jeîitK ieUes .les mêmes r^gport» qu^ si les
corps étoiènt durs; donc leurs résultantes m V n'auront point changé de directions, mais seront seulemeisit devenues n fois aussi grandes qu elles auroient été si les corps avoie^t été durs ; cela posé , puisque W est la résultante de F et f/ , on a F cos ^ =r Jf cos r — /7 ; ainsi Téquadon (E) à laquelle nous cherchqns une analogue , peut se mettre sous cette forme s mW U cos T-— s m U* 5=5 o; or, suivant ce qu on vient de dir^', il faut,
pour appliquer cette équation au cas dont il
ç'agit ici , mettre — au lieu dû Uj sans rien çhan*-
ger à T'^ donc p^pur le cas que nous examinons ,
Véquation sera $ mW "TTCOs Y--^s ^ = o ;
QU ep multipliant par n * , n s m W U cos Y •—
^ m f/ * = o 5 ou à cause de W cos 3r= F cos ^
n + U on aura YHITT ^^V U cos ^ = irm£/*;
ainsi cette équation sera pour les corps dont il s*agit ce qu est lequation (E) pour les corps durs, et celle-ci même en est le cas particulier pu Ton a n =2= 1 , comme il est évident.
Lorsque /i a= q , c'est le cas des corps parfaitement élastiques , et l'équation devient dsmVlf cos X^ + s m i7*=:o; mais cette équation relative aux corps parfaitement élastiques, peut s'exprimer d'une manière connue et plus simple, comme il suit: puisque West la résultante de F et Uf on s. par la trigonométrie W^z=szV^ ^k*
( 57 ) i7* + a F f/cos ^; et partant j m Jf * = ^m F* + ^m(^*-f-Qji?2FZ7 cos ^; ajoutant à cette éqTjation celle trouvée ci-dessus , et réduisant , on SLS m W* = s m r*, qui est précisémeftt le principe de la conservîition des forces vivei, c'est-àdire, que cette conservation est pour les cçrps parfaitement élastiques , ce qu est Téquatiori (E) pour les corps durs , comme nouç avions promii de le prouver.
Première Remarque.
XXVIL ^
Je ne m'arrêterai point aux conséquences par* ticulières que je pourrois tirer de la solution dû problême précédent 5 je remarquerai seulement que les vitesses fV^ F, U^ étant toujours proportionnelles aux trois côtés d'un triangle, la trigonométrie peut fournir les moyens de donner uii grand nombre de formes différentes aux équations fondamentales (E) et (F) , et je me conten»terai d en indiquer , une qui est remarquable , à cause de la méthode imaginée par les géomètres , de rapporter les mouvements à trois plans perpendiculaires entre eux ; ce qui donne aux solutioAs beaucoup d'élégance & de simplicité.
' Imaginons donc à volonté trois axes perpendiculaires entre eux, et concevons que les vitesse» JV^ F, (/ et 2/, soient décomposées chacune en
tit
Ht
trois autres parallèles à ces axes. Cela posép
npmmons ;
Celles qui répondent à W^
Celles qui . répondent à F,
Celles qui répondent ai/.
Celles qui répondent k u ^
Maintenant, pour peu iqu'on y fasse attention, on verra aisément que la première équation fondamentale (E) peut se mettre sous cette forme smr U' + smr' Ù'' + sm V" V" = o, et la seconde (F) sous celle-^i s m u' U' + s m u" ^
IN
lit
o , parce qu en gêne-
rai toute quantité qui est le produit de deux vitesses ^ eti?, par le cosinus de Tangle compris entre elles , est égale à la somme de trois autres produits A B' + ^" B" + A'" B'"-, A', A'\ A'\ étant la vitesse A estimée de ces trois axes , et B' B" B'" étant la vitesse B estimée dans le sens de ces mêmes axes : c'est-à-dire, -4' étant la vitesse^, et B' la vitesse B , estimées parallèlement au pre- ' mier de ces axes ; A" et B" les mêmes vitesses A et B estimées parallèlement au second axe ; A^" et B'" les mêmes vitesses estimées parallèlement au troisième axe : ce qui se prouve aisément par les éléments de géométrie.
Dans le cas d équilibre, la premiéiie de c^s .équations transformées se réduit à o = o, et la .seconde , à cause que dans ce cas iF =;= £/ ^«-
laquelle exprime toutes les conditions deTéquilibre.
Lorsque le mquvemen t change par degrés in^en* sîbles , nous avons trouvé (XXV) que les équations fondamentales deviennent s m Vp t cos R ^ — s m FrfF=o, etsmupdt <;ps f — s mu d (V cos j^) = oj donc en décomposant/? en trois autres forces parallèles aux trois axes , si ces forces composantes soht désignées par/;', p'\ p*'\ les équations précédentes deviendront, la première, srruV'p' dt + smV' p" dt+smV" p'" dt^smV' dV' + smV" dV"'\'smV'^' dV"\ ■ '
çt la seconde , s m u' p' d t '{^ s m u" p' d t '\' s m u!" p'" dt = smudV' + s mu'' d F"+ s m u''' dV"' \ enfin, dans le cas d'équilibre ,* la première s évanouira , et Igi seconde se réduira à ^ m u' p' + smu p" -^ s m u'" p'" = o.
Deuxième Remarque^
Jusqulci j'ai regardé ks êJs., verges, leviers, etc* «omme des ^corps rËûsamt eux^rmêmes p^urtie «bux systéone. Et icejUe hypo<tibè6e .eet entièrement iDonferme à la natasâre.; mais >uxie cho^e qu'il est iuidîipfimablement nécessaire d'observer^ c'est qu'à jafiLrterBtfsetfiment^ iLn'y ajprobalemeatdans l'tum* ^eiB ;sacun point ^aibsokwieiit &oe^ aucuxi obs-
fevier ne paroît tel, que /parce qu'il est appuyé sur la terre qui n'est point fixé elle-même, mais dont la masse est presque infiniment grande en comparaison de celles dont on cdhsidère ordinairement dan3 les machines l'action et la réaction les unes sur les autres: pour déplacer l'hypomoçhlion d'un levier, il faut donc aussi mettre en Bfiouvement le globe de la terre ; et il y est ei^ effet, quelques foibles que soient les puissances qui agissent sur la machine ; la quantité de mouvement qu'elles lui procurent , est égale à la résistance de Thypomochlion ; mais cette quantité finie de mouvement , se distribuant dans une masse presque infiniment grande, il en résulte à cette masse une vitesse presque infiniment petite, et voilà pourquoi ce mouvement n'est pas sensible , et peut se négliger dans la pratique.
Il suit de-là que ce qu'on appelle obstacles immobiles en mécanique , ne sont, autre chose que desi corps dont la maçse est si considérable , et par conséquent la vitesse si petite , que leur mouvement ne peut être observé: ce sera "donc «e rapprocher de la nature, que de considérer les obstacles ou points fixes , comme des corps mobiles aussi bien que tx>us les autres , mais d'une masse infiniment grande,, ou ce qui revient au x^ême, comme dés corps d'une densité infinie:, et qui ne différent qu'en ce point 4© tous les autres aorps du sy&ten\e. Il résultera de U un avantage
considérable, c**est qu on pourra' faire prendre au système où entreront ces corps , des mouvements quelconques géométriques 5 car dés qu'on apposera ces obstacles mobiles comme tous les autres corps 5 ils deviendront susceptibles c^e prendre des mouvements quelconques^ et le système général devra être regardé comme un assemblage de corpâ parfaitement mobiles; en conséquence, les quantités de mouvements , absorbées par les obstacles j pourront s'évaluer comme pour toutes les autres parties du système; /de sorte que si Ton appelle R la résistance d'un point fixe do|iné, cette quantité iZ sera dans Téquation (F) pour le point en question, ce qu est m f/pour le corps /w; on trouvera donc par cette équation cette même quantité R comme toutes les autres forces m U y ce qui nauroit pu se faire en considérant les obstacles comme absolument immobiles, sans avoir recours à quelque nouveau principe mécanique , qu'il auroit fallu faire concourir avec l'équation générale (F) pour parvenir à la solution complète de chaque problême particulier: ainsi cette maniéré de considérer les points fixes, est non-seulement la plus conforme à la nature , comme^ nous l'avons dit ci-dessus , mais encore la plu^s simple et la plus facile.
Quant aux fils , verges ou autres portions quelconques du système ,^dont les masses pourront ;(ltre supposées imfiniment petites , on pourra len
négliger , c'é^t-à-dîre ^ supposer chacune de leurs molétules m égale â zéro , ou ce qui revient' au même , regarder leur densité comme infiniment petite ou nulle ; notre équation ( F ) deviendra donc ainsi indépendante de ces quantités , c est>à-dire, la même que si Ton eût fait abstraction de la masse de ces corps ; et c'est ainsi qu'on trouvera aisément la théorie mathématique de chaque machine , c'est-à-dire , en faisant les abstraction» dont on a parlé (VIII).
De cette remarque, il résulte que quoiqu'il n'y ait qu'une seule espèce de corps dans la nature, on les distingue cependant, pour la facilité des calculs, en trois classes différentes, qui sont, i^ ceux qu'on considère tels qu'ils sont en effet et que la nature nous les offre ^ c'est-à-dire , qui sont d'une densité finie ; Q^ceux auxquels on attribue une densité infiniment grande, et qui par cçtte raison , doivent être reg&rdés comme sensiblement fixes et immobiles ; 3®. ceux auxquels on attribue unfe densité infiniment petite ou nulle ; et qui par conséquent n'opposent par leur inertie aucune résistance à leur changement d'état: on regarde ordinairement comme tels dans la pratique, les fils, verges, leviers et généralement tous les corps qui n'influent pas sensiblement par leur propre niasse , aux changements qui arrivent daik
le système , maïs qui sont seulement regardés comme des moyens de communication entre les différents agents qui le composent»
Troisième Remarque^
Après avoir traité de 1 équilibre et du mouvement en général, autant que mon objet principal pouvoit le permettre , je vais passer à ce qui regarde plus particulièrement ce quon entend communément par machines ; car quoique la théorie de toute espèce d'équilibre et du mouvement rentre toujours dans les principes précédents, puisqu'il n'y a , suivant la première loi , que des corps qui puissent détruire ou modifi?er le mdu^ vement des autres corps ; cependant il y a. des cas où l'on fait abstraction de la masse de ces corps, pour ne considérer que l'effort qu'ils font: par exemple , lorsqu un homme tire un corps par un ftl, ou le pousse par une verge, on n'introduit point dans le calcul la masse de Cet homme , ni même l'effort dont il est capable, mais seulement celui qu'il exerce en effet sur le point auquel il est appliqué; c'est-à-dire, la tension du fil, si c'est en tirant qu'il agit , ou la pressioi^ , ^i c'est en 'poussant; et sans considérer si c^ëst-un homme ou un animal, un poids, un ressôtt, une résistance occasionnée par un obstacle otï {>ar la force
à'inertie dun, mobile (i), un frQttemeilt , une impulsion causée par le vent ou par un courant , etc. On donne en général le nom de puissance, à TeAFort exercé par l'agent , c est-à^ire , à cette pression ou tension par laquelle il agit sur le corps auquel il est appliqué ; et Ton compare ces différente efforts s^ns égard aux agents qui les produisent , parce que la nature des agents ne peut rien changer aux forces qu'ils sont obligés d'exercer pour remplir les différents objets auxquels sont destinées les machines : la machine elle-mênaç , c'est-à-dire, le système des points fixes, obsta-: clés, verges, leviers et autres corps intermédiaires qui servent à transmettre ces différents efforts d'un agent à l'autre; la machjne, dis-je, elle-même est considérée comme un corps dépouillé d'inertie j
(i) Un corps qu*on force à changer son état de repos ou de mouvement, résiste (Xï) àPagent qui produit le changement ; et c'est cette résistance qu'on appelle
/ force d'inertie : pour évaluer cette force , il faut donc decpjnp^^er le mouvement actuel du corps en deux, dont Tun soit celui qu'il aura J'instant d'après ; car l'autre sera évidemment celui qu'il feudra détruire, pour forcer le corps à son changement d*ctat ; c'està-dire, la résistance qu'il oppose à ce changement ou sa force d'inertie , d'où il est aisé de conclure , que la foret d'inertie d'un corps y est la résultante de son mouvement actuel ^ et d'un mouvement égal et direc* ttmcnt opposé à celui qu'il doit avoir C instant suivant*
/ sa
* - (65) sa propre masse, lorsqu'il est nécessaire d'y avoir égard, soit à cause du mouvement qu'elle absorbe , soit à cause de sa pesanteur ou des autres forces motrices dont elle peut être anirpée , est regardée comme une puissance étrangère appliquée au système ; en un mot , une machine proprement dite , est un assemblage d obstacles immatériels, et de mobiles incapables de réaction , ou privés d'inertie, c est-à-dife, (XXIX) un système de corps dont les densités sont infinies ou nulles; à ce système, on imagine que différents agents extérieurs, au nombre desquels on comprend la masse même de la machme , sont appliqués , et se transmettent leur ^ction réciproque par lentremise de cette machine: c'est la pression ou autre effort exercé par chaque agent sur ce corps intermédiaire, qu'on appelle force ou puissance, et c'est la relation qui^ existe entre ces différentes for-ces, dont la recherche est l'objet de la théorie des machines proprement dites. Or, c'est sous ce point de vue , que nous allons maintenant traiter de l'équilibre et du mouvement ; mais une force prise dans ce sens , n'en est pas moins une quantité de mouvement perdue par l'agent qui Texerce , quel que puisse être d'ailleurs cet agent; qu'il agisse sur la machine en la tirant par un cordon , ou en , îa poussant par une verge ; la tension de ce cordon, ou la pression de cette verge, exprime également et l'effort qu'il exerce sur la machine ,
«t la qnantité.de mouvement qu'il perd lui-même par la réaction qu'il éprouve : si donc on appelle F cette force , cette quantité F sera là même chose que celle qui est exprimée par m U dati3 nos équations (i); donc si l'on appelle aussi î^, l'angle compris entre cette force F et la vitesse u , qu'auroit le point où on la suppose appliquée , si l'on faisoit 'prendre au système un mouvement quelconque géométrique ^ l'équation générale (F) deviendra s FucosX^ =1 o (AA). C'est donc sous cette forme que nous emploierons désormais cette équation , au moyen de quoi on pourra appliquer
(i) Il est évident que là quantité de mouvement perdue m Uytst la résultante du mouvement qu'auroit eu l'instant d'après le Corps m , s'il eût été libre , et du mouvemement égal et directement opposé à celui qu'il prendra réellement ; or, le premier de ces deux mouvements , est lui-même la résultante du mouvement actuel de /n 5 et de sa force motrice absolue ; donc m V est là résultante de trois forces qui sont : sa force motrice absolue , sa quantité actuelle de mouvement, et la quantité de mouvement égale et directement opposée à celle qu'il doit avoir l'instant d'après; mais suivant la note précédente^, ces deux dernières quantités de mouvement ont pour résultante la force d'inertie ; donc mUou F est la résultante de là force motrice de m et de sa force d'inertie ; c'est-à-dire , que lajorce exercée par un corps quelconque^ à ch<u que instant^ est la résultante de, sa force motrice abso* lue y et de sa force it inertie.
ce que nons dirons, à quelle espèce de 'force oïl voudra imaginer; et les principes exposes dam cette première partie , nous serviront à développer les propriétés générales des machines proprement dites ^ qui font l'objet de la seconde.
SECONDEPARTIE. .
Des machines proprement dites.
DÉFINITIONS
ARMI les forces appliquées à une machine en mouvement, les unes sont telles, que chacune d en tr elles fait un angle aigu avec la vitesse ' du point où elle est appliquée ; tandis que les autres forment des angles obtus avec les leurs : cela posé, j'appellerai les premières ybrce^ mouvantes ou sollicitantes ; et les autres, forces résistantes : par exemple , si un homme fait^ monter un poids par le moyen d'un levier, d'une poulie, d'une vis , etc. il est clair que la pesanteur et la vitesse du poids forment nécessairement, par leur concours , un angle obtus ; autrement il est visible que le poids descendr'oit au lieu de monter ; maig la puissance motrice et sa vitesse forment un angle aigu : ainsi , suivant notre -définition , le poids sera la force résistante , et la force de l'homme sera sollicitante : il est visible en eifet, que celle-ci tend à favoriser le mouvement actuel de la machine , tandis que l'autre s'y oppose.
On observera que les forces sollicitantes peu? vent être dirigées dans le sens même de leux9
( 69 ) vitesses , puisqti'alors Tangle formé par leurs, con- , cour? est nul , et par conséquent aigu ; et que le* forces résistantes peuvent agir dans Je sens directement opposé à celui dé leurs vitesses , puisqu'alors l'anglfe formé par leurs concours, est de 180^, et par conséquent obtus.
. Il est à remarquer encore , que telle force qui est èoUicit^nte^ pourroit devenir résistante, si le. mouvement venoit à changer ; que telle force qtiL est résistante à un certain inst;ant, peut devenir, sollicitante à un autre instant, et qu'enftn pour en, juger à chaque instant, il faut considérer Tangle qu elle fait avec la vitesse du point où on la suppose appliquée; si cet angle est aigu, la force sera sollicitante ; et s'il est obtus , elle sera résistante , jusqu'à ce que Tcmgle en question vienne à changer. On voit par-là, que si qu fait prendre un mouvement géométrique à un système quelcon-^ que de puissance , chacune d'elles sera sollicitante ou résistante à l'égard de cfe mouvement géométrique , suivant que langlç formé par cette force çt sa vitesse géométrique, sera aigu qu obtus»
Si une force P se meut dçvec la vitesse u , et que l'angle formé p^ le concours dieu et P soit ;?:, la quantitée P cqs z u dt dans laqjwelle d t expriipiç l'élément du tertips , sera uomniée jnoment d'actimé , consommé par la force P pendant rf / j
c*est-à-dire , que le moment (T activité^ consommé par,une force P, dans un temps infirîiment court, est le produit de cette force estimée dans le sens de sa vitesse , pajf le chemin que décrit' dans ce temps iniSniment court j^ le point où elle est appliquée.
J'appellerai moment d* activité, consommé par cette force, dans un temps donné, la somme de* fkamerïts d'activité , consommés par elle à chaque iil5tant, de sorte que s P cos z u d t est le moment d'activité , consommé dans un temps indéterminé par elle ; par exemple , si P est un poids , le mo^ nient d^activité, consommé dans un temps indé* terminé t , sera P s u dt cos z ; supposons donc qu'atprès le temps / , lé poids P soit descendu d€ la quantité //, on aura évidemment d H=^u dt dos z; donc le môrtietu d activité ^ consommé pendant dt sera P $ dU :==z P H.
Lorsqu'il è^agira' d'un système de forces appliquées à unéma<îhifie en mouvement, j 'appellera? moment d' activité , ÇOTOorçmépar toutes les forces du système, la somme des moments d'activité j cfonsômmée en même temps par chacune des forc5és qui le composent ; ainsi le moment d'activité , consommfé par les forces sollicitarites , sera fe somme des nïoments d activité, consommés eti ihêrîie temps par chacunes d'fellés , et le momentr
d'activité , consommé par les forces résistantes , sera la somme des moments d'activité ^\ consommés par chacune de ces forces; et comme chaque force résistante fait un angle obtus avec la direc- ' tien de sa vitesse , le cosinus de cet angle est négatif; le moment d'activité y consommé par les. forces résistante? , est donc aussi une quantité^ négative ; et partant , le moment d'activité , consommé par toutes les forces du système, est la même chose que la différence entre le moment itactivitéj consommé par les forces sollicitantes j et le moment d'activité , consommé en même temps par les forces résistantes, considéré comme une .quantité positive.
Une force estimée dans un sens directement opposé à delui de sa vitesse , et multipliée par lechemin que décrit dans un temps infiniment court, le point où elle est appliquée, s'appellera moment d'activité produit par cette force dans ce temps infiniment court i de sorte que le moment d'acti^ vite y consommé^ et le moment. d'activité ^ produit ^ sont deux quantités égales, mais de signes^ contraires^ et qu'il y a en tr elles une différence analogue à celle qu'on trouve (XXI) entre les moments de quantité de mouvement j gagnées et perdues ^ par un corps , à l'égard d'un mouvement géométrique.
Je donnerai aussi le nom de moment d'activité^ exercé par une force, à ce que j'ai appelé son moment d'activité^ consommé^ si ellç est svllicitapte.
, ( 70 et à ce que j aï appelé son moment d'activité ^ produit 5 si elle est résistante ; ainsi le moment d' activité^ ea:drcé par une force quelconque , dans un temps infiniment court , est en général le produit de cette force , par le chemin qu elle décrit dans ce temps infiniment court, et par le cosinus du plus petit des deux angles formés par les directions de cette force et de sa vitesse ; d'où il suit évidemment que ce moment d activité ^ exercé^ est. toujours une quantité positive.
On fera , à l'égard^ des quantités que nous venons d'appeler moments d'activité , produits j et moments d'activit^éj exercés^ les mêmes remarques semblables à celles que nous avons faites cidessus, au sujet du moment d'activité^ éonsommé par une puissance ou un système de puissances , dans un temps -donné. . ^
Ces définitions admises, je passe au principe général de l'équilibre et du mouvement dans les machines proprement dites , et dont la recherche à été le principal objet de cet Essai.
THÉORÈME FONDAMENTAL
Principe général de réquilibre et du mouvement dans les machines.
Quel que soit F état de repos au de mouvement où se trouve un système quelconque de forces appliquées à une machine ^ si on lui fait prendre tout-à-codp un mouvement quelconque géométrique , sans rien changer à ces forces ^ la somrhe des produits de chacune déciles , par la vitesse au aura dans le premier instant te point où elle est appliquée y ^estimée dans le sens, dç cette force ^ sera égale à zéro.
C est-à-dire , donc qu'en nommant F chacune de ces forces *(i), u la vitesse qu aura au prehiier
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( I ) Il ne sera peut-être pas mutilQ de pfévenîr une objection qui pourrait se présenter à l'esprit de ceux qui n'auroient p^s fiiit attention à ce qui a éi(é dit (XXX) sur le vrai sens qu'on doit attacher au mot fofce: imaginQns, par exemple, dira-ton, un treuil à H rouç et au cylindre duquel soient su^pendu^ des poidjs par des cordes ; s'il y a équilibre ^ ou qve le mouvement soit uniforme, le poids^ attaché à la rou§ , sera à celui du cylindre , comme le rayon du cylindre est au rayon de la rQUç; ce qui ç^t conforme à la proposition. Mais il n'en est pas de même
(74) instant le point où elle est appliquée, ai Ton Êiit' prendre à la machine un mouvement géométrique.
lorsque la machine prend un mouvement accéléré ou retardé ; il paroît donc qu'alors les forces ne sont pas en raison réciproque de leurs vitesses estimées dans le sens de ces forces , comme il suivroit de U proposition. La réponse à cela est , que dans le cas où ce mouvement n est pas uniforme , les poids en question ne sont pas les seules forces exercées dans le système, car le mouvement de chaque corps , changeant continuellement, il oppose aussi à chaque instant , par son inertie , une résistance à pe changement d'état; il faut donc aussi tenir compté de cette résistance. Nous avons déjà dît (XXX, V. la note), comment cette force doit s'évaluer., et nous verrons plus bas (XLI), comment on doit la faire entrer dans le calcul. En attendant, il suffit de remarquer que les forces appliquées à la machine dont il est ici question, ne sont pas les poids même^ mais les quantités de mouvement perdues par ces poids (XXX), lesquelles doivent s'estimer^par les tensions * des ^cordons au^^quels ils sont suspendus: or, que la machine soit en repos ou en mouvement , que ce mouvement sioit uniforme ou non , la tension du cordon attaché à la roue , est à celle du cordon attache au cylindre, comme le rayon du cylindre est au rayon de la roue , c'est-à-dire , que ces tensions sont tour jours en raison réciproque des vitesses des poids qu'ils soutiennent; ce qui est d'accord avec la proposition. Mais <tes tensions ne sont pas égales aux poids ; elles sont (XXX. F. la note) les résultantes
( 75 ) et z langle compris entre les directions de F et de w, il faut prouver qu on aura pour tout le système s Fu cos z = o. Or , cette équation est précisément 1 équation (A A) trouvée (XXX) laquelle n est autre chose au fond que l'équation même fondamentale ( F ) , présentée sous une autre forme.
Il est aisé d'appercevoir que ce principe général n'est à proprement pau-ler , que celui de i)e^cartesj auquel on donne une extension suffisante, pour qu'il renferme non-seulement toutes les conditions de l'équilibre entre deux forces , mais encore toutes celles de l'équilibre et du mouvement, dans un système composé d'un nombre quelconque de puissances 2 aussi la première conséquence de ce théorème , sera ce principe de Descartes , rendu complet par les conditions quç nous avons vu lui manquer (V),
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de ces poidé et de lônri {brcei d'itiertie, lesquelles sont elle^mémes ( XXX. V. la note ) les résultantes des mouvements actuels de ces corps, et des mouvements égaux et directement opposés à ceux qu'ils prendront réellement l'instant d'après.
Premier Corollaire^
Principe général de réquilibre entre deux
puissances^
XXXV
Lorsque dev^ agents quelconques , appliqués à une machine^ se font mutuellement équilibre; si on fait prendre à cette machine un mouvement géo^ métrique^ arbitraire; \^. les forces exercées par leJs agents y seront en raison réciproque de leurs vitesses estimées dans le stns de ces forces; Q^^.fune de ces puissances fera un angle aigu avec la direction de sa vitesse y çt l'autre y un angle obtus avec la sienne.
Car SI les forces exercées par les* agents , sont nommées F. et F' ; leurs vitesses u et u' ^ les angles formés par ces puissance^ et leurs vitesses z et z\ on aura par le théorème précédent, F u cos z ^ F' m' cos 2^ =^ q; donc i^: F i : — * m' cos z' ; u cos z , qui est la proportion énoncée par la première partie de ce corollaire, et par laquelle on voit en même temps que le rapport de cos z à cos"z', est négatif; d*où il suit que 1 un de ces angles est nécessairement aigu , et lautre obtus.
Deuxième Corollaire.
Principe général d équilibre dans les ma-^
chines à poids.
KXXVI.
Lorsque plusieurs poids appliqués A une. ma^ chine quelconque^ se font mutuellement équilibre ^^ si fon fait prendre a cette machine un mouvement quelconque géométrique ^ la vitesse du centre de gravité du système ^ estimée dans le sens vertical sera nulle au premier instant.
Car si Ton appelle M la masse totale du système , m celle dç chacun des corps qui le composent 5 u la Vitesse absolue de m , F la vitesse du centre de gravité estimée dans le sens vertical, g la gravité , z Tangle formé par u et par la direction de la pesanteur , on aura , suivant le théorème , s mgu cos z r= o 5 mais par les propriétés géométriques du centre de gravité , on ?i s n^ u dt cos z=^MVdty ou smgu cos z-=:z M Vg; donc , puisque le premier membre de cette équation est égal à zéro , le second 1 est aussi ; donc K = o , ce quilfalloît prouver.
Pour avoir toutes les conditions de Téquilibra dans une machine à poids > il n'y a donc qu a faire prendre successivement à la machine difFérents mouvements géométriques^ et égaler dans chacun de ces cas, la vîtesse verticale du centre â» gravité à zéro.
Troisième Corollaire. •
Principe général de Véquilibre entre deux
poids.
Lorsque deux poids se font mutuellement équi" libre 5 si l'on fait prendre à la machine un mouvement quelconque géoj:uétrique^
1^. Les vitesses de ces corps , estimées dans le sens vertical^ seront en raison réciproque de leurs poids.
Q^ L'un de ces corps montera nécessairement , fondis que Fautire descendra.
Cette proposition est une suite manifeste du corollaire précédent, et se déduit plus évidemment encore du corollaire premier.
On peut remarquer en passant , combien il est essentiel pour l'exactitude de toutes ces propositions, que les mouvements imprimés à l'a *machine soient géométriques , et non pas simplement possibles j car la plus légère attention fera, voir par quelque exemple particulier, que sang cette condition , toutes ces propositions seroient absurdes.
Remarque.
On prend ordinairement pour principe de Téquilibre dans les machines à poids , qu'alors le
(79) centre de gravîté du syâtême est au point le plu» bas possible ; mais on sait que ce principe n'est pas généralement vrai; car outre. que ce point pourroit dans certains cas ,' être au point le plus haut) il y en a une infinité d autres où il n'est ni au point le plus haut, ni au point le plus bas s par exemple , si tout le système se réduit à un corps pesant , et que ce mobilfe soit placé sur une courbe qui ait un point d*inflexion , dont la tangente soit horisontâle; il restera visiblement en ëqtiilibre , si on le . met sur ce point d'inflexion , qui n'est cependant ni le poids le plut "bas , ni le point le plus haut possible.
On peut encore prendre pour principe de Téquilibre dans Une machine à poids , la proposition que nous avons , déjà donnée (II) , et que nous allons rapporter encore , pour en donner la démonstration rigoureuse.
Pour s'assurer que plusieurs poids appliqués à une machine quelconque , doivent se faire mutuel^ ' lement équilibre j^ il suffit de prouver que si Von abandonne cette machine à elle-même , le centre d€ gravité du système ne descendra pas.
Pour le prouver , nommons M la masse totale du système, m celle de chacun des poids qui le composent, g la gravité; et supposons que si la machine ne demeuroit pas en équilibre, comme je prétends quelle doit le feire, la vitesse de m après le temps r, fût K, la hauteur dont ser oit
descendu le centre de gravité au bout du même temps H^ et celle dont seroit descendu le corps m hj on aura donc , (XXIV) s m g dh — $ m V rf F = o 5 donc en intégrant M g H :=z \ s m F * ; or par hypothèse H =: o , donc s m V^ :== 05 de plus V " est nécessairement positive comme il est évident; donc Téquation s m F* == o , ne peut avoir lieu sans qu'on n ait V = , c'est-à-dire 5 sans qu'il y ait équilibre 5 ce qu'il falloit prouver^
Il suit de-là, comme nous l'avons dit (Ili)it qu'il y a nécessairement équilibre dans un système de poids dont \e centre de gravité est au point le plus bas possible; mais nous venons de voir (XXXVIII) que l'inverse n'est pas toujours vraie, c'estrà-dire , que toutes les fois qu'il y a équilibre dans un système de poids ^ il ne s!ensuit pas toujours que le centre de gravité soit au point le plus bas possible.
Quatrième Corollaire.
Loix particulières d^ équilibre dans les
machinesi
s* il y a équilibre entre plusieurs puissances ap* pliquées à une machir{e , et qu ayant décomposé toutes les forces du système ^ tant celles qui sont
appliquées
appliquées à là machine , que celles qui sànt extr^ cées par les obstacles mêmes ou points fixes qui en font partie; si on les décompose^ dis-je^ chacune en trois autres parallèles à trois axes quelconques perpendiculaires entre eux;
1^. La somme des forces composantes yqui sont parallèles à un même axe j et conspirantes vers un même côté^ est égale à la somme de celles qui^ étant parallèles à ce même axe , conspirent vers It coté opposé:
Q^. La somme des moments des fortes compôsa/ti' tes j qui tendent â faire tourner autour dun même cxcj et qui conspirent dans un même sens ^ es$ égale â la somme dès moments de celles qui tendent à faire tourner autour du même axe^ mais en sens contraire.
Pour démontrer cette propositicfti , eommeh* çon» par imaginer qu a la place de chacune des forces exercées par la rési&tance deà obtsâcles , on substitué une force active , égale à cette résistance , et difigéè dans le mêifte sehs 5 eè changement haltère point Tétat d'équilibre, et fait de ïa iriacKine un système dé pùissarïcés parfaitement Kbre , c est-à-dire , dégagé dé tout obstacle : cela posé , si Ion fait prendre à ce système un mouvement quelconque géométrique , on àiira par le théorème fondamental ^ Fu cos 2 == oy en nommant F chacune de ces force?, u sa vitesse, et * l'angle compris entre FetWy donc,
i^. Si Ton suppose que u soit la même pour tous les points du système et parallèle à Tun des axes quelconque, le mouvement sera géométrique, et l'équation à cause de u constante, se réduira à s F cos z = o: c est- à -dire, que la somme des forces du système, estimées dans le «ens de la vitesse w, imprimée parallèlement à cet axe , sera nulle 5 ce qui revient évidemment a la première partie de la proposition.
. 0?. Si l'on fait tournei? tout le système autour de l'un, quelconque, des axes, sans rien changer à la position respective des parties qui le <composent, ce mouvement sera encore géométrique^ u sera proportionnelle à la distance de chaque puissance à l'axe; et partant, pourra s'exprimer par A Ry R exprimant cette distance, et A .une constante ; donc , l'équation se réduira à s F R cos z = o ; ce qui , comme il est aisé de le voir, revient à la ^seconde partie de la proposition,
Cinquième Corollaire.
Loi particulière concernant les machines dont le mouvement change par degrés insensibles.
Dans une machine dont le mowçment changt par degrés insensibles , le moment d'activité i
consommé dans un temps donné par tes forces sollicitantes , est égal au moment d activité , exercé en même temps par les forces résistantes,
C est-à-dire , (XXXIII) , que le moment dac^ tinté 5 consommé par toutes les forces du système, pendant le temps donné , est égal p. zéro ; ce qui sera clair (XXXII), si Ton prouve que le moment d'activité , consommé à chaque instant par ces for*< ces 5 est nul : or , i^ exprimant chacune de xes forces , V sa vitesse , ^ langle compris entre F et r, ex dt l'élément du temps, le moment d^acti^ vite , consommé par toutes les. forces du système pendant dt^ est (XXXIII), * J? F cos T^dt; A faut donc prouver qu'on ^ s FV cos Zd tz=zq) ou s F V cos 1^=: o; or, cela est clair par le théorème fondamental: donc, etc.
La loi particulière dont il s'agit ici., e8t45eîitainement la plus importante de toute la théorie du mouvement des machines propren;ient dites^ en voici quelques applications particulières, en attendant le détail où nous ehtrérons à son sujet, dans le scholie qui succédera- au torollairé sui^ vant , et qui terminera cet Essai. . ,
Supposons donc*^, par exemple, que lés pUM« $ances appliquées à la machine., soient des poiHi i nommons 772 la masse de chacun de ces corps ^ M la masse totale du sy^me^ g la gravité^. .F ia
vitesse actuelle du corps m, JTsa yîtesse initiale, / le temps écoulé depuis le cotnirlencemeiit du mouvement , H la hauteur dont est descendu le •centre de gravité du système pendant le temps f , ,et enfin ^ Wla, vitesse due à la hauteur H.
Cela posé, il faut considérer qu'il y a deux sortes de forces appliquées à la machine; savoir: . <5elles qui viennent delà pesanteur des. corps ,^ et relies qui . viennent de leur inertie ou résistance xju'ils opposent à leur changement d'état , (note c (XXX)): or, (XXXII) le moment d'activité , consommé pendant le temps t par la première de ces forces, est pour tout le système MgH^ ou ^M W.^j voyons, maintenant quel est le montent datatiyité , consommé par la force d'inertie : la vitesse de m étant F, et devenaat l'instant d'aprè» -ff'usj- arf. K, il . est clair (note b (XXX) ) 5 que sa ferwtè.ld'iriertiec estimée dans le sens de F,, est m rf
î^^'tiu 'plutôt 77i--j7~-; donc, (XXX), le itioitient
activité , exercfé par cette force pendant d t , t>'- ■ d^ ■ ■ "■' ■ '■' - ■ qst^m. ; - V4P^ 9^^)¥4^i donc, le moment
d'activité, consort(«ï4par cette forœ d'inertie, pendant le temps t ^ est s m F </ F , ou en intégrant et complétant l'intégrale Ittz'F^ — \mK'^'^ donc lemo- • VBÊ&xt d'activité y consonimé en aaêine temps p^ la force ^'inertie , dïe .tous les coTps dû système, sera I ^ J7Z F * -r^ I y m if * ; or , <:ette inertie est une force Ksistante ,.. puisque c^est par «Ue que le» coxpt
résistent â leur changement d etàt ; et la pesanteur est ici une force sollicitante , puisque le centre de" gravité est supposé descendre 5 donc, par la proposition de ce corollaire, on doit avoir M W^ = s m V^ -^s m K^^ ou *.m V^=:::s m K ^ + M W^x c est-à-dire , que
Dans une machine à poids ^ dont le mouvement change par degrés insensibles ^ la somme des forces" vives du système , est après un temps quelconque^ donné ^ égale a la somme des forces vives initiales ; plus, la somme de force vive qui auroit lieu , si tous les corps du système étaient animés d'une vitesse commune , égale à celle qui est due à la hauteur dont est descendu le centre de gravité du système.
XL IL
Si le mouvement de la machine est uniforme , on aura continuellement F ^^jff', et partai^t IV ^ == o , cm fl^ = o ; ce qui nous apprend que
Dans une machiii^ à poids ^ dont le mouvement est uniforme^ le centre de gravité du système reste constamment à la même hauteur^
Puisque I M W^ on M g H est (XXXII) le moment d'activité, produit par un poids Jf;^, qu'on fait monter à la hauteur /f , il s'ensuit évidemment que
De quelque manière qu'on sy prenne pour élev^ér. un certain poids à une hauteur donnée , il faut que
tes forces qui sont employées à produire cet effet , consomment un moment d activité^ égal au pro^ duit de ce pçidsy par la hauteur à laquelle on doit rélever,
De même, puisque (XLI) le' moment d activité 5 produit dans un temps donné par la force d'inertie d'un corps, est égal à la moitié de la quantité dont sa force vive augmente pendant ce temps; on peut conclure aussi que
Pour faire naître un certain mouvement quel^ conque par degrés insensibles dans un système de corps , ou. changer celui quil a , // faut que les puièsances destinées à cet effet , consomment un moment dactivité, égal à la moitié de la quantité dont aura augmenté par ce changement la somme des forces vives du système.
Il suit évidertiment de ces deux dernières propositions , que pour élever un poids M g k une hauteur Jï, et lui faire prendre en même temps une vitesse F, il faut, en supposant ce corps en repos au premier instant, que les forces employées à produire cet effet, consomment elles-mêmes un moment d'activité égal k M g H -k^lM V \
XL VI
On suppose dans tout ce qui vient d être dit , comme l'annonce le titre de ce coroUaijee , que le mouvement change par degrés insensibles ; mais , si chemin faisant , il arrivoit un choc ou changement subit dans le système , ce que nous venons de dire n auroit plus lieu. Supposons , par exemple 5 qu'au moment où arrive le choc , le centre de gravité du système soit descendu de la hauteur h ; qu'à ce même instant , . la somme des forces vives soit X immédiatement avant le choc, et Y immédiatement après ; nommons Q le moment d'activité qu'auront à consommer les forceç mouvantes pendant tout le temps du mouvement, et q celui qu'elles auront à consommer depuis le commencement jusqu'à l'époque de la percussion : supposons enfin , pour plus de simplicité , que le système soit en repos au premier instant et au dernier, il est clair (XLV) qu'on aura q =3 AT ^ A + I X, et que par la même raison, le moment d'activité à consommer par les forces mouvantes après le choc , c'est-à-dire 5 P -— ? sera M g {H^h) — • | r, donc Q^ = M g H 4. 1 a: -- I r; or, (XXIII) il est clair que X > ' T , donc , le moment d'activité à consommer pour élever dans ce cas J/ à la hauteur H y est nécessairement plus grand que s'il n'y avoit point de choc , puisque dans ce cas , çn auroit simplement j^ === il/ g // (XUII),
Il suit de là, que sans consommer uri plus grand moment d'activité, les forces mouvantes peuvent, en évitant qu'il y ait choc, élever le même poids à une hauteur plus grande H , car alors on aura (XLV) Q^=z Mg H'i, ou H' =
^j—- tandis que dans le cas présent , on ^ H •=•
^î — d'où l'on voit que X étant plus
grande que T, il, faut nécessaireipent qu'on ait aussi //'> H.
Sixième Corollaire^ Des machines hydrq.ulique$.
XL VU
On peut regarder un fluide comme l'assemblage d'une infinité de corpuscules solides , détachés les uns des autres ; on peut donc appliquer aux machines hydrauliques tout ce que nous avons dit des autres machines : ainsi , par exemple , du corollaire premier (XXXV) , on peut conclure , que si une masse fluide, sans pesanteur, étant enfermée de tout côté dans un vase , et qu ayant fait à ce vase deux petites ouvertures égales , on y appliqué des pistons ; les forces qui agiront sur la masse fluide ^ en poussant ces pistons , ne peuvent qu'être égales , si elles se font mutuellement équilibre 5 cest-à^ire, donc que dans unp masse
(89) fluide, la pression se répand également en tout sens ; c'est le principe fondamental de l'équilibre des fluides , qu'on regarde ordinairement comme une vérité purement expérimentale; on prouvera de piême (XXV) que 1^ conservation des forces vives a lieu dans les fluides incompressibles , dont le mouvement change par degrés insensibles ; et généralement enfin tout ce que nous avons prouvé d'un système de corps durs, est également vrai pour une masse de fluide incompressible,
Ce scholie est destiné au développement du principe énoncé dans le cinquième corollaire; cette proposition renferme en effet la "principale partie de la théorie des machines en mouvement , parce que la plupart d'en truelles sont- mues par des agents qui ne peuvent exercer que des forces mortes ou de pression ; tels sont tous les animaux, les ressorts , les poids , etc. ce qui fait que la machine change ordinairement d'état par degrés insensibles. ^ Il arrive même le plus souvent que cette machine passe bien vite à l'uniformité de mouvement; en voici la raison; '
Les agents qui font mouvoir cette machine, se trouvant d'abord un peu au dessus des forces résistantes , font naître un petit mouvement qui
( go > «^ '
s'accélère ensuite peu-à-peu 5 mais soit que par une suite nécessaire de cette accélération, la force sollicitante diminue, soit que la résistance augmente , soit enfin qu'il survienne quelque variation dans les directions, il arrive presque toujours que le rapport des deux forces s'apprpche de plus en plus de celui en vertu duquel elles pourroient se faire mutuellement équilibre : alojs ces deux forces se détruisent, et la machine ne se meut plus qu'en vertu du mouvement acquis, lequel, à cause de ^l'inertie de la matière, reste ordinairement uniforme.
Pour comprendre encore mieux comment cela doit arriver, il n'y a qu'à faire attention au mouvement que prend un navire qlii a le vent en poupe ; c'est une espèce de .machine animée par deux forces contraires qui sont l'impulsion du vent et la résistance du fluide sur lequel il vogue ; si la première de ces deux forces qu'on peut regar* der comme sollicitante, est la plus grande, le mouvement du navire s'accélérera ; mais cette accélération a nécessairement des bornes, par deux raisons; car, plus le mouvement du navire s'accélère , i*'. plus il est soustrait à l'impulsion du vent? d^. plus au contraire la résistance de l'eau augmente : par conséquent , ces deux forces tendent à l'égalité: loisqu'elles y seront parvenues, elles
se détruiront mutuellement; et partant, ie navire sera mu comme un corps libre, c'est-à-dire, que sa vitesse sera constante. Si le vent venoit à baisser , la résistance d^ leau surpasseroit la force sollicitante ; le mouvement du navire se ralentiroit; mais par une -suite nécessaire de ce ralentissement, le vent agiroit plus efficacement sur les voiles; et la résistance de Teau diminueroit en même
temps: ces deux forces tendroient donc encore à Tégalité, et la machine arriveroit de même à luniformité de mouvement.
La même chose arrive lorsque les forces mouvantes sont des hommes , des animaux ou autres agents de cette nature ; dans les premiers instants, le moteur est un peu au dessus de la résistance ; de là naît un petit mouvement qui s accélère peuà-peu , par les coups répétés de la force mouvante ; mais lagent lui-même est obligé de prendre un mouvement accéléré, afin de rester attaché au corps auquel il imprime le mouvement. Cette accélération qu'il se procure à lui-même, consomme, une partie de son effort; de sorte qu'il agit moins efficacement sur la machine , et que le mouvement de celle-ci s'accélérant de moins en moins , finit par devenir bientôt uniforme. Par exemple , un homme qui pourroit faire un certain effort dans le cas d'équilibre , en feroit un
beaucoup moindre , si le corps auquel il est appliqué lui cède , et qu'il soit obligé de le suivre pour agir sur lui : ce n'est pas que le travail absolu de cet homme spit moindre, mais c est que son elFort est partagé en deux y dont Tun est employé à mettre la masse même de l'homme en mouvement , et l'autre transmis à la machine. Or , c'est de ce dernier seul que l'effet se manifeste dans l'objet qu'on s'est proposé.
Je continuerai cependant de considérer les machines sous un point de vue plus général: ainsi je placerai dans ce scholie plusieurs réflexions applicables au mouvement varié; je supposerai seulement que cette variation se fait par degrés insensibles, et je prouverai que cela doit être en effet, lorsqu'on veut les employer de la manière la plus avantageuse possible,
Désignons donc par Q le moment d'activité, consommé par les forces sollicitantes dans un temps donné r, et par q le moment d'activité exercé en même temps par les forces résistantes : cela posé, quel que soit le mouvement de- la ma-, chine, nous aurons toujours,par le cinquième corol-» laireO^ry; de sorte, par exemple, que si chacune jp des forces sollicitantes , est constante, sa vitesse V uniforme , et l'angle Z formé par les directions de F et F, toujours nul, on aura au bout du
( Q3 ) temps t s F V t ^=:z q; et si toutes les forces sollicitantes se réduisent à une seule, on aura par conséquent FVt=:q (XXXII et XXXIII)*
Lîï, .
Ôii peut en général regâfcïet' le mortient q d'activité^ exercé par les forces résistantes , comme l'eAFet produit par les forces sollicitantes^ par exem7 pie , lorsq.u'il s agit d élever un poids P à une hauteur donnée Ij[^ il est tout simple de regarder TefFet produit par la force mouvante, comme étant en raison composée du poids et de la hau7 teur à laquelle il a fallu 1 élever ; de sorte quePH est ce qu'on entend alors naturellement par lefïét produite Or, dun autxe côté, cette quantité P H est précisément ce que nous avons appelé moment d activité , exercé par la force résistante P; donc ce moment d'activité, ou y, est ce qu'on entend naturellement , dans ce cas , par l'effet produit/
Or , dàtis les autres cas , il est évident que q est toujours une quantité analogue à celle dont il vient d'être question 5 c'est pourquoi j'appellerai souvent dans là suite cette quantité, y, effet produiti ainsi, par effet produit^ j'entendrai le moment d'activité , exercé par les forces résistantes ; de sorte qu'en vertu de l'équation 0=- q^ on peut établir pour règle générale , que l'effet pro^ duit dans un temps donné par un système quelconque
( 94 ) de forces mouvantes ^ eàt égal au moment d activité consommé en même temps par toutes ces forces.
LUI
On voit par Téquation FV t := g^ trouvée dans larticle précédent, qu'il est inutile de connoître la figure d une machine , pour savoir quel eifet peut produire une puissance qui lui est appliquée 5 lorsqu'on connoît celui qu elle pourroit produire sans machine : supposons, par exemple, qu'un homme soit capable dexercer un effort continuel de ^5^, en se mouvant continuellement lui-même avec une vitesse de trois pieds par seconde } cela posé , lorsqu'on l'appliquera à une m^achine , le moment d'actiyité F V t qu'exercera cet homme, sera (XXXII) 25* 3 p». r, c est-adire, qu'on aura F V t =: *:i5^ SpK t, t exprimant le nombre des secondes ; donc , à cause de FV t^==:q^ on aura y == q5 * 3 pi. t^ quelle que puisse être la machine; donc, l'effet y est absolument indépendant de la figure de cette machine, et ne peut jamais surpasser celui que la puissance est en état de produire naturellement et sans machine.
Ainsi, par exemple, si cet homme avec son effort de 25*^ et sa vitesse de trois pieds par seconde, est en état avec une machiné donnée, ou sans machine, d'élever dans un temps donné, un poids /ï à une hauteur H^ on ne peut inventer
(95) aucune machine par laquelle il soit possible, avec le même travail , (c est-à-dire , la même force et la même vitesse que dans le premier cas) , d élever dans le temps donné , le même poids à une plus grande hauteur , ou un poids plus grand à la même hauteur, ou enfin le même poids à la même hauteur dans un temps plus court : ce qui est évidentj-puisqualorsy étant (XXXII) é^al à P H y on a par Tarticle précédent, P £l^=z 25 » 3pK t.
L'avantage que procurent les machines , n*est donc pas de produire de grands effets avec cle petits moyens , mais de donner à choisir entre différents moyens qu'on peut appeler égaux , celui qui convient le mieux à la circonstance présente. Pour forcer un poids P à monter à une hauteur proposée, un ressort à se fermer d'une quantité donnée , un corps à prendre par degrés insensibles un mouvement dorme, ou enfin tel autre agent que ce soit , à produire un moment quelconque donné d'activité , il faut que les forces mouvante» qui y sont destinées, consomment elles-mêmes un moment d'activité , égal au premier ; aucune machine ne peut en dispenser ; mais comme ce moment résulte de plusieurs termes ou facteurs , on peut les faire varier à volonté , en diminuant la force aux dépens du temps , ou la vitesse aux
dépens de là force; ou bien, en employant deux ou plusieurs forces au lieu d'une; ce qui donné une infinité de ressources pour produire le moment d'activité nécessaire; mais quoi qu'on fasse, il faut toujours que ces moyens soient égaux^ c'està-dire , que le moment d'activité consommé par les forces sollicitantes, soit égal à l'effet ou moment exercé en même temps par les forces résistantes^
Ces t-éflexions paroisseht suffisantes pour désabuser ceux qui croient qu'avec des machines chargées de leviers arrangés mystérieusement^ on pourroit mettre un ageijt , si foible qu'il fût ^ en état de produire les plus grai^ds çffets : l'erreur vient de Ce qu'on se persuade qu'il est possible d'appliquer aux machines en mouvement, ce qui n'est vrai que pour le cas d'équilibre; de ce qu'une petite puissance, par exemple^ peut tenir ènéqui-» libre un très-grand poidâ^ beaucoup de personnes croient qu'elle pourroit de même élever ce poids aussi vite qu'on voudroit; 6r^ c'est une erreuB très-grande^ parce que, pour y réussir, il fatidroit que l'agent se procurât à lui-même une vitesse au dessus de ses facultés,' ou qui dû moins lui feroit perdre une partie d'autant plu» grande de son effort sur la machine, qu'il seroit oblige de se mouvoir plus vîte. Dans le premier cas, l'agent n'a d'autre objet à remplir , que de faire un. effort.
capable
(90 capable de contrebalancer le poids'; dans le second, il faut qu'outre cet effort, il en fassis encore un autre pour vaincre l'inertie, et du corps auquel il imprime le mouvement,, et de sa propre masses leffort total qui , dans le premier cas , séroit employé tout entier à vaincre la pesanteur du corps , se partage donc ici en deux^ dont le premier continue de faire équilibre au poids, et lautre produit le mouvement. On ne peut donc augmenter l'un de ces efforts, qu'aux dépens de l'autre ; et voilà pourquoi l'eifet des machines en» mouvement, est toujours tellement limité, qu'il ne peut jamais purpasser le moment d'activité exercé par l'agent qui le produit.
C'est sans doute faute de faire une attention suffisante à ces différents effets d'une même machine considérée tantôt en repos , et tantôt en mouvement, que des personnes auxquelles |a saine théorie n'est point incohntte, s'abandonnent quelquefois aux idées les plus chimériques, tandis qu'on voit de simples ouvriers faire valoir, par une espèce d'instinct , les propriétés réelles des machines, et juger très-bien de leurs effets. Archîmede ne demandoit qu'un levier et un point fixe pour soulever le globe de la terre; comment donc se peut-il faire , dit-on, qu'un homme aussi fort qu'Archimede ne puisse pas, quand même il seroit muni de la plus belle machine du monde , élever un poids de cent livres , en une heur.ç de
(98) temps, à une hauteur médiocre donnée? C'est que leffet dune machine en repos, et celui d'une jmachine en mouvement, sont deux choses fort diiFérentes, et en quelque chose WRérogenes: dans le premier cas, il s'agit de détruire, d'empêcher le mouvement; dans le. second, l'objet est de le faire naître et de l'entretenir; or, il est clair que ce dernier cas exige une considération de plus que le premier; savoir la vitesse réelle de chaque point du système; mais on pourra sentir mieux la raison de cette différence, par la remarque suivante.
Les points fixes et obstacles quelconques, sont des forces purement passives , qui peuvent absorber un„.mouvement, si grand qu'il soit, mais qui ne peuvent jamais en faire naître un, si petit qu'on veuille l'imaginer, dans un corps en repos: or, c'est improprement que dans le cas d'équilibre , on dit d'une petite puissance, qu'elle en détruit une grande : ce n'est pas par la petite puissance , que la grande est détruite ; c'est par la résistance des points fixes ; la petite puissance ne détruit réellement qu'une petite partie de la grande, et les obstacles font le resté. Si Archimede avoit eu ce qu'il demandoit, ce n'est pas lui qui auroit soutenu le globe de la terre, c'est son point fixe; tout gon art auroit consisté , non à redoubler d'effort pour lutter contre la masse de ce globe , mais à mettre en opposition les deux grandes forces.
( 99 ) Tnne active ^ l'âiitTe passive^ qu'il auroit eues à sa disposition : si au contraire il eixt été question de faire naître un mouvement effectif, alors Archimede auroit été obligé de le tirer tout entier de son propre fonds; aussi n'auroit-il pu être que très-petit j même après plusieurs années: n'attri-^ buons donc point aux forces actives , ce qui n'est dû qu*à la résistance des obstacles, et leffet ne paroîtra pas plus disproportionné à la cause, dans les machines en repos, que dans les machines «n iriouvement»
Lyi.
Quel est donc enfin le véritable objet des ma,chines en mouvement? Nous Tavotis déjà dit; t'est de procurer la faculté de faire varier à volonté 5 les termes de la quantité jO, ou momenturri d'activité, qui doit être exercé par Jes forces mouvantes. Si le temps est précieux , que l'effet doive être produit dans un temps très-court, et qu'on li*ait cependant qu'une force capable de peu de vitesse, mais d'un grand effort, on pourra trouvez* une machine pour suppléer la vitesse nécessaire par la forcé : s'il faut au contraire élever un poids très - Considérable , et qu'on n'ait qu*une foible puissance, mais capable d'une grande vitesse, on pourra imaginer une machine avec laquelle l'agent sera en état de compenser par sa vitesse , la force qui lui manque: enfin, si la puissance n'e»t capable
( lOO )
ni d'un grand effort, ni d'tine graîide vitesse, on pourra encore, avec une machine convenable, lui faire produire l'effet désiré ; mais alors on n« pourra se dispenser d'employer beaucoup de temps; et c'est en cela que consiste ce principe si connu , que dans les machines en mouvement ^ on perd toujours en temps ou en vitesse ce quon gagne en. force.
Les machinas sont donc très -utiles, non en augmentant l'effet dont les puissances sont naturellement capables , mais en modifistnt cet effet : on ne parviendra jamais par elles, il est vrai, à diminuer la dépense ou momentum d'activité, nécessaire pour produire un effet proposé 5. mais elles pourront aider à faire de cette quantité une répartition convenable au dessein qu'on a en vue : c'est par leur secours qu'on réussira à déterminer, sinon le mouvement absolu de chaque partie du système , du moins à établir entre ces différents mouvements particuliers , les rapports qui conviendront le mieux; c'est par elles enfin qu'pn donnera aux forces mouvantes , les situations et directions les plus commodes, les moins fatigante?, les plus propres à employer leurs £icultés de la manière la plus avantageuse*
Ceci nous conduit naturellement à cette quea* tion intéressante : quelle est la meilleure maniéré
( lox ) d'employer des puissances données , et dont TefFet naturel est connu , en les appliquant aux machines en mouvement? C'est-à-dire, quel est le moyen dé leur faire produire le plus grand efFet^ possible ?
La solution de ce problême dépend des circonstances particulières ^ mais on peut faire làdessus des observations générales et applicables à tous les cas: en voici quelques-unes des plus essentielles.
L^eiFet produit étant la même chose (LU) que le moment d'activité exercé par les forces , résistantes, la condition générale est, que ç soit lîn maximum; or, q ne pouvant jamais surpasser 0, il faut, i^.'que la quantité Q soit elle-même la plus grande possible 5 q^. que tout ce moment Q soit employé uniquement à produire l'effet proposé. ^ ^
Pour faire qlie Q soit un maximum^ il feut considérer qu'elle dépend de quatre choses , savoir j de la quantité de force exercée par Tagent quï doit produire l'efFeft y , de sa vitesse , de sa direction 5 et du temps pendant lequel il ag^t. Or , i\ quant à ce qui regarde la direction d^ la force , il est évident que bette puissance doif^tre , toutes choses égales d'ailleurs, dirigée dans le même sens que sa vitesse j car le moment d'activité qu'exerce pendant d t une puissance F dont la vitesse est Vy et l'angle compris çntre i^et F,^,
étant (XXXII) F V d t cos ^, il(est clair que ce produit ne sera jamais plus grand que lorsque cos 7^ sera égal au sinus total , c'est-à-dire , lors^ que la force et sa vitesse seront dirigées dans le même sens ; q^, quant à ce qui regarde Tintensite de la fdrce exercée , sa vitesse , et le temps pendant lequel elle ; eât exercée ; on ne doit point déterminer ces choses d'une maniçre absolue, mais seulement mettre entr elles lès rapports que Texpérience aura fait connoître pour ks plus avantageux ; par exemple , on a reconnu , je suppose , qu'un homme attaché pendant huit heures par jour à une manivelle d'un pied de rayon, peut faire continuellement un effort de 85*, en faisant un tour en deux secondes, ce qui fait à peu -près la vitesse de trois pieds par seconde; mais si l'on forçoit cet hoinaae à allej» beaucoup plus vite,- croyant par là avancer la beaogoie, on la retardcroit , parce qu'il ne seroit plu«^ en état de ïsàvQ un effort de 35 ^^, ou ne , pourroit plus, soutenir un travaii de huit heure» par jour. Si au contraire, on dimiiiuoit la vitesse, lax&rce augmenteroit , mai? daijts: ua moindre rapport, et le moment d'acti\Tté diminueroit enn corel; ainsi, s.uii^a|it l'expérienoé, pour que ce moment soit un maximum -^ il feut proportionner la machine , de manière à conserver à la puissanos la vitesse de trois.' pieds, par éeconde,, et ne le faire tra)vaiUeE qu'ânvixan ; huit heujjes par jotu:.
( io3T On sent bien que chaque espace d agent a, eu égard à sa natur/B ou constitution physique, un maximum analogue à celui dont on vieht de pai:- 1er, et que ce mxiximum ne peut en général se trouver que par expérience.
Cette première condition étant remplie , il r\^ restera donc plus , pour faire produire 'a une machine donnée , le plus grand effet possible , qu'§L Élire ensorte que toute la quantité Q soit employée à produire cet effet ; car si cela est ainsi- ^" on aura ^ = O; et c'est tout ce qu<>n peut prétendre 5 puisque jamais Q ne peut être moindre que q.
Or , pour -remplir cette condition , je dis premièrement , qu'on doit éviter tout choc ou changement brusque quelconque ; car il est facile d'appliquer à tous les cas imaginables , le raisoxmement qui a été fait (XL VII) sur les machines à poids; doù il auit,que toutes les fois qu'il y a choc, U y a en même temps perte de moment d'activité de la part des forces sollicitantes ; perte si réelle, que l'effet en est nécessairement diminué, comme nous l'avons fait voir par les machines à poids, dans l'article qui vient detre cité; c'est dènc avec raison que nqus avons avancé (LI), que pour faire produire aux machines le plus grspid effet possible, il faut nécessairement qu'elles
( 104 ) ne cljiangent jamais de mouvement ,. que par degrés insensibles ; il en faut' seulement excepter celles qui , par leur nature même, sont sujettes à éprouver différentes percussions , comme sont la plup^t des moulins; mais dans ce cas-là même, il est clair qu'on doit éviter tout changement subit, qui ne seroit pas essentiel à la constitution de la machine,
tix,
On peut conclure de là , par exemple , que le' moyen de faire produire le plus grand effet possible à une machine hydraulique , mue par un courrant d'eau , n^est pas d y adapter une roue dont les aï] es reçoivent le choc du fluide. Eu effet, deux. raisons empêchent qu'on ne produise ainsi le plus grand effet; la première est celle quç nous venons de dire , savoir qu'il est essentiel d'éviter toute percussion quelconque ; la seconde est, qu'après le choo du fluide, il a encore une vitesse qui lui reste en pure pertie , puisqu'on pourroit employer ce reste à produira encore un nouvel effet qui s'ajouteroit au premier. Pour faire la -machine hydraulique la pldl parfaite, c'est-àr: dire , capable de produire le plus grand effet posr sible, le vrai noeud de la difficulté consisteroit donc, 1^. à faire en sorte que le fluide perdît absolument tout son mouvement par son action sur. la machine, au que du moins il ne lui en
( io5 )
restât précisément que la quantité nécessaire pour s échapper après son action ; q^. à ce qu'il perdît tout ce mouvement par degrés insensibles, et sans qu^il y eut aucune percussion , ni de la part du fluide, ni de la part des parties solides entr elles 2 peu importeroit d ailleurs quelle fût la forme de la machine, car une machine hydraulique qui remplira ces deux conditions, produira toujours le plus grand eiFet possible ; mais ce problême est très-difficile à résoudre en J général, pour ne pas dire impossible 5 peut-être même que dans Tétat physique des choses , et eu égard à la simplicité , il ny a rien de mieux que les roues mues par le choc 5 et dans ce cas, comme il est impossible de remplir à la fois les deux conditions désirables , que plus on voudra faire perdre au fluide de son mouvement pour approcher de la première condition, plus le choc serd fort; que plus au Gonti'aif e on voudra modérer le choc pour approcher de la seconde, moins le fluide perdra de son mouvement: on sent qu'il y a un milieu à prendre , au moyen duquel on déterminera , sinon d'une manière absolue , au moins eu égard à la nature de la machine , celle qui sera capable du plus grand effet. '
Un« auti'e condition général^ qui n'est pas mdins importante, lorsqu'on veut que les machines
produisent le plus grand effet possible, c'est de feire ensorte que les forces sollicitantes .ne fassent naître aucun mouvement inutile à lobjet qu'on se propose : si mon but , par exemple , est d'élever à une hauteur donnée la plus grande quantité d'eau possible, soit avec une pompe ou autrement, je dois faife ensorte que l'eau, en arrivant dans le réservoir supérieur , n'ait précisément qu'autant de vitesse qu'il lui en faut pour s'y rendre, car toute celle qu'elle auxoit au delà, consommeroit inutilement l'effort de la puissance motrice. Il est clair en effet (XLV) que dans ce cas cette puissance auroit à consommer un moment d'activité inutile , , et qui seroit égal à la moitié de la force vivç avec laquelle l'eau seroit arrivée dans le réservoir.
Il n'est pas moins évident que pour faire produire aux machines le plus grand effet possible y on doit éviter ou diminuer, du moins autant que ^ire se peut , les forces passives , telles que le frottement, la roideur des cordes, la résistance de l'air, lesquelles sont toujours, dans quelque sens que se meuve la machine , au nombre des fîbrces que j'ai nommées résistantes (1).
(i) On parie souvent des forces passives ; mais qu'est* ce qu'une force passive, qu'est-ce qui la différencie d'une force active? Je crois qu'on n'a pas encore répondu à cette question , et même qu'on ne se l'est
( 107 ) Enfin 5 il est aisé d'étendre ces remarques particulières; et mon objet nest pas d entrer là-dessus dans^ un plus grand détail,
LXI
On peut conclure de ce que nous venons de dire au sujet du frottement et autres forces passives , que le mouvement perpétuel est une chose absolument impossible, en n'employant, pour le produire , que ^es corps qui ne seroient sollicités par aucune force motrice, et même des corps pesants ; car ces forces passives auxquelles on ne peut se soustraire, étant toujourà résistantes, il est évident que le mouvement doit se ralentir continuellement : et d après ce que nous avons, dit (XLV), on voit que si les corps ne sont sol-
licites par aucune force motrice , la somme des forces vives sera réduite à rien ; c'est-à-dire ; que la .machine sera réduite au repos , lorsque le
jamais faite. Or , -il me sembje que le caractère dis-* tinctif des forces passives , consiste en ce qu*elles np' peuvent jamaisi devenir soliiqltantes , quçl que soit ou puisse être le mQUvement de la machine, au lieii que les forces ^ctivei» peuvent agir, :jantôt çn qualité de forces sollicitantes , et tantôt en qualité de forces .résistantes. Sur ce pied , les obstacles et points fixes, sont évidemftient'des forces passives , puisqu'ils ne peuvent agir ni comme forces soUicîtantçs , m çQn\* me forces résistances (XXXI),
/( loS )
moment d'activité, produit par le frottement depuis le commencement du mouvement, sera devenu égal à la demi-somme des forces vives initiales ; et si les corps sont pesants , le mouvement finira , lorsque le moment produit par les frottements, sera égal à la demi-somme des forces vives initiales 5 plus la moitié de la force vive qui auroit lieu, si tous les points du système avoient une vitesse commune , égale à celle qui est due à la hauteur du point ou étoit le centre de gravité dans le premier instant du mouvement, au dessus du point le plus bas où il puisse descendre ; ce qui est évident par Tarticle (XLII)^
Il est aisé d appliquer les mêmes raisonnements au cas où il y a des ressorts, et en général, à tous ceux où, abstraction faite du frottemçnt, les forces sollicitantes sont obligées , pour faire passer la machine d'une position à une autre, d'exercer tin inoment d'activité aussi grand que celui qui est produit par les forces résistantes, lorsque la machine reviçnt df cçtte dçmièrç position à la première,
Le mouvement finiroit bien plus vite encore, s'il arrivoit quelque percussion , puisque la somme des forces viv^s, diminue toujours en pareil cas
XXIII
Il ^st donc évident qu on ^oit désespère;* absor lument de produire ce qu'on appelle un mouvemet perpétuel , s'il est vrai que toutes les forces
( log ) motrices qui existent dans la nature^ ne soient autre chose que des attractions, et que cette force ait pour propriété générale , cornrhe il le paroît , d'être toujours la même à distances égales, entre des col*ps donnés j c est-à-dire, d'être une fonction qui ne varie que dans le cas où la distance de ces corps varie elle-même^
LXIt
Une observation générale qui résulte de tout ce qui vient d être dit ^ c'est que cette espèce de
- quantité, à laquelle j'ai donné le nom de moment d'activité^ ]o\\e un très-grand rôle dans la théorie des machines en mouvement ; car c'est en général cette quantité qu'il faut économiser le plus qu'il est possible j pour tirer d'un agent tout l'effet dont il est capable.
S'agit-il d'élever un poids , de l'eau par exem* pie j à une . hauteur donnée 5 vous en élèverez d'autant plus dans un temps donné ^ non que vous aurez conspmmé une plus grande quantité de force , mais que vous aurez exercé un plu» grand moment d'activité (XLIV).
Qu'il soit question de faire tourner la ; meule d!un moulin , soit par le choc de l'eau , soit par
• le vent , soit par la force des animaux ^ Ce n'est pas à faire que le choc de Teau , de l'air , ou l'effort de l'animal soit le plus grand , que vous devez^ vous attacher ^ mais à faire consommer
à ces agents le plus grand moment dactîvité possible!
Veut-on faire un vuide quelconque dans l'air, de quelque manière qu'on s'y prenne , il faudra , pour y parvenir, consommer un moment (T activité aussi grand que celui qui seroit nécessaire pour élever à trente deux pieds de hauteur, un- volume d'eau égal au vuide qu'on veut occasionner.
- Est-ce un vuide dans une masse d'éau indéfinie ^omme la mer ; il faudra consommer pour cela le même moment d activité que si la mer étoit un vuide , le vdide qu'on veut faire un volume d*eau de mer 5 et qu'il fallût élever ce volume à là hauteur du niveau de la mer.
Est-ce dans un vase de figure donnée ^ qu*il faut produire un vuide? On ne peut visiblement y parvenir , sans faite monter le centre de gravité de la masse totale du fluide d'une quantité déterminée par la figure du vase ; il faudra donc consommer un moment d'activité égal à celui qui seroit nécessaire pour élever toute l'eau du vase d'une quantité égale à celle dont il faut que monte le centre de gravité du fluide.
Dans une machine en repos , où il n*y a d*autre force à vaincre que l'inertie des corps, voulez-vous y faire naître un mouvement quelcon- • que , par degrés insensibles , le moment d activité que vous aurez à consommer, sera égal à la demisomme des forces vives que vous y ferez naître f
(in)
et & il est seulement question de changer le mouvement quielle a déjà^ le moment d' activité à produire sefa seulement la quantité dont cette demisomme augmentera par le changement (XLV).
Enfin , supposons qu'on ait un système quelconque de corps , que c^s corps s attirent les uns les autres , en raison d'une fonction quelconque de leurs distances ; supposons même , si Ton veut, que cette loi ne soit pas la même pour toutes les parties du système, c'est-à-dire, que cette attraction suive quelle loi on voudra^ (pourvu qu'entre deux corps donnés, elle ne varie que lorsque la distance de ces corps varie elle-même), et qu'il soit question de faire passer le système d'une position quelconque donné à une autre; cela posé , quelle que soit la route qu'on fera prendre à chacun des corps, pour remplir cet obj^t , qu'on mette tous ce^ corps en mouvement à la fois , ou les uns après les autres , qu'on les conduise d'une place à l'autre, par un mouvement rectiligné ou curviligne , et varié d*une manièrfe quelconque, (pourvu qu'il n'arrive aucun choc ni changement brusque); qu'on emploie enfin quelles machines on voudra, même à ressort, pourvu que , dans ce cas , on remette à la fin les ressorts au m^me état de tension où on les a pris au premier instant j le moment dactwité qu'auront à consommer , pour produire cet effet , les agents extérieurs à employer mouvoir ce système , sera
toujouts le même , en supposant que le système soit en repos au premier instant du mouvement, et au dernier;
Et si outre cela il s agit de faire naître dans le système un mouvement quelconque, ou qu'\l soit déjà en mouvement au premier instant, et qu'il s'agisse de modifier ou changer ce mouvement ^ le moment d activité qu'auront à consommer les agents extérieurs j sera égal à celui qu'il faudroit consommer , s'il s'agissoit seulement de changer la position du système , sans lui imprimer de mouvement, (c'est-à-dire, considéré comme en repos au premier instant et au dernier) ; plusj la moitié de la quantité dont il faudra augmenter la somme des forces vivesj
Il importe donc fort peu , quant à la dépense ou momentum d'activité à consommer ^ que les forces employées soient grandes ou petites , qu'elles emploient telles ou telles machines, qu'elles agissent simultanément ou non ; ce moment d'activité est toujours égal au produit d'une certaine force, par une vitesse et par un temps, ou la somme dé plusieurs produits de cette nature ; et cette somme doit être toujours la même, de quelque itianiére qu'on s'y prenne : les agents ne gagneront donc jamais rien d'un côté , qu'ils ne le perdent de l'autre. ,
Pour conclusion , qu'en général on ait un systêrne quelconque de corps animés, de forces
motrices
motrices quelconques, et que plusieurs ageny extérieurs, comme des hommes ou des animaux , soient employés à mouvoir ce système en différentes manières quelconques , soit par eux-mêmes, soit par des machines: cela posé;
Quel que soit le changement occasioriné dans le système^ le moment d activité^ consommé pen^ dant un temps quelconque par les puissances extérieures j sera toujours égal à la moitié de la quantité dont la somme des forces vives aura augmenté pendant ce temps ^ dans le système des corps auxquels elles sont appliquées: moins la moitié de la quantité dont auroit augmenté cette . même somme de forces vives ^ si chacun des corps s* é toit mu librement sur la courbe quil a décrite ^ eii supposant qu alors il eût éprouvé à chaque^ point de cette courbe j la même force motrice^ que celle quil y éprouve réellement : pourvu toujours, que le mouvement change par degrés insensibles, et que si Ion emploie des machines à ressorts , on laisse ces ressorts dans le 4;nême état de tension où on les a pris.
LXIIt
Ces remarques'^ sur le moment d'activité me font naître Tidée dun principe d équilibre particulier au cas où les forces exercées dans Iç système, sont des attractions; j'ai cru que le
( 114 ) lecteur ne seroit pas fâché de le trouver icij voici en quoi il consiste:
Plusieurs corps soumis aux loix dune attraction exercée en raison dune fonction quelcohque des distances , soit par ces corps mêmes les uns sur les autres , soit par différents points fixes , étant appliqués à une machine quelconque; si ton fait passer cette machirie dune position quelconque donnée^ à celle de F équilibre^ le moment dactinté consommé dans ce passage par les forces attractives dont ces corps seront animés pendant ce mouvement y sera un maximum.
C*est - à - dire , que ce moment sera toujours . plus grand qu'il ne lauroit été, si, au lieu de fairie^ passer ce système à la position d'équilibre, on Teût contraint de prendre une route difFérente , et de passer dans une autre situation quelconque.
Par exemple, s'il s'agit de la gravité, qu*on peut regarder comme une attraction exercée vers un point infiniment éloigné , les forces attractives seront les poids appliqués à la machine; le moment d'activité qui sera exercé par ces forces, lorsqu'on fera changer de situation à cette machine , sera donc égal au poids total du système fnultiplié par la hauteur dont aura monté ou. descendu le centre de gravité pendant ce changement de position (XXXII): or, la situation d'équilibre e«t celle où, le centre de gravité est ^
( ii5 )
au point le plus haut ou le plus bas possible} donc ; la hauteur à laquelle doit monter le centTiÇ de gravité , ou dont il doit descendre pour passer dune situation quelconque donnée à celle de l'équilibre , est plus grande que pour passer ^ toute autre situation : donc, le momçnt d'activité cohgommé dans le passage , par les forces motrices, est aussi plus grand dans le premier cas que dam tout autre*
Si Tattraction étoit toujours constante cornm^ la gravité ordinaire, mai» qu'elle fût dirigée ver& un point fixe^ placé à une distance finie, on concluroit aisément du principe précédent, que dans le cas d'équilibré ^ la somme des moments des corps du système, relativement ^ ce point fixe, est un maximum , c^est-à-dire , que la somme des produits de chaque masse, par sa distance au point fixe , est moindre lorsqu'il y a équili-
I bre , que si le système se trouvoit dans une autre
j situation quelconque.
Si l'attraction vers le point fixe , au lieu d'être
constante , étoit proportionnelle aux distances de
ce corps, à ce point fixe, on Concluroit de même
que la somme des produits de chaque masse par
%le quarré de la distance à, ce point fixe, est mi
\ maximum»
' On sait que la somme des produits de chaque
masse, par le quarré de sa, distance à un poi^ lixe quelconq^e , est égale à la somme det
Ht:
( 116 > paroduits de chaque niasse , par le quarré de sa distance au centre de gravité; plus, au produit de la masse totale, par le quarré de la distance du centre de gravité à ce point fixe : ( c est une proposition de géométrie fort connue , et dont il est facile de trouver la preuve); ainsi dans le cas d'attraction que nous examinons, la ^oiuiiie de ces deux quantités, doit, 'dans le cas d'équilibre , être un maximum , c est-à-dire , que sa -différentielle est égale à zéro. Supposons donc, par exemple, que toutes les partiq[s du système ^«oyent liées entr elles, de manière quelles ne fessent qu'un même corps, et que ce <iorps soit suspendu par son centre de gravité , tellement que ce point soit f\xe ; il est clair que chacune des quantités^ dont on vient de parler , sera constante, c'est-à-dire, restera la même, quelque situation qu'on donne à œ corps, et que la dit féjrentielle de leur somme, sera, par conséquent., nulle; donc, il y aura équilibre : c'est-à-dire, que si toutes les parties d'un corps sont attirées *yers un point fixe, proportionnellement à leurs, ^distances à ce point, et qu'on suspende ce corps •par son centre de gravité , il restera en équilibre \ précisément comme dans le cas de la pesanteur ' ordinaire. Il ne faut cependant pas conclure 4e là , que dans une machine à laquelle seroient .appliqués plusieurs corps attirés vers un point jà^Qy jen raison des distances^ la position d'équilibre \
fut celle où le centre de gravité du système séroit au point le plus bas, c'est-à-dire, le plus, proche possible du point fixe; car celai n arrive que dans» le cas ou toutes les parties du système tiennent, ensemble et ne font qu'un seul corps ; au lieu que dans lé cas de la gravité naturelle j il n'est pas nécessaire , pour que le centre ' de gi;avité soit au point le plus bas, que les parties du . système soient liées les unes aux : autres. .
Si les corps étoient attirés vers le point fixe,' en raison inverse de leurs distances à ce point, le principe allégué ci -dessus feroit voir que la situation d'équilibre est alors celle où la somme des produits de chaque masse , par le logarithme de sa distance au point fixe, est un maximum.
En général , si les corps m du système sont attirés en raison d'une puissance 72, de leurs distances a:, à ce point, la situation d'équilibre sera celle où la quantité s m x^ + ^ sera un maximum , ou , plus grande que dans toute autre situation; c'est-à-dire, où la diflFérence de cette quanthé à ce qu'elle seroit , si le système étôit dans une situation infiniment voisine 5 est égak à zéro.
S'il y a dans le système plusieurs points fixes*, vers chacun desquels les corps m soient attirés en raison d'une puissance donnée de leurs distances à ce point ^ de sorte que a:, j^, 2, etc. étant
tes distances de m à ces différents points fixes, A x*^^ ByP 5 Cz î , etc. soient les forces centrales de m vers ce^ différents foyers , ce sera la quantité A i B ^ C
z « + ' + etc. qui seia^uji maopîmum dans lai position de Téquilibre. -
Et si outre cela , les corps s'attirent les uns les à^itres 5 en raison d une puissance quelconque donnée des distances , de sorte -que X exprimant la
distance de la molécule m à chacune des autres
molécules du système, FX' soit la force motoce, attractive de j% vers cette autre molécule , la situation d'équilibre, sera celle où la quantité F A B
r— -r s mX^ ^ ^+ -^-T 5 777 X » * I + -r-; S M
Qr + Q w+1 /; + !
y I» + 1 4 ^ S mz^* ^^ etc. est un maximum;
c'est-à-dire, plus grande que dans toute autre situation.
Il seroit aisé d'étendre encore oes conséquence^
^ à d autres hypothèses d attraction 5 mais la chose
iparpît inutile: ainsi je me bornerai à remarquer
qu'on peut, par un principe général à celui qu'on
vient de voir, établir qu^,
Quelle que soit la nature des puissances motrices appliquées à une machine^ ^ on la fait mouvoir de manière qu'elle passe par la position d'équili" l^re^^ r instant où elle arrivera dans cette situation y
(1,19) sera celui où le moment d'activité consommé pendant le mouvement^ par ces puissances motrices y sera le plus grand.
. C est- à -dire , que le moment d activité que les puissances proposées consomment pendant le mouvement, va toujours en augmentant, jusqu'à ce que la machine ait atteint la position d équilibre; après quoi, ce moment va en diminuant, à mesure que le système s'éloigne de cette position , lorsqu'il la dépassée 5 quelle que soit d ailleurs la route qu'on ait fait prendre à cette machine, pour l'amener à cette situation.
Supposons , par exemple , que chacune des puissances appliquées à la machine , soit donnée de grandeur, et qu'on connoipse de plus un des points de la direction qu'elle doit avoir, pour qu'il y ait équilibre ; je dis que cette situation d'équilibre est celle où la somme des produits de chacune de ces puissances données par la distance du point de la 'machine où on la suppose appliquée, au point fixe donné sur sa direction-, est la moindre possible (i); ce qui se tiçe aisément dvi principe précédent,
TT
(i) Il est à remarquer que dans tout ce qui vient d'être ditifliU sujet d'une machine considérée d^nç^ différentes positions , et de son passage de l'une à Tau* tre; il est^ ^is-je, ^ remarquer que ces positions sont toujours si^pposéçs telles , qu'en passe de l'une
Toates ces. choses sont' si faciles â prouver, après ce qui a été dit dans le cours de cette seconde partie , qu'il paroît inutile de s'y arrêter» Je finirai donc cet opuscule par quelques réflexions sur les loix fondamentales dont je suis parti pour établir la théorie qu'il contient.
Réflexions sur les loix fondamentales de.
réquilibre et du mouvement^
Parmi les philosophes qui s*oçcupent de la recherche des loix du mouvement, les uns font de la mécanique une science expérimentale , les autres , une science purement rationnelle 5 c'est-à-dire , que les premiers comparant les phénomènes de la nature, leç décomposent, pour ainsi dire, pour connoître ce qu'ils ont de commun, et les réduire ainsi à un petit nombre de faits principaux, qui servent en suite à expliquer tous les autres, et à prévoir ce qui doit arriver dans chaque circonstance ; les autres commencent par des hypothèses , puis raisonna^it
à l'autre par un mouvement qui soit à chaque instant de ceux que j'ai appelés géométriques \ autrement toutes ces propositions serolent sujettes aux mêmes défauts que nous avons cru (V) pouvoir reprocher au principe de Descartej , et ^ plusieurs s^utres.
conséqnemment à leurs siçpposîtions , parviennent à (Recouvrir les loix que suivroient les corps dans leurs mouvements , si leurs hypothèses étoient conformes à là nature, puis comparant leurs résultats avec les phénomènes, et trouvant qu'ils s'accordent, en concluent que leur hypothèse est exacte, c est-à-dire, que les corps suivent en effet les loix qu'ils n'avoient fait d'abord que supposer. ^
Les premiers de ces deux classes de philosophes, partent donc dans leurs recherches, des notions primitives que la nature a imprimées en nous, et des expériences qu'elle noius offre continuellement ; les autres partent de définitions et d'hypothèses: pour les premiers, les noms de corps, de puissancejs, d'équilibre, de mouvement, répondent à des idées premières^; ils ne peuvent ni ne doivent les définir 5 les ' autres au contraire ayant tout à tirer de leur propre fonds, sont obligés de définir ces termes avec exactitude , et d'expliquer clairement toutes leurs suppositions ; mais si cette méthode paroît plus élégante , elle est atissi bien plus difficile que l'autre ; car il n'y a rien' de si embarrassant dans la plupart des sciences rationnelles, et saf-tout dans celle-ci, que de poser d'abord d'exactes définitions sur lesquelles il ne reste aucune ambiguïté: ce seroit me jeter dans des discussions métaphysiques , biCT[ au dessus
de mes forces, que de vouloir approfondir toiites celles qu on a proposées jusqu'ici : je me contenterai d'examiner la première et la pjus simple. '
Qu est-rce qu'un corps? C'est, disent la plupart , une étendue impénétrable , c est - à - dire , qui ne peut en aucune manière être réduite à un espace) moindre : mais cette propriété n'estelle pas commune au corps et; à l'espace vuide? un pied cuie de vuide peut - il occuper un espace moindre? Il est clair que non. Supposons qu'un pied cube deàu, par exemple, soit enfermé dans un vase capable de contenir deux pieds cubes, et fermé de tout côté; qu'on agite, qu'on bouleverse ce yase tant qu'on voudra^ il restera toujours un pied cube d'eau et un pied cube de vuide: voilà deux espaces d'une nature différente, à la vérité, ntais tout aussi irréductibles l'un que l'autre,: ce n'est donc pas en cela que consiste la propriété caractéristique des corps. D'autres disent que cette propriété consiste dans la mobilité; l'espace indéfini et vuide, disent -ils, est immobile, tandis que les corps peuvent se transporter d'un lieu de cet espace à un autre: mais lorsque le corps ^ passe en B^ par exemple, l'espace vuide qui\étoit en ^ ^ na-t-il pas passé en ^? Il n'y a, ce me semble , pas plus de raison d'attribuer le mouvement au plein qui étoit en A , qu'au Vuide qui
étoit f n iff , le mouvement consiste en ce que lun de ces espaces a remplacé Vautre 5 et èe remplacement étant réciproque ,, la mobilité est une propriété qui n'appartient pas 'plus à lun qu a lautre. Sans sortir' de notre première supposition , lorsque j'agite le vase moitié vuide et moitié plein, le vuide h'est-il pas mu tout aussi bien que le fluide? Je plonge une boule de métal, creuse, dans une bouteille j la boule va^ au fond; ne^ voilà-t-il pas un vuide qui se meut dans un plein, tout de même que les corps se meuvent d^ns le vuide? L'espace plein ne différe donc de l'espace vuide, ni par la mobilité, ni par Tirrédilctibilité ; l'impénétrabilité qui distingua le premier du second, nest donc pas la même chose que cette irréductibilité; çest un je ne sais quoi qu'on ne peut définir , parce que c'est* une idée première.
Les deux Ipix fondamentales dont je suis parti (XI) ^ sont donc des vérités purement expérimentales ; et je les ai proposées comme tel-» les. Une explication détaillée de ces principes n'entroît pas dans le plan de cet 'ouvrage , et n'auroit peut - être servi qu'à embrouiller les choses : les sciences sont comnie un beau fleuve, dont le cours est facile à suivre , lorsqu'il a acquis^ une certaine régularité; mais si l'on veuf remonter à la source, on ne la trouve nulle part, parce qu'ellç est par-tout; elle est répandue
Cm)
en quelque sorte sur toute la sûrÊicç de la terre : de même si Ton veut remonter à 1 origine des sciences, on lie trouve, qu'obscurité, idées vagues, cercles vicieux; et l'pn se perd dans les idées primitives,
CALCUL INFINITÉSIMAL
A VERTISSEMENT.
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X X, y â quelques années que Tauteur de ces réflexions les a rédigées dans la forme où on les présente aujourd'hui. Il est maintenant- chargé de soins dont l'importance -ne lui permet pas de revenir sur ses premières méditations ; mais cprnme tout annonce que la culture des mathématiques va reprendre un nouvel essor 5 on ai pensé qull pourroit être utile de feiire connoître un mémoire où
la métaphysique du calcul difFérentiel est discutée avec étendue et précision , et où sont rapprochés les divers points de vue sous lesquels on a présenté cette métaphysique.
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JLl n'est aucune découverte qui ait produit stiiet d« cet dans les sciences mathématiques une révolu* '^^^ tion aussi heureuse et aussi prompte qUe celle » de l'analyse infiriitésimale f âucuiie n*â fôurnî '
des moyens plus simples ni plus efficaces pour pénétrer dans la connoîssance dès lois de la nature» JEn décomposant ^ pour ainsi dire , les corps jusques dans leurs élémens , elle semble en avoir indiqué la structure intérteure et l'organisation; mais conune tout
( lào ) ce qui est extrême échappe aux sens et à limagination , on n'a jamais pu se formel^ qu'une idée imparfaite de ces élémens, espèces d'êtres singuliers , qui , tantôt jouent le rôle de véritables quantités , tantôt doivent être traités comme absolument nuls , et semblent par leurs propriétés équivoques , tenir le milieu entre la grandeur et le' zéro, entre l'existence et le néant. (*)
Heureusement cette difficulté n'a point nui au progrès de la découverte : il est certaines idées primitives qui laissent toujours quelque nuage dans l'esprit j mais dont les premières conséquences une fois tirées , ouvrent un champ vaste et facile à parcourir.
O Je parle ici conformément aux idées vagues qu'on se fait communément des quantités infinitésimales ^ lorsqu'on n'a pas pris la pei«e d'en • examiner la. nature ; mais , dans le vrai, rien n'est plus simple que la notion de ces quantités. En elfet , dire d'une quantité qu'elle est infiniment petite , c'est précisément dire qu'elle est la différence de deux grandeurs qui ont pour limite une même troisième grandeur et rien de plus. L'idée d'une quantité infii nitésimale n'est donc pas plus difficile à saisir que celle d'une limite; mais elle .a de plus, comme tout le monde en convient , l'avantagé - ' de conduire à une théorie beaucoup plus simpUk
Telle a paru celle de l'infini , et plusieurl géomètres en ont fait le plus heureux usage > qui n'en avoient peut être point approfondi la notion; cependant les philosophes n*ont pu se contenter d une idée îsi vague ; ils ont » voulu remonter aux principes ; mais ils se sont trouvés eux-mêmes divisés dans leurs opinions , ou plutôt dans leur manière d envisa-* ger les objets. Mon but dans cet écrit est de rapprocher ces différeris points de vue , d'èiî montrer les rapports , et d en proposer de nouveaux ; je me croirai bien récompensé de mon travail si j'ai pu réussir à jeter quelques degrés de lumière, sur un sujet si intéressant.
ir.
La difficulté qu'on rencontre souvent à Origine qut exprimer . exactement par des équations les ^^ *^°''.*"* différentes conditions d'un problême, et à iiitésimai.e. ' résoudre ces équations , a pu faire naître les |)remières idées du calcul infinitésimal. Lors-» qu'il est trop difficile , en effet, de trouver la^ solution exacte d'une question , il est natu-« rel de chercher au moins à en approcher le ^lûs qu'il est possible, en négligeante tes quan-l étés qui embarrassent les combinaisons , s) l'on prévoit que ces quantités "négligées ne? j^uvent y à cause de leur peu d^ valeur.,
•la
produire qu'une erreur légère dans le résultat du calcul. C est ainsi , par exemple , que ne pouvant découvrir qu'avec peine les propriétés des Qourbes, on aura imaginé (Je les regarder comme des polygones d'un grand noml^re de côtés. En effet , si Ion conçoit , par exemple , un polygone régulier inscrit dans un cercle , il est visible que ces deux figures , quoique toujours différentes et ne pouvant jamais devenir identiques , se ressemblent cependant de plus en plus àinesure que le nombre des côtés du polygone augmente, que leurs périmètres, leurs surfaces, les solides formés par leurs révolutions autour d'un axe donné, les lignes analogues menées au dedans ou au dehors de ces figures , les angles formés par ces lignes, etc., sont, si non respectivement égaux, au moins d'autant plus approchans de l'égalité que ce nombre de côtés devient plus grande d'où il suit qu'en supposant ce nombre de côtés très-^grand en effet, on pourra sans erreur sensible attribuer au cercle circonscrit les propriétés qu'on aura trouvées appartenir au polygone inscrit.
En outre , chacun des côtés de ce poly- , gone diminue évidemment de grandeur à mesure que le nombre de ces côtéô augmente; et par conséquent, si l'on suppose que le polygone soit réellement composé d'un très-grand
nombre de côtés , on pourra dire aussi que chacun d eux est réellement trèsrpetit:
Cela posé, s'il se trouvoît par hazard dans le cours d'un calcul une circonstance paxti- / culière où l'on pût simplifier beaucoup les opérations en négligeant, par exempk, un de ces petits côtés par comparaison à une ligne donnée , c'est-à-dire , en employant dans le ' calcul cette ligne donnée au lieu d'une quantité qui sexoit égale à la somme faite de cette ligne et du petit côté en question , il e^t clair qu'on. pourroit le faire saris inconvénient, car l'erreur qui en résulteroit ne potir?ôît être qu'extrêmement petite , et ne riiéHtèrbit'pa» qu'on se -mît en peine pour en c^nnoître la valeur.
Par exemple , soit proposé de mener une taiigente au point donné M de U ciroonfét rence MBD. {Fig. i.)
- Soit C le centré du cercle yVI>GB' Taxe; supposons l'alKCÎssé DP=2.x*, 4'irfdoiKÉiée;co» «lâpondàn^e MP:5=î^^ lefsodt T Fl^ & wà-^ait*' gente- cherchée. . ^ .. > ' î*'^ '' . .Pour la trouver -^t icottsidéroni' le cercle comme un^polygone-diin très-grandmombret de côtés ; soit MN un de ces cotés , piolon-' geons-le jusqu'à l'axe; iba sera évidemment la
(134) tjflflgeï^te en question , puisque cette ligne ne pénétrera pas dans Tintérieur du polygone j.
^baissons de plus la perpendiculaire MO sur NQ, parallèle àMP, et nommons a le rayon du cercle : cela posé , nous aurons évidem- '
MO TP
riientMO:NO::TP:MP, ou ^=-^-
D'une autre part, Téquation de la courbe étant pour le ppint M, yy=*x ax - — -xx, die sera pour le point N
(j^+NO)-=:qû(x+MO)— (x+MO)*, "^
^tant^c^js jcette équation la première , trouvée ppui; je, point M , et réduisant , on a MÔ__ 2y + NO
NO ~Qa— 'Qx— MO'
4§galant donc cette valeur de ^ ^ à celle qui a
^té tprouv^e <:i-de§pus , et multipliant par y ^
2û — %x — MO
; Si dbâdCM O et N O étoient connues , on Auroit ia- vkieùr jcherchée de T P ; or ces qpaiMtitéfiMOf [NO sbnttr^shpetitcs, puisqu/qlles sont moindres chacune que le côté M N, :cpji^ J>a^Jlypbtilèse,^éstluiIpênle très-petit Donc (Il)ianipeut négliger sans erreur sensibleccB quantités par comparaison aux quantités ^ |y «t 52 X -— « 3 a auxqpiellçs elle< spnt ajoutées.
Donc réquatîon se réduit à TP = -^— , ce qu'il falloit trouver,
Si ce résultat n'est pas absoluknent exact, On t dû aa« il est au moins évident que dans la pratique *"'^^"*™®"*^*
■*• ^ 11 regarder d'a-
il peut passer pour tel, puisque les quantités bord comme
MO, NO sont extrêmement petites ; mais "°* "™p^*
, . , . • 1 / 1 1 i méthode d'ap-
quelqu un qui n auroit aucune idée de Ja doc* proximation. trine des infinis seroit peut-être fort étonné
si on lui disoit que lequation , T P =-
non-seulement approche beaucoup du vrai , maifr est réellement de la plus parfaite exactitude ; c'est cependant une chose doïit il est aisé de s'assurer en cherchant TP, d'après ce principe que la tatigente est perpendiculaire à l'extrémité di^ rayon ; car il est viable que les triangles semblables GPM, M'PT donnent ÇP : MP :: MP ; TP} d'où Ton tire
MP y" . . ,
-PTK = ■ " ' , comme ci^essus^
Pour second exemple » supposons qu*îl wit question 4e trouver la surface d'un cercle ^îmé«
( i36 ) Corderons encore cette courbé comme tm polygone régulier d un grand nombre de côtés \ l'aire d'un polygone régulier quelconque est égale au produit de son périmètre par la moitié de la perpendiculaire menée du centre sur l'un deç côtés ; donc le cercle étant considéré comme un polygx>ne d un grand hombr^e de côtés ^ sa surÊice doit être égale au produit de sa circonféronce par la moitié du rayon; proportion qui n'est pas moins exacte' que le résultat trouvé cidessus,
Quelque, vagues et peu précises que puissent doagyc paroître ces deux expres$ions de très^rand et de très-petit^ ou autres équiv?^lentes , on voit par les deux exemples précédens que ce n'est pas sans utilité qu'on lej5 cmploje f4^ïi5 les combinaisons mathémati* qpes , et que leur usage ..peut être d'un grand secours pour faciliter la solution des diverses , questions ; qtii peuvent être proposées ; car leur notion une fois admise , toutes les courbes pourront auasi bien que le cercle être
considérées comme des polygones d'un grand nombre de côtés ^ toutes les surfaces pourront être partagées en une multitude de ban* des ou zones, tous les corps en corpuscules.
i i3.7 ) tomes les quantités , en un mot , pourront • être décomposées en particules de même espèce qu elles. De-là naissent beaucoup de nouveaux rapports et de nouvelles combinatisons , et Ton peut juger aisément , par les exemples cités plus haut, des ressources quç doit fournir au calcul l'introduction (Je ces quantités élémentaires.
VIL
Mais l'avantage qu'elles procurent est bien On « déwnt. plus considérable encore qu'on n'?ivoit d'a-^^ ensmt»
* ^ ^ - ^ que malgré les
bord eu lieu de l'espérer j car il suit des exem- erreurs comples rapportés^ que ce qui n'avoit été regardé ™*"5 ^"**
•^ ^ . ,. '^ ^ . ,^ , r expression
en premier lieu que comme une simple me- ^^ condition» thode d'approximation j conduit au moins, de chaque proen certains cas, à-des résultats parfaitenient ^j^^^^J^^^/^* exacts. Il seroit donc intéressant de savoir néanmoins de distinguer ceux où cela arrive , d'y ramener ^* ^'"^^,JL!ç" les autres autant qu'il est possible, et de clian* ger ainsi cette méthode d'approximation en un calcul parfaitement exact et rigoureux, pr, tel est l'objet de l'analyse infinitésimale,
VIII
Voyons donc, d'abord comment dans lëqua* tion TP = •^^^■^"'"^5^^ trouvé (III), il a pn se faire qu'en négligeant M O et N O on
Ci38 )
rfait point altéré la justesse du résultat, ou plutôt comment ce résultat est devenu exact par la suppression de ces quantités , et pourquoi il ne letoitpas auparavant*.
Or , on peut rendre fort simplement raison de ce qui est arrivé dans la solution du problême traité çi-dessUs,. en remarquant que l'hypothèse d où Ton est parti étant fausse , . puisqu'il est absolument impossible qu'un cercle puisse être jamais considéré comme un vrai polygone , quel que puisse être le nombre de ses côtés , il a dû résulter de cette hypothèse une erreur quelconque dans l'équation
• Qû — iCîi: — -MO'
et que le résultat TP =: - — étant néan-, , ^ a — X
moins certainement exact , . comme on le
prouve par la comparaison des deux triangles
CPM, MPT, on a pu négliger MO et NO
dans la première équatioïi , et même on a dû
le faire pour rectifier le calcul et détruire
l'erreur à laquelle avoit donné lieu la fausse
hypothèse d'où l'on étoit parti. Négliger les
quantités de cette nature est donc non-seule-
ment permis en pareil cas ,^ mais il ^le faut ,
fiC, c'est la seule manière d'exprimeu exactCr
meiu les conditions du problême.
reurs.
; Le résultat «xact T P = — ^-— n'a donc Ces ttmit^t»
L - ■ ■■— OC
. ne sont exacts
été obtenu que par une compensation d'er- v^t par comreurs ; et cette compensation peut être ren-P*"'*^*°"^*"' due plus sensible encore en traitant l'exemple rapporté ci-<îessus d une manière un peu différente , c'est-â-dire , en considérant le cercle comme une véritable courbe et non pas comme un polygone.
Pour cela , par un point R , pris arbitrairement à une distance quelconque du point M;, soit menée la ligne RS parallèle à MP, et par les points R et M soit tirée la sécante R T' ; nous aurons évidemment T'P : M P ::
MZ : RZ , et partant T'P , ou TP + T'T
MZ "":
= MP ^n^- Cela posé , si nous imaginions
gue R S se ipeuyçuparallélement à elle-même en s'approchant continuellement de MP, il est visible que le p.oint T' s'approchera en même temps. de. plus en plus du point T, et qu'on pourra par conséquent rendre la ligne T'T aussi petite qu'on voudra sans que la proportion établie ci-dessus cesse d'avoir lieu. S^ dope je néglige cette quantité T'T dans l'équation quç je viefis-de.trouveî: , il en résultera à la vérité une erreur' dans l'équation
" ' * MZ*
TP = MP -^-7^ à laquelle la première sera
alors réduite ; mais cette erreur pourra être atténuée autant qu on le voudra en faisant approcher autant qu'il sera nécessaire R S de M P : c est-à-dire , que le rapport des deux membres de cette équation différera aussi peu qu'on voudra du rapport d égalité.
MZ ay + RZ
Pareillement nous avons ^^ ry — ïrrv
R Z Qû— Qx— MZ
(III) et cette équation est parfaitement exacte, quelle que soit la position du point R , c'està-dire 5 quelles que soient les valeurs de M Z et de R Z. Mais plus R S approchera de M P, plus ces lignes M Z et R Z seront petites ; et partant, si on les néglige dans le second membre de cette équation , l'erreur qui en résul-
tera dans l'équation ^ ju == -^ — à laquelle
elle sera réduite alors , pourra comme la première, être rendue aussi petite qu'on le jugera 7 à propos.
Cela étant , sans avoir égard à des erreurs que j€ serai toujours maître d'atténuer autant que je le voudrai, je traite les deux équations
TP = MP ^-^ et ^^ = ^ que j^
vieijs de trouver, comme si elles étoient parfaitement exactes l'une et l'atitre ; substituant
donc dans ta dernière la valeur de ^^- tirée
de l'autre, j*^ p#ur résultat T P =
comme ci-dessus.
Ce résultat est parfaitement juste , puisqu'il est conforme à celui qu'on a obtenu par la comparaison des triangles C P M , MPT;
et cependant les équations T P = .p ^ ' et
MZ y i7 . ., ,^. ;. ,
T> ry = ^^ — 5 d OU il a ete tire , sont ceiv K Z a — x
tainement fausses toutes deux, puisque la distance dé R S à MP na point é^é' supposée nulle, ni mêmetrés-perite, mais bien égale à une ligne quelconque arbitraire. Il faut par conséquent de toute nécessité que les erreurs se soient compensées mutuellement par la comparaison des deux équations erronées.
Voilà donc le fait des erreurs conipensées Pourquoi bien acquis et bien prouvé 5 il s'agit mainte- *^*"* compen. nant de 1 expliquer , de rechercher le signe auquel on reconnoît que la compensation a lieu dans les calculs semblables au précédent, et les moyens de la produire dans chaque caa particulier.
Or, il suffit pour cela de remarquer quê les erreurs commises dans les équations ^^ MZ M 2 y
( 14Q ) être rendues aussi petites q|t'on le veut , celle ' qui auroit lieu , s'il s'en tr(?UTOit une dans
Téquation résultante T P —
pourroit
également être rendue aussi petite qu'on le voudroit, et qu'elle dépendroit de la distance arbitraire des lignes M P , R S. Or , cela n'est pas , puisque le point M par où doit passer la tangente étant donné 5 il ne se trouve aucune des quantités a ^ ^^ y ^ T P de cette équation qui soit arbitraire ; donc il ne peut y avoir en çiFet aucune erreur dans cette équation. '
Il suit de - là que la compensation deà çrreurs qui se trotzvpient dans les équations
TP
MZ MZ et
,' se mani-
-" RZ ^^ RZ a—x feste dans le résultat par l'absence des quantités MZy RZ qui causoient ces erreurs ; et que par conséquent , après avoir introduit ces quantités dans le calcul pour faciliter l'expression des conditions du problême , et les avoir traitées dans les équations qui exprimoient ces conditions comme nulles par comparaison aux quantités proposées ^ afin de simplifier ces équations , il n'y a qu'à éliminer ces mêmes quantités des équations oùj^les peuvent se trouver encore , pour faire
disparoîtxe les isrreurs qu*elles avoient occar sionnées , et obtenir un résultat qui soit parfaitement exact. r
L'inventeur a donc pu être conduit à sa découverte par un raisonnement bien simple :
si à la place dune quantité proposée ^ a-t-il pu dir^e ^ j emploie dans le calcul uiie autre quantité qui ne lui soit point égale , il en rér sultera une erreur quelconque ; mais si la différence des quantités employées Tune pour l'autre est arbitraire , et que je sois maître de la rendre aussi petite que je voudrai , cette erreur ne sera point dangereuse; je pourroig même commettre à la fois plusieurs erreurs semblables sans qu*ils s'ensuivît aucun inconvénient , puisque je demeurerai toujours maître du degré de précision que je voudrai donner à mes résultats. Il y a plus encore ; c'est qu'il pourroit arriver que ces erreurs se compensassent mutuellement , et qu'ainsi mes résultats devinssent parfaitement exacts. Mais, comment opérer cette compensation et dans tous ces cas ? C'est ce qu'un peu de réflexion aura pu faire découvrir ; en effet 5 aura pu dire l'inventeur , supposons pour un instant que la compensation désirée ait lieu, et voyons par quel signe elle doit se manifester dans le
( H4 ) résultat du calcul. Or, ce qui doit naturellement arriver , c est que les quantités qui occasionnoient ces erreurs ayant disparu j les erreurs aient disparu de même; car ces quantités ( telles que M Z , R Z) ayant par hypothèse des valeurs arbitraires, elles ne doivent plus entrer dans des formules ou résultats qui ne le sont pas , et qui étatnt devenus exacts par s^upposition 5 dépendent uniquement, non de la volonté du calculateur , mais de la nature des choses dont on s*étoit proposé de trouver la relation exprimée par ces résultats. Donc le signe qui anr^once que la compensa- Comment on ^^"' ^^^îrée a lieu est labsence des quantités peut opérer arbitraires qui produisoient ces erreurs j et
sitio Jercha" P^^^"^* > ^^ ^^ ^'^§^^ > P^^^ opérer cette commue cas parti- pensatiou ^ que d éliminer ces quantités ^bi- <^er. traires.
Pour fixer davantage ces idées , et donner aux principes qui en dérivent le degré de pré- .cisiôn et de généralité qui leur convient, je remarquerai que les quantités que nous avons eu à considérei: dans la question traitée peu- ^ vent se distinguer en deux classes*; la pre-
mière , composée des quantités qui , comme MC , MF , PT, MT, sont ou données ou «léterqiinées par les conditions du problême ;
et
et.k secdritie / composée des. Quantités qui'^ comme RS, RT', ST', dépendent de la position^bitraire du poiiitR^ eLtelks^n même temps, qua mesure que ce poii^^ R ^ rapproché du point M j chacune d'entré elle» fi'approche de sai^orresipondai]^ d^ns la preliiîète classe, en sorte :qu* M P, par temple, est la limite déRS, c'est-à-dire, le terme fixe dont elle apprdché continuellement, ou, sî io^n veut, Sa dernière Valeur; dé même M T est la limite ou dermêrè valeur de RT', et PT celle de ST' ; par la même raison , il-est çlàîr que les ïimîtés ou dernières valeurs de ÎVfZ, RZ, MR, T''T, sont toutes 0-.^ênfin^ iï est encore évidçnt que la dernière ràisoïi de R S à M P , c'est-à-dire, la dernière valeur
R S dé ~y est une raîsori d'égalité , dé même
qtie- celte do-RT' à MT, de ST' à PT^ ou , enfin , celle de toute autre quantité quek conque à sa limite* ^
Iniàgînôns donc maîriteriarit , pour étéiï-»
âte ces remarqués aux autres problèmes du même genre , un système quelconque de , quantités proposées, et qu'il soit question
. ( 1*6 ) de trouver les rapports qui existeiït entr©
elles. (*):
(*) Je stippôse. ici -que k qUéstiîJn proposée a été prcalaWement réduite à ttouver en efFet les 'rap* ports qui existent entre tcttes ou telles quantités proposées. Si, par exemple s. il s'agit de trou* ver une courbe qui ait une<:ertainç propriété? déterminée, je suppose qu'on ait préalablemjent
^ réduit cette question! trouver, le xî^pport qui existe entre telle ordonnée 4e cette courbe et l'abscisse correspondante^ de même , s'il s'agif de mener une tangente à un point quelconque indétermine de cette courbe , je commence
* par fixer arbitrairement le point par leqtiel je veuk mener cette tangente, et je réduis la ques^ tion^ trouver le rapport qui existe, par exemple , entre la sous-tangente et Tabscisse , ou entre Tordormee et la sous-normale correspondante à ce. même point. JMais si Ton me de^ mandôityj>ar exemple, comment j'appliquerois ma définition de rinfini qvL'Qii va voir, à cçg questions : La matière est-elle divisible à rinfini ? L'espace dans lequel existent tous les êtres créés estM infini ? et autres semblables ; je réponds que ma définition n'est que cel^e de l'iiifini mathématique ; qu'elle ne peut s'appliquer qu'aux questions dont Tobjet est uniquement de trouver les rapports qui existent entre telles et telles quantités , et qu'ainsi les quesl tions métaphysiques proposées ci-dessus, si tant
XÏV.
D*abor(î je comprendrai sous le nom de quantités désignées ^ non-seulement toutes les quantités qui sont proposées par l'énoncé même de la question, mais encore toutes celles ,q,ui dépendent de ces seules quantités , c'est-à-dire , qui sont fonctions de ces juènit^ quantités et d'aucune autre.
XV
J*appellerai , au contraire , quantités non*désignées ou auxiliaires toutes celles qui ne font point partie du système des quantités dé*signées, et qui par conséquent n'entrent point essentiellement dans le calcul , inais y sont introduites seulement potir faciliter la comparaison des quantités proposées.
. Ainsi , dans l'exemple précédent ,• MP, MC, MT, DP, etc. sont des quantités rfesignées i parce qu'elles dépendent uniquement de la position du point M par où doit être
^m^Êim^iaÊémm^^mmmmÊi^^mmmmmtimmÊmt^mmmu t ^ix m t^ ■ i i i i i| H i^
est qu'elles méritent d*étre appelées dfii*(iues, tions , ne sont aucunement du ressort de la théorie dont on se propose d'établir icF les principes^
(148) menée la tangente 5 mais R S , et toutes celles qui en dépendent, comme MZ^RZ^T'T, T'P, etc. sont des quantités awariV/tf/re*, parce qu'on n'a imaginé de les mener que pour aider à la solution delà question , qui étôit de trouvei* le rapport de MP à'TP.
Il suit évidemment de^là que dans toute quantité non-désignée , il y a nécessairement quelque chose d'arbitraii'è; car, s'il n'y ei>* troit rien d'arbitraire 5 ' la valeur en seroit donc assignée par les conditions mêmes du pro-» blême, et pai^ conséquent dépendroit totale-* ment des quantités proposées, ce qui est contre l'hypothèse-
*' '''- ' XVL
Lojjsqu'jBn mathématique , deux lignes , deux surfaces , deux solides , deux quantités quelconques enfin sont supposées s'approcher p,erpétuellement l'une de l'autre par degtés insensibles,^ de manière que leur rapport ou quotient diffère de moins eil mom« et aussi peu qu'on veut de l'unité , on dit que ces deux quantités ent peuf- dernière raison une iraispii d'égalité-
Si Tune de ces grandeurs est une quantité désignée et l'autre une quantité auxiliaire , la
( H9 ) prepiièr^ sçra dite limite ou dernière valeur de la seconde ; e'est-à-dire, qu'une limite n*est autre chose qu'une quantité désignée de laquelle une quantité auxiliaire est supposée s'appJrocher perpétuellement , de manière quelle puisse en différer aussi peu qu'on voudra , et que leur dernière raison soit une raison d'égalité.
Ainsi , il n'y a que les quantités auxiliaires qui , à proprement parler, aient ce que j appelle une limite ; car les quantités désignées étant supposées ne point changer, mais au contrjiire être elles-mêmes les termes ou dernières valeurs des quantités auiciliaires, elles ne peuvent strictement parlant avoir de limitçs , à paoins qu'on r^e dise tjue toute quantité désignée çst elle-même sa propre limite , ce qu'on ne peut refuser d'accorder, puisque la dernière valeur d'une quantité déterminée quelconque rie peut être que cette quantité elle-même. .^
XYIII.
Ainsi , en général nous nommons dernières valeurs et dernières raisons des quantités les valeurs ou Içs raisons qui sont en effQt les dernières de celles qu'assigne à ces grandeurs et 2| leurs rapports, la loi de continuité , lorsque chacune d elles est supposée s'approchej:
(i5o) perpétuellement et par degrés insensibles de la quantité désignée qui lui répond,
XIX
On nomme en général quantité infiniment petite la différence d'une quantité quelconque auxiliaire à sa limite ; ainsi, par exemple, RZ, qui est la différence de RS à MP , est ce qu on appelle une quantité infiniment petite.
On nomme au contraire infinie ou infiniment grande , toute grandeur qui est égale à l'unité divisée par une quantité infiniment petite : telle est, par conséquent, la quantité 1 1
r ou =;
RZ RS — MF
Mais puisque la limite ou dernière valeur de RS est MP , il est clair que^ la linjite ou dernière valeur de R Z ou R S — M P est o ,
et que celle de ^^ ^ est — • ^ RZ o
Ainsi on peut dire en général qu'w/zc gran-^ deuT Infijiiment petite n'est autre chose quune quantité dont la limite est o , et qu'au contraire, une quantité infiniment grande n'est
( l5i ) €mtrê chose qu'une quantité dont' la Krmtt
est —
XXIII
Dire, suivant Tusage vujgaire, que l'infini est c^ qui n'a point de bornes, ce qui est sans limite, ou ce dont la limite n'existe pas, c'est donc en donner une idée simple et qui n'est pas saiis fondement , puisqu'en ciFet les quantités infinitésimales ont toutes pour limites,
les unes o, les autres — -, qui ne sont point de vraies quantités.
Mais de ce que les limites de ces quanti^
tés sont o ou — ^, il ne s'ensuit nullement que
ces.quantités elles-mêmes soient des êtres chiîaiériques ; car, au contraire, pSir.lft^^finition même (XIX) , une quantifia ^pfinirr^ent petite est U différence de dei»c <îWLntitéi
très-efFectives , savoir , une quantité quelccm.^ ijue auxiliaire et sa lipiite,
Il suit encore de-là qu'oïi peut regarder toute quantité infiniment petite comme la différence de deux quantités auxiliaires qui ont pour limite une même troisième quantité désignée ; car , soient X et Y deux quantitfé* auxiliaires différentes qui aient pour limite une même troisième quantité A.
. Je dis/que X-— ^Y est une quantité infiniment petite. En effet, puisque la limite ou dernière valeur de X est A , et que cellp de Y est aussi A 5 il s'ensuit que la dernière yar leur de X—Y sera A-^A ou q. Donc la li^ inite de A + (X-^Y) est A ; donc pn peut xe^ garder X — ^Y comme la différence d'une quantité auxiliaire A + (X-r^Y) à sa limite A ; donc (XIX) cette différence est une quantité infiniment petite ; donc on peut dire en général qu'une quantité infiniment petite nest autre ehoséqùe la différence de deux quantités aujci- Haïtes quiront la même limite.
' jjrtfetik «t^antités ne peuvent avoir pour limité une même troisième quantité sans avoir cHes-nHélncà' entre elles pour dernière raison
( 133 ) uiiè raison d'égalité; car, puisque par hypo-
thèse , la limite ou dernière valeur de -r-
est i , de même que celle de -^; il est dair
^ue la limite ou dernière valeur de -7^*^
est aussi l'unité. Or ■ =: — ; donçl^
limite ou dernière valeur de ^ est 1 , c'estr
à-diré , que la dernière raison de X à Y est une raison d'égalité. Donc , en général , on peut dire qu'z/ne quantité infiniment petite est 'le rapport de la différence de deux grandeurs qui ont pour dernière raison une raison 4\ég(ilité à chacune de ce^ grandeurs,,
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Enfin , il est évident qu'on peut dire enr core quune grandeur infiniment petite nest autlre chose quune quantité non désignée , à laquelle on attribue a'abord une valeur quel^ conque arbitraire , et quon suppose ensuite décroître insensiblement jusqu à zéro. Ainsi, i$n général, lorsqu'on dit, soit Z, par exemple^
( i54 ) une quantité infiniment petite , c'est précisé-» ment la même chose que si Ton disoit, soit Z une quantité quelconque arbitraire (et par conséquent auxiliaire , car les quantités désignées ne peuvent être arbitraires)., et supposons en-suite que cette quantité aille en décroissant perpétuellement jusqu à zéro.
Une quantité est dite infiniment petite , relativement à une autre quantité , lorsque le rapport de la première à la seconde est une quantité infiniment petite, et réciproquement, la seconde est dite infinie ou infiniment grande relativement à la première.
Deux quantités sont dites différer infini^ ment peu ^ ou être infiniment peu différentes Tune de l'autre , lorsque le rapport de l'une à l'autre ne ^diffère de l'unité que d'une quantité infiniment petite , de manière que leur dernière raison soit une raison d'égalité j telles sont évidemment R S et M P.
On nomme calcul infinitésimal l'art qui enseigne à découvrir, par le secours des quantités que je viens de nommer infinitésimales^
les rapports ou relations quelconques qui existent entre les diverses^ parties d'un système quelconque de quantités proposées.
Ces quantités infinitésimales n étant toutes que des quantités auxiliaires, c est-à-dire, introduites seulement dans le calcul pour faciliter l'expression des conditions proposées, il est clair qu*il faut absolument les éliminer du calcul pour obtenir le résultat désiré , c est-àdire , les rapports cherchés ; ainsi on peut dire en quelque sorte que le calcul infinitésimal est un calcul non fini , ou qui n'est pas encore achevé , parce qu'en effet dés qu'on est parvenu à en éliminer les quantités auxiliaires et qui n'y entrent pas essentiellement, il cesse d'être infinitésimal, et ressemble en toiit au calcul algébrique ordinaire. (*)
Pour achever d'expliquer les principaux:
termes relatifs à la théorie de l'infini en général, il me reste à dire ce que j'entends par équqtion imparfaite.
(*) Chacun sait, en effet, qu'un calcul oùilen^ tre des quantités infinitésimales n'est censé fini, et que l'on ne compte sur l'exactitude du résultat , que du moment où toutes ces quantités \ infinitésimales sont entièrement éliminées.
' J'appelle équation imparfaite toute équation dont les deux membres sont des quantités inégales , mails infiniment peu différentes lune de l-autre, ou, ce qui revient au pqiême, .toute équatign dont les deux membres, quoi-, que inégaux , oyit pour dernière raison une raison d'égalité.
Ainsi , par exemple , les équations fausses
_^ ■ MZ. MZ y ^ , ,Tv\
sont ce que j appelle équations imparfaites, puisque les quantités négligées dans les équation^ exactes d'où elles sont tirées sont des quantités infiniment petites; c'est donc sur la théorie de ces sortes d'équations qu'est fondée la solution de la question traitée ci-dessus et de ^utçs celles du même genre. C'est pourquoi je vais rechercher les principes de cette théorie qui est la base du calcul infinitésimal, ou , plutôt 5 qui n'est autre chose que le calcul infinitésimal lui-même,
t»RÈMiÉR théorème;
Si dans une équation Quelconque impar^ FHiicit»èsfbft. faite on substitue a la place de l'une quelcon^ damentauxci^
"^ . . ^ l'analyse idfi*
qut dès quantités qui y entrent , une autre nftésimaiti quantité qui eri diffère ihjîniriient peu^ ou dont le rQfpori a la première ait ï unité pour limité ou dernière pàléûf , F équation àui résultera de cette iràrisformation jte pourta être une équation faussé , cèèt-à-dire , quelle denew-dra ahsolumerit exacte , ou qu au moins elle detheurera ce que fat nommé équation infuparfaite^
,^ En effet , puisque par hypothèse on n'a ^fajit . que substituât à la plaice d'une quantité ' une autre quantité dont la dernière yaleur est la mêfne , et dont le rapport à la preniièrt a Tunité pour limité^il eàt claiJr ^lié èitté substitution n a rien pu changer aux dernières valeurs des membtés de Téquation proposée, ni à leur dei'nîère raison. Ùr cette demièro raison étoit , par hypothèse , Tùnîté avant la substitution ; donc elle la sera encore apréd ; donc réquatioti conservera le ca$B£tèté d« celles qtre j'ai nommées imparfait^, à moins qu'elle ne devienne rigoureusement exactf : ce qu'il falloit prouver. ' i
rœUXlÈME THÉORÈME.
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Toute équation qui ne- contient que des quantités désignées ^ ne peut être une équation imparfaite.
En effet, par la définition des équations imparfaites , leurs membres sont inégaux ; mais différant infiniment peu lun de l'autre , leur rapport approche autant qu on veut du rapport d'égalité ; donc il entre dans cette équation quelque quantité qui ne fait point partie du système des quantités proposées*; mais par ITiypothèse , au contraire , Téquàtion proposée ne contient que des quantités désignées. 'Donc elle ne peut être ce que j'ai nornmié équation imparfaite : ce qu'il falloit prouver.
TROISIÈME. THÉORÈME
Toute équation imparfaite à laquelle on
riawra^fqit subir que des transformations sem-
^blables à celle qui est indiqi^ée dans le théo^
>iTème premier^ et de laquelle pn sera parvenu à
9 éliminer par ces transformations toutes les
quantitç^ Mn désignées , sera nécessairement
€t rigoureusement exacte»
( 15.9 ) - ' Car /par le ihéosême preiwer^ ce ne peut «tre une «équation absolument fansse. et par le second , ce ne peut être une éqoation im-» parfeiite ; donc elle est nécessairement et rû goureusement exacte. - »
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• Tels sont les prihcîpes généraux auxqiiéls e» quoi couse réduit la théorie du calcul mfiriité^imal/"'* ''*""?***
cettt suialyt«.
On voit par ces principes quey si-^yatit eîèprim'é par des équations iinparfkites l'es cdrfdîtîons d*un problême , on parvient ensuitfe par des transformations semblablêiî à^cèflé i^lH est iridiquée dans le théorème pretttier, oh parvient, dis-je , à éliminer de ces équation» toutes les quantités auxiliaires ou non-désîgnées 5 il faudra nécessairement qu*il se sôît ^péré dansle cours du calcul une compensation
d'erreurs-; et.qne ravaniagè;^ejfcé.cflc^î:dotisiste en, ce que les condition iii'siâti^ q.iîQsti(»t étant sou^nt fort diffidjes à exparkner.exacterf ment et pai: des équatipn^ rigam:e%ses, H^^^ k{uil seroit aisé de le fak^^iparde^çéçty étions imparfaites j il donne le moyen de tirer de ' tes équations iiiiparflités iîèsrineines résultats fet des rapports tout aussi certains que si les équations primitives eussent été véritablement dé la plus parfaite exactitKfde:, et cela ppr la simple élimination des^^antkés dont J^a.grç-sence occasionnoit ces erç^rs< ^
La maison de cela ^st simple i q^on ait a découvrir les relatioi>s;q^i,^f;ji§tent entre plut sietirs quantités proposées ; s'il est difficile de trouver diredeAient dès |qui]S.o8s qui exprî- Ihent ceà relations , il est naturel de recourir à queic^ues quantités intermédiaires qui leur setvent,dè .termes de çopaparaison ; par ce moyen an pourra obtenir, sinon les ^quat^oii^ meizias. cherchées y au moins d autres ^quar ^ons où les quantités proposées se trouveront inêlées avec ces quantités auxiliaires ; il ne sera donc plus question que d'éliminer .celles- ^i. M^is si en outre les valeurs de ces quantités anxiliaiires sont arbitraires et peuvent être supr posées aussi petites qu'on veut sans rien chanr ger aux quantités proposées , il est aisé de se^r tir que si dams les équations qui expriment
les*
les relations cherchées , les quantités arbitraires se trouvent mêlées avec les quantités proposées, chacune de ces équations pourra se décomposer en deux autres, dont lune ne contiendra que des quantités désignées > et lautre renfermera des arbitraires, à peu . prés de même qu'une équation qui contient des quantités réelles et des quantités imagihaites peut se décomposer en deux, Tune entre quantités réelles, l'autre entre quantités imaginaires. Or, comme on na besoin que de 1 equayon qui existe entre les quantités proposées , il est clair qu'on peut sans inconvénient, dans celles où elles se trouvent mêlées avec les arbitraires y négliger les quantités qui 4 embarrassent le calcul, lorsque les erreurs qui doivent en résulter ne peuvent tomber que sur l'équation entre arbitraires qu'elle renferme. Or c'est précisément .ce qui arrive dans le calcul infinitésimal, lorsqu'on traite comme nuUes'j en comparaison des quantités finies, celles que nous avons nommées infini- ' ment petites. ^
Afin de rendre cette explication plus sensible encore, reprenons l'exemple traité cidessus. Nous avons trouvé • (IX) ,
TP+T T^j^x^r-^, et :jj-^=^— -^^ ^- i
•^ RZ RZ Qû-7^Qx — ^^MZ
équations parfaitement exactes l'une et l'autre,
( 1^5 ) quelles que soient les valeurs de MZ'et de RZ ; tirant donc de la première de ces éqiia-
MZ
tions la valeur de-:^^, et la substituant
dans la seconde, j'ai
TP+T^T _ Qj^+RZ
^ y Qû — Qx— -M Z '
équation exacte et qui doit avoir lieu , quelle que soit la distance qu'on voudra mettre entre les lignes RS et MP,
Or, il est aisé de voir que je puis mettre cette équation sous la forme/suivante ;
CrP y\ n:'l ymZ+aKZ — xKZ \_ y a—xj'^\ y (a-:v)(2a^2r)-MZy~^»
dans laquelle le premier terme ne contient que des quantités données ou déterminées par les conditions du problême, et dont le second contient des arbitraires , et peut être supposé aussi petit qu'on veut sans rien changer aux quantités qui sont contenues dans le premier terme , puisqu'on est maître de supposer R S aussi proche qu'on veut de M P.
Donc, suivant la théorie des indéterminées, chacun des termes de cette équation, pris séparément, doit être égal à zéro; c'est-àdire , que cette équation peut se décomposer eh- ces deux autres :
TP y__ rT j/MZ + qRZ— yRZ _ ,
desquelles la première ne contient que des quantités désignées, et la seconde contient des arbitraires. Mais nous n'avons besoin que de la première , puisque c'est celle qui nous donne la ^valeur cherchée de TP^ telle qup nous l'avons déjà trouvée ci-devant. Donc, quand même nous aurions commis des erreurs dans le cours du calcul, pourvu que ces erreurs ne fussent tombées que .sur la dernière équation, l'exactitude du jrésultat cherché n'en auroit point souffert; et c'est effectivement ce qui seroit afrivé si nous eussions ' , ' traité MZ, RZ et-T'T comme nulles pair comparaison aux quantités proposées û, x, y^ dans les équations primitives ; nous eussions à la vérité commis des erreurs dans l'expression des conditions du problême, maïs ces erreurs se fussent détruites d'elks-mêmes par compensation , et le résultat dont pous avons be3oin n'en eût été aucunement altéré.
Il est aisé d'appercevoir , d'après ce qui l'analyse vient d'être dit, que l'analyse infinitésimale i;;^^^^^^^^^^ n'est autrfp chose qu'une application , ou si chose qu'une l'on veut , une extension de la «léthode des ou^siTon^veut indéterminées ; car , suivant cette méthode , ""^ extension
. j. 1 , / r r • ! de U méthode
je dis que lorsqu on neglige^une quantité des indéter. infiniment petite, on ne fait, à propxemeat "'"*^***
La'
parler, que la sous -entendre et non la supposer nulle ; par exemple, lorsqu'au lieu des
MZ deux équations exactes TP+T'T=MPx:^-^
MZ . Qv+RZ , ,Tv\ ••
et ^^-7^=^^ — Trr7 trouvées (IX), j em-.
RZ <xa — Qx-^MZ "^ ^ -^
ploie les deux équations imparfaites TP=MPxf^,et^| = ^-^; je sais fort
bien que je commets une erreur et je les mets,
pour g.insî dire, mentalement sous cette forme
MZ ,,„ ^^ MZ V ,
KZ ^ KZ- a — 'X
<p' étant des quantités telles qu'il les faut pour
que ces équations aient lieu exactement: de
TP ymême dans 1 équation ^-^7:=—^=^^ — , résultante
^ MP a — x^
des deux équations imparfaites ci - dessus ,
je sous -entends la quantité ^", telle que
(TP y \ ' __ Z_ J + ç'^ z::^o soit une équation
exacte; mais je reconnois bientôt que cette dernière quantité (p" est égale à zéro , parce , que si elle n*étoit pas nulle , elle ne pourroit être qu'infiniment petite, tandis qa'il n'entre aucune quantité infinitésimale dans le premier terme; or cela est impossible, à moins que chacun 'de ces termes, pris séparément , ne soit égal à zéro ; d où je conclus qu on a
TP y
exactement rcp^ -^ — ; et partant, les quantités ^, j' etç'' ont été, non pas supprimées comine nulles, mais simplement sous-entendues pour simplifier le calcul. En effet, si X^ par exemple, est une quantité arbitraire qui puisse être rendue aussi petite qu'on voudra^ et qu'on ait une équation de cette forme,
^A + BX + CX* + etc.=:o; A , B , C , etc. étant indépendantes de X , cette équation ne peut . avoir lieu sans que Ton aitA=o, B = o, C=:o, etc. , c'est-àdire , sans que chaque terme pris séparément ne soit égal à zéro , quel que soit le nombro. de ces ternies. Or , par la même raison , si Ton a en général une équation de cette forme> P+Q=:o, telle que F soit une fonction des quantités données ou déterminées par les conditions du problême, et au contraire, Q une quantité qu'on soit maître de supposer aussi petite qu'on veut, on aura nécessairement P==o et,Q=;=Q; mais telle est pré-cisément la natures de l'équation trouvée ci-dessus ,
CrP ^ > i/^"^ ^MZ+flRZ--^RZ \ ^
Poîîc chacun des termes de cette équation , pris séparément , est égal à zéro ; donc pu auxoit pu négliger dans le cours du calcul les
( i66 ) ' quantités T'T, MZ, RZ, qui n'entrent point dans le premier de ces termes, sans altérer ce premier terme; donc l'analyse infinitésimale ne diffère de la méthode des indéterminées 5 qu'en ce que dans la première on traite corfime riuUes , ou plutôt on sousentend dans le cours du calcul des quajitités qui se détruiroiént toujours d'elles-mêmes dans le résultât/ si on les laissoit subsister; au lieu que dans la méthode des indéterminées , on attend la fin du calcul pour faire disparoîtré les quantités arbitraires qui doivent être éliminées. Cette dernière méthode pourroit donc suppléer assez facilement à l'analyse infinitésimale sans employer le secours des équations imparfaites , et sans commettre jamais aucune ei-reur dans le cours du calcul.
Il est eHcore un autre moyen de suppléer à l'analyse infinitésimale par le calcul algébrique ordinaire j-^ c'est la méthode dés limites ou dernières raisons. Car, qu€)ique cette analyse ^soit fondée entièrement sur les pro-» priétés dès limites et dernières raisons, elle diffère cependant de ce qu'on nomme proprement méthode des limites, en ce que dan» celle-ci oh ne fait point entrer séparé^ ment dans le calcul les quantités que nous
( i67 ) avons nommées infinitésimales, ni même leurs rapports, mais seulement les dernières valeurs de ces rapports, lesquelles étant des grandeurs finies , font , de cette^ méthode , moins un calcul particulier,, comme je viens de le dire , qu une simple application du calcul algébrique ordinaire.
Il s agit donc , en se bornant à introduire dans lalgébre ordinaire, non des quantités infinitésimales , mais les dernières raisons de ces quantités , de suppléer aux moyens que fournit lanalyse infinités^ale pour découvrir les propriétés, rapports et relations quelconques des grandeurs qui composent un système proposé,^ et voilà ce qu'on nomme proprement piéthode des limites,,.
Pour en expliquer la marche et en donner l'esprit, reprenons encore rekéi^ple t^-aité ci -devant, ,
. Il est clair, par ce qui a été dit (IX), que Explication
quoique -rg^ ne soit point égale ^ttiçû? cepen- **«* *^"«* ^'
dant la preriiiére de tes quantités différé * " ''^ 4'à^tant moins^e la ' seconde , que RS est
Ç^l,u$ proche de MP , è'est-ardire , <jue ^5.===
vrj^ est une équation imparfaite ; mais que (en désignant par L« l'expression xle limite
ou de dernière valeur ) L. -^r-^ = niTr ^^t
^ RZ MP
une équation^ parfaite , ou rigoureusement
exacte.
De même on prouvera que ^-'S'y^^T^ —
est aussi une équation parfaite, ou rigoureusement exacte ; égala|it donc ces deux va-
, , - MZ . '. TP V
leurs de L. -^-^ , il vient -^j^pr = ■—=' — , ou
R Z MP a — X
TP==-^^^ — 5 comme ci-dessus. Ainsi ce ne û — X ^ ,
sont plus dans ce nouveau calcul les quantités infiniment petites MZ et RZ qui y entrent
, ' • . A ^ ' MZ
séparément , nr même leur rapport ^re ,
mais seulement sa limite ou dernière valeur ' MZ *. • • ' .
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î>Ctttc métho. Si cette méthode étoit touîours aussi facile
de-est plus 'dîf- , 1, t ■ ? • r • / • -1
ficiie à. mettre 3. mettre en usage que 1 analyse infinitésimale *^ ^p*^*^^* ordinaire , «lie pourroit parpjtre préférable 5 inHnitésimaie. car elle aujoit ravaatage^;dq^ Conduire .aux m^es résultats par une route directe et tbt^q^rs liiihineù^e , au lieu qi^ie celle-ci ne conduit au vrai qu après avoir fait parcourir, is'il est permis de parler ainsi,' le'pays .dôi erreurs..' • ^ « -^ j* • »
Mais il faut convenir que la méthode des limites est sujette à une difficulté considér- Table qui n a pas lieu dans l'analyse infinitésimale ordinaire ; c est que ne pouvant y séparer, comme dans celle-ci, les quantités infiniment petites Tune de l'autre , et -ces quantités se trouvant toujours liées deux à deux , on ne peut faire entrer dans les combinaisons les propriétés qui appartiennent à chacune d'elles en particulier, ni faire subir aux équations où elles se rencontrent toutes les transformations qui pourroient aider à les éliminer; et cette difficulté se feit bien moins sentir dans les opérations même du calcul , que dans les propositions et les raisonnemens qui préjJarent ou suppléent à ces opérations.
Il paroît , par ce ^e nous avons dit {II) origine ^e u sur l'origine qu^ peut .avoir eue l'analyse in- ^^"?,J^1"**3 finitésimale, que les quantités qu'on a ilom- quantités infitné«ft.infiïiiment petites, ont reçu cette/ dé- "ç^*"' ^^' nomination , parce qu'on : eroyoît éft «ffét ;dan$. les comiûencemens qu'il fallait , pour -le^ccés des .calculs où. l'on en fait us^ge, attribuer ; à.. cefk axbifti^es . des. valeurs qui fussent réellement moindres que tout ce qui peut tomber soiis les sens et' que tout ce que rimaginalûoïK f^ulÇ:t:oncevoia: 3 msàsaiknt
métaphysique plus réfléchie a fait voir que cela est inutile, parce que le succès du calcul vient, non de latténuation de ces quantités arbitraires, mais uniquement de la compensation des erreurs qu elles occasionnent dcUis ce calcul.
En effet, nous avons vu dans l'exemple traité que les procédés et les résultats du calcul étoient absolument les mêmes, quelque valeur qu'on attribuât aux quantités infiniment petites MZ, RZ, et que par conséquent le caractère des quantités de cette espèce ne consiste pas dans leur petitesse réelle , mais bien plutôt dans leur indétermination absolue, c'est -à- dire, dans la propriété qu'elles ont de .pester arbitraires pendant tout le calcul, et tellement indépendantes des quantités proposées, qu'on de^ meure toujoui^ maîti||^de les prendre aussi petites qu'on veut 8an« rien changer aux conditions du problêiiïe.
Les quantités infinitésifnales , comme j« .
l'ai déjà dit (XXIV) , ne 6ônt donc pas d«t êtres chiihérîqbes ^ mais^ de simples quantités variables caractérisées pair la nature de - leur limite^, qui este, piôW kê quantités infini^-
ment petites, et — , JBP^^ l^^ quantités infinîment grandes;* dvfjfetcr^âonc attribuer
( 171 ) successivement à ces indétermînées, de même qu a toutes les autres quantités indéfinies , diverses valeurs arbitraires , et parmi ces valeurs 5 on doit compter la dernière de toutes qui est o pour les quantités infiniment peti-
tes, et — pour les quantités infinies.
Cette observation donne lieu de distîA- ' Distinction
1»« /» • ^-1 / . • 1 « de l'infini ma-
mnni mathématique en deux espèces ; thématique en
savoir, Tinfini sensible ou assignable ^ et Tin- »"%» sensible
pt infini ah
fini absolu ou nïétaphysique^ lequel n'est autre soiu. chose que /la limite du premier.
Si donc on assigne à une quantité quelconque infiniment petite une valeur déterminée qui ne soit point o , cette valeur sera ce que j'appelle quantité i!nfiniment petite , sen^ sible ou assignable ^ et que je désignerai aussi parole nom d'infiniment petite ; ati lieu que si èettè valeur est la dernière de toutes , c'està^ire, si elle est absolument nulle, elle èera alors ce que j ^appelle quantité infiniment petite absolue éti "Métaphysique ^' et que je désignerai aussi p^arile nom de quantité àça^ noni^sante. . . • .
Atnsi, une qùatttîté évanouissante ^neât pas • ce qti'on appelle en général quantité iAfinirtient petite 5 mais seulement- là dertiîèrç,
valeur de cette qijantit^ ; ce n'est , dis -je y qu une valeur déterminée qu on peut attribuer comme toute aujre à cette grandeur, arbitraire qu'on nomme en général infiniment petite.
. ' XLIL
La considération de ces quantités évanouissantets seroit à peu -près inutile, si on se bornoit à' les traiter dans le calcul comme ^ des quantités simplement nuUfes ; car elles n ofFriroient plus alors que le rapport vague de o à o , qui .n*est pas plus égal à q qu a 3 * ou à une autre quantité quelconque; mais
il ne faut pas perdre de vue que ces quantités nulles ont ici des propriétés particulières comme dernières valeurs des quanti tés indéfiniment petites dont. elles sont limites, et qu on ne leur donne la dénomination particulière d évanouissantes que pour avertir que de tous les rapports et relations dont ellea sont susceptibles en qualité de .quantités nulles, on ne veut considérer et faire entrier "" dans, les combinaisons du calcul que ceUes qui leur sont assignées ; par la loi dç,ff0xiiûti * nuité , lorsque Ion imagine le systênjç des
quantités auxiliaires sapprpçhant par degrés / ^ insensibles du système des quantités , dési-
gnées: c'est ce que de grands géon^étres ont
cm pouvoir exprimer en disant que les évanouissantes étoîent des quantités considérées , non avant qu'elles s'évanouissent, non après qu'elles sont évanouies, mais à Tinstant même qu'elles s'évanouissent.
Dans le' cas traité ci-devant, par exemple, tant que R S ne coïncide point avec M P ,
, ^ . MZ . , TP
la fraction —— est plus grande que — ; ces
deux fractions ne deviennent égales qu'au moment où MZ et RZ se réduisent à zéro :
MZ \
il est vrai qu'alors ^-= est aussi bien égalfe
, . ,> TP . o
a toute autre quantité qu a — , puisque —
est une quantité absolurfîent arbitraire ; mais parmi les diverses valeurs qu'on peut attribuer à -7^^ , — est la seule qui soit assujettie
à la loi de continuité et déterminée par elle; car si l'on construisoit une courbe dont l'abscisse fût la quantité indéfiniment petite MZ,
et l'ordonnée proportionnelle à^^, celle qui
répondroit à l'abscisse nulle , seroit repré-
TP
sentée par —, et non par une quantité àrbi-
trairç : or, c'est ce qui distingue les quantités
(174) que je nomme évanouissaiites de celles qui sont simplement nulles. ^
Ainsi, quoiqu'en général on ait o=QXO ==:3xo=4Xo=etc. 5 on ne peut pas dire d*une quantité évanouissante telle que MZ, MZ=QMZ=3MZ=:4MZ = etc.; car la loi de continuité ne peut assigner enti'e MZ et MZ d'autre rapport que celui d'égalité, ni d autre relation que celle d'identité.
Nous avons vu qu'en introduisant dans le calcul des quantités indéfiniment petites, et en les négligeant par comparaison aux quantités finies, les équations devenoient imparfaites , et que lès erreurs auxquelles on donnoit lieu ne se compensoient que dans le résultat cherché. On peut maintenant éviter, si l'on veut , cette espèce d'inconvénient par le moyen des évanouissantes , qui , n'étant autre chose que les dernières valeurs des quantités indéfiniment petites correspondan- . tes, peuvent, comme- toutes autres valeurs, être attribuées à ces quantités indéfiniment petites; et qui, d'un autre côté, étant abso- Iment nulles, peuvent se négliger, lorsqu'elle? se trouvent ajoutées à quelques quantités effectives , sans que le calcul cesse d'être parfaitement rigoureux.
On peut donc envisager lanalyse infinitésimale sous deux points ds vue différens; en considérant les quantités infiniment petites ou comme dés quantités effectives , ou comme des quantités absolument nulles. Dans le prçiAier cas, l'analyse. infinitésimale n'est autre chose qu'un calcul d'erreurs compensées; et dans le second, c'est l'art de comparer des quantités évanouissantes entre elles et avec d'autres , pour tirer de ces comparaisons les rapports et relations quelconques qui existent entre des quantités proposées.
Comme égales à zéro, ces quantités évanouissantes doivent se négliger dans le calcul , lorsqu'elles se trouvent ajoutées à quelque quantité effective ou qu'elles en sont retranchées ; mais elles n'en ont pas moins, comme on vient de le voir, des rapports trés-intéressans à connoître , rapports qui sont déterminés par la loi de continuité à laquelle est assujetti le système des quantités auxiliaires dans son changement. Or , pour saisir aisément cette loi de continuité, il est aisé de sentir qu'on est obligé de considérer les quantités en question à quelque distance du terme où elles s'évanoiiissent entièrement , sinon elles n*offriroient que le rapport indéfini de
{ 176) zéro à zéro ; mais cette distance est arbitraire et n a d'autre objet que de faire juger plus facilement des rapports qui existent entre ces quantités évanouissantes : ce sont ces rapports qu'on a en vue en regardant les quantités infiniment petites comme absolument nulles 5 et non pas ceux qui existent entre les quantités qui ne sont pas encore parvenues au terme de leur anéantissement/ Celles-ci, que j ai nommées indéfiniment petites 5^ ne sont point destinées à entrer ellesmêmes dans le calcul envisagé sous le point de vue dont il s'agit dans ce moment, mais employées seulement pour aider Timagina-r . tion 5 et indiquer la loi de continuité qui ' ^ détermine les rapports et les relations quelconques des quantités évanouissantes auxquelles elles répondent.
Ainsi, d après cette hypothèse, dans la proportion MZ : RZ : : TP : MP , les quantités représentés par MZ et RZ sont bien supposées absolument égales à zéro; mais comme c'est de leur rapport qu'on a besoin, il faut
TP
pour appercevoir son égalité avec ^r-r=,con»
sidérer les quantités indéfiniment petites qui répondent à ces quantités nulles , non afin de les introduire elles-mêmes dans le calcul, mais afin d y faire entrer sous la dénomination
de
Ci?7 ) de M 2 et de R Z ) les quantités évanouissantes qui en sont les dernières valeurs^
Ces expressions M Z , R Z représentent donc ici des quantités nulles ^ et on ne les emploie sous les formes MZ 5 RZ, plutôt que »ou8 la forme commune o ^ que parce que si
• on lès employoit en effet sous cette dernière forme , on ne pourroit plus distinguer , dans les opérations où elles se trouveroient mêlées^ leurs diverses origines ^ c'est-à-dire , quelles sont les diverses quantités indéfiniment petites qui leur répondent. Or, la considération^ au moins mentale 5 de celles-ci^ est nécessaire pour saisir la loi de continuité qui détermine le rapport cherché des quantités évanouissantes qu elles ont pour limites , et par conséquent il esi essentiel de ne pas les perdre de
' vue et de les caractériser par des expressions qui empêchent de les confondre*
Les quantités évanouîssantés qui font lô •ujet du calcul infinitésipial envisagé sous ce nouveau point de Vue , sôilt à la vérité des êtres de raison j mais cela n'empêche pas .qu'elles n'aient des propriétés mathématiques I et qu'on ne puisse lés comparer tout
( 178 ) aussi bien qu'on compare des quantités imaginaires qui n'existent pas davantage; car il est tout aussi vrai de dire, par exemple, que
6o = QO + 40 quev — û===v— ^Z>x V "^ •
Or , personne ne révoque en doute l'exactitude des résultats qu'on obtient par le calcul des imaginaires , quoiqu'elles ne soient que des formes algébriques et des hiéroglyphe»
de quantités absurdes ; à plus forte raison ne peut-on donner l'exclusion aux quantités évanouissantes qui sont au moins des limites de quantités effectives , et touchent pour ainsi dire à l'existence. Qu'importe en effet que ces quantités soient ou noli des êtres chimériques, si leurs rapports ne le sont pas, et que ces rapports soient la seule chose qui noua intéresse ? On est donc entièrement maître, en soumettant au calcul les quantités que noua g.vons nommées infinitésimales , de regarder ces quantités comme des quantités effectives^ ou comme absolument nulles ; et la différence qui se trouve entre ces deux manières d'envisager la question , consiste en ce que regardant ces quantités comme nulles , les propositions , équations et résultats quelconques , sont toujours exacts et rigoureux , mais se rapportent à des quantités qui sont des être» de raison, et expriment des relationi qui
(179) ' existent entre quantités qui n existent pas ellesmêmes: au lieu qu'en regardant les quantitéâ infiniment petites comme quelque chose d efjl fectif , les propositions , équations et résultats quelconques ont bien pour sujet de véritablés quantités; mais ces propositions, équations et résultats sont faux, ou plutôt ils sont imparfaits , et ne deviennent exacts à la fin que par la contpensation de leurs erreurs, compensation cependant qui est une suite né^ çessaire et inîaillible des opérations du calcul*
La métaphysique qui vient d être exposée fournit aisément des réponses à toutes les ob- * jections qui ont éte^aites contre 1 analyse infinitésimale dont plusieurs géomètres ont cru le principe fautif et capable d'induire en erreur j mais ils ont été accablés , si l'on peut s'exprimer ainsi , par la multitude des prodiges , et par Téclat des vérités qui sortoient ea foule de ce principe.
Ces objections peuvent se réduire à celleci : ou les quantités qu'on nomme infiniment petites sont absolument nulles , ou non ; caj il est ridicule de supposer quHl existe des êtres qui tiennent Iç milieu entre la quantité et te zéro. Or , si elles sont absolument nulles ^ leur comparaison ne xaèïiè à rien, puisque 1#
rapport de o à o n est pas plus a que 5 , ou toute autre quantité quelconque ; et si elles sont des quantité^ effectives , on ne peut sans erreur les traiter comme nulles, ainsi que le prescrivent les règles de l'analyse infinité- •imale.
La réponse est simple : bien loin de ne pouvoir en effet considérer' les quantités infiniment petites 5 ni comme quelque chose de réel 5 ni comme rien , on peut dire au contraire qu'on peut à volonté les regarder comme nulles ou comme de Véritables quantités; car ceux qui voudront les regarder comme nulles , peuvent répondre que ce qu'ils nomment quantités infiniment petites ne sont point des quantités nulles quelconques, mais des quantités nulles assignées par une loi de continuité qui en détermine la relation ; que parmi tous les rapports dont ces quantités sont susceptibles comme zéro, ils ne considèrent que ceux qui sont déterminés par cette loi de continuité ; et qu'enfin ces rapports ne sont point vagues et arbitraires , puisque cette loi de continuité n'assigne point , par exemple , plusieurs rapports différens aux différentielles de l'abscisse et de l'ordonnée d'une courbe lorsque ces différentielles s'évanouissent , mais^ un seul , qui est celui de 11 sous-tangente à l'ordonnée. D'un autre côté ^ ceux qui regardent
( i8i ) les quantités infiniment petites comme de vé^ ritables quantités , peuvent répondre que ce qu'ils appellent infiniment petit n'est qu'une grandeur arbitraire et indépendante des quantités proposées ; que dès-lors , sans la suppo* ser nulle, on peut cependant la traiter comme telle sans qu'il s'ensuive aucune erreur dans le résultat, puisque cette erreur , si elle avoit lieu, seroit arbitraire comme la quantité qui l'auroit occasionnée, Qr, il est évident qu'une pareille erreur ne peut exister qu'entre des quantités dont quelqu'une au moins soit ar* bitraire. Donc lorsqu'on est parvenu à un résultat qui n'en contient plus, et qui exprime une relation quelconque entre les quantités données et celles qui sont déterminées par les conditions du problême, on peut assurer que ce résultat est exact , et que par conséquent les erreurs qui auroient dû êt^-e commises en exprimant ces conditions ont pu se compenser et disparoître par une suite nécessaire et infaillible des opérations du calcul,
xLvin,
D'autres géomètres , embarrassés àppa-* remment par l'objection qu'on vient de discuter, se sont attachés simplement à prouver que la méthode des limites dont les procédés çoiît rigoureusement exacts d«^ns tou$le«points.
devolt nécessairement conduire aux mêmes résultats que l'analyse infinitésimale. Mais en convenant que le principe de cette méthode est très-1 umineux , on ne peut se dissimuler qu'ils ne font qu'éluder la, difficulté sans la résoudre ; que la méthode des limites ne mène aux résultats de l'analyse infinitési^ maie que par une route difficile et détournée; et qu'enfin cette méthode, loin d'être la même que celle du calcul de l'infini , n'est au contraire que l'art de s'en passer et d'y suppléer
par le calcul algébrique ordinaire ; en quoi l'on réusâiroit d une manière plus simple , à ce qu'il me semble, par la méthode des indé* terminéeis. Mais pourquoi adopteroît-on l'un^ de ces méthodes à l'exclusion des autres, puis* qu'elles peuvent se prêter un secours mutuel? Employons donc tout ensemble , et l'analyse infinitésimale proprement dite, et la méthode des limites, et celle des indéterminées, suivant que les circonstances l'indiquent , et ne négligeons aucim des moyens qui peuvent nottf conduire à la connoissance de la vérité , ou en simplifier la recherche.
Il me reste à mpntrer par quelques exemples l'application des principes généraux quô je viens d'expliquer \ et c'est ce que je vais feire en donnant urte idée des calculs différentiel et intégral , lesquels sont , à proprement
parler , l'analyse infinitésimale elle-même ié^ duite en pratique.
Si Ion attribue successivement â une même Principes des quantité variable deux valeuri infiniment peu if^^^i ^^f^l différentes Tune de lautre, la différence de la tégrai. seconde de ces deux valeurs à la première sera nommée différentielle de cette première valeur.
Soit , par exemple , A M N (f^g. Q ) une courbe relativement à laquelle on ait une question quelconque à résoudre, et telle que l'ordonnée M P soit une des iquantités dési- ^ gnées par cette question.- Je suppose de plus que pour faciliter la solution , Ton mène parallèlement à M P et à une, distance arbitraire de cette ordonnée , une ligne auxiliaire NQ 5 et qu'ensuite cette ligne se rapproche continuellement de M P jusqu'à ce qu'elle coïncide avec elle ; la ligne NO, ou NQ- — MP sera donc (XIX) une quantité infiniment petite. Or comme elle est la différence des deux valeurs N Q , M P , attribuées successivement à l'ordonnée , on est convenu de là désigner dans le discours par l'expression diminutive de différentielle de la variable M P, et de la représenter dans le calcul par cette même Târiable précédée de la Caractéristique (f:
( ih )
ainsi , en nommant y l'ordonnée M P , <?y signifiera la même chose que différentielle deMP,
Mais supposer, comme noua lavons fait, que N Q s'approche perpétuellement de M F, c'est supposer que A Q s'approche aussi perpétuellement de A F ; car la première de ces deux suppositions entraîne nécessairement la seconde ; donc en nommant ce l'abçcisse A P, I F Q ou M O sera la différentielle de x, et l'on auraMO=;=:rfa;enmême temps que NO=rfy,
Si Ton suppose de plusNQ ^=;=j^' et AQ~x\ on aura y'=^y + dy et x:;=:x^d3ç:; c'est-^àdire,' que les différentielles dy et dx ne sont autre chose que les accroissemejis des variables correspondantes 3/ et a:, ou les quantités dont elles augmentent lorsqu'elles deviennent y et x\
Maintenant soit attribuée à l'ordonnée une nouvelle valeur RS, telle que PQ et QS diffèrent infiniment peu l'une de Tautre, ou aient pour dernière raison une raison d'égalité; pour que cela soit, il faut évidemment, puisque N Q par la première hypothèse est déjà supposée s'approcher perpétuellement de MF, il faut, dis-je, que RS ^'approche aussi perpétuellement de h même ligne M P,
de manière qu^elle finisse comme NQ par coïncider avec elle ; autrement il est clair que Je rapport de^QS à PQ, lequel doit par hypothèse s approchei" sans cesse de l'unité, s'en éloigneroit: ainsi les rapports de N Q à MP, de RS à MP, de RS à NQ etdeQS àPQ, auront tous pour limite le rapport d'égalité. Il est visible de plus qu'à cause de la loi de continuité , le rapport de R Z à N O sera dans le même cas. Donc, suivant la notion générale que nous venons de donner ci-dessus des quantités différentielles, Q S doit être la différentielle de A Q, R Z celle de N Q, Q S— PQ ouNZ— -MO celledePQ, et enfin RZ— NO celle de NO 5 de même que NO ou NQ — MP •est celle de MP, Donc, conformément' à la convention Êiite au sujet de la manière d'exprimer les différentielles dans le calcul , nous devons avoir Q S = d x' , R Z = dy\ QS-^PQ=rf(MO), RZ— NO=:£/(NO), Mais nous avons déjà trouvé MO = rfx, HO = dy, donc Q S ^ N Q = rfrfx , RZ — NO =2 ddy'; c'est-à-dire , que les quantités ddx et ddy (qu'on écrit aussi de cette manière d^x^ d^y) seront les différentielles des différentielles de a: et j^, çt c'est ce que , pour abréger , on nomme encore différences secondes on différentielles du second or-^ dre; c'est-à-dire 5 que rfrf:^ est la différentielle
( i86 ) du second ordre ou la difFéïfencc seconde de a: , et ddy celle de y.
Or , puisque Q S et P Q sont supposées infiniment peu différentes Tune de l'autre, leur diflFérençe ddx est infiniment petite relativement à chacune d elles (XXVIII). Donc les différences du second ordre sont infiniment petites relativement aux différentielles premières ou du premier, ordre. (*)
On peut différentier pareillement à leur tour les différentielles du second ordre , et de cette différentiatiori résulteront les différentielles du troisième ordre ; de la différen- " tiation de celle-ci résulteront celles du quatrième ordre , et ainsi de suite : de manière
(*) Si au lieu de mener la houvelle ligne auxiliaire RS de manière que Ip lignes QS et PQ diffèrent infiniment peu Tune de Tautre , on la mène telle que QS soit précisément égale à PQ, c'està'dire, telle que AP, AQ, AS soient en progression arithmétique, on aura ddx = o, ou dx constant : ainsi on pe^t supposer l'une des différentielles constante; mais de ce que AP, AQ, AS sont en progression arithmétique, il ne s'ensuit pas que MP , NQ , RS , y soient aussi , à moins que la ligne A M N ne soit droite : ainsi , de ce que ddx seroit supposée égale à zéro , il ne s'cnsuivroit pas que Von eût au«si ddy = Ok
que dddy^ ou rPy, sera la différence troisième àe y; ddddy , ou d^y ^ la différentielle du quatrième ordre, etc. Or, d après ce que îious venons de dire sur la génération des différentielles du premier et du second ordre , il est aisé dé comprendre comment doit ^e faire celle, des ordres supérieurs ; ainsi je ne m y arrêterai pas; je dirai seulement que c'est en attribuant pour chaque nouvel ordre une nouvelle valeur auxiliaire à chacune des variables, telle que, non-seulement chacune de ée» nouvelle* valeurs diffère infiniment peu de celle qui la précède, mais que la même chose ait lieu entre leurs différentielles , les différentielles de leurs différentielles , et ainsi àe suite,
Dîfférentîer une quantité , c'est assignejf «a difïérentielle ; c'est-à-dire , que si X , par exemple, est une fonction quelconque de x^ la différ entier ce sera assigner la quantité dont cette fonction augmentera en supjKyâant qu# ir augmente de dx.
Intégrer ou sommer une différentielle , au contraire , c'est revenir de cette différentielle . à 1^ quantité qui l'a produite par sa différent tiâtion , et cette dernière quantité s'appelle intégrale ou somme àe la différentielle proposée : ainsi x , par exemple , est l'intégtal^
( i88 ) on la somme de dx , et inté^er ou sommer dx n est autre chose qu'assigner cette quantité X qui en est la somme ou l'intégrale.
Nous avons vu que la différentielle d'une quantité s'exprime dans le calcul par cette même quantité précédée de la caractéri$ti* que d; réciproquement, on est convenu d'ex-»
primer l'intégrale ou la somme d'une différentielle quelconque par cette même différentielle précédée de la caractéristique f ; c'est'* à-dire , quefdx , par exemple, signifie la même chose que somme de dx : ainû l'on a évidemment x zxizfdx^
On nomme calculs différentiel et intégral, l'art de ti^ouver les rapports et relations quelconques qui existent entre des quantités proposées , par le secours de leurs différentielles. Le novti de calcul différentiel s'appliquant proprenicnt à l'art de rechercher les rapports* ou relations des quantités différentielles et de les éliminer ensuite par les règles ordinaires de l'algèbre , et celui de calcul intégral iVan d'intégrer ou d éliminer ces mêmes quantités différentielles par les procédés qui enseigiîent à revenir d'une différentielle à son intégrale.
Mon but ici n'est point d'écrire un traité de ces calculs ; mais seulement d'en indiquer
( i89 ) les règles fondamentales , et de montrer que ces règles ne sont autre chose qu miè application des principes généraux qui viennent d etxe exposés.
Proposons - nous donc d*abofd d*assîgner la différentielle de la somme x + j; + z + etc. de plusieurs variables.
Pair hypothèse x devient aï + rfa?, y devient y+dy^ etc. Donc la somme proposée devient X'k'dx+y+dy'^z+dz*^' etCy donc elle augmente de dx+ dy+dz + etc. , et cette augmentation est précisément ce que nous avons appelé différentielle.
On demande maintenant la dîlFérentîello ûe a+b + c + etc. +x+y + z+ etc. : a^ b^ ç^ etc. étant des constantes ^ et x^ y ^ z^ etc. des variables*
Par hypothèse , a rester, i restée, cres-^ tec, etd. 5 x devientx+rfar^jf devient j^ + ûi[y, etc. Donc la somme proposée devient a+ 6+ c^ etc. +x + rfar+etc.; donc elle augmente de c?a: + ^jf + ûf 2 + etc. et cette augmentation est la différentielle cherchée; donc cette différentielle est la même que s*il n'y avoit point de constantes dans la somxhe proposée.
( igo ) On demande la différentielle de ax.
Par hypothèse , a "reste û , et a; devient m + dx. Donc a x devient ax'k-ddx; donc il augmente de adx^ et cette augmentation est la différentielle cherchée.
On demande la différentielle de xy.
On voit par ce qui précède qu'elle est ydx+ydy + dxdy , c'est-à-dire , qu'on a d»xy =^ydx + ocdy + dx dy.
Mais j'observe, à 1 égard de cette équation, que dx etdy étant infiniment petits relativement kx ety^ le dernier terme dxdy est luimême infiniment petit relativement à chacun des autres , c'est-à-dire , que le quotient de ce dernier terme par chacun des autres est une quantité infiniment petite. Donc si on le néglige dans l'équation précédente , qui deviendra pour Iprs rf. xj/=:=: xdy '{^y d x\ cette équation sera ce que j'ai nommé une équation imparfaite. Mais puisque les équa-»
tions imparfaites peuvent (XXXI, XXXIV) s'employer comme des équatiom rigoureuses, sans qu'il s'ensuive aucune erreur dans le résultat cherché ^ il est évident que je puis faire Usage de cette dernière équation au lieu de la première f et comme elle est plus simple p
( 191 ) j'abrégerai et je faciliterai dans l'occasion par «on secours les opérations de mon calcul.
je dirai donc que la différentielle dune quantité qui est le produit de deux variable» est égale au produit de la première variable , par la diffél-entielle de là seconde , plus à celui de la seconde variable par la différentielle de la première ; et cette proposition sera de celles que j'ai nommées (XXXV) propositiijns imparfaites , c est-à-dîre , susceptibles d être traduites par une équation imparfaite ^ et ne pouvant comme elle , conduire qu a des résultats rigoureusement exacts. (*)
l^m^^mm^m^ ■■.■■■■ p ^ ■ M ^ Il 11 .1 ■- ■■ ■ I ■ ^ ■■ ■■ Il I II . ■■ ■■ Il ■■■■■■■ I ■ ^^— MW^— ^^1»
(*) Si de réquation imparfaite d.xyinx dy+ydx^ je voulois tirer une équation rigoureuse , je le pourrois d'abord en restituant au second membre le terme de dxdy qui lui manque; mais je le pourrois ^ussi de la manière suivante : je divisôrois tout par cf 2/ , par exemple, et j'aurois la
nouvelle équation imparfaite •^=:z/-y^+Ar;
et comme (XIX) une quantité auxiliaire diffère?, infiniment peu de sa limite , je puis , dans réquation précédente , mettre Zf/n. (-j^) à la place
de -^ et lim. i^r) ^^^ ^^ct de —^ ^ safl« que réquation cesse d'être imparfaite (XXXII). Or elle devient alors lim. (-^)=:^x Hm, (A + X ; mais toute limite est par la définition même
( iga )
On trouvera par les mêmes procédé»
que ci-dessus , qu'on a Téquation imparfaite d.xyz-=^ xydz*\roczdy*\'yzdx.
On trouvera de même Téquation impair -. . j X y dx --^ xdy
On trouvera de même Téquation imparfaite d. x'^ 2== mx^-^^ dx > etc.
Telles sont les principales règles du calcul différentiel'; passons maintenant à celles du calcul intégral qui est la méthode inverse.
i^ Puisque la différentielle de a; - est Va; , Tintégrale de dx sera x , c est-à-dire , qu'on zai2ifdx = x. Mais comme la différentielle de û+a? est également xdx (LV), il s'ensuit
que
(XVII) une quantité désignée;. Donc, quoique dx
et f/y soient auxiliaires, lim. ^\ et //m. '(-j^)
sôiit des quantités désignées ; dont tous les ter*
«nés de Téquâtion précédente Itm. (^'J=t=^x
lifn. (^ ~j + X , sont des quantités désignées ;
donc (XXXlV) cette équation est nécessaire^ ment et rigoureusement exacte.
que rintégrale de dx est aussi bien a+x qttc X seul, et qu'en général chaque différentielle a autant d'intégrales diverses qu'on veut lui en donner ; mais que toutes ces intégrales ne différent que d'une quantité constante. Il suffit donc d en déterminer une quelconque , et d'y ajouter une constante arbitraire pour représenter toutes les ^.utres: c'est-à-dire*, que toutes les intégrales possibles de rfa; sferont représentées par x+ A, A étant une constante arbitraire.
Q**- Puisque la différentielle de At+^'-f^+etd est rfa;+û^^ + rfj+ etc* , l'intégrale de cette différentielle sera x+j; + z+ etc. +A, A étant une constante arbitraire*
3^. Là différentielle de oî ^ étant xdy-^^ydaï (LVI) aussi bien que celle dé x^ + A , Tintégrale de xdy+ydx sera réciproquement a:y + A^ A étant tmé constante arbitraire.
4^. On trouvera de même que l'intégrale
- ydx — xdy ^ x .
Je ^-^ — ' ■ ' ■ ' ^ ■ - est — 4* A-
yy y
5^. On trouvera àe même t]ue l'intégrale de mx*»-* dx est x'^ + A , etc* ^
Telles sont les principales régies du calcul intégral J il nous reste à montrer par quelque» exemples particuliers l'application de ces règles et de celles du calcul différentiel - c'est
( 194 ) ce que nous allons faire le plus succinctement qu'il nous sera possible.
PREMIER PROBLÊME
AppKcatîoii Étant donnée une courbe elliptique AM B des principes ^^/^ 3 \ tronver la sous-tangente TP qui réquelques ex- P^^^^ ^ un poiut quelcouquc donué , M, de «mpies. cette courbe.
Que A B soit le grand axe de la courbe i nommons a la moitié de ce grand axe , b le demi petit axe, arlabscisse AP , et j^ l'ordonnée PM ; nous aurons donc yyz=: — (q ax—xx\
aa
Cela posé , soit menée une nouvelle ordonnée N Q infiniment proche de M P , c est-à-dire ^ que cette ligne auxiliaire N Q soit d'abord menée à \xne distance quelconque •arbitraire de MP, et qu'ensuite elle soit imaginée s'en rapprocher continuellement , de sorte que leur dernière raison soit une raison d'égalité; les lignes M O , N O seront donc (XLIX) les différentielles respectives de x et y. Or les triangles semblables T P M , M Z O don-
TP MO
TTp == tTq ^st une équation unparfaite
T P dx
(XXXI); c*est-à-dîre 5 que =: -7- est une
équation imparfaite..
D'un autre côté , Téquation de la courbe^
étant ^^ := — (Qûar-^xx), nous aurons,
en la difFérentiant , cette autre équation im--
parfaite ydy=z — (adx-^^xdx) ; substituant donc dans cette dernière la valeur de dx tirée de la première , et réduisant ^ nous?
aurons T P == ^ , x -^^^^— ; équation qui , ne.
r-eflfermant plus de quantités in:&nitésitnales ,. est nécessairement et rigoureusement exacte (XXXIV).
Autre solution» Coriâidéronâ la dxyûrbr proposée comme un polygone d'une infinité de côtés 5 c est-à-dire , prenons à la placé de la courbe proposée un polygone d'un nombre quelconque de côtés , et supposons ensuite que ce nombre de côtés augmenta perpétuellement, de manière que la dernière relation de ce polygone avec la couïbe soit un«^
relation d'identité. Comme il est absolument impossible que la courbe puisse être exactement considérée cçmme un polygone , le»
équations par lesquelles j'exprimerai les conditions du problême en partant de cette hypdthése ne seront point exactes 5 mais puisque le polygone est supposé s'approcher sans^ cesse de la courbe , les erreurs qui pourront se trouver dans ces équations s'atténueront autant qu'on le voudra , et partant , ces mêmes équations seront de celles que j'ai nommées imparfaites.
Ainsi les triangles T'MP, MNO medon-
T'P MO
nent l'équation =rjp == r-—-; substituant TP'
àT'P qui en diffère infiniment peu, on aura
.. ' ^ • ^. TP MO cette équation imparfaite , ^rjg = ^r^jr ou
TP dx
— = — , la même que celle qui a été trouvée ci-dessus , et qui, combinée avec celle de la courbe^ me donnera le même résultat.
On peut encore , si Ion veut , appliquer à cette question la méthode des indéterminée»
sans rien changer au procédé du calcul. En effets après avojx trouvé les deux équation»
- . TP dx , bb
imparfaites — =--- et 2 v a v =. —
y ay . . aa
(aadx — » 2xdx) , j'ajoute mentalement à l'un des membres de la première, pour la rendre rigoureusement exacte , une quantité ip ; j'introduis pareillement dans la seconde une quantité ^' qui la rende d^ même rigoureusement exacte : les quantités sous-entendues p et ^' sont donc infiniment petites relativement à celles auxquelles on les ajoute mentalement. Cela posé , je compare les deux équations précédentes sans avoir égard à ces quan-
tites » et ; 1 équation 1 P = ,-7 ^ -^ ■ ^ ^ ^ b b a — •x
qui en résultera , pouvant n'être pas exacte , j'y ajoute encore mentalement une quantité"^" qui la rende telle. Mais comme cette quantité ^" ne peut qu'être infiniment petite , je reconnois bientôt qu'elle est absolument nulle, parce que les autres termes de l'équation ne renferment plus de quantités infinitésimales; car en faisant passer tous les termes- dans un seul membre , l'équation qui sera alors
(TP -^ 1L\ + (p" = o, ne pourra aa a — xj
avoir lieu suivant la méthpde des indéterminées , sans que chacun de ses termes en particulier ne soit égal à zéro j donc ^" = o,
et TP = — — — 5 comme ci-dessus, aa a-'^^c
En général , il est clair d'après ce qui vient d*être dit , que si Ton nomme P la sous-tangente d'une courbe quelconque , on aura Té-
quation imparfaite P = j/ t~; donc (XXXIV)
on aura Téquation rigoureusement exacte
Si Ton nomme Q langle compris entre la tangente de la courbe en un point quelconque et Tordonnée^correspondante 5 on aura évi-
demment, tang, Q :=: — et cot. Q == -^;
donc on aura les équations imparfaites ,
Qdx ^^ 'dv - . ,
= ~ et cot. Q =;= —> , ou les équations rigoureuses , tang, Q, =; Um. (-j^j ^t
<ot. 9 = Um, m.
SECOND PROBLÊME
On demande la valeur qu'il faut attribuer à X pour que la fonction ^ lax-^xx soit un maximum , c'est - à - dire plus greinde
( 199 ) que si Ton àttxibuoit à x une autre valeur quelconque.
Soity 2ax — xx=:youyy=:QaX'~^xXf et consb'uisons une courbe dont labscisse soit a: et l'ordonnée y ^ la question sera donc de trouver la plus grande ordonnée de cette courbe. Soit A MB {Fig. 4.) cette courbe et M P sa plus grande ordonnée : cela posé, puisqu a compter du point M les autres ordonnées décroissent , soit du côté de A , soit du côté de B ,. il est clair que la tangente de la courbe au point M doit être parallèle à A B.
Doiic en nommant, comme ci-dessus, Q l'angle formé par la tangente de la courbe et l'ordonnée , on aura au point M , cot. Q = o ,
ou (LXII) Uni. (-f-^ = o. Je différentic donc l'équation de la courbe, et j'ai l'équation
dx
imparfaite ydy=:adx --^ xdx on
donc j'ai l'équation rigoureuse limX -j- j= —
ou co^Q
. Or on doit avoir co/.Q=o;
donc
, ou enfin a=:a?, ce qu'il
feUoit trouver.
( QOO )^
LXIV
Le procédé î suivre pour trouver la plus grande ordonnée d'une courbe quelconque, est donc de difFérentier l équation, d en tirer
la valeur de ^^^\j)'. ^^ de l'égaler à^éro.
t)n énonce çomniunérnent cette régie en disant simplement qu'il faut différentier y et égaler dy à z;éro; mais si cet énoncé est plu& court , il est aussi rnoins exact.
TROISIÈME PROBLÊME
Une courbe proposée ayant un point cl*inflexion , déterminer labscîsse ou Tordonnée qui lui répond.
Soit ABMN {Fig. 5.) la courbe proposée; que AP soit Tàbscisse, et MP l'ordonnée correspondante au point d'inflexion cherché M; soit menée une tangente MK à ce point d'inflexion; il est visible que l'angle KMP est ' tm minimum , c'est-à-dire , moindre que l'angle LNQ formé par une autre tangente quelconque NL et l'ordonnée correspondante ^Qj donc la tangente de l'angle KMP est a.^sn un minimum j et sa co tangente un maximum ^ mais cette cotangente est en général (LXII)
lîm. (•^j' donc on doit avoir ( LXIII )
Um.Qj^:S^^—^^ ce qu'il falloit trouver.
Soit 5 par exemple , b^ y z=: a x^ — ^ x^
1 équation de la courbe proposée, je différentie, et j ai Téquation imparfaite b^ dy:=aax d X — Z x^ d X ^ ou réquation rigoureuse
bm, f -^ J =: — ■■ - — , il faut donc que
2 CL X — 3 x^ .
-_ — ,^^j^ ^ gQjt un maximum , ou que
limÀ — ^ — ' )=0î c est-a-dire, qu on
doit avoir 2a— '6x=;o, ou a: = |a.
QUATRIÈME PROBLÊME
Trouver la surface d un segment parabolique.
Soit AMP ce segment ( Fîg. 6. ) ; si nous supposons que labscisse AP augmente d une quantité infiniment petite P Q ? ce segment augmentera en même tems de la quantité MNPQ; c est-à-dire, que PQ étant supposée la différentielle de ar, MNPQ sera la différentielle du segment cherché. Donc réciproque^ ment le segment cherché est l'intégrale de ^
( QOQ )
MNPQ, c'est-à-dire, qu on a AMP=/(MN PQ) ; mais si Ton abaisse MO perpendiculairement à NO , il est évident que la dernière raison de lespace MNO à l'espace MOPQ est o ; donc le premier de ces espaces est infiniment petit à regard du second ; donc on a l'équation imparfaite MNPQ=:MOPQ. Substituant donc la seconde de ces quantités à la première , dans Téquation exacte AMP =J* (MNPQ), on aura l'équation imparfaite AMP =/ (MOPQ), ou AU?=^fydx; mais l'équation de la courbe est , * en nommant P son paramètre, j;j/=Px, .d*ou l'on tire l'équation imparfaite dx= ry j ^^ mettant donc
pour dx, dans la première de ces équations imparfaites, sa valeur tirée de la seconde, on aura cette nouvelle équation imparfaite
AMP =:fUl^^ Mais (LVIII) on a/^^^^
= ^-^ ; donc AMP =^ p > équation qui ,
ne contenant plus que des quantités désignées , ne peut être que rigoureusement exacte: ce qu'il falloit trouver.
La même méthode s'applique évidemment à la quadrature de toute autre courbe, et par "des raisonnemens analogues, il est aisé de l'étendre à leur rectification et à la recherche des solides quelconques.
Ce petit nombre d exemples doit suffire Conciusiom pour faire comprendre quel est Tesprit de Tanalyse infinitésimale. En vain des adver^ saires diront-ils que c'est ruiner la certitude des mathématiques que dy admettre des
erreurs , comme on le fait , en employant des équations imparfaites; ces erreurs peuvent-elles avoir des conséquences dangereuses, puisqu'on a des 'moyens infaillibles pour les faire disparoître, et des signes certains pour connoître lorsqu'elles ont disparu? Renoncera -- 1 - on aux avantages immenses que procure ce calcul, de pgur de s'écarter un instant des procédés rigoureux de la géo- • métrie élémentaire, ou préférera -t- on à la route unie et facile par laquelle cette analyse nous mène aux découvertes , un sentier épineux où il est si difficile de ne point s'égarer? Tel est celui qu'offre la méthode ' des limites lorsqu'on veut l'employer exclusivement. Car ceux qui veulent proscrire la notion des quantités infinitésimales sont réduits, ou à la suppléer par l'algèbre commune , ce qui présente des difficultés sans nombre, ou à se servir continuellement des noms d'infini et d'infiniment petit en même tems qu'ils les dénigrent, si l'on peut s'exprimer ainsi, et
qu'ils traitent de chimère. Texistence des choses mêmes dont ils sont les hiéroglyphes.
On n'emploie, dit-on, ces termes que figurément ; mais je demande si un langage figuré et^abst^rus est celui qui convient à la simplicité des mathématiques, et sur-tout à cette rigueur dont on veut s'étayer pour condamner la théorie de Tinfini, Ces deux méthodes ne reviennent -elles pas au même, ou plutôt ne sont-elles pas la même méthode employée diversement? En un mot, ne sontce pas toujours les mêmes idées à rendre, les mêmes relations à exprimer? Pourquoi donc n< pas rendre ces idées, ne pas exprimer ces relations de la manière la plus claire et la plus simple?
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