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AVERTISSEMENT
Les géomètres du siècle passé se sont beaucoup occupés de l'Analyse indéterminée qu'on appelle vulgairement Analyse de Diophante; mais il n'y a proprement que Bachet et Fermât qui aient ajouté quelque chose à ce que Diophante lui-même nous a laissé sur cette matière.
On doit surtout au premier une méthode complète pour résoudre en nombres entiers tous les Problèmes indéterminés du premier degré (*). Le second est l'auteur de quelques méthodes pour la résolution des équations indéterminées qui passent le second degré (**); de la méthode singulière par laquelle on démontre qu'il est impossible que la somme
(*) Foyez plus bas le § III. Au reste, je ne parle point ici de son Comim-mairc sur Diophante, parce que cet Ouvrage, excellent dans son genre, ne renferme, à proprement parler, aucune découverte.
{**) Ce sont celles qui sont exposées dans les Chapitres VIII, IX et X du Traité précédent. BiUi les a recueillies dans dilférents écrits de Fermât, et les a publiées à la tète de la nouvelle édition de Diophante. donnée par Fermât le lils.
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ou la difTérence de deux carrés-carrés puisse jamais être un carré ('); de la solution d'un grand nombre de Problèmes très-diiriciles et de plusieurs beaux Théorèmes sur les nombres entiers, qu'il a laissés sans démonstration, mais dont la plupart ont été ensuite démontrés par Euler dans les Commentaires de Pètershours ").
Cette branche de l'Analyse a été presque abandonnée dans ce siècle, et, si l'on en excepte Euler, je ne connais personne qui s'y soit ajppliqué ; mais les belles et nombreuses découvertes que ce grand géomètre y a faites nous ont bien dédommagés de l'espèce d'indifférence que les autres géomètres paraissent avoir eue jusqu'ici pour ces sortes de recherches. Les Commentaires de Pétersbourg sont pleins des travaux d'Euler dans ce genre, et l'Ouvrage qu'il vient de donner est un nouveau service qu'il rend aux amateurs de l'Analyse de Diophante. On n'en avait aucun où celte science fût traitée d'une manière méthodique, et qui renfermât et expliquât clairement les principales règles connues jusqu'ici pour la solution des Problèmes indéterminés. Le Traité précédent réunit ce double avantage; mais, pour le rendre encore plus complet, j'ai cru devoir y faire plusieurs Additions dont je vais rendre compte en peu de mots.
La Théorie des fractions continues est une des plus utiles de l'Arillimétique, où elle sert à résoudre avec facilité des Problèmes qui, sans son secours, seraient presque intraitables; mais elle est d'un plus grand usage encore dans la solution des Problèmes indéterminés, lorsqu'on ne demande que des nombres entiers. Cette raison m'a engagé à exposer celte Théorie avec toute l'étendue nécessaire pour la faire bien entendre; comme elle manque dans les principaux Ouvrages d'Arithmétique el
(•) Cette méttiode est détaillée dans le Chapitre XIII du Traité précédent; on en trouve les principes dans la Remarque de Fermât, qui est après la Question XXVI du Livre M de Diophante.
('* ) Li's Problèmes et les Théorèmes dont nous parlons sont répandus dans les Remarqua: de Fermât sur les Questions de Diophante, et dans ses Lettres imprimées dans les Opéra matitcniatica,..., et dans le second volume des OEucres de ff'aUis.
On trouvera aussi dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, pour les années 1770 el suivantes, les démonstrations de quelques Théorèmes de cet Auteur, qui n'avaient pas encore été démontrés.
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d'Al«^èbre, elle doit être peu connue des géomètres : je serai satisfait si je puis contribuer à la leur rendre un peu plus familière. Je donne ensuite des applications nouvelles de cette Théorie à l'Analyse indéterminée. Je détermine les minima qui peuvent avoir lieu dans les formules indéterminées à deux inconnues, surtout dans celle du second ordre, et je démontre, relativement à celles-ci, des propositions remarquables qui n'étaient pas connues, ou qui n'avaient pas encore été démontrées d'une manière générale et directe. On remarquera principalement dans l'Article XXXIII une méthode particulière pour réduire en fractions continues les racines réelles des équations du second degré, et dans les Articles suivants une démonstration rigoureuse que ces fractions doivent toujours être nécessairement périodiques '*;.
Les autres Additions concernent la résolution des équations indéterminées. Bachet avait donné, en 1624, la résolution complète des équations indéterminées du premier degré. Celle des équations du second de^ré n'a paru qu'en 1769, dans ]es Mémoires de T Académie de Berlin. On la redonne ici simplifiée et généralisée de manière a ne rien laisser à désirer. A l'égard des équations indéterminées des degrés supérieurs au second, on n'a encore que des méthodes particulières pour les résoudre dans quelques cas, et il est à présumer que, pour ces sortes d'équations, la résolution générale devient impossible passé le second degré, comme elle parait l'être passé le quatrième pour les équations déterminées.
Enfin le dernier paragraphe renferme des recherches sur les fonctions qui ont la propriété que le produit de deux ou de plusieurs fonctions semblables est aussi une fonction semblable; j'y donne une méthode (Générale pour trouver ces sortes de fonctions, et j*e« fais voir l'usage pour la résolution de différents Problèmes indéterminés, sur lesquels les méthodes connues n'auraient aucune prise.
Tels sont les principaux objets de ces Additions, auxquelles j'aurais
(*) Dans celle nouvelle édition on a fait quelques changements à l'analyse du Problème I du § n, pour la rendre plus directe et plus facile à suivre.
pu donner beaucoup plus d'étendue, si je n'avais craint de passer de justes bornes. Je soubaite que h^s matières que j'y ai traitées puissent mériter l'attentioades géomètres, et réveiller leur goût pour une partie de l'Analyse (jui me parait très-digne d'exercer leur sagacité.
^' I. — Sur les fractions continues considérées par rapport h r Arithmétique.
1 . Comme la Tbéorie des fractions continues manque dans les livres ordinaires d'Arithmétique et d'Algèbre, et que, par cette raison, elle doit être peu connue des géomètres, nous croyons devoir commencer ces Additions par une exposition abrégée de cette Tbéorie, dont nous aurons souvent lieu de faire l'application dans la suite.
On appelle, en général, fraction continue toute expression de cette forme
oii les quantités a, ,j, •/, o — et h, c, d,... sont des nombres entiers positifs ou négatifs; mais nous ne considérerons ici que les fractions continues où les numérateurs h, c, d,... sont égaux à l'unité, c'est-à-dire, celles qui sont de la forme
«, ,'5, y,... étant d'ailleurs des nombres quelconques entiers positifs ou négatifs: car celles-ci sont, à proprement parler, les seules qui soient
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d'un grand usage dans l'Analyse, les autres n'étant presque que de pure curiosité.
2. Mylord Brouncker est, je crois, le premier qui ait imaginé les fractions continues; on connaît celle qu'il a trouvée pour exprimer le rapport du carré circonscrit à l'aire du cercle, et qui est
mais on ignore le chemin qui y a conduit. On trouve seulement, dans V Arithmetica infinilorum , quelques recherches sur ce sujet, dans lesquelles Wallis démontre d'une manière assez indirecte, quoique fort ingénieuse, l'identité de l'expression de Brouncker avec la sienne, qui
est, comme l'on sait, '/,'.•'?•""; il v donne aussi la méthode de ré-
(luire, en erénéral, toutes sortes de fractions continues à des fractions ordinaires. Au reste il ne paraît pas que l'un ou l'autre de ces deux grands géomètres ait connu les principales propriétés et les avantages singuliers des fractions continues; nous verrons ci-après que la découverte en est principalement due à Huyghens.
3. Les fractions continues se présentent naturellement toutes les fois qu'il s'agit d'exprimer en nombres des quantités fractionnaires ou irrationnelles. En effet, supposons qu'on ait à évaluer une quantité quelconque donnée a, qui ne soit pas exprimable par un nombre entier; la voie la plus simple est de commencer par chercher le nombre entier qui sera le plus proche de la valeur de c/., et qui n'en différera que par une fraction moindre que l'unité. Soit ce nombre a, et l'on aura a — a
égal à une fraction plus petite que l'unité, de sorte que sera, au
contraire, un nombre plus grand que l'unité; soit donc = è, et,
VII
( oiiime h doit èlre un nombro plus graiiil (juc l'unité, on pourra chercher de même le nombre entier ijui approchera le plus de la valeur de 6; et, ce nombre étant nommé ^j, on aura de nouveau b — [i égal à une fraclion plus petite que l'unité, et par conséquent iT—Q ^^"'^ *"'§''' ^' ""*' (|uantité plus grande que l'unité, (ju'on pourra désigner par c; ainsi, pour évaluer c, il n'y aura qu'à chercher pareillement le nombre entier le plus proche de c, lequel étant désigné par 7, on aura c — 7 égal à
une quantité plus petite que l'unité, et par conséquent -3— sera égal
h une quantité d plus grande que l'unité, et ainsi de suite. Parce moyen il est clair qu'on doit épuiser peu à peu la valeur de a, et cela de la manière la plus simple et la plus prompte qu'il est possible, puisqu'on n'emploie que des nombres entiers dont chacun approche, autant qu'il est possible, de la valeur cherchée.
Maintenant, puisque — 1 7 = ^. on aura
de même, à cause de -, — ^ = c, on aura
ei, à cause de = d, on aura pareillement
et ainsi de suite; de sorte qu'en substituant successivement ces valeurs, on aura
« = 3£-t-T=:aH
et, en général,
Il est bon de remarquer ici que les nombres a, (3, 7,..., qui représentent, comme nous venons de le voir, les valeurs entières approchées des quantités a,b,c,..., peuvent être pris chacun de deux manières différentes, puisqu'on peut prendre également, pour la valeur entière approchée d'une quantité donnée, l'un ou l'autre des deux nombres entiers entre lesquels se trouve cette quantité. Il y a cependant une difierence essentielle entre ces deux manières de prendre les valeurs approchées par rapport à la fraction continue qui en résulte; car, si l'on prend toujours les valeurs approchées plus petites que les véritables, les dénominateurs ,S,7, rî,... seront tous positifs; au lieu qu'ils seront tous négatifs si l'on prend les valeurs approchées toutes plus grandes que les véritables, et ils seront en partie positifs et en partie négatifs si les valeurs approchées sont prises tantôt trop petites et tantôt trop grandes.
En effet, si a est plus petit que a, a — a. sera une quantité positive; donc b sera positif et j3 le sera aussi; au contraire, a -a sera négatif si a est plus grand que a; donc b sera négatif et /3 le sera aussi. De même, si p est plus petit que b, b - ^ sera toujours une quantité positive; donc c le sera aussi et par conséquent aussi 7; mais, si (3 est plus grand que b, b -^ |3 sera une quantité négative, de sorte que c et par conséquent aussi 7 seront négatifs, et ainsi de suite.
Au reste, lorsqu'il s'agit des quantités négatives, j'entends par quantités plus petites celles qui, prises positivement, seraient plus grandes; nous aurons cependant quelquefois, dans la suite, occasion de comparer entre elles des quantités purement par rapport a leur grandeur absolue; mais nous aurons soin d'avertir alors qu'il faudra faire abstraction des
signes.
Je dois remarquer encore que si, parmi les quantités b, c, d,..., il s en
trouve une qui soit égale à ua nombre entier, alors la fraction continue sera terminée, parce qu'on pourra y conserver cette quantité même; par exemple, si c est un nombre entier, la fraction continue qui donne la valeur de a sera
En effet, il est clair qu'il faudrait prendre 7 = c, ce qui donnerait
et par conséquent 5 = 30 , de sorte que l'on aurait
les termes suivants s'évanouissant vis-à-vis de la quantité infinie oc ;
or - = o; donc on aura simplement
Ce cas arrivera toutes les fois que la quantité a sera commensurable, c'est-à-dire qu'elle sera exprimée par une fraction rationnelle; mais, lorsque a sera une quantité irrationnelle ou transcendante, alors la fraclion continue ira nécessairement à l'infini.
4. Supposons que la quantité a soit une fraction ordinaire ^■> A et B
étant des nombres entiers donnés; il est d'abord évident que le nombre entier u qui a[)procbera le plus de jt sera le quotient de la division de A parB; ainsi, supposant la division faite à la manière ordinaire, et
nommant « le quotient et C le reste, on aura ^- y =^ è' '^^"'^ ^ ~ c' pour avoir de même la valeur entière approchée [^ de la fraction ^r. il n'y aura qu'à diviser B par C, et prendre pour ,3 le quotient de cette division; alors, nommant D le reste, on aura ^ - f. = ^, et par conséquent c =:: ^: on continuera donc iwliviser C par D, et le (luolient sera la valeur du nombre 7, et ainsi de suite; d'où résulte cette règle fort simple pour réduire les fractions ordinaires en fractions continues :
Dhisez d'abord le numérateur de la fraction proposée par son dénominateur, et nommez le quotient a; divisez ensuite le dénominateur par le reste, et nommez le quotient^; divisez après cela le premier reste par le second reste, et soit le quotient 7; continuez ainsi en divisant toujours l'avant- dernier reste par le dernier, jusqu'à ce qu'on parvienne à une division qui se fasse sans reste, ce qui doit nécessairement arriver, puisque les restes sont tous des nombres entiers qui vont en diminuant; vous aurez la fraction continue
qui sera égale à la fraction donnée.
5. Soit proposé de réduire en fraction continue la traction -^gy-: on divisera donc iio3 par 887, on aura le quotient . et le reste 216; on divisera 887 par 216, on aura le quotient 4 et le reste 23; on divisera 216 par 23, ce qui donnera le quotient 9 et le reste 9; on divisera encore 23 par 9, on aura le (luotient 2 et le reste 5; on divisera 9 par 5, on aura le quotient i et le reste 4; on divisera 5 par 4, on aura le quotient I et le reste i ; entin, divisant 4 par i, on aura le quotient 4 et le
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irsti" nul, de sorti' (juo ropôration sera lorminoe. Rassemblant donc par ordre tous les quotients trouvés, on aura eette série i, 4> 9> 2, i , i , 4< d'où l'on lormera la fVaetion continue
I io3
«). Comme, dans la manière ordinaire de faire les divisions, on prend toujours pour quotient le nombre entier (jui est égal ou moindre que la fraction proposée, il s'ensuit que, par la métliode précédente, on n'aura que des fractions continues, dont tous les dénominateurs seront des nombres positifs.
Or on peut aussi prendre pour quotient le nombre entier qui est immédiatement plus grand que la valeur de la fraction, lorsque cette fraction n'est pas réductible ii un nombre entier, cl pour cela il n'y a qu'à augmente!- d'une unité la valeur du quotient trouvé à la manière ordinaire; alors le reste sera négatif, et le quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi on pourra à volonté rendre les termes de la fraction continue positifs ou négatifs.
Dans l'exemple précédent, au lieu de prendre 1 poui' le quotient de rio'3 divisé par 887, je puis prendre 2; mais j'aurai le reste négatif—671, par lequel il faudra maintenant diviser 887; on divisera donc 887 par — 671, et l'on aura ou le quotient — i et le reste 216, ou le quotient — 2 et le reste — 455. Prenons le quotient plus grand — i, et alors il faudra diviser le reste — 671 par le reste 21O, d'où l'on aura ou le quotient - 3 et le reste — 23, ou le quotient — 4 et le reste 193. Je continue la division en adoptant le quotient plus grand — 3; j'aurai à diviser le reste 21G par le reste - 23, ce qui me donnera ou le quotient — 9 et le reste 9, ou le quotient — 10 et le reste — i4, et ainsi de suite.
De cette manière on aura I io3
où l'on voit que tous les dénominateurs sont négatifs.
7 On peut, au reste, rendre positif chaque dénominateur négatif, en changeant le signe du numérateur; mais il faut alors changer auss, le signe du numérateur suivant; car il est clair qu'on a
Ensuite on pourra, si l'on veut, faire disparaître tous les signes - de la fraction continue, et la réduire à une autre, où tous les termes soient positifs; car on a, en général.
comme on peut s'en convaincre aisément, en réduisant ces deux quantités en fractions ordinaires.
On pourrait aussi, par un moyen semblable, introduire des termes négatifs a la place des positifs, car on a
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il'oii l'on voit (|iit', par ces sortes ilc li'aiisl'oi'iiialions. on peut (|iU'l(|iiefois simplilior une IVaclioii lonlimii' cl la réduiio ;» un moindre noinl)i'e de iLM'nies; ce (|ni aura lieu toutes les fois (|u'il v aura des déuouiinateurs égaux à l'unilé positive ou négative.
En général il est elair (|ue, pour avoir la irai tion continue la plus convergente ([u'il est possiltle vers la valeui- de la (juantile donnée, il r.iut toujours pi'endre pour «. jS, '/.... les nombres entiers qui approchent le plus des quantités a, /', c soit (|n'ils soient plus petits ou
plus grands que ces ciuaiilités; or il est facile de voir ([ue si, [)ar exemple, on ne prend |»as pour a le nomhre entiei' qui approche le plus, soit en excès ou en défaut, de (t. le noinlire suivant ,> sera nécessairement égal a Tunite: en ellet la diU'erence entre a et a sera alors
plus i^rande (lue -; i)ar consécinent on aura /> — • ' 2; donc iS ne
pourra être (]u'égal à l'unile.
Ainsi, toutes les fois (jue dans une fraction continue on trouvera des
dénominateurs égaux à l'unité, ce sera une mai que (|ue l'on n'a pas pris
les dénominateurs précédents aussi approchauls qu'il est possible, et
que, par conséquent, la fraction |)eut se simplifier eu augmentant ou en
diminuant ces denoinitialeuis d'une unité, ce (|u'on ptuirra exécuter par
les formuh s précédentes, sans être obligé de refairt' en entier le calcul.
8. La méthode du n" i peut sei'vir aus.-i à réduire eu fraction continue toute quantité irrationnelle ou transcendante, pourvu qu'( Ile soit auparavant exprimée en décimales. Mais, comme la valeur en décimales ne peut être qu'approchée, et (|u'en augmentant d'une unile le dernier caractère on a deux limites entre les([uelles doit se trouver la vraie valeur de la quantité proposée, il faudra, pour' rre pas sortir de ces limites, fairr' ii la fois le même calcul sur' lc> deux fractions dont il s'agit, et n'admettre ensuite dans la fraction corrtiiiue ([ue les (|rrotients qui résulteront également des deux opérations.
Soit, par exemple, proposé d'exprimer \\.w une fraction continue le rapport de la circonférence du cercle au diami-lrc.
Ce rapport exprimé en décimales est, par le calcul île Vièle, ■^.1415926533.... (le sorte qu'on aura la fraction 7^^^^^^^^ à réduire en fraction continue par la méthode ci-dessus; or, si l'on ne prend que ,a fraction ^-^^^, on trouve les quotients3. 7. . 5. i et si l'on prenait
ICOOOO
hi fraction plus grande— ^-^^ on trouverait les quotients 3. 7. 16,...:
• ^ lOOOOO
de sorte que le troisième quotient demeurerait incertain; d'où l'on voit que, pour pouvoir pousser seulement la fraction continue au delà de trois termes, il faudra nécessairement adopter une valeur de la périphérie qui ait plus de six caractères.
Si l'on prend la valeur donnée par Ludolph en trente-cinq caractères, et qui est
i4 1 59 26535 89793 •23846 26433 83279 SoaSS
et qu'on opère en même temps sur cette fraction et sur la même, en y augmentant le dernier caractère 8 d'une unité, on trouvera cette suite de quotients
de sorte que l'on aura
périphérie _ , _, '
diamètre ^
Comme il y a ici des dénominateurs égaux à l'unité, on pourra sim- Vll. 3
is vnnmoNs vix éléments DM.r.ÊBRK iveui.f.u.
|ilitifr la iVactiou, vu y iiilroihiisaiu des liTiiirs iiéi^atirs, par k's tormules (lu 11" 7, ti l'iui Inuivi'ra
penpherio , i
dianielre
MU hicn
poriphério diamètre
i). Nous avons montre ailleurs (•(iininciit on peut appinpier la Théorie (les fraelions eonlinues a la résolution numéii<|ue des é(]Uations, pour laquelle on n'avait encore ijue des méthodes imparfaites et insuftisanles. Voyez les Mcntnircs de. l' Acadcnne de lieiiin poui' les années 17^7 et. 17G8 ',' . Toute la dillieulté consiste ii pouvoir trouver dans mw é(|ualion (pudeoncpie la valeur entière la plus approcdu'e. soit eu exci's ou eu défaut, de la laeiue ( herchée, et c'est sur (juoi nous avons donné les premiers des règles sures et générales, par les(|uidles on peut non-seulement reconnaître comliii-n de racines réelles positives ou négatives, égales ou inégales, contient la projiosée, nuiis encore lionvei' faciieuH'Ul les limites de (;hacune de ces racines, et ménn; les limites des (juantilés réelles (|ui composent les raciiu's imaginaires. Supposant donc (|uc x soi! rinconnue de re(|uatioii |)roposée, on chercdiera d'ahord h iionihre entier (|ui apjin» liera le plus de la racine cherchée, et, uoniniant ce
Cl OEuvrcs tic iM^iin'^v, t. H. p. 5ÎS cl .jSl.
nom
bre «, il n'y aiin, qu'à faire, comme on l'a vu dans le n" 3, ^^ry.^l (je nomme ici x,y,z,... ce que j'ai dénoté dans l'Article cité par L b,c,...);ei, substituant cette valeur à la place de x, on aura, après avoir fait évanouir les fractions, une équation du même degré en y, qui devra avoir au moins une racine positive ou négative plus grande que l'unité. On cherchera donc de nouveau la valeur entière approchée de cette racine, et, nommant celte valeur p, on fera ensuite y = |3 4- ' , ce qui donnera de même une équation en z, qui aura aussi nécessairement une racine plus grande que l'unité, et dont on cherchera pareillement la valeur entière approchée 7, et ainsi de suite. De cette anière la racine cherchée se trouvera exprimée par la fraction con-
m linue
qui sera terminée si la racine est commensurable, mais qui ira nécessairement à l'infini si elle est incommensurable.
On trouvera dans les Mémoires cités tous les principes et les détails nécessaires pour se mettre au fait de cette méthode et de ses usages, et même différents movens pour abréger souvent les opérations qu'elle demande ; nous croyons n'y avoir presque rien laissé à désirer sur ce sujet
si important.
Au reste, pour ce qui regarde les racines des équations du second degré, nous donnerons plus bas (n- 33 et suivants) une méthode particulière et très-simple pour les convertir en fractions continues.
10. Après avoir expliqué la génération des fractions continues, nous allons en montrer les usages et les principales propriétés.
Il est d'abord évident que, plus on prend de termes dans une fraction continue, plus on doit approcher de la vraie valeur de la quantité qu on
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a exprimée par cette fraction; de sorte que, si l'on s'arrête successivement à chaque terme de la fraction, on aura une suite de quantités qui seront nécessairement convergentes vers la quantité proposée. Ainsi, avant réduit la valeur de a h la fraction continue
on aura les quantités
OU bien, en réduisant,
qui approcheront de plus en plus de la valeur de a.
Pour pouvoir mieux juger de la loi et de la convergence de ces quantités, nous remarquerons que, par les formules du n" 3, on a
d'où l'on voit d'abord que a est la première valeur approchée de a; (|u't'nsuite, si l'on prend la valeur exacte de a, qui est- y--' et([n'on v substitue pour b sa valeur approchée [j, on aura cette valeur plus approchée -^-^ — -, qu'où aura de n)éme une troisième valeur plus approchée
de a, en mettant d'abord pour b sa valeur exacte > ce qui donne
a— — î-jâ — ■) et prenant ensuite pour c la valeur approchée y;
par ce moven la nouvelle valeur approchée de a sera
(oc[3-h i)y-H3e.
continuant le même raisonnement, on pourra approcher tlavantage, en mettant, dans l'expression de a trouvée ci-dessus, a la place de c sa valeur exacte ^ . '^ ce qui donnera
_ [(«[3-f-i)y-t-a]rf-;-g(3 + i • "^ {(3y + i)rf+[3
et prenant ensuite pour cl sa valeur approchée o, de sorte qu'on aura pour la quatrième approximation la quantité
((3y + i)â+P et ainsi de suite.
De là il est facile de voir que, si par le moyen des nombres a, /5, 7. 5,... on forme les expressions suivantes
C=--yB- A, c, = yB, ~A„
D- ôC-T B, D.^ÔC, -rB,,
E=£D-;-C, E.r^sD, H-C,
on aura cette suite de fractions convergentes vers la quantité a
AT' B,' C," D,' E,' F
Si la quantité a est rationnelle, et roprésenlée par une fraction quel-
conque ^-j il est évident que cette fraction sera toujouis la dernière
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dans la série précédente, puisque dans ce cas la fraction continue sera tormince, et que la dernière fraction de la série ci-dessus doit toujours équivaloir à toute la fraction continue.
Mais, si la quantitéa est irrationnelle ou transcendante, alors, la fraction continue allant nécessairement à l'infini, on pourra aussi pousser à l'infini la série des fractions convergentes.
11. Examinons maintenant la nature de ces fractions; et d'abord il est visible (jue les nombres A, B, C,... doivent aller en auiïmentant, aussi bien que les nombres A|, B,, C,,.. , car :
i" Si les nombres a, |3, y,... sont tous positifs, les nombres A, B, C,... et A,, B,, C,,... seront aussi tous positifs, et l'on aura évidemment B> A, C>B, D: C etB, :r= ou ::; A,,C, >B,, D, >C,,.. .
2" Si les nombres a, fi, ■/,... sont tous ou en partie négatifs, alors, parmi les nombres A, B, C,..., et A,, B,, C,,..., il y en aura de positils et de négatifs; mais, dans ce cas, on considérera que l'on a, en général, par les formules précédentes,
d'où l'on voit d'abord que, si les nombres «, fi, y,... sont dill'érents de l'unité, (|uels(jue soient d'ailleurs leurs signes, on aura nécessairement,
en faisant abstraction des signes, - >i; donc, .j < i . par consé([uent
jT ^ • I , et ainsi de suite; donc B > A, C > B
11 n'y aura d'exception que lorsque, parmi les nombres», j5, y,..., il s'en trouvera d'égaux à l'unité; supposons, par exemple, que le nombre 7 soit le premier qui soit égal à dz i ; on aura d'abord B > A,
mais C •< B, s'il arrive que la fraction ^ soit de signe différent de y; ce
qui est clair |)ar l'équation n = V + îT' parce que dans ce cas y -+- j sera un nombre " i ; or je dis qu'alors on aura nécessairement D > B;
car, puisque 7 — ± i, on aura (11° lOj
or, comme c et d sont des quantités > f (n"3), il est clair que cette équation ne pourra subsister, à moins que c et d ne soient de même signe: donc, puisque 7 et 0 sont les valeurs entières approchées de c et d, ces nombres 7 et 0 devront être aussi de même signe; mais la fraction
^ = 7 -^ - doit être de même signe que 7, à cause que 7 est un nombre
entier, et ^ une fraction < 1 ; donc j, et rî seront des quantités de même
ôc ■ ■ ■■ r^ n . B
signe; par conséquent -jc- sera une quantité positive. Ur on a -^ --= 0 -f- p-,
donc, multipliant par ^^ on aura j-^ = c? g -+- i ; donc, -^ étant une
quantité positive, il est clair que g sera > 1 ; donc D ;■ B.
De là on voit que, s'il arrive que dans la série A, B, C,.. il se trouve un terme qui soit inoindre que le précédent, le terme suivant sera nécessairement plus grand; de sorte qu'en mettant à part ces termes plus petits la série ne laissera pasd'aller en augmentant.
Au reste on pourra toujours éviter, si l'on veut, cet inconvénient . soit en prenant les nombres a, [3, 7,... tous positifs, soit en les prenant tous différents de l'unité, ce qui est toujours possible.
On fera les mêmes raisonnements par rapport à la série A,. B,, (!,
dans laquelle on a pareillement
â;^^' b; = >'""r;' tï/^'-^z: •■•'
d'où l'on déduira des conclusions semblables aux précédentes.
12. Maintenant, si l'on multiplie en croix les termes des fractions
voisines dans la série T"' if' 7^' ' " ' ' "" trouvera
BA, AB, ;^i, CB, BC, ^AB, RA,, DC, CD, BC, - CB
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d'où je coiu'his (ju'oii aura, en i^énéral,
ED, -DE, I
Cette propriété est liès-reniarqualile et donne lieu à plusieurs conséquences importantes.
D'ahord on voit que les fractions v-j tt- tv--- • ■ • doivent être déjà ré- ' A, B, L, ■■
duites à leurs moindres termes; car si, par exemple, C et C, avaient un commun diviseur autre que l'unité, le nombre entier CB, — BC, serait aussi divisible par ce même diviseur, ce qui ne se peut h cause de CB, -BC, == -I.
Ensuite, si l'on met les équations précédentes sous cette l'orme
"bTc;'
Cl),'
~ jj,e;'
il est aisé de voir que les diirérences entre les fractions voisines de la
série -r-' tt' rr'- vont continuellcmenl en diminuant, de sorte que
cette série est nécessairement convergente.
Or je dis que la différence entre deux fractions consécutives est aussi petite qu'il est possible; en sorte qu'entre ces mêmes fractions il ne saurait tomber aucune autre fraction quelconque, à moins qu'elle n'ait un dénominateur plus ifiand (|ue ceux de ces fractions-Iii.
C D Car prenons, par exemple, les deux fractions 7^ t-l fr- dont la difîé-
rence est r.-.T-' et supposons, s'il est possible, qu'il existe une autre fraction — ^ dont la valeur tombe entre celles de ces deux fractions, et dans
laquelle le dénominateur n soit moindre que C, ou que D,; donc,
puisque — doit se trouver entre 7^ et t-? il faudra que la diflerence ' ' « Cl D, '
m ^ C . , mC, — wC nC — mC, . , \ i.«.,
entre — et -j^i qui est ,, — ou - ,, 1 soil < -rrr^i diiierence
n Cl ^ hCi «c, ~ C|Di
D C entre ^r- et t^; uiais il est clair que celle-là ne saurait être moindre que
—7^: donc, si n <" D,, elle sera nécessairement " -ir-rr'-, de même, la dif- «C, " ' C|D|
terence entre — et jr-^ ne pouvant être plus petite que— jt-i sera nécessairement > r.-fT' si «<C,, au lieu qu'elle devrait en être plus petite.
13. Voyons présentement de combien chaque fraction de la série
-7-> TT'"' approchera de la valeur de la quantité a. Pour cela on remar- Ai l>i '
quera que les formules trouvées dans le n" 10 donnent
Ai + i
Aie
Bt-i-
Crf-i-
C,rf +
Bi
De-i-
DiC-r-Ci
et ainsi do suite.
Donc, si l'on veut savoir de combien la l'raction -^■, par exemple, ap-
proche de la quantité, on (dierchera la dilférence entre ^ et a; en pre-
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liant i)oui' a la (luanlile jr— i — „-' on aura
C Cf/-i-B C BC, — CB,
à cause de BC, — CB, =i (u° 12); or, eomme on suppose que 5 soit la valeur approchée de d, en sorte que la dilTérence entre d el & soit <r I (d° 3), il est clair que la valeur de d sera renfermée entre les deux nombres ô et ^ rh i (le signe supérieur étant pour le cas où la valeur approchée § est moindre que la véritahlc (/. cl le signe inférieur pour le cas où S>û?j, et que, par conséquent, la valeur de C,d^B, sera aussi renfermée entre ces deux-ci, C, ô+B, et C, (5 ± i) -i- B,, c'est-
à-dire, entre D, et D, ±C,; donc la différence a - ^ sera renfermée entre ces deux limites .-^-fr» p-rf^ — w^' '^'^^^ ''*^" pourra juger de la
Cil 1.^1 dl ^ Wi — 1— Lil )
quantité de l'approximation de la fraction p--
En ijénéial dm aura
D^ "~D, D,(D,eH-C,)'
et ainsi de suite.
Or, si l'on suppose que les valeurs approchées x, [i, y,... soient toujours prises moindres que les véritables, ces nombres seront tous positifs, aussi bien (]ue les quantités b, c, d, . . . (n"3); donc les nombres A,, B,, C seront aussi tous positifs; d'où il s'ensuit que les
\ tt c
différences entre la quantité a et les fractions — » g-» rr»-- seront alter-
' Al Bi Cl
nativemenl positives et négatives; c'est-à-dire que ces fractions seront alternativement plus petites et plus grandes que la quantité a. De plus, comme è > /3, c > -y, rf ><?,... (hyp-i- on au'"a
6>B,, B,c-HA,>B,y +- A,>C„ C,rf h- B, > C,ô ^- B, > I),, ...,
et, comme è<|3 -+- i, c<7 4-i, rf<(J'-+-i on aura
6<B, + I, B,c-t- A,<B,(y-i-i)-HA, <C, -4-B,, C,(/+ B,<C,to-+-i)4-B,<D, -t-C, ...;
de sorte que les erreurs qu'on commettrait en prenant les fractions -r-' ïT' 7^'--- pour la valeur de a seraient respectivement moindres
A, Di Li ' •
que
â;b;' bTcI' cjô;' ■'
mais plus grandes que
A,(B, -hA,) B,:C. -t-B,) C,(D, + C,)
d'où l'on voit combien ces erreurs sont petites, et combien elles vont en diminuant d'une fraction à l'autre.
ABC
Mais il V a plus : puisque les fractions -—y ^^-î -^i--- sont altornati-
' ' ' Al Di L,
vement plus petites et plus grandes que la quantité a, il est clair que la valeur de celte quantité se trouvera toujours entre deux fractions consécutives quelconques; or nous avons vu ci-dessus (n° 12) qu'il est impossible qu'entre deux telles fractions puisse se trouver une autre fraction quelconque qui ait un dénominateur moindre que l'un de ceux de ces deux fractions; d'où l'on peut conclure que chacune des fractions dont il s'agit exprime la quantité a plus exactement que ne pourrait faire toute autre fraction quelcon(|ue, dont le dénominateur serait plus petit que celui de la fraction suivante; c'est-à-dire que la frac-
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tion :-> par exemple, exprimera la valeur de a plus exactemeni ([iie toute autre l'raeliou -? dans laciuelle « serait < D,.
15. Si les valeurs approchées a, p, y,... sont toutes ou en partie plus grandes que les véritables, alors parmi ces nombres il y en aura nécessairement de négatifs (n° 3), ce qui rendra aussi négatifs quelques-uns des termes des séries A, B, C, . . . , A,, B,, C ; par con-
séquent les différences entre les fractions -.-» tt' t^-'- t't la quantité a
A, D| Cl '
ne seront plus alternativement positives et négatives, comme dans le cas du numéro précédent; de sorte que ces fractions n'auront plus l'avantage de donner toujours des limites en plus et en moins de la quantité a, avantage qui nie parait d'une très-grande importance, et qui doit par conséquent faire préférer toujours dans la pratique les fractions continues oii les dénominateurs seront tous positifs. Ainsi nous ne considérerons plus dans la suite que des fractions de cette espèce.
Considérons donc la série
dans laquelle les fractions sont alternativement plus |)eliles et plus
grandes (|ue la quantité a, et il est clair (iii'on pourra |)artager cette
série en ces deux-ci
bV ï)^' f;' ■ ■■'
la première sera composée de fractions toutes plus petites que a, et qui iront en augmentant vers la quantité a; la seconde sera composée de fractions toutes plus grandes que a, mais qui iront en diminuant vers celle même quantité. Examinons maintenant cliaciine de ces deux
séries en particulier : dans la première ou aura ''n'" 10 et 12)
C ~ AT ^ A,C
el dans la seconde on aura
Bi
Si les nombres 7, 5, i,... étaient tous égaux à l'unité, on pourrait prouver, comme dans le n" 12, qu'entre deux fractions consécutives quelconques de l'une ou de l'autre des séries précédentes il ne pourrait jamais se trouver aucune autre fraction dont le dénominateur serait moindre que ceux de ces deux fractions; mais il n'eu sera pas de même lorsque les nombres y, 0, s,... seront différents de l'unité; car dans ce cas on pourra insérer entre les fractions dont il s'agit autant de fractions intermédiaires qu'il y aura d'unités dans les nombres 7 — i , à — \ , 3 —
et pour cela il n'y aura qu'à mettre successivement dans les valeurs de C et C, [x\° lOj les nombres i, 2, 3, . . . , 7 à la place de 7; et de même, dans les valeurs de D et D,, les nombres i, 2, 3, . . ., § à la place de §, et ainsi de suite.
17. Supposons, par exemple, que 7 - 4. on aura Crr:4B-:- A, C, =^ 4B, -^A„
et l'on pourra insérer entre les fractions - et -,- trois fractions intermé- «liaires. qui seront
B. -4- A,' 2B, -h A,' 3B, -hA,'
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Il est clair (iiie les dénominateurs de ces fractions forment une suite
croissante aritlimétiquement depuis A, jusqu'à C,, et nous allons voir
que les fractions elles-mêmes croissent aussi continuellement depuis
— jusqu'à p-) en sorte (ju'il serait maintenant impossible d'insérer dans
la série
aucune fraction dont la valeur tombât entre celles de deux fractions consécutives, et dont le dénominateur se trouvât aussi entre ceux des mêmes fractions. Car, si l'on prend les différences entre les fractions précédentes, on aura, à cause de BA, — AB, — i,
d'où l'on voit d'abord que les fractions -r-' t, r '••• vont en anurinen-
' A, Bi-hA, ^
lant, puis(|ne leurs différences sont toutes positives; ensuite, comme ces différences sont égales à l'unité divisée par le produit des deux dénominateurs, on pourra prouver, par un raisonnement analoii;ue à celui que nous avons fait dans le n" 12, qu'il est impossible qu'entre deux fractions consécutives de la série précédente il puisse tomber une fraclion (luelconque — . si le dénominateur n tombe entre les dénomina-
teurs de ces fractions, ou, en général, s'il est plus petit (|iic le plus grand des deux dénominateurs.
De plus, comme les fractions dont nous [)arloiis soni loiites plus
grandes que la vraie valeur de a, el que la fraction tt- en est plus petite,
il est évident ([ue chacune de ces fractions approchera de la quantité a, en sorte que la différence en sera plus j)etite que celle de la même frac-
tion et de la fraction î^--, or on trouve
aB-f-A
aB, -1-A,
B, ~ (aB, + A,)B,
Donc, puisque ces différences sont aussi égales à l'unité divisée par le produit des dénominateurs, on y pourra appliquer le même raisonnement du n" 12, pour prouver (ju'aucune fraction — ne saurait
, ,, . A B-f-A aB+A
tomber entre une quelconque des tractions —, ^ ^ ^ ^^ -hX ' ' ' '
et la fraction ^r-, si le dénominateur n est plus petit que celui de la
même fraction; d'où il suit que chacune de ces fractions approche plus de la quantité a que ne pourrait faire toute autre fraction plus petite que a, et qui aurait un dénominateur plus petit, c'est-à-dire, qui serait conçue en termes plus simples.
18. Nous n'avons considéré dans le numéro précédent que les fractions intermédiaires entre -r- el t^; il en sera de même des fractions intermé-
diaires entre -^ et jt' entre î?- et t^vî si s, y;,... sont des nom lires >i, L, E, E, G,
On peut aussi appluiuer à l'autre série
tout ce que nous venons de dire relativement à la première série
(le sorte que, si les nombres o, Ç, . . . sont \ i, on pourra insérer entre
les l'raetions tt^ et ,. : entre ,,~ t^l î^--- différentes fraetions internié- B, l'i 1), r I
diaires toutes plus grandes que a, mais qui iront continuellement en
diminuant, et qui seront telles, qu'elles exprimeront la (|uanlilé a plus
exactement ([ue ne pourrait faire aucune autre fraction plus grande
que a, et qui serait eonc^'ue en ternies plus simples.
De plus, si |3 est aussi un nombre i, on pourra pareillement placer
avant la traction t^- les tractions ? — ^ — t; — >••• lusqu a
(3A-hi ■ R . i- .- . , •-.•1
!-— ô — ' savoir TT-i et ces tractions auront les mêmes propriétés que les
autres fractions intermédiaires.
De cette manière, on aura donc ces deux suites complètes de fraetions convergentes vers la quantité a.
Fractions croissantes et plus petites que a.
A B-i-A aB + A 3B-f-A
yh + K G D + G aD-f C 3D-»-C yB,-^A,' G,' Br-TG,' aD, -4-C;' 3D,h-G,' "■'
jP -4- G E F -t- E
£D,"HrG;' Ei' F, -4-E,' ■"'
Fractions décroissantes et plus grandes que a.
ABC
que nous nommerons dans la sm\e fractions principales, pour les distinguer df'^ fractions intermédiaires, va d'elle-même à l'infini (n° 10^.
Mais, si la quantité a est rationnelle et égale à une fraction quelconque :rr-> nous avons vu dans le numéro cité que la série dont il s'agit sera terminée, et que la dernière fraction de cette série sera la fraction même ttï donc cette fraction terminera aussi nécessairement une des
deux, séries ci-dessus, mais l'autre série pourra toujours aller à l'infini. En etlet, supposons que 0 soit le dernier dénominateur de la fraction
continue; alors =- sera la dernière des fractions principales, et la série
des fractions plus grandes que a sera terminée par cette même fraction
TT-; or l'autre série des fractions plus petites que a se trouvera naturel-
lement arrêtée à la fraction j^-» qui précède ^■. mais, pour la continuer, il n'y a qu'à considérer que le dénominateur s, qui devrait suivre le dernier dénominateur 8, sera = oo (n°3); de sorte que la fraction
=r» qui suivrait -r- dans la suite des fractions principales, serait
coD-^C _I>^.
xDr+~c; ~d;''
VII
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or, par la loi des fraclions inlermédiaires, il est clair que, à cause de c = X , on pourra iusérer eutre les fractions r^ et pr une infinité de fractions intermédiaires, qui seront
D, -!- C, ' aÏÏTÏlïi' 3D, + C,'
Ainsi, dans ce cas, on pourra, après la fraction jr dans la première
suite de fractions, placer encore les fractions intermédiaires dont nous parlons, et les continuer à l'infini.
Problème.
19. Une fraction exprimée par un grand nombre de chiffres étant donnée, trouver toutes les fractions en moindres termes qui approchent si prés de la vérité, (pi il soit impossible d'en approcher davantage sans en employer de plus grandes.
Ce Problème se résoudra facilement par la théorie que nous venons d'expliquer.
On commencera par réduire la fraction proposée en fraction continue par la méthode du n" 4, en ayant soin de prendre toutes les valeurs approchées plus petites que les véritables, poui- (jue les nombres ,3, y, 5, . . . soient tous positifs; ensuite, à l'aide des nombres trouvés a, ,';, y ou formera, d'après les formules du u" 10, les fractions
ART
— , --, —,■■•, dont la dernière sera nécessairement la même (jue la A| Di Lii
fraction proposée, parce (jue dans ce cas la fraction continue est terminée. Ces fraclions seront alternativement plus petites et plus grandes que la fraction donnée, et seront successivement conçues en termes plus grands; et de plus elles seront telles, que chacune de ces fractions approchera plus de la fraction donnée que ne pourrait faire toute autre fraction quelconque qui serait conçue en termes moins simples. Ainsi
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l'on aura par ce moyen toutes les fractions conçues en moindres termes que la proposée, qui pourront satisfaire au Problème.
Que si l'on veut considérer en particulier les fractions plus petites et les fractions plus grandes que la proposée, on insérera entre les fractions précédentes autant de fractions intermédiaires que l'on pourra, et l'on en formera deux suites de fractions convergentes, les unes toutes plus petites et les autres toutes plus grandes que la fraction donnée ( n"^ 16, 17 et 18 : chacune de ces suites aura en particulier les mêmes
propriétés que la suite des fractions principales "*-' n"' r"' " ■■ ''■^'" '*^*
fractions, dans chaque suite, seront successivement conçues en plus grands termes, et chacune d'elles approchera plus de la fraction proposée que ne pourrait faire aucune autre fraction qui serait pareillement plus petite ou plus grande que la proposée, mais (|ui serait conçue en termes plus simples.
Au reste, il peut arriver qu'une des fractions intermédiaires d'une série n'approche pas si près de la fraction donnée qu'une des fractions de l'autre série, quoique conçue en termes moins simples que celle-ci; c'est pourquoi il ne convient d'employer les fractions intermédiaires que lorsqu'on veut que les fractions cherchées soient toutes plus petites ou toutes plus grandes que la fraction donnée.
Exemple I.
20. Suivant La Caille, l'année solaire est de 365^5'' 48" 49% et par conséquent plus longue de 5''48'°49* que l'année commune de 365J; si cette différence était exactement de 6 heures, elle donnerait un jour au bout de quatre années communes; mais, si l'on veut savoir au juste au bout de combien d'années communes cette différence peut produire un certain nombre de jours, il faut chercher le rapport qu'il y a entre
a4'' et 5''48'"49% et l'on trouve que ce rapport est ~- — -, de sorte qu'on
peut dire qu'au bout de 86400 années communes il faudrait intercaler 20929 jours pour les réduire à des années tropiques.
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(".ornme le rapport île HG'ioo à 20029 est exprimé en termes fort grands, on propose de trouver en des teimes plus petits des rapports aussi approchés de eelui-ci qu'il est possible.
On réduira done la fraction — i^ en fraction continue par la règle
20tJ2«)
donnée dans le n° 4, qui est la même que celle qui sert à trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres donnés : on aura
"sT
(Connaissant ainsi tous les quotients «, fi, /, . . ., on en formera aisé-
ment la série -r-» tt'---» de la manière suivante
.'1 29 33 128 i()i 270') 2865 5569 86^00 1 7 8 ' 3i ' Mj ' <)j.) ' (ii/i ' i.i'|.)' ■lot)!,/
)ii l'on voit (jue la dernière fraction est la même que la proposée. Pour faciliter la formation de ces fractions, on écrira d'abord, comme
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jo viens de lo fairo, la suile des quotients 4, 7. 1 et l'on placera audessous de ces coellicients les fraction,s {. ^, -it'---' 'l'^i *'" résultcnl.
La première fraction aura toujours pour numérateur le nombre qui est au-dessus, et pour dénominateur l'unité.
La seconde aura pour numérateur le produit du nombre qui est audessus par le numérateur de la première, plus l'unité, et pour dénominateur le nombre même qui est au-dessus.
La troisième aura pour numérateur le produit du nombre qui est au-dessus par le numérateur de la seconde, plus celui de la première; et de même pour dénominateur le produit du nombre (|ui est au-dessus par le dénominateur de la seconde, plus celui de la première.
Et, en général, chaque fraction aura pour numérateur le pioduit du nombre qui est au-dessus par le numérateur de la fraction précédente, plus celui de l'avant-précédente, et pour dénominateur le produit du même nombre par le dénominateur de la fraction précédente, plus celui de l'avant-précédente.
Ainsi
et ainsi de suite; ce qui s'accorde avec les formules du n" 10.
Maintenant on voit, par les fractions {, ^, —,..., (|ue l'intercalation la plus simple est celle d'un jour dans quatre années communes, ce qui est le fondement du Calendrier Julien ; mais qu'on ap|)roclierait plus de l'exactitude en n'intercalant ([ue sept jours dans l'espace de vingt-neuf années communes, ou huit dans l'espace de trente-trois ans, (it ainsi de suite.
On voit de plus que, comme les fractions {, ^, ^ sont alternativement plus petites et plus grandes que la fraction ~~ ou ^, ,^,^ . ,
11 icj 1 .ua.j 5" 40'" 49*
l'intercalation d'un jour sur quatre ans sera liop forte, celle de sept jours sur vingt-neuf ans trop faible, celle <lç huit jours sur Irenle-lroi^ ans trop forte, et ainsi de suite; mais chacune de ces intercalalions sera toujours la plus exacte qu'il est possible dans le même espace de temps.
Or, si l'on range dans deux séries particulières les fractions plus petites et les fractions plus i^randes que la fraction donnée, on y pourra encore insérer ditféreutcs fractions secondaires pour compléter les séries; et pour cela on suivra le même procédé que ci-dessus, mais en prenant successivement à la place de chaque nombre de la série supérieure tous les nombres entiers moindres (|ue ce nombre (lorsqu'il y en a).
Ainsi, considérant d'abord les fractions croissantes
I 8 Sg Gp.'i aorjjg
on voit ([u'ii cause que l'unité est au-dessus de la seconde, de la troisième et de la quatrième, on ne pourra placer aucune fraction intermédiaire, ni entre la première et la seconde, ni (intrc la seconde et la troisième, ni entre la troisième et la quatrième; mais, comme la dernière fraction a au-dessus d'elle le nombre i5, on pourra, entre cette IVaclioM cl la précédente, placer quatorze fractions intermédiaires, dont les numérateurs formeront la progression aritliméti(|ue
et dont les dénominateurs formeront aussi la progression arithmétique
Par ce moyen, la suite complète des fractions croissantes sera
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Et, comme la dernière fraction est la même que la fraction donnée, il est clair que cette série ne peut pas être poussée plus loin.
De la on voit que, si l'on ne veut admettre que des intercalations qui pèchent par excès, les plus simples et les plus exactes seront celles d'un
jour sur quatre années, ou de huit jours sur trente-trois ans, ou de trente-neuf jours sur cent soixante et un ans, et ainsi de suite. Considérons maintenant les fractions décroissantes
ib,
et d'abord , à cause du nombre 7 qui est au-dessus de la première fraction, on pourra en placer six autres avant celle-ci, dont les numérateurs formeront la progression arithmétique 4 + i. 2 . 4 1- i . 3.4 -)- I, ..., et dont les dénominateurs formeront la progression i, 2, 3,...; de même, à cause du nombre 3, on pourra placer entre la première et la seconde fraction deux fractions intermédiaires, et entre la seconde et la troisième on en pourra placer quinze, à cause du nombre 16 qui est au-dessus de la troisième; mais entre celle-ci et la dernière on n'en pourra insérer aucune, à cause que le nombre qui est au-dessus est l'unité.
De plus il faut remarquer que, comme la série précédente n'est pas terminée par la fraction donnée, on peut encore la continuer aussi loin que l'on veut, comme nous l'avons fait voir dans le n° 18. Ainsi l'on aura cette série de fractions décroissantes
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lesquelles sont toutes plus petites que la fraction proposée, et en a|)prochent plus que toutes autres fractions (|ui seraient con(,'ues en ternies moins simples.
On peut conclure de lii (pie, si l'on ne voulait avoir égard (|u'au\ intercalations qui pécheraient par dél'aut, les plus simples et les plus exactes seraient celles d'un jour sur cinq ans, ou de denx jours sur neuf ans, ou de trois jours sur treize ans, etc.
VO vniMTIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE D'EULER.
Dans le Calendrier grégorien, on intercale seulement quatie-vingl-tlixsepl jours dans quatre cents années; on voit par la Table précédente (|u'on approcherait beaucoup plus de l'exactitude en intercalant cent neuf jours en quatre cent cinquante années.
Mais il faut remarquer que dans la réformation grégorienne on s'est servi de la détermination de l'année donnée par Copernic, laquelle est de 365^5*" 49™ 20^ En employant cet élément, on aurait, au lieu de la fraction f^Jj-^, celle-ci f^|^, ou bien f^; d'où l'on trouverait, par la méthode précédente, les quotients 4. 8, T), 3, et de là ces fractions principales
([ui sont, il l'exception des deux [)remières, assez diderentcs de celles que nous avons trouvées ci-dessus. Cependant on ne trouve pas parmi ces fractions la fraction ~- adoptée dans le Calendrier grégorien; et cette fraction ne peut pas même se trouver parmi les fractions intermédiaires (ju'on pourrait insérer dans les deux séries \, ^-^ et ■^, j^; car il est clair qu'elle ne pourrait tomber qu'entre ces deux dernières fractions, entre lesquelles, à cause du nombre 3 qui est au-dessus de la fraction \~\, il pcuit tomber deux fractions intermédiaires, qui seront ■^^^et ^; d'où l'on voit qu'on aurait approché plus de l'exactitude si dans la réformation grégorienne on avait prescrit de n'intercaler que (|ualre-ving(-(lix jdurs dans l'espace de trois cent soixante et onze ans. Si l'on réduit la fraction ^~ à. avoir pour numérateur le nombre 86400, elle deviendra "0952' '^^ l^i supposerait l'année tropique de
•«Dans ce cas l'interpolation grégorienne serait tout à fait exacte; mais, comme les observations donnent l'année plus courte de plus de ao secondes, il est clair qu'il fiuidra nécessairement, au bout d'un certain espace de tem|)s, introduire une nouvelle intercalalion.
Si l'on voulait s'en tenir à la déicrminalion de La Caille, comme le (lénoniiiialcur 9- de la fraction ^jp/^ se trouve entre les di-nominateiirs
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(le la cinquième et de la sixième des fraetions principales trouvées ci-devant, il s'ensuit de ce que nous avons démontré (n° 14) que la fraction ■^~- approcherait plus de la vérité que la fraction ^; au reste, comme les Astronomes sont encore partagés sur la véritable longueur de l'année, nous nous abstiendrons de prononcer sur ce sujet; aussi n'avons-nous eu d'autre objet, dans les détails que nous venons de donner, que de faciliter les moyens de se mettre au fait des fractions continues et de leurs usaces; dans cette vue nous ajouterons encore l'Exemple suivant.
Exemple II.
21. Nous avons déjà donné (n° 8) la fraction continue qui exprime le rapport de la circonférence du cercle au diamètre, en tant qu'elle résulte de la fraction de Ludolph; ainsi il n'y aura qu'à calculer, de la manière enseignée dans l'Exemple précédent, la série des fractions convergentes vers ce même rapport, laquelle sera
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(les tVact'iDns seront donc alternativenienl plus petites el plus grandes que la vraie raison de la oireonférence au diamètre, e'est-à-dire (|ue la première } sera plus petite, la deuxième -^ plus grande, et ainsi de suite, et chacune d'elles approchera plus de la vérité (|ue ne pourrait taire toute autre fraction qui serait exprimée en termes plus sini|)les, ou, en général, qui aurait un dénominateur moindre (|ue le dénoniinaleur de la fraction suivante: de sorte que l'on peut assurer (|ue la fraction Y approche plus de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction dont le dénominateur serait moindre que 7; de même la fraction ^ approchera plus de la vérité que toute autre fraction dont le dénominateur serait moindre que lod, et ainsi des autres.
Quant à l'erreur de chaque fraction, elle sera toujours moindre (|ue l'unité divisée par le produit du dénominateur de cette fraction \y,\v celui de la fraction suivante. Ainsi l'erreur de la fraction j sera moindre t|ue i-, celle de la fraction ^ sera moindre que ^77^7. et ainsi de suite. .Mais en même temps l'erreur de chaque fraction sera plus grande que l'unité divisée jiar le produit du dénominateur de cette fraction par la somme de ce dénominateur et du dénominateur de la fraction suivante; de sorte que l'erreur de la fraction f sera plus grande que ~, celle de la fraction ^ plus grande que ^-^7^, et ainsi de suite (n" li).
Si l'on voulait maintenant séparer les fractions plus petites que le rapport de la circonférence au diamètre d'avec les |ihis grandes, on pourrait, en insérant les fractions intermédiaires convenahles, former deux suites de fractions, les unes croissantes et les autres décroissantes vers le vrai rapport dont il s'agit; on aurait de cette manière
,, . , pi'riph. tractions plus petites que —7-^
3 ?î ^(7 69 91 ii3 j35 \3-} 179 201 3-^3 3'|5 2G7 289 3ii
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Fractions plus "ranties nue -,.^£— -• f^ ^ ^ cliam.
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Chaque fraction de la première série approche plus de hi vérité que ne peut faire aucune autre fraction exprimée en termes plus simples, et qui pécherait aussi par défaut; et chaque fraction de la seconde série approche aussi plus de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction exprimée en termes plus simples, et péchant par excès.
Au reste, ces séries deviendraient fort prolixes si l'on voulait les pousser aussi loin que nous avons fait celle des fractions principales donnée ci-dessus. Les bornes de cet Ouvrage ne nous permettent pas de les insérer ici dans toute leur étendue; mais on peut les trouver au besoin dans le Chapitre XI de V Algèbre de Wallis [Operum mathemat. vol. II).
Reîuarqle.
22. La première solution de ce Problème a été donnée par Wallis dans un petit Traité qu'il a joint aux Œuvres posthumes d'Horrocius, et on la retrouve dans l'endroit cité de son Algèbre; mais la méthode de cet Auteur est indirecte et fort laborieuse. Celle que nous venons de donner est due à Huyghens, et l'on doit la regarder comme une des principales découvertes de ce grand Géomètre. La construction de son automate planétaire parait en avoir été l'occasion. En effet, il est clair que, pour pouvoir représenter exactement les mouvements et les périodes des planètes, il faudrait employer des roues où les nombres des dents fussent précisément dans les mêmes rapports que les périodes dont il s'agit; mais, comme on ne peut pas multiplier les dents au delà d'une certaine limite dépendante de la grandeur de la roue, et que
iV ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE DEULER. (l'ailk'iirs les périodes des planètes sont incommeiisurahlcs ou du moins ne peuvent être représentées avec une certaine exactitude que par de très-grands nombres, on est obligé de se contenter d'un à peu près, et la difficulté se réduit à trouver des rapports exprimés en plus petits nombres, qui a|)procbent autant qu'il est possible de la vérité, et plus qui! ne pourraient faire d'autres rapports (juelconques qui ne seraient pas conçus en ternies plus grands.
Huygliens résout cette question par le moyen des fractions continues, comnie nous l'avons fait ci-dessus; il donne la manière de former ces fractions par des divisions continuelles, et il démontre ensuite les principales propriétés des fractions convergentes qui en résultent, sans oublier même les fractions intermédiaires. (^Voyez, dans ses Opéra posthuma, le Traité intitulé Descriptio automati plane larii.)
D'autres grands Géomètres ont ensuite considéré les fractions continues d'une manière plus générale. On trouve surtout dans les Commentaires de Pétersbourg (tomes IX et XI des anciens et tomes IX et XI des nouveaux) des Mémoires d'Euler remplis des recherches les plus savantes et les plus ingénieuses sur ce sujet; mais la Théorie de ces fractions, envisagée du côté arithmétique, qui en est le plus intéressant, n'avait pas encore été, ce me semble, autant cultivée qu'elle le méritait : c'est ce qui m'a engagé à en composer ce petit Traité pour la rendre plus familière aux Géomètres. [Voyez aussi les Mémoires de Berlin pour les années 1767 et 1768 (*).]
Au reste, cette Théorie est d'un usage très-étendu dans toute l'Arithmétique, et il y a peu de problèmes de cette science, au moins parmi ceux pour lesquels les règles ordinaires ne suffisent pas, qui n'en dépendent directement ou indirectement. Jean Bernoulli vient d'en faire une application heureuse et utile dans une nouvelle espèce de calcul, (ju'il a imaginé pour faciliter la construction des Tables de parties proportionnelles. {Voyez le tome I de son Recueil pour les Astronomes.)
(*| OEuvrcs lie Ltigrange, t. Il, p. 538 et 58i.
§ 11. — Méthodes pour détennincr les nombres entiers qui donnent les minima des formules indéterminées à deux inconnues .
Les questions dont nous allons nous occuper, et pour lesquelles nous allons donner des méthodes directes et générales, sont d'un genre entièrement nouveau dans l'Analyse indéterminée. On n'avait point encore appliqué cette Analyse aux Problèmes de maxiniis et minimis; nous nous proposons ici de déterminer les minima des fractions rationnelles, entières et homogènes à deux inconnues, lorsque ces inconnues doivent être des nombres entiers. Cette recherche nous conduira encore à la Théorie des fractions continues, et servira à donner à cette Théorie de nouveaux degrés de perfection.
Problè:\ie I.
2.3. Etant donnée une quantité pusiti^^e a, et supposant que y et z ne puissent être que des nombres entiers positifs et premiers entre eux, on demande de trouver les valeurs de ces nombres qui rendront la formule Y — az un minimum 'abstraction faite du signe) relativement à tous les nombres plus petits qu'on pourrait substituer pour y et z.
Soient/» et q des nombres entiers et premiers entre eux, qui, étant substitués pour j et z dans la formule v— az, la rendent plus petite que si l'on y substituait d'autres nombres moindres que p et q. Donc prenant pour r et 5 des nombres quelconques entiers positifs et premiers entre eux, mais moindres quep et q, il faudra que la valeur de p — aq soit moindre que celle de r—as, abstraction faite dos signes de ces quantités, c'est-à-dire en les prenant l'une et l'autre positivement. Prenons r eis tels que l'on ^\i ps — qr= —i, le signe supérieur ayant lien lorsque p — aq sera positif, et l'inférieur lorsque p — aq sera négatif. (Nous verrons dans un moment qu'il est toujours possible de trouver des nombres qui satisfassent à cette condition.) Je vais prouver que tous
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It's autres nomln'es moindres que p et y, qu'on substituerait pourj et z, lendiaionl la f'orniulc y — az (abstraction laite du signe) plus grande (|ue /j — eu/ et que r — as.
Va\ cd'i'l, il est elair ([u'on peut sup|)oser, en général,
y =^ pi -h ru, 2 =z qt -^ su,
I cl it étant deux inconnues; or, par la résolution de ces éijuations, on a
sy — l'z __ g,y ~ pz .
f>s — (]r qr — ps
donc, à cause de ps — qr = ± i,
l = ±(sx- rz), u = ±{qy- pz);
d'oii l'on voit que t eiu seront toujours des nombres entiers, puisque />. </, r, s et y, z sont supposés entiers.
Donc, /et /u'iaiit des nombres entiers, et/v, y, /•, s des nombres entiers positifs, il est clair que, pour que les valeurs de j et ^ soient moindres <{ue celles de p et q, il faudra nécessairement que les nombres t et // soient de signes différents.
Maintenant je remarque que la valeur de r — as sera aussi de dillérenl signe que celle de /) — aq; car, faisant p — aq = P ei r— as — R,
on aura
■^ = rt H — 1 - = rt -! ;
mais l'équation ps — qr = ± i donne = di — : donc
^ ' ' q s qs
q s qs
donc, puisqu'on suppose que le signe ambigu soit pris conformément à
celui de la quantité p — aq ou P, il faudra (jue la (|uanlilé soit
positive si I' est positif, et négative si P est négatif; or, con)me s est
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< (] cl que R est > P (hy|>oUièst' j, il csl clair que sera à plus forte
P ... .PU
raison > ~ (abstraction l'aile du sicne); donc la (luanlilé sera
toujours de signe ditlércnt do -^ c'est-à-dire de R, puisque s est posilil :
donc P et R seront nécessairement de signes différents.
Cela posé, on aura, en substituant les valeurs ci-dessus dej'ct z,
y — az ^ {/> — aq) t -\- {r — «s ) ;< = P / -i- U « :
or, t et u étant de signes différents, aussi bien que P et R, il est clair (|ue P^ et Rw seront des quantités de mêmes signes; donc, puisque / et u sont d'ailleurs des nombres entiers, il est visible que la valeurde j — «r sera toujours plus grande que P et que R, c'est-à-dire, que les valeurs de/? — aq et de r — as, abstraction faite des signes.
Mais il reste maintenant à savoir si, les nombres /j et q étant donnés, on peut toujours trouver des nombres r et 5 moindres que ceux-là, et tels que/w — y/- = ± i , les signes ambigus étant à volonté; or cela suit évidemment de la Théorie des fractions continues; mais on peut aussi le démontrer directement et indépendamment de cette Théorie. Car la ditliculté se réduit à piouver qu'il existe nécessairement un nombre entier positif et moindre que/», lequel, étant pris pour r, rendra qr± i divisible par/»; or supposons qu'on substitue successivement à la place de ries nombres naturels i, 2, 3,... jusqu'à/», et qu'on divise les noml)res (j ±1 I , -iq ±1, iq ± i,..., pq dz i par/?, on aura/? restes moindres (|ue p, qui seront nécessairement tous différents les uns des autres; car, si par exemple mq ±1 et ny ± i [m et n étant des nombres entiers dilférents qui ne surpassent pas/^), étant divisés par/?, donnaient un même reste, il est clair que leur différence (m — n)q devrait être divisible par p; or c'est ce qui ne se peut, à cause ([ue q est premier à /?, et que m — ri est un nombre moindre que/?. Donc, puisque tous les restes dont il s'agit sont des nombres entiers positifs moindres que/? et différents entre eux, et que ces restes sont au noml)re de /?, il est clair (|u'il faudia nécessairement que le zéro se trouve parmi ces restes, et conséquemmenl
(|u"il y uit un des nombres g ±i, 2q ±: i, 2>q±\ , . . . . pq± \ (jui soil divisible par/?; or il est clair que ce ne peut être le dernier; ainsi il y aura sûrement une valeur de r moindre que p, laquelle rendra rq ± i divisible par p; et il est clair en même temps que le quotient sera moindre que q\ donc il y aura toujours une valeur entière et positive de r moindre que/», et une autre valeur pareille de s et moindre que q, lesquelles satisferont à l'équation
qr±i
s =^ 5 ou ps — Qr= ± i.
24. On voit par là que les nombres r et * sont, parmi les nombres moindres que p et q, ceux qui rendent la formule y — az le plus petite.
Nous dénoterons, pour plus de simplicité, les nombres r et * par p, et y,; on aura ainsi la condition /;y, — <jr/?i = ih i, et les quantités p — aq, p, — aq, seront les deux niinima consécutifs dans la série des valeurs ôe y — az, en prenant pour j et z tous les nombres qui ne surpassent pas/i et q : ces minima seront de signes contraires, et le second immédiatement plus grand que le premier.
11 est clair qu'on peut trouver de même deux autres nombres /;., et q..
moindres que p, et q,, et qui aient avec ceux-ci la même relation que
p, et y, ont avec p et q. Ainsi, comme p, — aq, est de signe contraire à
p — aq, il faudra faire
et la quantité pi—aq, sera de signe contraire Ap, — aq, et plus grande que celle-ci; mais en même temps elle sera plus petite que toute autre valeur de y— az, tant que jet z seront moindres que/?, et q,. En continuant le même raisonnement, on trouvera encore des nombres /j,, q^ moindres «jue/Jo» ^i^ tels que
et qui rendront la quantité /Jj — ai/j du signe contraire a p^— aq^ et plus grande que p, — aq,, mais moindre que si l'on prenait pour/?., et qi d'autres nombres moindres que ^2 et q^, et ainsi de suite.
On aura de cette manière deux suites de nombres entiers déeroissants P< Pi' Pi' Pi y. ?M q-., (Ji,..., tels que
pq,-q p,=±i, p.q,-q,p,=.ztx, p,q,-q.p. = ±i.
et qui donneront la suite des minima
p — aq, p, — aq,, pi — aq., p^ — aq,, ...
de la formule y — az; ces minima seront successivement de sicnes différents, et formeront une suite croissante, telle que chaque terme, comme /Jo — aq.,, sera un minimum relativement aux valeurs de y et z moindres que p^ et q.
D'où il s'ensuit que les termes correspondants des deux séries p, p,, p.^,.., q, q,, q.,,.-- ont des propriétés analogues, et résolvent tout le Problème proposé.
Il ne s'agit donc plus que de trouver les deux séries.
Pour cela, je remarque : i" qu'en ajoutant ensemble les équations
pq,-qp, = ±i, p,q,~q,p: = zizi, on a
{p — p-.)qi — {q — qiPi—o, savoir q,{p — p,)=Pi{q — q,);
donc, puisque cette équation doit subsister en nombres entiers, et que p, , q, sont premiers entre eux. en vertu de l'équation pq, — qp, = ± i , il faudra que p — P2 soit divisible par/?,; ainsi, nommant [s. le quotient de cette division, on aura
p-p, = ixp„ et p = [j.p,^o,:
alors l'équation deviendra
[j.qi^=^ q — q,, ce qui donne de nièinc q = ^.q^ -i- q~.. VII. 7
On frouvoia de la même manière, on ajoutant ensemble les dou\ équations
et taisant des raisonnements semblables,
p,=[M,p,+p„ 7, = fX, ç, -4- 7„
,a, étant un nombre entier, et ainsi de suite. Donc la loi des deux séries dont il s'agit sera
p =fj. p,-hp,, 9 = ,u. q, + q„
p,= IJ,P:,+ Pi, 7, = a, (/,-+- ^3,
p,z=[j.,p,-hp„ q,= v.,qi-\- q„ p, — «a/». + p„ ?3 = ,"3 q,-^ q^,
les nombres ij., a,, a^,... étant tous entiers positifs, et les nombres /y, !>,, p^, p.,,--, q, q,< q<, q.^,--- formant deux séries continuellement décroissantes.
On voit par cette loi qu'il suffira de connaître les nombres ij., ii.,, ij.^,... pour pouvoir trouver tous les termes des deux séries, lorsqu'on en connaîtra les deux derniers.
La substitution des valeurs précédentes donne
p —aq= ij.(p, — aq,)-i-p,~ aq„ p, — aq, = ^,{p, — aq,)-hp, — aq„ p, — aq,= ix,{p, — aq,)-i-p, — ftq„ Pi — a?3 = ,"3 (/>( — «?. ) + Pi — aq..
d'oii l'on lire
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Un a vu plus haut que les quantités p — aq, /?, — aq^, ju — a(j^, . . . forment une suite de termes qui vont en augmentant, et (jui sont alternativement positifs et négatifs; d'où il suit nue les fractions " ~ '"' ,
' pi — ug,
p< — «a. p — fin, . ■ . 1 1 . • 1
' L,... ont toutes des valeurs nesratives et moindres (lue
P'. — ttq-. Pi — rt'/j " '
l'unité, et qu'au contraire les fractions 91'~ t'j IHlIZfl,... sont toutes
p, — aq, p-. — aq^
positives et plus grandes que l'unité. Ainsi, comme les valeurs des premières sont renfermées entre les limites zéro et — r, on pouri a substituer ces limites à leur place, ce qui donnera
h~aq. p.-uq,
p, — aq^ p2 — uq-,
^ aq, — Pi^ aq, — p, Pi — aq. Pi — aqi
Il est clair que ces limites suffiront pour déterminer les nombres a.
o.,, [J.2 puisqu'on sait que ces nombres doivent être tous entiers. Par
ce moyen, la détermination de u. ne dépendra que des quatre termes /*!» Pz> 9i. ^2' celle de fj., ne dépendra que de/?2,/?3, y.,, q^, et ainsi de suite; par conséquent, en connaissant les valeurs de p^, p^ et qy, q.,, on trouvera d'abord ,a, ensuite on aura/? et q par les formules/> = a/>,H-/>2. q = txq^ -+- q.,, données ci-dessus.
De même, en connaissant seulement les termes />o, 773 , q., q^, on trouvera d'abord jj., par la condition de
p:-iiq, p,— aq,
ensuite on aura p,, q, par les formules/;, =: u-ip-. -i- pi, q, = (Jt-i^s + </.i: de là on trouvera (i, et enfin p et q, et ainsi de suite.
D'où l'on peut conclure qu'il suffira de conuaitre les deu.x. derniers termes de chacune des deux séries correspondantes /;, /;,, p^, p,
'h !/i' </:!' ^3'--- pour pouvoir remonter de là successivement h tous les autres termes, et connaître les deux séries entières.
Ce Problème est donc réduit maintenant à trouver les deux derniers termes de ces séries.
Pour cela je remarque que, par leur nature, elles doivent se terminer l'une et l'autre à zéro; car les formules /> = p./J,+7^2. p, = [JiP--^P3>--font voir que /jl est le quotient et/>2 1<! reste de la division de p par/?,, que p., est le quotient etp^ le reste de la division de p^ par/),, et ainsi (le suite, de manière que p., ps, . . . sont les restes que l'on trouve en chercliant le plus grand commun diviseur des deux nombres/? elp, qui sont supposés premiers entre eux; par conséquent on doit nécessairement parvenir à un reste nul. On doit dire la même chose des nombres •/s. Çsf-i qui ne sont que les différents restes qui résulteraient de la recherche du commun diviseur de q ei q,.
Supposons que la série q, q,, q^,... se termine avant sa correspondante/>,/?,, /^a,-.., et soit, par exemple, </, = o; donc l'équation
|hq^ — q^p*
— ZTZÏ
se réduira à
d'où, à cause que q^ et /j, ne peuvent être que des nombres entiers positifs, il suit que 93 = i et pi = i; ainsi les deux quantités />j — aq^, /); — aq,, deviendront p^ — a cl i . Mais nous avons vu que ces quantités doivent être des signes différents, et ([ue, abstraction faite des signes, la seconde doit être plus grande que la première, ces quantités étant deux termes consécutifs de la série des minima; donc il faudra que a— /»3><) et <f; par conséquent
Ainsi />3 sera connu, parce que, devant être un nombre entier, il ne pourra être que le nombre entier (jiii (onii)era entre a et a — i.
Oonc, en général, dans le cas dont il s'agit, les deux derniers termes de la série q, q,, q.^,--. seront i, o; et les correspondants de la série/).
p,, p.^,... seront «, i, en dénotant par a le nombre entier qui tombe entre a et a — i.
Supposons maintenant que ee soit la sov'ie p, p,, p.y,... qui se termine la première, et soit/>, = o, par exemple; alors l'équation
devenant
donnera, par la raison que /»3 et q^ doivent être entiers positifs, p^=^i , ^4 = I ; de sorte que les deux quantités p.^ — aq^ , p^ — acj^ , qui doivent être de signe contraire, et la seconde plus grande que la première, deviendront I — G^;, — a; d'où il suit qu'il faudra que i — aq^ > o et <a;
ce qui donne y, < - et y, + i > -, et par conséquent
^ a a c'est-à-dire que q, devra être le nombre entier qui tombera entre -
et - — I.
Donc, en général, dans ce second cas, les deux derniers termes de la sév\ep, p,,p.;.,... seront i, o; et les correspondants dans la série ^, q,, q,,--. seront /3, i, en dénotant par /3 le nombre entier qui tombera
entre - et i.
On voit par là que le premier cas aura lieu lorsque a est un nombre plus grand que l'unité, et que le second aura lieu lorsque a sera moiiulre que l'unité.
Connaissant ainsi les deux derniers termes correspondants des séries P^Ptj Jh,--, q, qi, q>,---, on pourra, par les formules données jjIus haul, trouver successivement, en remontant, tous les termes de ces séries (|ui résolvent le Problème proposé.
25. Il est plus commode de considérer ces séries à rebours, en commençant par les derniers termes. Ainsi nous avons deux séries croissantes.
5i ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALdÉBRE DEULEU.
(|iK' nous représenterons, pour plus do couiniodité, de cette manière
^, p,, p., p.,- -, q., <]., qu ?.,....,
et pour lesquelles nous avons les déterminations suivantes : Si rt >^ I ,
^, = 1, />,<;«>« — I, jy„ = o, (/, = i;
si « < I ,
ensuite
p, = [j.,p,-h p„ q, = iJ.,q, + q„ p,^lJ.,p, + p„ q^ = ii.,q, + q„ p, = ,u,;>, -^ p,, q, = ^3 73 -t- 7.,
et pour la détermination de p.,, a,, /^.j,..., les conditions
p. — aq, ^ /^ — ^<7»
aq,—pt aq,—p,
aq, — /?3 «73 — />3
Il est hon de remarquer encore que le second cas rentre dans le premier; car, en supposant dans les formules du premier cas a<i, on aura
nécessairement
donc
et de là
au ^ ^ '^
de sorte qu'ici p,, />_, et y,, «jr, seront ce ([ue seraient />„, /;,, </„, y, dans
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les formules du second cas; et les termes suivants seront par conséquent les mêmes dans les deux cas.
On peut donc établir, en général, quel que soit le nombre a, les déterminations suivantes :
Ensuite
p,=^ lj.,p, -H I,
-aq , ^ — pt a — UL
-P' aq.
aq.
aq.
OÙ le signe < dénote le nombre entier qui est immédiatement moindre que la valeur de la quantité placée après ce signe.
On trouvera ainsi successivement toutes les valeurs de p et </ (|ui pourront satisfaire au Problème, ces valeurs ne pouvant être que les termes correspondants des deux séries pa, p,, p^, pz,-- et y,,. </i.
Corollaire 1.
Si l'on fait
aq, — p, p, — aq-,
o6 ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE D'EULEH.
1111 aura, comnu' il est facile de le voir,
a — fx b — }j.i c — fXj
et fjL <«, fjL, <6, iiî<ic, 1X3 <rf, etc.; donc les nombres fx, p.,, p.j,... ne seront autre chose que ceux que nous avons désignés par a, /3, •/.•■• dans le n° 3, c'est-à-dire que ces nombres seront les termes de la fraction continue qui représente la valeur de a, en sorte que l'on aura ici
a = fj. -h
Par conséquent les nombres />,, />., 7^3, ■■• seront les numérateurs, et 7i. 7j' '/:!.••• les dénominateurs des fractions convergentes vers a, fractions que nous avons désignées ci-devant par —■, j^-» -r-v • (n° 10).
Ainsi tout se réduit à convertir la valeur de a en une fraction continue, dont tous les termes soient positifs, ce qu'on peut exécuter par les méthodes exposées plus haut, pourvu qu'on ait soin de {(rendre toujours les valeurs approchées en défaut; ensuite il n'y aura plus qu'à former la suite des fractions principales convergentes vers a, et les termes de chacune de; ces fractions donneront des valeurs de p et </, (pii résoudront le Problènic proposé; de sorte que ^ ne pourra être (ju'une de ces iiièmcs fractions.
Corollaire II.
27. Il résulte de là une nouvelle propriété des fractions dont nous parlons; c'est que, nommant ^ une des fractions principales convergentes vers a (pourvu qu'elles soient déduites d'une fraction ctmtinue dont tous les termes soient positifs), la (|uantilé/; — aq aura toujours une valeur plus petite, abstraction faite du signe, (ju'tdle n'aurait, si
l'on y mettait à la place de p et q d'autres nombres moindres ([U(dconques.
Problicmk II.
Étant proposée la quantité
\p"' -+- Bp" ' (/ -f- Cp"'-''q^- -I- . . . +Vç"',
dans laquelle A, B, C,... sont des nombres entiers donnés, positifs ou négatifs, et où p et q sont des nombres indéterminés, qu'on suppose devoir être entiers et positifs, on demande quelles valeurs on doit donner à p et q, pour que la quantité proposée devienne le plus petite qu'il est possible.
Soient a, ^, y, . . . les racines réelles, et|x±v\ — i, tt; ± o\ — \ , . . . les racines imaginaires de l'équation
Kx" -+- Hx"'-' -\- Cx""-" + . . .+V^ o;
on aura, par la Théorie des équations,
kp'" -+- Bp"-'q -h Cp'"--q' + . . . -4- V(/"'
= Ayp — xq) {p — ^q) (p — yq). . ■ [p — (f^ + v v'— 0 îJ
x[p — iy- — ''^\~)q] [;» — (ro + pv — i).î] [/> — Ira — pv'— ')9J-- •
= \{p — xq[p—^q)(p — yq)...l{p—uq Y-h'^-q''] [(p — ujq '-+- fq']- ■ ■ ■
Donc la question se réduit à faire en sorte que le [)roduit des (|uan- Ûlésp—(/.q,p — ^q,p—/q,... ciip — l^qY+V-q" , ( p~-!r,qY + (j- q- .... soit le plus petit qu'il est possible, tant que p et q sont des nombres entiers positifs.
Supposons qu'on ait trouvé les valeurs de /> et y qui répondent au minimum; et, si l'on met à la place de ^ et 7 d'autres nombres moindres, il faudra que le produit dont il s'agit acquière une valeur plus grande. Donc il faudra nécessairement que quelqu'un des facteurs augmente de valeur. Or il est visible que, si a, par exemple, était négatif, le facteur p — aq diminuerait toujours, lorsque /? et y décroitraicnl; la Vil. ' 8
même clioso arriverait au facteur [p — [iqf + v-y-, si fx était uégalif. et ainsi des autres; d'où il s'ensuit que, parmi les facteurs simples réels, il n'y a que ceux oîi les racines sont positives qui puissent augmenter de valeur; et, parmi les facteurs doubles imaginaires, il n'y aura que ceux où la partie réelle de la racine imaginaire sera positive qui puissent augmenter aussi; de plus, il faut remarquer, à l'égard de ces derniers, que, pour que [p — ij.f/ /■ + w q- augmente, tandis (jue p et </ diminuent, il lant nécessairement que la partie {p — p-q f- augnu'nte. parce que l'autre terme v-y- diminue nécessairement, de sorte (jue l'augmentation de ce facteur dépendra de la quantité/; — [xq, et ainsi des autres.
Donc les valeurs de p et q, (|ui répondent au minimum, doivent être telles que la (|uantité p — aq augmente, en donnant à p et q des valeurs moindres, et prenant pour a une des racines réelles positives de ré(|ualion
A X"' -\- B:c'"- ' -f- Cx"-'' -1- . . . + V = o,
ou une des parties réelles positives des racines imaginaires de la même équation, s'il y en a.
Soient r cl 5 deux nombres entiers positifs moindres que /; et q; il faudra donc que r— assoit y- p — aq (abstraction faite du signe de ces deux quantités). Qu'on suppose, comme dans le n" 23, que ces nombres soient tels que ps — qr=±i, le signe supérieur ayant lieu lorsijue p— aq est positive, et l'inférieur lorsque p — aq est négative; en sorte que les deux quantités /; — aq et r — as deviennent de différents signes, el l'on aura exactement le cas auquel nous avons réduit le Probli-me précédent (n° 24), et dont nous avons déjà donné la solution.
Donc (n° 26) les valeurs de p et q devront nécessairement se trouver parmi les termes des fractions principales convergentes vers a, c'està-dire vers quelqu'une des quantités que nous avons dit pouvoir être prises pour a. Ainsi il faudra réduire toutes ces quantités en fractions continues (ce qu'on pourra exécuter facilement par les métbodes enseignées ailleurs), et en déduire ensuite les fractions convercenles dont il
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s'agit, après quoi on fera successivement p éi^al à tous les numérateurs (le ces fractions, et q égal aux dénominateurs correspondants, et celle de ces suppositions qui donnera la moindre valeur de la fonction pro- . posée sera nécessairement aussi celle qui répondra au minimum cherché.
Remarque I.
29. Nous avons supposé que les nomhres p ei q devaient être tous deux positifs; il est clair que, si on les prenait tous deux négatifs, il n'en résulterait aucun changement dans la valeur absolue de la formule proposée; elle ne ferait que changer de signe dans le cas où l'exposant m serait impair, et elle demeurerait absolument la même dans le cas où l'exposant m serait pair; ainsi il n'importe quels signes on donne aux nombres/) et q lorsqu'on les suppose tous deux de même signe.
Mais il n'en sera pas de même si l'on donne a p el q des signes différents; car alors les ternies alternatifs de l'équation proposée changeront de signe, ce qui en fera aussi changer aux racines a, j3, y
^jL — y ^ — I , zs ± p \ — i,. . . , de sorte que celles des quantités a, p, 7, . . . , ;x, ^, . . . qui étaient négatives, et par conséquent inutiles dans le premier cas, deviendront positives dans celui-ci, et devront être employées à la place des autres.
De là je conclus, en général, que, lorsqu'on recherche le minimum de la formule proposée sans autre restriction, sinon que p et q soient des nombres entiers, il faut prendre successivement pour a toutes les racines réelles a, [:j, '/,... et toutes les parties réelles fi, t:y,... des racines imaginaires de l'équation
Ax" ~i- B.r"-' -h Cx^-' H- ... -4- V = o,
en faisant abstraction des signes de ces quantités; mais ensuite il faudra donner a p e[ q les mêmes signes ou des signes différents, suivant que la quantité qu'on aura prise pour a aura eu originairement le signe positif ou le signe négatif.
Remarque II.
30. Lorsque, parmi les racines réelles «, /3, •/,..., il y on a de coniinensiirables, alors il est clair que la quantité proposée deviendra nulle en faisant - égal à une de ces racines; de sorte que dans ce cas il n'y aura pas, à proprement parler, de minimum; dans tous les autres cas il sera impossible que la quantité dont il s'agit devienne zéro, tant que p et q seront des nombres entiers; or, comme les cocflicients A, B, C,... sont aussi des nombres entiers (hypothèse), cette quantité sera toujours égale à un nombre entier, et par conséquent elle ne pourra jamais être moindre que l'unité.
Donc, si l'on avait à résoudre en nombres entiers l'équation
,\p"' ■+- lip'" -'(/ -h Cp^^q^ H- . . . + Vç"= zir i ,
il faudrait chercher les valeurs de p el q par la méthode du Problème précédent, excepté dans les cas où l'équation
A x"' ■+- ïix"' --' -+■ (].r'"-= -1- ...-(- V = o
aurait des racines ou des diviseurs quelconques commensurables; car alors il est visible (|ue la quantité
A^"' -h \\p"—'q -+- Cp"" 'q^ -)-...
pourrait se décomposer en deux ou plusieurs quantités semblables de degrés moindres; de sorte qu'il faudrait que chacune de ces formules partielles fût égale à l'unité en particulier, ce qui donnerait pour le moins deux équations qui serviraient à déterminer/) el q.
Nous avons déjà donné ailleurs [Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1768 (*)J une solution de ce dernier Problème; mais celle que nous venons d'indiquer est beaucoup plus simple et plus directe, quoique toutes les deux dépendent de la même Théorie des fractions continues.
(*) OEiivrrs fir I^igraiigr, t. II, p. 538 ri 58 1.
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Problème III.
31 . On demande les valeurs de p et de q qui rendront la quantité
\p^ -t- Bpq -T- Cl]-
le plus petite qu'il est possible, dans l'hypothèse qu'on n'admette pour ji et q que des nombres entiers.
Ce Problème n'est, comme l'on voit, qu'un cas particulier du précédent; mais nous avons cru devoir le traiter en particulier, parce qu'il est susceptible d'une solution très-simple et très-élégante, et que d'ailleurs nous aurons dans la suite occasion d'en faire usage dans la résolution des équations du second degré à deux inconnues, en nombres entiers.
Suivant la méthode générale, il faudra donc commencer par chercher les racines de l'équation
lesquelles sont, comme l'on sait.
— B±vB'— 4AC
TA Or:
1° Si B- — 4 AC est égal à un nombre carré, les deux racines seront commensurables, et il n'y aura point de minimum propremenl dit. parce que la quantité Ap- -\- Bpq -h Cq- pourra devenir nulle.
1° Si B- — 4AC n'est pas carré, alors les deux racines seront irrationnelles ou imaginaires, suivant que B" — 4AC sera > ou <o, ce qui fait deux cas (ju'il faut considérer séparément; nous commencerons par le dernier, qui est le plus facile à résoudre.
Premier cas, lorsque B- — 4 AC <C <>• 32. Les deux racines étant, dans ce cas, imaginaires, on aura — — pour la partie toute réelle de ces racines. la(|uelle devra par conséquent être prise pour a. Ainsi il n'y aui'a (|u'à réduire la fraction -^^
(CI) taisant abstraction du signe qu'elle peut avoir) en fraction continue par la méthode du n° 4, et en déduire ensuite la série des fractions convergentes (n° 10), laquelle sera nécessairement terminée; cela fait, on essayera successivement pour /; les numérateurs de ces fractions, et
pour q les dénominateurs correspondants, en ayant soin de donner à/>
il (/ les mêmes signes ou des signes différents, suivant que - .- sera un
ii()nil)re positif ou négatif. On trouvera de cette manière les valeurs de p cl q, qui peuvent rendre la formule proposée un moindre.
Exemple.
Soit proposée, par exemple, la quanlitc
49/>'— a38/>7 + ?.9oç^ On iiura donc ici A = 49» B = — 238, C = 290; donc
B' — 4 A(. = — I qb, — — =; =: —^ •
Opérant donc sur cette fraction de la manière enseignée dans le n" 4, on
trouvera les quotients 2, 2, 3, ii l'aide desquels on formera ces fractions
De sorte que les nombres à essayer seront 1,2, 5, 17 pour/*, cl o, i, 2, 7 pour q; or, désignant par P la (|u:inlilé proposée, on trouvera
2 I lu
ddii l'un voil que la plus petite valeur de P est 5, laquelle résulte de ces suppositions />= 5 et q= 2; ainsi l'on peut conclure en général que
la formule proposée ne pourra jamais devenir plus petite que 5, tant que p el q seront des nombres entiers; de sorte que le minimum aura lieu lors(jue yo = 5 et y = '2.
Second cas, lorsque B" — 4 AC > o.
tlonime, dans le cas présent, l'équation
A.r'-(- Bx- -+- C = o
a deux racines réelles irrationnelles, il faudra les réduire l'une et l'autre en fractions continues. Cette opération peut se faire avec la plus grande facilité par une méthode particulière que nous avons exposée ailleurs, et que nous croyons devoir rappeler ici, d'autant qu'elle se déduit nalurellement des formules du n" 25, et qu'elle renferme d'ailleurs tous les principes nécessaires pour la solution complète el générale du Prublèuic proposé.
Dénotons donc par a la racine qu'on a dessein de convertir en fraction continue, el que nous supposerons toujours positive, et soit en même temps h l'antre racine; on aura, comme l'on sait,
rt-t-o= — -7-' fit' ^ -r't A A
OU l)ien, en faisant, pour abréger, B- — /jAC = E, a — b= —-,
OÙ le radical \ E peut être positif ou négatif: il sera positif lorsipic la racine a sera la plus grande des deux, et négatif lorsque celte racine sera la plus petite; donc
-B+yl ^^ _B-^E
(i'. ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS DALGÉBRE DEULEH.
.Miiintenant, si l'on conserve les mêmes dénominations dn n" 25, il n'y anra qu'il substituer à la place de a la valeur précédente, et la dilfi- ( iilté ne consistera qu'à pouvoir déterminer facilement les valeurs enlii'res approchées /j.,, fx^, fij,....
Pour faciliter ces déterminations, je mulliplie le haut et le has des
fractions -^^! i-% ^ — ^, — il,-- respectivement par A (/>7, —/>,),
aqi — px pi — aq, aq, — p^ ^ ' \ i i '
A ' p-i — h(/^), A (bçj — p^),..., et, comme on a
A /;„ — aq^ )'• Po — f'qo ) ^= A,
Afyrt, — p,) {bq, — p,) = Ap] — A « -+- b p,q, + \(tbq\ = Ap] ■+- Wp^q, -+- Cq'.
A'P: — aq, [p, — bq2]=^Apl — Airt + b)p,q,-h Aahq\ — Apl+ Bp.q-, -i- Cqi,
Ai p, — fiq,}(bq,—p,}=— [j. A— jK — \\j'E,
A aq, —p,'' p.— bq^)=: — Ap, p2 + Aap^q, + Abp,q,— Aaliq^q,
= — A^,/>, — C5,Çî—7B(/?, 7, + (;,/>,)+ ; \/Elp2q,--qipi), A , p~ — aq,){bq3 — p3)— — Ap^p^ -i-Aap, q^ + A bp^q^ — A abq.q^
=^~Ap:p, — Cq,q3 — iB{p,q,-i-q2p,)-h^\jE{p,q,—q,p,),
et ainsi de suite, je fais, pour abréger,
P, — Xp\ -t- Bp,q, -hCq' Pi=zApl+Bp2q,-hCql Pj = Api + Bp,qi + c^;
Q, = A,^.-i--îB,
Q, = A/7, /;, + iB{/7, q, -+- </, p,) H- C</, q,
0, = Ap,p, + ^hip.qi-hq^pi)-^- Cq,q,
J'aurai, à cause de
les formules suivantes
WË
Or, si dans l'expression de Q2 on met pour p., et y. leurs valeurs ix,p, -+- 1 et rj.,, elle deviendra |x, P, +0,; de même, si l'on substitue dans l'expression de Q3 pour /Jj et q^ leurs valeurs u-j/Ja -\-p, et P-s^^ -+- ^1. elle se chanjiçera en /Xo Po + Q^, el ainsi du reste; de sorte
que l'on aura
Q3 = fx,P, + Q,.
IX, P3 + Q
Pareillement, si l'on substitue dans l'expression de P^ les valeurs de P2 et q.,* elle deviendra
et, si l'on substitue les valeurs de p, et 73 dans l'exprossiuii de P3, elle deviendra
vil. • f)
cl ainsi de suite; de sorte que l'on aura
P, = ,a^,P,-4-2fi,Q, + P„ P, = al P, + 2(Ji,Q, 4- P„
Ainsi l'on pourra, à l'aide de ces l'ormulcs, continuer aussi loin (|u'on
voudra les suites des nombres /jl, p.,, /j-j Qn, Q,. Q2, • • • l't P», Pi.
P.,..., qui dépendent, comme l'on voit, mutuellement les uns des autres, sans qu'il soit nécessaire de calculer en même temps les nombres
/'o./'i. /»?-••• '-t^o. Ci' q-i
On peut encore trouver les valeurs de P,, Po, P;,,... par des tormules plus simples que les précédentes, en remarquant que l'on a
Q; - P, = (ft, A -h |B? - A(^î A + 1^, B -I- C) = -J-B' - AC, Q^ _ P, P, = (f/, P, + Q,y - P,fp.^ P, 4- 2f/., Q, -f- A 1 = 0' - AP, ,
et ainsi de suite, c'est-à-dire
d'où l'on lire
Qî
-P,P. = iE,
Qî
-P,Pa = ^E,
0' -tE
Les nombres/;., y.,, a^,... étant donc trouvés ainsi, on aura ( n" 26 j la
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fraction continue
a = fxH '-
et, pour trouver le minimum de la formule
Ap- -+- lipq -4- Cq-,
il n'y aura qu'à calculer les nombres p^,, p,, p.,, p^, ... et ^„, y,, y^, ^3,... (n° 25), et les essayer ensuite à la place àe p ei q; mais on peut encore se dispenser de cette opération, en remarquant que les (|uanlilés Po, P,, p...... ne sont autre chose que les valeurs de la l'ormule
dont il s'agit, lorsqu'on y fait successivement /j =/?„, /j,, p.,,... et
q = ^0' Çi< (72, Ainsi il n'y aura qu'à voir quel est le plus petit terme
de la suite Po, P,, P,,. ... qu'on aura calculée en même temps (|ue la suite fx, a,, u-j,..., et ce sera le minimum cherché; on trouvera ensuite les valeurs correspondantes de p et q par les formules citées.
34. Maintenant je dis qu'en continuant la série P„, P,, P.j on doit
nécessairement parvenir à deux termes consécutifs de signes différents, et qu'alors tous les termes suivants seront aussi deux h deux de différents signes. Car on a (numéro précédent;
?„ = A{p„ — aq»){po — bqo), 9,^^ Aip^ — aq,)[p, — bq,), ....
Or, de ce qu'on a démontré dans le Problème 1, il s'ensuit que les quantités/»„ — aqa, p, — fiq,, p> — aq^,--. doivent être de signes alternatifs et aller toujours en diminuant; donc : i" si 6 est une quantité négative, les quantités /;„ — hq„, />, — bq seront toutes positives; par conséquent les nombres P„, P,, Pn,... seront tous de signes alternatifs; 2° si h est une quantité positive, comme les quantités/?, — «(7,, p.,— aq., cl
à plus forte raison les quantités-- —a, — —a i'orn)ent unesuitc de-
croissante à l'intini, on arrivera nécessairement à une de ces dernières
luianlitt's, comme ^' — a, qui sera <'a — h, abslradion faite du signe,
et alors toutes les suivantes f^ — a, ^ — a le seront aussi; tle sorte
que toutes les quantités a — b-h — — a, a — b-^^ —a,... seront né-
eessairenienl de même signe que la quantité a — b; par conséquent les
quantités f^ — b,^ — b,... et celles-ci />., — hq^, n^ — bq„... à Tintini
seront toutes de même signe; donc les nombres /j,,/^,... seront tous de signes alternatifs.
Supposons donc, en général, que l'on soit parvenu à des termes de signes alternatifs dans la série P,, P., Pj,. .. et que Py soit le premier de ces termes, en sorte que tous les termes P)., Px+i, P)+2,..., a l'infini, soient alternativement positifs et négatifs; j(! dis qu'aucun de c(!S termes ne pourra être > E. Car si, par exemple, P», Pi, Pj.... sont tous de signes alternatifs, il est clair que les produiLs d(!ux à deux, PsPj. Pj P5.... seront nécessairement tous négatifs; mais on a (numéro précédent)
Q;-P,p, = iE, 0:-P.Ps = tE, •• ;
donc les nombres positifs — P3 Pj, —P., P5,... seront tous moindres que |E ou au moins pas plus grands que |K; de soric que, comme les nombres P,, V ,, P3,... sont d'ailleurs tous ('uliers par leur nalure, les
nombres P3, Pi,... et, en général, les nombres P), P)+ , abstraction
l'ail<' de leurs signes, ne pourront jamais surpasser le nombre E.
Il s'ensuit aussi de là que les termes Q,, Q5, ... et, en général, Q>+|, Q)+.o,... ne pourront jamais être plus grand que {sjV..
D'oii il est facile de conclure (|ue les deux séries P), P>^.,, P>^.2,... et Q)*i< Q)+><--', quoique poussées à rinl'uii, ne pourront être composées que d'un certain nombre de termes dilléreiits, ces ternu's ne pouvant être pour la première que les nombres naturels jusqu'à M, pris |)ositivement ou négativement, et, pour la seconde, les nombres naturels jus- (]u'à 7, \ E avec les fractions intermédiaires -j, \, \,..., pris aussi p((sitivemenl ou négativement; car il est visible, par les formules du numéro
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précédent, que les nombres Q,, Q.,, Q,,... seront toujours entiers lorsque B sera pair, mais qu'ils contiendront chacun la fraction ^ lorsque B sera impair.
Donc, en continuant les deux séries P,, P^, P,,... et Q,, Qo, Q3
il arrivera nécessairement que deux termes correspondants, comme Prr et Q„, reviendront après un certain intervalle de termes, dont le nombre pourra toujours être supposé pair; car, comme il faut que les mêmes termes P^ et Q^ reviennent en même temps une infinité de fois, î» cause que le nombre des termes différents dans l'une et l'autre série est limité, et par conséquent aussi le nombre de leurs combinaisons différentes, il est clair que, si ces deux termes revenaient toujours après un intervalle d'un nombre impair de termes, il n'y aurait qu'à considérer leurs retours alternativement, et alors les intervalles seraient tous composés d'un nombre pair de termes.
On aura donc, en dénotant par sp le nombre des termes intermédiaires,
P„^„=P„, Cl Q„+,.=.Q„,
et alors tous les termes P„, P^^,, P„+.. Q^^, 0^+,, Q^+o,..., et fjL„,
F-m-t-i' [J-uT+2<--- reviendront aussi au bout de chaque intervalle de ap termes; car il est facile de voir, par les formules données dans le numéro précédent pour la détermination des nombres a,, fXj, /JI3,..., Q,, Q..., Q3,..., et P,, Pj, P3 que, dès qu'on aura
on aura aussi ensuite donc aussi
Q=.,e.., = Q.., el P„+,,^, = I>„
et ainsi de suite.
Donc, si 11 est un nombre quelconijuc, égal ou plus grand (|ue w, cl (|ue m dénote un nombre (juelconque entier positif, on aura, en général.
(If sorte qu'en coniiiùssant les ct -h 2|5 picmieis lermes de chacune de
ces trois suites, on connaîtra aussi tous les suivants, qui ne seront autre
chose que les 2p derniers lermes répétés à l'inlini dans le même ordre.
De/tout cela il s'ensuit que, pour trouver la plus petite valeur de
il suffit de pousser les séries P„, P,, ?.,... et Q„, Q,, Qo, . . . jusqu'à ce (jue deux termes correspondants, comme P^ et Q^. reparaissent ensemble après un nombre pair de termes intermédiaires, en sorte que l'on ait
alors le |)lus petit terme de la série ?„, P,, P^,-.-, Po+2p sera le minimum cherclié.
Corollaire 1.
35. Si le plus petit terme de la série P^, P,, Po,..., Po+j^,... ne se trouve pas avant le terme P^, alors ce terme reparaîtra une infinité de fois dans la même suite prolongée à l'infini; ainsi il y aura alors une infinité de valeurs de p et de <y qui répondront au minimum, et (ju'on pourra trouver toutes par les formules du n" 25, en continuant la série des nombres tj.t, fjio, p.3,... au delà du terme p-i^^a P'"" bi répétition des mêmes termes ;j.o+i. pi-cn-a.---. comme on l'a dit jdus liant.
On peut aussi, dans ce cas, avoir des formules générales i\u\ représentent toutes les valeurs dep et de q dont il s'agit; mais le détail de la méthode qu'il faut employer pour y parvenir nous mènerait trop loin; quant à présent, nous nous contenterons de renvoyer pour cet objet aux Mémoires de Berlin déjà cités, année 1 768, pages laS et suivantes (*), où l'on trouvera une Théorie générale et nouvelle des fractions continues périodiques.
Corollaire 11.
3fi. Nous avons démontré, dans le n" 34, qu'en continuant la série P,, Po, P.,,..., on doit trouver des termes consécutifs de signes dille-
(*) OEuvres de Lagrange, t. II, p. 538 el 58i.
l'fMits. Supposons donc, par exemple, que P^ et ?< soient les deux premiers termes de cette qualité; on aura nécessairement les deux quantités p3 — bq, et Pi — bq, de mêmes signes, à cause que les quantités p, — aq-i et p^ — aq, sont de leur nature de différents signes. Or, en
mettant dans les quantités /Jj — 6175. /j^ — bq^,... les valeurs dcp^, p,.
(75, q^ (n° 25j, on aura
p^ — bqi = y.i ipi — içi I -r- ps — ^^1. p, — bq,= u,(p, — bq,)^p,-hq..
d'où, à cause que fi.,, y.5 sont des nombres positifs, il est clair que
toutes les quantités p^ — bq^, p^ — bq^,..., à l'infini, seront de mêmes signes que les quantités /?3 — bq;^ et p^ — bq^\ par conséquent tous les termes P3, P^, P.^,..., à l'infini, auront alternativement les signes -iet — .
Maintenant on aura par les équations précédente.s
p, - bq, /?, - bq.
/>. - bq,
p,-bq/
p,- bq.
p> - bq, p.-bq:
^ _ p,-bq- '" p.- bq..
p, - bq, pc-bq..
où les quantités ^ t-^-? ^ /''••• seront toutes positives. ^ Pi — bq, Pi — bq, '
Donc, puisque les nombres ,a., ^a,, jx^ doivent être tous entier^
positifs (hypothèse;, la quantité ^'~ ^' devra être positive et >i, de
même que les quantités ^'~^^% ^^'~^^:- •: donc les quantités ^'_^^S
oq..
nombres 1^.5, /Xg,... ne pourront être (jue les nombres entiers qui sont
P- — ^.••- seront positives et moindres que l'unité; de sorte que les
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iiuinédiatement moindres que les valeurs de ^''~ /-% P'~~ /^\ . . . • (manl
au nombre /JL,, il sera aussi égal au nombre entier, qui est immédiatement
moindre que la valeur de ^ — —■■> toutes les fois (lu'on aura ^'' ~ , ^- < i . l>i — l>(]i ' Pi — oq>
Ainsi l'on aura
F<< r^' SI i- ^ <i,
/'4 — '"/( Pi — oq,
p. - bq, Pi-hq,
'^ /'e — bq^
le signe < placé après les nombres [h^, ^^, p.^,... dénotant, comme plus haut, les nombres entiers qui sont imniédialoment au-dessous des (jiianlités qui suivent ce même signe.
Or il est facile de transformer, par des réductions semblables à celles
du n" 33, les quantités j-!-, ^ r^)-- en celles-ci -=^ — ît-'^— '
^^^^^ — ^ — ',---\ de plus, la condition de ~ — r^ <r i peut se réduire à Ps * pt — bq,^^
celle-ci „ ' < — — ~f laquelle, à cause de **' ^' >i, aura sùre- Pi pt — aq, ' pi—aqi
ment lieu lorsqu'on aura —r^ — ou < i; donc on aura
si
= ou <I,
En combinant ces formules avec celles du n° 33, qui renferment la loi des séries P,, Pj, P3,... et Q,, Qa, Qa,..., on verra aisément que, si
l'on suppose donnés doux termes eonespondanis de ces deux séries, dont le numéro soit plus grand que 3, on pourra remonter ;iu\ ternies
précédents jusqu'à P., et Q^, et même jusqu'aux termes l'j et Q,, si la
eondition de — p— ' = ou < i a lieu; en sorte que tous ces termes seront
absolument déterminés {)ar ceux qu'on a supposés donnés.
En elFet, connaissant, par exemple, Po et Qo, on connaîtra d'abord P.,
par l'équation
ensuite, ayant Q„ et P^, on trouvera la valeur de «.5, à l'aide de huiuidle on trouvera ensuite la valeur de Q5 par l'équation
or l'équation
donnera P^; et, si l'on sait d'avance que -p-^ doit être = ou < 1 , on
trouvera a,, après quoi on aura Q., par l'équation et ensuite P3 par celle-ci
De là il est facile de tirer cette conclusion générale, que, si Px et P).+, sont les premiers termes de la série P,, P.,, P3,..., qui se trouvent consécutivement de diil'érents signes, le terme P)+, et les suivants reviendront toujours après un certain nombre de termes intermédiaires, et
± P, qu'il en sera de même du terme P), si l'on a -.y — ^ = ou < 1 .
Car imaginons, comme dans le n" 34, (jue l'on ait trouvé P„^.,^=^ V„
et QrT+2o = QcT' t't supposons ([ue zô soit > X, c'esl-;i-dire - — l + v;
donc on pourra, d'un côté, renu)nter du terme P^ au terme P)^, ou l\, cl
de l'autre, du terme Pn+jp au terme P).+2p+i ou Py+ap*. t.'t, comme les
Ml. 'o
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liM'mcs d'od l'on pail, de pari et (raiilro, sont égaux, lous les dérivés seront aussi irspoctivement égaux, de sorte ([u'on aura
P),^,j^, = P-,,+,, ou même l\+,f=l\,
■ ±Px SI -p — = ou <I.
Par là on pourra donc juger d'avance du commencement des périodes dans la série P„, P,, Po, P:,,..., et par consé(juent aussi dans les deux
autres séries Q„, Q,, Qo, Q;,...., et [x, p.,, /j... (j.-, ; mais, quant à la
longueur des périodes, cela dépend de la nature du nombre K, et mênui uni(|uement de la valeur de ce nombre, comme je pourrais le démontrer, si je ne craignais que ce déta'l ne me menât trop loin.
Coiu)Li,viiu; m.
.'Î7. Ce (ju'on vient de démontrer dans le corollaire précédent peut servir encore à prouver ce beau Tliéori-me :
l'otite ('f/iialiori de la forme p- — Kq- =. i , où K est un iiomhrc entier positif non carre, et p et q deux indéterminées, est toujours résoluble en nombres entiers.
Car, en comparant la formule p-^Kq- avec la iormule générale A//- -r- Bpq -t- Cq-, on a A = i , B = o, (] = — K; donc fn" 33)
E = B'— 4AC=:4K, Cl ;v/Ë=:VK.
Donc P„ = 1 , Q„ r= o; donc ^
y. <v/K, Q, = p-, et P, = ;/' — K;
d'où l'on voit : i"que P, est négatif, et par c()nsé(|uent de signe (Tilférent de P„; 2" (|uc P, est = ou >i, parce (|ne K cl p. sont des nombres
entiers; de soile (ju'on aura -— ^ = ou < 1; donc on aura numéro
précédent;
l — o, et P,; = P. = I ;
(le sorte qu'en continuant la série Po, P,, Po,..., le terme P„ = i reviendra nécessairement après un certain intervalle de termes; par conséquent on pourra toujours trouver une infinité de valeurs de p et de q qui rendent la formule/»- — Kq- égale à l'unité.
Corollaire IV.
On peut aussi démontrer cet autre Tliéorème
Si l'équation p- — Kq" = ±Yl est résoluble en nombres entiers, en supposant K un nombre positif non carré, et H un nombre positif et moindre
que \ K , les nombres p et q doivent être tels que - soit une des fractions principales convergentes vers la valeur de \)\ .
Supposons que le signe supérieur doive avoir lieu, en sorte que //- — Y>.q- = H; donc on aura
lf->^)
(|u'on cherche deux nombres entiers positifs r et >■ moindres (jueyj el q. et tels que/« — qr= i, ce qui est toujours possible, comme on l'a démontré dans le n" 23, et l'on aura
q s qs '
donc, retranchant cette équation de la précédente, il viendra
de sorte qu'on aura
Or, comme i~ > yK et H < vK. il esl cluir que -_ sera <^:
iloiic i) — (i\K sera < — -, donc —, sera a plus lorle raison
< ^, i)iiis(|ue s •< y; (le sorte que / — 5 yK sera nue quanlilé iiégalive,
I «II
iaciuelle, piise posilivemeut, sera >■ — ^ à cause de i — > ^.
Ainsi, en faisant \/K = a, on aura les deux (|uantitésy> — (((j el / — as assujetties aux mêmes conditions que celles du n" 23; ou y pourra par (■onsé(iueiit appliiiuer la uuMue analyse du \V 24, et l'on en tirera dos conclusicuis semblables; donc, etc. (n" 26 j. Si l'on avait//- — K 17'- = — H, alors il faudrait chercher les nombres r et s, tels que ps — qr — — \ , et l'iiM aurait ces deux équations
s VK-
'^"UvK*;;) 1
il est clair (lue
sera <i ; de sorte
que la (|iiantit('' .<\ K — r sera n('!i;ative; or je dis (|ue cette (|uaulit(';, prise positivement, sera > y v'K — /''t puur cela il faut di'nioutrer ciiie
ou bien (|ue
"(■ + -) Il i> — i-^) savoir vk"+ '^''^ '1
niais II < ylv (liypothôsc^j ; doue il sullit de pioiivei- ijue
— >■ — ' — ) ou bien que p^s\.K:
c'est ee qui est évident, à cause que, la quantité ^yK ~'' étant négative, il (autijue r^s\fK, et à plus forte raison /^ > 5\/K, puisque /j > /•.
Ainsi les deux quantités /j — y yK eir — 's\JK seront de dilFérents signes, et la seconde sera plus grande (jue la première, abstraction i'aile des signes, comme dans le cas précédent; donc, etc.
Donc, lorsqu'on aura à résoudre en nombres entiers une écjuation de la forme
où H<vK. il n'y aura qu'à suivre les mêmes procédés du n" 33, en
faisant A = i , B = o etC = — K; et, si dans la série P„, P,, P., P
Pct+2p Oïl l'eneontre un terme = ± H, on aura la résolution cliercliéc; sinon on sera assuré que l'équation proposée n'adnu't absolument aucune solution en nombres entiers.
Rkmarque.
39. Nous n'avons considéré dans le n° 33 ([u'une des racines de
l'équation
([ue nous avons supposée positive; si cette équation a ses deux racines positives, il faudra les prendre successivement pour «, et faire la même opération sur l'une (pie sur l'autre; mais, si l'une des deux racines (Ui toutes deux étaient négatives, alors on les cbangerail d'abord en positives, en cliangeant seulement le signe de B. et l'on opérerait comme ci-dessus; mais ensuite; il faudrait pi'endre les valeurs de/) el de </ avec des signes diirérenls, c'est-à-dire l'une [xisitivemcnl el l'aulie negativenn-nt fn°29).
Donc, en ijénéral, ou donnera ii la valeur (\r, H le si'itie ambiiiu :ir , de
iiH'iiR- qu'à ^ E, c'est-à-dire qu'on fera Q„ = qr ^B, et qu'on mettra ± il la place de y E, et il faudra prendre ces siennes en sorte ([ue la racine
suit positive, ce (jui pourra toujours se faire de deux manières dilférenles; le signe supérieur de 13 indiquera une racine positive, auquel cas il faudra prendre /^ et q tous deux de mêmes signes; au contraire, le signe inférieur de B indicjuera une racine négative, aucjuel cas les valeurs de/; cl (j devront être prises de signes dillerenls.
ExF.:\ri»Li:. .
\0. 0/1 demande (jucls nombres entiers il faudrait prendre pour p et q,
afin que la quantité
devint le plus petite qu' il est possible.
Comparant cette (|uantité avec la formule générale du Problème III, on aura A = f), B = — i i 8, C — ^78, donc B" — 4 AC = 3j6: d'où l'on voit que ce cas se rapporte à celui du n° 33. On fera donc E = '^iG
et |vE= \^79' où l'on remarquera d'abord que v'79> ^ <^' < 9; ^'c sorte que, dans les formules dont il ne s'agira que d'avoir la valeur entière approchée, on pourra prendre sur-le-champ, ii la place du radical V79, le nombre 8 ou 9, suivant que ce radical se trouvera ajouté ou retranché des autres nombres de la même formule.
Maintenant on donnera tant à B qu'à sjïi le signe ambigu ± 1 , et l'on prendra ensuite ces signes tels que
soit une (juanlilé positive fn" 39 j; d'où l'on voit (pi'il faut toujours prendre le signe supérieur pour le nombre Sy, et (|ue pour le radical
v/79 on peut prendre éi^alenienl le signe supérieiir el l'inférieur. Ainsi l'on fera toujours Qo = — |B, et y'E pourra être pris sueeessivenient en plus et en moins.
Soit done :
1" I vE = v/79 avee U' signe positif; on fera (n" 3.3; le ealeul suivant:
Qo = - 59,
„. < ^Jï±^J9
,..+4 = _3, P,=. 5LZL25 =,0, ,a..<îl!ll79 _,_
3, iJ-3<^-
7 — il9
Qs.= 5.3 — 8=7,
Je m'arrête iei, parce que je vois que Qj = Q, et P^ -- P,, et (|ue la dillerenee entre les deux numéros i et 7 est paire; d'oii il s'ensuit (|ne tous les termes suivants seront aussi les mêmes <|ne les préeédenis; ainsi l'on aura
Q, = 4, Q, = _3, Q,= 7, ..., P, =:-7. P. =rIO, ....
de sorte qu'on pourra, si l'on veut, continuel' les séries ci-dessus ii l'infini, en ne faisant ([ue répéter les mêmes ternies.
2° Prenons njuinlcnanl le lailical y 79 avec un signe négalil', el le ealeiil sera eonime il suit :
' — 3 ' lo
Q.= .o..-7 = 3, p„=: iiZl^ =_;. p,<ZL^W7^=.,,
' lO — 7
On peiil s'anélor iei, puisque l'on a trouvé Q„ = Qj et P» = F\, el ([ue la diUércnee des numéros 9 et 3 est paire; car, en eontinuant les séries, on ne retrouverait [dus que les mêmes termes qu'on a déjà trouvés.
Si l'on eonsidère les valeurs des termes P,,, P,, P., P^,... trouvées dans les deux eas, on verra que le plus petit de ees termes est égal à — .i; dans le premier cas, c'est le terme Vj auquel répondent les valeurs p.
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et (/j, et dans le second cas, c'est le terme P^ auquel répondent les valeurs p^ et q,,.
D'où il s'ensuit que la plus petite valeur que puisse recevoir la quantité proposée est — 3; et, pour avoir les valeurs de p et q qui y répondent, on prendra dans le premier cas les nombres u., y.,, 17.2, savoir 7, I et I, et l'on en formera les fractions principales convergentes y, f, Af;
la troisième fraction sera donc — % en sorte que l'on aura/93= i5ety3 = 2;
c'est-a-dire que les valeurs cherchées seront /> = i5 et y = 2. Dans le second cas, on prendra les nombres a, ^u,,, p-o, ^.3,, savoir 5, i, i, 3, lesquels donneront ces fractions f, f, -V-. ^; de sorte qu'on aura />< = 39 et y^ ^ 7 ; donc p := [jij et </ = 7 .
Les valeurs qu'on vient de trouver pour jd et q dans le cas du minimum sont aussi les plus petites qu'il est possible; mais on pourra, si l'on veut, en trouver successivement d'autres plus grandes; car il est clair que le même terme — 3 reviendra toujours au bout de chaque intervalle de six termes; de sorte que, dans le premier cas, on aura
p_, = _ 3, p^ = _ 3, p,. = _ 3 et dans le second , P, = - 3,
P,(, = — 3, P|c = — 3, Donc dans le premier cas on aura, pour les
valeurs satisfaisantes de p et q, celles-ci p^, q^, p^, q^, p^„, y, 5 cl
dans le second cas celles-ci />5, q.,, /;,„. «/lo. /^ic> «/ig Or les valeurs
de fz, (j.,, (7.2 , . . . sont, dans le premier cas,
à l'infini, parce que /Jt7 = /x, et /Ji8=: a^,...; ainsi il n'y aura (ju'à former par la méthode du n" 20 les fractions
7 8 ô 83 afij (ùi 875 ^186 aSGi \'i'>x^\ 1 I '2 II 3j 81 lit» 197 3i3 1702
et l'on pourra prendre pour p les numérateurs de la troisième, de la neuvième, etc., et pour q les dénominateurs correspondants; on aura donc p = i5, q — 2, ou p =^ 236i, y = 3i3, ou etc.
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Dans le socond cas, les valeurs de a,, ij..,, IJ.3,... seront
jiiir.c (jiie fz-g = 1J.3, iJ.,n = u.; On tbnnera done ccis fraclions-ci
i' 1' 2 ' 7 ' .iy ' 'l'i ' tii ' liJ 3.ii iiiM 't[yii
it les fractions quatrième, dixième, etc., donneront les valeurs de/) et y, lesquelles seront donc/) = 89, q = "], ou/) = 6225, y = 1 1 18, etc.
De cette manière on pourra donc trouver par ordre toutes les valeurs de p et q qui rendront la formule proposée — — 3, valeur qui est la plus petite qu'elle puisse recevoir. On pourrait même avoir une formule içénérale qui renfermât toutes ces valeurs de/) et de </; on la trouvera, si l'on en est curieux, par la méthode qu(( nous avons exposée ailleurs et dont nous avons parlé plus haut (n" 35).
Nous venons de trouver que le minimum d(( la (juaulité proposée est — î, et par conséquent négatif; or on pourrait proposer de trouver la |)lus petite valeur positive que la même quantité puisse recevoir; alors
il n'y aurait qu'à examiner les séries P„, P,, P,, P: dans les deux
cas, et l'on verrait que le plus petit terme positif est 5 dans les deux cas; et, comme dans le premier cas c'est P^, et dans le second P;, (|ui est égal à 5, les valeurs de /) et de q, qui donneront la plus petite valeur positive de la quantité proposée, seront /)i, y,, ou p,o, «/lo. <>u etc. dans le premier cas, et/)3, y.,, ou p^, q^, ou etc. dans le second; de sorte (| ne l'on aura, par les fractions ci-dessus, /; = 83, q = \\, ou p= i32c)i, y = I ~jùi, .... ou p =^ \ i , q = 2, ou p = 1 843, (/ = 33i , ou etc.
.\u reste, on ne doit pas ouhlier de remarquer que les nomhres [x, p.,. rj.j,..., trouvés dans les deux cas ci-dessus, ne sont autre chose (jue les lermcis des fractions continues qui représentent les deux racines de ré(juation
9^= — I rSjT ■+■ 378 := O.
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De sorte que ces racines seront
expressions qu'on pourra continuer à l'intini par la simple répcliiinii (les mêmes nombres.
Ainsi l'on voit par la comment on doit s'y prentlre pour réduire en tractions continues les racines de toute équation du second degré.
SCOLIE
41. Euler a donné, dans le tome XI des Xouveaux Commentaires de Pétersbourg, une méthode analogue à la précédente, quoique déduite de principes un peu différents, pour réduire en fraction continue la racine d'un nombre quelconque entier non carré, et il y a joint une Table où les fractions continues sont calculées pour tous les nombres naturels non carrés jusqu'à 120. Comme cette Table peut être utile en différentes occasions, et surtout pour la solution des Problèmes indéterminés du second degré, comme on le verra plus bas (§ VII j, nous croyons faire plaisir à nos lecteurs de la leur présenter ici. On remar- ([uera qu'à chaque nombre radical il répond deux suites de nombres
entiers : la supérieure est celle des nombres P„, — l\, 1'., — P t
l'inférieure est celle des nombres a, fjt.,, a.,, y..,
ADDinONS AUX ÉLÉMENTS DVLGÈBRE U'EULEU.
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Ainsi l'un aura, par exenipU',
et ainsi des autres.
Et, si l'on forme les fractions convergentes — ; ^, ^', ^', .. • d'après
chacune de ces fractions continues, on aura
pl — "^ql = ^, p] -^ ^q', = — i- pi — ^ql =i, ■■, et lie même
pl — ^ql — 'y p\~^qî~^'j pl — ^ql^i, •■••
§111. — Sur la résolution des équations du premier degré à deux inconnues en nombres entiers.
{Addition pour le Chapitre 1.)
42. Lorsqu'on a à rt'soudre une équation de cette forme ax — by = c,
où a, b, c sont des nombres entiers donnés positifs ou négatifs, et où les deux inconnues a; et r doivent être aussi des nombres entiers, il sulfil de connaître une seule solution pour pouvoir en déduire facilement toutes les autres solutions possibles.
En eft'et, supposons que l'on sache que ces valeurs x = a et >• = ji satisfont à l'équation proposée, a et îB étant des nombres entiers quelconques; on aura donc
VII
'.Kl vi'hiihiNS \i \ i.i.i.Mi.Ms n \ i.(. i:i!ur. i» i.i i.kii.
iill liii-
- b y -(IX — It':,,
Il x — X
— Il )• — i =: o:
y — p a i)n\n\ ii'(liii-f l;i iVaclioii -' ;i ses iiioiiidrcs Iciiiics, cl sii|i|)(is;iiil
(iirrllf se i'li;iiiiri' liai' lii fii (■cllc-ci i (lii h, cl a, scidiil iiicmicis ciilri' i'ii\, il csl \i>ili|i' (jiic rc(|ii;ili()n
ne .NMiHiiil siilisisICM' (l;iiis l;i sii|)|>iisili(iii (|iic .r z t'I y .-j siiiciil des [iDiniiirs l'iilicrs, il inuiiis (|iii' l'on :iil
r — X - mil,, y—- 3 mu,.
ni l'huit un iioiiil)!!' t|ii('Ui)ii(|ii(' ciilicr; ilc siuic qui' l'on ;iur;i. en ;;■(''-
nt'i;il,
X - z -4- mil,, y - ,i ^- nid
ni c-t;iiil nn iionilnr i'iiIIit Inilflcrinini''.
dciniini' (111 |irnl incndic /// |H)Mlir(Mi ne:;:!!!!';» viilonlc, il rsl liiciic lie voir (|ii'on |ionir.i l(Hiioni> ildci niiiiri' ic nonilirc ///, en soi le (|in' \:\
\:ilc-nr de ■!• ne soii |i;i> |dn-- ^'i:iiidt' (|ni' -^ on i|in' crllc de >■ ne soil piis
|i!ii» ;,'i;iiidc (|ni' — ;ilis|i;irlioii liiilc; des sijjMies de l'Os (|niinli(<'.s ; ; d'oii il >'i-ii>nil (|ni', si rc(|ualion |iio|(osi'c
tix — h y =^ r
<•>! r<'>olnl)lc <'ii nombres rMilicrs, it ipTon \ Mihsiilin' sncccssivcincul ii
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la place de .x- tous les noml)ros entiers, tant positifs (|iie négatifs, ren-
termes entre ces deux limites — et > on en trouvera nécessairement
un qui satisfera à cette équation; et l'on trouvera do même une valeur satisfaisante dey parmi les nombres entiers positifs ou négatifs, contc-
.... (7, — rt|
nus entre les limites — et
Ainsi l'on pourra par ce moyen trouver une première solution de la proposée, après quoi on aura toutes les auti'es par les formules cidessus.
43. Mais si l'on ne vent pas employer la méthode de tâtonnement que nous venons de proposer, et qui serait souvent très-laborieuse, on pourra faire usage de celle qui est exposée dans le Clia|)itre l*"' du Traité précédent, et qui est très-simple et très-directe, ou bien on pourra s'y prendre de la manière suivante.
On remarquera :
1° Que, si les nombres a et h ne sont pas premiers entre eux, l'équation ne pourra subsister en nombres entiers, à inoins que le nombre donné c ne soit divisible par la plus grande commune mesure de a et b : de sorte qu'en supposant la division faite lorsqu'elle a lieu, et désignant les quotients par a,, b,, c,, on aura à résoudre l'équation
(i,x — h, y =: Cl,
où «I (!t b, seront premiers entre eux.
i" Que, si l'on peut trouver des valeurs de/> et de (/ qui satisfassent
à recpiation
tt,p — h,(j ^±1,
on pourri' résoudre ré.(|uation précédente; car il est visible (|u"en iiuil-
tiplianl ces valeurs par ±c,, on aura des valeurs (jui satisferont à
ré<iuation
(i,x — bif := c, ;
c'est-ii-dire qu'on aura
iij MuuriiiNS AUX i:i.i;mi:ms d'mjikhui: dkilkiî.
(ti ri'(|iiali(Mi
<•>[ ioiij'>iiis ii'SdIuble l'ii iioniliros cntii'i's, (■(Uiiiiic nous l'avoiis déiinm- Iri- (l.ms le n" 23; cl. pour H'oiivcr Irs plus petites valeurs de p et de 1/
iiui \ peuvent siUislaire, il n'v aura (lu'ii eoiivertir la l'raeliiui ' eu l'rat'-
liiiii etuilinue par la iiiélluMle du u" V, et eu detluire ensuite la série des
Iraelidus prineiiiales eoiiveriientes vei's la même fraction ~ iiai' les ibr- ' ' ' (/, '
mule.- du n" 10; la dernière de ees l'raelious sera la i'raetion même '1
e|, si l'on désiunt' l'avant-dernil're |)ai' L, ,,,) aura, par la loi de ees l'rae-
lions n" 12 .
le signe snpéiieur étant pour le eas où le (luaulième de la fraction
e-l pair, cl l'iulV'rieur pour ccdui où ce (|uanlil'Uie esl iui|)air.
Os valeurs de /M'I de y étant ainsi counues, ou aura doue d'ahoid
.1 = ri; />(■,. ) _i_ (/(•,.
et, prenant ensuite ces valeurs pour a et |S, on aura, en i^M'uéral 1 w^ï'l),
X - 7*; pc, -4- mil,, )■:-_ :h ifc, ■■. nid
expressions (|ui renfermeront nécessairement toutes les solutions possibles en nomltrcs etilieis de l'eiiualiou proposée.
Au i-este, pour ne laisser aucun embarras dans la pratiipu' de celle inclliode, nous remar(|Ucrons qm , (|niii(jue les noudircs r/ cl /> puissent elfe |io>itifs OU ui'galifs, on peut ueaiiuioins les prendre hMijour's posi- Mveuicnl. pourvu (]u'on donne des si^nies contraires ii .i- si «esl néii,alil, el il V si /> (.'Si négatif.
I^XIMIT.i;.
VI. l'iiur duniici- un exemple de la nniliode prccedeiile, nous prendrons celui du n' I i du Cliapili-e I" du Tiaile préi-eilcnt, oii il s'agil de
résoudre l'équiilion
39/j ^ 56(j -h II ;
changeant /> en ar et «7 en v, on aura donc
Ainsi on tera a — 39, i — 56 et c = 1 1 ; et, comme 50 et 3g sont déjà premiers entre eux, on aura a, = 39, b, = 56, c, = 1 1 . On réduira donc
en fraction continue la fraction — = t;-> et pour cela on fera f comme
on l'a déjà pratiqué dans le n" 20) le calcul suivant
Ensuite, à l'aide des quotients i, 2, 3,..., on formera les fractions I, 2, 3, 2, 2,
^ 3 10 33 i6 1 J 7 it) .'ig
et la pénultième fraction — -. sera celle que nous avons désii(née, en général, par-: de sorte qu'on aura /; = 23, 7 = 16; et, comme cotte
fraction est la quatrième et par conséquent d'un quantième pair, il f;iiidra prendre le signe supérieur; ainsi l'on aura, en général,
.r = 23. I î -(- 5h ni, y = 16. m -t- 3() ni,
m pouvant être un nombre quelcon(]nc entier, positif ou né^iaiif.
;f. \ltl)ill(•.^^ MX liLKMENIS H' M.C KItll K I) Kl l.Kli.
Wv.M.KWQVl .
ir>. On (luil la prcmuTC snliilioii de ce Picihlt'iiic ;i 15;U'liel du Ui/ÀriiM . (|iii l'a (Idiuii'o dans la seconilc cdil'niii de ses Récréations nialliénialii|iics, iiitiliilées J'/oh/c/zics /i/aisa/is cl drlcrldlilcs. etc. I,a |)reniit'r(' fdiliiin de cet Ouvrage a paiii en i(')i:>; mais la solnlion dont il s'ai;il n'\ i>l (|n'ann(»neée, el ce n'e>t (jne dans l'édition de \('):>.\ i\n\)n la trouve eonipléle. La niéiliodc de Ikuliel est lics-direcle el liès-ingéniense, el ne lai>sc rien ii désirer du c('i|('' de l'élégance el de la généralité.
Nims saisissons :[\rv ]ilai>ii- celte occasion de rendic ii ce savant Anlenr la justice i|ni lui est due sur l'c sujet, parce (|ue nous avons reuiar- (|Uc (|ne les gconicires «jui ont traité le inéuie Prohlènic après lui n'ont jamais l'ait aucune mention de son travail.
N'oici m peu de mots ;i (|iioi se réduit la méthode de IJacliet. Après a\i.ir lait voii' comment la solution des éijuations de la forme
(IX — />)• = f,
Il i-\ h claiiL premiers entre eux, se réduit ii celle de
(IX — ^)i— ± I,
• il s'attache à résouilre celte dernii're é{iuation, et pour cela il prescrit de fiiire entre les nomhres d l'I // la même opération (|ue si l'on voulait cheicher leur plus giand commun diviseur ^''esl aussi la même (|ne rion> avons prati([uée ci-devant;; ensuile, nummanl c </. c, /',... les restes |)rovenanl des dillercnles divisions, cl supposant, j)ar exemple, i]ne Asoil le dernier reste, (|ui sera néeessairemenl égal à l'unité (à eaiiM,- i|U(; (I et /> sont premiers entie eux, h\'(i. . il l'ail, lors<|ue le nnnihre i|e> nsles est pair, l'ouime dans ce cas.
il " '' 'c ~ '•"' b
les deiiéuM^ nombres ,'î et 7. seront les plus petites valeurs de .r el j.
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Si lo nombre dos rcslos ét:iit impair, comme si g élail le cii'riiier reste = r, alors il l'aiulrait faire
Il est facile de voir (]uo cette méthode revient an même dans le tond (|iie celle du Chapitre P'; mais elle est moins commode, parce (in'illc demande des divisions; au reste, les géomètres qui sont curieux de ces matières verront avec plaisir dans l'Ouvrage de Bachet les artifices qu'il a employés pour parvenir à la règle précédente, et pour en déduire la solution complète des équations de la forme
(tJ: — /'^)'= c.
g IV. — Méthodes pour résoudre en nondjres entiers les é<iii<itio/is indéterminées à deux inconiuies, lorsque l'une des i/ico/inues ne passe pas par le premier degré, et lorsque les deux i/nonnnes ne forment que des produits d'une même dimension.
■ Addition pour le Chapitre III.) 46. Soit proposée l'équation générale
a -^ hx ^ (:)■ ■+■ dx' -V- exy + fx^ + o •^''.)' + l>x^-\- /, x^r -+■... ^^ o.
dans laquelle les coelficientsrt, h, c,... soient des nombres entiers donnés, et où X et y soient deux nombres indéterminés, i\[\\ doivent aussi être entiers.
Tirant la valeur de >- de celle é(|ualion, ou aura
ItX -+■ (Ix- -i- fx' -+- /iX' -H . . .
c -hex -h gx^ + hx^ -+■ .
ainsi la (jueslion sera réduite à trouver un iioiubre entier (|ui, étant pris pour .r, rende le numérateur de cette Iradiou divisible par son dénominateur.
(II. MiUUlHNS Al \ l.l.KMKNTS 1) Al.C.lilîUI-: D'ia'LLU.
Suit su|>|MiSL'
j) -— <t -^ /' .r -H tl.i '■ ■+- f.v' 4- /( X' -t- . . . , <] ^= c -h ex -^- g.v'-' + A .r' + . . . ,
l'I (|ir<iii flimiiu' X de ces doux t'(]ualions par les règles oniinaires de rAli,'t'lire; on aura une éciualion finale de cette l'orme
A ■+- B/-» -f- C(] +- D/J' -+- V.pij -+- V if + Ci/j' + . . . — o,
ciii les loillicicnts A, 15. C... seionl des l'oiietioiis rationnelles et l'U-
titTes des nonilufs a, l>, r
.Maiiitcnant , puisque i — ' ^ on aura aussi p — — qy; de sorte (|u'en substituant eetle valeur (ie/^ il viendra
nii Ton voit (lue tous les Icrnics sonl niiillipliés par y, ii l'exct plioii du |ireniier Uinic A; donc il faudra que le nombre A soit divisible par le nonibri' </ ; autrement il serait impossible que les nombres q et j pussent ('•trf entiers ii la l'ois.
(In cliereliera donc tous les diviseurs du nombre entier connu A. el l'un [)rendra successivement cliacun de ces diviseurs pour</; on aura pal- (bacune de ces sup|)Ositions une é(|uation déterminée en r, dont un chercbera par les mctbodes connues les racines rationnelles et enlii'res, s'il y en a; on substituera ensuite ces racines à la j)lace de x, et l'on verra si les valeurs résultantes de/; et de q seront telles (|ue - soil un nombre entier. On sera sni' de trouver par ce moyen toutes les valeur> entières de .r, qui peuvent donner aussi des valeurs entii'i'cs pli 11 IV dans ré(|uation proposée.
De là un voit que le noiiibie des solutions en entiers de ces sortes d'équations est toujours nécessairemeiil limité; mais il y a un cas (|ui duit être excepté, et (|ui écba|)pc à la métbode précédente.
•i". (le cas est celui on les coellicients e, g, k, . . . sont nuls, en sorte qui- l'on ait siinplenient
(( -+- Ux -+- dx'' -4-/x' -1- hx* -\- . . . _
voici l'omment il fautlra s'y prendre pour trouver loules les valeurs «le X qui pourront rendre la ([uanlité
a -\- b X -k- d x"- -¥- fj' -h /i X' -h . .
divisible par le nombre donné c : je suppose d'abord qu'on ait trouvé un nombre entier n qui satisfasse à cette condition; il est facile de voir «|ue tout nombre de la forme n -^^ic y satisfera aussi, a étant un nombre
(]uelconque entier; de plus, si n es't >- (abstraction faite des signes
de n et de Cj, on pourra toujours déterminer le nombre /j. et le signe qui
le précède, en sorte que le nombre n ± ^c devienne < --, et il est aisé
de voir que cela ne saurait se faire que d'une seule manière, les valeurs de n et de c étant données; donc, si l'on désigne par n, cette valeur de
n rn 'j.c, laquelle est < -> et qui satisfait à la condition dont il s'agit,
on aura, en général,
n = n, zjT U.C,
ij. étant un nombre quelconque.
D'où je conclus (jue, si l'on substitue successivement, dans la formule
a -i- bx + clx- -\- fx^ + . . ,
à la place de œ tous les nombres entiers positifs ou négatifs qui ne
passent pas -^ et qu'on dénote par n,, n.^, n.^,. . . ceux de ces nombres
(jui rendront la quantité a -h bx -h dx- -\- . . . divisible par c, tous les autres nombres (jui pourront faire le même effet seront nécessairement renfermés dans ces formules
«1 — a, c. H, dr p.; c, «1 dz u, f, ...,
_u,, p.,, ,a3, . . . étant des nombres quelcon(|ues entiers.
On pourrait faire ici dilférentes remarques pour faciliter la recberchc
des nombres n,, n.,, n^,.:.; mais nous ne croyons pas devoir nous arrêter
davantage sur ce sujet, d'autant que nous avons déjà eu occasion de le
traiter dans un Mémoire imprime parmi ceux de l'Académie de Herlin
Ml, i".
>.tS AlUtlIliiNS M \ i:i.i:MI.NrS l> UJ.KIîUK DKUI.KI!.
|i(Mir r;iiiin't' lyikS, cl (|iii a pmir lilri' : Xoinr/lc Mct/ux/r /lotir nsomlrc 1rs l'rohlvnns iiulctcnnincs ' . / '(mc; aussi un Mémoire de Legciulrc .w^ /' l/////v\< indéU'rinincc. diiiis le liccueil de l'Académie des Sciem^es de /'(iris jiiMir Idniiée i yS").
tS. (liiiisidt'idiis uiiiiutciiaiil les c'(|ii;Uioiis de la toiuif
Il y" -+- by'"- x -f- r )-"-'.r' -H ily'" 'x' -(-...— /),
dans lcs(|ucll('s a, h, c /; sont des noniljrcs cnlirrs ddiuics. cl oi'i les
di'ux indiiciininccs a\ v, (|ui fiuinciil |iailonl dans le |ucmirr nirnihic II' MiiMiir iKHidin' m di' diniciisioiis , dnivfnl (Mii' aussi des iKiiulircs l'iilicr.s.
.Il- su|i|)osi'iai (l"al)or(l (|n(,' a: cl >• doivcni clrr [jrruiii'is cnlrc fu\, rt i|Uf de plus )■ doive rire |)reinicr ii h\ je dis (ju'iin |)iMit l'aiic
// l'I z claiil des nouil)res cnlii'is indclcruiiui's; car, en regarda iil .i\ y et /( loiiiinc des nombres donnes, on aura une é(|nalion résoluMe en nouil)res eiilier^ par la mélhode du v; III, pni^(|nr y cl /; n'ont, ])ar l'Iiypollii.'se, d'anlic coiuinutie mesure (pu; l'iinili'. Ou'on sul)slilnc celte expi'ession de .r dans l'e(|uatioii proposée, elle (ie\iendra
a -i- lin -+- vit- 4- dit' -h . . . ) j" — 1 /> -t- 7. en -+- idn'' -f- . . . i In'" ' z
-(- (c -t- Wm + . . .)li^y"-^z'— ...=/(,
où l'on voit que tous les lernu's sont divisililes d'eux-uiènn's par //, e\-
re|i|e le premier
I rt -¥- hn -+- en- -H dn^ -t- . . . j y"'.
Il faudra donc, pour que l'équation puisse subsister en nombres entiers, ipn- i-ette (juantilé soil aussi divisible par //. Mais nous supposons iiue // '•l;>-sont premiei's entre eux; donc il l'audia (jue la ipianlili'
a -4- lin -\- cil' -t- du' 4- . . .
(*j i)liiuTC\ ilr ly/inraif^r, t. 11. p. (15 1.
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soit elle-niême divisible par h. Ainsi il n'y aura (jn'à cliert-lifr, par la méthode du numéro précédent, toutes les valeurs de n qui pourront satisfaire à cette condition; faisant ensuite, pour chacune de ces valeurs,
a -^ bn -+- cti^ -i- (In^ -h . . .:=z h \, h -i- 9. en -^ 3 (/n- -!-...= B, f -h 3r/n -)- . . ^ C,
l'équation précédente deviendra, après ces substitutions cl la division de tous les termes par h,
cette équation, étant ainsi reduile a la forme de celle du n" 30, est susceptible des méthodes que nous avons données dans le § II, et par lesquelles on pourra trouver toutes les valeurs satisfaisantes de y et :;. Ces valeurs, ainsi que celles de n, étant connues, on aura, en général,
X = nr — /i z.
Nous avons supposé, dans la solution précédente, que j: et y doivent être premiers entre eux, ainsi que y et h entre eux; ces suppositions sont permises, puisque les nombres x et y sont indéterminés; mais, comme elles ne paraissent point absolument nécessaires, il faut encore examiner dans quels cas elles peuvent cesser d'avoir lieu.
Supposons donc : i° que x et y puissent avoir une commune mesure Cf.; il n'y aura qu'a nieltic partout, dans l'équation proposée, (/.a:,, y, à la place de x el y, et regarder ensuite x, et y, comme [)remiers entre eux. Or, par cette substitution, il est clair que tous les termes du premier membre de l'équation se trouveront multipliés par a'"; par conséquent, il faudra que le second membre h soit divisible par «'" : d'où il suit qu'on ne peut prendre pour a que les diviseurs du nombre /> ([ui s'y trouveront élevés à la puissance m. Ainsi, si le nombre /* ne contient aucun facteur élevé à la puissance m, on sera assuré que les nombres X cl y devront nécessairement être premiers entre eux.
lUO ADDITIONS AUX KLKMENTS DAIJ.EHUE D'EULKK.
Si le nomltir li oontii'iil un ou plusieurs facteurs élevés à la |(uissance m, alors il faudra prendre successivement pour a eluxiue l'acteur ou couihinaison de facteurs, dont la puissances divisera le nombre h, et \'in\ aura autant de solutions diUërentes en regardant dans chacune a-, et V, comme premiers entre eux.
Supposons : 2° que y et A aient une commune mesure /i; on niettra jîj, et [•jh^ à la place de y et h, et l'on legardera ensuite j', et /;, comme premiers entre eux. Par ces substitutions, tous les termes du premier membre qui contiennent j se trouveront multipliés par une puissance de ,'5; il n'y aura ([ue le dernier terme, (jue je représenterai par ^a'", qui, ne contenant pointj', ne se trouvera point multiplié par /3. .^fais, puisque le second membre h devient |3/«,, il s'ensuit que le terme gx'" devra aussi être divisible par p\ or, x et j étant déjà supposés premiers entre eux, X ne saurait être divisible par p; donc il faudra que le coefficient g le soit. D'où je conclus qu'on pourra prendre pour |5 successivement tous les diviseurs de g-, et, apri-s la substitution de pv, et ph, an lieu Ae y et de h et la division de toute l'équation par fj, on aura de nouveau le cas où l'indéterminée j, sera nécessairement première au nombre //,, (|ui formera le second membre.
*^ \ . — Méthode directe et générale pour trouver les valeurs de X qui peuvent rendre rationnelles les quantités de la forniv y a -\- bx -\- ex-, et pour résoudre en nombres rationnels les équations indéterminées du seeond degré à deux inconnues, lorsqu elles admettent des solutions de cette espèce.
(A(l(]ition pour le Cliiipilrc IV.)
V^. .le suppose (raboi<l (|ue les nombres connus a, h, c soient eutiers; s'ils étaient fractionnaires, il n'y aurait qu'à les réduire à un même ilénominateur carré, et alors il est clair qu'on pourrait toujours Hùrcabstrailion de leur dénominateur; quant au nombre x, on supposera ici
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(|iril puisse être enlier ou IVaclioniinirc, et l'on verra par la suite eoiiinient il faudra résoudre la question, lorsqu'on rn'. veut aduiellre que des nombres entiers.
Soit donc
\/a-{- bx + ex' ^y,
et l'on aura
2.CX -i- b=^ \/^c}' -{- b- — 4*"^; de sorte que la diirieulté sera réduite à rendre rationnelle la quantité
^4 '■'X' "*" ^' — 4 ac.
50. Supposons donc, en général, qu'on ait à rendre rationnelle la quantité \ Ay- -+- B, c'est-à-dire à rendre
égal à un carré, A et B étant des nombres entiers donnés, positifs ou négatifs, et/ un nombre indéterminé, qui doit être rationnel.
Il est d'abord clair que, si l'un des nombres A ou B était = r, ou égal à un carré quelconque, le Problème serait résoluble par les métbodes connues de Diopbante, qui sont détaillées dans le Cbapiire IV; ainsi nous ferons ici abstraction de ces cas, ou plutôt nous tâcherons d'y ramener tous les autres.
De plus, si les nombres A et B étaient divisibles par des nombres carrés quelconques, on pourrait aussi faire abstraction de ces diviseurs, c'est-à-dire les supprimer, en ne prenant pour A et B que les quotients qu'on aurait après avoir divisé les valeurs données par les plus grands carrés possibles; en effet, supposant A = a" A,, et B = p-B,, on aura à rendre carré le nombre A,a-y- ^ B,]S-; donc, divisant par p-, et faisant
fy. =y,, il s'agira de déterminer l'inconnue j,, en sorte que
A..)-; -■- B, soit un carré.
D'où il s'ensuit que, dès (|u'on aura trouvé une valeur de y propre ii rendre A v" -t- B égal à un carré, en rejetant dans les valeurs données
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lie A et (le B K-s nu'tours (larrés a- et ,j'- ([u'cIIos pourraient reiil'eiiiiei'. il u'\ auia (iii'à imiltiplier la valeiif trouvée de y par -> pour avoir celle (|ui coiivienl ;i la (juautité proposée.
51 . Considérons donc la l'orniule Av' -+- B, dans laquelle A et H soient des nomlires entiers donnés qui ne soient divisibles par aueun carré; et,
coniuic on suppose que j puisse être une fraction, faisons y = ~i [>q\ q
étant des nombres entiers et premiers entre eux, pour (jue la fraction soit réduite à ses moindres termes; on aura donc la (juantité
qui devia être un carré; donc A/j" -+- By- devra en être un aussi; de soite (|u'on aura à résoudre l'équation
A^= + Bç'= z\
en supposant/*, q et z des nombres entiers.
Je vais prouver d'abord (|ue (j doit être premier à y\, et (|ue j) doit l'être il B; car, si y et A avaient un commun diviseur, il est clair (|ue le terme By- serait divisible par le carré de ce diviseur, et que le terme A/»'ne serait ilivisible que par la pi'emière puissance du même diviseur, à cause que q vl p sont premiers entre eux, et que A est supposé ne contenir aucun fadeur carré; donc le nombre A/r + Bq- ne serait divisible ((u'une seule fois par le diviseur commun de q et de A; par conséquent il serait impossible que ce nombre^Cùt un carré. On prouvera de même (|ue/) et B ne sauraient avoir aucun diviseur commun.
lU'solulion (le l'cquation \p^+ ]iq^ = z'^ en nombres entiers. 52 Supposons A > B; on écrira cette é(|ualion ainsi
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ot l'on remarquera que, comme les nombres /j, q el z doivent èlre entiers, il faudra que z- — By- soit divisible par A.
Donc, puisque A et y sont premiers entre eux (numéro précédent), on l'era, suivant la méthode du § IV, n** 48 ci-dessus,
Z = nq — \q„
n et y, étant deux nombres entiers indéterminés; ce qui cban^era la formule z- — ^q- en celle-ci
{n- — B)9'— an A77, 4- A^(7;,
dans la(juelle il faudra que /i" — B soit divisible par A, en prenant pour»
un nombre entier non > - •
On essayera donc pour n tous les nombres entiers qui ne surpassent
pas -5 et, si l'on n'en trouve aucun qui rende n- — B divisible par A, on
en conclura sur-le-cbamp que l'équation
kp^ — z--— ^(f
n'est pas résoluble en nombres entiers, et qu'ainsi la quantité A y- -4- B ne saurait jamais devenir un carré.
Mais, si l'on trouve une ou plusieurs valeurs satisfaisantes de //, on les mettra l'une après l'autre à la place de n, et l'on poursuivra le calcul comme on va le voir.
Je remarquerai seulement encore qu'il serait inutile de donnei' aussi
à n des valeurs plus grandes que - ; car, nommant «,, n„, n._,... les valeurs de n moindres que - ■> (|ui rendront rr — B divisible |)ar A. toutes
les autres valeurs de n qui pourront faire le même elVet seront lenferniées dans ces formules (n" 47 du § IV)
w I ± tX| A , «, rb f^.j A , «j ± u., A , ... ;
or, substituant ces valeurs à la place de n dans la formule
:«•— B)(/'— 3. /(A77,-+- A'(/;', cVsl-à-dire [ntj — Aq,)- — \hj'.
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il (Si clair qu'on ;uii':i los mêmes résiillats que si l'on mettait seulement . n,, n.,. rij,... à la place de n, et qu'on ajoutât à q, les quantités rp a,*/,
qr luq, qr 0.3(7 ''^ ^O""*^' ^"*^' f»'"""' ^1 ^^^t un nombre indéterminé,
ces substitutions ne donneraient pas des formules différentes de celles (|u'on aura par la simple subslilulion des valeurs n,, n.^, //.,
53. Puis donc que /r — B doit être divisible par A, soit A, le quotient de cette division, en sorte que AA, =- li^ — B; et l'équation
étant divisée par A, deviendra celle-ci
p'' = A , (y- — inqcji 4- A </ J , ou A, sera nécessairement moindre que A, a cause que A, = j^ — et que B •< A, et n non >■ - •
Or, 1" si A, est un nombre carré, il est clair (|ue cette équation sera résoluble par les méthodes connues, et l'on en aura la solution la plus simple qu'il est possible, en faisant ^, = o, y = i etp = y'-'^i-
2" Si A, n'est pas égal à un carré, on verra si ce nombre est moindre (|ue B, ou au moins s'il est divisible par un nombre quelconque carré, en sorte que le quotient soit moindre que B, abstraction faite des signes; alors on multipliera toute l'équation [)ar A,, et l'on aura, à cause de AA,-n= = -B,
A,/^'= ( A,ç — nq,)'— hq] ;
(if sorte qu'il l'audra que
soit un carré; donc, divisant par/^'-, et faisant '- --/i ot A, - - C, on aura
il rendre carrée la formule
la(|uelle est, comme l'on voit, analogue ;i celle du n" 50. Ainsi, si C contient un facteur carré 7", on pourra le supprimer, en ayant allciition de
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multiplier onsuilc par 7 la valeur (ju'on trouvera pour y,, pour avoir sa véritable valeur; et l'on aura une formule qui sera dans le cas de celle du n° 51, mais avec cette diiîérence que les eoelticients B et C de celle-ci seront moindres ([ue les coefficients A et B de celle-là.
54. Mais, si A, n'est pas moindre que B, ni ne peut le devenir en le divisant parle plus grand carré qui le mesure, alors on fera </ = vr/, -+- q.,, et substituant cette valeur dans l'équation, elle deviendra
où
n, = n — vAi, el A2= A,v — 2/0 -?- A = - —
On déterminera, ce qui est toujours possible, le nonibic entier v, en sorte que n, ne soit pas > —■, abstraction faite des signes, el alors il est
clair que A. deviendra < A,, à cause de Ao = — r — > et de B = ou < A,,
et «I = ou <, --•
On fera donc ici le même raisonnement que nous avons fait dans le numéro précédent, et, si Ao est carré, on aura la résolution de l'équation; si A^ n'est pas carré, mais qu'il soit < B, ou (ju'il le devienne étant divisé par un carré, on multipliera l'équation par A., el
l'on aura, en faisant ^ = y, et A. = C, la formule
qui devra être un carré, el dans laquelle les coefficients B cl l^ (après avoir supprimé dans C les diviseurs carrés, s'il y en a) seront moindres que ceux de la formule Ay- + B du n" 51.
Mais, si ces cas n'ont pas lieu, on fera comme ei-dessus q, — v, q<-^qj. et l'équation se changera en celle-ci
p^=:z \,q\— 2na(/,(/3-+- A.(/',,
oii
/;,= n, — i/,Aj, cl Aj— Ajv' — 2H1V1-I- Ai=; ---— • ' Au
VII
un; \iihiiio\s \i \ i;i,i:mi:n rs h \L(ii;i!Kr. h'i.i i r.ii.
On [iri'iuliM iliMic |>inii' V| iiii iioiiilirc cuHit, loi (iiii' n, ne soil |»i>s
'' ali^tiactioii l'ailo des sii^iics; cl, i(iiiiinc H n'csl pas > Aj (li_\p.;,
il >'i'iisint lit' ri'(|iiiili(iii
(|ii(' A, sera 'A,,; ainsi l'on punira l'ain- (Icicclicf les mornes laisoniii'nn'nls (|nt' ci-dcssns, et i'cni v\\ liicra des concliisioiis scnihlahlos, cl ainsi de snilc.
.Mainlciianl, ci muni' les ncmbrcs A, A, . A j, Aj lorincnl n ne suite
décroissante de npiiihres ciiliers, il est visilile cju'en cdnlinnanl celte suite DM parviendra ui'cessaiicnn'nt ;i un leinic nioiiidi'e (|ue le iionilu'e donne 15; et alors, iioinnianl ce tei'inc C, on aura, coninie nous j'avons vu ci-dessus, la formule
il rendre éija le it un caii'é: de sorItMjue, par les opérations (|ue nous venons d'i'xijoser. on sera toujours assuré de pouvoir ramener la i'ormnio A V- -^ Bit une autre plus simple, telle que B)'[ + C, au moins si le Prolili-nie est rés(dul)le.
5ô. De même (]u'on a icduit la lormule A ) - ; B à celle-ci Bj'j -+- (^ on pourra leduiie cette derniéie à celle aulre-ci
Cr; -^ I),
oii I) sera nioindic ijue i'., ainsi de suite; et, comme les nomlircs A, B,
C, I) lorment nm' séiie <lécroissantc de nomlii'cs entiers, il est (dair
<)ne cette série ne pourra pas aller ii l'inlini, et (]u';iinsi ro|)éralioii sera toujours in'cessairement lerininée. Si la (|ui'stioii n'admet |)oiiil d(; solution en nomlircs rationmds, on p;irviendia ;i une condition impossible ; mais, si la i)ueslion esl résoluble, on arrivera loujouis ii une é(niatioii semlilalile il celle du n" 03, i-l où l'un des co(d'ficienls, comme A,, sera cai're, en sorte (|u'cllc sera susceplilile des melliodcs connues; celle
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équalion étiint irsoliio, on pourra, en rélroi^radanl, rc-soiulrc successivement toutes les équations précédentes, jiis(|ir;i la [)r(Mni('re
Eclaircissons cette métliode par (juelques Exemples.
Exemple 1.
56. Soit propose de trouver une valeur rationnelle de .v, telle que la formule
devienne un carré . {Voyez Chapitre IV, n" 57 du Traité précédent.) On aura donc ici « = n, è = i5, c = i3; donc
4c = 4- '3, et A'— 4rtc=: — i3c),
de sorte que, en nommant j la racine du carré dont il s'agit, on aura la
formule
qui devra être un carré; ainsi l'on aura A = 4-'3 et B = — iSq. où l'on remarquera d'abord que A est divisible par le carré 4' 'le sorte qu'il faudra rejeter ce diviseur carré et supposer simplement A = i3; mais on se souviendra ensuite de diviser par 2 la valeur (lu'on trouvera pour y (n° 50).
On aura donc, en faisant y = '-, l'équation
i3^- — iSijq^ = z-,
ou bien, à cause que \'Mj est > i3, on fera v — -» pour avoir
— l'igp' -+- 13(/'= z\ é(|uation (ju'on écrira ainsi
lOS \lil>iri(»NS U\ Kl.KMKNTS l)M.(i Kl! 15 K D'Kl'l.KU.
On l'cia 11" r)-2 r = /.(/ rî()c/,, cl il rmulia infiidrc pour// un
mmiliif cnruT non > '''\ (•'(■st-li-ilirc 70, Ici (luf //- - \"> soil divi-
.«ililf |);ir rît)-, \r tnuuc // — '1 1 . co (jni (loiiiii' //- — i 3 -- i()G8 = 1 j<). 1 'p. ; (If sorte (iiic, en i'aisanl la sulislitution et divisanl cnsiiilc par - 1^9, on ania rc(|iialioii
Or, coiiimc — \> n'est pas nn carré, eette é(|iiation n'a pas encore les condilions re(|uiscs; ainsi, |)nis(nie 12 est déjii moindre (juc i.\, on iiinlliplici;! tonte rc(ination par — 12, cl (die devieiidia
de sorte ([u'il laiidra (jne i^ryj— \j./r soit un carré, on bien, en I'aisanl ''- = V,. (lue
en soit nn aussi.
On voit ici ijii'll n'y anrait (in'ii faire v, = 1; mais, (•0111111e ce n'est ipie le li;isard (|ni lions donne celle valeur, nous allons ponrsnivre le ciilciil xdon noli'c niétliode. ins(|n';i ce ([uc l'on arrive ;i une l'orniulc ipii soit siisceptil)le des iiiélliodes ordinaires. Comnie \ ■?. est di\isil)le par |, je rejellc ce diviseur carré, en me sonveiiant (jne je dois ensuite multiplier la valeur de v, pai' :>. ; j'aurai donc ii rendre ( ai léc l:i rormule
l'iv';' - 3, on liien, en i'aisanl v, - (ou suppose (pie r et .v sont des
iiiiinlirc^ entiers piciuicrs eiilre eu\, en sorte (|iie la fractioii soil déjà
lednile il ses moindres termes, coiuiiie la Iraction ], c(dle-ci
oit l;i racine r,, j aniai
iS ,
et je rei;ii r , — w.v — i3.v,,//( élaiil iiii nom hi'e eiil 1er non ■, e, esl-
a-ijiic ~, et l'd i|nc //(" h i soil (livisil)le par 1 >; or je trouve //i —■ (>,
ce (jui doniu' m" -f- 3 = ^9 = i3 . 3; donc, substituant la valeur de ;;, el divisant toute l'équation par i3, on aura
("omnie le coefficient 3 de s'- n'est ni carré, ni moindre que celui de s\ dans l'équation précédente, on fera (n" 54)^ = y.*, + ^2, et, substituant, on aura la transformée
r'= 'is] — 2(6 — Sfi) i..«, + ( SjU.' — 2.6a + i3 ,$; ;
on déterminera p. en sorte que 6 — 3p. ne soit pas > -■> et il est clair
(|u'il faudra faire p. = 2, ce qui donne G — 3fj.= o; et l'équation deviendra
laquelle est, comme l'on voit, réduite à l'état demandé, puisque le coefficient du carré de l'une des deux indéterminées du second membre est aussi carré.
On fera donc, pour avoir la solution la plus simple qu'il est possible,
i'., = o, .ç, = I et /• = I ; donc i- = m. = i, et de là y, = - = -; mais nous
avons vu (ju'll faut multiplier la valeur de j, par 2 ; ainsi l'on aura j', = i;
donc, en rétrogradant toujours, ou aura i^^ = 1; donc q,^p: donc
l'équation
donnera
i-i-îq+^ipY^p-;
donc
— is (/ -1- 41 /) = />, c'esi-à-dire iiq^^^op;
donc
mais, comme il faut diviser la valeur de j par 2, on aura y = ^; ce sera
le côté de la racine de la formule proposée 7 + i5ir -f i'6x- ; ainsi, l'ai-
iiii \hiMiioNs \i'\ i:i.kmi:nts i>\L(.i:huk i»'i:i;Li:ii.
s;ml ri'llr (iiKiMlile ; ■'• on Inuivcia, piii' la irsoliiruiii de rt'(|narKiii ,
,l'.>ii
•(ix H- i5=±^,
.r=-- rr- ou — - :t-
On auiail pu [iienilrc aussi
CI l'on aniail on v — '' = -,. i t't divisanl par :i, v = - ; l'aisaiit donc
on Irouvera
'.>.(3.r-t-i5^di=i;
Si l'on vi>nhiil avoir- d'anircs valcui's de a-, il n'y aniail ipi'ii clici'clier d'antifs soinliuns do rf(|ualion
la(|ni,dlL' rst losolnlili', en fiéinral, |)ar les inclliodcs connues; maison pcnl aussi, di-s (|u'on connaît une seule valeur de .t, en déduire iinniédiatenienl Iciules les aulres valeurs satisfaisantes de x, par la rnéUiod(! ex|)ru|niT dans le C.liapitic l\ du Traili' |irecédenl.
1U:maiu>i I.
ïû . Sn|)posons, en général, (|iie la (|uanlit(w/ . //.r : f.r' dcvicMinc ■(;ale il un carré ^'-, lorsque J' —y, en .soi'te (|ue l'on ail
iloiic
a =z ^- — bf — cf';
(lo soi'lo que, en substituant cette valeur dans la formule proposi-c, elle deviendra
Qu'on prenne^ -H m[x— f) pour la racine de cette quantité, «? étant un nombre indéterminé, et l'on aura récjuation
g-' +h[x —f) + c {x^ -f') = g'-h inigix —f] + /«-• I .r -/)=.
c'est-a-dire, en eiraçant g- de part et d'autre, et divisant ensuite par
b -h cix + f) ^:^ img -+■ ni' (x — f\.
d'où l'on tire
^ //»- — 2 gm + /> -h (/ m' — c
Et il est clair qu'à cause du nombre indéterminé m cette expression de œ doit renfermer toutes les valeurs qu'on peut donner à x pour que la formule proposée devienne un carré; car, quel que soit le nomi)rc carré auquel cette formule peut être égale, il est visible que la racine de ce nombre pourra toujours être représentée par g + m{x ~f) , en donnant à m une valeur convenable. Ainsi, quand ou aura trouvé par la méthode expliquée ci-dessus une seule valeur satisfaisante de x, il n'y aura qu'à la prendre pour/, et la racine du carré qui en résultera pour §■; on aura parla formule précédente toutes les autres valeurs possibles dtî X.
Dans l'Exemple précédent on a trouvé y t= -etx — — -^; ainsi l'on
fera g — ^ et /— — ^i et l'on aura
ig — 10 m — lin- 3 ( m' — 1 3 j
c'est l'expression générale des valeurs rationnelles de ,r, (|ui peuvent rendre carrée la quantité 7 -(- i5,r -i- iàx".
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1]\i;mim.k 11.
7)8. Soil iricorc jiro/iosr tic Iroincr iiiiv nilviir nilKiuncllc ilc ) . Icllc que •i ■i V" "> sotl un currc.
t'.oiiinic 2'3 cl ") ne soiil divisibles pnr ;nicuini()iiil)rc carre, il n'y ania aïKiinc rctliictidii à v faire. Ainsi, en faisant v-- ' • il fandra (lue la forinnic 2'3//-' ')'/" «Icvicniie un cairé z'- , de sorle (in'on auia rc(iuarK)ii
l'ij)-^^ z'' -\- 5(/\
On i'cia donc r = nq 2'i//,, el il faudra prendre piiiir // nii nombre
ciilicr mm > -' ^ Ici (|ue rr -r- :'j soil divisilile pai' y3. Je liimve // = 8,
ce (|ui donne rr - "i = 23.'^, el celle valeur de n esl la seule qui ait les conditions re(|uises. Subsliluaut donc Hy — 23</, à la place de :;, cl di- \i>ant loiilc rc(|ualinM par :i3, j'aurai c(dle-ci
dans laijucdli' on Noil (|ue le ctieflicieni 3 est dejii moindi'c (|ue la valeur de 11. i|iii e.^t "), alistraclion l'aile du siiiiU'.
.\i?i>i l'on mulliplieia toute re(|uatioti pai'3, el l'on aiii'a
rie soilc (ju'cn lai^ant '' v, il faudia (im' la formule
>oil 1111 cari-c, où les coeflicienls "» et 3 n'adnn'lleiit aucune reiluelion.
Soit donc 1', ~ - ' rv\ s sonl sii|)poscs premiers entre eux, au lieu (|Uf y, cl f, |icu\cnl ne pa>> l'clre , et l'on aura à rendre carrée la (juaiÉtile
— 5r-h 3s-; de sorto qu'en nommant !a raeine z, on aura
el (le là
On prendra donc 2, = /tm 4- 5*,, et il faudra que m soit un nombre
entier non > -•, et tel que mr — 3 soit divisible par 5; or c'est ce qui
est impossible, car on ne pourrait prendre que m = 1 ou = 2, ce qui
donne m- — 3 = — 2 ou =1. Ainsi Ton en doit conclure que le Problème n'est pas résoluble, c'est-à-dire qu'il est impossible que la formule 23^- — 5 puisse jamais devenir égale à un nombre carré, quelque nombre que l'on substitue à la place de r.
Corollaire.
59. Si l'on avait une équation quelconque du second degré à deux inconnues, telle que
a-\- bx ->r- cy -^ dx"^ + exy +fy'' = o,
et que l'on proposât de trouver des valeurs rationnelles de x et v qui satisfissent à cette équation, on y pourrait parvenir, lorsque cela est possible, par la méthode que nous venons d'exposer. En effet, si l'on tire la valeur de y en œ, on aura
zfy-i- ex + c=: \J{c -h exy— !\f{a -+■ l>x-\- dx-^, ou bien, en faisant iz = c'- — 4«/^. P = 2ce — !\hf, y — é- — \dj\
■y. fy -h ex -i- c = \/x-i- ^x-i-yx';
de sorte que la question sera réduite à trouver des valeurs de x qui rendent rationnel le radical y a -t- ^^ -+- 7^^-
VIL i5
Ml ADDITIONS AL\ ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE D'EULER.
Remarqui;.
GO. Nous avons déjà Innlé ce même sujet, mais d'une manière un peu dilTérente, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences de Berlin pour l'année 17C7 (*),etnous croyons être les premiers qui nient donné une mélliode directe et exempte de tâtonnements pour la solution des Problèmes indéterminés du second degré, l.e lecteur qui sera curieux il'apiJi-ofondir celte matière pourra consulter les Mémoires cités, où il tiouvera surtout des remarques nouvelles et importantes sur la recherche des nombres entiers qui, étant pris pour n, peuvent rendre rr — B divisible par A, A et B étant des nombres donnés.
On trouvera aussi, dans les Mémoires pour les années 1770 et suivantes, des recherches sur la forme des diviseurs des nombres représentés par 2- — By'-; de sorte que, par la forme même du nombre A, on pourra juger souvent de l'impossibilité de l'équation
kp^=z^—làq-, ou A )-^ + B = à un carré (**) (n° 321.
Legendre s'est occupé depuis, dans le Jlémoire cité plus haut (n" 47), h chercher les conditions générales de la possibilité ou de l'impossibilité des équations indéterminées du second degré, et il est parvenu à ce Théorème remarquable, que
iJécjttation ax'- ~{- by- =: cz'-, dans lafjiiclle a, h, r sont positifs, premiers entre eux et dégagés de tout facteur carré, est résoluble, si l'on peut tramer trois entiers )., [j., v, tels que les trois quantités --^^, "' ~ , — T — soient des entiers.
§ \ I. — Sur les doubles et trij)les cgolités.
61. Nous traiterons ici en peu de mots des doubles et triples égalités, qui sont d'un usage très-fréquent dans l'Analyse de Diopluinle, et pour
(*) OEiivrcs (le Ijigrangc, t. II, p. 377. (**) OEiivics lie Lfigra/igr, t. Il, p. 58i.
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l;i sokilioii (k'S(]iieIles ce grand géomètre et ses commentateurs ont cru devoir donner des règles particulières.
Lorsqu'on a une formule contenant une ou plusieurs inconnues à égaler à une puissance parfaite, comme à un carré ou à un cube, etc., cela s'appelle, dans l'Analyse de Diophante, une égalité simple; et lorsqu'on a deux formules contenant la même ou les mêmes inconnues à égaler chacune à des puissances parfaites, cela s'appelle une égalité double, et ainsi de suite.
Jusqu'ici on a vu comment il faut résoudre les égalités siinples où l'inconnue ne passe pas le second degré, et où la puissance proposer est la seconde, c'est-à-dire le carré.
Voyons donc comment on doit traiter les égalités doubles et tripler de la même espèce.
Soit d'abord proposée cette égalité doublée
rt -f 6x= à un carré, c -h dx= a un carré,
où l'inconnue x ne se trouve qu'au premier degré. Faisant
(l -+- bx =: l-, c -+- dx r= u',
et chassant x de ces deux équations, on aura
ad — bc = (//■ — bu- ;
donc
dt^=^ bu- + ad — bc, cl {dl^= dbu- -h ad — bc)d;
de sorte que la dilficulté sera réduite à trouver une valeur rationnelle
<le «, telle que dhu- + ad" — ècr/ devienne un carré. On résoudra cette
égalité simple par la méthode exposée ci-dessus, et, connaissant ainsi u,
on aura
Si l'égalité doublée était
ax -r bx ^=:à un carré, cx'-i- dx^:^ à un carre.
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il n'y aiirailqu'à faire x — — et multiplier ensuite l'une et l'autre l'oriiiule par le carré x-^•, on aurait ces deux autres égalités
a -+- bx, = à un carré, c-\- dx,=: à un carré,
qui sont semblables aux précédentes.
Ainsi l'on peut résoudre, en général, toutes les éi^alités (It)ubles oii l'inconnue ne passe pas le premier degré, et celles où l'inconnue se trouve dans tous les termes, pourvu qu'elle ne passe pas le second degré; mais il n'en est pas de même lorsque l'on a des égalités de cette forme
a -t- bx + ex" = à un carré, a + (3x -+- yx'' = à un cairé.
Si l'on résout la première de ces égalités [lar notre méthode, et (|u'on
nomme/la valeur de x (\u\ rend a -\- bx -^- ex- = au carré g'^, on aura
en général (n° 57)
fm' — ?. gm -h b -h cf
donc, substituant celte expression dea- dans l'autre formule a ^-pa; + 7a;^ et la multipliant ensuite par [m} — c)-, on aura à résoudre l'égalité
a(/n'— c)' -+- P ( w — cj [fni'—igm -+- 6 -f- cf)
H- y If m''— igni -\- b-h cfy ;= à un carré,
dans laquelle l'inconnue m monte au quatrième degré.
Or on n'a jus(|u'à présent aucune règle générale pour résoudre ces sortes d'égalités, et tout ce qu'on peut faire, c'est de trouver successivement différentes solutions, lorsqu'on en connaît une seule {l'oyez le Cil a pi Ire IX).
G3. Si l'un avait la triple égalité
ax->r by ^:= à un carré, ex -+- Jj = à un carré , hx -f- ky = à un carré,
on l'i r;iil
ax -+- by = l-, ex ■+■ dy = «•, hx h- Uy =: s-.
cl, chassant x et y de ces trois équations, on aurait colle-ci ( ak — bh) II' — ( ck — d/i)t-=: i ad — cb) s^;
de sorte qu'en faisant 7 = =. la difficulté se réduirait à résoudre l'égalité simple
ak — bh ck — dli
r z^ — — -, r =: a un carre,
aa — CD ad — cb
laquelle est, comme l'on voit, dans le cas de notre méthode générale.
Ayant trouvé la valeur de z, on aura u = tz, et les deux premières équations donneront
d — bz^, az'—c,
ad — cb •' ad — cb
Mais, si la Iriple égalité proposée ne contenait qu'une seule variable, on retomberait alors dans une égalité où l'inconnue monterait au ({uatrième degré.
En effet, il est clair que ce cas peut se déduire du précédent, en faisant y = I , de sorte qu'il faudra que l'on ait
az' — c ,
aa — cb '
et par conséquent
Or, nommant /'une des valeurs de :; qui peuvent satisfaire à l'égalité
ak - h/i ad — cb
ci-dcssus, et taisant, pour abrearor, — ; r = e, on aura en arenerii
fn° 571
Donc, substituant cette valeur de :; dans la dernière égalité et la multi|)liant toute par le carré de m" — e, on aura celle-ci
a{ fm^ — "igm-hef)' — c{m'—eV
— ■ : = a un carre,
ad — cO
où l'inconnue m monte, comme l'on voit, au quatrième degré.
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v^ \l]. — Méthode directe et gcncridc pnur tro/n'cr toutes les l'aUii/s de j' exjfr/mées en /lornbrcs entiers, par /esq/zel/es on peut rendre rationnelles les quantités de la forme y'A)" ^- B, \.et \S étant des nombres entiers donnés ; et pour troui'er aussi toutes les solutions possibles en nombres entiers des é(ju(ilions indéterminées du second désiré à deux inconnues.
(Addition |Hiur lo Chapitre VI.)
<ii. QiloicjUL' par la méthode du § V on puisse trouver des foiinules générales qui renferment toutes les valeurs rationnelles de j, propres à rendre Aj- -l- B égal à un carré, cependant ces formules ne sont d'aucun usage lorsqu'on demande poury des valeurs exprimées en nombres entiers; c'est pourquoi nous sommes obligé de donner ici une nouvelle méthode pour résoudre la question dans le cas des nombres entiers.
Soit donc
Ajj' + B = Z-' ;
et. comme A et \i sont supposes des nombres entiers, et que j doit être aussi un nombre entier, il est clair que a: devra être pareillement entier; de sorte (ju'on aura à résoudre en entiers ré(|uation
Je commence par remarquer ici que, si IJ n'est divisible par aucun nombre carré, il faudra nécessairement (|uev soit premier à B; car supposons, s'il est possible, que j et B aient une commune mesure a, en sorte que j = «r, , et B = aB, ; donc on aura
x'= Aa'rJ -(- aB,,
d'dti il s'ensuil(|u'il faudra que x- soit divisible par a; et, connue et n'est ni carré, ni divisible par aucun carré (hyp. i, à cause que a est facteur
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(le B, il t'atidi'ii que x soit divisible par ce. faisant donc .x^c/.x,, on
aura
x-x] = ac'Aj' -f- xB,,
ou bien, en divisant par c/.,
xx] zzz xXy] -i- 15, ;
d'où l'on voit que B, devrait encore être divisible par a, ee qui est contre l'hypothèse.
Ce n'est donc que lorsque B contient des facteurs carrés que v peut avoir une commune mesure avec B; et il est facile de voir par la démonstration précédente que cette commune mesure de y et de B ne peut être que la racine d'un des facteurs carrés de B, et que le nomhi'ea devra avoir la même commune mesure; en sorte que toute l'équation sera divisible par le carré de ce commun diviseur de a:, v et B.
De là je conclus :
1° Que, si B n'est divisible par aucun carré, y et B seront premiers entre eux;
2° Que, si B est divisible par un seul carré a', r pourra être premier à B ou divisible par k, ce qui fait deux cas qu'il faudra examiner séparément : dans le premier cas, on résoudra l'équation
en supposant y et B premiers entre eux; dans le second, on aura à résoudre l'équation
jc'— A)'=B,,
B, étant = — : en supposant aussi v et B, premiers entre eux; mais il
faudra ensuite inulli[tlier par a les valeurs ([u'on aura trouvées pour iet X pour avoir les valeurs convenables à l'équation proposée;
i" Que, si B est divisible par deux différents carrés, a- et p-, on aura trois cas à considérer : dans le premier, on résoudra l'équation
l-iO AlilMllONS MX. Kl.KMKMS D'A L G Kl! Il K D'KlLi:!;.
eu regardant V cl I! loiniuf |iiiiuicis ciilir eux: dans lo second , (in lésondia de niênie riMiuation
15, etani r^ — ! dans riivhotlièse île y et I5, |)reiniers entre en\. cl l'on
ninlli|diei'a ensuite les valeurs de .rel vpai'fz; dans le troisième, ou ré-
sondia {'('(inalion
H. étant -- — ) dans l'Iivpotlii'se de y el B.j premiers entre eux, ci l'on nniilipiiera ensuite les valeurs do a- el dv, Y par [j ;
.'r Kir.
Ainsi ou aura aulaiil (ré(|iialions dillerentes ii l'éstuidie (|u'i! v aiii'a de dilVérenls diviscuis i aires de 15; mais ces é(|nalions seront tontes de la même l'orme
el V sera aussi toujours premier à R.
Considérons donc, en général, rc(|ualion 07= — A)'=B
où r est premier ;i H; cl, comme .r et v doivent être des nomliics entiers, il faudra (|iie .r* — \y- soit divisible par i}.
On fera donc, suivant la méthode du § IV ( n" 48 j, x = ny — Bz, et l'on aura ré(|uation
«= — A)^'— ■?.n Wyz -t- B';': = B,
par laquelle on voit que le lermo (//'- Aj y- doit cire divisible par B, puis(|uc Ions les antres le sont d'eux-mêun.'s; donc, comme j est [)r(!mier a B Iiyp.), il faudra que n^ - A soit divisible par B; de sorte qu'en
laisanl = C on aura, apri'S avoir divisé |)ai' B,
Cj>-'— "i.nyz -H Bs'~ I ;
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Or cette équation est plus simple que la proposée, en ce que le second nu'mljre est égal à l'unité.
Oa cherchera donc les valeurs de n qui peuvent rendre n- — A divisihlepar B ; pour cela il sulfira (n° 47) d'essayer pour n tous les nombres entiers positifs ou négatifs non > -■, et, si parmi ceux-ci on n'en trouve aucun qui satisfasse, on en conclura d'abord qu'il est impossible que n- —A puisse être divisible par B, el qu'ainsi l'équation proposée n'est pas résoluble en nombres entiers.
Mais, si l'on trouve de cette manière un ou plusieurs nombres satisfaisants, on les prendra l'un après l'autre pour n, ce qui donnera autant de différentes équations, qu'il faudra traiter séparément, et dont chacune pourra fournir une ou plusieurs solutions de la question proposée.
Quant aux valeurs de n qui surpasseraient celle de -? on en pourra faire abstraction, parce qu'elles ne donneraient point d'équations différentes de celles qui résulteront des valeurs de n qui ne sont pas > -■, comme nous l'avons déjà montré dans le n° 52.
Au reste, comme la condition par laquelle on doit déterminer n est que rr— A soit divisible par B, il est clair que chaque valeur de /( pourra être également positive ou négative; de sorte qu'il suffira d'essayer successivement pour n tous les nombres naturels qui ne sont pas plus grands que -> et de prendre ensuite les valeurs satisfaisantes de n,
tant en plus qu'en moins.
Nous avons donné ailleurs des règles pour faciliter la recherche des valeurs de n qui peuvent avoir la propriété recjuise, et même pour trouver ces valeurs a priori dans un grand nombre de cas. [Voir les Mémoires de Berlin pour l'année 1767, pages i()4 et 274 (*)•]
liésolutioii de l'équation C j" — vtnyz -i- B;' = 1 en nondires entiers.
On peut résoudre cette équation par deux méthodes dillerenles, que nous allons expliquer.
(*) OEiwrcs de Lagrange, t. II, p. i;" et G55.
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l'itr.Miîni: .miiiiiode.
(»(). (lomiiic les i]UiuUiU's ('., Il, 15 sont supposées des nombres on-
lit'r>, lie même ipie les iiulelermiuées )- el :;, il est visible que la (luaii-
lile
Cy-o.nyz +Bs'
seiM toujours uéeessairemeut é:;ale it des nombres entiers; par eonsc- (|ueiil l'utiilé sera la plus petite valeur ([u'elle puisse recevoir, à moins qu'elle ne |)uisse devenir nulle, ce i|ui ne peut arriver (|ue lorsque eettc <|Uanlilé peut se déi i)m|)oser en deux facteurs rationnels. Comme c(! cas n'a aucune dillieulté, nous en ferons d'abord abstraction, et la (inoslion se réduira à trouver les valeurs de y et z ([ui rendront la (|uantité dont il s'ai,'il le jdus [lelite qu'il e^l possible; si le minimum est égal a l'unité, ou aura la lésolulion de réipialion ])roposée ; sinon, on sera assuré (]u'elle n'admet aucune solulion eu nombres entiers. Ainsi le Problème présent rentre dans le Pr(d)l('me III du § II, et est susceptible d'une soliilinu semblable. Or. comme l'on a ici (n" (55j
il faudra dislinguci' deux cas, suivant (|ue A sera positif ou négatif.
l'rrinicr ras, lorsr/iii' ir — ItC := A < o.
()~. Sui\anl la mellnidc du ii" '.VI, il faudra réduire en fraclion conliiinc la ii'aclKui -i prise positivement : ces! c(!(iu on exécutera par la ri'gle du n" \ ; eii>uiti' (jii lormera par les formules du n" 10 la série des fractions convergentes vers -, et il n'y aura plus (ju'à essayer successivement les numérateurs de ces fractions pour le nombre j-, et les dénominaleuis correspondants pour le nombre z. Si la proposée est résoluble eu iKjiiibrcs entiers, on trouvera de cette manière les valeurs
satisfaisantes de 7 et s; et réciproquement, on sera assuré que la proposée n'admet aucune solution en nombres entiers, si, parmi les nombres qu'on aura essayés, il ne s'en trouve point de satisfaisants.
Second cas, lorsque «■— BC = A]>>o.
68. On fera usage ici de la méthode des n°* 33 et suivants; ainsi, à cause de E — 4 A, on considérera d'abord la quantité (n" 39)
dans laquelle il faudra déterminer les signes tant de la valeur de n, que nous avons vue pouvoir être également positive et négative, que de V^A, en sorte qu'elle devienne positive; ensuite on fera le calcul suivant :
Pu
et l'on continuera seulement ces séries jusqu'à oc que deux termes correspondants de la première et de la seconde série reparaissent ensemble. Alors, si, parmi les termes de la seconde série Pq, Pi, P;,..., il s'en trouve un égal à l'unité positive, ce ternie donnera une solution de l'équation proposée, et les valeurs de r et :; seront les ternies correspondants des deux séries p„, pi, p.,,... et (/o, (1\< <7;.---. calculées par les formules du n" 25; sinon, on en conclura sur-le-champ (|ue la proposée n'est pas résoluble en nombres entiers. (/'oiV l'Exemple du n" 40.)
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/ roiuciiw cas, lor.i.jiti' \ à nu cdiit'.
G'.*. Diiiisco cas le noiiiliro \ A dcviciidra ralioiiiicl, cl la (iiiaiililù
Cv — 2 /(_)■; -t- H -'
poiiira se (Iccomposor en deux facteurs ralioiinels. Kn ellcl, C(>lle (iiiaiilili' ii'csl autre chose que celle-ci
(C7--«2i'-Ar'
la(|Uclic, (Il sU|i|Misant A -~ cr . peut se mellre sous celte I'oiiik [C.r —(«-)-«) z ] [{C^- —in — a) z\
Or, coiiiiiie
//■ — «' -- ne = ( H -i- rt 1 ; « — a ),
il laiidra (|Ui' If liriniuM de // t- d par /( - a soil divisilde par C, cl par consc(]iiciil ijiii' l'un de lis deux iioiuhi'cs // -ta vin a soil divisible par un des facteurs de ('., cl l'autre par le facteur récipro(|ue.. Supposons donc (] rz: \)c, et (|ue // -f- (i =JI> et /i — a ~ gc,/c{ ^^ étant des nonilires l'iilicrs, et la quaMiité prcccdciilc di'\iriiilia le piodiiil de ces deux facteurs linéaires cy — fz cl hy — gz; donc, puisipie ces deux fadeurs sont égaux à des nombres entiers, il est clair que leur produit ne saurait être — I, idiiinie rc(jnalioii pin|)osi''e le dciiiaiide, ii moins (|iie iliaciiii d'riix m suit en |i;ii I h iilier ± i. On fera donc
rr-fz ±1, l,y-frz.^±,,
et l'on déliMiiiiiMia par lii les nombres 1' et r ; si ces nombres se lioiivciil rntiers, on juira la solution de l'i-qualion proposée; sinon, elle sera insoluble, au moins en nombres enliers.
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Seconde méthode.
M=— LN = «'-CB=A
et que, de plus, 2M ne soit pas plus grand (abstractioa faite des signes) que le nombre L ni que le nombre N; les nombres = et t} seront aussi des nombres entiers, mais dépendants des nombres indéterminés v et ;. lin etïet, soit, par exemple, C moindre que B, et qu'on mette la formule dont il s'agit sous cette forme
en faisant C = B| et; =j'i; si 2/1 n'est pas plus grand (|ue B,, il est clair que cette formule aura déjà d'elle-même les conditions requises; mais, si an est plus grand que B,, alors on supposera v = my, + Vo, et, substituant, on aura la transformée
(lii
n,^n — »iB,,
B, = mni, - 2 mn H- B = "'.7 ^ •
Or, comme le nombre m est indéterminé, on pourra, en le supposant entier, le prendre tel que le nombre n -~ /«B, ne soit pas plus grand
I2G vimmoNs \.i\ I'Li:mems i» auikiikI' i»kli.i:u.
(|iii' - K,; alors mi, ne surpassora pas 15,. Ainsi, si j.ri, nv siir[)asst!-.pas
non plus 1?^, la iransforinéc prt'ci'dfnto sera ilrjii dans le cas (|ii'on a en vue; mais, si 2/1, est plus i^rand que \)., on ciinlinucra alors à supposer y, = //i| >^ -■- Tj, ce (|ui donnera la nouvelle translorniée
où
; «;= n, — ni, I?;, ■ ■
On delerniinera le nombre enlicrM,, en sorle (jue n, — /«.B^ ne soil
pas plus i;rand (juo — > moyennant (pioi v.ri, ne surpassera pas W,: de
sorte (|ne l'on aura la transformée elierehée, si 2n., ne sur|)assc pas non plus H3 ; mais, si :>.ri., .surpasse B3, on supposera de nouveau y„ = m^y^ -f-_Vi. ete.
Or il est visible ([ue ces opérations ne peuvent pas aller à l'infini ; eai-, puisque y.n est plus ijrand (]ue 1?, et (jue ^.n, ne l'est pas, il est elair que /;, sera moindre que /i; de mi'me, y.n, est plus i;raiid (|ne B^, et ?.n. ne l'est pas; done/f^ sera moindre (|ue n,, et ainsi de suite, de sorte qui' les mimbres n, n,, «.,,... formeront une suite (b'eroissanle de nond)re> entiers, hupielle ne pourra par consé(|uenl pas aller;» l'inlini. On parviendra donc néeessairement à une formulé où le eoetlieient du terme moyen no sera pas plus grand que ceux des deux termes extrêmes, et (|ui aura d'ailleurs les autres propriétés (|uc nous avons énoncées ci-dessus, ce ipii est évident par la nature même des transformations pratii|uees.
Pour facillti'r la Iransfiirmaliun de la l'niuiuie
C_>-'— 2nrz -h li'z' en crile-ci
je désigne pai- |J le |dus grand des deux coellicients extrêmes (j et B, el
par D, raiitrc coellicient; e{,vicei-ersa, je désigne par 0 la variaLle dont le carré se trouvera multiplié par D, et par 5, l'autre variable; en sorte que la formule proposée prenne cette forme
D,5'— 2ne5,+ D5;,
OÙ D, soit moindre que D; ensuite je n'aurai qu'à faire le calcul suivant :
"t = rr' «1 = n — ni U,, U.— — !— — , 5 = m 0, -+- 9„
w, = jT-5 n, — n, — m,D,,, D, = — =r — , 0, = m, 9, -4- 63,
'":=j7-5 n, =:«. — m,D,, D, = — ^— — , 0,^= m,Oi + S^,
OÙ il faut bien remarquer que le signe =, qui est mis après les lettres //<, m,, m,,..., n'indique pas une égalité parfaite, mais seulement une égalité aussi approchée qu'il est possible, en tant qu'on n'entend par m, m,, m,,... que des nombres entiers. Je n'ai employé ce signe = que faute d'un autre signe convenable.
Ces opérations doivent être continuées jusqu'à ce que, dans la série», «,,«2...., on trouve un terme, comme «p, qui (abstraction faite du signe) ne surpasse pas la moitié du terme correspondatil Dp de la série D,, Do, D3,..., non plus que la moitié du terme suivant Dp+,. Alors on pourra
faire
Y)=U n.= \, D,^,= M, ei 0==.!/, Vi=4'
ou bien
D.r^M, I)j^, = L, et 0,= l, 6j+,= 'l'.
Nous supposerons toujours par la suite qu'on ait pris pour .M le plus petit des deux nombres D^, Dp+,.
L'équation
C ) = — ? nyz -(- D r= = I
sera donc réduite à celle-ci
us AUDmoNS \i'\ ki.i:mi:ni> d \i.c. i.itiir. i)i:i i.r.u.
„i, >■- _ I.M ^r A. l'I oïl :>N n'fsl ni ~ ■ L ni > M (:il)slr;i(tit>n laite des signes . Or, M ét;uit lo plus polit des doux coollicionls L ot M, (lu'ou niuhiplio loulo l'ôtiuation par co coollioiont INI, el faisant
il osl olair (ju'oile se rliangcra ou oollo-oi •y.- A;'^ M,
(liius huiuollo il nitidra niainloiiaul distiu^uor les doux (;as de A posilil cl il- A noi,'alit'.
Suit :
i" A no^iitif ot — (i, a ilani un muuliif [xisitil : roijualinn sera donc
Or, oonnuo N" L.M =^ A, lui aura a - l,>F — N'; d'(u"i i'dii voit d'alxird (juo les nouiliros L ol M ddivoiit olro do uiouio sii;ue; d'ailleurs :^i\ ne
doit être ni L ni M; doue .\-' no sera pas ■ ',-: donc « = on
^ ■ ', I.M; ot, puis(iuo M est supposé nioiiulro ([uo I., ou au moins j)iis pins grand ijuc L, on aura ;i pins l'orlo raison «= ou ^ yM^\ doue
.M = ou < v/^'i <l'>nc M ■< -.^^ s a. Ou voit par l;i (\ui' ro(|uation
no saurait subsister dans l'Iiypotlièso (|no •,> ot c soient dos nombres eii-
liois, il moins (pie l'on ne fasse : = o el v'^ = M, ce (jui demande (]uo.M
soi! un uomliic caiio.
Supposons donc .M = ;;.-, ot l'on aura z = n, ii = ^ a; donc, |)ar l'é-
(jualion
1/ M'>-Nï,
lj.''^=±lj., ol par rons(''(|ucnt >\i = ±
(le sorte que <|> ne saurait être un nombre entier, comme il le doit (livp.). à moins que jut, ne soit égal à l'unité, soit =±i, et par conséquent M = I.
De là je tire donc cette conséquence, que l'équation proposée ne saurait être résoluble en nombres entiers, à moins que M ne se trouve égal à l'unité positive. Si cette condition a lieu, alors on fera ï = o, di = ± i . et l'on remontera de ces valeurs h celles de y et z.
Cette méthode revient, pour le fond, au même que celle du n"67, mais elle a sur celle-là l'avantage de n'exiger aucun tâtonnement.
2° Soil maintenant A un nombre positif; on aura A = N' — LM; or, comme N' ne peut pas être plus grand que A~i il est clair que l'écjuation ne pourra subsister, à moins que — LM ne seit un nombre positif, c'est-à-dire que L et M ne soient de signes différents. Ainsi A sera nécessairement < — LM ou tout au plus = — LM, si N = o, de sorte qu'on aura — LM = ou < A, etpar conséquentM- = ou < A, ou M = ou < y A.
Le cas de M = \/A ne peut avoir lieu que lorsque A est un carré; par conséquent ce cas est très-facile à résoudre par la méthode donnée plus haut (n** 69).
Reste donc le cas où A n'est pas carré et dans lequel on aura nécessairement M < yA (abstraction faite du signe de M); alors l'équation
sera dans le cas du Théorème du n° 38, et se résoudra par conséquent par la méthode que nous y avons indiquée. Ainsi il n'y aura qu'à faire le calcul suivant :
P, =:QÎ-A,
l;l(i \ EDITIONS vr\ KLKMKMS DALCÈlilU: DKri.KU. ([iron rniitiiiin'i ;i jiiS(|ii'à ci' (\ur deux h'iincs con'i'spoiulMiils do l;i prcmiiTt' v\ ili' la si'CiiiiiK' sorie rcparaissnit ciisciuIjIc, on hioii jiis(|irà ce
i|Ui' dans la sfiie P,, F^;, Pj il se trouve un terme égal ii l'unilé posi-
livi', c'i'sl-à-dire " P,/, car alors Ions les leiines suivants reviendront dans le nièuii' ordre dans cliacnne des trois séries (n°37). Si dans la
-erie Pp. p.. 1*3 il se trouve nu terme éijal à M, on aura la résolution
de l'eipialion proposée; ear il n'v aura (ju'ii prendre pour v et ç les
termes correspondants di's séries />,, />.., /;., ; q,, q., q ^ calculées
d'après les l'ornuiles du n" 25: et même on pourra trouver une inlinité de \;ileurs satisfaisantes de -j et ç, en continuant h l'inlini les mêmes séries.
Dès (pi'on eounailra deux valeurs de u et z, on aura, par réi|nation
eelle de '^, laquelle sera aussi toujours égale à un noiuhre entier; ensuite on |)Ourra remonter de ces valeurs de £ et ij>, c'est-à-dire de {/p^, et 5,,. à celles de 0 et î,, ou bien dejel de z (n° 70).
.Mais si, dans la sei'ie P, , P., P;, , il n'v a aucun terme (|ui soit = .M,
on en conclura lianlimenl (|ue ré(|uation |uoposée n'aduiel aucune solution en nombres entiers.
Il e>l bcui d(,' reman|Uir ([ue, comme l;i série l'„, P,. 1'^ ainsi (|Ui'
les deux autres Q„, Q,, Q;.,,... et [j., ij.,, y.^ ne dé[)eiul (jue du
nombre .\, le calcul une fois fait pour une valeur donnée de A servira pour tontes les éi|uations où A, c'est-à-diic /;- - Œ, ani'a la même valeur; et c'est en quoi la inétliode précé(Ient(^ est préférable à c(dle du n" 08, (|ni exige un nouveau calcul pour clia(|ne équation.
Au reste, tant (|ue .\ ne passera pas loo, ou pouira faire usage de la Table i\\\f nous avons donm'e au n° il, laquelle contient pour (dia<|ue
radic;d \ A les valeurs des termes des deux séries P„, — P,, P,, — Pj
et y., •;., , y.j,y. , cou tin nées jus{|u'ii ce (| ne l'un des ternies P, , P^, P^,...
ilevieniie — i , après (pioi tous les termes suivants de l'une el de l'autre série reviennent dans le même ordre; de sorte (ju'on pourra juger sur-
le-cliaiiip, p;ir le moyen de cotte Ta!)Ie, de la résulubilité de l'équation
De la manière de trouver toutes les solutions possibles de l équation Cy- — 2nyz -h B:;'- ^ i, lorsqu'on n'en connaît qu'une seule.
72. Quoique, par les méthodes que nous venons de donner, on puisse trouver successivement toutes les solutions de cette équation, lorsqu'elle est résoluble en nombres entiers, cependant on peut parvenir à cet objet d'une manière encore plus simple, que voici :
Qu'on nomme/) et q les valeurs trouvées de _v et z, en sorte que
l'on ait
Cp-— inpq -I- Bç-= I,
et qu'on prenne deux autres nombres entiers ret^, tels que/)5 — qr = \ (ce qui est toujours possible, à cause que/; et q sont nécessairement premiers entre eux) ; qu'on suppose ensuite
y := pi -i- ru, z = ql -i- su,
/et w étant deux nouvelles indéterminées; substituant ces expressions
dans l'équation
Cy-— iny-z -*- Bz== i ,
et taisant, pour abréger,
P ^ Cp' — inpq -f- B(y%
Q = Cpr — Il ips -4- cjr -+- Bqs, Il =1 Cf' — 2nrs -+- Bs^
on aura cette transformée
P/--H iQiu -t-R«'=i.
Or on a (liyp.) P = i; de plus, si l'on nomme p et a deux valeurs
de ret s qui satisfassent à l'équation ps ~ qr= i, on aura, en général
r = p -I- nip, i = (7 -H nuj,
\:\ù MumioNS u'\ km:mi:nts d'M.c.kiuu: d'euleh.
//M'Iaiil un iiiiiiil)ic (|iiolcon(iii(' cnlii'r; iloiic, iiifUiuil ces valmirs dans ri^\|iit'ssion (lo Q. cllo (Icv'u'ndi'a
(J =; C/)fy — /( /» 3- t- (/p -+- R (/ 7 -I- m P ;
(If sdiic (|ni'. conimc P = i , on pourra rendre Q ^ o, en prcnanl
m=:^ — Cpçj -i- Il 1)7 -^ (jp — M/J'y.
.Maintenant je remarque fine la valeur de Q- — PU se rednil i après les substitutions et les rédactions) à eelle-ei
h'— CB jis — <//••';
de sorte que, eonmie/w— qr =^ \ , on aura
cl I;ii-ant P=i et Q — ", il viendra - 1{ = A, savoir R= — A;
:iinsi l'cqualiou transfdrniée ci-dessus se changera en celle-ci
/•— Ah'=i ;
or, comme v, :,/>. y, /• et s sont, par l'iiypotlièse, des nombres entiers, il est l'acile de voir que / cl u seront aussi des nombres entiers; car, en tirant leurs valeurs des équations
y = pi -\- ru, z -- (jl -1- su.
^ _ sy— rz ^^ ijy — pz ^ ps — tjr qr — ps
r'est-ii-dire, ii cause de/AV — lyr = i ,
t ~ s y — rz, u= pz — qy.
Il n'y aura donc qu'à résoudre en nombres entiers l'équation
/'— Am'= I,
et ciiafine vajrnr dr / et de » dunin'ra de nouvelles valeurs An y et z.
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En effet, substituant dans les valeurs générales de r et 5 la valeur du nombre m trouvée ci-dessus, on aura
;■= p II — C/>'( — Bpqv-h np (pa- ■+■ qp), 5=: o-;i — B^-) — Cpqp -i- nq[p(7 -i-qp)
ou bien, à cause de Cp- — 2 npq + B y- = i ,
/•= (Bg — np) (qp —ps] =— Bg -f- np, s=z{Cp — nq] [pa — qp)^= Cp — nq.
Donc, mettant ces valeurs de ret s dans les expressions ci-dessus de/ et::, on aura, en général,
y=^ pt — [Bq — np) u, z =^ qt -h (Cp — nq) u.
Tout se réduit donc à résoudre l'équation
Oi':
i*^ Si A est un nombre négatif, il est visible que cette équation ne saurait subsister en nombres entiers, qu'en faisant 11= o et t = i, ce qui donnerait r = /j el z = q; d'où l'on peut conclure que, dans le cas où A est un nombre négatif, l'équation proposée
Cr' — 2 nyz + B s= = i
ne peut jamais admettre qu'une seule solution en nombres entiers. Il en serait de même si A était un nombre positif carré; cai-, faisant
A = a-, on aurait
l -i-au) (t — au) = 1;
donc
l -}-au—±i, et t — au—±i;
donc 2au = o; donc a = o, et par conséquent
i;i'. MUHTIONS M\ KLKMENTS l>M,(; KIUIK D T.ri.Kl!. -!'■' .Mai>. si A f>l un nomluc |><isilil' non carit', alors l'cinialiiui
t>l luiijoiirs siisc'i'iilil)lo (l'une iuliiiité de snUitioiis en nomhios cnlici> M" 37), (|u'on |toul Inuivci- lnutes par les fcuiiinics duiuuM's cidessus n" 71, :>"j; mais il sullira de ti'unver les plus peiiles valeurs de / et II. et pour cela, dt's (|ue l'on sera parvenu, dans la série l',, Pj, !' il un teriui' é|;al à Tunilé, il n'y aura (pi'ii ealeuler, par les (bi^niules du n" 25, les leruu'S eorrespondants des deux séries/;,, p.^p^,...,
el c/,, q.. y, Ce seront les valeurs ehercliéos de /el u\ d'où l'on voit
i|Ue le niénie caleul (]u'on aura fait pour la résolution de l'éiiualion
.sel vira aus^i pour celle de ré(jualioii
Au reste, tant (jue A ne passe pas loo, on a les plus petites valeurs de /et ti toutes calculées dans la Talile {* ) qui est à la fin du Chapitre VII du Traité précédent, el dans la(|uelle les nombres a, w, /; sont les mêmes (|ue ieu\ ipie nou> appelons ici A, / el n.
~\. Ur^si^noiis par /,, //, les plus petites valeurs de /, n dans l'équation /• - A«'=:i; <•! dr luenie (|ue ces valeurs peuvent servir ;i trouver de nouvcdles va- •j Voici encore quelques excmi>lcs, lors(|iie a est plus gninii (|ue loo :
M«-: I..5. oiiiiura ^ ■ •" Si«-^ loo, onaura .„ ' ' ' ,. , '
(//(;; jc/yà-AB ; ■' I "1 158070O7198G249 ;
M '/ • Il j, onauia • ,,„ Si « = iS;, on aura ,.1 ,
( h; =- 1204353; " \m- 4GG98728731849;
«•1 SI n - 30;. il viendra
leurs de y et ;; dans l'équalioii
C)- — inyz +B:;-=:i.
de même aussi elles pourront servir à trouver de nouvelles valeurs de
/ et li dans l'équation
(|ui n'est qu'un cas particulier de celle-là. Pour c«da, il n'y aura qu'à supposer C = i et n = o, ce qui donne — B = A, et prendre ensuite /, Il à la place de j, 3, et /,, h, à la place dep, q. Faisant donc ces substitutions dans les expressions générales dey el z du n° 72, et mettant dr plus T, U à la place de t, u, on aura, en général,
et piiur la détermination de T et U l'équation
qui est semblable à la proposée.
Ainsi on pourra supposer T = /, et U = u,, ce (|ui donnera
Nommant donc t., a, les secondes valeurs de ^ et 11, on aura
.Maintenant il est clair (ju'on peut prendre ces nouvelles valeurs t,, 1/., à la place des [)remières t,, u, ; ainsi l'on aura
t =Tl, -^- AU»., u — Tii,-^ U/,,
où l'on peut supposer de nouveau T — /,, L' = «,, ce (|ui donnera / = /, /, ■+- A M, ii„ u = l, u, -t- M, /..
I3li AUDITIONS AL\ KLKMKNTS I) A L(i Llî lU' DEULKU.
Ainsi on aura de noiivt'lk's valcms de / cl //, l('s(Hic!U's seront
/j -_= /, /, -h Ak,h, =; /, /; + 3 Ah; , (/ = /, H- -(- ;^, /, ~ H, (3/; -4- A m; '' ,
iT ain>i de suilr.
T."). i.a nu'lliodc iirrci'dcnlc ne l'ail Ironvcr (jUi' succcssivciiifnl les
vali'urs /;, Lj,... ; a.., ir^ Voyons niainlcnaiil conuiiciil on pcnl i;(!nt'-
ralisfi' ci'tU- rei'liL'rclic. On a d'abord
/ -^ T /, + AU «,, Il =- T «, + U /,,
d'oii ji' liit' ifUr coniliinaison
l diii ^\--z.(l,±i,, y A 1 'T±:UvÂj;
donc, >u|)|iosanl T = /, cl U = //,, on aura
Qu'on niclli' a [iréscnl ces valeurs de /;. cl u-, îi la place de celles do /, el lt^ , on aura
/±«v'Â .-^ (/.±«,v''à)'(t±Uv/â),
où, l'aisanl de nouveau T — /, el U — «,, el noninianl l.^. ii.^ les valeurs lésullanles de / el u, il viendra
lr—u.\jK^ {l,±.u,\j's.)\
On trouvera de même
/,db/^v'A — (/,±m,vA/, el ainsi de snile.
Donc si, [Kiiir plus de simplicilé, on nomnu' mainlenanlTet U les premières el plus petites valeurs de /, m, ([ue nous avons nommées ei-dcssus /,, //,, on aura, en j;onéral,
/±hVA = (T±UvÂ/".
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m étant un nonil)re quelconque entier positif; d'où l'on lire, à cause de l'ambiguïté des signes,
, (T + Uv'Âr+fT-Uv'Â)'" t — — — ,
(T + UvÂ)"-(ï-uv/Âr
Quoique ces expressions paraissent sous une forme irrationnelle, cependant il est aisé de voir qu'elles deviendront rationnelles, en drveloppant les puissances de T ± UyA; car on a, comme l'on sait,
- il (':
Donc l = T- + '"""-'' AT"- U= + ,nlm-,){m-..]{m-y ^^,_^,„_, ^, ^ _ _
i. = mT-'U+'"^»-'^'>"-^iAT"-U3+"''>"-'^<"'-;-^/"!-^^-"^-^'A'T"--^L^^.
OÙ l'on pourra prendre pour m des nombres quelconques entiers positifs.
Il est clair ([u'en faisant successivement m= i, 2, j, 4 on aura
des valeurs de l et u qui iront en augmentant.
Or je viiis prouver que l'on aura de cette manitM'e toutes les valeurs possibles de ( et 11, pourvu (jue T et U en soient les plus petites. Pour cela il suffit de prouver qu'entre les valeurs de t et n qui répondent à un nombre quelconque m, et celles qui répondraient au nombre suivant ^ -h I, il est impossible (|u'il se trouve des valeurs intermédiaires qui puissent satisfaire à l'équation
Prenons, par exemple, les valeurs r^, u.^, i\m résultent de la supposition de m — 3, et les valeurs /,. //,, (|ui résultent de la supposition m =4. et soient, s'il est possible, d'autres valeurs intermédiaires 5 du, VIL '8
lo.s \iiiiiiioNs \r\ i:i.i:mi:nts DAi.ciKitiu-: i» ki;i.kk.
iini s;itisl':issL'iU aussi à réi|iialion
r— Am= I,
l'iiis(|Ut' l'on a
/•—A «3 = 1, /J— AhJ = i, 0— Ai;" I,
oïl ;uir:i
'r—t\~-\ y— II]', cl l]-~Or-\ //;— -j'';
iVoii l'ciii vdil (jiic. si 5 ; /j cl ;/i, on aura aussi n > //j et < «j. De plus, un aui'a aussi ces autres valeurs de t et u, savoir
/ r= 0/, — A jf/,. ti =z/jt(,— -jl,,
<jui salisleidut à la même é(iualii)ii
( ar, en los y suhslitiianl, on aurait
Ol. — \jll, '—A ul, — (/«,'■=; 6-- A;.') (/» — A MÎ 1 — I.
e(|ualion i(leuli(|ue il cause de liyp.)
(_)r ie> deux deruii-res é(|uatiniis donnent
/, + lu v'A
donc, mettant dans l'expression de ii=$u^ — vl;, à la place de 5,
-1 \ A -i -■, l'A à la place de /., //^ v A H => on aura
t- Uy'A /, 4- H. V^A
de même, si l'on considère la ([uantilé /^i/^ — //, /,, elle pduira :iussi, ;i cause de l:, — \u^ = i , se mellre sous la l'ormi'
i> 4- «j Va /. + «. v'A
Or, il est facile de voir que la quantité précédente doit être plus petite que celle-ci, à cause de 5 > /, et u >■ ^^3 ; donc on aura une valeur de M, qui sera moindre que la (juantilé fsU-, — u^ i^; mais cette quantité est égale à U; car
, (T + Uv/A)V(ï-UvÂ)' '3 ?
^ ^ (T+Us/Â)'+(T-UvÂ)'^
(T-f-Ui/Â)'-(T-Uv/Âj'
(T-hUvÂj' — fT-UvÂi' «i = = »
fï — U V a/ fT -h U v'AV -fT - U V a/(T -H U v'a)'
h".— li «3 = ^^ ^ = '1
2vA
de plus,
(T — U s/Â/ (T + U v'Â / = (P - AU'?=: I,
puisque T^— AU^ = i (liyp-); donc
(T - U v'Â)' (T + U v'Â)' =ï -^ U v'Â, (T-Uv'Â)'(T-+-UvÂ/ = T-Uv/Â,
de sorte que la valeur de t^u-, — u^t., se réduira à
2UvA-
U s'ensuivrait donc de là qu'on aurait une valeur de m< U, ce ([ui est contre l'hypothèse, puisque L est supposé la plus petite valeur possible de «; donc il ne saurait y avoir des valeurs de f et u intermédiaires entre celles-ci /,, ^ et «j, ?/•,. Kt comme ce raisonnement peut s'appliquer en général à toutes valeurs de / et u qui résulteraient des formules ci-dessus, en y faisant 7?z égal à un nombre entier quclcon(|ue, on en peut conclure
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que CCS formules rcnlermont effoclivcment tontes les valeurs possibles de / et //.
Au reste, il cstinulilede remarquer que les valeurs de / et de u peuvent être également positives ou négatives; ear cela est visible par l'équation même
/=— Am»=i.
De la manière de trouver toutes les solutions possibles, en nombres entiers, des équations indéterminées du second degré à deux inconnues.
76. Les méthodes que nous venons d'exposer suffisent pour la résolution complète des équations de la forme
mais il peut arriver (|u'on ait à résoudre des équations du second degré d'une forme plus composée: c'est pourquoi nous croyons devoir montrer comment il faudra s'y prendre.
Soit proposée l'équation
ar- -4- brs -t- es"- -i- dr -+- es -)-/"=: o,
oii «, b, c, d, <>, /soient des nombres entiers donnés, et où /et s soient deux inconnues qui doivent être aussi des nombres entiers. J'aurai d'iibord, pai' la résolution ordinaire,
y.fir-hl>s -+- d — y/\bs +</)' — 4a (W -i- es-hf);
d'où l'on voit que la didlculté se réduit à faire en sorte que
{bs+ df — /ia[cs'-h es +f\ soit un carré.
Supposons, pour plus de sinjplicité,
b' — ^ac = A, bd— 7.ae = g, d^ — '\af^=li,
cl il faudia que Ai" + 7.gs -f- h soit un carré; sui)posons ce carré =/%
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en sorte que l'on ail réquation
As- + -2. gs -\- h =: y- ; el, tirant la valeur de s, on aura
de sorte qu'il ne s'agira plus que de rendre carrée la formule Ar-^g^--A/i.
Donc, si l'on t'ait encore
g'-Afl=:B,
on aura à rendre ralionael le radical
v/A/» + B ; c'est à quoi on parviendra par les méthodes données.
Soit \ A V' -H B = X, en sorte que l'équation à résoudre soit
Aj=-f-B = A-;
on aura donc
As -i- g = ±x;
d'ailleurs on a déjà
lar + bs -{- cl = zizf.
Ainsi, dès qu'on aura trouvé les valeurs de x et j, on aura celles de /• et s par les doux équations
Or, comme r et 5 doivent être des nombres entiers, il est visible cju'il faudra : i" que x cly soient des nombres entiers aussi; 2° que ±a — g soit divisible par A, et qu'ensuite ±J— d — bs \c soit par ua. Ainsi, après avoir trouvé toutes les valeurs possibles de x et j on nombres entiers, il restera encore à trouver parmi ces valeurs celles ipii |)ourroni rendre ret s des nombres entiers.
Il:> ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE D'EULER.
Si A c^t un nombre négatif ou un nombre positif carré, nous avons vu que le nombre des solutions possibles en nombres entiers est toujours limité, de sorte que dans ces cas il n'y aura (ju'à essayer successivement poura:etj les valeurs trouvées; et, si l'on n'en rencontre aucune qui donne pour /-et * des nombres entiers, on en conclura (jue l'éciuation proposée n'admet point de solution de celte espèce.
La diiriculté ne tombe donc que sur le cas où A est un nombre positif non carré, cas dans lequel on a vu que le nombre des solutions possibles en entiers peut être infini; comme l'on aurait alors un nombre infini de valeurs à essayer, on ne pourrait jamais bien juger de la résolubilité de l'équation proposée, à moins d'avoir une rèi-le qui réduise le tâtonnement entre certaines limites : c'est ce que nous allons recberclicr.
Puisciu'on a (n
X = ny — B;:,
et (n"72)
y=:pl — ( B g — np : II,
z= qt -h{Cp — nq] u,
il est facile de voir que les expressions générales de r et s seront de
cette forme
a<-i-SM-t-y «,/-f-3iM-4-yi /•= -. -■> s= ~ '-i
0 Oi
a. l'j, y, 'j; cz,, /S,, 7,, ù^ étant des nombres entiers connus, et /, «étant donnés par les formules du n" 75, dans les(|uelles l'exposant m peut être un nombre entier positif quelconque. Ainsi la question se réduit à trouver quelle valeur on doit donner à m, pour (jue les valeurs de ret s soient des nombres entiers.
78. Je remarque d'abord qu'il est toujours possible de trouver une valeur de u qui soit divisible par un nombre (|uelconque donné A; car, supposant u = Aw, l'équation
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ileviendra
r-— AA'w'=i,
laquelle est toujours résoluble en nombres entiers; et l'on trouvera les plus petites valeurs de t et w en faisant le même calcul qu'auparavant, mais en prenant A A" à la place de A. Or, comme ces valeurs satisfont aussi à l'équation
elles seront nécessairement renfermées dans les formules du n" 75. Ainsi il Y aura nécessairement une valeur de m qui rendra l'expression de u divisible par A.
Qu'on dénote cette valeur de w par [jl, et je dis que si, dans les expressions générales de t et u du numéro cité, on fait m — 2 p., la valeur de u sera divisible par A, et celle de l étant divisée par A donnera 1 pour reste.
Car, si l'on désigne par T, et U, les valeurs de / et u où m = ;j., el par To et Uj celles où m = 2 a, on aura (n° 75)
T,±U, v'A = (T±Uv/Âf,
T=±:U,VÂ = (Td=Uv'Âr;
donc
(T,±:U, v'Aj' = T,±U,vÂ.
c'est-à-dire, en comparaiil la partie rationnelle du premier membre avec la rationnelle du second, et l'irrationnelle avec l'irrationnelle,
T,z=ï;-(- AU = , U: = 2T,U,;
donc, puisque U, est divisible par A, U,, lésera aussi, et To laissera le même reste que laisserait TJ; mais on a Tf — AUJ = i (bvp.) : donc T7 — [ doit être divisible par A et même par A-, puisque Uj l'est déjà; donc T j et par conséquent aussi Tj, étant divisés par A, laisseront le reste i . Maintenant je dis que les valeurs de t el m qui répondent à un exposant quelconque m, étant divisées par A, laisseront les mêmes restes
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(|ii(' les viilcurs do / et u ^\n\ répondraient à l'exposant m-{- a/x; car, désijinant ces dernières par 0 et v, on aura
/±«v/I=(TdzUs/Âj", donc
Mais MOUS venons de trouver ci-dessus
T,±:U,v''A=(T±Uv'Â)"';
donc un aura
e±:uv'Â=('±«V^Â)(T\ii:U,v'Â),
d'où l'on lire, en faisant la multiplication et comparant ensuite les parlies rationnelles ensemble et les irrationnelles ensemble,
0 = /T.-+-A«U„ u = t\],-^ul,.
Or Uj est divisible par A, et T^ laisse le reste r ; donc 0 laissera le même reste que /, et v le même reste que //.
Donc, en général, les restes des valeurs de / et u répondant aux exposants m -\- zjx, m -+- 4,y., m ■+- 6a,... seront les mêmes que ceux des valeurs qui répondent à l'exposant quelconque m.
De là on peut donc conclure que, si l'on veut avoir les restes provenant de la division des termes /,, t.,, t^,... et u,, u.,, u^,... qui répondent a m = I, 2, 3,... par le nombre A, il suflira de trouver ces restes juscju'aux termes l..^ et u^^ inclusivement; car, après ces termes, les mêmes restes reviendront dans le même ordre, et ainsi do suite à l'infini.
Quant aux termes /o^et j/j,!, auxquels on pourra s'arrêter, ce seront ceux dont l'un ii^^ sera exactement divisible par A, et dont l'autre r^^ laissera l'unité pour reste; ainsi il n'y aura qu'à pousser les divisions jusqu'il ce (|u'on parvienne aux restes i et o ; alors on sera assuré que
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les termes suivants redonneront toujours les mêmes restes que l'on a déjà trouvés.
On pourrait aussi trouver l'exposant 2 y. a priori; car il n'y aurait (|u'ii faire le calcul indiqué dans le n°71 , 2", premièrement pour le nombre A. et ensuite pour le nombre AA^; et, si l'on nommera le numéro du terme de la série P,, P,, P^,... qui, dans le premier cas, sera = i, et & le numéro du terme qui sera = i dans le second cas, on n'aura qu'à chercher le plus petit multiple de ra et de o, lequel, étant divisé par -, donnera la valeur cherchée de y..
Ainsi, si l'on a, par exemple, A = 6et A — 3, on trouvera dans la Table do n°41, pour le radical y 6,
P„z=I, p, =_5>., Pj=i;
donc ra = 2; ensuite on trouvera dans la même Table, pour le radical v'6.9 = \54,
P,= i, p, = _5. P, = 9, P3 = — 2, P. = 9, P, = — 5, Po=i;
donc j5 = 6; or le plus petit multiple de 2 et 6 est 6, qui, étant divisé par 2, donne 3 pour quotient, de sorte qu'où aura ici a = 3 et 2'ji = 6.
Donc, pour avoir dans ce cas tous les restes de la division des ternies /,, /ï, /j,... et Uf, Un, Wj,... par 3, il suffira de chercher ceux des six premiers termes de l'une et de l'autre série; car les termes suivants redonneront toujours les mêmes restes, c'est-à-dire que les septièmes termes donneront les mêmes restes que les premiers, les huitièmes les méme.s restes que les seconds, et ainsi de suite à l'infini.
Au reste, il peut arriver quelquefois que les termes t^. et «^ aient les mêmes propriétés que les termes ^2(iL'tH..pL, c'est-à-dire que u,i soit divisible par A, et que t^^ laisse l'unité pour reste. Dans ces cas on pourra s'arrêter à ces mêmes termes; car les restes des termes suivants /p,+,, z^^,
'V+i' "IJ.+2'-'- seront les mêmes que ceux des termes /,, /.,..., //,, //.,,.... et ainsi des autres.
En général, nous désignerons par M la plus petite valeur de l'exposant m, ([ui rendra / — i et u divisibles par A.
Vil. 19
Ii« APOiTIONS AUX ÉLÉMENTS D'AI.GÈBHE D'EULER
79. Supposons maintenant que l'on nii une expression quelconque coniposéo de / et it et de nombres entiers donnés, de manière qu'elle représente toujours des nombres entiers, elciu'il s'ai;isse de trouver les valeurs (ju'il i'audr;iit donner à l'exposiinl m, pour (|ue eetle expression devienne divisible par un nombre queleon(]ue donné A; il n'y aura (|u'à l'aire snecessivemcnl m = i, 2, 3,... jusqu'à M; et, si aucune de ces suppositions ne reinl l'expression proposée divisible par A, on en conclura liardiment (ju'elle ne peut jamais le devenir, quebpies valeurs (|u'on donne à m.
.Mais, si l'on trouve de cette manière une ou plusieurs valeurs de m (|ui rendent la proposée divisible par A, alors nommant N cbacune de ces valeurs, toutes les valeurs possibles de m (\m pourront faire le même
elTel seront
et, eu général,
), étant un nombre entier quelconque.
De même, si l'on avait une autre expression composée de même de t, H et de nombres entiers donnés, laquelle dut être en même temps divisible par un autre nombre quelconque donné A,, on cbercberait pareillement les valeurs convenables de M et de N, que nous désignerons ici par M, cl N,, et toutes les valeurs de l'exposant m qui pourront satisfaire à la condition proposée seront renfermées dans la formule
"/., étant un nombre quelconque entier. Ainsi il n'y aura plus qu'à cbercher les valeurs qu'on doit donner aux nombres entiers >. et ).,, pour
que Ton ait
savoir
é(|uatioii résoluble par la métbode du u" 42.
Il est maintenant aisé de faire l'application de ce tjue nous venons de
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ilii'c au cas du n" 77, où los expressions proposées sont de la loriiie
aZ + Sw-l-y, a,/ + ^,;< -h y,,
et les diviseurs sont n et c?,.
II faudra seulement se souvenir de prendre les nombres / et // successivement en plus et en moins, pour avoir tous les cas possibles.
Exemple I.
Soit propose de rendre rationnelle cette quantité
y 3o -(- 62s — 7 4-, en ne prenant pour s que des nombres entiers. On aura donc à résoudre cette équation
3o -f- 62* — '^ s- ^.)"', !ai|Lielle, étant multipliée par 7, peut se mettre sous cette fornn-
7.30 + ;3i;'— >« — 3i == 7j=, ou bien, en faisant 75 — 3i = .r et transposant,
a'''=:ii7i — 7j-, ou jr=+ 7 ')■'= 1 17 I .
Cette équation est donc maintenant dans le cas du n" 64, de sorte qu'on aura A ^ — 7 etB= 1 171 ; d'où l'on voit d'abord que jet B doivent être premiers entre eux, puisque ce dernier nombre ne renferme aucun facteur carré.
On fera, suivant la métliode du n" 65,
X - ny
et il faudra, pour que l'équation soit résoluble, (|ue l'on puisse trouver pour/i un nombre entier, [tosilif ou négatif, non ^ -. c'est-à-dire non > 58G, tel que n- — A ou «• -h 7 soit divisible par B ou par 1171.
I'i8 ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGKBRE D'EIILER.
Je trouve /i = ± 32i, ce qui (loiiiie n' +7 =1171 .88; ;iinsi jo siihsiituc dans l'équalion précédcnle zt'5'j.iy — 1171s à la plaee do a-, moyennant quoi elle se trouve toute divisible par 1 171, et la division
l'aile, elle devient
88_;- rp 6^7. j-z + 1 1 7 1 2' =: 1 .
Pour résoudre eette écjualion je vais faire usage de la seconde méthode exposée dans le n" 70, parce qu'elle est en efTet plus simple et plus commode que la première. Or, comme le coefficient de j' est plus petit que celui de =-, j'aurai ici D= 1 171, D, = 88 et « = rh 32i ; donc, retenant pour plus de simplicité la lettre^ à la place de d, et mettant y, à la place de :;, je ferai le calcul suivant, où je supposerai d'abord /( = 32 1 :
nï,=r • -^ — S, «,= — il+J.Il=:2,
/Hj= - = 2, «3=2 — 2.1 = 0,
Di— ' =1, j,= — 3,r, + /„
Puis(jue n.j = o et par conséquent < — et < — S on s'arrêtera ici et l'on fera
D=M = i, D,= L=r7, rt3=:o = N, cl y, = l, y\—'^,
■A cause que Dj est < D,.
Maintenant je remarque que, A étant = — 7, et par conséquent nétjalif, il faut, pour la résolubililé di; l'équation, que l'on ait M = i; c'est ce que l'on vient de trouver, de sorte qu'on en peut conclure
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d'abord que la résolution est possible. On supposera doncç = j, = (),
'i =z Vi = ± t ; et l'on aura, par li's tbmiules ci-dessus,
les signes ambigus étant à volonté. Donc
:r =: 32 ij- — I i-j I 2 =rf: 18,
et conséqueninient
-T- 3 1 31 = 18 1 3 iq =- — ^^ — = — , ou =i^'=7.
Or, comme on exige que la valeur de s soit égale a un nombre entier, on ne pourra prendre que s = ~.
Il est remarquable que l'autre valeur de s, savoir — • quoi(iue fractionnaire, donne néanmoins un nombre entier pour la valeur du ladical V^o-t- 62 s — -js'-, et le même nombre i [ que donne la valeur s — ■]: de sorte que ces deux valeurs de s seront les racines de l'équation
Nous avons supposé ci-dessus n = "iii; or on peut faire également rt = — 321 ; mais il est facile de voir d'avance que tout le cjiangemeni qui en résultera dans les formules précédentes, c'est que les valeurs de m. m,, m., et de n,, n.;, cliangeront de signe; moyennant ({uoi les valeurs de r, et de j deviendront aussi de dilVérents signes, ce (jui ne donnera aucun nouveau résultat, puisque ces valeurs ont déjà (relles-mèmes le signe ambigu ±.
Il en sera de même dans tous les autres cas, de sorte (ju'on pourra toujours se dispenser de prendre successivement la valeur de n en plus et en moins.
La valeur .s- = 7, que nous venons de trouver, résulte de la valeur de /< = ± 32 1 ; on pourrait trouver d'antres valeurs de s, si l'on trouvait d'autres valeurs de n (|ui eussent la condition recpiise; mais, comme le diviseur 3 = 1171 est un nombre premier, il ne saurait y avoir d'autres
130 ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS DAlAiÉBUli DEULEK. valeurs de n de la même qualité, comme nous l'avons démontré ailleurs \Mèmoires de Berlin pour l'année 17G7, page 194 (*)], d'où il fautconilure (|ue le nombre 7 est le seul (jui puisse satisfaire à la question.
J'avoue, au reste, qu'on peut résoudre le Problème précédent avec plus de facilité par le simple tâtonnement; car, dès qu'on est parvenu à l'é- (juation
ar'= I 171 — '])•'',
il n'v aura qu'à essaver poury tous les nombres entiers dont les carrés multipliés par 7 ne surpasseront pas 1 171 , c'est-à-dire tous les nombres
Il en est de même de toutes les équations où A est un nombre négatil ; car, dès qu'ouest arrivé à l'équation
ou. l'u faisant A = — a,
x' = B — ay',
il est clair (jue les valeurs satisfaisantes dey, s'il y en a, ne pourront se trouver que parmi les nombres <l/—- Aussi n'ai-je donjié des méthodes particulières, pour le cas de A négatif, que parce que ces méthodes ont une liaison intime avec celles qui concernent le cas de A positif, et que toutes ces méthodes, étant ainsi rapprochées les unes des autres, peu veii t se |»réter un jour mutuel et acquérir un plus grand degré d'évidence.
ExEMPLi: II.
81. Donnons maintenant quelques Exemples pour le cas de A positif, et soit proposé de trouver tous les nombres entiers (pt on jmitrra prendre pour Y, en sorte que la quantité radicale
v'i3y'+ 101 devienne rationnelle.
(*) OEuvrcs de Ltigrange, I. 11, p. 377.
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On aura ici, n" 64, A = i3, B = loi , et l'équalion à résoudre eu riiliors sera
:r' — l3 )■'= lOi,
ilaiis laiiuulle, à cause que loi n'est divisible par aucun carré, j' sera nécessairement premier à lOI.
On fera donc in" 65)
X = nj- — lois,
<'t il faudra que n- — i3 soit divisible par loi, en prenant n < — •< jr . Je trouve n = 35, ce qui donne
/;'i==I-225, el II- — |3 = I2I2 =; lOI . 12;
ainsi l'on pourra prendre « = ± 35, et substituant, au lieu de ,r.
± 35v — loi :;, on aura une équation toute divisible par toi , qui, la
division faite, sera
12 ) -ni: 70 )-s + loi s-z= I.
Employons encore, pour résoudre cette équation, la métliode du n" 70; faisons D, = 12, D — loi, « = zh 35; mais, au lieu de la lettre 5. nous conserverons la lettre r, el nous changerons seulement r en v, , comme dans l'exemple précédent.
Soit : 1° « = 35; on fera le calcul suivant :
C.omnie n^= o et conséqueniment ■< — et < —S on s'arrêtera ici et l'on aura la transformée
D,j- — 2«:.r.;-3 -t- D.jl = I , ou bien
I;i(iiicllc, étant rinluitc à ci-llc forme
sera susceptible tle la iiiétliode du n" 71, 2"; ot, coiunic A— i3 est < 120, on pourra l'aire usage de la Table du n" 41.
Ainsi il n'y aura qu'à voir si, dans la série supérieure des nombres (|ui répondent à \ \ 3, il se trouve le nombre i dans une plaee paire; car il laut, pour que l'équation précédente soit résoluble, que dans la série F„, I',, I'm... il se trouve un terme =— 1 ; mais on a 1\ = i, — P, = 4. 1*2 = 3,...; donc, etc. Or, dans la série i, 4. 3, 3, 4, 1...., on trouve justement i à la sixième place, en sorte que P5 = — i ; -donc on aura une solution de l'éiiuation proposée, eli prenant j)'3 = /J5, et j? — 5^5, les nombres p., q. étant calculés d'après les formules du n° 25, en donnant à a, iJ.,, [u,... les valeurs 3, i, i, i, 1,6,... qui forment la série inférieure des nombres répondant à y i3 dans la mémo Table.
On aura donc
Pi = Ps+fh— II, q, = q3 + q, — '3,
Pi=p, +p:,= 18, Çi=Ç4 + (/3-5.
Donc >':, = iS et V; = 5; donc
Nous avons supposé ci-dessus n = 35, mais on peut aussi prendre ri — — 35.
Soit donc : 2° « = — 35; on fera
ainsi l'on aura les mêmes valeurs deD,, Dj cln., qu'auparavant, de sorte que la transformée en Vj et j, sera aussi la même. On aura donc aussi 1-3 — 18, et n = 5; donc
j-, = — 7, + j3 = i3, et j= — 3j, -I- j-,=z_34.
Nous avons donc trouvé deux valeurs dey avec les valeurs correspondantes de y, ou :;, et ces valeurs résultent de la supposition de « = ± 35; or, comme on ne peut trouver aucune autre valeur de n qui ait les conditions requises, il s'ensuit que les valeurs précédentes seront les seules valeurs primitives que l'on puisse avoir; mais on pourra ensuite en trouver une infinité de dcmées par la méthode du n° 72.
Prenant donc ces valeurs de y et :; pour/? et q, on aura, en général (numéro cité),
y = 74' — (loi .23 — 35. 74) " = 74' + 267 u, z=iiZt-i-[ 12.74 — 35.23) M = 23/ + 83«<,
ou
2 =: i3/ -H ( — 12.34 -i- 35. i3) M^ i3 / + 47 «, et il n'y aura plus (ju'à tirer les valeurs de t et u de l'équalioii
Or ces valeurs se trouvent déjà toutes calculées dans la Table qui est à la fin du Chapitre YII du Traité précédent; on aura donc sur-le-chanij) / = 649 et u = 180; de sorte que, prenant ces valeurs pour T et U dans les formules du n" 75, on aura en général
_ (649-Hi8ov/i3)"'— (649 — iSov'iS)'"
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où l'on |touna doiiiior ;i m telle valeur qu'on voudra, pourvu (lu'on ne
prenne que des nombres entiers positifs.
Or, comme les valeurs de / et u peuvent être prises tant en plus (ju'en moins, les valeurs de y (|ui peuvent satisfaire a la question seront toutes renfermé(>s dans ces deux formules
r- = db34f±:i23«,
les signes ambigus étant a volonté.
Si l'on fait m — o, on aura f = i et m = o; donc
et cette dernière valeur sera la plus petite qui puisse résoudre le Problème.
Nous avons déjà résolu ce même Problème dans les Mémoires de Berlin pour l'année 1768, page 243 (*); mais, comme nous y avons fait usage d'une métbodc un peu dillerente de la précédente, et qui revient au même pour le fond (lue la |)reniière méthode du n" 66 ci-dessus, nous avons cru devoir le redonner ici, pour que la comparaison des résultats, (|ui sont les mêmes par l'une et l'autre niélbode, puisse leur servir de confirmation, s'il en est besoin.
EXF.AIPI.E III.
82. Soit proposé encore de trouver des nombres entiers qui, étant pris pour y, rendent rationnelle la quantité
On aura donc à résoudre en entiers l'équation
ilans laquelle y sera premier à loi, puisque ce nombre ne renferme aucun facteur carré.
{*) OEuvrrs de Liij^rangc, I. II, p. 719.
Qu'on suppose donc
X =^ ny — 1 o I s ,
et il faudra que «* — 79 soit divisible par 1 01 , en prenant n < — < 5i ; on trouve n = 33, ce qui donne
H^ — 79 ^ lOIO =r lOI . 10.
Ainsi l'on pourra prendre /i = ± 33, et ces valeurs seront les seules qui aient la condition requise.
Substituant donc ±33j— 1012 à la place de x, et divisant toute l'équation par loi, on aura cette transformée
10 j^'rpGGj^ + loi z-= I.
On fera donc D, = 10, D = loi, n = ± 33, et, prenant d'abord n en plus, on opérera comme dans l'Exemple précédent; on aura ainsi
m = — =3, «, = 33-3.10=3, D.= ^~"^9=-:, v=3r,+ Vj. 10 10 ' j j ' j '
Or, comme n, = 3 est déjà << — et < — » il ne sera pas nécessaire d'aller plus loin; ainsi l'on aura la transformée
laquelle, étant multipliée par — 7, pourra se mettre sous cette forme
Puisque donc 7 est <v79> si cette équation est résoluble, il faudra que le nombre 7 se trouve parmi les termes de la série supérieui'e des nombres qui répondent à \ 79 dans la Table <lu n" il, et même (jue ce nombre 7 y occupe une place paire, [tuiscju'il a le signe — . iMais la série dont il s'agit ne renferme que les nombres 1, i5, 2, (|ui reviennent toujours; donc on doit conclure sur-le-cliamp ([ue la dernière é(|uatioii n'est pas résoluble, et qu'ainsi la proposée ne l'est pas, an moins d'après la valeur de n = 33.
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Il no reste dono qu'à essayer l'autre valeur n = — 33, laquelle donnera
,n — :Z^ = -3, „, — _33h_3.,o=-3, D, = ^JZI^ := _ n , y~-3r,-hy\,
lO lO " '
(le sorte qu'on aura cette autre transformée,
la(|iielle se réduit à la forme
qui est semblable à la précédente; d'où je conclus que l'équation proposée n'admet absolument aucune solution en nombres entiers.
Remarque.
83. Euler, dans un excellent Mémoire imprimé dans le tome IX des nomeaiix Commentaires de Pe'tersbourg, trouve par induction cette règle, pour juger de la résolubilité de toute équation de la forme
lorsque B est un nombre premier; c'est que l'écination doit élre possible toutes les fois(iuc B sera de la forme /jAn + /-, ou4A« + /" — A; mais l'Exemple précédent met cette règle en défaut; car loi est un nombre premier de la forme 4 A« h- r^ — A, en faisant A = 79, n= — 4 et/=: 38; cependant l'équation
n'admet aucune solution en nombres entiers.
Si la règle précédente était vraie, il s'ensuivrait que, si l'équation
est possible lorsque B a une valeur quelconque h, elle le serait aussi en prenant B -- 4 A« 4 b, poui vu (jiic B lût un nombre premier. Ou pour-
l'ait liiniler cette dernière règle, en exigeant que h fût aussi un nombre premier; mais avec cette limitation même elle se trouverait démentie par l'Exemple précédent, car on a loi = 4 A/i + b, en prenant A = 79, n = — 1 et 6 = 733. Or 733 est un nombre premier de la forme X- — 79 j', en faisant x = 38 et 1= 3; cependant loi n'est pas de la même forme x" — 79^".
§ ^ III. — Remarques sur les équations de la forme p- ^= Aq" -\- \ , et sur la vianière ordinaire de les résoudre en nombres entiers.
84. La méthode du Chapitre VII du Traité précédent, pour résoudre les équations de cette espèce, est la même que celle que Wallis donne dans son Algèbre (Chapitre XCYIII), et qu'il attribue à niylord Brouncker; on la trouve aussi dans V Algèbre d'Ozanam, qui en fait honneur à Fermat. Quoi qu'il en soit de l'inventeur de cette méthode, il est au moins certain que Fermât est l'Auteur du Problème qui en fait l'objet: il l'avait proposé comme un défi à tous les géomètres anglais, ainsi qu'on le voit par le Commercium episîolicum de Wallis : c'est ce qui donna occasion à mylord Brouncker d'inventer la méthode dont nous parlons; mais il ne parait pas que cet Auteur ait connu toute l'importance du Problème qu'il avait résolu : on ne trouve même rien sur ce sujet dans les écrits qui nous sont restés de Fermât, ni dans aucun des Ouvrages du siècle passé où l'on traite de l'Analyse indéterminée. 11 est bien naturel de croire que Fermât, qui s'était principalement occupé de la Théorie des nombres entiers, sur lesquels il nous a d'ailleurs laissé de très-beaux théorèmes, avait été conduit au Problème dont il s'agit par les recherches qu'il avait faites sur la résolution générale des équations de la forme
auxquelles se réduisent toutes les équations du second degré à deux inconnues; cependant ce n'est (ju'à iiuler que nous devons la remarque
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(|ue ce Prolilèmo est nécessaire pour trouver toutes les solutioas possibles de ees sortes d'équations. ( Voirie Chapitre Ylei-dessus, le tome VI (\oii anciens Commentaires Je J'etersboiirg, et le tome IX des nomcau-x.) \a\ niélliode que nous avons suivie pour démontrer cette proposition est un peu dillérente de celle d'Euler, mais aussi est-elle, si je ne me trompe, plusdirecleet plus générale; car, d'un côté, la méthode d'Kuler ('(induit naUirellement à des expressions fractionnaires lorsqu'il s'agit de les éviter, et de l'autre on ne voit pas clairement que les suppositions qu'on y fait pour faire disparaître les fractions soient les seules qui puissent avoir lieu. En effet, nous avons fait voir ailleurs qu'il ne suffit pas toujours de trouver une seule solution de l'équation
pour pouvoir en déduire toutes les autres à l'aide de l'équation
cl qu'il peut y avoir souvent, au moins lorsque B n'est pas un nombre premier, des valeurs de x et y qui ne sauraient être renfermées dans les expressions générales d'Euler. [ Voir le n" 45 de mon Mémoire sur tes Problèmes indéterminés, dans les Mémoires de Berlin, année lyGy (*),] Quant il la méthode de résoudi'C les é(jualionsde la forme
il nous semble que celle du Chapitre VII, quelque ingénieuse qu'elle soit, est encore assez imparfaite; car : i" elle ne fait pas voir ciue toute équation de ce genre est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque a est un nombre j)ositii' non carré ; y.° il n'est pas démontré qu'elle doive faire parvenir toujours à la résolution cherchée. Wallis, il est vrai, a prétendu prouver la première de ces deux propositions; mais sa démonstration n'est, si j'ose le dire, qu'une simple pétition de principe. (Foirh Chapitre XCIX de son Algèbre.) Sa crois donc être le premier qui en ait donné une tout à fait rigoureuse; elle se trouve dans les Mé-
(') OEuvrcs lie Lagra/igc, t. II, p. .j>7.
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langes de Turin, tome IV (*); mais clic est trcs-longuc et trcs-indirecte; celle (lu w" 37 ei-Jcssus est tirée des vrais principes de la chose, et ne laisse, ce me semble, rien a désirer. Cette méthode nous met aussi en état d'apprécier celle du Chapitre VII, et de reconnaitnt les inconvénients où l'on pourrait tomber si on la suivait sans aucune précaution; c'est ce que nous allons discuter.
85. De ce que nous avons démontré dans le § II, il s'ensuit que les valeurs de /j et </ qui satisfont à l'équation p- — \q'- = i ne peuvent être que les termes de quelqu'une des fractions princij)ales déduites de la fraction continue qui exprimerait la valeur de y/A; de sorte que, supposant cette fraction continue représentée ainsi
on aura necessairemenl
fj.p étant un terme quelconque de la série infinie ij.,,ij..,,..., dont le (|uantième p ne peut se déterminer qu'a posteriori.
Il faut remarquer que dans cette fraction continue les nombres p., u.,, a^,... doivent être tous positifs, quoique nous ayons vu dans le n" 3 (ju'on peut, en général, dans les fractions continues, rendre les dénominateurs positifs ou négatifs, suivant que l'on prend les valeurs approchées plus petites ou plus grandes (jue les véritables; mais la méthode du Problème I (n"** 23 et suivants) exige absolument (jue les valeurs appi'ochées/jr., ij.,, p.,,... soient toutes prises en défaut.
(*) UEitvirs de Liif;ra/ii;c, l. I, J). C;i.
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86. MaiiiloïKiiU. nuisqiu' la IVaclion ' est rivale à une IVaclion coii-
linue dont los termes sont /ji, /j.,, ';., p.^,, il est clair, par le n° 4, que (x
sera le quoliont de p divisé par q, que p., sera celui de q divisé par le reste, [Xi celui de ce reste divisé par le second reste, et ainsi de suite; de sorte que, nommant r, s, /,... les restes dont il s'agit, on aura, par la nature de la division,
((il le dernier reste sera nécessairement = o, et l'avant-dernier = i, à cause ([lie p et q sont des nombres premiers entre eux. Ainsi p. sera la valeur entière approchée de -> p-, celle de -■< {j-^ celle de -> etc., ces valeurs étant toutes prises moindres que les véritables, à l'exception de la dernière a^, qui sera exactement égale à la fraction correspondante, à cause que le reste suivant est supposé nul.
Or, comme les nombres p., p.,, [j..,,..., p.p sont les mêmes pour la fraction continue ([ui exprime la. valeur de -> et pour celle qui exprime la
valeur de \ A, on peut prendre, jusqu'au terme p.p, - = VA, c'esl-à-dirc //-— Aq- -- o. Ainsi on cherchera d'abord la valeur approchée en défaut de -» c'est-;i-dire de \/A, et ce sera la valeur de tj.; ensuite on suh-
stituera dans p- — Aq- = o, à la place de p, sa valeur p.y + r, ce qui donnera
et l'on cherdicra de nouveau la valeur approchée en défaut de y c'està-dire de la racine positive de l'équation
q ifj. - -f I = o ;
et l'on aura la valeur de u.,.
On c(Miliiiuera à substituer dans la transformée
(ix' — A)^'-t- 7.u.qr-\- r'= o.
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à la pince de q, /-».,/•+ s; on aura une équation dont la racine sera-; on
prendra la valeur approchée en défaut de cette racine, et l'on aura la valeur de /7... On substituera f;..,r + 5 à la place de /•, etc.
Supposons maintenant que / soit, par exemple, le dernier reste, qui doit être nul; 5 sera l'avant-dernier, qui doit être = i; donc, si la transformée en 5 et Z de la formule/?-— Ay- est
P4'-t-Qi/4-R/-,
il faudra qu'en y faisant / = o et ^ = 1 elle devienne = i , pour que l'équation proposée/?- — kq- = i ait lieu; donc P devra être = i . Ainsi il n'y aura qu'à continuer les opérations et les transformations ci-dessus jusqu'à ce que l'on parvienne à une transformée où le coefficient du premier terme soit égal à l'unité; alors on fera dans cette formule la première des deux indéterminées, comme r, égale à i, et la seconde, comme 5, égale à zéro, et en remontant on aura les valeurs convenables de p et q.
On pourrait aussi opérer sur l'équation même/?- — A^- = i , en ayant seulement soin de faire abstraction du terme tout connu i, et par conséquent aussi des autres ternies tout connus qui peuvent résulter de celui-ci, dans la détermination des valeurs approcliées y., a,, [j......
de -» -) -5---: dans ce cas on essavera, à chaque nouvelle transformaq r s V ' 1
tion, si l'équation transformée peut subsister en y faisant l'une des deux indéterminées = i et l'autre = o; quand on sera parvenu à une pareille transformée, l'opération sera achevée, et il n'y aura plii> (|u'à revenir sur ses pas pour avoir les valeurs cherchées de/? et de q.
Nous voilà donc conduits à la méthode du Chapitre VII. A examiner cette méthode en elle-même et indépendamment des principes d'où nous venons de la déduire, il doit paraître assez indifférent de prendre les valeurs approchées de [)., [t.,, ij.^,-.. plus petites ou plus grandes que les véritables, d'autant que, de quelque manière qu'on prenne ces valeurs, celles de r, s, /,... doivent aller également en diminuant jusqu'à zéro (n" 6).
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Aussi Wallis remarque-t-il expressément qu'on peut employer ;i volonté les limites en plus ou en moins pour les nombres p., p.,, pa.--. t't il propose même ce moyen comme propre a abréger souvent le calcul : c'est aussi ce que Euler fait observer dans le n" 102 et suivant du Chapitre cité; cependant je vais faire voir par un exemple qu'en s'y prenant de cette manière on peut risquer de ne jamais parvenir à la solution de l'équation proposée.
Prenons l'Exemple du n° 101 du même Chapitre, où il s'agit de résoudre une équation de cette forme
p^=z6q'-hi, ou bien p' — 6q'^\.
On aura donc/^ = y6y- -t- 1, et, négligeant le terme constant i ,p = (/\/(J: donc - = vS> 2 et ^'i; prenons la limite en moins, et faisons y. — 2, et ensuite/J= 2(j-hr; substituant donc cette valeur, on aura
— ?, </' 4- 4 '7''+ '■'= ' ; donc
ou bien, en rejetant le terme cunstaiU — 2,
a = > d ou i =r ï- > 2 el < 3.
Prenons de nouveau la limite en moins, et faisons q = 2r -h s; la dernière équation deviendra
/- — .\rs — 25'= I,
où l'on voit d'abord qu'on peut supposer i= o et /• = 1 ; ainsi l'on aura
Maintenant reprenons la première transformée — ■?.(/' -+- 47'" -^ r'=^ i,
où nous avons vu que ^ > 2 et <3, el, au lieu de |»rendre la limite en
moins, pronons-la en plus, c'est-à-dire, supposons c/ = 3r4- 5, ou bien, puisque s doit être alors une quantité négative, g = 3r — s; on aura la
transformée suivante
^ 5 /' -I- 8 is — 2i' = I ,
laquelle donnera
donc, négligeant le terme constant 5,
Prenons de nouveau la limite en plus, et faisons /• = 2^ — /; un aura
— 6s'+ iist — 5/'= I ; donc
donc, rejetant le terme — 6,
Qu'on continue à prendre les limites en plus, et qu'on fasse *= il— u,
il viendra
— 5 /' -)- y-xiu — 6 f<' = I ;
donc
donc
>iei<:
Faisons donc de même / = iu — jc\ on aura
— ?. j<' -t- 8 M a: — 5 jr= = I ; donc, etc.
Continuant de cette manière à prendre toujours les limites en plus.
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un ne trouvera jamais de transformée où le coelfieient du premier terme soit éijal à l'nnilé, eomme il le l'aiil, |unir(iu'on puisse trouver une solution de la proposée.
La même chose arrivera néeessaireinent toutes les fois qu'on prendra la première limite en moins et les suivantes toutes en plus; je pourrais en donner la raison a priori; mais, eomme le Iceteur peut la trouver aisément [)ar les principes de notre Théorie, je ne m'y arrêterai pas. Quant à présent, il me suffit d'avoir montré la nécessité de traiter ces sortes de Prohlèmes d'une manière plus rigoureuse et plus profonde ([u'ou ne l'avait encore fait.
^ IX. — De la innnicrc de trouver des f oint ions ali!;ébri(jiies de tous les degrés, qui, étant multipliées ensemble, /froduise/it toujours des Jonctions semblables.
l'addition pour les Cliapiiros Xt cl XII.)
87. Je crois avoir eu, en même temps qu'Euler, l'idée de faire servir les facteurs irrationnels et même imai;inaires des formules du second degré à trouver les conditions qui rendent ces formules égales à des carrésou à des puissances quelconques; j'ai lu sur ce sujet à l'Académie, on 1768, un Mémoire qui n'a pas été imprimé, mais dont j'ai donné un précis à la fin de mes Recherches sur les Prohlénies indé/ermincs, (jui se trouvent dans le volume pour l'année 1767 (*), lequel a paru en 1769, avant même la traduction allemande de V Algèbre d'Euler.
J'ai fait voir, dans l'endroit que je viens de citer, comment on peut étendre la même méthode à des formules de degrés plus élevés que le second; et j'ai par ce moyen donné la solution de quelques équations dont il aurait peut-être été fort dillicile de venir à bout par d'autres voies. Je vais maintenant généraliser encore davantage cette méthode,
(*) OEtivrcs (le iMgrangr, t. II, p. 877 et fiW.
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qui ino parait mériler particulièrement l'attention des géomètres par sa nouveauté et par sa singularité.
88. Soient a et /3 les deux racines de l'équation du second degré s- — as -+- b =o, et considérons le produit de ces deux facteurs
{x -+- xf] [x -h j3j), qui sera nécessairement réel; ce produit sera
x'' -+- i' a -f- [3 ) xy -+- a|3_>-' ;
or on a y. -^ ^-j z=a, et c/.^ = b, par la nature de l'équation 5- — ai- + 6 = 0; donc on aura cette formule du second degré
x'' -+- axy -h by",
laquelle est composée des deux facteurs
X + a_r et X -\- [3 r.
Maintenant il est visible que, si l'on a une formule semblable
x] -h (ix,)';-\- by%
et qu'on veuille les multiplier l'une par l'autre, il sulliia de mulliplicr ensemble les deux facteurs a; -t- ay, a:,-i-c.y,, et les deux .r -h fiy, X, -+-|3V|, ensuite les deux produits l'un par l'autre. Oi' le produit de X + ay par x, -+- ocy, est
XX, -+- y. [xy, + yx, ) + o^^yy, ;
niais, puis(jue a est une des racines de l'éijuation
s'- — rti -f- 6 = o,
on aura
a} — «« + 6 = 0; donc x^^^ax—h:
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(loue, siibstiluaiU cette vnleur de a? dans la formule précédente, elle
tlcvieiidra
XX, — bry, -4- a xy; -i- yx, •+■ (tyj'i ,
de sorte qu'en faisant, pour plus de simplicité,
X ^ XX, — l>yy,,
Y =r xjf-, -t- }x, -+- fi)y\,
le pioduit des deux facteurs x -t- ay, œ, -t- ay, sera
X + aY,
et |)ar conscijuent de la n)éme forme que chacun d'eux. On trouvera de même que le produit des deux autres facteurs a- •+- |3j et x, -+- |5r,
sera
de sorte que le produit total sei'a
(X -4-aY) (X4-(5Y'i, savoir X-'+«XY + ^Y^
(Test le produit des deux formules semblables
x--(- ax f -(- by', xl-{- ax,y, -h by].
Si l'on voulait avoir le |irodiiit de ces trois formules semblables
x^ + ax y -f- bj^, x\-h ax,yi -4- by], xl + ax,yi -t- byl,
il ti'v aurait qu'à trouver celui de la iormule
X'+aXY-)-/A'=
|)ar la dernière ar^ -+- ax.,Y2 + byz, et il est visible par les formules cidessus qu'en faisant
\. = \x,- bYy„
\,=:Xy, + \x, + aYy,,
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lo produit (.'lierché serait
X;+aX,Y,+ 6Yî.
On pourra trouver de même le produit de quatre ou d'un plus graml nombre de formules semblaldes à celle-ci
x'^ + axy + /;)■%
et ces produits seront toujours aussi de la même forme.
Si l'on fait x^^x et r, =j', on aura
et par conséquent
(x' + axy + /'.)•' ,' = X' + a \Y H- A Y-'.
Donc, si l'on veut trouver des valeurs rationnelles de X et Y, telles
([ue la formule
X'-t-flXY + 6Y'
devienne un carré, il n'y aura qu'à donner à X et à Y les valeurs précédentes, et l'on aura pour la racine du carré la formule
x^ + axy -t- i >%
X et y étant deux indéterminées.
Si l'on fait de plus x._ — ir, = x, et j» —y, =y, on aura
X, = Xa:-6Yj, Y, = Xj-f-Yx-4-rtY;-,
c'esl-à-dii'e, en substituant les valeurs précédentes de X et Y,
X, = x' — 3bxy^ — (tby\
\',=: 3x^y ^ 3axy--h {a'—b)y';
donc
[x'-¥- axy •+- by- ,'=z \] ^ aX,Y, -i- bY].
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Ainsi, si l'on proposait do trouver des valeurs rationnelles de X, et Y,, telles que la formule
X; -!-rtX,Y,-i-AY;
devint un eube, il n'y aurait qu'à donner à X, et Y', les valeurs préeédentes, moyennant quoi on aurait un cube dont la racine sérail
x- -h axy -i- hy^,
.r et r étant deux indéterminées.
On pourrait résoudre d'une manière semblable les questions où il s'agirait de produire des puissances quatrièmes, cinquièmes,...; mais on peut aussi trouver immédiatement des formules générales pour une puissance (pielconque m, sans passer par les puissances inférieures.
Soil donc proposé de trouver des valeurs rationnelles de X et Y, telles
(|ue la formule
X=+flXY-(- b\'
devienne une puissance m, c'est-à-dire (|u'il s'agisse de résoudre l'équation
X'H-/(XY-i- iY'=Z'".
Con)me la (|uantité X--+- nXY -i- Z»Y- est formée du produit des deux facteurs X -h aY et X -f- ,3 Y', il faudra, pour que cette quantité devienne une puissance de degré m, que chacun de ses deu.\ facteurs devienne aussi une semblable puissance.
Faisons donc d'abord
X -î- « Y =: [x ■+■ xr
et, développant cette puissance par le théorème de Newton, on aura
m m — I mm — i ' 'm — 9.1 . . .i"-f- mx"- 'yx -H i" '^'a'-T j jr"-' j' «' -I- . . . .
Or, puisque y. est une des racines de l'équation f' — as -T- b =: o,
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lin aura aussi
a' — ax -i- b ^ o,
donc
a}r=z noL — h, oC'^^ aa} — bx^^[a- — !>' x — nb,
x'=: la'' — b' X- — ahx = [a' — ?.«/»! a — a-b + b-,
el ainsi de suite. Ainsi il n'y aura qu'à substituer ces valeurs dans la i'ormule précédente, et elle se trouvera par là composée de deux parties, l'une toute rationnelle, qu'on comparera à X, et l'autre toute multipliée par la racine a, qu'on comparera à «Y. Si l'on fait, pour plus de simplicité,
A,= rt, B,= 6,
A3=rtA,— tA,, B3=rtB,-6n,,
A. = aA,— 6A„ B,= «B3-6B,,
Aj^rtA, — 6A„ B, = rtB.— 6B3,
Donc, substituant ces valeurs et comparant, on aura
, I, m\m—\] , ,„ m\m — \)[ni — '?)
X = jr'"— mx^-'ya, ; x^—ylii ■ ^5 ^ ;r"-'^-' Bj — . . . ,
m[m — \) , ,. m [m — i]{ni — 2) ..
Y = wx"— )-A, H '- x"-=>-'Aj H ^ ^i- ■ jc"-') 'A3 +
Or, comme la racine a n'entre point dans les expressions de \ et V,
il est clair (|n'ayant
VII
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donc, mullipliaul cos doux é(ju:ilions l'iino par l'autre, on aura \'+ rtXV -I- b\'— [x'-h axy+ /'j')",
et par consocjuont
Z = a ' 4- axf + bf-.
Ainsi le Problème est résolu.
Si a était = o, les formules précédentes deviendraient beaucoup plus simples; car on aurait
A,= i, A:=o, Aj = — 6, A, = Q, \!,= b\ Ao=o, A, = — A', .... et de même
R,= <., Ii,— b, B3=.., B. = -/»', B,= o, B,= 6», ...; donx'
w(/n — i)(/n — a) , ,, m{m — \]{m — i]{m — 3][in — ^] . ,.,
^ = mx"-' Y-\ -i x-"-'}'b H '-^ 5—.-. X"- 'f h'-
et ces valeurs satisferont à l'équation
\ ■' -h h Y' = x" -f • hy '' ]".
90. Passons maintenant aux formules de trois dimensions; pour cela nous désignerons par a, ,'î, 7 les trois racines de l'équation du troisième degré,
5' — as^ + hs — f: = o, et nous considérerons ensuite le produit de ces trois facteuis
(jT + aj -+- a.'z) [x -h ^y-h (3'z) [x •+ •// -f- y^z),
l(M|U('l sera nécessairement rationnel, comme on va le voir. La multiplication faite, on aura le produit suivant :
x'-h ^a-i- (3-1- y]x'x-h (a'-f-(3' -+-y^)x'z + (a^ -l- «y + Pylarj'
-h («'j3-l-«'y-t- P'a+ (3'y 4- y' « -f- y' (3 ) a:j3 -t- («'P'-l- a'y'H- (3'y') xz- -(-a;ây;'-t- i>'Py + (3' «y -+-y'«;3)j'a4- («'[ï'y -+- a'y',5 + [3'y'st)72'-Ha'|3=7'z^;
or, pai' la nature de l'équation, on a
st -I- P + y = a, «5 -f- ay -f- p-/ =-- b, apy = c ;
lit' plus, on trouvera
y.''+p-i- y- = ' a 4- p + y)' — 2 [«^ -I- ccy + Py' = a' — a 6,
3:= p + a- y + p= 3£ -1- [3=y + y' a -)-y= [3 = [a -f- p H- y ) (ap -t- ay + (3y ) — 3 a^y = «t — 3 c-,
3t'P'-l- a-'y=+ P'y^= a:3 -f- ay + Py)' — 2 {a -i- p -f- y' aPy = i- — 2ac,
z'Py + p-3:y + y'ap =^ ' a: + 3 + y) x°>y := at-,
a'p'y -4- 5c'y=3 + p'y'a = fa3 + ay -t^ Pyl «Py = bv;
donc, faisant ces substitutions, le produit dont il s'agit sera
x^ + ax-y -(- [a- — 26' x-s -;- 6x^- -t- ab — Zc xyz + [b- — 9. ac xz^ H- cj-'-t- ac)-z + ic> r- + c'z'.
Kt cette formule aura la propriété que, si l'on multiplie ensemble autant de semblables formules que l'on voudra, le produit sera toujours aussi une formule semblable.
En effet, supposons qu'on demande le produit de cette formule-là par cette autre-ci
:r; H- ax]y, -f- (a' — 2.b] x] z, 4- bx^y] -r- [ab — 3c-': x,y\Zi -+- (6' — lac] X, z] -^ cy] -+- fic)] z, -f- bcy,z\ -\- c' z];
il est claii- qu'il n'y aura qu'à chercher celui de ces six fncteuis
X -~ y.y+ orz, X -h- Pj" + P'2, X -f- yy -+- y'z, x,+ aj ,-+- z-z,, x,-i- 3y,+ ^-Zt, x,-{- yy,-h y-z,;
(|u'on multiplie d'abord x + </.y -+- v.-z par.r, h- «y, -f- «'-;,, on aura ce produit partiel
XX, -h X 'zy,-hyx,\ -+- x'.xz,^ zx, + yy,] + 3£'(_>t,-+- zy,] + x'zzr,
or, a étant une des racines de l'équation
s' — as- ■+■ hs — c = o,
on aura
x' — ax^+l>x — c = o, par conséquent a.^= aa-— bx + c;
donc
y.'=zii x' — i a' -4- ca = [fl' — b]oir — [ab — c) x -h ac ;
(le sorte qu'en substituant ces valeurs et faisant, pour abréger,
X=^xx,-t c(j2, -(- Z)\) -+- aczz,,
\=zxf, ->r yx, — b (jS| -h zy,) — [ab — c) zz„
Z =xz, -i- zx, + } j, + a[)-z,-hzy\) + (a'— b]zz,,
le produit dont il s'agit deviendra de cette forme
c'esl-ii-dire de la niênic forme (jue cliacun des produisants. Or, comme la racine v. n'entre point dans les valeurs de X, Y, Z, il est clair (jue ces quantités scrontles mêmes en changeant a en /3 ou en y; donc, puisque l'on a <léjà
(x-h xy-\- a}z] (x, + aj, + a'z,l =X -f- aY -4- a''Z,
on aura aussi, en changeant « en /3,
[x -h ^j4- (3'z) (^,-(-P/, -+- (3=2,) = X + PV + p'Z,
et, en changeant a en 7,
(x-t-y/+ fz] (^, + }'J-, + y'Zi) =X 4- y Y + y'Z;
donc, multipliant ces trois équations ensemble, on aura d'un coté le produit des deux formules proposées, et de l'autre la formule
X'-*- aX'Y -H («=-26) X'Z + 6XY'+ [ab—lc] XYZ -f- (6»— lac) XZ'+ cY'-(- «cY'Z -+- icYZ'+ c'Z»,
(jui sera donc égale au pioduit demandé, et qui est, comme l'on voit, de la même forme (jue chacune des deux formules dont elle est eom|)Osée.
Si l'on avait une troisième formiilc telU; que celle-ci
xl + axlyi+ («' — 26) xlz,+ l^^^y] + [ah — 3c) a:;j,2j ■+- (b^— lac] x^zl + cy\ + acyl 3,4- bcy.z] ■+- c'^zl,
et qu'on voulût avoir le produit ào- cette formule et des deux pr(;cédentes, il est clair qu'il n'y aurait qu'à faire
X,= X:i-2 + 6-(Y3j-)-Zj.) -i-rtcZz,,
Y,= Xj.+ Yx,- b (Yz;+ Z/..) — [ab — c) Zz„
Z, = Xz2+Za:,-i- Yj-.+ a(Yz,-{-Zv,) + [a-- b\Zz,,
et l'on aurait pour le produit cherché
Xî -4- flX; Y, + [a^- ib) X;Z, + Z>X, Y^ + [ab - Se) X,Y,Z,
-+-(i>'— 2rt<7)X,Z^ + c'Y5 4-«cY^Z, + ifY,Z; + 6'=Z;.
Faisons maintenant a;, = x,yt=y, s, = -; nous aurons
X= j;'+ 2CJZ + rtcz%
Y= 2^j— 2/» 72 — [ab —c]z',
Z = 2j:z -h j' + 2ajs + (a'— b)z'',
et ces valeurs satisferont à l'équation
X»-+- rtX^Y -h 6XY= + 6'Y'-t- («'- 26) X'Z
4- (aZ» - 3c') XYZ + rtcY'Z + (6= - 2ac) XZ= + />c YZ' + c'Z'= V%
en prenant
V = ^'-)- a^'/-+ 6j;/'-+- ej'-f- (n' — i.b)x''z
-+- [ab — 3c) xfz + acy'z -+- [b'— 2ac)xz'+ bcyz' -+- Cz';
donc, si l'on avait, par exemple, à résoudi-e une écpiation do celle
forme,
X^ + aX'Y -I- b \Y' 4- cY'= V%
a, b, c étant des quantités (luelconqnes données, il n'y aurait (lu'ii
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ii'iidir Z = (), l'ii faisant
■îxz -+- j' + 2ayz -+■ {«' — b]z-=^o,
(l'on l'un lire
_ r' + 2 ayz ■+■ {à' — b) z'
l'I, siil»stiluaiit celle valeur de x dans les expressions précédenles de X, Y et Y, on aura des valeurs très-généi:ales de ces (luaiitilés, (jui satisferont l'équation proposée.
Cette solution mérite d'être bien reuiartiuée à cause de sa généralité et de la manière dont nous y sommes parvenus, qui est peut-être l'uni(|ue (|ui puisse y conduire facilement.
On aurait de même lu résolution de l'équation
X^-4-r(X;Y,-h /(=-2i;X^Z,-i-tX,Yî + ,ih -3c] X,Y,Z,
-+- h-— lac] X,Z; -t-cY" + ac\]'/., 4- bvYt'/.] + C'I] — Y%
en faisant, dans les formules ci-dessus,
et prenant
V =:ar'-4- ax''y-¥- [à'— ib) x'' z ■+- bxy -f- [ab — Se) xyz -t- (6' — lac) xz--\- cy^-\- acy''z -h bc yz- -\- c' z' .
\'.\ l'on pourrait résoudre aussi successivement les cas où, au lieu de la Iroisièuie puissance Y\ on aurait V*, V',... ; mais nous allons traiter ces questions d'une manière tout à fait générale, comme nous l'avons fait dans le n" 90 ci-dessus.
02. Soit donc proposé de résoudre une équation de cette forme
X' -f- aX' Y -^ ( a» - 2 6) X'Z -+- fr XY' -(- (a6 - 3c) XYZ
H- (6=— 2ac)XZ'-+-c'Y'+«fY'Z + ftcYZ'-l- c'Z'~\"'.
I'uis(|ue la quantité qui forme le premier membre de celle é(iualion n'est autre chose que le |)ro(luit de ces trois facteurs
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il est cl;iir (|uo, pour rendre celte quantité égale à une puissance du degré «i, il ne faudra (|U(' rendre chaeun de ses facteurs en parlicnlier ég;il il une pareille puissance. Soit donc
X + aY -I- x-Z = [x -i- xf + y}zr\
on commencera par développer la puissance /w de a; + ay -h vr z p;ir le Ihéorème de Newton, ce qui donnera
m I /)? — 1 1 X"' -\- m x"-' \y + xZj x-\ — jr"~' [y -i- xz 'x'
ou bien, en formant les difi'érentes puissances de j' + as, et ordoninml ensuite par rapport aux dimensions de a,
mx"'~'z H .r"'-=)-= a-
[mini — il (m— 2' 1
m m— Il x"- ''yz -\ ., x'"-')-' \x' + .. ..
Mais, comme dans cette formule on ne voit pas aisément l;i Idi des termes, nous supposerons, en général.
\x + xy -
■1- x-zr= p -4- P,a+ \\x' + V,x='-^
et l'on trouvera
^ m — 2 >•?,+ fsni — I ;P,
(m— 3) rP3+ (?'« — aiaPj
c'est ce (jui se démontre facilement par le Calcul dillérentiel.
ITC. AlUtmONS Al\ ÉLÉMENTS D'A I.C KIUIK D'EULEU.
.M;\iiitcnanl ou aiirn, à cause (lue u fsl une des racines de ré(iiiarmii
s^ — as- -h is — (• — o, on aura, dis-je.
x' — au' -+- l>x — c --- o, d'où a'=: ay? — ha. -\- v\
dune
a" = aa' — hoC- -\- cy.^' («' — h) ce — [ait — c] x -\- ac,
a' ==: (rt' — l>'; a' — ab — c\ «' -i-acx
= [n'— 2rt/» -H c] a- — :/('/' — li^ — ac x -(- ;«'— /' c,
et aiMM de snile.
De sorlc (pie. si l'on lait, pour plus de simplicité,
A,-ro,
Av— I,
\,— a\,- />A:H eA,,
A.-- rtA, — ftAj-f-cAï,
A,:^rtA.-iA.-!-cA,„
lî, /',
]{, al\, hW.-'cli,
li -'aïi,-hli,+ cB„
15, «I! - /(H. + tlJ,
C— rtC,-/;C,-(-f;C,, C,= «C,— AC, + 6-C.,
a =A,a'— B.a-f-C, a'=A,a'— B,2-(-Cî,
a' = \iX- — B, a -(- Ci,
Substituant donc ces valeurs dans l'expression de
elle se trouvera composée de trois parties, l'une toute rationnelle, l'autre toute multipliée par a, et la troisième toute multipliée par «=; ainsi il n'y aura qu'à comparer la première à X, la deuxième à «Y, et la troisième h c/rZ, et l'on aura par ce moyen
X = P + P,C, 4-P,G-i-P,C, + P.C;+..., Y^-P.B.-P.B.-P^Ba-P^B.-..., Z =P,A,+ P,A.-t-P3A3+P<A, -H...
Ces valeurs satisferont donc à l'équation
X + a Y -+- a-Z = (a'-1- txy-h a';)";
et, comme la racine a n'entre point en particulier dans les expressions de X, Y et Z, il est clair qu'on pourra changer a en |3, ou en 7, de sorte qu'on aura également
X + (5 Y + ,5^Z = x + ^y -h (S'a)", X -h y Y + y'Z = i^ -t- yy -+- y'z)".
Or, multipliant ensemble ces trois é<|uations, il est visible que le
premier membre sera le même que celui de l'équation proposée, et que
le second sera égal à une puissance m, dont la racine étant nommée Y,
on aura
y = x'-hax'x-h (a'— 2b)x^z-h bx^^-i- [ab— 'ic)xyz
■+■ [b'— 2at:] xz'-h cy' ■+■ acy^z + bcyz^-h c^z^. VII. 23
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Ainsi ini aura li's valeurs (loiiiaiiilccs dr \, V, Z l'I \ , Icsciiifllcs rciircniUM'oiil Unis iiiilcti-rminées a-, V, z.
'.>:\. Si l'on voulait trouver îles lornuiics ilc «lualic diuicnsious (|ui eus- M'Ul les inèuics propriété iiuo celles (jiie nous venons d'examiner, il laudrail eonsidérer le |)roduit de (|natre faeleui's de cette foi'nie,
.r -I- xy -h x' z -i- x' l, .r -4- ^x+'^'z -h^^'t, X -H -jy -4- y' ; -+- y'/, X -\- oy" + o' z -(- f? t,
en supposant (|ne a. ^^j, 7, 0 fussent les racines d'une é(iuation du (|ua- IritMne dejii'é, telle (]ue celle-ci
i' — f«' + bs- — es -)-(/;= o;
on auia aiii^i
xi -+- xy -f- xo -+- |3y -t- jjo + yo = l>,
xiiy -+- a3â + xyo -+- ,jyô ~ c,
xZyo - : <I.
moyennant (jnoi on i)ourra déterminer tous les eoenicionts des didélents termes du produit dont il s'aiiit, sans connaître les racines a, j3, '/, 0 en partieulii'i-; mais, comme il l'andia l'aire poni' cela dilleienles léduclioiis (|ui |)euvent ne pas se présenter l'aeilement, on pourra s'y prendre, si on le juj^e plus commoçle, de la manière (jue voici. Qu'on suppose, en f^énéral,
X ■+■ sy + s' z -i- s' t -^ p,
cl, comme .V est déterminé par rccjuaiion
s' — as' -+- hs' — es -(-</=: o,
ipi'on (liasse s de ces deux é(|uatioiis par les rèj^les connues, cl ['('(pia-
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lion résullante de l'évimouisscment de s, étant ordonnée par rapport à l'inconnue p, montera au quatrième degré, de sorte ((u'ellc pourra se mettre sous cette forme
p'-Np'-i- Pp=-Qp-t- R=o.
Or cette équation en o ne monte au quatrième degré que parce que s peut avoir les quatre valeurs «, /3, y, §, et qu'ainsi p peut avoir aussi ces quatre valeurs correspondantes
X -{- xy-h x^z -f- a?t
lesquelles ne sont autre chose que les facteurs dont il s'agit d'avoir le produit; donc, puisque le dernier terme R doit être le produit de toutes les quatre racines ou valeurs de p, il s'ensuit que cette quantité R sera le produit demandé.
Mais en voilà assez sur ce sujet, que nous pourrons peut-être reprendre dans une autre occasion.
Je terminerai ici ces Additions, que les bornes que je me suis prescrites ne me permettent pas d'étendre plus loin; peut-être même les trouvera-t-on déjà trop longues; mais les objets que j'y ai traites étant d'un genre assez nouveau et peu connu, j'ai cru devoir entrer dans plusieurs détails nécessaires pour se mettre bien au fait des méthodes ([uc j'ai exposées, et de leurs dillerents usages.
Tvp.ir. m: s mmikues
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srn l'arithmétique, ou l'on traite des fractions et des logarithmes.
L'Arithmétique a deux parties : l'une est fondée sur le système déeimal et sur la manière de placer les chiffres, pour leur faire exprimer les différents nombres; cette partie est celle qui contient les quatre opérations ordinaires, l'addition, la soustraction, la multiplication el la division. Ces opérations, comme vous l'avez vu, seraient différentes, si l'on avait adopté un autre système; cependant il ne serait pas dilRcile de les traduire les unes dans les autres, si l'on voulait changer de système.
L'autre partie est indépendante du système de numération; elle esl fondée sur la considération des quantités et sur les propriétés générales des nombres. La théorie des fractions, celle des puissances et des racines, la théorie des proportions, celle des progressions arithmétiques et géométriques, et enfin la théorie des logarithmes, appartiennent à cette partie. Je vais faire ici quelques observations sur les différentes branches de cette partie de l'Arithmétique.
f * I Les Leçons ont paru d'abord dans les tleux éditions des Séances des Écoles normalei, an 111 (1791-1795). Dix-sept ans plus tard, sur l'avis de Lngrange, on a réimprimé ces Leçons dans le Juurnid de l'Ecole Pofytcchnitjuc (1812). « Noie de rEditciir. »
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On [iciit lii K'i^anln' coinmc r.\iilliiU(''H(iiie univcrsfllc, (|ui liciil de (ii't's il l'Al^'èbre; car si, au lieu de fixer les (juaiililés (jut' l'on consi- (li'if, au lieu de les délerminei' eu noniiu'cs, ou veul les considérer d'uue luauicrc géuéralc, en les désiji;nant par des Ictlies, on a l'Aigèltre. Vous ave/ déjii VU Ce <[ue c'est (|u'une IVacliou; l'idée des Iradious est un peu plus composée que celle des nombres entiers; dans les nombres enlieis, on ne considèi'e ([u'une (inantilé répétée : pour avoir l'idée d'une IVacliou, il faut considérer la (|uantilé même, divisée en un certain nombre de parties; les fractions représentent en i;éuéral des rapports, <•! servent ii cxprlnirr les dillércnlcs (pianlités les unes par les autres; en liénéral, tout ce qui se mesure ne peut être mesuré ([ue par dos fraclions, il moins que la mesure ne soit contenue un nombre entier de fois dans la cliose mesurée.
Vous avez vu comment une fi'aclion peut être réduite ii sa moindre expression.
l.ors(|iie le unnH'rateui' et le dénominateur peuveul être divisés par un même nombre, on peut trouvei' ce plus i;rand commun diviseur par une méthode très-ingénieuse, cl (|ui imiis vient d'Iùudide : celte méthode est très-simple et très-analyli(nie, mais on peut la rendre encore |tlus sensible |>ar la considération suivante. Suppose/, [)ar exemple, (|Ue vous ayez mu- longueur donnée, et (|ue vous vouliez la mesurer; vous avez donc une mesure donnée, et vous voulez savoir combien de mesures son! c(U)tenues dans cette longueur; d'aboi'd vous portez la nu-sure autant de fois (|iie vous le pouvez sur la longueur donnée, et eela vous donne nu nombre entier de mesures; s'il n'v a |)as de rest(\ l'opération est leiiniuée; mais s'il y a un resie, il faut encoïc évaluer le reste; si la nujsiM'e esl divisi'c en parties égales, par exeinple en dix on • louze, etc., il esl naluicl de |)oiler ce reste sur les dillerentes parties, et de voir condiieu il y a de ces parties qui sont con)prises dans le reste; alors vou.> avez, pour évaluer le reste, uiu; fraction dont le numérateur e.-l 11- nombre des parties contenues dans re icsle, et le dénominat(!Ur est le nombre total (b-s parties dans lesijucdb's la niesinw! est divisée. Je suppose mainlenani que soire mesure ne soit jtas divisée, et qiu' vous
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vouliez néanmoins savoir (iiii'l ost le rapport de la longueur proposée à la longueur que vous avez prise pour mesure; voici l'opération qui se présente le plus naturellement. Si vous avez un reste, comme il est moindre que la mesure, il est naturel que vous cherchiez combien de fois il y sera compris. Supposons deux fois, et qu'il y ait encore un reste; reportez ce reste au reste précédent : comme il est nécessairement plus petit, il s'y trouvera encore contenu un certain nombre de fois, comme trois fois, et il y aura un reste ou non, et ainsi de suite. Ayant tous ces différents restes, vous avez ce qu'on appelle une fraction continue; par exemple, vous avez trouvé que la mesure était contenue trois fois dans la longueur proposée; vous avez d'abord le nombre trois; ensuite vous avez trouvé que le premier reste est contenu deux fois dans la mesure, vous aurez la fraction un divisé par deux; mais ce dénominateur n'est pas complet, parce qu'il faudrait qu'il n'y eût pas de reste; s'il y en a un, cela donne encore une autre fraction semblable à ajouter à ce dénominateur, laquelle sera un divisé par trois, parce que nous avons supposé que ce reste était contenu trois fois dans le reste précédent, et ainsi de suite. Vous aurez ainsi la fraction
(le signe +, usité dans l'Algèbre, signifie^/;/.*, et indique une addition à faire) pour exprimer le rapport entre la longueur et celle que vous avez prise pour mesure. Les fractions de cette forme s'appellent fractions continues, et peuvent être réduites en fractions ordinaires parles règles que vous connaissez. En effet, si l'on s'arrête d'abord à la première fraction, ce qui revient à ne tenir compte que du premier reste et à négliger le suivant, on a 3 + ^ qui se réduit à |. Pour avoir égard au premier et au second reste seulement, on s'arrêtera à la seconde frac-
tion, et l'on aura 3 h ' — : or 2 + ^ = 1; donc on aura 3 -+- ->
Vil. H
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savoir 4', ol r.insi ilc siillc Si dans INiiirraliini (Ui parviciil à mi rcslc (|ni iiicsuro oxaclciiicnl If rcslo prércdcnl, clli' ol UTiniiicc; cl l'on aura, par K' iiiovcii de la l'ratiion coiiliiiuc. inic liaiiion ordiiiairr (|ui sera la valeur cxacle do la loiii;iioiir iiK'siirc'c, oxprinico jiar (•cllf (|ui a servi de inosiii-c. Si l'opéralioii ne se Iciiniiio pas ainsi, (dio poinia aller il rinlini, el l'on n'aura (iiie des Iraelions (jui approidieroiil de plus en plus de la vraie valeur.
Si niainleiiant on rapproelio ce prorédé de e(dui ipi'on suit lors(|n'on eher( lie le plus grand ciiniinuii diviseur de deux noud)res, on veira (pie e'e^l la un'MUe ehose; mais, dans la re( lierelic du |)lus i;ran(l eoinniun diviseur, on ne l'ail altenlion (pi'aux dili'erenls restes, d(Hil le dernier est ee nuMue diviseur; au lieu ipi'en cnipUiyant les (luolienls successifs, eouiine nous lavons l'ait plus liant, on olitient des fractions cpii ap|iro(dient ton'puirs de plus en plus de la fraction forun^'c pai' les deux inuulirc> donnes, et dont la (lernii;i-e est cette nicnie fraction déjii réduite il ses inoindies lernics,
C.oniine cette tlieoiic des fractions c(Uitinues est peu eoniuie, el ipi'elle est neaunioins d'une lii'ande utilité pour résoudre des (luostions nuinéri(|ues iiiiporlantcs, je vais in'élendrc eiu'ore un peu sur la formation el les propriétés de ces fractions, l'^l d'ahord supposons cpu' les (|Uotients tr'ouvcs, soit par l'opération mécani(|ue, soit par ci Ile du plus j^rand commun diviseur, soient comme ci-dessus 3, -.'., '>, :>, 7, >; voici comment on peut, sans [lasser par la fraction continue, trouver l(jul de suite les diirereiites fractions (|ui en résultent.
1,0 premier quotient, élaiit supposé divisé par l'unité, donnera la premii;re fraction, (\u\ sern li'op pi'tite, savoir ,'. lùisuite, niulliplianl, le numérateur el le dcnuiniiialeni' de cette fraction |iar le sei'ond (piolienl et ajoutant l'unili' au numérateur, on aura la s(,'conde fi'aclion, ([ui sera lro|) grande, et ipii sera l. .Multipliant (h; mémo le numéralcair (!l le denoininaleur de celle-ci pai' le troisii'nn; (pioticnl, cl ajoutant ensuite an nnim'-ralenr celui de la fraction précédente, cl au dénomina- Icur celui de la fraction précédente, on aura la li'oisicme fiaction, (|ui sera liop |ielite; ain>i, le troisii'iiie (piolient étant '>, on dii'a 7 par 3
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(lomio 21, el 3 font 24, et de même, 2 par 3 donne 6, et i font 7; donc 4^ sera la fraction cliercliéo. On suivra le même procédé, et, puisque le ([uatrième quotient est 5, on dira 24 P»'" 5 fait 120, et 7, numérateur de la fraction précédente |, font 127; de même, 7 par 5 fait 35, et 2 font 37; donc la nouvelle fraction sera -—, et ainsi de suite.
De cette manière, en employant les six quotients 3, 2, 3, 5, 7, 3, on aura les six fractions
dont la dernière, en supposant l'opération terminée par le sixième quotient 3, sera la valeur cherchée de la longueur mesurée, ou bien sera la fraction même réduite à ses moindres termes.
Les fractions qui précèdent sont alternativement plus petites et plus grandes que cette valeur, et ont l'avantage d'en approcher de plus en plus, et de manière qu'aucune autre fraction ne pourrait en approcher autant, à moins d'avoir pour dénominateur un nombre plus grand que le produit du dénominateur de la fraction dont il s'agit, et de celui de la suivante. Par exemple, la fraction -^ est plus petite que la vraie valeur qui est celle de la dernière fraction "^.[\^ ; mais elle en approche plus que ne pourrait faire toute autre fraction, dont le dénominateur ne surpasserait pas le produit de 7 par 37, c'est-à-dire le nombre 259; ce qui donne le moyen de réduire une fraction donnée, exprimée par de grands nombres, à des fractions exprimées en moindres nombres, et aussi approchées qu'il est possible.
\/,\ démonstration de ces propriétés se déduit de la nature de la fraction continue, et de ce que, si l'on cherche la différence d'une fraction à sa voisine, on trouve une fraction dont le numérateur est toujours l'unité, et le dénominateur est le produit des deux dénominateurs; ce qui peut aussi se démontrer a /^n'ort par la loi de la formation de ces fractions. Ainsi la différence de | à f est -ô, par exct-s; celle de ^ à | est yt;, par défaut; celle de ^^ à ^ est —-„ par excès, et ainsi de suite: de sorle (|u'en employant cette suite de dillérences. on peut encore ex-
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priiiicr (l'imc manil'i'o tort siin|ilc lis t'raiiiitns dont il s'ai;il, i)ar une snilc d'autres fractions, dont k's nuniérattnirs soient tous l'unité, et les dénominaleurs soient suceessivenient les produits de deux dénominateurs voisins. Ainsi, si, pour plus de siuiplieilé, on fait usage des signes -H, — . ■;, (|ui signitient /V/«. moi/is. rntdtiplic par, et indi(|uent une addition, ou sousiraetion, ou multiplication à faire, on aura, au lieu des fractions ci-dessus, la série
1 1X2 2X7 7 X 37 37 X ?tjb 266 X H35
Le premier terme est, comme l'on voit, la première fraction, le premier et le second ensemble donneront la seconde fraction l, le premier, le second et le troisii'me donnent la Irdisii'nie IVaction --=^, et ainsi de suite; de sorte que toute la série sera é(|uivalentc à la dernière fraction.
il y a encore une autre manière moins connue, mais à (|uelques ('■gards plus siniple, de liaiter les mêmes (|ueslions, et (|ui conduit directement à une série semblalde à la [)récé(lente. En reprenant rexenipl(> ci-dessus, après avoir trouvé (|ue la mesure entre trois fois ilans l;i longueur mesurée, avec un nouveau reste, ;iu lieu de rapporter ce second reste au précédent, comme on en a usé plus liant, on peut le rapporter de nouveau à la mesure même. Ainsi, supposani (|u'il y entre si'pl fois avec un resie, on rap|)orlera enc(U'e ce l'esle ii la même mesure, et ainsi de suite, jus(]u';i ce qu'on parvienne, s'il esl possible, à un reste qui soit une partie aliciuole de la mesure, ce (|ui lei'minera l'opération; autrement (die pouri;i aller ii l'inlini, si la longueur' mesurée el la mesure sont iin-ommensurahles. On aura alors, |)Our l'expressiiui de la longueur mesurée, la série
Il esl chiir que ce procédé jieut s'a|)|)rKiuer tle ménii! ii une fraction ordinairi-, en retenant toujours le dénominateur de la fraction pour dividende, et prenant successivement les dillérents restes pour divi-
seurs. Ainsi la fraction ^~f donnera les quotients 3, 2, 7, 18, 19, f^G, 1 19, 417. 835; et de là, on aura la suite
et, comme ces fractions partielles décroissent rapidement, on aura, en les réunissant successivement, les fractions simples
qui approcheront toujours de plus en plus de la vraie valeur cherchée, et l'erreur sera moindre que la première des fractions parliclles négligées. Au reste, ce que nous venons de dire sur ces dilTérentes manières d'évaluer les fractions n'empêche pas que l'usage des fractions décimales ne soit presque toujours préférable pour avoir des valeurs aussi exactes que l'on veut; mais il y a des cas où il importe que ces valeurs soient exprimées avec le moins de chiffres qu'il est possible. Par exemple, s'il s'agissait de construire un planétaire, comme les révolutions des planètes sont entre elles dans des rapports exprimés par de très-grands nombres, il faudrait, pour ne pas trop multiplier les dents des roues et des pignons, se contenter de moindres nombres, et en même temps faire en sorte que les rapports de ces nombres approchassent le plus des rapports donnés. Aussi est-ce cette question même qui a donné à Huyghens l'idée de chercher à la résoudre par le moyen des fractions continues, et qui a fait naître la théorie de ces sortes de fractions. Ensuite, en approfondissant cette théorie;, on l'a reconnue propre à fournir la solution d'autres questions importantes : c'est pourquoi, comme elle ne se trouve guère dans les livres élémentaires, j'ai cru devoir en exposer les principes avec un peu de détails.
Passons maintenant à la théorie des puissances, des proportions et des progressions.
Vous avez déjà vu comment un nombre, multiplié par lui-même, donne le carré, et, multiplié encore de même, donne le cube, et ainsi
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lie siiiU'. Eli ("léoiiu'lrii'. on lie va pas an delà tlii ciilic, parce (|iraiicun ciirps iif peut avoir plus ilc trois (rum'iisioiis; mais en AI^I'l)ro ol en Arilliniélitinc, on pent allci' aussi loin (|uc l'on vcul; de lii csl iitc la llicoiic (le l'cxtraiiioii des laiiiu's; car, (]inrK|nc loni nombre pnisse ètic élevé an carré, an cnbe, elc, il n'est pas vrai réci[)ro(incment ipiL' ce nombre puisse être nn carre on un cnbe exact. Le noinbic :>., par exemple, n'est pas carré, parce (|ne le car'ré d'nn est un, le carré de deux est (lualre; n'v avant pas d'antres nombres enlii'is intermédiaires, on ne peut pas trouver un nombre (]ni, multiplie par Ini-niéme, produi.se 2; vous ne le ponve/ pas nn-me en fractions; car, prciuuis uiio traction réduite à ses moindres termes, le carré de cette tVacliou sera enc(Me une fraction réduite aux moindres ternn's, et par conséciuenl no pourra être é:<;al au nombre cntiei' a. .Mais, si l'on ne peut pas avoir la racine exacte de deux, on peut l'avoir appro( bé<' autant i|u'on veut, surtout par les fractions décimales. Cela peni alb'r îi l'inlini, et vous pouvez approcher des vraies racines ii tel degré d'exactitude (juc vous voudrez, en suivant les régies |)our extiaire les racines carrées et cubes, etc.; ruais je n'entreiai ici dans aucun détail lii-dessus. La théorie des puissances a produit celle des piogressions; avant d'en parler, il laul dire (|ueb|ne chose sur les proportions.
On a vu (juc tonte fraction exprime un rapp(ul; l(us(in'il y a deux fractions égales, vous avez donc deux rap[>orls égaux; alors les nombres ([ue présentent les fractions ou les ra|iports forment ce qu'on appidle lin>i)i>iii()n. Ainsi l'égalité des rapports de -j. a !\ vA de ^ a (i donne la pro|iorlion ■^ \\ .'\ comme i ;i (i, pai'ce (jne '\ est le (buible de 2, eoniuie () est le double île 1; de la tlieorie des proportions dépendent beaucoup de régies d'Ai itlinii'li(|uc ; elle est d'abord le londenHiil de la fanwiise ri-gle de trois (|ui est d'un usage si géiiéial : vous savez (|ne, (jiiand on a les trois premiers termes, pour avoir le (|ualrieme, il n'y a (lu'ii multiplier les deux derniers l'un |)ar l'anlre, et iliviser le produit par le preiniei . On a imagiin- ensuite dillerenles anires règles particnlii'res qui se Irouvent dans la plupart des livres d'Arithmétique; mais on peut s'en passer quand on coii(;oit bien l'étal de la (jueslion : il y a les ri'^les de
trois directes, inverses, simples, composées; les règles de compagnie, d'alliage, etc. : tout se réduit à la règle de trois; il n'y a qu'à bien considérer l'état de la question, et à placer convenablement les termes de la proportion. Je n'entrerai pas dans ces détails; mais il y a une autre théorie qui est utile dans beaucoup d'occasions, c'est la théorie des |)rogressions; quand vous avez plusieurs nombres qui ont la même proportion entre eux et qui se suivent, en sorte que le second est au premier comme lo troisième est au second, comme le quatrième est au troisième, ainsi de suite, ces nombres sont en progression. Je commencerai par une observation.
On distingue communément, dans tous les livres d'Arithmétique et d'Algèbre, deux sortes de progressions, l'arithmétique et la géométrique, qui répondent aux proportions nommées arilhméliqiie et géomélrique; mais la dénomination de proportion me paraît très-impropre pour ce qu'on appelle /j/o/yor^j'on arithmétique. Comme un des objets de l'École Normale est de rectifier la langue des sciences, on ne regardera pas cette petite digression comme inutile.
Il me semble donc que l'idée de proportion est déjà fixée par l'usage, et ne répond qu'à ce qu'on appelle /)ro/jo/-/fon géométrique. Quand on parle de la proportion des membres de l'homme, des parties d'un bâtiment, etc.; quand on dit qu'un plan qu'on dessine doit être réduit proportionnellement à un plus petit, etc.; quand on dit même, en général, qu'une chose doit être proportionnée à une autre, on n'entend par proportion que l'égalité des rapports, comme dans la proportion géométrique, et nullement l'égalité des différences, comme dans l'arithmétique. Ainsi, au lieu de dire que les nombres 3, 5, 7, 9 sont en proportion arithmétique, parce que la différence de 5 à 3 est la ménu' que celle de 9 à 7, je désirerais (]ue, pour éviter toute ambiguïté, on employât une autie dénomination; on pourrait, par exemple, appeler ces nombres équidifférents, en conservant lo nom de proporlionnc/s aux nombres qui sont en proportion géométrique, comme 3, 4, 0, 8.
D'ailleurs, je ne vois pas pourquoi la proportion appelée arithmctiquc est plus arithmétique que celle que l'on nomme géométrique, ni
110111(11101 cellc-ri est plus géoiH(''lri(|iic (|ii(' raulrc; ;iii coiilniirc, l'idre primilive tic rellt>-(i est l'ondéf sur rAritl)iiiéli(|iic', puisque celle des rapports vient essenliellemeiit de la considération des nombres.
Au reste, en attendant (|u'oii ail clianj;é res déuoiniiiatioiis impropres de \^)l^o\^o\^ùol^^ ant/i/iic(i(/iie ci i(com('(ri(/ui'. je ((mtiniierai ;i m'en servir poui- plus de simplicité et de commodité.
La tlii'orie des proi;ressioiis arillinicti(|ii('s a peu de dillicultés : ce sont des (|iianlités qui augmentent ou diminuent constammenl de la même ipiaiitité; mais celle des progressions géomctiitiues est jjIus diflicile et |)lns importante, parce (pie heancoup de (piestions intéressantes en dépeiidenl : par exemple, tous les problèmes sur l'intérêt composé, et ipii regardent rescomple, et beaucoup d'autres semblables.
En général, (piaiid une (|nantilé augmeiile, cl (pie la force augmenlalive, pour ainsi dire, est proportionnelle ii la (piantilé même, elle produit des quantités en proi)ortion géométrique. On a observé que, dans les pays où la subsistance était très-aiscc, cnmme dans les premiJ-res colonies américaines, la po()ulali()n doublait au boni di; vingt ans; si elle est doul)le au bout de vingt ans, (die sera.(iuadruple au bout de (piaraiite ans, octuple au bout de soixante ans, etc.; ce (pii donne, comnif on voit, une progression géométricjue (pii répond à des espaces de temps en progression aritbmétitpie. Il en est de même de l'intérêt com[)osé : si l'on suppose (prune summc donnée d'argent pi'oduise, au bout d'un certain temps, une certaine somme; au bout d'un temps double, la même somme aura |)ro(luit encore une pareille somme, et de plus, la S(jmme [iroduile dans le |)remier espace de temps aura produit |»ropoilionncllemenl une autre somme pendant le second espace de temps, et ainsi de suite. On app(dle communément la somme primitive \i' prififipal, la somme iiroduile, Vi/i/i'ri''/. et le ra|iport constant du principal à rinléi'ét, pour un an, denier. Ainsi le denier vingt in(li(jU(; (jue l'intérêt est la vingtième partie du principal, ce qu'on nomme aussi "i pour mo, |)uis(pie "> est la vingtième |)aitie de loo. Sur ce pied, le principal sera augnuMité, au bout d'un an, d'un vingtième; par eonsc- (|uenl, il se trouvera augmenté en raison de 21 à -20; au bout de deux
ans, il sera augmenté encore dans la même raison, c'est-à-dire dans la raison de |-i, multiplié par-f^; au bout de trois ans, dans la raison de fxr, muiliplié deux fois par lui-même, et ainsi de suite. Et l'on trouve que de cette manière il aura presque doublé au bout de (juinze ans, et sera décuplé au bout de cinquante-trois ans. Réciproquement donc, puisqu'une somme payée actuellement deviendra double au bout de quinze ans, il est clair qu'une somme qui ne devrait être payée qu'au bout de quinze ans n'aura actuellement qu'une valeur moitié moindre : c'est ce qu'on nomme la valeur présente d'une somme payable au bout d'un certain temps; et il est clair que, pour trouver cette valeur, il n'y aura qu'à diviser la somme promise autant de fois par la fraction f^, ou bien la multiplier autant de fois par la fraction |^ ([u'il y aura d'années à courir. Ainsi l'on trouvera de même qu'une somme payable au bout de cinquante-trois ans ne vaut à présent qu'un dixième; d'où l'on voit combien peu d'avantage il y aurait à se défaire de la propriété absolue d'un fonds, pour n'en conserver la jouissance que pendant cinquante ans, par exemple, puisque l'on ne gagnerait par là que le dixième en jouissance, tandis qu'on aurait perdu la propriété pour l'éternité.
Dans les rentes viagères, la considération de l'intérêt se combine avec la probabilité de la vie; et, comme cbacun croit toujours pouvoir vivre très-longtemps, et que, d'un autre côté, on ne peut pas faire beaucoup de cas d'une propriété qu'on est obligé d'abandonner en mourant, il en résulte un attrait particulier, quand on n'a point d'enfants, pour mettre son bien, en tout ou en partie, à fonds perdu. Néanmoins, ([uand on calcule une rente viagère à la rigueur, elle ne présente pas assez d'avantage pour engager à y sacrifier la propriété du fonds.
Aussi, toutes les fois qu'on a voulu créer des rentes viagères assez attrayantes pour engager les particuliers à s'y intéresser, il a fallu les faire à des conditions onéreuses pour l'établissement.
Mais nous en dirons davantage là-dessus lors(]u'on exposera la théorie des rentes viagères, qui est une branche du Calcul des probabilités.
Je finirai par dire encore un mot sur les logarithmes. L'idée la plus simple qu'on puisse se former de la théorie des logarithmes, tels ([u'ils Vil. 25
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sont dans nos Tables usuclK's, consislL' h cxpi'uncr loiis les nombres par (les puissanees lie lo, el ainsi les exposants de ees puissanees en son! les logaritlinies. De eetle manière, il csl elair <iue la nuiltiplicalion et la division de deux nombres se rt'diiisenl ii l'addition el à la soustraction des exposants respectifs, c'est-à-dire, de leurs loi>ai'ilhmes; et par consci]uenl l'élévation aux puissanees et l'exlraelion des racines se réduisent il la inulli|)liealion ou à la <livi^ion, ce ([ui est d'un avantai;e immense dans l'ArilInnéticiue, el y rend les logarillimes si précieux.
Mais, il l'épocpie où l'on a inventé les logarithmes, ou ne connaissail pas euctue cette théorie des puissances, on ne pensait pas (|ue la racine il'un nombre pût être regardée comme une puissance t'raclioiinaire. \'oici comment on y est parvenu :
L'idée primitive est celle de deux progressions correspondantes, une arilbméti(|ue, l'autre géométri(iue; c'est ainsi qu'on les a conçues; mais il fallait trouver le moyen d'avoir les logarithmes de tous les nombres, (^omme les nombres suivent la progression arithmétique, pour qu'ils puissent se trouver tous parmi les termes d'une progression géométrique, il est nécessaire d'établir cette progression de manière que les termes successifs soient très-rappr(H liés l'un de l'aiilie; el, pour prouvei- la possibilité d'exprimer ainsi tous les nombres, l'inventeur Neper les a d'abord considérés comme exprimés par des lignes el des parties de lignes, et il a considéré ces lignes comme engendrées par le mouve- NM'nt l'nntinuel d'un point, ce ((iii est très-naturel.
Il a (lijiic considéré deux lignes : la première engendrée par le mouvement d'un point qui décrit en temps égaux des espaces en progression géométri(|ue, et l'autre engendrée par un point qui décrit des espaces (|ui augmentent comme les temps, et (]ui lorno ni par conséi|uent une progression arithmétique, correspondante à la géométrique; et il a siip|)osé, pour plus de simplicité, que les vitesses initiales de ces lieux [loints étaient égales, ce (|ui lui a donné les logarithmes, qu'on a d'abord appelés nalurels, ensuite hyperhoUqups , lorsqu'on a reconnu qu'ils pouvaic'nt être exprimés par l'aire de l'hyperbob' entre les asymptotes. De cetle manière, il est clair que, pour avuir le logarithme d'un
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nombre quelconque donné, il ne s'agira (|ue de prendre sur la première ligne une partie égale au nombre donné, et de chercher quelle partie de la seconde ligne aura été décrite en même temps que cette partie de la première.
Conformément à cette idée, si l'on prend pour les deux premiers termes de la progression géométrique les nombres très-peu difïérents
1 et 1,0000001, et pour ceux de la progression arithmétique o et 0,0000001, et qu'on cherche successivement, par les règles connues, tous les termes suivants des deux progressions, on trouve que le nombre
2 est, à la huitième décimale près, le 6931472'' de la progression géométrique; de sorte que le logarithme de 2 6810,6931472; le nombre 10 se trouve le 23o2585i'" de la même progression; par conséquent le logarithme de 10 est 2,3o2585i, et ainsi des autres. Mais Neper, n'ayant pour objet que de déterminer les logarithmes des nombres moindres que l'unité, pour l'usage de la Trigonométrie, où les sinus et les cosinus (les angles sont exprimés en fractions du rayon, a considéré la progression géométrique décroissante dont les deux premiers termes seraient I et 0,9999999, et il en a déterminé, par des calculs immenses, les termes suivants. Dans cette hypothèse, le logarithme que nous venons de trouver pour le nombre 2 devient celui du nombre 4 ou o, 5, et celui du nombre 10 se rapporte au nombre y\;^ ou o,i ; ce qui est facile à concevoir par la nature des deux progressions.
Ce travail de Neper parut en i6i4; on en sentit tout de suite l'utilité, et l'on sentit en même temps qu'il serait plus conforme au système décimal de notre Arithmétique, et par conséquent beaucoup plus simple, de faire en sorte que le logarithme de 10 fût l'unité, moyennant quoi celui de 100 serait 2, et ainsi de suite. Pour cela, au lieu de prendre pour les deux premiers termes de la progression géométrique les nombres I et 1 ,0000001 , il aurait fallu prendre les nombres i et 1 ,0000002302 en conservant o et 0,0000001 pour les termes correspondants de la progression arithniélique; d'où l'on voit (jue, tandis ([ue le puiiit. ijui esl supposé engendrer par son mouvement la ligne géométrique ou des nombres, aurait décrit la partie très-petite o,oooooo23o2 l'autre
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point , (|ui iliiil (Migendrt'r en nirmc teni|ts l;i ligne arillin)éti(Hie, on dos logarillinies, aniait parcouru la parlic o.ooooodi; et ([u'ainsi les espaces ilécrits en même temps par ces deux points au commencement (le leur mouvement, c'est-à-dire leurs vitesses initiales, au lieu d'élre égales, comme dans le système précédent, seraient dans le rapport des nombres 2,3o2,... à i, où l'on remarquera (jue N; nombre 2,3o2... est précisément celui qui, dans le premiersystème des logaritlimesnaturels, exprime le logaritbme de lo; ce (lui peut aussi se démontrer a priori, comme nous le verrons, lorsqu'on apiiliquera à la tbéorie des logalitbmes les formules algébriques. Briggs, conlemiiorain de Ncper, est l'auteur de ce ebangement dans le système des logarillinies, ainsi que des Tables de logarillunes dont on fait usage communément. Il en a calculé une partie, et le reste l'a été par Vlaeq, Hollandais.
Ces Tables parurent à Goude en 1G2S; (dics contiennent les logarillinies de tous les noiribres depuis i jus(|u'à 1 00000, calculés jusciu'à dix décimales, et elles sont uiainlcnant très-raics: maison a reconnu, depuis, que, pour les usages ordinaires, sept décimales sullisaient, et c'est ainsi (|u'ils se trouvent dans les Tables dont on se sert journellement. Hriggset Ylacqemployi'rent diiférents moyens très-ingénieux pour faciliter leur travail. Ct lui qui se présente le plus nalurcdlemcnt et qui est encore un des plus simples, c'est de partir des nombres i, 10, 100,... dont les logarillunes sont o, i. 1,..., et d'intercaler, entre les termes successifs des deux séries, autant de termes correspondants qu'on voudra, dans la première par des moyennes proportionnelles géométriques, et dans la seconde par des moyennes arilbméli(|ues. De cette manière, quand on sera parvenu à un ternie de la première série qui approchera jusqu'à la buitième <lécinialc du nombre donné dont on cberclic le logaritbme, le terme correspondant de l'autre série sera, à la buitième décimale près, le logaritbme de ce nombre : par exem|)le, pour avoir le logarilbmr de 2, comme 2 tombe entre i et 10, on cbercbe d'abord, par l'extraction (b' la racine carrée de 10, le moyen ])roportionnel géométrique entre 1 et 10, ou trouve j,ii'>-?.'-'ji'À'), et le moyen arithmétique i-orres|)ondant entre o et 1 sera v ou bien o,5ooooooo; ainsi l'on est
assuré que ce dernier nombre est le logarithme de l'autre. Puisque 2 est encore entre 1 et le nombre qu'on vient de trouver, on cherchera de même le moyen proportionnel géométrique entre ces deux nombres, on trouve le nombre 1,37823941; ainsi, en prenant de même le moyen arithmétique entre o et o,5ooooooo, on aura le logarithme de ce nombre, lequel sera o,25oooooo. Maintenant, 2 étant entre ce dernier nombre et le précédent, il faudra, pour en approcher toujours, chercher le moyen géométrique entre ces deux-ci, ainsi que le moyen arithmétique entre leurs logarithmes, et ainsi de suite. On trouve ainsi, par un grand nombre de pareilles opérations, que le logarithme de 2 est o,3oio3oo, que celui de 3 est 0,4771213, etc., en ne poussant l'exactitude que jusqu'à la huitième décimale. Mais ce calcul n'est nécessaire que pour les nombres premiers; car, pour ceux qui sont le produit de deux ou de plusieurs, leurs logarithmes se trouvent en faisant simplement la somme des logarithmes de leurs facteurs.
Au reste, comme il n'est plus question de calculer des logarithmes, si ce n'est dans des cas particuliers, on pourrait regarder comme inutile le détail où nous venons d'enlrer; mais on doit être curieux de connaître la marche souvent indirecte et pénible des inventeurs, les différents pas qu'ils ont faits pour parvenir au but, et combien on est redevable à ces véritables bienfaiteurs des hommes. Cette connaissance d'ailleurs n'est pas de pure curiosité : elle peut servir à guider dans des recherches semblables, et elle sert toujours à répandre une plus grande lumière sur les objets dont on s'occupe.
Les logarithmes sont un instrument d'un usage universel dans les sciences et même dans les arts qui dépendent du calcul. En voici, par exemple, une application bien sensil)le.
Ceux qui ne sont pas tout à fait étrangers à la musique savent que l'on exprime les différents sons de l'octave par les nombres qui déterminent les parties d'une même corde tendue, qui rendraient ces mêmes sous; ainsi, le son principal étant exprimé par 1 , son octave le sera par^, la quinte par |, la tierce par|, la quarte par f, la seconde par f, et ainsi des autres. La distance d'un des sons à l'autre s'appelle inteivalle,
198 I.K(;ONS Él.KMKM \lKi:S
et iloil se iiiosiiror, non par la tli Ile renie, mais par le rapport des nombres (|ni exprinienl les deux sons. Ainsi l'on re|;arile Tinlervalle entre la (|uarle ri la (luinli", appelé Ion majeur, comme sensiblement iloiihle (le ((loi enire la tieree et la quarte, appelé i(V/»'-/o/( majeur. En ell'el, le premier se tronve exprimé par îj, le seeond par^, et le premier ne diil'ère pas heaiieoup ihi earré dn second, ce <.\\\\ est aisé à véritier: or il est clair (|ue cette considération des intervalles, sur la(iuelle est fondée toute la théorie du tempérament, coiuluit naturellement aux \o^arithmes; car, si l'on exprime les valeurs des dillerenls sons par les iojiurithmes des loni;neurs des cordes (|ui y répondent, alors rintervalle d'un son à l'autre sera exprinié par la dill'érence même de valeur de ces sons; et, si l'on voulait diviser l'octave eu douze semi-tons égaux, ce (|ui donnerait le tempérament le plus sim[)le et le plus exact, il n'y aurait qu'à diviser le logarithme de i, valeur de l'octave, en douze parties éiîales.
LEÇON SECONDE
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Ln ancien disait (|ue rAiltlimeti<|Mc cl la (léométrie étaient les ades (les Mathèmaliques; je crois, en ellet, qu'on peut dire sans n)étaphore (|ue ces deux sciences sont le fondement et l'essence de toutes les sciences (|ui tiaiteiit des grandeurs. .Mais non-sculeiiu'nt elles en sont h; londenient, <dles en sont, pour ainsi dire, encore le complément; car, Idisiiue l'on a trouvé un résultat, pour pouvoir faire; usage de ce résullat. il est nécessaire de le traduire en Udinhres ou en lignes; pour le traduire en nombres, on a besoin du secours <le rArithméti(|ue; pour le Iraluire en lignes, on a besoin du secours de la Géométrie.
1,'impoitance île rArithméliqne m'engage donc ii vous en entretenir encore aujourd'hui, quoi(|u'on ail déjà commencé l'Algèbre. Je revienilrai sur ces dillerentes parties, et je ferai de nouvelles observations, qui ■>erviront ii c(jnipleter (•(dle^ ([ue je vous ai déjà présentées. J't'mpU)ierai,
d'ailleurs, le calcul géométrique, lorsqu'il sera nécessaire pour donner plus de généralité aux démonstrations et aux méthodes.
D'abord, par rapport à l'addition, il n'y a rien à ajouter à ce qui a déjà été dit. L'addition est une opération si simple, qu'elle se conçoit d'elle-même. Mais, à l'égard de la soustraction, il y a une autre manière de faire cette opération, qui peut quelquefois être plus commode que la manière ordinaire, surtout pour ceux qui y sont habitués: c'est de changer la soustraction en addition, en prenant le complément de chaque chifTre du nombre qui doit être soustrait, d'abord à lo, et ensuite à 9. Supposons, par exemple, que l'on ail le nombre 2635 à soustraire du nombre 7853; au lieu de dire 5 de i3, reste 8; ensuite 3 de f\, reste i; G de 8, reste 2, et 2 de 7 reste 5, ce qui donne le reste total SaiS; je dirai : 5 complément de 5 à 10 et 3 font 8; j'écris 8; 6 complément de 3 à 9 et 5 font ir, je pose i, et je retiens i; ensuite 3 complément de 6 à 9 et 9, à cause de i retenu, font 1 2, je pose 2, et reliens i; enfin 7 complément de 2 à 9 et 8, à cause de i retenu, font i5, je pose 5, et je ne retiens rien, parce que l'opération est finie, et qu'il faut négliger la dernière dizaine qui avait été empruntée dans le cours de l'opération; ainsi l'on a également pour reste 52 18.
Si l'on a des chiffres un peu plus considérables, cette manière est très-utile, parce qu'il arrive souvent qu'on se trompe en employant la manière ordinaire de la soustraction, lorsque l'on est obligé d'emprunter pour soustraire un nombre d'un autre; au lieu que, dans la manière dont il s'agit, on n'emprunte jamais, il suffit seulement de retenir, parce que la soustraction est convertie en addition. A l'égard des compléments, ils se prennent facilement à la simple vue; car tout le monde sait que 3 est le complément de 7 à 10, que 4 est celui de 5 à 9, etc. Quant à la raison <le cette opération, elle se présente d'elle-même, car il est facile de voir que ces din'érents compléments forment le complément total du nombre qu'il s'agit de soustraire à 10, 100. 1000
suivant que ce nombre a i, 2, 3,... chill'res; de sorte que c'est proprement la même chose que si l'on ajoutait d'abord 10, 100, loon.... an nomi)re proposé, et qu'ensuite on en ôtât le nombre à soustraire de
celui-là; d'oii l'on voit en inènie temps pouiniuoi il l'aiil supprimer une dizaine de la somme trouvée par la dernière addition partielle.
Pour la multipruation, il se présente dillerenls al)ré|,H''s (jui viennent du système décimal. D'abord on sait que, s'il est ciuestion de multiplier par M), il n'y a (ju'à ajouter un zéro; si l'on veut multiplier par ino, on ajoute deux zéros; par looo, trois zéros, etc.
Ainsi, s'il fallait multiplier par une [)artic ali(iuolc de lo, par exemple par 5, on n'aurait (lu'à multiplier par lo, et ensuite à diviser |)ar 2; par 25, on multiplierait par 100, et l'on diviserait par 4, el ainsi de suite, pour tous les produits de 5.
Lorsqu'on a un nomlirc entier avec des décimales à multiplier par un nond)i'e entier avec des décimales, la règle générale est de regarder les deux nombres comme des nombres entiers, ensuite de retrancher, di' droite à gauche, dans le produit autant de ehid'res (ju'il y a de décimales dans les deux nombres; mais cette règle a souvent, dans la praticjue, l'inconvénient d'allonger l'ojjération plus (|u'il ne l'aut : cai', (|uand on a des nombres qui contiennent des décimales, ces nombres ne sont ordinairement exacts que jusqu'à un certain rangde décimales; ainsi l'on ne doit conserver dans le piudiiil (|ue les parties décimales du mèmeoidic. Par exemple, si le mulli[)licande et h; multiplicateur contiennent chacun deux rangs de décimales et n'oirt que ce degré de précision, on auiail, parla méthode ordinaire, quatre rangs de décimales dans leur produit; par conséquent, il faudrait négliger les deux dernières comme inutiles, et même comme inexactes. Voici comment on |)eut s'v prendre, pour n'avoir dans le produit <|u'au(ant de décimales (|ue l'on veut.
J'observe d'abord que, dans la manière ordinaire de faire la multipli- (ation, on commence par les unités du multiplicateur, (ju'on multiplie par celles du multiplicande, et ainsi de suite. Mais rien n'oblige à commencer par la droite du multiplicateur, on peut également commencer parla gauche; et, à dire vrai, je ne sais pas pourquoi on ne préfère pas celte manière, (jui aurait l'avantage de donner tout de suite les chiffres de la j)lus grandi- valeur; car, ordinairement dans la multiplication des
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grands nombres, ce qui intéresse le plus, ce soni les derniers rangs de chiffres; souvent même on ne fait la mulliplicalion que pour connaître (juclques-uns des chiffres des derniers rangs; et c'est là, pour le dire eu passant, un des grands avantages du calcul par les logarithmes, lesquels donnent toujours, dans les nniltiplicalions comme dans les divisions, ainsi que dans l'élévation aux puissances et dans l'extraction des racines, les chiffres suivant l'ordre de leur rang, à commencer par le plus élevé, c'est-à-dire en allant de gauche à droite.
En faisant la multiplication de cette manière, il n'y aura proprement d'aulre différence dans le produit, si ce n'est que l'on aura pour première ligne celle qui aurait été la dernière, suivant la méthode ordinaire, pour seconde ligne celle qui aurait été l'avant-dernière, et ainsi des autres.
Cela peut être indifférent lorsqu'il s'agit de nombres entiers et qu'on veut avoir le produit exact; mais, lorsqu'il y a des parties décimales, l'essentiel est d'avoir d'abord dans le produit les chiffres des nombres entiers, et de descendre ensuite successivement à ceux des nombres décimaux; au lieu que, suivant le procédé ordinaire, on commence par les derniers chiffres décimaux, et l'on remonte successivement aux chiffres des nombres entiers.
Pour faire usage de cette méthode, on écrira le multiplicateur audessous du multiplicande, de manière que le chiffre des unités du multiplicateur soit au-dessous du dernier chiffre du multiplicande. Ensuite on commencera parle dernier chiffre à gauche du multiplicateur, qu'on multipliera comme à l'ordinaire par tous ceux du multiplicande, en commençant par le dernier à droite, et en allant successivement vers la gauche; et l'on observera de poser le premier chiffre de ce produit au-dessous du chiffre du multiplicateur, et les autres successivement à gauche de celui-ci. On continuera de même pour le second chiffre du multiplicateur, en posant également au-dessous de ce chiffre le premier chilfre du produit, et ainsi de suite. La place de la virgule, dans ces différents produits, sera la même que dans le multiplicande, c'est-à-dire (|ue les unités des produits se trouveront toutes dans une même ligne VIL 26
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verticale avee celles dii imilli|»licaii(le: par conséinieiil, celles de la somme de tous les produits ou du produit total serout encore dans la même lii;ne. Ainsi il sera aisé de ne calculer qu'autant de décimales <|u'ii!i V(Uidra. Voici un exemple de Telle opération, où li' multiplicande est j'^;, :>,'), et le mulliplicateur est ■i~,'>] :
3oGo 1
J'ai écrit dans le produit toutes les décimales; mais il est aisé de voii' comment on peut se dispenser de tenir compte de celles que l'on veut néj,'li_iier. La ligne verticale est pour marquer plus distinctement la |dace de la virgule.
(j'tle règle nu' paiait plus naturelle et plus simple que celle qui est attriliué<! à Ouglitred, et (jui consiste à écrire le multiplicateur dans un iirilrr renversé.
.\u reste, il y a une chose à considérer dans la multiplication des nomltres avec des décimales: c'est (juc vous pourrez, à volonté, l'aire clianger de place la virgule, parce (|uc, si vous avancez la virgule de ilroite à gauche dans un des nombres, vous le multipliez par 10 ou par 100....; et, si vous reculez d'autant la virgule d(; gauciie à droite dans l'autre nombre, vous le divisez par 10 ou par 100,...; d'où il résulte que vous pouvez avancer à volonté la virgule d'un des deux nombres, piiurvu (|ue vous reculiez d'autant celle de l'autre nombre, vous aurez toujours le même produit; pai' ce moyen, vous pouvez faire en sorte qu'un des deux nombres suit toujours un nombic sans décimales, ce qui lend la (piestion plus simple.
L;i division est susceptible d'une simplification semblable; car, comme le quotient reste le même en multipliant ou divisant le dividende et le ilivisciir également par un même nombre, il arrive (|ue dans la division
vous pouvez avancer ou reculer la virgule de l'un et de l'autre nombre, pourvu que vous les avanciez ou reculiez également toutes les deux; de sorte que par là vous pouvez réduire le diviseur à être toujours un nombre entier; ce qui facilite infiniment l'opération, parce que, les décimales ne se trouvant que dans le dividende, on peut faire la division à l'ordinaire, et négliger dans l'opération les chiffres qui donneraient des décimales d'un rang inférieur à celles dont vous voulez tenir compte.
Vous connaissez la fameuse propriété du nombre 9, qui consiste en ce que, si un nombre est divisible par 9, la somme de tous ses chiffres est aussi divisible par 9. Vous pouvez, par ce moyen, voir tout de suite, non-seulement si un nombre est divisible par 9, mais encore quel est son reste; car vous n'avez qu'à faire la somme des chiffres, et à la diviser par 9, le reste sera le même que celui du nombre proposé.
La démonstration de ce procédé n'est pas difficile ; elle dépend de ce que les nombres 10 moins i, 100 moins i, 1000 moins i,... sont tous divisibles par 9; ce qui est évident, ces nombres étant 9, 99, 999, —
Si donc vous retranchez d'un nombre quelconque la somme de tous ses chiffres ou caractères, vous aurez pour reste le chiflre des dizaines, multiplié par 9, plus celui des centaines, multiplié par 99, plus celui des mille multiplié par 999, et ainsi de suite; d'où il est clair que ce reste est tout divisible par 9. Par conséquent, si la somme des chiffres est divisible par 9, le nombre proposé le sera aussi, et, si elle n'est pas divisible par 9, le nombre ne le sera pas non plus; mais le reste de la division sera le même de part et d'autre.
Dans le cas du nombre 9, on voit clairement que 10 moins 1. 100 moins 1 ,... sont tous divisibles par 9; mais l'Algèbre fait voir que cette propriété est générale pour tout nombre a; car on trouve ([ue
sont des quantités toutes divisibles par a — i ; en effet, en faisant la division, on a les quotients
I , n + i, /!' + rt -I-
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Il l'sl ;iisi!' (le ('(iiicliiro de lii (|Ui' celle piopiiéle du nonihre () a lien dans nolro sysième d'Arilhniéliqiie décimale, parée (pie <)esl lo moins i
et »|ue, dans tout autre système i'ondé sur la progression a. a'-, a'
ec serait le nombre a — i (]ui jouirait de la même propriété. Ainsi, dans le système duodécimal, ce serait le nonihre ii; de sorte (|ue, dansée système, tout nombre dont la somme des cbillrcs serait divisible par i i le serait aussi par ce nombre.
Mais on peut géiu'raliser celte propriété du nombre 9 par la considération suivante: comme tout nombre, dans notre système, est représenté j)ar la somme de (iu(d(|ucs tei'UU's de la |)i'ogression 1, 10, 100, 1000,..., multi|)liés chacun par nu des neuf chi lires i , 2, 3, /|,..., 9, il est aisé de concevoir (|ne le reste de la division d'un nombre quelconque |iar un diviseur donné sera égal ;i la sonune des restes de la division des termes i, 10, ion, 1000,... parle inénu' diviseur, ces restes étant multi|)liés chacun par le chiti're eorres|)ondaut (jui uuilliplie ehaqu»; terme; donc, si l'on dénote en généial le diviscni' donné par 1), cl ([uc ni, //./>,... soient les restes de la division des nombres 1,10, 100, 1000,... par D, le reste de la division d'un nombre quelcon(iue N, dont les caractères, en allant dr droite ;i ganilic, seraient a, /^ c,..., sera évidemment égal à
m .(t -\- Il .b.~^ p .c -\- . . . .
Ainsi, connaissant puni nn diviseur donné D les restes m, 11, />,... ()ui ne dépendent que de ce diviseui', et qui sont toujours les mêmes pour le même diviseur, il n'y aura ([u'à écrire les restes au-dessous du nombre proposé, en allant de dioiteà gauche, et à faire ensuite les dinêrenls produits de cha(|ue chilire j)ar celui qui est au-dessous. La somme de tous ces produits sera le l'este total de la division du nombre proposé par le même divi>iiir I). 1-^t, si cette somme est jibis grande (|ne I), on pourra en chercher de nouveau le reste de la division |)ar 1), et ainsi de suite, jus(|u'à ce qu'on arrive à un reste moindre (|ne I), (|ui sera h; véritable reste cherché : d'où il s'ensuit (|ue le nombre pio[)osé ne sera exactement divisible parle diviseur donné (|n'antanl que le dernier reste trouvé delà sorte sera nul.
Les restes de la division des termes i, lo, loo, looo,... par 9 sont toujours l'unité; ainsi la somme des chiffres d'un nombre (jualconque est le reste de la division de ce nombre par 9. Les restes de la division des mêmes termes par 8 sont i, 2, 4i o, o, o,...: donc on aura le reste de la division d'un nombre quelconque par 8, en prenant la somme du premier chiffre à droite, du second (en allant de droite à gauche) multiplié par 2, et du troisième multiplié par 4-
Les restes de la division des mêmes termes I, 10, loo, 1000,... par 7
sont I, 3, 2, 6, 4. 5, 1, 3 où les mêmes restes reviennent toujours
dans le même ordre; ainsi, ayant le nombre 1 3527541 à diviser par 7, je l'écrirai ainsi avec les restes au-dessous :
Faisant ensuite les produits partiels et les ajoutant, je trouve d'aboril le nombre io4, qui serait le reste de la division du nombre donné par 7, s'il n'était pas plus grand que ce diviseur; je répète donc l'opération sur ce reste, et je trouve pour second reste G, qui est le véritable reste de la division dont il s'agit.
Je remarquerai encore, a l'égard de ces restes et des multiplications qui en dépendent, qu'on peut simplifier celle-ci en admellant des restes
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iu'i,Mlirs à la pl:u'o de ceux (|ui so irouvi'iit plus grands que la moitié
(lu tlivisL'iir; et pour cela il n'y a (ju'à souslrairc encore le diviseur de
cliaeiiii lie ces restes : ainsi, au lieu des restes ci-dessus G, 4. 5, on aura
ceux-ci
ainsi les restes j)Our le diviseur 7 seront
a l'intini.
De celle nianicM-e, j'aurai, dans l'exemple précédent.
.II' nicls une harre au-dessous des cliillVes (|ni doivenl être pris néj^alivenienl; je sousliais la somme des produits de ces diillres j)ar ceux i|ui sont au-dessus d'eux de la somme des autres produits, comme on le \(iil dans cet exemple. Il ne s'agit donc (|uc de trouver pour clia(|ui' di- ^iseur les restes de la division des nombres 1, 10, 100, kjoo,...; or la iliose est aisé<' p;ir la division actuelle; mais on peut y parvenir encore jilus simpliini'iil, en ciinsich'rant (|ue, si /■ est le resic de la division de 10, r- sera celui de la divisicju de loci, carré de m; ainsi il n'y aura qu'il letraiielier de /" autant de fois le diviseur qu'il sera nécessaire, pour qui l'on ail un reste positif ou négatif, moindre (|ue la moitié de ce di\iseur. S(/il ç ce reste; alors il n'y aura (|u'ii le multiplier par /•, reste de la disision de 10, pour avoir celui de la division de loou, parce que 1000 c.-l 100 X ro, el ain>i de suite.
Ainsi, divisant lo par 7, on a 3 de reste, donc le reste de; la division de 100 sera 9, ou bien 2, en retranchant le diviseur 7; ensuite le reste de la division de 1000 sera le produit de 2 par 3, c'est-à-dire G, ou bien — I, en retranchant encore 7 : de là le reste de la division de 1000 sera le produit de — i par 3, savoir — 3, et ainsi de suite.
Prenons pour diviseur 11; le reste de la division de i est 1, celui delà division de 10 est 10, d'où retranchant le diviseur r r, on a — 1; le reste de la division de 100 sera donc le carré de — i, savoir 1; celui de la division de looo sera i, multiplié par — i, savoir — i, et ainsi de suite; de sorte que tous les restes seront
I, — I, I, — I, I, — I, ... à l'infini.
De là résulte la propriété connue du nombre 11, savoir que, si l'on ajoute et qu'on retranche alternativement tous les chiffres d'un nombre quelconque, c'est-à-dire qu'on prenne la somme du premier, du troisième, du cinquième, etc., et qu'on en retranche la somme du second, du quatrième, etc., on aura le reste de la division de ce nombre par 1 1 .
Cette théorie des restes est assez curieuse, et a donné lieu à des spéculations ingénieuseset difficiles. On peut démontrer, par exemple, que, quand le diviseur est un nombre premier, les restes d'une progression quelconque i, a, ar, a^ , a*,... forment toujours des périodes qui reviennent les mêmes à l'infini, et qui commencent toutes comme la première par l'unilé; de sorte que, lorsque l'unité parait parmi les restes, on peut les continuer à l'infini par la simple répétition des restes précédents. On démontre aussi que ces périodes ne peuvent jamais contenir (|u'un nombre de termes égal au diviseur moins i, ou à une partie aliquote du diviseur moins i ; mais on n'a pu encore déterminer a priori ce nombre pour un diviseur quelcon(|uc donné.
Quant à l'usage de cette manière de trouver le reste de la divisiiui d'un nombre par un diviseur donné, elle pourrait être très-utile, si l'on avait à diviser plusieurs nombres par un même nombre, et à former une Table des restes. Comme la division par 9 et par 11 est très-simple, on peul
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rniipli^ver pour siMvir de prouve ;i l;i nuilliiilicalidu el à la division. Kii clTel, ayant Ironvé les restes tle la division du niulliplieaiulc et du nuilliplicatfur, il n'y aura qu'a taire le produit de eesdeux restes, et, relranclianl, s'il est nécessaire, le diviscni' une ou plusieurs l'ois, on aura le reste de la division du produit, (jui devra par eouséquent s'aeiorder avec telui (|u'on trouverait par la même opération. De même, eomme dans la division le dividende moins le reste doit être égal au produit du diviseur et du quotient, on pour'ra y employer la même épreuve.
J>a proposition (|ue je viens de supposer, (|ue le produit des restes de la division des deux nombres par un niênu' diviseur est égal au reste de la division du |)roduit de ces nomlires par le même diviseur, est l'aeile il eoiu'evoir. lui voici une dénionsliatiou ^^t'iiérale.
Soient .M et X les deux nonilires, D le diviseur, p et </ les quotients, et /•, s les deux restes; il est clair qu'on aura
ilont, l'aisant la multi|)licalion,
M N - /)(/ D' -f- i/^ D -f- iq D -H n ;
où l'on voit (|ue tous les termes sont divisibles par D, à l'exceplion du ilcrnier rs , d'oii il s'ensuit que rs sera le reste de la division .MN par D; on voit de plus que, si l'on reliaindie de rs \\\\ niullij)le (|uelcon(iue de D, comme mD, alors rs — wD sera aussi le reste de la division de .MN par D; car, en mettant la valeur de MX sous cette forme
/)'/ D' -.- s/> 1) 4- iij I) -T- m 1) + /\$ — m 1),
on voit ([ue tous lus autres termes sont divisibles par I).
.Ainsi l'on pourra toujours l'aire en sorte (|ue le reste /.9 — fn\) soit
moindre rpie D. ou même moindre que i en employant des restes négatifs.
N'oilii tout ce (|ue j'avais à dire sur' la ninltiplication et la division. Je ne vous parle pas de l'extraction des racines; la règle est assez simple
pour les racines carrées ; elle conduit directement au but, et il n'y a pas de tâtonnement. Pour les racines cubiques et de dci^rés supérieurs, il est rare qu'on ait besoin d'extraire ces racines; d'ailleurs, parle moyen des logarithmes, on les extrait avec une grande facilité, et l'on peut pousser l'exactitude en décimales aussi loin que celle des logarithmes même le comporte; ainsi, avec des logarithmes de sept chiffres, on peut extraire des racines avec sept chiffres, et, en employant les grandes Tables, où les logarithmes sont poussés jusqu'à dix décimales, on peut avoir aussi dix chiffres dans le résultat.
Une des opérations les plus importantes de l'Arithmétique est celle qu'on appelle la règle de trois, qui consiste toujours à trouver le quatrième terme d'une proportion dont les trois premiers sont donnés.
Dans les livres ordinaires d'Arithmétique, on a beaucoup compliqué cette règle. On l'a divisée en règles de trois simples, directes, tmerses. composées.
En général, il suffit de bien entendre l'état de la question: la ri-gle ordinaire de trois s'applique toujours également toutes les fois qu'une quantité augmente ou diminue dans le même rapport qu'une autre; par exemple, le prix des choses augmente en proportion de la quantité des choses, de sorte que, la chose étant double, le prix devient double, et ainsi de suite; de même, le produit du travail augmente en proportion du nombre des personnes employées. Mais il y a deschosesqui augmentent à la fois dans deux rapports différents : par exemple, la quantité du travail augmente suivant le nombre des personnes employées, et il augmente aussi suivant le temps qu'on emploie. Il y a d'autres choses qui diminuent à fiiesure que d'autres augmentent. Tout cela se réduit à une considération bien simple : c'est que, si une quantité augmente en même temps dans la proportion qu'une ou plusieurs autres quantités augmentent, et que d'autres quantités diminuent, c'est la même chose que si l'on disaitijue la (juaiUité proposée augmentecomme le produit des quantités qui augmentent en même temps qu'elle, divisé par le produit de celles (|ui diminuent en même temps. Ainsi, comme le résultat du travail augmente à mesure qu'il y a plus de travailleurs, et qu'ils travail- VII. 27
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loiil [iliis loiiiilt'iiip.-;. l't (lu'il diiniinu' ;i nicsurt' que rdiivrago csl plus (lillii'ilo, un (lira (|tu' K' résultai est proporlioiincl au uoiul)io tics travail- It'urs, mulli|>ru' par le nombre (|ui mesure le temps, et divisé par le iiomltre (|ui mesure ou exprime la dilliculté de l'ouvraiie.
C.epciulant il faut taire alteuliou à uue chose, c'est tiue la ri'gle de tinis ne peut pro|)remeiit s'appli(|uer (|u'aux choses (]ui aui;menlent loujoui's dans un ra|iporl constant. l'ar e\eni|de, on suppose (|ue, si un homme fait dans un jour une certaiiu' quantité d'ouvrage, deux hommes i-ii feront le douhle, trois hommes le triple, (|uatrc le (|uadruple, etc. (]ela pourrait ne pas être; mais, dans la rèij;le ;le |n it[iortion, on le suppose, sans(|uoi on ne pourrait pas l'employer léj;itimement.
Quand la loi de rauj:mentalion et de la diminution est variable, la rèi^'le de tiois ne s'y appli(iue pins, et les règles ordinaires d'Arithmétique sont en défaut. Il faut avoir alors recours à l'Algidji'e.
Si, parce (|u'uu tonneau d'une certaine; capacité se vide dans un certain lem|is. on voulait en comlure (|u'un tonneau d'une ca|ia(ilé double emploierait un temps double, on se Ir-omperait; c^ir il se videia dans un temps |)lus court. La loi de l'écoulement ne suit |)oinl une propoi'tion constante, mais nue proportion variable, (jui diminue ii mesure (ju'il reste moins de liquide dans le tonneau.
Vous verrez dans la Alécaniqni! (jue, dans les n)ouvemenls uniformes, les espaces |)arconr'US suivent une proportion constante avec le temps. Dans une heure on fait une lieue, dans deux heures on eu fera deux; mais une |)ierre (|ni tombe ne suivra pas la même proportion, cl si, dans la premii're seconde, elle parcourt i5 pieds, dans la deuxit'ine seconde elle en parcourt '\^. ,
La règle de trois n'est applicable ([u'au cas de la proportion constante. <!(,' cas a lieu dans la plupart des choses qui sont d'un usage ordinaire. \m général, le prix est tonjoui's proportionné à la (|uantité des choses; de sorte que, si une chose vaut tant, deux choses vaudront le double, trois le tri|»le. quatre le (luailruple, etc. Il en est de n)éme du produit du travail, relativement au nouii)re des travailleurs et à la durée du travail; il y a néanmoins des cas où l'un pourrait aussi se tromper.
Si deux ciicvaux. par exemple, peuvenl traincr une niasse d'un certain poids, il serait naturel de croire que (|uatre chevaux traîneraient un poids double, six un poids triple; cependant cela n'est pas à la rigueur, car il faudrait que les quatre chevaux tirassent tous également et de la même manière, ce qui est presque impossible dans la pratique. Il arrive de là que l'on trouve souvent par le calcul des résultats qui s'éloignent de la vérité; mais alors ce n'est pas la faute du calcul, car il rend toujours exactement ce qu'on y a mis. On a supposé la proportion constante; le résultat est fondé sur cette supposition : si elle est fausse, le résultat sera nécessairement faux. Toutes les fois qu'on a voulu accuser le calcul, on n'a fait que rejeter sur le calcul la faute de celui qui l'avait fait : il avait employé des données fausses ou inexactes, il fallait bien que le résultat le fût aussi.
Parmi les autres règles de l'Arithmétique, il y a celle qu'on appelle d'alliage, qui mérite une considération particulière, parce qu'elle peut avoir beaucoup d'applications. Quoique l'alliage se dise principalement de métaux mêlés ensemble par la fusion, on le prend en général pour le mélange d'un certain nombre de choses de dilTérentes valeurs, qui composent un tout d'un égal nombre de parties et d'une moyenne valeur; ainsi la règle d'alliage a deux parties.
Dans la première, on cherche la valeur moyenne et commune de chaque partie du mélange, quand on connait le nombre des parties et la valeur particulière de chacune d'elles.
Dans la seconde, on cherche la constitution même d'un mélange, c'est-à-dire le nombre des parties des choses qui doivent être mélangées ou alliées, quand on connait le nombre total des parties et leur valeui' moyenne.
Supposons, par exemple, que l'on ait plusieurs seticrs de blé de dilVérents prix; on peut demander quel est le prix moyen : ce prix moyen doit être tel que, si chaque setier était de ce prix, le prix total de tous les setiers ensemble fût encore le même; d'où il est aisé de voir (|ue, pour trouver dans ce cas le prix moyeu, il n'y aura (ju'à chercher d'abord Ir prix total, et à le diviser [)ar le nombre des setiers.
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En général, si l'on muhiplic le nonil)ro des choses de chaque espèce par la valeur de l'unilé de cha(|ue chose, et (ju'on divise ensuite la somme de tous ces produits par le nombre total des choses, on aura la valeur niovenne, parce que cette valeur, nuiltipliée clle-niême par le nombre des choses, redonnera la valeur entière de toutes les choses prises ensemble.
Cette valeur moyenne est d'une grande utilité dans presque toutes les atîaires de la vie; quand on a plusieurs résultats difTérenls, on aime à réduire tous ces résultats à un terme moyen qui produit cependant le même résultat total.
Vous verrez, quand il sera question du Calcul des probabilités, qu'il est presque tout fondé sur ce principe.
Les registres des naissances et des morts ont donné lieu à la construction des Tables qu'on appelle de mortalité, et qui montrent combien, sur un nombre donné d'enfants nés en même temps, ou dans la même année, il y en a de vivants au bout d'un an, de deux, de trois, etc.; on peut demander, d'après cela, quelle est la vie moyenne d'une personne d'un âge donné. Si l'on cherche dans ces Tables le nombre des vivants à cet âge, et qu'ensuite on additionne le nombre des vivants de tous les âges suivants, il est clair que cette somme donnera le nombre total des années qui auront été vécues par la totalité des vivants à l'âge donné; par conséquent, il n'y aura qu'à diviser la somme dont il s'agit par le nombre des vivants à l'âge donné ; le quotient sera la vie movenne, ou bien le nombre d'années que chaque personne devrait vivre encore, pour que le nombre total des années vécues fût le même, et que chaque personne eût vécu également.
On trouve de cette manière, en prenant le milieu entre les résultats des différentes Tables de mortalité, que, pour un enfant d'un an, la vie moyenne est d'environ [\o ans; qu'à lo ans, elle est encore de 4o ans; à 20, de 34; à 3o, de 26; à 40, de 23; à 5o, de 17; à 60, de 12; à 70, de 8; à 80, de 5.
On a, par exemple, fait différentes expériences; trois expériences ont donné quatre pour résultat; deux expériences ont donné cinq; une a
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donné six. Pour avoir le résultat moyen, on muUiplicra 4 par 3, ;") par 2, et I par 6. On ajoutera ensemble tous ces produits, ce qui fait 28, et l'on divisera ce nombre par le nombre des expériences, savoir 6; ce qui donnera 4f pour le résultat moyen de toutes ces expériences.
Au reste, vous sentez que ce résultat ne peut être regardé comme exact qu'autant qu'on suppose que toutes les expériences sont également exactes. Cependant elles peuvent ne pas l'être; alors il faut chercher à tenir compte de ces inégalités, ce qui demande un calcul plus compliqué : c'est l'objet de plusieurs recherches dont les géomètres se sont occupés.
Voilà pour ce qui regarde la première partie de la règle d'alliage; l'autre partie est l'inverse de celle-ci : étant donnée la valeur moyenne, trouver combien il faut prendre de chaque chose pour avoir cette valeur moyenne.
Les problèmes de la première espèce sont toujours déterminés, parce que, comme on vient de le voir, il n'y a qu'à multiplier le nombre par la valeur de chaque chose, et diviser la somme de tous ces produits par le nombre des choses.
Les problèmes de la seconde espèce sont, au contraire, toujours indéterminés; mais la condition de n'avoir que des nombres positifs cl entiers pour résultat sert à limiter le nombre des solutions.
Supposons qu'on ait des choses de deux espèces; que la valeur de l'unité de la première espèce soit a, que celle de l'unité de la seconde espèce soit b, et qu'on demande combien on doit prendre d'unités de la première espèce et d'unités de la seconde pour en former un composé ou un tout dont la valeur moyenne soit m.
Nommons x le nombre des unités de la première espèce qui entreront dans le composé, et j le nombre des unités de la seconde espèce; il est clair que ax sera la valeur des x unités de la première espèce, et by celle des y unités de la seconde : donc ax -t- by sera la valeur totale du mélange; mais la valeur moyenne du mélange devant être m, il faudra que la somme x-hy des unités du mélange, multipliée par m, valeui' moyenne de chaque unité, donne la même valeur totale : donc on aura
l'équation
(tx -I- l))- =: wi j; + m y;
Taisant passer d'un côté les termes niiillipliés par x, et de l'autre les termes multipliés par j, on aura
et, divisant par « —m, il viendra
f »? — Il < ^•
a — ni
où l'on voit que le nombre j peut être pris à volonté; car, en donnant à j une valeur queleonque, on aura toujours une valeur correspondante de X qui satisfera à la question. Telle est la solution générale que donne l'Algèbre; mais, si l'on ajoute la condition que les deux nombres x e\y soient entiers, alors on ne peut plus prendre y à volonté. Pour voir comment on peut satisfaire de la manière la plus simple à cette dernière condition, on divisera la dernière équation par 1-, et l'on aura
Pour que x et j soient tous deux positifs, il faudra que les deux quantités
/)( ^ b cl n — m
soient de même signe; e'cst-'a-dirc que, si a est plus grand ou moindre (jue m, b soit au contraire moindre ou plus grand (jue m; c'est-à-dire que m doit tomber entre les deux quantités a et b, ce qui est d'ailleurs évident de soi-même. Supposons a le plus grand et b le [)lus petit des deux prix; on chercbera la valeur de la fraction
(|u'on réduira, s'il est nécessaire, à ses moindres termes; soit r celle
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fraction réduite à ses moindres termes; il est visible qu'on aura la solution la plus simple en prenant
X -^ B el y = A
mais, comme une fraction demeure la même en multipliant le numérateur et le dénominateur par un même nombre, il est visible qu'on pourra prendre aussi
x = nB el j=nA,
n étant un nombre quelconque, (ju'il faudra supposer entier pour (|ue X et r soient entiers; et il est facile de démontrer que ces expressions de X et r sont les seules qui résolvent la question proposée. Suivant la règle ordinaire d'alliage, on ferait x, quantité de la cliose la plus cbère. égale à m — b, excès du prix moyen sur le plus bas, et j, quantité de la chose la moins chère, égale h a — m, excès du plus haut prix sur le prix moj'en, ce (jui rentre dans la solution générale que nous venons de donner.
Supposons maintenant qu'au lieu de deux espèces de choses il y en ait trois, dont les valeurs soient, à commencer par la plus haute, a, b, c; soient x, y, z les quantités qu'il faudra prendre de chacune pour former un mélange ou un composé dont la valeur moyenne soit m. La somme des valeurs des trois quantités x, y, z sera
ax + b)- -h cz,
d'après les valeurs particulières d, h, c de l'unité de chacune de ces (juantités; mais cette valeur totale doit être la même que si toutes les valeurs particulières étaient égales à m, auquel cas il est clair que la
valeur totale serait
mx -t- my -f- «; r ;
donc il faudra satisfaire à l'équation
ax + by -(- c :: ^ «t JT -t- my + m z, laquelle se réduit à cette forme plus simple
Comme il y a trois iaconnues dans cette question, on pourrait on prendre deux à volonté; mais, si l'on veut qu'elles soient exprimées par des nombres positifs et entiers, on observera d'abord que les nombres
a — m cl m — c
sont nécessairement positifs; de sorte ([u'cn mcllanl récpialion sous
cette forme
la question sera réduite à trouver deux imilliples des nombres donnés a — m el m — c,
dont la dilférence soit égale à (m — h) y..
Cette question est toujours résoluble en nombres en'tiers, quels que soient les nombres donnés dont on cherclie les multiples, et quelle que soit la dilférence donnée de ces multiples. Comme elle est assez curieuse par elle-même et qu'elle peut être utile dans beaucoup d'occasions, nous allons en donner ici une solution i^énérale déduite des propriétés des fractions continues.
Su])posons donc en général que M et N soient deux nondjres entiers donnés, et qu'on en cbercbe deux multiples a; i\I, sN, dont la dilférence soit donnée et égale à D; on aura donc a satisfaire à l'équation
a:M-zN = D,
07 et s étant supposés des nombres entiers. D'abord il est clair (jue, si M et N n'étaient pas premiers entre eux, il faudrait que le nombre D fût aussi divisible par le plus grand commun diviseur de iM et N; et, la division laite, on aurait une pareille équation où les nombrcis l\l el N seraient premiers entre eux; ainsi nous |)ouvons les sup|)oser déjà réduits à cet étal. J'observe maintimant que, si l'on connaissait la solution de cette é(|uation pour le cas où le nombre D serait égal à l'unité positive ou négative, on en pourrait déduire la solution pour v\nv valeur quelconque de D. Supposons, en effet, qu'on connaisse deux multiples de M et .\, (|ui soient o.M et ^N, dont la dilférence wM — ^N soit
= ± I, il est clair qu'il n'y aura qu'à les multiplier tous les deux par le nombre D, pour que la diflereiice devienne égale à ±D; car, en multipliant l'équation précédente par D, on aura
/>DM— f;DN = ±D;
qu'on retranche maintenant cette équation de l'équation proposée
ou qu'on l'y ajoute, suivant que le terme D aura le signe + ou — , il est clair qu'il viendra celle-ci
(arzppDjM- [zzpqï)]S=zo,
laquelle donnera sur-le-champ, comme nous l'avons vu plus haut dans le cas de l'alliage de deux choses différentes,
xqzpD = n^, .îrp^D^rtM,
n étant un nombre quelconque; de sorte que l'on aura généralement
ji=«N±y>D el z = nM±qD,
où l'on pourra prendre un nombre quelconque entier, positif ou négatif, pour n. Il ne reste donc plusqu'à trouver les nombres/; et y, tels que
l'on ait
/;M-(/N=^=hi;
or cette question se résout facilement par les fractions continues; car nous avons fait voir, en traitant de ces fractions, que, si l'on réduit la
fraction ^ en fraction continue, qu'ensuite on en déduise toutes les
fractions successives, dont la dernii're sera la fraction même -j^j ces
différentes fractions sont telles, que la dill'érence entre deux fractions
consécutives est toujours égale à une fraction dont le numérateur est
l'unité, et le dénominateur le produit des deux dénominateurs; ainsi,
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désignant par -p la fraction qui précédera iniincdiatenicnt la dcrnicre
traction ^> on aura nécessairement
LM-KN^i oti -.,
suivant (|ue celle-ci sera plus grande ou moindre que l'aulre, c'esl-
a-dire, suivant que le quantième de la dernière IVaction ^r' dans la
suite de toutes les fractions successives, sera pair ou impair, puisque la première fraction de cette suite est toujours plus petite, la seconde plus grande, la troisième plus petite, etc. que la fraction primitive, <|ui est la même (|ue la dernière; ainsi l'on fera
p=L et q = K,
et le problème des deux multiples sera résolu dans toute sa généralité. Maintenant il est clair que, pour appliquer cette solution à la (|uestion ci-dessus concernant l'alliage, il n'y aura qu'à faire
M r^ (•( — ni, N =: m — c, cl D - { m — b ] y;
de sorte (juc le nombre j demeurera indéterminé, et pourra être |)ris à volonté, ainsi que le nombre n qui entre dans les expressions de x al z.
LEÇON TROISIEME
SL'R l'algèbre, où l'oN DONNE LA RÉSOLUTION DES ÉQrATIONS DU TROISIÈJLE ET DU QUATRIÈME DEGRÉ.
L'Algèbre est une science presque entièrement due aux modernes. Je dis presque entièrement, car il nous reste un ouvrage grec, celui de Diopbante, qui vivait dans le in'= siècle de l'ère cbrétienne : cet Ouvrage est le seul que nous devions aux anciens dans ce genre. Quand je parle des anciens, je n'entends que les Grecs; car les Romains ne nous ont
l'ion laissô sur les sciences; il parait même qu'ils n'avaient rien t'ait pour elles.
Diopliante peut être regardé comme l'inventeur de l'Algèbre; en effet, par un mot de sa préface, ou plutôt de son épiire d'envoi (car les anciens Géomètres envoyaient leurs Ouvrages à quelques-uns de leurs amis, comme on le voit aussi par les préfaces des Ouvrages d'Apollonius et d'Archimède); par un mot, dis-je, de sa préface, on voit qu'il a été le premier à s'occuper de celte partie de l'Arithmétique qui a été nommée depuis Algèbre.
Son Ouvrage contient les premiers éléments de cette science : il y emploie, pour exprimer la quantité inconnue, une lettre grecque qui répondait à 1'*^ et que dans la traduction on a remplacée parN; pour les quantités connues, il n'emploie que des nombres, car pendant longtemps l'Algèbre n'a été destinée qu'à résoudre des questions numériques; mais on voit qu'il traite également les quantités connues et les inconnues pour former l'équation d'après les conditions du problème. Voilà ce qui constitue proprement l'essence de l'Algèbre : c'est d'employer des quantités inconnues, de les calculer comme les connues, et d'en former une ou plusieurs équations d'après lesquelles on puisse déterminer la valeur de ces inconnues. Quoique l'Ouvrage de Diophante ne contienne presque que des questions indéterminées, dont on cherche une solution en nombres rationnels, questions qu'on a nommées, d'après lui, questions de Diophante, on y trouve néanmoins la solution de quelques problèmes déterminés du premier degré, même à plusieurs inconnues; mais l'Auteur emploie toujours des artifices particuliers pour réduire la question à une seule inconnue, ce qui n'est pas dilficile. Il y donne aussi la solution des équations du second degré; mais il a l'art de les arranger de manière à ne pas tomber dans une équation composée, e'esl-k-dire (jui contienne le cari'é de l'inconnue avec sa première puissance.
Il se propose, par exemple, cette question, qui contient la théorie générale des équations du second degré : Tromcr deux nombres dont ht somme et le produit soient donnés. Si l'on fait la somme a et le produit h.
d'après la théorie des éqiialions qu'on vous a exposée, on a sur-le-champ
l'équation
ar' — ax -f- 1 = o.
Voici comment Diophantc s'y prend : la somme des deux nomhres étant donnée, il en cherche la diiïérence, et il prend cette difTérence pour l'inconnue. Il exprime ainsi les deux nombres, l'un par la moitié de la somme plus la moitié de la dilTérence, l'autre par la moitié de la somme moins la moitié de la diiïérence, et il n'a plus qu'il satisfaire à l'autre condition, c'est-à-dire à égaler leur produit au nombre donné. Nommant a la somme donnée, a; la diiïérence inconnue, l'un des nombres sera -i et l'autre sera ; en les mullinliant ensemble, on a
— ^ — > de manière que le terme en x disparait, et qu'en égalant cette (|uantité au produit donné h, on a ré(|uation simple
d'où l'on lire et de là
fO — X- .
Diophantc résout encore quelques autres questions du même genre; en employant à propos la somme ou la diiïérence pour inconnue, il parvient toujours à une é(]uation dans laquelle il n'a qu'il extraire une racine carrée pour avoir la solution de son problème.
Mais, dans les livres qui nous sont restés (car tout l'Ouvrage de Diophante ne nous est pas parvenu), il ne va pas au delà des équations du second degré, et nous ignorons si lui ou quelqu'un de ses successeurs fcar il ne nous est parvenu aucun autre Ouvrage sur cette matière) a été au delà des équations du second degré.
Je ferai encore une remar(|ue à l'occasion de l'Ouvrage de Diophanle : c'est qu'il établit en définition ce principe, que -+- par — fait —, cl — par — fait -4-; mais je pense que c'est une faute des copistes; car il
aurait dû plutôt l'établir comme un axiome, ainsi qu'Euclide l'a fait à l'égard de quelques principes de Géométrie. Quoi qu'il en soit, on voit que Diophante regarde la règle des signes comme un principe évident par lui-même, et qui n'a pas besoin de démonstration. Cet Ouvrage de Diophante est très-précieux, parce qu'il contient les premiers germes d'une science qui, par les progrès immenses qu'elle a faits depuis, est devenue une de celles qui font le plus d'honneur à l'esprit humain. Il n'a été connu en Europe que vers la fin du xvi^ siècle; on en a eu d'abord une traduction assez mauvaise faite par Xylander, vers le milieu du xvi^ siècle, sur un manuscrit trouvé dans la bibliothèque A'alicane, où il avait été probablement apporté de Grèce, lorsque les Turcs s'emparèrent de Conslantinople.
Bachel de Meziriac, qui a été un des premiers membres de l'Académie française, et qui était d'ailleurs assez bon géomètre pour son temps, en donna une nouvelle traduction, accompagnée de commentaires très-longs, qui à présent sont devenus inutiles. Mais cette édition a été ensuite réimprimée avec des observations et des notes de Fermât, un des plus célèbres Géomètres de France, qui a vécu vers le milieu du dernier siècle, et dont on aura occasion de parler dans la suite, à cause des découvertes importantes qu'on lui doit dans l'Analyse. Cette édition, qui est de 1670, est la dernière qui ait été faite. 11 serait à souhaiter qu'on fit passer dans la langue française, par de bonnes traductions, non-seulement l'Ouvrage de Diophante, mais encore le petit nombre d'ouvrages mathématiques que les Grecs nous ont laissés.
Mais, avant que l'Ouvrage do Diophante lut connu on Iùir()|)e, l'Algèbre y avait déjà pénétré. En effet, il a paru vers la fin du x\' siècle, à Venise, un Ouvrage d'un cordelier italien, nommé Luc Pacciolo, sur l'Arithmétique et la Géométrie, où l'on trouve les premières ri'gles de l'Algèhic : c'est un des livres qui ont été imprimés dans les premiers temps de l'invention de l'imprimerie; le nom (Wifi^èhre, (|u'on y donne à cette nouvelle science, indique assez qu'elle venait des Arabes. 11 esl vrai qu'on dispute encore sur la signification de ce mot arabe; mais
nous ne nous arrêterons pas à ces sortes de discussions qui nous sont
étrangères; il nous suffît que ce mot soit devenu le nom d'une science
généralement connue, et qu'il n'y ait pas d'ambiguïté à craindre,
puisque, jusqu'à présent, il n'a été employé à désigner aucune autre
chose.
Kous ignorons, au reste, si les Arabes avaient inventé l'Algèbre d'eux-mêmes, ou s'ils l'avaient empruntée des Grecs; il y a apparence qu'ils avaient l'Ouvrage de Diophanle, car, après que les temps de barbarie et d'ignorance qui suivirent leurs premières conquêtes furent passés, ils commencèrent à s'adonner aux sciences et "a traduire en arabe tous les ouvrages grecs qui pouvaient y avoir rapport, il est donc naturel de penser qu'ils avaient traduit aussi celui de Diophante, et c'est ce qui les aura engagés à pousser plus loin cette nouvelle science.
Quoi qu'il en soit, les Européens, l'ayant reçue des Arabes, l'ont eue cent ans avant que l'Ouvrage de Diophante leur fût connu; mais elle n'allait pas au delà des équations du premier et du second degré. Dans l'Ouvrage de Pacciolo, dont nous avons parlé plus haut, on ne trouve pas la résolution générale des équations du second degré, telle que nous l'avons; mais on y trouve seulement des règles exprimées en mauvais vers latins pour résoudre chaque cas particulier, suivant les différentes combinaisons des signes des termes de l'équation, et ces règles mêmes ne se rapportent qu'au cas où il y a des racines réelles et positives; car on regardait encore les racines négatives comme insignifiantes et inutiles. C'est proprement la Géométrie qui a fait connaître l'usage des quantités négatives, et c'est là un des plus grands avantages qui soient résultés de l'applicalion de l'Algèbre à la Géométrie, qu'on doit à Descartes.
On chercha ensuite la résolution des équations du troisième degré, et elle fut découverte par un géoini'lre de Bologne, nonmié Scipion Ferreo, mais seulement pour un cas particulier. Deux autres géomètres italiens, Tactalea et Cardan, la complétèrent ensuite et la rendirent générale pour toutes les équations du troisième degré; car, à cette époque, rilalie, (jui avait été le berceau de l'Algèbre en Europe, en était encore
presque seule en posse.-sion. Ce ne lut que vers le milieu du xvi* siècle que des Traités d'Algèbre parurent en France, en Allemagne et ailleurs. Ceux de Peletier et de Buteon, imprimés, l'un en 1 554, l'autre en i ddq. .sont les premiers que la France ait eus sur cette science.
Tartalea exposa sa solution en mauvais vers italiens, dans un Ouvrage sur différentes questions et inventions, imprimé en i546, Ouvrage qui a aussi le mérite d'être un des premiers où l'on ait traité de la fortification moderne par bastions.
Cardan publia, dans le même temps, son Traité de Arte niagna, c'està-dire, de l'Algèbre, où il ne laisse presque rien à désirer sur la résolution des équations du troisième degré. Cardan est encore le premier qui ait aperçu la multiplicité des racines des équations, et leur distinction en positives et négatives; mais il est surtout connu pour avoir le premier remarqué le cas qu'on appelle irréductible, et dans lequel l'expression réelle des racines est sous une forme imaginaire. Cardan se convainquit, par quelques cas particuliers où l'équation a des diviseurs rationnels, que cette expression n'empêcbait pas que les racines n'eussent une valeur réelle; mais il restait à prouver que non-seulement les racines sont réelles dans le cas irréductible, mais qu'elles ne peuvent même être toutes trois réelles que dans ce cas : c'est ce qu'a fait après lui Yiète, et surtout Albert Girard, par la considération de la trisection de l'angle.
Nous reviendrons sur le cas irréductible des équations du troisième degré, non-seulement parce qti'il présente une nouvelle forme d'expressions algébriques qui est devenue d'un usage très-étendu dans l'Analyse, mais surtout parce qu'il donne encore lieu tous les jours à des recberches inutiles pour réduire la forme imaginaire à une réelle, et qu'il offre ainsi, en Algèbre, un problème qu'on peut mettre sur la même ligne que les fameux problèmes de la duplication du cube ou de la quadrature du cercle en Géométrie.
Les mathématiciens de ce temps-là étaient dans l'usage de se proposer des problèmes à résoudre : c'étaient des défis publics qu'ils se faisaient, et qui servaient à exciter et à entretenir dans les esprits la
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Icrmciitalioii nécessaire pour l'étiidc des sciences. Ces sortes de défis ont conlinué jusqu'au commencemeiU de ce siècle entre les premiers (iécimètres de toute l'Europe, et ils n'ont proprement cessé qu'à cause des Académies, qui remplissent le même but d'une manière encore plus avantageuse au progrès des sciences, soit par la réunion des connaissances des ditl'érenls membres qui les composent, soit par les relations qu'elles enlreliennent entre elles, soit surtout par la publication de leurs Mémoires, (]ui sert à répandre, parmi tous ceux (jui s'intéressent aux sciences, les découvertes et les observations nouvelles.
Les défis dont nous venons de parler suppléaient, en (juclquc sorte, au défaut des Académies, qui n'existaient pas encore, et l'on doit à ces délis plusieurs découvertes importantes d'Analyse. Celle de la résolution des é(]uations du quatiième degré est de ce nombre.
On proposa ce Problème :
Tromer trois nombres continuellement projwrtio/incls , dont ta somme soit lo, et le produit des deux premiers soit 6.
Nommant, pour plus de généralité, a la somme des trois nombres, b le produit des deux premiers, et x, y ces deux nombres: on aura d'abord xy = h; ensuite le troisième nombre sera exprimé, à cause de
la proportion continue, par ---•, de sorte que l'autre condition donnera
JT -(- >-f- — = rt.
De la première équation on tire a- = — ; cette valeur, substituée dans la
seconde, donnera
savoir, en faisant disparaître les fractions et ordonnant les termes,
y'' + ftj' — ahy -\- b' = o, équation du (jualrième degré, sans le second terme.
Louis Ferrari, de Bologne, au rap|)orl (leBombeili, dont nous parlerons bientôt, parvint à la résoudre par une méthode ingénieuse : elle consiste à partager l'équation en deux parties, qui permettent l'extraction de la racine carrée de part et d'autre; pour cela, il faut ajouter aux deux nombres des quantités dont la détermination dépend d'une équation du troisième degré; de sorte que la résolution des équations du quatrième degré dépend de celle du troisième, et est sujette aux mêmes inconvénients du cas irréductible.
VJlgèhre de Bombelli, imprimée à Bologne en 1579, en langue italienne, ne contient pas seulement la découverte de Ferrari, mais encore différentes remarques importantes sur les équations du second et du troisième degré, et surtout sur le calcul des radicaux, au moyen duquel l'Auteur parvient, dans quelques cas, à tirer les racines cubes imaginaires des deux binômes de la formule du troisième degré dans le cas irréductible, ce qui donne un résultat tout réel, et fournit la preuve la plus directe de la réalité de ces sortes d'expressions.
Voilà l'histoire succincte des premiers progrès de l'Algèbre en Italie : on parvint bientôt à résoudre les équations du troisième et du quatrième degré; mais les efforts continus des géomètres, pendant près de deux siècles, n'ont pu entamer le cinquième degré.
ils nous ont valu néanmoins tous les beaux théorèmes que vous avez vus sur la formation des équations, sur la nature et les signes des racines, sur la transformation d'une équation en d'autres dont les racines soient composées comme l'on voudra des racines de la proposée; enfin sur la métaphvsique même de la résolution des écjuations, d'où résulte la méthode la plus directe de parvenir à cette résolution, lorsqu'elle est possible : c'est celle qui vous a été exposée dans les dernières Leçons, et qui ne laisserait rien à désirer, si elle pouvait donner également la résolution des degrés supérieurs. Yiète et Descartes en France, Harriot en Angleterre, Iludde en Hollande ont été les premiers, après les Italiens dont nous venons de parler, a perfectionner la théorie des équations, et depuis il n'y a presque point eu de Géomètre qui ne s'en soit occupé; de sorte que cette théorie, dans son état actuel, est le résultai
VII
(le lanl ili' roclicrclies diirércntes, qu'il est très-dilficile d'assigner l'auteur de ciiacune des découvertes qui la composent.
J'ai promis de revenir sur le cas irréductible. Pour cela, il est nécessaire de rappeler la méthode (]ui parait avoir servi ii la première résolution des équations du troisième degré, et (|ui est encore employée dans la plupart des Éléments d'Algi'hre. Considérons l'équation générale du troisième degré, privée du second terme, qu'on peut toujours faire disparaître, savoir
x' -+- px -i- q = o;
(|u'on suppose
x = y-hz,
y et z étant deux nouvelles inconnues, dont une, par conséquent, sera il volonté, et pourra être déterminée de la manière qu'on jugera la plus convenable ; on aura, en substituant cette valeur, la transformée
Or les deux termes 'iy''z 4- 3v-- se réduisent à cette forme
de sorte qu'on peut écrire la transformée ainsi
)'-h2'-h{3xz-^-p){y-hz) + <]=o.
Si maintenant on suppose égale à zéro la quantité qui nuilliplie y -1- :;, ce qui est permis à cause des deux indéterminées, on aura, d'un coté, l'équation
et de l'autre l'équation restante
par les(|uelles on pourra déterminer j et z. Le moyen (|iii se présente le plus naturellement pour cela est de tirer de la première la valeur de
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(le la substituer dans la seconde, et de faire évanouir par la multiplication les fractions, ce qui donne cette équation en y du sixième degré, (|u'on appelle la réduite,
r + qy'- — =o.
laquelle, ne contenanlque deux puissances de l'inconnue, dont l'une est le carré de l'autre, est résoluble à la manière de celles du second degré, et donne sur-le-champ
d'où, en extrayant la racine cubique, on a
et de là
'=v/-'-vFI'
On rend cette expression de j plus simple, en remarquant que le produit de y par le radical
V 2 V 4 27 est, en multipliant ensemble les quantités sous le signe,
d'où il suit que le terme ~ devient
et que, par conséquent, on a
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expression où l'on voit que le radical carré qui est sous le signe cubique se trouve également en plus et en moins, de sorte qu'il ne peut y avoir de ce coté-là aucune ambiguïté. C'est l'expression connue sous le nom àe formule de Cardan, et à laquelle toutes les métliodes qu'on a pu imaginer jusqu'ici pour les équations du troisième degré ont toujours conduit. (>omme les radicaux cubes ne. présentent naturellement qu'une seule valeur, on a été longtemps dans l'idée que cette formule ne pouvait donner qu'une des racines de l'équation, et, pour trouver les deux autres, on revenait à l'équation primitive qu'on divisait para;— a, en supposant a la racine trouvée; cl, le quotient étant une; équation du second degré, on la résolvait à la manière ordinaire. En edet, celte division est non-seulement toujours possible, mais même très-facile; car, dans le cas proposé, l'équation étant
a-'-i- px -H Ç := o, si a est une des l'acines, on aura
rt" -+-/;« + ^ = o ; cette écjuation, soustraite de la précédente, donnera
x^ — a' + p [x — a) ^= o, quanlilé divisible par x — a, et (|ui donnera pour (juolienl jc' -i- rtjr + a- 4- /> =: o ;
de sorte (|uc la nouvelle éfjualion à résoudre pour avoir les deux autres
racines sera
x''-\- ax -f- «' -t- yj = o,
d'où il est aisé de tirer
Je vois par VAls^cbre de Clairaul, imprimée en 17/1G, et par l'article Cas irrèditctible de d'Alembert dans la [»remièrc Encyclopédie, que cette idée subsistait encore à celte époque-là; mais c'est faire tort à l'Algèbre
que de raccuscr de ne pas donner des résiiUats aussi généraux que la question en est susceptihle. Il ne s'agit que de savoir bien lire ce genre d'écriture et d'y voir tout ce qu'elle peut renfermer. En efTet, dans le cas dont il s'agit, on ne faisait pas attention que toute racine cubique doit avoir une triple valeur, comme toute racine carrée en a une double, par la raison qu'extraire, par exemple, la racine cubique de a n'est autre chose que résoudre l'équation du troisième degré x^ — a = o. Cette équation, en faisant x^=y\ia, se ramène à cette forme plus simple y' — r = o, qui a d'abord la racine j= i; ensuite, en la divisant par )' — I , on a
d'où l'on tire les deux autres racines
ces trois racines sont donc les trois racines cubiques de l'unité, comme vous l'avez déjà vu, et donnent les trois racines cubiques de toute autre quantité comme a, en les multipliant par la racine cubique ordinaire de cette quantité. Il en est de même des racines quatrièmes, cinquièmes, etc.
Nommons, pour abréger, m et n les deux racines
qu'on voit bien être imaginaires, quoique leur cube soit réel et égal à i , comme on peut s'en convaincre par le calcul; on aura donc, pour les trois racines cubiques de a,
\ a, in\ a, n\ a.
Or, lorsque nous sommes parvenus ci-dessus, dans la résolution de l'équation du troisième degré, à la réduite .>-^ = A, en faisant pour abréger
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nous en avons déduil de suite
mais, par ce que nous venons de démontrer, il est clair ([u'on aura noi^seuloment
mais encore
■)• = m V' A el j = n v^A ;
dune la racine x de l'équation du troisième degré, que nous avons trouvée égale à
aura aussi ces trois valeurs
(/Â__Z^, ,„^A---^3^, nVÂ ^7-'
()ui seront par conséquent les trois racines de l'équation proposée. Mais en faisant
2 y 4 27 il est clair que
AB
donc
î/ÂxfB = -|;
mettant donc v l^ à la place de ^> cl remarcjuanl de plus que
3 v'A rnn = i, et par conséquent
les trois racines dont il s'agit seront exprimées ainsi
X = v'A + v'B , jr = m V A 4- « v^B , x^= riy \ + m \ B • On voit par là que la méthode ordinaire, bien entendue, donne diiec-
tenienl les trois racines, et n'en donne que trois; j'ai cru ce petit détail nécessaire, parce que, si d'un coté on a longtemps accusé cette méthode de ne donner qu'une seule racine, de l'autre, lorsqu'on eut aperçu qu'elle pouvait en donner trois, ou crut qu'elle en devait donner six, en employant faussement toutes les combinaisons possibles des trois racines cubiques de l'unité \,m, n, avec les deux radicaux cubiques y A et vB- On aurait pu parvenir directement aux résultats que nous venons de trouver, en remarquant que les deux équations
j^+2'+g = o ei 3>"+;> = o
donnent
j'+z= = -^ et y^z' = —-£--^
d'où l'on voit sur-le-champ que j' et =' sont les racines d'une équation du second degré, dont, le second tei'me sera q, et le troisième -- -^• Cette équation, qu'on appelle la réduite, sera donc
II- -+- au — -!— = o
et, nommant A et B ses deux racines, on aura tout de suite
j=vA, s = \"n,
où l'on observera qu'en effet A et B auront les mêmes valeurs que nous avons assignées plus haut à ces mêmes lettres. Or, par ce que nous avons démontre ci-dessus, on aura également
y = m j A ou = n \ A. ,
et il en sera de même de la valeur de z; mais l'écjualion
dont nous n'avons employé que le cube, limite ces valeurs, et il est aisé
lie voir qu'elle exige que les trois valeurs eorrespoiulanles de :: soieul
d'où résultent, pour la valeur de x, qui est =y + ;, les mêmes trois valeurs que nous avons trouvées.
Pour la forme de ces valeurs, il est visible d'abord (ju'il ne peut y en avoir qu'une de réelle, tant (|ue A et H seront des quantités réelles, puisque/// et n sont des quantités imaginaires. Elles ne pourront donc être toutes les trois réelles que dans le cas où les racines A et B de la réduite seront imaginaires, c'est-à-dire lorsque la quantité
qui se trouve sous le signe radical, sera négative, ce qui n'a lieu que lorsque^ est négatif et plus grand que
Vf
c'est le cas qu'on appelle irréductible. Puisque dans ce cas
f Pi
est une quantité négative, supposons-la égale à — g" , g étant une (juantilé quelconque réelle, et faisant, pour plus de simplicité,
les deux racines A et B de la réduite prendront cette forme
Or je dis que si \A -+- vB. qu' est une des racines de l'équation du troisième degré, est réelle, les deux autres racines, exprimées par
/7i \ A -+- « \ B el n v A -f- m v B ,
seront réelles aussi. En elTet, supposons
ou aura d'abord
t + 11 — II,
h étant par l'hypothèse une quantité réelle. Or
fM=vXB et AB=/^-i-^% donc
l'équation précédente, étant élevée au carré, donne
/--h itu -T- u'^ h-;
retranchant 4'". on aura
J'observe que cette quantité doit être nécessairement négative; car, si elle était positive et = k-, on aurait
donc
t — u = lf;
donc, puisque
/ -t- H = fl,
on aur;iit
(piantités réelles; donc /' et u' seraient aussi des quantités réelles, ce ({ui est contre riiypothèse, puisque ces quantités sont égales à A et H, toutes deux imai^inaires.
Donc la (juantité
sera essentiellement négative. Supposons-la égale à — X*; donc
VII. 3o
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ft, tirant la laciue carrée,
i — it = h V — T ;
donc
Telle sera donc nccessaireniciil la forme des deux radicanx cubes
Sf+gyR'^ et Sf-gi-i,
l'orme à laquelle ou parvient directement, en réduisant ces radicaux en série par le théorème de Newton, comme vous l'avez déjà vu dans les leçons du Cours principal. Mais, comme les démonstrations par les séries peuvent laisser quelques nuages dans l'esprit, j'ai voulu en rendre la précédente tout ii fait indépendante. Si donc
on aura
\/A = ^ el V B = ^ ;
or on a trouvé pins liant
ilonc, multipliant ces quantités ensemble, on aura
et
(|uantités réelles. Ainsi donc, si la racine h est réelle, les deux autres le seront aussi naturellement dans le cas irréductible, et ne pourront l'être (|ue dans ce cas, comme nous l'avons vu ci-dessus.
iMais la dilTicullé est toujours de démontrer directement que
que nous avons supposé =//, est toujours une quantité réelle, quelles que soient les valeurs de /et g. On y peut parvenir dans des cas particuliers, en extrayant la racine-cubique, lorsque cette extraction peut se faire exactement. Par exemple, siy= 2, g- = r i , on trouvera que la raracine cubique de 2 h- 1 1 y — i sera 2 + y — i , et de même celle do 2 — iiy — I sera 2 — y — 1 , de sorte que la somme des deux radicaux sera égale à 4- On peut faire ainsi une infinité d'exemples, et c'est de cette manière que Bonibelli s'est convaincu de la réalité de l'expression imaginaire de la formule du cas irréductible; mais, cette extraction n'étant possible en général que par les séries, on ne peut parvenir de cette manière h une démonstration générale et directe de la proposition dont il s'agit.
Il n'en est pas de même des radicaux carrés et de tous ceux dont l'exposant est une puissance de 2. En eflet, si l'on a la quantité
composée de deux radicaux imaginaires, son carré sera
2/+2v/=-HêS
quantité nécessairement positive; donc, extrayant la même racine carrée, on aura
pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais, si, au lieu de la somme, on avait la différence des mêmes radicaux, alors son carré serait
quantité nécessairement négative; et, tirant la racine carrée, on aurait l'expression imaginaire simple
Si l'on avait la quanlilé
on l'olèverait d'abord au carré, ce (|ui doiniorail
\l.f+g\/- > + \'f- g\/- • + 2 yp+8' = ^f+ = v//' + fi" + 2 yp + s''
quanlilé réelle et positive; on aura donc aussi, en extrayant la racine carrée, une valeur réelle pour la quanlilé proposée, et ainsi de suite; mais, si l'on voulait appliquer celte méthode aux radicaux cubiques, on retomberait dans une équation du troisième degré, dans le cas irréductible.
Soit, en efTel,
en élevant d'abord au cuhe, on aura
savoir,
v./'-t- ii' = x
X' — Zx V / ' -+- g' — 2/= o, formule générale du cas irréduclil)ie, puisque
Si g — o, on aura x^2\/; il faudrait donc prouver que, g ayanl une valeur quelconque, x aura aussi une valeur correspondante réelle. Or ré(juati()n précédente donne
'ix
et, élevant au cube.
, x' — 6x'f-hizx*f' — 8P "' ** 27 X*
(J'oii
éqiialion qu'on peut mettre sous celte forme
^ 27 JC»
OU bien sous celle-ci
Cette (leriiière forme fait voir que g est nul, lorsque x^ = 8/; qu'ensuite §■ augmente toujours sans interruption, lorsque œ augmentera; car
le facteur [x^ +/)' augmentera toujours, et l'autre facteur i — -^augmentera aussi, parce que, le dénominateur x^ augmentant, la partie négative -~i qui est d'abord =1, deviendra toujours moindre que 1.
Ainsi, en faisant augmenter par degrés insensibles la valeur de x', depuis Sy'jusqu'à l'intîni, la valeur de g" augmentera aussi par degrés insensibles et correspondants, depuis zéro jusqu'à l'infini. Donc, réciproquement, à cliaque valeur de g-, depuis zéro jusqu'à l'infini, il répondra une valeur de x- comprise entre 8/ et l'infini; et, comme cela a lieu, quelle que soit la valeur de/, on en peut conclure légitimement que, quelles que soient les valeurs de /et g, la valeur correspondante de x^ , et par conséquent aussi de x, sera toujours réelle. 3Iais comment assigner cette valeur? Il ne paraît pas qu'elle puisse être représentée autrement que par l'expression imaginaire, ou par l'expression en série, qui en est le développement. Aussi doit-on regarder ces sortes d'expressions imaginaires, (|ui répondent à des quantités réelles, connue formant une nouvelle classe d'expressions algébriciues, ^\v\\, (pioiqu'elles n'aient pas, comme les autres expressions, l'avantage de pouvoir être évaluées en nombres dans l'état où elles sont, ont néanmoins celui, t[ui est le seul nécessaire aux opérations algébricjues, de pouvoir élre employées dans ces opérations, comme si elles ne conlenaicnl poinl
(rim;ii;iiiaircs. Elles ont do plus r;ivanti>i,fc de pouvoir servir niix constructions géométriques, comme on le verra dans la lliéorie des sections angulaires, de sorte qu'elles peuvent toujours être représentées exactement par des lignes; et, quant à leur valeur numéritjue, on pourra toujours la trouver à très-peu près, et aussi exactement (ju'on voudra, par la résolution approchée de l'équation d'où elles dépendent, ou bien par les Tables trigonométriques connues. En ellet, on démontre eu Géométrie que, si dans un cercle dont le rayon est /• on prend un arc dont la corde soit c, et qu'on nomme x la corde de l'arc qui sera le tiers de celui-là, on a, pour la détermination d(; x, l'équation du troisième degré
équation qui tombe dans le cas irréductible, puisque c est toujours nécessairement moindre que 2r, et qui, à cause des deux arbitraires retc, peut représenter toutes les équations de ce genre; car, en la comparant avec l'équation générale
x' + px -h q =: o.
de sorte qu'on aura tout de suite, par la trisection de l'arc qui répond à la corde c dans un cercle de rayon r, la valeur d'une racine x, qui sera la corde de la troisième partie de cet arc. Or, par la nature du cercle, une même corde c répond non-seulement à l'arc s, mais encore (en nommant la circonférence entière u) aux arcs
it — s, ■2.11 -h s, 3« — 5, ...;
les arcs
Il -h s, 2 H — S, 3u -{- S, ...
ont aussi la même corde, mais prise négativement, parce (|ue les cordes, au bout d'une circonférence, deviennent zéro, et ensuite négatives, et ne redeviennent positives qu'au bout de deux circonférences, etc., comme vous pouvez le voir aisément. Donc les valeurs
(le X seront non-seulement la corde de l'arc ^> mais encore celles des arcs
Il — s O.U -'r s
et ce seront là les trois racines de l'équation donnée. Si l'on voulait employer encore les arcs suivants qui ont la même corde c, on ne ferait que retrouver les mêmes racines; car l'arc 3m — 5 donnerait la corde
de — ^ — 5 savoir, de u — --, qu'on a déjà vu être la même que celle
de 2» et ainsi des autres.
Comme, dans le cas irréductible, le coefficient p est nécessairement négatif, la valeur de la corde donnée csera positive ou négative, suivant que q sera positif ou négatif. Dans le premier cas, on prendra pour .v
l'arc sous-tendu par la corde positive c = ^ ; le second cas se réduit
au premier, en faisant x négatif, ce qui fait changer de signe au dernier terme; de sorte qu'en prenant de même pour s l'arc sous-tendu
par la corde positive —■, on n'aura qu'à changer le signe des trois racines.
Quoique tout ce que nous venons de dire puisse suffire pour ne laisser aucun doute sur la nature des racines des équations du troisième degré, nous allons y ajouter encore quelques réflexions sur la méthode même par laquelle on trouve ces racines. Celle qu'on a exposée plus haut, et qu'on appelle communément la méthode de Cardan, quoiqu'il me semble que c'est de Hudde que nous la tenons, a souvent été accusée, et elle peut encore l'être tous les jours, de ne donner, dans le cas irréductible, les racinçs sous une forme imaginaire, que parce qu'on y fait une supposition qui est contradictoire avec l'état même de l'équation. En effet, l'esprit de cette méthode consiste à supposer l'inconnue égale à deux indéterminées y + 3, pour pouvoir ensuite séparer l'équation
résultante
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«■Il CCS ileux-ci
3 )•; -(- ^ = o et y' + s' -(-(/=: o.
Or, en niettani la première sous cetlo forme
il est visible que la question se réduit à trouver deux nombres/^ et s'',
dont la s((mme soit — q et le produit — -^» ce qui est impossible, à
moins (|ue le carré de la demi-somme ne surpasse le produit, puis(]ue la dillerence de ces deux quantités est égale au carré de la domi-dillerence des nombres chercbés.
On conclut de là qu'il n'est pas étonnant qu'en Taisant une supposition impossible à réaliser en nombre, on tombe dans des expressions imaginaires, et l'on est induit à croire qu'en s'y prenant autrement on pourrait éviter ces expressions, et n'en avoir que de toutes réelles.
Comme on pourrait faire h peu près le même reprocbe aux autres méthodes qui ont été trouvées depuis, et qui sont toutes plus ou moins fondées sur la méthode des indéterminées, c'est-à-dire sur l'introduction de quelques quantités arbitraires qu'on détermine de manière à satisfaire à des conditions supposées, nous allons considérer la question en elle-même, et indépendamment d'aucune supposition. Reprenons
pour cela l'équation
x' ■+- px -i- q = 0,
et supposons que ces trois racines soient a, b, c.
Par la théorie des équations, le premier nombre sera formé du produit des trois quantités
qui est
a'— (« + A H- (?) ^c'-l- [ab + ac -t- bc x — abc;
de sorte que la comparaison des termes donnera
a + 6 -h £■ = o, cib + ne -h bc — p, abc = — ij.
Comme l'équation est d'un degré impair, on est assuré, ainsi que vous l'avez déjà vu, et que vous le verrez encore dans la Leçon qui suivra celle-ci, qu'elle a nécessairement une racine réelle. Soit c cette racine: la première des trois équations qu'on vient de trouver donnera
d'où l'on voit d'abord que a -h b sera nécessairement aussi une quantité réelle; cette valeur de c, substituée dans la seconde et la troisième,
donnera
ab — rt' — ab — ab — b^ = p, — ab[a -k- b] = — q,
savoir
a' -h ah -h b' ^■- — p, ab[a + b\ ^ q,
d'où il faudrait tirer a et 6; la dernière donne ab = ——r^ d'où je con-
dus que ab sera nécessairement aussi une quantité réelle. Considérons
maintenant la quantité ^ + — ' ou bien, en faisant disparaître les frac- 4 ^7
tions, la quantité i-jq- -{- \p^ , du signe de laquelle dépend le cas irréductible; en y substituant pour/? et q leurs valeurs ci-dessus en a et b, on trouvera, après les réductions, que cette quantité devient égale au
carré de
2a^ — ib^ + 3a'b — 3ab'
pris négativement; de sorte que, en changeant les signes et extrayant la racine carrée, on aura
aa' — ai' -+- 3a'b — 3ai'= \j— 27g' — 4/»')
d'où il est d'abord aisé de conclure que les deux racines a ci b ne sauraient être réelles, à moins (jue la quantité a7</-+ 4/^' ne soit négative; mais je vais démontrer que, dans ce cas, qui est, comme on voit, le cas irréductible, les deux racines a et b seront nécessairement réelles;
car la quantité
1CÛ — ib'+'ià-b — 3 rt i'
se réduit à cette forme,
(rt — 6)(2a=-)-2 6v-t-5«6 , VU. 3i
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comme il est aisé de s'en assurer par la imilliplication actuelle; or nous avons déjà vu que les deux quantités a -\- h et ah sont nécessairement réelles, d'où
sera aussi nécessairement une quantité réelle; donc l'autre fadeur a — h
sera réel aussi, lorsque le radical y — 27 y- — [\p^ est réel; donc, a -+ h ri a — b étant des quantités réelles, il s'ensuit que « et 6 seront l'un et l'autre réels. Nous avions déjà démontré plus haut ces théorèmes d'après la forme même des racines; mais la démonstration présente est, à quelques égards, plus générale et plus directe, étant tirée des principes de la chose. On n'a rien supposé, et la condition du cas irréductible n'a point introduit d'imaginaires; mais il faut trouver les valeurs de a et 6 au moyen des équations ci-dessus. Pour cela, j'observe que le premier membre de l'équation
n'— b'-\-^'a''b — ab'] =7 s/ — ^"Ç' — 4/*'
peut devenir un cube parfait, en y ajoutant le premier membre de l'é- (jualion
multipliée par
fie sorte qu'extrayant la racine cubique de part et d'autre, on aura la quantité
exprimée en quantités connues; et, comme le radical y — J peut aussi être pris en —, on aura aussi la quantité
exprimée en (juanlités connues, d'où l'on tirera les valeurs de a et b. Mais ces valeurs contiendront la quantité imaginaire y— ^ qui a été introduite par la multiplication, et se réduiront à la même forme que les deux racines
/»vA-f-«vB et n\A^-+-w\B,
que nous avons trouvées plus haut; ensuite la troisii'me racine
deviendra \ A + \ B. Dans celte méthode, on voit que la quantité imaginaire n'est employée que pour faire réussir l'extraction de la racine cubique, sans laquelle on ne pourrait déterminer séparément les valeurs a et è; et, comme il parait impossible d'y parvenir autrement, on peut regarder comme une vérité démontrée que l'expression générale des racines de l'équation du troisième degré, dans le cas irréductible, ne saurait être indépendante des imaginaires.
Passons aux équations du (juatrième degré. Nous avons déjà dit que l'artifice qui avait servi d'abord à résoudre ces équations consistait à les préparer, de manière (ju'on pût extraire la racine carrée des deux membres, ce qui les abaissait au second degré. Voici comment : soit
x^ -(- px''-h qx H- /•= o
l'équation générale du quatrième degré, privée de son second terme,
ce qui est toujours possible, comme vous le savez, en augmentant ou
diminuant les racines d'une quantité convenable. Qu'on la mette sous
celte forme
x' ;= — px' — qx — /■,
et qu'on y ajoute de part et d'autre les termes 2x-y + y", qui contiennent une nouvelle indéterminée }', et qui n'empêchent pas que le premier membre ne soit encore un carré, on aura
(a:' -1-7)'= [ïy — p]x-— qx + }■— r.
Faisons maintenant en sorte que le second membre soit aussi un carré;
il faiulia, pour cela, que l'on ail
et alors la racine du carré sera
Ainsi, pourvu que la quanlilé j satisfasse à l'équalion précédcnlc, qui devient par le développement
et qui n'est, comme l'on voit, que du troisième degré, la proposée se réduira, par l'extraction de la racine carrée, à celle-ci
2 va.)'
où l'on peut prendre le radical \2y — p en plus et en moins; de sorte qu'on aura proprement deux équations du second degré, dans lesquelles la proposée se trouvera décomposée, et dont les racines donneront les quatre racines de la proposée, ce qui fournit le premier exemple de la décomposition des équations en d'autres de degrés inférieurs.
La méthode de Descartes, qu'on suit communément dans les éléments de l'Algèbre, est fondée sur le même principe, et consiste à supposer immédiatement (|ue la proposée soit produite par la multiplication de deux équations du second degré, telles que
ar' — ux-i-s=:o cl x'+ux+l=^o,
II, s, /étant des coeificients indéterminés; en les multipliant l'une par
l'autre, on a
x' -h {s -h t — u')x'-\- [s — l) itx + si =^ <),
dont la con>paraison avec la proposée donne
s+l—ii' = p, [s — t]nz=q, el *<=:/•;
les deux premières équations donnent
ces valeurs étant substituées dans la dernière si = r, on aura une équation en u du sixième degré, mais qui, ne contenant que les puissances paires de u, sera résoluble comme celles du troisième. Au reste, si dans cette équation on substitue 2v — p pour «-, on aura la même réduite en y que nous avons trouvée ci-dessus par l'ancienne méthode.
Ayant ainsi la valeur de ir, on aura celles de s et t, et la proposée se trouvera décomposée en deux équations du second degré, qui donneront les quatre racines cherchées. Cette méthode, ainsi que la précédente, donne lieu à un doute qui vient de ce que la réduite en li- ou en j, étant du troisième degré, doit avoir trois racines, de sorte (ju'on pourrait être incertain laquelle de ces trois racines il faudrait employer; cette difficulté se trouve bien résolue dans V Algèbre de Clairaut, où l'on fait voir d'une manière directe que l'on a toujours les mêmes quatre racines ou valeurs de x, quelle que soit la racine de la réduite qu'on emploie. Mais cette généralité inutile nuit à la simplicité qu'on peut désirer dans l'expression des racines de l'équation proposée, et l'on doit préférer les formules que l'on vous a données dans le cours principal, et où les trois racines de la réduite entrent également. Voici encore une manière de parvenir à ces mêmes formules, moins directe que celle qui vous a déjà été exposée, mais qui, d'un autre côté, a l'avantage d'être analogue à celle de Cardan, pour les équations du troisième degré.
Je reprends l'équation
et j'y suppose j'aurai d'ajjord
x'-h px- -h qx -h r^^o,
x':=f'-i- z'+ t'-\- 2(yz +yt + zt]
ensuilo, carranl de nouveau, j'ai
— y^z' + x-n-^ z'P+ 2yzl(y + z + /).
Je substitue ces valeurs tic x, a-, -r' dans la proposée, et je mets ensemble les termes qui se trouvent multipliés par j -i- s + /, ainsi (|ue par v; -l-.'»'^ + :■/; j'ai la transformée
{y'-h z'-h P)'-\-p{y'-i-z'-i- l') -h[4(j= + z'4- t')-\-ip](yz-hyt + zt)
j = s= + j'r+z»/') + (8j;/ + (/) [y+ z + l)-hr=o
Maintenant, comme pour les équations du troisième degré nous avons fait évanouir les termes qui contenaient y + s, nous ferons de même disparaître ici les termes qui contiennent
_r-4-z-f-< el yz -h)'t -h zl,
ce qui nous donnera les deux équations de condition
iiyzt-^<j = o el ^{y''-h z'+ t^) -\- 2p=:o;
il restera alors l'équation
( j"-+-z'+ r)'-i-p{y'+ 2'+ /^) -)- 4(j'2'-4-/=/='-t- zT) -f- /• = o,
et ces trois équations détermineront les trois quantités y, s, /. La seconde donne d'abord
ri, cette valeur étant substituée dans la troisième, on aura
y'Z'-hy't'-^ Z'r=: 4- — 7-
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De plus, la première, élanl élevée au carré, ilouiie
Donc, par la théorie générale de la formation des équations, les trois quantités/-, =', Û seront les racines d'une équation du troisième degré de la forme
it' -h ^ m' -+- ( 4.- — T 1 " — ^ = o;
2 \ib 4/ 64
de sorte que, si l'on nomme a, b, c les trois racines de cette équation, que nous nommerons la réduite, on aura
et la valeur de x sera exprimée par
y n -h \Jb -h ^ c.
Comme les trois radicaux peuvent être pris chacun avec le signe + ou —, on aurait, en faisant toutes les combinaisons possibles, huit valeurs différentes de x; mais il faut observer que, dans l'analyse
précédente, nous avons employé l'équation ■»-:;-«-= pi tandis que
l'équation donnée immédiatement est y:t= — ^•. ainsi il faudra que
le produit des trois quantités >', z, t, c'est-à-dire, des trois radicaux
soit de signe contraire à celui de la quantité q. D'où il suit : 1" que, q étant une quantité négative, il devra y avoir dans l'expression de x ou trois radicaux positifs, ou un positif et deux négatifs. On n'aura donc que ces quatre combinaisons
^ a -h \Jb -\- \^ <: , ^!a — \b — ^c, — s^a -\- \,b — \^!c , \(t—\b-^-^c,
qui seront, par conséquent, les quatre racines de la proposée du quatrième degré; 2° si q est une quantité positive, alors il devra y avoir
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dans l'expression de x ou trois radicaux négatifs, ou un négatif et deux positifs, ce qui donnera ces (juatre autres combinaisons
qui seront les quatre racines de la proposée (*).
Maintenant, si les trois racines a, h, c de la réduite du troisième degré sont toutes réelles et positives, il est visible (jue les (|uatre racines précédentes seront toutes réelles aussi; mais, si parmi les trois racines réelles a, b, c il y en a de négatives, les (juatre racines de la proposée seront évidemment imaginaires. Ainsi, outre la condition de la réalité des trois racines de la réduite, il faudra encore, pour le premier cas, suivant la règle de Descaries que vous connaissez, (|U(' les coelRcients des termes de cette réduite soient alternalivement positifs et négatifs, et
que, par conséquent, on ail /> négatif et ^—, positif, savoir, p^'^^r.
Si l'une de ces conditions manque, la proposée du i|uatrième degré ne pourra pas avoir ses quatre racines réelles. Si la réduite n'a au contraire qu'une seule racine réelle, on observera d'abord qu'à cause du dernier terme négatif de cette réduite la racine réelle sera nécessairement positive; ensuite il est aisé de voir, par les expressions générales (|ue nous avons données des racines de ré(|uation du troisième degré privée de son second terme, forme à laquelle il est aisé de ramener la réduite en u,
(*) Ces formules simples el élé!j;mtes sont ducs à Eulcr; mais M. Tiret, professeur de Mathématiques à Grenolile, a fait l'observation importante {voyez la Ci>/rcs/joiir/(iric(; sur l'Jirolc Polrierlinùjiw, t. Il, lir Cahier, p. 9.17) qu'elles peuvent donner des valeurs fausses, lorsque parmi les trois radicaux il y en a d'imaginaires.
Pour éviter toute difficulté et toute ambiguïlc, il n'y a ipi'à substituer à l'un de ces radicaux sa valeur tirée de l'équation \fti\fb\/c =^ — >-• Ainsi la furmide
'i'fislb
donnera les (juatre racines de la proposée, en prenant pour a et b doux (iuclcon(|ucs des trois racines de la réduite, et prenant successivement les deux radicaux en plus et en moins.
Il faut appliquer cette remarque à l'article 777 de X Algèbre d'Euler, et à l'article 37 de' la Note XIII du Trailé de la résoluliun des équations numériques.
fil augmentant simplement toutes les raeiues de la quantité -?: il est
aisé, ilis-je, de voir que les deux laeines imaginaires de cette léduilc seront de la forme
Z+g-v-^ et f-gfr;_
Donc, prenant a pour la racine réelle, eib, c pour les deux imaginaires, \a sera une quantité réelle, et sjb -h \c sera réelle aussi, par ce que nous avons démontré plus haut, et au contraire v^ — \c sera une quantité imaginaire; d'où l'on peut conclure que, des quatre racines trouvées pour l'équation proposée du quatrième degré, les deux premières seront réelles et les deux autres imaginaires.
Au reste, si dans la réduite en n on fait u =^ s — £■ pour en faire disparaître le second terme et le ramener à la forme que nous avons examinée, on aura cette transformée en s
le sorte que !a condition de la réalité des trois racines de la réduite sera
SL'R LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
On a VU comment on peut résoudre les équations du second, du troisième et du quatrième degré; le cin(iui('me degré présente une espèce de barrière (|ue les elforts des analystes n'ont pu encore forcer, et la résolution générale des équations est une des clioses qui restent encore à désirer eu Algèbre. Je dis en Algèbre, car si, dès le troisième degré, l'expression analytique des racines est insullisante pour faire connaître VIL 3?.
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leur viilcui' iuim('Ti(|iie dans tous les cas, à plus forte raison le serail-elle dans les degrés supérieurs, et l'on serait toujours forcé d'avoir recours il d'antres moyens pour déterminer en nombres les valeurs des racines d'une équation donnée, ce ((ui est, en dernier résultai, l'objet de la solution de tous les problèmes que les besoins ou la curiosité olVrenl à résoudre.
.le me propose ici d'exposer les principaux moyens que l'on a imaginés pour remplir cet objet important. Considérons une équation (juelconcjue du degré m, représentée par la formule
dans hujuellc x soit l'inconnue, p, q, r, . . . des coeiïicionts connus positifs on négatifs, et a le dernier terme sans x, et connu aussi; nous supposerons que les valeurs de ces coefficients soient données en nombres on en lignes, ce qui revient au même; car, en prenant nne ligne donnée l)oiir unité ou mesure commune de toutes les autres, on pourra les évaluer toutes en nombres. 11 est clair que cette supposition a toujours lieu, lorsque l'équation est le résultat d'un problème réel et déterminé. Le but qu'on se propose est de trouver la valeur ou les valeurs de x, s'il y en a pkisieurs, qui satisfont à cette é(juation, c'est-à-dire qui rendent la somme de tous ses termes nulle; alors toutes les autres valeurs qu'on pourrait donner à x rendront celte môme somme égale à une quantité positive ou négative; et, comme il n'entre dans l'équation (jue des puissances entières de x, il est clair que toute valeur réelle de x donnera aussi pour la quantité dont il ^'agit une valeur réelle. Plus cette valeur approchera d'être nulle, plus la valeur de x, qui l'aura produite, approchera d'être une racine de l'équation; et, si l'on trouve deux valeurs de X, dont l'une rende la .somme de tous les termes égale à une quantité positive, et l'autre à une quantité négative, on pourra être assuré d'avance (ju'entre ces deux valeurs il y en aura au moins nécessairement une qui la rendra égale à zéro, et (|ui sera par consé(|uenl une racine de l'équation.
En ellet, désignons en général par P la somme de tous les termes de
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réqualion qui ont lo signe +, cl par Q la somiiu; de tous les tL-nnes (jui ont le signe —, on sorte ((ue l'éijuation soit représentée par
supposons, pour plus de facilité, que les deux valeurs de x soient positives, A la plus petite, B la plus grande, et que la substitution de A à la place de.r donne un résultat négatif, et la substitution de B un résultat positif, c'est-à-dire, que la valeur de P — Q devienne négative lorsqu'on y fait a? = A, et positive lorsque a; = B.
Donc, lorsque a; = A, P sera moindre que Q, et lorsque a7 = B, P sera plus grand que Q. Or, par la forme des quantités P et Q, qui ne contiennent que des termes positifs et des puissances entières et positives de X, il est clair que ces quantités augmentent continuellement à mesure que X augmente, et qu'en faisant augmentera; par tous les degrés insensibles, depuis A jus([u'à B, elles augmenteront aussi par degrés insensibles, mais de manière que P augmentera plus que Q, puisque, de la plus petite qu'elle était, elle devient la plus grande. Donc il y aura nécessairement un terme entre les deux valeurs A et B, où P égalera Q; comme deux mobiles, qu'on suppose parcourir une même droite, et qui, partant à la fois de deux points différents, arrivent en même temps à deux autres points, mais de manière que celui qui était d'abord en arrière se trouve ensuite plus avancé que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin. Cette valeur de x, qui rendra P égal à Q, sera donc une des racines de l'équation, et tombera nécessairement entre les deux valeurs A et B.
On pourra faire un raisonnement semblable sur les autres cas, et l'on parviendra toujours au même résultat.
On démontre aussi la proposition dont il s'agit, par la considération
seule de l'équation, en la regardant comme formée du produit des
facteurs
a, b, c... étant les racines; car il est évident que ce produit ne peut changer de signe par la substitution de deux valeurs dillerenles de.r.
(|u'iuilant qu'il y aura au moins un des facteurs qui changera de signe; ol même il est aisé de voir que, si plus d'un facteur changeait do signe, il faudrait que le nombre en fût impair. Ainsi, si A ol B sont les deux valeurs de oc qui rendent le facteur x — b, par exemple, de signe différent, il faudra que, si A est plus grand que b, B soit plus petit, ou réciproquement; donc la racine b tombera nécessairement entre les deux quantités A et B.
A l'égard des racines imaginaires, s'il y en a dans l'équation, comme il est démontré qu'elles sont toujours deux à doux de la forme
si a ol b sont imaginaires, le produit des facteurs x — a cl x — b sera
(luanlité toujours positive, quelque valeur (ju'on donne à x; d'où il suit que les cliangoiiionls de signe ne peuvent venir que des racines réelles. Mais, comme lo théorème sur la forme dos racines imaginaires ne se démontre rigoureusement qu'au moyen de cet autre théorème, que toute équation d'un degré impair a nécessairement une racine réelle, théorème dont la démonstration générale dépend elle-même do la proposition qu'il s'agit de démontrer, il s'ensuit que cette démonstration peut être regardée comme une espèce do corde vicieux, et qu'il était nécessaire d'y en substituer une autre à l'abri de toute atteinte.
Mais il y a une manière plus générale et plus simple do considérer les équations, laquelle a l'avantage de faire voii' à l'œil même les propriétés principales des équations. Elle est fondée sur une espèce d'application de la Géométrie à l'Algèbre, qui mérite d'autant plus do vous être exposée, qu'elle a des usages très-étcndus dans toutes les parties <les Mathématiques.
Reprenons l'équation générale proposée ci-dessus, et représentons |)ar des lignes droites toutes les valeurs su(;cessivos qu'on pourrait donner à l'inconnue x, ainsi que les valeurs corros|tondantos (juc recevra lo
|)reiTii(M" membre de l'équation. Pour cela, au lieu de supposer le second membre de l'équation égal à zéro, nous le supposerons égal à une quantité indéterminée y; nous porterons les valeurs de x sur une droite indéfinie AB (Jig. i) en partant d'un point fixe 0, où .x sera zéro, et nous
Fig. I.
prendrons les valeurs positives de x sur la partie OB, dirigée de la gauche à la droite; par conséquent, les valeurs négatives de x devront être prises sur la partie opposée OA, dirigée de la droite à la gauche. Soit donc OP une valeur quelconque de x; pour représenter la valeur correspondante de j, nous mènerons par le point P une perpendiculaire à la droite OP, et, si la valeur de y est positive, nous la porterons sur cette perpendiculaire en PQ au-dessus de la droite OB; il faudrait la prendre au-dessous de OB, en partant également du point P, si elle était négative. On fera la même opération pour toutes les valeurs de x, tant positives que négatives, c'est-à-dire qu'on prendra les valeurs correspondantes de 7 sur les perpendiculaires menées à tous les points de la droite, dont la distance au point 0 sera égale à x. Les extrémités de toutes ces perpendiculaires formeront une ligne droite ou courbe, qui sera comme le tableau de l'équation
X'" -+- px"'-~' -+■ qx"' ■ -h . . ■ + u --y.
On nomme AB l'axe de la courbe, 0 l'origine des abscisses, ()P= .r une abscisse, et PQ = y l'ordonnée correspondante, et l'équalion en r et > l'équation de la courbe. Cette courbe étant ainsi décrite, comme on le voit dans h/tg. i, il est clair que ses intersections avec l'axe AB don-
lieront les racines de l'équation proposée (B)
.r"-!- px'"-' -f- (jx^-'-h . . . -f- « = o;
car, comme cette équation n'a lieu que lorsque y devient zéro dans
l'équation de la courhe, les valeurs de x, qui satisfont à l'équation dont
il s'agit et qui en sont les racines, ne pourront être que les abscisses
qui répondent au point où les ordonnées sont nulles, c'est-à-dire on la
eourlie coupe l'axe AB. Ainsi, en supposant que la courbe de ré(ina-
tion en x et r soit celle de lay?^»-. i, les racines de ré([ualion proposée
seront
OM. ON, OR, ..., el —01, - OG, ....
Je donne le signe — à ces dernières, parce que les intersections I, (!,... tombent de l'autre coté du point 0. La considération de la courbe dont il s'agit donne lieu à des remarques générales sur les équations :
1° Gomme l'équation de la courbe ne contient que des puissances entières et positives de l'inconnue x, il est clair qu'à chaque valeur de a? répondra une valeur déterminée de v, et que cette valeur sera unique et finie tant que x sera fini; mais, comme rien ne limite les valeurs de x, elles pourront être supposées infiniment grandes, tant positives que négatives, et il leur répondra aussi des valeurs de y infiniment grandes; d'où il suit que la courbe aura un cours continu et simple, et qu'elle pourra s'étendre à l'infini de côté et d'autre de l'origine 0.
2° Il suit aussi de là que la courbe ne pourra passer d'un coté de l'axe à l'autre sans le couper, et qu'elle ne pourra revenir^lu même côté (|u'après l'avoir coupé deux fois. Par consé(|uent, entre deux points de la courbe placés du même côté de l'axe, il y aura nécessairement un nombre pair d'intersections; comme entre les points H et Q on voit deux intersections en I et M, et entre les points H et S on en voit quatre en I, M, .\, R. et ainsi de suite. Au contraire, entre deux points placés l'un d'un coté el l'autre de l'autre côté de l'axe, la courbe aura un nombre impair d'intersections; comme entre les points L et Q il y a une inteisection en M; entre les points H et K il y a trois intersections iMi I, M, .\, et ainsi du reste.
Par la même raison, il ne pourra y avoir (riiilerscclion sans (]ii(', eu deçà et au delà du point d'intersection, il n'y ail des points de la courbe placés des deux cotés, comme les points L, Q, par rapporta l'inlersection M. Mais deux intersections, comme N et R. pourraient se rapprocher au point de se réunir en T; alors la branche QKS prendrait la forme de la ligne ponctuée QTS, et toucherait l'axe en T, de manière ([u'elle serait toute au-dessus de l'axe; c'est le cas où les deux racines ON, OR deviendraient égales. Si trois intersections se réunissaient, ce qui a lieu dans le cas de trois racines égales, alors la courbe couperait de nouveau l'axe, comme dans le cas d'une seule intersection, et ainsi de suite.
Donc, si l'on a trouvé deux valeurs de ;,' de même signe, on sera assuré qu'entre les deux valeurs de x qui y répondent il ne pourra tomber qu'un nombre pair de racines de l'équation proposée, c'est-à-dire qu'il n'y en aura aucune, ou qu'il y en aura deux ou quatre, etc. Au contraire, si l'on a trouvé deux valeurs de y de signes différents, on sera assuré qu'entre les valeurs correspondantes de x il tombera riécessairemcnt un nombre impair de racines de la proposée, c'est-à-dire une, ou trois, ou cinq, etc., de sorte que, dans ce dernier cas, on en conclura sur-le-champ (ju'il y aura au moins une racine de la proposée entre les deux valeurs de x.
Récipro(]uement toute valeur de a; qui sera une racine de réi|ualion se trouvera entre des valeurs plus grandes et plus petites qui, étant prises pour .r, rendront les valeurs correspondantes de v de signe contraire.
iMais cela n'aurait point lieu si la valeur de .r- était une racine double, c'est-à-dire, si ré([ualion contenait deux racines de cette même valeui'. Au contraire, si la même valeur était une racine triple, il y aurait de même des valeurs plus grandes et plus petites qui rendraient les valeurs de V de signes différents, et ainsi de suite.
.Maintenant, si l'on considère l'équation de la courbe, il est d'abord visible qu'en y faisant a; = o on aura y= n\ de sorte (jue le signe de l'ordonnée r sera le même que celui de la quantité u, dernier terme de l'équation proposée. Ensuite il est aisé de voir qu'on y peut donner
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à a- iiiio valeur posilivo ou négalivc, assez grande pour que le premier terme a;'" de l'équation surpasse la somme de tous les autres (]ui auront un signe contraire à x'"; de sorte que la valeur correspondante de v aura alors le même signe que le premier terme a'". Or, si m est impair, .r'" sera positif ou négatif, suivant que ce sera positif ou négatif, et, si m est pair, x'" sera toujours positif, soit que x soit positif ou négatif.
D'où l'on peut conclure :
Eu premier lieu, que toute équation d'un degré impair, dont le dernier terme est négatif, a un nombre impair de racines entre x^=o et X très-grand positif, et un nombre pair de racines entre o^ = o et a; trèsgrand négatif, cl par conséquent au moins une racine réelle positive; qu'au contraire, si le dernier terme de l'équation est positif, il y aura un nombre impair de racines entre x =: o et £C très-grand négatif, et un nombre pair de racines entre x = o elx très-grand positif, et par consétjuent au moins une racine réelle négative;
En 'second lieu, que toute é(|uation d'un degré pair, dont le dernier terme est négatif, a un nombre impair de racines entre a= o et a; trèsgrand positif, ainsi ([u'entrc x = o et x très-grand négatif, et par conséquent au moins une racine réelle positive et une racine réelle négative; qu'au contraire, si le dernier terme est positif, il y aura un nombre pair de racines entre a: = o et .ce très-grand positif, et pareillement un nombre pair de racines entre .r = o el x très-grand négatif; de sorte que, dans ce cas, l'équation peut n'avoir aucune racine réelle ni positive ni négative.
Nous avons dit que l'on pouvait toujours donner à x une valeur assez grande pour que le premier terme x"" de l'équation surpassât la somme de tous ceux de signe contraire. Quoique celle proposition n'ait pas besoin de démonslralion, à cause que, la puis.sance x'" étant plus haute que toutes les autres puissances de x qui entrent dans l'équation, elle doit croître beaucoup plus rapidement que celles-ci, à mesure que x augmente; pour n'y laisser néanmoins aucun doute, nous allons la prouver d'une manière fort simple, qui aura même l'avantage de donner une limite, au delà de laquelle on sera assuré qu'aucune racine de
l'équation ne pourra se trouver. Pour cela, supposons d'abord x posilif, et que X- soit lo plus grand des coelfioients des termes négatifs; si l'on fait a' = k -h I , on aura
X"' =^{k -h i)"' = /(■(/)- -1- i)"-'-!- {/,■ + 1 )"•-', • or
( /.- + I )"■-' = A- ( fr + I )'"-^ -\.[l(-i-l ]".-2,
et de même
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura
[/,- -hi)"— f, [/( -+- if'-' 4- /.-(/r + I )"'-'+ /r(A- + i)"-^ + . . . -f- /,• -f- I .
Or cette quantité est évidemment plus grande que la somme de tous les termes négatifs de l'équation pris positivement, et en y faisant x^ k + i; donc la supposition de x = A -+- i rendra nécessairement le premier x'" plus grand que la somme de tous les termes négatifs; par conséquent la valeur dey sera du même signe que x.
Le même raisonnement et le même résultat auront lieu pour le cas de X négatif, en changeant seulement x ea — x dans l'équation proposée, pour changer les racines positives en négatives et réciproquement.
On prouvera de la même manière que, si l'on donne à x une valeur quelconque plus grande que k-hi, la valeur de v sera toujours du même signe : d'où, et de ce (|ui a été démontré ci-dessus, on conclura d'abord qu'il ne pourra y avoir aucune racine égale ou plus grande (|ue A- -H I .
Donc, en général, si k est le plus grand coellicienl des termes négatifs d'une éijuation, et ([u'en changeant l'inconnue x en — x, h soil le plus grand coeiïicient des termes négfitifs de la nouvelle é(|ualion. en supposant toujours le premier posilif, toutes les racines réelles dr l'équalion seront nécessairement comprises entre les limites
A 4- 1 et — A — I .
Au reste, lorsque dans l'équation il y a plusieurs termes positifs avani ViL 33
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le |)riMiii('i' ternie iiéiiulir, on |)(uiii'a preiKlic |)tMii' /• nue (inanlilc moindre t|ne le plus grand eoelReienl iiégalil'. En elld, il est aisé de voir i|ne la l'orniule ei-dessns peut se mettre sons la i'oirne
ri p;u'eillenienl sons eelle-ei
A -H I "^A- /;■+ I = A 4-1 "-'+ AîÂ-f-i;'iyi-4- 1 )"-' + . .. + ;A4-ri',
l't ainsi de suite.
D'où il est aisé (le conclure que, si m — n est l'exposant du premier ternie négatif de l'équation proposée du degré m, et que / soit le plus grand coelReient des ternies négatifs, il sulFira de déterminer /• de manière (jue l'on ait
et, cuinme on peut pri'udre pour/' une valeur plus grande (|U(deon(|ue, il ^ullira (|ue l'on ait X" = /, e'esl-;i-dire k = \1.
Il en scr'a di- même de la (|naiililé //, jioiir la limite des racines négatives.
.Maintenant, si l'on eliangc l'inconnue .r en -> on sait (|ne les plus
grandes racines de ré(|ualion en x deviennent les plus petites dans la
transformée en z, et réciproqnenienl; on pourra donc, par cette Irans-
Ibrmalion, après avoir ordonné les termes suivant les puissances de :;,
de manière (|ue le premier leinie de ré(|uation soit z'" , tiouver île nn"'me
les limites
K -h I cl - II — I
des racini's positives et négatives de l'eiiualion en r.
.\insi, K -H I étant jdiis grand que la plus grande valeur de :; on de
-1 iiar la nature des fractions, t sera récinriMiuenieiil iilus nelit (lue
.r ' ' K -h I ' ' III
la plus |ietiti' valeur de x; et de même, v. - - sera plus pelil (|iie la plus
petite valeur négative de a;.
D'où l'on conclura enfin que toutes les racines réelles positives seront nécessairement comprises entre les limites
T- et /. -t- 1,
et que les racines réelles négatives tomberont entre les limites
On a (les méthodes pour trouver des limites plus resserrées; mais, comme elles exigent quelque tâtonnement, la précédente est préférable, dans la plupart des cas, comme plus simple et plus commode.
Par exemple, si, dans l'équation proposée, on substitue /+ - à la place de x, et qu'après avoir ordonné les termes suivant les puissances de z, on donne à / une valeur telle que les coefficients de tous les termes deviennent positifs, il est visible qu'il n'y aura alors aucune valeur positive de :; qui puisse satisfaire à cette équation : elle n'aura donc plus que des racines négatives; par conséquent /sera une quantité plus grande que la plus grande valeur de x. Or il est aisé de voir que ces coefficients seront exprimés ainsi
p -+- ml,
, m.' m — il ,, q -^ m — i pl-i /-,
!m — i][m — i] ,, m m — i][m — 7.) r + [m— 2 ql + ^ '-^ pl'-\ ^ ^ l\
et ainsi de suite, et il n'y aura qu'à clierdier. en tâtonnant, la plus petite valeur de /, qui les rendra tous positifs.
Mais il ne suffit pas le plus souvent d'avoir les limites des racines d'une équation, on a besoin de connaître les valeurs mêmes des racines, du moins d'une manière aussi approchée que les circonstances du problème peuvent le demander; car chaque problème conduit en dernière analyse à une équation qui en renferme la solution; et, si l'on n'a pas
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dos nioyons de résoudre cclU' (■(iiuitioii, Imil le caliiil (|ii'iiii ;i luit osl en |Uii'i' piM'Ic. Oïl ptnil donc i(';,Mrdoi' l'i' point coiunu" lo plus iiiiporlaiU di' loiiti' rAiialysi-, l'I, par ccUc raison, j'ai crn devoir en l';iiie l'id)]»'! principal de celle Leçon. Il suit des principes élaldis plus haul sur la nature de la courbe dont les ordonnées y représentent toutes les valeurs du premier nienihre d'une é(|ualion (|uc, si l'on avait un moyen de la décrire, on aurait tout de suite, par ses intersections avec l'axe, toutes les racines de l'équation proposée; mais il n'est pas nécessaire d'avoir pour cela la courbe entière : il snflit de connaitre les parties qui son! de part et d'autre de cliaiiue inteisection. Or ou peut trouver aulanl de points de cha(|ue courbe que l'on veut, aussi procbes entre eux (]u'oii voudra, eu substituant suecessivemenl pour.r diiierents nombres assez voisins l'un de l'autre, et en prenant pour )' les résultats de ces substitutions dans le premier membre de ré(|uation. Si, dans la suite de ces résultats, il s'en trouve deux de silènes contraires, on sera assuré, |»ar les piincipes posés ci-dessus, (ju'il y aui'a au moins une racine réelle entre les deux valeurs de x (]ui les ont donnés; alors on pourra, par de nouvelles substitutions, resserrer ces deux limites et approcber aussi près (]u'on voudra de la racine cbercliée.
En ell'et, si l'on nomme A la plus jjetite et ]{ la plus grande des doux valeui's de .i- (]ui ont donné des résultats de signes contraires, et qu'on demande la valeur de la racine exacte au iu)nibre ii près, fi étant une iraclion aussi petite qu'on voudra, on substituera successivement à la place de .r les nombres en progression aritbméliciue
ou
K-ii, I!-..«, B-3/1, ....
jusqu'il ce qu'on arrive à un résultat de signe contraire à celui de la substitution de .\ ou de B; alors les deux valeurs successives de x qui auront donné des résultats de signes contraires seront nécessairement l'une |dus grande et l'antre plus petite (jue la racine cbercliée; et comme ces valeurs n<; diirerent par l'bypotbi'se que du nombre n, il s'ensuit que
chacune d'elles approchera de la racine plus que de la quanlilé n, de sorte (jue l'erreur sera moindre que n.
.Mais comment déterminer les premières valeurs à substituer pour x, de sorte que, d'un cùlé, on ne fasse pas trop de tâtonnements inutiles, et que de l'autre on soit assuré de découvrir par ce moyen toutes les racines réelles de l'équation? En considérant la courbe de l'équation, il est aisé de voir que tout se réduit à prendre les valeurs telles, qu'il v en ait au moins une qui tombe entre deux intersections voisines, ce qui arrivera nécessairement si la différence entre deux valeurs consécutives est moindre que la plus petite distance entre deux intersections voisines.
Ainsi, supposant que D soit une quantité plus petite que la plus petite distance entre deux intersections qui se suivent immédiatement, on formera la progression arithmétique
et l'on ne prendra de cette progression que les termes qui tomberont entre les limites
el k -\-\,
déterminées par la méthode donnée ci-dessus; on aura les valeurs qui, étant substituées pour x, feront connaître toutes les racines positives de l'équation, el donneront en même temps les premières limites dt; chaque racine. On formera de même pour les racines négatives la progression
dont on ne prendra que les termes contenus entre les limites
— — -^ el — h- t.
\ oila la difficulté résolue; mais il s'agit de trouver la (|uantité D, paila condition qu'elle soit plus petite que le plus petit intervalle entre deux intersections voisines de la courbe avec l'axe, ("omme les abscisses qui répondent aux intersections sont les racines mêmes de l'équation pro-
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posée, il est chiir (pie la (|iiestioii se irdiiil ii Irouver une qiiaïuile plus
pelite (|iie la plus |)eliU! (lillérenco entre les deux raeines, abslraclioii
l'aile (le leur sif;ne; il n'y aurait donc qu'à elierelier, par les uiétliodes
(loni ou a |)arlé dans les leçons du cours principal. r('(|uation dont les
racines seraient les dillerences entre les racines de la proposée. On
clierclicrait, par les moyens ex|)osés plus haut, une t|nantité |)lus |)elite
que la plus [tetitu racine de celle dernière é(]ualion, cl l'on prendrait
celte quaiililc pour la valeur de D.
Celle uiélliode ne laisse, coumie l'on voit, rien à dcsii'cr pour la
solution rij;-ourcusc du pruhli'Uie; mais elle a rinconvénient (l'cxi^^er un
calcul fort lont;, surloul si ré([ualion proposée est d'un degré un peu
élevé. Kn cll'cl, on a vu que, si m est le degré de l'équation primilivc,
celui de ri'(]ualion des dillerences sera mim — i), parce (|ue chacune
des racines pouvant être soustraite de toutes les autres, qui sont au
nomhre de m ~ \ , il en résulte m' m — i) dillerences; mais, comme
cha()ne dillérence peut élie positive ou négalive, il s'ensuit que ré(|uation
des dillerences doit avoir les mêmes racines en plus et en moins; que
pai- consécpu'nt elle doit inan(|uer de tous les termes où l'inconnue serait
élevée à une puissance impaire, de sorte (jue, en prenant le cai re des
dillerences pour inconnue, celle inconnue n'y montera ([u'au ilcgré
m' m — • 1 1 !• 1 • 1 . • Il
• 11 lauurait donc, pour une ecjuation uu degré m, Irouver
(1 ahonl une Iranslormce du degré - -> ce (|Ui peut cire d une
longueur extrême et rehutante, si tn est un nomhn; un peu grand. Par exemple, poui' une éqiialion du dixii'ine degré, la transformée scw'ail du quaranle-cin(|nième. Comme cet inconvénient peut rendre, dans heaucoup de cas, la méthode presque impraticahle, il est important de cheicher un moyen d'y remédier. Pour cela, reprenons ré()ualion proposée tlu degré m,
X'" -f- pX"'~' ■+- qx"'~'' +...-(- H =: O,
dont les racines soieni a, h, f,...; on aura donc
«"' -f- pa"-' ■+■ qa""-' -h ... + « = o,
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el de même
//'" -+- pb"—' -+- qù'" ■ -f- ...-+- f< = o.
Soit h — a = {, donc 6 = a -+- ? ; substituons cette valeur de h dans la seconde équation, et si, après avoir développé par la formule connue les différentes puissances de a -h i, on ordonne l'équation résultante suivant les puissances de i, en commençant par les moins hautes, on aura une transformée de cette forme
P-4-Q/ + R/^H-...-hr=o,
dans laquelle on aura
P = a" -f- />a"— ' + qa"'-'' + . . . + n,
Q = ma"'~' + : m — i )pa"'^' -h m — 2 ) qa'"~' -h . . . ,
m • m — 1 1 {m — T ' /» — 2 ) m — 2 1 1' m — 3 , «"-'H pa''-'-h na"-' --
et ainsi de suite, la loi des termes étant visible.
Or, par la première équation en a, on aP = (i; donc, effaçant le terme P de l'équation en ;', et divisant tous les autres par /, elle ne montera plus qu'au degré m — i, et sera par conséquent
Cette équation aura donc pour racines les m — i différences entre
la racine a et les autres racines b, c, De même, si l'on substitue b à
la place de a dans les expressions des coefficients Q, R,..., on aura l'équation dont les racines seront les différences entre la racine b et les autres racines a, c,. ., et ainsi de suite.
Donc, si l'on peut trouver une quantité plus petite que la plus petite racine de toutes ces équations, elle aura la condition demandée, et pourra être prise pour la quantité D dont on cherche la valeur.
Si l'on éliminait a de l'équation en /. au moyen de l'équalion P = o, on aurait une équation en i cjui renfermerait toutes celles dont nous venons de parler, et dont il n'y aurait (ju'a chercher la plus petite racine.
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-Miiis celU' é(|ii;Uiou simple en / ne sciait ;iutrc cliosP i|ni' i'((|ii;itiiiii
(les ditlV'roiU'cs dont on voiidiail se passer.
Faisons, ilans l'éijuation ci-ilessus eu /, /= -; on aura celle Iraiis-
litrmee en ;
et le plus i^iMnd eoellicienl négatif de cette é(inali()n douiuTa. par ce (|ui a été déuioulré plus haut, une valeur plus grande ([ue sa plus grande racine; de sorte qu'en nonunani L ce plus grand eoeriieicnt, L + i sera une (|uantilé jjIus grande (jue la plus grande valeur de r; par consé- (|ueiit, •. - seia une (|iiantité [)lus petite (pie la plus petite valcnr positive de /; et l'on trouvera de nu"'nie une quantité plus i)ctite (jue la [)lns pclile valeur négative de /.Ainsi l'on pourra prendic p(uir 1) la plus petite de ces deux quantités, ou une quantité (|uelc()n(iue plus petite (|ue l'une et l'autre.
Pour avoir un résultat plus siiu|)le et indépendant des signes, on peut réduire la (|ueslion ii tiouver une (piantité I, plus gian<le (juc eliacun des eoenicicnls de l'équation en ;, abstraction faite des signes, et il est clair (jne, si l'on trouve une (|uantité N plus petite ([uc la plus petite \aleui- de Q, et une (juanlité M plus grande (jue la plus grande valeur de chacune des quantités R, S,..., abstraction l'aile des signes, on pourra prendre L = ^ •
(iomniençons par eherchei' les valeurs de M. Il n'est ]>as dillicile de prouver par li-s principes établis ci-dessus (|ue, si /■ -f- i est, coinine plus haut, la limite des racines positives, el — /; - i la limite des racines négatives de ré(|ualion proposée, etqu'on substitue sncci'ssivenient dans les cx|tressions de R, S à la place de a, /■ + i et — // i , en ne tenant compte que des termes (|ui auront le même signe (|ue le premier, on aura des (|uantités plus granilcs (|iic les plus grandes valeurs jiositives et négatives (h; R, S,... répondant aux racines a, h, <:,... de l'équation proposée; de sorte qu'on pourra prendre pour M la plus grande de ces dillércnles (juantités, abslraclion faite des signes.
Il ne restera donc plus qu'à tiouvei' une valeur pins petilc (jue l:i plus petite de Q; or il ne parait pas qu'on puisse y parvenir autrement ipie par le moyeu de l'équation dont les différentes valeurs de Q seraient les racines, équation qui ne peut être que le résultat de l'élimination de a entre ces deux-ci
])a'"-' -+- qa"' --h . .
qa'"
11 est aisé de démontrer, par la théorie connue de réiiminalion, que l'équation résultante en Q ne sera que du degré m, c'est-à-dire du même degi'é que la proposée, et l'on peut démontrer aussi par la forme des racines de cette équation qu'elle manquera de son pénultième terme. Si donc on cherche, par la méthode donnée plus haut, une quantité plus petite, abstraction faite du signe, que la plus petite racine de celte équation, cette quantité pourra éli'e prise pour N; ainsi le problème est résolu moyennant une équation d'un même degré que la proposée. Voici à quoi la solution se réduit; je conserverai pour plus de simplicité la lettre a7 à la place de «.
Étant proposée l'équation du degré w,
x" ■+- px"'~' 4- q x"'~'' + rx'"^' -(-...= o,
soit ^ le plus grand coeificient des termes négatifs, et m — n l'exposanl de X dans le premier terme négatif; soit de même h le plus grand coefiicienl des termes de signes contraires au premier, en changeant or en — X, et m — n' l'exposant de x dans le premier terme de signe contraire au premier; on fera
/=\'TTT Cl g = v'/« + i,
et l'on aura d'abord /'et — g pour les limites des racines positives et
négatives. On substituera successivement ces limites à la place de .r
dans les formules suivantes, en n'ayant égard qu'aux termes qui se Irou-
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vei'Uil ilii iiu'iiii' Mj^iic ([ur le incinicr.
m III — I m — I m — ^
ni m — I m
m — I III — 2 III — 3]
l't ;iiiisi (le suite; le iu)ml)ii' (le ces fonnuk'S sera //) — ■j'.. el rmi iiomineia M hi plus iiiMiide ties ([iKiiililes ([iroii aura de celle luaniere, en laisaiit alistraclioii des signes. On l'ei'a ensiiile re(HiarHHi
/)(.i*-' -t- II) — I px"'~'--\- m — 2 (/.( "~^-t- ni — 3 r.i"' ' + . . . = >%
e| l'on eliiniiieca ,i' au iiKiveii de ri't|natiuu piuposée ; ce (iiii doiiiiei'a mie e(|iialion on y du iiiéiue dei^ré ///, (['.li niaïujiieia de son pénultième terme. SnienI V le dernier terme de cette (•(|iiali<)n en v. T le plus i;rand coellicient (les termes de sii;ne cdulraiic ;i V, en snp|)iisant ■»■ tant positil'(|ue né^alil'; ces deux (juauliti-s T et V étaul prises posilivement, on déterminera N |)ar réiiualion
-^.-Vl
en pr<Mianl /( égal à l'cxposanl du dernier terme dn signe eonlraire à \'. On prendra ensuite 1) éiral ou plus iielil (pie la (luantité .. — ^• et l'on l'ormera les |u'ogressions arillimeli(iues
n, .1», SI),
(iui_' l'on continuera, de part el d'autre, entre l(;s limites /et — g; les ternies de ces progressions, étant suecessiveni(;nl substitués pour x dans l'e(]natioii proposée, metlronl en évidence tonles les racines ré(dles, tant positives (jue négatives, par les cliangemeiils de signe dans la suite des ii'snllals de ces siilislilulioiis, et en donneronl en même temps les premii'res limites, (|n'oii pourra ensuite re:-serrer ;i volonté, ainsi (|n'on l'a l'ail voir plus haut.
Si le dernier terme V de ré(|uati(jn en J résnltanl de l'idimination de .r e.-t nul, alors N sera nul, el pai' consécjuent 1) sera égal à zéro;
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inais, dans ce cas, il est clair ([iie l'équation en j aura une racine égale à zéro, et même deux, par le nian(|uf du péiiulliènîc terme; |)ar conséquent, l'équation
m x"'^' + [m — 1 1 ^ jr"-' + ( m — i q x"'~' -t- . . . m o
aura lieu en même temps que la proposée. Ces deux équations auront ilonc un diviseur commun, (|u'on pourra trouver par la méthode connui'. et ce diviseur, égalé à zéro, donnera une ou plusieurs racines de la proposée, qui seront en même temps des racines doubles ou multiples, comme il est facile de le prouver par la théorie précédente; car alors le dernier terme Q de l'équation en ?' sera nul; par conséquent on aura
/ ^ o et rt = b.
L'équation en j, par l'évanouissement de son dernier ternie, s'abaissera au degré m — 2, parce qu'elle se trouvera divisible par j-. Si, après cette division, son dernier terme était encore nul, ce serait une marque (|u'elle aurait plus de deux racines égales à zéro, et ainsi de suite. On la diviserait donc autant de fois par j qu'il serait possible, et l'on prendrait ensuite son dernier terme pour V et le plus grand coelïicicnt des termes de signes contraires à V pour T, pour avoir la valeur de D, qui servira à faire connaître toutes les autres racines de la proposée. Si la proposée est du troisième degré, comme
x^ -h qx + r= o,
on trouvera pour l'équation en y
Si la proposée était
on trouverait celle-ci en y,
r'-t- Sry'-h (4 y' — i6(js -h iSr' y- + ?5G4' — izHs'q'
-t- iGs^' -1- 144'"'*'/ — 4'''/' — 27 /•' = o, et ainsi de suite.
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Au resti'. roimiu' la rfcluTclic de rfiiiiatioii en y piMil l'Irc |icnil)lc pailcs méllioilt's ordinaires (réliiniiialioii, voici des t'oitiuilos géncralos dont la donionsiration dépoiul dt's propriclfs connues des ('(luations.
On t'ornicra iraiiord, d'après los cot'llicicnls/j, ij, r, ... do la proposée, les (|uantités .r,, .i\, a':, de celle nianièic :
X:! z^ — px, — y.q
Xi =r — pX: — qx, — 3 /■,
Du substituera dans l'expression de v, dans c(dles de ;--. d('j^
jusqu'à y"\ a|)ri's le développement des termes en x, les quanlités a-, pour .r, .i\ pour .»•-, .r^ pour .i',..., et l'on désignera par Vi. Vj, i3 .... les valeurs de v, y-, y\ . . . résultant de ces substitutions.
.Mors on n'aura plus i|n'à toiiner les (juantités .\, 15, ('.,... par les formules
■I I on aura cette écpiation en v
f,a valeur ou plutôt la limite de D, ([u'oii trouvera par la méthode ipn- nous venons d'exposer, pourra être souvent beaucoup plus petite iju'il ne siM'ait nécessaire poiii' l'aire; ilecouvrir toutes les racines; mais il n'y aura à cela d'autre inconvénient (|ue d'augmenter le nombre îles subslitutions successives à faire pour x dans la |)roposée. D'ailleurs, loiS(|u'on a ti'ouvé autant de ri'Siiltats (|u'il v a d'unités dans l'exposant du dej,'ié de l'équation, on peut les continuer aussi loin (]n'on veut par la simple addition des diflércnecs premières, secondes, etc., parée que
les différences de l'ordre qui répond à ce degré seront loujoiiis constantes.
On a vu plus haut coniiueul on peut décrire la courbe de ré(|ualion proposée par plusieurs points, en donnant successivement aux abscisses œ différentes valeurs, et prenant pour les ordonnées y les valeurs résultantes du preniier membre de l'équation; mais on peut trouver aussi ces valeurs de v par une construction fort simple, qui mérite de vous être exposée. Représentons l'écjuation proposée pai'
a -h bx -h ex- -\- dx' -l- . . . =: o,
en prenant les termes dans l'ordre inverse; l'équation à la courbe sera
yz= a -{- bx -h ex' -+- dx^ -t- . . . . Ayant mené {fig. t.) la ligne droite OX, (ju'on prendra pour l'axe des
Fig. 2.
abscisses dont 0 sera l'origine, on prendra sur cette ligne la partie 01 égale il l'unité des quantités a, b, c,..., qu'on peut supposer exprimées par des nombres, et l'on élèvera aux points 0, I les perpendiculaires CD, IM. On prendra ensuite sur la ligne OD les parties
OA = rt, AB = />, M. = c, CD=:</, ....
et ainsi de suite. Soit maintenant OP = x, et soit menée au point P la perpendiculaire PT. Supposons, par exemple, que d soit le dernier d.s
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l'Oi'Iliiifiils rt, h, (■,..., en sorle (|ur la proposée ne soil ([uc du Iroisii-nie
ile^q-é, et (ju'il s'agisse d'avoir la valeur de
)•=«-+- l>x + cx^ -+- <l.r'.
I.e |M>inl I) etaiil ainsi le dernier de eenx (jiii oui ele deleniiiiies siii' la pi'rpendiciilaire 01), et le puiiit C l'as anl-dernler, on iiii'iiera par I) la pai'allèlo D.M à l'axe ()I, et par le point M, où celte ligne eoupe la perpendicnlaiie I.M, on mènera au point C la droite (^.M. ensuite par le point S, où eelte di'oite coupe la perpendiiulaiic l'T, (in nÙMU'ia IISI, parallèle a ()1, et par le point L, où cette parallèle coui)c la perpendiculaire I.M, on mènera au point \i la droite lîl,. Do nicme, par le point H. où cetti' di-oite coupe la per|)endi(iilaire l'T, on mènera la parallide GRK il ()I, et |)ar lo point K, où cette parallèle coupe la perpendiculaire IM, lin mènera à la première division A de la per|)endiculaire 1)0 la droite AK. Le point Q, où cette droite coupera la per[)endiculaiie PT. douneia la |)arlie PQ ^^y.
En ell'et, soit menée par O la parallide FQ à l'axe OP. Les deux triangles semlilaldes CDM et C.IIS donneront
DM 1 : IJC */ — HSixl : Cil (=f/;r ; ajiuitanl ('.15 r , on aura
BlI r-^ c -+- (Ix.
De même, les deux triangles semblables l'.IIL. lUiK doniieronl
IIL 1 : Uli c + Jx]=^Gl\ix] :h(i{—cx -{- Ux');
ajoutant A\> h , on aura
AG - - h -i- ex -+- (lx\
Liilin les triangles semhlaliles Adk el AI'O donneront
( I K 1 : < I A h -h ex -h dx- = FQ ( x ' : FA (=; bx -\- ex"" + </x') ;
ajiiutant OA a . on aura
OF = PQ = rt -f- l>x -h ex- -+- (Ix'—j:
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La môme construction et la même dcmonstralion auront lieu, (|Ufl ([ue soit le nombre des termes de l'équation propesée.
Il faudra seulement avoir soin, si quelques-uns des coefïicients a, b. c... étaient négatifs, de les prendre dans le sens opposé. Par exemple, si a était négatif, il foudrait prendre la partie OA au-dessous de l'axe 01. Ensuite on partirait de même du point A pour y ajouter la partie AB égale à i; si è est positif, on prendra AB dans le sens OD; mais, si h était négatif, il faudrait prendre AB dans le sens opposé, et ainsi des autres.
A l'égard de x, on prendra OP dans le sens de 01, supposé éga! à l'unité positive, lorsque x sera positif; mais on prendi-ait OP dans le sens opposé, si x était négatif.
Il ne serait pas difficile, au reste, de former, d'après cette construction, un instrument qui s'appliquerait à toutes les valeurs des coellicients a, b, c,..., et qui, au moyen de quelques règles mobiles avec des charnières, donnerait pour chaque point P de la droite OP le point correspondant Q, et qui servirait à décrire la courbe même par un mouvement continu. Cet instrument pourrait ainsi servir à résoudre toutes les équations; du moins servirait-il à trouver les premières valeurs approchées des racines, par lesquelles on en trouvera ensuite de plus exactes.
LEÇON CINQUIEME
SIR l'iSAGE des courbes dans la solution des IMIORLÈMES.
Tant que l'Algèbre et la Géométrie ont été séparées, leurs progrès ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forces mutuelles et ont marché ensemble d'un pas rapide vers la perfection. C'est à Descartes (|u'on doit l'application de l'Algèbre à la Géométrie, application (jui est devenue la clef des plus grandes découvertes dans toutes les branches des Mathémati(|ues. La méthode que je vous ai exposée dcrnii'rement pour
trouver et démonlrer plusieurs propriétés générales des cqualions par la considération des courbes qui les représentent, est proprement une espèce d'application de la Géométrie à l'Algèbre; cl, comme celle méthode a des usages très-étendus, cl peut servir à résoudre facilement des Problèmes dont la solution directe serait très-diincile ou même impossible, je crois devoir vous en entretenir encore dans celle séance, d'autant plus qu'on ne la trouve guère dans les Éléments ordinaires d'Algèbre.
Vous avez vu comment une équation d'un degré quelconque peut se résoudre par le moyen de la courbe dont les abscisses représentent l'inconnue de l'équation, et dont les ordonnées sont égales à la valeur du premier membre de l'équation pour chaque valeur qu'on donne à l'inconnue. 11 est clair que cette mélhode peut s'appli(]uer en général à toutes les équations, quelle que soit leur forme, cl qu'elle ne demande pas que l'éijuation soit développée et ordonnée par rapport aux différentes puissances de l'inconnue. Il suflil donc que tous les termes de l'équation soient dans un seul membre, en sorte que l'autre membre soit égal à zéro; alors, en prenant de même l'inconnue pour l'abscisse X, et la fonclion de l'inconnue, c'esl-a-dire la (juantité composée de celle inconnue el des connues, laquelle forme l'un des membres de l'équation, pour l'ordonnée j, la courbe décrite d'après ces ordonnées X tly donnera, par ses intersections avec l'axe, les valeurs de x qui seront les racines cherchées de r('(|uation donnée. Et comme le plus souvent on n'a pas besoin de connaître toutes les valeurs possibles de l'inconnue, mais seulement celles qui peuvent l'ésoudrc le Problème dans le cas dont il s'agit, il suilira de décrire la |)orlion de courbe <|ui pourra répondre à ces valeurs, ce (|ui épargnera beaucoup de calculs inutiles. On pourra même de celle manière juger d'abord, par la ligure de la courbe, si le Problème a des solutions possibles, conformément aux circonstances qui [jcuvenl les limiter.
Supposons, par exemple, que l'on demande de trouver, sur la ligne qui joint deux lumières dont l'intensité est donnée, le point qui recevra une quantité de lumière donnée, en parlant de ce principe de Phy-
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sique, que l'effet d'une luuiiëre déiroit dans le même rapport que le carré de la distance augmente.
Nommons a la distance entre les deux lumières, et a; la distance du point cherché à l'une des lumières, dont l'intensité ou la quantité de lumière à la distance = i soit M, celle de l'autre lumière étant N; on aura — et ^_^.^ pour exprimer les effets de ces deux lumières sur
le point en question; de sorte que, désignant l'effet total donné par A. on aura l'équation
OU hien
X- [a — J:)^ On considérera donc la courbe dont l'équation sera
et l'on verra d'abord qu'en donnant à x une valeur très-petite, positive
ou négative, le terme — deviendra très-grand positif, parce (ju'une
fraction augmente d'autant plus que son dénominateur diminue, de sorte qu'il sera infini au point où a- = o. Ensuite, x croissant, le terme
— ira en diminuant; mais I autre terme -,? qui était — lorsque
x = o, augmentera continuellement, jusqu'à devenir très-grand ou infini lorsque x aura une valeur très-voisine de a ou égale à a.
Si donc la somme des deux termes peut devenir moindre que la quantité donnée A, en donnant à x des valeurs depuis zéro jusqu'à a. la valeur de j, qui était d'abord très-grande positive, deviendra négative, et redeviendra très-grande positive; par conséquent, la courbe coupera l'axe deux fois entre les deux lumières, et le Piohlème aura deux solutions. Ces deux solutions se réduiront à une seule, si la plus petite
valeur de
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était exactement égale à A, et elles deviendront imaginaires si celte valeur était plus grande que A, parce qu'alors la valeur de j serait toujours positive depuis x = o jusqu'à x = a; d'où l'on voit que, si c'est une condition du Problème que le point demandé tombe entre les deux lumières, il est possible que le Problème n'ait aucune solution; mais, si le point peut tomber sur le prolongement de la ligne qui joint les deux lumières, nous allons voir que le Problème est toujours résoluble (le deux manières. En elTet, en supposant x négatif, il est visible que
le terme — restera toujours positif, et de très-grand qu'il est près dû
point où X = o, il ira toujours en diminuant lorsque x croîtra, jusqu'à
devenir très-petit ou nul lorsque x sera très-grand ou infini; l'autre
terme sera d'abord = —■, et ira aussi on diminuant jusqu'à
devenir nul lorsque x sera devenu infini négatif. Il en sera de même en
supposant x positif et plus grand que a; car, lorsque a; = «, le terme
N 7 sera infini; ensuite il ira en diminuant jusqu'à devenir nul
lorsque a; sera infini, et l'autre terme — sera d'abord = — , et ira aussi ^ X- n-
en diminuant jusqu'à zéro à mesure que accroîtra.
Donc, quelle que soit la valeur de la quantité A, il est visible que les valeurs de j passeront nécessairement du positif au négatif, tant pour lésa; négatives que pour les x plus grandes que a. Ainsi il y aura une valeur négative de x et une valeur positive plus grande que a, (jui résoudront le Problème dans tous les cas. On les trouvera par la méthode générale, en rapprochant successivement les valeurs de x, qui donneront des valeurs de y de signes contraires.
A l'égard des valeurs de x moindres que a, nous avons vu que la réalité de ces valeurs dépend de la plus petite valeur de la quantité
on verra dans le Calcul différentiel comment on détermine les plus petites et les plus grandes valeurs d'une quantité variable; nous nous
contonlcrons de rcinar(iuer ici que la quantili' dont il s'u^^it soia la plus petite ou un iniiiimum, lorsque
■r _ yM rt — or ~ V N"'
de sorte qu'on aura
et de là on trouvera, pour la plus petite valeur de la quantité dont il s'agit,
par conséquent, il y aura deux valeurs réelles de jc si cette quantité est moindre que A; mais ces valeurs seront imaginaires si elle est plus grande. Le cas de l'égalité donnera deux valeurs de x égales entre elles.
Je me suis un peu étendu sur l'analyse de ce Problème, qui n'est, au reste, que do pure curiosité, parce qu'elle peut servir pour tous les cas semblables.
L'équation du Problème précédent, étant délivrée des fractions, sera
de cette (orme
A ^- ! a — X V" — yi'a — X ' — N .r' = o,
laquelle, étant développée et ordonnée, montera au quatiièuie degré. et aura par conséquent quatre racines; ainsi, par l'analyse (jue nous venons de donner, on pourra connaître tout de suite la nature de ces racines. Comme il peut résulter de là une uiétbode applicable à toutes les équations du quatrième degré, nous allons en dire un met en passant. Soit donc l'équation générale
x' -h px- + qx -{- r = o;
on a déjà vu que, si son dernier terme est négatif, elle aura nécessairement deux racines réelles, l'une positive et l'autre négative; mais, si ce terme est positif, on n'en peut rien conclure en général sur la nature
•le ses racines. Qu'i>n donno à cette équation la forme
(x' — a'Y -i- b[x + a]' -h c[x — aY= o, laquelle, clanl développée, devient
x' -\- [b -\- V — ia^)x^ + ?.rt(6 — <•) A- -f- rt' + rt'(6 + c) = o; d'où l'on liie, en comparant les termes,
b -\- c — 7.a^ =z p, ia[b—c]^=q, rt' + rt»(6 -f c) = r,
et de là
h+ c=i p + o.a-, b — c ^= —1 3rt* + »«'=/■;
de sorte qu'en résolvant celte dernière équation, on aura
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Or nous supposons ici r positif; dom^ «^ sera réel positif, e( par consé- (|uenta réel; donc aussi b etc seront réels.
Ayant donc déterminé de cette manière les trois quantités a, b, c, on aura la transformée
Si l'on fait le second membre de celte équation = j, et qu'on considère la courbe dont x seront les abscisses et y les ordonnées, il est d'abord visible que, lorsque è et c seront des quantités positives, cette courbe sera toute au-dessus de l'axe; par conséquent l'équation n'aura aucune racine réelle. Supposons, en second lieu, que b soit une quantité négative, et c une quantité positive; alors a; = a donnera y = f\bà^, quantité négative; ensuite x très-grand positif et négatif donneront y trèsgrand positif; d'où il est aisé de conclure que ré(]uation aura deux racines réelles, l'une plus grande que a, et l'autre moindre que — a. On trouvera de même que, si b est positif et c négatif, l'équation aura
deux racines réelles, l'une plus graiule et l'autre moindre que a. lîntin, si h et c sont tous les deux négatifs, alors j sera négatif, en faisant
X =z a et X = — rt;
ensuite il sera positif très-grand pour x très-grand positif ou négatif; d'où l'on conclura encore qu'il y aura deux racines réelles, l'une plus grande que n, l'autre moindre que —a. On pourrait pousser ces considérations plus loin, mais nous ne nous y arrêterons pas davantage quant à présent.
On a vu, par l'Exemple précédent, que la considération de la courbe ne demande pas que l'équation soit délivrée des expressions fractionnaires; on doit dire la même chose relativement aux expressions radicales; il y a même un avantage à y conserver ces expressions telles que l'analyse du Problème les donne; c'est qu'on peut n'avoir égard (|u'aux signes des radicaux qui conviendront aux circonstances particulières de chaque Problème, au lieu qu'en faisant disparaître les fractions et les radicaux, pour avoir l'équation ordonnée suivant les différentes puissances entières de l'inconnue, on introduit souvent des racines étrangères à la question proposée. 11 est vrai que ces racines appartiennent toujours à la même question considérée dans toute son étendue; mais cette richesse de l'Analyse algébrique, quoique très-précieuse en elle-même et sous un point de vue général, devient incommode et onéreuse dans les cas particuliers où l'on ne peut, par les méthodes directes, trouver la solution dont on a besoin, indépendamment de toutes les autres solutions possibles. Lorsque l'équation qui résulte immédiatement des conditions du Problème renferme des radicaux dont le signe est essentiellement ambigu, la courbe de celte équation (en y faisant le membre, qui doit être zéro, égal à l'ordonnée y) aura nécessairement autant de branches qu'il pourra y avoir de combinaisons différentes de ces signes, et pour la solution complète il faudrait considérer chacune de ces branches; mais cette généralité |teul être restreinte par les conditions j)arliculières du Problème, (|ui déterminent la branche où la solution doit se trouver : alors on a l'avanlaiii'
ili' ne poinl faire de ealouls iiuililcs, el eel avanlago "n'est pas nn des .moindres qii'oiïre la méthode de résoudie les équations par la eonsidération des courbes.
Mais cette méthode peut être encore généralisée, et rendue indépendante de l'équation même du Problème. Il sulfit, pour pouvoir l'employer, de considérer les conditions du Problème en elles-mêmes, de donner à l'inconnue différentes valeurs arbitraires, et de déterminer d'après ces conditions, soit par le calcul ou par une construction, les erreurs qui en résultent. Ces erreurs étant regardées comme ordonnées y d'une courbe donl les abscisses x seraient les valeurs correspondantes de l'inconnue, il en résultera une courbe continue, qu'on appellera la courbe des erreurs, et qui, par ses intersections avec l'axe, donnera également toutes les solutions du Problème. Ainsi, si l'on trouve deux erreurs successives, l'une en excès et l'autre en défaut, c'est-à-dire, l'une positive et l'autre négative, on en conclura sur-Ic-champ qu'entre ces deux valeurs correspondantes de l'inconnue il y en aura une pour laquelle l'erreur sera nulle, et dont on pourra approcher aussi près (}u'on voudra par des substitutions successives, ou même aussi par la description mécanique de la courbe.
Cette manière de résoudre les questions par les courbes des erreurs est une des plus utiles qu'on ait imaginées; elle est d'un usage continuel en Astronomie, où les solutions directes seraient trop difiicilcs et souvent impossibles; elle peut servir à résoudre des Problèmes importants de Géométrie et de Mécanique, et même de Physique : c'est, à proprement parler, la règle de fausse position prise dans le sens le plus général et rendue applicable à toutes les questions où il y a une inconnue à déterminer. Elle peut s'appliquer aussi à celles qui dépendent de deux ou plusieurs inconnues, en donnant successivement à ces inconnues difl'érentes valeurs arbitraires, et calculant les erreurs qui en résultent, pour les lier par différentes courbes ou les réduire en Tables; de .sorte que par cette méthode on peut parvenir immédiatement à la solution cherchée, sans aucune élimination préliminaire des inconnues.
Nous allons en faire voir l'usage par quelques Exemples.
On demande un cercle dans lequel on puisse inscrire un polygone dont tous les côtés soient donnés.
Ce Problème, mis en équation, monterait à un degré d'autant plus haut que le nombre des. côtés donnés serait plus grand. Pour le résoudre par la méthode dont nous venons de parler, on décrira d'abord un cercle à volonté, comme ABCD [fig. 3), et l'on portera dans ce cercle les côtés donnés
AB, BC, CD, DE, EF du polygone que je suppose ici, pour plus de simplicité, un pentagone.
Fig. 3.
Si l'extrémité F du dernier côté tombait en A, le Problème serait résolu; mais, comme il est très-difficile (jue cela arrive du premier ('ou[), on portera sur une ligne droite PR [fig. 4) I« rayon PA du cercle, et
Fie- l-
l'on élèvera au point A la perpendiculaire AF, égale à la corde AF de l'arc AF dans lequel consiste l'erreur de la supposition qu'on a laite sur la longueur du rayon PA. Comme cette erreur est un excès, il faudra
280 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES décrire un cercli- d'un rayon plus grand, et faire la niônie opération, et ainsi de suite, en essayant des cercles de difTérentes grandeurs. Ainsi le cercle dont le rayon est PA' donnera l'erreur FA', laquelle, tombant de l'autre coté du point A', devra être censée négative; par conséquent, dans \à fig. 4, à l'abscisse PA' il faudra appliquer l'ordonnée A'F' audessous de l'axe. De celte manière on aura plusieurs points F, F, ... , qui seront dans une courbe dont l'intersection R avec l'axe PA' donnera le vrai rayon PR du cercle (]ui satisfera à la question, et l'on trouvera cette intersection en resserrant successivement les points de la courbe qui se trouveront de côté et d'autre de l'axe, comn)e F, F',
D'un point dont la position est inconnue, on a observé trois objets dont les distances respectives sont connues, et l'on a détermine les trois angles formés par les rayons visuels, menés de l'œil de l' observateur à ces trois objets. On demande la position du lieu de l' observateur par rapport aux mêmes objets.
Si on lie les trois objets par des lignes droites, il est visible que ces trois droites avec les trois rayons visuels formeront une pyramide triangulaire dont la base sera donnée, ainsi que les trois angles qui forment l'angle solide du sommet auquel l'observateur est supposé placé, et la (juestion sera réduite à déterminer les dimensions de cette pyramide.
Comme la position d'un point dans l'espace est entièrement déterminée par ses trois distances à trois points donnés, il est clair que le Problème sera résolu, si l'on détermine les trois distances du point où est l'observateur à chacun des trois objets : or, en prenant ces distances pour inconnues, on aurait trois équations du second degré qui, par l'élimination, donneraient une équation finale du huitième degré; mais, en prenant pour inconnues une des distances et les rapports des deux autres à celle-ci, l'équation finale ne sera que du quatrième degré. On pourrait donc résoudre ce Problème rigoureusement par les méthodes connues; mais, la solution directe étant compliquée et peu commode pour la pratique, voici celle qu'on pourra trouver par la courbe des erreurs.
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Soient faits {fig. 5) les trois angles successifs
APB, BPC, CPD,
ayant le même sommet P, égaux respectivement aux angles observés entre le premier objet et le second, entre le second et le troisième, cl
Fig. 5.
entre le troisième et le premier; et soit d'abord prise la droite PA à volonté, pour représenter la distance de l'observateur au premier objet. Comme la distance de cet objet au second est supposée connue, si elle est égale à la ligne AB, on la portera en AB, et l'on aura ainsi la distance BP du second objet à l'observateur. De même, on portera en BC la distance BC du second objet au troisième, et l'on aura la distance PC de cet objet à l'observateur. Maintenant, si l'on porte en CD la distance du troisième objet au premier, on aura de nouveau PD pour la distance (lu premier objet à l'observateur; par conséquent il faudra, pour que la première distance supposée soit exacte, que les deux lignes PA, PD soient égales. Prenant donc sur la ligne PA, prolongée s'il est nécessaire, la partie PE = PD, si le point E ne tombe point en A, la différence EA sera l'erreur de la première supposition PA. Ayant tiré [fig. 6)
rif!. G.
la droite PR, on y prendra depuis le point fixe P l'abscisse PA, et Ton
y appliquera, à angle droit, l'ordonnée KA: on aura le point K de la
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courbe ERS des erreurs. En prenant d'autres distances à la place de PA, et faisant la même construction, on trouvera d'autres erreurs qu'on appliquera de même sur la ligne PR, et qui donneront d'autres points de la même courbe.
On pourra donc décrire ainsi celte courbe par plusieurs points, et le point R où elle coupera l'axe PR donnera la distance PR, dont l'erreur sera nulle, et qui sera, par conséquent, la véritable distance de l'observateur au premier objet; cette distance étant connue, on aura les deux autres par la même construction.
Il est bon de remarquer que la construction dont il s'agit donne, pour cliaque point A de la ligne PA, deux points B et B' dans la ligne PB; car, puis(|ue la distance AB est donnée, pour trouver le point B, il n'y a qu'à décrire du point A comme centre, et avec le rayon AB, un arc (le cercle (|ui coupera la droite PB en deux [xtints B et B', lesquels salisteront tous les deux aux conditions du Problème. De la même manière, cbacun de ces points en donnera deux sur la droite PC, et cliacun de ceux-ci en donnera aussi deux sur la droite PD; d'où il suit que clia(|ue point A, pris sur la première droite PA, en donnera généralement huit sur ia droite PD, (|u'il faudra donc considérer séparément et successivement pour avoir toutes les solutions possibles. J'ai dit ij^rneralement ; car il est possible : i" que les deux [)oints B, B' se réunissent en un seul, ce qui aura lien lorsque le cercle décrit du centre A avec le rayon AB toucliera la droite PB; 2° que ce cercle ne coupe poitit la droite PB, au(]uel cas le reste de la construction devient impossible, et il faudra dire la même cbose des points C, D. Ainsi, en menant la ligne; GF parallèli! à BP, et éloignée de celle-ci d'une distance égale à la ligne donnée AB, le point F où elle coupera la ligne PE, prolongée s'il est nécessaire, sera la liniilc au delà de la<|iiell(! il ne faudra point prendre les points A pour avoir des solutions possibles. On aura de même des liniites pour les points B et C, les(|nelles serviront à restreindre les suppositions primitives qu'on |)ourrait faire sur la distance PA.
Les liuil points D, <\m dépendent en général de cbaque point A, ré-
pondent aux huit solutions dont le Problème est susceptible, et, lorsqu'on n'a aucune donnée particulière par laquelle on puisse déterminer laquelle d^ ces solutions convient au cas proposé, il est indispensable de les chercher toutes, en employant pour chacune des huit combinaisons une courbe particulière des erreurs. Mais, si l'on sait, par exemple, que la distance de l'observateur au second objet est plus grande ou plus petite que sa distance au premier, il ne faudra prendre alors dans la ligne PB que le point B dans le premier cas, ou le point B' dans le second, ce qui diminuera les huit combinaisons de moitié. Si l'on avait la même donnée sur le troisième objet, relativement au second, et sur le premier, relativement au troisième, alors les points C et D seraient déterminés, et l'on n'aurait qu'une solution unique.
Ces deux Exemples peuvent suffire pour montrer l'usage de la méthode de ces courbes dans la résolution des Problèmes; mais cette méthode, que nous n'avons présentée que d'une manière pour ainsi dire mécanique, peut aussi être soumise à l'Analjse.
En effet, tout se réduit à décrire ou faire passer une courbe par plusieurs points, soit que ces points soient donnés par le calcul ou par une construction, ou même par des observations ou des expériences isolées et indépendantes les unes des autres. Ce Problème est, à la vérité, indéterminé; car on peut, à la rigueur, faire passer par des points donnés une infinité de courbes différentes, régulières ou irrégulières, c'està-dire soumises à des équations, ou tracées arbitrairement à la main; mais il ne s'agit pas de trouver des solutions quelconques, mais les plus simples et les plus aisées à employer.
Ainsi, s'il n'y avait que deux points donnés, la solution la plus simple serait une ligne droite qu'on mènerait par ces points. S'il y a trois points, on pourrait faire passer par ces points un arc de cercle, qui est, après la droite, la ligne la plus facile à décrire.
Mais, si le cercle est la courbe la plus simple par sa description, elle ne l'est pas par son équation entre les abscisses et les ordonnées rectangles. Sous ce dernier point de vue, on peut regarder comme les plus simples les courbes dont l'ordonnée est exprimée par une fonction cn-
lièie cl lationnelle de l'abscisse, telle que
)■ =: a + bx -+■ ex'' -+- dx^ -h . . . ,
y étant l'ordonnée et x l'abscisse. Ces sortes de courbes s'appellent en général paraboliques, parce qu'on peut les regarder comme une généralisation de la parabole, qui a lieu lorsque l'équation n'a (jue les trois premiers termes. Nous en avons déjà montré l'usage dans la résolution des équations; mais leur considération est toujours utile dans la description approchée des courbes; car on peut toujours l'aire passer une ' courbe de ce genre par tant de points qu'on voudra d'une courbe proposée, puisqu'il n'y a qu'à prendre autant de coelficicnls indéterminés a, h, c, . . . qu'il y a de points proposés, et déterminer ces coelRcients de manière que les abscisses et les ordonnées, pour ces points, soient données. Or il est clair (jua, quelle que puisse être la courbe proposée, la courbe parabolique ainsi tracée en difi'érera toujours d'autant moins (|ue le nombre des points donnés sera plus grand, et leur distance moindre.
.Newton est le premier qui se soit proposé ce Problème; voici la solution qu'il en donne :
Soient P, Q, R, S, . . . les valeurs des ordonnées y qui répondent aux valeurs /^ y, r, s,... des abscisses x; on aura les équations suivantes
V = a + bp -\- cp'' + (Ip"" -h . . . , Q — a -h bq -h cq^ -h dq' -\- . . . ,
Il = « -)- br -h cr^ -+- (h' -(-...,
le nunibi'ede ces équations devant être égal à ((diii îles coellicients indéterminés «, Ij, c Soustrayant ces équations l'une de l'autre, les restes
seront divisibles par fj —p, r — q,..., et l'on ani'a, a[ircs la division,
-^^ = b + c(q -^- p) -h d{q' ■+- qp -+■ p'] -h . . .,
-^- = h -+■ c.r + q) -h d[r- -h rq + q- ] ^ . . . ,
r—q '■Il
SUR LES MATHEMATIQUES. iSo
Soit
011 Irouvera de la même manière, par la soustraction et la division,
/■ — /) ■ If'
Soit de même
'^'-^' R. ^.^:Jii=.s.
on trouvera
et ainsi de suite.
On trouve, de cette manière, les valeurs des coelficients a, b, c,. . . . à commencer par les dernières, et, les substituant dans l'équation générale
_)• = « -h bx -+- ex' H- clx^ -(-...,
il viendra, après les réductions, cette formule, qu'il est aisé de continuer aussi loin qu'on voudra,
r= P-i-Q,(a; — /;) -+-Rs(a- — p) [x — q) -^ ?>,{x — p] [x — q) [x — r) +
Mais on peut réduire cette solution à une plus grande simplicité par la considération suivante.
Puisque y doit devenir l', Q, R,..., lorsque x devient [), q, r, — il est aisé de voir que l'expression de y sera de celte forme
y=k? + RQ + CR + DS +. . . ,
où les quantités A, B, C, . . . doivent être exprimées en x, de manière
(pi'i'ii fiiisanl a =/; on ail
»|iic (le inéiiie, ou faisant x = q, on ait
A r= o, B = I , C = o, 1) = o, ... ; (ju'en faisant .r- = /•. on ait pareillement
A=o, B = o, C=i, J) = o, ..., etc.;
d'où il est facile de conclure (|ne les valeurs de A, B, (.'.,... doivent être
de cette forme
en prenant autant de facteurs, dans les numérateurs et dans les dénominateurs, qu'il y aura de points donnés de la courbe, moins un.
Celle dernière expression de j, quoique sous une forme différente, revient cependant au même, comme on peut s'en assurer par le calcul, en développant les valeurs des (juantités Q,, Ro, Sj,..., et ordonnant les termes suivant les quantités P, Q, R,...; mais elle est préférable par la simplicité de l'Analyse sur laquelle elle est fondée, et par sa forme même, qui est beaucoup plus commode pour le calcul.
On pourra donc, par celle formule, qu'il ne serait pas dillicile de réduire à une construction géométrique, trouver la valeur de l'ordonnée y pour une abscisse quelconque x, d'après les ordonnées connues P, Q, R,... pour les abscisses données/?, q, r, . . . . Ainsi, ayant plusieurs termes d'une série quelconque, on pourra trouver tel ternie intermédiaire qu'on voudra, ce qui est fort utile pour remplir les lacunes qui pourraient se trouver dans des suites d'observations ou d'expériences.
ou dans des Tables calculées par des formules ou des constructions données.
Si maintenant on applique cette théorie aux deux Exemples proposés ci-dessus et aux Exemples semblables, dans lesquels on a les erreurs (jui répondent à diflerentes suppositions, on pourra trouver directement l'erreur vqui répondra à une supposition quelconque intermédiaire x, en prenant les quantités P, Q, B, . . . pour les erreurs trouvées, et p, q, /•,... pour les suppositions d'où elles résultent. IMais, dans ces Exemples, la question étant de trouver, non pas l'erreur qui répond à une supposition donnée, mais la supposition dont l'erreur serait nulle, il est clair que cette question est l'inverse de la précédente, et qu'elle peut se résoudre aussi par la même formule, en prenant réciproquement les quantités p, q, /',... pour les erreurs, et les quantités P, Q, R, . . . pour les suppositions correspondantes : alors j- sera l'erreur de la supposition jk; par conséquent, en faisant x = o, la valeur de y sera celle de la supposition dont l'erreur sera nulle.
Soient donc P, Q, R,. . . les valeurs de l'inconnue dans les différentes suppositions, eip, q, r,... les erreurs qui résultent de ces suppositions, en donnant à ces quantités les signes convenables; alors on aura pour la valeur de l'inconnue dont l'erreur sera nulle l'expression
AP + BOh-CU-i-....
dans bxiuelle les valeurs de A, B, C,... seront
en prenant autant de facteurs (ju'il y aura de suppositions, moins un.
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1. Considérons la fraction -> qu'on suppose moindre tjue l'unité, et
réduite a sa plus simple expression, en sorte que les nombres A cl B soient premiers entre eux. Si l'on demandait de transformer cette fraction en une autre dont le numérateur ou le dénominateur fût donné, il est clair que cela ne serait possible, à la rigueur, qu'autant que le nouveau numérateur ou dénominateur serait un multiple du numérateur ou dénominateur donné. Mais, si l'on veut se contenter d'une approximation, le Problème est toujours résoluble, et il s'agira de déterminer la nouvelle fraction, de manière qu'elle approclie le plus qu'il est possible de la fraction donnée.
2. Ainsi, en désignant par — celle nouvelle fraction, dans laquelle m ou a est supposé donné, le Problème consistera à déterminer a ou m, en sorte que la différence entre les deux fractions - ei — soit la plus
petite qu'il est possible. Or cette différence est — r— ^- • Il s'agira donc
de déterminer a ou m, de manière que le nombre Ba — \m devienne le plus petit; et, pour cela, il est visible qu'il n'y aura qu'à prendre
|i(Uir a le qiiolioiit de km divisé par B, ou pour m le quotionl do Ba par A : alors la valeur de Ba — Awz sera égale au reste de ces divisions, et sera par consé(|uent moindre que le diviseur.
3. .Mais on doit observer ici que le reste d'une division peut être positif ou négatif, suivant qu'on prendra pour (juotient le nombre qui, (•tant multiplié par le diviseur, sera immédiatement moindre ou plus grand ([ue le dividende. Dans l'Aritlimélique ordinaire, on fait toujours la division de manière que les restes soient positifs; mais, dans la tbéorie générale des nombres, on peut employer également des restes positifs ou négatifs, et l'on peut même, par C(! moyen, faire en sorte que le reste soit toujours moindre que la moitié du diviseur; car il est évident (jue, si le reste positif est plus grand que cette moitié, en augmentant le quotient d'une unité, il faudra retraneber le diviseur du reste, ce qui donnera un reste négatif et moindre que la 'moitié du diviseur.
On peut, pour plus de simplicité, appeler dnision en dedans celle où le reste est positif, et dnision en dehors celle qui donne un reste négatif, parce qu'en elTet, dans la première, le produit du quotient par le diviseur tombe en dedans du dividende, et que, dans la seconde, il tombe en deliors.
'». Soit donc \Ui — \m = ± C, en sorte que ± C soit le reste de la division de Ba par A, et m le (|uorK,'nt, ou qz C le reste de la division (le Ani par B, cl a le quotient, on aura
et par conséquent
On pourra donc traiter de la même manière la fraction ~, dans la- (|uelle C est toujours nécessairement moindre (]ue A, et la réduire à une autre fraction connue y, dont le numérateur ou le dénominateur soit
Au
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donné, et (iiii npproclie le plus qu'il est possible île la même fraction.
On fern ainsi Cb — An= ±D, oh ± D sera le reste de la division de Cb par A, et n le quotient, si le dénominateur b est donno; el, si c'est le numérateur n qui est donné, rr C sera le reste de la division de An par C, et b le quotient.
On aura de cette manière
A ^ Z» ^ Ab' On pourra, si l'on veut, continuer de même, en faisant I)f-A/> = dzE,
et l'on aura
et ainsi de suite.
5. Nous remarquerons ici que, le nombre B étant moindre (inc A par rbypotlièse, les nombres suivants C, D,... seront aussi moindres que A, puisque ce sont les restes de la division Brt, Cb,. . . par A. D'oii il est facile de conclure que les numérateurs m, n, />,... no pourront jamais être plus grands que leurs dénominateurs respectifs a, b, c
Car, en considérant l'équation Ba — Am = ±C, si Ba>- A/n, on aura
Bn— A/H = C;
donc Am = Ba — C"<Brt; mais A étant > B, il s'ensuit (pic f/i sera nécessairement <i(t. Si, au contraire, A/?0>Ba, on aura
Ba— A m — — C;
donc A»i = Brt-f-C, et de là A (m — i) = Ba + C — A; mais. A étant >C, C — A sera un nombre négatif; donc on aura
A I m — I ■< 15 a ; donc B étant C A, m — i sera nécessairemenl < (^ cl par cLUiséiiiirni
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On tlémonlrcra de la même manièro, par l'cMiuatioii Ch — An = diD, (|ue l'on aura dans tous les cas n <^ h -h i , cl ainsi do suite.
Lorsque les dénominateurs a, h, . . . sont donnés, et (|u'on détermine les numérateurs /n, «, . . . de manière que les restes des divisions de Brt, C.h. . . . par A soient positifs, alors il résulte de la démonstration précédenle qu'on aura nécessairement m<la. n<^h, p<lc,
(). V.n suljsliluanl successivement les valeurs de ~i -^•■■i on aura celte suite de transformées
ai,
7it>
abc
abc
où il faut remarquer, à l'égard des signes ambigus, que le premier est le même que celui du premier reste; que le second doit être le produit de ceux des deux premiers restes; que le troisième doit être le produit de ceux des trois premiers restes, et ainsi de suite.
Ces transformations ont l'avantage de réduire la fraction donnée à une suite de fractions décroissantes dont les numérateurs ou les dénominateurs soient donnés, et qui approclienl le plus qu'il est j)0ssil)le de la fraction donnée.
7. Si les dénominateurs (7, b,c,... sont supposés donnés et tous égaux entre eux, alors la série prend cette forme plus simple
\ a a- fl'
i>l il est facile de voir que si l'on fait a — lo, et <|u'oii prenne tous restes positifs, c'est-à-dire, qu'on fasse toutes les divisions en dedans comme
on le prali(]ue dans l'Aritliinétique, on aura \a réduction connue de la fraclion — en décimales, où les numérateurs /n, /;. /^... seront les caractères successifs de la traction. En eilet m sera le quotient de la division de lîa ou de loB par A, et C le reste; n sera le (|uotient de la division lie aC ou loC par A, et D le reste, et ainsi de suite, ce qui revient ii l'opération connue de la division en décimales.
Si l'on prenait pour a les nombres 2, 3, 12 on aurait la réduction
de la fraction - en fractions binaires, ternaires, duodécimales, etc.
8. Je remarque maintenant que, lorsque tous les dénominateurs sont donnés et égaux, les numérateurs m, n, p,... doivent nécessairement revenir les mêmes et former une série périodique; car, les restes C, D, E,... étant tous moindres que le diviseur A, il arrivera nécessairement que, dans la suite des opérations, un des restes sera répété. Supposons, par exemple, que le reste E soit égal au reste C; comme n est le quotient et D le reste de la division de Cb par A, que de même q est le quotient et F le reste de la division de Ed par A, il s'ensuit, à cause de b el d égaux à a, que l'on aura q ^ n et F = D; et, par la même raison, r=p, G = E, et ainsi de suite; de sorte que les quotients n, p,... reviendront toujours à l'infini et formeront «ne suite périodique de deux termes. C'est ce qui a lieu, comme l'on sait, dans l'Aritbmélique ordinaire, lorsqu'on réduit en décimales une fraction quelconque. La même chose aura lieu, par consé(juent, dans tout autre système d'Arithmétique.
De là on peut conclure réciproquement (|ue, si l'on a une série numérique quelconque de la forme
laquelle aille à l'infini, sans que les numérateurs m, n, j) qui
doivent être tous <a + i, forment une suite périodi(|ue, celte série ne pourra jamais représenter une fraction rationnelle.
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9. Lorsque ce sont les .iuimériUeur.s m. n. />,... qui sunt duunés, et qu'on elienlie les dénominateurs a, b,... par les conditions supposées, les nombres A, H, CD,... formeront nécessairement une suite décroissante. Car d'abord B est <A par l'hypotbèse; ensuite C étant le reste de la division de km par B sera moindre que B; de même, D étant le reste de la division de B« par C sera moindre que C, et ainsi de suite. D'où il suit (jue la suite des restes C, D, K,... devra nécessairement se
I' -^ ■■■ se ternii-
tcrmmer par zéro; et alors la senc même — ± ^ ± ^ :t
nera aussi, ce qui est évident par les formules du n° 6. Donc, réciproquement, si l'on a une série de la forme
— ± — ±JL±...,
a ab abc
oii les numérateurs m, n,p,... soient respeclivemeal moindres (|uc rt + 1 , ^ + I , c -h I ,..., cette série, si elle va à l'iniini, ne pourra jamais représenter une fraction rationnelle; par conséquent elle représentera nécessairement une quantité numéri(jue irrationnelle.
10. On sait qu'en nommant e le nombre dont le logarithme li}|)erljolique est l'unité, on a généralement
donc, si « = I ou = -■> i étant un nombre (|uelconque entier, la série (jui représente la valeur de e' sera de la forme dont il s'agit; par consé-
(|uent le nombre e' sera nécessairement irrationnel. On a aussi, comme l'on sait,
sm« = u ■
Donc, si l'on fait // = i ou = -? c'est-à-dire, si l'on prend l'arc u égal au rayon ou à une partie quelconque aliquote du rayon, les séries qui représenteront le sinus et le cosinus de cet arc auront les conditions dont il s'agit; et, comme elles vont à l'infini, on en conclura que ces sinus ou cosinus ne pourront jamais être commeasurahles au rayon.
11. Considérons maintenant plus particulièrement le cas où les numérateurs m, «,... sont donnés, et supposons que ces numérateurs soient tous égaux à l'unité, ce qui rend la forme de la série la plus simple et la plus convergente.
On fera donc, dans ce cas,
Ba-A = ±C, Ci — A = ±:D, De — A = d=E,
et l'on aura
A a ab ahv
OÙ l'on observera, à l'égard des signes ambigus de la série, la règle du n" 6.
Ainsi l'on prendra pour A le quotient de la division de A par B; pour b, le quotient de la division de A par le reste C de la division précédente; pourc, le quotient de la division de A par le reste D de la division précédente, et ainsi de suite; de sorte que dans ces opérations on comparera successivement tous les restes au même dividende A, ce qui rendra la suite des restes décroissante, et celle des quotients a, b, c,. . . croissante, jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste nui, ce (|ui terminera l'opération et la série.
Si l'on fait toutes les divisions en dedans comme à l'ordinaire (3), les restes C, D, . . . auront tous le signe négatif, et par conséquent les signes de la série seront alternativement positifs et négatifs (6). Pour que la série n'ait que des termes positifs, il faudra que les divisions successives soient toutes en dehors, pour que les restes C, D, . . . , dans les formules ci-dessus, soient tous affectés du signe +.
Au reste, si l'on voulait avoir la série la plus convergente qu'il est VII. 38
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possible, il faudrait faire chaque division on dedans ou en dehors, suivant (|u'('lle donnera le reste le plus petit (3l.
12. Comme eettc manière de convertir nue fraction en séi'ie est peu connue, et peut être utile dans beaucoup de cas, nous allons l'éclaircir par quelques exemples.
Soit la fraction — ^; voici l'opération entière, dans huiuelle je ferai iio3 ' 1 j
toutes les divisions en dedans :
I io3
I io3
I io3
1 io3 1 100
1 io3
I lOI
I io3 1 102
1 io3 .io3
On voit que les restes sont — 2i(), -^ 23, — 22, — 3, — ■?., — i , et les quotients i, 5, 471 5o, 3G7, jjf , i io3; de sorte que l'on aura celte série alternative,
iio3 5 5.47 5.47-iio 5 47-5o 3(^7
5.47 50.367.551 5.47 •5().3()7 .50! .1 io3 Prenons la l'raction (jui exprime le rapport (i(^ la cii'conférence au
diamètre, el qui est, eu décimalos,
lui taisant la niênie opération sur la fraction
et faisant les divisions en dedans ou en dehors, suivant qu'il sera nécessaire pour que chaque reste soit moindre que la moitié du précédent,
on trouvera les quotients 7, i i3, 4739, 47o5i, 499762 et l'on aura
pour le rapport dont il s'agit la série très-convergente
Les deux premiers termes réunis donnent la proportion connue d'Ar-
chimède — ; et, en y ajoutant le troisième, on a la proportion de
-, .. 355 Melius -^• i33
13. Dans les problèmes précédents, il a été question de réduire un.e fraction donnée à d'autres fractions dont les numérateurs ou les dénominateurs étaient donnés; mais on peut chercher simplement à réduire une fraction à d'autres fractions exprimées en moindres termes, et qui soient les plus approchantes ([u'il est possible de la fraction donnée. Comme ce Problème est un des plus intéressants de l'Aritiimétiiiue, soit par les artifices qu'il demande, soit par les usages dont il est susceptible, nous allons en donner ici une solution déduite des mêmes principes.
14. Suivant les formules du n" \. luuis avons cette transformation
^* — '" -H -IL \ a An
OÙ Brt — Am =±C. Or, lorsque m et a sont indéterminées, el qu'un
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cluTrlie à h's ilclerminer de maiiii-rc (iiii' la iVactiiui — a|)pi()clie If |iliis (jii'il est |)()ssil)K' de la fraction donnée - > les nombres m et a étant
moindres respeetivenient que les nombres H et A, il est elair (jii'il faudra donner à C la plus petite valeur possible, e'est-a-dire, faire (> égal à l'unité positive ou négative, puisque C=o emporterait l'égalité des deux fractions, et rendrait m — B, « = A.
Il s'agira donc de prendre m et a de manière que l'on ait
\\n— Aw ^dzi;
on aura alors cette transformation
où il faudra piciidie le signe supérieur ou l'inférieur, suivant qu'on
voudra (jui' la fraction donnée soil plus grande ou moindre que la nou-
velle Iraction — • a
15. Mais il faut s'assurer d'abord qu'il peut toujours exister deux nombres a<A, m<B, tels que l'on ait Ba — A^/i==ti. Mettons
cette équation sous la forme a = — — ; il est visible que la (piestion
se réduira à trouver un nombre m moindres (jue B, le(|uel rende le nombre mA dz i divisible par B. Or, si l'on sui)stitue dans rn\ :£: i successivement pour m tous les nombres o, i, 2,..., jus(iu'àB — i , et qu'on divise cbaque résultat par B, on aura des restes tous moindres que B et tous différents entre eux; car, s'il pouvait y avoir deux restes égaux, soient m et m' les deux nombres qui donneront le même rest(ï; alors la diUérence [m — m) A sera nécessairement divisible par B; mais A et B sont premiers entre eux, et m — m' est un nombre moindre (]ue B, puisque m et m sont moindres que B : donc, cette différence ne pouvant élre divisible par B, il s'ensuit que les deux restes ne sauraient être égaux; donc le zéro se trouvera nécessairement parmi les restes; par
conséquent il y aura toujours uu nomhir moindre que 15, qui, sulistilur pour m dans m A ± i, rendra ee dcrnior nombre divisible par B. Ce même nombre pourra donc être pris pour m, et b^ ([uoticnt de; hi division de Am ±i par B sera hi valeur correspondante (b' a, huiuelle sera par conséquent moindre que A.
On voit aussi, par celte démonstration, qu'il ne peut y avoir qu'une seule valeur de m et une de «, moindres que B et A, (|ui satisi'asseiit à l'équation Ba — A»i = ±: i . Car soient a et a' deux valeurs de a, et m, in deux valeurs de m; on aura donc
B rt — A »; = ± I , B rt' — A /)(' ^ ± I ;
donc, retrancbant l'une de ces équations de l'autre, on aura
équation qui ne saurait subsister en nombres entiers, puisque A et B sont premiers entre eux, et que a — à et m — m sont des nonibn's moindres que A et B.
On 4)ourra donc toujours trouver les nombres m et a qui doivent satisfaire à l'équation proposée, en essayant successivement les nombres moindres que B ou A pour m ou a; mais nous donnerons ci-après des méthodes directes pour cet objet.
16. Au reste, lorsqu'on aura trouvé deux valeurs de /// et de a i\\.\\ satisferont à l'équation Brt — A7n = ±i, il n'y aura (|u'à prendre a'= A — a, m'= B — m, et l'on aura Ba' — S.in = zp i : ainsi il sutfira toujours de trouver des valeurs de m et a qui satisfassent à ré(|uation proposée, en prenant le sii^ne ambigu positivement ou néi^ativement à volonté.
On voit aussi par là qu'il est toujours possible de donner à a ou m des
valeurs plus grandes ou plus petites que — ou -; car il est visible ([ue.
si a est >> 1 A, A — a sera -^-^A. Or la fraction — approche d'autant
plus de la fraction - -, soit en plus, soit en moins, ([ue le dénominateur a
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fst plus i:r;uul, |iiiis(iuo leur tliffércnco est -—■, alistniclion laite du ■ ^ ' ' A«
signe; donc, si l'on prend rt> -» cette dilléience sera la plus petite
17. L'équation Bo — Am = ± i, à laquelle doivent satisfaire les nombres m et a, fait voir de plus :
i" Que ces nombres seront nécessairement premiers entre eux, en
soite (]ue la fraction — sera déjà réduite à ses moindres termes; car
s'ils avaient un diviseur autre que l'unité, il faudrait (ju'il divisât aussi le second membre de l'équation, ce qui ne se peut;
2" Qu'il est impossible qu'entre les deux fractions -r et — il tombe
aucune autre fraction, à moins qu'elle n'ait un dénominateur plus
içrand que A; car supposons qu'il existe une fraction comme —■> dont
la valeur puisse tomber entre celles de ces deux fractions, et dont le dénominateur a soit < A, il faudra donc que la dilTérence entre les deux
fractions — et — soit moindre que la dilTérence entre les fractions .art' A
et — ; mais la première de ces dillerences est > et la seconde est
rt ' art
=h Or il est clair que le nombre aa — c/.m ne peut lias être moindre
Art ^ ' '
que l'unité; et, comme a< A par l'iiypotlièse, il s'ensuit, au contraire,
que la première différence sera toujours nécessairement plus grande
(]ue la seconde.
18. Si la fraction — est encore exprimée en termes trop LH'ands, on
pourra la rabaisser de la même manière, puisque les nombres m et a sont aussi premiers entre eux.
On clieicbera donc deux autres nombres n cl h, moindres respectivement que >n et a, qui satisfassent à l'équation mb — an ^= ± i, et
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l'on aura
Il b ab
De la même manière, si l'on cluM'ciie encore d'aulres nombres /j et c,
moindres que n et b, et qui soient tels que l'on ait ne — hp — ~ i , on
aura aussi
- = -£ ± — , b c bc
et ainsi de suite.
Ces nouvelles fractions 7-) J-,--, seront aussi réduites à leurs moin-
dres termes, et seront exprimées en termes toujours plus petits; de manière qu'entre deux fractions consécutives de la série t' — > r' — ' ■ • • il
ne pourra tomber aucune fraction dont le dénominateur serait entie les dénominateurs de ces deux fractions ; 17). D'oii il s'ensuit que cette série de fractions contiendra toutes les fractions qui, étant successive-
ment exprimées en termes moindres que la fraction -> approcheront
plus de celle-ci que ne pourrait faire toute autre fraction qui ne serait pas exprimée en plus grands termes.
19. Supposons que les nombres a, b, c, d,. . . , m, n, p, y, . . . soient pris de manière que les signes supérieurs ou les signes inférieurs aient constamment lieu dans les équations
Ba — Am == rh I , mb — fl/i = q= i , ne — ft/^ = ± i .
pd — cq =rpi, qe — dr^±i, elc;
on aura, en conservant la même loi des signes, les approximations
bc
qui sont, comme l'on voit, alternativi-ment en plus et en moins.
ni _j_ I a A «
ni II I
_ 7 _ ■ ' d "^ cd '
1 ^'1-^ ±, d e de
elc;
Si l'on subslilue succcssivcnicnl les valeurs de ^^ y^'-'
a II
b \Art ah P
— \Aa ah ^ bel d \\a ab bc cd )
on aura
Or, comme les nombres a, b, c,... sont supposés aller eu diininuanl,
il est elair qu'on aura -r > -7—' t- > -7» ^ > 1—' — Donc on aura, ' ab Aa bc ab cd bc
en venu (les formules prccétienles,
les signes supérieurs répondant aux signes supérieurs de ces formules, et les inférieurs aux inférieurs.
D'oii je conclus que, si l'on suppose
B/.-An = =pN, Bc— A/^r-r^zhP, Kd- Aq = ^Q, Ke — \r~±l{, B/— Ai^zpS, etc.,
en conservant toujours les signes supérieurs ou les inférieurs, les nombres entiers N, P, Q,... seront nécessairement tous positifs, et il est clair qu'on aura
Art
N Ab
Ac-
Ad
ela posé, si l'on ajoute ensemble les deux équations
B rt — A m = ± I , el mb — an -- zp i ,
on aura
•» > ,11, . B — n m [B — n)a— [A — b) ni=:o, savoir r = —
Or, la fraction — étant réduite à ses moindres termes, la fraction -j ?
ne peut lui être égale, à moins que le numérateur B — n et le dénominateur k — b ne soient équimultiples de m et a. On aura donc nécessairement, en prenant pour X un nombre entier indéterminé,
B — n = lm, A — b^la; donc « = 6 — Xw, 6 = A — /«.
Or, n devant être <<m et b<Ca, il est clair qu'on ne pourra prendre pour n ei h que les restes des divisions de B par m et de A par a, et X sera alors le quotient commun de ces divisions. Ainsi, connaissant les
deux premières fractions ^? —■> on pourra trouver de cette manière la
troisième j- De même, les équations
mb + rt« = qz I et ne — bp ^^±i,
étant ajoutées ensemble, donnent
[m — p] b — [a — c)n^^o, savoir ^ = r'
d'où l'on tirera, de la même manière,
m — p :^ fxn, a — c =^ [xb,
,y. étant un nombre quelconque entier.
On aura ainsi /> = m — [in, c=^ a — (x6; et, comme /> doit être <// et c < è, il s'ensuit que /> 'et c ne pourront être que les restes des divisions de m par n et de a par h, et que \i. sera leur quotient commun.
On tirera pareillement des deux équations
ne — pb^= ±1, pd — (■(] ^ zp i
ces deux formules
q ^ n — V p, <l = b — vc,
Nous venons de trouver les formules
« = 15 — }.ni, j) = m — [j.n, <j =: n — v/;, . . . , 6 = A — TiO, c = a ^ ah, d = b — vc, ....
Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions des nombres N, P, Q.... du n" 19, il viendra, à cause de Bri — \m =; ± i , on ôtanl l'ambiguïté des signes qui afl'eclenl tous les termes,
N=rX, I>=I-4-fJlN, Q=:N-|-'./P,
R = P-4-raQ, S = Q + pI{,
Ibrniules (|ui l'ont voir (jue les nombi'cs N, P, Q,... vont nécessaiiement en aui^mentant, landis (pie les iionibi'es a, h, c, c/,... el //i, n, p, y,... vont en diminuant.
Ces formules peuvent aussi servir h déterminer directement la valeni' de ces nombres lorsque les coelïicients À, 'j., v,... seront connus; el ces mêmes nombres N, P, Q,... serviront à exprimer d'une manière simple
les diirércnces des fractions —■, j^--- et de la fraction -r- (19).
22. Maintenant, comme les nombres m, n, j> ainsi que les nombres a, b, c doivent aller en diminuant, il est évident que par la
continuation des mêmes opérations on parviendra à des termes nuls.
Supposons donc, j)ar exemple, qu'on ait /= o; alors l'équation //— e.ç = zp I (19) deviendra — c.î = r;: i ; donc il faudra prendre le signe supérieur et faire e =^ \ , s — i .
Donc l'équation 15/ — A* — rp S du même numéro deviendra, en prenant le signe supérieur, — A = - S, savoir, S = A.
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Ensuite l'équation (|ni la piécède, Bc — Ar= ±R, donnera B — Ar=R; donc, |)uistjiK' B est <A, pour que R soit positif, il faudra faire /•= o, et l'on aura R = B.
23. Ayant ainsi les valeurs des deux derniers termes de la série X, P, Q,..., on pourra trouver les valeurs de tous les précédents, ainsi que telles des nombres >., a, . . . , par les formules du n" 21 ,
/ = N, i = P — uN, N = Q-vP, P = R-roQ, Q=S — pR,
En effet, ayant trouvé S = A et R = B, on aura Q = A — sB; mais Q doit être <R, par l'équation P = R — wQ; donc, Q devant être < B, il est visible que Q ne pourra être que le reste de la division de A par B, et o en sera le quotient; ainsi l'on aura Q.
Ensuite l'équation P = R— ctQ = B — ??Q fait voir de même (à cause que P doit être < Q par l'équation qui précède, N = Q — vPj que P ne peut être que le reste de la division de R par Q, et que zs en sera le quotient.
Pareillement l'équation N = Q — vP, dans laquelle N doit être < P en vertu de l'équation i = P — ij.N qui précède, fait voir que N ne peut être que le reste de la division de Q par P, et que v en sera le quotient.
Enfin l'équalion i = P — y.N donnera [j. = ^.^ > et l'équation /. == N donnera la valeur de /..
24. Les nombres X, fx, v, w,... étant ainsi connus, on pourra trouver directement les nombres m, n, /;,..., et a, b, c, d,..., par le moyen des formules du n° 21.
En effet ces formules donnent
«=fjLft-t-c. b:=vc + d, (■:=u}d-^-e, d:=pe + f, ...;
et, comme on a trouvé f22 /"= o, e = i , ^ = i , / -— o. on aura, en remontant successivemeiil, les valeurs de (t, c, b, a et y, />. n, ni.
Mais 011 peut faire toules ces opérations à la fois, comme on lo voit par l'exemple suivant.
■27i. Soit |)roposée la fraction — ^i en sorte que l'on ait A = iio3 ' '^ iio3 '
et B = 887; on disposera le calcul ainsi :
lA-
oBr=
I io3
oA -
iB=^
lA —
iB =
ii5A —
igSA -
io3B =^
Les deux premières équations sont toujours lA — oB = A et oA — iB = — B. Pour en déduire la troisième, on cherclie combien B est contenu en A; ici c'est une fois, et l'on met i à coié de la seconde équation; ensuite on ajoute cette équation, multipliée par le même nombre i, à la précédente, et l'on aura la troisième équation lA ~iB = 216. On cherche de nouveau combien le nombre 216 est contenu dans le précédent 887, c'est 4 fois; ainsi l'on met 4 à coté de celte équation, et le produit de cette équation par 4. ajouté à la précédente, donnera la suivante 4 A — 5B = — 23, et ainsi de suite.
On voit d'abord, par ce procédé, que les nombres de la troisième colonne sont les restes, et ceux de la quatrième les (juotients des dilFcrentes divisions qui ont lieu dans l'opération connue pour chercher le plus grand commun diviseur des deux |)remiers nombres de la troisième colonne; de sorte que, ces nombres étant supposés premiers entre eux, il s'ensuit qu'on doit nécessairement parvenir à un reste égal à l'unité, ce qui donnera sur-le-champ une écjualion de la forme mA — ali = ±: \;
ainsi, on aura nécessairement de cette manière une solution de celte équation, et par conséquent des valeurs convenables de m et a, d'où l'on pourrait tirer successivement celles de n, p, (/,... et de h, c, cl,.... par la méthode du n° 20.
26. Mais, en rapprochant ces opérations de celles auxquelles notre analyse nous a conduits ci-dessus (23;, il est facile de voir que les coelfi-
cients de A dans la première colonne sont tous les nombres»?, n,p
et les coefficients de B dans la seconde colonne sont les nombres correspondants a, b, c,..., ces nombres étant disposés à rebours; en sorte (|ue les premiers m et a soient les avant-derniers, savoir, iqS et a4B.
On doit voir en même temps que les nombres qui forment la troisième colonne sont les nombres i, N, P, Q. ..., disposés aussi à rebours et pris alternativement en plus et en moins, de manière qu'on aura N = 4. P = 5, Q = 9
Enfin les nombres de la quatrième colonne seront les nombres /., a. V, . . . , pris également à rebours; en sorte que l'on aura ) = 4. /-i = i .
Ainsi l'on aura tout de suite les fractions les plus approchantes de la fraction donnée, et conçues en termes toujours plus petits, en suppo-
sant la troisième colonne nulle et prenant successivement pour - les
valeurs qui résultent de cette supposition.
88'- Dans le cas de l'Exemple précédent, où la fraction donnée est — ^2'
les fractions convergentes seront donc
iq3 ii5 78 37 4 I o y.40 143 97 4*^ ^ ' '
et les équations iqS A — a/joH = — i, 1 15 A — i43B = /j, . . . font voir que l'erreur de la première de ces fractions est en excès, celle de la seconde en défaut, et ainsi de suite.
Si l'on voulait avoir une première fraction en défaut, on prendrait (I61
hi Iraclion — 'n ^5 savoir ô^J, oI, si 1 on vouhiil de ineiiio avoir uno
1 io3 — 240 obi
seconde Iraetion on excès, on prendrait la IVaction -4 jr.t savoir
— , cl ainsi des autres.
27. \n reste, si l'on met les formules du n" 21 sous la roriui!
I' .0 N R PS
iv f-^r F=''+d' n^-^+M' iï=P+n' ••'
m auia, par la substitution successive,
= ro-f-
CJ +
ilr sorte que, comme les deux derniers tenues de la série N, P, Q,...
sont ei^aux à B et A (22), il s'ensuit que la fraction ^ se trouvera ainsi
réduite a une fraction continue, dont les dénominateurs successifs seront les nombres X, a, v,... pris à rebours, et par conséquent les nombres mêmes de la cinquième colonne dans la Table du n" 25.
Ainsi la fraction — '- de l'Exemple de ce numéro se réduit à celle
Iraclion continue
et celle fraclion, étant coupée successivement au premier dénominateur, au second, au troisième, etc., donne les mêmes fractions convergentes
trouvées ci-dessus, -? J' tf' — I 040
28. C'est par le moyen des iractions continues qu'on a coutume de résoudre le Problème des fractions les plus convergentes vers une fraclion donnée. On commence par réduire celte fraction en fraction continue, en faisant sur le numérateur et le dénominateur l'opération connue pour trouver le plus grand commun diviseur, et prenant les quotients de ces divisions successives pour les dénominateurs de la fraclion continue; ensuite on en déduit les fractions convergentes par des formules
semblables à celles du n" 24. La fraction — ^^ traitée de cette manière.
I lOJ
donne les quotients i, 4. 9» 2, i, 1, /j, et l'on en forme immédiatement cette suite de fractions,
I o I 4 37 78 ii5 i;)3 887 01 I 5 4*^ 97 '4^ a4o iio3
dont chacune est composée des deux précédentes, en prenant pour numérateui' la somme du numérateur précédent, multiplié par le nombre de la série des quotients qui est placé au-dessus, et du numérateur qui précède cidui-ci^; et de uièuie. pour dénominateur, la somme du detniminaleur précédent, multiplié par le même nombre, et du dénominateur (|ui précède ce dernier.
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29. Mais on peut déduire de nos formules un aulre procédé pour parvenir directement à une quelconque des fractions convergentes par le moyen d'une seule série. Pour cela, je considère les équations du n" 21 .sous cette forme,
B = Im -h II, m = an -f- p, n -^vp + q, . . . , A = >.fl -(- A, a =z fj.b -h c, b = j/c -{- (/, . . . ,
cl j'observe que les valeurs de B et A dépendent des quantités ),, p., V, . . . , comme celles de m et a dépendent des quantités [x, v, zs, . . . , et celles de n el b dépendent de v, sr, . . . , ce quH est évident par la forme même de ces équations. D'un autre côté, si l'on considère la série des nombres N, P, Q, . . , et qu'on y ajoute au commencement les deux nombres L = o et M = i , on a, par les formules du n" 21 ,
N XM-t-L, P=fxN-i-M, Q = vl>-f-N, H = crQ -f- 1', ...;
or on a vu '22) que les deux derniers termes de cette série sont nécessairement les nombres B et A; donc, si dans ces formules on cbange les nombres X, p., v, . . . en fi, v, ro, . . . , les deux derniers termes de la série seront met a; de sorte que l'on aura immédiatement la première fraclion convergente — > par les deux derniers termes de la .série
L = o, M=i, N=pM-f-L, P vN-»-M, UizroP-f-N
et, par la même raison, on aura la seconde fraction convergente t» en prenant pour n et b les deux derniers termes de la série
L=o, M=rl, N=:vMH-L, Pr^wN-f-M, ...,
et ainsi de suite; les nombres X, p., v, . . . étant les dénominateurs de la fraction continue, pris à rebours, c'est-à-dire à commencer par le dernier.
30. Ainsi, avant trouvé pour la fraction — ^ cette suite de quotients
' I io3 '
ou (le (lénominalcurs i, /|, <), 2, i, i, 4. on |t<)iinii former les séries suivantes :
(), I, 4' 5» ;)• "3, 216, 88-, iio3,
o, I, 1 , 3, 28, 1 15, 143, elc,
où chaque terme est composé du terme précédent multiplié par le nombre qui est au-dessus, et de celui qui le précède; et l'on voit que la première série redonne les deux termes de la fraction proposée, que la seconde donne les deux termes de la première fraction convergente
^) que la troisième série donne les termes de la seconde fraction
1 15 convercente ^» et ainsi do suite. Les nombres placés au-dessus des ^ 143
termes de ces séries sont, comme l'on voit, les dénominateurs de la
fraction continue, écrits par ordre à commencer du dernier, ou de l'a-
vant-dernier, ou du second avant le dernier, etc.
31. Nous avons considéré le Problème de la réduction des fractions à d'autres plus simples, d'une manière générale, et nous avons dérivé d'un même principe la théorie des fractions décimales, considérée dans un système quelconque de numération; la théorie d'une autre espèce de fractions peu connues, que feu Lambert a, je crois, proposées le premier, et qui ont l'avantage singulier de former des suites plus convergentes qu'aucune série géométrique; enfin la théorie des fractions continues, qui avait toujours été traitée jusqu'ici d'une manière isolée. Le seul objet de cet écrit a été de montrer comment ces différentes théories pouvaient être rapprocliées et présentées sous un même point de vue.
VH. 4"
SIK LE
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
[Journal de l'École Polytechniritir, \' Cahier, t. 11, prairiiil an VI.)
Dans les démonstrations que l'on a données du principe des vitesses virtuelles, on l'a fait dépendre du principe de la composition des forces ou de celui de l'équilibre du levier. Ces deux principes sont en effet les fondements ordinaires de la Statique; mais on sait qu'ils ne sont pas assez évidents pour n'avoir pas hesoiu eux-mêmes de démonstration. Il y a un autre principe qui peut également servir de base à la science de l'équilibre, et qui joint à l'avantage d'être évident par lui-même celui de conduire directement au principe des vitesses virtuelles : c'est le principe de l'équilibre des moufles.
Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, on appelle cet assemblage moufle, et la combinaison de deux moufles, l'une fixe et l'autre mobile, embrassées par une corde dont l'une des extrémités est fixement attachée et l'autre est tirée par une puissance, forme une machine dans laquelle la puissance est au poids porté par la moufle mobile, comme l'unité est au nombre des cordons qui aboutissent à cette moufle, en les supposant tous parallèles et en faisant abstraction du frottement et de la roideur de la corde; car il est visible qu'à cause de la tension uniforme de la corde dans toute sa longueur le poids est" soutenu par autant de puissances égales à celle qui tend la corde, qu'il
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y a (le cordons qui soulionnenl la inoullc mobile, puisque ces cordons
sont tous supposés parallèles.
i\Iaintenant, soit un système do eorps ou plutôt de points dis|)ûsés entre eux d'une manière quelcon(iue, et tirés chacun par une ou plusieurs puissances, suivant des directions données; on demande la loi générale de l'équilibre de ce système.
Nous supposerons d'abord (jne toutes les puissances qui se font équilibre soient commensurabies entre elles, en sorte que, P étant leur commune mesure, aussi petite (|u'on voudra, ces puissances soient exprimées paraP, b?, cP,...; a, b,c,... étant des nombres entiers. Il est clair qu'on peut représenter chaque puissance conmie «P, ou plutôt son action, par celle d'une corde, fixe par une de ses extrémités et teu-
due à l'autre extrémité par un poids -^ laquelle embrasserait deux
moufles, l'une mobile, attachée au point du système sur lequel la puissance agit, et l'autre fixe dans un point quelconque de la direction de
cette puissance, la moufle mobile étant composée de a poulies, de ma-
nière qu'il y ail 2a cordons qui y aboutissent; car alors le poids - produira sur cette moufle, et par conséquent sur le point du système au-
quel elle est supposée attachée, une force - multipliée par le nombre 2a
(les cordons, c'est-à-dire une force égale à a P.
De plus il est visible qu'on peut produire toutes les différentes puis-
l> sances aP, 6P, cP, . . . par le même poids -> attaché à une des extrémités d'une corde dont l'autre extrémité serait fixe, et qui passerait successivement sur toutes les moufles appartenant à chaque point du système, au moyen de poulies de renvoi fixées aux moufles fixes. Dans cette disposition, il est évident que l'équilibre du système n'aura lieu, généralement parlant, que lorsque la position du système sera telle que le poids ne pourra plus descendre; car, s'il pouvait encore descendre par un changement dans la position du système, comme ce ciiangement est supposé entièrement libre, le poids descendrait nécessairement. Je dis généralement parlant; car on sait qu'il y a des cas particuliers d'é-
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quilibre où la doscento du poids serait la plus petite au lieu d'être la |)lus grande. Sur quoi voyez la Mccaniqitc analytique.
Cela posé, supposons, pour plus de simplicité, que l'extrémité fixe de la corde soit attachée à la première moufle lixc, et que l'autre l)0ut de la corde porte le poids, après avoir passé sur la poulie de renvoi fixée à la dernière moufle fixe. Soient a; la distance entre les deux premières moufles, l'une fixe et l'autre mobile, d'où résulte la force aP. y la distance entre les deux autres moufles qui produisent la force />P, :; la distance entre les moufles qui produisent la force cP, et ainsi de suite. Soient de plus / la distance entre les deux premières poulies de renvoi, g la distance entre la seconde et la troisième, /* la distance entre la troisième et la quatrième, et ainsi de suite; enfin soit u la portion de la corde interceptée entre la dernière poulie de renvoi et le
poids -■> attaché à son extrémité. Il est facile de voir que, comme il
y a la cordons qui joignent les deux premières moufles, la longueur totale de la corde qui embi'asse ces moufles sera aaa;; de même la longueur totale de la portion de la corde qui embrasse les deux moufles suivantes sera ^by, et ainsi de suite; nous faisons abstraction ici du diamètre des poulies, qu'on peut supposer aussi petit qu'on voudra. De plus les portions de la corde qui se trouvent entre les poulies de renvoi seront/, g,--.; donc, ajoutant à toutes ces parties la dernière portion u de la corde, on aura
pour la longueur totale de la corde, que nous désignerons par/. De là nous tirons
« =: / — f — g — h — . . . — "înx — iby — nez — ....
Dans cette équation, les quantités /, /, g, /«,... sont constantes et données, ainsi que les nombres a, b,c,..., par la nature du système;
les distances x, y, :■,... sont des variables qui dépendent de la position
du système, et la quantité u détermine la descente du poids --, la(|uelle
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(levant ùlre la plus p;ran(le dans Télat d'ocuiilibre du système, il faudra que u soit alors un maximum.
Ainsi l'on aura en général, pour l'équililtrc du système, soit que la (|uantité u soit un maximum ou un minimum, la condition
h'= o, el par conséquent ■}.ax'-\- -îby' + ■}.cz'-\-. . .= o,
les fonctions primes x' ,y' , z ,. . . se rapportant à chacune des variables d'où dépendent les quantités x, y, z.
I/équalion précédente, étant multipliée par — » devient
nPx'-h bP)'-i- cPz'-{- . . . = 0,
équation générale du principe des vitesses virtuelles pour un système de points tirés par les forces aP, bV, cP, .... suivant les directions des lignes X, y, z,. .. , puisque les fonctions primes x' , y', =',... ne sont autre chose que les vitesses que les points du système pourraient recevoir, suivant la direction de ces mêmes lignes, par un changcmenl (luelconque de position du système. \Voir le n" 210 (*) de la Thcorie des fondions, auquel ce que nous venons de dénioiilicr |)cul servir de supplément. '
Quoicjue la démonstration précédente suppose la commensurabilité des puissances, elle n'en est pas moins générale pour des puissances (juelconques, el il ne serait pas difficile de l'appliquer aux puissances incommensurables par les raisonnements connus; mais nous ne nous y arrêterons pas.
.l'ajouterai seulement, par rapport aux cas d'é(juilibre où la descente du poids serait un minimum, que ces sortes d'équilibres peuvent toujours se ramener à l'équilibre du maximum, en prenant les forces dans des directions contraires à leurs directions propres; car on sait que, si
(*) Il s'agit ici de la première édition de la Théorie des fnnctions. (f oir le n" 30 du Cliapilre V de la troisième Partie de l'Ouvrage, pour la deuxième édition.)
{Note de l'Édileitr.]
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des forces se font équilibre dans un syslèuie quelconque, l'équilibre subsistera encore en donnant aux mêmes forces des directions opposées, pourvu qu'il n'en résulte aucun dérangement dans le système, c'està-dire que les corps ou points, qui par la nature du système doivent être contigus ou à des distances données, soient obligés de conserver leur position respective après le cbangement de direction des forces; et il est facile de prouver que, si la descente du poids était un maximum dans le premier état, elle ne sera plus qu'un minimum après ce changement, et, réciproquement, qu'elle deviendra un maximum si elle était un minimum.
DISCOURS
L'OBJET DE L V THEORIE DES FONCTIONS ANALYTiaiES.
(Journal de l'École Polytechnique, W Cahier, t. II, thermidor an MI.,
La théorie des fonctions que je me propose d'exposer celte année, avec plus de détail que je ne l'ai t'ait dans l'Ouvrage imprimé, a pour objet de faire disparaître les ditricultés qui se rencontrent dans les principes du Calcul différentiel et qui arrêtent la plupart de ceux qui entreprennent de l'étudier, en liant immédiatement ce Calcul h l'Algèbre, dont il a fait jusqu'ici une science séparée.
On connaît les difficultés qu'olTre la supposition des infiniment petits; pour les éviter, Euler regarde les différentielles comme nulles, ce qui réduit leur rapport à l'expression vague et inintelligible de zéro divisé par zéro. Maclaurin et d'Alembert emploient la considération des limites; mais on peut observer que la sous-tangente n'est pas à la rigueur la limite des sous-sécantes, parce que rien n'empêche la soussécante de croître encore lorsqu'elle est devenue sous-tangente.
Les véritables limites, suivant les notions des anciens, sont des quantités qu'on ne peut passer, quoiqu'on puisse en approcher aussi près que l'on veut; telle est, par exemple, la circonférence du cercle à l'égard des polygones inscrits et circonscrits, parce que, quel(|ue grand que devienne le nombre des cotés, jamais le polygone intérieur ue sor-
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tira du cercle, ni l'extérieur u'y entrera. Ainsi les asymptotes sont de véritables limites des courbes auxquelles elles appartiennent, etc.
Au reste, je no disconviens pas qu'on ne puisse, par la considération des limites envisagées d'une manière particulière, démontrer rigoureusement les principes du Calcul différentiel, comme Maclaurin, d'Alembcrt et plusieurs autres Auteurs après eux l'ont fait. Mais l'espèce de métaphysique qu'on est obligé d'y employer est, sinon contraire, du moins étrangère à l'esprit de l'Analyse, qui ne doit avoir d'autre métaphysique (|ue celle qui consiste dans les premiers principes et dans les opérations fondamentales du Calcul.
A l'égard de la méthode des fluxions, il est vrai qu'on peut ne considérer les fluxions que comme les vitesses avec lesquelles les grandeurs varient, ot y faire abstraction de toute idée mécanique; mais la détermination analytique de ces vitesses dépend aussi, dans cette méthode, <le la considération des quantités infiniment petites ou évanouissantes, et est par conséquent sujette aux mêmes diUicultés que le Calcul différentiel.
A considérer ces difl'érentes méthodes, ou plutôt ces différentes manii-res d'envisager la même méthode, il n'est |)iis difticile de s'apercevoir qu'elles n'ont d'autre but que de donner le moyen d'obtenir séparément les premiers termes du développement d'une fonction, en les détachant et les isolant, pour ainsi dire, du reste de la série, parce que tous les problèmes dont la solution exige le Calcul difféientiel dépendent uniquement de ces premiers ternies; et l'on peut dire qu'on remplissait cet objet sans presque se douter que ce fût l;i le seul but des opérations du calcul qu'on employait.
La considération des courbes avait fait naître la mélliod<' des infiniment |)etits, qu'on a ensuite transformée en méthode des évanouissants ou des limites, et la considération du mouvement avait fait naître celle ries fluxions. On a transporté dans l'Analyse les principes (|ui résultaient de ces considérations, et l'on n'a pas vu d'abord, ou du moins il ne parait pas qu'on ait vu que les problèmes qui dépendent de ces méthodes, envisagés analytiquement , se réduisent simplement à la re-
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cherche des fonctions (lcriv('M's qui forment hîs premiers termes du développement des fonctions données, ou à la recherclic! inverse des fonctions primitives par les fonctions dérivées.
Newton avait bien remarcjné, dans sa première solution du Problème sur la courbe décrite par un corps grave dans un milieu résistant, que ce Problème devait se résoudre par les premiers termes de la série de l'ordonnée; mais il se trompa dans l'application de ce principe, et dans la seconde solution il employa purement la méthode ditTérentielle, en considérant les différences de quatre ordonnées successives; et, quoiqu'il ait laissé subsister le passage où il dit que le Problème se résoudra par les premiers termes de la série, on voit que ce passage n'a plus de rapport immédiat à ce qui précède ni à ce qui suit.
Il est donc plus naturel et plus simple de considérer imniédialcmcnt la formation des premiers ternies du développement des fonctions, sans employer le circuit métaphysique des infiniment petits ou des limites; et c'est ramener le Calcul différentiel à une origine purement algébrique, que de le faire dépendre uniquement de ce développement.
Le développement des fonctions, envisagé d'une manière générale, donne naissance aux fonctions dérivées de difTérents ordres; et, l'algorithme de ces fonctions une fois trouvé, on peut les considérer en ellesmêmes et indépendamment des séries d'où elles résultent. Ainsi, nne fonction donnée étant regardée comme primitive, on en peut déduire, par des règles simples et uniformes, d'autres fonctions (|ue j'appelle dérivées; et, ayant une é(juation quelconque entre plusieurs variables, on peut passer successivement aux équations dérivées, et remonter de celles-ci aux équations primitives. Ces transformations répondent aux ditl'érentiations et aux intégrations; mais, dans la théorie des fonctions, elles ne dépendent que d'opérations purement algébriques, fondées sur les simples principes du calcul.
A proprement parler, l'Algèbre n'est en général que la théorie des fonctions. Dans l'Arithméticiue, on cherche des nombivs par des conditions données entre ces nombres et d'autres nombres; et les nombres qu'on trouve satisfont à ces conditions sans conserver aucune trace des
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opérations qui ont servi à les former. Dans l'Algèbre, au contraire, les quantités qu'on cherche doivent être des fonctions des quantités données, c'est-à-dire, des expressions qui représentent les dillerentes opérations qu'il faut faire sur ces quantités pour ohtcnir les valeurs des quantités cherchées.
Dans l'Algèbre proprement dite, on ne considi-re (|ue les fondions primitives qui résultent des opérations algébriques ordinaires; c'est la première branche de la théorie des fonctions. Dans la seconde branche on considère les fonctions dérivées, et c'est cette branche que nous désignons simplement par le nom de Théorie des fonctions analytiques, et (|ui comprend tout ce qui a rapport aux nouveaux calculs.
Les fonctions dérivées se présentent naturellement dans la Géométrie, lorsqu'on considère les aires, les tangentes, les rayons osculateurs, etc., et dans la Mécanique, lorsqu'on considère les vitesses et les forces. Si l'on regarde, par exemple, l'aire d'une courbe comme fonction de l'abscisse, l'ordonnée en est la première fonction dérivée, ou fonction prime; l'angle que la tangente de la courbe fait avec l'axe a pour tangente la fonction prime de l'ordonnée, et par conséquent la seconde fonction dérivée, ou fonction seconde de l'aire; le rayon osculateur dépend des deux premières fonctions dérivées de l'ordonnée, et ainsi de suite.
De même, en regardant l'espace parcouru comme fonction du temps, la vitesse en est la fonction prime, et la force accélératrice en est la fonction seconde. Ce n'est pas un des moindres avantages de la théorie des fondions de fournir, pour ces éléments de la Géométrie des courbes, et de la Mécanique, des expressions aussi simples cl aussi intelligibles que le sont les expressions algébricjucs des puissances cl des racines.
SOLIIIO.XS DE ttlELftlES PROBLÈMES
Al\ TRIANGLES SPHÉRIQIES,
UNE ANALYSE COMPLÈTE DE CES TRIANGLES
son nO.NS |)K Ol ELQUES PHOHI.IvMKS
AUX llUANGLES SIMIÉIUOI KS,
UNE ANALVSK COMPLÏiTE DE CES TRIANGLES.
[Jounuil tic l'École Vnlylccliniquc, Vl" Caliier, l. Il, lliiTinidor, an \11.
On sait <iiie, dans les triangles rcclilignes, Jes oôlés sonl [(l'opurtionnels aux sinus des angles opposés, et l'on iléniontre faeilement que ce rapport constant des cotés aux sinus est égal au diamètre du cercle circonscrit.
On peut aussi exprimer ce même rapport par le moyen de l'aire du triangle, et il est facile de prouver qu'il est égal au produit des trois cotés, divisé par le double de l'aire.
1. Mais, si l'on voulait exprimer ce rapport |>ar les seuls cotés <\\\ triangle, il n'y aurait (|u'à considérer qu'en nommant u. h, c les trois côtés, et A, B, (1 les angles (jui leur sont opposés, ou a, par le lliéorènu-
connu,
a = />' H- <:"■ — ■-' Ifc cos A ;
donc
6' +■ c' — rt=
cos A = i ■>
oc
et de là .
smA = - — -, î
■}.bc
Donc, si l'on fait, pour abréger,
. . d , a labc
siiiA = — ^: donc —. — r = — r-^ 26c' sinA a
c'esl le rapport cherché.
Si l'on nomme r le rayon du cercle circonscrit au triangle, et s la surface ou l'aire tlu même triangle, on aura
donc
n a abc __ abc
si 11 A (l 2i '
abc abc ' d
2. En développant le carré de l>'- ■+- c- — a-, el réduisant, on a
d = ^/3.a-6''M- 2rt'f' -f- ?. b-c- — a* — h' — c' ,
formule où l'on voit que les trois côtés a, b, c enti'cnt également, comme cela doit être.
Mais on peut mettre cette formule sous une l'orme plus simple, et plus commode |)our le calcul logarillimi(iue, en la décomposant en facteurs. En effet, on a
^b-c''— [b^-¥- c' — a-]'= {o.bc-h b- + c' — a'] [-ybc — b' — c' ■+- a') = ['b-hcy — a'][a'— [b — c'r];
et, décomposant encore chacun de ces facteurs en deux, on aura
Ces formules sont connues, et je ne les rapporte ici que pour servir comme d'introduction aux recherches suivantes.
3. Puisque dans les triangles sphéri(}ues les sinus des côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés à ces côtés, on peut être
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curieux de connaitrc ce rapport constant et ilc voir s'il dépend aussi, comme dans les triangles rectilignes, du rayon du cercle circonscrit ou de l'aire du triangle.
Désignons de même par a, h, c les trois côtés d'un liianglc splirrique, et par A, B, C les trois angles opposés à ces côtés; on auia, par le théorème connu,
dont
et de Ik"^
ces a = ces/» cosf h- sin/> sinccosA;
COS« — C0S6 COSfi
cosA
sin6 sine
v'sin'6 sin'c — (cosa — cos<» cost-)'
sin A = 7—, — -.
sinosinc
Faisons, pour abréger,
on aura
don(
f= ysin'6sin-c — (cosa — ces 6 cosc/';
sinA — —
expression du rapport cherché, analogue à celle qu'on a trouvée [tour les triangles rectilignes (1).
Comme la quantité /est exprimée par un radical carré et peut, par conséquent, avoir le signe yoAw et moins, nous remarquerons que, relativement aux triangles sphériques, elle doit toujours être prise positivement, parce que, les côtés et les angles de tout triangle étant toujours moindres que deux droits, leurs sinus sont nécessairement toujours positil's.
4. La quantité radicale / est aussi susceptible de réductions analogues à celles du n° 2.
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Car en suhstiliiaiU pour sin'-^ et siirc leurs valeurs eu cosinus I — eos'/j. 1 — cos-c, el réduisant, on aura
y^-r ^ I — cos-« — cos'/> — cosH- -I- 2Cosa ces 6 cost-,
où l'on voit (|ue les trois côtés a, b, c entrent également.
On peut (le même résoudre la quantité sous le signe en facteurs, lîn eiïet, on aura d'abord
sin'6 sin'r; — (cos« — cos6 cosc)'
- I sinftsinc -f- cosrt — ces A ces c) [siii/» sine — cos» -h ces/» cosc) = [cosrt — cos(6 -I- 6- 1] [cos(6 — c) — cosa].
Ur on a en oeneral
, . <i -\- Il . It — cos« — CCS Al = 2SU1 sin
donc, décomposant ainsi les deux facteurs, on aur;
-4-6 + 6' . ft — b -\- C . Il -T- b — c . sm sm sm
expression Irès-commode pour le calcul logarillnni(|ue.
5. Cherchons maintenant le rayon du cercle circonscrit au triangle sphérique. Il est évident que ce cercle ne peut être qu'un petit cercle de la sphère, et qu'il sera aussi circonscrit au triangle recliligne formé par les trois cordes des arcs a, b, c. Or, ces cordes étant exprimées pai'
•-!sin-5 isin-i 2sin-) il n'y aura qu'à les substituer au lieu de a, b, c dans l'expression du rayon r (2), c'est-à-dire, dans ——■
Nommons R le rayon de ce cercle circonscrit, et h ce que devient la ijuantité f/ par les substitutions dont il s'agit; on aura
osin - sm - sm-
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Or on a
/j-=3?/sin^sin-| M- S-ifsin ^ sin M -+" 32(sin ;^- siii - | — i6(sin-\ — i6(sin-J — i6(sin-j ;
vl, subsliluanl pour -ilsin-) , 2(sin-j > a(sin-) leurs valeurs I — cosrt, I — cos^, I — cosp, on aura, après les réiluctions,
h-— la — Scosrt — 8cos6 — Scosc + 8 cosi^ oos6 -!- Scosrt cose -t- Hcosb cosc
— 4C0S=« — 4cOS-Z» — 4C0SV;,
expression qu'on peut réduire à celle-ci
4/'-(-8 I — cosrt I — C0S& I — cosc ,
c'esl-ii-.ilire a
4/- -h 64 (sin~ sin- sin- J r
en subslituanl la valeur de/du n" 4. Ainsi l'on aura
, . (i . I' . (-■ 4sin - siii - sni -
/-'+ iGisin- sin- sin-
6. .Maintenant, si l'on considère le rayon de la splièie (jui passe par le centre du petit cercle circonscrit, il est visible que ce rayon sera perpendiculaire au plan de ce cercle, et qu'il aboutira au point de la surface ([ui sera le pôle du même cercle. Donc, en nommant -.- Tare qui mesure la distance du pôle à la circonférence du même cercle, on aura évidemment R = sinc; donc
sm9 =;
^ sui - siiî - siii ■
\//'+(4sm-sm-sm-j
d'dii l'un lire
COSip
sin- sin- sin
cl de li(
, . fi . l> . t 4sin- sni - sm-
Vang9 =
Donc, puiscitic sino = asin - cos -? et ainsi des autres sinus, on aura f3)
SHirt a b o
—. — - =^ atango cos- cos- cos-sui A °^ ■î 1 1
7. Si l'on voulait avoir l'aire du triangle rectiligne inscrit dans le petit cercle dont il s'agit, et formé par les cordes des arcs a, b, c, en noMiinant S cette surface, il n'y aurait (|u'à changer dans la formule
T~ (lu n 1, s en S, ren K et «, w, c en 2sin -, 2Sin -•, 2sm -■, ce r 2 ■} 2
— ^ qui doiuierail sur-le-clianip
. a . b . V, 2 sin- sin - sin-
(I bien, à cause de R = sin'^ (6),
2Sin- sin- sin-
sin 9
Si maintenant on considère la j)yranii(le triangulaire qui a ce triangle pour base, et dont le sommet est au centre de la sphère, il est visible (juc la hauteur de celte pyramide sera cos'i^; donc sa soliilité sera
„ ^; ou bien, niellant pour S la valeur qu'on vient de trouver,
. a . b . c 2sni- sin- sin -
3lang(p
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et, substituant de plus la valeur de tang'^ trouvée plus haut (6), on
f aura ^ pour la valeur de la solidité de la pyramide.
8. Il nous reste à considérer l'aire même du triangle sphérique formé par les arcs a, b, c.
On connaît le beau théorème suivant lequel l'aire d'un triangle sphérique est à la surface entière de la sphère, comme l'excès des trois angles du triangle sur deux droits à huit angles droits. On l'attribue communément à Albert Girard, qui l'énonce en effet dans l'Ouvrage intitulé Invention nouvelle en Algèbre, et imprimé à Amsterdam en 1629; mais, comme la preuve qu'il en donne n'est point rigoureuse et qu'elle ne peut pas même être regardée comme une induction, on devrait plutôt attribuer ce théorème à Cavalieri, qui l'a donné dans le Directorium générale uranometricum, imprimé à Bologne en iGSa, avec la belle démonstration rapportée par Wallis, et insérée depuis dans la plupart des Trigonométries.
Nommons 1 l'excès des trois angles du triangle sur deux droits; on
aura, en retenant les dénominations employées jusqu'ici, et nommant D
l'angle droit,
2 = Ah-B + C-2D.
Ainsi l'aire du triangle, dont les côtés sont a, b, c et les angles opposés
A, B, C, sera la partie 7^ de la surface entière de la sphère; et, si l'on
regarde cette surface comme égale à 8D, on pourra alors prendre 2 pour la valeur de l'aire même du triangle.
9. Si l'on imagine que les côtés è et c qui comprennent l'angle A soient prolongés jusqu'au quart du cercle, les angles B et C deviendront droits, et le côté a deviendra égal à l'angle opposé A; alors l'aire de triangle rectangle isoscèle deviendra A ; donc, si l'on en retranche le premier triangle dont les côtés autour de l'angle A sont b et c, on aura le quadrilatère sphérique dont la base sera A, et dont les côtés perpcndi-
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oiilaires à celle base seront D — i et D — c; et l'aire de ce quailrihuère
sera exprimée simplement par B + C— 2D.
Mais, par les analogies connues de Neper, on a dans tout triangle spliériqiie celle c(|ualion, que nous démontrerons plus bas,
Donc, si l'on désigne par c l'aire ou la surface du quadrilatère donl il
s'agit, on aura
lang- =col =
lanff;
donc
CCS
lans - =;
ces
sin
lang
cos
et, si l'on désigne par /3 et 7 les deux côtés du quadrilatère perpendiculaires à la base A, en sorte que (3 = D — 6 et 7= D — c, on aura, pour la détermination de l'aire ç, la formule
lang-
Celle formule répond à la formule connue 7 = !— — ^ A pour les quadrilatères reclilignes dont A est la base, |3, 7 les deux côtés verticaux, et T l'aire; et, comme celle-ci est du plus grand usage pour mesurer les surfaces planes terminées par des lignes droites, la formule que nous venons de donner sera également utile pour mesurer les surfaces spbériques terminées par des arcs de grands cercles. Ainsi elle peut être employée avec beaucoup d'avantage pour déterminer l'étendue d'un pays. lors(|u'on connaît les latitudes et les dillérences de longitude de
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plusieurs points placés à hi circonférence; car, en lianl ces puinls |):u' (les arcs de grands cercles, on aura un polygone sphérique, dont on trouvera facilement l'aire en le décomposant en quadrilatères formés par les cercles de latitude et par les arcs de l'équateur interceptés entre ces cercles.
10. Mais, si Ton voulait avoir la valeur de l'aire i par les trois côtés a, b, c du triangle sphérique, il n'y aurait qu'à considérer que, puisque 2 = A -î- B -f- C — aD, on aura
1 A^B-C tang^-iang^-
col - = — laiig =
A Bh-C
I — tang — lang
Si l'on substitue, au lieu de tanç ■> sa valeur trouvée ci-dessus
Cnuméro précédent;, on aura
col - =: -
A b-hc A b-c tang — cos h col — cos
COS cos
formule qui se transforme facilement en celle-ci
b c . b . c „ COS -ces — h sin- sm- cosA
col - = 1
sin - sin- sm A
Si maintenant on substitue dans cette formule les valeurs des sin A et cosA du n" 3, on aura, en divisant le haut et le bas par sin - sin--
y H, COS -cos-) H- cosfl — cosicosc col— =
-1 — I H- cosc», el 2lcos-| — i-f-cosr;
donc, faisant ces substitutions et renversant la fraction, on aura
°2 I-»- cosa + cos6 -+- cosc
formule la plus simple pour déterminer l'aire i d'un triangle spliérique par le moyen de ses trois côtés a, b, c.
11. Nous avons vu (7j que ^ est la solidité de la pyramide triangulaire formée par les trois rayons de la sphère qui répondent aux trois angles du triangle sphérifiue.
Considérons maintenant une pyramide triangulaire formée par ces mêmes rayons prolongés autant (ju'on voudra, de manière qu'ils deviennent/), q, r, et que a, b, c soient les arcs ou angles compris entre ces droites. Pour avoir la solidité de cette pyramide, il n'y aura qu'à la considérer co'mme couchée sur une de ses faces, par exemple celle qui a pour côtés les lignes/) et^, et abaisser de l'extrémité de la troisième droite r une perpendiculaire P sur le plan de la même face. Il est d'abord facile de voir que, si a est l'angle compris entre p et q, l'aire de la face
que nous regardons comme la base de la pyramide sera Lî • donc
la solidité de la pvramide sera — i-— — -• ' ' b
Or, si l'on nomme 0 l'angle que la droite r fait avec le plan passant
par les droites/) et q, il est clair que l'on aura P = rs\nO; donc la soli-
,. , , , , porsinrt sin (/
dite cherchée sera ^-^ — 71
L'angle d n'est autre chose que l'arc abaissé perpendiculairement île l'angle A du triangle sphérique sur le côté opposé a; on peut par conséquent déterminer la valeur de siii!; par les sinus ou cosinus des côtés a, b, c du triangle; mais, pour noire objet, il sulfit de considérer que cette valeur, ainsi (]ue celle du sinus a, étant indépendante des lignes /), q, r, si l'on fait/) = i , y = i , /•= i , on aura le cas de la pyramide dont
f on a parlé ci-dessus, et dont la solidité est jr-
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D'où il suit qu'on aura sinasin5=/; par conséquent on aura en
général ^^ pour la solidité de la pyramide triangulaire dans laquelle
les trois côtés ou arêtes qui forment un quelconque des angles solides sontp, g, r, et les angles compris entre ces trois côtés sont a, h, c.
Cette expression de la solidité de toute pyramide triangulaire par le moyen des trois côtés et des angles compris est, comme l'on voit, trèssimple et très-commode pour le calcul, surtout si l'on emploie pour la valeur de/ l'expression eu facteurs du n° 4, et elle peut être très-utile pour déterminer la solidité de tous les corps terminés par des plans, puisqu'on peut toujours les résoudre en pyramides triangulaires, comme on résout tous les polygones en triangles.
Au reste, puisque nous avons trouvé sinasinî =/, on aura
sinô= -J—\ sina
ainsi l'on peut déterminer par celte formule la perpendiculaire 9 dans tout triangle sphériquc dont a est la base, et h, c les deux côtés.
13. Je n'ai résolu les Problèmes précédents que pour avoir occasion de montrer l'origine et l'usage de quelques formules remanjuables, et surtout de la fonction que j'ai désignée par/, et qui mérite particulièrement l'attention des analystes par ses différentes applications. Je vais passer maintenant à des considérations générales sur la Trigonométrie sphérique envisagée analytiquemenl.
Les résolutions analyti([ues des triangles spbériques n'ont été d'abord que de simples applications de l'Algèbre aux constructions géométriques. On s'est contenté ensuite d'établir par la Géométrie quelques propositions fondamentales, et l'on a tiré toutes les formules de la Trigonométrie spbérique des équations données par ces propositions. Ce (|u'il y a de plus élégant dans ce genre est le Mémoire d'Euler intitulé: Trigonometrla sp/irœica universa ex primis principiis dem-ata, et imprimé dans les Actes de Pétersbourg pour l'année 1779, dans lequel on trouve
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un système complet do formules trigonométriqucs, fondé uniquement sur trois équations. Mais ne pourrait-on pas simplifier encore ce système, en le réduisant à une seule équation fondamentale?
Cette réduction servirait à perfectionner la théorie analytique des triangles spbériques; car, dans l'Analyse, la perfection consiste à n'employer que le moindre nombre possible de principes, et à faire sortir de ces principes toutes les vérités qu'ils peuvent renfermer, par la seule force de l'Analyse; dans la méthode synthétique des lignes, elle consiste au contraire à démontrer isolément chaque proposition, de lu manière la plus simple, à l'aide des propositions déjà démontrées.
Feu de Gua avait déjà eu l'idée de faire dépendre toute la Trigonométrie sphérique d'une seule propriété générale des triangles spbériques; niais le Mémoire qu'il a donné sur ce sujet dans le volume de l'Académie des Sciences de 1783 contient des calculs si compliqués, qu'ils paraissent plus propres à montrer les inconvénienis de sa mélliode qu'à la faire adopter.
Je me propose ici le même objet, et je vais présenter un tableau succinct de toutes les formules de la Trigonométrie' sphérique, en les déduisant, par de simples transformations, d'une seule équation donnée par la nature des triangles sphériques.
14. Nous partirons, comme l'a fait de Gua, de l'équation (3) cosa = cosb cosc -i- s\i\h sine ces A,
ilans laquelle «, b, c sont les trois cotés ou arcs du triangle, et A est l'angle opposé au coté a.
Cette équation se démontre facilement par la seule considération des «leux triangles rcclilignes formés, l'un par les deux tangentes des arcs b et c, et par la droite qui joint les extrémités de ces tangentes, et l'autre par cette même droite et par les deux sécantes des mêmes arcs; car il est évident que les deux tangentes forment entre elles l'angle A compris entre les arcs b et c, et que les deux sécantes forment entre elles l'angle a qui est le coté du triangle sphéri(jue opposé à l'angle A.
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Ainsi, nommant h le coté commun à ces deux triangles, on aura surle-champ, par le lliéorème connu sur les triangles rectilignes, l'équation
II- = séc^b -T- séc'c — 2séc6 sécc cosa
pour le second triangle.
De là on tire
tang'6 -^ tangue — atangôlange cosA = %éc-b -— séc'c— asécè sécc cosa.
Oron a évidemment séc-Z>—tang-è= i,etde même séc-c— tang-c= i; donc l'équation deviendra
séc6sécccosa = i + tangè langccos A; substituant pour sécè, sécc, tangZ», tangc leurs valeurs ^^^^, ^^^_,
5!!L., !i!lf , et multipliant par cosècosc, on aura l'équation fondacoso cosc '
mentale
(A) cosa = cosè cosc -t- sin6 sine cosA.
Comme, par l'hypothèse, il n'y a entre les quatre quantités a, b, c. A, d'autre condition si ce n'est que a, b, c soient les trois côtés du triangle, et A l'angle opposé au côté a, il s'ensuit qu'en nommant B et C les angles opposés aux côtés b et c, on aura des équations semblables relativement à ces angles, en changeant seulement A en B ou en C, pourvu qu'on change en même temps a en b ou en c.
15. ^laintenant, si l'on tire de l'équation précédente la valeur de
cosA, et qu'on en forme celle de sinA, on aura, comme on l'a déjà
trouvé dans le n° 3,
sina sinasinèsine
sinA /'
OÙ la quantité/est une fonction de a, b, c, dans laquelle ces trois quan-
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lités entront également, de sorte qu'elle demeure In même, en faisani entre elles telle permutation qu'on voudra.
Ainsi, en ehangeant c en è et A en B, le second membre de l'équation ne eliangera pas, et l'on aura par eonséquent l'équation
sina sint sinÀ " sinB
C'est ce qu'on appelle l'analogie commune des sinus; et il est visible (|u'en changeant a en c et A en C, on aura de même
sin« _ sine sinÀ " sinC
Reprenons ré(|ualion (A) du n
cosrt ^^ cosi) cosc + sin/> sine ces A;
iMi changeant a en c et A en C, on aura de même
COSC— cosa cosh -h sine/ sin l> cosC;
substituant celte valeur de cosc dans la pi'cmière équation, elle deviendra
cosrt -^ cosrt ces' A + sina sin /> ces/» cosC -f- sin/^ sinr' rosA,
savoii',
ros«sln^A - sina s\ul> cos^ cosC -H sin/> sine cosA,
l't, divisant par sin/>,
cosrt sin /y - sinrt pos6 cosC + sinccos A.
o I .-. • I sinasinC ,. , , ,,, ■ ,,,. .
Substituons pour smc sa valeur , — ; — > tirée de I équation (\i) du
numéro précédent, en changeant h en c et H en C; divisons ensuite par
cosrt cos A sina, et mettons cota et cotA à la place de -r— et -. -; on aura
' sma SinA
ré(|uation
C cotasinfc — colA sinC -h cosi cosC.
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17, Enfin la même équation trouvée ci-Jessus,
cosflsin^ =^ sinacos/^cosC -t- sine- ces A, donne, en changeant a en b et A en B,
sina cos6 = cosasinècosC + sine ces B.
Substituant cette valeur de sinacosi dans la même équation, on a
cosrtsinZ» = cosrt sinZ» cos'C + sine ces B ces C + sine ces A,
savoir
cosasinfcsin^C = sine(cosB cosC + cosA);
, . . , sin/>sinC . , 11,. ,• /r.\ substituons pour sine sa valeur . — r- — > tirée de l équation B , en
changeant « en c et A en C; divisons ensuite par sin6 sinC et multiplions par sinB, on aura
cosa sinB sinC = cosB cosC + cosA, savoir
(D) cosA = — cosB cosC H- sinB sinC cosa.
18. Cette formule est, comme l'on voit, tout à fait analogue à la formule (A) du n° 14, d'où nous sommes partis; les angles A, B, C ont pris la place des côtés a, b, c, et réciproquement; et les cosinus sont devenus négatifs, les sinus demeurant positifs, ce qui indique que les côtés sont devenus les suppléments à deux droits des angles, et les angles les suppléments à deux droits des côtés. Ainsi toutes les formules qui résultent de la formule (A) seront vraies aussi, en y faisant ces mêmes changements.
Il résulte de là cette propriété connue des triangles sphériques, que tout triangle sphérique peut être changé en un autre dont les côtés et les angles soient respectivement suppléments des angles et des côtés du premier; et l'on sait que ce nouveau triangle, qu'on nomme siipplcmcntaire, est celui qui est formé sur la sphère par les trois pôles des arcs VII. 44
(jui formenl les côtés du triangle donné, en joignantces pôles par des arcs de grand cercle; ce qui se démontre facilement par une construction fort sim|)le.
19. Los quatre éijuations (A), (B), (C), (D) que nous venons do trouver ronfermont la solution de toutes les questions de la Trigonométrie spliériiiuo; car, comme il n'y a dans nn triangle sphériciuo que six éléments, les trois côtés et les trois angles, ol (juo trois de ces olémonls suffisent pour déterminer le triangle, il est clair que les relations les plus simples uc peuvent être qu'entre quatre éléments; or toutes les combinaisons différentes qu'on peut faire des six éléments, ])ris (piatro à quatre, se réduisent à ces quatre-ci :
1° Entre trois côtés et un angle : cette relation est donnée par l'équation (A);
2° Entre deux côtés et deux angles, qui peuvent être opposés respectivement aux deux côtés, ou l'un opposé, l'autre adjacent au même côté, ce qui fait deux cas : la relation eniro deux côtés et les deux angles opposés est donnée par l'équation (B);
3° Entre deux côtés et deux angles, dont l'un opposé et l'autre adjacent au même côté donné : cette relation est contenue dans l'équation (Cy;
4° Entre trois angles et un côté : cette relation est donnée par l'é- (juation (D).
20. Si l'on suppose l'angle A droit, les équations précédentes se simplifient et donnent celles-ci
COSrt =
= cosicosf,
sinrt ::
sin/> " siiib'
cota = coib cosC, cosrt== colBcolC;
et, si l'on suppose l'angle (' droit, les é([uations (C) et (D) donnent en-
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core ces deux-ci
cot A = coin s'uïb,
cosA = sinB cosa.
Ces six équations donnent directement la solution de tous les cas des triangles sphéricjues rectangles; et, comme elles sont sous une forme très-commode pour l'emploi des logarithmes, on s'en sert communément dans la Trigonométrie en décomposant tous les triangles en triangles rectangles, par l'abaissement d'une perpendiculaire. Mais on peut également résoudre tous les cas par les quatre équations générales en réduisant ces équations en facteurs, au moyen des transformations que nous allons exposer.
21. L'équation (A. entre les trois côtés a, h, c et un angle A opposé au côté a peut servir à déterminer : i° A par a, b, c; 2° a par b, c et A; 3° b par a, c et A.
1° Pour déterminer A par a, b, c, on aura
cosa — cosôcosc
cosA= : — 7—^ 5
• smosmc
d'où l'on tire
, A\' cosa — cos i + <-■ I -+- ces A = 2 cos - =
. b + c — a . b 2 sin sin —
sinèsinc sin 6 sine
sin 6 sine sin 6 sine
2 sin sm -
/' A\' cos b — c —cosa 1 — cos A ^ 2 ( sin — I =
donc
2" Pour déterminer a par b, c et A, on a
cosrt = cos6 cosc H- s\nb sine cosA.
Il ne parait guère possible de réduire immédiatement cette équation
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on lactours pour l'usage des logarithmes; mais on peut y parvenir par le moyen d'un angle subsidiaire. En elVel. si l'on fait
( b ) lange ces A = lang 9,
doiu
or
cosb -+- sinb tangç =
sinccosA = cosctangç, cos« ^= cosc(cos6 + siub tang9);
cos6 ces 9 + sin6sin9 cos(b — q\
C0S9 ces 9
donc
cosc ros(6 — 9)
COSrt :
COS
Il n'est pas diflicile de voir que cette transformation revient à la division du triangle en deux triangles rectangles, par une perpendiculair(! abaissée de l'angle B sur le coté b, et que 0 est le segment du coté adjacent à l'angle A.
3° Pour déterminer h par a, c et A, il Ituulrait substituer, dans l'équation principale (A), \j i — sin-t* au lieu de cos6, élever ensuite au carré pour faire disparaître le radical, et tirer la valeur de sin^ par la résolution d'une équation du second degré, ce qui donnerait pour sinô une formule compliquée et qui se refuserait au calcul logarithmique. Mais la transformation employée ci-dessus sert aussi à résoudre ce cas; car, ayant déterminé l'angle 9 par l'équation {b), l'équation (c) donnera
rosacos9 a ces o — 9 == -•
22. L'équation (B) entre deux cotés a et b et les angles opposés A et B peut servir : 1° à déterminer A par a, b, B, et 2" à déterminer a jiar />, A, B.
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1° Pour (lélermincr A })ar a, b, B, on aura
sinrtsinB
sinA =
sinft
2" Pour déterminer a par b, A, B, on aura
sin6 sin A
sinB
Ces formules n'ont besoin d'aucune transformation pour l'application des logarithmes.
23. L'équation fC) entre deux côtés a et b, et deux angles A, C, le premier opposé, le second adjacent au côté a, peut servir : i° à déterminer A para, b, C; i° h déterminer a par b. A, C; 3° à déterminer C par a, b. A; 4" à déterminer b par a, A, C.
1" Pour déterminer A par a, b, C, on aura l'équation
cotrtsin6 .p„^^A.
colA = colL coso;
smt'
et, pour la réduire en facteurs, on fera ^^^ = cot'j, ou bien
(g) tangflCOsC = tango;
donc cotrt = cosCcot'j; et, substituant cette valeur, on aura
colA = cotC^cot^sinè — cosb)
cote , . t • / 1 cotCsini6 — ?) .
= — — cososnio — sniocoso; = -r;— :
sina ' sin9
donc
colC sin 6 — o)
[h] COlA:
Cette réduction revient aussi à diviser le triangle en deux rectangles par une perpendiculaire abaissée de l'angle B sur le côté opposé b; et l'ande subsidiaire o est le segment de ce côté adjacent 'a l'angle C.
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■i" Pour déteiminor « pai" b. A, C, ou aura l'équalion
coiAsmC ,
cota = : — -, 1- col 0 cos L ,
sino
l't, |iour la ii'duii'e en facteurs, on fera colA
cosb
lang9;
donc, sultstituanl dans l'équation pour cotA sa valeur tangf cost, on aura
cola = col6(sinC lang9 -i- cosC)
col6 , . ,, . „ , colicosfC — <p)
= ■ sinLsino + cosC coso)) =: ^ ■ ;
cos 9 ^' COS9
donc
, col6cos(C — m)
/. COtrt = 5 — -
cos 9
Celle réduction revient encore à diviser le lrianii;le en deux rectangles, en abaissant une perpendiculaire de l'angle C sur le côté c, et l'angle subsidiaire y est le segment de l'angle C adjacent au côté b.
V Pour déterminer C par a, b. A, il faudrait tirer de l'équation (C) la valeur de sinC ou de cosC par la résolution d'une équation du second degré, et l'on aurait une expression qui contiendrait un radical. Mais la transformation précédente est également utile pour résoudre ces cas; car, ayant trouvé l'angle y par l'équation {i), l'équation {h) donnera .
,,. //-. \ coiacos©
/ cosC — 9 = -, — i.
4" Eniin, pour déterminer b par «, A, C, il faudrait aussi tirer de la Miéme équation (Cj la valeur de s'mb ou cosb par la résolution d'une équation du second degré. Mais la transformation employée pour le premier cas servira aussi pour résoudre celui-ci; car, ayant trouvé l'angle
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subsidiaire 7 par l'équation [g], l'équation (A) donnera
. ,, > cotAsincp
colC
24. Enfin l'équation (D) entre les. trois angles A, B, (\ et un côté a servira à déterminer : i" a par A, B, C; 2" A par a, B, C; 3" B par a, A, C. Comme ces trois cas répondent à ceux qui d'épendent de l'équation (A), dont l'équation (D) n'est qu'une transformée, on peut y appliquer immédiatement les formules que nous avons données pour ceux-ci dans le n" 21, en y substituant au lieu des côtés a, b, c les suppléments à deux droits des angles A, B, C, et au lieu de ces angles les suppléments à deux droits des côtés opposés «, i, c (18).
Ainsi : i" pour déterminer a par K, B, C, l'équation [a] du n'' 21 donnera la transformée
cos cos
B-1-C-HA B-i-C — A
cos cos
2" Pour déterminer A par a, B, C, on fera les mêmes substitutions dans les formules (6) et [c) du même numéro; et, prenant au lieu de l'angle o son complément à un droit, on aura ces deux équations
cos A
langC cosrt = colo, cosC sin (B — q
sintp
3° Les mêmes équations serviront à déterminer B par a. A, (>, car. ayant trouvé o par l'écjualion (o), l'équation (/>) donnera
ces A sin 9
(?) s.n(B-yl= ^^^^ ■
25. On peut donc, par ces formules, trouver directement un côté ou un angle cjuelconque par trois parties données, soit côtés ou angles; ce
qui renferme toute la théorie des triangles sphériques. Mais, lorsqu'on a à chercher à la fois deux côtés par le troisième côté et les deux angles opposés, ou deux angles par le troisième angle et les deux côtés opposés, il est plus commode d'employer les formules trouvées par Neper entre ces cinq parties. A'oici la manière la plus simple de parvenir à ces formules :
On a trouvé dans le n" 21
/ sin sin
/ . b -^ c -\- a . b -h c — a 1 sin sm
On aura de même pour l'angle B, en changeant A en B et a en b.
C 4 A'"y sin -
sin
sin
sin
sin
donc, multipliant ensemble.
lang- lang-
si l'on change dans cette équation b en c et B en C, on aura
t3ng-iang-= „_^i,^,sin
il changeant dans la même équation rt en c et B en C, ou aura
lang - lang - = ^ . ,^J
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d-onc, njoulant ensemblo, on aura
tang- -hlang- lang- =
sin h sin asm - cos
. a-^-b-\-c . a-hbsin sin
et, retranchant les mornes équations l'une de l'autre, on aura
, a— b-\-c . b-hc — n c . a — b
tang - lang -
(lang- D'un autre côté, on a
sui sin acos-siri
sin ■ sin
fi -\-b + c n-h b — c . n -h b c
I + tang— lang -
I — lang— lanc - =r
sin h sin 2sin oos
. a + b -h c a-\- b -h i sin sin
. n -h b -h (• . a + b — c c a -h b Sin sin 2Sin-cos^
. « -+- 6 -)- c .« + /' + sin sin
A±B tang-±lang-
Donc, puisque tang — ^— = :—^ :^, on aura ces deux é(iua-
i+>ang^ tang-
lions
('•) lang lans - =
a + b cos
tang-^lang- = --^-^.
sin
On peut déduire des formules semblables de l'équation [n] du n''2i. et, sans faire un nouveau calcul, il n'y aura (|u'à changer les cotés a, h, c dans les suppléments à deux droits des angles A, B, C, et ces angles VII. 45
cos sin
sin
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dans les suppicmcnis à tleiix droits des mêmes côlés. Do celte mauièio on aura siir-le-cli:imi) ces deux autres équations
I tang • col-
tang —^ — col - =
Ces quatre équations serviront donc à trouvei' directement, et sans le secours d'aucun angle subsidiaire, les deux angles A et H pai' les deux cotés opposés a et h, avec l'angle intercepté C, ou ces deux côtés par les angles opposés et par le troisième côté.
26. Avant de terminer ce Mémoire, je crois devoir dire deux mots de la comparaison des triangles sphériques aux triangles rectilignes. En prenant, ainsi qu'on le fait communément, le rayon de la sphère pour l'unité, il est clair que les arcs qui forment un triangle spliérique expriment naturellement des angles dont on trouve les sinus et cosinus dans les Tables; si le rayon de la sphère n'est pas l'unité, alors, pour avoir la valeur angulaire des côtés du triangle, il faut diviser leur valeur absolue par le rayon. Ainsi, si a, /3, •/ sont les longueurs absolues des arcs qui forment un triangle spliérique sur la surface d'une sphère dont
le rayon est r, on aura '^î '^' - pour les angles correspondants à ces
arcs, et ce sont ces quantités (ju'il faudra prendre pour les côtés que nous avons désignés par a, h, c, en supposant que A, B, C soient les angles opposés aux arcs a, [j, y dans le triangle proposé.
Or, si le rayon de la sphère devient infiniment grand, sa surface se change en un plan, et le triangle spliéiique devient rectilignc; d'où il
suit que si, dans les formules des triangles, on substitue partout -» -> ''
il la place de a, h, c, qu'ensuite; on suppose ;• intiniment grand, et
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qu'ayant réduit en série les sinus et cosinus de ces angles, on rejette les
termes qui s'évanouissent par la supposition de - = o, on aura le cas
des triangles rectilignes, dans les(juels a, /3, y sont les cotés et A, B, C les angles opposés.
Ainsi, si ^'= o est une équation entre les sinus et cosinus de a, h, c
et de A, B, C, on substituera, pour sin^, '- 1- . . . ; pour cosrt,
I — H ir~, — + . . ., et pour ûtth, cosi, sine, cosc des valeurs
pareilles, en changeant a en jS, 7, et réduisant en série suivant les
puissances descendantes de r, ce qui donnera
un aura pour le triangle rectiligne récjuation P=o; car l'équation V^o donne, en niultipliaiit par /'",
et, taisant = u, on a P = o.
On ponri'ait de cette manière déduire les règles de la Trigonométrie rectiligne des équations fondamentales de la Trigonométrie sphérique; mais cela n'aurait d'utilité que comme exercice de calcul, puisque ce serait démontrer le simple par le composé : nous nous contenterons de remarquer (jue l'équation (D) du n" 17 donne tout de suite celle-ci
cosA = sinBsinC — - cosB cosC,
savoir
cosA = — cos(B — C),
d'où l'on tire
A = 2 D - B — C, c'esl-à-dire, A -4- B -f- C = 2D,
D étant l'angle droit; ce qui est la propriété connue des triangles rectilignes.
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27. .Maintenant, si le rayon r de la sphère, au lieu d'être infiniment grand, est seulement très-grand, le triangle spliérique ne deviendra pas rectiligne, mais en approchera très-près; et dans ce cas, comme les angles fl, b, c qui répondent aux côtés devieniieiil tiès-pelils, les Tables trigonométriques ordinaires n'olTriraient plus une précision suffisante pour le calcul des côtés et des angles. Il y a donc alors de l'avantage à traiter les triangles sphériques comme reclilignes, en ayant égard à la petite correction qui résulte de leur dilTéronce.
Le cas dont il s'agit a lieu surtout dans le calcul dos triangles qu'on forme sur la surface de la Terre pour mesurer un arc du méridien ; dans ces triangles, les quantités a, p, y sont les longueurs mêmes des côtés, et r est le rayon de la Terre.
Pour déterminer la correction dont nous venons de parler, nous prendrons l'équation (.\) du n° 14, qui sert de fondement à toute la Trigonométrie sphérique, et qui donne
cosa — cos6cosr
cosA = -. — i — -. — •
smf»siiic
Faisons dans le second membre les substitutions indiquées ci-dessus, en nous arrêtant aux termes divisés par r', nous aurons d'abord
CCS .\ =
■il-'' 2.3.4''" 4'"' .
mnilipliant le haut et le bas de la fraction par r-, et substituant le
facteur i 4- ^ — à la place du diviseur i — '^ "f ''■■> on aura, en négli-
géant les termes divisés par des puissances plus hautes que r-,
rosA = t^' + y'-'^' + «' - S' - y _ JV. + ((3' + y^-a')(;5'+y':
_ (3' -<- y' — a' at' -h fi' -4- y'— 2ia!'{5' — aa'y"— 2P'y'_ 2^y 2.3.4Py'"
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En faisant - = o, l'angle A devient l'angle opposé au côté y. dans le
triangle recliligne dont «, ,S, 7 seraient les côtés. Désignons cet angle par A'; on aura donc
cosA'= ■!- '- ■>
■2py
et do là
sin^A = — , ,, , '
LOinnu' ou l'a vu ci-dessus (1 et 2); donc, substituant ces valeurs dans l'oqualion précédente, elle deviendra
|3ysin'A' cosA = cosA'— ..,'•.
or, dans le triangle recliligne dont a, /3, 7 sont les côtés, il est visible
que '''"^^'"" en exprime l'aire. Donc, si l'on désigne cette aire par 5.
on aura
5sinA'
cosA := cosA TT-. — '
d'où il suit qu'on aura, aux quantités de l'ordre de — près.
El, comme en changeant le côté a en [S ou 7, l'angle A se change en B ou C, si l'on désigne de mémo par B' et C les angles opposés aux côtés [t. et 7 dans le triangle recliligne, on aura également
fj 3;'
3y puisque la ijuanlilé î, (jui est égale à l'uirc du triangle rectiligne, e>t
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une t'oiRlion (iiii dépciul ('gaiement des trois cotés a, /3, y, de manière (|irelle ne eliange pas en faisant entre ces qnanlilés tels échanges (|ii'on voudra.
Donc, loisiju'on a un triangle spliériquc tracé sur la surl'ace d'une splièrc dont le rayon r est très- grand, si l'on forme un triangle rectiiigne dont les cotés aient la même longueur (|uc ceux du triangle spliérique, les angles de celui-ci seront égaux aux angles correspondants du
Irianiile rectili^ne, aunnientcs chacun de la (luantité r—) 0 étant l'aire
<lu triangle recliligne, en ayant soin de réduire la valeur de cette quantité en angles, c'est-h-dire, en prenant pour unité l'angle qui répond à l'arc égal au rayon.
Si l'on ajoute ensemble les trois équations
on a
mais on sait que
I) étant l'angle droit; donc on aura
D'où l'on peut conclure qu'en retranchant de cliacjue angle du triangle sphérique le tiers de l'excès de la somme de ses trois angles sur deux droits, on aura les trois angles d'un triangle recliligne dont les côtés seront égaux en longueur à ceux du triangle spliéri(|ue. Ainsi l'on pourra traiter celui-ci comme un triangle rectiligne, et les résultats
seront exac^ts aux (juantités près de l'oidrc — ■
Ce beau théorème est dû à Legendre, qui l'a donné d'abord sans dé-
Cr
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monslration dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1787, et qni vient de le démontrer d'une manière un peu diti'érente de la précédente, dans un Mémoire sur la mélhode de déterminer la longueur du quart du méridien. Comme il peut être d'une grande utilité dans tous les cas où l'on a à calculer des triangles sphériqués peu diHérents des triangles reclilignes, nous avons cru qu'on serait bien aise de le trouver ici.
on SE RENCONTRE
DANS LE CALCUL DE L'ATTRACTION DES SPHÉROÏDES TRÈS-PEU DIFFÉRENTS DE LA SPHÈRE.
Qll SE RESCOXIRE
DANS LE CALCUL DE L'ATTRACTION DES SPHÉROÏDES TRÈS-PEU DIFFÉRENTS DE LA SPHÈRE.
[Journal de l'École Polytechnique, XV Cahier, t. YIII, 1809. )
D'Alembert est le premier qui ait donné le calcul de l'attraction des sphéroïdes non elliptiques, mais peu diiTérents de la sphère, dans le second et le troisième volume de ses Recherches sur le système du Monde. M. Laplace a traité ensuite cette matière d'une manière nouvelle et plus générale qu'on ne l'avait fait, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences de 1782, et dans le second volume de sa Mécanique céleste. Sa théorie est fondée sur un beau théorème très-remarquable par sa simplicité autant que par sa généralité; mais ce théorème donne lieu à une difficulté singulière, qui parait n'avoir encore été remarquée par personne, et qui mérite d'être examinée.
1. Soient, comme dans les Mémoires à^i 1782 (page i34) et dans la Mécanique céleste (tome II), r la distance du point attiré au point pris pour centre du sphéroïde, 0 l'angle que le rayon r fait avec un axe fixe passant par le centre, zs l'angle que le plan passant par cet axe et par le ravon r fait avec le plan invariable passant par le même axe; soit, de plus, R la distance d'une molécule du sphéroïde au centre, et soient 5',
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V,' ce que deviennent les angles 0, vs relalivemont à cette molécule; la distance do la molécule au point attiré sera \r-— 2/Rp. + R'^; en faisant, pour abréger,
^j. = cosB cos5'+ sin^ sin6'cos(ro — nr'),
la masse de la molécule sera R-rfRf/5Vfe' sin(J', el, si l'on désigne par V la somme des molécules divisées par leurs distances au point attiré, on aura
l'intégrale relative à R devant être prise depuis R = o jusqu'à la valeur
de R à la surface du sphéro'ide, l'intégrale relative à ra' devant être prise
depuis ct'= o jusqu'à ïïi'= 3Go°, et celle qui est relative à 5' ou à p.,
depuis 0'= o jusqu'à 6'= i8o". La valeur de V étant ainsi déterminée,
dV i dy i dV I . • » ,• 1 I • 1 I
on aura -!-i — 77-- — ^-r -7— pour les trois attractions du sphéroïde dans ar r i/o rstnO dus ' '
le sens du rayon /•, et perpendiculairement à ce rayon dans le plan de r et R, et dans un plan perpendiculaire à celui-ci.
2. Supposons maintenant que le sphéroïde soit très-peu différent d'une sphère dont le rayon soit égal à a; on aura R = a(i4-j''), y' étant une fonction très-petite de sinus et cosinus de zs' el 0' , dont on négligera le carré el les puissances supérieures; il est clair (jue la valeur de V sera égale à sa valeur relativement à la sphère, plus à la valeur relative à l'excès du sphéroïde sur la sphère. On sait, el il est facile de prouver que la première est égale à la masse de la sphère divisée par
la dislance /■; elle est ainsi exprimée par '' ; en noinmanl - l'angle
de 180". Quant à la seconde, comme nous ne tenons compte ([ue des priiuiières dimensions de y', il est aisé de voir qu'on l'aura en mettant, dans l'expression précédeiile de V, a à la place de R, el ay' à celle de flW. Ainsi, en nommant celle seconde partie 11, on aura
V=-^5 h M, et 11 = a' \ I ; _»
•*'' J J \/r'— 2aij.r-h a^
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où il n'y a plus que deux intégrations à faire, l'une relative a ttJ , l'autre relative à £/' ou à [j..
Je diirérentie maintenant, comme M. Laplace, par rapport à r; j'ai
d\ 4 ~rt' du
dr ir' dr '
du , /•/•(/• — rt a) rVfe'rfS' si n
'cT- ~'~ \ I ''~ -~
Lorsque le point attiré est à la surface du sphéroïde, on a /■ = «(i 4- vj, en désignant par y ce que devient r', lorsque 0' et w' deviennent 5 et îî;; mais, comme nous négligeons dans u les quantités du second ordre, il suffit de faire /• = a. On aura ainsi
du (i r f'^ — y- ^ y'ft^'dQ' sin 5' _ _ « Ç Ç r' djs' dO' s\
du (i /• /"l'i — y.] r'ffeV/ô'sin^' a (* C y' dm' dff sm h'
donc
du
■^u -i- a-T- = o, dr
équation ([ui doit avoir lieu à la surface du sphéroïde. Donc on aura aussi à cette surface
, , dV 2 7yrt' J\T:n^ (/;■ ir il-
OÙ il faut faire /• = a(n-j'), ce qui donnera
dV ■y.T.nr {V -i- a -— ^ \- 2 T.a-y.
.AI. Laplace trouve i V -1- « jr = — — ^^' parce ([u'il suppose ipic la sphère louciie le sphéroïde, auquel cas j = o.
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3. ('.(iiisidérons l'équation ^ii ■+- (i -j^ =0, (jui csl iiiilcpcndaiitc de la valfur (le v' dans 11, et supposons d'ahord y' constant; on aura
rfmWG'sin&'
. / / «m «(y sine/ J J V'"' — ara a h- ct-
Il est lacile d avoir I inleifralc de ; car, en tiansporlanl
"^ y /■= — 7. raij. + a'
l'axe ou le pôle des angles ro', 5' dans la ligne /•, ce (|ui.esl permis,
puisque cette ligne est fixe par rapport aux mêmes angles, on a 0 = o,
( (■ (|ui donne fA = cos5', et réduit la dillérentielle dont il s'agit à
dTs'dfjL
y'/-' — 2 ra y. -+- a'
lat|uclle doit être intégrée depuis -' —- o jusqu'à 5t'= 27:, et depuis 'J. '- - I jus(iu'à fJL = — r . La première intégration donne
Nommons c;, pour abréger, le radical
y /-^ — iraij. -t- rt-
en sorte que l'on ait n = a^ffpy'drTi'dS'sïnO'; comme /■ n'est contenue que dans o, on aura
{n + a-j- =a^ i j l\p -i- a ~] }-'dw'd9' sinQ' ,
en faisant r= a après la dilTérentiation. Or
dp aij. — /■
[r' — larij. -\- œ' i'
faisant /• = a, on a
dr
donc ^p + a-.-; = o, équation identique.
Si l'on réduit, comme l'a fait M. Laplace, le radical o en une série descendante par rapport à /', on aura
_ Rf») rtR(" «'R(=)
.^-_!i^ 2^(" 3«=R'=) dr /• r' r'
d'où résulte
do I /R(") 3nR^') 5a'R(^)
ïP + '• ± = - .T — + -T7- + - .Ta- + • • • >
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et. l'aisanl /■:=«,
^p + «^ = - — (U(»)+ 3R(') 4- 5U(') +...), "^ (/r za^ '
série dans la(|uelli' tous les termes doivent se détruire d'eux-mêmes; ce (ju'ou trouve, en elïet, après la substitution des valeurs de IV"', R ' , ... en (onction de [x.
On n'a pas besoin, pour s'en convaincre, d'efrectuer ces substitutions;
car, puis(|ue p ^ [r — ^aru. -t- cr ) - , on aura
PV= '■+ --^«F
et, ditlerenlianl par rapport à r.
donc, nuillipliant par \r.
Ur . ,y lir' — i.aru.-\-u]
air'— lara 4- a^) ri
sorte qu'on aura identiquement
RC" 3aRi" 5aR(') _ <■' /R(») aRC) a'RP)
par conséquent, en faisant r = r/, la série R"" -+- 3R'" + 5R'-' + . . . sera nécessairement nulle.
5. La fonction ip H- fl-^ de [j. est donc toujours identi(juemenl nulle;
donc l'intégrale de cette fonction, multipliée par jV^V/i/'sin(5', étant sup[)osée nulle, lorsque 7:7'= o et 0'— o, devrait être toujours nulle par les principes du Calcul intégral, suivant lesquels l'intégrale est
regardée comme la somme Je toutes les valeurs successives de la diiïe-
rentielle. Ainsi l'on devrait avoir toujours l'équation -^u + a-j-^ = o
que nous avons trouvée d'abord; cependant nous venons de voir que, dans le cas le plus simple, où j' est constant, on a
i/u 4 « H- rt -7- = — 271 a'r, (//• ■'
ce qui est un paradoxe dans le Calcul intégral.
6. Pour en trouver l'explication, je vais reprendre l'analyse qui a
donné l'équation |« + « y^ = o, et je ferai d'abord le calcul sans rien
négliger. Puisque a = a^ff(jy'd7z'd9' s\n5', et que la quantité r n'est contenue que dans l'expression de p, il n'y a nul doute qu'en différentiant par rapport h r, on n'ait
-^ = rt' \ I -j- V «C7 1/6 siii5 .
Or
donc
dr
(,.i — arfla -+- «')•
donc on aura
jit + r-r- = — I j p'y'drs dO' smô .
On voit ici, en effet, qu'en faisant r = a, le second terme de l'équation disparait, et qu'on a rigoureusement, quel que soit v', l'équation
du
dr
Donc, puisque d'un autre côté la valeur de ^u-hay- n'est pas toujours
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nulle, il faut ([lie le terme imilliplié par/-- — a- ne disparaisse pas toujours en faisant r = o.
7. Pour aller du plus simple au plus composé, nous commencerons par examiner le cas où y' est une quantité constante. Dans ce cas, on n'a qu'à cherclier l'intégrale de ^"^ ârz' dO' ûnQ' , et, pour cela, nous pouvons supposer, comme dans le n" 3, l'angle 0 nul, ce qui donne ,y. = cos5' et rfa = — sin5'J5'; de sorte que la différentielle dont il s'agit deviendra
djs'du.
(/•' — laru. + a}) Intégrant d'al)ord par rapport à w' , on a .
•J.TT (la
[r- — aaru. •+- œ
intégrant ensuite par rapport à ;j., on a
ar\Jr^ — lar^j. -+- a'
et, complétant depuis y. = i jusqu'à a= — i, on aura l'intégrale
complète
ni-\ r — a] r\ r- — u'i
Ainsi la valeur complète de JJo^y'dTz'd'j' ^mO' , lorsque y' est constant, est — -' , ' quelle que soit la valeur de r. Substituant celte valeur dans l'équation du numéro précédent, on aura
du 27rfl'r'
Si maintenant on fait /= a, elle devient
(lu
' dr •'
comme on l'a trouvée dans le n" 3, les quantités y' et y étant ici les
8. Considérons maintenant le cas général dans lequel y' est supposé une fonction de sinus el de cosinus des angles s>' et 0'; on aura à intégrer la quantité p^y'drô'dO' s\nO', et, pour cela, nous transporterons aussi, comme dans le n" 3, l'axe ou le pôle des angles variables rô', 0', qui déterminent la position de chaque molécule sur la sphère, dans la ligne r menée du centre au point attiré. Nommons o el ^ ce que deviennent alors les angles t^' et 5'; on aura également d'pd<\i s'm^ pour l'élément dzs'dS' smO'^ et cosij^ pour la valeur de (x; de sorte que la différentielle dont il s'agit deviendra — p^yUh du., qu'il faudra intégrer depuis ç = o jusqu'à o = 2-, et depuis u. = i jusiju'à y. = — i.
Mais, comme^' est supposé fonction de sinus et cosinus des angles??' et 0', qui ont leur pôle dans un axe fixe indépendant de la position du point attiré ou de la ligne r, il faudra substituer dans j', à la place des sinus et cosinus de ttt' et 0', leurs valeurs en sinus et cosinus de 9 et d/. Pour cela, il n'y a qu'à considérer le triangle sphérique qui a les angles 5, 5' et fif pour ses trois côtés, et dans lequel w — cr' est l'angle opposé au côté '}, et 9 est l'angle opposé au côté 5', et les formules connues de la Trigonométrie sphérique donneront
cosÔ'= cos5 cos'i/ + sinS siin{> COS9,
sin5' sin(în— ra') = sin4' sino,
sin6'cos(ro — ra') =sin9 cos^' — cos5 sin^|i ces 9.
Ainsi la formule o^'y'dz. d-j. sera intégrable toutes les fois que j' sera une fonction rationnelle et entière de cosS', sinô'sinw', sin 5' cossr', parce que l'intégrale relative à f fera disparaître toutes les puissances impaires du sinus. C'est ainsi que d'Alembert a calculé Tatlraction des sphéroïdes peu différents de la sphère; mais pour notre objet il suffit d'avoir réduit l'intégration delà formule o^vVfcV/5'sin 5' à celle de la formule — p^y'd'^dij..
9. Commençons pnr rintégiation rehuivc à [J.; la dilléieiuiellc Y'rj'du., intégrée par parties, donne
r'jyda- j ^ J'p\liJ.)du..
Or
donc
(le sorte ([iie l'intégrale dont il s'agit deviendra
y'o fdy' p</iJ.
ar J (Ifj. ar
Comme l'intégration doit s'étendre depuis p. = i jusqu'à [j. ^^ — i , el qu'il la première de ces limites y' devient j, si l'on nomme Y ee »|ue y'
devient à la seconde limite, la valeur complète du terme — !- hors du
' ar
signe sera
ar{r-ha) ar r — a]
Or, y et Y répondant à (J/ = o el '| = -, à cause de /7. = cos<|<, auxijuels cas tt;' et 5' deviennent tt, et 5, il est visihie que ces quantités seront indépendantes de 9; ainsi l'intégration relative à 'f, depuis y = o jusqu'à 9 = 27î, exécutée sur le même terme, donnera
27rY o.nr
«/'(/• H- a) ar[r—a]
On pourra donc substituer dans l'équation en u du x\° 6, à la place de iSfi^yd^'ilO' ^mO' , la quantité
ar^r— «j ar
ce (]ni la cliangcra en celle-ci
(In
f.r.\ Ç r(l/_ ft(Jtj.th
- — ■■ 1 ^ '■ I I 0 c/ado,
r r -xar J J cl y. '
dans laquelle il faut faire maintenant /• = a, ce qui la réduit à celle-ci
du ' dr
comme dans les cas où y est constant.
Il est bon de remarquer qu'une nouvelle intégration par parties, exécutée sur la différentielle ~ pd'x, n'ajouterait rien à l'éciuation (jue nous venons de trouver; car, l'intégrale de pd;j. étant
r- — -îaru. -h a- _
ar^ ar
il n'en peut résulter aucun ternie où le facteur / — a, qui devient nul lorsque r = a, soit détruit par la division.
Maintenant, puisque \ = ^^ -^ u (2], on aura
^V o.-a^ \-ii' , du
dr 3r ir- ar
faisant r= a'\ -i- v) pour avoir l'attraction sur un point à la surface du sphéroïde, on aura
rfV 2-«' , , du
en négligeant les y-. Mais nous venons de trouver
du dr
ainsi l'on a, aux quantités du second ordre près, , . d\ 2~a-
comme M. Laplace l'a trouvé. Au reste, il est bien remarquable que le terme -iTza-y, dû à l'action de la splière sur un point élevé au-dessus
Mï ÉCLAIRCISSEMENT DUNE DIFFICULTE SINGULIERE, (le sa surface de la ijuantité av, ol par lequel l'équaliou que uous avions trouvée i2) différait de celle de M. Laplace, se trouve précisément détruit par la valeur de l'intégrale de la ditl'érentielle
rt' (ip + «-T-, ) y'drs'dù' sinO', dans la(|iielk' le facteur {o + a-j'~ est toujours identiquement nul.
COMPAS DE RÉDl'CTION
LA DISTANCE DE LA LUNE AUX ÉTOILES
(Connaissance des Temps à r usage des Astronomes et des Navigateurs pour l'année IV* de la République française, du 23 septembre 1795 au 11 septembre 1796; publiée par le Bureau des Longitudes. — Septembre 1795.)
Dans V Abrégé de Navigation de Lalande, on trouve, page 63, l'explication de l'instrument exécuté par Richer; mais on y a omis les démonstrations; c'est à quoi nous allons suppléer.
Supposons la lettre Z au sommet du triangle, pour représenter le zénith; ZC et ZE pour les deux autres cotés qui sont composés chacun d'une partie fixe et d'une partie mobile; la partie fixe contient les demi-cordes des suppléments pour les sommes des hauteurs; la partie mobile contient les demi-cordes pour les différences de hauteurs, en partant de l'extrémité inférieure dans l'une, et de l'extrémité supérieure dans l'autre; ainsi, quand on a tiré les deux coulisses, la plus grande règle contient la somme de la demi-corde du supplément de la somme des hauteurs et de la demi-corde de la dilTérence des hauteurs, et l'autre règle contient la différence des mêmes demi-cordes. Le côté opposé à l'angle Z contient les cordes des distances des deux astres; il y a encore une règle transversale divisée suivant la ligne des cordes; elle sert à fixer deux règles principales, et montre l'angle A de ces deux règles, ou la différence d'azimut des deux astres. Nous allons prouver que dans le triangle CZE l'angle Z est égal à l'angle au zénith, ou à la VII. 4*^
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différence d'azinuit des deux aslres, si les deux colés adjacents sont composés comme on vient de le dire, et (iiie le coté opposé soit la corde d<' la distance des mêmes astres.
Si l'on appelle a la somme des hauteurs, et i leur difTérencc, les parties
„ , , , ... , . i8o"— « a H-i-/( lixes des brancues principales sont = sin = cos- = ces •■
les parties mobiles des deux branches à coulisses, qui glissent sur
les branches principales, sont = sin - = sin -, enfin le troisième
côté ou la branche transversale est 2sin-; donc, dans le triangle ZŒ, on aura une des branches
ZC = cos h sm ;
l'autre branche
ZE = cos sm !
et le côté CE destiné à représenter la distance = asin - •
Dans un triangle rectiligne CEZ, on a [Astronomie, Art. 3849)
CE= = CZ= + EZ= - ■?. CZ . EZ cos Z ;
donc
■i(sinf)=(
H + A . H-A\^ / H-^-A . H-A cos 1- sin + cos sin
H + A . H-A\/ H + A . H-A\ — 2 COS • -+- sm cos • — sm cosZ
H + A\= / . H-A\' r/ H-+-A\^ / . H+A^ cos
. H-A\' [( H-+-A\^ / . H+A\'l „ m_--j _2^(^cos_-j -(sm-^j JcosZ;
ce qui se réduit à
•> — ?,cos</ = ■}. -f- cos ( H -+- A ) — cos ( H — A ) — [cos ( H 4- A) + cos ( H — A )] cosZ,
ou
cosf/ = sin H sin A -(- cos II cos A cosZ;
ce qui revient à la formule connue { Astronomie, Art. 3947).
SUR
L'ORIGINE DES COMÈTES
(Connaissance des Temps ou des Mouvements célestes, à V usage des Astronomes et des Nacigateurs, pour Tannée 1814 ; publiée par le Bureau des Longitudes. — Avril 1812.)
On connaît l'ingénieuse hypothèse imaginée par M. Olbers, pour expliquer les phénomènes de la petitesse des quatre nouvelles planètes, et de l'égalité ou presque égalité de leurs distances au Soleil. Elle consiste à supposer que ces planètes ne sont que des fragments d'une plus grosse planète qui faisait sa révolution à la même distance du Soleil, et qu'une cause extraordinaire a fait éclater en différents morceaux, qui ont continué à se mouvoir autour du Soleil, à peu près à la même distance et avec des vitesses presque égales, mais dans des inclinaisons différentes.
Cette hypothèse lui avait été suggérée par les observations des deux premières de ces planètes, Cérès et Pallas, et elle servit à faire découvrir les deux autres, Junon et Testa, par l'examen assidu des deux régions du ciel dans lesquelles leurs orbites se coupent, et qui se trouvent dans les constellations de la Vierge et de la Baleine.
L'hypothèse de >I. Olbers, tout extraordinaire qu'elle parait, n'est cependant pas dénuée de vraisemblance. Ceux qui, comme Saussure, Dolomieu et quelques autres, ont fait des observations et dos recherches approfondies sur la structure des montagnes, ne peuvent s'empêcher
(*) Lu au Bureau des Longitudes, le 29 janvier 1812.
SUR L'ORIGINE
de reconnaître que la Terre a subi de grandes catastrophes, et que les couches qui en forment comme l'écorce ont dû être soulevées, brisées et déphicées par l'action d'un feu intérieur ou d'autres fluides élastiques renfermés dans le globe; il est même possible que de très-grands morceaux en aient été détachés et lancés au loin, et soient devenus des aérolithes en roulant autour de la Terre et en éclatant de nouveau au moment de leur chute (*), ou de petites planètes plus ou moins excentriques, en circulant autour du Soleil, comme la comète de 1770, que Lexell et M. Burckhardt ont reconnue ne pouvoir être ((u'une planète très-excentrique, mais dont la révolution ne serait que d'environ six ans, ou enfin de véritables comètes.
Quoi (|u'il en soit de ces hypothèses, j'ai été curieux de rechercher quelle serait la force d'explosion nécessaire pour briser une planète, de manière qu'un de ses morceaux put devenir comète.
Le problème n'est pas difficile en lui-même, parce qu'on connaît depuis Newton la manière de déterminer les éléments de l'orbite que doit décrire un corps projeté avec une vitesse donnée et suivant une direction donnée; mais il s'agit d'obtenir des formules qui donnent des résultats simples et généraux.
Je suppose, pour plus de simplicité, une planète (jui décrit autour du Soleil un cercle dont le rayon est r, et je cherche la vitesse qu'il faudrait lui imprimer et la direction de cette vitesse, pour que l'orbite circulaire fût changée en une orbite elliptique dont le demi-axe ou la distance moyenne soit a, le demi-paramètre soit b, et l'inclinaison de la nouvelle orbite sur la première soit /. A l'égard du nœud ou de l'intersection des deux orbites, il est clair (ju'il doit être dans le lieu où la planète aura reçu l'impulsion étrangère.
Soit m : I le rapport de la vitesse communiquée par celte impulsion
(*) On pourrait supposer que les aérolilhos sont lancés principalement par des volcans situés dans les régions polaires, et qui produisent en même temps les aurores boréales, lesquelles, suivant les observations qu'on trouve dans h'S Mémoires tic V Aciulcniic tic S'ockliDlin, sont souvent accompagnées de tremblements de terre dans le Nord. Le fer natif renfermé dans l'intérieur des aérolilhos indiquerait qu'ils viennent de l'intérieur de la Terre, où les minéraux peuvent conserver leur état primitif.
à la vitesse primitive du corps dans le cercle, et soient a, jS, •/ les angles que la direction de l'impulsion fait avec le rayon r, avec une perpendiculaire à ce rayon dans le plan du cercle et dans le sens du mouvement circulaire, et avec une perpendiculaire au plan même du cercle; on aura
ces 3 :
CCS 7 :
i / - • cou — 1
- • sini
Dans la parabole la distance a devient infinie, ce qui fait disparaître,
dans les expressions de m et de cosa, le terme -> et b devient double
de la distance périhélie.
A l'égard des comètes rétrogrades, on sait qu'on peut les regarder comme directes, c'est-à-dire allant toujours dans le même sens, mais avec une inclinaison plus grande que l'angle droit. .Ainsi, pour les comètes directes qui vont dans le même sens du mouvement circulaire primitif, l'angle i devra être pris dans le premier quart de cercle, et pour les comètes rétrogrades qui vont en sens opposé, l'angle i devra être pris dans le second (luart de cercle.
Pour les comètes directes, cost sera donc positif, et l'on voit que la plus grande valeur de m, en supposant l'orbite parabolique, sera y 3; mais, pour les comètes rétrogrades, cosi sera négatif, et la plus grande valeur de m ira a \'5, si le demi-paramètre ne surpasse pas la distance primitive r; en général, le maximum de m sera, pour les comètes rétrogrades, v/3-i-2\/-;- Ainsi m = \'5 est la limite (jui sépare les co-
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mêles directes d'avec les rétrogrades; au-dessous elles sont directes, et au-dessus rétrogrades. Ces résultats me paraissent mériter l'attention des géomètres par leur simplicité; je ne sache pas qu'on les trouve dans aucun des ouvrages connus.
Si l'on veut avoir une solution générale, on supposera que l'orbite primitive est une ellipse quelconcjue.ayant A pour demi-axe ou distance moyenne, et B pour demi-paramètre; et, faisant, pour abréger,
V il '■
Y4-«os,y/7T-;-A'-'"''
Et si, au lieu des angles a. cl fi qui se rapportent au rayon vecteur et à une perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l'orbite primitive, on voulait employer les angles a', fi' que la direction de l'impulsion fait avec la normale et avec la tangente de l'orbite primitive elliptique, on
uiniit
A y/i!_ H cos/^J
H/i + cosi 1/ — • cosP'=- ^' '
l'angle •/ demeuranl le même.
Dans le cas du cercle, les quantités A et B deviennent = /•, ce qui donne H = o, et l'on a les premières formules. Lorsque l'ellipse est très-peu excentrique, les quantités A et B sont très-peu difl'érentes de r, et la quantité H est une quantité très-petite de l'ordre de l'excentricité; les premières formules sont alors très-approchées; et, comme ce cas est celui de toutes les planètes connues, ces formules sont suffisantes pour notre objet.
En prenant la distance moyenne de la Terre au Soleil pour l'unité, et sa vitesse moyenne pour l'uuité des vitesses, on sait que la vitesse d'une planète quelconque, qui décrirait autour du Soleil un cercle de
rayon /•, est exprimée par -^; ainsi, pour que cette planète ou une por-
lion de cette planète change tout à coup son orbite circulaire en une orbite elliptique quelconque, il faudra qu'elle reçoive une impulsion
(jui lui imprime une vitesse exprimée par -^- Pour que ce phénomène
ait lieu, il suilil donc de supposer que, par l'action d'un iluidc élasli(]ue (juelconque développé dans l'intérieur de la planète par des causes accidentelles, il se fait une explosion par laquelle la planète éclate eu deux ou plusieurs morceaux; chacun de ces moi'ceaux décrira ensuite
une orbite elliptique ou parabolique, conformément à la vitesse — r:que
l'explosion lui aura imprimée. Je fais ici abstraction de l'attraction mutuelle des parties de la planète, laquelle, lorsque ces parties ne sont
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p:is très-petites cl ne se séparent pas avec une grande vitesse, peut altérer un peu les éléments de leurs orbites.
La vitesse moyenne de la Terre, dans son orbite autour du Soleil, est a peu près de 7 lieues par seconde. La vitesse d'un boulet de 24, au sortir du canon, est d'environ i/|Oo pieds ou 2'33 toises par seconde, laquelle est aussi à peu près celle d'un point de l'équateur dans le mouvement diurne de la Terre, celle-ci n'étant que de 5 toises plus grande. Prenons pour l'unité cette vitesse d'un boulet qui est à très-peu près d'un dixième de lieue par seconde; la vitesse de la Terre dans son orbite sera exprimée par le nombre 70, et la vitesse produite par l'explosion
il une pianote devra être --=-•, et, comme nous avons vu que le maxi-
inum de m est de \'6 pour les comètes directes, et de \i 5 pour les ré-
1 1 • 1 • . . . , i T I . 1 56 _ , trogrades, les maxima des vitesses seront a peu près -— et Pour la
Terre r=i; mais pour Saturne r = (), et pour Uranus / = 19. Ainsi, si l'on supposait (jue des planètes placées au delà d'Uranus, à une dislance du Soleil /■= 100, eussent éclaté, il n'aurait l'allu (ju'une explosion capable de produire des vitesses nioindres que 12 ou i5 fois celle d'un boulet pour en faire des comètes elliptiques ou paraboliques, suivant toutes les dimensions et les directions possibles. Des vitesses plus grandes (|ue ces limites en auraient fait des comètes liyperboliqucs qui auraient disparu après leur première apparition.
Si l'on veut que les morceaux de la planète brisée continuent à se mouvoir dans des orbites à peu près égales à celle de la planète, mais placées dilleremment, il n'y aura qu'à faire dans nos formules a = b = r, cl l'on aura
m = 2Sin-t cosx = o, cosp = — sni-5 cosy=^cos-?
«étant l'inclinaison de la nouvelle orbite sur la |)remière. Cela est à peu |>rès le cas des ([uatrc petites planètes; et, comme la plus giande valeui'
de / est de '^8" pour Pallas, ce (|ui donne 2sin - =o,4H384, à peu près ^,
et que pour ces planètes on a / = 2,7, les vitesses -^-^^ dues a I explo-
sion seront moindres que 20.
Par rapport à la Terre, si l'on suppose qu'un morceau égal à sa millième partie, et qui sera par conséquent égal à un globe avant pour diamètre la dixième partie de celui de la Terre, en soit détaché et lancé avec une vitesse capable d'en faire une comète parabolique, cette vitesse
devra être exprimée par 70 1/3 — 2 1/- • cosf, et le maximum sera,
comme nous l'avons trouvé plus haut, de 121 ou 106, suivant que la comète devra être directe ou rétrograde; mais, dans ce cas, il faudrait ajouter à cette vitesse celle qui sera nécessaire pour vaincre l'action de la gravité ou l'attraction de la Terre, laquelle doit diminuer l'effet de l'explosion et changer un peu les éléments de l'orbite. Il serait difficile de déterminer ces altérations; mais il est évident que cette vitesse additionnelle ne peut pas être plus grande que celle qu'il faudrait donner à un projectile pour qu'il pût aller à l'infini, abstraction faite de la résistance de l'air. Celle-ci est la même que la vitesse que le projectile devrait recevoir pour décrire une parabole autour de la Terre, et elle est à la vitesse avec laquelle il pourrait décrire un cercle à la même distance de la Terre comme v2 à i. ainsi que Newton l'a démontré. Or on sait, depuis Huyghens, que pour que la force centrifuge soit à la surface de la Terre égale à la gravité, il faut que la vitesse de circulation soit 17 fois plus grande que la vitesse de rotation d'un point de l'équaleur; ainsi, en prenant pour l'unité cette dernière vitesse, qui diflère peu de celle d'un boulet, la vitesse imprimée au projectile devra être exprimée par i']\2, ou par 2'i à peu près. Il faudra donc augmenter de 24 les nombres 121 et i56, ce qui porterait les maxinia des vitesses d'impulsion à i45 et j8o.
Mais le reste de la Terre ne recevrait par la même explosion qu'uiic vitesse en sens contraire mille fois moindre, laquelle ne produirait que des variations presque insensibles sur son orbite; mais le choc des matières brisées et le soulèvement subit des eaux de la mer pourraient
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causer tous les bouleversements qu'on observe à l;i surface de la Terre; il en poui'rnit même résulter (jucl(|ue changement dans son axe de l'Otation; mais cela doit faii'e l'objet d'un autre Problème.
Enfin, si l'explosion se faisait de manière que la planète fût brisée en deux morceaux presque égaux et qui reçussent des vitesses renfermées dans les limites données, ces morceaux deviendraient des comètes, dont les éléments dépendraient des vitesses imprimées et de leurs directions. Le cas le plus simple est celui où l'explosion se ferait dans une direction perpendiculaire au mouvement de la planète, supposé circulaire, et produirait, dans deux sens opposés, des vitesses égales à celle de la planète; les deux morceaux décriraient nécessairement des orbites paraboliques. Ce résultat aurait lieu aussi en regardant l'orbite de la planète comme elliptique, mais seulement dans ses moyennes distances au Soleil, comme on le voit par les dernières formules, en y faisant cos,'3'= o et m = i . Si l'explosion se faisait dans les autres points de l'orbite, les deux paraboles seraient changées en ellipses ou hyperboles dont le grand axe aa serait déterminé par l'équation
A étant la distance moyenne de la planète au Soleil, et r la distance au Soleil du point de l'urbitc où l'explosion arriverait. Ainsi, dans les parties supérieures de l'orbite où r > A, les nouvelles orbites seraient des ellipses très-excentri(iu('s, et, dans les parties inférieures où r-<A, elles deviendraient des hyperboles peu différentes de la parabole.
Dans le cas où l'orbite de la planète est elliptique, la valeur de m qui donne la limite entre les comètes directes et les rétrogrades sera, en faisant a infini et cose = o,
AH
Or, en nommant K l'excentricité de la planète, c'est-à-dire le
rapport de la distance des foyers au grand axe, la plus grande ou
la plus petite valeur de -r- est i ±:E, la plus grande valeur de II est
V i + E — v'i — E <E v''^, t't la plus grande valeur de h est \ 2; donc, comme les radicaux H et h peuvent être pris en plus et en moins, on aura pour m ces deux limites
/3(i — E) /3(i-l-Ei
lesquelles seront d'autant plus rapprochées que E sera plus petite. Audessous de la première, le mouvement sera direct dans les orbites paraboliques produites par l'explosion de la planète, et au-dessus de la seconde il sera nécessairement rétrograde : entre les deux, il pourra être direct ou rétrograde.
Il y aurait plusieurs autres conséquences à tirer de nos formules; mais je ne m'arrêterai pas davantage sur ce sujet, me contentant d'avoir donné une solution générale du Problème.
M. Laplace a proposé, dans Y Exposition du Système du Monde, une hypothèse ingénieuse sur la formation des planètes par l'atmosphère du Soleil; mais elle ne s'applique qu'à des orbites circulaires ou presque circulaires, et à des mouvements dirigés dans le même sens. Si l'on y joint l'hypothèse de rexpl.osiun des planètes par l'action du calorique que le passage de l'état aériforme à l'état solide aura concentré dans leur intérieur, on aura une hypothèse complète sur l'origine de tout le système planétaire, plus conforme à la nature et aux lois de la Mécanique que toutes celles qui ont été proposées jusqu'ici.
LA METHODE DES PROJECTIONS
(Connaissance des Temps ou des Mouvements célestes, à l'usage des Astronomes et des Navigateurs, pour l'an 1819; publiée par le Bureau des Longitudes. — i8j6.
1. Parmi les différentes méthodes que les Astronomes ont imaginées pour faciliter le calcul des éclipses de Soleil, et en général de toutes les éclipses sujettes aux parallaxes, on doit regarder, ce me semble, celle des projections comme une des plus ingénieuses et des plus simples. On en attribue ordinairement l'invention à Kepler; mais il paraît que ce grand Astronome n'est, à proprement parler, que l'auteur de l'idée heureuse de considérer les éclipses de Soleil comme des éclipses de Terre, et de déterminer les phases de l'éclipsé générale, c'est-à-dire les circonstances de l'éclipsé pour la Terre en général par la considération de la route du centre de l'ombre de la Lune sur le plan du disque de la Terre illuminé. [Voir le sixième Livre de son Epitome Astronomiœ, où cette méthode est expliquée et appliquée à quehjues exemples.) Pour déterminer les phases d'une éclipse pour un lieu particulier de la Terre, il ne suffit pas de considérer la trace de l'ombre sur le plan du disque de
(*) Lu à l'Académie de Berlin, le w janvier 1778, et imprimé en allemand dans les Éphcmérides de Berlin de 1781.
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l;i Tofi-f; il l';nil aussi considi'ior celle du lieu ddiit il s'agil, |)ri)jiMé sur le niêuie plau , el e"esl eu ([Uiti consiste |)r(tpreuieiit la uielliode des pnijeelious.
Il paiait (|ue C.assini est le preuiier (|ui ait propi^sé et praliijué cette uu'lliode dans un écrit italien, imprime à i'errare en i()()'i; depuis, elle a été adoptée et mise en usage par la plu|)arl des Astronomes; on la trouve surtout employée et développée avec l)i'aucoup de détails dans les Faldes astronomiques, publiées par La Hire au commencement de ce siècle, el dans celles que Cassini le tils a données en i7'|o: et il n'y a |ires(]ue aucun l'railé d'Astronomie où (die ne soit expruince.
2. A considérer cette métliode d'une manii're iiénérale, (die ne consiste que dans la représentation en perspective de la marche du centre de l'ombre de la Lune et de celle des dill'ércnls lieux de la Terre, en conséquence de la rolalioii diurne.
Comme le lieu de \'iv\\ e>t arbilraiic, ainsi que la |)nsiliiui du |dan du tableau ou de |)rojection, il convient de les prendre en sorte (|n'il en résulte la plus ;,q-ande simplicité, surtout dans la projection de la route di' l'ombre. C'est ce (|ue l'on obtient en plaçant : i" l'œil dans le centre ilii Soleil, moyennant quoi la projeclion du eenire de l'ombre de la Lune se trouve la même (|ue c(dle du centre de la Lune, a cause qwv le centre de l'ombre est nécessairement dans le pi'olongement de la ligne droite (|ui passe par les centres du Soleil et de la [.une; ■?." en prenant |)our le plan de projection un plan |ierpendiculaii'e ii reclipti(]ue et à la ligne menée du centre de la Terre au centre du Soleil ([u'on nomme lommunément la /ii^^ne des centres, leiiuel loiicbe en même temps l'orbite de la Lune; car, comme la portion de l'orbite de la Lune, décrite pendant la durée d'une éclipse de Soleil, peut étie prise sans erreur sensible pour une ligne droite, le centre di' la Lune se trouvera dans le |dan de |)ro)eetion, et v décrir'a une ligne droite dont la position sera facile il déterminer |)ar les éléments de la I.niie. De celte manière, toute la dilliciillé sera réduite à projeter sur le même plan la trace d'un lieu (|Uclcon(|ne de la Terre pendant la durée de l'éclipsé.
3. Si le Soleil était à une distance infinie de la Terre, toutes les droites menées des difFérents points de la surface de la Terre au centre du Soleil seraient parallèles entre elles et a la ligne des centres; elles seraient par conséquent toutes perpendiculaires au plan de projection. On aurait donc le cas de la projection perpendiculaire ou orthographique, qui est de toutes la plus simple et la plus facile à exécuter. Dans ce cas, comme la projection est toujours la même sur tous les plans parallèles, quelle que soit leur distance, il n'y aura qu'à considérer la projection de la surface de la Terre sur le plan du disque terrestre éclairé par le Soleil, c'est-à-dire sur le plan du cercle de latitude qui coupe l'écliptique à 90 degrés de part et d'autre du lieu du Soleil. On décrira donc d'abord un cercle qui représente la projection de l'hémisphère éclairé; on mènera dans ce cercle de projection deux diamètres perpendiculaires entre eux, dont l'un représentera l'écliptique, et l'autre le cercle de latitude qui passe par le Soleil. On mènera ensuite un autre diamètre qui fasse avec ce dernier un angle égal à l'angle de position du Soleil dont la tangente est égale à la tangente de l'obliquité de l'écliptique, multipliée par le cosinus de la longitude du Soleil. Ce nouveau diamètre représentera le cercle de déclinaison du Soleil, et sera ce qu'on nomme le méridien uniKerseL parce que, dans tous les lieux de la Terre qui s'y trouvent situés, on compte midi en même temps; le diamètre sera aussi la projection de l'axe de la Terre, en sorte que les pôles et les centres des différents parallèles terrestres se trouveront nécessairement sur ce même diamètre; pour déterminer la position des pôles, il n'y aura qu'à prendre, depuis le centre de la pi'ojcction, une distance qui soit au rayon de la projection comme le cosinus de l'angle que fait l'axe de la Terre avec le plan de projection, angle qui est évidemment égal à la déclinaison du Soleil, est au sinus total; et, pour déterminer le centre d'un parallèle dont la latitude est donnée, on |)rendra une distance qui soit à celle du pôle comme le sinus de la latitude donnée est au sinus total. Connaissant ainsi la projection du centre d'un parallèle donné, on pourra tracer celle de tout le parallèle, lequel sera projeté par une ellipse dont le grand axe sera perpendiculaire à la
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pitijoi lion ilo l'axf de la Terre, ol sera (-lial au diaini'Irc int'iiH! du paralli'lo |)ar iiiiisi''(|uonl il sera au raynn de la projeclion, eomuie le cosinus de la latitude doniu'c est au sinus total), et dont le petit axe s(>i'a au j,M'an(l. eoninie le eosinus de rani;le (|ue l'ail le plan du parallide avec le plan de projection est au sinus total, c'esl-à-dirc coninu! le sinus de la déclinaison du Soleil est au sinus total, à cause (jue l'auiile dont il s'aj^it est eviileunueut le coin[ileinent de celui de l'axe de la 'i'erre avec le plan de projection.
Celte ellipse ainsi tracée devra ensuite être divisée en beures et en Miinulcs, si W\]\ veut, ce (|tn; l'on fera en divisant en autant de pai'tics ej^ales la circonl'erence d'un ccr(de déciit sur le grand ax(( de l'cdlipse, et abaissant ensuite de clia(|ue point de division des |)erpendiculaires sur l'axe; les points d'intersection de ces per|)endiculaii('S avec la cii'conlérence de l'elliitse doniuM'ont les divisions des heures et minutes; midi et minuit loinlieronl aux extrémités du petit axe, et G heures se tronvei'ont aux extrémités du grand axe.
De celte manière donc on aura la projection d'un lieu qu(deonque de la Terre dont la latitude est donnée, à une heure (|uelcon(|ue eompléo au méridien de ce même lien, et il n'y aura plus, |)our achever la projection de l'édipse, (ju'à déterminer le lieu où le centre de la Lune sera dans un instant (|uelcon([ue dans le même plan de projection.
i. F'our cola, on considérera qu'en pnuiant la distance de la Lune a la Terre pour l'unité, le rayon de la Terre devient égal à la |)arallax<î liori/ontale de la i.nne, qui est l'angh; sous hMiuel ce rayon pai'aît, vu du cenlif de la i.iinc; ce sera donc la valetir du rayon du cercle dt; |)rojection. l'jisuite il e^t (lair (pie, dans cette même hypothèse, les di>laners du lieu de la l.niie dans le plan de projection aux diamètres qui représentent !'(•( liptique et le cercle de latitude seront égales à Iri">-pen près ;i la latitude de la l.une et ;i la diflerence de sa longitude a cidie du Soleil (jui, vu du centie de la Terre, répond au centre de la projecLii)n. 'il faudrait pi'cndre, ii la vérité, à la place de ces angles leur> sinus; mais, la dillérence étant très-petite, il est [ilus simple de
POUR LE CALCUL DES ÉCLIPSES DE SOLEIL, ETC. 397 prendre les angles mêmes.) Ainsi, connaissant par les Tables deux longitudes et deux latitudes correspondantes de la Lune, pour deux instants donnés, on placera ces deux lieux sur le plan de projection; ensuite on mènera par ces deux points une ligne droite, qui représentera l'orbite relative de la Lune, et l'on divisera cette ligne en parties égales qui représentent les heures et les minutes, en sorte que les instants donnés tombent précisément aux points marqués. On aura, par ce moyen, le lieu du centre de la Lune dans un instant quelconque, ce qui est fondé sur ce que le mouvement relatif de la Lune au Soleil peut êtrepris pour rectiligne et uniforme dans un court espace de temps, tel que celui de la durée d'une éclipse de Soleil.
5. Ce que nous venons de démontrer a lieu dans le cas où la dislance du Soleil à la Terre serait réellement infinie. Supposons maintenant que le Soleil soit, ainsi qu'il l'est réellement, à une distance finie, quoique très-grande, de la Terre, et voyons quels sont les changements qui doivent en résulter dans la projection précédente. Et d'abord il est clair que la projection du centre de la Lune doit demeurer la même qu'auparavant, parce que ce centre est supposé placé dans le plan même de projection. Pour ce qui regarde ensuite la projection des lieux de la surface de la Terre, il est facile de concevoir que chaque point projeté devra être placé plus près du centre de la projection, en restant néanmoins sur le môme rayon, et que sa nouvelle distance au centre de la projection devra être à la première dislance, comme la distance du plan de projection au Soleil, c'est-à-dire la distance de la Lune au Soleil, est à la distance du centre de la Terre au Soleil moins la distance du lieu de la Terre dont on cherche la projection au plan passant par le centre de la Terre et parallèle au plan de projection. Or cette dernière distance, étant toujours nécessairement moindre que le rayon de la Terre, est comme infiniment petite par rapport à celle du Soleil, et peut par conséquent être négligée sans erreur sensible vis-à-vis de celle-ci; donc il ne s'agira que de diminuer la distance entre chaciue point projeté, au centre de la projection, dans la raison de la distance du Soleil à la
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Ti'rre, ;> ccllo ilii Soleil à la Lune, c'csi-a-diic dans la raison de la parailaxi' de la Lune à la dilléiTiiei' des parallaxes de la Lune et du Soleil. Or nous avons supposé ( n" -ï , le rayon de la [tiojeelion éi;al à la parallaxe de la Lune; donc ce rayon deviendra égal à la parallaxe de la Lune moins celle du Sideil. el toules les autres parties de la projection de la surface de la Terre devront être diminuées dans la même pro|>orlion, en conservant entre elles la même position mnluelle. Ainsi il n'y aura (|u'à faire d'abord le rayon de la projection éij;al a la différence des parallaxes horizontales de la Lune et du Soleil, el piocéder ensuite de la manière (|ue nous avons cxpliciuet' plus liaul.
(i. La pi'ojeclion (|ue nous venons de delailler- repréx'ulera donc le mouvement de la Lune et les mouvements particuliers des différents lieux de la Terre, vus du centre du Soleil sur un plan toujours perpendiculaire a la lii;ne (|ui joint les centres du Soleil et de la Terre, el louchant l'orhile même de la Lune, en sorte que cette planète soit mue réellement dans ce même plan. Or, si l'on imaifine un spectateur placé dans un lieu quelconque de la surface de la Terre, il est visilile (|ue ce spectateur rapportera le centre du Soleil sur le plan de projection au même point où un spectateur placé dans le Soleil aurait rapporté le lieu dont il s'aj^il de la surface de la Teric; el (|uaiit au centre de la Lune, il paraîtra aux mêmes points du plan de projection (|u'auparavant, puisqu'il est sup|)0sé placé réellement dans ce plan. Donc la même projection repi'ésentera aussi les positions respeclives el la marche combinée des centres de la Lune el du Soleil, pour un spectateur placé sur un endroit quelconque de la surface de la Terre, pourvu (|iie l'on rappiiile maintenant au cenire du Soleil la prnjecildii de ce lieu de la Terre, c'est-à-dire qu'on suppose à chaque instant le cenire du Soleil dans la projection de ce même lieu. Or, par l'hypothèse du n" 4, il est clair (jue loutes les |)arlies de la projection sont |)roportionnelles aux angles sous les(juels ces parties paraîtraient, étant vues du cenire de la Terre; donc aussi les distances des centres du Soleil el de la Lune, vues pai' le spectateur dont on vient de parler, et mesurées sur
POUIl LE CALCUL DES ÉCLIPSES DE SOLEIL, ETC. 399
la projection, seront proportionnelles aux angles sous lesquels elles paraîtraient, étant vues ilu centre Je la Terre. Si ces distances étaient proportionnelles aux angles sous lesquels elles sont vues par le spectateur placé sur la surface de la Terre, alors leur valeur, mesurée sur l'échelle de la projection, donnerait les vrais angles des distances apparentes des centres du Soleil et de la Lune pour ce spectateur, et, étant comparées aux diamètres apparents de ces deux astres, serviraient à déterminer immédiatement les dilTérentes phases de l'éclipsé pour le lieu de la Terre où le spectateur est supposé placé. Les Astronomes font tacitement cette supposition dans l'usage de la méthode des projections, en prenant les valeurs des distances mesurées sur la projection pour les vraies distances apparentes; l'erreur qu'ils commettent par là est, à la vérité, assez petite, à cause de la petitesse du rapport du rayon de la Terre à celui de l'orhite de la Lune; mais elle empêche toujours que la méthode dont il s'agit ait'toute la précision qu'on y peut désirer.
7. Le grand avantage de cette méthode consiste principalement en ce qu'on peut exécuter toutes les opérations et déterminer les circonstances de l'éclipsé avec la règle et le compas, ainsi qu'on le voit dans la plupart des Traités d'Astronomie. On peut aussi, pour plus de précision, calculer les différentes lignes de la projection par la Trigonométrie sphérique; on en trouve la méthode dans les Tables de La Hire et de Cassini et dans les Leçons de La Caille; mais alors le calcul devient presque aussi long que par la méthode ordinaire des parallaxes, et il est moins exact que par cette dernière méthode. On doit dire la même chose de la méthode proposée et employée par l'abhé de La Caille, dans les Mémoires de Paris pour 1744. Cette méthode consiste à calculer exactement, par les règles ordinaires de la perspective, la position du centre de la Lune et celle d'un lieu donné de la surface de la Terre sur le plan du disque éclairé de la Terre pour plusieurs instants, et 'a en déduire ensuite, par l'interpolation, les temps oii la projection du lieu donné a été à une dislance donnée de la projection du centre de la Lune; M. de La Caille croit rectifier par là la méthode des projections, et il faut
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avouer qui' la projection est plus exacte par ses calculs que par les règles ordinaires; mais l'erreur qu'on commet en prenant les distances mesurées sur la projection pour les vraies distances apparentes a lieu également dans la méthode de cet astronome, et il est étonnant qu'il ne s'en soit pas aperçu. Nous ferons voir ailleurs comment on peut rectifier à cet égard et simplifier même la méthode dont il s'agit.
8. Comme la principale didlculté à laquelle l'usage de la méthode des projections est sujet consiste à décrire les ellipses qui doivent représenter les dilTérents parallèles terrestres; que d'ailleurs ces ellipses doivent être toutes seinhlahles pour une même projection du globe à l'égard du Soleil, c'est-à-dire, pour une ménie déclinaison du Soleil, mais seulement de différentes grandeurs, et placées à différentes distances du centre de la projection, suivant la latitude du parallèle correspondant, M. deLalande a pensé que ce serait rendre un service essentiel à ceux qui voudraient pratiquer la méthode des projections, et contribuer en même temps à la perfection de cette méthode, en donnant des ellipses déjà tracées et divisées pour diflérents degrés de déclinaison du Soleil, avec une Table qui indiquiM-ait la valeur du rayon de la projection, ainsi que la distance du centre de l'ellipse au centre de la projection, en parties du grand axe de l'ellipse, pour chaque latitude à laquelle l'ellipse doit répondre; car, comme le rayon de la projection est arbitraire, rien n'empêche de le prendre tel qu'il puisse cadrer à une ellipse déjà tracée, et qu'on suppose devoir représenter un parallèle donné. {Foir les Mémoires de Paris pour 1763.) Cette idée heureuse de M. de Lalande a été adoptée et poussée plus loin par le P. Hell. Nonseulement il a étendu la Table de M. de Lalande à tous les degrés de latitude et à tous les degrés de déclinaison jusqu'au vingt-huitième, qui est la limite au delà de laquelle aucun astre ne peut être éclipsé parla Lune; mais, ce qui est encore plus important, il a pris la peine de calculer les abscisses et les ordonnées de chaque ellipse pour tous les points qui répondent aux divisions de dix en dix minutes; de sorte qu'on peut, par le moyen de ses Tables, déterminer, avec toute la faci-
lité et rcxactilude possibles, la trace d'un lieu quelconque de la Terre sur le cercle de projection, sans employer les opérations graphiques, toujours sujettes à erreur. Les Tables dont nous venons de parler sont imprimées à la suite des Eplicincrides de l'année 1769, et mériteraient, ce me semble, une place dans les recueils de Tables astronomiques.
9. Feu M. Lambert a proposé un autre moyen de lever les difficultés attachées à la description des ellipses de projection. Comme ces ellipses résultent de la projection orthographique des parallèles terrestres, et que dans la projection stéréographique de la sphère, dans laquelle le plan de projection est un des grands cercles, et l'œil est supposé placé au pôle même de ce grand cercle, tous les cercles de la sphère se trouvent aussi projetés par des cercles, M. Lambert commence par projeter les parallèles terrestres stéréographiquement, en supposant l'œil sur la surface du globe et au nadir du Soleil; ensuite, après avoir divisé les cercles projetés en heures et minutes, ce qui se fait par une construction fort simple, il change la projection stéréographique en orthographique par le moyen de deux échelles, dont l'une est divisée suivant les sinus des angles, et l'autre suivant les tangentes de la moitié de ces angles. En effet, il est visible que, dans la projection orthographique, la distance de la projection d'un point quelconque de la surface de la sphère au centre de la projection est égale au sinus de l'arc compris entre ce point de la sphère et celui qui répond au centre de la projection, et que, dans la projection stéréographique, cette distance est égale à la tangente de la moitié du même arc. Ainsi, en appliquant la distance d'un point quelconque de la projection stéréographique au centre de la projection à l'échelle des tangentes, et prenant ensuite sur l'éclielle des sinus la valeur de la distance (jui répond au même arc, il n'y aura plus qu'à transporter cette dernière dislance sur la projection, en partant du centre, et en la plaçant sur le même rayon sur lequel on avait pris la première distance. (Voir la deuxième Partie des Bei- Irdge, etc., douzième Mémoire.) M. Lambert a encore tiré un autre parti de la projection stéréographique. 11 trace d'abord, sur le plan du disque VII. 5.
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illuininé, la projection orlhographique de la route du centre de la pénombre de la Lune sur la surface du globe, ce qui est facile. Il change ensuite, par des constructions assez simples, cette projection ortbograpliique en sléréograpbique, mais faite sur lo plan de l'équateur. Alors il applique sur celte dernière projection celle de l'hémisphère terrestre projeté de même et dessiné sur un papier transparent, en sorte que les deux projections soient visibles à la fois, et, faisant tourner cet hémisphère pour représenter la rotation do la Terre, il a un tableau continuel des lieux de la Terre qui entrent successivement dans l'ombre ou qui en sortent. Cette idée très-ingénieuse peut être appliquée en général à représenter l'état du ciel pour tous les pays de la Terre dans un instant quelconque, et peut être d'une grande utilité dans plusieurs occasions.
10. Voilà un exposé succinct dos principes et des artifices principaux do la méthode des projections dont l'usage est si étendu dans toute l'Astronomie. Comme elle est détaillée et employée dans la plupart des Traités d'Astronomie, j'aurais pu me dispenser de l'expliquer ici; mais il m'a paru que la manière dont on la présente ordinairement n'en donne pas une idée assez nette; car, d'un côté, on emploie la projection orthographique pour déterminer la trace elliptique d'un lieu quelconque de la surface de la Terre sur le plan de projection, ce qui semble supposer qu'on regarde le Soleil comme infiniment éloigné de la Terre; de l'autre, on prescrit de faire le rayon de la projection égal à la diflerence des parallaxes horizontales de la Lune et du Soleil, par la raison que le disque de la Terre projeté dans l'orbe de la Lune, ol vu du centre du Soleil, c'est-à-dire vu à une distance très-grande, mais finie, doit paraître de cette grandeur, ce qui est évident de soi-même, mais ce qui parait en mémo temps contraire à la première supposition de la projection orthographique. Parmi tant d'autours qui se sont copiés successivement, je n'en ai trouvé aucun qui ait remarqué cette contradiction apparente dans la méthode ordinaire des projections, ni qui ait fait voir directement comment la seconde supposition sert à corriger à très-
peu près ce qu'il y a de défectueux dans la première. Je pense que la démonstration que j'en ai donnée ne doit laisser aucun doute sur ce point.
D'ailleurs il me semble que l'idée que l'on donne communément de la projection dans les éclipses est un peu vague et ambiguë. D'abord on suppose un spectateur au centre du Soleil, et l'on décrit sur un plan passant par le centre de la Lune la trace réelle de ce centre et la trace apparente d'un lieu quelconque de la Terre. Ensuite on regarde celte dernière trace comme celle du lieu apparent du Soleil pour un spectateur placé sur la surface de la Terre, et l'on prend les distances mesurées sur la projection entre le lieu apparent du Soleil et le lieu réel de la Lune pour les distances ou angles apparents de ces astres pour le même spectateur, ce qui n'est pas exact, comme nous l'avons déjà observé plus haut.
11. Pour déterminer la juste valeur de ces distances apparentes, on considérera que, le plan de projection étant supposé perpendiculaire à la droite qui joint les centres du Soleil et de la Terre, ce plan sera, à un infiniment petit près, perpendiculaire à toutes les lignes menées des différents points de la surface de la Terre au centre du Soleil. Donc l'angle formé à un point de la surface de la Terre, par une ligne menée de ce point au centre du Soleil, et par une autre ligne menée de ce même point au centre de la Lune, aura pour tangente la distance des points d'intersection de ces deux lignes et du plan de projection, c'està-dire la distance des lieux du Soleil et de la Lune, mesurée sur la projection, divisée par la distance du plan de projection même au point de la surface de la Terre dont il s'agit. Mais, comme dans les petits angles l'arc se confond avec sa tangente, que d'ailleurs les différentes lignes de la projection sont déjà exprimées en arcs dont le rayon est celui de l'orbite de la Lune, il s'ensuit que la vraie distance apparente des astres sera à la distance mesurée sur la projection, comme le rayon de l'orbite de la Lune ou la distance du centre de la Terre au plan de projection est à la distance du lieu de la surface de la Terre où est le
40V REMARQUES SUR LA MliTIIODE DES PROJECTIONS spectateur, à ce plan. 11 faut donc augmonler, clans la raison de ces dernières distances, celles qu'on aura mesurées sur la projection, pour avoir les distances apparentes cherchées, et cette augmentation est la même qui a lieu dans le diamiitrc apparent de la Lune, à raison de sa hauteur, et dont les astronomes ont déjà construit des Tahles sous le titre (V Augmentation du dinmctre; en sorte que, après avoir mesuré les distances du Soleil et de la Lune sur la projection, il faudra encore y appliquer une correction semhlahle à celle du diamètre apparent do la Lune, et dont la valeur peut aller à -^ du total.
12. Il paraît que celte correction n'avait pas échappé ii MM. Cassini et LaHire; car, dans les préceptes de leurs Tables astronomiques, ils prescrivirent de diminuer la somme des demi-diamètres du Soleil et de la Lune de la quantité dont le demi-diamètre de la Lune parait augmenté par son élévation sur l'horizon, pour pouvoir déterminer exactement sur la projection le commencement et la fin de l'éclipsé. Or il est visible que c'est la même chose de diminuer la distance qu'on doit observer entre ces astres, avant de l'appliquer à la projection, que d'augmenter dans la mémo proportion la distance mesurée sur. la projection, et delà comparer ensuite à la première distance non altérée. Cependant la plupart des astronomes qui sont venus depuis n'ont eu aucun égard à celte correction, et l'abbé de La Caille, dans le Mémoire déjà cité de 1744. d^ns lequel il a pris la peine de calculer la projection avec la plus grande rigueur, dit expressément (page 2i5) (|u'// n'est pas nécessaire de diminuer la somme des demi-diamètres du Soleil et de la Lune de la quantité dont le demi-diamètre de la Lune parait augmenté par son cléçalion sur l'horizon, ainsi que l'ont pratiqué MM. Cassini et La Ilire, puisqu'il ne s'agit pas ici de ce qui se passe sur une superficie sphérique, mais sur un plan. Ces dernières paroles font voir, ce me semble, que cet astronome n'avait pas une idée bien nette de la méthode des projections en tant qu'elle s'applique à la théorie des éclipses.
M. de Lalande en parle seulement dans la deuxième édition de son Astronomie, et il prétend qu'il faut appliquer au diamètre du Soleil
l'augmentation de celui de la Lune à diverses hauteurs, par la raison, dit-il, que si le demi-diiunclre de la Lune paraît plus grand, V arc total de la projection HL parait plus grand aussi dans la même proportion; et, si le diamètre du Soleil était augmenté de même, il ne serait plus nécessaire d'avoir égard à l'augmentation de IIL; tout resterait proportionnel, la projection, les diamètres, le mouvement horaire (n° 1867). J'avoue que je n'entends pas bien ce raisonnement. Il est vrai que, si le diamètre apparent du Soleil augmentait comme celui de la Lune, la projection n'aurait besoin d'aucune correction; mais, de ce que le diamètre demeure invariable, il ne s'ensuit pas qu'il faille l'augmenter lorsqu'on veut l'appliquer à la projection; on doit au contraire plutôt le diminuer dans la même proportion, car nbus avons vu plus haut que la somme des demi-diamètres observés de la Lune et du Soleil doit être diminuée dans la même proportion que le diamètre de la Lune parait augmenté; donc le diamètre de la Lune demeurera le même que s'il était vu du centre de la Terre, et le diamètre du Soleil sera seul diminué dans la proportion dont il s'agit.
M. de Lalande remarque ensuite avec raison (n° 1874) que la méthode des projections suppose que la parallaxe de la Lune est proportionnelle au cosinus de la vraie hauteur du Soleil sur l'horizon, au lieu qu'elle est véritablement proportionnelle au cosinus de la hauteur apparente de la Lune, et il montre, par la considération des parallaxes, que l'on peut remédier à ce défaut dans le cas où les deux centres seraient dans le même vertical, en augmentant la distance apparenle des centres, donnée par la projection, à raison de la hauteur de la Lune sur l'horizon. Or nous avons fait voir, en général, que cette correction a lieu également pour toutes les distances des centres, mais à raison de la hauteur du Soleil sur l'horizon.
Feu M. Lambert est celui qui parait avoir le mieux reconnu celte aberration de la méthode ordinaire des projections, et fait sentir la nécessité d'y remédier en appliquant à toutes les distances observées des centres du Soleil et de la Lune, avant de les comparer aux dislances mesurées sur la projection, une correction semblable à celle que
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MM. Cassini ol La Hire avaient proposée seulcmcnl pour lo deini-dianiètre (le la pénombre.
M. Lambert en a donné un exemple en calculant quelques observalions des distances d'Aldébaran à différentes taches de la Lune dans les Éphèmèrides de 1777. et M. Schulze l'a employée dcjiuis avec succès pour éclaircir quelques diUlcultés relatives à une éclipse de Soleil ob- .servée à la Cbine par le P. Hellerstein. {Voir les Ephèmèrides de 1776 et 1778.)
13. Quoique la réduction que nous avons proposé ci-dessus de faire aux distances des centres mesurés sur la projection (11) suffise pour donner h la méthode des projections toute la rigueur qu'on peut désirer, et une rigueur égale à celle qui résulte de la mé'lhode des parallaxes, à une seule circonstance près dont nous parlerons plus bas (n° 18), il faut cependant convenir que, si l'on était obligé d'employer le calcul pour celle réduction, on perdrait un des avantages les plus précieux de la méthode dont il s'agit, celui de pouvoir déterminer toutes les circonstances d'une éclipse par de simples opérations graphiques et par le moyen de la règle et du compas. Cette considération m'a engagé à examiner s'il n'y aurait pas moyen de déduire la correction proposée de la projection même, ou plutôt de la faire entrer dans la construction de la projection, et je vais présenter aux astronomes les résultats de mes recherches sur ce sujet.
14. Je considérerai d'abord la projection telle qu'on l'emploie communément, et, pour n'y rien laisser à désirer du côté de l'exactitude, j'y aurai aussi égard à l'aplatissement de la Terre, ce que personne, ce me semble, n'avait encore fait.
Soit donc ABD le demi-cercle de projection, dans lequel le rayon DC, perpendiculaire au diamètre AB, représente le méridien universel. On prendra d'abord l'arc DP égal à la déclinaison du Soleil au temps de la conjonction; ensuite, étant donnée la latitude du lieu dont on veut décrire le parallèle, on ajoutera à cette latitude la valeur correspondante
POUR LE CALCUL DES ÉCLIPSES DE SOLEIL, ETC. i07 de l'angle de la verticale avec le rayon du sphéroïde, angle dont il y a une Table à la page 1G4 de la troisième Partie du Recueil des Tables astronomiques de l' Académie de Berlin, pour avoir l'angle du rayon du sphéroïde de la Terre passant par le lieu donné, avec le plan de l'équateur. On prendra sur la circonférence de la projection, de part et d'autre du point P, des arcs PE, PF, chacun égaux à ce dernier angle, et l'on tirera la corde EF et les perpendiculaires EG, FH au rayon CD. Ces perpendiculaires intercepteront la partie GH qui sera le petit axe
de l'ellipse, et le grand axe sera égal à la corde EF; ainsi, ayant divisé la ligne GH en deux parties égales au point 1, on y mènera par I une perpendiculaire KIM, qu'on fera égale à la corde EF, en sorte que le point 1 se trouve au milieu de la droite KLM. On aura ainsi les deux axes GH et KM de l'ellipse qui sera la projection orthographique du parallèle du lieu proposé. On décrira cette ellipse par les méthodes ordinaires, et on la divisera en heures et minutes suivant les règles connues, en plaçant midi au sommet du petit axe, et comptant les heures de la droite à*la gauche. Lorsque la déclinaison du Soleil est seplenlrionale, c'est la partie inférieure de l'ellipse qui doit servir; au
i08 REMARQUES SUR LA MÉTHODE DES PROJECTIONS
contraire, ve sera la partie supérieure si la déclinaison iln Soleil est méridionale. Nous avons supposé ce dernier cas dans la figure, et en conséquence nous n'avons tracé que la demi-ellipse supérieure Kr/HM. On tirera maintenant le rayon CL (jui doit représenter le cercle de latitude, et qui doit faire avec DC l'angle LCD égal à l'angle de position du Soleil. On prendia donc sur la circonférence de la projection l'arc DL égal à l'angle dont il s'agit, et l'on placera le point L à la gauclie ou à l'orient de D lorsque le Soleil sera dans les signes descendants, et à la droite ou à l'occident lorsqu'il sera dans les signes ascendants. Ensuite, supposant le rayon de la projection CB égal à la parallaxe horizontale de la Lune pour la latitude proposée moins celle du Soleil (dans l'endroit cité des Tables astronomiques il y a aussi une Table de réduction pour les parallaxes horizontales de la Lune à différentes latitudes), on prendra sur ce rayon une partie égale à la latitude de la Lune, qu'on portera sur le rayon CL en Cl; on tirera par / une perpendiculaire à C/, sur la(|uelle on prendra à la gauche de Cl une partie égale au mouvement horaire de la Lune sur l'écliplique moins celui du Soleil, et au bout de cette partie on élèvera une perpendiculaire parallèle à Cl, sur laquelle on prendra une partie égale au mouvement horaire de la Lune en latitude, en plaçant cette partie au-dessus ou au-dessous de la ligne du mouvement horaire en longitude, suivant que la Lune s'approchera du nord ou du midi; on mènera enfin par l'extrémité de cette ligne du mouvement en latitude, (jue je suppose aboutir en a, et par le point / la droite aie (|ui représentera l'orbite de la Lune, et la partie «/sera l'espace parcouru par la Lune pendant une heure, en sorte que, marquant au point / l'heure et la minute de la conjonction au méridien donné, on pourra diviser toute la partie de l'orbite (jui est comprise dans la projection en heures et minutes de temps.
1.5. Jusqu'ici c'est la projection ordinaire dans hujuelle, pour avoir égard à l'aplatissement de la Terre, nous avons supposé que la Terre est un globe dont le rayon est égal à la distance du lieu proposé, pour lequel on fait la projection, au centre de la Terre, mesurée sur le sphéroïde
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aplati; car il est évident que le parallèle de ce lieu est alors le même sur ce globe que sur le sphéroïde, et qu'ainsi la projection de ce parallèle doit se faire de la même manière que si la Terre était etrectivenient sphérique.
Si l'on veut maintenant avoir la distance apparente des centres du Soleil et de la Lune dans un temps quelconque, comme à 2 heures après midi, on tirera par les points detbdn parallèle et de l'orbite, qui répondent à 2 heures, la ligne db, et l'on portera la longueur de cette ligne sur les divisions du rayon de la projection CB; on aura ainsi la distance cherchée exprimée en minutes et même en secondes de degré, si le rayon de la projection est assez grand pour cela. Mais cette distance, pour être exacte, demande encore à être corrigée par la règle du n*^ 11, laquelle consiste en ce qu'il faut augmenter la distance dont il s'agit, dans la raison de la distance du centre de la Terre au plan de projection à la distance du lieu donné sur la surface de la Terre à ce même plan. Si donc on tire par les points d et b au centre C les rayons Ce?, Cb, et que sur le rayon Cd prolongé on prenne la partie C/qui soit à Ce? dans la raison des distances dont il s'agit; qu'ensuite on mène par/ la ligne yè parallèle a db : ï\ est clair que la partie yè, interceptée entre les rayons /C et eC, sera la distance apparente corrigée, qui, étant ensuite portée sur les divisions du rayon CB, donnera la vraie distance apparente cherchée des centres du Soleil et de la Lune.
16. Tout se réduit donc à déterminer sur chaque rayon Ce/ de l'ellipse K6?HM le point/, en sorte que les parties /C et c?C soient dans la proportion de la distance du centre de la Terre au plan de projection à la distance du lieu de la surface de la Terre, dont d est la projection orthographique, au même plan. Or je dis que tous ces points/, ainsi déterminés, sont aussi sur une ellipse telle que R/i\S, laquelle est la projection du même parallèle dont KH.M est la projection orlhograplii(|ue, mais pour un spectateur placé au point C du plan «le projection, et (jui rapporterait les points de la suri'ace de la Terre à un |dan passant par son centre, et parallèle au même plan de projection. En etl'et, il est clair VIL 52
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que la projection orthographique de la surface de la Terre sur ce nouveau plan de projection passant par s'on centre sera la même que sur le plan ADIÎ qin est censé toucher l'orhe de la Lune; de sorte qu'on peut imaginer que le plan ADB soit celui du disque éclairé de la Terre, et (juc le lieu de l'œil réponde perpendiculairement au centre C, à une distance de ce centre qui soit au rayon CB comme le rayon de l'orhite de la Lune, ou la distance du plan de projection dans l'orhe de la Lune au centre de la Terre est au rayon même de la Terre. Si donc on cherche par rapport à ce lieu de l'œil la projection d'un point quelconque de la surface de la Terre qui réponde perpendiculairement au point d, c'estiwlire qui ait d pour sa projection orthographique, il est d'abord visible (jue la projection dont il s'agit sera sur le même rayon Ce? qui passe par la projection orthographique; ensuite on aura, par les règles ordinaires de la perspective, cette proportion : comme la dislance de l'œil moins celle de l'objet au plan, ainsi la distance Cd à la distance Cf, et le point/ sera la projection cherchée. Or cette proportion est la même que celle par laquelle nous avons déjà déterminé ci-dessus le point /; donc, etc. Ainsi, pour déterminer tous les points/ qui doivent répondre à tous les points du parallèle terrestre dont l'ellipse KHM est la projection orthographique, il n'y aura qu'à chercher la projection du même parallèle par rapport à un œil placé perpendiculairement au-dessus du centre C et à une distance de ce centre qui soit au rayon CB comme la distance de la Lune à la Terre est au rayon de la Terre, et l'on doit voir d'abord par là que la projection cherchée sera aussi une ellipse dont le petit axe sera placé sur le même rayon CD; car cette projection n'est autre chose que la section d'un cône oblique dont la base est le parallèle terrestre et le sommet est le lieu de l'œil, tandis que la projection orthographique est la section faite par le même plan d'un cylindre oblitiue ayant la même base et le même axe que le cône.
17. Voyons maintenant comment on doit décrire la nouvelle ellipse dont il s'agit.
Je prends sur la circonférence de la projection, et du mêine coté du
point P, lorsque la déclinaison du Soleil est méridionale, ainsi qu'on le suppose dans la figure, l'arc AT égal au double de la parallaxe horizontale de la Lune (il faudrait prendre cet arc de l'autre côté du point P, c'est-à-dire de B en D, si la déclinaison du Soleil était septentrionale), et je tire la corde TB : cette corde coupera le rayon CD en V, en sorte que CB à CV aura la même proportion que la distance de la Lune à la Terre au rayon de la Terre, à cause que l'angle CBV est égal à la parallaxe horizontale de la Lune. Ayant tiré maintenant aux points E et F de la corde EF les rayons CE et CF, on prendra sur ces rayons les parlies CY et ex égales chacune à CV, et l'on mènera par B les lignes BYZ, BX; ensuite de quoi on mènera par E la ligne EQ parallèle à ZB, et par F la ligne FN parallèle à XB. Ces deux lignes intercepteront sur le rayon CD la partie QX, qui sera le petit axe de la nouvelle ellipse, et qu'on divisera en deux parties égales au point 0, pour avoir le centre de l'ellipse. Pour avoir ensuite le grand axe de l'ellipse, on mènera par 0 la ligne mn parallèle à la corde EF, et sur la partie nin de cette ligne interceptée entre les lignes EQ et FN, on décrira le demi-cercle mpn; l'ordonnée rectangle Qp, correspondante au point 0 du diamètre de ce cercle, sera le demi-grand axe cherché, qu'on portera donc en OR et OS, sur la perpendiculaire ROS au rayon CD. Ayant ainsi le petit axe QN et le grand axe RS, on décrira l'ellipse R/NS, qui sera le lieu de tous les points/, et qui servira, par conséquent, à corriger les distances apparentes des deux astres pour tous les lieux de la Terre situés sur le parallèle dont KHM est la projection orthographique, ainsi que nous l'avons montré plus haut.
Pour démontrer cette construction, il suffira de considérer que les deux lignes EQ et NF, étant prolongées à la droite, concourent nécessairement à un point du diamètre ACB prolongé vers B, et que la distance de ce point de concours au centre C sera au rayon CB comme la distance de la Lune à la Terre est au rayon de la Terre; en sorte que ce point de concours sera le lieu de l'œil pour la projection ADB. Le reste est analogue aux procédés de la consli'uclion orthographique, et dépend de raisonnements semblables.
VI2 REMARQUES SUR LA MÉTHODE DES PROJECTIONS, ETC
18. Nous avons dit <|ii'il fallait diviser le rayon de la projection (>B en autant de minutes et do secondes, si l'on veut porter la précision jusnue-ià, (lu'en contient la dillerencc des parallaxes hoi'izontales de la Lune et du Soleil pour la latitude du parallèle teri'eslre que l'on a décrit. Or la parallaxe horizontale de la Lune étant diU'érente pour chaque latitude dans le sphéroïde aplati, il faudra faire pour chaque parallèle ([u'on voudrait décrire dans la projection une division ditl'éi'ente du rayon CB, d'où résultera un changement dans la projection et dans la division de l'orhito de la Lune aie. Voici donc comment on pourra remédier à cet inconvénient, et faire servir la même construction pour toutes les latitudes.
Supposons que le rayon CB soit déjà divisé, et la route aie de la Lune déjà tracée pour une première latitude, et qu'on ait ensuite décrit les deux projections KFIM, RNS d'un parallèle qui ait une autre latitude; on prendra sur la ligne C/ la partie C/-, telle que Cr soit à C/ comme la différence des parallaxes de la Lune et du Soleil pour la première latitude est à la différence des parallaxes pour la nouvelle latitude, et l'on tirera qr parallèle à le.
Ensuite, tout le reste de la construction demeurant le même qu'auparavant, pour avoir la distance apparente des centres, à 2 heures, par exemple, on tirera par le point d de l'ellipse et par le point q, qui est l'intersection du rayon Ce et de la droite qr, la ligne dq, et par le point e on tirera la ligne es parallèle à dq\ la partie es interceptée entre les deux rayons ch, cd prolongés, s'il est nécessaire, sera la dislance apparente cherchée en parties de la première division de CB, ce qui est facile à démontrer. Au reste, on pourra le plus souvent négliger cette correction et prendre immédiatement yê pour la distance apparente.
SUR
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(Connaissance des Temps cl des Mouvements célestes, à l'usage des Astronomes et des Navigateurs, pour l'an 1817; publiée par le Bureau des Longitudes, 181 5.)
L'importance et la ditficulté du calcul des éclipses de Soleil et des autres phénomènes de ce genre ont du naturellement engager les Géomètres à chercher des méthodes directes et analytiques pour faciliter ce calcul, et lui donner toute la précision et la généralité dont il peut être susceptible, surtout dans un siècle où l'on a pris à tâche d'appliquer l'Analyse à toute sorte d'objets. Aussi a-t-on vu éclore dans ces derniers temps plusieurs ouvrages plus ou moins considérables sur cette matière, parmi lesquels on doit compter avec distinction les savantes Recherches de M. Duséjour, imprimées dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris.
Ces Recherches, par leur étendue et par le grand nombre d'applications intéressantes et délicates que l'Auteur en a faites, paraissent ne rien laisser à désirer sur le Problème dont il s'agit; il me semble néan-
{*) Ce Mémoire a déjà paru en allemand dans les Ephémérides de Berlin pour l'année 178a ; nous l'imprimons ici de nouveau d'après le manuscrit original dont M. I.agrange lui-même avait bien voulu me faire présent. On a pensé que les personnes qui ne savent pas la langue allemande nous sauraient bon gré de leur avoir fourni le moyen de lire un Mémoire dans loiiuel ettes trouveront les fondements de la plupart des mélhodes analytiques qu'on a publiées depuis sur le calcul des éclipses. (F- Arago.)
416 SLll LE CALCUL DES ECLIPSES
moins qu'on ne s'est pas encore appliqué à donner à Iti solution de oe Problème toute la simplicité et la brièveté qu'on est en droit d'attendre de l'Analyse; et cela me parait d'autant plus nécessaire, que les Astronomes, accoutumés au calcul trigonométrique et aux méthodes arithmétiques, doivent être peu portés à adopter des méthodes nouvelles dont le principal avantage serait d'être plus directes et plus générales, mais dont les principes et le procédé seraient à la fois moins lumineux et moins faciles. C'est pourquoi j'ai cru qu'après tout ce qu'on avait déjà écrit sur cette matière, ils ne regarderaient pas comme inutiles les recherches que j'y ai faites aussi, et que je vais leur présenter.
Je donnerai d'abord des formules générales et rigoureuses pour déterminer les lieux apparents et les dislances apparentes des astres sujets à la parallaxe; je me flatte qu'on trouvera, soit dans ces formules, soit dans la méthode que j'emploie pour y parvenir, toute la simplicité et l'élégance, si j'ose le dire, qu'on y peut désirer.
Je ferai voir ensuite comment on peut rendre l'usage de ces formules très-commode pour la pratique, au moyen de quelques Tables dont la construction est Irès-facile, et qui, étant une fois calculées, serviront pour tous les lieux de la Terre et pour tous les temps.
Je montrerai enfin l'application de ces formules aux éclipses de Soleil, aux passages des planètes sur son disque, aux occultations des astres par la Lune et aux autres Problèmes de ce genre, et je donnerai pour ces différents objets des méthodes plus simples et plus exactes que celles qu'on a eues jusqu'à présent.
Article I". — Méthode lu plus simple et la plus direetc pour déterminer les distances appaiciites des asires sujets à ht parallaxe.
1. La manière la plus sim|)le de déterminer la position d'un point quelconque dans l'espace, par rapport ii un point donné, est d'employer des coordonnées rectangles dont l'origine soil au poini donné; et cette
iiiiuiiere est (raulaul plus commode que, si l'on veut ensuite rapporter le même point à un autre point donné, il n'y a qu'à prendre pour coordonnées rectangles les dill'érences des premières coordonnées et de celles (jui déterminent ce second point donné relativement au premier; c'est ce qui est évident de soi-même, à cause de la perpendicularilé mutuelle des coordonnées.
2. Comme les mouvements des planètes sont donnés dans les Tables par rapport à l'écliptique, ce qui se présente de plus naturel pour déterminer la position d'un asire quelconque est de supposer que le centre de la Terre soit l'origine des coordonnées de cet astie; que les abscisses x soient prises dans la ligne de l'équinoxe du printemps, d'où l'on compte les longitudes; que les premières ordonnées/ soient perpendiculaires à cette ligne dans le plan de l'écliptique, et du côté de l'orient, et que les secondes ordonnées ;: soient perpendiculaires h ce plan, du côté du pôle boréal.
Et, si l'on nomme a la loni;;jitude de l'astre, h sa latitude, et r sa distance au centre de la Terre, on aura évidemment
X z= reosacosi, >•=; /'sinacost, j^rsin/*.
3. Les coordonnées .r, y, z déterminent le lieu vrai de l'astre pai' rapport au centre de la Terre; pour avoir celles de son lieu apparent pour un observateur placé sur la surface de la Terre, c'est-à-dire du lieu de l'astre vu par cet ol)serv;iteur, il n'y aura qu'à soustraire des mêmes coordonnées celles qui déterminent la position de l'observateur par rapport au centre de la Terre et au plan de l'écliptique.
Soient donc 1, vî, ^ les coordonnées dont il s'agit, qu'on suppose parallèles respectivement aux coordonnées de l'astre x, y, :;, et qui dépendent du lieu de l'observateur sur la surface de la Terre; on aura suile-cliamp x —'%, y — -ei, z — 'Ç pour les coordonnées du lieu apparent du même astre; en sorte que cet astre paraîtra à l'observateur connue paraîtrait un astre vu du centre de la Terre, dont le lieu vrai serait déterminé par les coordonnées x—'i., y —ci, z — ^.
VIL
4. Nous désignerons toujours, dans l;i suite, los valeurs vraies ou apparentes des mêmes quantités par les mêmes lettres, sans trait ou marquées d'un trait; de sorte que les mêmes formules qu'on trouvera |i(uii' les valeurs vraies pourront être appliquées sur-le-champ aux valeurs apparentes, en ne faisant que marquer toutes les lettres d'un trait.
Ainsi, comme nous avons désigné par a?, j, z les trois coordonnées rectangles du lieu vrai de l'astre, x' , y' , z' seront les coordonnées de son lieu apparent; de sorte qu'on aura
De plus, ayant appelé a la longitude vraie, b la latitude vraie de l'astre, et rsa distance vraie au centre de la Terre, on nommera a, h', r' la longitude apparente, la latitude apparente cl la distance apparente du même astre pour un observateur placé au centre de la Terre, qui y verrait cet astre de la même manière que le voit l'observateur placé sur sa surface, et l'on aura, comme dans le n°2,
x' ^z r' cosa' cosb', y'=^ r' s\na' cosb', 2'=f'sin/>'.
Par ces formules on pourra déterminer, si l'on veut, les valeurs apparentes a', b', r' par les vraies a, b, r, aussitôt qu'on connaîtra les voleurs des coordonnées 2, vî, Ç du lieu de l'observateur.
5. Soient p le rayon de la Terre qui répond au lieu de l'observateur, /i l'ani^le ([ue ce rayon fait avec le plan de l'écliptique dans l'héniisplière boréal, et g l'angle que la projeetion du même l'ayon sur ce plan fait avec la ligne de l'équinoxe du printemps du côté de l'orient; il est visible qu'on aura
^ = prosg'Cos//, y, = psingTOs/f, Ç = psinA.
Or il n'est pas diUicile de voir que le point du cercle de réclipti<iue où tond)e la projection du rayon p est celui qu'on appelle en Astronomie le nonagc'simc; donc l'angle g sera égal à la longitude du nonagésime pour le lieu donné, et l'angle A sera la distance du nonagésime
au zénilli de ce lieu, c'est-à-dire le complément à 90 degrés de la iiauteur (lu nonagésime. Ainsi, connaissant la longitude et la hauteur du nonagésimc, on aura sur-le-champ les valeurs des coordonnées cherchées. Or on a déjà des Tahles toutes calculées, par lesquelles on peut trouver ces deux éléments pour un temps quelconque et pour une latitude terrestre quelconque; mais la grande étendue de ces Tables, qui occupent deux volumes in-S", les rend d'un usage peu commun, et l'objet principal de ce Mémoire est de donner des moyens plus simples et plus abrégés de parvenir au même but; c'est pourquoi nous allons déterminer directement les valeurs des coordonnées dont il s'agit.
6. Soient 9 l'angle que le rayon de la Terre 0, aboutissant au lieu de l'observateur sur la surface, fait avec le plan de l'éijuateur, et 0 l'angle que la projection du même rayon sur ce plan fait avec la ligne de l'équinoxe du printemps; il est visible que, si l'on veut rapporter le lieu de l'observateur au plan de l'équateur, par le moyen de trois coordonnées rectangles |', r,', 'Ç, dont la première ç' soit prise dans la ligne de l'équinoxe, la seconde r/ soit perpendiculaire à cette ligne dans le plan de l'équateur, et la troisième Ç' soit perpendiculaire à ce même plan, il est visible, dis-je, qu'on aura des formules analogues aux précédentes,
savoir
^'= p cosScoso, ï;'=: psinO coso, Ç'=psincp.
Maintenant, comme le plan de l'écliptique coupe celui de l'équateur dans la ligne des équinoxes, et est élevé sur ce même plan d'un angle égal à l'obliquité de l'écliptique, que nous désignerons par u, il est aisé de trouver, par la théorie du changement des coordonnées, que l'on aura, par rapport à l'écliptique,
? = ï', v; =-/)'cos6i -f- ï'sino), i; = Ç'cosoj — v^'sinoi; de sorte qu'en substituant il viendra
$ = pcosôcos9,
v) =: p (sinO COS9 cosM -I- sino sinw),
Ç :=p(sin<» cosM — sinO cososinco",
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et il est aisé tle voir que ces valeurs sont telles que
comme cela doit ètie.
7. A l'égard des angles 5 et '>, il est évident que 5 n'est autre chose que l'angle que le méridien du lieu de l'observateur fait avec le colure de l'équinoxe du printemps; c'est par conséquent ce (|u'on appelle Vascension droite du milieu du ciel, et qu'on trouve dans toutes les Epliémérides pour tous les jours à midi; c'est, comme l'on sait, la somme de la longitude moyenne du Soleil et du temps moyen converti en degrés, à raison de i5 degrés par heure.
Quant à l'autre angle o, il est visible que, dans l'hypothèse de la Terre sphérique, cet angle est égal à la latitude terrestre supposée boréale du lieu proposé; mais, dans le cas de la Terre sphéroïdique, si l'on nomme z le rapport du petit axe au grand axe, et que o' soit la latitude terrestre observée, c'est-à-dire l'angle de la verticale avec le plan de l'équateur, on a tang'j = =- tang'/, d'où l'on tire, par les
séries,
' — £' • t '/' — =" \ ■■/- » o = o sm?.ci H — sm4'-> — •■••
La différence entre o et o' est, comme l'on voit, très-petite dans le cas de la Terre, où i— £ = vj7, suivant Newton; et, dans cette hypothèse, nos Tables astronomiques donnent les valeurs de 9'— y pour tous les degrés de latitude (t. Ilf, p. i65, 167, col. 4)- Cette différence entre es' et o peut s'appeler la réduclion de la latitude obsen'ée o' , et l'angle 9 peut se nommer, en conséquence, la latitude réduite, et ce sera celle qu'il faudra toujours employer dans nos formules.
Pour ce qui concerne le rayon 0 du sphéroïde, en prenant le rayon de l'équateur pour l'unité, on a
et, si l'on substitue à la place de cosao sa valeur en s', laquelle, à
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, I — lang^o . ' 1 . ' — e' + (i + £*) C0S5. o'
cause (le cos2'j = ^i est égale a — — î t{ -,■, on
' i + iang^cp ° I + £' + (i — E*) C0S3. 9
trouve
/ 1 + î' + ' r — e' I cos 2 o' _
d'où l'on peut aisément tirer la valeur de p exprimée par une série très-convergente, qui procède suivant les cosinus des angles multiples de 2's ou de 29'.
Dans l'endroit déjà cité des Tables astronomiques, on trouve la valeur de p en toises, pour chaque degré de latitude 9'; on y trouve aussi (pages citées, col. 6), en parties du rayon de l'équateur, la valeur de pcos('y — çj), c'est-à-dire la distance du centre de la Terre au plan horizontal du lieu dont la latitude apparente est 9', et cette valeur est proprement celle par laquelle il faut multiplier le sinus de la parallaxe horizontale équatorienno, pour avoir le sinus de la vraie parallaxe horizontale hors de l'équateur.
Dans la suite nous n'aurons pas besoin de cette parallaxe, mais seulement de celle dont le sinus est au sinus de la parallaxe horizontale équatorienne comme pA i, et que nous nommerons, pour la distinguer de l'autre, la plus grande parallaxe de hauteur. Ainsi, ayant la parallaxe horizontale équatorienne par les Tables, il faudra multiplier son sinus par le nombre correspondant à la latitude du lieu dans la sixième colonne de la Table citée, et de plus, par la sécante de l'angle de la quatrième colonne de la même Table, pour avoir le sinus de la plus grande parallaxe de hauteur.
8. Nous avons supposé jusqu'ici que les trois axes des coordonnées sont : le premier, dans la ligne de l'équinoxe du printen)ps; le second, perpendiculaire à celte ligne dans le plan de l'écliptique du côté de l'orient; le troisième, perpendiculaire au plan de l'écliptique dans l'hémisphère boréal, et que ces trois axes se coupent au centre de la sphère.
Pour donner maintenant plus d'étendue à nos formules, nous changerons encore la position de ces axes, en sorte que le premier se trouve
dirigé vers un astre quelconque dont la longitude soit « et la laliludc boréale [i; que le second axe soit perpendiculaire à celui-là et placé dans le plan de l'écliplique à l'orient du premier, et que le troisième axe soil perpendiculaire à ces deux-là dans l'hémisphère boréal.
Pour cela, nous commencerons par changer la position des deux premiers axes, en sorte qu'ils demeurent dans réelipti(jue, mais qu'ils soient plus avancés vers l'orient d'un angle = a. Et, nommant pour un moment x',j' les nouvelles coordonnées dans lesquelles les coordonnées X, y doivent se changer par ce déplacement des axes, on aura
visiblement
x' = X CCS a +^'sin3;, y' = jcosac — xsina.
.Maintenant il est clair que l'axe des y' a déjà la position convenable, et qu'il n'y a plus qu'à faire tourner les deux autres axes autour de celui-ci, en sorte que l'axe des x' s'élève vers le pôle boréal de l'écliplique et fasse avec le plan de l'écliptique un angle = j'3. Or, nommant x" et z' les nouvelles coordonnées dans lesquelles doivent se changer les coordonnées précédentes x', z, on aura pareillement :i" = a-'cosp -+-zsin(3, z' = z cos^ — x' s'in^,
et les coordonnées cherchées seront x", y', z' , que nous dénoterons dans la suite par ri, rm, rn, en sorte que /- -f- m» -\-}i'=z\.
Les substitutions faites, on aura donc
/■/ =, [x C0S7. -h jsina) cos;3 h- z sin;3,
rm =:j"C0s« — usinât,
rn = z cos{3 — [x cosc/. + ys\nx] siii,j.
L'axe des coordonnées // est dirigé à un point de la sphère doiil la longitude est a et la latitude boréale jS; l'axe des coordonnées r/n est perpendiculaire au précédent dans le |)lan de l'écliptique et du côté de l'orient, de sorte que cet axe fait avec la ligne de l'équinoxe du prin- Icnips un angle = 90°+ a; enfin l'axe des coordonnées rn csl perpendiculaire à ces deux-là dans l'hémisphère boréal, par conséquent cet axe est dans le plan du cercle de latitude ,3.
9. Les formules précédentes sont pour le lieu vrai de l'aslre; on aura de même pour son lieu apparent ('4)
;■'/' = (x'cosa + j' sina) cos[3 -t- s'sinp,
r'm'=/'cosa — a;' sina,
r'n' = z' cos^ — (^'coss: -I- j-'sina) sinp;
mettant pour x', y', z' leurs valeurs x — ç, y—n< '■ — Ç (numéro cité), et faisant, pour abréger,
(^cosa -H yj sina) cos{3 + Çsin;3 ^
T, ces a — H sina ^ y..
ÇcoS|3 — ) ^cosa -I- n sinal sinjB
7? étant le sinus de la plus grande parallaxe de hauteur de l'astre (3),
on aura
r'I' =r[l -roX),
r'n' = ri n — nrv).
Ce sont les valeurs des trois coordonnées rectangles du lieu apparent de l'astre, rapportées aux mêmes axes que les coordonnées ri, rm, m du lieu vrai.
Or, comme r' est (hypothèse) la distance du lieu apparent au centre de la sphère, qui est en même temps l'origine des coordonnées, on aura
De plus, à cause de ^" -h- -/j' -h Ç° = /5^ (6), il est visible qu'on aura aussi
10. De là il s'ensuit d'abord qu'en ajoutant ensemble les carrés des
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Li| nations précédentes et extrayant la racine carrée, on aura
^1 — ■iTjs(t\ -h nifj. -\- nv) + uj'.
ce qui sert à déterminer la distance apparente de l'astre par sa distance! vraie.
11. Pour avoir maintenant les valeurs de /, m, n en longitudes et latitudes, il n'y aura qu'à substituer dans les formules du u" 8, pour x, y, z leurs valeurs (2), et, divisant par r, on aura
/ = cos(« — ajcosi cosp -I- sin/> sin[3,
m:= sin(a — x) cosb,
n ^sin6cosj3 — cos(fl — a)cos6sin|3,
et l'on aura /- + m- + «- = i , comme cela doit être.
Quant aux valeurs de X, ij., v, on les trouvera par la substitution de celles de ?, r,, Ç du n'' 6 dans les expressions ci-dessus, el il viendra
À = (cosS COS9 cosa -+- sin9 C0S9 cosw sin« -t- sin9 sinco sina) cos(3 -h- (sinocoso) — sinO cos<p sinw) sinp,
fj.:^ sinO ces 9 cosw ces a -f- sin9sinc.) cosa — cosO ces 9 sina,
V = (sino cosw — sinO COS9 sinoo) cos(3
— (cos6 C0S9 cosa + sinO C0S9 cosm sina -h sin9 sinw sina) sin(3.
12. Cela posé, imaginons un plan qui toncbe la sphère céleste, dont je suppose le rayon = i, au point aucjnel se dirige le premier axe des coordonnées, c'est-à-dire l'axe des abscisses //, et dont la longitude est a, la latitude |3, el supposons que du centi'c de la sphère on projette sur ce plan les lieux tant vrais (|u'apparenls des astres, comme aussi les dilTérents cercles de la sphère; il est clair (jue les lieux ainsi projetés seront dans les points d'intersection des rayons menés vers les lieux des astres avec le plan proposé, et (|ue tous les grands cercles de la sphère seront l'cprésentés sur le plan de projection par <lcs lignes
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droites, forméos pai' l'intersection des différents plans de ces cercles avec le plan dont il s'agit.
SoitC le point où le plan de projection touche la sphère; qu'on mène par ce point deux droites ED, FH perpendiculaires entre elles, et dont
la première représente le cercle de latitude qui passe par le point C, et la seconde représente le grand cercle qui coupe celui-là perpendiculairement dans le même point C. Il est facile de concevoir que toutes les droites perpendiculaires à ED représenteront de même des grands cercles perpendiculaires au cercle de latitude, et que de même toutes les droites perpendiculaires à FG représenteront des grands cercles perpendiculaires au grand cercle représenté par FG. Enfin il est visible que toute droite telle que PR, menée par le point C, représentera un grand cercle faisant avec le cercle de latitude un angle égal à l'angle PCE des deux droites PC, CE.
Soit maintenant P le lieu de l'astre projeté sur le plan dont il s'agit. et soit abaissée de P sur CF la perpendiculaire PF; il est clair que, si celte planète se trouvait justement dans le plan de projection dont la distance au centre de la sphère est supposée = i, on aurait pour les trois coordonnées rectangles du lieu de la planète les (juantités i, {]F,
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1"P, puisque l'axe des abscisses est supposé passer par le point C, peipcndicuhiirenient au plan de projection, et que les deux autres axes sont (hypothèse) parallèles aux lignes FH, DE. Si la planète est hors du plan de projection, mais cependant sur le même rayon qui passe par le point Pde ce plan, alors il est visible que ces coordonnées seront plus ou moins grandes, suivant que la planète sera plus ou moins éloignée du centre de la sphère que n'est le point P; mais elles conserveront toujours le même rapport entre elles. Ainsi, prenant une quantité indéterminée h, ces coordonnées seront h, h x CF, h x FP. Mais les coordonnées du lieu vrai de la planète sont //, rm, rn (8); donc
Il =z ri, h X CE =: rm, li X FP = rn ; donc
CF=Ç, FP='i.
13. Nommons maintenant CF, /> et PF, q; les deux quantités/; et q seront donc l'ahscisse et l'ordonnée du lieu P de la planète dans le plan (le |)r()jecli()n, et l'on aura
Pour avoir mainteuanl i(^ lieu apparent P' de la même planète dans le plan de projection, il n'y aura qu'à mar(|uor les lellres précédentes
d'un Irait, et l'on aura
oiip' sera l'abscisse CF', et q' l'ordonnée F' P'. 'Substituant à la place de /', m', n' leurs valeurs tirées des formules du n" 9, on aura donc
/ — m'f. l — mX
Ainsi l'un pourra déterminer par ces (ormulcs la position des lieux vrais et apparents d'un astre quelconque sur b; plan de projection. Il ne reste plus (ju'à voir comment on pourra déduire de ces positions les distances angulaiies des astres vus du centre de la sphère.
14. Et d'abord il est clair que, conime les lieux des astres dans le plan de projection sont aux mêmes points où ce plan est traversé par les rayons menés du centre de la sphère aux mêmes astres, les distances angulaires de ces astres vus du centre de la sphère seront les mêmes que si les astres étaient réellement placés dans le plan de projection. De sorte qu'à cet égard on peut regarder les lieux projetés comme les véritables lieux des astres.
Cela posé, supposons en premier lieu que l'un des astres dont on cherche la distance angulaire soit au point C, et l'autre au point P; il est visible que la distance rectiligne PC de ces astres sera la tangente de la distance angulaire cherchée, puisque le centre de la sphère répond perpendiculairement au point C du plan de projection. De plus, l'arc de grand cercle qui joint les deux astres fera avec la pailie boréale du cercle de latitude du premier astre un angle égal à PCE.
Soit S la distance angulaire des deux astres, et 7 l'angle de l'arc qui joint ces astres avec le cercle de latitude du premier astre C; on aura
tangos v7'=-t-fy% langy = ^
Donc, si l'on veut rapporter au même astre C le lieu apparent P' de l'autre astre, et qu'on désigne par 5' et •/ les angles analogues à ô et 7, on aura de même
tango' = \lp" H- </'% langy'= ^, •
Si l'on substitue à la place de /^ q et de//, c/' leurs valeurs (numéro précédent), on aura
lango =; -î 1 li>ngy =
tanga'= i^ V^ ^ -■, lang-/= — ••
Par ces formules on aura donc la posilion des lieux vrais et appaienls de l'astre P, dont la longitude est a et la latitude h, par rapport au lieu vrai de l'astre C, dont la longitude est a et la latitude j'i.
Ces formules pourront donc être d'usage lorsque la parallaxe de l'astre C sera nulle, eomme cela a lieu pour les étoiles fixes, ou du moios lorsqu'elle sera si petite qu'on croira pouvoir la négliger: c'est le cas du Soleil dans un grand nombre d'occasions. Mais, quand on voudra tenir compte également des parallaxes des deux astres, il faudra chercher leur distance angulaire sans supposer que l'un d'eux soit ;iu point C. C'est ce que nous allons faire dans le numéro suivant.
15. Soient donc deux astres P et Q, dont on cherclie la dislance angulaire vue du centre de la sphère.
Soient pour le premier de ces asti'cs l'abscisse CF = /^ l'ordonnée FP = (/, comme plus haut; et pour le second, soient de même l'abscisse (;G = P, l'ordonnée GQ = Q; on aura la dislance (;P = y/>- -i- ^'- , la distance CQ = \W-i- Q- et la distance PQ = \'{P—p)- -+- (Q — g}'' Or l'angle que l'on cherche est celui qui est formé au centre de la sphère par les deux rayons menés de ce centre aux points P et Q, et il est
visible que ces rayons sont y i -i- PC et V1-+-CQ , c'est-ii-dire v'i-H/^' + y* et v/i + P-+*Q'.
L'angle dont il s'agit est donc celui qui est compris entre les deux côtés \^i -h p^ -h (/- et \/i + P--l-Q'^ d'un triangle réctiligne dont le troisième côté est PQ ou v(P ~/'j" + (Q ~ y)"- Donc, nommant 2 cet angle, on aura, par la propriété connue des triangles rectiligues,
c'esl-ii-dire
d'oii l'on tire
-h V= -h Q' -h i + p' -i- g' — {P — pY — {Q — qV 2 V iH- P' -1- Q» v'i + p' + (]■
^ 1+ Pp-hQq
si„2 = v^(i + P--+ Ki-][x+p' + q^) -[^ + Vp+QqY v/i -H P-+-QV' -+-/'' + <?'
Or la quantité qui est sous le signe, dans le numérateur de cette formule, se réduit facilement à (? — /?/■ + (Q — q j' <- (Py — Q/^j-rdonc,
divisant le sinus par le cosinus, on aura
_ \/(f-p)'+(Q-g)'+(P'?-Qp)'.
'*^"°-'- i + Pp-^Qq
c'est la tangente de la distance angulaire des deux astres vus du centre de la sphère.
Cette distance est Ja distance vraie, parce que les quantités /j, g, P, Q sont censées appartenir aux lieux vrais des astres; pour avoir la distance apparente des mêmes astres, que je désignerai par 1', il n'y aura qu'à marquer toutes les lettres d'un trait, ce qui donnera
,an^V'=, y P-p'i-+iQ'-g'j'+ifY-Qy ^ °" n-Py+Q'7'
A l'égard des quantités P, Q, P', Q', on les déterminera par des formules semblables à celles qui expriment les quantités/;, y.//, g' 13 . Pour cela, on désignera par A la longitude et par B la latitude de l'astre Q, et par L, M, N ce que deviennent les quantités /, m, n du n° 11, en y changeant a en A et b en B; on aura sur-le-champ
P = y, Q = T-; ensuite, nommant FI le sinus de la plus grande paral-
1 II 11! /-^ T^' ^1 — Ha „, N — IIv ,
laxe de hauteur de 1 astre Q, on aura P = , _ „' ? Q = , _ „-> les
quantités )., u., v demeurant les mêmes pour les deux astres, puisqu'elles sont indépendantes des angles a et h.
16. On peut représenter la valeur de langlî d'une manière assez simple, par le moyen des lignes PC, QC, PQ et de l'angle PCQ; car on a d'abord (P — p- ^- (Q — y;- = PQ ; ensuite, nommant, comme plus haut, l'angle PCE, y, et pareillement l'angle QCE, Y, on aura
;, = CPXsiny, 9=CPxcos-/, P^CQxsinU, Qr^COXcosU;
donc
P,y - qp = CP X CQ X sin ^T — y) — - CP X CQ X sinPCQ,
et
• P/; -i- Q</ = CP X CQ X ces ,r - y) — CP X CQ X cosPCQ.
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DdiK'. faisaiil ces substilulioiis, on aura
^, _ v/pq' + CP ' X CQ' X sin'PCQ laiig ^ ^ ^.^, ^ ^^j ^ cosPCg
De niènu', si P' et Q' sont les lieux apparents des astres P et Q, on
aura
S/VQ"' -h ¥C X Wc' X sin' P' CQ' lang2 _ , + !>' c X Q' C X cos P' C y
17. Les formules précédentes ont lieu généralement, quelles (jue soient les positions des astres P et Q; mais, si l'on suppose que l'astre Q tombe au point C, alors il est visible qu'on aura P r= o, Q = o; donc iM = o, N = o; et, comme L- -f- M'- -+- N' — i (bypothèse) , on aura L = ! ; c'est aussi ce qu'on peut trouver, d'après les valeurs de L, M, N. en y faisant A = a , B ==; |5. On aura donc dans ce cas tang2 = \'p- -+- g- , ce qui s'accorde avec les résultais du n*" 14, où § est la même chose que 1 dans le cas présent, c'est-à-dire, la distance angulaire des deux astres Cet P. Mais la distance apparente 1' ne sera plus la même que la distance apparente ô' du numéro cité, pour laquelle on a la formule tango" — \p- H- q'-; car ici P' et Q' ne seront pas nuls, mais auront les valeurs suivantes
(|ui sont, comme l'on voit, l'effet de la parallaxe de l'astre Q ou ('., qu'on avait supposée nulle dans le cas du numéro cité.
18. Au reste, si l'on voulait aussi connaître l'angle que la ligne PQ fait avec CE, il est clair qu'en nommant g cet angle, on aurait (* j
GC - FC P - p
(') L'angle que les deux lignes CG el PQ forment entre elles n'est égal, comme M. lienry la remart|ué, a celui qui est compris entre le cercle de latitude du point C et le grand cerck' qui joint les lieux vrais des deux astres, que dans le seul cas où l'un deux se trouve réellement au point C; ceci, au demeurant, n'a aucune influence sur la suite du Mémoire.
et cet angle r: sera celui que le grand cercle passant par les lieux vrais des deux astres fera avec le cercle de latitude passant par le point C, dont la longitude est a et la latitude p.
Donc aussi, désignant par a' l'angle du grand cercle qui passe par les lieux apparents avec le même cercle de latitude, on aura
x\rticle II. — Simplification des /annules précédentes, Ct manière de facditer le calcul de ces formules par le moyen de quelqucM • Tables.
19. Nous venons de résoudre le Problème des distances apparentes des astres, par une méthode qui joint à la plus grande généralité toute l'exactitude et la simplicité dont la matière est susceptible. Mais, comme dans cette méthode on a supposé que la posrtion du plan de projection était arbitraire, celte position dépendant uniquement des angles indéterminés a et j3, dont le premier représente la longitude, et le second la latitude du point de la sphère auquel le plan de projection est supposé tangent, il est visible qu'on pourra rendre la solution du Problème encore plus simple, en déterminant convenablement la valeur des angles dont il s'agit, ce qui n'apportera d'ailleurs aucune restriction ni à la généralité ni à l'exactitude de cetle solution : c'est ce que nous allons examiner.
On a trouvé en général, pour la détermination de la dislance apparente 1', la formule rigoureuse
tang^ - , V 1
?'p'+Klq'
ilans laquelle
m — mu.
, n —vav
M - nu
L UX
et
/ = cos(a — «) cos6 cosj3 + sin// sin[3,
/H=:sin(a — a) cosé,
H ^sini cos^ — cos(a — «) cos/'siii (3,
L =cos(A — a) cosBcos(3 + sinBsin(3,
M = sin(A — a.) cosB,
N = sinB cos(3 — cos(A — «) cosB sin(3,
?. = (cosO coso cosa -f- sin9cos9 cosw sin« -+- sinosinw sina) cos|3 -+- (sinç cosw — sinô COS9 sinco) sin(3,
\j. =sin9coso coscocosa + sinç sin&)COS.a — cosO cos^sina,
y = (sintp cosw — sinO cosy siiio)) cos(3
— (cosO coso coS3£ + sin0 coso cosw sina + sin<p sinto sina) sinp.
Dans CCS expressions, A est la loni;itU(lo d'un clos deux astres, (jue nous nommerons dorénavant le premier, lî est sa latitude, et II est le sinus de sa plus grande parallaxe de hauteur; de même, a est la longitude de l'autre astre, que nous nommerons le second, b sa lalilude, et v; le sinus de sa plus grande parallaxe d(^ hauteur; ensuite, w est l'obliquité de l'écliptique, 0 l'ascension droite du milieu du ciel au temps de l'observation, et 9 la latitude corrigée du lieu de l'observateur (7).
Enfin on se souviendra (jue les (juanlités précédentes sont telles que
/- + m'4- «'= I, L=4- ]M=-t- N'=: I, X' + p.'+ 1/'= I, ce qui peut être utile dans plusieurs occasions.
20. Comme dans les formules précédentes les angles a et /3 demeurent arbitraires, il s'agit maintenant de voir quelle valeur il convient de leur donner, pour qu'il en résulte la plus grande simplicité et commodité dans le calcul.
Et d'abord il est visible que ces formules se simplifieront beaucoup
en faisant /5 — o et a = A; car alors on aura, en supposant a — A = i,
l =zcoslcosl>, Hi =: siii/ cos/>, rt=sini, L=cosB, M = o, N=sinB,
À = cos9 C0S9 ces A -I- sinG coso coswsinA -+- sin9 sin&isinA, lj.= sin^cosç ces M cosA -f- siiKpsinwcosA — cosô ces 98111 A, V = sin9 coso — sin 0 COS9 sinw.
Ces suppositions consistent, comme l'on voit, h prendre le plan de projection perpendiculaire à l'écliptique et tangent au cercle de latitude du premier astre.
21. En second lieu, on aura aussi une grande simplification en gardant la supposition de a = A, et en faisant pareillement p = B au lieu de ^ = o; car par ce moyen on aura L =1, M = o, N = o; mais, en revanche, les valeurs de /, m, n et de )., p., v seront un peu plus compliquées.
Faisant donc a = A et |3 =: B, et supposant a — A = t, b — B = u, on aura
/ ^= cost cosB cosb H- sinB sini = cosh — asin' - cosB cosb,
w== sin/ cos^,
n = cosB sinl) — cos/ sin B ces ^' 1= s'inu -+- 2sin=- sinB ces/';
ensuite
Et, si l'on retient les valeurs de X, [j., v du numéro précédent, et qu'on désigne par X, [j., v les valeurs de ces (juanlilés qui ont lieu dans l'hypothèse présente, on aura
X = XcosB -t- V sinB, f^- — y-, v = vcosB — XsinB;
de sorte qu'il n'y aura qu'à mettre dans les expressions de P', Q', //. 7',
au lieu de >., v, les quantités X, v.
Vil. 55
Cette liypothèsc revient à supposer le plan de projcdion langent à la sphère dans le lieu dn premier astre.
22. Considérons maintenant les valeurs dos quantités 1, ij., v, d'où dépend tout l'elTet des parallaxes des astres; il est clair que, par les théorèmes connus, on peut réduire ces valeurs à de simples sinus et cosinus, et l'on trouvera, en changeant a. en A et ordonnant les termes par rapport à sinoj et cosw,
, SinWp ,. , ,, ,, H-COSr,)r /„ » \ m t >-l
/ = [cos(A — 9) — cos(A-+-(p)]+- -r — [cos((5 — A + 9)4-Gos(0 — A — 9)J
I — COS r,)
[ces (0 + A — 9) -f CCS (9 + A + 9)],
u= [sin(A — 9) — sin(A + 9)]H [sin(Q — A4-9) + sin(0 — A — 9)]
[sin((9-f-A — 9)-i-sin(ô + A + 9l],
SinOJ r ■ ,r ^ .A x-i
V = Lsin(c/-)-9) + sin(9 — 9)J-+-cosf.)sni9.
(]ommc l'obliiiuité de ré('lipti(|Uo r» est à très-peu [)rès constante, on voit (ju'il est facile de réduire it^s valeurs précédentes en Tables, et pour cela il n'y aura qu'à construire quatre Tables, dont la première
donne les valeurs de '■ sinV, pour tous les degrés et les minutes
<le V, depuis zéro jusqu'à 90 degrés; la seconde donne de même les
, , i-+-rosf.i . . . . , ,, , I — rosM . .. valeurs de — , sinV; la troisième donne celles de sinV,
et enfin la quatrième donne les valeurs de cosojsinV; et il est visible que, pour avoir cette quatrième Table, il n'y aura qu'à soustraire les nombres de la troisième de ceux de la seconde, et doubler ensuite les différences.
Ces Tables, une fois construites, serviront pour trouver les valeurs de )., IJ., V pour un temps quelcon(iue et pour un lieu quelconque de . la Terre.
Pour cet efTet, on prendra dans la première Table, pour p., les arguments 9 — A et 180° — y — A; pour X, leurs compléments à 90 degrés, et pour V, les arguments 9 — ô et 180" + (p -{- 9; dans la seconde Tal)]e, on prendra pour p. les arguments S — A 4- y et (5 — A — ç; pour X, leurs compléments à 90 degrés; dans la troisième Table, on prendra pour [j. les arguments ç; — A — 6 et 36o° — o — A — 5; pour >., leurs compléments à 90 degrés; enfin, dans la quatrième Table, on prendra pour V l'argument 0.
Ajoutant ensemble les différents nombres qui répondent à ces arguments, on aura sur-le-champ les valeurs des quantités 1, p., v.
Pour rendre ces Tables d'un usage aussi général qu'il est possible, il sera bon de les calculer pour l'obliquité moyenne 2!^"28', et d'y ajouter ensuite les différences pour la variation d'une minute dans l'obliquité w. Ces différences sont très-faciles à trouver, d'après les Tables mêmes; car, à cause de ds'mui — cosw cIm et dcosa^ — sinw cIm, il est visible que, pour avoir les différences de la première Table, il n'y aura qu'à prendre la moitié des nombres de la quatrième, et à les multiplier par sini'; pour avoir celles de la seconde Table, on prendra la moitié des nombres de la première et on les multipliera par sin 1'; pour avoir celles de la troisième Table, on prendra les différences de la seconde avec des signes contraires; enfin, pour avoir les différences de la quatrième Table, il n'y aura qu'à prendre le double des nombres de la première, et à les multiplier aussi par sin i'.
23. Je remarque, de plus, que, comme les quantités )., ij., v doivent être multipliées par zû ou H, si l'on l'ail m = sini|; et H = sin^', en sorte que <\i et W soient les angles des plus grandes parallaxes des deux astres, on aura à calculer les quantités
}. sini]', f/siinj', vsini}', <H /siii4'^, fxsinM'^, vsin^I';
or la plus grande de toutes les parallaxes des astres étant celle de la Lune, qui ne va qu'à environ i degré, et la plus grande valeur de X, (j., V étant 1, à cause de X- -f- |li.- + v- = i , je dis qu'on pourra, sans
iMTciir scnsil)li\ changer les quaiUilés précédentes en
• sinî.ij', sincA'];, sinv.}^, sinXM'', siiiaV, sinvM''.
Kn elTct, la diiïércnee entre ). siii'^ cl sinXi est nulle lorsque X = o et /. = I ; donc cette différence sera la plus grande pour une valeur de X moindre que i. Or, lorsque <^ est i degré, on a à très-peu près
Àsin'l =/((]/ ^1 el sin).4' = XiJj — ^;-^:, donc la différence de ces
deux quantités sera à très-peu près -^ ,- ({'% laquelle devient la plus
grande lorsque 1 = -zz- Or, en faisant i}/ = i" et l=—zi je trouve
Xsin'J> = sin3.V38",47, et l^ = 34'38",.46; d'où l'on voit que la différence des deux angles n'est que d'un centième de seconde dans le cas où elle est le plus grande.
(>ette remarque fournit un moyen de faciliter beaucoup la construction et l'usage des Tables que nous avons proposées; car, comme on n'a besoin que des angles X]/, wl, v(|>, où '} n'est guère >> i", j'observe que, si l'on construit les Tables dont il s'agit en sorte qu'elles donnent [)Our tous les angles V les valeurs des (juantités
sin'.) . ,. (H- cosr.) . ,,
smVXi", -, -sinYXi",
I — ces M . ,. • Tr „
7 smVxi , Cl cos&)smVxi ,
en degrés, minutes, secondes, etc., on aura sur-le-champ, d'après ces Tables, les valeurs des angles l<\i, [j.'^i, v^j^, lorsque '|i = i°; et de là, en changeant seulement dans ces valeurs les degrés en minutes, les minutes en secondes, etc., on aura la valeur des mêmes angles pour ({/= i'; de même, en changeant dans les premières valeurs les degrés en secondes, etc., on aura les valeurs des angles dont il s'agit pour | = >". et ainsi de suite; d'où il sera possible d'avoir les véritables valeurs de X'i^, ;j.'}, v'i/, pour une valeur quelconque de ij^'^'xprimée en degrés, minutes et secondes.
A l'égard des difTércnccs correspondantes à une minute de; vanalioa dans l'obliquité w de l'éclipliquc, il sera aussi beaucoup plus facile de les trouver dans les Tables que nous venons de proposer, que dans les premières; car, puisque i"x sinr= i",o5, il est clair que, pour avoir les différences de la première Table, il n'y aura qu'à prendre la moitié des nombres de la quatrième Table, en y cbangeant les degrés en secondes, et ainsi du reste.
Par les Tables dont il s'agit, on trouvera donc avec la plus grande facilité les valeurs des angles
et les sinus de ces angles seront les valeurs de
ro?i, nry., my. II)., Il y., IIv qui entrent dans les expressions de/?', q' , P , Q' (19).
Article III. — Usage des méthodes précédentes pour ealvuler les éclipses de Soleil, les passages des planètes sur son disque, les occultations des étoiles fixes et des planètes par la Lune, et pour déduire des observations de ces phénomènes les élénwnts des planètes.
24. Rien ne doit maintenant être plus facile que d'appliquer les formules et les métbodes des Articles précédents à la solution des différentes questions astronomiques qui dépendent de la parallaxe. Les principales questions de ce genre sont celles qui concernent les éclipses de Soleil, les passages de Vénus et de Mercure sur son disque, et les occultations des étoiles fixes et des planètes par la Lune : c'est aussi à la discussion de ces sortes de questions que nous destinons principalement cet Article.
Comme dans toutes ces questions on n'a communément d'autre but que de déterminer la distance apparente des deux astres qui passent
liès-pirs l'un di' l'aiilre, nous supposerons, en général, que lo premier astre soit celui qui est le plus éloigné de la Terre, et que le setond soit celui qui en est le plus près; ainsi A, B, Il désigneront toujours la louiiitude, la latitude et le sinus de la parallaxe horizontale, ou, plus exacten)ent, de la plus grande parallaxe de hauteur de l'astre le plus éloii^né, et a, b, rs désigneront la longitude, la latitude et le sinus de la parallaxe horizontale de l'astre le plus proche de la Terre; les autres dénominations demeureront les mêmes que dans les Articles précédents.
Considérons d'ahord le cas d'une éclipse de Soleil ou d'un passage sur son disque; A sera donc la longitude du Soleil, B sera = o, et n sera le sinus de la parallaxe horizontale du Soleil, en sorte que n = sin8"|^. Ensuite a sera la longitude de la Lune ou de la plani-te, b leur latitude, et rs le sinus de leur parallaxe horizontale.
Dans ce cas, il est clair que, a cause de B = o, les formules des n"* 20 cl 21 reviennent au même, et l'on aura «l'abord, par ces formules, L = 1, M = o, N = o, ce qui donnera (19)
en sorte (jue ces (juantités seront nécessairement très-petites.
Cette circonstance nous met dans le cas de simplifier l'expression de tangS', en y négligeant dilférents termes comme absolument insensibles; mais, pour que celte omission ne nuise pas à la précision re- (|uise, il faut examiner a priori quelle est la plus grande erreur qui eu peut résulter.
25. Pour cela, nous commencerons par mettre l'expression de tangl' du n" 19 sous une forme un peu plus simple, que voici. 11 est clair «jue
P>'-f- QV/=: P" -)- Q"-t- P'(/»'- P') -f- Q'[q'- Q' j ;
de sorte que, à cause de
[Q' y- r') - P'(9'- 0'!? + [P';/»'- P') + Q'iq'-Q' Y
si l'on fiiit, pour abrégei',
v/(/»'— P')'-i- (ç'— Q')' = tango-, P'(/>'-P') + Q'(î' — Q') '' '
vP^+g-=/, on aura
p'Q — g' P'=/tang7sini, i-i- î*'p'-{- Q' q'-= i+/lang5-coss 4-/-,
et l'expression de tang2' deviendra
_, tango-. i + /'^sin-i
1 H-/COSS tango- -+-/'
Si P' et Q' étaient nuls, on aurait /= o; donc tang2'= tanga el 1'= 7. Donc, lorsque P' et Q' sont seulement très-petits, l'angle 1' différera de l'angle cr d'une quantité du même ordre.
Pour trouver cette différence, nous nous servirons des formules que nous avons données dans notre Mémoire sur la solution de quelques Problèmes, etc., imprimé parmi ceux de Berlin pour l'année 177O (*). Dans ce Mémoire, nous avons trouvé (31) que, si l'on a l'équation
asinr-+- i cosr alansy-hb
langx- = ■- : — — = î
cos}- -h psl\^r i-i-piangj-
et qu'on fasse
— -f=langa, — 4^=tang(3, -î^ '- ^ f^
^[i+aY+{b-p]'
(*) OEiwres de Lagrangc, I. IV, p. •>.i)~.
011 uur:i
.r=_y-^-x-Ks\n(1r'h3. — '[i)-^- — s\n2(1y-^-u. — p)- — siR3{^XJ■-t-x-^i)-^-...■ Applniiiaiil cela à notre cas, on fera
a = - '^, ' P=\ fi' b — Q,
(le sorlc qu'on aura
2'= o--4-a — Ksin,2ff4-a — pH siii ?. ;27 -I- a — p ; — ...
Or il est visible, par l'équation entre tang:L' et tango-, que 2' = o lorsque c = o; donc on aura alors
a — Ksin^a — pj-+- — Sina^a — p, — . . . = o.
Substituant donc cette valeur de a dans la formule précédente et faisant, pour plus de simplicité, a — [i = y, on aura
ï'= -7 — 2Ksin7C0s(7-i-v)H sin2TC0S2(7-H7) y- sin 3 «7 cos 3 ( t -<- y ) -t-
Oi', a cause de b = o, on aura
langy = lang;5< — (3) = —
I — a'— p' ce (jui, en substituant les valeurs de a dp et réduisant, donne
C0Si
iang7= — ^ ; et, par les mêmes substitutions, on trouvera
cos'i+ -r
1 + ^^ — h V 1 -i-/'sin'*
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Or il est visible que la plus grande valeur de K a lieu lorsque s = o, ce qui donne
d'où Ton peut conclure que K est toujours nécessairement moindre que -• Or
c'est-à-dire, à cause de X-
■' I— UÀ
Cette quantité est nulle lorsque >. = i ou -i, qui sont les deux valeurs extrêmes de ),, et son maximum a lieu lorsque ). = n, auquel
'^'''^J= '^T^^' '^' ^^'"'"^ n = sinH-, «F étant la parallaxe horizontale du Soleil, on aura, pour la plus grande valeur de/, tang^U; d'où je conclus enfin que K est toujours < ^""^'^ .
Comme l'on a W= 8"i, on voit que K est une fraction exeessivemenl petite; de sorte que la série qui exprime la différence entre les angles 1' et 7 est nécessairement très-convergente. Le premier terme de cette série, étant 2K sin? cos(7 + 7), sera toujours <2Ksin7, et par conséquent < 8"Asin 7.
Donc, tant que sincr ne sera pas > -ji^, ce terme donnera toujours un angle <i". Ainsi, lorsqu'on voudra négliger les tierces dans la valeur de V-, on pourra négliger le terme dont il s'agit et tous les suivants, et prendre simplement 2 = 7, du moins tant que 7 ne sera guère > 5".
26. Dans les éclipses de Soleil, la plus grande distance apparente des centres ne surpasse pas 34 minutes, somme des plus grands denii-dia- VH.
iiièlros (lu Soleil et de la Lune, cl ct'Ue dislaiicc osl encore plus pelile dans les passages des planètes; donc 1' et (7 ne seront pas >, 34'; donc sin7 <<-—;. Par conséquent le premier terme de la série ijui exprime la ilill'érence entre 1' et (7 sera ■< o", r .
D'où il s'ensuit que dans les éclipses de Soleil, et à plus forte raison dans les pa?saii;es de Vénus et de Mercure sur l(> dis(|ue du Soleil, on peut piendre 1' = '7 sans commettre une erreur d'un dixième de seconde. On aura donc sim[)l('ment, pour la dislance apparente 1' dans ces sortes de phénomènes, la formule
tang2i'= v'i/''— f r' + iq'— Q' !"■
27. (ielte expression de tang^', quoicjue déjà fort réduite, est néanmoins susceptible de l'être encore davantage.
Et d'abord, comme les quantités P' et Q' sont extrêmement petites, on pourrait les négliger tout à fait vis-à-vis de// et q'; mais il est bon d'apprécier l'erreur qui en résulterait.
Pour cela, je remarque, en général, que toute quantité de la forme \/(a + aj--f- {b-\- ^y^ est nécessairement comprise entre ces deux limites v'a- + 6^ -f- v'a' -t- [i' et \'n^ + b- — ya" H- /3^ , de sorte qu'en négligeant les (juiintilés a et [t, on ne commet, sur la valeur de \{a ■+- aj' -t- (A-)- /S)'-", (|u'une erreur moindre (juc \v.^ -+- [j- .
En efTet, on a
( a -I- a )' -t- ( 6 -f- (3 )' = rt' + 6= + «' -f- ;3= + 2 [ rt a + i (3 ) ; mais
donc ax -+- bfi sera toujours nécessairement comprise entre ces limites
± \n^ -hb'^\/y.--h f^; donc les limites de (a + a)- + (i + /3)- seront
donc les limites de \J{a -+- af- -h (b ■+- p/-' sont \a- + //- ± \v.^ -+- ^■^ FI s'ensuit de là que la valeur de lang2' sera toujours comprise entre
CCS limiles \/?- + 5r'-' rt yP --)- Q'-; de sorte ([u'en prenant simpleinont
l'erreur ne surpassera jamais yP'- h- Q^.
Or on a trouvé plus haut (25) que la plus grande valeur de y P- -+- Q" est tangM'; donc, si l'on fait \p- -+- q'-= tang?', on aura, dans les cas extrêmes,
langl'— langer' ± langT.
Or
tango-' ±tang^' = {izptang(7' langM tangua-' zt^);
de sorte que
tangcr'-l- langT < tang a' -(- M' :, et tango-'— tangH> tangi o-'— ^'j;
par conséquent on aura, dans les cas extrêmes,
lang2î'< langue-' + ^F), ou lang2L'> tang a' — ^F ; donc
l'<<7'-i-W el >!7'-4".
D'où il est aisé de conclure qu'en prenant 1' = 7', c'est-à-dire lang2'= \p'- -t- q'- > l'erreur qu'on pourra commettre sur l'angle 1' ne pourra jamais surpasser l'angle f ', qui est égal à la parallaxe horizontale du Soleil. Mais aussi cette erreur ne sera pas tout à fait à négliger, lorsqu'on voudra porter la précision jusqu'aux secondes inclusivement.
28. En général, il est facile de déduire de l'analyse précédente qiw si, au lieu de la véritable équation
on prend celle-ci
tangZ'=: v^i^'— P'-+- jt'-f- ((/■— Q -)-(3)',
a et ^ étant des quantités (juelcuniiues, l'erreur (|ui en résultera dans
la valciif lie l'angle 1' sera toujours nioiiulre (jne l'augk' (iiii aiirail pour laiigciUc v^" -+- f^^ • Lommo /) = ._ , et q = -._ . (19), si 1 on suppose a— P = J~^^
5 on aura
langj.
x/[m— (PT — n/)u|' + [/t — (ro— n/)v]'
et la valeur de 2i', déduite de cette équation, ne pourra jamais dill'érer de la véritable, d'un angle plus grand que celui dont la tangente sera 4'^^~+jK Or
donc
--1 — ^, n ^ — ;/ l ' \ n(^-n/)Xv/i-X'
v«' + H' = nvy.' + i''(^73^-— -iîxj= (/_^x)(.-ia)-'
à cause de /j.^ + v- = i — X".
La plus grande valeur de X \/i — À- a'iicu lorsque )v = y ^ , ce (|ui tldiuic /. y/i — X- =^; de plus
(/ — ro/.) (i — nx) = / - (cT -h II j X + mH};^ > / — ( ro + n ) X > / - m - n,
à cause que X est toujours rent'ernié entre 4-1 et —1. Don(^ on aura nécessairement
^^ niro-n/)
Donc, comme II =sin8"{, l'angle dont la tangente; est y'a'' -^ [^' •'^e'"» < 8"! X .'^~ _ y. . • Mais pour la Lune on a environ ro = sin 1" = ^, et celle quantité est encore beaucoup moindre pour Vénus et Mercure:
Qlfl
donc l'anL'Ic dont il s'agit sera < — ; rrr", et, comme /= cos^cos/y
(20) = à peu près i, à cause (jue / et b sont toujours des angles fort
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pelils dans les éclipses et dans les passages, il s'ensuit que l'angle en question ne sera jamais que de quelques tierces, dans les cas extrêmes. Enfin, au lieu du terme 11/ qui entre dans la dernière expression de tangl', on pourra, pour plus de simplicité, mettre simplement n, et la plus grande erreur qui en pourra résulter dans la valeur de 1' sera, par la théorie précédente, égale à l'angle dont la tangente serait
n^l— /i >/a^ -H >" IIll— /'l
La plus grande valeur de . ^ a lieu lorsque À = ' > et elle est par
conséquent
Donc, à cause de II = sin8"|, l'angle dont il s'agit sera <8"|x —
v7' - uf
Cette quantité est, comme l'on voit, encore plus petite que celle que nous avons négligée ci-dessus; par conséquent la substitution de II à la place do Ul n'augmentera pas l'erreur sur la distance apparente.
29. Nous venons donc de démontrer rigoureusement que, dans les éclipses de Soleil et dans les passages des planètes par son disque, la dislance apparente 1' des centres peut être déterminée par la formule
tang2 = VL ^ ^_A_i ^ L,
sans que la plus grande erreur puisse aller au delà de quelques tierces. Cette formule se réduit, par ce qu'on a démontré dans l'Article 11, à celle-ci
^-, \ [siii/ cosh— sin\u^ — .u'-^I 1]^ -+- [sinfr — sin(vi}/ — v4'')]'
' °^ . ces < ces 6 — sinXij/
dans laquelle h est la latitude de la Lune ou de la planète dont on observe le passage, t l'excès de la longitude de la Lune ou de la planète sur celle du Soleil, i la plus grande parallaxe de hauteur de la Lune ou
(lo la plaiièlc, cl H la itliis i^randc [tarallaxc île hauteur du SuK'il. Les cocllicicnts À, ix, v sont des quantités d(''[»i'ndaiit(.'s uu'ujucnu'ut de la loni^itude A du Soleil, de la latitude réduite '^ du lieu de l'obseivatour. et de l'ascension di'oile 0 du milieu du eiel, et {|u'on trouvera aisément par les Tables que nous avons proposées.
30. Comme tous les angles qui entrent dans cette formule sont toujours Irès-pciils, n'y en ayant aucun qui puisse surpasser i degré dans les éclipses de Soleil et dans les passages des plancles sur son disque, on peut, sans ei'reur sensible, la réduire à
_ v'T ' - F 1 ^-4-)]' + [<.-v(t-VF)]'
et celle formule sera suffisamment exacte lorsqu'on ne voudra pas pousser la précision jusqu'aux secondes de degré; mais, pour être sur des secondes, il faudia toujours avoir recours à la précédente.
Au reste, si l'on néglige dans le dénominateur de cette formule le terme sin).i}i, on a, pour la distance apparente 1', la même valeur (ju'on trouve pai' la mélliode or(linair(! des projections; d'où l'on voit (|ue, pour avoir une exactitude suilisante, il faut augmenler celte valeur dans la raison de i — sin>.ij> : i; c'est ce que j'ai démontré ailleurs, d'après les principes mêmes de la projection, en donnant de plus un moyen de faire entrer cette correction dans la construction uu'uie de la projection.
lit. On peut donc, par les formules précédentes, déterminer avec plus ou moins d'exactitude la distance apparente des centres dans un instant (|uelconque; par conséquent on peut juger des circonstances de j'éclipse ou du passage, et il est clair que le commencement et la fin du phénomène auront lieu lorsque la distance apparente 1' sera égale à la somme des demi-diamèlres apparents des deux astres.
l'our le Soleil el pour les planètes principales, le diamètre apparent est toujours le même, quelle que soit la hauteur de ces astres sur l'ho-
rizon; du moins la variation est trop insensible pour ([u'il soit néeessairc d'en tenir compte, a cause de l'excessive petitesse de la parallaxe de CCS astres. Ainsi il suffît de prendre leurs diamètres apparents, tels »]ue les Tables astronomi([ues les donnent pour le temps dont il s'agit. Il n'en est pas de môme pour la Lune; car, cette planète ayant une parallaxe considérable, son diamètre apparent augmente d'une manière sensible, à mesure que la liauleur sur riiorizon est plus grande: c'est ce qu'on appelle en Astronomie Y augmentation du diamctre de la Lune. et l'on a des Tables qui donnent cette augmentation pour tous les degrés de Iiauteur de la Lune. Voici comment on pourra tenir compte de cette variation par nos formules.
32. Soit d le demi-diamètre horizontal de la Lune donné par les Tables, et d' son demi-diamètre apparent dans un instant quelconque; il est visible que, r étant la distance du centre de la Lune au centre de la Terre, et /' la distance du centre de la Lune au lieu de l'observateur, on aura également rsinrf et r'sinrf' pour le demi-diamètre réel de la Lune dans son orbite. Donc r&ix\d=r'ûnd'; par conséquent
,, rs\nd sma = — ; — • r
Or, par le n'' 10, on a
= 1/ I / — ctA I' H- i //t — TSIJ. '' -\- [Il ■
ainsi il n'y aura qu'à diviser la valeur de ûnd \ym- cette quantité pour avoir celle de sin^'.
Par la formule du n° 29 on a
V [m — I 57 — 11 I a]' + [h — . 5T — n v]' = 'J — ml] Ungl' ;
si l'on néglige les termes n/n et IIv, et qu'on prenne (7— î;t),) tangl pour la valeur de \ (m — 7;7u,/- -4- (n — ?rvy-, on ne commettra dans cette valeur ({u'une erreur moindre que \ ,u.- -f- v'- par le n" 27, c'està-dire (à cause de l'I-h '/- -f- v- = i) moindre que 17, ou sin<S".J,, (|uantité presque inappréciable.
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(jiiV)ii subslituc donc la valeur dont il s'agit dans l'expression de — • on aura
Donc on aura enfin
. „ sinr/rosw' sin</ :
/ — roX
33. Cela posé, soit D le demi-diamètre horizontal du Soleil donné par les Tables; il est clair que l'éclipsé commencera ou finira lorsque :i'= D -!- d'; de sorte qu'on aura pour le commencement ou pour la fin (i = 2 — D, par conséquent
sinrf'=sin2'cosD — cosi!'sinD; subsliluanl donc la valeur précédente de m\d', on aura
sinf/cosi' . ,., _ .,, . ,.
— ; : — = sinz cosD — cos2 siii 1);
/ — ro/.
d'dii l'on lire
„, ,, s'md
tang2, = tanglJ
(/ — roX) cosD
Donc pour le conimencemcnt et pour la tin de l'éclipsé on aura, en substituant la valeur de tan" 2' du n"29.
' sin(/ cosJ)
-f (/— ml.) tangt) = [m — {nr — H ) ;/ J' H- [/( — (ro — II) v]',
équation d'où l'on pourra conclure l'instant précis de ces phases; mais la solution directe de cette équation est impossible, à cause qu'elle renferme les sinus et les cosinus des angles t, b, A et 0, {\m varient avec des vitesses différentes; c'est pourquoi il faut se contenter d'une snlufioii approchée, qu'on peut d'ailleurs rendre aussi exacte (ju'on voudra.
Au reste, comme l'usage de cette solution ne consisterait qu'à délerminoi l'instant précis du commencement ou de la lin de l'éclipsé, ce
qui est de peu d'importance dans l'Astronomie, nous ne nous y arrêterons pas.
34. Le but principal des observations des éclipses de Soleil étant de déterminer les différences de longitude des différents lieux de la Terre, et de corriger en même temps les éléments de la théorie lunaire, et les meilleures observations pour cet objet étant celles du commencement et de la fin de l'éclipsc, nous allons voir comment on y peut employer la formule précédente. Je la mets d'abord sous la forme suivante
+ Icost cosb— sin>.'J>) lancD
Lcosi> ^ J
= [sin^cosè — sin(y4 — P-^ 'P"*" [sine — sin(v4' — -jW,]-,
et j'observe que, l'instant de l'observation étant connu, ainsi que la latitude du lieu de l'observateur, on aura facilement, par les Tables proposées dans le n° 22, les valeurs des angles >.|, ;j.((J> — ^0 et v{'\i —*!']• pourvu qu'on connaisse seulement à peu près la longitude de ce lieu; car cette longitude n'entre dans les valeurs de X, fJL, v qu'autant (jue la longitude du Soleil A en dépend (22); et l'on sait qu'une différence de i8o degrés dans la longitude des lieux ne peut produire qu'environ 3o minutes de différence dans le lieu du Soleil, en sorte qu'une erreur de I degré sur la longitude n'en produira qu'une de lo secondes sur le lieu du Soleil, quantité de nulle considération, surtout dans l'évaluation des valeurs de )., p., v.
Si donc on regarde aussi comme connus par les Tables les demi-diamètres cl et D de la Lune et du Soleil, on aura une équation entre les angles t et h, ou plutôt entre leurs sinus et cosinus, t étant = longit.® — longit. ©, et Z» = latit. C à l'instant de l'observation; de sorte qu'en supposant connue par les Tables la latitude b, on trouvera la différence de longitude t, et de là, par les mouvements horaires, on aura l'instant de la conjonction.
Lorsqu'on a observé dans un même lieu le commencement et la tin de l'éclipsé, on a pour ces deux instants deux équations semblables à la VIL 57
précédente, clans lesquelles les angles Y) el d sont les mêmes. De là, en ailmottanl les mouvements lioraires des Tables, on pourra déduire les valeurs de t et de b pour l'une des observations.
Car soient a la diiïérence des mouvements horaires en longitude du Soleil et de la Lune, ^ le mouvement horaire en latitude de la Lune, ce mouvement étant supposé dirigé vers le pôle boréal, T la durée totale de l'éclipsé exprimée en heures et en décimales d'heure; il est visible que, si / et b sont les valeurs qui ont lieu pour le commencement de l'éclipsé, ces valeurs deviendront pour la fin ^ 4- aT et 6 -+- /3T. On fera donc ces substitutions dans l'équation qui se rapporte à la fin de l'éclipsé, et l'on aura ainsi deux équations entre / et h, par lesquelles on déterminera ces angles. De là on conclura que la conjonction sera
arrivée heures après l'instant du commencement de l'éclinse, et la
lalitude de la Lune, a l'instant de la conjonction, aura été = b — — •
Comparant les temps de la conjonction pour différents lieux de la Terre, on aura leur différence en longitude, el les latitudes trouvées serviront à corriger les cléments de la théorie de la Lune.
35. Dénotons, pour plus de simplicité, par/, g, h les valeurs des angles X|, p.(i{* — W), v(| — ^) pour le commencement de l'éclipsé, et par F, G, H leurs valeurs pour l'instant de la fin de l'éclipsé; les équations par où il faudra déterminer l et b seront
— -T- ■+- icos/cos^ — sin/'j tangD =: (sin/ cosb — sing-)' 4- [sinh — sin A i',
r^^ 4- [cos(< -+- al) cos(6 + PX) - sinF] langI)T
= [sini/-(-o:T)cos{/>4- (3T) — sinG |' -i-[sin(/> -h (3T) — siiiH ]•.
Comme tous les angles (]ui entrent dans ces formules sont toujours très-petits, on peut, pour une première approximation, mettre ces for-
nulles sous la forme suivante
[f/-i-(i-sinF)D]'=(< + aT-G)'+(6 + |3T-H;'.
Si l'on Ole la première de la seconde, on aura une équation oii / et b ne se trouveront qu'à la première dimension; donc si, par son moyen, on élimine b de la première, on aura une équation en i du second degré, laquelle aura par conséquent deux racines; ainsi l'on aura des valeurs de / et des valeurs correspondantes de b, qui satisferont également à la question envisagée analytiquement, et l'on ne pourra pas déterminer a priori lesquelles de ces valeurs il faut choisir; mais on pourra toujours le déterminer a posteriori, puisque la latitude b est déjà à tièspeu près connue par les Tables, cette latitude ne variant que très-peu dans l'intervalle de la durée d'une éclipse.
Ces dernières équations donneront, dans la plupart des cas, une exactitude sutfisante; mais, lorsqu'on voudra pousser cette exactitude plus loin et être assuré des secondes, il faudra emplover les premières, du moins pour corriger les valeurs trouvées de t et de b.
36. Passons maintenant à considérer les occultations des astres par la Lune. La seule différence qu'il y ait entre le calcul de ces phénomènes et celui des éclipses de Soleil est qu'ici la latitude de l'astre occulté n'est pas mille comme elle l'est pour le Soleil, ce (jui doit rendre les formules un peu moins simples.
On prendra donc A pour la longitude de l'astre occulté, B pour sa latitude supposée boréale, ¥ pour sa parallaxe horizontale, ou plus exactement pour sa plus grande parallaxe de hauteur (7), n pour sin't', D pour le demi-diamètre horizontal de l'astre, et les autres dénominations resteront les mêmes que ci-dessus. On trouvera ainsi la distance apparente 1' des deux astres, par les foriiuilcs générales du 11" 19.
Or nous avons fait voir ci-dessus (25 et suiv.) que. dans le cas de B = o, l'expression de tang^i' peut être beaucoup sim[ilifiée, en cou-
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servant toujours un degré de précision plus que suffisant pour les usages aslroii()ini(iU('s, et il est aisé do se convaincre que cette simplification dépend uniquement de ce que, dans le cas dont il s'agit, on a L = i, M = o, N = o, et que n est le sinus d'un angle de quelques secondes seulement. On aura donc le même avantage dans le cas présent, si l'on adopte les formules du n° 21, dans lesquelles on a aussi ]. = i, M = o, N = o; et, pour ce qui regarde la quantité II, il est clair qu'elle est nulle i)our les étoiles fixes; que, pour Jupiter et pour Saturne, elle est encore moindre que pour le Soleil; que, pour Mars, elle ne peut aller au delà du double, et qu'enfin pour Vénus cl Mercure elle ne peut guère différer de celle qui a lieu pour le Soleil, puisque les occultations de ces planètes ne peuvent être observées que lorsqu'elles approcbent de leurs plus grandes digressions.
37. De la et des n°' 21 et 29 je conclus qu'on aura, aux tierces près,
^ ^., _ v/[/« — (ro — II) u]' + [»— (ro — n) (y ces»— XsinB)]' ° /— cj{AcosB + vsinB) '
les quantités /, m, n étant
/ = cosH — 9.sin'- cosftcosB,
/>!=: sin/ cosh,
n ='sinM + 2sin' - cosZ» sinlJ,
où l> est la latitude de la Lune supposée boréale, a l'excès de sa latitude sur celle de l'astre occulté, c'est-à-dire i — B, et i l'excès de sa lonsiilude sur telle de l'astre.
De sorte qu'on aura, par la remarque du n° 23,
i/[sin^cos6 — sin(u-j' — pT)]'H- sinw-i-asin'-cosôsinB — cosBsin{v}— vT)-(-sinBsin(>.{' — "/M )
[igS'= ^ L_ ? 1,
COSH — 2sin'- cos/icosB — cosBsmW — sinB sinvl*
l'orninle qui a l'avantage d'être également exacte, quelle ipic soit la latitude de l'astre occulté.
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38. Comme les angles t et u, ainsi que ij> et ¥, sont toujours assez petits, on pourra, par une première approximation', réduire l'équation précédente à celle-ci, dans laquelle s = ZcosB et / = à l'arc égal au
• rayon = 07° 17' 44"»
t /r^— — tangB — (.utlz-ulT) I -H «-i--^tangB — (vi — v <r)cosB + (■/,!- — AT) sinBl' I — cosBsin"/!' — sinBsinvJ
Comme, pour la Lune, la latitude B ne va guère qu'à environ 5 degrés, il est visible que les deux termes — tangB et — r tangB seront
toujours très-petits et pourront le plus souvent être négligés, du moins dans la première approximation. Au reste, quand on voudra être assuré des secondes, il faudra toujours avoir recours à la première formule.
39. Pour l'instant de l'immersion ou de l'émersion, on aura, par un calcul semblable à celui des n°^ 32 et 33, l'équation
V, T^ s\wd
Vans2 = langD -+- t-. ^ t. tt^ r'
" ° [/ — ûTi Acosb-f- vsinli ]cosl)
D étant le demi-diamètre horizontal de la Lune, et cl celui de l'astre occulté; de sorte qu'on aura l'équation
[•^^ — ; — h [wàii — 2sin'- cosi cosB — cosBsin/J — sinB sinv!. ) tangD cosU V 2 1 - S
-. [sin/cosii— sin(.^-^ — ,''''')]'-<- sinw-i-asin'-cosisinB — cosBsin(vY — vM ) -t-sinBsin().i~'''' )
qu'on peut réduire à cette formule approchée [r/ -+- ( I - ">.i cos B — v-;- sin B ) D]'
= r.ï— :^' tangB — («I — olT)! -h \n h- ~. tangB — (v^ - v M) cosB -+- (/i — >M) sinB | .
Ainsi l'on aura deux équations semblables, l'une pour l'imniorsion, l'autre pour l'émersion; d'où, en supposant les mouvements horaires connus, on pourra déterminer l'instant de la conjonction et la latitude de la Lune dans cet instant, par une méthode semblable à celle (|u'on
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.1 ex|)li(|iU'i' plus IkiiiI M cl 35 , l'cLiliMinciil ;iu\ cdipscs de Sulfil; c'fsl sur (|iioi il ne ikhis parait pas iicccssaiir d Vu lier ici dans un nou- M'au dctail.
M). Pciur les cloilcs fixes, on a 4' = o et D = o, ce qui simplifie heauroup les loriiuilcs piccéilciilcs. En général, D est touJDurs Irès-pctil pour les plani'Ies, en sorte (in'on ne coniniettia (pTune ci'renr [)res(|ue inappicciahlc en prenant (sinr/+ langl)/ pour le premier membre de la |)ren)ièic c(|uation ci-dessus, ou(f/4-D)- pour le premier membre de ré(|n:ili(iM approciiée.
Les formules deviendraient encore plus simples s'il était question de roccullalion d'une étoile fix(! i)ar une planète; car alors, en prenant cette planète ii la place de la Lune, il l'sl clair (|uc la parallaxe i|/ serait Iri'S-pelitc, cl <iue le dcini-diami'trc liori/.oiital (/ le serait aussi.
il. Ou(iii|Uc je n'aie donné plus liant (|ue les i'ormulcs (pii se ra|)- (lorlenl au commencement cl à la fin de l'éclipsé ou aux instants des immersions et des émersions, c'est-a-dire aux instants des contacts extérieurs des limbes, il est lacilc d'en déduire celles qui doivent a\(iir lieu pour les contacts intérieurs; car il n'y aura pour ctda (ju'à prendre le demi-diami'lrc cl de l'asIic (icciilté négativement, comme il est facile de le déduire des rormules du n" 33.
Knfin, ([uoique j'aie toujours supjiosé, dans le cours de ce Mémoire, i|ue les latitudes, tant des lieux de l'observateur (]ue des astres observés, • •laienl bméales, il est vi>ible (|ue mes formules n'en sont pas moins générales, car il n'y aura (|u';i sup|)Oser les latitudes négatives lors(|u'elles •-eroni australes. De celle manière, on ne sera exposé à aucune ambi- ;:iuli' dans les silènes ni ii aucun embarras dans remploi des iormiiles.
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D'APRÈS LES OBSERVATIONS
[Connaissance des Temps ou des Mouvements célestes, à P usage des Astronomes et des Navigateurs, pour l'an 1821; publiée par le Bureau des Longitudes. — 1818.)
1. Les inétliodos que l'on a proposées jusqu'ici poui- déterminer l'oibite des comètes, d'après les observations, ne demandent que trois lieux géocentriqucs observés avec les intervalles de temps entre les Irois observations, mais supposent en même temps que l'orbite de la comète est une parabole. Or, d'un côté, il est très-rare qu'on n'ait que trois observations d'une comète, et, de l'autre, l'exemple de la comète de 1770 prouve assez qu'on ne saurait adopter généialement l'bypntbèse de l'orbite paraboliciue. Ces considérations, jointes aux dillic iiités des méthodes qui n'emploient que trois observations, m'ont engagé à examiner si, en faisant usage d'un plus grand nombre d'observations, on ne pourrait pas faciliter et généraliser la solution du Pi'oblèmc des comètes, et j'ai trouvé la mélbode suivante, qui, au moyen de six observations, réduit la recherche des éléments de l'orbite, quelle qu'elle soit, à une simple équation-du septième degré.
(*) Lu à l'Acadômie do Berlin, le 24 février 1780, et imprimé en allemand dans les Epliéméridrs de Berlin de 178'i.
•,7(( MU VKI.I.I-: Ml.rilODK
•1. Sii'ii'iil. dans une (ilisi'r\aliiui <[ut'l('(ui<iui', i; la loiii^iliidc i;t'(ici'iitriiiiu' ili- la l'oiiièlf, /i sa latilmle gfOC('nlri(|iU' supuosoc boiralo ((tu |iii'ii(lra l'angU' // iirgalil' lorsciiic la latiliido sera australe:, 5 la longitude dii Soleil, et /■ la distance du Stdeil ;i la Terre : ces qiialre (|iianlilés Miut connues et doivent être prises |)our les données du Piobli'nie.
(Ju'on nomme mainlenaiil /, ///, n les trois coocdonnées rectangles ([ui déterminent le lieu apparent ou géoccnlii(iuc de la comele, / étant l'aliseisse prise depuis le centre de la Terre et [)arallélc ii la ligne de ré(|uino\e du printemps, ni r(udonnée perpendiculaire ii /, dans le plan de l'tu lipli(|ue, et // la seconde oi'dounéc! perpendiculaire au plan même lie l'éclipliiiue; on aura, jtar la Trigonométrie, en désignant par o la ilistance ine(Hiuue de la comi'te ii la Ferre,
/ — 0 cos/( cosi,'', /» -=- ô cos/( sin^', // osiri//,
r|, ^i l'oti nomme de plus y; et </ l'altscisse et l'ordonnée du lieu du Soleil, on aura de même
p /Tos.v, q -■ /'sins.
Kuliu, si l'on nomme .v, y, z les coordonnées rectangles du lieu liélio- ( eutrii|ne de la comi-te, c'est-a-dire x l'ahscisse prise depuis le centre (in Soleil, et paralii'le a la ligne de ré(prmo\e du printen)ps, y l'ordonnée perpendiculaire à .r dans le plan de récli|)tii|ue, cl r l^udonnée perpendiculaire au plan même de réclipti(|ue, en soi'te (jue les lignes r. y, :; soient respeclivemeiil paiallides aux lignes/. ///, n , il est aisé de comprendre (|ue l'on aura
don(
.r o (OS h cosg- — /• COS5,
r ô rns/i siiii,' - /'sin.?,
: - '} si II A.
.'J. SoienI maiutenani y la loiii^ihule du no'ud ascendanl de l'iuhite de la (oniele. el r, riiiclinaison du plan de c(;lle orbite sur le plan de
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l'écliplique, cet angle -o étant censé formé dans la partie orientale et boréale de la sphère. L'équation générale du [)lau de l'orbite de la comète sera de celte forme
z = tang-/i cos •/._>• — lang-/; siny .x, ,
ou bien, en faisant, pour plus de simplicité, lang/j siny = et, lang-/î cosy = ^,
C'est ce qui est assez connu par la théorie des courbes.
4. Qu'on substitue donc dans l'équation précédente, pour .r, y, z, leurs valeurs trouvées plus haut (2,, on aura celle-ci
ôsin/i = ^ôcos/i sing — p/'sin* — xo ces A cosg -f- xrcoss ,
d'où l'on tire
Cf. coss — 3 sin*
siii/( + s. cos/i cosg— (5 cos/jsiiiy
mettant celte valeur dans les mêmes expressions, de x, y, z, et divisant le haut et le bas de chacune de ces expressions par cosh, on aura
(3sin(g- — s] — tang// cosi
tang/t -+- a cosg-— (âsing-
!3:sin(g- — s] — langAsiiii
•^ laiig/i -i- a cosg-— (3 sing- '
a lang/icosi — (3 tangA sin*
laiig/i + a cosg — (3 sing
Dans ces expressions il n'y a, comme l'on voit, d'inconnues (|uc les deux quantités a et (i, qui dépendent de la position du plan de l'orbite de la comète sur l'écliplique.
5. Supposons (|uç, dans une auti'e observation, les quantiles g, h, r.
:-j Ni)i \ i:i.LK MKTiioni-:
.r, V, r ilc\ U'iiiit'iit i,' , h \ r , s', u' , y', :■' ; on ailla do mciiie
, , 3sinii;' — s'i — tnnpiA'ros*' l;iiig //'-(- acos^'' — .bbiiii,»'
,_ ,3!sin f;' — s" — iin<;/i' sins' liiiif;/i + a cosg' — psiiig'
, , X U\n'^/i' ross' — Slanp//' sin.î'
luiii;/i'+ a cusg' — (bsiiii,''
tl, si l'iiii >iib.sliliiu les valeur.-- |irctf(lc'nlL's de -r, y, a:', y' dans rexjiit's- .-imi y'.r — .v'y, on Iromera la (luaiitité
G y. — 11 î -+- luiii,'//' iniiL'/) sin s' — «'
laiiy/i +y.cos^' — psui^ I laiig« + a cos^' — lisiii^»-;
m rai.-aiil, pour abréger,
<i iniij,'//' cosi' sin ^' — .ï - lany // ces* sin I ^''— .?' , Il - t;ui !,'/(' si 11 5' sin ; i,' — s — laii^'// si 11 5 sin ^^' - s' .
ti. (Ir il csL facile de se convaincre, pai- la (li'oinélrie, (|ne -
esl égale il l'aire du triangle (|ui est la piojeelioii sur l'éclipliiiue du liiaugle loiiné dans le plan de l'orliile de la coini^lc par les deux rayons \eileuis menés du Soleil aux deux lieux ojjsoi'vés, el par la corde recliligne (|ni jnini ces deux lieux el (jui sous-lend, par conséijiieni, l'arc parcouru dans rintei'vallc des deux idjservalions; de pins, si l'on injniine A l'aire de ce dernier triangle, on [)ronvera aiseineiil, par la
Geoinétiie, (|ue A : ; ^^- = 1 '. cos/;, r, étant rinclinaison du plan
di- l'orl/ite sur celui de recliptii|ue (3y, de sorte (ju'on aura
la II g/] :^ \i'Cl'-\- ^',
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et par conséquent
doue on aura, après les substitutions.
. [Ga — H3 + tarig/)' langA sin 5' — s ] rr' y/ 1 + a' -+- (3^
~ 2(iangA -1- xcosg'— ^sing' ) (laug/t + xcosg — p sin^
7. Or, comme s est la longitude du Soleil dans le temps de la première observation, et s' sa longitude dans le temps de la seconde observation, il s'ensuit que s' — s sera l'angle décrit par le Soleil autour de la Terre, ou, ce qui revient au même, l'angle décrit par la Terre autour du Soleil, dans l'intervalle des deux observations; mais r est la distance de la Terre au Soleil dans la première observation, et r' la distance de la Terre au Soleil dans la seconde observation; donc l'aire du triangle, formé au centre du Soleil par les deux rayons vecteurs /•, r', et par la corde de l'arc parcouru par la Terre dans l'intervalle des deux obser-
/•;•' sin [s' — s] . . , . , , vations, sera exprimée par ^ ? ainsi qu on le démontre en
(jéométrie.
Donc le rapport de l'aire triangulaire A, décrite par la comète dans
l'intervalle des deux observations, à l'aire triangulaire décrite par la
Terre dans le même temps, sera exprimé par — r-^r-, > c'est-à-dire,
' * » ;•;• sin(i —5)
en substituant la valeur ci-dessus de A, et faisant
tangA'cosi'sin(_^ — s] — tang/j cosssin(g-'— s')
siin*' — s)
tang/i' sin 5' sin; g' — 5! — lang/t siiusiii ^g-' — s')
sin (s — sj par la formule
ftang/( tang/i'-t- Aa — B^) v i -t-oM-p'
(taiig/t -+- acosg-— [3 si 11 g- 1 (laiigA'H- a cosg-'— ^sing-')
8. Je remarque maintenant ([ue, si l'intervalle entre les deux obser- VII. 60
iTi N(U Vi;i.i.i: MKiiioDi:
\.iH'iii> oxt lori [iiiil. lis :iiis |nU((Uiius |i;ir la luiuolc cl |iar la Te'i'rc atiliuir (lu Sdlcil se coiUi'iiilioiil ;i lii's-pcii pit-s avec leurs cordes, et |iar ciuive |îicMl les secteurs triangulaii'es, iloiit nous venons de délerniiiii r le ra|)|Hirt. [iiuirronl être pris, sans erreur sensible, [iDur les vérilahles >eeteurs curvilii^nes décrits |)ai' la comète et par la Tj-rre. Or on sait, pai' la lli<'iu'ie des l'oices centrales, iiue, dans les sections coniciues di'ci-iies aiiloui' d'un même foyer et |)ar une même foice, i|ui varie dans la i-aiMiii iuver>e du carré des ilislances, les aires des secteurs décrits dan> le même tem|is sont entie elles connne les racines carrées des parami'tres des secliiMis; donc, si l'on nomme - le demi-païamèlre de relli|(se décrite par la comète autour du Soleil, et II le dcmi-païamèlre de l'orliilc de la Terre. (|ui est à tr('S-|ieu pii's égal à la distance moyenne du Soleil, on auia. dans l'iix pothi'se ^\nv les deux observations soient très-proclies, l'ciiualion
lan^'/i lanir/i -- Va — n 3 / bj
i.iiii;// — xcosi:^— -isiiig- lang/i -+- acoSj"' — iSsiii^i,"' i "~ V ,i -i- a- + (â'ili'
laipielle sera d'autant plus exacte (|ue l'inlei valle enlri' les deux observation-, seia idir- iietil.
'.I. l.'cqn;iiion |)récedenle contient, comme l'on voit, trois inconnues z. S et -; ainsi il faudra trois éi|uations semlilables pour déterminer ces inciminn's. et. comme le second membre demeure le même, on éliminera d'aboril l'imonnue S7 en retranchant simpleuu'nt une é(jnation de l'iiuiie, et l'on aura deux é(iuations entie les deux inconnues a et /3, dans lesi|nelles ces inconnues ne monteront (|u'au troisième degré; en siirti- i|Mc rei|Uation linale en a ou i ne pourra surpasser le neuvième dr^'ri'. Ayant trouvé les valeurs de y. cl [j, on connaîtra d'abord la po- .vilion du plan de l'orbite de la coini-tc '31; ensuite l'une des trois éqnalion> doiuM-ra la vibur du parami-tre -, et l'on déterminera les autres 'li-menls |iai' les metbodes connues.
(.ette meilidde demande donc six (d)servations de la comi'te, faites de manière ipie Ils intervalles de temps, entre la première et la seconde.
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entre la troisième et la quatrième, entre la cinquième et la sixième, soient très-petits; mais, pour les intervalles entre la seconde et la troisième, et entre la quatrième et la cinquième, ils peuvent être quelconques, et il sera mémo avantageux de les prendre le plus grands que l'on pourra, afin que les trois écjuations soient le plus différentes qu'il est possible.
10. En prenant, comme nous le supposons, les secteurs triangulaires à la place des véritables secteurs curvilignes décrits par la comète et par la Terre, dans l'intervalle des deux observations, on néglige les segnienls formés par les arcs parcourus par la comète et par la Terre et par les cordes qui sous-tendent ces arcs; or, quand les arcs sont très-petits du premier ordre, les secteurs sont aussi très-petits du même ordre; mais les segments deviennent très-petits du troisième ordre, parce que les cordes sont très-petites du premier ordre, et que les flèches sont très-petites du second ordre. Donc, dans cette hypothèse, le rapport des secteurs triangulaires de la comète et de la Terre ne diffère du rapport des secteurs curvilignes que par des quantités du second ordre seulement; par conséquent, dans l'équation trouvée plus haut (8 , le premier membre sera exact, aux quantités très-petites du second ordre près, en regardant les différences des quantités qui se rapportent aux deux observations comme très-petites du premier ordre; ainsi l'on pourra, sans altérer l'exactitude de l'équation dont il s'agit, négliger, dans son premier membre, les quantités dans lesquelles les arcs trèspetits s' — s, g' — g, h'— h formeraient des produits de deux ou d'un plus grand nombre de dimensions.
Cette remarque peut servir à rendre l'équation dont nous venons de parler un peu plus simple. En effet, il est clair (|u'ou peut mettre la quantité tangA -t- a cos^ — jS ?>\{\g sous cette forme
tang/j'-t- tang/( s'-^S fi' — Si c ■ fl'-^ff /?'—.■? — 2 — 1_ jt cos 5 — _» ces 5 s — ^ sin cos 2 5.
— ï! ^^ — h X siii ^ sm5 ^ -+- 13 cos :
iTc. Noi VF.Li.i: mktiioih:
M (le iiitMiie l;i (]iiaiitili' t;ini;// 4- acosi;'— fi ^\n fi' sons la loriiu
'^T_'^ ,.r.c fî ?1
- [3 sin ?^ co
laiii:/! — lanir/i
^— ■? sin ^^ ^ — (3 cos ^^-^ sin ^-^^
sorti' ipir Ir |iiinluil de ces deux (iiiaïUilrs dcvicndi [ laUL'/' 4- laiif;/»
: cos ^^ ^ — P sin
laiif,'/;' — lailg/;
+ (3 cos '2-;-—
expression iiiii, <'ii négliLÇoaiil les (]uaiilités lii's-pclilcs du second ordre, se lediiil à celle-ci
lant,'/('lanfr//
— Hsin ■- »
(lu'on pourra donc suli>tiluer ii la place du deuomiiialeur du premier membre de ri-qualion du n" S.
On pourrait l'aire de |)areilles réductions sur le iniméraleur du premier memi)rc de la nièuK! é(|ualion; mais je me suis assuré parle calcul ipic les valeuis de A et 15 n'en devieudraienl pas plus sim|il(>s.
11. lieleiiaiit donc les expiessious des cocllicieiits A et B, données dans le n" 7, et Taisant dr plus
f. lani,'/i uni;/; , rt = cos " " , /» r= sm ^ ^i c= — 2_)
ri'ijualiou du 11" S deviendra
■\a-Bi3-i-C r~_ 57 3~^
'•I cliarpie coupli; d'observations de la conàie, dont l'intervalle soit très-
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polit, fournira une pareille é()iiiilion, dans laquelle les coeirieionls A, M. C, a, h, c seront connus; donc, si l'on a trois couples de telles observations, on en déduira trois équations de la forme
qui serviront à détermnier les trois inconnues a, ,3 et tz. Ces équations donnent d'abord ces deux-ci
A,a-B,;3 + C, _ A,g-B,p-f-C, fa, « — 6,j3-Hc, )^ («2 a — 62(3 + Cj)^
A,a— B.p-f-C, _ k.oL — Ji,!^ -+-€.,'
(a, a — 6, P + Ci)' (flja— iafS-i- Ca)^
par lesquelles on pourra déterminer les deux inconnues « et ;3.
Qu'on suppose
a, a — 6, (3 -f- c, = Jf
(j; — c) rt|
le premier membre des deux équations précédentes deviendra — : et,
substituant les valeurs précédentes de a et /S dans les seconds membres des mêmes é(|ualions, elles deviendront évidemment de la loiinc
X Ix + my-h n
y' (La;+Mj + N)'
X px ■+■ qy-h r
p ~ (Fx-t- Q^H-R)''
V-8 NOl VELLE MÉTHODE
or ci's équations se iliangt-nt en celles-ci
l h HJ -t- -
savoii', en l'aisanl - = t, — = u,
// -t- m -h nu
pt -{- q -h ru
Qu'on suppose de plus
on aura
et. faisant celle substitution dans les équations préeédenles, elles |)ren-
dront cette forme
l'I -+- m' -+- II' z '= 7^ '
la première donne sur-le-clianip
et, celte valeur étant substituée dans la seconde, on aura cette équation finale en z,
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laquelle, étant développée et ordonnée par rapport à z, montera au septième degré, et aura par conséquent toujours au moins une racine réelle.
12. Il ne sera pas difficile de résoudre par approximation l'équation (jue nous venons de trouver, et pour cela il vaudra encore mieux employer les deux équations
on donnera successivement à z différentes valeurs, et l'on calculera
celles de l et des deux quantités P7 -+- Q'+ R';;, — ^^^ — ; si l'on
trouve deux valeurs de ;, dont l'une rende la seconde de ces quantités plus grande que le carré de la première, et dont l'autre la rende plus petite, on sera assuré que la vraie valeur de :; tombe entre ces deux-là, et l'on pourra ensuite, par d'autres substitutions, approclier davantage de cette valeur. Si l'on ne pouvait pas rencontrer deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires, il n'y aurait alors qu'à opérer suivant les règles que j'ai données dans mon ^lémoire sur la résolution des équations numériques [Mémoires de 1767), et par lesquelles on est toujours sûr de découvrir et de déterminer aussi exactement que l'on veut toutes les racines réelles d'une équation quelconque.
Ayant trouvé une valeur convenable de z, on aura celles de t et de u.
ensuite celles de x = - et de )'= ~i enfin celles de u et 5, oui feront
connaître d'abord la position de l'orbite (3), et l'on connaîtra aussi en même temps la valeur du paramètre zs au moyen de réqualion
— = lu.
13. Connaissant a et /3, on connaitra, si l'on veut, la distance 0 de la comète à la Terre, ainsi que les coordonnées x, y, z du lieu de la co-
p. =; e I cosy COS&J + V = £ (siny cosw —
'j8o nolvellk Méthode
iiii'U> dans son oïliitc, pour cliacunc di-s six obsorvalions, au moyen des formules du n" ï; on connaîtra donc aussi le rayon vecteur de la comète, (|ue je désignerai par r, et qui est = \a;- -f- j" 4- :;-.
Or l'éijuation d'une section coniciue ([uelconciue rapportée au foyer
est
ro — f =: jj.x -h 'jy,
dans laquelle tz est le demi-paramètre, et p., v sont deux constantes telles que, si l'on nomme e rexcentricité et w l'anomalie (|ui répond au nœud ascendant, c'est-à-dire la distance du nieud au périhélie de l'ur-
hite, on a
sinysinw'
CCS 7)
rosy siti w
CUSï5
Je ne donne point la démonstration de ces formules, parce qu'elle me mènerait trop loin, et qu'il n'est pas d'ailleurs didicile de la trouver, d'aprt'S les propriétés connues des sections coniques.
Substituant donc dans l'équation t^^ — e = ^j? -+- vy les valeurs de x, V et (', (|ui répondent à deux observations quelconques, comme à la première et à la dernière, pour les prendre le plus éloignées qu'il est possible, on aura deux équations, au moyen desquelles on déterminera sur-le-cbamp les valeurs de (7. et de v, puisque celle de v; est déjà connue.
Ayant les valeurs de a et de v, on connaîtra l'angle oj par l'équation
cosy cosï) -h sihy tangw jj.
siny cost; — cosy laiigto v
l'I l'excentricité £ par l'équation
VfA'-f-V
^séc'v! — laiig'yj cos'w les angles /, et y étant connus par le moyen des quantités a el f:i (3).
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Si l'orbile est p;iral)oliqiie, ou à Iri's-pcii près, la valeur de t sera exactement, ou à très-peu près, égale à l'unité; sinon on aura
/ étant la distance moyenne ou le demi-grand axe de l'orbite.
Enfin, y étant la longitude du nœud ascendant, et (•> la dislance du nœud au périhélie, on aura y — w pour la longitude du périhélie.
li. Maintenant, si l'on nomme ô le mouvement moyen du Soleil pendant le temps écoulé entre le passage de la comète par le périhélie et une quelconque des observations, dans laquelle le rayon vecteur de la comète soit = v, on aura, en prenant la distance moyenne du Soleil pour l'unité, et faisant, pour abréger,
COSO) = 1
on aura, dis-je, par les formules connues,
6^(9 — £ sincp) ijl',
où ç sera en même temps ee qu'on nomme, d'après Kepler, l'anomalie excentrique.
Et lorsque le demi-grand axe ), sera fort grand, ainsi que cela a lieu dans l'orbite des comètes, on aura, par les séries.
en faisant
VII. 6i
i8-2 NOUVELLE METHODE
Dans la paralxtlc, où >. = oo , et par consoqueni s = i, on aura sinipIciiiiMit
i{/ = v2''-râ, Cl (/=^|H-g|';
cl - sera alors égale à la liistaiice périhélie.
On connailra donc, par les formules précédentes, le temps du passage de la comète par le périhélie, et, si l'on calcule ce temps d'après deux observations assez éloignées, on pourra, par l'accord des résultats, juger de l'exactitude des éléments de l'orbite trouvés par la méthode exposée plus haut; on pourra aussi par ce moyen corriger ces mêmes éléments, au cas qu'ils ne soient pas assez exacts; enfin ce calcul servira à faire connaître laquelle des racines de l'équation z ( 1 1) il faudra employer, s'il arrive qu'elle en ait plus d'une réelle.
15. La méthode que nous venons d'exposer dans ce 3lémoire est peut-être une des plus simples et des plus sûres qu'on puisse imaginer pour résoudre directement et sans tâtonnement le fameux Problème de la détermination de l'orbite des comètes d'après les observations. Outre qu'elle n'exige que la résolution d'une équation du septième degré, elle a encore l'avantage d'être également applicable, soit que l'orbite (ir la comi'le soit une parabole, ou une atitr(; section coni(|ue (|uelconque.
A l'égard des six observations (ju'clle demande, si, parmi celles <|iii auront été faites, il ne s'en trouvait pas qui eussent la condition reciuisc. c'est-à-dire qui fussent deux à deux très-proches, il serait toujours facile d'y suppléer par la méthode connue d'interpolation, et même il sera toujours à propos d'employer celte méthode pour reelitîer les résultats immédiats des observations.
Je ne dois pas man(juer de remar(iiiei', en linissanl, que, lors(iu'on veut résoudre directement et rigoureusement le Problème des comètes au moyen de trois observations très-proches et dans l'hypothèse parabolique, on est aussi conduit à une équation du septième degré, ainsi
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(lue je l'ai fait voir clans mes recherches sur ce sujet [Mémoires de 1778) (*); (le sorl(; qu'il seuible que le septième degré soit une limite au-dessous de laquelle il ne soit pas possible de rabaisser le Problème dont il s'agit, de quelque façon ([u'on l'envisage. Au reste, quoique la méthode de ce Mémoire demande aussi des observations fort proches, il est cependant facile de se convaincre qu'elle est beaucoup plus sûre que celle des Recherches citées, puisqu'on y considère le mouvement de la comète dans trois parties de l'orbite, à la vérité infiniment petites ou regardées comme telles, mais en même temps fort diflerenles l'une de l'autre, au lieu que, dans l'autre méthode, on ne détermine l'orbite que d'après deux parties infiniment petites et consécutives, ou, ce qui revient au même, d'après une seule portion infiniment petite de l'orbite.
(*) OEiivres de Lngrange, t. IV, p. 139.
tii.
DUNE TABLE A SIMPLE ENTREE
[Astronoinisclws Jalirburh nilcr Ephcmcrutcn fur dtn Jtthr 1781. Unler Aufsicht unil mil Geneliralialtung der KonigL Akaderaie des Wissenschaften zu Berlin verfertigt und zuni Druclie befordert. — Berlin, 1779.)
Les diverses Tables dont on se sert si i'ré(iuemmenl en Astiononiic ne sont pas autre chose qu'une suite de solutions de Problèmes indéterminés ou d'équations entre plusieurs variables. Cliacjue Table donne une suite de valeurs d'une de ces variables, valeurs qui répondent aux valeurs d'une autre variable, dont la première dépend, dont elle est une fonction; cette autre variable est dite V argument de la fonction: ses valeurs sont supposées croître suivant une progression aritliniélique dont la raison est d'autant plus faible que la Table est plus resser4'ée.
Si la variable cherchée est une fonction d'une seule autre variable, hi Table ne contient qu'un seul argument, elle est dite à simple entnc : dans ce cas la Table fournit les valeurs d'une série d'ordonnées éijui-
{• I Ce Mémoire a été traduit en allemand par Schuize, et inséré dans les Épltéiiwmlcs <lr Jirrtin pour l'année 1781. Ne possédant pas le Mémoire original en français, noirs donnons la traduction du texte allemand. [Nnirtfr l' lùUirnr:'
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distantes d'une eourbe (|ui représenterait ré(|uation qui relierait les deux variables, en regardant l'argunieul eoninie l'abseisse, h fonction elierchée comme l'ordonnée.
Si, au contraire, la quantité variable dont on veut construire une Tai)le est une fonction de deux autres variables, la Table doit contenir comme arguments ces deux dernières variables : elle est dite à double cnirèc. Dans ce cas elle donne les valeurs d'un»; suite d'ordonnées équidistantes d'une surface qui représenterait géométri(|uement l'équation (|ui relierait les trois variables, en regardant les deux variables (|ui servent d'arguments comme les abscisses et les ordonnées, et les valeurs de la variable cliercbée comme les distances des points de la surface au plan de ces deux coordonnées.
On peut imaginer de même des Tables à trois, quatre entrées ou davantage; mais on ne pourrait plus leur donner une représentation géométri(|ue; d'ailleurs il n'y a pas lieu de s'occuper, de pareilles Tables, à cause des dillicullés que présenterait leur usage.
Lorsque sur une courbe on a déterminé dilférenls points, on peut trouver les points intermédiaires en regardant comme rcclilignes les portions de la courbe qu'ils comprennent; on substitue; ainsi un polygone à la courbe, et il est clair que cette supposition est d'autant moins inexacte que les points déterminés sont plus voisins. Mais on s'approclicra encore plus de la vérité en regardant cbaque portion de la courbe comme l'arc d'une eourbe paraboMejUc (jui passerait par bîs points déterminés, et l'approximation sera d'autant plus grande (|u'il y aura un plus grand nombre de points sur l'arc parabolique. Tel est le fondement des mélbodes ordinaires d'interpolation, métbodes dont on se sert pour trouver, dans les Tables à simple entrée, les valeurs intermédiaires, au moyen des difiérences entre les termes consécutifs.
On peut diriger l'interpolation de la même façon pour les Tables à double entrée, en supposant les points de la surface donnés par la Table reliés entre eux, trois par trois, par des surfaces planes, en substituant à la surface véritable une surface polyédrale limitée par des faces triangulaires, ou bien en regardant les portions de surface (jui relient les
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points consécutifs comme des portions de siuTnces paraboliques. Mais, pour ces Tables, l'ialerpolation est toujours pénible, surtout si l'on ne veut pas s'en tenir aux premières différences : c'est pourquoi les Astronomes évitent les Tables de cette nature autant que possible, et, autant que possible, chercbent à n'employer que des Tables à simple entrée.
Cela se fait tout naturellement quand la fonction dont on veut construire une Table s'exprime par le produit, ou par une somme de produits des sinus ou des cosinus des variables qui servent d'arguments; car, dans ce cas, on peut, au moyen des formules ordinaires, résoudre ces produits en simples sinus ou cosinus : chaque série de ces sinus ou cosinus est donnée par une Table à simple entrée; l'ensemble des deux Tables rend le même service que la Table à double entrée que l'on aurait pu construire. C'est ainsi qu'ont été calculées toutes les Tables des mouvements des planètes dont on s'est servi jusqu'ici.
La même chose aura lieu si c'est une fonction quelconque de la grandeur dont on veut avoir une Table, et non cette grandeur, qui est mise sous la forme de produits de sinus ou de cosinus; niais il faudra, dans ce cas, une Table de plus que précédemment. Table qui donnera les valeurs charchées de la variable, qui correspondent aux diverses valeurs de la fonction donnée.
En dehors de ces cas, il paraît difficile de ramener les Tables qui, en elles-mêmes, paraissent nécessiter deux entrées, à des Tables à simple entrée. Toutefois, dans la solution des problèmes d'Astronomie, on n'exige pas une précision absolue, on cherche une approximation plus ou moins grande; aussi peut-on, dans beaucoup de cas, substituer des Tables à simple entrée aux Tables à double entrée, les premières, moins précises que les secondes, suffisant à donner des valeurs approchées. Ce sujet paraît de la plus grande importance pour les calculs d'Astronomie; je me propose de le traiter au point de vue de la détermination des longitudes géocentriques des planètes.
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PREMIÈRE SECTION
MKTIIODK POm TRANSFORMEn CERTAINES FORMULES Qll EXIGENT DES TAIII.ES \ IlOlItLE ENTRÉE EN DAITRES QUE l'oN PEUT CALCULER AU MOYEN DE TMll.E^ A SIMPLE ENTRÉi:.
Si l'on voiil représenter par une Tahle la formule tangç = a langi, on aura, pour eliaque valeur du coelFuieut a, une Table a simple entrée, dont l'argument sera l'angle 0 et la fonction cherchée l'angle y. Cette Table est pareille à celle que les Astronomes connaissent sous le nom de ri-dttction à l'cquateur; car, en appelant 0 la longitude d'un point de l'écliptique, et o l'ascension droite cherchée de ce point, on a, en désignant par ',) robliqnilé de l'écliptiiiue,
laniï'j = rosw lang5.
Si l'on veut au lonirairc 'réduire en Table la formule
_ sin6 4- asinij^ a OT* ~ cosO -I- rt COS^i'
on peut croire, au premier abord, qu'il n'est pas possibb; d'employer une autre Table qu'une Table à double entrée; toutefois il sullit d'une Table à simple entrée, comme nous allons le démontrer géométri(iuemeiil et analyti(iiieinent.
Soit {fig. r) la ligne AB = /j, faisant avec la ligne AE l'angle BAE = (/: menons par l'extrémité B de AB une ligne BC = y telle, que, en la prolongeant sulfisammenl, (lie coupe la ligne AE sous un angle BDE = -i; enfin menons la ligne AC, et désignons par 9 l'angle CAE, qu'il nous faut exprimer au moyen de/?, q, ^ et f.
LES LONGITUDES DE JUPITER ET DE SATURNE, ETC. 491 Ayant mené BE et CF (jerpeutliLulairLinent, BG paiallèlcnit'iit a .\EV.
Fig. I.
on a évidemment
CF
BE = /?sin5, \E=pc.osO, CG = ^ simj/, BG = çcos6, — p = lani
CF = CG^BE, AF=:BGh-AE,
donc on a
lango =
_ ps\n9 -f- q siniL
p ces 5 -i- q coS'V
SI I on tait maintenant - = «, on aura P
tango
sin y -+■ «sinoi
cos6 + a cos6 ce qui est la formule posée au commencement.
Si maintenant on dé.siij;nc par 'Ç l'angle BAC, on aura ? = 9 — ?
et, dans le triangle ABC,
AB=/J, BC = ç, ABC= i8o'- DBA:
donc
DBA = BAE - BDE =: 5 - 0/ ; ABC = i8o»— O-h'^.
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On coniiait donc tliins co Iriangle deux cotés /; cl q et l'angle compris i8o" — 5-i-i}; on peut donc trouver l'angle Z, (jui ainsi ne dé|)end ([ue de l'angle 5 — (J>; et, par suite, une Table à simple entrée sulliia pour le calcul de Ç, tant que/; et q resteront constants; ayant Ç, on aura aisément l'inconnue '> par la ("(irnuile s = !/ — Ç.
On a, dans le triangle ABC,
p sin ?= q sinBCA ;
mais
BCA = i8o - ABC - BAC :=0—<h-'C,
donc
/;sin? — q sin(0 — '| — Ç) = ^sin^O — û^) cos? — q cos(0 — '|) sinÇ;
iloiic
^"^^-/; + gcos(e-^)
Si l'on l'ait niainlenanl 'C= —y, un calcul simple donnera im-
niédialciucnt
iang>- == '- lang '^ •
C.etlo dernière équation est, comme on voil, de la forme traitée ilans le
n" I; elle n'exige ([u'une Table à simple entrée, dont l'argument est
-1 Y étant l'angle dierelié. Avant trouvé cet ani;le, on aura - pai' la
formul(!
el, linalemenl,
rj-\-'h
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l/artifice que je viens d'employer pour décomposer \:\ formule donnée esl fondé sur la construclion géométrique de celle formule, et s'appliquerait peut-être diUu-ilenient à des cas plus compliqués. Nous allons examiner comment on peut pi'océder directement.
Dans ce but, j'emploierai un moyen (|ue j'ai déjà utilisé avec avantage, et qui repose sur l'analogie qu'il y a entre passer d'une tangente à l'angle correspondant et prendre le logarithme d'un nombre.
En désignant par e la hase des logarithmes hyperholi(iues, on a, comme on sait,
e-"v-' = coscp -I- \ — I sino, el e~5v'~' ^ coso — ^ — i sino; donc
ces 9 H- \ — I sino n- \ — I lango
coso — y — I sino I — V — i iang9
Si maintenant à la place de tang'j on substitue la valeur du n" 11. en introduisant partout, au lieu des lignes trigonométri(iues, les expressions exponentielles, on aura
g2= y _ , _. gjl y -I .
si donc on fait
I + aeii'-''v-'
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Pour abréger la solation, jo pronds f^ — d — 'Ç, et je trouve, en réduisant,
lailK y. —
[y. — - = - — lang -» oit lansr - — ■/. =r lanc -•
On voit aisément que ce résullat revient absolument à eelui du n" A'
II' M" III, cl si nous prenons /. = - -h j, nous aurons
Si niiiis remetlons en eiïet, ii la place de a, le rapport - employé dans
lannv:= ^^ i lang -■, puis o = C -i- z=: G» h i-t= ^ -+->"■
^. ■ , ,• , . sin5 + asinœ + ôsinv
l>oil la lormule tansr'i = -, ^ ; —: on trouvera,
"- ' co-->(/ -t- acoscp -f- 6 cosx
lomme précédemment et par la même métliode,
,— I 4- rteCi'-«) <-' -+- AeCx-O) ^-y
I -f-flg-cf-Mv'-i 4- fte-(}t-«)v
en faisant çs = (/ -r x.
Soient, |)our abréger, <^ — (j —'Ç,, y^ — ^ ^r,; on aura e"v-' =: — ~,
(a 4- 1 ) cos ^ -)- 6 cos ( i — 7 )
lang
[a — i] sin — \-b sin
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Si maintcniiiil on prend l'angle y de façon ([ue
iangr= — , ^::^. ^—^^
COS I y ; — -
on trouvera comme préeédemmenl
/. = r ^> u ou o =: i- )•;
d'où l'on voit que l'angle y et par suite aussi l'angle 9 n'exigent
(lu'une Table à double entrée, les ar^juments étant ~ et / ^ — -:
mais il ne parait pas possible de substituer à cette Table une Table à simple entrée lorsque l'un des arguments n'est pas nul ou égal à un multiple de l'autre.
Le plus simple des cas où l'on peut substituer une Table à simple
entrée à la Table à double entrée est celui où /= ^: on tirerait
alors des formules du n° IX
I — fl . 5 — J; , , — , — sm
? — ''-^}'> ei tangr= -«— ri
rtP-v- I
he^ v'-'
I ■+■ ae-' V-' ■+- fre-'. v"- 1 eu fadeurs de la forme
-^^ el
puis d'où el enlin
(in pourrait employer la méthode du n"\III; on représenterait ces l'acteurs par e-'^'~', e-^''~' , et l'on obtiendrait les équations
fa ,\ I — A a
lang^- - Xj = — -^ tang-,
lang(^^-pj=7:^langÇ. de,
e''- \^-' = e-^ V" X e'i* v^-' — eH"''+i>+ ■■)\/~< , ,
y. = X + ^ -f- . . . , <f = 0-hl + lJ.-h....
I>a plus grande valeur de l'angle X ne peut pas surpasser l'angle dont A est le sinus; ce ([ue l'on voit aisément [lar la théorie des maxima et des minima, en différentiant la formule qui détermine )., ou encore au moyen de la construction du n" III. En effet, l'équation
fa ,\ I — A a
est semblable h la formule du n" V, si l'on fait « = !/ — |, X = Ç, A — "•, d'où il suit que si, dans notre figure, on fait — ^ = A, DBA — «,
l> ' "Au
LES LONGITUDES DE JUPITER ET DE SATURNE, ETC. V
on aura BAC = X; mais il est clair quo la valeur de l'angle BAC, en supposant que, les deux côtés AB, AC restant constants, l'angle compris ABC varie seul, atteint son maximum lorsque la ligne AC est tangente au cercle décrit de B comme centre avec le rayon BC, et que, par suite,
l'angle BCA est droit; mais alors — ' = sinBAC, et par conséquent la
formule sin). = A fournit la valeur maximum de X.
Pareillement, la valeur maximum de [j. est donnée par la formule sin/u. = B, et de même pour les autres.
D'où il suit que, si les coefficients A, B, ... deviennent de plus en plus petits, les angles X, [x, ... deviendront aussi très-petits; par consé- (juent il sulfira d'introduire dans le calcul un certain nombre convenable de ces angles pour parvenir au degré d'approximation que l'on veut.
Tout revient donc à décomposer la formule proposée en formules simples de la forme que nous venons de dire. Toutefois il est clair que cette décomposition ne peut pas se faire exactement, mais seulement en négligeant les produits des coefficients a, b, ... k partir d'un certain degré.
Si l'on veut décomposer le trinôme i -+- p -\- q en un produit de facteurs, on pourra prendre (n-yo) (r-t- q), en négligeant le produit pq. Si l'on ne veut négliger que les termes qui dépassent la deuxième dimension, on prendra
Si l'on ne veut négliger que les termes qui dépassent la troisième dimension, on prendra
j-^ p -^ q = {t-i- p) (i-^. q j [i- pq) [i -h p^q) [i + pq^],
et ainsi de suite, comme on le voit par un cali-ul facile.
De même, si l'on voulait décomposer l'expression t + p + q -i- r en produits de facteurs, on trouvera, en négligeant successivement les MI, G3
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produits (le la deuxième, de la troisième, de la (|uatrièine dimension.
= {i -^ p] (i -h q] [i -+- r) [i - pq) (\ - pr) (i - qr) z=: (i -i- p) (i + q) {i + r) {i - pq] [i - pr) [i - qr] ^ [i -h p^ r) [i -h p'q) (i + pq^) [i + pr') [i -h q' r' X (i + qr-] (i -1- zpqr],
et ain>i de suite.
Si donc on néglige la troisième dimension des produits des coellicients a, b, on pourra décomposer la formule
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Ces l'orniulos serviront à déterminei' les angles À, a, -, puis on aura
L'erreur commise sera d'un ordre moindre que les angles dont les siilns sont a- h et ah'-.
En résumé, si l'on donne réquation
sinÇ -+- a sinJ/ -*- b s\nt
langO ;= ;: î : 5
COS& -H acos4' -t- «cosç
dans laquelle a et h sont des tractions proprement dites, et si l'on veut déterminer l'angle ç avec une erreur d'un ordre moindre que les angles dont les sinus sont plus petits que les produits à-b et ab'\ on prendra
en déterminant les angles S', 0", 6'", 0", 5" par les équations
l'b—B „ \ t -a 'h-O tang ° = ^^"8 ~ '
tang (^i^ n = TIT^, ^^"S~ '
'1Ûi-^-'C^
, __ - _. „ \ J-a'h 2J;-hi:-3Ô
i—ah' J>-f-2i: — 3Ô
dont chacune exige une Tahie à simple entrée.
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Ces équations étant toutes semhlal)Ies, jo désiiinorai en i^oiu'ial par [m] (x) la valeur de l'angle Ç déterminée par l'équation
inng r =-— — lang--
Ainsi [m) (y.) exprimera une équation astronomique dont l'argumcnl est /., et dont la valeur maximum est égale à l'arc dont le sinus est m.
Si l'on pose
, — ij.
\'in = lang'"»
= cosp.,
•t l'éciuation précédente devient
lang ( - — Ç ) = cos/a lang-
(xHte équation est pareille à celle par kxjuelle on opère la réduction des planètes à l'écliptique, ou de réciipli(|ue à ré(|uateur. En outre, on peut remarquer que l'on a
Il suit de là que l'on a
et que
9 = (J-H{«);4/-/?) -+-(6)(?-0) -^.{-ab]['\l ■h-C-20)
-t- [a'b) (2(|;-|- r- 30) H- [nb') (| + 2? - 30).
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On décomposera de même la formule
sin0-i-rtsirn); + ftsini:!-4-csinï
lang9:
cosô -t-rt cos({^ + 6 cosÇ -+ c cos^
En néglii^eant les angles dont les sinus sont plus petits (|ue les produits de la troisième dimension, on aura à résoudre treize é(|u;Uioiis, dont chacune exigera une Table à simple entrée.
Cela suffira pour mettre en lumière la liiéorie de ces transformations: nous allons maintenant appliquer les propositions qui précèdent à la détermination des longitudes géoccntriques des planètes.
DEUXIEME SECTION
APPLICATION DES THEOREMES PRECEDEMMENT DEMONTRES A LA DETERMINATION DES LONGITUDES GÉOCENT RIQU ES DE JUPITER ET DESATURNE.
Soient {Jiif. 2), à une époque quelconque.
T la Terre;
S le Soleil;
I' une planète;
SR la ligne des nœuds de l'orbite de celle planète
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PaiT menons la ligne T.MN parallèle à SR; abaissons de P la perpcndiculairo PQ sur le plan de l'écliplique, et traçons les lignes QS et QT i|ui joignent le lieu réduit de la planète aux points S, T. la ligne QRN perpendiculaire à TN; enfin joignons les points P et H par la droite PH.
Appelons maintenant
s le rayon de l'orbite de la planète;
5 l'argument de la latitude;
■•> l'inclinaison de l'orbite sur l'écliptique;
/• le rayon de l'orbite terrestre;
1 la longitude du Soleil comptée à partir du n(Bud ascendant de la pl;i-
nèle, ou l'excès de la longitude du Soleil sur la longitude du n(eii(l de
la planète.
On aura dans notre tigurc SP = p, RSP = 0, PRQ ^ o) (l'angle SRP dans le plan de l'orbite de la planète et l'angle SRQ dans le plan de l'écliptique sont droits); puis TS = r et NTS = 'b. Enfin soit o la longitude géocentrique de la planète comptée à partir de son nœud ascendant, ou l'excès de sa longitude géocentrique sur la longitude de son nœud; on aura, dans la ligure, QTS = ip, puisque nous avons supposé que Q était le lieu de la planète réduit à l'écliptique.
Cela posé, on a
PU— psiriCi, SR = pcos(/, QR = PR cosw = psin6 cosw,
ON
SM = /sin'J/, TM = /'cosA, ei lange? = 7nïr)
T > ^ ^ IN
mais
QN = QR -1- SM, et TN = SR -t- TM ;
<liin('
psinO cosw -t- rsindi
tango = i- r— '-•
pcos0 -t- rcos^"
Celle formule n'est pas tout ii fait de la même forme que celles que
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iiDUS avons traitées, mais on l'y ramènera aisémenl en remarquant (|iif
et que
d'ailleurs
. , I -f- COSCi) . . I — COS&) . , ,,
cosw sina = sm6 h sin(— j].
. I + cosu „ I — cosw , ,, ces 6 = : cos 9 H ces — 6 ) ;
on aura donc, en remplaçant,
pcos'— sin0 +p sin=— sin(— 6) -t- /• sm^j/ tangç:
ocos'— cosô -4- p sin' — cosf— 9) -i- /• cos'J>
t'orniule semblable à celle du n" IX, et qui serait tout à l'ait de la mcnie naïui'e si les grandeurs r, p, w étaient constantes.
L'angle w, qui mesure l'inclinaison de l'orbite de la planèti! sur l'écliptique, peut être regardé comme une constante. Au contraire, le rayon de l'orbite, ou la distance de la planète au Soleil dépend de l'anomalie du Soleil et de la planète.
XXII I
Soient donc
A la distance moyenne du Soleil à la Terre;
y. l'excentricité de l'orbite solaire en parties de cette dislance muyenuc:
v l'anomalie vraie du Soleil;
on aura, comme on sail,
_ A(i— g''^ I —xcoss
Soient maintenant
B la distance moyenne de la planète au Soleil;
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ft rexcenlrifilé do son orbite en parties de celte distance moyenne;
/ son anomalie vraie;
ou aura de même
" I — pcosi'
il faudra substituer ces valeurs dans la formule du numéro précédent. Le numérateur et le dénominateur seront alors multipliés par (i — a cosj) (i — p cos^); en transformant les produits de sinus et de cosinus en simples sinus et cosinus, on trouvera, après réduction, une expression pour tangy dont le numérateur sera une somme de différents sinus multipliés par certains coclficients, et dont le dénominateur sera tout semblable, sauf que les sinus devront être remplacés par des cosinus. Si, parmi ces coefficients, il s'en trouve un qui soit beaucoup plus grand que les autres, on divisera tous les termes du numérateur et du dénominateur par ce coefficient, et l'on parviendra, pour tang'^, k une expression pareille à celle des n°^ XVII et XIX; on la traitera de la même façon.
c'est ce qui a lieu pour Jupiter et pour Saturne, leurs distances au Soleil étant, pour le premier, cinq fois au moins, pour le second, dix fois plus grandes que la distance de la Terre au Soleil. Aussi vais-je maintenant appliquer mes formules à la détermination des longitudes géocentriques de Jupiter et de Saturne, en poussant l'approximation jusqu'à r minute de degré, ce qui suffit pour le calcul des Epliémérides. (^da nous permettra, d'après le n" XIV, de négliger, dans l'expression de tang'^, tous les termes qui sont beaucoup plus petits (lue sini' ou
(lue o.oooaqon, ou, en nombre rond, que —- —
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D'après cclk' supposition, je divise haut et bas l'expression île tanii'j par fj ces- - •> et j ol)tiens
. , rsin<i M . .
sin5 -h -+- lang- - siii, — 6
p cos' -
iaiig9= —
. rcosd' , w
cos9 H -i- lang' - cosi —
p COS- -
r k[i— X-) ^^ • — J3 cos/
p ii[i — |3'J ' I— acosi'
et, pour Jupiter, pour Saturne,
donc — a,'^ est plus petit (lue 7 pour Jupiter, et (lue — ^ pour Sali ' ' ' * oooo ' ' ■ 7030 '
turne; on pourra, par suite, négliger, les termes plus petits (|ue ,,<y'<
On peut donr mettre la valeur de - sous la forme
n ^, {I + X COUS — P COS / .
Si. l'on pose, pour abréger.
a = ^ — 1 f> := lang' - »
B(i-p>)cos'^ Ml. C{
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_ sin9 +a siinj<(i + «cos^— (3 cos<) +6 sin(— 9) ^" ~ cosO -+- a cos<j7{n-acos4 — {3cos<) -h b cos(— 6)'
en transformant les proiluils de sinus et de cosinus, on oljliendra, pour le numérateur,
sin9 + rt sinij/ -f- 6sin;— 5) H [sin;'t]> +*) + siii <\i — s ]
l'I, poui' le dénominateur,
ces 5 -h a cos^li -+- bcos{— 0] -\ [cos^ij/ + s) -h cos(ij/ —s]]
[ces ( I + / ) -(- ces ( 4» — 0]-
On aura donc pour --- une expression semblable à celle du n" XIX.
.Maintenant, pour Jupiter,
6) = I" H)' lo",
el, pour Saturne,
par suite, eos" — est voisin de i; la dillérence est, pour Saturne, plus
petite que » et encore moindre pour Jupiter; par conséciuent, a est
' aooo lit 1 '
voi>in de ^- On trouve ensuite, pour Junilei', /> < -4—^ el, pour Saturnc, ^< —-r- : d'où l'on voit (lue l'on peut né^liiier les iiuissances
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<le h et même les produits de b par a. En outre, on voit que l'on peut négliger les puissances et les produits de ay. et de a^i, parce que. la
valeur de aÇi pour Ju|)iter étant < — ■< la plus grande quantité que l'on puisse négliger ainsi, savoir a- 6-, est inférieure à Enfin, pour
■ ^ ° ' lOOOO ■
Jupiter, on peut négliger les coefficients a'^a. et a*]S; car le second, qui est le plus grand, est < — ^ — ; mais, pour Saturne, on peut néuliner
même les coefficients o^a et a' ,3; car le second, qui est le plus grand
des deux, est inférieur à — ^ — 12390
Par suite de ces remarques, on aura, pour Saturne,
9 = 5 + (a)(iJ;-5)-(6)(2e)
9 représente ici la longitude géocentri(jue de la planète, comptée ii partir du nœud; 0 est la longitude héliocenlricjue dans l'orbite, comptée à partir du même nœud : on a donc, en ajoutant aux deux niemltres de l'équation la longitude du nœud ascendant.
long. géoc. '[) = long. hélioc. dans l'orbite
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Si l'on fiiil la distance liii Soleil à la Terre = o, la longitude géocenliiqiie deviendra la longitude liélioeenlriiiuc comptée dans l'écliplique: tous les termes de l'équation précédente, sauf — b, [20), s'annulent à cause de a = o. Par suite, notre équation devient
long, liélioc. — long. Jans l'orliilo — 6^ (aô^;
donc — Z», 2i; n'est pas autre chose que la réduction de la plani'te à l'écliptique; cela se vérifie d'ailleurs immédiatement.
Si donc on substitue à la longitude de la planète dans l'orbite la longitude dans l'écliptique, que l'on déduit aisément des Tables, on pourra négliger dans notre équation le terme — (6) (2!/;. et les termes restants exprimeront la différence entre les longitudes géocentrique et héliocentrique de la planète, ou ce que l'on appelle la parallaxe annuelle.
On peut en outre remarquer que, i étant la longitude du Soleil, 0 au contraire la longitude de la planète, comptées toutes deux à partir du nœud ascendant, '^f — 0 sera l'angle de commutation de la planète, ou l'excès de sa longitude sur la longitude du Soleil. Si l'on désigne par 11 cet angle de commutation, on aura, pour la longitude géocentrique de Saturne, l'équation suivante
long. géor. b — long, liélioc. \> -+- [a] [u] OÙ 5 = anom. © . / = anom. \> , u = long. © - long. Ij .
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l'oLii' Jupiter on trouve des fonimles soml)lables, s;iui' (|u'oii ne do pas négliger les termes de l'ordre «V., a^ ^j : on a
long. géoc. Z.'= long, liélioc. T-t- [a) («)
OÙ 5 = anoui. ©, / = anom. Z-', u = long. © — long.Z,'. D'ailleurs, pour Jupiter, on a
— 5^<^ — ^, ei < — '-'
2 5(ioo 2 a
car « csl </5; on peut donc supprimer sans scrupule les quatre derniers termes, si l'on ne lient pas à pousser la précision très-loin et s'il suRlt d'avoir un nombre rond de minutes.
Il suffît donc de cinq Tables à simple entrée pour trouver commodément les longitudes géocentriqucs de Jupiter et de Saturne. Ces Tables sc'calculent aisément, car elles sont de la même forme que celles qui donnent la réduction de l'éclipliquc h l'équalour, ainsi (jue cela a été montré dans le n" XVIII.
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Si. ;iu reste, on ne veut pas l'aire direeteiiienl le calcul par la Ibrmule (n"XViIl)
lang Ç] — — ; — laiif; ;
mais se servir d'une série infinie pour calculer Ç, et il est aisé de déduire une telle séi'ie des formules précédentes.
Kn effet, la formule trouvée pour la longitude géocenlri(|ue de la planète étant semblable à la formule du n" XVlll, on la ramènera aisément à la suivante
j, ,— 14- me' N "''
I -t- me
et, en prenant les logarithmes, on aura
^ _ logf H- me'"J-')— logf I 4- nie-'V-')
(ievt'loppanl les logarillunes en série et substituant les expressions trigonométriques aux expressions exponentielles, il vient
Ç = msm/. ■ smaz H — r- sm3/ — . . . .
On peut consulter sur ce sujet les (ledenhchriften dcr Konisii. Akademie pour l'année 1770.
ADDITION Ali MÉMOIRE
SUR
SUJETTES AUX l'AKALLAXES.
ADDITION AU MÉMOIRE
s in
[ Astronomisches Jalirbucli oiler Ephemeridcn fiir das Jahr 1782, unier Aufsichl und mit Genehnihalturii; der Kunigl. Akademie des Wissenschaften zu Berlin verfertig und /.uni Drucke befordert. Berlin, 1779.)
J'ai montré comment ce tracé pouvait être effectué, même en tenant compte (le l'aplatissement de la Terre et en corrigeant les distances apparentes. Pour ne rien laisser à désirer sous le rapport de l'exactitude, il faut encore avoir égard à une autre circonstance, à savoir la variation de l'angle de position du Soleil, angle regardé comme constant pendant la durée de l'éclipsé; mais je vais montrer (|uc celte variation ne peut pas altérer les distances apparentes de pins de i seconde, et qu'elle est par conséquent négligeable.
Comme la durée d'une éclipse de Soleil est au plus de deux heures et que la variation de l'angle de position s'élève au plus à •?.()' pour 1"
(*) Ce Mémoire a d'abord paru, traduit en allemand, dans les ÉphémciUks de Berlin pour rann(5e 1782 , nous l'avons reproduit en français, page 4 '5 do ce volume, d'après la Coiinnixstimc tics Temps. L'un des textes n'est pas une traduction littrrale de l'autre. Nous donnons ici la traduction des derniers paragraphes du texte allemand, qui ne se trou\ent pas dans lu ('niiiKiisstince des Temps. {yole de l'£ditrtir.)
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(le variiilion de la longitude du Soleil, il s'ensuit que la variation de l'angle de position pendant l'éclipsé ne peut guère dépasser 2', et de là il est aisé de conclure que la plus grande erreur i\u\ pourrait résulter de cette variation dans les distances mesurées sur la projection ne correspond qu'à un arc de 2' mesuré sur la circonférence de la projection dont le demi-diamètre s'élève à environ i^en nombre rond. Comme le dcmi-diamclre est égal à 3/|37', il suit de là (juc la plus gi'andc erreur
(|U(' I on |)uisse commettre est au plus ^t^t-' ou 2 environ. Lonniie on
l'iiiploie dans la projection l'angle de position correspondant au moment de la conjonction, il en résulte (|ue la variation de l'angle de position peut occasionner au plus une erreur de 1" dans la distance des centres, soit au commencement, soit à la tin de l'éclipsé.
Il en est de même pour ce qui concerne la variation de la déclinaison du Soleil, car la plus grande variation de celle-ci est seulement d'environ 2'|' pour un changement de 1" dans la longitude du Soleil; par conséquent la déclinaison ne peut jamais varier de plus de ?.' pendant l'éclipsé. D'ailleurs il est facile de se convaincre, d'après les principes des projections, que la plus grande erreur qui puisse résulter de là, relativen)ent à la distance des centres, ne s'élève (ju'à 2' sur la circonférence du cercle de projection. Il suit de là, comme ci-dessus, que cette erreur ne peut altérer de plus d'une seconde de degré la distance des centres au commencement ou à la fin de l'éclipsé.
Ces deux circonstances ne se rencontrent jamais ensemble, car c'est lorsque la variation de la déclinaison du Soleil est la plus petite que l'angle de position varie le moins, et réciproquement. On peut donc, en toute sécurité, négliger ces deux corrections dans le Problème qui nous occupe, car elles ne feraient que rendre la construction plus pénible sans en augmenter la précision d'une manière appréciable.
SUR LA DIMINl'TION
L'OBLIOIIITË DE L'ÉCLIPTIÙUE,
L'OBLIQUITÉ DE L'ÉCLIPTIQUE
[Astronnniisclifs Jahibucli odcr liplicnicrideit fiir das Jahr 1782 ; Berlin, 1779.)
Les observations sont d'accord avec la théorie pour prouver <|uo l'obliquité de l'écliptique va en diminuant; mais elles ne le sont ni entre elles ni avec celle-ci sur la quantité de cette diminution.
Si l'on compare les plus anciennes observations que Ptolémée nous ait transmises avec celles qu'on a faites dans ce siècle, on trouve une diminution d'environ 23' dans l'espace de dix-neuf siècles et demi; les observations d'Albatenius, du ix" siècle, ne donnent qu'une diminution de 7' dans huit siècles et demi; celles de Tycho Brahé, de l'année 1587. donnent environ 2' dans un espace de cent soixante ans; enfin les observations faites vers la tin du dernier siècle ou au commencement de celui-ci, et comparées avec les plus récentes, ne donnent (ju'environ
I seconde par an de diminution; mais, si l'on compare à ces dernii'res celles qu'on n'a faites ([ue depuis trente ans, on ne trouve pour cet
( * ) Ce Mémoire a été lu par l'Auteur à l'Académie dos Sciences de Berlin, le •.>.(> février 177s.
II a été traduit en allemand par Scluilze, et inséré dans les Ephémcrides de Berlin pour l'année \~9>.. Nous reproduisons ici le Mémoire original en français, retrouvé dans les papiers de Lagrango qui sont déposés à la Bibliothèque do l'Institut de France.
[Note de l'Éditeur.)
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intervi\lli' ilc lenips qu'une diminution de lo" à ii", ce ([ui ne donnerait (ju'environ '^V pour la diminution séculaire.
On voit par là que la diminution séculaire est toujours moindre à mesure qu'on la déduit d'observations moins distantes entre elles; et, si l'on pouvait compter entièrement sur l'exactitude de ces résultats, il s'ensuivrait que la diminution est variable, et l'on pourrait même en déterminer la loi jusqu'à un certain point; mais, d'un côté, les observations anciennes, surtout celles qui ont été conservées par Ptolémée, sont reconnues pour trop peu exactes; de l'autre, l'intervalle de temps écoulé entre les observations modernes est trop peu considérable, et l'erreur inévitable des observations inllue trop pour qu'on puisse rien conclure de certain ni des unes ni des autres sur la vraie quantité de la diminution séculaire, et moins encore sur la variation de cette diminution; ainsi la théorie paraît le seul moyen siir que l'on ait jusqu'à présent de fixer cet élément important.
.M. Euler est le premier qui ait démontré la diminution de l'obliquité de réclipli(]ue, en faisant voir que la rétrogradation des nœuds de l'orbite de la Terre sur l'orbite de chacune des planètes principales, causée par l'action de ces planètes, doit nécessairement diminuer l'angle de l'écliptiiiue et de l'équateur, du moins dans la disposition actuelle de •■es orbites, disposition qui doit aussi changera la longue par l'action mutuelle de toutes les planètes.
-M. Kuler trouve les quantités suivantes
37", GgS", 8", 533", 1"
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pour les rétrogradations séculaires des nœuds de l'orbite de la Terre sur les orbites de Saturne, Jupiter, Mars, Vénus et ^lercure; de là, en multipliant respectivement ces quantités par les sinus des inclinaisons et par ceux des longitudes des nœuds descendants des orbites des mêmes planètes par rapport à l'écliptique, il conclut la diminution séculaire de l'obliquité de l'éclipticjue due à l'action de chaque planète, et ne tenant compte que des actions de Jupiter et de Vénus, vis-à-vis desquelles les autres sont presque nulles, il trouve cette diminution de 47"i- (^^oje:; les Mémoires de cette Académie pour l'année ij^A-j
M. Euler donne les résultats précédents sans démonstration; il avertit seulement, à l'égard des masses des planètes, que, pour celles de Saturne, Jupiter et la Terre, il a adopté les déterminations de Newton, fondées sur une valeur de la parallaxe du Soleil égale à lo", et que, pour celles des autres planètes, savoir : Mars, Vénus et Mercure, il les a déduites de l'hypothèse que les densités des planètes soient en raison inverse des racines carrées de leurs temps de révolutions périodi(jues, hypothèse qui se vérifie à peu près à l'égard des densités connues de Saturne, Jupiter et la Terre.
La démonstration que M. Euler a supprimée a été restituée par M. de Lalande, qui, en partant des mêmes données, est parvenu à trèspeu près aux mêmes résultats, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1758.
Les masses adoptées par M. de Lalande sont (en prenant celle de la Terre pour l'unité) d6,o36 pour Saturne, i58,Gj pour Jupiter, 0,018 pour Mars, 0,42 pour Vénus, o,o4 pour Mercure et 1G9282 pour le Soleil, et les mouvements séculaires des nœuds de l'orbite de la Terre sur colle de chacune de ces planètes trouvés d'après ces masses soni respectivement
d'où M. de Lalande conclut la diminution séculaire de l'obliquilé de
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ri'tli(»li(|uc due à ces planètes de
r,54, i5",75, o",23, 21)", 25, o",4o, ce cjui donne, pour l;i diminution totale en veitu de leur action réunie,
.M. de Lalande, dans un autre endroit de ces Mémoires, remarque ensuite que la détermination de la masse de Vénus = 0,42 dépend de la supposition que le volume de celte planète ne soit qu'un tiers de celui de la Terre, supposition démentie par le passage de 1761; il fait voir (jue les observations de ce passage donnent (en faisant la parallaxe du Soleil de 9") 0,917 pour le diamètre de Vénus exprimé en parties de celui de la Terre, et de là 0,771 pour son volume, celui de la Terre étant =1; or l'hypothèse de M. Euler sur les densités donne, pour celle de Vénus, 1,32, en faisant celle de la Terre =1; de sorte que, en multipliant le volume 0,771 P*'' '^ densité i,32, il vient, à très-peu près, 1 pour la niasse de Vénus. Ainsi, comme les mouvements des nœuds et la diiiiinution de l'obliquité de l'édiptique qui en résulte sont proportionnels aux masses qui les produisent, il faut augmenter dans le rapport de 0,42 il I la diminution séculaire 29", 25 trouvée ci-dessus en vertu de l'action lie Vénus, ce qui la réduira à 69", 64; ainsi il faudra ajouter à la diminution totale de 47", 2 l'excès de 69", G4 sur 29", 25, c'est-à-dire 4o",39, moyennant quoi on aura pour la diminution séculaire de l'obliquité de l'édiptique, dans l'hypothèse que la masse de Vénus soit égale à celle lie la Terre, la quantité 87", G. .M. de Lalande, dans son Aslronoinie, donne 70", 19 pour la diminution de l'obliquité de réclipli(|ue due à Vénus, ce qui supposerait la masse de celte planète = 1,0078. De là il conclut la diminution totale de i'28", ii, et c'est le résultat qu'il a adopté ensuite dans la Con/uiissance des Temps.
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Tel était l'état de ce Problème important d'Astronomie physique, lorsque j'ai entrepris, il y a cinq ans, de le résoudre avec tgutc la rigueur et la généralité dont il est susceptible, ne me bornant pas, ainsi qu'on l'avait fait avant moi, à donner les formules différentielles qui n'expriment que les variations instantanées, mais en intégrant ces formules pour avoir des résultats applicables à tous les temps, intégration qui avait jusqu'alors échappé aux efforts des géomètres. Mes Recherches sur ce sujet sont imprimées parmi les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1 774 (*), et l'on en trouve les résultats, avec plusieurs Tables cjui en dépendent, dans notre Recueil des Tables astronomiques imprimé en 177G. C'est à servir d'éclaircissement et de supplément au même Recueil qu'est destiné le présent Mémoire.
Dans les Recherches dont je viens de parler, j'ai adopté les déterminations des masses des planètes que M. de Lalande a trouvées d'après le dernier passage de Vénus, en supposant la parallaxe du Soleil de 8"|, et qu'il a publiées dans la Connaissance des Temps de 1774 et tles années suivantes. Ces masses sont (en prenant toujours celle de la Terre pour l'unité) : 106,90 pour Saturne, 34o,oo pour Jupiter, 0,22 pour Mars, 1,17 pour Vénus, 0,1 4 pour Mercure, 3654 12 pour le Soleil, et j'ai trouvé que la diminution séculaire de l'obliquité de l'édiplique dans ce siècle, due à l'action de ces masses, doit être de 56", 07. Comme les planètes qui ont le plus d'influence dans cette diminution sont Jupiter et Vénus, et que les masses précédentes de ces planètes sont plus grandes que celles qui ont servi de données dans les calculs de M. de Lalande, on doit être surpris de voir que mes résultats, au lieu d'être plus forts que les siens, le sont au contraire beaucoup moins : c'est pouniuoi je crois devoir rendre raison de cette contradiction apparente pour lever les doutes qu'on pourrait peut-être se former sur l'exattitude de mes calculs.
(*) OEuvres de Lagrange, t. VI, p. 035.
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Pourcel eiïet, je remarque que le mouvement des nœuds d'une planète pendant une de ses révolutions, causé par l'action d'une autre planète, est exprimé en général par une fonction du rapport des distances moyennes de ces planètes au Soleil, multiplié par le rapport de la masse de la planète qui produit ce mouvement à la niasse du Soleil; de sorte que, le rapport des distances au Soleil demeurant le même, si celui des masses change, le mouvement séculaire des nœuds variera dans la raison directe de ce dernier rapport. Or le rapport des distances, ne dépendant que de celui des temps périodiques, doit être encore à très-peu près le même que celui que Newton a déterminé; mais il n'en est pas ainsi du rapport de la masse d'une planète à celle du Soleil; ce dernier rapport est, comme l'on sait, en raison directe triplée de celui de la distance moyenne du satellite de la planète à la distance moyenne de la planète au Soleil, et en raison inverse doublée de celui du temps périodique du satellite au temps périodique de la planète. Les rapports des temps périodiques des satellites et des planètes principales n'ont guère subi de correction depuis Newton; mais ceux des distances ont été beaucoup changés, du moins pour la Lune et la Terre. Imi efTcl, le rapport entre la distance de la Lune à la Terre et la distance de la Terre au Soleil étant le même que celui de la parallaxe du Soleil à celle de la Lune, il s'ensuit que ce rapport a dû diminuer parla diminution de la parallaxe du Soleil, que Newton avait supposée de lo", et que les dernières observations du passage de Vénus ont réduite à 8"!; à l'égard de la parallaxe de la Lune, les dernières déterminations di lièrent peu de celle de Newton; ainsi la diminution de la parallaxe du Soleil a dû influer principalement sur le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil, en le diminuant dans la raison triplée : c'est pourquoi, la masse de la Terre étant prise pour l'unité, celle du Soleil est devenue plus du double plus grande. Quant aux rapports entre les distances des satellites
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(le Jupiter et de Saturne à leurs planètes principales et les distances de ces planètes au Soleil, ces rapports sont mesurés par les plus grandes élongalions des satellites à leurs planètes principales dans le temps des quadratures de ces planètes, et les observations les plus récentes les ont diminuées un peu, ce qui a dû diminuer aussi, dans la raison triplée, les rapports entre les niasses de Jupiter et de Saturne et celle du Soleil; mais la ditrérence entre les dernières déterminations et celle de Newton n'est pas, à beaucoup près, aussi considérable pour ces niasses que pour celles de la Terre et du Soleil.
Puis donc que le mouvement des nœuds de l'orbite de la Terre et la diminution séculaire de l'obliquité de l'écliptiquc qui en résulte ne sont pas simplement proportionnels à la masse absolue de la planète qui les produit, mais au rapport de cette masse à celle du Soleil, il faut, pour réduire les résultats de M. de Lalande du n"^ Y à ce qu'ils doivent être, en employant les masses qu'il a données dans la Connaissance des Temps de 1774. l<^s multiplier respectivement par les rapports entre les dernières masses et les premières, mais en prenant dans l'évaluation de ces niasses celle du Soleil pour l'unité, et non pas celle (le la Terre, comme on le pratique ordinairement.
Or (la masse du Soleil étant = i) j^ trouve, pour les masses de Saturne, Jupiter, Mars, Vénus et Mercure, telles que M. de Lalande les a employées dans ses premiers calculs, les nombres
O,00o33l02, 0,OOOC)3n22, O,000O00l06, O,0OOOO248l, 0,000000236,
et pour les mêmes masses, telles qu'elles résultent des dimensions données dans la Connaissance des Temps de 1774. ceux-ci
o,oo()29?.55, o,oooc)3o47, o,ooo()oo()o?., o,ooooo32o3, o, 000000888.
Ainsi il faudra multiplier respectivement les nombres (n° V)
(ÎG.
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par les suivants
o,8S38i, 0,99281, 5,659a, 1,2913, 1,644'-. ce qui donnera ceux-ci
i",36i, i5",637, i",3oi, 35",'j7o, o",657,
qui exprimeront donc la diminution séculaire de l'obliquité de l'écliptique due à chacune de ces planètes; en sorte. que la diminution totale sera de 56", 72G, à très-peu près comme nous l'avons trouvé, et, si l'on remarque encore que nous avons négligé dans notre calcul l'action de Mercure comme trop petite et trop incertaine, il faudra, pour faire une comparaison exacte des résultats précédents avec les nôtres, retrancher de la quantité 56", 726 la diminution due à Mercure, savoir o", 657; le reste sera 56", 069, ce qui s'accorde parfaitement avec le résultat de notre calcul.
Après avoir montré l'accord de nos résultats avec ceux que M. de Lalande aurait dû trouver s'il avait employé, ainsi que nous l'avons fait, ses propres déterminations des masses des planètes, il est à propos d'examiner aussi les changements que ces résultats devraient éprouver si l'on changeait les valeurs des masses de Vénus et de Mars, sur les- (juelles il y a encore beaucoup d'incertitude.
Supposons, en général, (jue la masse de Vénus doive être augmentée dans la raison de 1 : m, et celle de Mars dans la raison de \\n; il faudra, dans les calculs de notre Mémoire (*), multiplier par m les nombres (o,3), (i,3), (2,3), (4,3), et par n les nombres (o,4), (i,4)i (2,4), (3,4), et refaire en conséquence toute la suite des calculs d'après les valeurs qu'on voutlra donner à w et n; mais si, au lieu de formules gé^ nérales telles que celles que nous avons trouvées, on veut se contenter de formules approchées qui n'aient lieu, à la vérité, que pendant un temps limité, mais qui soient cependant sulfisantes pour tout le temps durant
(*) OEiivrci tle Lagrarige, t. VI, p. 647.
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liMiiit'l l'Astronomie a été cultivée, on cherchera les valeurs des (juantilés s- et u exprimées par des séries qui procèdent suivant les puissances du temps t; et, pour cela, on emploiera les formules générales connues
, (ds\ , (cfsX r- [(l's\ !■ . . fdu\ ^ [d'u\r fd'n\ O
les quantités (f), (jt)' ■••' («), (77)' ••• exprimant les valeurs de i,
-r-,'> •■■■> U, —, • -, qui répondent à / = o. Or les valeurs de (s) et de (u) sont données par les Tables pour toutes les planètes, et l'on trouvera celles de (-77)' ( jt)' de (^77)' (^2^)' ••au moyen des équations différentielles du n° 16 de notre Mémoire (*), en substituant successivement, dans ces équations et dans les différences des mêmes équations, les valeurs données par les Tables.
De cette manière, j'ai trouvé les valeurs suivantes, en prenant, comme dans le Mémoire cité, l'année 1760 pour époque, et réduisant tout en secondes :
Pour Jupiter.
Pour Saturne.
(ij=839i", ( -7- J =o",2263,
^u =: — 33?.3 , ( — j=o ,3ibi.
(*) OEnrrrs de Liis^rijnge, t. VI, p. 647.
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Pour la Terre.
(s)=:o, (— ) = — o",o?.8G-t- o", io5o/?! H- o",oi iGh,
[ K ) := O, 1-^1=: — o", I ^OT — o" , 3798 m — o", O I ■}.'] Il .
Pour f'énus.
[s] =1 1772' , ( "7") ^^ — *'' ' '9'" ^ o",oo3i /(, (m) = 3259", ( -j- j = o",5a64 -t- o",oi7i n.
Pour Mars.
[s] =4929". ( -7-) = — o",4i6o — o",oi<)i «),
'du ydl
VA (le là j'ai trouvé pour la Terre
I -;— ] = o",oooooio5i -+- o", 000035701 m + o",oooooio2i n -+- o", 000012221 /h' \dt-J ' J ' >
-1- o", 00000 1791 mn ■+- o'',o()Ooooo3i«S
I -- — \ =; o", 00000 1 85 1 + o", 000008(101 m -+- o", 00000 i4oi n -h o", ooooo338i ni'' \df j , ., < ^^
-+• o", 00000057 I nin 4- o", ooooooo3 1 h'.
Ainsi l'on aura les valeurs suivantes approeliécs de 7 et v, savoir :
c = (— o",o284 + o",io5o/?i -t- o",()i i6«) /
r <j", 00000097 1 -I- o", 000017851 /« 4- o",oooooo5oi H 1
\_ -+- o",nooooGi 1 1 m' + o", 000000891 mn -+- o", 0000000?. i «•' J
•j = ( — o",i7o2 — o", 3793 /H — o",oi-,>.7 « l
[o", 000000921 + o",ooooo445i «1 -f- o", 000000701 /( I o", 000001691 '"' ~^ "' ' 00000028 /H/l + o", 000000021 /r J
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il'où l'on lircra celles de n' et de -j par les formules de la pai^c 271) du tome II des Tables astronomiques, et l'on aura, par ces mêmes formules, les variations qui en résultent dans l'obliquité de l'écliplique, dans la précession des équinoxes et dans les positions des étoiles fixes, / étant le nombre des années tropiques comptées depuis le commencement (le 1760.
Pour avoir les variations pour le premier siècle, on fera r= 100, et dans ce cas on pourra négliger les termes alfectés de t- comme ne donnant que des décimales de seconde.
On aura donc pour lors
io",5o/H + 1", l
■J =: — 17", 02 — Z '/J ,C)2> m — l",2-j II,
et, comrne 5o",3 x 100 = i°23'5o", dont le sinus est (),o2/|38 et le cosinus est 0,99970, on aura, sans erreur sensible.
de sorte que la diminution séculaire de l'obliquité de l'écliplique sera exprimée par la valeur précédente de — v, savoir
17", 0-2 -I- 37", 93m -I- 1", 27 II.
Si l'on fait m = \ et n = i , on a
ce qui s'accorde avec ce que donne la Table YI, page 288, on prenant le milieu entre les deux valeurs de u' qui répondent au premier siècle avant et après 1760.
On voit par la formule précédente que, si l'on devait réduire à 33" la diminution de l'obliquité de l'écliplique pour le siècle courant, ainsi
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(|iu' le prélendeiU de Irès-grands astronomos d'après leurs ol)sei'vations,
il faudrait (juc l'on oui celle équalion
1 7",oa + 37",93/» -+- \" ,i']n = 33",
savoir
donc
d'où il s'ensuit que la masse de Vénus devrail êlre moindre de la moitié que celle que nous avons adoptée d'après la Connaissance des Temps.
Or, comme la masse d'une planète est en raison directe composée de son volume et de sa densité, et que le volume de Vénus est assez bien connu d'après les observations des derniers passages (ce volume ayant été déterminé par M. de Lalande de 0,91822, en prenant celui de la Terre pour l'unité), il faudrait diminuer la densité de cette planète dans la raison de i : m. Mais la densité •adoptée par M. de Lalande, d'après riiypotlièse de M. Euler, est de 1,2750, en prenant celle de la Terre pour l'unité; donc cette densité deviendrait 0,53716 — 0,0/(269^ ,
c'est-à-dire < 0,53716 < -^ de celle de la Terre, ce qui serait hors
de toute vraisemblance, puisque Vénus, étant plus près du Soleil que la Terre, semble au contraire devoir être plus dense que la Terre, ou (lu moins d'une densité peu diirérenlc.
Quoi qu'il en soit, si la diminution de l'obliquité de l'édiptique était bien connue par les observations, on en pourrait conclure la masse de Vénus au moyen de la formule générale du numéro précédent; car, pour ce qui est de la masse de Mars d'où dépend le nombre n, il est clair qu'elle n'a que très-peu d'influence sur la diminution dont il s'agit, en sorte qu'on peut en faire abstraction sans erreur sensible; et ce moyen de déterminer la masse de Vénus d'après la diminution de l'obliquité de l'édiptique est, au défaut d'un moyen direct, tel que serait celui d'un
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satellite ([iii louineryit autour de cette planète, peut-être le plus exact que l'Astronomie puisse fournir; mais, en attendant que des observations sûres et continuées au moins pendant un ou deux siècles nous mettent en état de profiter du moyen que nous venons de proposer pour connaître un élément si important du système du monde, nous allons examiner ce qui résulte de quelques autres phénomènes qui peuvent conduire aussi à la même connaissance, parce qu'ils dépendent en grande partie de l'action de Vénus.
Le premier et le plus important de ces phénomènes est le mouvement d'apogée du Soleil, qui parait assez bien déterminé et que les dernières Tables de Mayer font de i'6" par an. Il n'est pas douteux que ce mouvement ne soit dû à l'action des planètes sur la Terre, parmi lesquelles Jupiter et Vénus sont celles qui doivent produire le plus grand effet, la première à raison de sa grosseur, et la seconde à raison de sa proximité. M. de Laplace, qui a calculé cet effet dans un Mémoire imprimé parmi ceux des Savants étrangers de l'année 1773, trouve, pour le mouvement annuel de l'apogée du Soleil par rapport aux étoiles fixes, en vertu des actions réunies de Jupiter et de Saturne, la quantité
•^" ,ioqc) -\- 2"io3oo"f/.,
en représentant par u. le rapport de la masse de Vénus à celle du Soleil. Faisant donc cette quantité =66"— la précession annuelle dts équinoxes qui, suivant Player, est de 5o",3, on a l'équation
7' , logc) -t- 27 io3oo"u = 6G" — 5o", 3,
d'où l'on tire
pt ;= o,ooooo3i6c)4i
quantité qui n'est (jue tant soit peu plus petite que celle que nous avons employée dans notre théorie des mouvements des nceuds, celle-ci étant de o,ooooo32o3 (n°IXj.
Vil. 67
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Do là on trouvera
•le sorte que la (liu)inutiou séculaire de l'obliquité de l'écliplique en deviendra moindre de o",4o6, quantité insensible.
Au reste, nous nous proposons d'examiner col objet plus h fond dans une autre occasion.
l/autre phénomène qui peut servir à connaître la masse de Vénus est une petile inégalité de la longitude du Soleil dépendante de la distance <le Vénus au Soleil, que M. l'abbé de la Caille a le premier introduite dans ses Tables solaires d'après le calcul de M. Clairaut, et que ^I. Mayer a conservée dans les siennes, mais en la réduisant aux deux cinquièmes. Celte inégalité est celle qui est contenue dans la Table IX, page .î'JiH du premier volume de nos Tables, sous le titre de : Equation produite par f'c'nus, et dont l'argument n'est autre cbose que la longitude moyenne de Vénus, moins celle de la Terre (qui est plus grande de six signes que la longitude du Soleil), en supposant la circonférence du cercle divisée en looo parties.
En nommant a cet argument, et désignant par u. le rapport de la masse de Vénus à celle du Soleil, on a, d'après les calculs de M. Clairaut {Mémoires de l'jH'u p. 555j, pour l'inégalité dont il s'agit, la formule
u(9,6475sinrt — 11,1 i74sin2a — 1,3597 sinSn — 0,4089 sin 4 «).
Pour déterminer la valeur de ju. d'après la Table de Mayer, il ne s'agit que de comparer deux valeurs répondant à un mémo argument quelconque; faisons donc, dans la formule précédente, a — go"; elle donnera 11,0072/ji; ce qui, étant réduit en secondes (en multipliant par aoôaGV.S, valeur du rayon en secondes), donne ^vt-jo^oo" ^j. pour la valeur de ré(|uation (|ui répond au (juart de cercle; or dans la Table
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citée, la valeur qui répond ;i l'argument 200 est de 3", 9; on aura donc
l'équation
d'où l'on tire
fx = 0,000001718.
Celle valeur de [j. est presque la moitié moindre que celle que nous avons trouvée plus haut d'après le mouvement de l'apogée du Soleil; il y a donc lieu de croire qu'elle est beaucoup trop petite et que, par conséquent, l'équalion de Vénus. dans les Tables de Maver l'est aussi. Si, au contraire, on s'en tient aux Tables de l'abbé de la Caille, lesquelles donnent 9", 4 pour la valeur de cette équation lorsque l'argument est de 90°, on trouve
valeur d'un tiers plus grande que celle que donne le mouvement de l'apogée du Soleil, et qui doit, par conséquent, être regardée comme trop forte.
Si maintenant on prend le milieu entre les deux Tables de la Caille et de Mayer, il en résultera pour fj. une valeur qui sera moyenne arithmétique entre les deux précédentes, et qui sera par conséquent =^ 0,0000029290; cette dernière valeur de ij- est, comme l'on voit, un peu plus petite que celle qui résulte du mouvement de l'apogée du Soleil; mais la différence est moindre qu'un dixième, en sorte qu'on peut la négliger et regarder ces deux valeurs comme à peu près égales.
Je crois donc pouvoir conclure de tout ce que je viens de dire que la détermination de la masse de Vénus, qui a servi de base à ma Théorie de la diminution de l'obliquité de l'écliptique, et qui a donné cette diminution de 5G" pour le siècle courant, est aussi plausible qu'on peut le désirer : 1° parce que cette détermination est fondée sur l'hypothèse
;l.^2 SI II I, \ niMiM iKiN ni. i.oiii.ioi iik dk i.kci.ii'i ku k.
lii'S-iuilurclli' (|Ui' lu (li'iisili- de N'émis soit tanl soit peu plus L;iaii(li' ([uc «■(•llf lie l;i TiMif; ■>" |)ai'C(' (|ii'flli' s'accorde tri'S-liicii avec crilc (|iii icsiillc ilti moiivciiUMil trcs-comiu de ra|i(ii;ée du Soleil; 3" parce (ivi'elle s'accorde aussi à Irès-peu près avec le niiliiii pris eiitic les deux ei|iialioiis de Vénus dans les Tables du Soleil île l'aldte de la Caille el do Maver.
SUR
SUR
Jstronomisches Jahrhuch oder Epheineriden fur </as Jahr 1783. Unler Aufsiclit und rail Genehmhaltung der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin verfertigt und zum Drucii'e befôrdert. — Berlin, 1780.)
1. La méthode des interpolations est une des plus ingénieuses et des plus utiles que l'Astronomie possède. Elle sert non-seulement pour remplir dans les Tables les lieux moyens entre ceux qu'on a calculés immédiatement, mais encore pour suppléer dans une suite d'observations à celles qui manquent. Lorsque les nombres donnés entre lesquels il s'agit d'insérer des nombres intermédiaires sont en progression arithmétique, il est naturel d'imaginer que les nombres intermédiaires cherchés doivent former aussi une même progression arithmétique avec les nombres donnés; il n'y a donc alors qu'à insérer des moyens arithmétiques entre les nombres donnés; c'est en quoi consiste la méthode des parties proportionnelles, dont l'usage parait avoir été connu de tout temps. Mais cette méthode si simple ne peut avoir lieu que lorsque les nombres donnés croissent ou décroissent également, c'est-a-dirc par des différences constantes. Si ces différences -ne sont pas constantes, alors on ne peut pas supposer non plus que celles des nombres intermédiaires le soient, et la question se réduit à trouver la loi de l'augmentation ou de la diminulion des nombres donnés pour pouvoir y
(') Ce Mémoire a été lu par l'Auteur à l'Académie des Sciences de Berlin, le 3 seplombre 1778. Il a été traduit en allemand par Schuize et inséré dans les Éphéinéridcs de Berlin pour l'année 1783. Nous reproduisons le Mémoire original en français, retrouvé dans les papiers de Lagrange qui sont déposés à la Bibliothèque de l'Institut de France.
{y Ole de r Éditeur.)
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assiijfUii' aussi les iioiiiliics iiileiiiirdiaiics. C'csl rdlijcl de la niélliodc (It'S inli'i'iiolalions. (".c (lui se présonlc de plus uaturcl daus celte rceheielie, e'esi d'exauiiuer si les dill'éreuees des nouiLi'es donnés lonuenl elles-mèiiies uiio progression arilliniéli(|ue; dans ee cas il esl visible tjue l'un peut appliquer la mélliode des parties propoilionnelles ii la .suile des dillérenees; ensuile on pourra remonler de celle suite îi celle des nombres cherchés. De même, si les dillérenees des iiomhies donnés ne i'ormeni pas une progiession aritlimélique, mais que les dillérenees de ces ditréreuces, (ju'oii appidle dillérenees secondes de la série donnée, en l'ormeiit elles-mêmes une, on pourra trouver les termes inlermédiaiies de cette dernière suite, et remonler de là successivement à celle des difrérenecs premières, et enfin ii celle des nombres ii interpoler.
C'est sur ce principe (|u'est fondée la théorie ordinaire de l'interpolation, la(|uelle se réduit par conséquent à la solnlion de ce Problème :
l'Aanl (loiiiK'C une suite de noruhrcs dont les diflcrcnccs d itn ordre ijudeonque soient constantes . trouver un nombre (lueleonqiw de termes interiiudiaircs qui suUent la même loi.
Les Français l'out honneur de cette découverte à M. Mouton, chanoine de Lyon, (|ui en parle dans un Ouvrage sur les diamètres ap|)arenls du Soleil el de la Lune, in)primé en lOyO, ii l'occasion d'mie Table des déclinaisons du Soleil insérée dans cet Ouvrage. C'est le méuu' (jui a calculé les logarithmes des sinus et des tangentes pour toutes les secondes des quatre premiers degrés et des (]uatre derniers, jnsr|u':i dix décimales, dont l'Académie des Sciences de Paris possède le manuscrit, et (|u'on a publié depuis peu, mais seulement jusqu'à sept décimales dans la nouv(dle édition i\va Tables de (jardiner, (aile a Avignon.
Il parait néanmoins (|ue la déconveile dont il s'agit doit être beaiiluup plus ancienne, el il esl bien naliirel de penser (|u'elle n'a pu é(liap|ier aux premiers calculateurs des Tables liigonométii(|ues et logarithmiques, à cause des secours immenses (|u'elle ollre dans ces sortes lie calculs. Aussi je tiouvc (]ue llciiii IJriggs, ([ui a calculé le premier
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les logaritlinies tics nombres naturels depuis i jusqu'à 20000 et depuis 90 jusqu'à 100 mille, propose, pour remplir cette lacune, une méthode d'interpolation fondée sur la considération des diiïérences successives, (|u'il dit avoir déjà employée avec succès dans la construction du canon Irigonométriquc pour les sinus et tangentes des degrés et des centièmes (le degré, (/'o/rson Arithnietica hgaritlimica, Chap. XIII, et sa Trip^onometria Britannica, Chap. XII.)
Cette méthode, dont Briggs ne donne point la démonstration, et dont aucun- des auteurs qui sont venus après lui n'a fait mention que je sache, me parait très-directe et très-ingénieuse; elle a été généralisée depuis par Cotes dans sa Canoniteclmia, sive construclio Tabularum per differentias ; mais cet auteur a également supprimé la démonstration de ses formules, et je ne sache pas que personne jusqu'ici ait entrepris d'v suppléer, ce qui vient vraisemblablement de ce que l'usage de cette méthode a été entièrement abandonné depuis que Newton en a proposé une autre plus simple, fondée uniquement sur la considération des courbes.
Newton regarde les termes donnés comme autant d'ordonnées d'une courbe de genre parabolique, et il cherche l'équation d'une courbe de cette espèce qui passerait par tous les points donnés. Ayant cette équation, on a évidemment la loi de toute la courbe, et par conséquent la valeur de toutes les ordonnées intermédiaires, qui sont les termes à interpoler.
2. Comme l'analyse de Newton est très-connue, je ne la rappellerai point ici. Elle conduit, comme l'on sait, à cette formule très-simph- el très-générale
dans laquelle B, C, D, . . . sont les diU'ércnces premières, secondes, troisièmes, etc. de la suite donnée A, A,, Ao, A,, . .., qu'il s'agit d'interpoler; cil sorte que
Cette formule sert donc, comme on voit, à trouver la valeur d'un VII. ii«
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leiinc (|iii'li'Oiiqiie A., iiilcriiicdialrc entre deux tcnuts (|iiolc()ii(|uos de la série ilounée, et poui' eel:i il n'y ;i (lu'ii l'aire x éjj;al ii la fraclion (|ni exprime la distance du terme elierelié au premier terme A. .Mais, pour en l'acililer l'usage dans l'interpolation des lieux de la Lune et des planètes, on a donné jus(]u'ici, dans nos Kphcnicrides, une Table (jui donne
les valeurs des coeilicients x, -^—^^ — » •••( en supposant .v exprime en parties de 2 /j heures, et cette Table est calculée de 10 en 10 minutes. On trtiuve de plus, dans le volume îles Ephcmcridcs poui' >77'^. une autre Table (jui donne les valeurs des mêmes coeiruients en parties d'une heure ou de Go minutes, et (|ui est calculée de 10 eu 10 secondes. La première de ces Tables sert pour interpole)' les lieux calculés de jour en jour, comme on les trouve dans les Kiilicincridcs. La seconde pourrait servir pour interpoler des lieux calculés d'heure en heure; mais son principal usage consiste à iuterpcder des quantités (|ui ne .seraient données que de degré en degré. Kiifin, il y a dans le Rcxueil (les Titilles loi^iiri/Zimù/itcs et Iri^o/iome/nf/ues de !\L Schulze une nouvelle Table (jiii donne les valeurs des coeilicients dont il s'agit, pour chaque cenlième partie de l'unité, c'esl-à-dire en faisant successivement .r = 0,01, = o,(>:> :-r; de sorte qiu' par le moyen de cette
Table on pourra aisément iiitei'poler entre les premiers teinies A et A, d'une suite donnée quatre-vingt-dix-iicul' termes intermédiaires placés à distances égales.
."{. La formule précédente est la plus usitée, et c'est d'ailleurs presque la seule (|ui' les Astronomes connai.sscnt. Il y en a cependant une autre non moins simple, el (jui est même préférable à quebjues égards : c'est celle (]ui résulte de la troisième Proposition de la méthode diflérenlielle de Newton, et (|ui a l'ourni les Tables placées a la fin du Traité de Cotes : f)r eonsiriiclio/ie rdhiilarurn. La voici :
\. Soii la suite des termes éi]nidi>lanls ii interpoler continuée de part el d'autre ainsi
«lu'on en prenne successivement les différences premières, secondes, troisièmes, ..., en les écrivant, pour plus de commodité, comme on le voit ici,
jU, ,1), D„ n„
en sorte que la seconde ligne horizontale soit celle des différences premières des termes de la première ligne; que la troisième contienne les différences premières des termes de la seconde, et par conséquent les différences secondes de ceux de la première, et ainsi de suite, et qu'en général chaque terme d'une ligne quelconque horizontale soit la différence des deux termes de la ligne supérieure entre lesquels il est placé; par exemple,
Qu'on suppose maintenant, pour plus de simplicité et d'uniformité,
on aura en ijénéral
• ^ a:'(A-' — i)(j:' — 4) ^ _^ 4x(j7'— i)(jr'— 4)(x' — 9I ^^
lin faisant x négatif on aura la valeur de ^A. [Foyez les Mémoires de l'Académie de Berlin pour i7")8, où celte formule est démontrée et appliquée à quelques exemples).
:iU) SI K LES IM F.Urm.ATlONS.
Los avantaijios ilo celU' ilt-rnicrc lorimilt' sont
i" Que l'on peut Irouvor par une iiièino opéralioii les vali-iirs des lieux Ici'iiies A.^ t't .,.\ égalonicnl dislanls de part cl d'autre du terme du uiilieu A.
Car eu l'aisaut x négatif pour avoir la valeur de .,A, il est clair que les termes de la formule (jui occupent les places paires doivent demeurer les mêmes, puis(|ue x ii'v est élevé iiu'ii d<'s |missauees paires; au coniraire, les termes (jui occupent les places impaires changent simplement de signe, puisque chacun de ces termes est une fonction de cc'mullipliée par .r.
De sorte (]ue. si l'on fait séparément une somme des termes pairs et une somme des termes impairs, et (ju'on nomme la première P, la seconde Q, on aura
2° Que les termes affeclés des puissances paires de x sont séparés et indépendants de ceux qui contiennent les |)nissances impaires, la somme Pétant composée uni(|uement des premiers et la somme Q uni- ([uement des sccomis, ce qui est plus analogue à la nature des fonctions que l'on a à interpoler dar)s l'Astronomie, ces fonctions étant ordinairement composées de sinus et de cosinus dont les uns ne donnent ipic des puissances impaires de l'arc, les autres que des puissjuices paires.
')" Si les termes de la suite des dili'érences A, IJ, C, D, ... vont en décroissiinl e( devienneiil enlin nuls, c'est une mar(|ue (|ue la série proposée est algéhriciue. Alors la formule (|ui exprime le ternu' général A.,. >-(■ trouve finie et exacte; ainsi elle donnera rigoureusement la valeur d'un terme quelconque intermédiaire. Mais, si les termes de la suite doni il s'agit ne vont pas en diminuant, l'expression de A^ ne se lermincr;i pas et ne sera pas même convergente; elle sera donc fautive et ne pourra pas éli'c cn)ployée pour trouver les termes inh i uiediaircs. (^el im-onvénienl a également lieu dans la formule ordinain; d'interpolation (|ue nous avons rapportée plus haut, et vient en général de ce qu'alors la série n'est pas algébrique, conime on le suppose.
6. Parmi !os cas qui échappent à ces méthodes d"inter|)ohiliui), un (h>s plus étendus et des plus importants dans l'Astronomie est celui où la série à interpoler est composée de sinus ou de cosinus d'angles qui varient uaiformémenl, mais dont les variations d'un terme à l'autre de la série sont trop grandes pour qu'on puisse suhstituer à ces sinus ou cosinus leurs valeurs exprimées par des puissances des arcs. Dans ce cas, les dilTérences- successives sont très-irrégulières : elles vont tantôt en augmentant, tantôt en diminuant, et changent même souvent de signe, ce qui ne peut que rendre fautive la valeur de A^ dans les formules connues d'interpolation. Ces formules ne peuvent donc être d'aucun usage dans ces sortes de séries; il est néanmoins d'autant plus intéressant d'avoir une méthode pour interpoler les séries de cette forme que toutes les irrégularités des mouvements des corps célestes s'y rapportent, et qu'en général l'art de construire des Tables des planètes d'après les observations en dépend. Cette considération m'a engagé, il y a quelques années, à chercher une mélhode particulière pour cet objet, et j'ai donné le résultat de mes recherches sur cette matière dans un .Mémoire imprimé parmi ceux de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1772 (*); mais j'ai remarqué depuis qu'on peut simplifier beaucoup la méthode de ce Mémoire en employant la série des différences successives A, B, C, ... de la seconde formule d'interpolation donnée ci-dessus (n°4-). C'est ce que je vais développer; je tacherai en même temps d'ajouter quelques autres simplifications à la mélhode dont il s'agit.
7. La question considérée dans toute sa généralité se réduit à celle-ci : Supposons que l'on ait une suite dont le terme général A^, soit de la forme suivante
Ax= asin a: -4- jr9) -+- b sin[p -h x9] -f- csin y 4- :r|; 4-. . .; et que l'on connaisse plusieurs valeurs successives, telles que ..., ,A, ,\, ,\, A, A., A„ A„ .... (*) OEiwrcs de Lagrangc, t. VI, p. 507,
rcpoiidanl à
i/ s'a/{il de déterminer les coefficients a, b, c, ... ainsi que les angles a, ,3, Y ç;, 0, 6
Supposons, pour plus de simplicité, que la valeur de A,, ne renferme qu'un seul terme asin{a + xy); en donnant successivement à .r les valeurs précédentes, on aura
..., 3,\=asin(« — 89), ,A =asin(« — 29], iA =rtsin(a — 9), A =asina,
A,=::: asin(a -4- 9),
Aj=r «sin(« -f- 29),
A3 = asin(a-t- 39), ....
De là un trouvera, en prenant les différences successives et employant les réductions connues
.... jB =: 2«sin- ces a — (2 4- -|9 , ,B = 2asin- ces a — f i h — |9 ,
,B = ia sin - cos (« — -)>
B, = 2asin^ cos (a + - ]»
B,= 2a sin- ces a-f-(i-i--|9, Bj=: aasin 2 cos a -(- ( 2 -(- - J9 , ...; ,C = — 4a sin' - sin (a — 29), ,C = — 4«sin'- sin(a — 9),
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C = — 4«sin' - sinsc,
C, = — -iflsin' - sin a + a),
L,j= — 4a sin- sin a + 20), ..,:
,D = — 8a sin' ^ cos a — | n — j o ,
,D = — 8rt sin^ - cos (a ^ ) »
D, := — Sa sin' - cos ( a + -m
D,= —Sa sin' - cos a +( n — jo ,
,E = iGasin' - sin :^a — o),
E = 16a sin* - sin .a,
Ei= lôasin' - sinîa -f- o], 2 ^ ' '
De sorte qu'on aura
A = a sin a,
B ^ 2a sin - cos - cosa,
C = — 4*" sin' - sin a.
D = — 8a sin' - cos - cos a.
E =^ iGasin' - sin a,
Donc, piiisfuic îsin- cos? = sinp, si l'on part:ii;c la série pécédenle fil deux, on aura ces deux suites
A == rt sinz,
C = — n siiii! ( 3sin - ) ■,
E = tz sina asin
G = — flsiiia ( 2sin - ) i
li =: a cosa sino,
D = — a ces a sinç 1 ?.sin
F = a cosa sin9 ( asiii - |
H = — rt cos3:sin9 ( asin - ) ?
lesquelles sont évidemment deux progressions géométriques qui ont la même raison — (asiu^j •
8. De là il est facile de conclure que, si l'expression de A^^ contient plusieurs termes tels que
a sin 'a -f- j;»] -4- isinf(3 + jrô; -+- tsin(y -4- arij/'i -4-. . .,
la série A, l^, E, ... sera composée d'autant de progressions géomélri(|ues dont les premiers termes seront
asin s;, />sinj5, csiny, ...,
l'I dont les raisons seront
(asin^j', -(asin^j', -(^.sinjj
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et que, de iiième, la série B, D, F, ... sera composée d'autant do progressions géométriques dont les premiers termes seront
rtcosasino, /«cos^sinû, ccosy sin^]/, ....
et dont les raisons seront les mêmes que pour la série A, C, K,
Ces deux séries seront par conséquent toujours du genre de celles que l'on nomme récurrentes, et dont la propriété est (ju'il y a constamment la même relation entre un certain nombre de termes successils; cette relation étant la même que celle des puissances successives de l'inconnue dans une équation qui aurait pour racines les raisons des différentes progressions géométriques qui composent la série récurrente, ainsi qu'il est démontré dans plusieurs Ouvrages.
9. Lors donc qu'on aura formé la série des difîerences successives A, B, C, D, . . . , on examinera d'abord si cette série va en diminuant, auquel cas on pourra faire usage de la formule du n° 4.
Si l'on voit que cette série n'est pas décroissante, on la partagera en ces deux A, C, E, . . . , B, D, F, . . . , et l'on examinera si elles sont des progressions géométriques qui ont la même raison. Alors, nommant </ cette raison, c'est-à-dire le quotient d'un terme quelconque divisé par le précédent, on aura
,2sin?) =q.
Sm - =: 2-
Ensuite on aura
«sin a
= A, rtC0sasin9 =
d'où l'on tire
/. B- Asino
V sin'o B
par où l'on connaîtra le coeHicicnt a, ainsi que les deux angles a et 9;
ainsi l'on aura
Aj= flsin(a; -t- xo ',
pour expression du terme général de la série primitive donnée. VIL l'y
.'iiG
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10. lui général, lorsque les séries A, C, E, ..., B, D, F, ... sont composées (le (liiréi'eiites progressions géométriques, il est facile de s'apercevoir qu'elles doivent dégénérer peu à peu en progressions géométriques simples, qui aient pour raison la plus grande dos quantités
asin —
parce (|ue les termes des progressions dont les raisons sont moindres doivent aller en diminuant vis-à-vis de ceux de la progression (jui a la plus grande raison.
Donc, si l'on a un grand nombre de termes de ces séries, il n'y aura (|u';i examiner si les derniers termes sont entre eux dans un rapport constant ou à peu près constant, et qui soil le même pour les deux séries. Si cela n'est pas, on en conclura d'abord que l'expression du terme général A^ n'est pas composée de sinus d'arcs qui croissent uniformément. Mais supposons (|ue la condition dont il s'agit ait lieu; alors, nommant 7 le quotient d'un des derniers termes divisé par celui
(|ui le précède, on aura sin - — ^-^ — -j l'angle '^ étant celui de tous les
igics 9, 0, (^
qui approchera le plus de 180". El cette détermination de o sera d'autant plus exacte que la série approchera le plus d'élre une progression géométrique. De plus, si l'on divise un de ces termes par q"'~' , m étant le quantième de ce terme, à compter du premier A ou B, on aura à très-peu près les valeurs deasina et acosacosy, par où l'on connaîtra l'angle a et le coelfieient a. On pourra donc connaître par ce moyen, du moins par approximation, un des termes, tel (|ue as\n' V. + xo) de l'expression de A.i..
11. Si maintenant on reprend la série primitive et ([u'on y prenne seulement les termes de deux en deux comme
OU de trois en trois comme
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ou, en général, de a en p. comme
..., ,,.A, j,A, A, A.„ A,.., .... série que nous représenterons simplement ainsi
il est visible que le terme général (A)^. de cette série sera le même que le terme général Aj: de la première série, en mettant dans celui-ci y/^;,
aS, ai, .... à la place de o, 0, <ii,
Si donc on cherche les différences successives de cette dernière série, et qu'on en déduise les deux séries (A), (C), (E), ... et (B), (D^, (F;, .... on y pourra appliquer les raisonnements du numéro précédent et en déduire par la même méthode la valeur approchée de l'angle p.-^ qui sera le plus près de i8o°. Ainsi l'on connaîtra par ce moyen celui
des angles ç, 5, j},- .... qui approchera le plus de -^; ou plutôt,
comme sin^ est un maximum lorsque p.ç = (qh + i) i8o", // étant
un nombre entier quelconque positif ou négatif, l'angle ç (|u'on trouvera par la méthode précédente sera celui qui sera le plus près de
i8o°, ce qui fournira différents movens de connaître à peu près
les différents angles o, 0, -J/, ... qui entrent dans l'expression du terme général A^.
12. Mais, pour trouver les valeurs exactes de ces angles ainsi que des autres constantes qui entrent dans l'expression du terme général A^, il faut considérer la question dans toute sa généralité et traiter les séries A, C,.E, ..., B, I), F comme des séries récurrentes d'ordre quelconque. La méthode que j'ai donnée pour cet objet dans le Mémoire cité plus haut est peut-être ce qu'il y a de plus direct pour cette recherche; mais, comme cette méthode est fondée sur la théorie des fraclions continues, qui n'est peut-être pas assez familière aux Astronomes, nous allons en proposer une autre qui a l'avantage de ne demander que (les opérations élémentaires.
5i8 SUR LES INTERPOLATIONS.
Celle méthode est fondée sur la propriélé générale des séries récurrentes dont nous avons parlé plus liant (n" 8).
On prendra un nombre indélini d'inconnues (jue nous dénoierons,
pour plus de simplicité, par (o), (i), (2), (3) et l'on i'oruiera les
é(|uations suivantes, dont la loi est assez évidente,
C(o)+E(i)-hG(9.)+--- = o.
On divisera d'abord cliacuno de ces é(juations par le coeflicient de la première inconnue (o); ensuite on les soustraira successivement l'une de l'autre; on aura de nouvelles équations de la même forme, mais qui ne contiendront plus l'inconnue (o). On divisera de nouveau ces équations par les coefFicients de la première inconnue (1), et on les retranchera l'une de l'autre, ce qui produira de nouvelles équations où les deux inconnues (o), (1) ne se trouveront plus. On continuera ainsi tant qu'il y aura des équations et des inconnues.
Maintenant, si la loi des séries peut être représentée par deux lermes, il faudra que, dans les équations ci-dessus, toutes les inconnues puissent être nulles, hors les deux premières (o), (1).
Par conséquent il faudra que, dans la seconde suite d'équations sans l'inconnue (o), l'autre inconnue (i) disparaisse d'elle-même, c'est-à-dire (jue les coelficients de cette inconnue soient nuls. Si cette condition a lieu, on prendra une quelconque des premières équations, on y fei'a (2) = o, (3) = o, ..., et l'on délerminera par là la valeur de (i) en supposant, pour plus de simplicité, (o) = i. Alors, nommant en général T, f deux termes quelconques successifs de la série A, C, ..., ou de l'autre -série B, D, ..., on aura cette relation constante
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d'oii l'on formera celle ô(|ualu)n en :; «lu premier degré
Si la condition précédente n'a pas lieu, il faudra savoir si la loi des séries récurrentes peut être représentée par trois termes. Pour cela il faudra que, dans la troisième suite d'équations sans les inconnues (o et (i), la troisième inconnue (2) s'en aille d'elle-même, afin que l'on puisse y supposer nulles toutes les autres inconnues (3), (4)
Si celte dernière condition a lieu, on prendra une quelconque des premières équations et une quelconque des équations sans (o); on y fera (3) = 0, (4) = o, ..., et l'on aura deux équations qui serviront à déterminer les inconnues (i) et (2), et où l'on pourra supposer, pour plus de simplicité, (o) = i.
Alors nommant T, T', T" trois termes consécutifs de l'une ou de l'autre série A, C, .,., B, D, ..., on aura cette relation constante
T + T'iil-+-T"i3'i=o,
d'où l'on formera celle équation en z du second degré
Mais, si la condition dont il s'agit n'a pas lieu, la loi des séries ne pourra pas être représentée par trois termes, et il faudra voir si elle peut l'être par quatre, et ainsi de suite.
13. Supposons à présent (pie l'on ait reconnu que cette loi peut être exprimée par « + i termes, en sorte que l'on ail celte relation entre les termes successifs T, T', T", ....
On formera de là l'équation en z de degré n
dont les racines seront les raisons des dilVérenles progressions gêonié-
triques qui composent les séries A, C et B, D, .... et par conséquent seront égales à (n° 8)
IA
— (asin^j , _(o.sin-j » — I ?.sin i
On auia ilciic non-sculomonl le noml)r(' des sinus (|ui entrent dans l'expression du ternie général A^ de la série proposée (n° 7), mais ;iussi les valeurs des angles 9, 5, tj/, .... et il ne restera plus qu'à déterminer les coefiicients a, b, .... ainsi que les angles a, |3, ..., ce (|u'on fera par la comparaison d'autant de termes de la série donnée. On pourrait aisément donner des formules générales pour cet ohjet, mais elles seraient, dans la pratique, moins commodes (jue l'opération ordinaire de l'élimination.
Pour faciliter celte opération, on prendra d'abord les sommes et les différences des termes éfjuidistanls de part et d'autre du terme A, et l'on formera ces n é(|uations
A = « sin 3; -f- i sin ,5 -f- c sin y -1- . . . ,
— — =asinacoscp +/>sin(3cos{/ + csiny cosij/ -f-...,
: a sin«cos2o + /^sinpcosa^ -f- c siii y 0032(1/ -(-...,
iiisi que les n équations
' ' =:;acosasin9 +tcos(3sin6 -1- ccosy snnj/ H-...,
;=flCOS«sin2o -+- b cospsinaO -t- c cosy sin2i|i +. . ., = a ces a sin3o + 6 ces p sin 30 -I- ccosy sinS'l- -(- . . .,
Les |iremières serviront à déterminer les n inconnues «sina, ^sin/3,
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csiny, .... el les dernicros serviront à (Jéterminer les inconnuos acosa,
/>cos/3, ccos-/ d'où l'on déduira ensuite les valeurs de a, b,c, ...
et des angles a, ^, y
li. On voit donc, d'après tout ce qui précède, que, pour que la série primitive donnée soit formée d'un certain nombre de sinus d'angles croissant uniformément, il faut que l'équation en = trouvée par les règles ci-dessus ait toutes ses racines réelles inégales et comprises entre ces limites o et 4; autrement on ne pourra déterminer les dilTérenls angles 9, 5, (];, — Cependant, lorsque quelqu'une de ces conditions n'a pas lieu, on peut également avoir l'expression du terme général .A^. Parcourons les ditïérents cas qui peuvent arriver. Et d'abord supposons que toutes les racines soient comprises entre les limites assignées, mais qu'il v en ait deux d'égales entre elles, en sorte que l'on ait 0 = 0. Alors, au lieu du terme isinf/5 + xO) de l'expression de Aj^^. il faudra substituer un terme de cette autre forme a:6sin(,S -hcc^); par conséquent, dans les é(|uations ci-dessus, il faudra cbanger 5 en z, et multiplier en même temps chaque terme par le coefficient de l'angle j.
Si trois racines sont égales, en sorte que, outre 5 = s, on ait encore 'I = o, alors il faudra de plus changer le terme csiQ(y -f- x<^) en un autre de cette forme x-csin{y -\- a^o); par conséquent, dans les équations précédentes il faudra changer aussi tl/ en 9 et multiplier les termes respectifs par les carrés des coefficients de l'angle ^, et ainsi de suite.
Cela peut ge démontrer de plusieurs manières, et surtout par la considération des quantités évanouissantes, en supposant (|ue les angles o, 0, (j^, au lieu d'être absolument égaux, dilTèrent entre eux par des quantités infiniment petites; mais ce n'est pas ici le lieu d'entrer dans ce détail.
On doit conclure de là que, dans le cas des racines égales, l'expression de Ai- contiendra toujours la quantité x en coelficient, et élevée àla première puissance pour deux racines égales, à la seconde pour (rois racines égales, et ainsi de suite, ce qui donnera des é(|ualions séculaires de différents ordres.
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15. Supposons niiiinltMiant (pio, piiniii les racines de l'équation en z, il y en ail une 9 qui tombe hors de ces limites o et — /|. Alors il est visible
que l'équation — (2sin M = q ne pourra pas donner pour 9 un angle
réel; cet angle deviendra donc imaginaire, et ses sinus et cosinus se
transformeront en sinus et cosinus liypcrboli(iues. Pour résoudre ce
cas, on fera donc
et, employant les exponentielles, on aura
ce qui donnera l'équation
e" -f- e~" — 2. = cj,
(jui, étant résolue par les logaritlimes, donnera toujours une valeur réelle de « tant que q sera >> o ou •<— 4-
Ayant trouvé co, on mettra, à la place du terme As\n{a-{-xo) de l'expression de A^, deux termes de celte forme
M et N étant des coellicients (ju'on déterminera par la comparaison des termes.
I-es expressions et - — ■ sont ce (ju on appelle cosinus
et sinus hyperboliques du secteur — ^» et l'on en trouve une Table toute
calculée dans les Additions publiées par M. Lambert aux Tables logarithmiques el trigonométriques. Dans ce cas donc, l'expression de A^. contiendra la quantité a:; en exponentielle, d'où résultera une autre espèce d'équations séculaires; mais il ne parait pas qu'il y ait de telles équations dans le svstème du monde.
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1(5. tlnfiii si, parmi les racines de l'équalion on z, il y en avait d'imaginaires, alors les angles o et 0, correspondant à deux racines imaginaires de la forme q -h r\l— i , q — r^— i , deviendraient aussi de la même forme, et il en résulterait, après les réductions dans l'expression de Aj, des termes où x serait à la fois en exponentielle et en sinus et cosinus. Comme ce cas est peut-être encore plus étranger au système du monde que le précédent, nous nous dispenserons de l'examiner en détail, d'autant plus que les difficultés qu'il présente peuvent être résolues par les méthodes connues.
17. En finissant ce Mémoire, je ne dois pas oublier de faire remarquer que toute suite formée de sinus d'angles croissant en progression arithmétique a cette propriété que, si l'on n'en prend les termes que de deux en deux, ou de trois en trois, ou etc., on aura encore des suites de même nature, et que la même chose aura lieu pour toutes les suites qu'on pourra former par l'addition d'un certain nombre de termes successifs de la suite proposée, même en multipliant chacun de ces termes par un coelficient donné. C'est de quoi on peut se convaincre par une analyse facile, que nous supprimons ici pour ne pas passer les bornes que nous nous sommes prescrites. Cette remarque peut être surtout d'une grande utilité lorsqu'il s'agira d'appliquer la méthode de ce Mémoire aux résultats déduits des observations, puisqu'on pourra prendre également, à la place de chaque résultat particulier, le milieu entre un certain nombre de résultats successifs, ce ([ui rendra les résultats plus sûrs et l'emploi de la méthode plus avantageux.
Je me propose de donner quelque jour l'application de la méthode de ce Mémoire à la recherche de la loi des erreurs des Tables de Halley dans les oppositions de Saturne et de Jupiter.
DES ÉLÉMENTS DES ORBITES DES PLANÈTES
[Extrait d'un Mémoire lu rt'cemment à l'Académie (*).]
[Astroiioniischcs Jnhrbuch oder Ephcmeriilrn , fiir das Jalir 1786. Mit Gcneiimhaltiing clcr Kijnigl. Akàdemic der Wissenschaften berechnet und herausgegeben von J.-E. Bode, Astronom der Akademie. — Berlin, i-SS.)
En prenant pour unité la masse du Soleil et exprimant de la manière suivante les masses des planètes,
335b, 4 1007.2 i846ob2
36536 1 27877-; 2oa58io
on a, par suite des attractions réciproques de toutes les planètes, les résultats suivants :
Mouvement annuel de l'ap/ié/ie.
5 = 66", 3287 -f-i5";993i6 -1- o", 0006c h- o",ooio(/ + o",ooo7«,
Z^=n: 56",gio6 -+- 6",56oi a -+- o",oo2i c -+- o",oo89r/ + o",oo6oe + o",ooo7.f,
cf^ 65", 98 17 -+- o", 6955a -i-i2",3o83ft ■+- i",ç)2i I rf H- o", 7027e -+- u", 00.08 f\
(*) Cet Extrait a été traduit en allemand, <'t inséré dans les Epliémàrides de Berlin pour l'année 1786. Ne possédant ni le Mémoire original ni l'Extrait de ce Mémoire en fran(;ais, nous donnons la traduction du texte allemand. (Note de l'Éditeur.)
.ios \ \i.i;riïs nr.s \vuivtions anm kllks
1)3 .('«"lo' -^ o , ii)i.i" ^- t> .7',)>ii/' -• I .rijùi c -■- r>',ao2i<' — t(' , 4i(j5/, jS .(iilijT 1. ,<)Si-'(; •- t> , .i-'jH/) H r, 1854 '■ — "i, 0579 (/ — .\" ,3i>.\'if, 'ni ,<|i)3S -; Il ,i)7i)5<( r , r>5gg6 -f- o",o j(>8f -f- ()",83i;)i (/ -i- 1", i.ji?. ^.
/ iiiicilioii itnnuillc du niaxiiuuin de l'i-ijudlioii du ci-ntiv.
'i - I ", IdiJO - I , idI'io/'
/■ 1) ,56'(i H- o' .ÎG^Sf/ — <)",()()o2(;,
I) ,3-i>S • o ,01 io«-T- o' ,3168^» -4- ()",()3G(u/ -:- o", ()()•.'?.(? -I- ()",Otl?,'/',
' _ -o , 1708 — o' ,n()o8« — o" , ^^x>">b — o ,oi<)î'' -î- "",o.\\{ie — o",o()8i)/',
— o ,?4o8 — i>' ,oa\'\a — o' ,t)6iG/< — ()",oo6jc — i)",oi)i)?.(/ — o' ,o()(>?.y",
d' ,05iG -+- i",ooo2fl — o' ,oi?.GA — o", <«)?.•->. c -1- o",oor)8f/-)- o" ,oZci^e.
)loaifinfiil annuel ifis nœuds sur icclipliquc vrai ri niohi/c.
'; -: ■•()', j"i7 -.<>',34<>3« — i ■:>.", ï'^tp.l) — <>", i4?.'.'.<'
— o",iHt\od — 8",o5Gjt' — o", iiii)5y,
— i>",i>oS()d — i7",5Gi5(" — o", 3i ■•.8/',
'; 24 ' 54^" — '>",4''7i" - ' I ,<)oi8/^ ii",433or 1 ", 7 7 •'4 '/ -II". 7<)8o<' — ()", 3 187 /i
î' - 3o",G4oG — u",:'.S5Cui • 5", i35?./* - <>", 2872c
— G'',Gi)i)8(/ 7 ",4579'' ^- 0 . 'G4'>,/,
ï ^^ 4 ' "> ^5' ^ "' "' ' ' ' 7''" 2,1843^ <j",i43it'
— o",8G9Gf/ - 5",5()()8f; — o", 01)7(1/'.
I aridiion annuelle de l'inclinaison de l'orbite par rapport à l'écUptique irai et mobile.
h ()",'3i I H- ij'.dîSg/» — o",oi25f - o",2G65<' • - <)",oi lof,
I' 11' , 27 1<) — 11", 075 1 « - ()",() loGc — f)", fjG'^e — o" ,oo(j5J,
o' , 0345 — ii",<n.\5a ■ o", i32o^ -I- o", i7{)5e - ()",<K)o5y,
""■I)Î47 -f- li",iio35rt -+- l)",02Gf)t — 0",0()|2C -H o",oi94/>
^ := o ,2043 -'- <j",')ii)4« 4- 11' ,0987 A -i- o",oooGc -i- o",o94Gé'.
DES ÉLÉMENTS DES ORBITES DES PLANÈTES. ooîJ
Mouvement annuel des nœuds sur iécliplique supposé fixe. î> =: 4'">6i26 — 8", 7 194'' — o",ooo3c ~ o",ooiof/,
2!"= 56", 8355 -f-6",5o36a — o", ooo4c — o" ,ooS^d -\- o", 0080e — o",ooo5/', d'=4o",9533 — o",3632« — -^Z' ,Bi'fib ^ i",7734 J -H o",4326e -4- o",o5o6/, Q = 41", 1627 — o",o853rt — 2",65S86 — o", 0759c — 6",69o8f/-+- o",34o2/, 5? = 45", 5408 — û",o69ia -(- i", 39686 — o", 0292 6- — o",8696J+ 2",4278e.
f'nriation annuelle di- l'inclinaison de l'orbite sur l'écliptique supposé fixe, b = o", 0963 -1'- o", og63 a
2-"= — o",o784 — o", 07860 -)- o", 0001 c -+- o",oooi e, cf= — o",2985 — o",o258a — o", 2549 6 — o", 01 79e -i- o",oooiy, 9 =.— o",oi62 — o",oo55« — o",o38i6 -1- o",oo2i c + o",o253y, $ = — o", i53o — o",oo32a — o",oi8ç)h + o",ooo66- — o'', i2i5e,
Diminution annuelle de l'obliquité de l'écliptique. o",6i56 + o",oi39rt + o", i5866 -i- o", oioBc H- o",4244<^ +" o",oo84/'.
En multipliant ces valeurs par 100, on obtient les variations séculaires, et il sufOt pour cela d'avancer de deux rangs la virgule placée devant les chiffres décimaux. Les mouvements de l'aphélie et du nnuid sont rapportés au point équinoxial.
Les moyennes dislances des planètes au Soleil et aussi les durées de leurs révolutions n'ont pas de variations séculaires.
Les valeurs précédentes sont calculées pour le commencement du siècle actuel, et s'appliquent aussi bien à (|uel(jues siècles avant ou après cette époque; mais elles ne seraient pas applicables à une époque quelconque.
J'ai pris comme écliptique fixe le plan avec lequel coïncidait l'écliptique vraie, c'est-à-dire le plan de l'orbite apparente du Soleil autour de la Terre au commencement de l'année 1700, et l'on voit combien la
oC.O
\ VI. El US DKS NAIUMIONS ANNl ELLES. ETC.
variation des ikimuIs et iK'S iiicliiiaisoiis par rapport ii ce plan (lill'i'rcnl lie oclK'S (|ui so rapportent à rocliplicuic vraie. la(iiiclle, aussi liicii (|iie les orbites des autres plani'tes. est niohile par rapport ii la sphère eéli'Ste. Il semlile (|iie jiisciu'ici les Aslronoiiics n'aieni pas tenu ((unplo lie ces (lillérenees, sans la eonsidération des(]nelles il est inipossilile de rien déterminer de certain sur les ncruds et les inclinaisons des orbites lies iilani'tes.
D UNE PLANÈTE OU DUNE COMÈTE
AT MOYEN DE TROIS OBSERVATIONS PEU ÉLOICiNÉES (*).
[Astroiioniisclies Jahrhuch oder Eplwmerulcn , fiir das Jahr 1789. Mit Genehml)allung der Konigl. Akademie der Wissenschaften berechnet und lierausgegeben von J.-E. Bode, Astronom der Akademie. — Berlin. 1786.)
Soient C, D, E les positions apparentes, sur une splière de rayon égal à l'unité, d'une comète observée à trois époques peu éloignées. Supposons, en outre, qu'au moment de la première observation, la eomèle soit au point C et le Soleil au point S; qu'au moment de la deuxième, la comète soit en D et le Soleil en T; au moment de la troisième, la comète en E et le Soleil en V. Si l'on joint ces six points par des arcs de grand cercle, on obtient des triangles spliéri(|ues CDS, CDT, dont les côtés et les angles peuvent être calculés ou mesurés sur un globe céleste suffisamment précis.
Soit 0 le temps écoulé entre la première et la troisième observation, et représentons ce temps par le moyen mouvement du Soleil, c'est-à-dire
C) Ce Mt^moire a élé traduit en allemand par Scliiilze, el inséré dans les Kphénwrides <le Berlin pour l'année 1789. Ne possédant pas le Mémoire original en français, nous donnons la traduction du texte allemand. (■^''"" '>'' l'Kditeiir.)
..G'i DKir.lîMINMlON DKS l.l.KMKMS DK l.OlUUTi:
|t;ir \.[ tlillcrcnre de lnnyllmlf nioycmic du Sulril en ^ l'I en S rcduih'
l'ii [iiirtios ihi rayon, f'osi-ii-dirc divisci' par l'aie di' J7"i7'4.)". Dans
ces i-oiulilions, si l'inti'ivalli' di' temps est de ( imirs, j = ^, — ^— ?•
Supposons, en outre, que rinlervalle écoulé entre les deux premières observations soit à l'intervalle de temps écoulé entre les deux dernières
I iimmc I est a ri, de telle façon tine rcnrésentc le i)remiei', et
le dei'nier de ces intervalles.
Knfin, prenitns comme unité la niovenne dislance de la Terre au Soleil, et désignons par ^', <>, À les vraies distances du Soleil aux épo(|ues des trois observations, c'esl-ii-dire quand le Soleil occupe les positions S, T, A'. Ces distances sont données dans les /•:/>/ir/ncn</es, et, i» cause delà faible excentricité de l'orbite solaire, on pourra souvent supposer
T' = '^ = > = ' • Ce\à posé, soient
■ig
- Sj,'
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Soient, en outre,
_ . sinCS _ sinECS . . sinCT _ sinECT ^ sinCV sin EC\
■^"■"^^ih^CD^iTiTECI) ~ "'^' °'sïnCD^ sinECD "^ "sinDC sinECD'
_ sinDS sinEDS , . sinDT sinEDT . sinDV sin ¥A)\
•*'~'*^*sînDC sïnEDC ^ ""^' °'sïnDC sinEDC "^'"sinDC sinEDC '
_ sin PS sinCDS _ , . sinDT sinCDT . sinDV sinCD\
^""'^^sîÏÏDl sinCDE" ""^' '''iûTÛË sinCDE "^ '" sinDE sinCDÉ"
Soient enfin
On a alors les trois équations
^pi _t_ 2 n -1- 1 o/.r cosDT + n+i ' 0-— /= ^' = 0,
>■=— 2/i3sjcosCS + rt' 3-— 3-'\s'=: O,
3' — lluZ COSEV4- ,/.'— •J') U-—0,
au moyen desquelles les trois quantités inconnues /•, />, 7 pourront ètn' déterminées; r représente le rayon vecteur de la comète, ou sa distance au Soleil au moment de la seconde observation: p cl q servent à déterminer le grand axe de l'orbite de la comète et le paramètre d. cette orbite au moyen des formules
.•>()•> I)|.l KKMIN \l liiN DES KLKMKNTS DK I.OKllITi:
('.rs (|ii;iiilili's iiiu' lois l'uiimics. (Ui nliticiil 1;» piisilioii diilis rorliilc ilii
|u'iiliflif an moyen (1(! rnnialioii
coao -r — -f ' -
oii '. dt'si|j;iu' l'angle (|iie lo ravon veotoiir /• (ait avee la diceetion ilu liénliélie.
I.es (|iianlités .V. /, II, X, y, z, •7, v scrvcnl aussi ii (léleriniiier les dislaiiees de la coiiii'te à la Terre et au Soleil: on a, ahslractioii faite des
>i''nes, -' pour la distance de la eoniéte ii la Terre dans la
deuxième observation, -- dans la première, el - dans la troisième.
lis ' Il
lùiliii 7 est la distance de la conii'te au Sideil dans la |M'einii'io oljservalion, et V la niùme distance dans la troisièuK! observation. Au moyen de ces dislances, il est aisé de trouver les autres éléments de l'orbite.
I.a résolution des trois é(jualions données plus liant ni; présente aucune dilliculté (piand 0 est moindi'e (|ue i (Ui peu sujiérienr à 1, ce (|ui suppose (|ue l'intervalle entre les observations extrêmes ne dépasse pas deux mois. Dans ce cas, les séries (|ui représentent les quantités s, u, ':'■, -y- sont convergentes, et le sont d'aulanl |ilus (|ue 0 est plus petit. Si l'on néglige les termes en 5' el ceux (|ui reni'crment de plus hautes |»uissances de 0, les trois écpialions dont nous nous occupons contiennent les inconnues/) et c/ sous l'orme linéaire, ce (|ni jieruKl <le les éliminer Irés-I'acileinenl et d'obtenir une équation en /• (\u\, en réalité, i>i d'un degré assez élevé, mais (jui, dans une |)remii're approximation, |>eul être abaissé*' au liiiitii'ine, en sup[irimant di's le début les termes
linlin je irmai'ijue, sur les expressions des quantités .r,y, z. (|ue les rapports îles sinus des angles lildS, l'^f^T, E(]\ ;i c(dui de l'angle VA'.l) on! le signe —, puis(|ue, dans la ligure, les trois premiers angles sont d'un côté, el b; qiiatiii'me de l'autre coté de l'arc commun Œ; au contraire, les rap|)orls di's sinus des angles KDS, HOT, VA}\ au sinus de KDC, el
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cfux des sinus de CDS, CDT, (iDV au sir.us de CDE sont positifs, |)uis(|uc les quatre premiers angles sont d'un même colé de l'arc ED, et les quatre derniers d'un même côté de CD. La cause de cela est que ces rapports doivent tendre vers l'unité quand les points D, C, E tendent vers S, T, V. En tenant compte de ces remarques, on n'aura pas ii craindre de se tromper au sujet des signes.
KSSAI
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sir, LUS l'IŒAlILllS lii:S()l.\S DE LliMÉKlKlK DE LA HKPUBLlyUli.
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D'ARITHMÉÏIUIE POLITIOLE
Sin LES
PREMIERS BESOINS DE L'I.MÉRIEIR DE LA RÉPUBUQl E (*;.
{Collection de divers ouvrages d'Arithmétique /jrjlitigiie, par Lavnisier, de Lagrari^e et autres publiée par Roederer. A Paris, C.-C. Corancez et Rœderer, an IV; i vol. in-8.)
Je suppose, d'après les calculs les plus exacts, que la France contient aôoooooo (l'inilividus, répandus sur une surface de io5ooo()oo d'arpents de loo perches carrées; la perche a 22 pieds ou 3| toises.
Cet arpent, qu'on appelle le grand arpent, est un carré dont le côté est de 36,666 toises, et son contenu en toises carrées est de 1 343,1)5 (*').
La lieue de aS au degré est de 2281,08 toises, en prenant 57,027 toises pour la longueur du degré moyen. Ainsi la lieue contient 62,222 t'ois le côté de l'arpent, et la lieue carrée contient 3871,65 arpents.
Par conséquent l'étendue île la France en lieues carrées est de 27126,47 : divisant ce nomhre par celui des habitants, on a 921,60 pour le nombre moyen des habitants d'une lieue carrée.
.le r.ipporte ce résultai, parce (|u'il peut servir à faciliter la comparaison de la population de la France avec celle des autres pays. (|ui est
(') Cet Essai est du crlèbre do Lagrange; sa modestie voulait en cacher l'Auteur. Je n'ai obtenu la permission de le nommer qu'en lui montrant la profonde conviction que j'ai de l'utilité de son nom pour le succès de l'Ouvrage et de l'utilité de l'Ouvrage pour la clios»» l)ublique.
(**) La virgule sépare les parties décimales des entiers, suivant l'usage revu.
ûT2 l-SSAl
(Hilinaircint'iil iap|ioi'ti''t' on (m'i |)i'iil se rapportor aisémiMit à des lieues lanres, la liciu' étant une partie donnée du (l<';;ré, (|ni est la même poui- tonte la terre, alistraelion laite de la petite iné^;alile pi-ovenanl de la non-splierieilé.
On suppose ordinairen)eul le nonilne des t'ennm's ej;al ;i celui des Imnimes; mais le talileau de la |)opnlation donné pai' Lavoisier donne i>i7 7'|(> lioinnies de plus (|ue de femmes sui' les 25o()()()oo d'Iialiilants de la France.
(]e taldeau me fait voir de plus ipie '. i\t'>. Iialiilants est au-dessous de i5 ans, et tjue le second liei's est au-dessous de Ifi ans. Suivant des Tables de mortalité dressées en Allemagne, le premier tiers va jus(|u'à I y ans, et le secoml iusipTii ')- .
Considérons mainlenant les besoins de cette société do sSoooooo do citoyens, et arrctons-nons d'abord h ceux de promièie nécessité.
(]es besoins sont : i" la nourrilnre; :>." le vêtenn'ut; '>" rabritement, ce (|ni comprend aussi le clianMage et la Inmii're.
.Nous allons commencer |)ar la nourriture, l'allé est de deux s(ules, végétale el animale.
(!omme notre dessein n'est (|ue de donner un aperçu el dos valeurs moyeniies, nous ne l'erons pas reiiininTalion des dillcrenls objets (|ui sei'vcMl il la nourriture des liomnies; mais nous réduirons d'abord tonte la nourriture végétale aux grains (|ni se cultivent en grand, et UMune à une seule espèce moyenne quf nous nommerons sim|)lement /'le. et (|ui compicndra le ble-l'ronn'ut, le seigle et l'orge, (|u'on mange en pain.
l'ar la même laison, nous ri'duirons louti' la nouri'itnre animale ii la vianile i\r liiiiicliciir. (|ni coiiiprend celle de bo^ul', de vacdu', de V(!au, de niiMiloii et de pnir, (jiii luinie uiie partie considi'i'ablo de cette nour- I ilure.
Nous ri-diiiron-~ ib' même toute la boisson au seul vin, dont la consommation siirpasx' iiilinimeiil ccdle des auti'es boissons, l(dlos (|U0 la bière, b; cidre, etc. (,etle l'educlion est l'ondée sur la nature de la cho.S(!; lar on peut regarder les autres objets de nourrilnre, soil végétale, soil animale, comme tenant lieu d'une (|uanlile de ble ou de viande (|ui con-
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tiendrait à peu près autant de matière 'nutritive. II est clair ([n'ils ne doivent entrer dans le calcul de la nourriture (ju'à raison do leur valeur nutritive; et, si l'on connaissait celte valeur pour cliaqueo])jct, on pourrait le convertir tout de suite en blé ou en viande. Relativement aux objets de nourriture générale et ordinaire, je crois qu'on ne se trompera pas beaucoup en supposant leur valeur nutritive proportionnelle à leur prix. Ainsi l'on pourra prendre à peu près une demi-livre de fromage sec comme l'équivalent d'une livre de viande. Nous ferons surtout usagode ce principe dans l'évaluation de la consommation de Paris (').
Cela posé, la question est réduite à déterminer à peu près la quantité moyenne de blé et de viande nécessaire pour la subsistance de la République.
Je ne vois que trois manières de parvenir à cette détermination :
1° Par la ration qu'on distribue aux troupes;
2° Par la consommation des villes fermées où il y avait des registres d'entrée;
3° Par l'évaluation des produits annuels de toutes les terres cultivées en grains ou en pâturages; la somme de ces produits étant supposée égale à la consommation annuelle, c'est-à-dire, en faisant abstracllon de toute importation ou expoi-tation.
Voici les résultats que ces trois moyens peuvent fournir :
La ration est, pour chaque combattant, de 28 onces de pain ol d'uiic demi-livre de viande. Je ferai ici abstraction de l'eau-de-vie et du vinaigre, qui font aussi partie de la ration, parce que ces deux objets ne sont absolument nécessaires qu'aux troupes qui sont en campagne; on |imiiraii d'ailleurs les comprendre dans la boisson.
On estime qu'une livre de pain répond à une livre de blé, poids pour poids. Le blé perd, par la mouture et par le son qu'on en tire, le (|Marl de son poids; mais la farine regagne par l'eau qu'on y ajoute pour la réduire en pâte, et dont une partie reste dans le pain, le tiers de son
(*) L'Auteur de ce Mémoire m'a dit, en preuve de celle proposilion, qu'il ;ivait vérifié ipie le poids do douze œufs est égal au poids d'une livre de viande, et se vend généralement au même prix.
.,7i ESSAI
|M)iil>. ic (lui roliliic oxacloniiMit lo poids primilirdii bit'. 11 pourrait y avoir (iiulinies variations à cet ('j^anl; mais, coniiiic elles ne peuvent être i|iiel'iirt petites, nous nous tiendrons à celle donnée en nombres ronds.
Ain>i il l'aiit une livri' trois cpiarts de Ide pai' jour ;i eliaciue eoni- JMttant.
Mais i'idw( ive (|ue les eoniliattaiits sont des hommes d'élite, tous dans la i'oree de l'ài^e et des passions, el dont la consommation peut être ret^ardee comme le maximum de consommation de tons les individus.
On remarciue (|ne les hommes consomment en i^enéral [dus (|ue les l'emmes, et les femmes |)lus (jue les entants, et (|ue, dans une l'amillc composée d'un mari, d'une l'emme et de trois enCanls an-dessous de dix ans, le père eonximme pres(|uc autant à lui seul (|ue le reste de la t'amille.
Or je vois, |iar le même tableau de population donl j'ai pailé ci-dessu>. ijn'il V a au moins un cin(inième au-dessous de dix ans. Ainsi l'on |Mnt supposer (|ue ce cincpiit'mc compense par sa consommation ce t|ue les lemuu's c(Uisommenl de nmins (|ne les honnnes; de sorte cpi'en avant encore éi^ard ii la umindre consommation des vieillards, on en peut coin dure, sans craindre de se tromper beaucoup, (|ue la consommation totale de tous les habitants de la France, pour élic de |)aii' avec cidb des troupes, lie dnil être (pie les ipiatre cim|ui('ines de la consoinmatiou d'un éi,'al nombre de combatlaiils, c'est-à-dire, de aooooooo.
.\insi la consommation totale en bb' sera, il raison de i '^ livre, de ■)5o<)<)()(i<) de livres, cl celle de la viande, ;i raison d'une d<'ini-li\re, de loodDooo de livres |)ar jour.
lioiic, uiiillipliant par '>>>>[, on aura, pour la eonsommalion totale annuelle en ble, i ;> -H '| oixxioo de livres, el en viande 3 (ifia Sooooo livres.
I, a consommation moyenne de (haipie individu sérail par jour d'une livre el deux ciii(|niéines de bb';, el de deux ciiKpiil'ino de livre de \ laiiib-; et par au, de ") i i , '>('> livies de blé, et de i ](> liv res de viande.
I.a >cci.nde manii're de déterminer la consommation moyenne du blé "■I (b- la \ianile i:^\ (oiidée sur les ref,Mslres d'entrée des villes qui étaient Mijettes il des droits. Je me contenterai dans ce niomeiil de ((uisidérer
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la consommation de Paris avant la Révolution, d'après les résultats de Lavoisier :
La consommalion annuelle en pain y est estimée de 206000000 de livres
pesant, co qui fail autant en blé 2()6oooooo'''r"-
J'ajoute la consommalion du riz, qui est de 3 5ooooo
aorjSooooo
A l'égard des légumes et fruits, le tableau n'en donne pas la quantité, mais seulement le prix, qui monte à laSooooo livres, tandis que le prix total du pain est de 20600000 livres, n'étant estimé qu'à 2 sous la livre.
Si l'on pouvait supposer la valeur nutritive des légumes, relativement à celle du blé, proportionnelle à leurs prix respectifs, la quantité totale de légumes consommée à Paris pourrait équivaloir à -{^^ de tout le pain, ce qui en fait plus de la moitié; mais, comme il s'y consomme beaucoup de légumes et de fruits de luxe, et qu'en général je crois la valeur nutritive des légumes et fruits moindre que celle du pain, à prix égal, je ne prendrai, pour leur valeur représentative, que le quart du pain, c'est-à-dire 5i Sooooo livres.
Ajoutons donc ce nombre à celui que nous avons trouvé : on aura 2G1000000 de livres en blé pour la consommation annuelle de Paris.
La population de Paris était estimée alors à Gooooo liabitanis. Divisant donc le nombre précédent par celui-ci, on trouve 435 livres pour la consommation annuelle en blé de cbaque babitani de Paris.
Les mêmes résultats donnent 90000000 de livres de viande de boucherie et 10 000 000 de livres de poisson. Comnn' le poisson est à peu près aussi nourrissant que la viande, nous ajouterons ces deux articles ensemble : 100 000 000 de livres.
J'y trouve ensuite 78000000 d'œufs. Comme, à prix égal et à nourriture égale, je crois qu'on préférerait la viande aux œufs, on ne risquerait pas d'estimer trop baut le rapport des œufs à la viande relativement à la nourriture en le supposant égal à celui des prix de ces deux objets. Or je vois, par le tableau des prix, que la valeur des œufs consommés dans Paris était de 35ooooo livres, tandis que celui de la viande était
o"(i i:ss.vi
lie .'|oj(»)ooo livi'fs. Li' r;iji|)oi't de ces dnix noiiilji'cs l'iani dr i ;» 1 i,">- ..., nous supposerons, on iionilircs ronds, que les œufs lienneMl lieu de y'.t de (oute la viande, c'est-à-dire, de -Sooooo livres.
Il reste eiieore :i estimer le iailage. Les résultais (jui me servent de i,'uide ne donnent (jue la eonsonunation du beurre el du l'r()majj,(', qui est de j85ooo() livres de beurre, el de adooooo livres de fromages secs, outre /|2.'| 5o- livi'es de fromages mous. Le tableau des prix donne, pour ces deux articles réunis, y^/oooo» livres; ce nombre est à celui
du prix de toute la viande comme i à 5,2() En supposant les valeurs
nulrilives pi oporlionnfdles aux prix, le beuric et lo fromage consommés il Paris é(]uivaudraient à 17 i i i ooo livres de viande. J'observe (|ue ce poids est un |)eu moindre (|ue le double du poids réuni du beurre et du fromage, knjmd est de 'S 87/1 507 livres, lui le supposant égal, on aurait, en nombres ronds, une demi-livre de beurre ou de fromage pour réijuivalenl d'une livre de viande, ce (jue je crois à peu près juste, d'après diil'crents renseignements que j'ai pris lii-dessus.
Ajoutant donc ensemble ces trois sommes, nous avons 124G11000 livres de viande pour Gooooo individus, ce (|ui donne 207,68 livres par léle.
J<.' viens maintenant i\ la troisième manière de déterminer la consommation movenne. Kllc consiste à estimer la consommation de toute la l'iance par sa production anumlle. et ;i la diviser par lo nombre lolal des habitants.
Les résultats ci-dessus douueni pour le total, en livres |»esanl de blé, seigle, orge, qui se lécoltent et se consomment, non eompiis l'orge eonsomméo pai' les animaux, i/j 000 000 ono; d'ofi , relraiicbant lo dixième pour les scmi'iices, reste pour la coiisoniiiiarKin (itinucllc do loute la Kranee, i i (i()7 000000 d(; livres; ce (jui, elanl divisé par .;>.') oooocjo, donne par tête /iGG,()8 livres.
(lommo celle consommation ne ((Jiupn nd (|ue les grains qui se nian- ;:enl en pain, il faudrait piuivoir v ajouter cidie des Iruils et légumes, qui e>l tri'S-eonsidérabIc dans les caiiq)agnes, surtout dans les parties méridionales de la France. .Nous l'avons estimée pour Paris à un (|uart
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(le celle du pain : on peut présumer que |)Our la France entière elle doit être plutôt dans une plus grande proportion (jue dans une moindre. En la supposant d'un (juart, il faudrait ajouter iiG.G^ livres à la consommation individuelle trouvée ci-dessus, ce qui la [)orterait à 583,35 livres.
Suivant les mêmes résultats, la consommation totale de bœufs, vaches, veaux, moutons, porcs, est, en livres de viande, de i2ii/|OOooo; ce (|ui ne donne que 4845G livres par tête.
Cette évaluation est peut-être trop faible; car, dans le nombre des bestiaux consommés, il n'y a que 897000 bœufs et 460000 vaches; or je trouve, dans un Mémoire sur le commerce de la France, imprimé en 1789, qu'il se marque annuellement 1280000 cuirs de bœuf ou de vache, sans compter ceux qu'on ne fait pas martjuer pour en frauder le droit, et qu'on estime pouvoir être évalués au (juart au moins. De celle manière, la consommation des bœufs et vaches, qui, dans l'évaluation ci-dessus, entre pour 392600000 livres, devrait être presque doublée; mais, ne sachant pas quelle confiance peut mériter l'Auteur de ce Mémoire, je n'ose faire une telle correction aux résultats de Lavoisier.
Il faut ajouter à la consommation de la viande celle du fromage : or je trouve, dans ces résultats, que le nombre total des vaches est de 4000000.
D'un autre coté, je trouve, dans VArl de la Fromagerie, que le produit moyen est d'un quintal et demi de fromage par vache : en ne le supposant que d'un quintal, on aurait, en fromage, 400000000 de livres; ce qui donnerait par tête iG livres, qu'on peut regarder comme é([uivalentes à peu près à 32 livres de viande.
On aurait donc, en nombres ronds, 80 livres de viande pour la consommation annuelle de chaque individu en France, sans compter les œufs, les poissons, la volaille, etc., sur les(iuels je n'ai trouvé aucun renseignement.
Voici le tableau des résultats qu'on vient de trouver :
VII
lONSOMVATION VNNlKLl.i: «llVtNM
.!,• oliiuiiio imliviilu, l'vahiéc l'ii livres pesant tlf
l)lé. vian.Ie.
D'après la ralidii «les soldais Si i ,3(î i ((i
» la consonimalioii de Paris 4^'' ?.o7,()8
» la consoniniallDii totale de la France 583, 3f> .So
Di' celli' Table j'ai iléiliiil la siiivaiili' :
I)'après la r.itidii des si)ldats ()57,3() "i7770 o,?.?,7i
» la eonsornmation de i'aris 04?. ,r)S (i.d^dS 0,323?.
» la consoinmalion totale de la France. . 6()3,3'» o,H-]i)^ <),i?o(i
La coloiuic A donne les sommes en livi'es pesant de blé cl de viande.
La colonne B donne les rapports du poids du blé à Li somme des poids du i)lé et de la viande.
La colonne C donne les rapports du poids de la viande ii la même somme.
La coIoniH' A lait voir (jiie le poids lolal du blé cl de la viande est ii peu près le même, d'après les trois évaluations. La valeur moyenne est de (354. 4*J livres, qui ne difPere guère de c(dle qui résulte de la ration i\p:> soldats; (db; est plus grande que celle de l'aris, et moindre (iiucelle de toute la France d'environ lo livres, ce (|ni ne lait (|u'un soixantième (bi total.
O' résultat me parait digne de remar(|iie. Il prouve (jue les li<unm(!S ont besoin, en général, d'un même poids donné d'alinienls, comme une espi'cc (b' lest qui dépend de la constitution bumaine. La dillereiice de nourriluic ne consiste dune (pie dans la dillëreiile proportion du blé ou de la viande, ou des autres aliments qui les représentent. Suivant la ration des soldats, cette proportion est de 7 à 2; mais dans Paris (die est de 21 à 10, à trt's-peu près, et dans toute la Fiance (die est de 1 .5 à 2 environ. Cette proportion est la vraie mesure de la pauvreté ou de la ri(diesse d'un Klat, puisque c'est de la nourriture (]ue dépend essenticlleineiit le bien-être des habilaiils. Pour aiiiiiiienlcr celui des l'rançais,
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il t'aiulrait donc pouvoir augmenter ia consommation de la viande, même aux dépens de celle du blé; la culture des prairies artificielles est peut-être le seul moyen de parvenir à un but si désirable; elle est d'autant plus précieuse qu'elle peut accroître à la fois le produit des bestiaux et celui du blé; mais cet objet est trop connu pour que nous nous y arrêtions ici.
La conclusion qu'on peut tirer des résultats que nous avons trouvés est que la France, dans l'état où est son agriculture, fournit assez de grains pour la consommation de ses habitants, mais qu'en bestiaux elle n'en fournit qu'un peu plus de la moitié de ce qui serait nécessaire pour (jue chaque habitant eût une ration de viande proportionnelle à celii' des soldats.
LUIGI DE LA GRANGE TOURNIER
TOniNESE, ALl' ILLUSTniSSIMO SIGNOIt CONTE
CiIlLIO CARLO DA FAGNANO,
CONTENF.STE
UNA NUOVA SERIE PEn I DIFFERENZIALI ED INTEGHALI Dl QUALSIVOGLIA GBADO, CORRISPONDENTE ALl-A .NEWTONIANA PER LE POTESTÀ E LE RADIC.l.
(In Torino, MDCCLIV; ntila Stamporia reale. Con lie. de'Sui
Illustrissimo Signore,
Nella série, clie ho comuiiicata a V. S. Illustriss., ini lusiiiifava heii io d' avère ampianiente coniprese varie operazioni del caloolo si dillcrenziale che intégrale di qualunque grado; e col paragone di (|ii('lla colla tanto ceiebratissinia série Newtoniana per le potestà mi parcva in vero d' aver scoperta una corrispondenza non dispreg((Vole tra M calcolo délie infinité, e quello délie finite grandezze: ma poieliè in somma nnn allro, elle nnova comprensione, e riporto di calcoli notissimi [xt t|ut'llo qualunque rilrovamento si palesava, e nuUa realmente si disvelava, che nuova scienza ehiamarsi potesse, anzi che ofl'erirlo al puhlilico, clic oramai tutto nausea, e schifa, che non sia di somma importanza [ter le umane cognizioni, pensava trarne assai ampio frulto, ritenendolo |)ci
;i8i i.i:tteua w.v illustkissimo
me a inici privato usu, e atl agcvolare i^li sliidj délia luia affatto giovenili- elii, la qualo, aii/.ichè alla a somministiarc allriii, è piii'ilt'l lullo Itisognosa di riccvcrc da altii Iiimc, c scienza; ma i ccnni doUa degnevdlissiina Leltera di V. S. Illuslriss. mi sono iii hiogo di aiitorovolc coiiiaiidamcnlo; c poichi- a Loi piaco, cIic si piil)l)lii'lii la suddclla série, non diiliito di recar nialorado a veruno, obbedeiido a Lei, ed a Lei anzi uHereiidola, elie mollo piii di qiiello, elie essa abhia in se, puô darle di dignità eol siio raggiiardevulissimo giudi/io, se eome si c eompiaeiula di commendarla, tinelie era nelle mie mani, vorrà liguaidarla con egiial henignità ora, elie la ripongo nelle sue. Che se pur Ella lolleiasse, clic a Lei sola queslo mio pieeiolo ritrovato io presentassi, sarelibc di già compila interanieiUe l'otierla, senza ehe ora di vanlaggio esteiidermi dovessi in diehiararlo. (llie sa bene tullo il mondo letleraUi, eome e le soltilisue opère, cd i grandissimi applausi dalle piîi eelebii Aecademie licevuti ne Io altestano, cho a Lei basta il proporsi a snodare (lualuiuiue più liposlo areano délie Malemalicbe, per eomprenderne tosto in uno 0 la scioglimento, e le consegnenze. Ed altronde, queste, ehe a Lei oll'io, mie liflessioni, sono pur di lai iiatura, clie anelie a' iiigegni meno sublimi basla aceennarle, perche ad essi spontaneamente possano manit'eslarsi. ^la pure giaceliè Ella vuole, ehe io seriva ad ognuno, ehe di si faite materie abbia comunque vaghezza, penso, che lutii m'abusero délia pazienza di Lei, se più oitic mi diliingheiù, eome laie mira riehiede, e vuole. Dunque piimieramenle propongo le due série, la Newtoniana per le poteslà, e la mia per i diflerenziali, ed integrali, siceliè in una sola oeeliiata se ne comprenda ogni possibile rapporlo, e corrispondenza
a-~ b)" := a" Ij' -+- ma'"-'0'-+- m a"'-'b- -i-m- — a'"-'b' -h...,
_„ „ „ , , im-i) , , ,
, y,. ^ __ x^r'-h mx"—')-' -t- m — .r°'-' )•=-!- m ., — x"'-'y'-\-....
Dunque :
1° Sicconie la prima série serve per elevare a qualunque polestà la
somma di due, e conseguenlemente di (|uantunque quantilà dale, fa-
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cendo 1' esponentc m egual al numéro del grado délia poteslà dala; cosi la seconda serve per differenziare in qualsivoglia grado un qualunque prodotto di due, e conseguentemenle di quantunque variabili, facendo nella stessa guisa 1' esponente m egual al numéro del diilcrcnzial proposto ;
2° Siccome la prima série vale simil mente per estrarre qualunque radiée dalla somma di due o quantunque quantità, facendo 1' esponente m eguale al numéro rotto del grado délia radice data; cosi la seconda serve per ridurre ad intégrale di qualunque grado un qualunque prodotto di due, o quantunque quantità finite, od infinitesime, facendo r esponente m eguale al numéro intero (ma preso negativamente^ del grado deir intégrale dato.
Finalmente, siccome nella prima série V esponente, ove resta eguale a zéro, fa che la quantità, cui esso appartiene, si debba intender elevata alla potestà nulla, e conseguentemenle eguale ad i; cosi nella seconda esso indica in tal quantità non avervi luogo ne difTerenziazione, ne integrazione, e perciô doversi essa lasciare tal quale si trova.
Onde, corne diceva nella stessa guisa appunto, che dell' uua ci serviamo per V elevazioni a potestà, ed estrazioni di qualunque radice, po- Iremo dell' altra valersi per le differenziazioni ed integrazioni di qualsivoglia grado.
Sia dunque da differenziarsi la quantità xy; m questo caso poiihè il differenzial cercato si è il primo, m sarà = i, e perù la série générale piglierà questa forma
cioè ridotta alla comune maniera di scrivere (che secondo 1' uso inlrodotto il numéro del grade délia differenziazione si applica alla Icttcra d, 0 pure si segna con altreltanti punti)
dx.y -+- x.dy.
Se in luogo del primo si voglia il secondo, o il terzo difTerenziale, sarà m = 2, od = 3, ed i ricercati dilTcrenziali, faite le soslituzioni in luogo VII. l\
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(li m, saranno il secondo
x'y' + ix'y' 4- x'j-', 0(1 il tt'izo
x\)-' + 3^'.)' + 3ji-'_)-' -h x°j',
i qiiali corne sopra ridolti rciulono 1' uiio
d-x •)■ -1- 2 (Ix . (ly -H X . d-y, (' I" altro
d'x .y -1- ?,d^x. dy -f- Zdx. d^y + x . d\y,
veri (lilTerenziali délia quanlilà proposta, se si pigli anche il dx per fluente, e lo stesso s' intenda de' diirerenzjali di ([iialunquc siasi iilteriore grado.
E corne quesle operazioiii di dilTerenziare per (|uesta sciie nulla più hanno di diiricollà, clie quelle di elevare a polestà per la Newloniana, cosi nulla più difficile si è 1' integrare con qiieila di (|uel, clie lo sia r eslrar le radici per mezzo di questa.
Dchhasi per esempio, per aver la quadnUura indclinila di (jualsivoglia curva, ritrovar 1' intégrale delT elemento dell' avenydx. Si supponga nel canonc générale dx = œ; sarà, per quel che di sopra s' è dette, m = — i ; i quali valori in esso sostiluili, avrenio la série particolare
i/x''.)-° — dx~ '.y' -+- dx~'.y' — dx~Ky' -t- dx' .y' — ...
Ora dx~' dinola I' intégrale di dx, dx~- V intégral dell' intégrale di dx (cioè V intégrale di x), clie io chiamo intégral secondo di dx, e
segno iii (|ii('sla giiisa / d.v; dx~^ l' intégral Icrzo di r/c, cioè / dx, ecc.
.Ma
/dx =zx, / dx = — ;- 1 i dx := „ , . 1 J 2dx J 2..3dx-
e gcneralinente,
dx =
mdx
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(corne cliiuiique se ne puô aecertare, (lUrcreiiziaiidu lali quaiitilii, una. due, ire volte secondo il grado dell' integrazione, pigliando pero seinpre il clx per costante); dunque sostituiti qiiesti valori nella série ulliinainente trovata, e posli secondo 1' usanza dy, d-y, d\y,... in luogo di v'. V-, v^ essa sarà in fine
idx
rfx' 2.34d^^^ ^:j475d^'~ •■=Jr
l.a quai série paiticolare dalla mia universal deiivala, vede benissimo V. S. Illustriss., che non è altra clie quella slessa tanlo celebrata, (lie di già scopri il Chiaiissimo Sig. Giovanni Bei-noullio, e pubblico poscia negli Alti deg/i Eruditi del niese di novembre 1694.
Del resto, non solo a' differenziali di primo grado s' estende quesla mia série, ma bensi ad integrar con una sola operazione eziandio quelli di qualunque ulterior grado. Ricercbisi 1' intégral secondo di dydx, fatto dunque m = - 2, e supposlo w = dx, ed y = dy otlerremo la seguente série
dx-'d}-' — idx-^dy' -f- 3dx-'d)' — ^dx-Uly'-h . . . ,
la quai cnme 1' altra ridotta dà
x'dy 9.x' d'y 3x'd'r /ix^d'r —'Cri zdx 7..-6dx' "•" o-i^dx' ^ 2 3.4.5^0:* "^ J aydx,
eguale ancora ad / ydx, e per conseguenza ail' altra poco fa trovata, la
quai egualità, sebbene apertamentc non si maMifesti, luttavia si pult vedere, dilTerenziando e 1' una, e V altra due volte, posto il dx costante. conciosiacbc distruggendosi vicendevolmcnlc Intli gl' alh i tcniiini, allro non vi resta in amendue, clie il dydx.
IMolte altre considcrazioni, cbe mi occorrerebbono per ora le ometto, e come non del lullo necessarie, e como poco dicevoli alla inlen/.ionc mia, onde anzi che annojarla, con dilungarmi in cose a Lei supertlue, bramo unicamente di atteslarle il niio ossequiosissimo rispetto.
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Diinque riniirazian.lola del gratlimcnto, che V. S. llhisliiss. s' o compiaciula significaimi di questa niia tcnuissima cosa, non mcno cho dcl prezioso regalo, cho mi fa délia dottissima sna Ictlera nllimamonto inil>iTssa; e pregandola istanlcmcnle a conlinuarmi le sue picgialissinn' gra/.ie. ho 1' onore di protestanni con lutta la maggior stima, et eon la più uniile liverenza, ccc.
/'. S. - Rileggendo V. S. llUistriss. questa mia foi inola, non potranno air aciilezza del suo ingegno non occorrcir sopra di essa qualcune importanti, od ulili letlessioni; supplice per tanto la somma di Lci bonlà, e eorlcsia, cho di già ho avuta la sorte di espciimcnlare, a volermi far la grazia di comunicarmele, e di bel nuovo sono
Di I . s. niiistiixs.
Devotiss. cd obligaliss. Servilor,
LvH.i De La (îrange.
Torino, il ?.3 Luglio iyi\.
VERS UNE SURFACE SPIIÉRIQUE QUELCONQUE
(Mhccllaiiea Tniuincnsiti, l. I, 1759.
Dans l'ailicle Gnnitalion de rEncyclopédie cl dans le troisième tome des Recherches sur le Système du Monde (p. 198), il est parlé d'un certain paradoxe qu'on rencontre dans les formules de l'attraction d"un point vers une surface sphérique quelconque. Comme l'explication que j'en ai trouvée, et que j'ai même communiquée à l'Auteur, dans une lettre particulière, me paraît fondée, et que d'ailleurs elle tient immédiatement aux principes établis ci-dessus, je crois qu'on voudra me permettre d'ajouter ici deux mots sur ce point. Voici en quoi consiste le paradoxe. Soit cherchée l'attraction d'une surface sphérique sur un point placé sur la surface même, dans le cas des forces en raison inver.se des carrés des distances. Si l'on commence par considérer le point au delà de la surface, et que, ayant trouvé l'expression générale de son attraction, on fasse ensuite évanouir la dislance de ce point à la surface, on aura [\k pour l'attraction. Au contraire, si le point est d'ahord supposé au dedans de la surface, son attraction se trouve toujours égale
(*) CeUe Xo(c de Lii,i;range se Irouvo placée au has des pages 14-.'. à 145 d'un .Mémoire du chevalier Daviet de I'oncenex, inséré dans le toiuo I des Mixcctlaiwa Taurincnsiti, et avant pour litre : Réjlcxidiis sur les rjnantités ininginnirrs. [yotc de l' Éditeur.)
NOTE SLK LN PAKADOXE QU'ON RENCONTUE
;, /éro, d'où elle reste encore nulle quand le point vient (oucher la snriaco même. Que si Ton veut d'abord regarder le point comme placé sur la surface, on obtient pour lors la formule de son attraction = 27:. On a .loue trois valeurs ditTérentes /,-. 2;:. o, qui semblent appartenir au même cas, ce qui doit paraître, au premier aspect, absurde et contradictoire. Pour trouver le dénouement de celte difficulté, il faut recherclier avec soin ce que ces trois manières de considérer le même cas peuvent avoir de différent entre elles. Or je dis que cette différence dépend du point de la surface A qui exerce une force finie, et = 271 sur le pi.intB, lorsqu'on fait évanouir leur distance AB. Pour s'en convaincre „n n'a qu'à réfiécbir qu'un point de surface est nécessairement un infiniment i)elit du second ordre, et que la fonction Ab' de la distance évanouissante devient aussi infiniment petite du même ordre; d'où il s'ensuit <iue l'attraction du point A, qui est proportionnelle à ce point, •livisée par la fonction donnée, deviendra finie, et l'on peut s'assurer d'ailleurs que cette attraction sera précisément = 27:. Cela posé, quand on fait venir le point B à la surface, de dehors, on a l'attraction = kn, qui est composée de l'attraction 27: du point A, et de l'autre partie 27:. qui doit nécessairement exprimer l'attraction du reste de la surface. Mais, si l'on fait que le point vienne toucher la surface au dedans, alors l'attraction 27: du point A devra agir en sens contraire, et, jointe avec l'autre partie 27: qui agit dans le même sens qu'auparavant, donnera ^_ _ 2- ^ „ pour l'attraction dans ce cas; enfin, si le point est d'abord placé sur la surface en A, on exclut dans ce cas l'attraction du point de la surface A, et l'on a seulement 27: pour l'attraction totale, tout de même comme nous le donne le calcul. Pour sentir mieux la raison de .es différences, il faut faire le calcul en entier : on verra aisément que la différentielle est composée de deux parties, dont l'une est toute multipliée par la distance du point à la surface, et devient par conséquent égale à zéro lorsque cette distance s'évanouit, l'autre partie donnant 27: pour intégrale. C'est le cas où le point est d'abord placé sur la surface; mais, si l'on achève l'intégration avant de faire évanouir cette distance, on trouve, pour l'intégrale de la première partie, une expression finie,
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qui se réduit au contact à ■?.- si le point a été supposé dehors, et à — 2- si on l'a supposé dedans, d'où l'on lire, pour le premier cas, 2r:-4-2-^4~. et 2- — 2- = o pour l'autre. Voilà donc pourquoi la même formule ne peut pas servir pour tous les cas possibles; car dans le passage du point de dehors en dedans, il faudrait que l'attraction 2- devint tout d'un coup = o, et puis = — 2-, ce qui choque directement la loi de continuité généralement admise dans les formules algébriques. M. Daniel Bernoulli avait déjà senti rincompatihililé de ces cas dans une même formule, comme il parait dans l'Article 4 du Chapitre 11 de la Pièce Sur le JJux et reflux de la mer. Au reste, il ne doit pas paraître étonnant qu'un point qui, par rappoi't à une surface, doit être regardé comme zéro, puisse dans certains cas exercer une force finie, car il est claii- qu'il sulRt pour cela que la fonction qui exprime la force devienne infinie, et infinie du même ordre que le point est infiniment petit. Nous avons vu comment une formule qui est toujours égale à zéro peut recevoir une valeur finie dans certains cas particuliers (Chapitre Y! de ma Dissertation sur le son); c'est la même chose qui arrive ici. Au reste les Géomètres ne sont plus étrangers à ces sortes de paradoxes, si on les peut nommer ainsi (car je n'y vois que des conséquences toutes natui'elles des suppositions qu'on a faites dans le calcul \ M. Clairaul a fait voir un semblable cas dans sa Théorie sur la figure de la Terre. Article 45 de la première Partie, et le P. Boscovich dans un Mémoiie Sur l'attraction des corps vers un rentre fixe, imprimé dans la troi.^ième partie du second tome des Commentaires de l'Académie de Bologne, et l'on voit dans la dissertation présente que le dénouement des dillicultés sur le passage des logarithmes des nombres positifs à ceux des nombres négatifs dépend d'un pareil principe.
M. d'Alembert apporte encore pour objection à la loi de eontinuilé l'exemple de la courbe y=^s,ax+ \a^x-hb;, que M. Euler avait déjà proposé dans son ^lémoire sur les logarithmes. Celle équation dégagée des radicaux monte au huilicme degré, et a généralement un diamèli-e; cependant, dans le cas où b — a, elle ne monte plus qu'au ([uatrième, et perd tout d'un coup son diamètre; mais il laut remart]uer
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que cela n'arrive i|ii(' parce que la nuiilic dans ce eas dcvienl nn sys-
li'Uie (le deux. (|ui sont exprimées pai-
)■' — ■y.axy'' -\- ^ax'y -+- a-x- — ci-x :::= o, )•' — aaxr' — .^fix^y -+- a\r' — n'x = o,
«loni cliarnne en particulier esl, à la vcrilé, desiituée de diamèlre; mais leur syslème le conserve toujours. Tous les ordres des combes algébriques contiennent des exemples de cas semblables.
DU CALCUL INFINITÉSIMAL
(Mi.scrl/tiiieti Tauiineiisia, t. H, i76o-i7f)t.l
Pour s'en convaincre, il n'y a qu'à examiner le calcul qu'on fait d'après celte supposition pour trouver les asymptotes des lignes courbes. Ce calcul consiste à chercher d'abord des formules générales pour la position de toutes les tangentes de la courbe donnée, et à rejeter ensuite dans ces formules plusieurs termes qui sont regai'dés comme nuls
(*) Cette iSote de Lagrange se trouve placée en bjs des pages 1--1S d'un Mémoire du P. Gebdile, barnabite, inséré dans le lome II des Misccllanea Taurinensic, et ayant pour titre : De l'infini absolu considéré dans la grandeur. Nous reproduisons ci-après le passage (le ce Mémoire auquel se rapporlc la Note de Lagrange :
IMrOSSIBILITÉ DE l'iNFINI ABSOLU DÉUOXTBÉE GÊOMÉTRIOIEMENT.
.. Quatrième preuie tirée des asymptotes de l'hyperbole. — On m'objectera peut-être que de Irèsliabilos Géomètres conviennent avec M. do l'Hospital {Sections coniques. Article 108) que les asjmptoies peuvent être regardées comme des tangentes in/iiiies, qui touchent les hyperboles dans leurs extrémités, ce qui semble établir la possibilité de l'infini actuel.
. Je réponds que. dans le style des Géomètres, celte supposition ne signifie autre chose, sinon que dans le cours indéfini de l'hyperbole et de l'asymptote, celle-ci, approchant de plus en plus de l'hyperbole, la toucherait enfin si l'on pouvait parvenir au terme de ce prolongement infini, ou, pour mieux dire, si ce prolongement infini pouvait avoir un terme quelconque. Ce n'est qu'à cette condition qu'ils supposent que l'asymptote puisse être regardée comme une tangente infinie qui touche l'hyperbole, puisqu'ils disent que ce cas ne peut avoir lieu qu'à l'extrémité de l'hyperbole, comme l'énonce M. de l'Hospital.
» Mais en même temps ces Géomètres ne prétendent point réaliser cette supposition, ni en établir la possibilité. • {Xote de l'Éditeur.
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|);ir rapport à d'autres termes dont la valeur devient, par la supposition, intinimeiil plus grande : d'où l'on voit que ee ealeul n'est pas absolument rigoureux, et (ju'il ne peut par eonséquent donner un résultai exaet, à moins qu'on no regarde eomme peu exacte la suppo.-itiou sur laquelle on l'a établi, en sorte que l'erreur de l'bypotbèse détruise tout il fait eelle qu'on a commise dans le calcul.
A parler exactement, l'asymptote est une droite qui s'approche continuellement d'une courbe de manière que sa distance à la courbe puisse devenir moindre qu'aucune grandeur donnée, sans qu'elle soit jamais zéro absolu. Or celte condition rend fausse la supposition que l'asymptote soit une véritable tangente; mais on la redresse ensuite dans le calcul, en faisant, pour ainsi dire, disparailie le point d'alluuclienieiil. en sorte que la tangente cesse d'être tangente, et devienne seulement la limite des tangentes, savoir la limite de la courbe même, ce qui est eonforme i» la nature de l'asymptote.
Il en est ici comme dans la méthode des iniinimenl petits, où le calcul redresse aussi de lui-même les fausses hypothèses que l'on y fait. On imagine par exemple qu'une courbe soit un polygone d'une infinité de petits côtés, dont chacun étant prolongé devienne une tangente à la courbe. Cette supposition est réellement fausse, car le petit côté |)rolongé ne peut jamais être autre chose qu'une véritable sécante; mais l'erreur est détruite par une autre erreur (]u'on introduit dans le calcul en y négligeant comme nulles des (juantités qui, selon la supposition, ne sont qu'infiniment petites. C'est en quoi consiste, ce me semble, la niéta|)bysi(iue du calcul des infiniment petits, tel que l'a donnée 31. Leibnitz. La méthode de .M. Newton est an contraire tout à fait rigoureuse, soit dans les suppositions, soit dans les procédés du calcul; car il ne conçoit (|u'une sécante devienne tangente que lorsque les deux points il'inlersection viennent tomber liin sur l'autre, et alors il rejette de ses formules toutes les quantités que cette condition rend entièrement nulles. Cette méthode exige absolument qu'on regarde comme évanouissantes, c'est-à-dire comme nulles, les (juanlités dont on cherche les premières ou dtrnières raisons, et c'est ce qui rend souvent les dé-
nu (JALCIL INFlMTliSIMAI,. 599
monslrations longues et compliquées. La supi^tsition des iiiiinimcnt petits sert à abréger et h l'aeiliter ces démonstrations; mais ce n'est qu'après avoir prouvé en général que l'erreur qu'elle fait naître est toujours corrigée par la manière dont on manie le calcul qu'il est permis de regarder les infiniment petits comme des réalités, et de les employer comme tels dans la solution des Problèmes.
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MOUVEMENT DU BOUUET DA^S L'IMÉRIEUR DU CMON
EXTRAITES DES MAMSCKITS DE LAGRA>GE,
Par m. poisson.
(Journal île V École Polylcrhniijiie, XXI'' Cahier, t. XIII, i83.>..]
Les manuscrits de Lagrange, déposés à la bibliothèque de l'Institut, renferment des recherches sur les mouvements simultanés du boulet, du canon et de la poudre réduite en gaz. dont la rédaction n'est pas achevée, et qui n'ont point été publiés. Le résultat auquel IWuteur parvient ne satisfait pas complètement à toutes les conditions de la question; mais il prouve que la solution qu'on donne ordinairement de ce Problème est inexacte ; et d'ailleurs ce travail de Lagrange contient des vues nouvelles que j'ai cru utile de faire connaître. Il parait qu'il a été entrepris en 1793 par ordre du Gouvernement. Une loi de cette époque obligeait les étrangers de sortir de France; pour que Lagrange pût rester, on obtint un arrêté du Comité de Salut public qui le chargeait de traiter des questions de théorie, propres à éclairer la pratique, et l'on croit que ce fut là l'origine des recherches dont je vais donner une sorte de commentaire.
1. A l'origine du mouvement, la densité du gaz est la même en tous ses points, et égale à celle de la poudre. Le fluide se dilate ensuite, et pousse le boulet et le canon en sens contraire l'un de l'autre; mais sa force de ressort est en même temps employée à transporter sa propre masse dans l'intérieur de la pièce, d'où l'on peut déjà conclure que la vitesse acquise par le boulet, quand il est parvenus la bouche du canon, doit être moindre que si la masse du gaz était insensible, et qu'il eût cependant la même force de ressort. Pour parvenir à une détermination exacte de celte vitesse, il était donc nécessaire de considérer sinuiltanément le mouvement du gaz et du projectile. C'est ce qu'on ne fait pas ordinairement, et ce que Lagrange a essayé de faire, ainsi qu'on va le voir.
On supposera qu'à chaque instant la vitesse, la densité et la pression sont les mêmes pour tous les points d'une même tranche du gaz, infiniment mince et perpendiculaire à l'axe du canon; au bout du temps (luelconquc t. compté depuis l'origine du mouvement, on repréien-
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liTa CCS trois quantités par j, o. p, relativement à la tranche dont la distance à un plan fixe et (H'rpcndiculaire à l'axe est actuellement : et était .r à roiii,'ine du mouvement; en sorte ([ue j, p, p, z soient des inconnues qu'il s'ajîira de déterminer en fonctions de r et t. On a d'abord
_ (h " ~ (It '
I/épaiss<?ur de la tranche que l'on considère était (U- à l'origine du mou\emenl; elle est
site en raison inverse; si donc on appelle D la densité de la poudre ou du j;az à rori,;;ine. on aura
'"•Cl
D'après la loi de Mariotle, on prend ordinairement la pression p proportionnelle à p; mais, pour plus do généralité, Lagrango la représente par une puissance /i de la densité; d'où il résulte qu'on a
HÈ
/ étant la force élastique du gaz à l'origine du mouvement , laipiclle force est rapportée à l'unité de surface, et peut être exprimée par un poids g^D/', en désignant par f; la gravité et par /( une ligne d'une très-grande longueur.
11 ne restera donc plus que l'inconnue z à déterminer. Or, si l'on ai)pelle .\ l'aire de la section intérieure du canon, perpendiculaire à son axe, la force motrice de la couche fluide qui
répond à z sera -j-f DXdx, puisque sa masse est DXdx comme à l'origine du mouvement :
d'ailleurs la pression qui la pousse dans le sens de z étant .Kj>, celle qui la pousse en sens contraire s'en déduira, abstraction faite du signe, en y mettant .r -*- tlx à la place de .r, et
sera conséquerament .\lp-i- -j- (U- ] ; on aura donc
ou simplement
rf'z 1 dp _ 7F "^ D d^~°'
pour l'équation d'où dépendra la valeur de z. En substituant la valeur deyj et faisant, pour abréger,
elle deviendra
'l-=„'.'lll('ll\""'.
Ces différentes équations sont indépendantes de l'état initial du fluide, et auront encore lieu lorsqu'à l'origine du mouvement ses différentes couches ont reçu des vitesses et éprouvé
des déplacements quelconques ; en sorte que les valeurs de z et -f qui répondent a t = o
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soient des fonctions quelconques de -r. On peut vérifier, en effet, qu'elles s'accordent avec les équations connues du mouvement dans une colonne d'air dont les couches ont des vitesses et éprouvent des variations de densité qui ne sont pas supposées très-petites. Dans le cas des
déplacements très-petits, z diffère très-peu de j:; et, en réduisant le facteur (-r-)
à l'unité dans le second membre de léquation (i), elle devient l'équation de la propagation du son dans un tuyau cylindrique.
2. Pour déterminer simultanément les mouvements du gaz, du boulet et du canon, il faudra joindre à léquation (i) celles du mouvement de ces deux derniers corps. On supposera que l'action du gaz sur l'un et sur l'autre s'exerce dans une étendue égale à la section intérieure du canon, dont l'aire sera -c', en désignant par r son rayon. Si donc on appelle m la masse du boulet et m' celle du canon, y compris l'affût qu'il entraine avec lui; si de plus on représente par y et c, jr' et tt' ce que deviennent z et p relativement aux deux couches extrêmes du gaz, les équations du mouvement du boulet et du canon seront
,(Py'
—rr = Tzc a.
lit' '
dt
Les valeurs de c et xs' se déduiront de celle de p du numéro précédent, en y mettant y et j» ' à la place de z; et, en les substituant dans ces équations, nous aurons
lit
Je compterai les distances x et ; à partir de la position initiale de la culasse; alors y' et
se déduiront de s et -^î en y faisant x = o; et, si Ton représente par a la longueur de la
charge, y et — se déduiront de 2 et -— > en y faisant x = y.. ° ^ " lit lit '
On admet généralement qu'à l'origine du mouvement les vitesses du boulet et du canon sont nulles ou infiniment petites. C'est aussi ce que Lagrange suppose pour ces deux vitesses initiales et pour celle de la poudre réduite en gaz. Toutefois il ne serait pas impossible que, quand la masse entière du boulet commence à se mouvoir, son centre de gravité eût déjà reçu une vitesse de grandeur finie, et même une très-grande vitesse. En effet, quelque dure que soit la matière du boulet, la pression de la poudre commence d'abord par comprimer un tant soit peu sa partie postérieure; une partie adjacente se comprime ensuite, puis une autre, et de proche en proche le mouvement parvient à la partie antérieure. Cette propagation du mouvement a lieu dans une très-petite fraction de seconde, que l'on peut évaluer à 5 cent-millièmes, par exemple, en supposant la vitesse du son dans la matière du boulet sextuple de celle du son dans l'air, et prenant i décimètre pour le calibre. Or, pendant cet intervalle de temps, le centre de gravité du projectile reçoit la même vitesse que si la pression y était immédiatement appliquée et que sa masse entière y fût concentrée; par conséquent, lorsque cette masse entière commencera à se déplacer, le centre du boulet aura déjà acquis une vitesse de grandeur finie. L'effet de la pression, pendant ce temps extrêmement court, est ce qu'on appelle un choc ou une percussion, c'est-à-dire une quantité de mouvement imprimée presque instantanément, et sans que le mobile se soit sensiblement déplacé. La ques-
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lion est donc de savoir si l'on peut nt^gliger, comme on le fail onlinaircmont, la vitesse initiale du boulet ainsi produite, ou bien si cello vitesse csi une partie sensible de celle que le projectile a ac(]uise quand il a atteint la bouche du canon. On ne peut pas décider a priori que ce dernier cas soit impossible, et c'est rexpérieiicc seule qui nous apprendra s'il a réellement lieu ; car, pour ipi'il arrivât, il suffirait, par exemple, que l'état d'incandescence du gaz de la poudre ne subsistât que pendant les premiers instants qui suivent l'inllammation, et que, dans cet état, l'action du i;az compensât son peu de durée par la grandeur de son intensité, de sorte que dans un temps ((ui serait, pour fixer les idées, la centième partie de la petite fraction de seconde pendant hKiucHo le lioulet se meut dans la pièce, l'action initiale ou la percussion du gaz incandescent pOl imprimer à ce projectile une vitesse comparable, égale, ou mémo supérieure à celle (|u'il acquiert ensuite graduellement par la pression du gaz refroidi.
M. Cazaux, officier supérieur d'artillerie, a voulu prouver l'existence d'une percussion exercée par la poudre dans les premiers instants de sa réduction on gaz. Il appuie son opinion sur des considérations dili'érentes de celles qu'on vient d'indiquer, pour montrer seulement la possibilité de cette force initiale. C'est à cette force qu'il attribue les ollets de l'explosion des mines et le refoulement du métal du canon cpii s'observe à l'endroit occupé par la charge et le boulet; de celte manière, il donne une explication assez plausible de la singularité qu'ont présentée les poudres inflammables substituées à la poudre ordinaire : on a reconnu qu'elles détériorent beaucoup plus les armes ;\ fou sans conmiuniinier néanmoins une vitesse plus grande à la balle ou au boulet.
(Juoi qu'il en soit, Lagrango n'est point entré dans cette discussion, et il a supposé nulles les vitesses de toutes les parties du système à l'origine du mouvement. Ainsi l'on aura à la ■ fois
dz rly 'ly'
t = O, Z =z X, — - = O, -4- = o, ^7— = O, lit lit ' (It
et le problème consistera à satisfaire en même temps à ces conditions initiales et aux é(jualions (i) et (a).
3. On pourra, si l'on veut, remplacer les équations (a), qui sont différentielles du second ordre, par les équations qui résultent des principes généraux du mouvement et ne sont (|ue du premier ordre.
Pour cela, j'ajoute les éiiuations (a) après les avoir multii)liées [lar <•/<; en intégrant ensuite, il vient
cette intégrale commençant avec t, ainsi que toutes les suivantes qui répondent à cette variable. L'équation (i) donne, par l'intégration relative à x,
on multipliant par dt et intégrant jiar rapport à t, on aura, par conséquent,
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et, si l'on appelle y. la masse de la pouiJro, do sorte qu'on ait
a = TTc'zD,
on conclura de ces équations
<Iy , ilv'
il <lt
- I -T- rfX = O,
ce qui résulte en effet du principe général de la conservation du mouvement du centre de gravité, ap[)liqué au centre de gravité du boulet, du canon et de la poudre réduite en gaz.
Je multiplie la première équation (2) par ?. -j- rit et la seconde par 2 -^ 'II; je les ajoute.
et j'intègre par rapport à t, ce qui donne
dt'
,dr'^ rVdyfdvy dr- (dr'yi ,
l'équation (i) donne aussi
de ~ W J de d?\d7i) '";
par l'intégration par |)artie relative à x, on a d'ailleurs
"Jo dt djc'\dx) '"" dt\dx) dt\dx) ^j„ ~dTdj.\dx) '
à cause de s = x et -^ = 1 , quand ; = o, on a
jih' (È) '" = r-b [ (Ê) ' " - ■ ] '
nous aurons donc
et, par conséquent,
En multipliant celte dernière éipuilion par ^ ou -nc-X), et l'ajoutant à l'une des précédentes, on en conclut
(W a j„ dt' i-it [Jo \d.i- j J
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r^sullat qui coïncide avec le principe général des forces vives. Dans le cas parlicidier de Il = I, on supposera d'abord i —n infiniment petit, et l'on en conclura
'lîF
•- I —— rAr = aTTc A / ( I02; -y- ) r/.r.
i. Dans la solution que Robins et d'autres auteurs ont donnée du Problème qui nous occupe, on suppose que la densité du gaz est la môme dans toute son étendue, et qu'elle ne varie qu'avec le temps. En désignant par T et T' des fonctions de t, on a donc
:TxH-T';
et si l'on détermine T et T' de manière qu'on ait 2 = j' et z =/, pour j: = o et x= a, il en résultera
expression qui satisfait aussi à la condition z = x quand / = o, puisque alors on a /'= o et .1' = '■/.. De plus, on néglige, dans la solution dont il s'agit, la masse de la poudre par rapport à celle du boulet. Pour obtenir cette solution, je supprime donc les termes multipliés par u dans les premiers membres des équations (3) et (4), et je substitue cette valeur de z dans le second membre de l'équation (4); il en résulte
I (Iy , dr'
'TiP
et, en intégrant la première do ces deux é(piations, on a
m y -t- //( / — nix,
ce qui fera conniiitre l'une des deux inconnues )' et _>■', quand l'autre sera déterminée. Pour séparer les variables dans la seconde é(]uation (5), je fuis
de sorte que 0 soit, à un instant quelconque, la distance du boulet à la culasse. Les équations (5) deviennent
en éliminant tl'i' entre elles, il vient (6)
,.ffl'P dV'\ ,, , .dO M' 27rc»a/!/S'-" \
mm' r/0' _ ■t.i^r^-j.k f^^-" \
III -t- m' (W i — it \a.'"' y
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li'où Ion (ire
— ri mut 'j.~
Par la mi^thode des quadratures, on aura donc la valeur de t relative à chaque valeur de &, et réciproquement, ce qui fera connaître à chaque instant la position du boulet dans l'intérieur (le la pièce. Si l'on appelle / sa longueur, on aura en particulier
/(i — n)mm''j.'" Ç
|)Our le temps que le projectile emploie à atteindre la bouche du canon. .\u bout de ce temps, si l'on désigne par V et V les vitesses du boulet et du canon, on aura, d'après les équations (5),
,,„„ ■ntc'y.k fV-,' /)i\- -h III \ - =
lurmules qui sont effectivement celles dont on se sert pour délerminer ces deux vitesses.
•^). Au lieu de supprimer les termes multipliés par u. dans les équations ( 3) et (4 ), Lagrange y subslitue, comme dans le second membre de l'équation ( 4 ) i la valeur précédente de z, savoir
qui change ces équations en celles-ci
(m -+- iu.) -^ -h (III -h -. u.) {lit -h -u.) ~r -h (/;/-!- j'J. ]
dt
dr
di
dl
ify'fyl^ 27rf-a/- r/j-— }■','-" 1 dl dt i-ii \_\ y. ; \'
Ur, en les comi)arant aux équations (5), et observant ipie la masse u. de la poudre est communément le tiers ou la moitié de la niasse m du boulet, on voit combien doit être fautive la solution du numéro précédent, et combien doivent être inexactes les valeurs de V et V qui s'en déduisent. Mais, si celte comparaison suffit pour rendre sensible l'inexactitude des équations (5) , celles que nous venons d'écrire ne sont pas elles-mêmes suffisamment exactes quand on veut avoir égard à la masse de la poudre ; car, lors môme qu'on la suppose tiès-petile et qu'on ne veut conserver que la première puissance do j/. dans le calcul, il faut substituer dans le second membre de l'équation (4) une valeur do : plus aiiprochéc que la précédente.
Pour obtenir cette valeur, Lagrange fait
" étant une nouvelle inconnue qu'il suppose trés-pelite. Après avoir mis l'écpiation (i) sous la forme
*''' dx' " iil\dxj dt' '
VU
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il y subsli lue celte expression de 3 ol il néglige les différences |iarliollps de n dans son second membre, -de sorle qu'on a
r/.r' " ///V a j W/W tW ) y. rit' }'
Mais les é(iualions (-2) donnent en niOme temps
(II- III \ -j. J
fl\y' _ _ TTcH / y — y' V"" .
lit- ~ m' \ J. ) '
L't en sulistituant ces valeurs dans l'éiiuation précédente, et observant que -rj.X) — u,, on aura
D'après les conditions z =y' et z = y, quand x = o et'x = z, il faut (jue 11 s'évanouisse pour ces deux valeurs extrêmes de x, et, cela étant, on trouve en consécpiencc
6 «a' \ III
valeur qui sera cHectivement très-petile, ou plutôt \nu-. très-petite partie de :, lorsque ki masse uL sera très-petite par rapport à m. Nous auions
' a ' Orta'' \ /" III J
pour la valeur correspondante de r.
("e serait donc celte expression qu'il faudrait substituer à la place de z dans le second membre de l'équation (j); mais on voit qu'elle ne satisfait pas à la condilion ; = .r quand t --- o, car pour cette valeur de i on a y' = o et j — z, et par conséquent
u.(x — a).r /.r -I- a .r— v.aX d/ix' \ m m' )
Or celle valeur initiale de : n'est point applicable à la question qui nous occupe : elle suppose que les couches du fluide ont été déplacées suivant une certaine loi, pu, autrement dit. qu'elles ont été condensées et dilatées d'une certaine manière à l'origine du mouvement, ce qui n'a pas lieu dans le Problème du mouvcrtient de la poudre réduite en p;a7., où l'on suppose que la densité du fluide est constante dans toute sa longueur, et la même que celle de la poudre lorsfpi'il commence à se mouvoir. La formule (8) est donc étrangère à la question; mais je ferai voir tout à l'heure qu'on peut la compléter et la rendre applicable au mouvement du gaz de la poudre, en supposant toujours la masse de ce fluide peu considérable par rapport ù celle du projectile.
Celle formule se compose des deux premiers termes d'une série ordonnée suivant les puissances de y, rpi'on peut représenter par
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Eu la substiluanl dans réquation (i), el égalant ensuite les coefiicienls des mômes puissances de u. dans les deux membres, on formera une série d'équations d'après lesquelles on pourra déterminer successivement les coefficients Z, Z', Z", . . ., au moyen les uns des autres, et du
premier dont la valeur est ( r — y' ) '- -t-.i'; mais ces équations seront très-compliquées, el,
encore plus les valeurs de Z, Z', Z", .... Lagrange a aussi essayé do développer la valeur de ; en série ordonnée suivant les puissances de .r; mais ces différents développements ne l'ont conduit <i aucun résultat satisfaisant. Il a ensuite reconnu qu'on peut satisfaire en môme temps aux équations (i) et (2) par rertaines valeurs de z, y, y', qui ne dépendent que des ipiadralures: et, quoique celle solution ne remplisse pas non plus la condition ; = x quand / = o, je crois cependant utile de la faire connaître.
6. Soit X une fonction inconnue do .'■, et sup[>osons qu'on puisse avoir exactement
Il faudra d'abord que X s'évanouisse avecx, et qu'on ait \ = y. ipiand .<• — y., alin que les \aleurs extrêmes de z soient y' et y. Je désignerai par f.' el fi les valeurs de —^ qui répondent à .v = o et X = a, et alors, après avoir substitué celle expression de; dans les équations (i) et (2), on aura
r/<- ) y. '^ dt- ~ l) \ y ' ,iy- \<lxj '
(fy (P y'\ \ (P y' ril.[y~y'^ dO dt-
\ dt' ~ /«'€'" \ ^ ) ' Au moyen de ces deux dernières équations et de f. = -f-xD, la première devient
ni'J' in'iJ" ^ ' tu dx- \dx j
et, comme elle ne renferme plus que X cl .r, il s'ensuit déjà la possibilité de la lornic de :
qu'on a supposée.
Je multiplie cette équation par idX, et j'intègre de manière (pie les deux mcndircs s'éva-
nouissent pour .r = o, X =. o, -; — = fi ; il vient
lin laisanl ,r = a, X — x, -7— = fi. on aura dx
III t." iii't'" (1 — ") ,"
6!-2 rOKMl LES RELATIVES
pour l'une des deux équations i]ui devront servir à déterminer fj et Ô'. En résolvant l'éiiiialion (lo) par rapport à <lx, on a
^/j- = 6"-" -)- ! -^X'-*--^ ;-^ \'-2xX f/X.
L ininT-^v i.nmot}°j J
doù l'on déduira, par les quadratures, les valeurs de.r d'après celle de X, et réi-iproquonieiil. Si l'on intègre celle formule depuis X = o jusqu'à X = a, cette intégrale définie devra être égale à x, ce qui fournira la seconde des équations d'où dépendront les valeurs de 6 et 6'. Dans lo cas de n= i ces formules changent de forme, et, par exemple, récpiation (lo) devient
^ X- -)- -7^, X' — 2 aX = — log p, j— '
en désignant par e la base des logarithmes népériens.
Il reste encore r et _> ' à déterminer en fonctions de e. Or, si l'on retranche l'une <le 1 autre les deux dernières équations (g), et qu'on mette 9 à la place de j — .7', on a
TIF
A. par l'intégration,
tirant de là la valeur de di, puis intégrant par la méthode des quadratures, on aura le;; valeurs de t correspondantes à celles de 0, et réciproquement. L'une des deux dernières éipiations (9) fera connaître ensuite les valeurs de > ou ,>'; mais il vaudra mieux les déduire de l'équation (3), laquelle devient
dt dt -j} \cU dl / J„ • dt '
après qu'on y a mis pour ; sa valeur ; en intéi;rant. on aura donc
iiij H- m' y' -h ^ (j — /') / Xrfx -*- u/' = px -,- m / \di\
pour déterminer / ou > ' au moyen de d ou > —y'.
1. Voici maintenant comment on peut rectifier la formule (8).
Je conserve, pour abréger, k à la place de sa valeur: je désigne par <■> une nouvelle inconnue, du même ordre de grandeur que «. et je fais
- = {y — x') — -h y' -+■ Il -h 1,1.
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En substituant cette valeur dans l'équation (7), je néglige -j- e! —pr dans son second
membre, où ces quantités se trouveraient divisées par /, ([ui est toujours très-grand; par la
même raison, je néglige aussi y-; mais il faudra conserver -pri parce que la différentia-
tion relative à / donne à celte quantité un facteur très-grand, qui fait disparaître le diviseur /■. En observant d'ailleurs que la valeur de ; satisfait déjà à l'équation 1 7), abstraction faite des termes dépendants de w, on trouve
(fM D /r — r'\"*' <-/-'<>
dx' nk\ X j (It- .\u lieu de t si l'on prend une autre variable indépendante, il faudra remplacer — r- par
et, si cette autre xariable est 0, il suffira, au degré d'approximation ou nous nous arrêtons, de prendre pour <lt- sa valeur donnée par l'équation (fi). On en déduit
' \ — >i\ mm' y.~" (/(/-
n]''mm'yr" B-"dO'
t/.ell- = —
i~c''/i(ni -+- m') (6' " -
ce (]ui change l'équation précédente en celle-ci
d'r.t 2,li(/n -I- wM?""^' /6'""— x'"" rf-'w ,fl_„'^'■'^
dx' iiiiiin' -A- \ 1 — n d(l' ■ dh j
La valeur de w qui s'en déduira devra en outre s'évanouir pour .r = o et x = a, puisque alors z doit coïncider avec r et y'\ or on remplit cette condition et l'on satisfait à cette équation en prenant
= Z,'7/i',sin-
I étant un nombre entier et positif, 7, une constante indéterminée qui pourra dépendre de /, 'J, une fonction de 0 et ( déterminée par l'équation
/^Ty- 21/. (/« -I- /;/' I 0"^' /6'~" — 2£' " (Pq, ,, „do-\
'"^ — "''■^ ' nmm:' (, . - . d¥^'^' df)="'
et la caractéristique > désignant une somme relative à /, qui s'étendra depuis / = 1 jus(|u'à
/ = oc . A cause du coefiicienl indéterminé y,, on pourra supposer que ai_ se réduit à l'unité
dz f/»
quand 9 = a; d'ailleurs, à l'origine du mouvement, pour que -7- soit zéro, il iiiudra que -rj^
le soit aussi; on déterminera donc les deux constantes arbitraires qui seront contenues dans l'intégrale complète de l'équation (11), de sorte qu'on ait simultanément
'' ' db
or»
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(le celle manièrfi y. sera une fonction onliùrenii'iil (Ic'teimince tic / cl 0, el il ne resU'ia plus qu'à trouver l'expression de 7,.
Or, la condition : = .r, quand ' =■- o ou 0 = -x. exige que la qiianlili'' // i t.< soit alor^i égale à zéro; d'où l'on conclut
>-^ . i-.r !ji{a— x).r / .v-h y. .t—ly.\ > V, sin = '^\. ' ( h ; — ,
.^ '' X b/i'j.' \ III III J
équalion qui devra subsister pour toutes les valeurs de .i-, depuis x = o jusqu'à .c — -/, en V comprenant les deux extrêmes; mais, d'après une formule connue et due à Lagrauiie, on a pour toutes ces valeurs
I étant un nombre entier et positif auquel répond la somme 7 qui s'étend depuis / - 1 jusqu'à (= X, comme précédemment, et f(x) désignant une fonction quelconque do .r, pourvu (ju'elle s'évanouisse aux deux limites x = o et j^ = z. On peut donc prendre successivement
l'I, comme on a
il en réiidtera
I la' — .r ■ ) X sm rlx = — — — • cos it:,
Jn y. ,'-'
/ (a X) [X 17.) X Sm — ; dx = 3— ;î
X[U.- — X^] = — l'i 7 tt;-; C0S(T sin-^-7
x(a — x){x — ax) = — 12 V rj^; sin -^^,
valeurs que je substitue dans l'équation (12), el d'où je conclus, par la comparaison des termes semblables dans les deux membres.
_• ■i.u.-j. /cos/- I '\ nr.'P \ III m')
Il résulte de cette analyse qu'en faisant, pour abréger,
^J _ (y — y') (x — g)j/.c-t-a 'f^lli^A __^'V'/COS/- l\y, . Ir.x
6«a' \ /// m' ) II-' ^\ m m') i' " y ' .
a valeur rectifiée de : qu'il s'agissait d'obtenir sera
= = '^~-''')'^ -h y' -i- iiV .
On la substituera dans les équations (3) el (4), cl Ion négligera les termes dépendants du carré de ,!x. Si l'on représente toujours par / la longueur de la pièce, par V et V les vitesses
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(lu biiulel et du canon (jui rq>ondonl à -r ^ /, et par 1/ la valeur correspondante de -y^- on
aura de celle manière
(m -f- ly.) V -i- ( ;«' — :}u.) V = o.
Kn éliminant V" enlre ces deux éi|ualion#, on en déduira ensuite une valeur de la vitesse V du boulet à la bouche du canon, qui sera d'autant plus approchée ijue le poids de la charge aura été plus petit par rapport à celui du projectile.
Toute la question se trouve ainsi réduite à la détermination de la (piantité y, en fonction de i et S, laquelle dépend de l'écpiation (ii), cpii no peut s'intégrer ipie par les méthodes d'approximation.
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