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AN
AVEIUISSEMENT.
r.(^s Locoiis suivantes, (*) destinées ù servir de eonmientaire et (l(^ snpplénienl îi la première Partie de la Théorie des Jonctions analytiques, ott'rent un eoiws d'Analyse sur cette partie du calcul (ju'on nomme communément infinitésimale ou transcendante, et (|ui n'est proprement que le Calcul des fonctions.
Ceux (|ui ont étudié le Calcul différentiel pourront se former, dans ces Leçons, des notions simples et exactes de ce (>alcul : ils V trouveront aussi des formules et des méthodes nouvelles, ou (|ui n'ont pas encore été présentées avec toute la clarté et la généralité qu'on pourrait désirer.
Dans cette nouvelle Édition, on a retouché plusieurs endroits pour y mettre plus de clarté et de simplicité, et on a inséré différentes additions dont les principales se trouvent dans les Leçons dix-huitième, vingt et unième et vingt-deuxième. Cette dernière contient un traité complet i\\\ C-alcul des variations.
(*) Les Leçons I à XIX ont été professées à l'École Polytechnique, pendant lim VII (1799); par Lagrange, qui les a fait paraître dans le tome X de la nou\olle édition des Sciiiin-s des Ecoles Norinnlcs,p.n IX (i 80 1), en y ajoutant une XX'' Leçon.
Ces vingt Leçons ont été réimprimées dans le XIl"" Cahier du Jininud de riiodc l\,l\tcrliniqur, an XII (i-So}).
Lagrange a publié, en un xolunie in-S" (iSoC»), une diMixieino éililion coiilenanl deux
Leçons nouvelles (XXI'' et XXIL 1, (pii ont été roproduiti's uiir'riiMiicnnciit dans le XIV'' (".aliicr
du Joanud de i Ecole Potylecliiu(itie 1 180S;.
Noie de V Edile ttr.
LEÇONS
CALCIL DES FONCTIONS.
LEÇON PIUiMIlîlU:.
SLR l'objet du calcul DES FONCTIONS ET SUR LES FONCTIONS EN GÉNÉRAL.
\a) Calcul des l'oiiclions a le inènii' ohjcL que h; Calcul (litlV'i'culiol |)iis dans le sens le plus étendu, mais il n'est point sujet aux difficultés (jui se rencontrent dans les principes et dans la marche ordinaire de ce Calcul : il sert de plus à lier le Calcul diiréreuliel immédiatement à l'Algèbre, dont on peut dire (|u'il a fait jus(|u'à présent une science séparée.
On connaît les difficultés qu'offre la supposition des infiniment petits, sur laquelle Leibnitz a fondé le Calcul différentiel. Pour les éviter, Euler regarde les différentielles comme nulles, ce qui réduit leur rapport à l'expression zéro divisé par zéro, laquelle Jie présente amiine idée.
Maclaurin et d'Alembert emploient la considération des limites cl regardent le rapport des différentielles comme la limite du rapport des différences finies, lorsque ces différences deviennent nulles.
Cette manière de représenter les quantités différentielles ne fait <|ii(' reculer la dilticulté; car, <'n dernière analyse, le rapport des dillerences évanouissantes se réduit encore à celui de zéro à zéro.
D'ailleurs on peut observer que c'est improprement (ju'on appliiiiic
\o mot connu do limite à ce que devient une expression analytique l<)rs(|u'on y fait évanouir certaines quantités, parce que ces limites, après avoir décru jusqu'à zéro, pourraient encore devenir négatives. De même qu'en Géométrie, on ne peut pas dire à la riirueur que la soustanc^ente soit la limite des sous-sécantes, parce que rien n'empêche la sous-sécante de croître encore lorsqu'elle est devenue sous-tangente.
Les véritables limites, suivant les notions des anciens, sont des (|uantilés qu'on ne jx'ut passer, (juoiqu'on puisse s'en approcher aussi près que l'on veut; telle est, par exemple, la circonférence du cercle l\ l'égard des polygones inscrit et circonscrit, parce que, quelque grand que devienne le nombi'e des côtés, jamais le polygone intérieur ne sortira du cercle, ni l'extérieur n'y entrera. Ainsi les asymptotes sont de véritables limites des courbes auxquelles elles appartiennent, etc.
Au reste je ne disconviens pas qu'on ne puisse, par la considération des limites envisagées d'une manière particulière, démontrer rigoureusement les principes du Calcul différentiel, comme Maclaurin, d'Alembert et plusieurs auteurs après eux l'ont fait. Mais l'espèce de métaphysique que l'on est obligé d'y employer est sinon contraire, (lu moins étrangère à l'esprit de l'Analyse qui ne doit avoir d'autre métaphysique que celle qui consiste dans les premiers principes et dans les premières opérations fondamentales du calcul.
A l'égard de la méthode des fluxions, il est vrai qu'on ne peut considérer les fluxions que comme les vitesses avec lesquelles les grandeurs varient, et y faire abstraction de toute idée mécanique; mais la détermination analytique de ces vitesses dépend aussi, dans cette méthode, de la considération des quantités petites ou évanouissantes; elle est par conséquent sujette aux mêmes difficultés que le Calcul différentiel.
Quand on approfondit ces différentes méthodes ou plutôt ces diff'érentes manières d'envisager la même méthode, on trouve qu'elles n'ont d'autre but que de donner le moyen d'obtenir séparément les premiers termes du développement d'une fonction, en les détachant et les isolant, pour ainsi dire, du reste de la série, parce que tous les problèmes
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dont la solution exige le Calcul (lifTércnticl dépoiident uniquement de ces premiers termes. Et Ton peut dire qu'on remplissait cet ohjel sans presque se douter ("jue ce t'ùl lii le seul but des opérations du calcul (|u'()ii eiiiployail .
La considération des courbes avait l'ail iiailrc la mélliode des iritiiiimcnt petits, (ju'on a ensuite transformée en méthode ^les évanouissants ou (les limites, el la considération du mouvement avait l'ait naître celle (les fluxions. On a liansporté dans l'Analyse les principes qui résultaient de ces considérations; et l'on n'a pas vu d'abord, ou du moins il ne paraît pas qu'on ait vu (jue les probb'mes qui dépendent de ces méthodes, envisagés analyticjuement, s(^ réduisent simplement à la recherche des fonctions dérivées qui forment les premiers termes du développement des fonctions données, ou à la recherche inverse des l'onclions pi'imitives par les fonctions dérivées.
Newton avait bien remarqué dans sa première solution du problème sur la courbe décrite par un corps grave, dans un milieu résistant, que ce problème devait se résoudre par les premiers termes de la série de l'ordonnée; mais il se trompa dans l'application de ce principe, et dans sa seconde solution il employa purement la méthode dillerentielle, en considérant les différences de quatre ordonnées successives; et, quoiqu'il ait laissé subsister le passage où il dit que le problème se résoudra par les premiers termes de la série, on voit que ce passage n'a plus de rapport immédiat à ce qui précède ni à ce qui suit.
Il est donc plus naturel et plus simple de considérer immédiatement le développement des fonctions, sans employer le circuit métaphysique des infiniment petits ou des limites; et c'est ramener le Calcul dilférentiel à une origine purement algébrique, que de le faire dépendre uniquement de ce développement.
Mais, à la naissance du Calcul difîérentiel, on n'avait pas encore une idée assez étendue de ce qu'on entend par fonction.
Les premiers analystes n'avaient employé ce mot (jue pour désigner les ditférentes puissances d'une même quantité; on en a ensuite étendu la signification à toute quantité formée d'une manière quelconque
(rmie autre quantité; et il est aujourd'hui généralement adopté pour exprimer que la valeur d'une quantité dépend, suivant une loi donnée, d'une ou de plusieurs autres quantités données.
Sous ce point de vue on doit regarder l'Algèbre comme la science des fonctions; il est aisé de voir que la résolution des équations ne consiste, en général, qu'à trouver les valeurs des quantités inconnues en fonctions déterminées des quantités connues. Ces fonctions représentent alors les différentes opérations qu'il faut faire sur les quantités connues pour obtenir les valeurs de celles que l'on cherche, et elles ne sont proprement que le dernier résultat du calcul.
Mais, en Algèbre, on ne considère les fonctions qu'autant qu'elles résultent des opérations de l'Arithmétique, généralisées et transportées aux lettres, au lieu que, dans le Calcul des fonctions proprement dit, on considère les fonctions qui résultent de l'opération algébrique du développement en série lorsqu'on attribue à une ou à plusieurs quantités de la fonction des accroissements indéterminés.
Le développement des fonctions, envisagé d'une manière générale, donne naissance aux fonctions dérivées de différents ordres; et, l'algorithme de ces fonctions une fois trouvé, on peut les considérer en ellesmêmes et indépendamment des séries d'où elles résultent. Ainsi, une fonction donnée étant regardée comme primitive, on peut en déduire pai' (les règles simples et uniformes d'autres fonctions que j'appelle dérivées; et, lorsqu'on a une équation quelconque entre plusieurs variables, on peut passer successivement aux équations dérivées, et remonter de celles-ci aux équations primitives. Ces transformations répondent aux dilTérentiations et aux intégrations; mais, dans la théorie des fonctions, elles ne dépendent que d'opérations purement algébriques, fondées sur les simples principes du calcul.
Les fonctions dérivées se présentent naturellement dans la Géométrie, lors([n'on considère les aires, les tangentes, les rayons osculateurs, etc.; et dans la Mécanique, lorsqu'on considère les vitesses et les forces. Si l'on regarde, par exemple, l'aire d'une courbe comme fonction de l'abscisse, l'onlonnée en est la première fonction dérivée ou fonction
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prime; l<^ lapport di' rordoiinéc à la sous-tangente est exprimé par la fonction prime de l'ordonnée, et par eonsé((nent par la seeonde l'onction dérivée ou fonction seconde de l'aire; le rayon osculateur dépend des deux premières fonctions dérivées de l'ordonnée, et ainsi de suite. De même, en regardant l'espace parcouru comme fondion du temps, la vitesse en est la loiiction prime et la force accélératrice en est la l'oiiction seconde, (le n'est peut-être pas un des moindres a\anl;ii^('s du (Calcul des fonctions de four'uir, pour ces éléments de la (léométrie des courbes et de la Mécanique, des expressions aussi simples et iiilellig'ibles que le sont les expressions algéhri(|ues des puissances el des racines.
Lors(|u'on envisage une fonction relativement ;i une des (|uaiitités (jui la composent, on fait abstraction de la valeur de cette quantité, et l'on ne considère que la manière dont elle est combinée avec ellemême el avec les autres (juanti tés. Ainsi la fonction estcensée demeurer la même, tandis que cette quantité varie d'une manière quelconcpie, pourvu que les autres quantités avec lesquelles elle est mêlée demeurent constantes : ce qui introduit naturellement, par rapport aux fonctions, la distinction des quantités en variables et constantes.
Dans l'Algèbre ordinaire, on distingue simplement les quantités en connues et inconnues, et l'on a coutume de désigner les unes par les premières lettres de l'alphabet, et les autres par les dernières. L'application de l'Algèbre à la théorie des courbes a fait d'abord distinguer les <iuanlités (jui «'iitrent dans l'équation d'une courbe en données, telles que les axes, les paramètres, etc., et en indéterminées, telles que les coordonnées. Depuis on a envisagé ces mêmes quantités sous l'aspect plus naturel de constantes et de variables; et la considération des fonctions porte naturellement à regarder sous ce même j)oint de vue les différentes quantités qui les composent.
Nous appellerons donc s'\m^\vment fonction d'une ou de plusieurs quantités toute expression de calcul dans laquelle ces quantités entreront d'une manière quelconque, mêlées ou non avec d'autres quantités regardées comme ayant des valeurs données et invariables, tandis (jue
les quantités de la fonction sont censées pouvoir recevoir toutes les valeurs possibles.
Nous désignerons ordinaircnient les variables des fonctions par les dernières lettres de l'alphabet a?, j', ..., et les constantes par les pi'eniières rt, b, c, .... Et, pour marquer une fonction d'une vari;d)l(', MOUS ferons simplement précéder cette variable de la lettre caractéristique / ou F. Ainsi ,/(.r) désignera une fonction de œ; /{•tc'^), f a H- hx), . . . désigneront des fonctions de oc-, de a -+- bx, ....
Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes comme x,y, nous écrirons /(j?,j), et ainsi des autres. Lorsque nous voudrons employer d'autres caractéristiques, nous aurons soin d'en avertir.
Si deux fonctions de deux variables différentes x, y, c'est-à-dire l'une de X et l'autre de v, sont composées de la même manière et avec les mêmes constantes, ces fonctions seront pareilles et pourront être désignées dans un même calcul par la même caractéristique; ainsi /(^r) et /(/) seront deux fonctions pareilles qui deviendront identiques en h\santj = ^. Mais si, les deux fonctions étant composées de la même manière, les constantes qu'elles contiennent sont différentes, alors on ne pourra plus, généralement parlant, les représenter par la même caractéristique dans le cours d'un même calcul. Cependant, si les deux fonctions ne diffèrent, par exemple, que par la valeur d'une constante, qui serait a dans l'une et b dans l'autre, on pourra encore les désigner par la même caractéristique, en les représentant par/(^, a) Q\f{y, b), comme des fonctions pareilles de x, a et de y, b. Ainsi, dans ce cas, les quantités a et b entreront aussi dans l'expression de la fonction, parce que, quoique constantes dans chaque fonction, elles peuvent être regardées comme variables d'une fonction à l'autre.
Nous n'entrerons ici dans aucun détail sur les différentes formes des fonctions; mais nous allons considérer la dérivation des fonctions les unes des autres, dans laquelle consiste proprement le Calcul des fonctions.
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LI<:C()^ DEUXIÈME
suri LE DKVELOF'PEMF.NT 1) UNE FONCTION D UNE VARIABLE, LORSQU ON ATTI'.ir.li: UN ACCROISSEMENT A CETTE VARIARLE. LOI GÉNÉRALE DE CE DÉVELOI'I'EMENT. ORIGINE DES FONCTIONS DÉl'.lVÉKS. DIFFÉRENTS ORDRES DE CES FONCTIONS. LEUR NOTATION.
Considérons une fond ion /(.x-) d'unie variable quelconque x. Si à i;i place (le ^ on substitue x-\-i, «' étant une <|uantité quelconque indéterminée, elle deviendra /(a; H- f), et, par la théorie des séries, on pourra la dévidopper en une suite de cette forme
J'[.r ] -\- ip + L- (j -i- r' /• + ...,
dans laquelle les quantités/), q, r, . . ., coefficients des puissances de ^ seront de nouvelles fonctions de j:-, dérivées de la fonction primitive /(^), et indépendantes de la quantité i.
Il est clair que la forme des fonctions p, q, r, ... dépendra uniquement de celle de la fonction donnée/(x), et l'on déterminera aisément ces fonctions, dans les cas particuliers, par les règles de rAlg(d)re ordinaire, en développant la fonction dans une série ordonnée suivant les puissances de i.
Cette dérivation des fonctions est une opération plus générale (|iie l'élévation aux puissances et rextraclion des racines, et les prineip;iii\ problèmes d'Analyse, de Géométrie et de Mécanique en dépendent, comme on l'a montré dans la T/n'orie des fonrtiorts analytiques.
Mais, pour ne rien avancer gratuitenu-nt. nous commencerons par examiner la forme même de la série qui doit résulter du dévelopj)en)ent de toute fonction /(.r), lors([u'on y substitue a; H- /au lieu de a\
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et que nous supposons ne devoir contenir que des puissances entières et positives de i. Cette supposition se vérifie en effet par le développement (les différentes fonctions connues; mais personne, que je sache, n'avait cherché à le démontrer a priori, ce qui me parail néanmoins d'autant plus nécessaire qu'il y a des cas particuliers oîi elle peut ne pas avoir lieu.
Je vais d'ahord démontrer que, dans la série (jui résulte du développement d'une fonction /(x+i), il ne peut se trouver aucune puissance fractionnaire de /, à moins qu'on ne donne à x des valeurs particulières.
En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que des radicaux renfermés dans la fonction même/(^), et il est clair, en même temps, que la substitution de ^ +/ au lieu de x ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre des radicaux, ni en changer la nature, tant que iT et i seront des quantités indéterminées. D'un autre côté, on sait, par la théorie des équations, que tout radical a autant de valeurs différentes, ni plus ni moins, qu'il y a d'unités dans son exposant, et que toute fonction irrationnelle a par conséquent autant de valeurs différentes qu'on peut faire de combinaisons des différentes valeurs des radicaux qu'elle renferme. Donc, si le développement de
la fonction /(^ + /) pouvait contenir un terme de la forme m" , la fonction/(x) serait nécessairement irrationnelle, et aurait par conséquent un certain nombre de valeurs différentes, qui serait le même pour la fonction/(a7 -\-i), ainsi que pour son développement. Mais ce développement étant représenté par la série
f[x]-\- pi + qi--\- . . .-\- ni" + . . .,
chaque valeur àe f[x) se combinerait avec chacune des valeurs du radical \i"'\ de sorte que la fonction /(.a:' h-/) développée aurait plus de valeurs différentes que la même fonction non développée, ce qui est absurde.
Cette démonstration est générale et rigoureuse, tant que x et / demeurent indéterminés. Elle cesserait de l'être, si l'on donnait à x des
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valeurs déterminées; car il serait possible que ces valeurs déliiiisissenl (juelqiies radicaux dans/(a;), (jui pourraient néanmoins subsister dans fix-^-i). Nous examinerons à part ces sortes de cas et les conséquences (jui en résultent.
Nous venons de voir (jiie le développenienl de la fonction /'.r -h/) ne saurai! coiiteiiir en i^énéral des puissances IVaelidiiiiaiics de /; il esl facile de voir aussi (|ii'il ne poiiJi'a eonlenir non pins des puissances négatives de /.
C.ar, si parmi les termes de ce développement il y en avait un de la
lorine -.-^^ r?î étant un entier positif, en faisant /:=o, ce terme deviendrait infini; donc la fonction /(.t -h «) devrait devenir iniinie l(H'S(|ne i=zo; par conséquent, il faudrait que /(a:) devint intinie, ic (jiii ne peut avoir lieu (jiie pour des valeurs particulières de ac.
Nous sommes donc assurés que, /(a?) exprimant une fonction (joelconquc de ^r, la fonction /(a; + ?) peut, généralement pai'Iant, se develop])er en une série de cette forme
dans laquelle p, q, r, ... seront de nouvelles fonctions de x, déiivées de la fonction \)v\iml\\e/{x).
Quoique la forme de ces fonctions dérivées dépende essentiellement de celle de la fonction primitive, il règne néanmoins entre (dles une loi générale que nous allons exposer.
Supposons que l'indéterminée x soit changée en x + o, o étant une quantité quelconque indéterminée, et indépendante de ^ il est visible que la fonction /(.r h- î) deviendra y(d?-f-« -ho); et l'on voit en niènje temps (jue Ton aurait le même résultat, si l'on in<'ttait, dans / .r -(-/), /-ho à la place de/. Donc aussi le résultat sera le même, soit (ju'on substitue /-ho à la place de /, on .r-ho à la place de x dans la seiie /(.r) -h if) ^- i-q -h /V-h. . ., (ju'on suppose égale à la fonction / x-hi).
La substitution (\v i -\- o au lieu de /, dans cette séi'ie, donnera
/(.r) 4- {i-{-o)p -h [i-^-oy^q -+- [i-ho^r +. . .,
savoir, en développant les puissances de /-ho, et n'écrivant, pour abréger, que les deux premiers termes de chaque puissance, [)arce que la comparaison de ces termes suffit pour notre objet,
f [x) -\- ip -\- i- q + i^ r + i'' s -{-... -\- ojj -+- ■?. ioq -h 3 i- o/- + [\i^os-\- . . . .
Pour faiie maintenant la substitution de x-{-o au lieu de ce dans la même série, nous observons que, puis(|ue la fonction /"( a?), devient f{x) -r-ip ^ . . . y lorsqu'on cbange x en .r 4- /, elle deviendra /" X ) -\- op -\- . . . , en y changeant x en x -\-o. De même, si /? -h //>' + ... , (] -^ iq' -\-. . ., r -\- ir -\- . . . sont ce que deviennent les fonctions/»,^, r, ... lorsqu'on \ substitue x -h f au lieu de x, et qu'on les développe suivant les puissances de i, on aura, en changeant i en o,
p -\- op' -h. . ., q -+- oq' -h . . . , /• + o/-' -I- . . . , . . . ,
pour les développements des mêmes fonctions après la substitution de x + o au lieu de x.
Donc, par cette substitution, la série /(.r) -h ?/> -f- ^-^ -h. . . deviendra, en omettant les termes qui contiendraient le carré et les puissances plus hautes de o,
f[x] + ip -+- i-q -+- /'■' /■ + i'' .V + . . . + o/> + iop' + i'^ oq' -+- i^ or' 4- . . . .
Ce résultat doit être identique avec le précédent, indépendamment des valeurs de i et de o qui peuvent être quelcojiques; il faudra donc que les termes affectés des mêmes puissances et produits de i et o soient identiques en particulier. Ainsi on aura les équations identiques
■2.qz=p\ 3/=r/', 4-^ = ''j •••; d'où l'on tire
^J=lP', ''~Wy ^^—\l-',
Dénotons en général par /'(x) la fonction/), dérivée de la fonction f[x), en mettant un accent à la caractéristique/, pour indiquer la dérivation de la fonction. Dénotons de même par/'^if ) la fonction dérivée de la fonctiony'(a"), en ajoutant un accent à la caractéristique /' de la
i'o[\c[\un/\jo) d'où elle est dérivée. Dénotons paicilleinent p;»i/"(a7) la fonction dérivée ({e/"{x), et ainsi de suite.
Ces fonctions /'(.r),/"(x), /'"(a.-), ... ne seront anti'<! chose que les coefTicienls de i dans les premiers ternies des (léveloppeinents des l'on cl ions /i^r -h i),/'[x -h /), /"{■'r -\- i), ....
On aura ainsi p =f'(^x), et coiunic />' est la foucliou dérivée de /;, (tn aura // =f"[.x), et, par conséquent, </ = -^f'\x). Ensuite, ff élaiil la louction dérivée de y, on aura r/ = ^/'"(.r), et, par ronsé(juent, r= ^^J""[x)\ et ainsi de suite.
Donc, substituant ces expi-essioiis dans la série
(|ui est le dévcloppeiiient de /(a;- H- /), ou aura celle lorniule loudani en ta le
Cette expression du développement de/^r h- /) a l'avantage; de faire voir comment les termes de la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, lorsqu'on sait former la première fonction dérivée d'une foucliou [)rimitive quelconque, on })eut former toutes les fonclious dérivées que la série renferme.
Nous appellerons la ÏQ\wi\(mf[x) fonction primitive, par rappoit aux loiu'tious/'(ip),/"(,r), .. ., (|ui eu dérivent; et nous appellerons celles-ci fondions dérivées^ par rapport à celle-lk. Nous nommerons de plus la fonction dérivéey'(^), première fonction dérivée, on fonction dérivée du premier ordre, ou ^'\m\ÀQmç:n{. fonction prime ; la fonctiony"(x), dérivée de celle-ci, seconde fonction dérivée, ou fonction dérivée du second ordre, ou simplementyb/ic//o/i seconde; la fonction /""(a;), dérivée de la précédente, troisième fonction dérivée, ou fonction dérivée du troisième ordre, ou ^\\\\\\c\\\e\\\ fonction tierce, et ainsi de suite.
Mais nous entendrons loujoui's \yAV fonction c/enVee simplement la premii're fonction dérivée, et [)ar' yc»//t7/o// /j/V/zz/VAc celle d'où elle csl X. 3
censée dérivée. Nous leur donnerons aussi quelquefois, pour })lus de simplicité, le simple nom de dérivées ou de primitives.
Si la fonction primitive n'est pas représentée par la caractéristique/, mais par une autre variable, comme lorsqu'on suppose 7 fonction de x, donnée par une équation quelconque entre x et j, alors on pourra dénoter de même ses fonctions dérivées par des accents ou traits appliqués à la lettre y, et les appeler ?\m}^\emQni y prime, y seconde, y tierce, etc.
Ainsi, y étant regardée comme une fonction quelconciue de x, ses fonctions dérivées seront représentées par y, y", y'", ...;de sorte (juc y élaiit la fonction primitive, y' sera sa fonction dérivée du premier oi'dre, ou fonction prime,/" sera la fonction dérivée du second ordre ou fonction seconde, etc., et on les nommera j/J/f'me, y seconde, etc.
De cette manière, x devenant -r -h /, la valeur de y deviendra
y + ly -^ — y H 5- y
En général, si l'on a une expression quelconque en x, y, ..., ou poui'ra désigner ses fonctions dérivées par des traits appliqués à la même expression renfermée entre deux parenthèses. Ainsi
i'a -h bx + c_v Y
\c/-l- ex -\- gy )
représentera la première fonction dérivée de l'expression
a -\- bx -\- cy d-\-ex -\- gy
et
/a-\- bx 4- c/ Y \d+ex^ gy]
représentera la seconde fonction dérivée de la même expression, et ainsi de suite.
Et, si l'on a une fonction de plusieurs variables, x,y, ..., exprimée en général par/(.x, y, ...), on dénotera ses fonctions dérivées relatives il toutes ces variables, en appliquant un, deux, .., traits à la carac-
iis(i(|ii('/; ;iiiisi /'x, V, ...) dénotora sa fonction prime, /"(:r, y, ...)sa loiR'lion seconde, etc.
Qnoifjuc les fonctions dérivées doivent leur origine an développenieni de la l'onctiun |)i'iinitive lorscju'on augnK'nte la variabh; d'une «juanlité quelconque /, on voit ([u'eilcs sont indépendantes de cette même quanlite (jni ne sert, pour ainsi dire, (jue comme un onlil pour former ces fonctions. Ainsi, di's (pTon aura trouvé, par la considération du premier terme du développement, des ri'gles généi'ales pour passer (riiiie loi\(li(»n primitive ;i la fonction dérivée, on pourra faii'e abstraction de tout développement, et regai'der la dérivation des fonctions comme une nouvelle opération d'Algèbre plus générale et d'une beaucoup plus grande étendue que l'élévation aux puissances.
Ceux (pii savent le Calcul différentiel n'auront pas de peine i» se convaincre (|uc les fonctions dérivées /'(a?), /"(a?), ...,/, r", ... revieniu'ut aux (juantités qu'on désigne dans ce Calcul par
df[x]^ d^f[x)^ _ ^ ^^_ ^, ^', ..., dx ' r/^2 ' ' ^jj ' d^i '
et ainsi des autres expressions semblables.
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LEÇON TROISIÈME
FONCTIONS DERIVEES DES PUISSANCES. DEVELOPPEMENT D UNE PUISSANCE QUELCONQUE d'uN BINOME.
Puisque toute fonction dérivée du premier ordre /'(a?) n'est autre chose que le coefficient de i dans le développement de la fonction primitive/(a7), après la substitution ([ex-\-i à la place de x, il s'ensuit que la recherche de la fonction dérivée d'une puissance quelconque .r'" se réduit à trouver le terme affecté de i dans le développement de hi puissance [x-\-i)'" suivant les puissances de i.
Lorsque l'exposant m est un nombre quelconque entier ou fractionnaire, positif ou négatif, on démontre facilement, par les premières opérations de l'Algèbre, que les deux premiers termes de la puissance m du binôme .r + i sont x'" + mx"''~^ i\ ainsi, lorsque /(j?) = .r'" ou = Ax"% A étant un coefficient quelconque, on aura
m étant un nombre quelconque rationnel.
Comme tout nombre irrationnel peut être renfermé entre des limites rationnelles aussi resserrées que l'on veut, on en pourrait conclure tout de suite la vérité du résultat précédent pour une valeur (juelconque irrationnelle de m, puisqu'on peut, en resserrant les limites, diminuer l'erreur à volonté. Mais, comme il est plutôt question ici de la forme nième de la fonction dérivée que de sa valeur absolue dans chaque cas particulier, nous croyons, pour ne rien laisser à désirer sur
cette proposition fondamentale, devoir en donner une démonstration anssi i^énéi'ale qne rigonrense.
Pnis(jiH'
par les l'i'^les de l'Algèbre, si l'on l'ait |)()iir abréger — =o), il s'ai;ii;i de Iroiiver le coefficient de o> dans le développement de (i H-wj'", (|nel que soit l'exposant m. Or, (|n(d (|ne pnisse être ce coeffieieni, eoninie il doit èlre indépendant de o, il est (dair (|ii'il ne peut èlre (in'iiiie fonction de m, puis(jue l'expression (i -t-co)'" ne contient (|iie les deux indéterminées w et m. On pourra donc le représenter en général par V{m), la earactérisiique F désignant une fonction déterminée, mai^ inconnue. Ainsi, comme en faisant co nul, la quantité (i -t-to)'" d(,'vienl
i'" := I, on aura
On aura donc aussi, [)our un autre exposant quelconque /i,
(i + &)j" = i + &jF( «)+....
.Multipliant ensemble ces deux équations, on aura
(^ar la théorie des puissances repose uniquement sur ce principe (|ue a"'a" = a""'", quelles que soient les quantités a, m, n, et l'on peul mém(ï dire que c'est dans ce principe que consiste l'essence des puissances, lorsque les exposants ne peuvent être exprimés par des nondires. Ainsi Y{m) -+■ F(«) sera le coefficient de to dans le développemenl de la puissance (i -4- <o)'"^". Mais ce coefficient doit être représenté pai- V[m-\-n), puisque la fonction (n-w)'" devient (i4- w)'""-", en y substituant m -\- n pour m. Donc il faudra que la fonction désignée parla caractéristique F soit telle (}ue l'on ait
F [i)i -\- n]^- F \in) + F ( n ), m et n étani des quantités quelconques.
Pour trouver d'une manière généi'alc la forme de la fonction d'après cette condition, je supposerai que la quantité tu soit changée en m -4- /, et que la quantité n le soit en n — /', i étant quelconque ; alors la fonction F(m -h n) demeurera la même, et les fonctions F(m), Y{n) deviendront
donc l'équation précédente donnera
Oi', par le développement, la fonction
F(m-hO devient
comme on l'a vu plus haut; et la fonction F(/i — i) deviendra de même, en prenant i négativement,
donc l'équation précédente se réduira à celle-ci
i[W[m) - F'(rt)] + ^ [F"(m) + F"(/0] + • • • = »»
laquelle devant avoir lieu quelle que soit la valeur de i, on aura nécessairement
La première de ces conditions donne
d'où l'on conclut d'ahord que la valeur de la fonction Y[m) doit être indépendante de la variahle m, puisqu'elle demeure la même en changeant la valeur de cette variahle, et qu'ainsi cette valeur doit être constante relativement à la même variahle.
On aura donc
a étant une constante; et cetlc valmrdc Y' [m) satisfera aux antres conditions, |)nis(jn'on aura
et de mênne
Tout se réduit donc à trouver la valeur de la (onclion jjiiniilivc Y< ni ,
d'après la fonction dérivée
Or il est facile de voir que F(m) ne peut être que de la forme am-^h, h étant une constante arbitraire; car on peut se convaincre qu'il n'y a que cette expression qui puisse donner a pour sa fonction dérivée.
On pcMl d'ailleurs le démontrer directement comme il suil : puis- (|u'on a en géiUMal
on aura, dans le cas présent,
V'[m]~a, Y"[m) — <i, Y"'{m]-o, ..., F ( m -■{- l] =•. F ( /?i ] -f- ai,
et, comme i peut être une (juantité quelconque, si l'on l'ail /— — m,
alors la (juantilé m -^ /deviendra zéro; donc la valeur de F(m-(-/j sera
indépendante de ///; elle sera par conséquent égale à une conslaulc h.
On aura ainsi
b-=^¥[m] — ani .
^l'où
F (m) =r. ain -\- h.
Suhsliluanl cette valeur de F(m), on aura en général
( I + w ] '« = I -h ( am H- /^ ) « 4- . . . , quelle (juc soit la valeur de m, a et h éUiut des constantes indépen-
(lanlcs de m, dont la valeur doit se déterminer par la considération de (|uelques cas particuliers.
Pour cela, on fera d'aboi-d m = o, et l'on aura
I = I + Z> &j + . . . , donc h -— o. On fera ensuite Tn= \ , et l'on aura
I + OJ =: I -f rt w + . . . ;
donc rt = I .
D'où l'on conclura enfin
( I + CO )'" := I 4- /« Gl» + . . . .
Donc, puisque
( X + i)"^ = j?'" ( I + ùj )'",
co étant = — , on aura
k[x + /)'«= Kxm+ Xmx^^-^ / + . . .,
<|U(d (jue soit le nombre m, de sorte que la l'onction dérivée de kx'" sera de xVm.r"'~', comme nous l'avons trouvée d'abord pour le cas de m rationnel.
La démonstration précédente ne laisse rien à désirer pour la riû!;ueur et la généralité. Elle ne dépend que des fonctions dérivées de la forme la plus simple, et fournit, dès le commencement, un exemple remar- ([uable de leur usage dans l'Analyse.
On peut donc établir pour règle générale (jue la Jonc lion dérivée (V une puissance (juelconcjue d'une i^ariable est égale à la puissance d' un degré moindre d'une unité de la même variable, multipliée par l'exposant de la puissance donnée.
De là et de la loi du développement des fonctions résulte une démonstration aussi simple que générale, et peut-être la seule rigoureuse qu'on ait encore donnée de la formule du binôme pour un exposant (juelconque.
En effet, puis(|u'on vient de trouver (jue
Yix] =:Ax"',
(Ion no
on aura do môme, en |)r('nant la fonction (Jérivùr' de cette dernière (|uantité,
et, par la même raison, on aura, en prenant de nouveau la fonction
dérivée,
F"'(^) = ni[ni — i]{m — 2) A.r'«-3,
et ainsi de suite.
Donc, puisqu'on a trouvé, en général,
/(^ + i) =ju) + ./V) + ^/"(^) + ^/"'(^) -^ • • • '
on aura, pour le cas de/(^) — a?'", la série
/n{rn—i] „ ., m [m— i] [ni — 2] „..,.„ , (^ + ;)"»=: a--'" + /«^•'«-' i H — ^.r'« 2;-2-1 ^ ^ -J^"' ■'/'-I-....
Si Ton divise tonte l'équation par.r'", et (ju'on y mette (îusuite / à la place de -1 on aura
Cette l'ormule résulte de la précédente en y l'aisanl ^= i ; mais il n'aurait pas été rigoureux de l'en déduire de cette manière, puisqu'on a déjà remarqué que le développement de la fonction /(.r -h/) en puissances entières de /peut cesser d'être exact dans des cas parliculiers de la valeur de x.
Si maintenant on multiplie l'équation précédente par a"\ et (pi'on y substitue ensuite b à la place de ai, on aura
[a-{- b)"'= a'" -h ma'" ' ù ^ ^^ a"'~- 6- 4- ... ,
quelques valeurs qu'on attribue aux quantités a, h, ni.
La métliode, (jue nous avons employée plus liant pour trouver direc- X. ' 4
temenl la fonction primitive d'une quantité constante, peut è(re aj)pliquée à d'autres eas. En effet, si dans la formule générale
f[x + /) ^f[x) + if[œ] + ^/"(.r ) + . . . on fait
la fonction /(.r + /) deviendra indépendante de r, et sera par consc- (juent égale à une constante h, laquelle sera j)i'oprernent la valeur de /' .r) lorsque ^ = 0. On aura donc ainsi
d'où l'on tire
b^f[a:]-xf'[x)+-^f"[x)
f[œ]^b + xf'[x]--^f[x)+.
Si maintenant/'(j?) = a, on aura
donc
J'[x) =z b + ax.
Siy'(^) = a.v, on aura
donc
fix] ^z b -\- a x- =^ b -]
'è\f'[x) = ax'-, on aura
/"[x)=^2ax, f"'[x]=ia, /'^{x)=o, f^x) = o,
donc
ax' . ax
/[x) ^ b + ax'-^ — ax'^ h ^r— = b
et ainsi de suite.
En général, si/'(.r) =: ace'', on aura, en prenant les fonctions dérivées,
/"[x) — nax't~\ f""\x) — n[n — ijax"^-', . . .;
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«Iniic. siilisliliiiiiil CCS valeurs.
J\:r] — h + fi.r"
<>!■ 011 a. par le (léveloppcniciil.
donc
<i, par (onsécjiiciit,
n nia — i ) n { n — \] { n — 7,
(|ii('l (|ii(' soil le iioiiihrc ii\ donc un aura
lin effet, la fonction dérivée de cette quantité sera, par la règle i>énc-
i-ale,
ain-i- I ) jc"
la constante Payant zéro pour fonction dérivée.
LEÇON QUATRIÈME
FONCTIONS DÉRIVÉES DES QUANTITÉS EXPONENTIELLES ET LOGARITHMIQUES. DÉVELOPPEMENT DE CES QUANTITÉS EN SÉRIES.
La fonction x"\ dans laquelle x est la variable etw est une constante, conduit naturellement à la considération de la fonction a^, dans laquelle la variable est x, et où a est une constante. Ces sortes de quantités s'appellent exponentielles, parce qu'elles ne varient qu'à raison de l'exposant.
Pour trouver la fonction dérivée de a^, il n'y aura, suivant le principe général, qu'à substituer ^h-/ à la place de x, et développer suivant les puissances de i; le coefficient du terme affecté de i sera la fonction cherchée.
Cette substitution donne la fonction
Supposons « = I -h ^, on aura
aiz=[i-\-bY, et, par la formule générale démontrée précédemment, on aura
, ,■ -7 '(«' 0,0 l{l—^){l—'^^)lo
ai=z{i^ b]'=i-^ ib-\ ^^ 62+-^ '-4- '- b^-\-
En ordonnant les termes de cette série suivant les puissances de-«, il est facile de voir que les deux premiers termes du développement
de a' seront
Soit, pour al)i'Ô£j;rr,
on aura donc i h- ci pour les deux premiers termes du développement de a'; par consfMjuent, en [iinltipiiant par rt^ on aura rt*"-}- ca''/ pour les deux premiers termes du développement de a'""'. Donc ca^\ coefficient de /, sera la fonction dérivée de a''.
Le coefficient c dépend, comme l'on voit, de la quantité a, qui est comme la hase de l'exponentielle, et l'on nomme communément ce coefficient le module.
On peut ainsi établir cette règle, que hi fonclion dérivée d'une quantité exponentielle est égale à cette exponentielle multipliée par un coefficient constant qui dépend de la base de l'exponentielle, et qu'on nomme le module.
Puisque la dérivée de a-' est c«'', la dérivée de celle-ci sera c-a^' , et la dérivée de cette dernière sera de même c^a"^, et ainsi de suite.
Ainsi, en faisant/ .r; = /7'", on aura
f'[.v]=.ca^, /"(^)=c2a^ ....
Donc, substituant ces valeurs dans le développement àef[x + i), on
aura
c- c^ a-^-^i = a-^-h ca-^i h a'^i- H a'^ t-^ + . . . ,
et, divisant par a^,
C'est la série dont nous n'avions trouvé ci-dessus que les deux premiers termes. Elle peut servir, comme l'on voit, à réduire toute puissance en une série ordonnée suivant les puissances de son exposant.
On peut par cette série déterminer directement la valeur de a en c.
En faisant « = i , on aura
K(, lorsque c= i, la valeur de a se trouvera exprimée par la série très simple
(luiil la valeur esl
C'est le nombre qu'on désigne ordinairement par e, et qui esl paiconséquent la base des exponentielles dont le module est l'unité.
Ainsi, en faisant /(a;) = e"", on aura simplement /'(.r) = e', f"[(r) = e*", . . ., et conséquemment
2 2.3 2.3.4 Si, dans l'équation trouvée ci-dessus
a'=^ I + ci ^
on fait i = -■> on aura
ff' = I -i- n \ K + . . . = e,
Ainsi l'on a- entre les trois constantes a, c et e la relation
d'où l'on tire
Cette équation donne aussi
d'où l'on voit qu'en prenant c négatif, a se cbange en -; ainsi , en faisant ces cbangements dans l'équation
(lonnôe ci-dossiis, on ;iui;i
Cette sri'ic csl plus propre (|ii(' l;i précrdciilt' ;i (loiiiici' l;i valeir.- de <\ l()rs(ni(! a est un noiuhi'c plus grand (|ue l'unité. |{n Inisanl a - \ o, on ;i
et l'on ti'ouvera, par le calcul,
On peu! exprimer toute (juantité variable par une eonstante élevée à une puissance variable; alors l'exposant de cette puissance devient une fonction de la niénu' quantité, et cette lonction est, dans le sens le plus général, le logarithme d(! la quantité proposée. D'où l'on voit que les tbnctions logarithmiques ne sont proprement que les réciproques des fonctions exponentielles.
Nous dénotons, en général, les logarithmes d'une quantité par le mot log, mis en avant de cette quantité en forme de caractéristique. Ainsi log.T exprimera le logarithme ou la fonction logarithmique de j-, et cette fonction sera donnée par l'équation x = «'"«'■, où a, hase de l'exponentielle, sera en môme temps la hase du système logarithmique.
Poui- trouver maintenant la fonction dérivée de log.r, on fera, en
général,
/(x)=log.r,
ce qui donnera J:' = «•^'•^^ et, mettant j;H-/à la place de .v, on aura
équation (jui doit être identique, et avoir lieu par conséquent, quelle que soit la valeur de i. Or, par le développement, on a
en posant
Cor^-*7'(^)4-^/"(^)+.--;
donc, faisant cette substitution, on aura
et, divisant par .r,
Or, par la formule trouvée ci-dessus, on a, en général.
-l-cw H
donc on aura
c CiJ
Donc, remettant pour tu sa valeur, et ordonnant les termes suivant les puissances de i, on aura cette équation identique
et la comparaison des termes donnera d'abord
d'où l'on tire
^^cf'[x],
La comparaison des autres termes donnera les valeurs de /"{■^), f"'{oc), ...; mais il est plus simple de les déduire successivement de celle de/'(x).
La constante c dépend de la base a du système logarithmique, par les mêmes formules que nous avons trouvées plus haut; relativement aux logarithmes, elle s'appelle le module du système logarithmique.
De là résulte cette règle générale, que la fonction dérivée du loga-
nl/ime d'une variable est égale à l'anitr. divisée par celle variable midlipliée par le module du syslème logarilhmique. Puisque
(Ml prenant successivement les fonctions driivécs, d'après la icuic iirncrale des puissances, on aura
donc, si l'on l'ait ces substitutions dans le dévcdoppemenl de/V + /;,
on aura la série
\os:x H
ex icx^ "àcx'^
pour la valeur de log(.r + /).
Ayant ainsi le logarithme d'un nombre (pielconque .r, on pciil |»ar cette série trouver celui d'un autre noml)re plus grand x-+-f, et la snic sera d'autant plus convergente que la diflerence / des (W\\\ nond)ics aura un moindre rapport au nombre œ.
Par la théorie des logarithmes, on a
iog(^- + i) - log^ = ^og(^^) = ^""^y -^ ^) '
donc, si l'on fait dans la formule précédente ^ = y, on aura
formule connue.
Soit I -h y = ^; on aura
donc
Cette série n'est converiicnle et par conséquent ne peut servir a X. ' 5
Irouver le logarithme d'un nombre donné ::, que lorsque ce nombre diffère peu de l'unité; mais on peut la rendre convergente, dans tous les cas, par la substitution de \z au lieu de z ; car, puisque logv's est > loî?-
esal a
on aura, en multipliant par r,
où l'ou peut pi'cndre poui' /un n()nd)re (juelconcjue positif ou négatif.
Or, (juel (jue soit le nombre -, ou peut toujours en extraire la racine (Tiiu degi'é /■, tel que \'z soit un nondire aussi peu différent de l'unité (|u'on voudra; ainsi la formule précédente donnera toujours la valeur de log:; avec toute l'exactitude qu'on pourra désii'cr.
Si l'on prend /■ négativement, alors \' z devient ^r^, et la série qui rxj)riuie loge devient, en changeant les signes,
oîi tous les termes sont positifs. Ainsi l'on peut avoir à volonté, pour la valeur de log^, une série dont tous les termes soient positifs, ou alternativement positifs ou négatifs. Car il est évident que, z étant un nombre plus grand que l'unité, y- sera plus grand que l'unité, et, z étant moindre que l'unité, V- sera aussi moindre que l'unité; mais les différences seront d'autant plus petites, que l'exposant r de la racine sera un plus grand nond^re; donc \/'z — i et i— 77-= seront positifs dans
le ])remier cas, et négatifs dans le second.
Si a est la base des logarithmes, en sorte que log« = i, on pourra, par les mêmes formules, déterminer aussi exactement qu'on voudra la valeur du module c; car, en faisant loga = 1, on aura
ou bien
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Il est chiir (jiic les dciix scM-ics (jiic nous venons de donner pour l'expression de logs seront nécessairement convergentes anssitôl (jn'on aura exlrail de z nne racine /•, Udle (|ne yz - ' soit nue IVaelion
moindre (|ne Tnnilé ; car alors i — ■p-= sera nne Irnelion |)liis pelile en-
eore, [)nisque
Ainsi, pnisque dans la premii-re série les termes soni allernalils, le second et le troisiJ'ine, le (|natri('ine et le ein(|nifMne, etc., l'ormeronl des sommes négatives; de sorte (|ne la premii-re série donneia
An contraire, la seconde série, ayant tous ses termes positifs, donnera
Ainsi l'on a tout de suite deux limites pour la valeur de log:;, (ju'on |)eut resserrer autant que l'on veut, en prenant r toujours pins grand. On aura, par la même raison, si \a < 2,
Puiscju'on a
il est visible que la difFérence entre les deux limites de log:; sera
ainsi, en prenant l'une ou l'autre des deux expressions précédentes de loge, on est assui'é que l'erreur en excès ou en dél'ant est nécessairenjent moindre que cette même quantité.
Ainsi l'on sera sur d'avoir, par ces expressions, les loi^çarithines exacts jusqu'à s chiffres, en prenant la racine \/'z, de telle manière qu'il y ait après la virgule s zéros avant les cliififres significatifs.
En général, puisque l'erreur va en diminuant à mesure que l'on prend l'exposant r de la racine plus grand, on peut dire qu'elle deviendra nulle ou comme nulle, si l'on prend/- infiniment grand; de sorte qu'on pourra regarder alors l'une et l'autre des deux formules
comme l'expression exacte de log:;.
On peut conclure de là que les logarithmes rentrent dans la classe des puissances, et forment le premier terme de la série des puissances dont les exposants croissent ou décroissent depuis zéro, ou le dernier terme des racines dont les degrés vont en augmentant à l'infini.
C'est aussi sous ce rapport qu'on peut dire qu'à un nombre donné répond toujours une infinité de logaritlimes, puisque sa racine infmitième a nécessairement une infinité de valeurs diflerentes.
La meilleure manière d'employer la formule précédente est de prendre pour /■ une puissance de 2, puisqu'on n'aura alors que des extractions de racines carrées à faire. C'est ainsi que Briggs a calculé les premiers logarithmes : il avait remarqué qu'en faisant des extractions successives de racines carrées d'un nombre quelconque, si l'on s'arrête dans une de ces extractions à deux fois autant de décimales qu'il y aura de zéros à la suite de l'unité, lorsqu'il n'y a plus que l'unité avant la virgule, la partie décimale de cette racine se trouve exactement la moitié de la racine précédente, en sorte que ces parties décimales ont entre elles le même rapport que les logarithmes des racines mêmes; c'est ce (jui résulte évidemment de la formule précédente.
Ainsi, en prenant / = 2«", on trouve, pour a = 10,
va = 1, 00000 00000 00000 00199 7174'^ 081^5 5o527 082;) I ...,
(le soi'lc ([tic l'on Miira
I I I 80 jSGi; 37988 /,o3r>4 ...
- — - 77= — T — J ^ K o = o,/|34o,Q ',18 If) ....
f /•'v'rt — , 199717420812350327 ... J \ J
C'est de ce iioinltic (|ii'()ii ;i (iié ('clni (|ir(iii ;• doiiiK' ci-dcssiis (loiir l;i valeur de c.
Si maintenaiil on vctil avoir, par exemple, le logaiilliine de >, on l'cia - = 3, et, employanl de même Go extractions de racines carrées, on
Ironvera les nond)i'es snivanls :
^cr=: 1,00000 00000 00000 0009.5 289^2 6.'|074 58932 ..., et de là
log^ = 7r= = 7 ^ - - — 0,47712 12047 '9<J<J2 ....
\/^ — i 199 7 '74'^ oHrr.) 00027 •••
Otte méthode est, comme l'on voit, très laborieuse par le iirand nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir un lésultal en plusieurs décimales; mais les séries que nous avons, données cidessus servent à la simplifier et à la compléter; car, (jnel (jnc soil le nombre z, il suffira d'en extraire (juelques racines carrées, jusqu'il ce (|n'on parvienne à un nombre yc qui n'ait que l'unité avant la virgule; alors les puissances de V^ — i seront des fractions d'autant plus petites qu'elles seront plus hautes; par conséquent il suffira toujours de piendre un certain nond)re de termes de la série pour avoii' les loiiarithmes exacts jusqu'à U'\ ordre de décimales qu'on voudra.
Les logarithmes qui ont l'unité pour module sont ceux qui m' nomment logarithmes naturels ou hyperboliques . parce qu'ils représentent l'aire de l'hyperbole équilatère, rapportée aux abscisses prises sm- l'une des asymptotes, et que Neper a le premier calculés. Leur base est le nond)re e, et, pour les distinguer des autres, nous les dénoterons sinq)lement par la caractéristique /.
Ainsi Ir aura j)onr fom'tion dérivée —■> et la formule générale
.r == rt'"t''' deviendra pour ces logaritliines .r == e'-' ; de sorte (ju'oii aura en général rt'"s-' rr e'-^; et, comme on a trouvé plus haut a = c'\ on aura gti„ga__^/j j.f^ p.jj. conséquent, /.r = c logj:-. D'où l'on voit (jue les logarithmes d'un même nombre, dans différents systèmes, sont en raison inverse de leuis modules.
Au reste, l'éijuation <-/ = e'' donne c =^ /<<; d'où il suit ({iic le jno- (lule c du système logarithmique dont la hase est a n'est autre chose (juc le logarithme natui'el de la nuMue base. Ainsi l'on pourra par la suite substituer l'expression la à la [)lace de c, dans les Jonctions dérivées de a'' et de logx.
De cette manière, on aura a''/a pour la dérivée de a'', et — — i)our
' .(■ la '
la dérivée de lo2\r.
Dans le système des logarithmes des Tables usuelles, la base a est su[)posée égale à lo; ainsi le module de ce système sera /lo, dont la valeur est 2,302585092994. . . .
Avant de terminer cette Leçon, je ne puis rn'empècher d'indiquer un usage de la formule
|)our trouver le développement d'une puissance quelconcjue d'une ({uantité composée d'autant de termes que l'on voudra.
Kn cllét, si à la place de /' on met i p + «y -h /* -h . . . ), on aura
-^^{P + 'ï-^f' -^■■■)^^■^■■ \'\ns[ le terme multi[)lié par i'" sera
(riiii îKlIi'c côlr, on ;i
(.iip^q 'rr. ■■)■— e'Pc''/ c''' .
x(i -h ir -h
Donc le corfticiciil de /'", diuis le (lévcloppciiiciil de ces (lillcrriils
produits, mulliplic p;>i' i ..>.'> ...///, sera la valeur de (/; + y -4-/-(-... i'".
Or il est visihic (|iu' co cocrticiont se trouvera composé (raiitnnt ^\^'
Icriucs de la l'orme
(ju'oii peul donner de valeui's dillérenles ;i a, >j., v, ..., (K; sorte (Uic l'on ail
LEÇON CINQUIÈME
lONCTIONS DÉUIYKES DES SINUS ET COSINUS D ANGLES, ET DES ANGLES EXPHIMÉS l'AR LES SINUS ET COSINUS. DÉVELOPPEMENT DE CES QUANTITÉS EN SÉRIES.
Les angles n'entrent dans l'Analyse que par le moyen de leurs sinus et eosinus, qu'on dénote par les mots sin et cos, plaeés comme caractéristiques avant les angles. On a ainsi les fonctions angulaires sin^:- et C0S.2 , dont la propriété générale, tirée de la nature du cercle, est qu'en prenant deux angles quelconques x et j, on a
sin [x -\- y] ^^ sin j? ces r + cos.r sin ->•, cos(^ + j) :=cos.3?cos )' — siiKr sin >'.
. Cela posé, pour avoir les fonctions dérivées de sin^r et cosa;, il n'y aura qu'à mettre ^ + ï à la place de x, et développer ensuite les fonctions
sin ( X + /) et cos ( x + i]
suivant les puissances de i\ les coefficients de i dans ces développements seront les dérivées cherchées. Or, parles formules précédentes,
on a
sin [x -\- i]^=z ?,\nx cos/ -f- cos^sin^',
cos(^ + i] ^=. cosx cosi — sin>r sin/.
Ainsi tout se réduit à développer en séries les quantités sin^ et cos/. J'observe d'ahord que, quelle que puisse être la série du développement de sin/, elle ne saurait être que de la forme
ni, /?, . . . étant des nombres positifs et qui vont en augmentant ; car le
sinus (Icviiii! vtvv nul l()rs(|ii(' l'aiii^le est nul, il est évident que son expression en série par les puissances de l'aiii'le ne peut contenir anciuk; puissance néi^ative.
J'observe ensuite que, par les l'orjiiules générales, en l'aisaiil r cl y é^aux à /, on a
sin 21 — A siu <■ cos^ := 2 sin<Yi — sin^/; donc, sin/ étant = \i"' -{- \M" -+-... , on aura
sin 2ir= 2"> A/'« H- 2" B i" -h
D'un autre côté, on a
sin2 i — A2 /2/« _^ 2 \B «'«+« + . . . , et
\j\ — sin-^ f = ( I — sin- f )- r= i — A A-' <-'" — AH Z'»^" — ... ; donc on aura
2 sin / \/i — sin- « = 2 A «'« -t- 2 B /«+... — A» /»'" — ... ; cette série devant être identique avec la suivante,
qui exprime la valeur de sin ii, la comparaison des premiers termes qui renferment la même puissance «"'" donnera
donc m = I .
Ainsi on est assuré que le premier terme de la série de sin/ est A/;
par conséquent, les deux premiers termes de la série de cos/ seront
I : faisant ces substitutions dans les expi-essions ci-dessus de
sin(^' + /) et cos(a7 -{-/), et n'ayant égard (ju'à la première jouissance
de /, on aura
sin [x -\- i] ^^ sina- + /Acos>r-h. . . ,
cos(j: -v i\ =: C0SJ7 — ik sin.r -i-. . .; X. 6
(lonc la fonction dérivée de sina? sera Acos^, et la fonction dérivée de cos,r sera — Asina;.
Le coefficient A est une constante encore inconnue, mais i[ur nous déterminerons ci-après [)ar la nature du cercle.
Connaissant ces premières fonctions dérivées, on pourra de la niènic manière trouver toutes les suivantes. Ainsi, la première dérivée de sin^' étant Acosa?, la dérivée de celle-ci sera — A-sin.r, et la troisième dérivée sera — A' coso:, et ainsi de suite.
Donc, en général, s\/{a;) = sina?, on aura
/'(^]=Acos^, f'[jc]-= — \^sm.r, /"'(j:')=— A3cos.r, ...:
et, faisant ces substitutions dans la série du développement de
/{x ■+- i), on aura
sinf J7 4- i] =: sinx + A< cosj:- sin x — '- — -r coScr + „ . sin./- -:-....
On aura de même
/(:r] = cosj:', /'[^) = — AsiiiJ?, /"(^) =— A^ cosx, /"(j:--) r^A^sinx. ...;
et ces substitutions donneront
, . . A-^i- A'^r' . AW' ces X -^ i]-=z coso^ — Al snix — • cosxh smx- h tt-t cosj: — ....
Faisons pour abréger
V^Ai-
on aura
sin(j7 -h /) T= Q sinj:- + P cos.r, (',0S(.J::- h- «■) n= Q COSJ:- — P sin.r,
d'où l'on tire, par les théorèmes connus,
silure 1' Cl COSf=:Q.
Ainsi on ;iiir;i, (|im'1 (|in' soil l'iitji^lc /, les srrios
sin/ = /A
cos l =: I
'2.3 2 . 3 . /j . 5 «2 A 2 f*A» /«Ao
Il s('ini)l(' (jn'on aurait pu déduire immédiatement ces séries de celles qu'on a trouvées ci-dessus pour sin(.'c-t-«) et cos(^H-«;, en y faisarit ,r = o; mais nous avons voulu éviter ici, comme nous l'avons déjà lait plus haut, les dilficultcs (jui [)()urraicnt naitic; de ce que le développement de /f^+f) n'est généralement vrai (jue tant qu'on ne donne pas à oc des valeurs particulières.
Maintenant il est visible que ces séries sont nécessairement convergentes, en prenant rani;le / tel (jue \i soit égal ou moindi'e ([ne l'unité, et il est visil)le en nièine temps qu'on aura alors
sini<A« el >A« — - — ^;
car les termes ayant les signes alternatifs, et allant en diminuant, les sommes du second et du troisième, du quatrième et du cinquième, etc., seront toutes négatives; et au contraire les sommes du troisième et \\\\ quatrième, du cinquième et du sixième, etc., seront toutes positives. D'un antre côté, il est démontré rigoureusement par les théorèmes d'.Archimède que le sinus est toujours moindre que l'arc, et (|ne la tangente est plus grande que l'arc, du moins dans le premier (jnart ile cercle; ainsi on aura
. . . SMW
sm< < i ol . > i;
cos<
mais
cos< = v' ~~ siii-/,
donc
sin/ . .... .., , 0 -,
> /, sm-/ > /-^i — sm-/).
y^i — sin'-^i
ii LEÇONS SUR LE CALCUL
d'où l'on tire
sin< >
ainsi l'on aura, par la nature du cercle,
sjn; < ; et >
Si donc on prend l'angle i moindre (ju'un droit et assez petit j)onr (jue Ai soit moindre que l'unité, on aura nécessairement
i» sin<<A/ ot >
par conséquent,
A i > , et A >
\/lH-«- \l\ + /-
2" ^\ni>kl rr- et < /,
par conséquent,
A i o- < ^ et A ^ < I , ou A < 14- — TT •
Comme ces conditions doivent avoir lieu, quelque petit que soit i, il résulte de la première que A ne peut pas être moindre que i ; car, si
A <C I , on aura -r- >> i ; or la condition
donne -r- < sj \ h- /- ;
donc, quelque peu que ^ surpassât l'unité, il serait tonjours possible de prendre i tel que
\J\ + «2 fût < -7-,
tandis que cette quantité doit toujours être >> -^■
Il résulte ensuite de la seconde condition que A ne peut pas être
plus grand que l'unité; car, (juclciuc peu que A surpassai l'iiriilc, il serait toujoni's possible dr |)ren(lre i assez ])elit pour (juc l'on cmI
lundis (in'on doit avoir lonjoiirs
Donr, |)iiis(nie la valeui' de A nr, peut être ni moindre ni pins grande (jnc l'unité, il s'ensuit qu'on aura nécessairement A= i.
Donc la fonction dérivée de sin.r est simplement cos.r, et Ui fonction dérivée de cos^c est — sin^, x désignant un angle quelcon(|n(', c'eslà-dii'e un are dans le cercle dont le rayon est l'unité.
Ainsi l'on aura en général, pour un angle quelconque /',
Sinirrr l —
COSf
formules connues, et dont la découverte est due à Newton.
Nous venons de considérer les sinus et les cosinus comme tonctions des angles. On peut réciproquement considérer les angles comme fonctions de leurs sinus ou cosinus, et en cherchant les fonctions dérivées. On désigne communément cette fonction par les mots angle sin ou angir cos, placés avant le sinus ou le cosinus, comme caractéristiques.
Soit
/( j;) = angle sin, r, on aura sin/(.r)=j7;
mettant x -h i pour .r, et supposant
on aura
sin[/(j-) -h to ] — ,r -i- f = sin/(j7) costo + cos/(.z-) sinw; or
.sii)/(x) =a?, cos/(.37) = y/x — sinV(a) = \/i —jr-;
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(le j)liis
sin to = to ,,- + . . . , et cos lo = i h . . . ,
par les tbi-imiles trouvées j)lus liant; donc, faisant ces substitutions et restituant la valeur de co, on anra, en ordonnant les termes par rapport ;i /, ré(juation identique
.r+/ = x+iVr=^/'(.r)+^ [v/i-x^/"(x)-^[/V)]'l +••-.
laquelle donne, par la comparaison des premiers termes affectés de i,
I = ^1 — ,r-/'(j:^^), d'où résulle f[œ]-=.
La comparaison des autres termes donnera les valeurs de /"(a*)' f"\x), ...; mais il est plus simple de les déduire immédiatement de celle A^ f\x).
Soit maintenanl
/(^) =r angle cos JT, on aura ^=:cos/(^];
mellanl x^i pour x, el/{x) + co pour/(j:"), on aura
.T -+- /=: cos[/(j:') 4- w] =: cos/(.r) COSoj — sin/(j:0 sinw; or
cos/{jc}=: jc et ii\n/[jc) ■= \!' i — cos- /[jc] =: s/ 1 — X-; faisant ces substitutions, et mettant pour sinto et cosw leurs valeurs en
séries, co — ;— ;t h- . . . cl i — + ..., on aura, après avoir restitue la
valeur de co et ordonné les termes suivant les puissances de /, cette (Mj nation identi(jne
X 4- i — x — i\/i—x^f'[x] — -■ [\/i —x-^/"{x)+x[/{x)yj -h. ..; et la comparaison des deux premiers termes affectés de /donnera
DKS FONCTIONS.
d'oii rrsiille
Donc, puisque .r ('tant, le sinus d'un an-le, \ r — .?- en est le cosinus et .r étanl le cosinus, ^ i — -t'- en est le sinus, il résulte de ce (jue nous venons de ti'ouver (|in' la foiicùon dérivée d'un an^lc, exprimé par son sinus, est égale à r unité divisée par le cosinus, cl (pie l(( fonction dérivée d'un an<rle, exprimé par son cosinus, est égale à i unité divisée par le sinus, et prise avec le signe — .
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LEÇON SIXIÈME
rONCÏIONS DÉRIVÉES DES QUANTITES DE DIFFÉRENTES FONCTIONS D UNE MÊME VAlilAni.E, OU DÉPENDANTES DE CES FONCTIONS PAR DES ÉQUATIONS DONNÉES.
[j's ronctions que nous venons de considérer dans les trois dernières Leçons sont comme les éléments dont se composent toutes les fonctions qu'on peut former par des opérations algébriques; c'est pourquoi nous avons cru devoir commencer par chercher les fonctions dérivées de ces fonctions simples; et nous allons voir maintenant comment on peut trouver les fonctions dérivées des fonctions composées de celles-ci d'une manière quelconque.
Nous supposerons en général que />, q, r, ... soient des fonctions quelconques d'une même variable, dont les fonctions dérivées //, ^', r' , ... soient connues, et que r soit une fonction composée de/?, q, r, ..., dont on demande la fonction dérivée r'.
On considérera que, x devenant x -\- i,y deviendra en général
r + ir' H r" -i- . . . ;
or p. q, r, ... deviennent en même temps
p + ip'-^ . . ., q -\- iq' -h . . . , / -h ir' -f- . • . ;
il n'y aura donc qu'à substituer ces valeurs dans l'expression de y, développer les termes suivant les puissances dei, et le coefficient de «sera la valeur cherchée dej'.
Ainsi, si
A, B, ('., ... ('taiildcs cociricicnts quelcoinjucs, on aiini sur-lc-cliani|)
r'=A//+ Hy' -H (:/•' + ....
Si y = A/-'^, la quantité /)^ dcvii'ndra
[p + 7>' + . . . ) ( 7 + '7' + • • • ) =P'/ -t- ' ( 7/^' 4- /'7' ) + • • • ; donc
y=k(r/p' + pr/').
Si y =^ Apqr, on trouvera de la même manii'ic j' — A ( y/y/ + pry/' + /^y/' 1 .
Si Y — A -j la quantité — deviendra
p ■+- ip' 4- ■ . • V + ,Vy' + . . .
Développant le dénominateur on série, suivant les règles connues, on aura
donc
I lo' \ p . i> p(i
SoiL J = Xp"'q", la quantité//" 7" deviendra
(y, + ,yy 4_. . .]m [q 4- iq' + ...]"-=: [p'" + mip'"-^ p' -}-. . .) [q" + fUq"-' q' -^ . . .]
_- pm qil ._!_ / ^ ,/,yy« I Y" // -; /iq" ' /^"' y' ) -4- ... ;
donc
y — A ( mq"j>"' I // -i- ///J"' 7" ' 7' ) .
On trouvera de la même mauière que, si v = A//"^/"/, on aura
y' = A ( //*7" r' p'" ' // + ///'"' rhpi 1 y' -i- //>'" y" z' < /•' ),
et ainsi de suite.
Soit en général ^>' =/(/?); en regardant /(/>) comme une lourtioii X. 7
de p, ses fonctions dérivées seront/'(/j), f"{p), ... ; en sorte que, p devenant/j + oj,/(/j) deviendra
Or, [) étant une l'onction de a-, lorsque x devient .r 4- /, /j devient
Donc, faisant (0 = ?/>'+—/?"+.. ., la fonction /(/>>) deviendra, par la substitution de .rn- z" à la place de x,
Ainsi l'on aura d'abord y' = /j'/'(yy), d'où résulte ce principe : que la fonction dérivée cV une fonction, qui est elle-même une fonction de x, est égale au produit des fonctions dérivées de ces deux fonctions.
Ce principe sert à généraliser les résultats précédents, relativement aux fonctions dérivées des puissances des exponentielles des logarithmes et des sinus et cosinus.
Ainsi :
si )■ =/>'". on aura y' ^= nip^'^ ^ p';
si y = aP, on aura j' = aP p'ia \
SI y = loij^p, on aura y -=^i—\
si j ri= sin/>, on aura f ^=^P cosy^ ;
si y = cos/>, on auia j' = — P' sui/> ;
S) j^: angle sin/>, on aura . . . y —
p' SI jK =: angle cos/>, on aura ... ,r = — —^
Supposons ensuite que y soit une fonction de/; et q, (jue nous désignerons par //;, q \ il s'agira de substituer x -\- i à la place de .r dans
les deux fonctions/; cl y, ci de honvcr ciisiiilc le coefficient de / dans le développement de la fonclion coniposéc /(/?, ^). Or il est visible qu'on aura le même résultai, soil (|ii'(»ii lasse ces deux suhsliliilions ;i la fois, soit qu'on les fasse l'une après l'autre, j)uis(pie les quantités/; et y sont rei^ardées dansées substitutions eoninjc indépendantes.
En substituant d'abord .r + Z à la place de .r dans la fonction/;, la fonction/(/j, ^), regardée seulement comme fonction de/?, deviendra, par ce que nous venons de iroiivei-,
J'écris simplement/'(/?) pour désigner la fonction «lérivée de/(/?, ^) relativement à p seul, q étant regardée comme constante.
Substituons ensuite x + i-à\x lieu de x dans la fonction r/, la fonction /{p,q) deviendra pareillement
oùfiq) représente la fonction i)rimc de /[p,q) prise relativement à <7 seul,/) étant regardée comme constante.
Quant au terme ip'fip), il est visible qu'étant déjà multiplié par / il se trouverait par celle nouvelle substitution augmenté de termes multipliés par r, P,
Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du développement de/(/?, q), après la substitution de .r + / pour .r dans /; et q, seront simplement
de sorte qu'on aura
Si jetait une fonction de /;, q, r, représentée par/(/>, ^, r), on trouverait de la même manière
y = P'/'{p) -\- l'/'iQ) + /■'/'(/•)-/'(/>, ç, r), et ainsi de suite.
D'où l'on peut tiirr cette conclusion générale, que la fonction dérivée d'une fonction composée de différentes fonctions particulières sera la somme des fonctions dérivées relatives à chacune de ces mêmes fonctions considérées séparément et indépendamment de l'autre.
Ce principe, combiné avec le précédent, suffit pour trouver les premières fonctions dérivées de toutes sortes de fonctions, ainsi que les fonctions dérivées des ordres supérieurs.
Ainsi la fonction dérivée A^ pq étant qp' relativement à/?, et/?^' relativement à q, la fonction dérivée totale sera qp +pq'-, comme nous l'avons trouvé ci-dessus.
De même, en regardant maintenant p et q comme de nouvelles fonctions, dont // et q" sont les fonctions dérivées, la fonction dérivée de qp sera q p' -t- qp" , et la fonction dérivée de pq' sera p'q' +pq '-, de sorte que la seconde fonction dérivée de pq sera qp" -^ ip q -\- pq" \ et ainsi de suite.
Par les mêmes principes, on a
mq" p"'^ p' + np'" rj"~^ q'
pour la fonction dérivée de p"q'\ le premier terme étant la fonction dérivée relative à /?, et le second étant la fonction dérivée relative à q\ et ainsi du reste.
Si/>= sino; et ^ = cos£c, on a/>' = cos.r et</'= — sin^; donc, lorsque
y=^ %\n^^œ cos"j',
on aura
y' ■=. m sin'""' X cos""^' x — n cos«~' .r sin"'"^' x.
Ainsi, comme la tangente d'un angle est égale au sinus divisé par le cosinus, en la dénotant par le mot tang placé avant l'angle comme caractéristique, et faisant
on aura
langj;
sin X
COSJ?
sin2
" cos^*
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Va rw général, si J'= l:ini;/>, on irouvci-a
Afais l;i loiiclion y pomrail iTrlic doiirirc (|iic |);ii' iiiir ('(jiialioii riilic •r et y. Ucpréscnlons en général cette é(}ua(i(m par
il est elair (|iie, si l'on regarde j comme ihk; fonction de .r délei-iniin'c par cette équation, et qu'on imagine cette fonction substituée au lieu (le j dans Y{y,oc), il en résultera une fonction de x qui sera identiquement nulle, (juelle que soit la valeur de .r, et par conséquent aussi en inetlant x -h i à la [)lace de ce, qucdle que soit la valeur de /.
Dénotons cette fonction par s, et comme ^, devenant r -f- /, ; dcvicnl 3 -h iz''+- — z"-h ..., on aura, quelle que soit la valeur de /', ré(jnali()ii
z + iz' -\ z"-{-. . . = o;
d'où l'on tire les équations
^ = o, z'^zo, z"^=o, ....
Maintenant, :: étant r=F(j, .r), on aura, par les formules ci-dessus,
^-' = yF'(7)+F'(^),
en dénotant par ¥'{y) la fonction prime de ¥{y,x) prise relativcmmi à y seul, et par f'{oc) la fonction prime de ¥{y, x) prise relativemeni ;i X, et faisant x'= i, puisque x devient siiuplement x -+- /. Ainsi l'équation dérivée z' = o sera
d'oLi l'on tire
F'ia:]
On aui-a <le ceth; manière la valeur de y' en jonction de .r el v: de lit.
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en regai'tlanl toujours y comme foiicliou de œ, ou pourra déduire la valeur de j" eu fonction de x et y. Car, en supposant pour abréger v' =/{y, x)y la fonction dérivée àef[y, x) sera de la forme r'/\r) -t-/'(a?); donc, substituant pourj)'' sa valeur, on aura
cl ainsi de suite.
On ti'ouverait les mêmes valeurs de r", /", ..., par les équations
Si l'on avait plus généralement l'équation
F(r,/^^, ...)=o, on trouverait de la même manière l'équation dérivée
d'où l'on tire
Et, regardant de nouveau la valeur de y' comme une fonction de y, p,
(j. ..., p', q', ..., sa fonction dérivée sera la valeur dey"; et ainsi de suite.
Entin, si l'on avait deux fonctions y et w données par les équations
F [y, II, P^ <j, ...) = o, /( r, //, />, '/, ...] = o,
on pourrait par les mêmes opérations trouver immédiatement les valeurs
dey et u' en fonctions de y, u, p, q,
Car on aurait d'abord les équations dérivées
yf'[y) + «'/'('O +p'f[p) + q'f'[q)+-- • = o,
d'où l'on tirerait/ et li \ et ainsi du reste.
Les règles que nous venons d'établir suffisent pour trouver les fonctions dérivées d'un ordre quelconque de toute fonction d'une variable, de quelque manière qu'elle soit donnée, soit explicitement par des
expressions déterminées, soit irMitlicitciiicnl \)-m' des équations (juclconques.
A l'égard de la notation (jue nous avons employée |)()ur représenter séparément ciiacjne partie d'une (onction dérivée, ndative à eliaciitie des fonetions particulières (jui entrent dans la lonetion primitive, on voit qu'elle est très simple et très commode, et nous nous en servirons ainsi dans la suite.
On peut même, par cette notation, ne séparer du reste de la loiiciion dérivée (|iie la partie relative à une variahie donnée. Ainsi les (onctions primes de p et q, ou de p, q et r ou . . ., |)envent se dévelop|)er de cette manière,
f{p, V, /■) =p'f{p) -^/'[rp r] =p'/'[p] 4- 7'/'(<7) 4- r' f{r],
et ainsi des autres.
Il fiuit toujours observer de ne renfermer, entre les parenthèses ({ni suivent la caractéristique/' des fonctions dérivées, que les variables par rapport aux(jU(dles on veut prendre la fonction dérivée.
Lorsqu'il n'y a qu'une seule variable entre les parenthèses, comme /(/?), cette expression indique que la fonction dérivée doit être prise relativement à cette variable, comme si elle était seule et unique ; c'està-dire que /'(/?) sera le coefficient de /dans le dévcdoppement de la fonction donnée, en y substituant simplement/? + f au lieu de/;, quelque fonction d'ailleurs que p puisse être de r.
Quoiqu'il soit plus simple de déduire les fonctions dérivées des din'érents ordres les unes des autres, parce que de cette manière les mêmes règles et les mêmes opérations font trouver toutes les dérivées, et que ce soit même dans cette dérivation successive des fonetions qne consistent l'essence et l'algorithme fondamental dn Calcul des fonctions dérivées, il y a néanmoins des cas où la considération immédiate des termes successifs de la série peut donner les fonctions dérivées successives d'une même fonction d'une manière plus directe et plus générale; c'est ce qui a lieu lorsque le dévtdoppement de la fonction en série peut s'exécuter facilement par les formules connues.
;i6 LEÇONS SUR LE CALCUL
En efïet, si l'on a on général
y—f[py'h •••)»
p, (j, ... étant des fonctions de x, et qn'on substitue x + i à la place de X, cette équation deviendra
.)■ + iy' + '- y" + • • -—/[p + ip'+ ^ p" + ---,q + i<i' + ^ v" + •
Et elle devra avoir lieu indépendamment de la quantité indéterminée i-, (le sorte qu<', si l'on peut développer directement la fonction qui forme le second membre en une série de la forme
fip, V, . . . ) + '" P + '- Q + ^'^ R + • • ■ .
on aura sur-ie-cbamp
Soit, par exemple, r =/?y; on aura à réduire en série l'expression
et il est facile de voir qu'on aura y=pq' + p'q,
f ^pq'" , p'q" , p"q' , p"'q ^ 2.3 2.3 2 2 2.3
et, en général.
l'exposant placé entre deux parenthèses désignant l'ordre de la fonction dérivée; de sorte qu'en multipliant par 2.3. . .m, on aura la formule générale
/ ^ f ^ , , .s m (ni — 0 „ , „, jim) -^ j,^(m) _(_ nip'f/^f"^^^ -H ■ — ■ ■ — - //</'''«-2) + . . .
l']ii ii(Miri';il, si l'on l;i i I v -= />r//-, .... on Iroiivcr;! de I;i iiiriiic iiiiiiiii-rc <|ii(' l;i valeur de — -—r. S(M"i com posée d'îiiihinl de ternies de l;i loiine
«Im'oii |)oiiri;i donner de v;ileiiis dilléreiiles ;iii\ iiondiics a, ;a, v de
iiKinière (|ne l'on ;iit
Supposons
/> ■-- e"'-, (j -: f*^ '", /■ -- gcc, . . . ,
l:i (jiianlité c étitnl toujours t(dle (|ue/<"-— i; on aura
el la loncliou dérivée de l'ordre m sera
y(m) ^^ya-\- h + c-^ . . . )'« y; on aura de même
yV>,) — ç{,.p^ fj{^) _ ^|X,^^ ,.(V) _ <..V /.^
Donc, puiscjue y=/>^/% ..., il s'ensuit que la (juanlité
pourra se développer en autant de termes de la loi-nu'
I . 2 . 3 ... X X 1 . 2 . 3 . . . ;x X I . 2 . 3 ... V X . . . (ju'il y aura de manii'res dillêrentes de satisfaire ;i ré(|nalion
rr ([ui s'aec(»rde avee ee qu'on a trouvé d'une autre manii'ie ii la lin de la l.e('(Ui I\'.
Faisons maintenant
on aura
en faisant
A = «4-6h-CH-....
Donc, prenant les fonctions dérivées des ordres m, 1, y., v, .... on aura
j{/«) — A(A — i) (A — 2). . .[A — m-h i)x-'^-'", pO-'i = a ( rt — I ) ( rt — 2 ) . . . ( « — X H- I ) .r«'^-,
q^y-^ =. b[b — i][b — 2). . .[b — iJt. + I ) X-* P-, ,.(v) _ c[c — "i) (c — 2). . .(c — V + ij.r'-'-^
Donc, puisque
\ — inz=z a — l ~ï- b — \J. -{- c — V 4- ... ,
la (luantité
A(A — i](A — 2r...(A— m + il 1.2.0. . .1/1
se trouvera composée d'autant de quantités de la forme
a{a — 1] {a — 2]. . .{a — À + il
(ju'il y a de manières différentes de satisfaire à ré(jualion
ce (]iii iii(li(|ue une analogie singulière entre le dévcloppemciil de la puissance d'un multinùme et celui du produit continuel du même deeré.
En elfet, ayant dévcdoppé une puissance comme
[rt -h /> 4- f -+-. . .V"
(Ml SCS (lilTV'i'cnIs tci'incs, on aura loiil de siiilc le (Irvcloppciiiciil du pi'odiiil (-oiitiniH-l
où
en sidtsiiliiani dans (dia(|nc Icrnic, ;i la jdacc des puissances a', //\ (■'' les produits conlinnids
rt(rt — i) (rt — a). . .(« — ). -m), c[c —i) (e — rî)...(f — v4-i),
On Ironve nne démonstration directe do ce théoriMne, ponr le himunc. dans ronviaiic de Kranip, (|ni vient de paraître sons le litre i\W/ial)'se tles Bcf raclions.
Nous terminerons cette I^eçon par nne observation inipinlante snr la nature des fonctions dérivées.
H est laciie de se convaincre, par la manière dont les lonclions dérivées dépendent de la t'onclion primitive, (|ue ces fonctions sont ahso- Innient déterniinées, de sorte (pTuiie fonction donnée ne jx'ut avoir ([lU' <les fonctions dérivées données aussi et uniques pour clia({ue ordre.
Il n'en est pas de même des fonctions pritnitives à Téi^ard de leurs <lérivées; car, puis(|ue la fonction dérivée de toute (|uantité constante est nulle, il s'ensuit que, si nne l'onction donnée est primitive à l'égard d'une autre fonction donnée, (die le s<'ra encore, étant augmentée oji diminuée d'une c<uistante qu(dconque. Ainsi une fonction dcmuée peut avoir une intinité de fonctions primitives à raison de la constante (|u'on y peut aj(»uter. Mais il ne s'ensuit pas (jue tontes les fonctions j)rimitives dont (die est susceptible ne puissent différer (jue |>ai' une constante; c'est ce que nous allons démontrer.
Soit une fonction donnéey^^), dont ^[oc) et o{x) soient également fonctions primitives; on aura donc, par riiypotlii'sc,
F'(.r)^/(.r). cl ç'(.r)=/(a.};
donc, prenant les fonctions dérivées successives, on aura aussi
et (le inéuîc
Considérons maintenant les fonctions
F( J7 + «) et ^[x + i); on a, par le développement,
donc, substituant les valeurs de F'(^), Y"{x), . . ., on aura
F(^ + 0 = F(^-) + if{^) + ^/'(•^) + ^/'Vi +• • •' et de même
o(,r + 0 = o(^) + if[x) + '^f{x) + -^/"[-r] +...,
donc, retranchant l'une de l'autre ces deux équations, on aura
Comme cette équation doit avoir lieu quels que soient .t- et i, et que le premier membre est une fonction de x-^i, et le second une pareille fonction de x, il est visible que cette fonction ne peut être qu'il iic constante indépendante de x et /. On aura donc nécessairement
F(^) — ^[x] 3= K, K étant une constante, et par conséquent
F(>r) = o(^]-hK; d'où l'on voit que, si o{x) est une fonction primitive de/(.r), toute
l)i:S FONCTIONS.
îiiili'c loiiclioii piiiiiilivc Vix] de la iiicinc Ibiiclion /(.r) ni' pou ira dil- IV'i'cr (le o(.r ) (|ii(' par une constante.
Il suit (le l;i (|ii(', lois(|iroM aura Iroiivr (riuic nianii'rc (jiiclcoii(|ii(' iiiic roiiclioM piiiiiilivc (rniic l'oiiclioii donnée, en y ajonlani une conslanlf aihilraii'c, on anra rcxpi'cssion i^énéralc de la lonclion primitive de la lonclion donnée.
LEÇON SEPTIEME
SUR LA MAMtRE DE RAPPORTER LES lONCTIONS DÉRIVÉES A DIEFÉRENTES VARIABLES.
Nous avons vu comment les fonctions dérivées naissent des fonctions primitives par le simple développement, lorsqu'on attribue à une val'iable de la fonction un accroissement indéterminé.
Ainsi toute fonction dérivée est nécessairement relative à une variable, et une fonction qui contient plusieurs quantités peut avoir différentes fonctions dérivées, suivant les quantités qu'on y considère comme variables. Lorsque ces quantités dépendent les unes des autres, il y a aussi une relation entre les fonctions dérivées qui y sont relatives, par laquelle on peut déduire les fonctions les unes des autres; cette relation étant un point important de la ibéorie des fonctions, nous allons nous en occuper dans cette Leçon.
En regardant/ comme une simple fonction de .r, on sait que v(h'vient
y 4_ ^y _l_ — y -I- . . ., or devenant x-^i. Si l'on suppose que x soit ellemême une fonction d'une autre variable quelconque t, et qu'on veuille regarder y comme fonction de /, alors t devenant l-hi, ou bien (pour ne pas confondre le^ accroissements de 3c et de t), t devenant t-i-o, y deviendra aussi de la forme
or ->, y H-.
Mais pour distinguer les fonctions dérivées y, j', ..., (jui dans la première formule se rapportent à .r, celles de la seconde, (pii se rapportent à /, nous désignerons pour un moment les premières par (y).
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[y"), ..., <!•' iiKiiiiiTc (|ii(', .r (Icvciiîiiil a; H-/, V (Icviciidra
Or .r claiit icj^ardc coiiimc roiiclioii de; /, l()i'S(|ii(' / dcMciit l '.o, .r dcNiciit
donc, si dans la lorniiilc prccôdentc l'on mot ;i la |dar(' de / l'arcrois-
ri'oisscMicnl de ,r, (|iii csl o.j' H ■ x H-- . . ., on anra «'lialcnn'nl ce (jnc
y de vie ni loi'S(|n(' / devient / -h o. Ainsi on aiiia l'ccinalion idcnl l(|n^' v + (^ox' + ^' ^-^ 4- . . . ) (/ ) + ^ ('oo.-' + ^ x'' + . . . V^r'' ) 4- . . . = / + o r' -K -^
d'oii l'on lire, |)ai' la comparaison des termes affectés des diUéj-enles |)nissances de o,
./•'(/)=/, x"(y)+.r'2 (/')=/', .... La première é(|natioii donne
la seconde donnera
et, suhstitnant la valeur précédente de (y'), l'on aura
Il _ -^ x'- x'
La troisième é(|uatiou donnerait la valeur de (/"), et ainsi de suite. •Mais j'observe que l'on peut déduire immédiatement la valeur de \ v" ,
(le celle de iy'\ et successivement celle de (y") de celle de (>'")
par la loi unilorme (jui doit régner entre ces fondions deiivées smressives.
En effet, puisque [y') foncliiui dérivée de v par rapport ;i r est ei;ale
à '^j c'est-it-dii'e à la l'onciion déiivce de y pai' rapport à /, divisée par
celle de x\ de iiièine (y") fonciioii dérivée de [y') p.ir rapport à x sera égale à la fonction dérivée de —, par rapport à /, divisée par x, et ainsi
de suite. Or la fonction dérivée de ^ est ^ — — -tt; donc on aura
JC
comme on Ta trouvé par la seconde équation. VA aiusi de suite.
Par ces substitutions on dépouille, pour ainsi dire, les fonctions dérivées de ce qui dépend de la variable à laquelle elles se rapportaient originairement, et on les généralise de manière (ju'elles peuvent se rapporter également à toute autre variable.
Or ce qui déterminait les fonctions dérivées de y à se rapporter à la variable x, c'était qu'elles résultaient de l'accroissement i attribué à cette variable; au lieu qu'en rapportant ces fonctions à une autre variable dont X est censée fonction, l'accroissement de x devient alors
ox' H — x" + . . ., o étant l'accroissement de la nouvelle variable. Ainsi,
comme le cas particulier où l'accroissement de x est simplement ï résulte de l'expression générale de l'accroissement de x, en y faisant x' ^= I, il s'ensuit que x' = i est la condition qui détermine les fonctions dérivées à se rapporter à la variable x, et qu'en général pour les rapporter à toute autre variable il n'y aura qu'à supposer égale à l'unité la fonction prime de cette variable.
Il résulte de là cette conclusion générale que, si une formule contient les fonctions dérivées j', y'\ ..., relatives à une variable x, et qu'on veuille les rapporter à une autre variable quelconque, il faudra changer
y' j'en 5,
y en
en
x-^ x'-i ) y" -ifx" , ( x"' 3 ^-"2
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cl ;iiii>i (le suite. Si / est l:i iioiivrllc v;iri;il)|c ;i l;i(jiicllc on vnil r:i[)- |M)rlci' les r()iicli(»iis (Icfivrcs, ccltr v;iii;ililc ('huit iiiK' loiMlioii (|iifl- "•()ii(|iic Av X tl y, il n'y ;iiii;i (|ir;i r;iir('/' i, cl |);ii' <()iisc(|m'iil /" = o,
'=<) ('qnalioiis |t;ir lcs(|iicll('s on (Ictniiiiiicr;) les v;ilciirs de x',
■f" ou (II- y, y",
(le piiihipc est ^M'iirnil et doit s';ij)|ili(|ii('r il toutes les foiirtions drrivccs (|iii se r;iji|)()il('iil ;i une niriiic v;ii'i;d)!('. Il est d'un i^nind usai:*' dans le calcul des fonrtions, et constitue un des principes londanientau\ de ral^oiillinie de ce calcul.
Le cas le plus simple est celui où, v étant supposé roiicti(ui de .x , et se> ronction> deiivees y', 1'", ... étant l'apportées a .î-, (»n \ent an contraire regarder -r coninie rointion de v, et i-apporler ii v les lonctions dérivées j:', j;", On léi'a dans ce cas les sid)stituti(His indi.|uées cidessus, et l'on supposera
On siihstituera doin- — à la place de y', — -î^ à la place de y', et ainsi des antres.
Ainsi, ayant tiouvé dans la Leçon I\'(jue r = rr' donne, relativeinenl il .r,
y^^ a^ la i=yla,
on pourra avoir iinnn'diatetnenl la valeur de .v' rfdativeiiieiit ii y, en snhsliluant siinpleinent — ;» la place de j'', ce (|ui doniM'ia
y la
('omme x est le loijarillnne iU^ y pour la hase a, on a par lii la fonction dérivée du loijaritlinie.
De même, en supposant
y := sino-,
on a vu dans la Leçon \ (jue r(Hi a, relativement à oc,
v'nz cos.r; donc, pour avoir récipiHxjiU'meiil la l'onction dérivée .r' de l'ani^le par-
le sinus y, il n'y aura qu'à substituer — à la place de y', ce (|ui
(lonnei'a
Si l'on lait
y = COSJ",
on a
}■'=: — siii./';
donc, on ohlieudra de la même manière
sin.r
Os résultats s'accordent avec ceux qu'on a trouvés dans les eiidroils cités d'une manière directe, mais plus longue. Entin ayant vu, dans la Leçon YI, que
V r= tangx donne y
COS-j:-
si l'on veut avoir la fonction dérivée de l'arc par la tangente, (Ui aura
sui'-le-champ
II
Ji- ^z: COS- J7 ::= 7— ^= ; *
1 + lang-j:' J+,> En général, j)uisque
P' yr=\ansp donne y ■= , ■> j ^1 ^ ces-/?
on aui'a réciproquement
p'^=^^ y' cos'-p,
p étant une l'onction quelconque de ,r.
Si maintenant on veut regarder p comme t'onctioii de y et rap[)orter la fonction dérivée />' à la variable j, on fera y' = i, et l'on aura
p' =: COS-p := ; 5
comme ci-dessus.
La formule x' = co?>'.r est très propre pour trouver facilement les fonctions dérivées de a; des ordres supérieurs. En effet, on aura d'abord
oc"=:— 2X-' sin.r COS./' -= — J-' sin 2x r= — sin 9..r cos-.<^-.
cil siil»slilii;iiil la valeur |)rrc(''(lciilr de .v' . Prciiaiil dr nouveau les fniiclioiis dérivées, on aura
^''" = — 2a.'' (cos2./'cos2j:- — siir?.^' siiKr cosj?) •= — 2 ^' cos 3 u- COS J?
— — 2 COS 3 :r COS'' J^,
n, eoiiliniiaiil de la même maiiiJ're, on ani'a
x''^ 2.3x'(sin3j? cos3.r + cos3.r sinxcos2.r) = 3.3 a-' si II 4 cf cos2 .r = 2.3 si II 4/' cos''.r,
.r'= 2.3.4^' (cos4^cos^r — sin 4-p sinj:- cos=<:c) =: 2 . 3 . 4 J?' COS 5 a- cos' a-
= 2.3.4 COS 5 a: COS-' ^
«'I îiinsi dv suilc.
Ayant ainsi toutes les Ibnetions dérivées de .r relativement à v, c'eslà-dire, en supposant j:=/(y), si on les substitue dans la formule
X -\r IX -A, X
on aura la valeur tle x répondant à y + /.
Ainsi l'on aura la valeur de l'arc dont la tangente sera tang(a; -f-/j, exprimée par la série
.r-h iCOs-..c sin 2.r ^ cos 3^- h — sm4^ H = cosSo;-
formule remanjuahle par sa simplieité et sa généralité. Si l'on fait x = o, on trouvera
arc tang/ = < — _ 4- _ 3 ;)
formul(! connue et due à Leihnilz; mais il n'est permis de faire ^ = 0 ({u'aulant qu'on est assuré d'avance de la forme de la série.
LEÇON HUITIÈME
ni' DKVF.LOPPEMEYr DES FONCTIONS LOP.SOr ON DONNE A I.A VAniAr.l.E UNE VALElIl DÉTERMINÉE. CAS DANS I,ESOlT,LS LA UÉCLE f.ÉNÉRALE EST EN DEFALT. ANALYSE DE CES CAS. DES VALEURS DES FRACTIONS DONT LE NUMERATEUR ET LE DÉNO- MINATEUR s'évanouissent a LA FOIS.
La théorie dos fonctions dérivées est fondée sur le développement des fonctions lorsqu'on attribue à une variable un accroissement indélerminé. Nous avons montré dans la Leçon II que ce développement ne peut contenir que des puissances entières et positives de la quantité dont la variable est augmentée, tant que cette variable demeure indéterminée, et nous avons ensuite déduit de cette forme les lois de la dérivation des fonctions. Il est donc nécessaire, avant d'aller plus loin, d'examiner les cas où elle pourrait se troLiver en défaut, et les consé- (juences qui en résulteraient relativement aux fonctions dérivées.
Nous avons vu, dans la même Leçon, que la série du développement de/fr-ht) ne peut contenir de puissances négatives de î, à moins (jue l'on aity'(^) = à l'infini, parce que, en supposant i — o, les termes qui contiendraient de pareilles puissances deviendraient infinis. On peut prouver de la même manière que la série ne pourra contenir aucun terme multiplié par log/ou par une puissance positive quelconque de log/, si la même condition n'a lieu, ces sortes de termes devenant également infinis lorsque i = o. Or cette condition exige que la variable ,xail une valeui- déterminée, qu'on trouvera par la résolution di; l'équation
/(x) — -, ou
Soil donc a iiiic racine de riMinalion -irr^-, = o, de iiianii'rc que l'on ait
F(.r) élanl une loiiclion de r (jni ne devienne ni nulle ni intinie, loi'squc .!• = «, cl m élanl un n()nd)re posiliC (|U(dcoiH|ne. l'iii niellani .r -4- i\\ la place de x, cl faisant >»• r/, ou aui*a
où l'on voit (jue la série du dé\ (d()[)|)enienl ^X^' f[.r -\- i) aui'a dans ce cas des termes de la l'orme -^i -^ — -^ •••-
f m i tti I
Considérons mainleiianl les cas (ui c<' développeiiienl |K)urrait coulenir des puissances positives, ujais rractionuaires de /. La démonstralioii, (|ue nous avons donnée pour prouver l'absence de ces sortes de teruH's, est l'ondée sur ce (|ue ces termes augmenteraient le nombre des radicaux dans le développement deyf.r -f- i), tandis qu'il est évident que cette fonction ne peut contenir que les mêmes radicaux que la fonction/(.r), tant que x est supposé une (juantité (juelconque indéterminée. Mais cette démonstration cesse d'avoir lieu lorsqu'on donne ii r uiu' valeur déterminée telle qu'elle fasse disparaître un radical dans /(.r), car alors ce radical pourra être remplacé par un radical de / dans le développement de/(.r-i-«). En elTet, supposons (pu- la fonction /" x )
contienm' un i-adical (|ui s'évanouisse lors(jue ^ = «, t(d ([ue ; .r — «;", ni et II étant des nombres entiers; la fonction /^^ -h /) coulieudra le
radical coi'respomlant (.r — a-f-«)", leciuid, eu faisant x~ a, devient
/"; de soi'fe que le dév(doppement de cette fonction suivant les puis-
sauces de / pourra contenir le radical /" et toutes ses puissances eutii'res et positives.
Cette conclusion n'aurait pas lieu si la valeur particulii-re de t n'anéantissait pas le radical, mais le faisait seulement dispaiaitre en
rciKhiiit nulle une quantité par laquelle il serait multiplié. Car, quoique If radical puisse disparaître de cette manière de la fonction /(a.-), il pourrait ne pas disparaître dans les fonctions dérivées/'(a:'),/"(^-)' •••' (|ui entrent dans le développement de y\a:^^-t-/), et alors la démonstration conserverait toute sa force. Ainsi, si un radical de la fonction/(a;) se trouvait multiplié par {x - a)"\ m étant un nombre entier positif, ce radical y disparaîtrait lorsquea; = rt; mais, dans la fonction/(.r + /), il serait multiplié par [x — a + i)'", et, dans le cas de ^ = a, il léserait par i'". Donc, dans le développement de cette fonction, il ne pourrait |);(raitrc alors avant le terme qui contiendrait la puissance /'"; par conséquent il disparaîtrait des fonctions dérivées/'(j7),/"(^), ..., jusqu'à p"'-^^œ, mais reparaîtrait dans les fonctions dérivées des ordres suivants; de sorte que le développement de /(x+ «) contiendrait toujours dans ce cas le même radical. Il n'y a donc que le cas où le radical est détruit dans la fonction/(a?) par une valeur particulière de x, dans lequel le développement de/{x-hi) doive contenir des radicaux de /, et il reste maintenant à voir comment on ])ourra juger que cela doive avoir lieu.
Pour cela, j'observe que les ïonvi\ons/'(x-{- i). f"(.x-\-i), ... sont également les fonctions dérivées de/{x^i), soit qu'on les prenne relativement à X, soit qu'on les prenne relativement à i, ce qui est évident, puiscju'en augmentant soit^, soit « d'une même quantité quelconque, on a le même accroissement de la quantité oc -h i. D'où il suit que l'on aura également les valeurs def{x),/"{x), . . ., quel que soit x, en prenant les fonctions dérivées successives de /{x + i) relativement à i, et faisant ensuite î= o.
Or, si Ton suppose que le développement de/(x-hi) doive contenir, lorsque x = a, un terme affecté de i'", tel que Ai'", A étant une fonction de a, et m n'étant pas un nombre entier positif, en prenant les fonctions dérivées relativement à /, il faudra que les développements des
fonctions
contiennent les termes
Donc, l'iiisanl ( =- o, (iii cii coiicliiiii (jnc les loiiclioiis /' .i- , f i , f"{oc), . . ., l<)i'S(jue j:" — rt, coiiliciKlioiil i('S|K'c(iv('iiiriil les Icniics
Si m csl lin iiomltrc (jiiciconqiic iiriialir, il est (.hiir (juc ces Iciiiics sci'oiil intinis.
Si //i csl 1111 11 OUI lire posilil" non en lier, Soit // le nom lue en lier i m im''- «li;ilrni('nl pins ;4r;iii(l (|ni' ///, il est visiMc (|ii(' le Ininc
in{ni — i] . . .[m — /i ■+■ i) A o"'-"
sci'a infini ainsi (jno tous les snivanis, et (jih' tous les précédents seront unis. D'où il suit (|ne les fonctions dérivées de l'ordi'c n"""' cl ilcs ordres suivants deviendront infinies lorsque x:=a.
Dans ce cas donc, si n est l'indice de l'ordre de la première l'onction (jui devient infinie, le développement dey'(.2; + i) devra contenir un lernie de forme /'", m étant un nombre compris entre n — i et n.
Si /^ = o, c'est-;i-dire si la fonction /"(.%•) devient elle-même intiiiie, ce développement contiendra alors des puissances de i.
On doit appliquer aux logarithmes ce qu'on vient de démontrer sur les puissances fractionnaires de i; car on a vu, à la fin de la Leçon IV, que les logarithmes répondent aux puissances fractionnaires dont l'exposant est infiniment petit, c'est-à-dire aux racines infinitièmes, et que c'est par cette raison qu'il y a toujours une infinité de logarithmes répondant à un même nombre.
Aussi, par la même raison, lorsqu'on résout une fonction en série suivant les puissances d'une même quantité, il peut se tronver (pielquefois le logaritbme de cette quantité entre les puissances positives et les puissances négatives de la même quantité, lorscjue la l'onction elle-même contient des logarithmes.
Ainsi, si la fonction/(a;) contient des logarithmes, le développement de/(.T-+-/; pourra contenir, dans le cas particulier de .r =^ a, des termes de la forme ?'"'(log/)", et les fonctions dérivées /'(.r -+-/).
/"{x-\-i), ... contiendront alors des termes de la forme
/w-i ^ logij" el /'" ^ log/ 1" ' , de la forme
et ainsi de suite. Or, l()rs(nie i~o, log/ est infini, et toute quantité de la forme «"'(log/)" est nulle ou infinie suivant que m est un nombre positif ou négatif, quel que soit 71. Donc, puisque dans les termes des fonctions dérivées
les exposants des puissances de i qui multiplient les puissances de logf vont nécessairement en diminuant, il s'ensuit que, dès qu'une de ces fonctions deviendra infinie paria position de.r = rt, toutes les autres des ordres suivants deviendront infinies aussi.
On peut donc conclure en général que le développement
de la fonction /(a.-]-/:') ne peut devenir fautif pour une valeur déterminée de X, qu'autant qu'une des fondions /(a;), /'(jt), /"(a? j, ... deviendra infinie en donnant à x cette valeur, et que ce développement ne sera fautif qu'à commencer du terme qui deviendra infini.
Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les puissances ascendantes de i, il faudra faire d'abord dans la fonction /(<i- -f- /), X égal à la valeur donnée, et développer ensuite suivant les puissances croissantes de « par les règles connues, en ayant égard aux puissances fractionnaires ou négatives de / (jui se trouveraient dans la fonction même.
Pour confirmer par quelques exemples ce que nous venons de démontrer, supposons d'abord que l'on ait
f[a;)-=^ia x — x--\-a \a;- — a-, et qu'on demande le développement /(.r + /) lorsque x = a.
l]\\ |)i'('ii;iiil les loiiclioiis driivrcs siiiviiiil les l'èglcs i^ôiH'ralcs, on
cl ainsi «le suite.
\'M faisant x — a, on a
donc toutes les fonctions déiivces des ordres suivants seront aussi infinies, et le (lcv(doj)pement de /'(«-l-«) conlicndra nécessairenienl un terme de la forme ki"\ m étant entre o et i .
I']n effet, on aura, par la substitution de a -f- /dans rcxprcssion de /(.ry,
d'où l'on voit (}ue le développement suivant les puissances de / coulicndia des termes de la forme \i, i\ /, r \i, .... Soit, en second lieu,
J"[ .r 1 = y/!r -+- [œ — a)-l[x — a); on aui'a ces fonctions dérivées
f'[3c) =: zr -\- i[x — a) l[x — a] -\- X — a,
f"[x)— ^ -^il{x—a] + i,
Si Ton fait x^^a, la fonction déi'ivée /'"(a?j devient intinie, ainsi (jue toutes les suivantes.
Ainsi le développement de /(.r -h /) j)ar la formule générale dcvicn-
X. lO
«Ira fautif dans le cas de jc = a, et il contiendra nécessairement le lerine /-//.
xNous avons observé plus haut que, lorsqu'une valenr pniticuliëre de .1' fait disparaître dans/"(a7) un radical en ne détruisant pas ce radical lui-niènie, mais en rendant seulement nul son coefFicient, alors ce même radical reparaîtra nécessairement dans les fonctions dérivées f'[x),f"{x)y . . ., et la formule générale du développement (\ef[x-\-i) ne cessera pas d'être exacte dans ce cas.
Mais, lors(jne la fonction /'(.ce), au lien d'être donnée d'nne manière explicite, n'est déterminée qne par une équation où le radical ne se trouve pas, la détermination de ses fonctions dérivées dans le cas dont il s'agit pourra être sujette à des diflicnltés qu'il est bon de prévenir.
Soit v = /(x), et par consé({uent, en prenant les fonctions dérivées,
y' z^f'i X), y =f"{.r), Supposons que, pour une valeur donnée
de .r, il disparaisse dans /{x) un radical, lequel n(; disparaisse pas dans /"'(.r); il est clair que, pour cette valeur de x, la fonction /'(a?) aura un plus grand nombre de vaïenrs dilTérentes que la fonction y(j?), à raison du radical qui se trouve daiîs /''(^c), et qni a disparu de /[x); d'oîi il snit que la valeur de j' ne pourra pas être donnée par une simple fonction de x et y qui ne contiendrait pas explicitement ce radical. Cependant, si dans l'équation y =y'(.r) on fait disparaître ce même radical par l'élévation aux puissances, et que l'équation résultante soit représentée par
l'équation dérivée de celle-ci donnera
comme on l'a vu dans la Leçon Yï; donc cette expression sera en défant, dans le cas où l'on donnerait à .r la valeur en question, ce qni ne pent avoir lieu qn'aiitant (jue les (juantités F'(.f) etF'fj) seront, Tniu' et l'antre, nulles à la fois. Ainsi, dans le cas dont il s'agit, l'expression de y deviendra égale à zéro divisé par zéro; et récipi'oquement, lorsque
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cela ;iriiv('i';i, ce sera une iiiar(|ii(' (|iic la valeur e()ri-es|)(»iHlaiile de or aura delniil (Iaiisy"(j7) un railical, sans le «li-lrnire (laMsy'(.r).
Pour avoir dans ce cas la valeur de y', il ne snfUra d(tne |>as de s'arrèlei' ;i la preniii're é(|nali()n déi'ivée de K(ic,y) = <), la(|n(dle eianl
aura lien d'tdie-niènie, indé[»endaninienl de l;i valenr de y'; mais il l'aiidia passer an\ secondes Jonctions dérivées, cl Ton aura une é(|nalion de la l'ornie
\\ o, Il étant des lonctions de x et de y (pi'on trouvera par les régies i^énérales de la dérivation des fonctions.
(leKe é(|nation donnera, i^énéraleinent [)arianl, la valent' de >'"; mais, dans le cas proposé, la (|nantitéF'(j) devenant nulle, le terme (|ni contient )-' disparaîtra, et ré(|nation restante sera une é(|ualion An second degré t'i\ y par la(|n(dle on déterminera la valenr de v', cpii sera pai' conséquent double.
Soit, par exemple,
/( ^ ) = .r 4- ( ^ — a) s/œ — b, on aura
2 \/x — b Faisant x = «, on a
/[x]=a, et /'[x)^=i -h\^^a — b,
où l'on voit (|(ie le l'adical disparaît dans la valenr (\v / .v , mais n(Hi pas dans c(dle dc/\x), en sort<' que la première est simple et la seconde double.
Mainlenanl, si l'on faity(a;) = y, et qu'on élJ've l'éijuation an carre pour l'aire disparaître le radical, ou aura
[j — jc]-^=: [x — a)-[x — b).
Kn prenant les fonctions primes, on aura c(dle-ci
(l'on l'on tire
2 Lz' — a] {.T
Faisant .v — n, on a aussi y = a; ce qui donne
On passera tlonc aux fonctions secondes, et l'on aura cette équation du second ordre :
2(j — ^)j"+2(/— i)2=:4(jr — a) + 2(.r— h).
Ici la supposition de .r = a ely = a donne
(7'— 0-=«— ^, d'où l'on tire
comme plus haut.
Il peut arriver que la même valeur de x, qui détruit les termes tle la première équation dérivée, détruise aussi ceux de la seconde; il faudra alors passer à l'équation tierce, huiuelle, par la destruction des termes ({ui contiendront y et y'', deviendra une simple équation en v', mais du troisième degré, et ainsi de suite; cela dépend de la nature du radical qui aura été détruit dans y, et qui doit être remplacé par le degré de l'équation d'où dépend la valeur de y'.
Supposons en second lieu que la même valeur de x, qui fait dispal'aître un radical dans/(£c), le fiisse disparaître aussi dans/'^a;), sans le faire disparaître néanmoins dans/"(^); alors les valeurs correspondantes de /{x) et/'(/r) seront en même nombre, mais celles de /"{x) seront en nombre plus grand. Si donc on fait évanouir ce radical dans l'équation j=/(-x), la valeur de y" qu'on en déduira se trouvera
= -, et il faudra })asser aux é(]uations dérivées d'un ordre supérieur
pour avoir la valeur de y".
Soit, pour en donner un (exemple,
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on iuirii
-.. {JL- — a ]'-
y ~: I -+- 2{.r — a] \Jx — b -\- — T, '
F;iis;iMl x=^a, on a
y r= a, y' z= i et y" '= 2 y^« — 7j, .Mais, si l'on l'c'diiil l'('(|Malioii [)ro|)os('<' à rcUc l'orme ralionncllc
[y — x)^= [x — aY [x — b), on (Ml tirera ré(]nation dérivée
^'(J — •'^•)(/— 0 — 4(-3? — •a)''(u7— b] -^{x — ay,
dans laquelle, en faisant .r = a ety — a, tout se détruit.
On passera donc à ré(|natioii dérivée du second ordre, la(|n(dle sera
[y — a,-)y"-h{y' — iy'--=6{x — a)^{x—b]-^-S[x — a)\
Faisant .r = a et jK = a, on aura
[y' — i)2r=:o, et par c()iis(''(|ti('iil i - 1;
mais, pour avoir la valeui' de y", il iaiidra avoir recours à re(|nalion tierce, et même à l'équation quarte.
On aura ainsi
(/ — •^)y" + 3(7'— i)y" = iS{x — a)- -h i2{x — a) [x — b],
OÙ tout se détruit encore en taisant ,v = a, y = a, y = 1 . L'équation dérivée de l'ordre suivaut sera donc
Faisant ']c\ x =^ a, y =^ a, y' = 1, on aura
d'où l'on tire
comme oins liant.
Nous 11(3 pousserons pas plus loin cette analyse, (jui (railleurs n'a plus (le difficultés d'après les principes établis. Mais nous allons donner à cette occasion la théorie de la méthode pour trouver la valeur d'une fraction dans les cas où le numérateur et le dénominateur deviennent nuls à la fois.
Soit y— —une pareille fraction, /(.r) et F(^) étant des fonctions de^,
telles que la supposition de a.=a les rendent toutes deux nulles à la fois, et que l'on demande la valeur de cette fraction lorsque r = a. On fera
y = -^ — ^, el par conséquent rE(a) =:/[a-);
en supposant a-^=n, cette équation se vérifie d'elle-même et ne peut pas servir à déterminer la valeur de y. Mais, en prenant l'équation dérivée, on aura
la supposition de ûc = a détruit le terme y' ¥{.x), et le reste de l'équation donne
S'il arrivait que les fonctions primes/' (a?) et F'(^) devinssent aussi nulles par la même supposition, on trouverait alors par le même principe, en substituant dans l'équation ci-dessus /(a?), Y'{œ), au lieu de /{oc), F(.r), cette nouvelle expression dey,
F"(xl
On pourrait aussi déduire la même expression de réqualiou dérivée trouvée ci-dessus, en considérant que, comme elle se vérifie d'ellemême lorsque .'r = <'/, elle ne peut servir à la détermination dv y, ([ue par conséquent il sera nécessaire de [)asser à la seconde équation dérivée, laquelle sera
La suj)|)()sili(»n de .r = ./ l'ciidinil nulles 1rs loiiclions Yix) etF'(a;), les IcriiM's (|iii coiiliciiiiciil }'' et y" s'en iront (rcux-inèiiics, et les lerincs r<'slaMls (lonnrrnnl
■ ~ F"(^-)' (•(unmo plus lianl.
Si la inriMc supposition de r = a donnait cncorfi
/"{Jc] = n Cl V"[JC)=0,
on tronvci'ai I de la ummuc rnanii'i'c
et ainsi de suite.
D'on résulte eette irgie générale que, lorscpie le uumérateur et le dénominateur d'une l'onction de oo deviennent nuls à la fois poui- une valeur donnée de .r, il faut prendre à leur place les fonctions dérivées t\u nnniéialeur et du dén(Hninaleur, juscpi'à ce (|u'on airive à une fraclion (jui ait une valeur déterminée pour la même supposition de .r.
On sait (jue la formule '- — _ donne la somme de la progression géométrique
X + a-'- -\- .i-' + . . . 4- Ji".
Loi'Sijue .r = I, cette formule devient -; on i)rendra donc les fone-
lions dérivées du numérateur et du dénominateur, et on ani'a la non- V(dle fraction '■ — ^ dont la valeur, lorsfiue .r = i, est n.
Si Ton prend la fonction dérivée de la formule •> on a
; — ; -, et celle-ci exprime par consériuent la somme de
la séi'ie
(|ui est la fonelion dérivée de la séi'ie
[.ors(jiie .r — r , la formule |)réeédent<' devient -: on pi'cndra donc
les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur, et Ton aura hi nouvelle fraction
(|iii, ("Il faisant .r — i , devient de nouveau -• On prendra derechef les fouctions dérivées du numérateur et du dénominateur de cette dernière fraction, et l'on aura celle-ci
laciuelle, lorsque x = i , devient
somme de la série
On pourrait craindre qu'en prenant ainsi les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur, on n'eût toujours des fonctions qui devinssent égales à zéro divisé par zéro pour la même valeur de œ; mais il est aisé de se convaincre que cela ne saurait avoir lieu. Car, si x = a faisait évanouir les fonctions /(>), /'{o^), /"i-^), • • • ^^ l'iniini, puisqu'on a en général
/(^ + 0 =f[x) ■+- if'[a.-] + ^/"(.r) + . . .,
on aurait, lorsque x ^ a,
(juel que soit ï, ce qui est impossible, il en serait de môme de Y{x + /).
Il peut néanmoins arriver que ces fonctions deviennent à la fois infinies [)ar la même supposition de x = «, ce qui rendrait également
indéterminées les valeurs des fractions {^^-p^ 'r(^' '"' "^'^'^ ^'^ ^^'^ rentre alors dans le cas général que nous avons examiné plus haut, et
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il CM l'îiiidra ('oiicliirc (|ii(' le développemenl des lonclions /(a; -h i) e[ V{.T-hi) contiendra alors des puissaiifcs de / rraclioiinaircs ou ii(''i>aliv<'S.
On substituera donc a -+- i à la placer de .r, tant dans la fonction du Mimiérateur que dans celle du dénominateur, et l'on résoudra l'une et l'autre en série suivant les puissances ascendantes de i; on fera ensuite / = o, après avoir divisé le haut et le bas de la fraction par la pins basse puissance de i; ou, ce qui revient au même, on n'aura d'abord égard qu'au premier ternie de chacune des deux séries.
Soit, par exemple, la fraction
dont on demande la valeur, lorsque x = a. On voit d'abord que cette supposition rend le numérateur et le dénominateur nuls. Leurs fonctions dérivées sont
et
2 sjœ i\ja — X \]œ- — a-
(jui deviennent l'une et l'autre infinies par la même supposition. On fera donc x = a + i, et la fonction du numérateur deviendra
\Ja + l — sja-^ \/i^= \li +
2 \/a la fonction du dénominateur deviendra
\Ji['2.a -\- i] ^=1 y/a ai -\ ^
v\\ ordonnant les termes suivant les puissances croissantes de i. En ne |)r('nant (|ue les deux premiers, on aura la fraction
\^2ai ^'oia
pour la valeur cherchée.
Vax général, une fonction de x ne peut devenir nulle lorsque x =^ a.
à moins ({u'clle ne contienne un facteur (a:; — a)"\ m étant un noml)i'e positif quelconque. Donc, si deux fonctions de x deviennent nulles par la même supposition, il faudra qu'elles contiennent chacune un pareil facteur; et, pour trouver alors la valeur de la fraction formée de ces deux fonctions, il ne s'agira que de la réduire à sa plus simple expression, en la dégageant du facteur commun au numérateur et au dénominateur.
Si donc ^n lait x = a -^- i, ce qui donne x — a = i, le facteur commun sera une puissance de i (jui s'évanouira par la division, et alors il
n'v anra plus qu'à faire i = o pour avoir x = a.
fix] Ainsi, avant la fiaction t^W' la substitution de a + i au lien de x
donnera d'abord en général
f[n)-rif'[a)+'^f"[a+...
Y[a] + i F(a)H- ^F'(fl) + ...
Si f\a) = o et F(a) = o, le haut et le bas de la fraction seront divisibles par /, et elle deviendra
Faisant ensuite i = o pour avoir .r = a, on aura • ^ pour la valeur de la fraction proposée, lorsque x = a.
Si f'[a) = o et Y'{a) = o, la fraction se réduira encore, et deviendra, par une nouvelle division par /,
--F"(a)-^-^TF^a)
f"\a] laquelle, en faisant i — o, se réduit à '',': ' .; et ainsi de suite.
r [Cl j
On voit par là la raison de la règle donnée plus haut, et l'on voit en
mrnic (cinps (jue cette règle n'est Ijoiiiic (|ii(' poiii- les IVaclions doiil le numérateur <'l le dénominateur conticiiiicnl ii l:i lois un l'jiitcur de la lormr (.r — a)'", m élant un iioiiihre eiilicr jK>sitir. Aussi pciil-oii toujours résoudre ces cas en Taisant disparaître ce facteur par les li-i^lcs connues, pour réduire la fraction à sa plus simple expression.
Dans les autres cas où m serait un nombre fraction nain; ou néi;atil', la règle sera en défaut, et il faudra alors réduire les deux fonctions J{ii -h i) et V{a -+- i) dans les séries ascendantes
a /"' + (3 /'«-^" + . . . 01 A /'" + lî /'"+/' -+-...,
de soi'te ([lie l'on aura
fin -t- /) _ a -H- [3/" H-. . .
V{a-h i) ^ A H- li /y -i- . . . '
et, faisant / = o, on a
Si les premiers termes des deux séries contenaient des puissances différentes de /', par exemple, si, la série du numérateur étant la même que ci-dessus, celle du dénominateur était
A iP -f- B iP^'/ + . . . ,
/// et /) étant des nombres quelconques, mais //, */, ... étant positifs pour ([lie les deux séries soient toujours ascendantes, alors, faisant i 1= o, après avoir divisé le baut et le bas de la fraction par la plus petite des deux ])uissances i'" et i^, on aura ^^7— f = o ou = ce siiivatil
(jue //^ > ou <C/^ ^11 regardant les nombres négatifs comme moindres <jue les positifs. Mais, par ce que nous avons démontré |tliis liaiil. on est assuré que ces cas n'auront lieu (jue lorsque les valeurs dv^ fonctions dérivées de /[x] et de F(j") deviendront infinies en nH*'me temps, par la supposition de .r = a.
L'analyse que nous venons de donner est nécessaire pour ne rien laisser à désirer snr la nature des fonctions dérivées; mais, comme
j^i. LEÇONS SUR LE CALCUL
elle ne regarde que la valeur de ces fonctions dans des cas particuliers, elle n'influe point sur la théorie générale des fonctions, en tant (ju'on n'y considère que la forme et la dérivation des fonctions, laquelle est par conséquent indépendante des exceptions que nous avons trou-
vées.
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Iffm NEUVIÈME.
i)k la mamkrk 1) avoip. lks limites du dlveloppkment d une fonction, lorsou on n'a égard qu'a un nombre Déterminé de termes, cas dans lesquels les principes du calcul différentiel sont en défaut. théorème fondamental.
LIMITES DE PLUSIEURS SÉRIES. MANIÈRE RIGOUREUSE d'iNTRODUIRë LES FONCTIONS DÉRIVÉES DANS LA TIIÉOIUE DES COURBES ET DANS CELLE DES MOUVEMENTS VARIÉS.
Toute fonction /(.r + /) se développe, ainsi (ju'on l'a vu, dans la série
laquelle va naturellement à l'infini, à moins que les fonctions dérivées de/{.r) ne deviennent nulles, ce qui a lieu lorsque /(^) est une fonction rationnelle et entière de x.
Tant que ce développement ne sert qu'à la génération des fonctions dérivées, il est indifférent que la série aille à l'infini ou non; il l'est aussi lorsqu'on ne considère le développement que comme une simple transformation analytique de la fonction; mais, si on veut l'employer pour avoir la valeur de la fonction dans les cas particuliers, comme offrant une expression d'une forme plus simple à raison de la quantité i qui se trouve dégagée de dessous la fonction, aloi's, ne |)()nvanl tenir compte que d'un certain nombre plus ou moins grand de termes, il est important d'avoir un moyen d'évaluer le reste de la série (\i\\)\] néglige, ou du moins de trouver des limites de l'erreur qu'on commet en négligeant ce reste.
La détermination de ces limites est surtout (l'une gi-aiide im|)()rlanr('
dans l'application de la Théorie des fonctions à l'Analyse des courbes et à la Mécanique, pour pouvoir donner à cette application la rigueur dé l'ancienne Géométrie, comme on le voit dans la seconde Partie de la Théorie des fonctions analytiques.
Dans la solution que j'ai donnée de ce problème dans l'Ouvrage cité, j'ai commencé par chercher l'expression exacte du reste de la série, ensuite j'ai déterminé les limites de cette- expression. Mais on peut trouver immédiatement ces limites d'une manière plus élémenlaire, et également rigoureuse.
Nous allons, pour cela, établir ce principe général, qui peut être utile dans plusieurs occasions :
Une fonction qui est nulle lorsque la variable est nulle aura nécessairement, pendant que la vanahle croîtra positivement, des râleurs finies et de même signe que ce/les de sa fonction dérivée, ou de sii>ne opposé si la variable croît négativement, tant que les valeurs de la fonction dénvée conseiveront le mt'me signe et ne deviendront pas infnies.
Ce principe est très important dans la théorie des fonctions, parce qu'il établit une relation générale entre l'état des fonctions primitives et celui des fonctions dérivées, et qu'il sert à déterminer les limites des fondions dont on ne connaît que les dérivées.
Nous allons le démontrer d'une manière rigoureuse.
Considérons la fonction /(.ip + i), dont le développement général est
f[x)-^if[x)-^-'^f"{cc) + ....
Nous avons vu, dans la Leçon précédente, que la forme du développement peut être différente pour des valeurs particulières de .r; mais que, tant (jue /'(.r) ne sera pas infinie, les deux premiers termes de ce développement seront exacts, et que les autres contiendront par conséquent des puissances de i plus hautes que la première, de manière qu'on aura
V étant une ronclioii du .r et i, telle qu'elle (Icvicîiiiie niiljr loi-sijur
Donc, i)iiis(|ue V (levicnl uni l()rs(iiic /dcviciil nul, il cstclair qur, en luisant croifre / par dei^rés insensibles depuis zéro, la valeur de V eroitra aussi insensiblement depuis zéro, soit eu |>lus ou eu moins, jus(ju';i un eerlain point, après quoi elle pourra diminuer; que par eonsé(juenl on pourra toujours donner à i une valeur telle que la valeur eorrespondante de V, abstraction faite du signe, soit moindre (ju'uue (juantité donnée, et que pour les valeurs moindres de / la valeur de V soi} aussi moindi'e.
Soit 1) une quantité donnée qu'on pourra prendre aussi petite (|u'on voudra; ou pourra doue Ion jours donner à / une valeur assez petite pour (jue la valeur de V soit renfermée entre les limites D et — 1); <lone, puis(ju'on a
fix + i)~f{x]=i[f'[a:) + Y],
il s'ensuit que la quantité /(.r + /) -/(.r) sera renfermée entre ces deux-ci
/[/'(xjitl)].
Comme cette conclusion a lieu quelle (jue soit la valeur de .r, pourvu que/'(^) ne soit pas infinie, elle subsistera aussi en mettant successivement
il la place de x; de sorte qu'on pourra toujours prendre / positil el assez petit pour cpie les valeurs des quantités
f{x-h'>.i)-f[x-i-i), /{x-h'U'j-flx-hii),
f[x + ni] — /[j: + in — \]i]
soit'iil renfciniéc's respectivement entre les limites
i[f'[sf + [n-i)i]±l)],
en prenant pour D la même quantité clans chacune de ces limites, ce qui esl permis, pourvu qu'aucune des quantités
f'[x), f'[x + /), /> + ii\ ..., f'[x + [n - i)r]
ne soit infinie.
Donc, si toutes ces dernières quantités sont de même signe, c'està-dire, toutes positives ou toutes négatives, il est facile d'en conclure que la somme des quantités précédentes, laquelle se réduit à
f{x-hni]—f[x),
aura pour limite la somme des limites, c'est-à-dire les (juantités
if'[r] — if'{x -^~ i] + i f'[x + -2/) H- . . . -f- //"[.r + [n — \]i\z^ni\).
Si donc on prend la quantité arbitraire D moindre que la somme
divisée par n, abstraction faite du signe de cette somme, la quantité f[x^ni)—f(x) sera nécessairement renfermée entre zéro et la somme
ii\^f'[x] -+-f'{x + /) ^f'[x H- ii) + . . .+/'[^ + (« — i)']]-
Donc, si P est la plus grande valeur positive ou négative des ({nanti tés
la quantité /(r -h m)—f[x) sera, à plus forte raison, renfermée enti'C zéro et 2 m P.
Or, comme, en preii;iiil /:iiissi petit (|ir()ii voiidi;!, on peut en nirnic temps pi'ciidre n aussi i-niiid (pi'oii voiidi;!, on poiin-i supposer /// égale i» une (juantité quelconque z, positive ou négative, puis(pi(' l;i ([iianlité / peut être prise positivement ou négativement.
La (piantité /(a:- 4- /?/) — /(.r) deviendra ainsi /(.r -i- :;) —/(.r), et pourra représenter une fonction quelconque de :;, qui s'évanouit lorsque s = o, la (piantité x pouvant maintenant être regardée comme une constante arbitraire. De niéine, la quantité f'[x-^ni) deviendra f'[x -\- z), et représentera la fonction dérivée de la même Ibnelion de z, puisque /''(.r -h z) est également la foiwtion dérivée dey'"(^' -l- s), soit par rapport à .r, soit par rapport à z.
On peut donc conclure en général que, ^\ f'{x -h z) a constamment des valeurs finies et de même signe, depuis z = o, et (jue P soit la plus grande de ces valeurs, abstraction faite du signe, la fonction primitive dont il s'agit sera renfermée entre o et 2zV\ par conséquent elle aura toujours aussi des valeurs finies, et de même signe <|ue la fonction dérivée si z est positive, ou de signe différent si z est négative.
Dans le Calcul différentiel, la conclusion précédente est une suite immédiate et nécessaire de la manière dont ce Calcul est envisagé, et elle se présente même sans aucune limitation relativement aux valeurs infinies; mais nous allons voir qu'elle est souvent en défaut à cet égard, ce qui servira à montrer la nécessité d'une analyse plus rigoureuse que celle qui sert de base au Calcul différentiel.
Eu effet, si y est une fonction de z, sa fonction dérivée, suivant la
dy notation de ce Calcul, sera représentée par ,^;? et y, intégrale de dy,
est regardée, par les principes mômes du Calcul, (;omme la somme de
tous les éléments inlininienl petits dy, ou -jzdz; par conséqu<'nl, si
Y = o lors(pie z = o, y sera la somme de tous les éléments jz^^~- <1H' répondent à tous les éléments de r. D'où l'on est en droit de conclui'e (pie, si -~ a toujours des valeurs positives, depuis z ^= o jus(ju'ii une
valeur quelconque positive de z, tous les éléments ^^Z- étant positifs,
la valeur de y répondant à cette valeur de z sera nécessairement positive.
(Cependant, si l'on a, par exemple,
(i étant une constante quelconque positive, on aura r=o lorsque
z = o, et la valeur de y- sera, par les règles connues de la dilïeren-
tiation, - — _ ^^.,- Cette valeur est constamment positive, quelle que
soit la valeur de :;; il faudrait donc que la valeur de j fût toujours positive, ce qui n'est pas; car, en prenant ^ plus grand que a, y devient négative. Ainsi les principes du Calcul différentiel sont en défaut dans ce cas.
Suivant le principe ([ue nous venons d'établir, la valeur de y ne
sera nécessairement positive qu'autant que la fonction dérivée —^ ne
sera pas infinie dans l'étendue de la valeur de z. Or, -^ étant égale à
-•, elle devient infinie lorsque s = «. Donc les valeurs de y se-
ront nécessairement positives depuis g = o jusqu'à c = «; mais elles pourront ne pas l'être lorsrjue s>>rt, quoique les fonctions dérivées
r- soient toujours positives.
Voici maintenant comment le principe dont il s'agit s'applique à la détermination des limites du développement de/(.r + «).
Soient d'abord p et <y les valeurs de r + / qui rendent la fonction dérivée /'(.r H- ?') la plus petite et la plus grande, en regardant x comme donné, et fVnsant varier « depuis zéro jusqu'à une valeur quelconque donnée de /. Donc /'(/?) sera la plus petite valeur de /'(.r + /)» et /'{q) en sera la plus grande; par conséquent, /'(a- + i) —/'(/>>) et /'{(/) —/'{'^' + 0 seront toujours des quantités positives.
Regardant ces deux quantités comme des fonctions dérivées, rela-
tivcs il la varial)I(' /, leurs loiiclioiis priniilivcs, prises de inaiiii'rc qu'elles soient milles loiscjue /= o, seront, à cause de r, /; (;t q supposées constantes,
f[x + i)-f{x)-if'{i>] 61 if'[q]-f[a: + i)^f[x).
Ainsi, pourvu que /'(a- -h /) ne soit jamais infinie depuis f = o jus- (ju'à la valeur donnée de i, ce qui aura lieu si f'{p) ft /'(y) ne son! point des quantités infinies, on aura par le principe précédent, si / est j)ositif',
f[x + i)-f[x)-if'[p)>o et f[x)-f{x + i) + if'[q]>o,
d'où l'on tire
f[or + i]>f[x)-^if'[p] et f[:>c + i)<:f[x) + if'[q].
Supposons ensuite que/> et 7 soient les valeurs de .r H- / ([ui icndent la fonction dérivée du second ordre/"(^ -h /) la plus petiti; et la plus grande, en faisant varier / depuis zéro jusqu'à une valeur donnée; on aura /"(/?) Gt/"{q) pour la plus petite et la plus grande valeur de /"{x -+- i); par conséquent, /"(x + /) —f'\p) et f"[q) —f"[oc -v- i) seront toujours des quantités positives.
Regardant ces quantités comme des fonctions dérivées relatives i» la variable /, leurs fonctions primitives, prises de manière qu'elles soient nulles, lorsque / = o, seront
Donc, pourvu que /"(.z- H- i) ne soit jamais infinie dans tonte l'étendue de /, ce qui revient à ce (|ue /"(/>) et /"(y) ne soient point infinies, ces deux (juantités seront, par le même principe, toujours positives et finies, / étant supposé positif; et en les regardant comme des fonctions dérivées relatives à /, leurs fonctions primitives, prises de manière (ju'elles soient nulles lorsque /= o, seront, à cause de .i\
j) et q supposées constantes,
f[x + i)-f[x]-if'[x]-'^f"[p).
'if"{fj] -f[^ + 0 +/(^) + '■/'(•^)
Ces nouvelles quantités seront donc aussi, par le même principe, toujours positives; on aura ainsi
f{x + /) -f{x] - if'[x) - '^f"[p) > o,
d'où l'on tire
.f[x + i]->f[x\ + if'[x]+'\f"[p],
f[x + /) <f[x) + if'[x) -4- '-f"{q).
Si l'on suppose, en troisième lieu, que p et q soient les valeurs de X -h i qui rendent la fonction tierce f"\oc + /') la plus petite et la plus grande, i=o jusqu'à une valeur donnée de /', on aura les deux quantités depuis /'"(^ + i) —/'"{p) et/"'(^) — /'"(.r + i), qui seront nécessairement positives dans toute l'étendue de /. Donc, en les regardant comme des fonctions dérivées relatives à la variable /, leurs fonctions primitives, prises de manière qu'elles soient nulles lorsque / = o, seront
f"{x+i)~f"[x]-if"'{p],
et ces quantités seront, par le même principe, toujours positives et finies, pourvu que/"'(.r -f- i) ne soit jamais infinie dans toute l'étendue de i, c'est-à-dire, poui'vu que /'"(/?) et /'"(y) ne soient point infinies.
Donc, en regardant de nouveau ces dernières quantités comme des fonctions dérivées relatives à /, leurs fonctions primitives, prises de
iiianiiM'c (|ii'p1Ics soient nulles lorsque / = o, seront
f^.r + i)-f'[x)-if"{x]-'^f"'[p],
lesquelles seront par consécjiient aussi toujours [)osi(ives et fini<'s, en vei'lu (In niênie principe.
Enfin, regardant encore ces nouvelles quantités comme des fonctions dérivées relatives à /, leurs fonctions primitives, prises de manière qu'elles soient nulles lorsque z"= o, seront
fix + i) -f[x) - if'[x) - 'lf"[x) - ^f"\p],
Ces quantités seront donc encore positives par le même piincipe; ainsi on aura
f[x + i]-f[x)-if'[x]-'lf"[x)--^f"'[p)>o, f{x] -f[x + /; -t- if'[x) + '^f"[x) + ^/"'(^)> o; d'oii l'on (ire
f[x + i] <f[x) + if'[x) + '^j"[x) ^ -^/'" q ,
et ainsi de suite.
Nous avons supposé dans ces développennmts / positif; si / élail négatif, ou l)ien si l'on changeait / en — /, alors on trouverait pour premières limites de /'(.r — i)
f[^-i)<f[^-]-if'{p],.
f[x-i]->f[x)-if'[q):
On trouverait ensuite pour secondes limites
f[x-i)<f[x)-if'[x)+'^f"[p),
f[x-i)>f[x)-if'[x)-^'^f"[q),
et ainsi des autres.
Donc, en général, la quantité /"(^ + /), soit que i soit positif ou négatif, sera toujours renfermée entre ces deux-ci :
en prenant pour/? et q les valeurs de x-\-i, qui répondent à la plus petite et à la plus grande des valeurs de f^{oc + i), dans toute l'étendue de i, depuis i= o, pourvu que les deux quantités /f*(/j) etf^{q) ne soient pas infinies.
Au reste, il est facile de voir, par l'analyse précédente, qu'on n'est pas astreint à prendre pour/'^(/>) et f^{q) la plus petite et la plus grande valeur de/'^(^ -i- i), mais qu'on peut prendre à leur place des valeurs quelconques plus petites que la plus petite, et plus grandes que la plus grande; ce qui peut servir, dans nombre de cas, à faciliter beaucoup la détermination des limites.
J'observerai ici, quoique cela ne soit presque pas nécessaire, que j'entends toujours par quantités plus grandes ou plus petites absolument celles qui sont plus avancées vers l'infini positif ou vers l'infini négatif; ainsi, si a >- b, on aura — « < — b, etc.
L'analyse précédente redonne, comme l'on voit, successivement les termes du développement de/(.r-f-i); mais elle a l'avantage de ne développer cette fonction (ju'autant que l'on veut, et d'offrir des limites du reste.
En effet, si dans le développement de/(.r -f- /) on veut s'arrêter au terme [7.''"^, pour avoir les limites du reste du développement, il n'y a
(lu'à considri'ci- le Icrinc suivant, <|ui serait de la lornie
fH^),
et y incltt'C ;i la place de /'^(.r) la plus i^rande et la plus petite valeur de /'^(.r + /), en faisant vai'ier / depuis zéro, ou hicu des (|uanlités quelconques plus grandes ou plus petites que la plus ,:^r'aude et la plus petite valeui' de, /^{x -\- i). Si ces deux valeurs, ou l'iiue d'culre elles, étaient inlinies, il n'y aurait point alors de limites; c'est aussi le cas où le développement deviendrait fautif, [)aree (|ue la valeur de /^{x -\- i) serait infinie dans quelque point.
En général, on peut avoir de la même manière les limites des valeurs de toute fonction dont on ne connaîtra que la fonction dérivée d'un ordre (}uelc()n(|ue. On examinera la marche de la louction dérivée depuis l'origine de la variable, et, si elle ne devient jamais infinie, on y appliquera immédiatement les formules précédentes, où i est la variable, et .r peut être une constante quelconque. Si, an contraiie, la fonction dérivée devient infinie pour certaines valeurs de la variable, on partagera cette variable en autant de parties séparées par les termes auxquels répondent les valeurs infinies de la fonction, et l'on appliquera séparément les mêmes formules à chacune de ces parties.
Supposons, pour donner quelques exemples,
on aura et de là
et eu général
ou
f'[x) = rn.r'"-', f"[x) = m[m — i)x"'^-, f"'[ x) = in[m — \][ni — i) x>'' ^ , • • • ' >
M =-. m[ni — }]{ni — 2] . . .{m — y -h i),
comme on l'a vu dans la Leçon IL On aura donc
où l'on voit que cette fonction ne peut jamais devenir infinie tant que .1- ^ i n'est pas =o et que u. n'est pas > w. On voit aussi que la plus petite et la plus grande valeur de M(.r + if'-^ répondent, l'une à / = o, et l'autre à /; de sorte que les valeurs p et q seront x ^{ œ + i, ou -r -+- i et .r.
Donc, en général, le développement de {x -h i)'" sera compris entre ces deux limites
m{m — 1) ., , Miv- . ., „
X'" -+- niix'"-' -t -i-x"'-- H-. . .H [X + i)'" -V-.
Par le moven de ces limites, on est à couvert des difficultés qui peuvent résulter de la non-convergence de la série; car, comme un terme
quelconque /«"'"'' est au suivant dans le rapport de i a
j)Our que la série soit convergente, il faut que la quantité abstraction faite du signe qu'elle doit avoir, soit moindre que l'unité Si - < I, il est clair que la série finira toujours par être convergente
puisque la dernière valeur de est — 1. Mais elle sera tou-
joui's divergente h son extrémité, si - > i , quoiqu'elle puisse être convergente dans ses premiers termes. Ainsi elle ne pourra alors être employée avec sûreté, quelque loin qu'elle soit portée, qu'en ayant égard aux limites que vous venons de donner. Supposons, en second lieu,
on aura
cl (le là
f'{x) = n-^la, f"[x) = a->^[laY-, f"'[x)^a-^{la]\ ....
Donc, en général,
fv-[x -\-i)=za'^^i[la)v-,
où l'on voit (|ii(' la plus petite et la plus -laiide valeur répondent aussi •A i = o et à /. Ainsi on aura, en faisant x = o,
lay,
pour les liniilcs de la valeur de c/', oii l'ou pourra prendre! dans le dernier terme, au lieu de a', une quantité quelconque plus grande. Soit, en troisième lieu,
on aura donc.
fv-[x + i) = ±
le signe supérieur étant pour le cas de [j. impair, et l'inférieur pour le cas de [j. pair,
11 est clair que, |)oiu'vu (|ue x + i ne soit pas égal à zéro, la (|uantité /■i^(.r + «■) ne sera jamais infinie, et que sa plus grande valeur el sa plus petite, relativement ii i, répondront à i= o et à /.
On aura donc, par la formule générale, ces deux limites, pour la valeur de l[x -f- i).
Ix -i
Ix -\
■Jtx- àx'^
où l'on pourra mettre à la place de / une valeur quelconque plus grande dans le dénominateur {ao-hi)^.
Soit, en quatrième lieu,
/(.r + /) = sin(^- + /) ;
on aura
f{x) = s'mx, f'[x):=cosx, f"[x)^=— smx, ...;
donc, en général,
f\^[x-hi) — ±:sin(x + ri ou := ±cos(^ -t- /),
suivant que a sera de l'une de ces formes, 4'^ l\7i -{- 2, f^n-hi, \/t -\- 3, n étant un nombre entier quelconque; ce qu'on peut renfermer dans cette expression générale
f^{x -h i) = s\n{x + /+ aD),
D étant l'angle droit.
Or, quelles que soient les valeurs de x et /, il est visible que la plus grande et la plus petite valeur de/^{x h- i) seront i et — 1; ainsi on aura, pour le développement de sin(.r-h/), ces limites
sm^ + / cosx sinx :; cos.r +
Si l'on fait ce = o, on aura
et, si l'on fait x = D, on aura
pour les limites de sin^ et cos/, où il faudra prendre pour u. le nombre immédiatement plus grand d'une unité que l'exposant de /, dans \v tei'ine au(|uel on voudra s'arrêter.
Nous avons donné, à la lin de la Leçon Vil, la série du dév<doj)peiiicnl (\r/{y H- /), en supposant y = tmïv^x et f{y) = x, <'l nous avons h'oiivé en i^énéral
fv-[y') =i±i.'^. . .[ix — i) cosl^:r X sln ou cosju^.
Donc, on aura aussi
y!J.(jj-+ /j — ±2.3. . .(a — i) cosH-2 X siii ou cosy.2,
en Taisant y -h / — tani^c, c'est-à-dire
lang2 = langj: + /.
Or, quels (jue soient y et /, il est visible (jue la plus petite cl la plus grande valeur de cosf^c x sin ou cosas seront — i et i ; d'où l'on peut d'abord conclure que la série est vraie pour des valeurs quelconques de X et /, et que, si l'on veut arrêter la série au ternie ;V""^ le reste de la série sera nécessairement renfermé entre les limites dz — •
Ainsi, en faisant x = o, on aura ces limites
arc tang; = / ~ — + — —.. .±: ,
où [j. est l'exposant du terme auquel on veut s'arrêter.
Nous finirons par remarquer que les mêmes formules peuvent servir à développer une fonction quelconque, suivant les puissances de sa variable; car en faisant x = o, f[x -\-i) devient simplement /^T et peut représenter une fonction quelconque d'une variable i.
Or il est visible que les valeurs ài\f{x), f'[x), f"[x), lors({ue
,r = (), doivent coïncider avec celles def{i),/'{i),/"{i), . . ., lorsque / = o.
Donc, si l'on dénote simplement par /; /', /", ... les valeurs de /(0'./V)»/"(0' •••' Jo>'''^que /==o, on aura en général
et si l'on veut s'arrêter au terme j/.'*'""', alors, comme le terme suivant serait
il n'y aura qu'à substituer à la place de /^^ la plus fijrande et la plus petite valeur de/î*(f), ou des valeurs plus grandes ou plus petites que celles-ci, et l'on aura les limites du reste du développement.
Ainsi le développement sera exact tant que ces limites auront des valeurs finies. Si l'une d'elles devenait infinie, le reste de la série pourrait aussi devenir infini, et le développement deviendrait fautif. Il faudra donc alors, ou s'arrêter à un terme précédent, ou n'attribuer à î que des valeurs telles, que /!^(i) ne devienne pas infinie depuis /= o jusqu'à cette valeur.
Puisque ces limites répondent à la plus grande et à la plus petite valeur de /!"(«), en prenant i depuis zéro jusqu'à la valeur donnée, il est clair que la valeur exacte du reste du développement de la fonction /(/) répondra à une valeur intermédiaire de f^{i), qui pourra être représentée \^'à\' f^{j), en prenant poury une quantité entre zéro et /. Il suit de là qu'on pourra toujours représenter d'une manière finie le développement d'une fonction quelconque f[i), en y introduisant une quantité inconnue y moindre que /. Ainsi on a ce tbéorëme analytique, remarquable par sa simplicité,
/(0=/+//' + -/"+-^/"' + ...+ — — ^— -/^-'-i- f' fv-j],
oïl/, f\ f", . . . sont les valeurs de/(ï), f\i), f"{i), • • -, en y faisant / == o, l'exposant [j. étant quelconque.
On a par là une démonstration rigoureuse de cette proposition qu'on s'était contenté de supposer jusqu'ici : savoir que, dans le développement d'une fonction, on peut donner à la variable, suivant laquelle est ordonné le développement, une valeur assez petite pour qu'un terme quelconque de la série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent; car il est clair qu'il suffit pour cela de faire voir qu'on peut
toujours prendre ^ assez |»('lil pour (jnc l'on :iil
condilioii (jiii se réduit ;i celle-ci
il laquelle il est visible (ju'ou peut toujours satisfaire eu diiiiiniuinl l:i valeur de /, pourvu qu'on n'ait pas /i^"' = o.
On peut démontrer de la même manière cette autre proposition, que, si l'on a deux fonctions difïerentes /(?) et ¥{i), qui soient telles que les [j. premiers teriju^s du développement de /{i) soient respectivement égaux aux y. premiers termes du développement de F(«), on peut, en diminuant la quantité /, rapprocher assez près les valeurs de ces deux fonctions, pour que la valeur d'aucune autre fonction, comme o(/), ne puisse jamais tomber entre ces valeurs, si les [x premiers termes du développement ^(f) ne coïncident pas aussi avec ceux du développement de/(i) et de P{i); car la différence F(/)— /(/) se réduira, pail'hypothèse, à
OÙ la quantité y pourra être différente dans les deux fonctions, mais toujours /</; au lieu que la différence '^[i)—f{i) sera de la foi'me
;cpx-/).) + ...+--!^r9^(;)-/^(y)],
\ étant <y.; d'où l'on voit qu'en diminuant la valeur de /, le rapport de cette différence à la première deviendra toujours plus grand, ii moins que l'on n'ait aussi cp' =/', etc.
C'est sur ces principes qu'est fondée l'application rigoureuse de la théorie des fonctions dérivées aux parties de la Géométrie et de la Mécanique, pour lesquelles on emploie le Calcul différentiel. Soit /'(.r) l'ordonnée d'une courbe dont x est l'abscisse; prenons vww. nouvelle
abscisse i, qui commence où finit l'abscisse a-, que nous regarderons ma in tenant comme constante; l'ordonnée correspondante sera
Arrêtons-nous aux premiers termes, et supposons l'équation
z=f[a:)-^if'[x-],
ciitro l'abscisse i et l'ordonnée z; cette équation sera une ligne droite (|iii passe par le point de la courbe qui répond à l'abscisse œ, et qui est inclinée à l'axe d'un angle dont/'(.x) est la tangente.
Comme les deux termes de l'ordonnée de cette droite coïncident avec les deux premiers termes de celle de la courbe, il sera impossible qu'aucune autre droite passant par le même point de la courbe puisse passer aussi entre elle et la droite dont il s'agit; celle-ci sera donc la tangente de la courbe au même point, de manière qu'en appelant t la
sous-tangente, on aura en général y =/'[x), et de là t = jtt-^ ~P'
Prenons maintenant les trois premiers termes du même développement, et considérons la courbe dont l'équation entre l'ordonnée z et
l'abscisse i serait
z=f[x] + if'{x)+'-^f"[x];
on aura une parabole dont l'axe est parallèle aux ordonnées, et dont le paramètre est -77777 — :•
Cotte parabole passera par le point de la courbe proposée qui ré{)oi!(l à l'abscisse a;, et aura la même tangente qu'elle, parce que les deux premiers termes de son équation coïncident avec ceux de l'équation (!(> la courbe; et, comme les troisièmes termes coïncident aussi, il s'ensuit qu'aucune autre parabole ne pourra passer entre celle-ci et la même courbe : ce sera, par conséquent, la parabole qu'on nomme
osculatrice, et qui aura .J' , ou 4; pour paramètre.
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Comme c'est ordinairciiiciit ;iu cercle (jii'on rapporte la coiuhtiic (les courbes, pour avoir le rayon de coui'bure, ou supposera (pic la courbe proposé'c est un cercle doiil re(jualiou i^(''U(''raIe est, coninic
l'ou sait,
[x-ay- + {r-b)-=r^-; ainsi on aura
jr = b -{- \Jr- — [x — a)-—f[x),
d'où l'on (b'duil, en prenanl les fonctions dérivées,
sjr- — [x — ajT
Si l'on détermine, par ces trois é(]uatious, les valeurs de a, h, i en X, /{oc), f'{oc), f"{x), ou aura non seulement le rayon /• du cercle osculateur, mais aussi la position du centre de ce cercle pai' les deux coordonnées «, b, qui seront en même temps celles de la développée; car alors les trois premiers termes du développement de v dans \v cercle coïncideront avec les trois premiers termes du développemenl de y dans la courbe proposée.
On aura aussi, pour une courbe quelconque,
On peut pousser plus loin cette tliéorie des osculations, comme nous l'avons fait dans les n""* 117 et suivants de la Théorie des Fondions (inalyti<jiu's.
Si l'on considère l'espace décrit par un ni(d)il(' ('(unnic ronclittn du temps employé à le parcourir, et (|u'ou nomme r le temps et >' l'es-
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j)ac(', l'équation y =f[x) exprimera la nature du mouvement. Soit z l'espace décrit dans le temps / qui commence au bout du temps x\ on aura
et par le développement
lie prenons dans cette expression de z que le premier terme, et considérons un autre mobile dont le mouvement serait représenté par l'é-
(|uation
u=if'[x)
entre l'espace ii et le même temps i-, ce mouvement sera uniforme avec la vitesse f'{x). Comme la valeur de w est exprimée par un terme (jui est le même que le premier terme de la valeur de z, il suit de ce que nous avons démontré, en général, que, dans les premiers instants du lemi)S i, ce mouvement uniforme approcbera plus du mouvement dont il s'ai^it qu'aucun autre mouvement uniforme; car on pourra toujours prendre le temps i assez court pour que, entre les espaces parcourus en vertu de ces deux mouvements, il ne puisse être parcouru uniformément, dans le môme temps, aucun espace moyen avec une autre vitesse que /'(^c). Donc on pourra regarder /'(.r) comme l'expression de la vitesse de tout mouvement représenté par l'équation y =/(^), au bout du temps x.
Si l'on prend les deux premiers termes de l'expression de z pour l'espace décrit par un autre mobile dans le même temps i, la formule
représentera un mouvement composé d'un mouvement uniforme avec la vitesse/'(a7), et d'un mouvement uniformément accéléré produit par une pression ou force accélératrice constante /"(a^), comme l'expérience le prouve dans le mouvement des graves.
Les termes de la valeur de a étant les mêmes que les deux premiers
termes de l'expression générale de ::, (tii eoiieliir;! des iiièrïies principes el;d)lis ei-dessiis, et par un l'aisoiiiietiieiit se[iil)liil)le an précédent, (jue, dans les premiers instants dn temps /, ce nouvean monvemenl apj)r()cliera dn monvemenl représenté par ré(|iiati(»n
z=f[x^-i)-f[x], ou y=f{x),
pins (jn'ancnn antre mouvement semblable, de njanii'i'c <|n'on pourra |»rendre /'(.r) ponr la vitesse, et/"(.2-) pour la force aecélératrice an eommencement dn lenips /, e'est-à-dircî au bout du temps x. Donc, en i;énéral, y étant l'espace décrit et exprimé en fonction dn temps, y sera la vitesse, et v" la force accélératrice nécessaire ponr ce inonvenient.
Ceci a lieu naturellement dans les mouvements rectilignes; mais, en considérant les mouvements curvilignes comme composés de reclilignes, oji en déduit les lois des vitesses et des forces dans toutes sortes de mouvements.
Nous nous contenterons ici d'avoir fait voir, en deux mots, l'usai^e de notre tbéorème sur les limites du développement des fonctions, dans l'application des fonctions dérivées à la Géométrie et à la Mécani(jne; et nous renverrons ceux (jui désireront un plus grand détail a la seconde Partie de notre Théorie des Fonctions analytiques.
LEÇON DIXIÈME
DES ÉQUATIONS DÉUIVÉES ET DE LEUR USAGE POUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS. ANALYSE DES SECTIONS ANGULAIRES.
.liisqu'à présent nous n'avons considéré les fonctions dérivées que comme servante la formation des séries d'où elles tirent leur origine; mais ces fonctions, considérées en elles-mêmes, offrent un nouveau système d'opérations algébriques, et sont, pour ainsi dire, la clef de la transformation des fonctions.
Lorsqu'une fonction d'une variable est présentée sous deux formes différentes, en égalant ces expressions, on a ce qu'on appelle une àjuation identique, à cause de l'identité de la valeur, laquelle doit par conséquent avoir lieu indépendamment de la variable, c'est-à-dire, (jucllc (jue soit cette variable; ainsi elle aura lieu en attribuant à la variable un accroissement quelconque /.
Soit
une pareille équation identique; on aura donc aussi
f[x -A- i] = o, savoir, en développant,
quel que soit /; donc on aura séparément
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<l'<»ii il siiil (|iit' l'on ;iiir;i l;i iiir'uii' ('(in;!!!!)!! m |)irii;iiil les Coiiclioiis (Irrivc'cs d'iiii oi'dic (iiicIcoikjiic.
Supposons iiiaiiilciiniil une r{|ii;ilioii roiiiiiir
cnlri' deux variables .v cl >-, par la(|ii(dl(' l'iinr y doive èlr-e foncliori de .r. Il est évident (|ii'eri reoardaiit y comme une loncliuii de .f, delermincc par cetic é(jiialion, rc(|nalion
sera i(ienli(|nc cl aura lien indépendanimcnl de .r; donc r('(|iialion subsistera aussi entre les fonctions dérivées d'un ordi-e (|Nclcon(|ne.
Kn prenant donc les fonctions dérivées premières, secondes, etc., de <lia(jue terme, on aura autant de nouvcdles équations qui auront lien en même temps que l'équation primitive; par conséquent, toute combinaison de ces écjuations aura lieu aussi à la fois.
Nous nommerons en i^énéi'al équations (h'r'nH'cs du prmiicf ordre, du second ordre, etc., ou simplement à/muio/is pri/nes, scrondes. etc., non seulement les équations dérivées (ju'on obtient en prenant les fonctions primes, secondes, etc. de tous les termes d'un<' é(jiialioii rei^ardée comme prinjitive, mais encore les équations qu'on pourra fornier par une combinaison quelconque de l'équation primitive et de son équation prime, ou de ces deux-ci et de l'écjuation seconde, etc.
Ainsi, l'équation primitive contenant ^ et y, l'équation dérivée du premiei' oi'dre, ou é(|uation prime, contiendra .r, v et r'; l'équation dérivée du second ordre, ou équation seconde, contiendra .r, y, y' et >'"; et ainsi de suite.
Si, au lien de rci^ardcr v comme fonction de .?•, on regardait au contraire .*• comme l'onction de v, l'équation prime serait entre v, .i- et .r', ré(|iiation seconde sérail entre r, .r, .r' et .r", et ainsi de suite; et, par le principe exposé dans la Leçon \ 11, on pourra toujours transformer un de ces sysli'mes (rc(|iialioiis dérivées dans l'autre.
Pour montrer d'abord |)ar (iml(]nes exemples l'usage des e(|uati(ms
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(Iri'ivées dans la transformation des fonctions, je considérerai les fonctions sinj;- et cos^, dont nons avons donné les fonctions dérivées dans
la Leçon Y, et faisant
j=sin^-, z = cosx,
j'aurai d'abord
j>''' = cosjc, s'=:— sinx,
par conséquent
si on ninlliplie la première de ces équations par y—'» ^t qu'on l'ajoute à la seconde, on aura
d'où l'on tire l'équation
Or, nous avons vu dans la Leçon YI que, si p est une fonction quelconque de X, ^ est la fonction dérivée de /p; ainsi
sera l'équation primitive d'où la précédente peut être censée dérivée; la quantité k est la constante arbitraire que nous avons vue, à la fin de la même Leçon, pouvoir toujours s'ajouter à la fonction primitive d'une fonction dérivée donnée, et qui sert à lui donner toute la généralité dont elle est susceptible. 11 serait inutile d'ajouter de même une constante au premier membre de l'équation, parce qu'elle se fondrait dans l'autre par la simple transposition dans le second membre.
Mais, cette constante étant jusqu'ici arbitraire, il fout la déterminer conformément à la nature des fonctions y ut z.
Pour cela, j'observe qu'en faisant a: = o on a
sinar=:o el cosx = i; donc j=:o, z = i. 11 faudra donc (jue l'équation que nous venons de trouver satisfasse à
L'OS suppositions; or elle dcviciil (l;ins ce cas l\ k\ <•!, <'()imiic /i est = (), on aiint /■ =^ o,
J,'('M|iialioii sera donc simplement
/(r +.rv/— ') = -^S^— •' et, passant de là aux ex[)onenticlles,
e étant, comme nous le supposons toujours, le nombre dont le logarithme hyperbolique est rnnité. Remettant pour y et :; leurs valeuis sin.r et cos.r, on aura celte l'ormule remanjuable
laquelle, à cause de l'ambiguïté du radical \/— i, donner également
celle-ci
• cos.r — sin.r y/ — i = e •'^^ ;
et ces deux, combinées ensemble, suffisent pour déterniiner les valeurs d(! sin.r et cos.r. On aura, en effet, après les avoir ajoutées on retranchées,
COSJ;:= 1
sin^ =
Ainsi les sinus et cosinus se trouvent exprimés par des exponentielles imaginaires, ce qu'on peut regarder comme l'une des plus belles découvertes analytiques qu'on ail laites dans ce siècle.
Ces formules peuvent aussi se déduire immédiatement de la comparaison des séries (jui expriment les fonctions sin.r, cos^- et e'', <'t (|iie nous avons trouvées plus haut (Leçons IV et YI). C'est de cette manière qu'Euler les a données dans le Tome VII des Miscellanea Bero/incnsia; mais, dans son Intwduclio, il les déduit des expressions algébriques des sinus et cosinus des angles multiples, par une réduction ingénieuse, mais dépendante de la considération des quanlilés intinies
o[ iiitiiiiiiicnt petites, et que nous avons tâché (le rendre rigoureuse dans la Théorie des Fonr lions (n"'* 22 et 25).
Comme ces mêmes séries avaient été données par Newton dans son Commerce avec Oldenburg, et étaient ainsi connues avant la fin du siècle dernier, on aurait pu dès lors parvenir aux formules dont nous parlons, et donner par là à la théorie des sections angulaires la perfection qu'elle n'a acquise que cinquante ans après par les Ouvrages d'Euler.
L'expression des arcs eu logarithmes imaginaires remonte, à la vérité, au commencement de ce siècle, et c'est une des plus belles découvertes de Jean Bernoulli, qui l'a donnée en peu de mots dans les Mémoires de V Académie des Sciences de 1702. Il y était parvenu en intégrant par logarithmes l'élément de l'arc exprimé par la tangente, comme Leibnitz avait trouvé la série qui exprime l'arc par la tangente, en intégrant le même élément par série.
Cette découverte conduisait aussi naturellement aux mêmes formules <'xponentielles; mais elle est restée longtemps stérile, et ce n'est que l()rs(jue ces formules ont été connues par d'autres voies, qu'on a vu (ju'on pouvait les tirer immédiatement de l'intégration.
L'équation
cosx H- sin^fy/ — i = d^V~i,
oii le radical y — ^ peut avoir également le signe -h et —, donne toute la théorie du calcul des angles. Car, en multipliant cette équation par
l'équation semblable
cosj- + sin j' \/ — I ^ ey\^ ' ,
on a
(cos^- + sin^v'~ i)(cosj-H- sinjy/— i)= e(-*'+.^'^\^"'.
Mais, en mettant dans la même équation .r -f- v à la place de .v, on
a aussi
cos(.r 4- j) + sinf^- + y')\l— i = e'-'^^r^'f-'^ .
Donc, en comparant cl développant le produit, on a
cos^ ces/ — siiiJt' sinjH- (cos^ siii>'+ ces/ sin ;r) y — i
= CCS [x -\-j]-\- sin ( X H- y) y— 1 ;
cl, ooMiiuc celle ('(iiKilioii (loil îivoir lien |)()iir les (lcii\ sii;iies «le s ~ ' < il s'ciisiiil (iiToii ;iiii';i S(''|(;ii«''iiiciil
cosjr cos)- — sillet- siiir = cos(x -i- j), cosjt- siii )• • siii^r COS)' :- siii \z" -!->•;,
toi'miilcs qu'on (IcmmoiiIi'c |>;ir I;i (i«''(»iiiclrie, cl (|iii sont le loii(leiiieiil (le loiile l;i (liéorie des ani;lcs.
La même iMiiiation, en élevant les deux nienihres à nne pnissancL' (|uek'onque m, donne
( cos jc + sin x\J — I )'" = e'"'^^ ' .
Donc aussi, en mellanl dans ré(|ualiitii |irimitive rn.v ii la j)lace de /■ et c(nn|)ai"ant, on a
(cos^ + sinx^' — i)'" := C()S//<.r -\- siiimx y - i ,
lonnule remarquahle autant par sa simplicité et son éléi^ance (pie par sa iïénéralité et sa fécondité.
II parait que ^loivrc est le premier qui ait ti'ouvé cette belle formule; on voit, par les MisceUanea analylicu, qu'il y a été conduit par la considération des sections hyperboliques comparées aux sections circulaires. Maintenant elle est devenue une vérité élémentaire, (pi'oii démontre [)ar le moyen des valeurs de sinf.r -f- y) et cos(.r-t-.v (pie donne la Géométrie, en considérant le produit des l'ormules sein-
blables
cosjc -+- siiijc ^/— I et cosK + sin ry/— I,
lequel se réduit à cette lormule semblable
cos(^ + >') "^ ^'" (-^ "^.^'' v'— ' ;
et c'est à Kuler (pi'on doit d'avoir transj)orté ainsi dans les l-'lrnicnls une lormule d'une si i^iande utilité.
Il est vrai (pie de cette manière ou ne peut la démontrer (pie pour des valeurs rationnelles de in\ mais il en est ici coinine dans la l'orniule iln
(lôvc'lopponient du ])inônie, et en général dans toutes les formules qui contiennent une indéterminée qui peut être un nombre quelconque rationnel; ce n'est que par la considération des fonctions dérivées qu'on en peut ])rouver la généralité pour une valeur ([uelcon([ue de la même quantité.
En prenant, dans la Ibrniule x|ue nous venons de trouver, le radical
V — 1 eu plus ou en moins, on a ces deux-ci
cosmx -+- sinm^ v' — ' = (cosjt + sin^y — i)'", cosnix — sinm^ y/ — i =(cosjc — siii^r ^— i)'",
d'où Ton lire aisément
cos^' -4- siii^ v^ — i)'" + (cos^c — sin^ v^— ')'"
cosnix
( ces .V -f- sin X J— I )'" — ( ces x — sin x J — i )'"
sui m X = — — ^
Si l'on développe les puissances //^''^^^ par la formule du binôme, les imaginaires disparaissent, et l'on a ces expressions en série
cosmx = cos"'x ^ cos'"^-.r sm-x
H — ^ ■ cos"*- ' X sm ' X — . . .,
m {m — i]{m ^ -î] smmx = m cos'"^' x smx cos'"~^x sni^.z' + . . . .
Ces deux formules avaient été données dès 1701, par Jean BernouUi, dans les Actes de Leipzig-, mais sans démonstration, et on voit, par la Letti'c 129 du Commerciuni cpistolicum, et par le Traité des Seclions coniques de l'Hospital, qu'ils les avaient trouvées en cherchant successivement, par les théorèmes connus, les valeurs des sinus et cosinus des angles doubles, triples, etc., et en observant l'analogie des termes de ces valeurs avec ceux du développement du binôme. En ellct, si l'on fait successivement j^ = £«?, 2.x, 3x, ..., dans les
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lonimlcs (loiiiiccs <-i-(lcssiis |M.iir siii .r+ Vi cl cosf.r -+- .v), cl (iiToi, sultsdliic il iiu'suic lc> v;ilciiis prrccdcnlcs, on lionvc
siiiijj -^ '2 cosx siiix,
siiijx = 3 cos-xsinx — siii^x.
(loi)l r;iiKiloi;i(' avec les icniics des puissances coiT('S|>(Mi(l;ml("s du l>iiiùiuc est manifeste.
D'après cela, il est étoiiiiaiil (|iic Jean |}«'in(»iilli n'aii |,;,s (loiivc les expressions tiuics de siii//^r cl cosm.r, cl (|n"il ail (aliii encore vin-l ans |»our ({u'on parvint i» la lorinnle donin-e par .Moivre. Ainsi Jean Hcruuulli a touche deux Ibis à la nicnie découverte, <-| il en a laissé la gloire à ses successeui's.
Les formules précédentes renferment les puissances de sin.r cl cos.r mêlées ensemble; comme on a toujours
cos-o.- + shi-x =: 1 ,
il est possible de faire disparaître toutes les puissances paires de sin.r ou de cos^-, et d'avoir des formules qui procèdent suivant les puissances de cosj:- ou si 11 a;-.
Il serai! dillicile de jtarvenir à des séries regulii'res par la sim|)le Mibsliintion; mais les formules connues
^cosj:cos/»jr = cos(w -+- i)x-hcos{m ~ i)x, 2 C0S.Ï sinmjr ^ s\n[ni -j- i]x -+- sh^ m— i ]x
font voir (pie les cosinus et sinus des miilliples de .r formenl deu\ séries récurrentes dont l'eclndle de ridaiion est 2 cos.r- — i.
Ainsi, en partani des premii'res valeurs de cos///.r et sin///.r, bnscpir /y/ _ ,, et /n -^ i,cl mellanl, pour plus de simplicile. p et y ii la pj;,,-,.
(le cos.r cl sina-, on trouvera successivement
COSoar =^ I ,
COS \ X =: p,
cos-iji' = "îp cos^' — coso^ = ap- — i , ces 3^ r= 2/; COS 2 37 — cos^ =4/^'^ — 3/;,
d'où résulte la Tal)le suivante
et, en général,
COS I X = p, COS? A' = ■?./>- — l , ' cos3x = 4/^'' — 3/'' cos4r = 8/^' — 8/>- + I , cos5.r = i6/> ' -- iop'^ + '~^p,
?. cos/«x = (2/; '" — mi-i/j)"'-- -4 ^ ^(2/> )'«-'— — ^ ^ ■{ip)'>'~^
On trouveia de même
sin I i = (j, sinao: =^ 2/;g, ^ sin3xr^ [^p- — i)q, sin4^ = (8/>3 — ^p]q, '&\n~)x = [i6p'' — inp- -+■ \).q,
et, en général, sin ma:— (2/;)'"-'-(m — 2)(2/?)'«-3_^ ^ ^- ^ ; 2/? )'"-••-.. . y.
f.es séries procèdent suivant les puissances descendantes de p-, on peut en avoir aussi ([ui procèdent suivant les puissances ascendantes de/>»ou d(î c/; mais il faut alors distinguer les cas de ni impair ou pair.
Soit i" /// impair; on aura
COS ÏX := p,
cos3x =— [ip — 4^'')»
cos5.r =^ 5p — -îop'^ -h iGp',
ri, cil i^('ii('i";il,
roanix :
=h I mp
mlm- — i) , m{m- — }]lm'- — q]
le slf^iic supri'iciii' ('hiiil pour le cns oii /// csl de l;i foiiiic ]/t ^ rint'ériciii' pour celui où /// csl de l;i l'orme /j // -j- k Ou ;nir;i de luèuie, lors(pie /// esl inip:iir,
sinm^
et. en i^éueral,
SIM 1 a- (j,
ii\\\?>x - : — ^(i — 4/*')»
i siii ").i- = </ (i — xip- -\- i(yp'' ;,
, fn- — i (^?- — 'K^"' — 9) , (m-' — i)(m=^ — 9U/»-— >.'V
OÙ fou observera, à l'égard des sigues ambigus, la uièiue regb' ci-dessus.
Soil 2" /n pair; ou aui'a
cos2.r = — (1 — 2p-),
cos4-a? = I — Sp- + Sp\
cos()^:=— (i — 18/;- + 4*^/^' — ^^p^).
(juc
co
et, en général,
_, r "'" ., m'-lm- — ^] , m'-{m'- — A)i m- — 16
sm.v = ±\ I p^^ o / >' ^ ., V'- -■ p
l'jisuilc
sin4^' "=— Ç[^p ^ ^/'•')>
siii 6jf = (ji^p — 32^'' + 32^^ ,
et, en t>énéral,
sm m X
mp
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A 1 ciiîinl (les signes amhigus, on j)i'cn(li';i les signes snperieiiis lorsque m est de la iornie \ii ^ •?., et les infériems i(»i's(|ue itt esl de la foi'iiie \n.
I^niiii ou aura aussi, à eanse de jr = \ ~ (f : i" IN»iir le cas de /;/ im- ])aii-,
, COS l X ^:z p, (G) ' C()s3^ =/;(, -zf^^j^
cl, (Ml gênerai,
COS /H ar := « I —
Ensnitf
TMT^TTÏ
Sin t X =: (J,
siii3.r =3 3^ — 4(^i,
sin "i^ =z "i^y — o.o^y i -t- i6cj ',
cl, en général,
smmx — - /«(y — — ! q3
:>" Wnw le cas de /// pair.
cj-
cos2:r = I — 2ûr-, cos4^ = «— 8(y- + 8^'', i cosGx ~ I — i8</2 + 48^'' — 32 ç",
cl, en général,
cosm.r = . - ^9^ + m^(m^ 4) ,, _ "'M^^^^ - 4U/"^ - lO'
Knsnile
sni2.r = ^pq,
sin4x :^p[\q ~ 8(/-'j,
et, en i^riM'ial,
IIKj
J'ai rapporte'' ici ces dillrrcnlcs ronniilcs, parce (|ii(' je iic c(iiiiiais aiicim (»UM'ai;(' 011 elles se Iroiiveiil réunies, et siirtoiil parce (pTelles nous Ibiirnisseiil l'occasion de l'aire [)liisienrs i'eniai'(|nes (pii pourront intéresser les lecteurs.
Nous observerons d'altord (pn* les lorninles des Tables (A), (B), Il et(I ' oui été Irouvées par \'ii'le et répondent ;i c(dles (pn- Vou voit aux pages 2()j, 2()y et 2()() de ses OEuvrcs iinjtri niées ;i Leide eii i()'|f). Il faut seulement observer que Viéte a considéré les cordes plutôt <|iie les sinus ou cosinus; or 2 cos.r étant la coi"de du complément ;i deux droits de Fani^le :m', les (juantités 2C0S2a-, 2C0s').r, ... seront les cordes des compléments des angles doubles, triples, etc.; cl la Table (A) devi<'ndi'a celle de la page 290 de Viète, en multi|)liant tous les termes [)ar 2, et faisant 2/> = N, (2/j)- — Q, ( 2/;)'' = C, ..., suivant sa notation.
A l'égard de la Table de la page 297 de \'ii'te, elle donne le ra|)port des cordes des arcs doubles, triples, quadruples, etc., ii la corde de l'arc sim|)le; et le premier de ces rapports y est désigné par N, dont le carré est Q, le cube C, etc. Ainsi, en prenant 2sin.r pour la corde Av
,, . , , . , sin>..r' sin.^.r lare simple, ces rai)norts seront représentes par —. ^ —. -, •••;
et la Table dont il s'agit s'accordera avec la Table (B), en l'aisanl sin IX
sin^-
= 2/j = N et divisant cliaque équation par la |)reniière.
f.a Table de la page 2()() de \'ii'le renreruH' les deux Tables (H) et(I ), en niulti[)liant tous les termes de ces Tables par 2, et faisant 2y — N,
Il m'a paru intéressant de monti'ci' ce <pu' Viète avait fait sur l'objc! dont il s'agit, et surtout d'indiepuM' Icscpndles des formules conniu's pour la multiplication des angles lui sont dues, ce (pi'on n'avait pas encore fait, (jim je sacbe, d'une manii're tout à fait exacte.
Au reste Viète n'a pas donné les l'urniules générales de ces Tables; il a donné simplement le moyen de les eonliiiuer aussi loin qu'on Vdudra, en indiquant la loi des tei-mes et de leurs coefficients.
Dans les mêmes Actes de Leipzig pour 1701, déjà cités plus haut, Jean BernouUi avait aussi donné, sans démonstration, une formule générale pour les cordes des arcs multiples, la(|uelle revient à celle de la Table (B), en observant (jue 27 est la corde de son complénu-nt à la demi-circonférence.
Ensuite Jean Bernoulli a donné, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1702, deux formules pour les cordes des arcs multiples, qui répondent aux formules générales des Tables (H) et (I), en observant (jne, 2(y étant la corde de l'arc 2^, et 2/j la corde de son complément, 2 sinmj:- sera la corde de l'arc ///•'i'*'' et 2 cosw^- la corde de son complément. Mais la première de ces deux formules avait déjà été donnée par Newton dans sa première Lettre à Oldenburg, imprimée dans les OEuvres de Wallis.
Enfin nous remarquerons qu'il n'y a que les formules générales des Tables (A), (B), (H), (K) qui se trouvent dans V Introduction d'Euler (Chap.XIV).
Mais toutes ces formules n'ont été données ici que par induction, ou bien en supposant que le nombre m est un des nombres de la série 1 , 2, 3, . . ., de sorte qu'on peut douter si elles s'appliquent à d'autres valeurs de m.
De plus, si l'on considère les formules des Tables (A) et (B), on voit (ju'à la rigueur elles vont à l'infini, même lorsque m est un nombre entier positif; car, en faisant w = i, la première donne
cosx
f\p i6/>' 64 />^ et la seconde donne
sm^ = o-f-7-^H — -7^+..., ^ ![p- ibp'
valeurs qui sont évidemment fausses. Il en sera de même en donnant
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;i ni (I aulrcs Vîilciirs (|ii('I('(»m(|II('S nitiri-cs cl positives, cl (cikhiI (•(tmptc (le lotis les lertiies (|iii ne soiil |»;is iiiils.
Il est vi;ii (|iie, \v,\v l;i ii:iliire des hiMes ' k) et (H) (loiil ces rormiilrs
ne soiil (|iie le ternie ;4enei;il ne doit y employer (|ne les termes
(|ni contienneiil des pniss;iiicc> positives de/>; mais, coninie les lernies (|ni snivent ne sont pas unis, on m- voit pas, <i priori. poui'(|noi l'on doit les rejeter, et l'on voit moins encore ce (|in' la iormnlc exprimcrail en ne les rejetant pas. Niuis réserverons le deniMHMm'nt de ces dilliniltes ponr la Leeoii suivante.
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LI'CON OlNZIÈMK.
SI m. I)K L ANALVSK DKS SKCTIONS ANCl'LAIliKS, OU L ON DK.MOMKK LKS rOKMlLES GÉNÉKALES DES TAItLES DONNÉES DANS LA I.ECON l'IiÉCÉDEN TE,
K('|>rciions h's expressions générales de eos//^i■ et sinm.r données dans la I^eçon précédente; faisant
cosa: = p, el par conséquent sinx = ^'i — /)-, on anra
/ : — Z ' \in , ( i 'Z \/"
■X cos m X =z[p -+- y p- ~ i] -!-(/> — \'p- — I j ,
2 sin m x\'' — i=:[p + \lp'- — i j —\p — \l p- — " ) .
Nous ol)serverons d'abord (jue ces formules sont tcnijoni-s vraies,
(|nel que soit le nombre//?, parce (jn^dles ont été déduites de récpia-
tion i;énérale _
cos ^ ± sin ^ \/ - - I = e* ' V '
élevée il la puissance ///. Ainsi les doutes <jni pouri'aient rester ii cel égard disparaissent ici entièrement.
Tout se réduit donc ;i développer, suivant les puissances de />, l'expression
('onune les (juanlités /> -+- \ jr — [ et // — si P' — i sont les àvxw racines
de ré((nation
z- — ipz + I = o,
je ferai usage du lliéori-nie (\uv j'ai démontré dans la Note XI de la
lk'S()luli()/i </('s ('(iiKiliofis imtm ruines, siii' la soniiiic des puissances des racines (l(;s é(|uali()Ms.
Suivant ce lliéori'iMe, si l'on a une é(|nali()n (jn('lc()n(|iie de la (urine
où ;r est riueunniie, la lorninle
n'elanl continuée (|ue tant (ju'il y aura des puissances négatives de u, donne la somme de toutes les racines élevées chacune à la puissance — /// ; mais, élanl continuée \\ l'intini, elle ne doiiiu' (jue la nn-me puissance de la plus petite des racines. Les (]u:intités/-(M), /''(m), ... sont le carré, le cube, etc. de /(«); et les traits appliqués aux parenthèses désignent les fonctions dérivées des fonctions de // rcnrcrmées entre ces parenthèses.
Ainsi, dans notre cas, si l'on change :; en .r et qu'on divise l'écpiation par ip, coellicient de .r, elle deviendra
la(|uelle, étant comparée à
« — X -+- f[^) = o, donne
u —: — , et f(\rl= — ; 'ip '' ^ ip
donc
de manii're (|iu' la série précédente deviendra
■i.f/ \-?..[-2p)-j \2..'s.[ipy
oii il faudra faire // = — , ainrs avoir lu'is les Jonctions dérivées desi-
■ip *■ '
gnées par les traits api)li(piés aux parent lit'ses.
Or
(«-'«)' = — mw-"'--',
((M-'«)'fr*)' = (— nm-"'+'^y = m[ni — 3)?« "'+2^ ((?«-'«)'w«)"— i—mu-'n+-)"=— m[m — 5)[m — 4)?< '«+\
Ainsi la série deviendra
Faisons maintenant 11 = — , et l'on anra la série
, 2;?)'« — m[ip)"'^^ ^ U ^ (2/? )'«-'• ^— — ^^ ^2/?)'"-'! -
laquelle, étant continuée seulement tant qu'il y aura des puissances
négatives de ■ — •> c ^ ip
inera la valeur de
négatives de — -, c'est-à-dire des puissances positives de 2/j, expri-
ce qui est la même chose que la valeur de
à cause de
Ainsi, dans cet état, la série dont il s'agit donnera la valeur de 2cosm.r, ce qui s'accorde avec la formule de la Table (A).
Mais, si l'on continue la série à l'infini, alors elle ne donneia (juc la valeur de
puisque /; — v^/;- — ï est la plus petite des deux racines; ou, ce (jui revient au même, elle donnera la valeur de
KP^ \'p- — y
1*0111' nous convîniici-c en cHcl (juo la série précédcnlr, prise dans lonlc son ('■tcndnc, n'est (jnc le drvcdoppenicnl de celte (jiianlité, nons allons chercher ce drvcdoppenient [)ar iin<' marche dire(;te, ce cpii sei'vira d'cxeniph' de hi nianii'j'c d'employer les fonctions dérivées dans ces soi'tcs de r(MdHM'(dH'S.
Supposons donc (ju'ii s'agisse de développer l'expression
(/?■+- y///-— ')'" dans une série descendante de la l'oi'me
Ap"' + By?'"-' ■+ Cp"'- - -+- Dp"'-^ H- ... ; si Ton divise de part et d'autre par//", et qu'on fasse - = z, on aum
(i + s/T^T^)"' = A 4- B2 + Cz- 4- Dz^' + . . . ,
où l'on voit (|U(^ la série ne peut avoir que des puissances paires de z. Ainsi, en faisant u = z-, on aura la fonction
à développer suivant les puissances de //.
Donc, par la formule générale donnée à la tin de la Leçon IX, si l'on fait
/(") = (i + s/i — ii)'", on aura
^ii /, /', /", ■ • . sont les valeurs de /{u), /'(")» /"(")' • • • lo''sque u z= o, et forment ici les coefficients A, C, ....
Ainsi l'on trouvera d'al)0!'d/= 2'"; ensuite on aura
et de là
et ainsi de suite.
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On peut de cette manière avoir successivement tous les coefficients (le la série; mais on n'en aura pas la loi, ce qui est le plus essentiel.
Pour la trouver d'une manière générale, je reprends la formule en /> et je la suppose égale à r, ce qui me donne l'équation
Je remarque maintenant qu'un des principaux avantages des lonctions dérivées est de pouvoir faire disparaître dans les équations les puissances et les radicaux. En effet, en prenant les fonctions dérivées par rapport à p et regardant y comme fonction de /;, on a
cette équation, divisée par l'équation primitive, donne
multipliant en croix et carrant, on aura
r"-[p- — ^) = fn-r--
Prenant de nouveau les fonctions dérivées par rapport à p, on obtiendra
2r '/'(/>- — 0 + ^r'-p = ^m-yj',
d'où, en divisant par 2 y', résulte cette équation du second ordre en y el/>
'^ï-r-pr' ~ [p- — ')r"=o,
laquelle étant, comme l'on voit, linéaire par rapport à y et dégagée de radicaux, est très propre au développement de y en série. En effet, il n'y a qu'à substituer pour y la série
A/?"' H- B/9'"-' + Cp'"-- + Bp'"--^ -t- . . . ,
et par conséquent pour y'
m \p"' - ' + [m — \) ïip"'-^ + ( m — 1 ) Cp'"-^ a- . . . ,
et |K)iii' y"
m [m — \ ] \p'"-- + [m— \){ni— ■?.) B/>"' ^4-
Oi'duiiiiuiil lus Icniics suivaiiL li'S puissances de />, (jii aura
[ A?i- A — /;/ A — m [m — i ) A ] p'"^ -+- [m-W - [m— I ) B — ( m — i ) ( m — 9. ) Ji]/>"' ' + [m^C — (m — -îjC — (/» — 2)(/n — 3)C -h m(/» — ij A]/;'" - + [/n-I) -(m- 'i)l)— (m -3) (m — 4)1)+ (m- i)(m- a)H]/>"' '
Comme cette équation doit avoir lieu indépendammciil de />, il faudra éi^aler à zéro le coefficient de cliaque terme.
Le coellicient dey/" disparaissant de lui-même, c'est une niai'(ju(' que le coefficient A demeure indéterminé.
Le coefficient de //""' se réduit h m^B — (w — i)-B, qui ne pcul devenir nul à moins de faire B = o. Or, B étant nul, il est facile de voir que les coefficients de //"~% //"~^ ... ne pourront aussi deveniinuls qu'en faisant D = o, F = o, ....
Maintenant le coefficient de//"~* se réduit à
m- (] — ( m — 2 ) - (] -I- m [m — \]k, celui de //""'* se réduit de même à
et ainsi des autres.
On aura donc, en réduisant, les équations
8 ( /?i — 2 ) E + ( /n — 2 ) ( /?i — 3 ) C = o, ii[m — 3 ) G -f- [m — i ) [ '» — 5 ) E = o, » >
lesquelles donnent la loi suivant lacjuelle les coefticients A, (], 1% (J, ... dépendent les uns des autres.
()ii lirr de ces équations
8 ~ 4.8 m — l\]{ni — 5 ) E in{m ~ ^)[m — 5 ) A
Or nous avons vu <}ue le premier coefficient A est égal à 2'"; ainsi on aura ce développement
; \m / X / \ ., w{m — 31 , , , mi m — i]{m — ^i] , ,
p -r K'fy' - ' ) = i^PY" - m (2/>)--2 + —^ [ip]"^-'* ^ -±-^ 1 [np]'-'^ -
(|ui s'accorde avec la série trouvée ci-dessus.
Cherchons de môme le développement de {p — \p- — 1)'". Comme cette expression ne diffère de celle que nous venons de traiter que par le signe du radical, lequel ne se trouve plus dans l'équation dérivée en y dont nous avons fait usage, il s'ensuit que la même formule, que nous venons d'obtenir, pourra encore s'appliquer à ce développement, il faut seulement remarquer que, comme les premiers termes du ra-
dical \/ p- — I sont p — — ■ ^ 'le premier terme du développement
dont il s'agit sera - — ^? de sorte qu'ici il faudra prendrez négative-
ment; et, comme l'équation dérivée en y ne contient que //^^ on aura nécessairement la même série en y changeant seulement m en — m, ce qui suit d'ailleurs aussi de ce que
( P - \Jp- — 0'" = {p-^\lp- — ^) '" ; on aura donc
(/; — v'//- — I ) = i^-p)'"' + "î [-ip)-'"-- -+- — ^ {-îp)-'"-' -f ^ ^^ {■2p)-">-
Si maintenant on réunit ces deux séries, on aura la valeur de 2 cosw^;
donc
■l ^ ' ' 2.3 \ ri -r . . .
C'est le (léveloppcincnt complet (le aeos/z^.r en piiis>;m(cs de eos.r, pour une v;ileiii' (|iiele(»ii(|iie de ///.
Si maiiiteiiaiil on lail ici ni = \, on ;i
COST =z p — -—
on Ton voit (jne les deux séries se réduiseiil au prenjiei- terme y>.
I^:n donnant à /// d'antres valeurs entières et positives (luelconques, on trouvera toujours que la seconde série, qui contient les puissances négatives de/;, servira à détruire dans la première série tous les termes t|ui contiendront ces mêmes puissances; c'est ce qu'on peut démontier en général par la loi même des deux séries; de sorte que le résultat se réduira aux seuls termes de la première qui contiennent des puissances positives de />; ce qui revient à ne conserver dans cette série que les termes où/> est élevée à une puissance positive, ou nulle, comme nous l'avons trouvé plus haut a priori.
Mais lorsqu'on donne à /n une valeur fractionnaire quelcon(|ue, les <leux séiies ne se détruisent plus, et leur réunion est nécessaire pour avoir la valeur complète de 2 cosmr.
I<]n prenant la difierence des deux séries au lieu de leursonnne, on aurait la valeur de sin///.r\/— i; mais sin//?.r serait exprimé de cette niaiiière par des séries infinies et imaginaires. Pour avoii- une exjii-essiou ré(dle, il surfit de considérer (jue la fonction dérivée de rosm.r est — ///sinw.r, et que celle \\e p est — y. puisque
/? = cosx et ^ = sinjr; de manu-re (ju'en prenant les fonctions dérivées des séries trouvées
pour coiinix, on aura sur-le-champ, en changeant les signes et divisant par -if/t,
suMu X —l {'2jj]"'-' — [m — 2 ) ( 2/> )"^^3 + ^ "' ~ '^ '^ ~ "*' ' {o.pY'-'- — . . . q
Cette expression se réduit aussi à une forme tinie, lorsque /?? est un nonihre entier, par la destruction mutuelle des termes qui coiUieiidraient des puissances négatives dey?; de sorte que, w étant un nomhre positif entier, il suffira de prendre dans la première série les termes (jui contiendront des puissances positives deyo; ce qui s'accorde avec la formule de la Tahle (B).
Lorsque m est un nombre fractionnaire, les deux séries vont à l'infini, et, jointes ensemble, elles donnent la vraie valeur de ^\nmx développée suivant les puissances descendantes de cos^-, comme cela a lieu pour la valeur de cosm.r.
Euler a le premier reconnu cette espèce d'imperfection des formules connues des Tables (A) et (B); il a fait voir, par une analyse à peu près semblable à celle que nous venons de donner, que ces formules, pour être générales et applicables à des valeurs quelconques de m, doivent être complétées par des valeurs semblables où l'exposant tu est négatif.
J'ai cru devoir entrer dans ce détail pour l'instruction des jeunes analystes, et surtout pour montrer que, si l'Analyse paraît quelquefois en défaut, c'est toujours faute de l'envisager d'une manière assez étendue et de la traiter avec toute la généralité dont elle est susceptible. [Voyez le Tome IX des Nova Acta de l'Académie de Pétersbourg.)
Nous venons de développer les expressions
vV=
suivant les puissances descendantes de/;; on peut de môme, et par le moyen de la même équation dérivée en r, les développer suivant les puissances ascendantes de p, ce qui nous donnera les formules des
T;il»l('S (C), (D), (E), (F), cl |)()iii'i;i iiiriiic servir ;i les coiiiplrlcr jiniir toutes les valeurs de ///.
Supposons (loue, en i^énéi'al,
r = \ 4- H^^ -+- Cyy-' -f- 1)/^» 4-
Siihsliliianl dans la iiièiiie é([iiali()ii, el ordoiinanl siiivaiil les [Xiissauces de p, on aura
H- (m^Ji — iB + 2.30)/) -f- (m-'C — 2C -f- 3.4E — .2C);>2 + ( mH) - 3 D -r- 4 . 'i F - 2 . 3D /; ' + ( /?i-i E - 4E -^ ■") . 6(; - 3 . 4 E //•
l']i;alanl donc \\ zéio chacun des coefiicicnls des puissances de /^ un
aura, en réduisant,
oj - A H- 2 ( ] = o ,
d où I on tii'c, en substituant successiveuieut les valeurs précétientcs,
ni' k
(m- — il(m- — q)B
Les coefficients A et B étant restés indéterminés, il faudra les déteiininer \):\v Ja nature de la ibnction ->'. Or il est visible qu'on a
A =7, B=/, en faisant/^ = o. Ainsi, puisque la fonction y est égale à
on aura d'abord, en faisant p =^ o,
Ensuite, en faisant /> = o dans la fonction dérivée y' trouvée ci-dessus,
on aura
Substituant donc ces valeurs de A et B, on aura le développement (le l'expression
{p-\-\lp- — i)'"-
Pour avoir celui de l'expression
[p~ sjp- — i)'",
il n'y aura qu'à prendre le radical \ jr — i en moins; mais, comme ce l'adical n'entre plus dans l'équation dérivée en r, par laquelle nous avons déterminé les coefficients de la série, il s'ensuit qu'on aura la même série pour cette dernière expression que pour la première, aux coefficients A et B près, qui pourront être différents; et on trouvera ici, par le même procédé.
Donc, puisque la somme de ces deux expressions donne la valeur de -j-tô^inx, comme on l'a vu plus haut, on aura cette valeur en substituant dans la série A h- B/; + Cy;^ + . . ., à la place de A et B, la somme des deux valeurs qu'on vient de trouver, c'est-à-dire en faisant
d'où il csl l'îicilc (le voir (|ii(', lors(|ii(' /// csl un iioiiihic ciilicr iiii|iair, on ;ini';i A o, IJ := dz •mi, cl, lors(|U(' m sci"! |»;iit', <mi ;iiii;i A = ± '->., B = o.
.Mais, [unir avoir les valcnrs de A et lî dcgagôes (rimaginaiics jtoni- (onlcs les valcnrs {\v m, il n'v a (|ii';i cni|»lovcr la lorninlc i;cncialc
(cosji-' -\- siiix \l — i)'" = cosm.r -f- sin nix \ — i ,
et Y supposer ,r égal à Tangic droit, car alors cos.r — o cl ^in./ i: ainsi, en adoptant l'angle droil ponr rniiité des angles, et prcnanl le radical \ - i en -h et en — , on aiiia
( zh v^ — I )'" == eus m ± sin m y — i ,
et les valeurs de A et U deviendraient
A = -2 ces m, IJ -^ ■->, m ces [ni — i ) .
On aura donc en général, pour nu nonihi'c (luclconque ni.
ces m
/j? ( m- — I ) m ( /7i- — il' '»*'- — 9 ]
p^ ->r ... cosni
ces /?< — I
T(d est le (lév(doppenient complet de eosw.i- en série ascendante de /> ou cos.r. On voit (jue, lorscjue /// est un nombre entier, il y a toujours une des deux séries pai'tielles <jui se termine, et (|iic l'autre (|ui irait à l'inlini dis|)arail parce (jir(dle se trouve toute niullijdicc |»ar un coel'ticient cos/// ou cos(/;/ — i), (|ui devient nul. On a alors l'une ou rauti'c des Tables (C) et (E). Mais, lors(|ue /// est une IVaction i\\\v\con(|nc, les deux séries vont ii l'iulini, et leur réunion est nécessaire pour avoir la valeur compli'te de cos///.r, ce (|nc personiu', ce nie semble, n'avait encore obsei'vé.
\i\\ pi'enanl les Ibnclions dérivées, comme on a l'ait plus liaul, poui-
déduire la valeur de sinm^ de eelle de cosmx, on aura aussi, à cause de// = — r/,
r m m- — 4^ wm- — \][m- — \(S\ „ ~\
-f-j^i :^p--h ^~ ^-^-^ J_^.._...J,ycos;m-il
pour le développement complet de siii///.^', quel que soit /f>; où Tou voit que, lorscjue /?? est uu uouibre entiei', on a les (briuules des Taldes ;D)et(F).
Il nous reste à considérer encore les développements de cos//?.r et sinwr, suivant les puissances ascendantes de q, conformément aux Taldes (G), (H), (I), (K).
Pour cela nous remarquerons d'abord qu'en faisant sinj;- = ^, on a coScT := y 1 — q-, et les expressions générales de cosm^ et sinm.r deviennent
■2 cosmx = (\/ 1 — (jf- + q^/— 0'" + ( V^' — </' — </V'" '/"»
2 sininx\J— 1 1= (y/i — ry- + (/y — 1)'" — [s/ i — q- — q\'— f )'" ■ Il ne s'agit donc que de développer les formules
[sji-q-'±q^^i)
en puissances ascendantes de q.
Faisons
on aui'a, en prenant les fonctions dérivées par rapport à q,
^nl{s|T^^--^q^J^r^)"'-'[^J^-q■^s,l^^^-q) ^i- q-
_ m y/— \{\l\ ~ q- -\- q\j — i)'" \lï — q-
l)ivis;ml (('Kc ('(jinilioii [kii- riMiiiiilioii juiiiiiliNc, on ;i
ni \J — I
iiiiilll|)li:iiii en croix cl (-iinaiil, on ;ini-:i
ni- z- .
I*i'('n;int de iionvcitn les loiHiions drrivccs cl <livis;inl |);ii' :>.-\ nii oitticndr;! ccHc c(|nalion du second ordre en -
ni-z — qz' — (</'- — i] c" = o,
(|ni est, comme l'on voit, enli('renicnl scndilahle ;i rc(|u;tlion en y cl p Irouvée plus haut.
Ainsi, en supposant
:;=: A + B^ + C^-^ 4- Dry ■':-...,
on li'ouvera les mêmes valeurs des coefficients ; mais, comme les deux premiers A et H demeurent indéterminés, ils poui'ront être dillcrcnls, :i raison de la diversité des fonctions y et z en p et en (/.
Pour lr(niver ici ces deux coeflicients, ce (ju'il v a i\v jdus simple, c'est de (du'r(dier par le développement actuel les deux picmicrs lernie^
de la série. Or, puis(|ue \ r — r/^ donne
il est évident (juc les deux [U'cUjiers termes de
sont I -\-nif/\ — i: ainsi l'on aura
Lp développement de
(v^'-fy'-'/v— 0'"
sera le même en ehaiii^eaiit seulement \ — i en — \ — j ; ainsi l'on aura, l'plativement à ce développement,
Donc, poui' avoir la somme des deux développements, il n'y aura (|u';i prendre pour A et B la somme des deux valeurs eorrespoiidantes, ce (jui donne
Et, pour avoir la difFéreuce des mêmes développements, on prendra la dillérence des valeurs correspondantes de A et B, ce qui donnera
Faisant ces suhstitutions, on aura donc, en divisant par 2 et par 2 V — I ,
m- ^ m- ( m- — 4 ) '"'" f '"" — 4 1 [ni- — 16 1
mi m- — I ] ^ m [m- — i](m- — o )
sinm^ = ma q^ h ^ ., . . -— a-' — ....
Ces formules sont, comme l'on voit, les mêmes que celles des Tables (I) et (Hj; mais, par la manière dont nous venons de les trouver, on voit en même temps qu'elles sont générales pour des valeurs quelconques de 7?i. Cependant, comme la première ne se termine que lorsque m est un nombre entier pair, et que la seconde ne se termine (jue lorsque 771 est un nombre entier impair, elles ne peuvent servir pour la section des angles que dans ces cas; mais on peut, en prenant les fonctions dérivées, comme nous l'avons fait ci-dessus, déduire de ces mêmes formules d'autres formules qui se termineront justement dans les cas où celles-ci vont à l'infini. Pour cela, on se rappellera que les fonctions dérivées de cos/«.r et sinm.r sont — //isin//z.r et 77icosr7i.i-, et que celles de p et q sont — q et p; de sorte que les deux équations
'"'""''""•' I»:"" ';i <l«'iiv;ili<)ii, rcs (|cii\-ci :
'I"' '•'■"P<»'i'i''"l. <„„.,„.. l'on voit, aux Ion,,, îles ,lrs Tahlrs ' K ) cf (; , ,.| M". soMl ,K.,- roi,srq„r,.( .„ssi i,r„rralrs ,,o,„. .l.-s v;.l..,„.s .|.„.|,.o,„,ù..s .I.- //^ A.nsi (oulrs 1rs lonn.ih.s ,lr res (lillercntcs T.hl.s son! .|,.„.onliccs iVuiw inailii're géiiéralc.
U' lliéori.,,,,. (Ir CoK.s est si intimomciU lié à la ih.'-onV .1rs s.tHoos angula.irs, que nous „e pouvons nous (iispcnsn- ,1',.,, .lin- „„ ,„ui ir, On Ignore comment Cotes Ta trouve, et on en a donne après sa mort •l'Ilnentes .len,onstrations pins on moins simples, et mèn.e plus „„ •"o.ns rigoureuses. Sans avoir reeours aux expressions i,na^i„a„-,.s eomme on le lait roiun.uuement, on peut le dùcluire .lireelemeni .l.-s formules mêmes données par Viéte, (,ue nous avons rapportées da„> la Iwlde(A); et il est vraisemblable que c'est ainsi ,|ue Cotes v . -si pa,-
venu
l-:- t'IIet, si Ton multiplie ces formules par . et qu'on v suppose p=y + -, ,.||(.^ se réduisent à cette forme simple
?. ces I se =
COS2X =: J
2 C0S3JC r:^ V-) -j- _"_ , 2 CCS f JC = v-> -I- J-,
d"où il est facile de conclure, en général,
2 cosm.r =j'" ■+-
Pour se coiivaiiKM'c (riinc inanièrc plus directe de la généralité de celle formule, il suf'til de considérer que si, dans l'équation
2 cos^ cosm.r = cos[m — ï)x -\- cos(m + i)^,
011 l'ait
o. cos.r = >■ H — )
cl (|u'on suppose (jue denx tei-nies consécutifs 2C0s(m — i)x et •^. cos///.r- soient tle la l'oi'Mie
elle donnera ■., cos f m + ^)x= (r + j}j ( r'" + y^}j - ( j"- ' + ^) - r'"-' + ^^ •
Ainsi, pourvu que les deux premiers termes 2 coso.r et 2 cos^ soient
(le la l'orme y'" -\ » en faisant m = o et m = i, ce qui est en effet,
lous les antres seront nécessairement de la même forme. Maintenant les denx équations
?. cos ^ = r H — ' 2 cos m X = r'" H
donnent ces deux-ci
y- — 2j- cosx + I = o, j--'" — ■}.)•'" cosmx + 1 = 0,
(jui doivent donc avoir lieu en même ten)ps; par conséquent, il faut qu'elles aient une racine commune.
Ce dernier théorème a été donné par Moivre, sans démonstration, dans les Tirinsadions plulosopJiujiws de 1722, année où a pai'u Vflarinonid mcnsunirufn de Cotes, qui était mort six ans auparavant.
Soit maintenant a la racine commune à ces deux équations; comme
(dles demeurent les mêmes en v changeant r en --, il s'ensuit (fue -
sera encore une racine commune aux mêmes équations; mais l'éciua-
tion
y- — 2 y iiosx + 1 = 0,
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i>'rl:iiil (|iic (lu second dc-n'-, iir pvul avoir que les deux nicincs o cl '-: «lonc ccllr r(|ii;ili()ii ;i loulcs ses niciiips rommiincs ;ivr<-
_}•-'" — 7.y"' VOS /Il X -f- I = o;
|>;'i- (•.•iisrqiiciil elle csl nécessaireiiiciil un diviscm- d'c (-(dlc-ci. Soi!
mxzzzcr,^ (Jonc x=— :
il siiil d(. (•,. (|,ro|i vi,>,i( de déniontiTi' (pic la romiiilc
y-'" — •>,_;•"' ces 9 -I- 1
a |)our diviseur celle-ci :
j- — 'if ces — -h I ,
(iiie
/fi ctaii( un nombre (|nel(on(jne entier.
Or, SI c est la circoiilerence ou Fani-lc de quatre droiles, on sait cos© = cos(o + //r), // étant un nombre quelconque entier; ainsi, en mettant o 4- //r à la place de o, et faisant successivemenl // = <,, ,, '2, . . ., /// — I, on en conclura que la formule
a pour diviseurs les m formules suivaiUes :
r- — 'i cos "- . )• -t- 1 ,-
72— 2 cos (^ -4- -i ).j.H_ , \ /n /Il J ^ '
\ni m) '
/o 3c\ y- — ->. cos p- H • >• -f- I ,
r- - -2 ces ^ H c]' y-hx
De sorte (jue, coniino ces diviseiii's sont tous dillereiits entre eux et ((u'ils sont an nonihre de m, la formule en (juestion du i>m'*'™^ degré ne |)eut è(re (juc le produit de ees ni formules du seeond degré.
Le théorème de ('oies n'est, comme \\m sait, (|u'un cas particulier de
ce théorème général, lorsqu'on y l'ait 0 = 0 ou 9 = -; ce (|ui donne coscp = dt I , et réduit la formule générale à
Le théorème général est dû à Moivre, comme on le voit par ses MisceUanea analvtica.
Jusqu'ici nous avons dévcdoppé les cosinus et les sinus des angles multiples en puissances des cosinus ou des sinus de l'angle simple. On peut chercher réciproquement à développer les puissances des cosinus ou sinus de l'angle simple en cosinus ou sinus des angles multiples, et cette transformation, qui est toujours possible, est un des |)lus grands avantages de l'algorithme des sinus et cosinus, par la facilité qu'(dle donne de passer des fonctions primitives aux fonctions dérivées, et de revenir de celles-ci aux primitives.
Nous pourrions la déduire des formules trouvées ci-dessus, mais nous aimons mieux la chercher directement par le moyen des fonctions dérivées, pour donner un nouvel exemple de leur usage dans la transformation des fonctions.
(Considérons la puissance cos'''^^^, et supposons cette fonction de x égale à y; nous aurons ainsi
y =z COS'" x,
et, prenant les fonctions dérivées par rapport à .r, il viendra
y = — m cos'"^ ' se sin x ;
cette équation, divisée par la précédente, donne
y' m siii^
y cos.r
on-
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d'où l'un lire, en it-duisaiit,
/"}-sin.r -f- >-'cos:r = o,
(•qiiatioM (In-ivre du prcinicr ordre, <,„i ;, l'avanta-c i]r ,„. ,,|„s ,■ tenir la puissance indétcrniinéo de eos./-. Siip|)()S()ns maintenant, on i^énéral,
j-=Acos«^ + Jicos(/i-,;^ + Ccos(«-2;^ + I)cos(//-3)^ + ...,
I.'s roemeienls A, M, C, ... elanl in-leterniinés, ainsi (,ne n. L'eqnation pcéeédenle deviendra par eettc substitution
/"[Acos;z^-f-Iîcos;/i-.)r-f-(:cos(«-2)jr-t-...]siii^
-[//\siM/,.r + («-,)J}siii>-,).r-f-(«-2)Csin(«-2jx + ...Jcosx^o,
savoir, en développant les produits des sinus et cosinus, et ordonnant les termes suivant les sinus multiples :
-f- [m A ~ nA] sin « -f- i]jc
+ [/hB— [n- i]Il]suinx
+ [wC - m\ - (« _ 2]C - «A] sin [n ~ i]x
+ [,nl) - m ]i~[n~ 3)1) - {n - , )B] sin(n - o )^
+ [wE - mi] ~ [n~ 4)E - (« _ ^jc] sin(« - 3)^
Egalant donc à zéro chacun des coefficients de ces différents termes,
on au la
l.a première donne d'ahord n =;„, <.t. substituant cette valeur, les
aiiirt's 'levicniiciil
2C — "îmA = o, 31) — 12m — I )B = o,
Ainsi le picini»'!' coofticient A demeure indéterminé; ensuite on a
donc, Ensuite,
On a donc en général, quel que soit l'exposant /n.
cos"',r = A
ces m X -+■ m ces [m — 1 jx -\ ^ ces
i[ni — i^]x -\- . . .
Il reste à déterminer le coeftieient A; poni' eela, supposant r — o. on obtient
Ad
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tl"(»ii l'on tire
DoiU' (Mifiii, (Ml iiiiilli|)liaii( ((Mlle r(''(jii;iii(>ii |»;ir 2'", on :iiii;i
( 1 cosx)'" — cos m X 4- /;/ cos m — -> ) :r 4- — -^ ~ ' ^ COS ( m — ^f ) jc 4- . . . .
^i'YW loi'l simple (]iii se Icrniiiic loiijoiiis, rommr celle du l.inôme, loiS(|iie /// est lin iioinlii-e enlier posilil'.
On |.eiil déduire de celte lonnnle tin pareil dév(doppeinen( pour siii"'.r, en eliangeant simplement x en i — .r, l'anj^le droit élaiit |)iis pour rnnité des angles.
Aijisi on ania de même
(2 sin .r)"' = cos m ; I - ,r] + m cos > w - aU I - :i;l -4- '"J:î?illi
cos m — 4 \ — x)-\- ....
Nous venons de donner une théorie complète des sections angulaires, et nous avons en même temps montré, par ditrérents exemples, comI)ieii ralgorithme des fonctions dérivées est utile pour la transformation des fonctions, en faisant disparaître des équations les puissances el les radicaux, (jiii rendent les développements difficiles et foui perdre la loi et la dépendance mutindle des termes.
On voit que tout se réduit à former d'aLord des équations dérivées (l'apri's l'équation ou les équations primitives données, el à déduire ensuite de ces écjuations dérivées d'autres équations primitives, (|iii seront les transformées des premières. Il est donc important de hieii connaître la théorie de ces équations, et de se rendre familiers les dilférenls artifices qui peuvent en faciliter le calcul.
Commençons par exposer les principes généraux de cett«' llieorie.
LEÇON DOUZIEME
TUKOniE GKNÉKALE DES ÉQUATIONS DÉRIVÉES ET DES CONSTANTES ARBITRAIRES.
Nous avons déjà démontré que toute équation entre deux variables, par laquelle une de ces variables est fonction de l'autre, subsiste également en prenant les fonctions dérivées, premières, secondes, etc., de chaque terme de l'équation par rapport à l'une de ces variables.
Ces équations dérivées ayant lieu en même temps que l'équation primitive, il s'ensuit qu'une combinaison quelconque de ces différentes équations aura lieu aussi. Donc, comme les constantes qui entrent dans une fonction restent les mêmes dans ses fonctions dérivées, on pourra toujours, par le moyen des équations dérivées, éliminer autant de constantes de l'équation primitive qu'on aura d'équations dérivées; l'équation résultante de cette élimination sera une équation du même ordre que la plus haute des équations dérivées, laquelle sera vraie en même temps que l'équation primitive et pourra par conséquent en tenir lieu; elle renfermera autant de constantes de moins que l'exposant de son ordre contiendra d'unités.
Ainsi l'équation primitive, combinée avec son équation dérivée ou prime, pourra donner une équation du premier ordre contenant une constante de moins (jue l'équation primitive. -
L'équation primitive, combinée avec les équations dérivées prime et seconde, donnera une équation du second ordi'e contenant deux constantes de moins que l'équation primitive, et ainsi de suite.
On ne peut parvenir que d'une seule manière à l'équation du premier ordre qui résulte de l'équation primitive et de son équation dé-
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l'ivre j>ar rrliiiiiiKilioii (riiiic (•()ii>l:iiil(' (loiiiirc; iii;iis on pciil |»;irv<'iiii' (Ir (l('ii\ iiiîiiiii'rcs (liUcrciilcs ;i rr(|ii;ilioii du second ordre dednile de |;i |»riniilive el de ses den\ picniii'res dérivées piir rrliniiniilion de deux eonsliinles données; et ee donidc poinl de Nne donne lien ;i des coiiséqueiices ini|>or(;inles r(d;ilives ii ee i^cnre d'écinations.
An lien d'éliminer :i la l'ois les denv eonstaiites par le moyen des li'ois é(|iialions doni il s'agit, on [)eut irélimincr d'ahord (|ne l'nne on l'anlre de ces ((Hislanles, à l'aide de l'éqnation primitive et de sa dérivée; on aura ainsi deux é(jualions dillërentes du premier ordre, dont l'inH.' ne contiendra (|ue l'une des deux eonstantes, et dont Tantic ne contiendia (|ue l'autre constante. .Maintenant, en ((unliinant clmcnne (le ces é([nations avec sa dérivée, on pouira aussi en éliniinei- la constante (pii y était restée, et on aura deux équations du second ordre sans les deux constantes, lesquelles devront être équivalentes entre elles et avec l'équation qui résulte de l'élimination simnllanée des deux constantes.
En eiïet, chacune de ces équations donnera la valeur de la lonction seconde de la variable qu'on regarde comme fonction de l'autre, valeur (|ui sera expi'imée par la fonction prime de la même variable et |)ar les deux variables mêmes, sans les deux constantes (|ni entraient dans ré{|nation piimitive; et il est facile de se convaincre que cette valeur est unique et déterminée, de quelque manière (|u'on y parvienne, puisque les fonctions dérivées d'une fonction donnée, soit explicite ou non, sont uniques et déterminées, et (|ne les résultats de l'élimination sont aussi toujours déterminés.
On doit conclure de là qu'une équation du second ordre peut éti'c dérivée de deux équations différentes du premier ordre, renfermant chacune une constante arbitraiie de plus, et (|ne ces écjuations seront par e(ms(''(jiieiit denx ('(inations primitives de la nn-me (''(|nation du second ordre, niais primitives du premier ordre, j)oni' les dislini',nei' de re(|nalion piimitive absolue d'où e(dles-ei s(uit censées dérivées.
l'ntin on peut étendre aux équations des ordres supérieuis au second le laisonncMnent (|ne nou^s venons de faire sur celles de cet ordre.
et on en conclura de la même manière qn'une équation du troisième ordre peut être dérivée de trois équations du second ordre, et ([u'alors elle peut avoir ti'ois équations primitives de cet ordre; et ainsi de suite.
Nous allons éclaircir et confirmer celte théorie générale par quelques exemples.
Soit ré(|uation de premier degré
y -{- ax -\- /> = (>;
en regardant y comme fonction de j:- et en prenant les fonctions dérivées, on aura
En éliminant (^/ au moyen de ces deux équations, on obtiendra l'équalion du premier ordre
dont l'équation primitive sera
y -^ ax -{- b =: o,
a étant la constante arbitraire.
Si la constante b dépendait tle la constante a, par exemple si
alors en éliminant a, c'est-à-dire vu substituant —y' pour (i, on aurait l'équation du premier ordre
et l'équation primitive de celle-ci serait
r -h ax -\~ a- =^ o,
a étant la constante arbitraire.
Supposons
on aura l'équation du premier ordre
(luiil rc'<|ii;ili()i) |)rimilivL' sera
j ->r ax + C\jl -{- a- =: o,
on </ est la coiislanlc arhiliairc.
Soil ('iicoi'c r(''<|ualioii
x- — n ay ~ a- — /> =z o ;
sa (l(''i'iv(''(' sera
X — ay' = o,
('quation du pn'iiiicr ordre dont la proposée est l'équation |)iiniiti\<'. et où h seia la constante arbitraire.
Afais, si l'on vent (jiie la constante arbitraire soil <i, alois il l'andr;! éliminer ((\ or l'eiination dérivée donne
donc, sni)stitnant cette valeur dans la pi'oposée, elle donnera •
'>.xy Xx^ —
on bien
d on I on lii'e
e(jnation du premier ordre dont la primitive sei'a
X- — "^ dj' — «'- — b =■ o
a étant la constante arbitraire.
Si Ton voulait éliminer ii la fois a et />, il faudrait emplover les lonclions secondes. Ainsi, puis(ju"on a déjà trouvé l'équation du jiremier
ordre
X — ay' = o,
où /j ne se tionve pins, il n'y aura (ju'ii Ibruier ré(|ualion dei'ivee de celle-ci, la(|ii(dle sera
-aj-^-^o,
d'où Ton tii'i'
et cette valeur, substituée dans la précédeute, doiiuera
X — ^ =^ o, ou xy" — >•' = o,
éijuation du second ordre dont l'équation
X- — "^'^ly — ft- — /» = o
sera la primitive absolue, a et h étant les deux constantes arbitraii'cs. On parviendrait à la même écjuation eji faisant disparaître A de l'é- (juation du j)reniier ordre
y \l X- + y- — b — ry' — X ^ o ti»c>uvée plus liant; car, en prenant les fonctions dérivées, on auia
Y [ X + yy
en éliminant h au moyen de la précédente, il viendra savoir, comme on l'a vu plus baut,
■ 1 = 0, ou y" X — )'::={).
On voit aussi que cette même écjuation du second ordre a deux é(|ualions primitives du premier ordre, savoir :
X — ay' = 0 el y' ^x'^ -+- y — b — yy' — x = o,
où a et h sont les deux constantes arbitraires; et ces deux-ci, par l'élimination de la fonction dérivée v', donneront ré(|uati(ui primitive
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;il)S(»liit' filtre ./• cl v,
savoir,
sjx- H- y- — h — y ~ (tr=u,
ri, en l'aisaiil disparailrc le radical,
x- — 7. a}' — a- — h -ziz o,
(|ni csl la iik'IIIc doiil nous soiiiiiics parli.
i'ji cliiiiiiiaiil ainsi les coiistanles (iiToii veiil faire (lis|iarailre, on loiiihe soiivenl. coninie on le voil, dans des é(|iialioiis on la |)liis liante lonelion dérivée est élevée à des puissances; et ce n'est (|iie ywv la resolnlioii (iiToii peut avoir la valeiii' de celte fbncli(Hi en Ibnetion de> vai'ialdes et des Ibnctions dérivées d'iiii ordre moindre.
On peut cependant parvenir directement à une écjuatioii dérivée on la pins liante Ibnetion dérivée ne se trouve qu'au premier dciire; puiir cela, il n'v a (|n";i préparer l'équation primitive de maiiii're (jiie la constante arbitraire (jn'on v<'iit faire disparaître s'en aille d'idle-niéme en prenanl la foncliini dérivée de cliacnu de ses termes; ce (|iii arrive lorsque cette constante est dégagée des variables, et Ibrine <dle seule nn des termes de ré(juatiou; car alors, la fonction dérivée de ce leriiie étant nulle, ré(|natioii dérivée se trouvera nat iirelleiiicnt (h-livrée de la constante, et la plus liante fonction dérivée y sera nécessairement à la premii're dimension; car, comme on l'a vu dans la Leçon VI, en pi'enaiil la fonction dérivée d'une fonction de plusieurs variables, (dia(|ue variable ne peut donner que des termes multipliés par la fonction dérivée de la même variable.
Or il est évident (|ue cette préparation ne demande (|ue de resiunlre ré(piati(m primitive, en regardant la constante (|u'oii veut eliminei comme rincoimnc de re(|uation. Ainsi l'on peut (ditenir par ce inoveii le même résultat (jiroii aurait par la résolution de re(|uation dérivée, par rap|)ort ;i la plus liante fonction dérivée.
Dans le second exemple, où l'équation priinilive élait
j + ax + a- = o, nous avons trouvé ré(|u;ition dérivée
la(|uelle donne, par la l'ésolution,
-Mais, si nous avions d'abord résolu ré(|ualion pai- rapport à la constante a, nous eussions eu
sa dérivée serait
sjx- — 4>"
savoir, en multipliant par \jx- — [\y.
X — 'y.y — \Jx- — ^\y ^= o,
équation qui coïncide avec la précédente, à cause de rambii;uité du signe du radical.
On peut de la même manière faire disparaître successivenu'iit plusieurs constantes en préparant tioujours l'équation en sorte que la constante à éliminer soit dégagée des variables.
Ainsi l'équation primitive
X- — ■2«r — a- — b =zo
contenant la constante /> isolée dans un seul terme, donne tout de suite l'équation du premier ordre sans b,
X — ay' = o ;
ensuite, en dégageant a, on ^^^ a = —,•■> prenant la fbnrtion dérivée de
chacun des deux membres, on obtient
I xy
in: s l-ONCTKJNS. lyj
(■'(|ii;ili()n (jiii, miilli|ili(T piir v'-', ilcvicnt
j'- xy" — u,
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Km (•oimimcikmiiI rrliiiiiniilion par la roiisljiiilc (t, nous avions li(,n\,l'<'<|iialion (In (ncniicr (tidrc
coMiinc h. constanlc A y est dr-a-rc des vaiiablcs, il n'v a (|n'a pivinl !:• Iitiiclnni «Irrivrc de clnuinc Icrnic ponr avoir ionl de suilc rc(|nal du second ordcc sans ci ni A.
< )ii a ainsi
le lin
y , ^yy" x x-^y"
(À'tle ('(juation se réduil à celle lurine
Comme le faclenr ^^ + j^ ne irnretinc (,nc la fonclion piinn' ^'. il no pent donnei' une équation du second ordre; ainsi, c'est l'anlri- la.--
leur -^, I (|iril janl employer, el l'on a
xf
—> I = o, savoir, xy" ~y' = o,
comme ci-dessus.
Nous verrons plus bas, lorsqu'il sera question des é(|ualions primitives singulières, l'usage du premier facteur.
Ce peu d'exemples, que j'ai choisis parmi les pins simples, sndit I"""' montrer conimenl les ecjuations dérivées se forment des e(|nali(ni>
piimitives, par l'évanouissement des constantes. On voit (|nc. | r
une é(iiialion primiliv." donnée, il est toujours possible de Ir.niver une •'qiiation dérivée <|ni renlemM" autant de cinistanles Ar nn-ius ,p,-|| ^ iuira d'unités dan> l'oidr.' de cette e(|ualion. el ,|(n'. d." (|n.d.ph- ni;iiiii-re (|n'on pai'vienn.- ii celle ecpiation, et sous (|U(d(|ue lormc .prejl.-
se présente, elle sera tonjours essentiellement la même. Ainsi le problème de trouver l'équation dérivée d'une primitive donnée est résolu dans toute sa généralité. Nous allons considérer maiiilenant le problème inverse, (|ui consiste à remonter des équations dérivées aux primitives.
Puisque, dans les équations à deux variables, une éipiation du premier ordre peut renfermer une constante de moins que l'écjuation primitive, une équation du second ordre peut renfermer deux constantes de moins (jue l'équation primitive, et ainsi de suite; il s'ensuit ié('ipi()(]U('inent (jue l'équation primitive peut contenir une constante (le pins (ju'une équation du premier ordre, deux constantes de plus (ju'uiie écjuation du second ordre, et ainsi de suite, constantes qui seiont par conséquent arbitraires; et on voit en même temps qu'elles ne sauraient en contenii' davantage, puisqu'on ne pourrait les faire disparaitre toutes jiar le moyen des équations dérivées.
Cette proposition étant d'une grande importance dans la théorie des fonctions dérivées, et n'ayant pas encore été démontrée d'une manière tout à fait rigoureuse, nous croyons devoir en donner une démonstration directe, tirée de l'expression générale de la fonction primitive.
Si y est une fonction (juelconque de ce, et qu'on dénote par y", v"', v"", y"'", ... les valeurs de v et de ses fonctions dérivées y', y", y'", ..., (jui répondent à d? = o et qui sont par conséquent constantes, on aura, par ce ({ue nous avons démontré à la tin de la Leçon IX,
j = j^-» -\-yO' X -+- y'^ h y
et, si l'on veut arrêter la série au ternie /*'•'"", alors on aura les limites du reste, en substituant dans le terme suivant
;i la place de )'""^ la plus i^rande et la plus petite valeur d<' v'"^ depuis .r = o ius([irà la i;randeur (ju'on veut attribuer à .2-.
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.M;iiiih'ii;iiil , si l:i Njilciir de v est (loiiiicc |);ir mit' (''(|ii;ili(iii du pii-mirr ordre entre .r, y et >', on ;iiir;i |);ir celle e(|ii;ilioii la Mileiir de y' en .r e( r, el de la on IroiiNcia, en prenant les l'oiietioiis di-rivees, une é(|iiatioii du second ordre en .r, v, v' el >'", ensuite une ('■(|iiatioii du troisième ordre entre .i\ y, y', y" ci y", vl ainsi de suite; de sorte (jue, en snhslilnanl snecessi veinent dans ces (m] nations les va leurs de v', y", y'", ... données parles équalions précédonles, on aura, en dernii're analyse, les valeurs de "»'', y", v", ... exprimées en .r et y. Or, en faisant .r-^ (), les (| nanti tés v, )'', v", ... se el)aiii;('ronL en )", v"', v"' . ...: ainsi, on aura les valeurs de J'"', J'"", •••, ex[)rimées en v" (jiii demeurera indéterminée.
De même, si Von n'a pour la détermination de v (|iriine é(|iiatioii du second ordre entre x , y , y' et y" , on en tirera successivement des équations des ordres supérieurs enli'e a-, y, y' , y", y'", entre .r, y,y', y", y'", r'"", et ainsi de suite; et, par les substitutions successives des valeurs de y", y", ... données par les équations précédentes, on aura en dernière analyse y", y", . . . données en ûc, y et y', de sorte (lu'eii faisant a? = o, on aura les valeurs de y"", y"'", ... exprimées en y" et y"', ces deux quantités demeurant indéterminées; et ainsi de suite.
Donc entin, faisant ces substitutions dans l'expression générale de y en .r, il est clair (ju'il restera dans cette expression une indéterminée constante y", lorsque la fonction y sera donnée |»ar une équation du premier ordre; (|u'il y restera deux constantes indéterminées y" et y"', lorsque y ne sera donnée que par une équation du second ordre: (|iril y en restera trois, savoir, y", y"' et y"", lorsque y sei'a donnée par une équation du troisième ordre; et ainsi de suite.
Donc, en générai, l'expression de y en x renferjuera autant de ((uistantes indéterminées (|u'il y a ma d'unités dans l'exposant de l'ordre de l'équation (|ni determim' la lonelion )'; et, (|noi(jue cette coiudnsioii soit fondée ici sur la théorie des séries, il n'est [las dillieile de se convaincre (ju'tdle doit avoir lieu ifénéralement, (jindle (|iie si>il l'expression de y, |)uis(jn'on peut toujours regarder une expression en série comme le développement d'une expression finie.
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Dans l'analyse précédente, on voit ((ue les constantes arbitraires sont toujours les valeurs de y, y' , y", . . . (jni répondent à ^ = o, au lien (ju'en envisageant, comme nous l'avons fait plus haut, les équations dérivées comme le résultat de l'élimination des constantes, ces constantes peuvent être (jnelconques; mais il est toujours l'acile de les réduire les unes aux autres : car, quelles que soient les constantes (|ui entrent dans l'expression de y, si l'on déduit de cette expression celles de y' , y" . . ., et qu'ensuite on fasse œ = o, ce qui changera les valeurs de r, y', y", ... en y^, y^', y"", . . ., on pourra toujours, en prenant autant de ces valeurs qn'il y a de constantes arbitraires, déterminer celles-ci en y", y"', y"", . .., et les substituer ensuite dans l'expression générale de y.
Or, quelle que puisse être la forme de cette expression ou de l'équation d'où elle dépend, à raison des différentes constantes qui y seront contenues, il est visible que, lorsque ces constantes seront réduites aux valeurs de y^,y^',y°'\ • • -, cette forme deviendra nécessairement la même pour la même équation dérivée.
On peut donc conclure, en général, que, si l'on a une équation dérivée d'un ordre quelconque, et que l'on trouve, de quelque manière que ce soit, une équation entre les mêmes variables qui y satisfasse, et (jui renferme autant de constantes arbitraires qu'il y aura d'unités dans l'exposant de l'ordre de l'équation dérivée, cette équation sera l'équation primitive de la proposée, avec toute la généralité dont elle est susceptible; de sorte qu'elle renfermera nécessairement toute autre équation qui pourrait aussi satisfaire à la même équation avec autant de constantes arbitraires.
On voit par là que les constantes arbitraires forment proprement la liaison entre les équations primitives et les équations dérivées; celles-ci sont, par leur nature, plus générales que les équations d'oîi elles" dérivent, à raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu; elles équivalent donc à toutes les é(|uations primitives, (ît (jui ne dinéreraient entre elles que par la valeur de ces constantes.
On pourra donc toujours passer d'une équation primitive à une de
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ses dérivrcs d'im ordre quelconque, cl revenir ensuite de celle-ci ;i une nouvelle c(]ualion ])riniitivc, pourvn (jne celte dernière opération v introduise le nondnc re(|uis de constantes arbitraires. Alors cette dernière é(|nali(>n reMlerniera la première et lui deviendra équivalente, en détei'niiiianl convenablement ses constantes arbitraires, (l'est ainsi (|u'on en a nsé dans la Leçon [)réce(|cnte, pour la transinrniation de> l'onctions ani;nlaires.
Comme nous avons vu (ju'iiuc C(jnati(in du second ordre peut |>rovenirde dcn\ é(Hialioiis diUerentes du prenii<'r ordre, renferniant cbacune une constante arbitraire; qu'uue équation du troisième ordre peut être dérivée de même de trois équations diUerentes du second, et ainsi de suite, il est naturel d'en conclure aussi réciproquement que toute équation du second ordre aura deux équations primitives du premier ordre, (diacune avec une constante arbitraire; (jue toute équation du ti'oisii'uie ordre aura trois équations primitives du ser(ui(l ordre, ayant cbacune une constante arbitraire; et ainsi de suite. .Mais nous pouvons dén)outrer aussi cette proposition d'une manière directe, par une analyse semblable à celle que nous avons employée ci-dessus.
(Considérons la formule ijénérale du développement des fonctions
'f[^ 4- i) =f[x) -h if'[x) -+- '-f"\x -^ . . . . Faisons y =/{'J^') et /= —oc; on aura
et/(a'-t-/) deviendra /(.r — .r), c'est-à-dire éiiale à la valeur de /(.r) ou V, lorsqu'on y fait .r = o, valeur que nous avons désignée plus baul pai' v". Ainsi, par ces substitutions, ou aura cette formule
Changeons maintenant dans la formule générale /(j:) eny"ia i, et 'on aura de même
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Donc, faisant de nouveau
ce qui donnera
valeur de/'(£r) ou de y', lorsque œ = o, que nous avons désignée par y"'. ou aura ectle autre formule
,n^ ,j ^nJi \ tJ" il'
On trouvera de la même manière
et ainsi de suite.
Cela posé, si y est donnée par une équation du premier ordre, on aura les valeurs de y', y", y", ..., toutes données en x et y, comme on l'a vu plus haut; si on les substitue dans la formule
■0 =3 j _ xj' + ~y" - ^r
on aura une équation entre x et y avec la constante arbitraire y°.
Si y est donnée par une équation du second ordre, on aura y", y'", v'^, . . ., données en œ, y et y'; donc, substituant ces valeurs dans les deux formules
yo =y - xf + ~y" - ^y"' + . . . ,
yO' = y^a:r"+ ^/"- ^j.v+. . .,
on aura deux écjuations en œ, y et y', ayant chacune une des constantes arbitraires y" et y"', lesquelles seront également deux équations pi'imitives du premier ordre de la proposée du second ordre, et ainsi de suite.
Ouoique ces é(|uations soient en séries, les conclusions qu'on ])eul tirer relativement à la nature des équations primitives n'en sont pas
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iiiitiiis cxaclcs; cl il est visihlc, par la lorinc niriiic de (-es (''(|iialioiis, (|ii'('ll('S sont rsscntiollciiicnt (lillcrciilcs, cl (jiTil ne pciil v en avoir (|iriiii ii()iiil)r(' r^al à ccliii de l'ordre d<' l'(''(|uatioii doiinéo.
On en coiicliira donc anssi (jnc, si pour nnc c(|Malion du second ordi'c on Ironve d'une nianii're (|nclcon(|ne dcn\ c(jnalions dillerenles Au premier ordre (|ni y satislassent, cl (jui renlernicnl ehaenne nnc constante arhitraire, on anra les dcnx é(|natioiis |»riniilives (\\\ picmier ordre de la proposée; et toute autre équation de cet ordre, (pii v satisferait avec une constante arl)itraire, sera nécessairenicnl reiirernice dans celle-ci.
Ces deux équations primitives étant coninu^s, on pourra toujours en déduire l'équation primitive absolue, sans fonctions dérivées, en éliminan( par leur moyen la fonction dérivée qu'elles conliendronl, et (jni est censée être la même dans les deux é(|uations.
L'équation résultante, ne conlcnanl plus de fonclion dérivée, sera l'équation primitive absolue de la proposée du second ordre; et, conimc les deux constantes arbitraires, qui entraient dans les deux équations |)rimitives du premier ordre, se trouveront dans cette érpialion, elle aura toute la généralité dont elle est susceptible.
Donc, ayant une équation du second ordre, on aura égalemeni son équation primitive absolue, soit qu'on trouve immédiatement une équation entre les mêmes variables qui y satisfasse, et qui renferme en même temps deux constantes arbitraires, soit (ju'ou trouve séparément deux équations du premier ordre qui y satisfassent cbacune en j)arliculier, et qui renferment ( liacune une constante arbitraire.
Mais, si l'une de ces deux équations du premier ordre ne contenail point dt! constante arbitraire, alors l'équation pi'imitive qu'on en déduirait, ne contenant (ju'une seule constante arbitraire, u'auiait [)as toute la £?énéralité qu'idlc i)cut avoir; mais elle satisferait toujours à l'équation du second (u-di'c d'où ou l'aurait tirée, en même tcm[»s (jn'elle satisfera aux deux dn premier ordre.
Il suit encore de l;i (|in', si l'on a une équation du |»i'emier ordre, <•! qu'on en dédnise d'une n)anière (|n(dconque une é(jualion dn second
ordre, soit en éliminant une constante ou non, qu'ensuite on passe de celle-ci à une antre éqnation primitive du premier ordre, avec une constante arbitraire, on ponrra, par l'élimination de la fonction dérivée qui se tronve dans les denx équations du premier ordre, avoir une éqnalion entre les deux variables et la constante arbitraire, qui sera |);ir conséquent ré([ualion primitive absolue de la proposée du premier ordre.
En général, si de la proposée du premier ordre on passe à une équation d'un ordre supérieur, et si l'on trouve d'une manière quelconque une équation primitiv*' de celle-ci d'un ordre inférieur avec une constante arbitraire, on pourra toujours, par l'élimination successive des fonctions dérivées, parvenir à une équation entre les deux variables et la constante arbitraiie, laquelle sera ainsi l'équation primitive de la proposée.
Enfin on peut étendre aux équations des ordres supérieurs au second ce que nous venons de trouver relativement à celles de cet ordre, et en déduire des conclusions semblables.
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LKIJOA' TIIKIZII-Ml!:.
(Conlimiiiliori de la F,i'(;oii préccd'Mile. )
TiiKoiiir. i)i;s Mi:i/niM.i<;ATrj"ns nr.s koiations dkhivkf.s.
La nianiôrc la plus iialiircllc de trouver réciualion primilivc d'uiif équalioii duw ordre (IiicIcoikjuc esl de la prépai'cr do façon (|uo sou premier uieuibre devienne une roiiclioii dérivée exacte; car alors il u'\ aura qu'à preixlre sa fonction primitive et y ajouter une constante |)our avoir l'équalion primitive d'un ordi'e inférieur; et, en opérant ainsi successivement, on pourra parvenir à l'équation primitive entre les deux variables et autant de constantes arbitraires que l'ordre de la pro[)osée le comportera.
Or je vais prouver que cette préparation est toujours possible pai- le moyen d'un multiplicateur, lorscpie l'équation dérivée de l'ordre // esl réduite à la forme
r(«) -hf{:z-,r,r',)", . . .,r<" ')) = o,
y^"^ étant la plus liante des fonctions dérivées de v.
D'un côté, il est clair qu(^ cette réduction est toujouis possible ou censée possible, quelle (|ue soit la forme de l'équation proposée; car il n'y a (ju'i» eu tirer la valeur dv y"' en .v, y, y', y", . . . par les r('i>les connues.
De l'autre côté, nous avons déjà observé plus liant (|ue, (|uelle (|ue puisse être l'équation primitive de l'ordre immédiatement iufeiieur, >i Ton (léi;ai;'e la constante arbitraire, et (pi'oii prenne ensuite les loue-
tiens dérivées, on a une équation dérivée où la [)lns haute des lonclions dérivées de y ne sera qu'à la premii're dimension, et qui devra, par conséquent, être identique avec la proposée.
Ainsi, ayant ri'duit l'équation primitive à la l'orme
on (( est la constante arbitraire, on aura récjualion dérivée
laquelle, en séparant la partie qui se rapporte à la variation de y'"~'^ d'après la notation abréi^ée indiquée dans la Leçon VI, peut se mettre sous la forme
d'oii l'on lire
('omme la constante a a disparu, cette équation devra être identi(|uc avec l'équation proposée, puisque la valeur de y^ doit être la même <lans les deux équations. Donc la foncti(»n /"(.r, y, )', . . .,.r'"~'^) sera identicjue avec la fonction
■ 'f'(j("-')) Ajoutant de part et d'autre la (| nanti té y'"\ la fonction
deviendra identique avec la fonction
c'est-à-dire avec la fonction
F'(x,r,y', ■• -, yC'-'^)
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Donc r(!(|ii;i(i()ii
''••'"' niiilli|.lié(' |);ir l;i loiiclioii F'(v'"--'^), (Icviciidr;!
F'(jr,j-,j-', . ..,r("-'))~„,
vw soilc (|iic son pn-niior mmibrc sera nnc lonclion .Ir-rivrc r\:u'\v.
Ainsi il .'xisU' toujours une l'onclioii d'un ordre inrcriciir à relui Ar l'<'<|"''li"" pi'oposéo, par laquelle cette équation étanl miiKipliee, >,mi pivinier membre devient une l'onction dérivée exacte.
Comme cette proposition est Ibndamentale, et donne lieu à d.'s . ..11séquences importantes, nous allons la considérer sous un point <l.- vu.. plus étendu.
Soit
^'{^>r>r'^ ■■■,j<" 'Kn] = o
réquati(Hi primitive de la même équation dérivée
a étant la constante arbitraire.
l'iir la théorie générale, on aura l'équation dérivée de la pninitiv supposée, en éliminant a au moyen de ré(|uation
et de sa dérivée immédiate
a étant regartiee comme constante.
De là il est facile de conclure, comme ci-dessus, que la ronctioii
<levieiidra identicjue avec
en SLibslilLiaiil ici, à la place de ci, sa valeur eu .r, J, ,v', . . ., y^"-^\ tirée de l'équation primitive.
Considérant donc a comme une pareille l'onction déterminée [)ar l'équation primitive
(tu aui-a, poui' la détermination de r/', l'équation deiivée
laquelle, en séparant la partie qui se rapporte \\'a', suivant la notation employée ci-déssus, devient
d'où Ion tire
(■([nation qui sera identique en substituant pourrt sa valeur en r, y,
Si donc on multiplie l'équation
par la fonction — „., . ^ ? son premier membre deviendra une fonction
dérivée exacte, dont la fonction primitive sera — a, en supposante déterminé par ré(juation
On est donc assuré, de cette manière, de l'existence d'un multiplicateur qui peut rendre le premier membre de l'équation proposée une fonction dérivée exacte.
La même équation identique nous fait voir aussi que ce multiplicateur n'est pas le seul qui jouisse de cette propriété, et nous donne en même temps le moyen de ti'ouver tous les multiplicateurs (jui auront la même })ropriété; car il est évident (juc, le premier membre de l'équation devenant égal à —((', il sera toujours une fonction dérivée
exacte, élaiil iiiuUiplié par une l'oiiclion qiielcoïKjLie de a, et (jii'il ne pourra rêtrc (ju'autaut (|ue le niultiplicateur ne contieiidia (iiie <(. Donc le seeoud ineruhre deviendra aussi une Jonction dérivée exacte, étant multiplié par uiu' loncliini (juelconcjue de d.
D'où il est aisé de e(ni(dure (jue la formule générale de ce ninlliplicateur sera
co(«) Y'[y("-i)) ' f>) '•
9(«) dénotant une l'onction (]uelcou(|ue de a, et la quantité a étant une fonction de .r, y, v', . . . déterminée par l'équation primitive
(( étant ici la cinistante arbitraire; car le |n'einier nienihre de re(|u;ition proposée de l'ordre //'"'"" deviendra, par la multiplicalinn de Va formule précédente, identi(jue avec la quantité — ao{a)\ de sorte (ju'en déiHjtant par ^\^[a) la loncti(Hi primitive de a'o(a), on aui-a tout de suite l'équation primitive; *i>(rt) = eonst. ; d'où l'on tirera aussi a = const. Or a étant ici la fonction de .r, y, y', . . ., y-"~'\ <|ui résulte de ré(|ualion
il est visible que ré({uation (l>(rt) = const. n'est autre cbose que cett<' nHMue é(juation, dans laquelle on suppose que a devient une constante arbitraire.
Ainsi, loi'S(|u'une é(|iuition dérivée de l'ordre /i"""' est réduite à la
l'orme
cliaque é({ualion primitive de l'ordre // — i, avec une constante arbitraire, fournit une inlinité de multiplicateurs, tous renfermés dans une mén)e formule, les(juels peuvent rendre le premiei' membre de l'équation une fonction dérivée exacte, et redoinier la même équation primitive.
Si l'équation proposée n'est que du pi'emier ordre, il n'v a alors X. 1 1
(lu'une seule équation primitive; et pai- conséquent il n'y aura aussi (ju'une seule formule de multiplicateurs.
Si l'équation proposée est du second ordre, nous avous déinoutré (|u'elle est susceptible alors de deux diirérentes é(|uations priuiitives du jtreuiicr ordi'e; chacune d'elles donnera donc nue formule parliculii're de multiplicateurs; mais on pourra aussi renfermer ces formules dans une formule plus i;éuéi'ale encore.
Car, soit •
l'équation proposée du second ordre, dont les deux é({uations primilives du premier ordre soient
(i et h étant les deux constantes arbitraires.
En regardant ces deux quantités a et h comme des fonctions de .r, v, y, déterminées par ces mêmes équations, ou ti'ouvera, pai' l'analyse exposée ci-dessus, les denx équations identiques
F'iv"
Soit maintenant (\^{a, b) une fonction quelconque de a, h; sa fonclion dérivée <1>'(<7, h) sera représentée par a ^V[a) -\- b' ^^'[h]-, de soi'le (|u'en multipliant la première des équations précédentes par ^'{a), la seconde par ^V{b), et les ajoutant ensemble, on aura
On aura ainsi cette formule géiH*rale pour le multiphcateur de l'é- (jiuition proposée
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en siij)|)()S;int (i cl h (Irlcrmiiirs piir les deux r(|(i;ili()iis
cl le iiiTinicr iiiciiihrc de réquatioii (Icviciidra iilors — '!'(<'/, />); de soilc <|ii(' l'on aura siir-l<'-tdiaiii|t l'iMiiialioii jniiiiilivc <l'(rt, h) = coiisL
De iiiriiic, si Ton prend iiiic aiilic loiiclioii (jii(di-()ii(|ii(' (t cl A, rcprést'iilcc [tar ■j[(i, h), on en lirci-a de iiicmc rciinalioii |iiiiiiili\ •■ ']/(«, //) = consl.
Ces deux cciualions doniici'oiil donc a eL h égahîs ii des eonslaiilc>, (luelles (jnc soient les fonctions désignées par les caractéristiques 'I' cl •!/, ce (jni l'cdonnera les mêmes équations primitives d'ctii l'on clail parti; d'où l'on voil coinincnt ces c(jiialions se Ironvcnl indcpendanlc-dcs Ibnctions arhilraires i\u\ pcnveni entrer dans les ninllij)licalenrs.
On peut appliquer cette théorie aux écpiations dérivées des ordres supérieurs au second, et en tirer des concdusions scini)lal)lcs.
On pcul donc toujours trouver la forme générale des multi[)licateurs lorsqu'on connaît les équations primitives; mais, comme ces multiplicateurs fournissent eux-mêmes un moyen de parvcnii- aux équations primitives, il serait important de pouvoir les trouver « /w.vicriori, d'après les équations dérivées. Euler et d'autres après lui se sont occupés de cette recherche; mais c'est un de ces prohli'uies don! on ne saurait espéi'cr une solution générale.
Pouivdonncr un exemple de ce (|ue noiis venons d'exposer, pi'cnons
re(juation du second ordre
(juc nous avons trouvée plus haut. J'observe d'abord <|ue, dans l'elal oi^i elle est, son premier membre est déjà une fonction dérivée exacte; car, ]mis(|ne
on a
xy
xy
xr -H )•',
de soiie (]u'on peut la mettre sous la foi'nu'
'xy' :' — -ly'^ <.;
• l'où l'on tire, sur-lt'-champ, l'équation primitive dn premier ordre
A étant une constante arbitraire.
Pour avoir l'équation primitive de celle-ci, je cherche un multiplicateur qui rende son premier membre une fonction dérivée exacte, et il est facile de voir que cela aura lieu en divisant l'équation par x\ dr sorte que le multiplicateur sera — •
En effet, elle devient par là
ÛC 3C ÛC
cl la fonction primitive du premier membre est
de sorte qu'on aura l'équation primitive
savoir, en multipliant para:-^,
B étant une nouvelle constante arbitraire.
Cette équation, contenant ainsi deux constantes arbitraires A et H. sera l'équation primitive complète de l'équation proposée du second ordre; et l'on voit, en effet, qu'elle coïncide avec l'équation
x- — 1 ay + «- + /;=: <),
d'où la proposée avait été dérivée, puisqu'il n'y a qu'à la diviser par I»
et faire
Mais, au lieu de chercher, comme on vient de le faire, l'éfjuation
l)h:S FONCTION s. lOo
primitive do i;i pi'iinitivc du premier onli'e, on peut clinclicr une aiilre é(|iiation primitive (U; la pi'0[)()sée; et, pour cela, j'ol)seivr (jnc la fonetiou dérivée de a-'" y'" est
inx"- ' j" -1- nx'"/" \}-" -^ X'" ';•'" ^' ' niy' -f- nxj"); îiinsi, la proposée étant
xy" — r'—o,
OU V(til (|u'en laisaut m = — i, n = i, son [)remier memhrc drvi<'ndr;i une Ibuetion dérivée exacte, étant multipliée par a~- ou par —, cl l'on aura la nouvelle équation primitive
Combinant donc cette équation avec l'équation
trouvée précédemment, pour en éliminer y', on aura réciiialion en r et Y
— Bx- — 7.f -+- A=:0,
(jui, à raison des deux constantes arbitraires A et B, sera aussi rcqn;!tion primitive complète de la proposée. En effet, elle se réduira à la
même forme
X- — lay + a- + ^ = o
étant divisée par — B et faisant
Ififi LEÇONS SI K I.E CALCUL
LEÇON (jUATORZIËME.
DIS VAI.FAIlS SINGULIÈRES QUI SATISFONT AUX EQUATIONS DERIVEES ET QUI NE SONT PAS COMPRISES DANS LES ÉQUATIONS PRIMITIVES. THÉORIE DES ÉQUATIONS PRIMITIVES SINGULIÈRES.
La théorie des équations dérivées, exposée dans la Leçon XII, porte naturellement à conclure que toute valeur qui peut satisfaire à une équation dérivée donnée doit être renfermée dans son équation primitive, pourvu que celle-ci ait toute la généralité dont elle est susceptible par les constantes arbitraires qui doivent y entrei'. Il y a néanmoins des équations dérivées auxquelles satisfont les valeurs que j'appelle singulières, parce qu'elles ne sont pas comprises dans leurs é(|nalions primitives. Ces sortes de valeurs se sont présentées aux géomètres presque dès la naissance du Calcul différentiel; mais, comme la théorie des constantes arbitraires n'était guère connue alors, on n'a pas d'abord regardé ces valeurs comme formant une exception aux l'ègles générales du Calcul différentiel. Euler est le premier qui les ail envisagées sous ce point de vue et qui ait donné des règles pour les distinguer des intégrales ordinaires.
Depuis, on a reconnu (|u'elles dépendent de la théorie générale des ecjuations dillérentielles ou dérivées, et ([u'elles servent ;i la conq:)léter; c'est ce que nous allons développer avec toute l'étendue qu'exige l'importance de la matière.
Considérons une é(ju;»ti()ii (|uelcon(jue du [)remier ordre, l'eprésentée par
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(i supposons (inCllr soit dérivée de r(''(|ii;ilioii priiiiilivc
(t (''l:m( l;i coiislaiilc ;ii'l)ilrair('.
Siiiviiiil l:i llicoiic l'éiiénilc, ('elle r<jii;ilioii
(loiiiicr;! l'('(|ii;ilioii dérivée
(|iii se réduit ii la loriiie
eoiirorniénieiU à la iiolalioii (|ue nous avons etiiployec jiis(|iriri : cl ces deux équalions, étant combinées ensenil)le de manière (pic la ( onstante (( disparaisse, produiront la suivante
Maintenant il est elair que le résultat de l'éliminatiou ilc <■/ sera le même, qu(dle (|ue soit la (juantité a, soit constante on variable, pourvu (\\\v les deux équations
soient les mêmes. Donc aussi la même é(|uation
pourra résulter de l'écpiation
V[x,x,fi] = o,
en supposante variable et ronctiiui de .r, poui'vu (pic re(|iialion dérivée
soit égaleUM'Ut
Mais, en regardant a comnn) une rou(ti(ui de r, (ui a
¥'[x,);a)=F'[x]-^)-' F'(j) + rt' V'[a::
iiiiisi la condition dont il s'agit aura lieu si le terme a'¥'{a) disparaît; (i'oii il suit que la valeur de y, tirée de l'équation primitive
F(^,r, «) = o, salislera également à ré(|uation du premier ordie
en prenant pour a une fonction de or déterminée par récjualion
a' F'(rt) 1= o.
(-ette é({iiation donne ou
a' = o, ou F'(«) = o,
L'équation a' =^ o donne a égal à une constante quelconque; c'est le cas de l'éijuation primitive ordinaire, dans lequel a est la constante arhilraire.
Mais l'autre écjuation
dans laquelle f'{a) est une fonction de œ, y et a, donnera, par la résolution, la valeur de a en r et r; et, cette valeur étant substituée
dans l'équation primitive
on aura une nouvelle équation en œ et y, sans constante arbitraire, (|ni conduira également à la même équation dérivée, et qui sera nécessairement différente de l'équation pi-imitive ordinaire, pui^^que dans (■('Ue-ci la quantité a est une constante arbitraire, et que dans l'autre elle devient une fonction de œ et r.
Donc, en général, si l'on élimine a des deux équations
on aura Téqualion (jui renfermera les valeurs singulières de y, qui j)euvent satisfaire à l'équation dérivée
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dont
est rciiiinlioii |>i'imiliv(' (tidiiKiiic.
Nous ;i|>|)('llf'i(»iis celle e(|ii;ili{)ii (-r/Ufi/iO/t i>ii/iiili\c si/ii;i(h('/('. |)(»iii l;i disliiii^iiei' (le re(|(i;ili()ii primilive ordiiiaife, (jiie nous iippelleioiis aussi ('(//((i/io/i pnnuttKc cofiiplclc.
Il i'aiil seuienieiil i'eiMai(|uer (jue, coiiinie l'ossence de cette équalidii
(•(Hisisle en ee (jue la valeur de d esl uue Ibuelion variable, si re(|na-
tiou
\y,\\' Ia(|n(dle ou doit délerrninei' <i, doniiail pour <i une (juaulilé eoiislante, ou bieu une Icdie loiieliou de r el v (|ui deviul éi;ali' ii uue eoustaulc eu vertu de l'étiiuiliou
dans hujutdie ou doit siihsliluei' celte valeui' de (i, ou (|ui, dans celle substitutiou , douuàt le uièuie l'ésullat (|u'ou aurait par uiu' valeur constaule de a, alors cette équation cesserait d'ètic uue é(juatiou priuiitive singulière, et ne serait plus (ju'uu cas particulier de TiMpuition primitive ordinaire.
Nous avons trouvé (r>eeon XIl <jue l'c([uati(Mi du premier ordre
/ v'^- -^y- ~b — yy' — x — o a pour é(jualioii primitive
X- — 2rtj' — a- — h = o
où (i esl la constante aibiti'aire. Faisant donc
F(^,/, «) = .r- — lay — a- — b,
et prenant les (ondiiuis déri\('es de tous les termes relaliN cum'uI ;i a
seul, on aura
F[a) = -'j.y—-ia;
<l()iic l'rqiiatiuii
Y'{a)=-o donnera « = — r,
Viiloiir (jui, élaiU substituée dans l'équation primitive, donne
équalioli ({ui satisfait également à ré(|iiation du premier ordre. En cH'cl, cette équation donne
y- ^ b — X- et y-y ■= — a ; ees valeurs substituées dans l'équation
r' V -^ - + jT' — ^ — yy — X = ()
la rendent identique.
Comme on sait, par la tbéorie des équations, que l'équation dérivée
l'elative à <7, contient la condition qui rend égales deux des racines de
l'équation
ordonnée par rapport à a, il s'ensuit que la valeur singulière de y, dans cette équation, a la propriété de donner à l'équation en a une racine double.
On voit, en effet, (jue l'équation
a- -\- 1 ay — x- -f- /» = o ac(juiert une racine double, en faisant
Si l'équation primitive était
[x- -\- y^ — h ) [y- — 2 ay ]-\-[x- — b)n'- = o, a étant la constante arbitraire, ré(|uation dérivée relative à a serait
— y[x- -f- r- — b) -h [x- — 6)rt = o,
il oii I on lii'c
.r(^2 -^-jr- — f>]
x- ^ b v;il('iir (|iii, (''l;iiil siiltsiiliicc diiiis |;i [H'oposéc, domic
_r* (r- -\-y- ~ b] _ cl, par consi'MjUcnt,
|>(»iii' rr(|iiali()ii primitive singulière.
.Mais, (le ce (jiie cette équation rend la valeur incnic i\r a nulle, il siiil (lii'tdlc ne sera qu'un cas |)articiilicr de rc(|uation priniilivc; en cllcl clic icsultc de celle-ci, en y Taisant (i o.
On peut aj)j)]i(jnci' aux c(|uations des oi'drcs siipciiciii> au premier la (licoric (pic nous venons de donner sur les c(jtialious dérivées de cel ordi-c.
En ell'et, si
V[x,j%y\y", ...,y(" *\a] = n est ré(juation primitive de récjualion de Tonlrc //
a étant la constante arhiti'aire, celle-ci doit résulter de rélinïiualion de a entre l'écpiatiiui primitive et son équation dérivée; et il est évident ((ue le résultat de celte élimination scia le même, soit (juc la (juanlilé rt soit constante ou variable, pourvu (|uc les i\cu\ c(piati(Mis soient de la nuMue fbi'me.
Or l'équation [)rimitive
est la même dans l'un cl dans Taulre cas : son écpiation dérivée est, dans le cas de a constante,
et, dans le cas où a serait une fonction (juelconque de x, elle sera
donc les deux équations deviendront idenli(|ucs si l'on détermine (( de manière que le terme a'V'{a) disparaisse.
Faisant donc
a' F (fl) = o,
on a ou
az=o,
et par conséquent a égal à une constante, ce qui est le cas ordinaire;
ou
ce qui donnera une valeur de a en r et r, laquelle, étant substituée dans l'équation primitive
donnera une équation du même ordre, qui satisfera également à l'é- (juation
elle pourra donc être regardée aussi comme une équation primitive singulière sans constante arbitraire.
L'équation du second ordre
a pour équation primitive du premier ordre
IT
(I où I on lire
valeur (|iii, rlaiil siilislihicc dans la mh'IIIc ('(iiialion, donne e(dle-ri
(lelle valeni' de >' salisl'ail aussi à ré(|nali(in proposée; mais e'esl une valeur sinj^nlii-re, pnis(]irelle n'esl pas eontenne dans l'eipialinn primitive.
Si l'on (du'rehe ré(|nali(ni piimitive de ré(jnalion i\\\ premier ordre
X- — ?«J"' + a- = o, il osl l'aeile de trouver celle-ci
-Ty 'i.ciy + a-x H- w 1= o,
oii h est la nouvelle constante arbitraire.
Si maintenant on élif)iine (i de ces deux équations, on anr-a la suivante
4^2(-^._.^y)2_4 ^_ :__ (^,._^yjy+ U - ^^
qui sera par conséquent l'autre écjuation primitive du premier ordre de la proposée.
On peut donc aussi chenlicr une é(|ualion j)rimilive sini^uliî're d'après celte équation-ci, en prenant son équation dérivée relativenn-nl à h, et l'on trouvera
d'où l'on tire
^ = -j-^-^ir — ^y'))'
Substituant celte valeur' dans recjnaliou pi'écédente, idie devieni
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Cette é(jii;iti()n (loiiiic ces deux-ci
y — xy ^ o et :r-— j-'-^o. [.;t pi'emière ne satisfait pas à la proposée, ear elle donne
r cl, de là,
La seconde donne '
c'est la même (jue nous avons trouvée ci-dessus.
Ainsi les i\cu\ é([uations pi'iinitives du premier oi'dre ne donnent (|ue la niénu' C(]uati()n siugulii're.
11 serait ccjn'iulaiil naturel de penser que des é(]uati(tns primitives dill'erentes devraient donner aussi dillereutes valeurs siniîuiiéres; mais nous allons démontrer, (/priori, que l'on a toujours la même équation pi'imilive singulière, de (juel(|iie équation primitive ({u'on la déduise: ce qu'on ne savait pas jusi}u"ici.
Considérons une équation du second ordre, représentée en général par
f[.r,r,y,y']=zo,
l'I <lont !"c(pialioii [trimilivc entre a" et v soit
F, .r, )•, <7, ft'' = o,
a et h étant les deux constantes arhiti'aircs.
Par la théorie générale, on aura ses di'ux cqualioii> primitives du premier oitlre. en éliminanl </ ou A. par le moyen de cette même équatn»n l't de >a première tupialioii deii\ee
(t et A étant ici regardées comme constantes.
Cminne la l'onction dérivée F' r, v rcMil'erme, outi'(> les constantes a
et A, la l'onction v . ilcsinnons-ia par ^ .r, ^ . \- . ii, h .
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Ainsi on ;iur;i les deux convlMnlcs |iriiMili\('s du picniifr nidic, m siil)slilM:int ;iilcrM:iliv('Mi*Mit, dans la nirnic (Mjuation
la valcnr- de A en x-, y, <i, et la valeur de <i en r-, v et A. lirccs A^ la
niciiic (Ml nation
l'jisnitc on anra les (-([uations primitives singulii'rcs, en tdiniinant n de la prcniii'i'e par h; moyen de son équation dérivée, prise relativement il (i, et en éliminant A de la seconde par le moyen de son écpiation dérivée, prise r(dativement ii h.
Considérons d'àhoi'd, dans l'éqnalion
o [ X, )■,}■, (t, b r= n, la (jnaiilité h eomme nne lonclion de .r, v, a, déterminée par re(|nalion
son équation dérivée, prise relativement à a, sera \
en supposant qne // soit la fonction dérivée de h, pris*- rtdaliveinenl à (i\ or, eomme h est une lonetion de a, déterminée |)ar re(|nalion
on auia la valeur de //, en prenant la dérivée de cette équation par rapport à (i, opération (jni donne
Si maintenant on élimine // de ees denx ecpiations, on a
o'[n] ¥' b) — 9',^) F'(rt;=o.
Cette équation, étant combinée avec les deux
F x,y,a,b^^o et o x, y,y' ,a,b = <>,
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(lonnt'ra, par l'élimination de a et A, rtMjualion sin^iilii'ro rrsnltaiil (le ['('(jnalion dérivée relative à a.
\'M regardant de même a comme l'onction de h dans l'équation
Mil ;iura éiialcînent ré(juation dérivée relative à h
ri la valeur de a dépendra alors de ré({uation dérivée r(dativcinenl
de sorte que, par l'élimination de à , on aura pareillement
o'[à) Y[h'] — o''\h) F'(rt) = o.
Ainsi l'équation ])rimitive singulière, déduite de l'équation dérivée Kdative à h, sera encore le résultat de l'élimination de a et h, par le iiioven de ré(iuatioii précédente et des équations
Donc ce résultat sera le même dans les deux cas, puisque les équalions sont les ii>êmes.
Il suit de là qu'on i)eut trouver directement l'équation ]»rimilive sini>'uliér(' d'une équation du second ordre, au moyen de son équation primitive complète, sans connaître en pai'ticulier les deux é(iuatioiis primitives du premier ordre; car, soit
rette équation, où a et h sont les deux constantes ai'bitraires; il n'y auia (ju'à éliminer a, h et //, au moyen des quati'c é(juati()ns
Y\^x,y,a,b] — o, o[x,y,r' , a,b] = o, l''[ti) + b' F'(6) = o, o'(rt) + b' o'[b) = o, eu supposant
On |i(>iil ;i|t|)li(|ii('r le iiiriiic i';iisoiiiic(iH'iil ;iii\ r(Hi;ili(»iis des ordres Mi()(''i'i('iirs, cl rti tirer Avs coiicliisioiis seiiihhihles. Ainsi, si
est supposée réquation primitive enlic .r el )', et les trois eonsl;inles arbitraires d, h, c d'une é(jMation dérivé(! du troisième ordre, les trois e(jualions primitives du second ordre donnei'ont nue même é(ju:ition primitive sini^ulièrc de ce même ordre, (jui m; seia que le résultat de l'élimination de a, h, c et de //, c' , au moyen de ces six équations
V'[a) + b' V[b]-\-c: F'(c) = o, ©'(rt) + b' ^'[b] + c' o'[c) = o, ^'[a]-\- b' "^"b] -\- c' 'Y[c)z=u,
en s opposa ni
et ainsi de suite.
Ainsi l'équation du second ordre
avant, comme on Fa vu ci-dessus, jiour é(piatioii primitive entre. r cl v,
ré(|ualion
— -lay -^ a-x -^ b -= o,
oii (i el A sont les constantes arbitraires, on aura tout de suite re(|uation primitive sini;ulii'rc du premier ordre, en combinant celte e(|ualion avec son équation dérivée ordinaire, el avec les deux dérivées de celles-ci, prises par rapport ;i r/, el en i'ei;ardant /> comme l'onction de or, y, r' et a, de manière (|ue les (|uantités a, h et // disparaissent.
Pour (loniicr plus tle i^énérulilé à cel exemple, en conservant la constante/^dans l'équation dérivée, je donnerai d'abord à l'équation j)ri-
milive la l'or/ne
0,00 3b~6ar X- H- 3«- H ^ — o,
cl j'aurai pour sa dérivée
l^renant maintenant les dérivées de l'une et de l'antre relativcmeni à a, il viendra
ba ~ -^ + ■ — — o, X a:
6y Gy' 3//
h étant supposé Ibnction de a.
En éliminant d'abord //, on a
= o, d'où n = ;•' ;
les deux premières donnent ensuite, en éliminant h,
o 3«- — 6ny'
substituant la valeur de a, il vient
^x ^^ = o, ou y'- — x-^^o,
comme plus baut.
Soit encore l'écjuation du second ordre
y - xf' + - y" - [y - .rf)-i _ y."-2 = o,
dont ré(juation primitive en x et y est
y X- — bx — a- -- b- = o.
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Si l'on riiiiiiiic loiir ;i loiir a ri h de celte é(}ii;ili()ii, an moyen de
son é(|nalion dérivée
y' — ax — h -= o.
on a ces denx-ci
J + ( a-\ x- — ( I — oa ) xf — a- — y-
En prenanl l'équation dérivée de la premii're relativement à a, on trouve
( za\x- -{- 2 xy — 2 rt = o ;
d'oii résulte
.r- -+- ixy' a —
4(n-x^) valeur qui, étant substituée dans la même équation, donne
l^xr' ■+■ X-]-
De même l'équation dérivée de la seconde, relativement à A, sera
d'où l'on tire
et la substitution de celte valeur donnera
xy' /- [ir' — x^Y
IX- IOX-(l -\- X
ces deux écjuations reviennent au même, car elles se rédoisenl l'une et l'autre à celle-ci
qui est, par conséquent, l'équation primitive singulière tie la pioposée (lu seeond ordre.
On aura h; même résultat en éliminant immédiatement a, h et //, au moyen de ré(juation primitive
r — - X- — bx — a- — b- = o,
i\v sa première dérivée
y — ax — /;-—()
et de leurs deux dérivées par rapport à a,
— -h la -h{x -\- 2b)b'^^ o, x-\-b'=zo.
Ces deux-ci donnent, en éliminant //,
En combinant celle-ci avec la seconde, on trouve
et, ces valeurs étant substituées dans la première, il vient
comme ci-dessus.
Si de l'équation primitive
on tire la vah^ur de a en fonction de
et (ju'on la désigne pai'
il est clair qu'en substituant cette fonction à la place de a, dans la
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niêtiK^ (M|iiali(»ii, clic dcvicndia iicccssaircniciil idciilKjiic ; [)ar couse (|iicii( SCS C(|ua(i()iis (Icrivccs, relatives à
jc,r,r', . . .,r'(''-"
(Ml parliciilici", aiiroiil lien aussi.
On aura donc
F'(j)H-F'(«)(l)'(j)-o, F'(/)-^F(rT) (!>'(/ o,
où j'ai coiisorvé, sous le signe F', la lellre (i ;i la place de sa valeur De là on déduii'a
V'ir') - F» '
Donc, puiscjue la (juantilé Via) devient nulle dans le cas de l'équalion priniilive singniici'e, il s'ensuit ([ue, dans ce même cas, les valeurs de
deviendront chacune infinie.
Ce caractère fournit aussi un moyen général de trouver réqnalion primitive singulière; et ce moyen est surtout utile, lorsque ré(|ualioii |)i'iniifive est sous la forme
la(jU(dle parait échapper à la règle générale établie ci-dessus, car on aurait ici
cl, (le là,
d'où l'on ne pourrnit rien conclure relativement à l'cMiuatioii primitive singulière.
Il faut néanmoins observer que, quoiqu'il soit vrai que l'équation primitive singulière rend les fonctions
^'[x], (i>'(r), ci)'(/), ...
infinies, on n'en doit pas conclure que toute équation qui rendra ces quantités infinies sera une équation primitive singulière; il faudra, de plus, que cette équation ne rende pas la fonction
égale à une constante, car on n'aurait alors qu'un cas particulier de l'équation primitive générale.
Par exemple, si
on aura
l'une et l'autre de ces quantités deviennent intinies, en faisant y — x=o, pourvu que /;? < j .
3Iais cette équation
rend la valeur de ^{.x, y) égale à zéro ou à l'infini, suivant que m est positif ou négatif; donc elle ne peut pas être une équation primitive singulière.
Prenons l'équation du premier exemple
X- — "2 aj' H- «- — /> = o
elle donne
n = ~y'-+- vV-+J--— b,
donc
cl, (le l;i,
sjx- -\- y- — b
sjx- -{- y- — b
OÙ l'on voil que cos deux fonctions (Icvicnnrnt infinies pnr rr(|M;irKiii
|)i'iini(iv(' sini^iilicre
Nous avons trouve plus haut cette équation du [)ienii('r ordre
|)onr ré(iualioii [)rinii(ive singulière de l'équation du second ordre
y - xy' + ^ y" - [y' — x) " ) 2 — j "-' = o ; en dégai^eant la l'onction j', on a
el, divisant \yAY -;;:\ lijy -^ L\x- -^ x\ on obtient
\liQy-\-^x'^-\-x''
équation dont les deux membres sont des fonctions dérivées exactes. Kn prenant leurs fonctions primitives, et ajoutant la constant*' arbitraire /•, on aura l'équation primitive
sj li^y-T- ^x- H- x'' z=xsj-i'^ x- -i- /(s/« H- x- -f- ^) -f- /.',
comme il est facile de s'en assurer en pi'enant les fouet i(Mis dérivées de ses deux membres.
Cette équation est, comnu' l'on voil, bien ditlérente île réqnation primitive complète
y X- ~ bx — a b- = o;
mais elle satisfait également à récjualioii proposée du second ordre, parée qu'elle satisfait, en général, à l'équation du prfmier ordre, qui satisfait à eelle du second ordre, comme primitive singulièie.
.Mais cette é(juation du premier ordre peut avoii* (dle-mèine une primitive singulière qu'il est bon de chercher.
(lomme la constante / est débarrassée des vaiiables .r et v, on a iininédiatement
k = \l iQy H- ^x'^ + x'' — a- V I H- Jc- — /( \ i + ^'- -^ ^')^
(h' sorte que, en désignant cette fonction par fl'(.i, v), et prenant les fonctions dérivées relatives à x ou r, on aura sur-le-champ
y/ 1 (^y + 4 ^' + -^ ' donc, supposant cette quantité infinie, on aura ré(juation
pour l'équation primitive singulière de l'équation du premier ordre, qui est déjà elle-même une primitive singulière de la proposée du second ordre.
Elle satisfait, en effet, comme on peut s'en assurer, à l'équation du premier ordre; mais elle ne satisfait plus à celle du second ordre.
On aurait pu aussi déduire immédiatement cette même é(juation singulière de l'équation primitive entre x ni y
y X- — bx — a b- =-o,
en déterminant a et h par ses deux équations dérivées relatives à a et b.
On aura ainsi
- .r- H- -i a ^= o, X -\- ib :=^ o,
d'où l'on lire
siil)slilii;ml CCS valciiis dans rc(|ii:ili()n prcccdciitc, clic (Icviciidiail
rn- — -. + -,- =o.
Il ii'csl pas dillicilc, cii cll'cl, {\v dciiioiilrcr, [>ar la llicoric liciicralc des c(|iiali(»i)s |)riiiiilivcs siiii^tilièros, (jiic ces sortes d'ccpialioiis j)riiiiilivcs siiii^iilii'i'es doiildcs rcsiillciil de l'i^jualioii primitive
en éliiniiiaiil les deux coiistaiites d et A par les deux ('(juations |»aili-
culières
F[n] = o, et F'(Aj = o.
l'^l par la il est aisé de voir la raison poiii(jiioi elles ne satisfont pas, en généial, à ré(|uation du second ordre, dont
est ré(|ualion piiniilivo complète avec les deux constantes arbitraires c/ et />.
(-ar soit
cette é([uation du second ordre; elle résulte, comme nous l'avons vu, de l'élimination de a et b regardées comme constantes, au moyen des ti'ois é(|uations
Mais, lorsqu'on regarde a et h comme des fonctions de .r et v,
récjualion dérivée de
n'est plus simplement
mais elle devient
laquelle se réduit ce[tendanl ;i
en déterminant a et b par les deux conditions
W[U) — o, et F'(6) = o,
(|ni sont celles de l'équation primitive singulière double.
Comme la (bnclion dérivée Y\x, y), étant développée, renferme les variables ,r, y, y' et les deux constantes a et h, désignons-la par 9 (a-, y, y', a, h); il est clair que la troisième écjuation
où a et b sont regardées comme constantes, sera représentée par
mais, dans le cas où ces quantités sont variables, elle deviendra
o'{x,j',y] -h a' 9'(rt) -h b' o'[l>) = o, qui ne se réduit plus à
parce que les deux fonctions 9'(«) et ''f'(^) ne sont pas nulles. Ainsi il est impossible que l'équation
dans laquelle a et b sont des fonctions de or et y, déterminées par les
conditions
satisfasse généralement à l'équation du second ordre qui résulte de la même équation pai' l'élimination des quantités a et b, au moyen de ses deux dérivées, première et seconde, prises en regardant a et b comme constantes.
On peut étendre cette tbéorie aux équations ])rimitives des é(|uations des ordres supérieurs.
Ainsi, si l'on a l'équation primitive
dû (t, h, <■ sont li'ois ("oiishiiilrs aibilrain's, et «lu'oii (Iclcniiiiic ces trois quantités par k'S dois coiidiliuiis
(»ii aura iiiic (''(iiialion primitive slugulii-rc liiplc, (|ni sera, par consé- (juent, la primitive singiilii'rc (rime (''(jiialion du premier ordre, (jiii sera (dic-mème la primitive sini^ulière d'uue autre du second ordre, la(jiielle sera enfin la primitive singnlii-rcî de l'érjuation du troisième ordre, dont la même équation
sera la primitive ordinaire complète avec les trois constantes arbitraires a, h, c \ mais cette équation primitive singulière triple ne satisfera ni ;i l'écpiation dn troisième ordre, ni même à sa primitive singulière du second ordre.
Nous avons démontré plus haut que les fonctions 4>'(a:), ^l''(r), t^'(y'), . . ., <i>'(yf«-')) ont des valeurs infinies dans le cas de l'équation primitive singulière de la dérivée, dont
est la primitive ordinaire, avec la constante arbitraire a.
On- peut conclure de là, tout de suite, que tout multiplicateur (|ui rendra une équation de l'ordre quelconque //, telle que
nue dérivée exacte d'une équation de l'ordre inférieur n — i, deviendra nécessairement infini en vertu de l'équation primitive singulière de la même équation.
Car soit M ce multiplicateur : on aura donc, par l'hypothèse,
et ré(piation |)rimitive sera
Or,
Donc
par consé(jU(Mit la (juaiitité M deviendra infinie par la siihstilntion de la valeur de y'"~^'' donnée par l'équation primitive singulière.
Cette conclusion suit aussi directement de la l'orme même des multiplicateurs, ([ue nous avons donnée dans la Leçon Xlll. Va\ ell'el, si ré(juation est du premier ordre, comme
(die n'aura (|u'une équation primitive, telle que
et tous les multiplicateurs de cette équation sont nécessairement l'cnfei'més dans la formule ^ „, :' •> <î>(«) étant une fonction (luel-
conque de d, en supposant (ju'on substitue pour a sa valeur tirée de
la même équation
Y[Xyy, a) = o;
donc, puisque l'équation primitive singulière rend la fonction F'(<'/' nulle, tous les multiplicateurs deviendront aussi infinis. Si l'équation dérivée est du second ordre, comme
elle peut avoir deux équations primitives différentes, chacune du premier ordre, telles (|ue
Y[x,},y' ,a]=^o et P(.r, j,/, /*) = o;
et la formule générale des multiplicateurs sera
1'' « V'ilA
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'I' <i, h j claiil iiiK' (niiclioii (|ii('lc()ii(jii(' de d cl h, c'csl-à-dirc de leurs valeurs délerminées |tai' les e(|iiali()iis jHécédcnles.
Or ré((iiali(»ii |nimilive sini^iilii-re rend iiidie (diaeiine des deux l'oiieiKHis déi'ivéos F'(«), V'[b)\ doue Ions les ninlli|)liealcnfs deviendronl inlinis dans le cas de eede é(|nali(>M, el ainsi de suite.
Par exemple, l'eiinalion
\jx- -T- y- — b — y
(|iii est la même (|ue celle (pTon a considérée ci-dessus, :i, poni' Tun de ses niultiplicalcni's, la (pianlilé
sjx- + y- — b — y \Jx- + y- — /;
En supposant ce ninlliplicaleni' iiilini, on a
pour son équation primitive singulii-re; ce qui s'accoi'de avec ce (pi'on a déjà trouvé.
Ou a donc ainsi un nouveau moyen de trouver les é(juations piimitives singulières par les multiplicateurs.
>rais, quoiqu'il soit prouve que tout multiplicateur doit devenir inlini par l'équation primitive singulière, on ne peut pas dire, récijuoquemeut, ([ue toute écjualion (jiii rendra un miilli|)licateur infini sei-a une é(|ua(ion singulière. Eu elFet, la formule générale des niulliplica-
teurs étant pour le |»remier ordre ^ „ , ,-^-> il est évident (lue sa va-
leur peut devenir intinie sans que l'on ait
car pour c(da il sullit (|ne l'une ou l'autre des jonctions 'I»(a), F'( v) l'ccoive une valeiu' inlinie.
Au reste, on peut se convaincre aussi, |)ar ce l'aisounement lort simple, (|in' ré(piali(Hi' primitive singulii're doit icndre inlini tout
miiltiplicatcui' (riiiic équation d'un ordi'c quelcon(|U{; n, de la forme
(/ar, M étant un multiplicateur de cette équation, on aura el l'équation deviendra
<i>'[x,x,r', ■ • -yX^" '^) = u.
dont la pi'imitive sera
(I étant une constante arbitraire.
3Iaintenant l'équation primitive singulière doit satisfaire à la proposée
^.(«)+/(.r,j-,_7'', ...,j(«-0)=zo,
(^t ne doit pas être comprise dans sa primitive complète
Donc la valeur de y"~^\ tirée de la primitive singulière, étant substituée, dans la l'onction (I>(\r, y, y', ,.., j'"~'^), ne doit pas la rendre égale à une constante; par conséquent elle ne devra pas rendre nulle sa dérivée ^'{x, y, y , . . ., y'"~'^).
Donc cette valeur doit rendre nulle la quantité
y<")-\-f[x,y,y',...,y<"-^^), cl ue doit pas rendre nulle la ({uantité
ce qui ne peut avoir lieu qu'autant qu'elle rendra la (juantilé M infinie.
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(.est a jx'ii jUTS de ('('(te iiiaiiiri-c (jnc l.aplacc a (IciiioiiUr |.- pn- Miirr ccKc proposilioii iiiipoilaiitc, (iiic (raiitrcs i^^c-onM'lrcs avaiciil cii- Ircvik', mais don! dii ii'avail pas cmcoic (loiiiic une (léiiioii.slial ion ri^oiii'ciisc. ]()//■ son Mcntoirc sur les Soliilions ixirliciillrirs . parmi <'<'ii\ (le l'Acadrmic des Sciences (\v \~--a.
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LEÇON QUINZIÈME
COMMErsT L 1:QLATI0> PIUMITIVE SINGULIERE RESULTE DE L EQUATION DERIVEE.
Par k's principes que nous venons d'élablir, on peut ti'ouver ré({ualion primitive singulière de toute équation dérivée dont on connaît déjà ré(juatioii primitive de l'ordre immédiatement inférieur, ou doni on est en état de trouver cette équation à l'aide d'un multiplicateur.
Nous allons voir maintenant comment on peut déduire l'équation primitive singulière de l'équation dérivée seule.
Pour cela, il faut examiner ce que l'équation dérivée devient dans le cas de l'équation primitive singulière.
Reprenons le principe fondamental des équations primitives singulières.
Si
F ( X, Vy a] = o
est l'équation primitive d'une équation du premier ordre, celle-ci sera le résultat de l'élimination de la constante a, au moyen de son équation dérivée
relative à .r et r; et l'équation primitive singulière sera le résultat de rélimination de la même quantité a, au moyen de l'équation dérivée
relative à a.
Suj)posons (jue l'on tire de ré(juation
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la valeur de (/ en roiiclioii de .r, v, y', (|in' je i'<'|ir(''Sonterai par
rpf.r, y, y'), cl (ju'on siihsliliic (■clic l'oïKiiou an lien (\r (i, dans IV-cjua-
lioii priiiiilivc
F(a',j, rt) = o,
nii aura une c(|uali()n en .r', r, v' (jui sera la dérivée de la proposée. Ainsi, en désii^nanl siniplenn'nl pai' o la lonrlion -^(.1-, y, y'), on aura
pour ré(|narK)n dérivée.
IMcnoiis niainlenanl'la dérivée de celle-ei, et, eoinnie o est une l'onclion des variables .v, y, y', on aui'a cette équation
on rcx()ression F'(.r, y) est la même chose (jue le |)remier ineinhrc de
reqnalion ci-dessus
F'(jr,j) = o,
si ce n'est qu'i» la |>lace de a il y a sa valeur o, tirée de cette niénu' équation; d'où il suit <jne l'expression dont il s'agit sera idenlicjncnient nulle, pnisfju'elle est censée être le résultat de la suhsiilnliou de la valeur de c/, (jui la rend nulle.
L;i dérivée de Téqualion du premier ordre
se réduira donc siFiiplenicnt à celle-ci
o' ¥'[o) = o, la(|uelle s<' décompose, comme l'on voit, en ces deux-ci,
9'^=o et F'(9):=o.
J.a premièi'c
o'= o, savoir, o''' x,y',y'') 1= o,
est une é(}nalion du second ordre (jui doniu' la valeur de y" en i \ v
et y.
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Cette équation a pour équation primitive 9 égal à une constante arbitraire; ainsi
o^=z a ei F ^ X, ■>•, 9 ) = o
sont deux équations primitives du premier ordre de la même équation
du second ordre;
9'F'(cp)-o;
donc, pni' la théorie exposée dans la Leçon XII, éliminant y' de ces deux équations, on aura l'éepiation primitive de
dans laquelle a sera la constante arbitraire; mais, comme r' n'est contenue que dans la fonction 9, le résultat de cette élimination sera le même que celui de l'élimination de 9; par conséquent ce résultat sera
ce qui redonne la même équation primitive d'où l'on était parti. Considérons maintenant l'autre é({uation
celle-ci satisfait aussi, comme l'on voit, à la même équation du second ordre; mais, comme elle ne contient que les fonctions y et y', elle peut être regardée comme une équation primitive du premier ordre de la même équation, mais sans constante arbitraire. Ainsi, en éliminant y' par le moyen de celle-ci et de l'équation du premier ordre
F(.îc,r, 9) = 0,
on aura une nouvelle équation primitive de cette même équation, qui sera nécessairement ditTérente de l'équation primitive
Or, comme la quantité y' n'est contenue (jue dans la fonction 9, le résultat de l'élimination de y', des deux équations
F'(9) = o el F(x,j, 9)=:o,
sera le même que celui de l'élimination de 9, comme nous l'avons
(l('j;i observé plus liaiil; et ce l'ésiillat sera ('vidciiiiiiciil le iihmik; (jiic celui (le rélimiiialioii de la (|iiaiililé r/des dru\ é(|iiali()iis
V'ia^ :-o el V[x,y,a)=:o.
J)()iie, par e<' (jiroii a déiiioiUré dans la Leeoii préeédeiile, ee résultat donnera l'équation primitive singulière de ré(|uation dérivée dont
est l'équation primitive ordinaii-e, a étant la constante arhiti'aire. D'où l'on doit conclur-e (jue ré(|iialion
donnera, par l'élimination de y', la même équation pi'imitive sint'Ulii're de la jiroposée du premier ordre
F(^, J, 9) = o, (ju'on eût li'ouvée d'aprî's son équation primitive
F(^,j, rt)— -o,
suivant les principes et la méthode exposés dans la Leçon précédente.
On voit par là (|u'il est toujours possible de mettre l'équation dérivée sous une l'orme telle que sa dérivée donne elle-même immédiatement l'équation primitive singulière, s'il y en a une; et c'est une observation qui n'avait point encore été faite jus(|u'ici.
Reprenons l'équation du premier exemple de la Leçon précédente :
en la regardant comme un(! équation primitive dont a est la constante arbitraire; pour avoir l'équation dérivée qui ait la propriété dont il
s'agit, il faudra v substituer pour a sa valeur — tirée de la dérivée
X — ay' := o.
Ainsi l'équation dérivée dont il s'agit sera
ixy X- .
X- y- ; 0 =iO
En prenant la dérivée de celle-ci, on a
équation qui se réduit à
y X \ ( xy"
comme nous l'avons déjà observé dans la Leçon XII. En la mettant sons la forme
--T7ljl.r+I7) = «'
on voit qu'elle revient à
en supposant
F ( X, y, a \ =: X- — 2 ay — a- — b
et prenant pour 9 la valeur de a, tirée de l'équation prime
X — ny' ^ o .
Le facteur du premier ordre donne l'équation
y-i-—,=o, d'oîi r' = '
valeur qui, étant substituée dans l'équation du premier ordre, la réduit à
x- — b -h ly- — y- = o, ou x- -+- y- — b = o,
équation primitive singulière, comme nous l'avons déjà trouvée; cail'équation dérivée, que nous considérons ici, est la même que l'équation
que nous avons considérée dans le premier exemple de la Leçon précédente; mais, sous cette forme, elle n'aurait pas son écpiation itrimc décomposable en deux facteurs.
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L(3 facteur du second ordre —, — ^— , él;iiil fuil éual ;i zéro, dojiner;i
On aurait aussi facilemenl par ee iacteur rr(|nalion piimitivc ; vwv, élanl la roiiclion dérivées exaetc; de —•> il donnera loni de suite re(iiia- I ion |)riinil ive du jireinier oi'dre
uiulti[)lianl [)ai' 2y', et prenant de nouveau les fonctions piiinilivcs, il
vient
X- = lay -h c
a et c étant des constantes arbitraires; mais la proposée n'étant (|uc du premier ordre ne peut avoir qu'une constante arbitraire; il l'aul donc qu'il y ait une relation entre ces deux arbitraires; pour la trou ver il faut substituer dans la proposée les valeurs de y et v' liiées d(■^ équations primitives que nous venons de trouver. Ces valeurs sont
et —•> et I on aura
x- — b — X- -^ c — a- = o, et de là c ^: a- -\- h; de sorte que réquati(tn piiiiiitive sera
x- = lay -f- a- + b, comme ci-dessus.
Il n'est pas même nécessaire de passer à une seconde é(|ualioii jui-
niilive; car ayant trouvé — = <-/, il n'y a (ju'à substitin-r tout de suite
a aussi
x- — b — lay — a- ^=^ o.
la valeur de )''r;=- dans la proposée du premier oi'dic. el l'on :inr:i
Considérons les équations du second ordre. Soit
l'cqualiuii [)i'imitiv(' du prciiiicr ordre d'une equaliuii dérivée du second,
Kn élimiiiant a au moyen de l'équaliou
on aura l'équation du second ordre; et, en l'éliniinaiU au moyen de l'équation
on aura l'équation primitive singulière.
Soit ^^{œ, y, y, y"), ou simplement o, la valeur de a en fonction de jc, Y, y, y, tirée de l'équation
en substituant cette valeur dans l'équation primitive, on aura une é(juation dérivée de la forme
F(r,j,>'',cp) = o;
et, si l'on prend l'équation dérivée de celle-ci, il est visible que la partie F'(^, y, y'), relative à la variation de œ, y, y, sera identiquement nulle, puisque la quantité o, qui y est regardée comme constante, est supposée déterminée par l'équation même
Il ne resleia donc que l'équation
qui se décompose en
ç' = o ei F'{o) = o.
L'équation
çp' = o
sera du troisième ordre, et donnera la valeur de y'". Son équation priuïitive sera évidemment
en prenant a pour une constante quelconque. Eliminant y', qui est
coiilciiii dans o, au iiioycii de l'r(|iiali(»ii (Icrivcc
F(jr,j,/,9)r=o,
on aura le iik'Iiic ii'>iillal (\\\r pat- rrliiiiiiialioii de o; c'csl-a-dirc.
F(.r,j-,j-', «;,--(», ('(jualion pi'iinitiv(\
[/autre ('(|iiali(iii
domicra aussi, |)ar rrlnuinalion de v", le niruic rrsullal (pic par l'rliiniiialion de o, cl, par consrcpicut, le uiènic rcsullal (|nc par l'cliininalion i\v ((, au uioncu des (Mpialious
F'{a) = o et Fi r,r,j', rt; = o,
(|ui sont les inèiues eu v eliaugeaiil (f eu o.
Donc ce résultat sera l'équation piiiuitive singulière de l'erjuatitui
du second ordre dont
est l'équation primitive du premier ordre. L'équation du second ordre
(\uv nous avons considérée dans les Leçons précédentes, a pour dérivée
qu'on peut mettre sous cette forme
Le facteur y"——, n étant ([ue (\\\ même oi'dre (jiie la |iroposee. donnera, par l'élimination de v", une e(|ualion primitive siiii^ulière de celle-ci; cai', en taisant )'" — •— = o, on a
valt'ui- qui, étant substituée dans la proposée, donne
— ■ 1-1 = 0, savoir, a:- — y - = o,
coninic nous l'avons trouvé dans la Leeon précédente. L'autre facteur donnera l'équation du troisième ordre
(|ui, étant divisée par .r, a pour primitive dn second ordre
a étan! une constante arbitraire; celle-ci donne
substituant cette valeur dans la proposée, on a
I = O, ou X '}.ay
équation primitive, comme on l'a vu dans la Leçon citée.
Le même procédé s'applique aux équations d'un ordre quelconque; et l'on en peut conclure, en £!;énéral, que toute équation dérivée est susceptible d'une forme telle que sa dérivée ait deux facteurs, dont l'un réponde à l'équation primitive ordinaire, et dont l'autre donne immédiatement l'équation primitive singulière, s'il y en a une; ce qui jette un nouveau jour sur la nature des équations primitives singulières : car il est évident que les deux facteurs de l'équation dérivée, étant indépendants l'un de l'autre, doivent satisfaire cbacun en particulier à cette équation, et par conséquent aussi à son équation primitive proposée.
En même temps on voit que le facteur qui donne l'équation primitive singulière, et qui est du même ordre que la proposée, ne pourra pas satisfaire aux équations des ordres supérieurs, puisqu'il ne satisfait pas à celle qui résulte de l'autre facteur, et qui contient seule les fonctions dérivées d'un ordre })lus élevé que la proposée.
DKS FONCTIONS. HW
Je consicU'i'c niaiiilciianl (Hic, ('(miiiiic louU' ('(iiialioti dôrivcM; du picmier ordre, telle que
Ile |)(Mil èli'c (|ii(' le rrsiillat de j'idiiiii iialion de la constaiile arhili'aii'c (f, au Jiioyeii de {'(''(nialioii primitive
et de sa dérivée;
ainsi (|ue nous l'avons vu dans la Leeon Xll, et (jue l'écpialion
est déjà le résultat de eette élimination par eo cjue nous avons démontré plus haut; il suit, do la théorie connue de l'élimination, que, si les deux équations
ne sont pas identiques, elles ne peuvent différer (jue par un faeteui' qui afTeetera Tune des deux, et qui ne pourra être (|u'une Ioik rhui de X, Y et y'.
Supposons donc que M soit un pareil l'acteur, en sorte (ju'on ait l'équation identique
On aura donc, en prenant les fonctions dérivées,
mais nous avons déjà vu que la dérivée de F(.r, r, 9) se réduit à 9' ^'(9); donc, substiluant o'V'(o) pour F'(.r, y, 9), et mettant à la place de
r(.r, r, 9) sa valeur . • S on aura
c'est la forme générale de la dérivée de la l'onction /'^.r, v, v'i ([iii est le premier membre de ré(|nalion proposée.
On voit i)ar là (jiftHant proposée l'équation du pi'cuiier oi'dre
ou pourra satisfaire à sa dérivée
indépendamment de la valeur de y" , par le moyen de l'équation du
même ordre
combinée avec la proposée; de sorte que ces deux équations pourront être regardées également comme des é(juations primitives du premier ordre de la même équation dérivée
du second ordre. Par conséquent il n'y aura qu'à éliminer y' entre elles pour avoir une équation primitive de la proposée, laquelle n<' sera qu'une primitive singulière, comme nous l'avons démontré cidessus.
Maintenant, si dans la fonction déi'ivée /'(.r, y, y') on sépare la partie affectée de r", elle devient /"/'( y') -+-f'[x,y), suivant la notation que nous avons adoptée. Ainsi la dérivée de l'équation proposée
f[x,y,y')=zo
sera
r"/'(/)+/'(^nr) = o;
et il est visible qu'on ne peut satisfaire à cette équation indépendamment de la valeur de y", qu'en égalant sé})ai'ément à zéro les deux l'onctions/'(y) Q{,f'[x, y); il est facile de voir, en effet, par la comparaison de l'expression précédente de /'(.r, y, y') avec la forme générale trouvée ci-dessus, que les deux équations
emportent ces deux-ci
et réciproquement.
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On aura donc l'cciLialion priiiiilivc siiii^ulièrL' de la [)I'0|)()S(m'
en faisant, dans sa drrivrc les deux écinations séparées
<'l éliniinanl la lonclion v' an moyen de la proposée.
Si les deux résultats donnent la niênie équation entre .r et v, ce s<'ra l'équation primitive singulière; sinon ce sera une marque (jue la proposée n'admet pas d'équation primitive de cette espèce.
Lorsque les deux fonctions/'( y') ety'(^, y) ont un facteur commun, ce facteur égalé à zéro remplit les deux conditions, et donne récpiation primitive singulière par l'élimination de y', au moyen de la proposée : c'est le cas où celle-ci est de la forme
comme nous l'avons vu au commencement de cette Leçon. Il y a, au reste, une forme })lus générale que celle-ci, oii la dérivée est toujours décomposable en deux facteurs dont l'un donne l'équation primitive singulière; nous en parlerons plus bas.
L'é([uation du premier ordre
y-^x-^ — b] — :ixyj' — x^- = o,
(jui est la même (jue nous avons considérée au commencement de celte Leçon, mais multipliée par y'-, a pour dérivée
2[/(x2 —b] — xy]} " — 9. [yy + x) = o.
On voit ici (|ih' les deux fonctions y'[x- ~ h) -— xy et ,>'v'-t-.i" n'ont aucun facteur commun; cependant, si on les fait chacune séparément égale à zéro, (dies donnent ces deux valeui's de y', savoir.
SOi
xr
deux
et — '-■> qui, étant substituées dans la proposée, donnent ces
lesquelles se réduisent à la même, savoir,
Ainsi cette équation est la primitive singulière de la proposée, romme nous l'avions déjà trouvé.
Je remarque maintenant (juc ré(juation du premier ordre
ayant pour dérivée donne en général
Mais nous venons de voir que, dans le cas de l'équation primitive singulière, on a séparément
donc on aura, dans ce cas,
ce qui donne cette règle générale et fort simple pour trouver l'équation primitive singulière de toute équation du premier ordre lorsqu'il y en a une.
Cherchez, en prenant les fonctions dérivées, la valeur de la l'onction seconde r", et supposez-la égale à zéro divisé par zéro, vous aurez deux équations en r, ret y', qui, étant combinées avec la proposée, donneront, par rélimiiiatiuR de y', deux autres équations en .r et v. Si elles ont un facteur commun, ce sera l'équation primitive singulière de la proposée.
On peut ;n)[)li(jiicr ce prorrdr ;i l"('\('iii[)l(' que nous avons trailé ci-flcssus.
Soil encore ré(|iiation du pi-cniicr ordre
[a:y — x)[^y — ^/) + •^■'' = " î sa dérivée sera
d'oîi l'on lire
Faisant cette expression =-■, on aura les deux é(|nali(ins
xy'- — y-y — 3 x- =r o, 2 xy — 3 j = o,
d'où il faudra éliminer )'' par le moyen de la proposée. La seconde donne
cette valeur, substituée d'abord dans la première, donne c(dle-ci
-f ÔX-=:0,
\x Cl, substituée dans la proposée, elle donne
ces deux équations se réduisent, comme l'on voit, l'une e( l'autre à
c(dle-ci
(jui sera, par conséquent, l'équation primitive sinL-ulii're de la proposée.
On peut s'en assurei', en ell'et, par ré(|ualion primitive (|ui est
y — ax ^=^ o,
où a est la constante arbitraire. Sa dérivée relative à a sera
laquelle donne _
rt- = ^ et rt = \x ;
et l'équation primitive devient, par la substitution de cette valeur,
y^ — IX \^lx := O, ou y- — 4 ^^ ="- ^ y
la même que nous venons de trouver.
Il est facile de voir, par l'expression générale de y", que non seulement cette expression devient- en vertu de l'équation primitive singulière, mais que les expressions des fonctions suivantes r", y'", . . . deviendront aussi - en les réduisant d'abord en simples fonctions de y', o ^
v", ..., lii'ées de l'équation proposée, et substituant ensuite la valeur de y en x, donnée par l'équation [)riniitive singulière.
On peut regarder cette propriété de l'équation primitive singulière comme son vrai caractère distinctif; et l'on peut se convaincre d'ailleurs que son existence dépend, en effet, de ce que les valeurs des fonctions y", y'", • • • des ordres supérieurs à la proposée demeurent indéterminées.
Car, si ces valeurs ne devenaient pas indéterminées dans le cas de l'équation primitive singulière, on pourrait, dans ce cas même, employer la formule générale donnée dans la Leçon XII
y = ^-o + j«' X + y" -^ + jo'" _ + . . . ,
dans iaiiuelle y", y"', y"", . . . sont les valeurs qui répondent à .t = o; et la quantité y", qui est la constante arbitraire, recevrait alors une valeur particulière dépendante de cette équation; de sorte que la valeur de y en x, au lieu d'être une valeur singulière, ne serait plus, contre l'bypotbèse, qu'un cas particulier de la valeur générale.
Il arrive donc ici ce qui a lieu dans les formules générales, lors([u'il
y a (les cas ((u'ellos ne pouvciil pas irpirsciilrr : elles (loiiiieiil alors /.ero divise par zéro; e'esl, pour ainsi dire, le moyen (pie Taiialyse •'"'1*'"'*' P"""' «'cliapper aux coiilradiclioiis; les racines iniai^inaires irin(li(|iH'nl pas, ;i propreinenl parler, nne eonlradiclion, mais une impossihililé.
Cette théorie s'api)li([iie également aux écpialions des ordres snpérienrs an preinier, el (burnif des ronclnsions semhlahles.
lin représentant par
réfjnalion primitive dn premier ordre d'nne éijuation dn second ordre, nous avons vu que celle-ci peut se réduire à
et que sa dérivée sera alors
Or, quelle que puisse être la forme sous laquelle une équation proposée du second ordre pourra se présenter, comme, en dernière analyse, elle doit toujours être le résultat de la même élimination (pii
donne l'équation
il s'ensuit (\uv\\o ne pourra être que c(dle-ci multiplié<' par une fonction (juelcon(jue du même ordre ou d'un ordre inférieur. Ainsi, si l'équation proposée est
on aura nécessairement
M étant une fonction de x, y, j', f.
De là, en prenant les fonctions dérivées, et mettant F'(9).9' pour I* (-^'7'/' ?)' <>» ^y^^'à, comme plus haut, l'équation
D'où il est aisé de conclure que l'on pourra satisfaire à la dérivée
de la proposée, indépendamment de la valeur de la fonction tierce y'", au moyen des deux équations du second ordre
F'((p) = o, el f[x,f,/,f) = o,
dont la seconde est la proposée; et qu'on aura l'équation primitive singulière de celle-ci, en éliminant y" des mêmes équations. Or, la dérivée de la proposée étant de la forme
y"f'irn+f'[^,r,r') = ->
on n'y peut satisfaire, indépendamment de la valeur de y'", que par les deux équations séparées
/'(/') = ^>' et /'(.r,j,/)=o.
Il faudra donc éliminer y" de chacune de ces deux équations, au moyen de la proposée
et, si les deux résultats donnent une même équation, ce sera Téquation primitive singulière de la proposée.
On voit, en même temps, que puisqu'on a, en général,
^ ~ f'ir") '
les deux équations dont il s'agit rendent la valeur de y'" é^ale à -; de
sorte que l'on peut l'egarder la condition de y'" ^ - comme celle qui
détermine ré(|ualion primitive singulière de la proposée du second ordre.
En appliquant les mêmes principes aux équations d'un ordre quelconque /?"■'"*', on en conclura que, pour trouver son équation primitive singulière, si elle en a une, il faudra tirer de sa dérivée la valeur de la
roiiction V'"'^ (le rordic siiivanl, et la l'aire = -» en éi'alant séparé-
ment le numérateiii' et le dénominateur à zéro, et éliminer ensuite de ces d(;ux éijuations la fonction y^"^ au moyen de la proposée.
Si ces deux éliminations donnent un même résultat, ce sera l'équation cherchée.
Nous avons vu plus haut (|ue récjuation du second ordre
a pour dérivée une é(|uation résoluble en facteurs dont Tun, qui n'est que du second ordre, donne sur-le-champ l'équation primitive singulière par l'élimination àc y" . Mais, si la même équation était proposée
sous la forme
xf"- — "y- y' y" H- ^ = o,
sa dérivée
ne présenterait plus de facteur.
Or elle donne
^ i[xf-f]
Égalant à zéro séparément le numérateur et le dénominateur, on a ces deux é(}uations
y"- — I = o cl xy" — J-' = ().
La première donne v"= ±1; ce qui, étant substitué dans la proposée, donne
'î(^dzr') = o ou y'- — jc^ -^ ^
\:a deuxième donne
dont la substitution dans la proposée donne
— 1-^ = 0, savoir, r - — x-z=z o.
Ainsi cette équation est la primitive singulière de la proposée., comme nous l'avons déjà trouvé.
Considérons encore l'équation du second ordre
Prenons les fonctions dérivées pour avoir la valeur de y'"; on trouvera
j ' - y^^y - ^r" H- ^ y" -\- ^- [y - ^y ) ^y - ^yr = o.
c'est-à-dire,
d'où l'on voit que y'" deviendra - en égalant à zéro le facteur par lequel
il est multiplié.
On aura ainsi cette seule condition
d'où Fou lire
„ f\xy'-\'X-
Cette valeur, étant substituée dans la proposée, donnera l'équation singulière
y _ xr' + -- • ^ ^y "^ ^' _ (4r — ■^•-'')' + (4-^/ + -^']' _ ^
•^ -^ 2 4 ('-*-•*"■) iG(i + x-)- '
laquelle se réduit tout de suite à celle-ci
'XX -^ x"^ , x'* — 161^2
r — pr r H — 7^1 '~ = o.
■^ i\\-\-x-y \Ç)\\-vx-]
L'équation du troisième ordre
(|ii(' lions venons de Ironvcr ponr l:i dérivée de la proposée du second ordre, donne naturellement
d'où Ton tire successivement, par les fonctions primitives,
y = a, y = ax -t- 0
el
y^^: - a:- -t- ox -[- c,
(i, h, (■ étant des constantes arbitraires, relativement à l'équation
mais, comme la proposée n'est que du second ordre, elle aura une constante arbitraire de moins; et, en y substituant les valeurs précédentes de r, y', y", elle devient
c — b- — rt- = o;
ce qui donne c=^a--^b-, de manière que l'équation primitive en .zet y devient
comme on Ta vu plus haut.
Ainsi, dans ce cas, les deux facteurs de la dérivée de l'équation proposée donnent directement, l'un, l'équation primitive singulière du premier ordre; l'autre, l'éciualion pi'imitive en x et y, comme nous l'avons déjà vu ci-dessus dans un autre exemple.
Nous avons vu, au commencement de cette Leçon, que l'équation dérivée d'une équation primitive
peut être représentée par
où (p est mis pour o(.r, y, y'), cette fonction étant la valeur de a, tirée
de l'équation prime
et nous avons vu en même temps que l'équation primitive singulière rend la fonction F'(o) nulle.
Supposons, ce qui est toujours possible, que l'équation dérivée proposée soit réduite à la forme
donc, si, dans l'équation
on substitue à la place de y' sa valeur —f[-r, j), elle deviendra nécessairement identique; par conséquent ses deux équations dérivées, relatives l'une à x et l'autre à v, auront lieu chacune en particulier. On aura donc ainsi, puisque la quantité y' n'est contenue que dans la fonction 9, ces deux équations, dans lesquelles Y'{x), Y'{y) et F'(o) dénotent, comme à l'ordinaire, les fonctions dérivées de Y(x,y,o), prises relativement à a?, j et 9,
F{x)-F(o)9'(/)/'(^] = o, F'(j)-F(9)9'(/)/'(r)=o, d'où l'on tire
Or l'équation primitive singulière rend
donc elle rendra infinies les deux fonctions /'(.r) et /'(y).
Ce qui fournit un caractère fort simple pour reconnaître si une valeur qui satisfait, sans constante arbitraire, à une équation dérivée donnée, est une valeur singulière ou simplement un cas parliculifr de la valeur générale.
Cette propriété peut servir aussi à trouver les valeurs singulières dont une équation dérivée est susceptible; car, si l'équation qui rend
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/'(.r) et/'(y) infinies satisfait en luviuc Icinps à la propostM-
»'ll(î en sera r6(juati()n priniilivc siiiiiiilicTC. L'équation
(|i!'()ii a déjà considérée plus liant, doimo
(lOu I on tire
V-^-+r-— ^— r v/^2+j--2 — 6(\/ar-*+j2_ b — y
f'ir) = --==. ,, "
y/x- + _;-a — 6 ( \/x'- -\- y^ ~ l) ~ y) Ces deux quantités deviennent infinies par la supposition de
\/x^'i-y- — b—y = o, ainsi que pai' celle de
la j)reniière donne
valeur qui ne peut satisfaire à la proposée qu'en t'aisanl
la seconde donne
équation (jui satisfait ii la proposée, et ([ui en est, par ronsc(|ii<iii. l'équation pi-iniitive singulière, comme on l'a déjà vu plus haut.
Appliijuons la même théorie anx équations du second (odic; on a vu (jn'clles peuvent être représentées par
V'{x,y,y',o] = 0, • Ml snp|)osant (pie
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soit l'éqiialioii i)i'imitivc du premier ordre, et que o ou 9(^7, 7, y') soit l;i valeur de a tirée de l'équation prime
On a vil, en même temps, que l'équation primitive singulière est
(loîmée alors par l'équation
Supposons maintenant (jue l'équation proposée soit réduite à la forme
Donc, si dans l'équation
on substitue pour y" sa valeur —f[x,y, y'), on aura une équation identique dont, par conséquent, la dérivée aura lieu par rapport à chacune des variables x, y, y' en particulier.
Ainsi, comme la fonction y" n'est contenue que dans la fonction o, on aura ces trois équations :
F'{r)-F(9)9'(/)/'(j) = o, F(/)-F'(cp)cp'(/)/'(/)=o;
d'où l'on tire
•^ ^-^ ' F(cp) cp'(r'j L'équation primitive singulière étant donnée par l'équation
il s'ensuit qu'elle rendra infinies les trois fonctions dérivées f'{x).
DES FONCTIONS. :Ilri
En fiéiiéral, on j>omr;i prouver de la inriiK; niaiiièrc ([iic, si l'on ;( imc ('(juatioii do l'oi-dn' //"""", rôduitc à la l'oinK.'
son ('(inalion pi'iniilivo sinj^iilii-rc rendra infinies les Ibnclioiis déiivées /'(^),/'( y), /'(/'), ..., jiisfpi'ii la suivante inclusivement, /'(yt"-'>). Pour confirmer, a posicriori, ce (jue nous venons de démoiilrer, considéi'ons uiu' é(pialion du preniiei' ortlre, telhî (pio
y'-\-f[x,x)z=zo,
à laquelle satisfasse une valeiu' sinirulii-re de r, que nous désii^nerons par X, l'onction de x.
On aura donc, par l'hypothèse,
et, pour (jue la valeur X ne soit pas comprise parmi les valeurs de v, données par l'équation primitive, il faudra qu'en supposant, en général,
:: étant une nouvelle variable, la valeur des, tirée de l'équation primitive ordinaire, ne puisse jamais être nulle.
Substituons donc X -h 0 au lieu de y dans l'équation proposée; on
aura
Développons la fonction /"(.r, X 4- s) suivant les puissances de :? ; on aura généralement, en rapportant les fonctions dérivées à la seule vai'ia])le X,
/(x,X + ..):-/(r,X) + ./'(X)+î:/"iX)+...: donc, faisant cette substitution, on aura, à cause de
\'H-/(ji',X) = o,
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l'c(jualiuii
z' + ^/'(Xj + ^/"(X)+...= o,
qui sert à tléterniiner z en x.
Oi', si la quantité z pouvait devenir nulle, elle pourrait aussi être (rès petite.
Supposons-la d'abord très petite, et cherchons-en la valeur par approximation.
Pour cela, on négligera d'ahoi'd, vis-ii-vis du ternie qui confient z, les suivants qui contiennent z-, z^ , ..., comme étant beaucoup plus |)etits, et l'on aura, pour la première approximation, l'équation
z' + zf'[\)=o,
hujuelle, étant divisée par z, a pour équation primitive
en prenant X poui' la fonction primitive de/'(X), prise par rapporta la variable .t, dont X est une fonction donnée, et X- pour une constante arbitraire ; de là on tire
z = e zzz e*" .e =. ae , en faisant a = e*.
Ayant ainsi la première valeur approchée de z, on la substituera dans les termes négligés, et l'on pourra trouver une seconde valeur plus approchée, et ainsi de suite.
De cette manière, la valeur de z contiendra la constante arbitraire a, (>l elle deviendra nulle en faisant « = 0; par conséquent, X ne sera pas une valeur singulière, contre l'hypothèse.
On doit conclure de là que, })Our que X soit une valeur singulière non comprise dans la valeur générale, il faut (jue le développement de /(,r, X 4- ^) contienne d'autres puissances de z que les puissances entières et positives.
Supposons donc que ce développement donne, en général,
f{x, X 4- - ) = /(x, X ) + Vz'" + Q 2" + . . . ,
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///, //, ... ('tant (les n(mil)ics (|ii('lcoiiqu('s (|ni vont en anii-mcntanl, cl l\ Q, (les lonclions dv.i-, on aura rcMjualion en r
Z' -f- P2/W-1- Qz"-h. . . = o.
On aura donc aussi, pour la prcniiiTc a()|)ro\iniation,
z' -h Vz'" = o, «'■quation (jui, ôtanl divisée par :;'", a pour ('•(luation piiniitive
«'Il |)rrnant V pour la tbnclion primitive de \\ et /• p(»nr la constante arhili'aire.
Or, pour que X .soit une valeur singulière d(! v, il laiit (jue la valeuiz = o, (|ui y répond, ne puisse pas être contenue dans celte équation, en donnant ;i /• une valeur quelconque constante.
11 l'aut donc qiMi l'exposant i - m de z soit un nombre positif; car, s'il était négatif, z*'"" deviendrait infini lorsque z = o, et répondrait ii la supposition de /■ infini.
S'il était nul, on aurait le cas que nous venons (rexaminer, où m = 1, et où :; = o répond aussi à k infini.
Au contraire, lorsque i — m est positif, z = o donne aussi
-'-'«=rO,
et l'équation devient alois
hniuelle ne peut pas subsister, parce que la valeur de /• ne serait |>lii> constante.
Donc, pour que X puisse être une valeur sin-ulière de j, il faut (jue le développement de f{x, X 4- g) contienne une puissance ='" dans la(pielle /// <^ i .
En considérant la fonction /(j:, y), son développement, lorsqu'on v
met 7 -h 3 à la place de y, est, en général, f[x,y) -t- -•/'{¥) -t- . . . ; donc, suivant la tbéorie (|in> nous avons exposée dans la l.eeon luii-
li('ino, pour que ce développement donne, dans le cas de r = X, une puissance de z moindre que la première, il faudra que, dans ce cas, la valeur de /'(y), c'est-à-dire de/'(X), devienne infinie. Or l'équation proposée donne
et, prenant les fonctions dérivées,
donc
f'i^)=f'{r)fi^,r)-y'-
Par conséquent on aura, lorsque y =:X,
/'(7) = x et /'(x) = x,
comme nous l'avons trouvé par la nature même des équations dérivées. Dans l'exemple ci-dessus, où
la valeur singulière de y est \'h — x^; ainsi
et substituant \Jh — x--i-z à la place de y, la fonction dont il s'agit devient
— se
s/"?, z s^ib — X--}- z- — sjb — x- — z laquelle, étant développée suivant les puissances de :;, donne
OÙ l'on voit que le second terme du développement contient la puissance \Jz, dont l'exposant - est moindre que l'unité.
D'ailleurs, nous avons (irj;! vu (jiic les valeurs <le f [y) et /'(.r) de.vieiineî)! iulinies l(us(|ue
L'analyse par la(|uelle nous venons de j)roiivei' (|ue le développement de /(.r, >' -t- 3 ) doil contenir une puissanei! de - moindre (|ue la pi'en)i('re, lors(|iron donne à )- une valeur sini>;ulii're, esl due ;i i'jiler, (|ui a donné ainsi le preniiei' erili'i'e général pour reconnaître si une valeui-, (|ui salisfail à iiiu' é(|ualion din'erentielle, esl ou non une valeur sini^nliî're non comprise dans l'intéi^rale. i]'()Ycz le premier \(>!unn' de son Calcul intégral. Problème 72.)
Il restait à déduire de là la r('i>le (|iie, dans ce cas, la valeui' de f'{y) devient nécessairement infinie; c'est ce que Laplace a fait depuis dans le Mémoire déjà cité sur les solutions particulières des équations différentielles, imprimé dans le Recueil de l' Académie des Sciences, pour l'année 1772.
LEÇON SEIZIÈME
ÉQUATIONS DÉRIVÉES QUI ONT DES EQUATIONS PRIMITIVES SINGULIERES DONNEES. ANALYSE d'une CLASSE d'ÉQUATIONS DE TOU^ LES ORDRES QUI ONT TOUJOURS NÉCESSAIREMENT DES ÉQUATIONS PRIMITIVES SINGULIÈRES.
Si les équations primitives singulières ont moins d'étendue que les équations primitives proprement dites, parce qu'elles ne renferment aucune constante arbitraire, on peut les regarder, sous un autre point de vue, comme plus générales que celles-ci, parce qu'une même équation primitive singulière peut répondre à une infinité d'équations dérivées; et c'est un problème indéterminé de trouver une équation dérivée qui ait une équation primitive singulière donnée. Comme ce problème est curieux, et qu'il peut être utile dans plusieurs occasions, nous allons en donner ici une solution, pour servir de complément à notre tbéorie des équations primitives singulières.
Représentons par
une équation primitive entre ûc, y et deux constantes a et h, dont l'une soit une fonction quelconque de l'autre, ou qui dépendent, en général, l'une de l'autre par l'équation
On aura l'équation dérivée qui en résulte, en éliminant ces deux constantes au moyen des trois équations
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Donc, si l'on lire «les deux prciiiii'rcs les v;il('iii's de a cL h en Ioir-lions (le .r, y, y , cl (iiToii désigne ces valciiis \y.\v
9(-3^.r.r') el ^[x,y,y'),
on ani'a l'éipiation dérivéo on substituant ros fonctions w la place de c/ el h dans ré(juation de condition
Ainsi, en incitant siniplenicnto el 'l pour les fondions dont il s'aiiil.
ré(|nalion dérivée sera
Donc, réciproquement, toute équation dérivée de cette forme aura
|)our équation primitive
les deux constantes a et b étant liées par l'équation
*^[ci,b ^ o;
et l'on aura en même temps les deux équations
Donc toute valeur de y en x qui satisfera à la même équation
et (jui ne rendra pas les fonctions 9 et 'l constantes, ne pourra pas être comprise dans l'équation primitive générale, et sera par conséquent une; valeur sinn;uli('re.
Soit
cette valeur singulière, i;(.x) étant une fonction donnée de x\ en substituant i(.r) et ^'(oc) au lieu de y et y' dans les fonctions o et 'l, elles deviendront de simples fonctions de œ\ el, éliminant .r entre elles, on aura une équation o et i, qu'on prendra pour l'équation
ainsi l'équation
SMlisfern à l'équation
niais, ne rendant pas les lonctioiis o et I^ constantes, elle ne sera pas comprise dans l'éqnation primitive générale, et ne sera, par conséquent, (ju'une équation primitive singulière. La s(dulion se réduit doni,' à ceci : soit
la valeur singulière donnée de y, en l'onction de a:. Ayant pris une
équation quelconque
en X, Y et deux constantes a et h, de cette équation et de son é(j nation
dérivée
on tirera les valeurs de a et /> en fonctions de œ, y, y'; on substituera dans ces valeurs l{x) et -'(.r) à la place de y et y', on aura deux équations qui, par l'élimination de .r, en donneront une en a et b, que je
repi'ésente par
Si maintenant on substitue dans cette équation à la place de a et h leurs premières valeurs en fonctions de œ, j, y' , on aura l'équation dérivée dont
sera l'équation primitive singulière, et dont
sera l'équation [)rimitive ordinaire, les constantes a et b étant l'une fonction de l'autre déterminée par ré<juation
<I)(rt, /;) = o.
Prenons, par excnnple, l'équation
y- — ax- — 6 = 0;
son (''(|ii;ili()ii déiivée sera
L't l'on lire du ces deux cqiiatiuns
Su|)|)osons niaintrnant (pic l'on ail l'iMinalion priniilivc siniiuIitM'c
elle donne
y := \x -h IJ,
donc
f- = \-x- -\- rf.XKx -4- H-,
et
j/ = A2j: + AB;
de sorte que, par ces sul)stitutions , les valeurs de a el l> deviendront
rt = A- H 1 ^ - - AB X 4- B- ;
d'où l'on tire, en éliminante, cette é(juation en a et />,
savoir,
ab - - B- rt — A- b = o.
Donc, substituant ici les premières valeurs de a et h en a?, y, y', on aura récjuation du premier ordre
dont celle-ci
sera l'équation primitive sini;uliére.
Son équation primitive ordinaire sera
•- — ax- — b ^^ o.
en supposant ontrt' a et /> rt'(|iiatioii ci-dessus
(ib — W-n — h.'-l> = o; (le sorte que, comme cette équatioji donne
récjuation primitive sera
y'-— ax-— =^0,
a étant la constante arbitraire.
En effet, si l'on cherche l'éciuation primitive singulière d'après celle-ci, on aura, en prenant les fonctions de;rivées par rapport à a,
d'où l'on tire
Substituant cette valeur dans la même équation, on aura
j- — A- x-^11 AB.r — B- = o, ce qui donne
yz=-±z\x± B,
OÙ les signes ambigus sont à volonté.
En général, il est facile de voii' qu'on aura le même résultat
en substituant d'abord, dans l'équation supposée
la valeur donnée
et éliminant ensuite x par le moyen de son équation prime, relative
Or. si l'équation
(loniic '
cl (uTon substitue cette valeur à la place; d»' A, il s'ensuivra «juc l'cqua-
(iou
aura lieu en même temps que son équation prime relative à x. Mais, a étant alors une fonction de x, l'équation prime relative à x v\ a doit avoir lieu; donc la partie relative à a aura lieu aussi en particulici-; rv qui est le caractère de l'équation primitive singulière.
Ainsi, ayant pris une é(|uation primitive (|uelconque en x, y, a et h, il n'y aura (]u';i éliminer van moyen de l'équation [irimitive singulière donnée, ensuite éliminer .r par celle-ci et par son équation prime r(dative à .r; on aura sur-le-champ une équation en a et h qui sera ré(juation de condition
par laquelle il faudra déterminer l'une des deux constantes a ou h par l'autre. Ensuite on pourra, d'après la même équation primitive, chercher, si l'on veut, l'équation dérivée par l'élimination de la constante arbitraire.
Dans l'exemple précédent, en substituant Aa? + B pour v dans l'équation
on a
( A- — « ) X- + 2 AB jc 4- B- — b = 0,
dont l'équation prime est
(A- — rt)x H- AB = o ;
celle-ci donne
Ali
et cette valeur, substituée dans la première, donne sur-le-ehamp réipia-
lion de condition
(A'^-rt)(B2-^)-A-B-=o,
comme plus haut.
En prenant d'autres équations en œ, y, a ot h, et opérant de la même manière, on trouvera autant d'équations du premier ordre qu'on voudra, dont la même équation
X — A.JC — B = o
sera l'équation primitive singulière.
On voit aussi que la même équation en x, y, a et b pourra donner telle équation primitive singulière qu'on voudfa, suivant la relation qu'on établira entre les constantes a et b.
Enfin on voit que, par ce problème, on peut toujours trouver la relation entre deux constantes a, b d'une équation donnée en oc\ y, a et b, pour que cette équation soit l'équation primitive ordinaire et complète, répondant à une équation primitive singulière donnée.
On peut appliquer la même métbode à la recberche des équations (lu second ordre ou des ordres supérieurs dont l'équation primitive singulière sera donnée.
Supposons que cette équation soit du premier ordre et représentée par
On prendra une équation quelconque en oc, j, et trois constantes arbitraires a, b, c.
On tirera de cette équation et de ses équations prime et seconde les valeurs de a, b, c en fonctions de a:, y, y' et y".
On substituera dans ces fonctions les valeurs de y' et y" en x etv, tirées de l'équation primitive donnée, c'est-à-dire —f{x,y) à la place de y', et —/'{■r) +/'(y)/('^' j) ^^ ^^ place de y"; on aura a^ b, c exprimées en fonctions de x et y, ce qui donnera trois équations, d'où, éliminant x et y, il résultera une équation en a, b, c, que je représenterai par
Cette équation, en y substituant les premières valeurs de a, b, c en fonctions de x, y, y', y", sera l'équation du second ordre dont la proposée
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sera l'équation primitive siiii^ulii'rc, et l'équation en or, y, a, h, <■ en sera l'équation [)riniitive en as- et j, en su[)|)osant entre les liois ((instantes a, h, r la relation donnée par ré(|nalion
<^[a,byc) = o.
Si l'équation singulière donnée était du second ordre, on picndiail une é(juation en x et j, et (juatre constantes a, h, c, d, et aiii>i de suite.
Supposons que l'équation primitive singulière soit
r' = A r, et [)renons ré(|uation
Y .r- — ox — c = o,
d'où l'on tii-e les deux dérivées, prime et seconde, y' — ax — 6 = 0, y'' — a == o ; ces trois équations donnent
« = j" , b ^=y' — xy" , c ^y — xy' -1- y" .
jMais la proposée donne
y = A;-, y" =z A/ r_3 A 2 j^ ; donc, substituant ces valeurs, on aura
a = A.-y, h =: A r [\ — Xx], c =^ y (\ — kx -\- -- x-\ .
Kliminant a? et y, on trouve l'équation
a- 4- A- ( b'-~ lac] --=^ o,
dans laquelle, en substituant les premières valeurs de r^ A, r, il vient l'équation du second ordre
dont la proposée j' = A y sera l'équation primitive singulière, cl
l'équation supposée
- X- — bx — c = o
sera l'équation primitive en x et y, en supposant l'équation
a- -\- A- ( //- — 9. flc ) = o ;
(le sorte que, comme cette équation donne
on aura
a , , a'^ + A^-lr-
r X- — bx r- = o,
■2 lA-a
a et l> étant les deux constantes arbitraires. Les équations de la forme
que nous venons de considérer, dans lesquelles les quantités a, h, c, .., sont les valeurs en x, y, y', ... des constantes a, b, c, ..., tirées d'une équation primitive
Y[x,y,a,h,c, . . .) = o et de ses dérivées
constituent une classe remarquable d'équations dérivées qui ont toujours une équation primitive singulière, parce que la dérivée d'une équation de cette classe a nécessairement un facteur du même ordre que l'équation.
Pour le démontrer, soit d'abord
une équation quelconque en œ, y et deux constantes a et b.
En regardant ces constantes comme arbitraires, l'équation dont il s'agit sera la primitive d'une équation du second ordre en^, y, y' et v", qui résultera de l'élimination de a et b au moyen des deux équa-
lions (l(''i'iv(''('S
et celte équation ponif;! (oiijonrs, comme nous l'avons vn, se mellrc
sous la forme
)"-^f{jr,r,y]^o.
-Mainlriianl, si l'on roninicnrc pur tirer les valeurs de a et /> dus deux
équations
F{-3^,r, «»^) =o Cl V'[x,x]=o,
cl (jueees valeurs soient représentées par les fonctions
o{x,x,y') et <I>{^,7,r'), il est clair que les deux équations
a = (f{x,);y) el b = 'yx,x,y),
où a et b sont des constantes arbitraires, seront les deux équations primitives du premier oidre dv ré(juation précédente
par conséquent, leurs dérivées
o'{x,r,X') = o et y[x,x,y) = o
devront coïncider avec cette même équation, en donnnnt la même valciiide y" en x, y et y'.
Or
et
suivant la notation al)régée que nous avons adoptée; donc on aui'a
y - cp'(/) - y(r) - '^'""'^'^ >'
expressions der", qui seront nécessaii'emcnt identiques.
On aura donc
o' ( ^•, r) = o'iy ) /( X, j, / ) ,
pai* conséquent, si l'on substitue ces valeurs dans les expressions précédentes des fonctions dérivées o'{a:,y, y'), '\>'{x,Y,y'), c'est-à-dii'c de a' et b', et, regardant maintenant a et h comme fonctions de x, y,
y', on aura
Cela posé, soit ([>(a,b)=o une équation du premier ordre; sa dérivée sera
et, par la substitution des valeurs de a', h' qu'on vient de trouver, elle deviendra
Cette équation a, comme l'on voit, deux facteurs, l'un qui n'est que du premier ordre, comme l'équation proposée; l'autre qui contient y", et qui donne proprement l'équation dérivée du second ordre.
(]elui-ci donne l'équation
r"+f[3c,y,y') = o, de laquelle résultent
par les formules trouvées plus haut, de sorte que les fonctions a et h seront constantes.
Prenant donc a et h pour des constantes arbitraires, on aura ces deux équations primitives du premier ordre
d'où, éliminant la fonction dérivée j', on aura une équation en x,y, a et h, qui sei'a l'équation primitive de la proposée, et qui sera évidemment la même que l'équation
Y[x,y,a, h] = o, d'où l'on avait déduit les fonctions ?(-f» v. j) et 'l[œ, y,y').
Mais il faudra que les constantes a cl h de cette équalioii satisfassent à l;i coiidilion
doiiiK'c |)ar l'équation proposée; ce qui les réduira à une seule, qui sera par conséquent la constanlc arbitraire de l'équation |)riniilive de la proposée.
\a\ facteur du premier ordre
9'(r')a>'(«) + ^'(/)^l>'(^) donnera, de son côté, i'écination en .x-, y etj',
9'(/)cI>'(a) + ^'(r')^I''(^) = "'
cil supposant qu'on y mette pour a et h leurs valeurs ^(.r, j, v'j et '^(^, y, y'); et cette équation, d'après la théorie exposée dans la Leçon précédente, donnera sur-le-champ l'équation primitive singulière de la même équation proposée, en éliminant y' par le moyen de ces deux équations.
Or il est facile de voir que, si l'on représente par
la fonction donnée $(«, />), dans laquelle
a — 9(.r,r,/) et
le facteur dont il s'agit se réduira simplement à »F'(.y), puisque les expressions <p'(7') et f (/) ne sont que les fonctions dérivées de a et h, prises par rapport à y' seule.
Ainsi on aura la primitive singulière de léquation
dans le cas où elle est réductible à la forme
en éliminant / de cette équation au moyen de sa dérivée, prise relativement à y seule.
En appliquant les mêmes principes aux équations des ordres supérieurs, on prouvera que, si l'on a une é({ualion du second ordre, représentée par
■ dont le premier membre puisse être une fonction quelconque ^{a, b, c) de trois fonctions a, b, c, déterminées par une équation quelconque
r{^, j, a, b, c) ^= o entre .r, y, a, b, c, et par ses deux équations dérivées
prises en regardant a, b, c comme constantes, l'équation proposée aura nécessairement une primitive singulière du premier ordre, qui sera le résultat de l'élimination de y", au moyen de son équation dérivée
relative à y".
El l'on aura l'équation primitive en jo et y, par l'équation même
en prenant les constantes a, b, c de manière qu'elles satisfassent à l'équation donnée
de sorte qu'il en restera deux «l'arbitraires. '
Et de mémo pour les équations des ordres supérieurs.
Prenons l'équation
X- ; TT, — ^ - "j
oii /> esl nne conshinle (|iiel(on(|ne.
Ainsi on ;inr;i loiil de snile s;i primitive siiiiiiilii're. en élimi :in moyen de re(|n;ilion deriv(''e |)rise r(d;ilivenienl ;i v', hnpp'
miiil y' Ile ser;i
•y.xy IX-
d on I on lire
en siibsliluaiil celle valeni' de >', on ;i
comme on l'a déjii Ironvé par d'anlres voies. Prenons em-ore re(|ini(ion
y X or — 6' = o;
on aura les deux dérivées
y — ax — /; =^ <), y" — n = o,
d'oii Ton lii'e
'xa = r", f> - r' — xy", c z= 7' — xy' -{- — )".
Soit, par exemple,
on aura rcMpialion du second ordre
y — xj'-\ y" — y' — xy" Y — y"'- ~ <>,
donl la [)i'iniilive sini^nlière resullera de ridiminalioii (\v y , an moyen
(le sa dérivée relative à y", savoir,
— ^ix[f' — xy" ) — iy" = o ;
ce qui revient à ce que nous avons déjà trouvé. Lorsqu'on connaît l'équation primitive
'^'[x,y,(i, ^, . . . =o, avec l'équation
({ui donne la relation entre les quantités a, h, c, ..., on peut trouver directement l'équation primitive singulière sans connaître les valeurs de ces quantités en fonctions de j?, j', j', ... ; car, ayant réduit les quantités «, h, ... à une de moins par le moyen de l'équation de condition
il n'y aura qu'à appliquer à l'équation primitive
la méthode générale exposée dans la Leçon quinzième.
Mais la difficulté consiste à reconnaître a posteriori si des fonctions données, dont une équation proposée est composée, dépendent d'une même équation primitive, de manière qu'elles puissent représenter les valeurs des constantes tirées de cette équation et de ses dérivées.
Pour la résoudre, j'observe que la propriété caractéristique de ces sortes de fonctions est que leurs dérivées ont entre elles des rapports expiimés par des fonctions du même ordre que les fonctions dont il s'agit. En effet, relativement aux fonctions du premier ordre, nous avons déjà vu plus haut que les fonctions o[x,y,y') et è(j:, y, y'), qui représentent les valeurs des constantes «et h tirées de ré(juation générale
et de sa dérivée
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soiU telles (|iie leurs dérivées ^'(a:, j,/) et ^(.i-, v,/ ), que nous av()ii> désignées |t;ii- d' et //, oui la l'orme suivante :
cp'(^,r,/) = 9'(r')[r" + /(^,r'/ ].
de sorte (jne Ton a simplement
(>(i l'on voit que les fonctions dont il s'ai^it ont la propriété (pu- la fonction seconde y" disparait du ra(>port de leurs dérivées, et (pie ce rapport est le même (pie si l'o.i piciiait ces dérivées relalivenicnl ;i la variable y' seule.
Soit, par exenq)le, l'écpiation à la lii^^ne droite
y -\- ax + b =^o;
sa dérivée sera
ainsi on aura
On aura donc, en dénotant simplement par o et 'l ces expressions de
a et h,
prenant les fonctions dérivées, il viendra
o=-r", 'Y^xf;
donc
q7 ~~~ x' Si l'on ne prenait 9' et y que ndativement à v', on aurait
?'=-!, 4^' = ^: cl ^,^ ^.
comme précédemment.
Soit encore l'équation
J-- -h X- — o.ax -\- a- — b'-= o,
(jui est à un cercle dont le rayon = h, et dont le centre est dans l'axe <les abscisses à la distance a de leur origine. La dérivée sera
■y-y -\- X — rt =^ o,
d'où l'on tire
a — x+ jj' = 9 ;
de là on aura, par les substitutions,
Si maintenant on prend les dérivées de © et 'l>, on aura
9' = '+j"''-+-rj"' ^'=r's/'+j''
yr r
<'t de là
si l'on ne prenait les dérivées cp' et V que relativement à >', on aurait
donc
comme ci-dessus.
On pourrait prouver, par une analyse semblable, que les fonctions
de X, y, y' et r", qui expriment les valeurs des quantités a, h. r, tirées
d'une équation
et de ses deux déi'ivées
dans lesquelles ces quantités sont traitées comme constantes, ont des dérivées dont les rapports sont indépendants de la fonction tierce >',
cl (|iii sont les iiirmcs (|ii(' si l'on ne |)i('ii;iil ces d ('rivées (| ne rehiliveiiicni il l:i foiietioii seediide r", parce (|ireii (l(''si,uii:iiil ces (uiiclioiis par
les trois ('(jiialioiis
oii <"/, A, c seraient des conslantes ai'liilraires , sei'oiil les (rois |iriiiiiii\ es d'une même é(|naiion dn troisième oidre, tidie (|ne
à la(jiie!le les dérivées de ces équations devront |iar consé(|nenl saiisfaire; et de nn-nie pour les (onctions du niènu' ^cnre des ordres supel'icui's. Maison peut s'en eonvainci'e encore d'une nianii-re jdus directe (jue voici :
Eu dénotant simplcniont par 9 et j/les fonctions o(j?, j, v), y .i, ), v , (jui expriment les valeui'S des constantes r/ et h tirées de réquation
et de sa déi'ivée
il est clair que l'équation
Y[x,y',(D,Y) =f> sera identiqne; que, par consé([nent, sa déi'ivée
V'[x,y) 4-cp'FVv) + 'V ^'\'^) =•' aura lien d'cdle-mème; mais on a dejii
donc on aura sé[)arément l'écpialion
9' F'. 9; H- vL' F'j -J; ' -- o,
laquelle donne
Or, comme o et à ne contiennent que ac, y et v', il est visible (|ue la valeur de — ne sera (lu'une fonction du premier ordre. Ainsi, dans le dernier exem})le, où
F ( .r , y, a, h ] = >-- -h x- — 'i.ax -{- n- — b-, si Ton change a en o, et h en 'h, on aura
donc
par conséquent
(]; . cp — X
comme nous l'avons trouvé par une autre voie.
De même, si 9, J/, c sont les fonctions de j:', y, y' et y" qui expriment les valeurs des constantes a, b, c, tirées de l'équation
. F{x,y,a, b,c] = o et de ses deux dérivées
en substituant ces fonctions à la place de a, b, c, on aui'a des équations identiques, dont, par conséquent, les dérivées auront lieu aussi. On aura donc, en premier lieu,
('!, par conséquent aussi,
F'i>, r) + 9' F'(9) -;- ^' F'(^) + r F'(^) = o, mais on a déjà
donc' on aura l'équation ,
9'F'(9)H--yF^^)+rF'(^) = o.
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l'jisiiilc, coiiinie rrcjiKitinii
contient, outre les quantités.!, r, r', les trois fonctions o, -l, ;, si on In (Iriiolc |)ar/(.r, y, v', o,'l,l), on ani-i l'cMpiation idcnrKiiic
cl, |iai' cons('(|UtMil, la (Irrivrc
/>,r,/) + cp'/'(?) + -V/'l'I.) + ^'/ (I) = o;
mais on a déj;»
|)nis(jn'il est visible (jue /'(jt, v, y') es! I;i inènic chose (|iie P'-r, Vy*, donc on aura aussi l'équation
Si l'on conil)ine celle équation avec la précédente, il est clair <jue, puisque les quanlilés o', V, l' n'y sont qu'à la première dimension, el en multi|)lienl tous les termes, il est clair, dis-je, qu'on en tirera les
valeurs de 77 et de jr, en fonctions des nuanlités ,r, y, y', o, v et £; de
soiie ((ue ces fondions ne passeront pas le second ordre, et ainsi de snile.
Si les loiiclions o et i exprimaient les valeurs des conslanles a el A tirées de l'équation du premier ordre
¥ix,x,x',(i, b) = 0
et de sa dérivée
ces ibnclions seraient alors du second ordre; el l'on Ironvci-ail, par le même raisonnement, (jue le rapport ^, de leurs dérivées sérail expiimé également par — i??-^' de soi'le que ce ra|)poi-l serait une l"o«iclion du
second ordre, et, ])ar consé(juenl, du même ordre (juc les lonclioiis o
et 'l.
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Kii i;(''n('V;il, il irsiillc do l'analyse précédente que, si o, à, c, ... sont (les Ibnclions (Vun ordre quelcon(|ue, qui expriment les valeurs des constantes a, h, c, ..., tirées d'une équation en .T,Y,y, y", ..., ((, h, r, . . ., et de ses dérivées successives, les dérivées de ces fonctions auront toujours entre elles des rapports du même ordre que les fonctions elles-mêmes.
Je dis maintenant que, si des fonctions quelconques de .r, r, v', v' . . . . sont telles que leurs dérivées aient entre elles des rapports du même ordre (|ue les fonctions elles-mêmes, c'est-à-dire, dans lesquels il n'entre <jue des fonctions dérivées de _)' du menu» ordre, ces fonctions pourront toujours exprimer les valeurs d'autant de constantes tirées d'une équation primitive et de ses dérivées successives; et il sera ;iJors facile de retrouver cette équation primitive génératrice.
(lar, si l'on désigne par 9, '|, ;, . . . les fonctions dont il s'agit, et <jue M, N, . . ., soient les valeurs des ra])ports des dérivées 'V , ;', ... à la dérivée o', ces valeurs étant, par l'hypothèse, des fonctions du même ordre que les fonctions données 9, 9, ;, ..., on aura donc les équations
Supposons
on aura
donc
aussi
donc
- ft.
a, />, r, ... étant des constantes.
Ces différentes équations seront donc autant d'é<|uations primitives
de la même é(juation
j)nis(jirelles ont lien en même temps (|u'elle; par conséquent, en éliminant de ces mêmes é(iualions
les plus hantes fonctions dérivées de la variahie v, (Ui aura une é(|ua-
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tioii |)riiiiiliv(' (rmi oidrc iiilriiciii', (jiii coni iciidra les constantes a, h, (\ ..., cl (jiii sera rcujiialion priinilivc génératrice de h loi'nic
d'oii résultent les fonctions o, '1,1, . . ., en les prenant poiii' les valcnrs (les constantes a, h, c, ..., tirées de cette é(jiiati()n et de ses dcrivées successives
Ainsi, si l'on avait entre ces fonctions une équation quelconque
et que l'on reconnût que leurs dérivées 9', '!>'., ;', ... ont entre elles des rappoi'ts du même ordre que ces fonctions, on aurait tout de suite les équations primitives
o = a, ^--b, ç = c, . . . , et de l;i l'équation primitive principale
dans la(]iielle les constantes a, h, c, ... seraient arbitraires, hors
liiic, (jiii devrait être déterminée par l'équation donnée, laquelle se
réduit alors à
On aurait ensuite l'équation primitive singulière par les méthodes exposées plus haut.
Par exemple, si l'on proposait l'équation àw premier ordre
sans qu'on sût que les deux quantités qui sont sous la fonction peuvent exi)rimer les constantes tirées d'une équation primitive <'t de sa dérivée, on examinerait d'abord leurs dérivées, qui sont
rr'y"
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comme rollc-ci so réduit à -^ '^ ■'^ ' ^^ • , on voit d';il)or(l (jiic son
VH-j'-
iMonoi'l il la ni'cniii'i'o sera cxpi'imô simplcmciil |)ai' - — ' :^ sans (inc
la loiu'lion seconde v" puisse y enlrei'. On est donc assuré par lit (pie les deux fonctions x -h vv' et r y i -\- y'' peuvent provenir (rniie e(|natioii pi'imitive (ju'on Irouvera en faisant les deux é(|uati(ms
et éliminant v', c<' ([ui donne <'(dle-ci
y^- + [a - xy =^ b-\
la(iu(dle coïncide avec celle d'où nous avions déduit les expressions de a et h dans le dernier exemple.
Maintenant ré(iualion proposée deviendra simplement
pai' laquelle ou déterminera b en a; de sorte que l'équation précédente ne contiendra plus que la constante arbitraire a, et sera alors la primitive complète de la proposée.
On pourra tirer de lii la primitive sinij;uli('re, en éliminant (/ au moyen de la dérivée prise par rapport ii a seul, suivant la méthode de la Leçon quinzième, ou bien il n'v aura (ju'ii éliminer v' de la proposée, au moyen de sa dérivée [)rise par ra})port ii y' seule, comme nous l'avons vu plus liant l'elativemeut aux é(|uations de ce genre.
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Prcscjiic (l('s la naissance du Calcul dillcrcuticl, il s'csl picscnlc aux i>éoin('tres des pruhlènjcs (jui dciMMidoul de cette lliéorie, cl (|u"ils oui résolus par des artitlces particuliers.
Leibiiitz, dans un .Mémoire intitulé \ova Calcii'i dif(^rcn/i(//is a/)/)//catio, et inséré dans les Actes de Leipzii^- de i()94 [voyez le u" lAI des Oluivres de Jac(|ues HernouUi), donne la manière de trouver la coiirlie formée par l'intersection conliiin(dl<' d'une inlinilé de courhcs rciilciiiiées dans une même équation, en faisant varier dans cette équation le paramètre qui les différencie, ce qui produit une nouvelle é(iualion |»ar laquelle on a une valeur du paramètre en fonction des coordonnées, et cette valeur, étant sul»s(iluée dans l'écjuation proposée, donne tout de suite une équation tinie |)our la coui'he cherchée.
11 applique ensuite cette méthode à une question (ju'on regardait alors comme tri-s dilïicih', et (jui C(msiste à trouver la courhe dont les normales ou perjx'ndiculaires ont une relalion donnée avec les parties de l'axe interceptées entre l'oriiiine des abscisses et les normales.
I.eihnitz ciuisidî're cette courbe comme lormée |)ar rintciseclioii continuelle d'une intinité de cercles qui ont leurs centres sur l'axe; alors les rayons des cercles deviennent les normales ;i la courbe, el la relation donnée par le problème, entre les normales et les i)aities correspondantes de l'axe, a lieu entre les rayons et les abscisses qui répondeni aux centres des cercles.
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Nommant a-, y les coordonnées du cercle, a l'abscisse qui répond au centre, et b le rayon, on aura
savoir,
J-- -\- X- — 2 asc + a- — b'-^^ o,
pour l'équation du cercle.
Maintenant l'équation proposée entre h et a donnera b en fonction de a; il ne restera ainsi que le paramètre a, qu'on déterminera comme on vient de le dire, et l'équation en ac et y deviendra alors celle de la courbe formée par l'intersection de tous les cercles, et aura, par conséquent, la propriété demandée.
Supposant, avec Leibnitz, que l'équation entre a et b soit celle de la
parabole
b'-=^ ak,
k étant une constante, l'équation en x, y et a sera
y- -\- X- ~ lax -\- a- — aK=o.
Faisant variera seul, suivant la notation du Calcul différentiel, on a
( — 7.x -{- ia — /,) d(i = o, d'où l'on tire
k -r- IX
substituant cette valeur dans l'équation précédente, on a
pour la courbe cherchée, qu'on voit être aussi une parabole.
On peut s'assurer a posteriori que cette courbe résout le problème.
En effet, on sait que, y étant l'ordonnée qu'on regarde comme fonction de l'abscisse x, la fonction prime y' exprime le rapport de l'ordonnée à la sous-tangente, lequel est le même que celui de la sous-normale à l'ordonnée; de sorte que yy' est l'expression de la sous-normale;
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pur <'Oiis(''(]ii('nt y \/i -I- j'- S('r;i crllr de l:i normale, vt x -h yv' «m'IIc (l(^ la j)ai'ti(' (le l'axe comprise! ciilrc l'urii^iiH; cl la normale. | \'(>Yrz la s(>con(lc I^n'lic de la llicoric des fonctions analytùjues [^ ).\ Oi' rc([na(ion (|M'on vient de trouver donne;
et, ])renanl la dérivée, donc la normale sera
et la partie de l'axe sera
sj
laquelle, étant miilti[)lice par /•, devient, comme l'on voit, égale au carré de la normale.
Le problème est donc résolu de cette manière; cependant on doit être surpris que Leibnitz n'ait pas remarqué que sa solution n'admet point de constante arbitraire dans l'équation de la courbe, tandis qu'il est évident que le problème conduit naturellement à une équation différentielle, dont l'intégrale ne peut être complète que par l'introduetioii d'une constante arbitraire.
En effet, nommant a la partie de l'axe qui répond à la noimale, ei h la normale, on a, comme on vient de le voir, les expressions
donc, si l'on veut que ^ = F(«), on aura l'équation dérivée
dont il faudra cbercber l'équation })iimilive.
Suivant la notation du Calcul dillérentiel , on aurait ii intégrer ii
(') OEuvns (le Loi^rdiii^c, t. IX.
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r(Mjii;i(i()!i (lillrrciiticlle
/ (Ir- ,. / (h
I);iiis rrxciuplc proposé, on a
b --^ ah ,
pal' c'onsc'cjLK'iil
F(fl]-_= vôÂ,
cl rcMiualion (Icrivéc devient
y sji -^ y'- = v-^' +/j' •^*'- Si Ton tire de cette équation la valeur de yy' , on a
2 V 4 on i)ien
A- — o.j7'-f- 1 i/ -^ -^ kx — r-
bivisant toute l'équation par 2 W-V -i-Âœ—y-, ou aura
é(juation dont la primitive est visiblement
i /-^ + /rx — y- -+- X — /i,
h étant une constante arbitraire.
Cette équation devient, en faisant disparaître le radical,
-V -^ Iix — y- = i/i — X-)-,
é(juation au cercle.
Si I on l:iil
i>i:s roNCTioNs.
'IKl
(i ùliUll la coiislaiilt' ailMliairc, on a crllc-ci
_) -' -i- X- — lax -;- a- — aJi ~- o.
(Ici te (M|iiali()n csl, (•((ininc l'on \()il, la iiK-nic (jnc l'iMinal ion an ccirlr (Ion! I.cihnilz a lirr sa solution [»ar la variation de (i\ ainsi on jicnt diic (|n(' l'iM] nation an ccrclt', dans la(|n(dl(' r/, abscisse (|ni répond an rcniri'. est la constante aihitiairc, et dont le rayon est \a/{, est rr(jnation pii- Miilive (jui l'ésuut le problème dans toute sa généralité; il est évident, en efïet, (|tie tont eerele dont le centre sera snr l'axe, et dont le ravon anra, avec la distaïu-e {\\\ centre à Torii^ine des abscisses, la redation (jn'on snpposo entre la normale et la partie de Taxe correspondante, satisfera ;» la (jneslion.
L'équation ;i la parabole, trouvée par J.eibnilz, lU' |)ent donc être (|n'nne é(ination primitive singulière; en effet, en jtrenant dans la même é(|uation an ceride les fonctions dérivées r(dativemenL à la constante arbitraire a, comme on l'a enseigné au commencement de la Leçon qninzi(Mne, on a ré(|mdi(Hi
Ia(jn(dle donne
valeur (jui, étant substituée dans ré(|uation au icri le, donne
Il X ■- =: O.
comme Leibnitz l'a trouvé; d'où l'on doit conclui'e <|ue la solution de Leibnitz n'est donnée cjue par l'équation primitive singulièi'e.
On a vu que Leibnitz avait déduit sa solution de la considération de la courbe formée |)ai- l'irUersection continindle de tous les cercles que \\)\\ ani'ait en faisant varier continn(dlemenl la existante r/ ; c'est, en
effet, uiH' propriété générale des équations primitives singulières d'appartenir aux courbes formées par l'intersection continuelle des courbes représentées par l'équation primitive complète, en faisant varier continuellement la constante arbitraire qui différencie toutes ces courbes.
Gomme cette propriété est, pour ainsi dire, la caractéristique de cette espèce d'équations primitives, il est intéressant d'en avoir une démonstration.
Pour cela, on remarquera que la courbe formée par riiitcrscction continuelle d'une série de courbes infiniment peu différentes l'une de l'autre n'est autre chose que la courbe qui embrasserait ou toucherait toutes ces courbes, et qui aurait, par conséquent, dans chacun de ses points, une tangente commune avec une de ces mêmes courbes.
Or, soit
l'équation générale des courbes dont il s'agit, a étant le paramètre, qui est constant dans chacune d'elles, mais qui varie de l'une à l'autre; comme la courbe qui doit les embrasser a un point commun avec chacune de ces courbes, elle aura aussi les mêmes coordonnées x et r et la même équation entre ces coordonnées, mais avec cette différence que le paramètre a sera variable dans l'équation
tant qu'elle appartiendra à la courbe qui embrasse toutes les autres.
De plus, il faudra que la position de la tangente soit la même dans la courbe où a est constant et dans celle oii a est variable.
Or on sait que cette position ne dépend que de la fonction prime r',
puisque ^ est l'expression de la sous-tangente; donc il faudra que la valeur de r', tirée de la dérivée de j'équation
soit la môme, soit qu'on y regarde a comme constante, soit (ju'on la regarde comme une variable fonction de x, ce qui ne peut avoir lieu, à moins que la partie de la fonction dérivée relative à a ne soit nulle.
Ceth' |»;irli(' est, siiiv;iiil l;i ii(il;ili()ii ;i(l()|)|(''<', F'(rt); donc on ;i(ir;i r(''(|ii;ilioii
l;i(|ii('ll(' s('ivir;i ii drlciininci' a v\\ .r cl y. Or cette éqii;ilion csl, comme I on voit, la mcmc (|iic celle (jui donne r(''(|natioii |)iimilive sini^ulii-re,
loi'S(|ne
F(.r,7, rt) = o
csl ré(|nalion primilivc ordinaire, dans hupudie a est la conslanle aihiti'aire, comme nous l'avons vu dans la Leçon cilée.
Donc l'identité de l'équation primilivc singulière et de l'équation de la courbe, qui end)rasse toutes celles qui sont comprises dans l'équalion j)rimitive ordinaire, est démontrée et résulte des principes mêmes de la chose.
Cette considération géométrique est très imporlanic pour la théorie des équations primitives singulières; elle sert à lier entre elles les courbes représentées par l'équation primitive ordinaire et par l'équation primitive singulière, comme le principe analytique (|ui sert de base à cette théorie sert à lier entre elles ces mômes équations par la variation de la constante arbitraire.
Ainsi le problème analytique que nous avons résolu au commencement de la Leçon précédente se réduit à trouver des courbes qui, ayant un paramètre variable, puissent former, par leur intersection mutuelle, une courbe donnée.
On peut donc présenter ce problème ainsi :
Axanl deux courbes doiil les équations soient données, et dont l'une contienne deux constantes arbitraires, trouver la relation nécessaii'e entre ces deux constantes, pour (ju' en faisant carier celle qui denwure arbitraire, on ail une infinité de courbes du même genre qui, par leur intersection continuelle, forment toujours l'autre courbe donnée.
Pour le résoudre, il n'y aura (|n';i chercher, par les méthodes exposées dans la Leçon [)récédente, la rtdalion entre les constantes a X. 32
et h (le l'équation donnée
pour qu'à cette équation, regardée comme une équation primitive ordinaire, l'éponde ré({ualion primitive singulière
qui sera celle de la courbe qui doit être formée par l'intersection continuelle des courbes données par l'autre équation.
Le problème résolu par Leibnitz l'a été aussi par Jean Bernoulli, dans ses Leçons de Calcul intégral (tome III des OEuvres de Jean Bernoulli, Leçon XIY), mais ])ar une autre voie qui l'a conduit au même résultat. En considérant deux normales infiniment proches, il observe que l'accroissement infiniment petit de la normale est à l'accroissement de la partie de l'axe qui répond à la normale comme la partie de l'axe comprise entre l'ordonnée et la normale est à la normale même, ce qui est facile à voir par la similitude des triangles.
Il a ainsi, suivant l'esprit du Calcul différentiel, en nommant, comme
plus haut, a la partie de l'axe qui répond à la normale et h la normale
même, l'équation
db n — X ' (la b '
d'un autre côté, la considération du triangle rectani^le dont h est l'hvpoténuse et y et « — £r les deux côtés donne
De ces deux équations il tire
, db
b —, da
I db'
Or les conditions du problème donnent h en fonction de a\ ainsi on aura x et y en fonction de a, et, chassant a, on aura l'équation de la courbe cherchée en * et )'.
En supposant, connue dans rcxcniplc dr l.ciltnit/.,
h z^- \ ha,
on a
(la ~ ■>. V a '
donc, l'aisanl ces snltslihitions dans les valenrs de .r cl r, on ania
d oîi, cliininanl a, il vienl
y-^=. Ux + -r
poni' l'équation de la courbe cherchée, qu'on voit être la inTine parai)ole que Lcihnitz avait Iconvée par une méthode loni ;i l'ail diflérente.
Telle est la solution de Jean Beinonili, (|ni coïncide, coninie on le voit, avec celle de Leihnitz, et sur huiuellc, par consé(pu'nl, on peni faire les mêmes observations.
D'abord on peut être étonné que iiernonlli n'ait [)as remarqué que ce problème appartient essentiellement à la méthode inverse des tangentes, et que, par conséquent, la solution générale dépend d'une intégration (jui doit nécessairement introduire une constante arbitraire dans l'équation entre x et r, et cela peut surprendre d'autant plus (ju'il avait donné auparavant, dans les mêmes Leçons, les expressions dillereutiidles de la normale et de la sous-normale, et que le problème ne consiste qu'à établir entre ces quantités une relation donnée.
Ensuite il est clair, par ce que nous avons vu plus haut, que la solution (le Bernoulli dépend d'une équation intégrale ou primitive singulière, et, pour le démontrer par sa propre analyse, il suf'iit de considérer qu'on aura directement l'écjuation en x et v en substituant la valeur de h en a, donnée par le problème, dans les deux é([uations
db a — X ., , > „ , „
Ta= HT' ;-+(«-;r)-=4-,
et éliminant ensuite a.
Ainsi, en supposant
h = sjha,
ces deux é(jiiulions deviennent
la prcjnière donne
ff , k
- =1 a — x; flonc a^x-\ 5
ce qui étant substitué dans la seconde, on a
r- -h -T- = kx -\ 5 (1 ou y- = kx H 5
comme on l'a trouvé.
C)i' je remanfue que l'équation différentielle
— - = — -, — 5 ou hdb^^ [a — x] da,
da 0
n'est autre chose que la différentielle de l'autre équation
en faisant varier seulement a et h.
Ainsi, comme h est supposé fonction de a, la solution se réduit à faire varier a seul dans l'équation
j- + .r- — lax -{- a- — b- = o
et à éliminer ensuite a au moyen de cette nouvelle é(juation, ce (]ui revient, comme l'on voit, au procédé de Leibnilz, puis({ue ré(|uation est la même que son équation au cercle; on voit aussi ([ue ce j)i'océdé coïncide avec celui qui donne l'équation primitive singulière de ré(|ii;itioii dérivée ou différentielle, dont la même équation
y- ~\- X-— -lax + «- — />- = o serait l'équation primitive, a étant la constante arbitraii'e.
On ;mi'a donc cctlc (''(|ii;ili()ii (Irrivt'-c en ('•limiinml a dt- l'r(|ii;ili(ni |ti'iiiiiliv(' |i;ir le /ii<i\cii de sa délivre
rr' -\-x — a = o,
ou Itieii en delei'iiiinanl a el h ywv le nioven de ces doux ('(jiialions, cl substiliiaiil leurs valeurs dans celle (|ui renlei-me la rcdaliou eiilre les (juantilés a el A, donnée par les coudilions du j»i'ol)li'nie. Or ces é(juations doniieut
expressions (jii'oii voil èli'<' les mémos (pie uous avons Iroiivt'es plu> iiaiil pour la norinal(! h el pour la partii; de l'axe <i (pii répond ;i cette uorinalc; de sorte que, si la rtdation entre ces deux quantités est représentée, en général, par
l'équation dérivée, qui répond à la primitive
y- -{- X- — "iax + a- — 6- = o, sera
C'est l'équation générale du problème de Leibnitz et de Bernoulli. dont ils ont trouvé l'un et l'autre, par des méthodes dilTérentes, l'équation primitive singulière, sans se douter de l'espèce de contradiction que leurs solutions présentaient avec les j)rineipes mêmes du Calcul différentiel.
Avant de ({uitter celle analyse, il est bon de montrer (i priori ponr- (pnii les expressions des constantes a et />, tirées de l'équation au
cer(de
y--{- X- — "fax + (•/-— h- = o
(!t de sa déi'ivée
yy' -\- j: — <7 = o,
sont les mêmes (|ue celles (ju'on trouve pour la normale el pour la partie correspondante de l'axe, dans une courbe quelconque rapportée aux coordonnées .r, y.
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Si ron eonroit un cercle qui toiiclic une courbe dans un poini, il esl clair (|ne son rayon, dans ce point, deviendra la norniale ;i la courbe. Or rcMjuation dont il s'agit est, comme nous l'avons déjà vu, celle d'un cercle donî le centre est dans l'axe cl répond ;» l'abscisse a, et dont le rayon est h\ et, pour que le cercle toiicbc une courbe donnée, il faut pre- Uïièrement qu'il ait un point commun avec elle, dans lequel, par conséquent, les coordonnées .r, y seront les mêmes; il faut ensuite ({ue la valeur de r' soit aussi la même dans le cercle et dans la courbe, comme nous l'avons démontré rigoureusement dans la seconde Partie de la Thcoiic (les fonctions analytiques : ainsi, pour que i> devienne la normale à la coui'be et que a soit la partie de l'axe qui y répond, il faudra
(jue ré(|ualion
et sa dérivée, prise en regardant a et h comme constantes,
yy' H- ^ — (i =^ o
aient lieu en même temps, par rapport aux coordonnées a-, y de la courbe; d'oii l'on tire, pour a et h, les valeurs données ci-dessus.
Les solutions de Leibnitz et de Jean Bernoulli offrent les premiers exemples des équations primitives singulières; mais Taylor est peulêtre le premier qui ait trouvé directement une équation primitive singulière d'après l'équation dérivée.
Dans son Ouvrage intitulé Mcthochis incrementorum, qui a paru en 171 5, Taylor étant parvenu (p. 27 ), pour la solution d'un problème, à cette équation différentielle (j'emploie ici, pour plus de commodité, la notation différentielle à la place de la notation fluxionnelle des Anglais, ces deux notations exprimant la même cbose dans le fond),
dans laquelle r est fonction de z; il la dilTérentie en faisant dz constant, et il obtient l'équation
d'oii il tii'C
Cette (It'iiiii're é(|ii;ili()ii doiiiHî
dy _ zy
dz~ \ -\- z-
ce qui i'é(
Uni h
\ [)i'()[)()sce à
savoir,
(|ui est, dit-il, si/i^u/d/is r/uœda//i solulio problenialis.
Considérons l'antre é(juation d-y — n, où dz est constant: en picnant successivement ses deux ()i'iMiilivcs ou intégrales, on a
y=za-\-bz,
où a et A sont deux constantes aihilraires; mais la proposée ii'élanl (|ii(' du jH'eniicr ordre n(; comporte (|u'une seule arhilraiic; il laiit donc y substituer celte valeur de y pour avoir la relation qui doit avoir lien entre a et h, et pour cela il suffît de supposer partout 3 - o, au(|uel cas on a
^'- = "^ dz=^' et l'équation devient
donc
el, par conséquent,
Il est évident, par ce que nous avons démontré dans les dernières Leçons, que la solution (|ue Taylor nomme singulière n'est auli'e chose (|u'une équation primitive singulière de l'équation du premier oidre
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dont
est l'équation primitive complète; car la dérivée de cette équation du preniicr ordre étanl, en faiscint c' = i ,
[— 2 ;r + 2 ( I + s2 ) jr'-^y — o,
le facteur du premier ordre — 2sy h- 2(1 -\- z-)y' donnera l'équation primitive singulière, et l'autre facteur j" donnera l'équation primitive complète, comme nous l'avons montré dans la Leçon seizième.
On peut aussi tirer la première de la seconde par les principes exposés dans la Leçon quinzième; car, l'équation primitive complète étant
sa dérivée relative à a sera
za
elimiiianl a de ces deux équations, on a
Longtemps après, en 1734, Clairaut, en résolvant quelques problèmes sur des courbes, fut conduit à une équation différentielle, dont il obtint aussi deux intégrales différentes par le moyen de la différentiation ; il était parvenu à ces deux équations
m) n(M; =j — <Ï>(m) et c/y ^^ Il {u)dx,
ll{u) et <î>(w) étant des fonctions données d'une variable // (ju'il s'agissait d'éliminer.
L'élimination étant impossible en général, il eut l'idée heureuse de diff'érentier la première et d'y substituer la valeur de dy, tirée de la seconde; ou a ainsi cette équation
[Tl[u) — [x — m) n'(M) — $'(«)] ^/'/ =0,
d'où l'on déduit deux valeurs de 11, l'une donnée par l'équation
11(^0- ix-u)U'(u) -$'(a) = o,
l'autre par l'équalion
du = o,
laquelle (loiiiie, |);ii' l'intégration,
a étant nne constante arhitraii'c.
Ces deux valeurs de //, élaiil substituées dans la prenjii'ie é(|ualion
(^ — m) II(m) =j — (I)(a),
donneront deux intégrales en .x et y, l'une sans conslaulc ailtiliairc, l'auti'e avec la constante arbitraire a, et qui sera
[x — a) n(a) =y~ <l>(rt),
laquelle ne représente, comme l'on voit, que des lignes droites.
Clairaut examine ensuite (|U('l(jues cas particulici's du niénie j)r(>hlènie, où il fait voir comment le Calcul intégral ne donne jamais (juc les lignes droites exprimées par l'équation générale
xn[a) — ail (a) =j — <!)(«),
et comment les équations trouvées par la première méthode échappent à l'intégration.
« J'ai été bien aise », dit-il, « de niontrei* cette singularité de calcul, qui s'est présentée (rcdle-niènie; on pourrait l'énoncer, indépendamment du problème présent, de cette manière :
» Il y a des équations diffèrcnlieUes capables d'avoir deiiœ solutions différentes l'une de l'autre, dont l'une [et même dans ce cas-ci la plus générale) n'a pas besoin du Calcul intégral; telles sont les équations
X dydx — dy- := ydx- — dydx, à laquelle
[^y z=i x- -h 7. X -\- 1 et inx — o.x -=■ — ^y -\- \ — a-
satisfont également; et
a dy- + X dy- — y dy dx = x dx dy — y dx- , X. 33
qui donne mmr solutions
—^ — \Jy^^Jf\a et b-y — ibx + o.by = — ^a.
» En irénéral, . , ' • , = à une fonction quelconque de x, y, dx, dy
sénat de celte nature; intégrée, elle donnerait une équation; et. sans aucune intégration,
serait l'autre (' ). »
En nippi'ochant ces différentes solutions de notre théorie, il est évident que celles qui ne renferment point de constante arbitraire ne sont que des équations primitives singulières, et que les autres, qui contiennent une constante arbitraire, sont les équations primitives complètes; mais Claii*aut a tort de regarder ces dernières comme moins générales, })arce qu'elles ne représentent que des lignes droites.
A l'égard de l'équation différentielle
on ne peut pas dire, en général, avec Clairaut, que l'équation Unie
est de la même nature que les intégrales qu'il avait trouvées auparavant sans constante arbitraire; car cette intégrale peut être une équation primitive singulière ou simplement un cas particulier de l'équation primitive complète.
Car, si l'on fait, pour abréger,
et ((u'on suppose qu'ayant tiré de cette équation la valeur de y en ; on la substitue dans la fonction Fl.r,r, -y-j? on aura une éqnalion
(') Voyez les Mcmoires de V Académie des Sciences pour lySj, p. lïZ.
en .r et r de la (orinc
(Ml l)i<>n
PoiiiMjuc 3---=()S()i| une é(niali(>ii piiiiiitivc siii^milii'rc, il famlra (|m'
comme nous l'avons vu dans la Leçon sci/irnic; or, en prcnaiil la dcl'ivée (le {'('"(jualion précédente, on verra (jiie cette condition ne penl avoii' lien (|im' lorsque z- = o donnera
Dans les autres cas, l'équation z — o ne pourra donc être (|n'nn cas particulier de l'équation primitive complète.
En effet, en regardant d'abord z comme très petite et négligeant :;
dans la fonction /'(j:-, z, z'), on aura simplement
z' = zf{x], d'où l'on tire
et, ]>i'enant les fonctions primitives,
Iz=f,[:v )-+-/,-,
/• étant une constante arbitraire.
Je dénote par/^, avec un trait placé au bas de la caractéristi(jue /i la fonction primitive dénotée par la simple caractéristique /"; on pourra de même dénoter, dans l'occasion, par r, la fonction primitive de v; par y,^ la fonction primitive de j,, c'est-à-dire la fonction |)rimitive seconde de y, et ainsi des autres. Cette notation, (|ue j'avais déjà proposée dans l'Ouvrage sur la Résolulion des équations namériques [ ' j, me
(') OEuvtes de. Ldfçrangc, l. VIII.
parait aussi propre, pour désigner les fonctions primitives, que la notation ordinaire l'est pour les fonctions dérivées. Maintenant il est clair que, dans l'équation
lz=f,[x] + h,
on aura
en faisant la constante k infinie, puisque
Ainsi
sera alors un cas particulier de l'équation primitive complète.
Euler avait aussi trouvé, dans sa Mécanique, différents exemples de cette duplicité d'intégrales; il avait même donné des règles pour les découvrir dans quelques cas, comme on le voit dans les articles 2C8, 303, 335 du second Tome de la Mécanique; mais ce n'est que plusieurs années après qu'il s'est occupé, ex professa, de cette partie du Calcul intégral dans un Mémoire intitulé Exposition de quelques paradoxes du Calcul intégral, et imprimé dans le Recueil de V Académie de Berlin poui' 1756.
Dans ce Mémoire, Euler se propose différents problèmes relatifs aux tangentes, qui conduisent naturellement à des équations différentielles, et il remarque qu'ils ont chacun deux solutions, dont l'une résulte de l'intégration et admet, par conséquent, une constante arbitraire, et dont l'autre est indé})endante de l'intégration et peut se trouver même par la différentiation de l'équation.
Voici un de ces problèmes :
On demande une courbe telle, que, tirant de deux points donnés des perpendiculaires sur une quelconque de ses tangentes, le produit de ces oerpendiculaires soit une quantité constante.
Faisons passer l'axe des abscisses par les deux points donnés, et soient/; et q les deux abscisses qui répondent à ces points et / la sous-
tangente ii un poiiil (|ii('lc()n(|ii(', c'csl-à-diic l:i [Kirlic dr l'axe conî[)i'is(' cnli'c la laiii;rnl(' cl roidonnt'c \'; on ;iiii"i / — .x pour la parlic comprise entre la tangente et l'origine des abscisses; doin: l — x -\- ]> et / — .i-'r~(j seront les |)ar(ies de l'iixc comprises eiilre les deux pctinls donnés et la tangente.
Ayant abaissé de ces points di's perpendiculaiics sui' la tangente, on lorniera par l;i deux triangles rectangles semblables au tiianiile rectangle formé par la tangente, l'ordonnée y <'l la sous-tani^tiite /; il est visible (jue, dans ces triangles, les lignes / — x -\- p et l — x -\- q répondront il la tangente même, qui est vj"H-^'> et que les perpendiculaires dont il s'agit répondront à l'ordonnée _r, de sorte (|u'o;i ;iur;i pour ces [)erpendiculaires les valeurs
\lr- + ^'- s/y- + i-
par conséquent l'équation du problème sera
k étant une constante donnée.
Or le rapport de l'ordonnée à la sous-tangente étant exprime par la l'onction prime y' , on a
[)ar conséquent
cette valeur étant substituée dans l'équation précédente, elle se réduit ii (r —y' ^ + py ) [y —y x -t- <// ) __
équation du premier ordre.
Cette équation, étant mise sous la l'orme diirérenti(dle et mullipliée
par dœ--^dy-, devient
[ydx — xdx -\- p dy] [y clx — x dy + q dy) — k ( dx- + dy- ) = o ;
c'est l'équation donnée par les conditions du problème.
Euler remarque qu'il serait difficile d'intégrer cette équation directement, mais qu'on y peut parvenir facilement en la difïerentiant.
On a ainsi, en prenant dx pour constant,
[ydx — xdy-{- qdy) [p — x) d'-y+ [ydx— xdy^ P^^x) [fj —Jc)d^y— 2 kdyd-y =z o,
équation toute divisible par d\y.
En la divisant d'abord par d'y, on a celle-ci :
[ydx — xdy -t- q dy] [p — x) + [y dx — x dy -^ p dy) [q — x] — 1 k dy = o ,
qui n'est que du premier ordre, comme la proposée, et qui, étant combinée avec elle, donnera, par l'élimination de dy, une équation finie en oc et y.
En effet, cette dernière équation étant multipliée par r// et retranchée de la première multipliée par 2, on aura celle-ci ;
y-dx'- -h y dy dx [ p -h q — 2.x) — 2/r dx- = o
d'où l'on tire
dr 2 f A" — y- )
dx y[p-T-q — 2x) ' mais la même équation donne
dy _ )•{ i> -h q — ■>■ X ]
dx il/i — [p — x] [q — X}]''
donc, comparant ces deux valeurs et multipliant en croix, on auia celle-ci :
XHP + 9 - 2x]-' = /i[k-y-')[k -[p~x)[q- x)],
laquelle se réduit à
oti, plus siinplf'inciit encore, ii
équation à nne ellipse dont le carré du deini-petit axe est /•, el le eiiiré
(In (lerni-i^rand axe est /• H- ( \ ? de soile (jue '^ — '- sera la distance
du eenli'e an foyer, et, comme le centre de l'ellipse répond ;i l'ahscisse - — ^ 1 il s'ensnil (|ue les deux loyers répondent aux abscisses y>» el y, et
sont, par eonsé(juent, dans les deux points donnés.
Kn effet, on sait, par lif théorie des sections coni(jues, que le [)roiluit des perpendiculaires menées de chacun des foyers sur une tangente quelconque est constant et égal au carré du petit axe.
L'équation (|ue nous venons de trouver ne renferm<; point i\o constante arbitraire, puisqu'elle provient de deux équations difféientielles
du premier ordre par l'élimination de -j-; mais on aura une autre
é(juatiou, avec une constante arbitraire, par le moyen de l'autre faeleur (l-y, lequel donne l'équation du second ordre
d'où l'on lire
dy = adx,
a étant une constante arbitraire; cette équation étant combinée <le nouveau avec la proposée, on aura celle-ci :
[y — ax + ap] [y — ax + aq) =k[i + a-),
d'oLi l'on lire
y'—ax+ '-^ = ± k/ [\ -\- a-) h -^ n- [ ' ^ ' ,
équation ;i deux ligues di-oiles.
Il est visible, en efTet, (|ue la ligne droite satisfait aussi au même problème, [)ourvu (|u'elle soit placée de manii-re (jiie le prodiiil des
deux perpendiculaires menées des deux points donnés sur cette ligne soit égal à /•.
Si, dans les expressions générales de ces perpendiculaires trouvées
ci-dessus, on substitue pour / sa valeur ^ ou l)ien r ^5 suivant la no-
talion du Calcul difréreuliel, ou a
ydx — xdy -^ pdy ydx — xdy~hqdy
sjdx- H- (ly- sjdx- + f/j--
Soit
y- =z nx + h,
en général, l'équation à la ligne droite; on aura
dy = a dx ; •
substituant ces deux valeurs, les deux perpendiculaires deviendront
h ~h ap h ~\- an
^ . et — ^ ■>
et l'on aura l'équation
{b -^ ap) [b -^ aq) = h [i -^ a-], d'où l'on tire
b = ~a f^-^^ ± i /(i + a^) h ^ cC- ' ''
ce qui donne les mêmes lignes droites que nous venons de trouver.
Telle est l'analyse d'Euler, que j'ai rapportée en entier, et même avec un peu plus de détail, pour servir d'exemple dans une matière qui est encore peu traitée dans les Ouvrages élémentaires.
On voit que ce problème admet réellement deux solutions très différentes, puisque l'une donne des lignes droites, et l'autre donne une ellipse.
Euler n'a pas chercbé à rapprocher ces deux solutions et ii les faire dépendre l'une de l'autre; il s'est contenté de donner cette duplicité de solutions comme un paradoxe de Calcul inlégral, par la raison que l'équation qui contient une constante arbitraire, et qu'on doit, par
conséqueni, rci^iirdcr coiiiiiic l'iiilriirMlc complète, lu- i-cnrcriiic ccitcn- (laiil |);»s riiiid'c tMjiiMlioii liiiic, (|iii s;ilis(';iil ('Lialciiiciil ;i l'équation diirérciilicllc, {•{' (]iii |>ai"ii(, en cll'cl, coiiliaiic aii\ |)rii)ci|)('s du dalciil dinV'i'ciilici.
JMilcr regarde aussi coinine un j)aradoxe (jue la dillereiitialion puisse suppléer à riutégraliou, ee qui iw doit s'euleudre eepeudaut (ju<' <le l'intégrale sans constante arbitraire, (|ui résulte innnédiatemenl de la dillerentielle de ré(|uali(m proposée, combinée avec celle inènic é(jiialion; car, pour l'aiilre intégrale (jiii dépend d'one inlcLtralion subséquente, elle est conforme aux principes généranx du calcnl.
D'après la théorie que nous avons donnée sur les écjualious primitives singulières, on voit clairement (pie ces paradoxes d'I^nler ne sont que des résultats particuliers de celle ibéorie.
Il est évident (jue ré(juation à l'cdlipse, qui est sans con>lanle arbitiairc, n'est que l'équation primitive singulière de l'équation du premier ordre, donnée par les conditions du problème, puis(|u'elle résulte "du fadeur du nuMue ordre (jui multiplie la déiivée de la même équation; et que ré(jualion à la ligne droite, ([ui vienl de l'aulre j'aclcnr du second ordre, est donnée par ré(juation primitive complète, avec une constante arbitraire, conformément à la tbéorie développée dans la Leçon seizième.
Si de l'équation à la ligne droite
y z=: ax -r- b et de sa dérivée
ou tire les valeurs des constantes a et b, on a
a=y, b=y — xy',
et ces valeurs, substituées dans l'équation donnée par les conditions du [)roblème, savoir,
[b -\- ap) [b -\- aq] = k [\ -\- a-),
fournissent cclle-ri :
(x - xy + pr' ) (r — ^r' + qr' ) = />■ i • + r' - ) »
qui esl, coninic Ton voit, l'équation du premier ordre à laquelle le
problème eonduit directement. Ainsi cette équation aj)partient ;» la
classe que nous avons examinée dans la L(u;on précédente, dont la l'orme içénérale est
et qui est toujours susceptible d'une équation primitive singulière, (ju'on peut obtenir par l'élimination de y', au moyen de la dérivée relative à y', ce qui redonne le résultat que nous avons trouvé.
Si l'on voulait tirer l'équation primitive singulière de l'équation primitive complète, d'après la tbéorie de la Leçon quinzième, il n'y aurait qu'à substituer d'abord, dans l'équation de condition en a et b, la valeur d(! h tirée de l'équation
y =1: ax + h,
ce qui donnera celle-ci :
[f—ax-hap] ( j- — «X H- aq ] = A- ( i -i- a- ],
qui est à deux lignes droites, et qu'on peut regarder comme l'équation primitive» du ])roblème, dans laquelle a est la constante arbitraire. Ainsi il n'y aura qu'à éliminer a au moyen de cette équation et de sa dérivée, et l'on aura encore le même résultat, puisque l'équation en y' a la même forme que l'équation en a, ce qui sert de plus en plus à l'approcbér les différentes méthodes que nous avons données.
Nous avons démontré, à l'occasion du problème de Leibnitz, que toute équation primitive singulière représente la courbe formée par l'intersection continuelle des lignes représentées par l'équation primitive complète; ainsi on peut dire que l'ellipse qui résout le problème d'Euler est formée par l'intersection continuelle de toutes les droites représentées par l'équation
{y—ax-\-ap) [y — ax -^- aq ) =. k[\ -^ n-), eu suj)[)osant que la constante a varie de l'une à l'autre.
DKS FONCTIONS. 267
Par cette considération on poiiirail donc anssi résoudre le proldénic
d'Kiiler, coniirie Lcil)iiilz avait résolu c(dui dont nous avons parle ;ni
coiiinienceinent de cette Leçon, et parvenir direelenient ;i l'ellipse, (|ni
n'est donnée par l'analyse que d'une manière indirecte.
Jus(jue-I;i on n'avait considéré les équations primitives sin-nliere^ que comme des soiulions parlienlii-ics (|ui se |u-esenl;iienl d'ellesmêmes et sans inléi^ralion, et l'on n';ivait encore auenii nioveii jionr reconnailre, rz/^/zo/v, si une |)areille solnlion pouvait être comprise ou non dans la solution généi'ale donnée par rintéi>rale complète de recpiation ditlérentielle du problème. Euler a donm'' le |>i'eniier' une ri-i^le iienerah; |)Our cet objet dans le premier Volume de son Calcul inlc^raL el Laplace a montré ensuite comment on peut déduire de ré(]uation dilférentielle les solutions particulières (jui échappent à l'intéi^Male complète, comme nous l'avons rapporté à la fin de la Leçon quinzième.
Il restait à découvrir la liaison entre ces intégrales particnlii-res et les intégrales complètes, ainsi (ju'eiitre les courbes données par les unes et les auli-es, et à rappeler toute la théorie de ces ditrérentes intélii-ales aux premiers principes du Calcul difîérenticd ; c'est ce (|ir(ui a lait dans un Mémoire sur ce sujet, imprimé dans le Recueil de l' Académie de lierUn de 177/i, et dans un autre Mémoire imprimé dans le même lltxueil [)our i yycj ( ' ;.
('omme ce point d'analyse est un des plus intéressants par ses dillérentes applications, j'ai cru devoir en développer toute la théorie dans ces Leçons, en y joii^nant des considérations nouvidles el des détails histori(jues qui peuvent l'aire plaisir aux analystes et sei-vii-ii l'Iiistoir»' de cette partie des Mathématiques.
(^j OEuvrcs de Lai^mw^v, l. 1\'. p. 1 cl p. 58;").
LEÇON DIX-HUITIÈME
DIGRESSION SUR LES ÉQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES, SUR LE PASSAGE DE CES DIFFÉRENCES AUX DIFFÉRENTIELLES ET SUR l'iNVENTION DU CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Les premiers auteurs du Calcul tlitrérentiel, Barrow et Leibnitz, out considéré les quantités variables comme croissant par des différences infiniment petites, et ont inventé les équations différentielles pour déterminer les rapports de ces différences. Comme la supposition des quantités infiniment petites répugne à la rigueur de l'Analyse, on a considéré depuis les accroissements des quantités variables comme finis, et l'on a formé, à l'imitation du Calcul différentiel, un nouveau Calcul pour les différences finies, dans lequel les résultats sont rigoureusement exacts. Ce Calcul, dont Taylor avait donné la première idée dans son Methodus iiicrcmentoriim, et dont on s'est beaucoup occupé dans ces derniers temps sous le nom de Calcul aux différences finies, sert h trouver la loi des termes consécutifs d'une série ou progression dans laquelle on connaît l'expression ou la formation du terme général, et réciproquement à trouver l'expression du terme général, d'après la loi des termes consécutifs.
Mais nous observerons que, dans ces recherches, la considération des différences n'est point nécessaire comme dans le Calcul différentiel, et que leur emploi peut même être plus incommode qu'utile, parce que la suppression des termes infiniment petits, qui produit la simplification du Calcul différentiel, n'ayant point lieu dans les différences finies, il arrive souvent que les formules en différences sont
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plus compliquées que si elles eoiileiKiienl iiiiiiiédiiilciiieiil les leiiiies successifs eu\-mèuies.
D'ailleurs l'analoi^ic! (ju'un a cru pouvoir élaMir entre le Calcul aii\ (liU'éreiiees iiiiiiiiiueut petites et le Calriil aux. (liflerences finies esl plus apparente (juc réelle, niali-ré la conforinité de quelques procédés et de quehpK^s résultats; car, dans eelni-ei, on eonsidi-re les différents ternies de la progression comme représentés |)ar nue même l'onclioii de quantités diirérenles d'un (ei-me ;i l'aiilre, el les é(|(ialions anx différences finies ne sont que des équations entre ces mêmes fonctions: au Heu que les équations difîérentielles, ou aux différences inlinimeni petites, sont essentiellement entre des fonctions ditTérentes de la même varial)le, mais dérivées les unes des autres par des règles fixes et nuiformes.
Les équations aux différences finies ne sont autre cliose (|n'nne suite d'équations semblables entre différentes inconnues, pai- les(juelles on peut toujours déterminer successivement chacune de ces inconnues.
Mais la loi uniforme qui règne entre ces équations fait (ju'on |»eut regarder leurs inconnues comme formant um' suite régulière et susceptible d'un terme général, et l'expression de ce terme donne alors la résolution générale de toutes les équations.
Ainsi le Calcul qu'on a nommé aux différence s Jii des n'est proprenn-nt que le Calcul des suites, et ne peut être assimilé au Calcul diliereutiel, qui est essentiellement le Calcul des fonctions dérivées.
Mais on a pensé que la considération des différences finies pouvait conduire à celle des dilTéi'cnces infiniment j)etites, et (|ue le Calcul aux différences finies conserverait toute sa rigueur, en devenant Calcul différentiel, par l'omission des termes infiniment petits. Kl de là est née la méthode des limites dans laquelle on regarde le rapport des différences infiniment petites comme la limite du rapport des différences finies, et les équations différentielles comme les limites des équations aux différences finies.
Je ne disconviens pas (ju'on ne puisse, de cette manièi'e, démontrer la légitimité des résultats du Calcul difTérentiel ; mais, (|uoique cette
marche paraisse directe et naturelle, le passage du fini à l'infini exige toujours une espèce de saut, plus ou moins forcé, qui rompt la loi de continuité et change la forme des fonctions.
Ayant réduit, comme nous l'avons fait, le Calcul dillcrciilicl à ses véritables éléments, les fonctions dérivées, et l'ayant ainsi entièrement séparé du Calcul aux différences finies, nous avons cru devoir dire deux mots de la nature et des usages de celui-ci, qui n'est, ;i proprciiKMil parler, (jue l'analyse ordinaire appliquée à une suite de quantités (InOii suppose dépendre d'une même loi.
Soil une suite de (juantités
(jiii i'é[)()iident à ces quantités en progression arithmétique
Désignons, en général, un terme quelconque de la première suite par r, et le terme correspondant de la seconde suite par^-; désignons de plus
par y, y, y, ... les termes qui, dans la première suite, suivent le terme r, et qui répondent aux termes
X -h i, X -r- -2. i, X -h 3i, ... de la seconde
Enfin, désignons, pour plus de simplicité, [)ar les caractéristiques
A, A', ... les différences premières, secondes, . . . des termes de la pre-
mii're suite, de manient que l'on ait
A l'égard de la seconde suite, il est clair qu'on aui'a A^ = i et A-x:=o, ....
C.cla posé, supposons d'abord que la première suite soit formée de la seconde [)ar cette loi très simple
X = ax,
(i étant un coefficient constant pour toute la suite.
l)i;S l'ONCTIONï^. :>TI
On ;iiira i\i\i\c aussi, en cliaiii;!';!!!! >' en >' cl .r en .r + /, Irijualiuii
f't, coiiiiiic les deux ('(|tiali()iis doivent avoir lini en nirnif Icnips, on pourra, si l'on vciil, en cliniiiicr la conslanlc a.
liclranclianl, pour cela, la prcniière de la seconde, on aura
y — y=z ai ou Aj ai, iWm l'on lire
donc, substituant celle valeur dans la première, elle devien(Jra La première équation
y = ax lionne le terme général de la suite; l'autre équation
donne la loi enti'c les termes successifs ; car, puisque
on aura
yz=y'-\ — ■- ou rr=r — ^: - .>■
Réciproquement, on voit (jue, cette loi des termes étant doniu'c. le terme général sei'a nécessairement
yr-:ax,
a étant une constante arhiti'aii'c, et il est lacilc de s(^ convaincre (jiu' cette expression de y en x est la plus géiu'rale qui puisse repondre à l'équation au\ dillerences
Si la difîéronce / de la progression arithiiKiicjiie (icveiiait iiitinimciil petite, la dilTérence eorrespondante Av deviendrait infiniment petite
Ar aussi, et leur rapport -^? que nous avons vu être égal à la constante
arbitraire a, serait toujours le même. Dans l'infiniment petit, ce rapj)ort devient égal à la fonction dérivée j', en regardant y comme fonclion de .r, et l'équation devient alors
y — xy',
(|ui est l'équation dérivée dont
y=^ ax
est l'équation pj'iniitive, a étant la constante arbitraire. Supposons maintenant cette loi
j'= ax H- a-,
(|ui n'est guère plus compliquée que la précédente. Ou aura donc aussi, en changeant y en y et x en x -h /,
y z=^ ax -\- ai + a- ;
retranchant la première de celle-ci et mettant Ay pour v -^ y, on aura
Aj = «/, d'où l'on tire
et, substituant cette valeur à la place de Y/, on aura
X Ar Ar-
équation aux différences finies, et qui est indépendante de la constante a.
La première équation donne donc l'expression du terme général, et h( seconde donne la loi entre les termes successifs, de manière que, cette loi étant proposée, on aura, par la première, le terme général avec une constante arbitraire a.
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l/;iii;iivs(' |)n''C(''(l('iil(' suppose (jnc la (|iiaiilil('! (i csl iii(lr|»ni(laiilc (le .r, j)iiis(|ircll(' (Iciiiciiir la iik'miic dans les driix <''(|iialii)iis siirrcssivcs; mais, si elle (h-jx-iidail de r, de iiiaiiiiMc (juc les deux <'(|iiali()iis (Missent iiéaimioiiis la iiièiiie Iniiiie (|iie dans le cas oii (die est eoiislanle, il csl (dair (|iie ré(jiiali(>n aux dillereiices, (|ni residie de ces deux e(|iiali()ns |»ar ridiiiiinalioii de a, serait encoi-e la iiH'Mie; |)ai' (•()iis<''(jiieiit on aniait pins d'une (''(|nation en .r et v pour la nn-nie é'tjuatioii aux dill'eiHMK'es : c'est le princi[)e qui donne les e(jualions primitives singulières, comme on l'a vu dans la Leçon quatorzii'me.
Supposons donc, en i^i'in-ral, (jue la (|uaiitit('' a, (]iii icjxind a .r, devienne (I, ((, ... lors(|ue .r devient .r + /, .r + y,/, ... ; les deux e(juations successives, dont l'une rt'pond ;i x et l'auti'e à a* -f- /, seront
y = ax -\- (i-,
Il ^ I
Oi', si l'on suppose que les (jnantil(''S (( et a soient l(dles (jue l'on ait
la seconde ('(juation deviendra
y^= alx -+■ i) -r- a-,
comme dans le cas où a est suppos(''e constante; par eonsé(|uent, on aura également, par reliminalioii de a, r(''(|uation aux dillérences
Il s'agit donc de trouver h; terme gén(''r;d de la si'-rie dont les termes
consécutifs <^/ et (/, r(''j)ondant à d- et a- -ht, ont entre eux la iidation (l(''termin(''e par l'éipiation ci-dessus, (pii se r('Mluit ;i cette l'orme
(('- — a--\- [x -\- i) {(i — rt ) = o ,
et (jui est, comme on voit, du geni'e des ecjualions aux dillérences. X. 3">
Cette équation se réduit à
[rt 4- rt + I X 4- / )] (« — a I =: o
et se décompose, par conséquent, en ces deux-ci, « — rt = o, a + n -^ X -\- i = o. La preuiifM'e donne
et, par conséquent, a égal à une constante quelconque; c'est le cas (|ue nous avons supposé d'abord.
La seconde don?ie une relation entre a et a, d'après hujuelle il faut trouver le tej-ine général.
Pour siniplitier cette équation, je suppose d'abord
a =i H -^ mx + n, m et // étant des constantes et a une nouvelle variable; j'ai
c< z= M H- m (^ + /) H- n, et l'équation devient, par ces substitutions,
où je peux l'aire disparaître les termes indépendants de u. Je fais donc
■1 m -i- 1 =r o et '2 « -f- ( m H- I ) i = o,
ce (jui donne
de sorte qu'en faisant
l'équation se réduit à cette forme plus simple
u -^- Uz= o.
DES FONCTIONS. OT'i
J'observe ii);iiii(('ii;iii| (jn'cii sii|»(m)s;iiiI
a := br' ,
If n /• (''t;int (les constantes, on ;i
u = bi-^'-i, t'I l;i siihslitulioii donne
br'^^i + br'-=u,
t'(|uali()n (livisil)l(' {);iiA/', et (jni donne
r'+i = o, d'oii Ton tire
/*' = — I et /•=(—!)".
Ainsi l'expression
U=:b{-iy
snlislait à lÏMjuation avec la eonslanle arhilraire A. Kn ellet, en >u|>|m>sant cette éqnation en. // et j% ponr l'aire disparaître la constante //, on prendra l'équation successive
et. éliminant h, on aura
ecjinition proposée.
Donc l'expression générale de a sei-a
et cette valeur, substituée dans l'expression de r, donnera nn nouveau terme général avec une eonslanle arbitraire A, (|ni satisfera éiialenienl à la même équation aux dillerenees
Pour facilitci' celte sul)sliliili(iii, je mets l'expression (loinire de y sons celte forme
et j'y substitue, pour <7, la valeiii' qu'on vi(Mit de trouver; il vieni celle nouvelle expression de y
fJ 4
Comme h est ici une constante arbiti'aii'c, on peut aussi la l'aire disparaître par ré(iuation successive, dans la(]uelle .r devient .i -h /, et v devient r' ou )'H-A)'; on aura ainsi
^• + Aj
à cause de
Retranchant de cette équation la précédente et observant que la différence des deux carrés est le produit de la somme par la différence des racines, on aura tout de suite
ir = ib
d'où Wm lii'c
b[-iy = -f- -^ H -;
et cette valeur, substituée dans la première é(juation, donne ré(|nali()n
aux différences
Ay x\- X-
savoir,
X \r Ar-
(jui est la même valeur (ju'on avait trouvée dans le cas où d était la constante aj'bitraire.
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Si m;iiiil('ii;m( on suppose (|ii(' l;i (lill'ci'ciicc / «Icviciiiic inrniliiicnl petite, la (lillereiice eoi'i'espoii(Iante A\' le dexieiidra aussi; mais leur
raj)poi'l -.- ■ (|ui, dans le picnner cas, est éi;al ii <( et, dans le second,
est éij;al à h[ — i)' — - — j-) demeurera lini; ee nippoil devient alors
la (oïietion dérivée de v, re^ardéo eoinrne fonelion de r, et ré(|nation an\ dillereiiees devient, par consé(|in'nt,
(|ui est, en ellél, ré(jnalion dérivée dont la primitive est
jz= ax + a-,
(i étant la constante ai'hitraire.
Car, en prenant les fonctions dérivées, on a
et, substituant cette valeur, il vient
Mais que devient alors la seconde expression de v (|ui conlieMil la constante arbitraire h'I
Suivant les princip<'s des infiniment petits, le ternu- — - doit être
rejeté vis-à-vis du terme tini b[— i)'; ainsi on aniail simplement
a cause de
Mais cette valeur de y ne satisfait pas à réijualion dérivée, à moin^ (]iron ne suppose
car elle donne
Faisant la substitution, on a
et, pai' conséquent,
Ainsi il faut dire (juc le passage du fini à l'infiniment petit anéantit non seulement les quantités infiniment petites, mais encore la constante arbitraire.
Au reste, en faisant 'expression
devient une valeur singulière; car, en prenant les fonctions dérivées rcdatives à a dans l'équation primitive
y ^ ax + a-,
on a
X + ia^= G,
d'oii
et (1(! là
Ainsi on peut regarder aussi la seconde expression de y comme une valeur singulière du terme général; mais, comme elle conserve la constante h tant que les dilTérences i sont finies, il est clair qu'elle a la même généralité que la première, en sorte qu'on peut supposer que la valeur i\c y soit donnée lorsque ^ = o, ce qui n'a pas lieu pour les valeurs singulières des équations primitives ordinaires.
Keu Charles, de l'Académie des Sciences, est le premier qui ait fait cette remarque importante, qu'à une même équation aux différences finies peuvent répondre deux équations intégrales ou sans différ<'nces.
ayant chacune niio conslaiitc ;irl»ilrair('. [Wnez les Màiiolrrs de vv[W Acadcniic jxxir l'iinnce 1783.)
Afais les C()nsc(jucnrrs (|iril ;i voulu eu lir'cr dans la suite (Mémoire de i7.S8\ ndativeinent aux intégrales des équations dillerenlielles, sont tout à lait illusoires; elles |)rouvent seulement (pTon ne peut pas appliquer imuiédiatement à rinliniinen( petit propremciil dit les résultats trouvés dans la supposition du fini, et (jue, dans le passai^c du lini a l'infininient pelil, il l-iut sii|»|irinier entièrement tous les termes qui |)euvent contenir rinliiiiiucui pelil, quoique ces termes |)uissent n'être pas eux-mêmes intiniment petits.
Ainsi, dans la loriunh;
le ternie h{— 1)' ne devient j)as infiniment petil par la supposition de i infininieni jx'tit; néanmoins, ce terme contenaiil la dillérenee /, (jui devient infiniment petite dans l'équation diiïerentielle, doit être supprimé pour avoir un résultat exact. En effet, en ellaçant loul ce qui contient f dans l'équation précédente, on a simplement
comme cela doit être pour satisfaire à l'équation dérivée.
La raison en est que, dans le passage supposé du fini à rinfiniuinii
petit, les fonctions changent réellement de nature, et que le ^-^ (|U(.n
emploie dans le Calcul différentiel, est essentiellement une l'onction différente de la fonction v, tandis que tant que la différence d.v a une valeur quelconque, aussi petite qu'on voudra, cette (juantité n'est (|uc la différence de deux fonctions de la même forme; d'où l'on voit que, si le passage du fini à l'infininient petit peut être admis comuM' rnoven mécanique de calcul, il ne peut servir ii faire ronnaitre la nature des équations dilférentielles, qui consiste en ce {|u'elles donnent des raj»ports entre les fonctions primitives et leurs dérivées.
On |»('iil IroLivei* (l'uiu' autre manière les mêmes expressions de v (jiii salisloiil il ré(]iialioii aux dillerences
Vj\ preiiaiil ré({uali()n successive qui répond à .r -+- /, on a aussi
' (.r -f- /) A)- Ar-
r= r— + ir'
niais
r = r + Aj, A/ = A/ + A -^ j- ;
donc, l'ctranclianl la ])i'('niière équation de la seconde, on aura
Ar = ^ — .^ 4- Ar + A-^ v -\ -^.^ • h r^,
savoir, en nuiUi])lianl par / et réduisant,
■2Ar A-r\ .^
e(|nation (}ui se décompose, comme l'on voit, en deux,
. ., . p Ar + A-r
A- r = o ei X -{- i -^ — = o,
La prcnjièrc^ donne tout de suite
Ak = à une conslanle; faisant cette constante = ai, on obtiendra
Aj = ai;
substituant cette vab'ur dans l'équation aux différences, on aura, comme
plus baul,
j-=z ax H- a'-.
lU'leiions maintenant la supposition
Ar = «/,
mais en regardant a comme une v;iii:il»lc (lr|>cii(l;iiiic de .r; on ;iiii;i
^y--- ai cl A- r - {n — n] i\
donc raiilrc r(|iia(i(Hi dcviciidi;!
(jui es! la même (|ti(' nous avons Iroiivrc pins liani, cl d'on nous avcnis tiré
On aura donc
Ar=/
hi
et, comme l'équalion an\ diflerences pcnl se nicllrc sons la hninc
la substitution de celle valeur de Av donnera
=^-''-ir-f
comme pins liant.
Cette manière de trouver la seconde expression dv v rcvicnl ;i hi méthode (jne nous avons exposée dans la Leçon \V1, poni- les c(| nations primitives singulières.
En supposant / infiniment petit, les valeurs de (t cl a, (jui iep(»ndcnl à .T et .r H- /, ne doivent dilTérer l'une de l'aulrc (|in' d'iine (|nantilc infiniment petite; par conséquent, par le piincipc (\i'^ inlininicnl pelils, l'équation
se réduit à
ce qui (l(»nne
(i'oti l'on lii-c
l'oiiiiiit' (hiiis le cas de
Imi cllet, l"('\j)i'('ssi<)ii (le (/
doiiiu', relativriin'iil ;t .r -f- /,
où l'on voil (|ii(', dans le cas de / intiniiiiciil petit, la diiïei'ence entre (t et (i detneui-e finie tant qne la constante A n'est pas nnlle.
\']\\ liénéral, soit
r("(]nation par laquelle le terme général y est déterminé en fonction de .r-, (t étant une constante qnelconqne.
Cette équation est censée avoir lieu également pour les termes successifs V, V, ..., qui répondent aux valeurs successives .r + /', a -h y/, ...
de r; ainsi on aura
et l'on ponria, par la cond)inaison de ces deux équations, éliminer la constante (f.
On aura, de cette manière, une e(|nation sans r/, mais (|ui sei'a en .r, y el y. et, si ;i la place de v on substitue v -+- Av, l'équation sera en •r, y et Av; ce sera alors proprement une c(jnation aux diU'éi'ences prcmiéi'cs.
De même, si l'équation du ternu' général renfeime deux constantes
(i el />, connue
on poui'ra faire évanouir ces deux constantes |)ar le un>yen d<'s deux équations successives
F X -f /, j, a, b . =z o, F(x + w*,^*, a, b -rzz o.
l)i:S FONCTIONS.
l/('(|ii;ili()ii icsiilhiiilc s('i;i ;iI(MS mire .r, v, >' et i', <»ii liini nilif les (|ii;iiilil('S .r, r, Av cl A" r, en Mllt>^l il ii;iiil v H- A v poiii- \, et r+2A)'-hA'-r jtoiir v; ce sera doin- iiiir ('(jiialioii aii\ diUciciiccs sccdiiilcs, cl ainsi Ai' miiIc.
Donc, rcci|u'()(|iiciiiciil . loiilc c(|iiali()ii aii\ «lillciciiccs |ii'ciiiilTcs, on cnirc (lcn\ Icrnn'S sn('cc>sirs, (•(nn[i(nlcia une conslanlc ailtil taire dans rcciinilioii (In Icrine i^cncral; Innic c(|na(i(Mi an\ dillcrcnccs sci-oiidcs, on cnIrc trois termes snceessirs, eoin|)(n'lei'a den\ eonslanlcs ai'bitraires dans reqnalion du terme i^énéral, et ainsi de suite.
On peut, en circt, se eonvaiiH-rc (|ue e(da doit èti'c, par la nature mcnu' (U- ces (Mjnations.
(Considérons, par exemple, nue é(|uation (|ind((MU|uc anx dillcrcnres premières entre .i-, r et >', et su[)poi;ons (pi'avanl tiré la valeur de vmi ait
Comme la même é(|natiou doit avoir lien dans t(uite retendue de la série, en faisant sneeessivement
la varial)le V deviendra V, V, r, V, ..., et v deviendra en menu- tenip>
Ainsi l'équation proposée donnera cette suite d'é(|uations
r=/(0'/)' r=f[i^y\ r^^fi^ï^r)^
Doue, substituant sneeessivenu'ut les valeurs précédentes, Ions les termes y, v, y, . . . seront donnés par le premier lei'ine v. et un teiine
quelconque v, répondant à .r, sera donné eu .r et v.
Ainsi rex{)ression du ternie i^éiHual contiendra nécessairement la valeur arbitraire et constante du premier terme v.
Si l'équation pi'oposée était anx dillcrcnccs secondes ou entre les lermes successil's )', v, v, (Ui pourrait en tirer la valeur de v, et l'cm
aurait
Donc, l'aisant suceessivcîment
jc = o, i, ?. /, 3/, . . . , on aurait
(le sorte qu'en substituant toujours les valeurs précédentes on aurait
les termes y, y, y, ... donnés en y et y; par conséquent le terme ge-
néral y répondant à x serait exprimé en x, y et y, dans lequel y et y ont des valeurs arbitraires et constantes.
Et ainsi pour les équations aux différences plus hautes.
On voit par là que le nombre de constantes arbitraires qui doivent entrer dans l'expression complète du terme général est nécessairement égal à l'exposant de la plus haute différence qui entre dans l'équation proposée; d'où l'on doit conclure que toute expression du terme général qui satisfera à une équation aux différences, et qui aura autant de constantes arbitraires que cette équation en admet en raison de l'ordre de ces différences, devra être regardée comme complète, de quelque manière qu'on y soit parvenu.
Mais la même équation pourra encore être susceptible d'une autre expression générale, qui répondra à ré([uation primitive singulière, et (ju'on pourra trouver par les mêmes principes.
(An\ si
est l'équation qui donne l'expression générale de y en x avec la constante arbitraire a, on aura l'équation entre les termes successifs y et y, ou y et y -h Ay, en éliminant a des deux équations
et le résultat de cette élimiiuition, qui sera l'équation aux différences.
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sera la iiirinc, soil (|ii(' la (iiiaiilitc (i soil une coiislaiid' on une (|Nanlil(/ (l(''|)('ii{lanl(' (Ir .r, |M»uiNn (juc, dans ce cas, elle soil Icllc (\\\r Ton ;iiL
F f .r ■+■ / , r , « ^ ----- F ( ^ -4- / , ) -, rt .
(lelle é(jiiali()n, élanl drlivrée des Iraelions cl des radicaux, sera Ionjours divisiltle par c/ - /^/, |>nisqn'en elï'el <^/ <-/ sal isj;)!! ; cl il csl c|;iir (|U(î celle racine donne d égal ii une conslaiile, coninie (Ui TiiNail supposé d'abord .
Si l'équalion ne cou lien I les (|nanlilés <^/ cl mpi'ii la prcmii-re diincnsion, le résultat de la division ne conlicndia plus ces (juanlitcs; ainsi
sera la seule racine, et il n'y aura alors (|iruiie seule expression du terme i>éiiéral.
Mais, si ces mêmes quantités forment plusieurs diniensions dans ré(jiiation dmil il s'aj^it, (dles s'y trouveront encore apirs la division par (i —(f, cl l'on aura une nouvelle équation entre (f cl r/, (|ui sera, pai- <>onsc(juent, aux dillerences premières par rapport ;i la variahie n, et (jui pourra donner encore une ou plusieurs valeuis de a avec de nouvelles constantes arbitraires. C'est le cas de réquation (|iic ikuis avons considérée ci-dessus.
En regardant a comme une fonction de .x-, a (jui répond à x ~t i deviendra, par le développement,
a^= a-\- la -\ « -f- . . . ,
et la fiHiction F(.r, v, a) deviendra aussi
par conséquent, l'équation en a cl (t deviendra
/rt'F'{<T!)4-. ..= o.
J.orsque l devient inlinimcnl pclil, les termes «[ni contiennent /-.
/•'. ... (Icvaiil (Hre négligés vis-;i-vis de ceux (jiii ne coiilicniicnt que /. rt'(|ii;i(i()n précédente se rédnil ;i
ia' V \n: ^ <>, l:i(|ii(dle donne
rt, ();u' ('()nsé(|nent, a constanle, on
F'(rt) = (),
d'oii Ton ùvv (I en l'onelion dear-; c'est le cas des éqnations primitives singniières.
Dans ce cas donc, re\|)ressi(ni de <i lU' j)ent pins contenir de conslaiile ;irl)i(raii'e ni dépendre de la (jnantité /; pai' conséqneiit, il Tant (|ne les ternies qni renfermeraient / dans l'expi-ession générale de a, tirée de l'éqnation en d et (i, disparaissent absolnnient dans le cas de / intiniment petit, (jnaiHl même ces termes ne devieiidi'aient j)as alors infiniment petits, comme nous l'avons vn dans l'exemple précédent.
La plupart des formules qu'on a trouvées par la considération des diflerences finies, et qu'on a ensuite traduites en Calcul difïerenlitd, j)résentent des dilBcultés analogues dans le passage du fini ;i rintiniment petit, et (]n'on ne peut lever (jne par le même principe de i'ejet<'r indislinclenient des Ibrninles finies tons les termes qui contiendraient des différences inlininn'iiî petites, de quelque maniéic que ces diflerences s'y trouvent contenues.
Ainsi, par exemple, on a, en employant les diflerences successives,
' // tf/
y = .>• -f A) -, j;-- = j- + 2 Aj + A- ) ■, j =: j + 3 Aj' + '3 A- j • + A-' j-,
et, en général,
"' . m [m — Ti , uiini — \][m — ?. 1 .
c'est l'expression du terme //i'""' (jui répond au terme ^r + /;// de la
série x, x -f- /, ,r + a/, ....
Si donc on fait
nii = w,
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le Icniic rr|M)ii(l;iiit à -x- -h o sera, par la siihsl iliilidii de '.' an lien de ///,
Ak 0) r,\ — / 1 A- r '.» I ^) — / j I 0» — 9. / ; A'' y X -i-f.}~ -\ ■- -^ H ^ 4 ^ -^ -f-
(Ictlc loiliilllc, (li)llll(M' (TalMiid |»ar Xcwloil ii la lin do l'ilticincs. |»t»iir riiil('i'|»(darMUi des lieux des coiiii-lcs, a rlr ciisuilc apitliiiiicc par Tayloraii «-asoii, les dillerciiccs / dcvciiaiil iiiliniiiiciil |M'litcs d ('Lialc-it <l.v, les dillrrcnrcs \\\ A" >', . . . drviriiiiciil r/r, c/-' v, ....
Alors, (Ml iK'i^liiicaiil les Icriiics /, >/, W, ... vis-;i-\is de o>, on a la
loriniilc
dy (ji- d'-y o)' c/ ' r •^ f/x- 2 f/x- 2 . i r/.r»
(jui cxpriiiic la valeur de ce (juc devieiil v l(irs(|iie .r (le\ ieiil .r ^ r.j.
C'esl la lormiile coiiiiiie sous le nom de l/icoir/nc de 'l'uylor.
Geppudaul, eouiuie les coelïicieuls de / dans les fadeurs sn('eessir> de la |>reniif're torninle V(nil en aui^inenlanl conl inindlenienl . il e>l visible (|ne, (|n(d(|ne pelit (jue soil /, il se Ircnivera a la lin nmlliplie par un eoellicienl si i;i'and, (|ue sa valeur poni'ra devenir eoiuparalde a ('<dle de <■), el ne pourra plus èlrc, sans erreni", néi.;lii;ée vis-;i-vis de (■(die-ci. Mais la suppression de tous- les multiples de /, (pi(d(|ue i:rand> ipi'iis soient, est néanmoins commandée par la nalni'(! de la cliose, alin (|U(! les (juantités -^? — rj-, ••• cessent d'élre exprimées par les dille-
rences finies des (pianlités y, y, y, ..., (|ui son! des loin-tions seml)lables (le .r,.r-^i, .i- h- •>/, ..., el devienm'nl siniplemenl les fonctions dérivées y\ v", . . . de la même fonction v.
l'Ji (dfel, la (|uantité V étant rei^ardée comme une fonction de r. la formule doni il s'agit doit donner la même fonction de .r -h cj, cl n(tus avons denumlré, d'une manif're directe et rii^onreuse, <|ue cette fonction, dév(doppée snivani les puissances de (.), est cvactenu'nl éi^ale ;i la série
La formule des sinus des arcs multiples s'appli(|ue de la même ma-
nière au développement tles sinus par l'arc et est sujette aux mêmes
difficultés.
En effet, on a, comme on l'a vu dans la Leçon X,
sinmx = m cos'" ^ x sin^r ^ r, cos"'~=' j: sin' j:^-
H i '■ , ^ -^ cos'«~-^ :c sin-' ^ — . . . .
Supposons .!• intiniment pistil et ni infini, en sorte que mx ait une
valeur finie z\ donc m = -1 et les coefficients
deviendront, en rejetant vis-à-vis de z tous les multiples de oc, quelque grands (|u'ils puissent être,
D'un autre côté siuj:- se réduit à ce, et cosa? à i; donc, faisant ces substitutions, on a
sin r = z —
formule exacte et rigoureuse, comme nous l'avons trouvé par les méthodes directes.
Ce n'est pas seulement dans le passage des différences finies aux différentielles que les fonctions changent de forme ; cela a lieu aussi dans plusieurs autres circonstances, et nous allons faire voir, par différents exemples, que l'analyse indique toujours et opère ce changement par des expressions qui détiennent alors zéro divisé par zéro.
Considérons d'abord la différentielle d/(x). Suivant les principes rigoureux du Calcul des différences, on a
et, par conséquent,
df[x) _ f[x-^dx)-f{x\ _ dx dx
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/ ' ■ , I , (l fi X ] , . o , ,
(j'ilc \al('Ui' (If -^-7 (Icviciil - l()i'S(|ii(' (ir o; |)()iir savoir ce
IX
(jirt'llc doit Oin' dans cccas-lii, on siiivi'a la ri'glc exposée à la lin de la Leron VIII, cl (pic nous avons dc-duitc dr principes indépendants du (lalcul dillérenlicl.
On prendra donc les fonctions d(''rivécs du mniK-ralciir et du dciiomiiialciii" ((dalivcs à la variable (/v, et l'on y l'cra ciisnilc
(Ix = o.
On aura ainsi /'(.r + dr), el, laisanl dx- — o, ou trouvera y'i^.rj [)our
la valeur de —j — 1 lors(jue
Cette valeui' est, coinuie l'on voit, la Uièuie (juc c(dlc (]iic donne le Calcul dillérentiel, comme nous l'avons observé à la tin de la Le- ("on H.
Si l'on considère de même les difiercnccs secondes, on a d'abord rigoureusement
d- f[x] =^f[x -+- idx) — 'i.f[x H- dx) +f[x];
d(Hic
d- f[x) flx -\- odx) — -ifix H- dx) -\-f{x]
dx- dx^
En Taisant
dx = o,
d- f x] . o cette valeur de — j^— devient -; on prendra donc alors les ronctioii> dx- o ^
dérivées du numérateur et du dénominateur rclativemenl à la variable
d,i\ ce qui donnera
f'{x + id-r) — f'[x -\- dx)
dx
Cette expression devient de nouveau -•> lorsqu'on y l'ait
dx = 0 ;
c'est pourquoi il faudra prendre encore les fonctions dérivées du iininérateur et du dénominateur r(dativement à la même variable d.i \ on
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aiii"a
■?.f" [x-^1 dx ] - /" •^x + dx).
En faisant ici
dx = o,
on a enfin /"(a;) poui' la valeur de / [—' ■> lorsque
dx = o.
(Test, en etlel, la valeur dt; la dillerentielle seconde de /"(a), divisée par dv'-.
On doil conclure de là, en général, que les expressions -7-' 777,' ••-' employées dans le (Calcul différentiel, ne peuvent être prises que pour des symboles des fonctions dérivées r', y",
Nous avons observé plus haut que Taylor n'était parvenu à la formule qui [)orte son nom (jue d'une manière peu exacte. On peut, par b's principes précédents, donner à son procédé toute la rigueur que l'Analyse exige.
Si, dans la forinule générale d'interpolation donnée ci-dessus, on fait
elle devient
fx-^^A=f[x]-\-
dans laquelle
Cette formule est générale, quel que soit /; mais, en faisant
A f\x) \- fix] , . o
les valeurs des expressions --^.^ — '■> — --^ — •,•■• deviennent -•
1 II- o
Or ces expressions sont les mêmes que celles que nous avons considérées ci-dessus, en changeant A en d, et i en dx.
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Ainsi elles (i('vicini('ii(/'(.r),/"(.r), . . . dinis le cas dr
( )ii a (lune alors
comme nous l'avons trouvé dans la J.eeon (leiixirme, (rune manièie rigoureuse et dinu'te.
On peut coiirlui'e de ce (jue nous venons d'exposeï- (juc ceux (jui, d'après Euler, regardent les dilleicnlielles comme de véritaMes z('tos, et, par conséqueni, leur rapport comme celui de zéro à zéi-o, sont dans toute hi^nigueur de l'Analyse, parce qu'une fonction qui satisCail en général aux conditions d'une question ne saurait changer de forme pour un cas particulier, qu'en passant par l'état de -; comme on neiil le prouver par plusieurs exemples.
On sait que la somme des n premiers termes de la progression geonH''tri(jU(!
est exprimée par
En regardant cette expression comme une fonction de //, on voit ([ne cette fonction est de la forme exponentielle.
Cependant, lorsque
a= I, la série devient
et la somme de n termes est n.
Ainsi, dans ce cas, il faut que la fonction exponenlielle change i\v forme et devienne une simple fonction algéhrique, ce ipii ne peut se faire que par une espèce de saut que l'Analyse indiijue alors par l'expression -•
Kn efï'et, en faisant
nr = r ,
la formuk' ' ~ ' devient -; pour en trouver la valeur, il faut prendre \ — a o ^ ^
les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur relativement à la variable a, ce qui donne nal^~^ et par conséquent /^, en faisant
La fonction primitive de x'\ ou l'intégrale de x"dx, est, en général,
Pour qu'elle commence au point où
il faut en retrancher la constante ? et l'on a alors la fonction
Cette fonction de x est toujours algébrique; mais, dans le cas où
elle devient -^ ce qui indique qu'elle doit alors changer de forme.
Pour trouver la nouvelle fonction, on prendra les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur de l'expression précédente relativement à la variable 71; on aura ainsi, par les formules données dans la
Leçon IV,
x"+^ Ix — ««+' la.
En faisant
on di Ix — la ou /—pour la fonction primitive de —•> comme on l'a
trouvé dans la même Leçon par d'autres principes.
La série
ces" '^sin^— ^ -~ ^cos"~':t: siirx
( n — 1 1 ( n — -2 ] ( /i — 3 ) ( n — 4 ] „ - • ■• + ^ ^-i- — — ces" ■' X sm 'X — . . .
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csl rcpicsciilcc i;(3n('i"ik'i)i('nt |>;ir ht loiuiioii en simis 5 comme
on le voit par la l'ormiilc lappoilrc |)liis liaul. (!<'!((' fondioii dcviciil - loisiiiic
;iii(|iii'l cas la série se réduit à
sin^ sin''^ sin-'^
delà in(li(nie (jiie la IbiierKHi doit cliaiii^cr de lofiiie dans ce ras; en ellel, si l'on prend, snivant la iri^le, les fonctions dérivées du numérateur et du dénoniiuateur, relativement à la vai'iahle //, la (onetion devient .rcos/?.r et se réduit à la fonction eireulairo r, on faisant
trcst, comme; l'on sait, la valeur rigoureuse de la série.'
lang^ — ^ tang-^x + ^lang'-a; — . . . .
On voit clairement, par ces différents exemples, (|u'il serait aisé
de multiplier s'il était nécessaire, ([ue l'expression - est toujours le
symptôme d'un changement de fonction, ce qu'il me semble qu'on n'avait pas encore remarqué.
C'est })ar les principes exposés dans cette Leçon (|u'on |)eut résoudre, d'une manière satisfaisante, les difficultés qu'on a toujours rencontrées lorscju'on a voulu appliquer à un nombre infini d'éléments les formules qu'on avait trouvées pour un nombre fini quelconque. Le fameux problème des cordes vibrantes en fournit un exemple remarquable, et l'on peut voir, dans les Opuscules Tnathémaliques (t. I et IV), les objections que d'Alembert a faites contre la solution de ce problème, donnée dans le [)remi<M' Volume des Mémoires de V Académie de Turin ( ' % et déduite de la formule générale du mouvementd'un fil chargé d'un luitnbre (jiielconque de poids, en supposant ce nombre infini et eluKjue poids intini-
(') OEuvrcs (le Ltii^'/fingr, l. I, p. 3<j.
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ment polit. Dans la réponse à ces objections, qu'on trouve dans le second Volume des mêmes Mémoires {* ), je me suis contenté de faire voir, par l'exactitude des résultats, la légitimité des suppositions que j'avais employées dans le passage du fini à l'infini; mais la vraie métaphysique de ces suppositions dépend des mêmes principes que celle du Calcul des infiniment petits, sur laquelle il ne peut plus rester maintenant d'incertitude ni d'obscurité.
Nous allons terminer cette Leçon par quehjues remarques sur l'invention du Calcul différentiel.
On peut regarder Fermât comme le premier inventeur des nouveaux calculs. Dans sa méthode de jnaximis et mini/nis, il égale l'expression de la quantité dont on recherche le maximum ou le minimum à l'ex- |)ression de la même quantité, dans laquelle l'inconnue est augmentée d'une quantité indéterminée. Il fait disparaître dans cette équation les radicaux et les fractions s'il y en a, et, après avoir effacé les termes communs dans les deux membres, il divise tous les autres par la quantité indéterminée par laquelle ils se trouvent multipliés; ensuite il fait cette quantité nulle, et il a une équation qui sert à déterminer l'inconnue de la question. En voici un exemple très simple, donné par Fermât.
Soit proposé de diviser une ligne donnée en deux parties, de manière que le rectangle de ces deux parties soit un maximum .
Nommant a la longueur de la ligne donnée et x une de ses parties, a — X sera l'autre, et l'expression dont on cherche le maximum sera ax — X-. Ajoutant la quantité arbitraire e à l'inconnue x, on aura cette nouvelle expression
«(or + e) — [a: + e)-.
Égalant ces deux expressions, on a l'équation ax — x- = a{x -+-e) — [x + e)-, savoir, en développant le carré [x^e)-,
ax — X- ^=z ax + ae — x- — -îxe — e-.
(1) OEuvrcs de Lagrangr, t. I, p. 3 1 g.
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EfTacaiil do j);irl cl (raulic les Icniics coiimiiins a.v -- .r'-, cA divisaiil
les autres piir r, on ;i
où il fiiiit iiKiiiilciiaiil supposer r nul, ce (|iii réduit rt'Mjnalioii à
a — 7.x --= li,
d'oi'i l'on lin;
jr -- -,
ce qui inonlrc (jiie la ligne donné<; doit être partai^éc par le niilicn, comme on le sait d'ailleurs.
Il esl facile de voir, au premier coup d'œil, qu(î la règle déduite du Calcul di(rérenli(d, (|iii consiste à égaler à zéro la difïérenlielle de l'expression qu'on veut rendre un maximum ou un jniuiniuni, pi-ise en faisant varier l'inconnue de cette expression, donne le même résultat, parce que le Fond est le même, et que les termes qu'on néglige comme intiniment petits dans le Calcul difFérentiel sont ceux (jii'oii doit supprimer comme nuls dans la méthode de Fermât.
Sa méthode des tangentes dépend du même piincipe. Dans ré(]uation entre l'abscisse et l'ordonnée, que Fermât appelle la propiiélc spécifique de la courbe, il augmente ou diminue l'abscisse d'une quantité indéterminée, et il regarde la nouvelle ordonnée comme a()partcnant à la fois à la courbe et à la tangente, ce qui fournit une équation qu'il traite comme celle de la méthode de îna.rimis et mininiis.
Ainsi, .r étant l'abscisse et y l'ordonnée, si / esl la sous-lang«Mile ;im point de la courbe (jui répond ;i .r cl v, il est facile de voir (juc les
triangles semblables donnent — — - — — pour rordonnée ii la tangente.
relativement \\ l'abscisse x -\- e, et cette ordonnée doit être égalée ;i celle de la courbe pour la même abscisse .r -\-e. On aura donc rc(|n;ilion dont il s'agit en mettant dans ré(|ualion de la courbe .r -h c ii l;i
place de r, et r -+- " - à la place de r. Celte ccjuation, api'ès les léduc-
tions, sera don<' divisible pai' c: on divisera donc tous les termes pai" c,
cl l'on supprimera ensuite comme nuls tous ceux où l'indéterminée c se trouvera, parce qu'on doit supposer cette indéterminée nulle. L'équalion restante donnera la valeur de t en x et y.
Ainsi, dans la parabole, par exemple, dont l'équation est
y- — ax =: o,
en mettant y h- ^-^ à la place de y, et x -i- e à la place de x, l'équation devient
y- H =^ h ax — «e = o.
Mais
donc, eHa(;ant ces termes et divisant les autres par f , on aura
el, effaçant encore le terme ^—1 qui s'évanouit en faisant e nul, on aura simplement l'équation
t d'où l'on tire
On voit encoi'e ici l'analogie de la méthode de Fermât avec celle du Calcul difFérenticl; car la quantité indéterminée dont on augmente
l'abscisse x répond à la différentielle dx, et la quantité ~— ? qui esl
l'augmentation correspondante de y, répond à sa différentielle dy.
Et il est même remarquable que, dans l'écrit qui contient la découverte du Calcul différentiel, imprimé dans les Actes de Leipzig du mois d'octobre 1684, sous le titre ; Nova methodus pro maximis et minimis, etc., Leibnilz appelle dy une ligne qui soit à la ligne ar])itraire dx conmie l'ordonnée y h. la sous-tangente, ce qui rapproche l'analyse de Leibnilz de celle de Fermât.
On V(til (jiK' F(M'in;it ;i onvcrl la cai rirrc par une idée très originale, mais (III |>('ii oiisnirc, (|iii i-oiisislc ;i iiitroiliiiic dans r(''(|iiali(iii iine iii(i('>l('niiiii('(' (|[ii lioil rire iiiillc par la iialiirc de la (|iir>(i(iii, mais qu'on lie lait évanouir (|ira|»r('s aM)ir (li\isi' loiilc ré(j!iatM)ii par- rctlc même (juantité.
(Icllc idée est dcveiiiic le i^crmo des nouveaux calculs (|ui oui fail l'aire tant de proi^rès à la Géométrie et à la Méeaiii(|ii('; mais on peni dire (iiTelle a porté aussi sou ol)seuri(é sur les principes de ces calculs.
Mainlcnaiil (luOii a une métaplivsi(jiie lueii (daire de ces piiiici[)es, ou voit (pie la (piantile indéterminée (|ue l'Crniat aj(Mitai( ;i rinconniic no servait (pi'ii loruier la rouclioii dérivée (jui doit être nulle dans le eas du maximum ou minimum, et <|ui sert eu i;éii(''ial ;i dclerniiner la position des tangentes des courbes.
Mais les géomètres contemporains de Fermât ne saisirent point l'espiit de ce nouveau genre de calcul; ils ne le regardèrent que comme un artifice particulier, applicable seulement à quelques cas et sujet à beaucoup de diniciilli's. On peut Noir, dans b; Iroisii-ine Tome des Lctlres de Descartes, sa longue dispute avec Fermât sur ce sujet. Aussi cette invention, (jiii avait paru un peu avant la Géométrie (Xa Descartes, deiueiii'a-t-elle stérile et pres(|ue dans l'oubli pendant près de (juaranle ans; car, si l'on excepte la règle de Sluze pour trouver les tangentes, qui parait déduite de la métbode de Fermât, et la méthode donnée par W allis pour le même objet, laquelle n'est que celle de Fermât présentée d'une manière moins abstraite, cet espace de temps n'ofl're rien qui ait rapport à la découverte de Fermai.
Knfiu Barrow imagina de substituer aux ({uanlités (|ui doivent être supposées nulles, suivant F\'rmat, des (juanlites reidies, mais iiiliuiiiieiil petites, et il donna en \G-j\ sa 3Iétbode des taugenles, (|ui n'est (|iie la construction de c(dle de Fermai, j)ar le uioveu du triangle iiili-
iiimeul petit, formé des côtés e et -yt et du côté inriuimeiit petit de la
courbe, regardée comme un polygone. II donna ainsi naissance au svsli'iiie des iutininienl petits et au Calcul dilléreiiti(d. .Mais ce calcul
n'était encore qu'ébauché, car il ne s'appliquait qu'aux expressions rationnelles, et exigeait le développement des termes, pour qu'on pût négliger ceux qui contiendraient le carré et les puissances supérieures (h's (juanlités infiniment petites.
Il restait donc à trouver un algorithme simple et général, applicable à toutes sortes d'expressions, par le(juel on pût passer, directement et sans aucune réduction, des formules algébriques à leurs différentielles. (Test ce que Leibnitz a donné dix ans après dans l'écrit cité ci-dessus, (|ui renferme les éléments du Calcul différentiel proprement dit. 11 j)arait (jue Newton était parvenu, dans le même temps, ou un peu auparavant, aux mêmes abrégés de calcul pour les différentiations. Mais c'est dans la formation des équations différentielles et dans leur intégration que consiste le grand mérite et la force principale des nouveaux calculs; et, sur ce point, il me semble que la gloire de l'invention est presque uniquement due à Leibnitz et surtout aux Bernoulli.
Mais, tandis que cet édifice s'élevait à une hauteur immense, l'entrée en demeurait toujours mal éclairée. L'emploi de quantités qui doivent s'évanouir d'elles-mêmes, ou qui doivent être négligées en raison de leur petitesse, n'offre à l'esprit des commençants que des idées peu satisfaisantes et, par conséquent, }>eu propres à servir de base à la partie la plus importante des Mathématiques. Pour lever tous les scrupules et dissiper tous les nuages, il ne faut rien faire évanouir ni rien négliger; c'est ce qu'on obtient par la considération des fonctions dérivées.
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nr.S FONCTIONS DE DFAX 01' l'LUSIELRS VAr.IAIM.ES ; DE LEUIIS FONCTIONS DEKIVEES. NOTATION ET FORMATION DE CES FONCTIONS.
Nous n'avons encore traite que des fonctions d'une seule variable; car, lorsque nous avons considéré des fonctions de deux ou de plusieurs variables, nous avons regardé ces variables elles-mêmes comme fonctions d'une seule et même variable. Or, si l'on considère une fonclioii de deux ou de plusieurs variables indépendantes, il est clair que cette fonction pourra avoir dilTérentes fonctions dêrivccs relatives aux dillcrentes variables, et (}ui naîtront de la fonction primitive par le simple développement, en attribuant à cbaque variable un accroissement paiticulier.
Ainsi le calcul des fonctions dérivées relatives à une seule variable conduit naturellement à celui des fonctions dérivées relatives à diffcrentes variables, lequel n'est, comme l'on voit, qu'une généralisation du [)r{'mier, et dépend des mêmes principes.
Si les inventeurs du Calcul différentiel l'avaient regarde d'aixird comme le calcul des fonctions dérivées, ils auraient été conduits naturellement et immédiatement au calcul des fonctions dérivées relatives à plusieurs variabb's, et il ne se serait pas passé un demi-siècle entre la découverte du Calcul diflerentiel proprement dit et celle du calcul aux différences partielles, qui répond au calcul des fonctions dérivées relatives à différentes variables. A plus forte raison, au lieu d'envisager ce dernier comme un nouveau calcul, on l'aurait seulement regardé comme une nouvelle application ou plutôt comme une extension du
Calcul dilTérenticI, et l'on aurait, dès le commencement, embrassé sous un même point do vue et sous une même dénomination les dilférentes branches du même calcul, (jui ont été longtemps séparées et comme isolées.
Soit d'abord/(^, j) une fonction quelconque de deux variables x et >', que nous regarderons comme indépendantes l'une de l'autre. Si dans cette fonction on substitne à la fois .r + / à la place de a-, et Y -\- o à la place de y, les deux quantités / et o étant indéterminées, (|u"ensuite on développe la fonction /(.r + /, r + o) suivant les puissances ascendantes de i et de o, il est clair (juc le premier terme sans / ni o sera la fonction proposée /(.r, y), et que les autres termes seront (le nouvelles fonctions de a: et de r, multipliées successivement par /, o, i-, lo, O' , i\ . . . .
Ces fonctions seront aussi dérivées de la fonction primitive /(^,7), et l'on trouvera la loi de leur dérivation en considérant successivement les dérivées relatives à chacune des quantités i et o.
Pour cela, on commencera par supposer qu'il n'y ait que la variable x (|ui devienne œ -+- i, la variable r demeurant la même, et l'on développera la fonction /(j:' H- i,y) comme une simple fonction de ao. On supposera ensuite que, dans les fonctions dérivées relatives à œ, la val'iable y devienne j + o, et l'on développera chacune de ces fonctions comme des fonctions de r, en regardant alors la variable a- comme une constante.
Il naîtra ainsi, du développement de /(.r + /, y + o), diflerentes fonctions dérivées de la fonction primitive /(£c,j), dont les unes seront relatives à la variable œ, les autres seront relatives à la variable y, et d'autres enfin seront relatives en partie à la variable x et en partie à la variable y, la loi du développement étant toujours la même, mais appli- (juée successivement aux différentes variables.
Mais, pour ne pas confondre dans la notation ces différentes fonctions dérivées, on pourra dénoter les fonctions dérivées, relatives à la seule variable x, par des traits appliqués, comme à l'ordinaire, à la caractéristique de la fonction, et suivis d'une virgule; les fonctions
dérivées rclalivcs ;i la variable v, |>ai- des (rails a[)|)li(|iiés îi la riiriiic faractérislicjiic, mais précédés d'uiu! virgule; eiiliii les ronelioiis dérivées relatives en partie ;i la var'iaide .r et en jiai lie ;i la variaMe )', par des traits séparés par une virgule, de luanicrc (jue ceux (jui pi-éei'deni la virgule se l'apjjortenl ii la variable Xy etceux(iui la suiveut se rapportent ;i la variable v.
('<'tte n()lali(ui conserve mieux ranab»L;ie cpii doit réi;nei' eiilre les fonelions dérivées et la l'onction |)rimilive /"(.r,!'), dan^; la(|Melle la virgule sépare les deux variables indépendantes .a? et >', (pie c(dle (pie j'avais employée dans la ibéorie des fonctions, en ai)pli(piaiil an bas de la caractéristiqueyles traits relatifs aux fonctions dérivées par rapport ;» la seconde variable y.
D'ail leui's nous trouvons plus convenable d'employer, comme nous l'avons déjii fait dans la Leçon XVII, les traits inférieurs pour désigner les fonctions primitives d'une fonction donnée.
De cette manii'ic on aui-a donc, en premier lieu,
f[x + i,r) =f[x,r) -f- if'^[x,r) + '■^f"-[x,r] + A^f"-{x,r) -h. . . .
Substituant maintenant partout v -i- o à la place de r, on aura
f{x + /,r + o) =f{x,x+o) -f- if''[x,r H- o)
+ Çr- (^.r +«) + :f^.r (-^^r + « ;+••••
Développons successivement les fonctions
f[x,y-V'o], f''[x,y^o], f"'[x,y^o), ... comme des fonctions de r + o; on aura pareillement
f[x, y-^o] =f[x,y] + of''>x,y] -f- jf"',r,y) + ^/'"'.^'r -I- ■ ■ • '
f'-[x,y-^o]=f''[x,y)-^of'-'[x,y] + -f'''\x,y)+..., f"-[x,y+o]=f"'[x,y) + ...,
et ainsi d(^ suite.
Faisant donc ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux puissances et aux produits de / et o, on aura ce développement ('()nij)let
f{x + i,X-ho] ^f[x,Y) + if''[x,y) + of'[x,x)
i-o „„ ,, , lO
dans lequel la forme générale du terme est
Dans ropératiun que nous venons de faire pour avoir le développement de /(^ + /, r + o), nous avons commencé par substituer, dans /■(.T, r), X + i pour iT, et nous avons développé suivant /; nous avons ensuite substitué, dans tous les termes de ce développement, y -h o pour y, et nous avons développé suivant o.
Or il est visible qu'on aurait identiquement le même résultat si l'on commençait l'opération par la substitution de y -^ o à la place de y, et par le développement suivant o, et qu'on fit ensuite la substitution de X H- i pour x, et le développement suivant /.
De cette manière on aurait d'abord les fonctions primes, secondes, ... relatives à y, c'est-à-dire, suivant la notation que nous venons d'em- [)l()ver, les fonctions
Ensuite on aurait les fonctions primes, secondes, ... de celles-ci relatives à x, et qui seraient désignées par
et l'on obtiendrait ainsi la même formule (jue ci-dessus, comme cela doit être.
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.Mais il faut l'crnaiwjm'i' (jiic, dans le pi'ciiiifr procrdr, la foiidioii /'''{^ + y), l'L'iative à la l'ois à jc et à r, s'ohlicnl en prenant d'alxiid la fonction pi'iin<' (]o f[x, y) relativement à ^, ce (pii donne/'» (x,v^, et ensiiile la foiiclioii prime de c(dle-ci ndativement ii v, d'où résnite la l'oiiclion seconde /'■' r, y ; e(, dans le second jM'Océdé, la njème lonclion s'(d)lieiit en |)renanl d'ahord la fonction ()rinie de /"(.r, r) rolativenn-nl ;i v, ce (|ni donne /'(.r, r), el ensnile la fonction prime de c(dle-ci rcdalivement il .r, ce (jni donne éi;alement /"'-Y^, y ).
D'où il snil cpTil esl indillej'enl dans cpnd ordre se fasse la donhic opération nécessaire pour passeï- de la fonction primitive/f.r, y; à la d 0 u I ) I e dé ri vée 7 '• '( <r , y ) .
Kl, comme on doit dire la même chose des autres fonctions dérivées dénotées par des traits séparés par une viri'ule, on en peut conclure, en général, que les opérations indicjuées par les traits placés avant et après la virgule sont absolument indépendantes entre (dies, et qu'elles conduisent aux mêmes résultats, quelque ordre qu'on suive en prenant les fonctions dérivées rcdalivement à .r et y, indiquées par les traits (jui précèdent ou (jni suivent la virgule.
Ainsi on aura également la valeur de la fonction déi'ivée triple /"''(j-, j), en prenant la fonction seconde de/{x,y) relativement ;» .v, et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y, ou en prenant d'abord la fonction prime de/(^, y) relativement à v, et ensuite la fonction seconde de celle-ci relativement à x, ou bien encore en prenant la fonction prime de/(^,7) relativement à .r, ensuite la fonction pi'ime de celle-ci relativement à y, et enfin la fonction piime de cette d(;rni('re relativement à jc, et ainsi de suite.
Soit, par exemple,
on aura les fonctions primes, relatives à -r et y.
La prcinicro donnera, rclativcmont à r, la dérivée
et la seconde donnera également, relativement à .r,
/■■'(x,j) = -— ; eusnite on aura, relativement à x et à ■>' seuls,
La dérivée, relativement à r, dey"'(£c, y) sera
cl la dérivée, relativement à ^r, de/'- '(j:-, y) sera aussi
et ainsi des autres.
A l'imitation de ce que nons avons fait sur les fonctions d'une variable, si l'on suppose (jue la variable :; soit une fonction de (\v\\\. variables x et y, soit explicite, soit donnée simplement par une écpiation (|U(dcon(jue entre x, y et :;, on pourra désigner |)ar
ses dilférentes fonctions dérivées, en appliquant à la Icttic z les traits avec la virgule qu'on applique à la caractéristique /!
Ainsi, X devenant x -h i et y devenant en même temps i' h- o, la valeur de z deviendra
:; + /:;'■ -1- oz-' -A z"-+ loz ■ -i z'" ^ r- ;: ' -\ z ■ ■
cl le Iciino général de cette série sera
^irn.it)
Oii voit (lue les forK'tioiis de deux variables eiii-eiulrenl, par le développement, différentes sortes de fonctions dérivées dont la dérivation répond ;» chacune de ces variables, et (jue ces fonctions déiivées se Ibrnient de la même manière et par les mêmes règles (juc celles (rime seule variable, en considérant chaque variable séparément et successivement; d'où il suit ([ue tout ce que nous avons démontré sur les fonctions d'une seule variable pourra s'appliquer de môme aux fonctions de deux variables, relativement à chacune d'elles.
On pourra donc aussi étendre la théorie des fonctions dérivées aux fonctions de tiois variables ou d'un plus grand nombre; car il ne s'agira (jue de répéter séparément, pour chaque variable, les mêmes opérations, et de les désigner par une notation semblable.
Dans les Leçons précédentes, où nous ne considérions que les fonctions dérivées relativement à une seule variable, lorsqu'il s'est présenté des fonctions de plusieurs variables, nous nous sommes contentés de renfermer, sous la caractéristique des fonctions dérivées, la variable par rapport à laquelle nous voulions avoir la fonction dérivée.
Ainsi, pour ne pas anticiper sur ce qui regarde les fonctions dérivées relatives à plusieurs variables, nous avons dénoté jusqu'ici par /'(a-), f"[oc), ... les fonctions dérivées de/(^, j) relatives à la seule variable ,r, qui, suivant la notation précédente, seraient /''(.r, y), /".(.r,r), ....
Cette manière de noter les fonctions dérivées relativement \\ une seule variable nous suffisait alors, et nous pourrons l'employer encore quel((uefois, pour plus de commodité, pourvu qu'on soit prévenu de son identité avec la notation que nous venons d'établir.
Quoique, dans les fonctions de deux variables que nous considérons ici, les deux variables soient censées indépendantes, et que ce soit même cette indépendance qui produise les différentes espèces de fonc- X. 39
lions (Iri'ivôcs dont nous venons de parler, lien n'enipêelie cependant (jii'on ne puisse i'ei;ai'der ces variables elles-mêmes comme des fonctions d'une autre variable quelconcjue, mais fonctions indéterminées et arbitraires.
Par cette considération, on peut ramener, en quel(|ue manière, la théorie des fonctions de deux variables à celle des fonctions d'une seule, et applicjuer, surtout au développement des fonctions de deux 011 de plusieurs variables, ce (|ue nous avons démontré dans la Leçon XVIII, sur le développement des fonctions d'une seule variable.
Soit :: une fonction de deux variables x et r; sup{)OSons que cbaeuue de ces variables soit elle-même une fonction d'une autre variable /, de manière que z devienne une; simple fonction de /; sous ce point de vue, lorsque / devient / -i- /, z deviendra, par la formule i^énérale (Leçon II),
z + iz H ;; + — -
Et si, dans ce développement, on veut s'arrêter au terme [j."""" (Leçon IX), on aura les limites du reste par le terme qui suivra, savoir.
en mettant / -h / à la place de t dans la fonction zS^'^ et prenant la plus i;i'ande et la plus petite valeur de cette fonction depuis f = o jusqu'à la valeur donnée de /, ou des valeurs quelconques plus grandes et plus |)elites que celle-ci.
Or, X et r étant supposées fonctions de /, lorsque t devient / + /, r et y deviennent, par la même formule générale,
et l'on trouvera les valeurs des fonctions dérivées z\ z", . . . en .r, y, x', y, x", y", . . . par les procédés exposés dans la Leçon M.
Si Vi)\] lie vent ;ivoii' le «lôvt'loppciiiciil de 3 (|ih' |);ti' i"i|)[»oii ;iii\ îicci'oissenKîiits i.i' el iy' <lo .r t'I -»', il n'v ;mi';i (|ir;i supposer .v' et v' • ■onstnnis; pur ronsr(|ii('nt
et x' cl y' poiJiTOMl rd'c des coefficiciils (|ii('l('(»ii(|ii('s.
Si, dans les acci'oissL'mt'iUs de .r et r, on vonlail considérer !(■> dcnx termes
/^-'h Z-", iy -\ >",
on ne l'erait alors qne
et .r', x", y' , y" pouri'aient être prises poni' des constantes (|n('lcoii(jnes, et ainsi de snite.
Soit, par exemple,
on anra, en prenant les dérivées d'après la Leçon VI, et supposant. r',v' constantes,
z' = 2ni[ xx' -\- yy' ) [x--{- y-] "' "" ' , z" = 7. ni ix'- -\- y"-) [x- -+- y^ )'"- '
+ 4 "■' ( '« — I ) ( ^^' + yf ]- [x- -h y-)"'~-, z'" = 11 m I m — i) [x'- -h y-) [xx' + yy' ] [x- -\- y^ "i—-
H- 8 /?i ( m — I ) [m — 2 ) ( xx' -+- yy' ) ^ [x- -{- y- )'"~-'' ,
el ainsi de suite.
Donc, lorsque oc et y deviennent x h- ix', y + iy', ou anra
[{a:-hix')--h[y-hiy)-]"'
:= [x--hy-)"' ^im [xx' -h ry') {x- + y-]'" ~' /
-^[2m{x''--\-y"-] (^- + j- )'""-' + 4 '"(/« — i) [xx'-hyy')- [x- -h y- ]"'-'] . •
Si l'on vent s'arrêter à ces trois premiers ternies, alors, le ternir
suivant étant -^z'", on aura les limites du reste en substituant ^-h/>',
y-f-ij', au lieu de x et de >', dans l'expression de z'", et prenant la plus i>rande et la plus petite valeur de cette expression depuis i = o.
Si 7/1 — 3 est un nonibi-e positif, et que x' et v' soient aussi des (juautités positives, il est facile de voir (jue la plus petite valeur de z'" sera
1-2 m [m — \) [x"- -h y-) [ûcx' -h ff' ) [X- -\- y-)'"-- -+- Sni [m — i) [m — 'i) [xx' + y-yy [x- -]- y-]'"^'^,
qui répond à i= o, et que la plus ij;rande sera cette même quantité, (!n y mettant jc h- ix' et y -h îy' à la place de x et y.
Si l'on voulait avoir le développement de z répondant à .r + / et y -+- o, comme dans le commencement de cette Leçon, il est clair (ju'il u'y aurait qu'à faire
x' = l, iy = o;
on trouverait des résultats semblables.
(]ar, en désignant par des traits sans virgule les fonctions dérivées par rapport à la variable principale /, et par des traits séparés par une virgule les fonctions dérivées relativement à chacune des variables x vXy, comme nous l'avons fait ci-dessus, on aura, suivant ce qu'on a vu dans la Leçon YI sur les dérivées des fonctions composées d'autres fonctions,
de là, en prenant les fonctions dérivées par rapport à la variable principale t,
Mais, Z' et z'' étant aussi regardées comme des fonctions de x et y, leurs dérivées relatives à / seront
■ yz''', {z^'Y = x'z'''+y
Donc, substituant,
z" = x"z''-h)'"z-'-f- x'^z"^ 4- ix'y z ''' + /- s ■ ", et ainsi de suite.
Si les fonctions dérivées .v' et r', l'clnlivcnicnl ii /, sont consliinlcs, en sorte (|n(' .r"= o, y"= o, .r"'= o, ..., on ;iiir"i siMipIcmciil
z' =x''z'' +yz",
z'" =x'^z"'' + 'ix'-^x'z"^' -\- 3 ry-'s''"+/'''2'"',
('es valeurs, substituées dans la formule générale
Ion non t
z + iz'-^ -z"-\ -z'"^-- -,
+ - {x'^-z"'-i--?.x'yz'-' 4-/2 2'")
-f- ^,{x"^z"''-^- ^x'-^fz"'' + 3xy^z''"^y'^z'"']
Et, si l'on fait
on aiu'a la même formuhî trouvée plus haut pour le dévelojjpcmciil
de :;, suivant les puissances de i et o.
Les expressions des fonctions z', z'\ . . . que nous venons de (ronvcr
donnent la composition des fonctions dérivées de fonctions (jut'IcoïKjues
des deux variables 07 et y.
Ainsi, en faisant
ce qui revient à prendre oo pour variable principale, c'est-à-dire à rei^^arder y comme fonction de .r, si l'on veut que
soit une fonction dérivée d'une fonction de .r el r, en la comparant ;i
rcxprcssion de z', il faiidi'a que l'on ail
^{x,)'-) = z'', o{a:,jr] — z-'.
Pour éliminer z de ces deux équations, il n'y a qu'à prendre leurs déi'ivées par rapport à y pour la première, et par rapport à .r pour la seconde; on aura ainsi
d'où Ton lire
(^est ré(juation de condition connue poui' que la formule
puisse être une dérivée exacte d'une fonction de x et r, indépendamment d'aucune relation entre ac et y.
Ainsi, sans cette condition, il serait illusoire de supposer l'équation
l\ moins d'admettre en même temps une relation quelconque entre .r et y, ou entre x, y, z.
En général, si l'on avait l'équation
on trouverait, par les mêmes principes, la condition nécessaire pour (ju'elle pût avoir une équation primitive indépendamment d'aucune relation particulière entre oo, y, z.
Car, en comparant cette expression de :;' avec l'expression générale de z' donnée ci-dessus, on a pareillement
Pour que ces deux équations s'accordent, il faudra que la dérivée de •\i{x,Y, z) par rapport à j soit égale à la dérivée de ç(.t, y, z) par rapport à a-, puisque l'une et l'autre deviennent z'"'.
Or, z étant censée fonction de ^, y (puisque, si l'équation proposée
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a iino primitive, la valeur de z sera déterminée par eelte priiiiilivc «'ii IbiKiion de .r et v), il faudra la regarder comme telle dans les lonclioiis y^.i-, )', c) ct9(.r,y,G); et, d'après notre notalioM, il est clair (jiie la dérivée de ^{x,y, z), par rapport à j, sera exprimée par
et (jU(! la dérivée de <p(.r, y, z), par raj)port à r, sera
On aura donc l'équation de condition
^'{r) + Y[z)z-' = o'{x) + <^'{z]z'-, savoii', en substituant pour z'- et z-' leurs valeurs,
4^'(r) + 'y{2) o[x,x,z)~o'{x) -h(i>'{z) ii/(:r,j, z);
et cette équation devra avoir lieu d'elle-même, c'est-à-dire être identique pour (jue la variable z puisse être une fonction de x et y, et (jue, par conséquent, la proposée ait une primitive en x, y et :;. Dans ce cas, on trouvera facilement cette primitive au moyen de l'une ou de l'autre des deux équations
('ar, prenant, par exemple, l'équation
dans laquelle z'' est la dérivée de z en y regardant y comme coiisliinl, ou |)Ourra la traiter comme une équation du i)remier ordre en Ire r et z, l'autre variable j étant supposée constante; et, ayant trouve sa piiniilive dans cette supposition, il faudra regarder la constante arbitraire comme une fonction inconnue de j, qu'on déterminera ensuite par le moyen de l'autre équation
Mais, lorsque l'équalion de condition (jue nous venons de Irouver
n'iima i>as lieu d'elle-même, l'équation proposée ne pourra pas subsister, il moins qu'on ne suppose une relation queleonque entre x^y, z-, (le manière que deux de ces variables deviennent fonctions de la troisii'ine.
Ainsi, dans ce cas, en supposant
on aura
et, substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on aura alois une équation en ce, y et y', par laquelle on pourra trouver la valeur de y en X, et l'on aura y et z en fonctions données de œ, la fonction /(.r,j) demeurant indéterminée.
Mais, comme on pourrait avoir ainsi une équation du premier ordre en X et y, dont il serait difficile et peut-être impossible de trouver l'équation primitive, on a cherché les moyens de donner à la fonction arbitraire une forme telle que l'on ait immédiatement, pour la détermination de y et z en x, deux équations entre ces variables.
Pour en donner un exemple très simple, supposons l'équation
on aura ici donc
z' = xy[x +yj' ;; ^[x,y']=x'^X, o[x,y)=xy-^
^'[y)=ZX-, 9'(^)zzzj2.
Ainsi il est impossible que z soit une fonction de x et j, regardées comme indépendantes entre elles.
On fera donc
et l'on aura
donc
par conséquent z sera égal à la fonction primitive de
Mais (ni jx'iil (''\il('i' la n'clinrlir de crllc luiirlioii |)iiiiiilivc, en met-
ce (jiii irdiiil r(''(jiialioii ;i celte l'oriiie
et supposant ensuite
iiioNeiiiiaiil (juoi elle devienl
(loîit la primitive est
Ainsi ees deux équations remplacent oonjoiiiteiiieiit recjuation pi<>posée, la (onction/( a?) demeurant arbitraire.
On doit dire, ii plus loite raison, la même eliose des équations (jne l'on pourrait supposer entre x, y, z et y', z', dans iesipudles les l'onelions dérivées y', z' monteraient à des puissances (|U(dcon(|nes.
Ou'on suppose, par exemple, l'équation
en faisant on aurait
Kl il faudrait, pour avoir z en x, li-onvei' la Ibnetion primitive de
\/i -\-f''-[x), ce qui est impossible tant (pie la fonction /(.r (lemeur<'ra indéterminée, ii moins (Templover les séries.
Mais, en introduisant une troisii'me variable, on peni avoir d«'s expressions finies de .r, r, r en fonetion de celte même variable.
Poni' cela il l'ant rétablir la fonction |irime .r', (jui est -: i lors(pie v
est la variable principale, et substituer, par conséquent, -, et ^ ii la X. ic
place (le y' el :', conformément aux pi'incipes établis dans la Leroii septième. Ainsi l'équation sera
Pour résoudre cette équation de la manière la plus géuérale, nous emploierons un principe dont nous fei'ons, dans la suite, un plus grand usage, et (jui consiste à trouver d'abord des expressions de x, y, z (jui y satisfassent avec des constantes arbitraires, et à rendre ensuite ces constantes variables, de manière (|ue les expressions des dérivées .r', )'', ::' restent h^s mêmes.
Prenons un augle arbitraire co; puisque
sin-c) + cos-w = I, en multipliant le second membre de l'équation proposé(! par
sin-o + cos-o),
le premier ne changera pas.
Or le produit de x'- + y"- par sin-oj H- cos-oj peut se mettre sous la forme
[y cosc) — x' sino))--!- [y sino) + se' coso)-;
de sorte que l'équation proposée deviendra
^'- = [y' coso) — x' siiir,))- -i- ( j' sin w + x' coso))-.
Supposons
y sinw 4- x' cosw = o,
ce qui est permis à cause de l'indéterminée co; on aura, eu extrayaul la racine carrée des deux membres,
z' = j' coso, — x' siiio).
Regardons d'abord l'augle o> comme constant; les deux équatious ((ue nous venons de trouver auront pour primitives ces deux-ci :
z = j-^cosci) — X sino) -h n, y sin w -h x cosoj = b,
a et b étant deux constantes ai'bitraires.
Ainsi ces deux (MUialioiis (loiiiiciil des valeurs de y et z en .r (|ni satisConl à l'(''(|iiati()ii proposée, quelles que soient les valeurs des liois constanles c/, A cl <>,, eoninie on peiil s'eji assurer pai* la suhstitiilioii.
Or il est l'aeile de eoneevoir (jue ces inènies valcuis satislcioril encore à la proposée, en supposant (|ue les (juantités t/, ù cl t.j soient variables, poiir'vii (|nc les dérivées .t', r', :;' restent les mêmes, ee qui aura lien si, en prenant les dérivées des deux éfjualions précédentes, les lernies i\n> aux dérivées de a, h et (o se détruisent.
Il n'y aura donc (jii'ii prendi'e les deiivées des mêmes é(juations par rapport ;» (t, h cl o, et déterminer, [)ar leur moyen, les variables a et h.
llei;ardons dans ces dérivées la variable (•> connue la principale: nous lérons
et I on aura
— j sinw — X cosco -!- Il' = o,
/C0S&) — X sine.) := //.
Mais nous avons déj;»
r sin&j + X cosco — h;
donc ou aura
ce (jui donne
et, par conséquent,
Ainsi on aui-a ces trois é(}uations
z = y cosw — .r sinco -f- o, T sioM -+- X cosw ^ a' , r cos&j — X sine.) = a" .
Mais, <7 étant nue fonction qucdeoucjue de w, si on la dénote par/ico),
Oïl au l'a
cl les trois é(jiialions précédentes fourniront ces expressions de a, y, :■
en (->,
X = ces w /' I oj ) — sin w f'\ m ) ,
r= sin&)/'(w) + cos &)/"(&)),
l;i foiiclion /((oj denicuranl ai'bitrairo.
Ces l'ormulcs pourraient servir à trouver des courbes rectifiables; caj', si .r et y sont les coordonnées rectangles d'une courbe plane, et z l'arc correspondant, on sait, par le Calcul ditl'érentiel, et je l'ai démontré rigoureusement dans la T/icorie des fonctions ('), que l'on a
en regardant .r et v comme fonctions d'une mèflie variable quelcon<juc. Si l'on fait /'(toj = ;??, on a
y"( &j ) = o cl /' Cl) ) =: m r.) -+- n ;
l(;s formules précédentes donneront
. x^^mcoso), y ^= m s\no), c =: /;? o) - /? ,
ce (jui est le cas du cercle.
En prenant poLiry(co) des fonctions quelconques de sinto et cosco, on aura autant de courbes algébriques qu'on voudra, dont la rectification scia algébrique aussi, problème sur lequel les géomètres se sont autrefois beaucoup exercés, et dont on peut voir différentes solutions dans le tome V des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg.
Les équations dont nous venons de nous occuper sont connues sous le nom iV équations qui ne satisfont pas aux conditions d'intégrabilitè. On trouve des solutions élégantes de plusieurs de ces équations dans un Mémoii'C de Monge impi'imé dans le Recueil de l' Académie des Sciences pour rarméc 178/1.
La notation (jue nous avons employée pour désigner les fonctions
(' j 0£ livres de Lagnifior, t. IX.
(Ici'ivc'cs (le r |»;ir r;i|»|)()rl à .r cl v, |»;ir des Iriiils s(''|);in''S pjir une viri^'iilc, est, coiiimc l'on voil, Irl's siiii|ilr cl ((niroriiic ;i la nature Ai' l;i chose; mais clic iic lucl pas en évidence les variaMcs aux(juellcs cIuhjik' i,M'Oui)e (le traits doit se rapporter; cl, si l'on avait des Ibnelions de pins de deux variahles, la inulliliidc des virgules pourrait rendre la nolalion ineoniniode et causer de la confusion par rapport aii\ variables aii\- (|(iellcs les diUcrentes fonctions dérivées l'épondraienl .
On pourrai!, dans ces cas, employer avec avanlaiic la nolalion (pic j'ai déjii pi'oposcc dans l'Onvrai^c sur la lU'solution des ('(iiialions nuinciKiucs ' , cl (|ui dérive aussi de la uainre de ce caliMil.
I^n «'Ile!, la lormnlc donin'c plus liant
fait V(nr (|ue, si l'on veul i-onsidérer à part les dérivées relatives à .v et y, on a, |)ar rapport à a\
donc
ici z' ne doit être pris que |)ar rapport à la variable /, en tant ([u'elle est renfermée dans la l'onction x; et, pour indiquci- ce point de vue, il
n'y a qu'à enlérmer l'expression —, entre deux parenthèses, ce (|iii donnera
On ania pareillement, par rapport à v,
^ — r 2' ; donc
en renfermant l'expression ^ entre deux parenthi'ses. poui' iiidi(|inT
(') OEuvrcs de /.(ignin^^r, t. VIII.
(\u\r\ la dérivée z' n'est relative à la variable t qu'autant (iircllc est i("iiteiin(k' dans v, on aura
De cette manière, l'expression de la dérivée :;' prendra cette forme
oii l'on voit que \—,\-> (^) »t' sont proprement que les coelficients
de x et de y' dans l'expression de la dérivée z' .
Comme la variable /, dont on suppose que x et y sont fonctions, demeure indéterminée, en prenant x pour /, on aurait
l'expression (%) deviendrait alors simplement [z), et indiquerait,
comme elle le doit, la fonction dérivée de ' par rapport à la variable principale x\ de même, en prenant y pour /, on aurait
et l'expression (—A deviendrait aussi (g'), et indiquerait la fonction
dérivée de z par rapport à la variable principale y.
Mais, pour distinguer ces fonctions l'une de l'autre, nous retiendrons toujours les lettres x et y' sous z\ et nous entendrons simplement
par (^1' ( ^ ) les fonctions dérivées de z par rapport à x et y.
D'ailleurs cette manière d'exprimer les fonctions dérivées a l'avanlafîfe de faciliter la transformation de ces fonctions lorsqu'on veut les rapporter à d'autres variables.
Ainsi, comme l'expression (^j indique que z est regardé comme
fonction de x, l'expression réciproque (^j indicjuerait que x serait regardé comme fonction de z\ et il est facile de se convaincre, par la
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iiiiliii'c (If CCS expressions, (|iic Ton a, <'ii cHel,
comme si les pnrciilhf'ses n'existaieiil pas, de sorte <|iie l'on aura
si tlonc, au lieu de re^ai'der - comme l'onclion de .r cl v, on voulait l'Ogai'dcr x coiinne fonction de ^ <'t v, ou substilueiait d'altonl
à la place de
luisuite, poui' avoir la valeur de l'autre tbnclion dérivée \—\'> 01» remarquerait (ju'ici la variable x est censée constante, puis(juc r n'est regardée que comnu' foiu-lion de r.
Or, X étant supposée fonction de y et r, on auia, en général,
donc, pour (jue r soit constante, x devra être zéro, ce (jui doimeia l'équation
d'où l'on lii'c
et cette valeur de —, tirée de la supposition de x constante, sera, par
conséquent, la même (|ne celle de ( -ri-
D'oîi il snil que l'on anra ces lianslorméc's
De sorh' (|ii(', si l'on a une équalioii qui t'onlieniu' jc, y, z avec les rouclioiis (h'rivres i^] ■> (—,)'> *'"*' 'i'' <'liîini;<'i'<» p^»^ çssciiticllcinciit
par les substilulions précédentes; seulenieul, au lieu de su|)[)Oser louctiou de x el y, ee sera .v qui sera lonetion de )' el -, et ainsi poulies eas semblables.
Maintenant, puis<)ue f— ] est une fonction à^' x el y, on aura tie inènie, en prenant sa dérivée relativement à /,
mais, comme x' et y' , entre les parenthèses, n'ont qu'une signification do convention, on peut, sans inconvénient, écrire
et, par conséquent,
X y On aura de même
OÙ l'on voit que les symboles
,x y ] \y ex|)rinienl ici ce que nous avions dénoté plus haut [>ar les signes
Donc la dérivée seconde de ::, c'est-à-dire la valeur de ::' ([ue nous avons donnée plus haut, sera représentée ainsi
On v(til ici (jiic (—7:;) cl (—7.;) ^^<»iil aussi les cocriiciciils Ai' .r - i-l v'dans l'expression complète do z", mais (jiie (— r^l n'csl plus le >iniple coeCtii-icnl de .v' y' dans la même expression, comme on -^eiail poilc ii le supposci' d'apri's sa nolalion.
—, — r-l dénotei-a ce (inc nous avions dénoté
x''>ty'iij '
par ::^"''"\ c'est-à-dire la fonction dérivée de :: de Tordre // h- //^i '*•""•, prise /// lois relativement à .i\ et // l'ois relativemcnl :i v.
Cette dernière notation se rapproclie, comme l'on voit, de celle (|iii esl depuis loni^temps en usage chez les analystes pour désigner les dilléreMces (pi'on appelle />c////VV/rv.
l'Ji cU'ei, il est visible {|ue les fonctions dérivées «pic nous désignons
ICI par
ne sont autre chose (jue les (juanlilés
dz (Jz d- z d- z dx dy dx- dxdy
(pie plusieurs géomètres, à l'exemple d'Euler, renfermenl aussi enti-e deux parenthèses.
Ainsi on aura, en général, ces notations correspondantes
dx'» dy"
Après avoir donné la manière de former et de noter les fonctions dérivées relativenjent à différentes variables, nous allons considérer les équations qui contiennent des fonctions de ce genre, et cpTon peut ap[)eler cf/ita fions dcrivces à plusieurs variables.
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l.ECON VINGTIÈME.
KOUATIONS DÉUIYEES APLLSIEUnS VAniAI]LES. TIIEOIIIE DE CES EQUATIONS. METHODES (.ÉNÉRALES POUR TROUVER LES ÉQUATIONS PRIMITIVES DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE A PLUSIEURS VARIADLES.
("oiisidérons (ral)ord une LMjuation quelconque entre les trois variables X, y et z, par laquelle z soit une fonction déterminée de x et y. Représentons celle équation par
et supposons, pour un moment, que x et y soient des fonctions données (rime même variable /; alors z sera aussi une fonction de t dépendante de l'équation proposée, et, par [a théorie des équations dérivées exposées dans les Leçons précédentes, lion seulement la fonction F(,r, y, z) sera nulle, mais encore ses dérivées F'(.r, y, z), Y"{x,y, z), . . ., prises relativement à /, seront nulles.
Or, en conservant la notation de la Leçon \ l, on a
¥'[x,r,z] = x' F[x] + / V'ir) + z' ¥'{z);
dans cette formule, x', y', z' sont les fonctions dérivées de x, y, z par rapport à /, et F'(^), F'( y), F'(::) sont les fonctions dérivées de F(ir-, y, z), prises par rapport à chacune des variables x, y, :; en particulier.
Ainsi recjuation
donnera celle-ci
Mais, en considérant z comme fonclion de x el y, on a
«loue, siil)sli(ii;iiil, on ;iiira
Pour (|ii(' les fonctions .r et v de / (iciDciii-ciit iiKlrlcniiiiircs, il (;iii- <li'a que leurs fonctions dérivées .;' cl v' disparaissent de l'équation précédente, ce qui ne peu! avoir lieu (|ir('n faisaiil les deux é([nalions séparées
il <'st visible (juc ces deux ('(inalions ne sont auhr (diose (pic lc> dérivées de l'équalion primitive
prises séparément par rapport à r et par rappoit à y.
En effet, pnis<jNc dans cette équation les deux variables a: et y sont essentiellement indépendantes entre elles, ses dérivées par i'aj)|»ort à .r et par rapport à j auront lieu (diaciinc <'n particulier. Or, la vai'iable z étant, par cette équation, une fonction de .r et y, dont les Ibnclions dérivées sont z'' par rapport à .r seul, et :;•' par rapport à y seul, il est clair que la dérivée de F(^-, y, z) sera F'(.r) + z'^ ¥'[z) par rapport à .r , et (ju'elle sera F'(r) + z'' F{z) par rapport à j; de sorte que l'équation [)iiinitive
donnera ces deux dérivées indépendantes
lesquelles serviront à trouver les valeurs des fonctions :;'• et z'\ et l'on
aura
Ayant ainsi les valeurs des deux premières fonctions dérivées de z, on en déduira celles des fonctions secondes z"\ z''', z'", en prenant les dérivées de z'^ et -•' par rapport à x et >-, et ainsi de suite.
Il suit (le là (juc, ré(iiiation piiniitivc
;ivaii( li(Hi, ses deux dérivées
auront lieu aussi en même temps; par conséquent une conii)inaisnn quelconque de ces trois équations aura lieu aussi, et pourra tenir lien (le ré(jnation dérivée.
Ainsi une équation entre a-, y, z et les deux dérivées z'-, z'', on
'-,]■> par rapport à a- et r, sera une équation du premier ordre
à trois variables, à laquelle répondra nécessairement une équation primitive en .r, y, z.
Soit, par exemple, l'équation
z'--hMz''=N,
iM et N étant des quantités constantes. Son équation primitive sera
z — N cT = 9 ( j- — M ^ ) ,
la caractéristique cp dénotant une fonction quelconque.
En effet, si l'on prend les fonctions dérivées par rapport à r, on a
2'- — N = — M ©'(j— Mx)
et, si l'on prend ces fonctions par rapport à y, on n
de sorte ([n'en éliminant la fonction dérivée o', on a l'équation dérivée proposée;
Considérons l'équation générale de la même forme, dans la(|uelle M et N soient des fonctions quelconques données de .r, v, -.
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Supposons (jiic
soil son (''(|nalion pririiillvc; dii aiir;i, pai- ce (iiToii a vu ci-dessus,
donc, substituant ces valeurs dans l'équation proposée, el iiiiilli|)li;iiil Ions les ternies |)ar' V'{z), on aiii-a, en rlianiicaiit les signes,
_F(x) + MF'(j) + NF(z)=o.
Or on a, en général, comme on Ta vu,
\''ix,r,z]^x' ¥'{x) +/ F'(j) + z' F'{z\
en regardant .r, y, z comme des fonctions quelcon(iues d'une aulrc vaiiable /; donc, substituant dans cette formule, à la place de F'^.rj, sa valeur tirée de l'équation précédente, savoir, — M F'(j) — N Y'{z), on aura
On voit, par cette expression de la Ibnclion dérivée F'(.x-, r, z), (jue cette fonction deviendra nulle si l'on établit entre les trois variables ■r, y, z des relations telles, que l'on ait ces deux écjuations parlicii-
lières
j' — M:r'==o, ^'— Nx'=o.
Ces équations, étant entre les trois variables .r, v, z, serviront îi déterminer les valeurs de ces variables en fonctions de la troisième; de sorte que, par la substitution de ces valeurs, la fonction Fi. r,r. r deviendra aussi une fonction de cette troisième variable. Donc. puis(|iic sa fonction dérivée doit alors devenir nulle, il s'ensuit (|ue la variable doit disparaître; d'elle-niénie, et que la l'onction F(.r, v, r i ne pourra contenir, après cette substitution, que des constantes.
Or, les deux écjuations
y — M^-' -— o, z' — ^x''= () élaiil du j)reniier ordre, leurs éijuations [)riniilives coutiendroiil deux
constantes arbitraires que nous désignerons par a et h. En effet, si de
ces deux équations on veut éliminer, par exemple, la variahie z, on
tombera dans une équation du second ordre en x et y, dans laquelle
on pourra l'aire
x' =- I ou y' = I ,
suivant qu'on voudra regarder y comme fonction de j.\ ou .r comme l'onction de y, et cette équation aura pour équation primitive une équation en X et y, avec deux constantes arbitraires.
Ensuite on aura aussi z en fonction de x et y par l'une des deux é({uations proposées.
Il suit de là qu'après la substitution des valeurs de y et z en x, tirées des deux équations du premier ordre dont il s'agit, la fonction Vix, y, z) ne contiendra plus que les constantes a et h avec celles (|ui se trouvent dans les quantités M et N; de sorte qu'elle deviendra simplement une fonction de a et h, que nous désignerons par (p(«, b).
Par conséquent l'équation primitive
se réduira à
j)ar laquelle on voit que l'une des constantes a ci b sera fonction de l'autre.
Mais, à la place des constantes a et b, on peut mettre leurs valeurs en x,y, z, tirées des deux équations primitives, où elles entrent comme arbitraires. Donc, si l'on désigne par P et Q ces valeurs de a et b, l'é- (juation primitive de la proposée deviendra
la fonction désignée par $ étant arbitraire.
Il résulte de lii une méthode générale pour trouver l'équation primitive d'une équation quelconque du premier ordre, à trois variables x, y, z, dans laquelle les deux fonctions dérivées de la variable, qui est censée fonction des deux autres, ne se trouvent qu'à la première dimen-
sion, Icilc (|ii((
c'-+Mz''-i-N,
(»il, ce (|iii est l:i mriiic chose.
M et N (''laiil des ("onclioiis (|iiclc()ii(|ii('s de .r, v, ::. On Irin ces dciiv
(''(|ii;ilions
r' — M:c'=o, z'— Njr'--n,
dans lesquelles on pciil supposer l'une des trois fondions déiivées .r', v', ::' éij;ales à rnnilr, suivant la variable qu'on voudra reifarder coninic principale, et dont les deux autres seront censées des ronclions; cl. ayant trouvé, s'il est possible, les deux équations primitives de ces équations, ou en déduira les valeurs P et Q des deux constantes arbitraires a et h (|u'elles doivent renfermer; ofi aura alors
pour ré(juation j)riniilive cberchée, d'où résulte
la caractéristique cp désignant une fonction (juelconque de O.
L'analyse précédente est plus simple et plus directe (jue celle que j'ai donnée dans la Théorie des fonctions (*); c'est ce qui ni a eiiiiai^e à la mettre ici, d'autant qu'elle s'applique avec la même facilite aux équations semblables entre un plus grand nombre de vai'iables. Dans les Mémoires de Berlin de 1779 (-), je m'étais contenté de pi'ouvef. n posteriori, la légitimité et la généralité de cette méthode.
(Considérons de la même manière l'équation à quatre variables /, .r. y, :? de la forme
L, xM, N étant des fonctions (|uelcon(jues de /, .r, y, z.
(') OEin'ri'S de LMgntrii^c, {. IX.
(2) Ihid., t. IV. p. jkV.
Si l'on représente son équation par
F(/, x,y, z) = o, sa fonction dérivée Y\t,x,y, z) sera, en général,
cl l'on aura, relalivenieiit à chacune tics variables t,JL\y en particuliei', les équations
¥[t)-^-{piF[z) = o,
Tir;mt de ces équations les valeurs des fonctions {y)-> f"^)' ("/l'
et les substituant dans l'ecjuation proposée, elle deviendra, après la multiplication par F'(g) et le changement des signes,
d'où Ton tire
F'[ri=^L F'(^)-M F'(j)-N F[z).
Cette valeur de F'(/) étant substituée dans celle de Y\t, .T,y, z], on an l'a
Si donc on introduit entre les quatre variables /, r, y, z les relations déterminées par les trois équations
la l'onction dérivée Y'[t,x, y, z) deviendra nulle; par consé(|uent la fonction primitive Y[t,x,y, z) ne pourra contenir que des constantes. Or Içs trois équations dont il s'agit, étant du premier oi'dre, auront trois équations primitives qui contiendront trois constantes arbitraires a, h, r, et par lesquelles trois des variables /, jc, y, z pourront être
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déterminées en fbiictioii de l;i (|ii;iliii'iiie. Doue, si dans la fonction ^{t, a:,y, z) on substitue les valeurs de ces variables, il faudra (jue la variable restante dispjiraissc d'elle-même, et la fonction ne pourra plus contenir que les mêmes constantes a, h, c, avec celles (|ui entreront dans les expressions de L, M, N. De sorte qu'apri's cette substitution la fonction Y{l,jc,y,z) deviendra néeessairemeni de la l'orme <!>(«, />,r). Or les trois écjuations primitives dont il s'agit dctcrminrni les valeurs de (i, h, (• cil fonctions des variables /, .2-, v, z ; de; sorte (ju'en désignant ces fonctions par P, O, H, on peut mettre ces é(|uations sous la forme
Donc la fonction F(/,^,r, c) devra être de la forme <!' l',0, K , puisqu'il n'y a que cette forme qui puisse devenir fonction de a, h, <\ en vertu des trois équations primitives
Donc l'équation piimitive
deviendra
cp(P,Q,R;r=o,
par laquelle on a.jra
la caractéristique (p désignant une fonction quelconque de V et O. Ainsi :
i" L'équation du premier ordre à trois variables
dépend des deux équations du premier ordre entre les mêmes variables
y' —Mx' =^0, z' — ^x'^o,
et, si
sont les équations primitives de celles-ci, a et b étant les Constantin
arbitraires, l'équation primitive de la proposée sera
o(P) étant une fonction quelcon(jue de P.
2^ L'équation du premier ordre à quatre variables
dépend de ces trois équations entre les mêmes variables
x'—t'L = o, j'— f'M = o, 2'— f'N = o. Et, si
sont les trois équations primitives de celles-ci, a, h, c étant les constantes arbitraires, l'équation primitive de la proposée sera
o(P, Q) désignant une fonction quelconque de P et Q, et ainsi de suite.
De cette manière, la recbercbe des équations primitives des équations du premier ordre, par lesquelles une variable est fonction de deux ou de plusieurs autres, est réduite à la recherche des équations primitives d'équations du même ordre, dans lesquelles toutes les variables sont fonctions d'une seule et même variable. Or, en Analyse, on regarde la solution d'un problème comme connue, lorsqu'elle est réduite à celle d'un problème d'un genre inférieur, quoique celle-ci puisse être sujette encore à beaucoup de difficultés.
Supposons, pour donner des exemples très simples, que les quantités L, 31, N soient constantes; les deux équations
j' — x' M = o, s' — x' N = o auront ces primitives
donc l'équation
iiiii-;i ('('lie priiiiilivc
z -— 'Nx = 9(j — M:r),
coiiniio nous l'avons (lrj;i vu plus li;iiil. Les trois t'(|n:iti()ns
jiiiroiil ('(îs priniilivrs
X - lA - a, y — M / — - b, z — N / = c
et Téqualion
îuira rctte primitive
z — N / = 9 (a-- — L /, r — ^I ' • 11 est bon de l'cniaïquer (jue les équations
oîi a, h, c, :.. sont des constantes arbitraires, donnent cbaeune iinr solution particulière de l'équation proposée, ce qui est évident par la forme même dema solution générale
(I'(P,Q)=o ou (I>iP,Q,R)=o;
car, i>uis(|ue la fonction désignée par 'I' est aibiti-aire, on peut ((injonr> réduire ces équations ii
l' — a = o, ou Q — /> = o, ou H — c = o, ....
Ainsi il est facile de voir que l'équation
satisfait à l'équation dérivée
cai' elle donne
(Jonc
Mais, si l'on piciiait l'autre équation
y — Mx = a,
on no v(M'rait pas d'aljord comment elle y peut satisfaire, puisfpir la variable z n'y entre pas. Comme cette équation ne donne qu'un rapport (Mitre jo et y, par lequel .r est fonction de r, ou y fonction de œ, il faudra changer l'équation dérivée de manière qu'au lieu des fonctions dérivées de z, par rapport à a- et y, elles contiennent les fonctions dérivées de .r par rapport à y et z, on de y par rapport à ^ et ^, ce qu'on obtiendra par les substitutions que nous avons indiquées plus liant.
Nous allons donner ici cette transformation pour servir d'exemplt^ dans les cas semblables.
On mettra donc à la place de (^) et ( ^) les quantités
et l'équation dérivée ci-dessus deviendra, en multipliant tous les termes
dans laquelle .r est maintenant censée fonction de y et z. Or l'équation
j^ — ^Ix := a
donne
d'où l'on tire
valeurs qui satisfont évidemment à l'équation précédente.
Nous vonons de voir-, <l;iris les t!X(Mii[)Ies précédents, (]ii(' l'éfiiKilioii primitive renferme, dans 1(! cas de trois variables, une roucliou arltitraire d'une quantité composée de ces variables, et, dans le cas de (juatre varial)les, une fonction arbitraire de deux (jnanlités coniposccs de ces variables.
Nous allons déinonircr (jnc (•('!(<' proposition est i^éiiérale, (|ncllc (jiic soit la forme de rcfjiialion d(''i'i\é(' du prmiicr ordre.
En ap[)li(|uant an\ é(|uations ;i trois variables la tliéoiie (jue non> avons donnée, dans la Leçon Xli, sur les é(|ualions dérivées ;i i\c\\\ variables, il est aisé de voir (|ne, pnis(ju'nne é(|nation ;i trois variables a deux équations déi-ivées, on pourra, par le moyen de ces trois e(jua- . lions, qui ont lieu simultanément, éliminer deux constantes à volonté, et parvenir ainsi à une équation du premier ordre, (|ui contiendra deux constantes de moins que l'équation piimilive.
D'où il suit réciproquement que l'équation primitive d'une écjnalion du ju'emier ordre à trois variables doit contenii- deux constantes de [)lns (jue l'équation du premier ordre, et que ces constantes seront nécessairement arbitraires.
Prenons pou|^équation primitive l'équation à trois variables
en regardant :; comme fonction de ^- et y, on aura ces deux dérivées, l'une relative à x et l'autre relative à y.
Éliminant, par le lïïoyen de ces trois équations, les constantes a et A, on aura l'équation du premier ordre
à laquelle répondra l'équation priïuitive
z = ax -h by, les constantes a et h demeurant arbitraires.
Mais il n'en est pas ici comme dans les équations à deux variables, où, dès qu'on a trouvé une équation primitive avec une constante arbitraire, on est assuré qu'elle a toute la généralité que l'équation du premier ordre peut comporter; car on peut trouver une infinité d'équations à trois variables qui, par l'élimination de deux constantes au moyen de leurs dérivées, donnent la même équation du premier ordre.
Par exemple, l'équation
donne ces deux dérivées
z = ay-]
bx ( z'\ hx-
d'où l'un Lire, par l'élimination de a et A, la même équation
On pourra trouver autant d'autres équations primitives qu'on voudra qui redonneront la même équation du premier ordre; mais, dès qu'on en a une avec deux constantes arbitraires, on peut en déduire la formule générale de toutes les autres par des principes analogues à ceux qui nous ont conduits aux équations primitives singulières, et que nous avons exposés dans la Leçon XV.
En effet, si l'on considère une équation primitive à trois variables,
telle que
dans laquelle il y a deux constantes a et b, qu'on se propose de faire disparaître au moyen de ses deux dérivées, il est visible que le résultat de l'élimination de ces constantes sera toujours le même, soit que les constantes aet b soient constantes ou non, pourvu que les deux dérivées soient les mêmes, ce qui aura nécessairement lieu lorsqu'en regardant les quantités a et b comme variables, les termes provenant de leur variation, dans les deux équations dérivées, seront nuls.
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Or, l;inl (|ii(' (i cl }> soiil coiishiiils, r(''(|ii;il ion
F(.r,r, z,(ub] — o
(loiiiic, (■oiiiiiic (»n l'a vu plus liant, ces deux (Irrivées, riiiic pai- ra|)|)<irl à r et l'autre par rappoi-t à }',
Mais, en regardant n et b comme fonctions de ou et v, ces dérivéits deviendront
Kt il est clair qu'elles se réduiront aux précédentes, en délcrniinanl a et h de manière (|ne l'on ait les deux éciuations
Il est d'aboi'd visible ({u'on peut satisfaire à ces deux conditions, en faisant
ce qui donue deux équations par lescjuidlcs on pouira déterminer n et h en fonctions de x, y, z.
Cette solution répond évidemment à celle (|ui donne les e(|nali()ns primitives singulières des équations à deux variables, cornmi' nous l'avons vu dans la Leçon XV.
Ainsi on pourra ajipeler aussi équation prirnilivc sùiii-ulicrc V('(\\\:\\'\[)\\
dans laquelle on aura substitué pour a et h les valeurs tirées des deux équations
Mais il y a une manière plus générale de satisfaire aux mêmes conditions.
Supposons que h soit une fonction quelconque de a, que nous dési-
j^-nerons par o(«), alors b' deviendra 9'(«).«'; par conséquent (-,j
deviendra cp'(«).(^);. et ( — J deviendra 9'( «;).(—,] •
Faisant ces substitutions dans les deux équations de condition, elles deviendront
[F'(fl) + F'(6:,.9'(a)]('^) = o,
et l'on y satisfera par cette équation unique
F'(«)+F'(6).cp'(rt) = o,
laquelle servira à déterminer la valeur de «, et la fonction cp(rt) demeurera arbitraire.
En effet, si dans l'équation primitive
F( X, >', z, a, ^) := o on fait
i = cp ( « ) ,
elle deviendra
et, si l'on désigne par F[r/, o(«)] la fonction dérivée de F[x, r, z, a, 9(«)], prise relativement à a seul, il est facile de voir qu'en faisant
les équations dérivées de la proposée, prises relativement à .r et à v, seront les mêmes, a étant variable, que si elle ne variait pas; (jue, par conséquent, l'équation du premier ordre, déduite de celle-ci par l'élimination de a et 9(rt), sera encore la môme.
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fl rsl visiltic (|ii(' rr(|il;i(i()ii
n'est aiilrc cliosc (jiic rr(jii;i(i()ii ci-dessus
cil Faisant
\)r celle maiiii'i'e, on aura donc anssi une cspi'cc d'c(|nalions piiiiiilives sinii;iili('rcs, mais |»Ins générales (|nc l'<'(|iialioii |»iiiiiili\c [)!-o|misée, à raison de la fonction arl)iliaii'c (pTelIcs conlicndiont.
Si donc on a une c(|Nation du |ii'cinicr oi'drc à Irois vai'ialdcs, (elle que
on peut supposer (jn'cdie ait pour écjuation primitive
où a (i A soient deux constantes arl)itraires.
Nous app(dle''(»ns celle-ci àjuallon prirnilivc coniplrlc. à laison des deux conslanles ai'biti'aii'cs qu'elle contient, et (jni ne |)ciiveiil dispal'aitre (jne pai' le moyen de ses deux déi'ivées. S'il arrivait (|ne les {\('[\\ constantes s'en allassent à !a lois au moyen d'une seule i\v ces dérivées, elles ne pourraient alors tenir lieu (pie d'une seule conslanic. cl l'équation |)i'imilive no serait pas coniplî'te.
Dès ([u'on aura trouvé une équation primitive complète, on en pourra déduire une autre plus générale, et qui contiendra un<' fonction arbitraire.
(lar il n'y aura qu'il faire
et il déterminer ensuite a par la condilitui
Nous nommerons C(dle-ci cf/ua/io/i /)n//ii/i\<' <^i'/n'/(iic\ pour la distinguer de la précédente.
Eiiiiii, la iiiènie équation juiinilive complète donnera encore Vcqiuiflon priniilnc suii^ulièfw en déterminant a et b en fonction de x, y, z par les deux condilions
Par exem{)le, nous avons vu plus haut que l'éijuation du premieiordre
a pour é(|uation primitive complète
z =z ax -+- by.
Pour en déduire l'équation primitive générale, on fera
et l'on prendra les fonctions dérivées par rapport ha seul; on aura les
deux équations
z =: nx -h y (!j>{a), x -\- y o'[a) =: o,
d'où il faudra éliminer a; comme la fonction o{a) est arbitraire, on peut, en lui donnant différentes formes, en déduire une infinité d'équations primitives complètes différentes, avec deux constantes arbitraires. Soit, par exemple,
cp(a,=A-p,
les deux équations deviendront la seconde donne
2Bx
i'X cette valeur, substituée dans la première, la réduit à
qui est l'autre forme d'équation primitive que nous avions trouvée.
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On [)()iirr;i, de l:i iik'-iiic iniiiiirrc, en li'oiivci' l;iiil (riiiiti'cs {iiToii voudra; mais il csl r<'m:ii<|ii;ii)l(' (pic la iircmicrc ('(jualioii piimiliM conipli'tc, d'oii rc(piali()ii piiiiiilivc i^ciii'ralc a clr (h'diiilc, ii v ol jamais (.'ompiisc.
Ainsi, il est im[)()ssil)lt' de détciiiiinci- la ronchon o (i de manicrc (\\\v. les deux équations
■ z -= ax -\- y' ^[a], x -^ y (^' [a] ■-=^ o
donnent c(dle-ci
A et B étant des constantes arbitraires.
Car supposons la eliose possible; en substituant dans la picinièi'c la valeur de z, on aura à satisfaire à ees deux équations
kx -r-^y^--=^ nx -\- y (^[n], .r + j cp'(a) = o,
La seconde donne
x — — yo'[a)',
cette valeur, substituée dans la première, la rend di\i>iblc par r, et il
en résulte ^
B — A cp'(a) = <p(a) — rt o';rtj,
d'iui Ton tire
divisant par o[a) — B, on a ré(|ualion
y («) _ __i__ <f)(tf) — B a — A
dont clia(|ne mcnd)re est uiu' lonctifui dérivée cxaclc.
La fonction primitive du prcmici' mcmbic est I\"j d - IJ |. et celle du second membre est l[a — A), la earaclerisliipn' / denolanl le loiiarillime hyperbolique (Leçon IV ; donc, prenant les fonctions primitives et ajoutant la constante arbitraire //•, (ui aura
/[9(rt)-B]i-^/;«- A) + //.-,
d'où l'on tire
cl, j);u' conséquent,
Telle devrait donc être la forme de la fonction o{a); d'où l'on déduit
Ces valeurs étant maintenant substituées dans les deux équations cidessus, elles deviendront
[a — A) [x -+- kj'] = o, se -h /»■_;•= <>,
;uix(juelles on ne peut satisfaire qu'en faisant
X + kr= o, ce (jui ne donne rien.
Jusqu'à présent on avait cru que toute équation primitive qui satisfait à une équation du premier ordre à trois variables, avec une fonction arbitraire, est aussi générale que celle-ci peut le comporter. L'exemple précédent met cette proposition en défaut, et nous prouverons plus bas la même cbose d'une manière générale et directe.
Il est viai (jue, dans le cas que nous venons d'examiner, on peut donner à l'équation primitive une forme plus simple et plus géiu'rale.
Car, en considérant les deux équations
z =z ax ■+- y (o{a), x -^ y (j'[a) := o, on voit que la seconde donne
OC
d'oii il résulte nue a est une fonction de -■ ' ï
raisons donc
nous aurons
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mais il l'audra (|iril y ail ciilic les loiicLioiis ■l{^] <'l <^(-) uiit' rclalion (irpciidaiilc de Trijualioii
\']i\ ('(Ici, si, CM rc^ardaiil a ('(iiimic une v;iii;d)lc, on prend les loin
lions dérivées rtdaliveuK.'iil ;i la (iiiaiililé —, les é(|iialioiis
(loinKU'oiit
donc, suhslilnanl dans la seconde, jtour d' cl pour o' r/ , leurs valeurs, on aura l'équalion de condilion
3Iainlcnant la prcniii-re ét|uation dcvie/il, pai' la subslilulioii des valeurs de a et de o{a),
et, si l'on mol celte équation sous la forme
il est visible (ju'clle se réduit à c(dle-ci
La lom-lion 'l'(~) demeure absolument arliilraire, |)nis(|ue les deux lonetions y ( -) <'l— *ÏM— ) n<' foi'incnl (ju'une lonclion de •^; en sorli- (juc la ndalion liouvée entre ces Ibnclions devient ici innlile.
Va il osl bon de remarquer que cette dernière solution est précisément celle (jue l'on trouve directement par la méthode générale exposée plus haut pour les équations du premier ordre de la forme
Car l'équation proposée
étant divisée par .r et comparée à la formule précédente, donne
de sorte que les deux équalions particulières
deviennent
, TX , zx
Chacune de ces deux équations, étant divisée par œ, tlevient um^ dérivée exacte, et l'on a les deux primitives
On a ainsi
d'où résulte l'équation primitive
(]ui s'accorde avec celle que nous veiious de trouver.
On voit aussi que cette forme renferme l'équation comjdèle
z = ax-^by, .
:JV:J
(•;ii' il II y ;i (ju a supposer
Si l'on aviiil l'iMpialKni du prciiiici' oïdi'C
la caractôristiqnc/driiolaiil iiiic loiiclioii (|ii('lc<)ii(jiic (loiuicc des drii\
rouclions dérivées [",,)■> (/)' *^" trouverai I aisriiiciit pour son ('(ina-
lion j)ririiitive eouiplète i'érpiation
z ^= ax -h by +f[fi, b),
(i et. h t'taiil deux eoiistaiiles arbitraires.
1^11 ellet, (M) pi'euant les deux dérivées de cette équation par rapjjoil à X et à y, ou a
et, substituantfes valeurs de a et b, il vient l'équation proposée. Maintenant, pour trouver l'équation primitive générale, il n'y aura
qu'à l'aire
et déterminer ensuite a par la dérivée, prise relativement à a seul. Ainsi on aura le système des deux équations
z — ax +f o[a) +f[a,o[a ], x 4- 7 o'(rt)*-!-/' [rr, 9(a)] -- o.
Enfin, pour avoir l'équation primilive singulière, on (diiiiiiicra c/ cl A au moveu des deux dérivées, l'une par rapport à a, et l'aiilre |)ar i-apj)orl il L'. Ces dérivées sont
Comme relimiiiation de (i et if est iiiipossilile tant (ju'oii ne jiarticularise pas la fonction f{a, b), si à la place des variables .i- cl v on
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introduit les deux variables a et h, on aura
v\ de la
z=f{n,b]- af'[a]-bf'[h\
pour ré(|ualiou primitive singulière.
Si l'on coîisidère ces trois espèces d'équations primitives, il est (acilc de voir qu'elles sont essentiellement distinctes l'une de l'autre, et que chacune d'elles ne peut être renfermée dans aucune des deux autres, ni les renfermer; car, dans la première, les quantités a et h sont constantes, au lieu qu'elles deviennent, dans la seconde et dans la troisième, des fonctions différentes des variables x, y, z.
Mais on peut s'en convaincre d'une manière })lus sensible, par la considération des surfaces représentées par ces différentes équations primitives. Pour cela, je considère d'abord l'équation générale du plan
z = ax + b)' -T- c,
dont la position par rapport aux trois plans rectangulaires des .t, y, des r, z et des y, z est déterminée par les constantes «, b, c.
Car il est facile de prouver que a est la tangente de l'angle (jue l'intersection de ce plan avec le plan des .r et z fait avec l'axe des r; (jue h est la tangente de l'angle que l'intersection du même plan avec l'autre plan des y et z fait avec l'axe dey; enfin que ce plan passe par le ])oint de l'axe des z, qui est éloigné de l'origine commune des trois axes de la quantité c. Ainsi on peut regarder a, h, c comme les éléments du plan, puisque sa position par ra}>port aux axes des x, y, z en dépend entièrement.
Si l'on combine l'équation du plan avec ses deux dérivées, prises séparément par rapport à x et r, on peut déterminer les valeurs des trois éléments a, h, c en fonctions de x, y, z, et l'on trouve
Or nous avons démontré rigoureusement, dans la T/icoric des Jonc-
lions an(ilyli(jncs (' ), (|ii(', |t;ir i-ipporl ;i une sihT;ht (]IIcI(()ii(|||(' doiil on ;i r('M|ii;ili()ii (Ml .1', )', -", les ('\|>i'('ssi()iis pri-crdciilcs des (|ii;iiililcs <'/, A, c (loiiiiciil ('•i^;il('iiH'iil les rlr/iH'iils du phiii lîiiii^ciil de l:i siii-riicc :iii point <|iii irpoiid ;iii\ coordoiiiircs x, y, z\ d'oii il suit (pir deux siirlaces (pii, potii' les iiiriiics coorditniKM'S, aiiroiil ;iiissi les iik-iiics valeurs
des foiKiioiis (h'i'ivées (— ,| et 1^,) se loindicroiil ii(''C('s>;iirciiiriil ;iii
point (|ui rrpond à ces coordonnrcs, puis(|n'(dlrs auront rniic cl Tautir le nu'mc plan tangent.
('(da posé, ré([nation |»i'iniitivo ('Oin|)i('te
dans hupudic c/ et h sont des constantes arbitraires, représente une surl'acc dont la nature et la position dépendent de ces constantes; en sorte (ju'en taisant varier ces (U)nstantes la surface varieia aussi successivement.
Oi', si l'on fait
et (|u'on déteriï iUe a en l'onction de .i', y, z, de inanii're que les deux é<|uations dérivées restent les mêmes (jue si a ne variait pas, ce (jui donne ré(|uation primitive générale, il est visible (jue cette écpiation re]»résentera une surface tout à l'ait dilféi'ente, mais (|iii aura, en ( lia([ue [)oint, le même plan tangent que si la ([uantité a demeurait
constante, puisque les expressions des (juantités f^j et (-""-) restent
les mêmes. Doiu- cette surface sera touchée en chaque point pai- la surface de ré(juation primitive complète (|ui répoiul à
b = 9(rt), et ou (I aura une valeur constante détei'ininée par ré(juation
F'[fl, 9 («;]—(),
(jui est la condition de ré(|nalion primitive générale, les valeurs de .r.
( ' ) OEiu'rrs de Ldi^rangc, t . 1 X .
y, z, dont a devient fonction, répondant au point de contact des "deux surfaces, et étant censées constantes par rapport aux surfaces touchantes.
.Afais, en regardant a comme constante, l'équation
représente aussi une surface; et son intersection avec la surface représentée par
sera une ligne tracée sur cette même surface, dont chaque point sera, par conséquent, un point de contact des deux surfaces dont il s'agit. D'où l'on peut conclure que la surface représentée par l'équation primitive générale sera touchée, dans toute l'étendue d'une ligne, })ar une des surfaces représentées par l'équation primitive complète, dans laquelle on supposera l'une des constantes
de manière que l'équation primitive complète
où a est constante, donnera, en faisant varier successivement la valeur de a, une intinité de surfaces successives dont chacune aura une ligne d'attouchement avec la surface représentée par l'équation primitive générale, et il est aisé de concevoir que ces lignes ne pourront être (jue les intersections mutuelles des mêmes surfaces; que, par conséquent, la surface représentée par l'équation primitive générale ne sera formée elle-même que par toutes ses intersections successives.
Maintenant il est évident que la nature de cette surface est suhordonnée à la fonction 9(«), et qu'elle n'a de contact qu'avec celles des surfaces de l'équation primitive complète
pour lesquelles
Mais, si, en regardant a et /> comme variahles, on les détermine par les
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deux CMjuations
ce ([iii (loimc alors r(''(|ii;ili(in |H'iiiiilivf' siiii^iilirrr, l:i surface représcnlôc |)ai" rt'l(<' (Icriiii'i'c t''(jiialioii sera aussi loiicliùc j)ar la siirlacc de {'('(jiialion primitive compli'lc, dans hupudlc rt el h auront des valciii's
constantes, puisque les valeurs des expressions (^J et (^j sont encore les mêmes, soit ([uo a et A soient constantes ou variables, et les points d'attouchement pour des valeurs données de a et h seront drtei'minés par les deux é(jualions
F{a)=o, F'(6) = o, combinées avec l'équation primitive
de sorte que, pour chaque valeur de a et />, il n'y aura qu'un point de contact déterminé; d'où il est aisé de conclure que la surface jreprésentée par l'équation primitive singulière ne sera touchée en chacun de ses points ^e par une des surfaces de l'équation primitive complète
inais qu'elle sera touchée par toutes celles qui peuvent être représentées par cette équation, en donnant ii a et b des valeurs constantes quelconques; de sorte (ju'on pourra regarder cette même surface comme formée par l'intersection mutuelle et continuelle de toutes les surfaces dont nous parlons, en faisant varier successivement les valeurs des constantes a et />.
Cette théorie n'est, comme l'on voit, qu'une généralisation de celle que nous avons donnée dans la Leçon XVIII, sur les courbes représentées par les équations primitives ordinaires ou singulières des équations du premier ordre à deux variables.
L'équation primitive complète
2 = rta'H- Or +J\a, b].
(lue MOUS avons traitée plus liaul, représente, comme Ton voit, un plan dont la ])osition dépend des deux constantes a et h.
Si l'on fait
et (|u'on détei'inine a \y,\v réijualion
[)oui' avoir l'équation primitive générale, la suri'aee représentée pai' cette équation sera touchée et formée par l'intersection mutuelle et successive de tous les plans représentés par l'équation
en donnant successivement à a toutes les valeurs possibles, et cette sui'face sera développable dans le sens le plus étendu, ^[ais, si l'on détermine a et h par les deux é(|uations
ce qui donne l'équation primitive singulière, la surface représentée par cette dernière équation sera formée et touchée par tous les plans (jui peuvent être représentés par l'équation
z=ax -^ hf-hf[a,l}),
en donnant successivement h. a et h toutes les valeurs successives possibles.
Et toutes ces différentes surfaces seront représentées à la fois par l'équation du premier ordre
On peut voii*, dans les écrits de Monge, la théorie de la génération des surfaces et des é([uations qui peuvent les représenter, développée dans toute son étendue, et avec des considérations particulières et ingénieuses qui lui appartiennent.
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L()i'S(|ii(' rrciiKilioii (lu piviiiicr oïdic icnrciiiicr;! plus de dois v;iii;il)l('s, ou ()(»uri';i ;ius.si l:i su|»|M>scr drduilc d'uuc (miu;!! i(Mi cuire ces nièiiies Viii'iahlrs, cl :iul:iul de coushiulcs aihiliaiics (|u'il y ;iui;i <lc vai'inhics moins une; (mi- alors cette é(iuali(.u luuruira aulaiil (Triiualiuiis dérivées (jifil y aura de couslaiiles, par lcs(|U(dlcs ou poui'ia, eu éliminant ces conslanLes, parvenij- à l'écjuation du premier oidre.
L'éqiialiou avec les constantes arbitraires sera doue re(|uali(.u primitive compli'le de ré(|iuili(ui du premier «u-dre: et l'on eu jx.urra de- •liiire des é(|ualions primitives |)lus ou moins -éuérales par la variation de ces C(mstanles, en supposant rime, ou (|U(d(jiies-iiiies d'eulre elles, lumiions de toutes les antres, et les delermiiiaiil par les e.|iialioiis dérivées prises |)ar rapport à eliaeiiue de e(dles-ci.
Iintin SI, sans éta])lir aucun rapj)ort entre ces constantes, ou les détermine toutes par les équations dérivées prises par rap|)ort à cliacune d'elles en particulier, on aura l'équation primitive sin-nliére; car, par ces déterminations, les équations dérivées resteront les mêmes, et le résultat de rélimiuarion sera, par conséquent, le même que si les variables étaient demeurées constantes.
Ainsi l'équation entre quatre variables /, x, y, z et trois constantes a, h, r,
sera la primitive complète de ré(|iiatiou du premier ordre entre /, .r. y, z. et les trois (onctions dérivées [Çy {^^V (i^j, déduites i\v.^ trois dérivées j)rises par rapport à /, x, y,
Fit
en éliminant, par leur moyen, les trois constantes a, h, r. De là, en regardant a, A, c comme variables, et faisant
on aiiia re(|uation primitive générale par les deux étjuations dérivées
relatives k a ci b,
et, si l'on fait à la fois
c = 9(rt), b = ']>{a],
on aura une autre équation primitive moins générale, en déterminante par l'équation relative à a
F» + d;» F'(6) + o'(fl) F'(c) r^o.
Enfin on aura l'équation primitive singulière par les trois équations dérivées relatives à a, h, c,
On voit par là qu'en général toute équation du premier ordre entre trois variables, dont une est censée fonction des deux autres, peut avoir pour équation primitive une équation entre ces mêmes variables, contenant une fonction arbitraire; que toute équation du premier ordre entre quatre variables, dont une sera censée fonction des trois autres, pourra avoir pour équation primitive une équation entre ces quatre variables, contenant une fonction arbitraire de deux quantités formées de ces variables, et ainsi de suite : l'introduction de ces fonctions arbitraires dans les équations primitives et leur évanouissement dans les équations dérivées sont le vrai caractère qui distingue les équations dérivées à plusieurs variables de celles qui n'ont que deux variables, et OLi l'équation primitive n'admet que des constantes arbitraires.
Nous avons donné plus baut une méthode directe pour trouver l'é- (|uation primitive de toute équation du premier ordre à un nombre quelconque de variables, lorsque les fonctions dérivées n'y passent pas le premier degré. On peut, par une considération fort simple, que j'ai proposée il y a longtemps [Mémoires de Berlin de 1772 ( ^)], rendre toute équation du premier ordre à trois variables susceptible de cette méthode. Mais il se présente alors, dans l'application de la même mé-
(') OEin'ics de L(i^r(ing(\ t. III, p. 549-
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lliodc, (les difficullés (|iii oui ('■(■Ii;i|)|k'' ii ceux (jiii ont firjii r;iil ci-llc ;i|)|)lic;i(ion, et (|ii(' j(! ir;ii |):ts clicrclir à it'SoikIic (I;iiis I:i 'Vliroric des /bnclions {*), en trailanL le; idùiik; siijcl, jiaicc (|in' je n'avais encore rien trouvé de satisfaisant. C'est ce qui in'engajjje ii tcvciiir sur rv\ objet pour n'y plus rien laisser à désirer. Faisons, pour plus de simplicité,
toute é(jualion du premier ordre à ti'ois variables sera repiésenlée par
et l'on aui'a la formule
z' = px'-^(jy',
à lacjueile il i'audra satisfaire par le moyen de l'une des indéterminées /) et q, l'autre étant donnée par l'équation du premier ordre.
Comme les quantités p et q ne peuvent être que des fonctions de .v, y, z-, si l'on suppose
on aura l'équation
z' = x' 'li[x,y, z) +j' o{x,y, z),
(jui ne peut avoir une équation primitive qu'autant (jue les fonctions désignées par ^ eto satisferont à la condition
comme nous l'avons vu dans la Leçon précédente. Or, puis({ue
^(•=^»r'2)=/> CL o.x,x,z]^q, on aura
(') OEtH'ies de Ldgrnnge, l. IX.
donc, fitisant ces substitutions, on aura, pour l'équation de condition, celle-ci (lu premier ordre
ou hicu
L'équation donnée l'ournil ces trois dérivées, relatives à x, y, z,
par le moyen desquelles on pourra éliminer les fonctions dérivées de p ou de f/.
Kliniinons celles de q; on aura, par la première et la troisième,
g'\^ F-(^) ¥'ip)/,y
et, substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus du premier ordi'c, elle deviendra
F{x)+p ¥'{z] + Y'ip] (|-!) + FVy) (^') + [p ¥'[p] + g F(^)] (f^) =o,
où Ton voit que les fonctions dérivées de l'inconnue /< ne sont (ju'à la première dimension, la quantité <y étant d'ailleurs une fonction de p, r, y, z, donnée par l'équation
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I.ors(|ir()ii îiiira (IcIcniiiDc, |t;ir ces ('(|ii;ili()iis, 1rs foiiclioiis /; <■( «y,
z' ^ px' -V- qy
;iiii;i ii(''('('Ss;iir(Mii('iil iiiir (''(iinilioii |iiimil ivc, (jiii sci-i en inriiic triiipri'(|ii;ili(iii priiiiilivc de l;i pi'ojjusrc du pif-iiiicr nidrc
(!()iii|>;ii'(His iii;iiiil('ii;iiit r(''(jii;ili(>ii ci-flcssiis, (|iii roiiliciit les (uim- (ioiis (Icnvccs (le p rchilivciiiciil ;iii\ Mois varial)l('s .i\, y, z, avec la loi'iiinlc
rh'-^
(]ii(' lions avons déjà liailcc dans ccUl' J.cçon, cl dont lions avons vu (jnc ré(}nalion priniilive dépend des trois équations particulières
se' — i'L=^o, y' — /'M--=^o, s'--/'N = o;
lions aurons, en prenant respectiveiiHint les variables x, y, z, p ;i la place des variables /, .i\ y, z, les valeurs
ï _ f"(^) AT— P l^>)+</ F'((y) Y[x)-^p F'i'z-:
de sorte (jue les trois équations particulières deviendront
/ Y'{p]--x' F'(g) = o, y V{p) - x' \p ¥'(p) + g F'(7)] = o, p'F{p)-r^x'[V'{x) -i^pV\z)] = o.
Comme ces trois équations ne renferment (|n(' (juatre variables ^r, v, z, p, on pourra les réduire à une seule entre deux variables; ainsi la difticulté est rabaissée aux équations de ce genre.
Supposons donc qu'on ait trouvé leurs équations primitives (jui rentermeront nécessairement trois constantes arbitraires a, h, r; on j)oiii'ra en tirer les valeurs de ces trois constantes en .r, v, z vl p\ et, si l'on \. 45
dénote ces valeurs par P, Q, R, on aura sur-le-clianip, conmie nous l'avons démontré, ré(]iiation
pour l'equalion primitive de l'equalion du prentier ordre en .r, y, : et /}, la l'onction 9(P,Q) étant une l'onction arbitraire quelconque de P ci de Q.
dette équation, combinée avec l'équation donnée
donnera les valeurs de /; et q en -x-, y, z, qui, étant substituées dans
ré(juation
z' = px' -{-qy',
la rendront susceptible d'une équation en .r, y, z, qui sera l'équation chercliée.
Comme juscju'ici rien ne limite la l'onction o(P,Q), il s'ensuivrait (jue l'équation primitive d'une équation du premier ordre à trois variables pourrait renfermer une fonction arbitraire de deux ([uantités, tandis que, dans les cas (jue nous avons examinés, nous n'avons jamais li'ouvé que des fonctions arl)itraires d'une seule quantité: il est d'ailleurs facile de se convaincre qu'il est imj)ossible de faire disparaître d'une équation à trois variables une fonction arbitraire de deux (] uantités, par le moyen de ses deux équations dérivées.
Cette difficulté, je l'avoue, m'a. longtemps tourmenté; entin je suis parvenu à la résoudre par les considérations suivantes.
Je remarque d'abord que, comme les trois équations
satisfont, par l'bypotbèse, aux trois étjuations du pi'cmier oi'dre
p'F[p) + x'[ ¥[x]-,-pY'[z)-\^o,
avec It's constaiilcs ai-ldlraircs a, h, r, si l'on (ir-c de ces iiiriiics ('(jiiatioiis
les valeurs de .r, y, z en loiiclioii de />, cl (iiToii les siil)slitii(' dans les (''(jiialions ])r(M'(''d('n(('s, (dics dcviciidioiil iirccssaii-cinciil id('nrK|iH's : de sorte (jiic, |)ai' ces suhsLiliihoiis, les pi'emicrs iiiciiilM'es des ('(jiialioiis doiil il s"ai;il deviendronl id('iili(jiieineiil mils, (]ii(dles (jue soient les valeurs de /^ a, h, c \\\\ p;é!iér;il, comiiic les xanaltles r, r, ", /> sont reiiardées eoniine indépendantes, il ser;i indill'erent de snltstilner les valeurs de trois de ces vai'iahles exprimées en lonclions de <•/. />. r el de i;i (|u;ilriéme vai'iahle.
Or le premier membre de la première, étant mulli[di<' |)ar (j et relranelié du picmier membre de la seeonde des mêmes éfjuations. donne
V \p) .[z' ~ p x' — qr').
Donc, si dans la l'ormule z' ~ p.x' — (jv' on l'ait les mêmes substitutions des valeurs de .r, r, c en y-», le résultat sera encoi'e identicjuemenl nul.
A la place des variables r, r, ; on peut, sans nuiie a la i;énér;ilité. introduire les (|uantités«, h, r, regardées comme vai-iablcs, en conservant les niénies expressions de .r, v, z en a, h, c Aloi's, dans la formule z' — px' — qy\ les termes provenant de la variabilité de p se (bMruiront mutuellement, puisque ces mêmes expressions l'cndcMit cette l'ormule nulle dans le cas où a, h, c sont constantes; elle deviendra donc de la forme Arz'-i- B/>' -h Ce', dans laquelle A, B, C seront des fonctions de /^ a, b, c.
Donc ré({ualion
z' — px' — qy' = o
deviendra
\(i -\- !>// + Ce' =: o;
et la condition (pii doit la rendre susceptible dune equali(Ui primitive sei'a, par ce (jue nous avons trouvé.
puisque la substitution des valeurs de .r, y, z en /;, a, b, r donne
d'oii ces valeurs sont supposées tirées.
Oj-, en })renant les fonctions dérivées, on a
c' =^ a' 9'(rt) + l>' ^V-*)-
Donc, faisant ces substitutions, récjuation
aura nécessairement une équation primitive, ce qui ne peut avoir lieu (|u'autant que la variable p disparaîtra d'elle-même de ré({uation, puisque sa fonction dérivée/?' a déjà disparu.
Alors ré(}uation sera entre les deux seules variables a et h, et aura toujours une équation pi'iniitive, par bujuelle h deviendra fonction de (( seul; et cette fonction sera arbitraire, à cause de la fonction aibitraire o{a, b).
Ainsi les deux quantités h et useront nécessairement, l'une et l'autre, fonctions de a seul; mais il faudra qu'elles satisfassent à l'équation
Aa'4-R6'4-Cc'=o.
Soient donc
h z= f\)[a), c = cp ( rt ) ;
en les substituant dans cette é(iuation, on aura
A-hR^'(a) +C 9'(rO=:();
ce qui doniu' une relation entre les deux fonctions o(rt) et '|(«), et il en restera une d'arbitraire.
.Maintenant, si l'on remet pour (i, b, r leurs valeui's \\ Q, H, ou aui'a, pour ré({uation primitiv(^ cbercbée, le système des deux é(|uations
d'où, en éliminant /v, on aura une éijuation en .i, v, z, avec une fonction arbitraire.
:{;iT
Telle est la soliilioii (lircclc et comiiii'lc du itrohli-iiic ; mais nonverrons (lu'oii pciil la >iiii|tlili('r dans pinsieiii's eas. Prenons pour e\eni|)lr rc(|nalioii du pn-niier ordre
On aura iei
V[x,r, z, f}, q) = z — pq =;- o;
donc
et les (rois é(jnali()ns du premier ordre en .r, v, z, /> devieiidronl — qy' + px' =: o, — qz' + y.pqx' -- o, — qp' 4- px r «>. Or ré(|ualion
donne
(lon<' les trois équations doni il s'agit deviendr(»nt
Zr' — p-x'=^(), z' — 2px'=:0, Zp'~p-x'^^n,
et l'on pourrait taire Tune des tbnctious dérivées a?', v', z' , j) ciiale à l'unité.
La ])remi('re et la dei'uii're donnent
d'où l'on lire l'équalion primitive
a étant une constante arbitraire.
Ensuite la seconde et la troisième donnent
savoir,
p z = 2.zp ,
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les fondions primitives logarithmiques sont
d'oii l'on lii'c
z = bp-,
h élant une constante ai'l)iti'aire.
Iilnlin, si clans la première on substitue // pour -y' et /yr pour z, on
a, en divisant par//*,
bp — .%■' = o ;
d'oii l'on dédail, en prenani les fonctions primitives.
X := bp -i- c
r riant la troisième constante arbitraire.
Ainsi on aura, en dégageant les valeurs de ces constantes,
a =zy^ — « =; P ^ = -- ziz 0, c ^= X — - = R.
.Mainlenant, si dans l'équation
z' — px' — qy' =: o
on substitue nour 7 la valeur -^ elle devient ' P
z' — px' — -— =: o.
Va si, à la place de .r, v, z, on y met les expressions trouvées ci-dessus en/?, <7, h, c, en regardant les quantités a, h, c comme variables, on a la transformée
/;- b' H- ■>, bpp' — p- b' — bpp' — pc' — bpp' — bj)a' -- o,
(|ni, en efîaçant ce qui se détruit et divisant ensuite par/;, se réduit a
c' -h bd = o.
Donc, faisant
/> = -]/(«), c=:cp(a),
on aura
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Ainsi on ;iiii;i le svsti'iiic de ces deux ('(jinilioiis
R = <p(P). Q = -o'(P), s;iV()ir,
d'où il iMiidra (diiiiiiici'/;, cl l;i (onction o;v —/>; dctiiciircr;! ;iil»iii;iirc. Nous ferons ici une rcin;ii'(]n(' iniportaiilc : lors(|iron ;i lionvc deux ('(juations priinilivcs l'cid'crniant deux constantes arlnlraii'o. comme
y = j) -;- (i cl z := hj)-,
on pourrait eroii'e (|u'en éliminant /> on aurait une équation primitive avec deux constantes arbitraires, (|ui serait, par conséquent, r(M|iialion primitive complète de la proposée, et d'où l'on pourrait cn>(iitc tirer ré(juatiou primitive générale avec une Ibnction arbitraire. On aurait, de cette manière, l'équation
Mais il est facile de s(! convaincre (ju'elle ne satisfait pas ;t la proposée
car (die donne:
il en serait de même si l'on em|)lovait, poui" (diasser/-/, la seconde cl la ti'oisième étjuation; on aurait alors
c =^ X — \Jbz ,
savoir,
{jc — c-]-
cr (jui donnerait
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-Mais, si l'on cinployait la première et la dernière, on aurait, par l'élimiiialioM (le />, . .
d'oii l'on tire
(•(■(((' expression donne
valeurs qui salisiont à la proposée.
La raison de eette espèce de i)izarrerie se trouve dans l'équation
donnée plus haut
c -+- ba' = o.
h]!le l'ail voir (jue les deux quantités a et c peuvent être constantes ensemble; que, par conséquent, les deux équations
P = « el II = c
ont lieu à la fois, de sorte qu'en éliminant /v on a une équation en œ, )', z et les deux constantes arbitraires a, c, qui sera, par conséquent, l'équation primitive complète de la proposée. Mais l'équation ne serait ])as satisfaite par la simple supposition de a et h, ou de h et r, constantes ensemble; d'où il suit (jue les deux équations
P = rt el Q =:^ b, ou O = /> el R = c,
prises ensemble, ne satisfont pas à la proposée.
Au reste, on peut trouver l'équation primitive complète, au moyen d'une seule de ces équations; car elle donne une valeur de p en x, r, ::: et une constante arbitraire; et, comme cette valeur satisfait à l'équation du premier ordre en .r, y, :; et/>, elle rendra l'équation
z' — px' — qy' ■=■ o
susceptible d'une équation primitive : ainsi il n'y aura qu'à chercher cette équation en y ajoutant une constante arbitraire, et l'on aura l'équation primitive complète avec les deux constantes.
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^*" '•'•■" '»" '"•'■'•;' '!'■ rf<|ii;.li()ii lioiivc h. valeur (IcyM'ii.r, V, .- cl,
coiiimc
P=^\yh
"" ''''<''•'•'"'••' l'<'"|ii:.li()ii iH-iriiilivc, ni ne n-;,nl:,„| ,|,m. c h ,,• , .0,11,1, vai'K.I.Irs. On,. .M|ii;,(i()ii pourra al<.i-s iriilrrmcr une (oiiclioii arl.ilrai, (Ic.v, (|ir()iMlrl..rn,ii,oraaisrni(Mil par rr.|i,alio,i pn,po>rc; .•|..„„mm '••'N.'-.-i ,.>( (I„ p.r.ni.'r or.|,T, h, lon-Mioii ,!,■ y rcnlrnnc-a an inoiii •me .•oiislaiif arl.il,ai,r, <lc soUc ,|,i'o,i aura <l,. iio.ivcaii un., r.iualio pniiiilivc conipli't,. avec les deux conslanlcs.
J'i'<"iions <lans IVxcnpIr prrcrdrnl la pirmii-rc ('.inalion I» n
savoir,
\1\\l' (loiinc et, ('oninic on a
on aura
Ces deux valeurs, étanl substituées dans ré(|uation
donnent
e(fnalion (pii. étant divisée par )- - ,/, ;, p,,,,,. prnniiiv,
OÙ c est la nonvfdie constante ai'l.ilraire.
Or cette e.jiialion est la niénie (jne nous avons Inmvee ci-dessns par rfdiniinalion de p.
I.a nièine é({uation
(IcviiMil, on siibstihiaiil pour/^ sa valeur (— )'
('oiiimc il n'y a ici (|ii(' la loiictioii <lérivéo de z rolativonicnt à .r. on jxnil (Ucr les parenthèses et uieltre l'équatioii sous la Ibruie
(huit l'éijualiou [)riuiilive, en regardant y comme (.'onstanle, est
Y étant une ronction (|uelconque de y.
Celte valeur (louiic, (;u prenant les fouet ions dérivées par rappoi't il . 2. et y,
Substituant ces expressions dans la proposée
on a
d'où l'on tire
et, par conséquent,
en pi'enanl r pour une constante arbitraire.
Ainsi l'équation pi'inutive devient, comme ci-dessus.
Ayant cette équation primitive complète, pour en lirei' réqualinn primitive i^énérale, on fera
c— 9fa!, et l'on prcudra la dérivé(; par rappoi'L à a seul ; on aura ainsi le système
(les lieux ('(juatioiis
z — [y- <i)[x — o{a)], X - ofr/'; -i- fr — «i 9'(a) = o,
i.Vù\\ il f;iii(lr;i (''liiniiicr <■/.
I*(»iii' les ('(mipiu'cr ;iii\ (''(jiKilioiis Ifoiivrcs ci-dcssiis p;ir I:i iiirtliodc i^éiirralc, il n'y ;i (in'ii 1rs (iictlic sons l;i ioriiu'
y- a ' ^ " {y—aV- • ' ''
(".oinmo la (jnanlilc c/ (l(»il rire rliii)iiirc, on pcnl iiicllrc ii sa place uinM|iiaiilit('' (luclconijiic. Si l'on y nid sa valcui' )' --/>, on a les nirnics ('({nations (h'jà tronvc'cs, d'oii il l'aiiL ciisniU; ('Jiniinci- /;.
La llicoric des (''(|na(ions à pinsicni's variables des ordres siipciicnis an preiniei' est eiicoie Iri's imparfaite.
Loi'S(jne ces (Hjualions adnn'ltenl nne ('(jnation (trirnilive de Tordre ininiedialeineni inCerieni', on pent les regarder coninn' provenant d'nne ('(pialion priinilive eompli'te de ce dernier ordre avec denx constantes arbiti'aires, ainsi qne nous l'avons démontre'' pour les é(|na(i(tns dn premier ordre; et, lors(|n'on coimait, d'nm' manière (juelcon(]ne, cette ('(|uatioii primitive, on pent, [lar les mi'mes j)rim'ipes, en tirer les ('quations primitives génf'rales et singulières; mais on sait (jue, des le second ordi'c, il y a nne infinité d'équations (jni ne sont point snseej)tibl('s d'une é(jnalion primitive du premier ordic, et (jni adniellcMl néaîimoins une équation primitive absolue sans fonctions dérivées. Nous n'entrerons point ici dans ce détail (|ui nous mi'uerail trop loin. et nous renvoyons, pour ce (jui regarde les é((uations de ce genre, aux Traités connus de (lalcnl différentiel.
LEÇON VINGT ET UNIÈME
DKS ÉQUATIONS DE CONDITION PAR LESQUELLES ON PEUT RECONNAITRE SI UNE FONCTION d'un ORDRE QUELCONQUE DE PLUSIEURS VARIABLES EST UNE FONCTION DERIVEE EXACTE. ANALOGIE DE CES ÉQUATIONS AVEC CELLES DU PROBLÈME DES ISOPÉRIMÈTRES. HISTOIRE DE CE PROBLÈME. 31ÉTH0DE DES VARIATIONS.
Toute fonction d'une seule variable peut toujours être regardée comme une dérivée exacte; car, si elle n'a pas naturellement une fonction primitive, on peut toujours en trouver une par les séries, soit en résolvant la fonction donnée en série de puissances de la variable, et prenant ensuite la fonction primitive de chaque terme, soit en employant la série générale donnée dans la Leçon XII.
Il n'en est pas de même pour les fonctions de plus d'une variable; et quoiqu'on puisse toujours s'assurer, par les règles de la dérivation des fonctions, si une fonction composée de différentes fonctions dérivées résulte d'une fonction primitive donnée, comme nous l'avons vu dans la Leçon XIX, il est souvent difficile de juger si elle est une dérivée exacte d'une fonction quelconque inconnue. Cet objet a occupé les géomètres presque dès la naissance du Calcul ditférentiel; ils ont cherché des caractères généraux pour reconnaître si une fonction d'un ordre (juclconque peut être la dérivée exacte d'une l'onction de l'oi'di'e immédiatement inférieur, ou même d'un ordre inférieur quelconque. Ce sont ces caractères qu'on connaît dans le Calcul différentiel, sous les noms de conditions iVintègrahilitè, et qu'Euler et Condorcet ont réduits à des formules générales et élégantes, qui méritent d'être connues.
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Vi)\\\' liouvcr CCS rormiilcs de ia iiiaiiicic la plus simple, jr coiiiiiicucc par coiisidrivr une Iniiclioii \ de diUcrcnlcs vaiiaMcs .r, v. z, ... cl de Iciifs dnivécs, dans la(|ii(dlc une de c-s vaiialdes :: et ses dei-ivées z',z", ... ne se (ronveiil |iarloiil (jii'a la preiniiTc dimension; il esl riair (|ne la lonelinn \ sera de celle lornie
V= .\2 + Vz'-hQz"-,- \{z"'-+-. ..,
N, l\ O, ... clanl des (onelions de .i-, v, ... el de Iciir^ dérivées sans .-.
Kieii n'es! plus l'aeile (|ue de ti'ouver les conditions nécessaires jioui- <l"'""'<' ''•»"""li<>i> <!<' ••'•Ile lornic soit une dérivée exacte, iiHlependaniment d'aucune redation onlre la variable :: et les autres.
Kn eU'el, si l'on considère les fonclions dérivées du produit de deux (juanlités quelconques, et (jifon dcnol»', comme nous l'avons pr(q)os(' a la lin de la Leeon II, par des traits appliqués aux parentlieses, les ronclions dérivées des (juantilés reulermées dans ces pan'utlM\ses, on a
{Vz]'=Pz'~[- Vz; donc
Pz' = ivzy—i*z.
On a de la nié/n(^ manii're
Qz"= iO'z-i' - Q'z', Q'z' . [Q'z]' - i)"z; (loue
Q-"={Qz']'- [()'-]'+ Q"z.
On trouvera pareillement
I{2'"= {Kz"]'- (R'2';i'+ (H"-/- H"':r,
et ainsi de suite.
Faisant ces substitutions dans l'expression de \ , elle devieni. .mi oi'donnanl les termes,
+ (Q-')'-(HV)'+...
Comme tous les termes de cette formule, à l'exception de ceux de la première ligne qui se tiouveiit luullipiiés j);ir ;:, sont déjà des fonctions dérivées exactes, il faudra, pour (jue la fonction A' soit une dérivée exacte, que les termes multipliés par z-, savoir :
forment ensemble une fonction déi'ivée exacte.
Oi- il est facile de se convaincre que cela est impossible tant qu'on n'établit aucune relation entre z et les autres variables. Donc il faudra que ces termes disparaissent d'eux-mêmes de l'expression de Y, ce qui donnera l'équation de condition
laquelle devra par conséquent être identi(iue pour que la fonction V puisse avoir en général une fonction [)rimitive. Lorsque cette condition aura lieu, la fonction primitive de V sera évidemment
(P _ (r+ ir- . . .)2 + (o - ir + ...;,;-'-+- (R - ... ; -"+. . . .
En général, quel que soit b^ nombi'C des vai'iables contenues dans la fonction V, si Tune d'elles ainsi que ses dérivées sont linéaires, on aura toujours, relativement à cette variable, la même équation de condition, pour que la fonction Y devienne une fonction dérivée exacte, indépendamment d'aucune relation entre ces variables.
Après avoir résolu le cas des fonctions linéaires par rapport à l'une des variables, nous allons réduire à ce cas très simple la recberche des équations de condition pour les fonctions d'une forme quelconque.
Supposons qu'une fonction Y de ^r, r, v', v", ... d'un ordre quelconque soit la fonction dérivée exacte de la fonction U de l'ordre immédiatement inférieur, indépendamment d'aucune relation particulière entre a- et y; il est clair que, si dans ces deux fonctions on substitue à la fois j' + w à la place de v, et conséquemment r' + o/, ■k" + co", ... à la [)lace de v', y", ..., en supposant (o une fonction indéterminée de a-, ces fonctions continueront à être l'une la fonction dérivée exacte de l'autre, puisque cette dérivation ne dépend point
DES 1' ONCTIONS. :{(iT
(le h» v;iliMii' (le V. Donc elles le secoiil eiicoi'c si, ;i|)i"i'S ces subslitiilioiis. on les (leve|()[)[K; stiiviiiil les piiissMiiees et les |U'o(luils île <u. (» , (»" , ....
DéiKttoiis pur r l;i lohililé des (eriiies <Iii développeiiieiit de l , où les (|iiaiililés (o, (->',(.>", ... ne se Iroiiveroiit (|ir;i l;i pi'eiiiii're dimension; j>;ii' r la lolalilé des lerines on ces (|nanlilés lonneronl denx dimensions, eic.
Dénotons (le même |)ar \ la lolalité des termes dn dév(doppemenl d(; V, 011 les mêmes (pianlilés (o, (./, co", ... se trouveront à la premii'ie dimension: par \ la totalité des termes oii ces (piaiitites l'ormeronl d( ii\
dimonsions, etc.
' -. •' On aura l ' -f- l, -h U -*- U , ... pour le dévidoppenienl de L, el
) j .t V -f- V H- V -h \', ... pour le dév(do|)j)em('nl de V.
(^otte dernière série sera donc la Ibnetion déi-ivée exacte de la première; et il est facile de voir que chaque terme de l'une devra être la fonction dérivée de l'antre, tant (jne les (juantités co, o/, o/', . . . denn-u- ['(M'oiit indéterminées: car, ces (piantités n'étant (in'ii la preniii're dimension dans la lonetion de \', sa fonction primitive ne ponri-a contenir aussi (jue les premières dimensions des mêmes (juantités; par consê- (juent il n'v aura (jiie le terme l' (jiii puisse être sa fonction primiliNc. H eu est (le même des teruu'S correspondants V et L', où ces (]nantitês montent à la secomle dimension ; et ainsi de suite.
Il faut donc d'abord (|ue la foiH'lion \ soit une dérivée exacte, indépendamment d'aucune r(dation entre .f, y et <o.
Or, puis(|U(; \ est la partie du développement de \' (pii ne l'ontient que les premières dimensions de (o, (■>', <./', ..., il est clair que cette fonction ne peut être que de la foi'me
les coefficients N, P, Q, ... étant des fonctions de .r, v. v', v"
sans oj. Ainsi tout se réduit à trouvei' les conditions nécessaires pour
qu'une fonction de cette forme soit, généralement parlant, une dérivée exacte.
On a donc ici le cas que nous venons de résoudre, et il est visihie (ju'en prenant hi variable co à la place de :■, et conservant les autres dénominations, on aura l'équation de condition
N-P'-t-Q"-lV"+...— o,
laquelle, devant avoir lieu d'elle-même indépendomment d'aucune relation particulière entre x et y, devra être entièrement identique. Cette équation ayant lieu, on aura pour la fonction primitive de \,
(Test par conséquent la valeur de la fonction U.
Ayant ainsi la valeur du premier terme U du développement de la fonction primitive U, on pourra en déduire les valeurs de tous les termes
suivants U, U, ... par les principes exposés dans la Leçon XIX, en regardant les quantités y, y', y", ... comme autant de variables indépendantes; car, si l'on représente la quantité L par la fonction
la l'onction
développée suivant les puissances et les produits des quantités o), o/, oj", .. ., deviendra
¥[x,r,r'^r"> ■■■) + ^'> F'ir) + 0^' f'i/') ^ '>" F'(r") +• • •
Je ne renferme ici entre les crocbets, pour plus de simplicité, que les quantités par rapport auxquelles il faut piendre les fonctions dérivées indiquées ])ar les accents.
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Un aura donc ainsi
Û = w ¥\x] -r- w' F'(/) -h co" F'{7-") -4- . . . ,
Or, ayant trouve i-i-dcssus la valeur do l, la coMijiaraison des trimes niulli|)lies par cj, o/, i./', ... donnera
Avant ainsi les fonctions dérivées du premier ordre par rapport a
chacune des quantités v, v. v' on eu déduira, parles rèifles
données, les fonctions dérivées du second (U'dre et des suivants, par
rapport à chacune des mêmes quantités; on aura par consé(juent les
valeurs des termes suivants U, C, ... du développement de L . Or on
suppose
f -^.r,^',.)", .. . =1, et
F'jr, .}• ^ oi,y-i-cù',y'~ cj", ...= l' _ t' _ L -^ L -+-... . Ainsi on aura
F .r. >• — (,y,y -T- (.)',) " -f- Gi", . . .) — ¥[X, y, r\y', . . = { ^ l -u ( ^ _ _
Par conséquent la différence des i\vu\ fonctions
seia donnée au moi us par les séries.
KeprestMitons par
la fonction proposée V dont on a suj)pos(' (jue L' ou F .i\ v v' v )
est la fonction piiiiiitive ; on aura F .r, ■>' -h co, v'-h o/, v" -i-co", ...) pour la Ibnclion piiinilive de/^.r, vH-w, y'H-to,.r"-h w", ../; donc la loiictioii j)rimitivo de /{.r, y -\- lo, y' -i- o/ , y" + o/' , ...) — /{-r, y, y' , y", ...) sf'i'a (loiiiH't'.
De ce que nous venons de déniontrei-, il suit :
i" Qu'une l'onction quelconque de la ïovmc /ix,y,y, y", ...) ne peut avoii' une fonction primitive, indépendamment d'aucune l'clation l'uli-e .r et v, à moins (jue l'écjuation de condition
(rouvée ci-dessus, n'ait lieu d'elle-même;
2" Que, toutes les fois que cette équation aui'a lieu, la fonction
f,x, r -i- w, / + oj', ;•" -T- './', ...)-/, ^, y, y', y", • • • )
aura nécessairement une fonction primitive, quelle (juc s(jit la valeur de co.
Faisons maintenant (o= — r; la fonction/(.r, v-hto, v'-ho/, y"-t-w",...) se réduira à/(-r) et aura par conséquent toujours une fonction primitive, puisqu'elle ne contiendra plus qu'une variable. Donc aussi la fonction /(.r, y, y', v", ...) aura nécessairement une fonction primitive.
Or, ayant supposé que
N OJ -n V m' ^ Q r,)" -^ R 0,'" + . . .
sont les premiers termes du développement de la fonction proposée V, lorsqu'on y anij^mente y de co, y' de o/, y" de to", . . ., c'est-à-dire de la fonction /..r, y -hco, y' -r- to', r"-f-to", ...\ il est visible qu'on aura, en conservant la notation adoptée,
de sorte que l'équation de condition deviendra
/'{r:-[.rir';]'-[/'(r )]''-[/(r.r----=o.
Cette formule est la même, à la notation près, que celle qu'Euler avait trouvée d'abord par une mélbode indirecte, tirée de la considé-
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ration de muxunis cl inuiinns. cl (|ii(' (loiidoircl :i ciisiiitc dciiMMitréc dans son (\dtul inU'i^rnL Nous Ncnons de |)i(»n\('i' nttn scnicincnl (|nc l;i lundicni proposée ne pcnl rlic niic fonilion dciivcc cxiiclc, ii moins (|ni' r('(jnalion de condilion n'iiil lini, (•oinnie lùiler et (londoircl l'avaient trouvée, nniis enc<)i(' (|in', si celle é{]nalion a lieu, la loiM'lifUi sera nécessairement une dei-ivee exacte, ce qui reslail, w me semble, à démontrer; car la démonstration ({u'on en ti'ouve d;ins le lonie W des Aoc/ ('onuncntarii de Pétersbourg est si coniplicjuce, (|u'il est dil'lieile de jui;('i' de sa justesse et de sa généralité.
Si la lonclioii proposée conleiiail non seulciiieiil les v;iri;d(les .r, v avec les dérivées r, y", ..., mais de plus une autre variahli' z, jonction indéterminée de x avec ses dérivées c', :;", . . ., on ferait, par rapport ii cette dernière variai)le, des raisonnements et des opérations semblahles à celles (ju'on a faites relativement à la variable r, et l'on parviendi'ail ;i une équation de condition pour z, entièrement analoiiue à ecdle «piOu a trouvée pour v.
Ainsi, poui' (ju'une fonction quelconque de la l'orme
soit une fonction dérivée exacte d'une fonction de l'ordre inférieur, indépendamment d'aucune relation paiticuliî're entre v et r, on auia les deux équations de condition
/(r) - [/'(/)]'+ [/\r;]"- [f'y'ïï" + ■ ■ • -
Kt réciproquement, ces deux éipialions ayanl lieu d'(dlcs-uiemcs, (ui sera assuré que la l'onction proposée est une déi-ivée exacte, (pudles que soient les foniiious v et c.
Il se présente ici, avaul d'aller plus loin, une remar(|nc importaiile à faire.
Lorsqu'on a cbeicbe les conditions nécessaires pour (ju'une fonction donnée de .f, y, y', y", ... soit d'(dle-méme une fonction dérivée exacte, on a regardé j' comme une fonctiiui île r, mais inconnue; c'est pour-
(jiioi on a supposé que la fonction donnco ne contenait point les dérivées a-', x", ... de la variable x; car, suivant les principes de la Leçon VII, lorsque x est la variable principale dont les autres sont fonctions, on peut faire x' = \ , et par conséquent .x" = o, .x'"= o, .... Cependant si, pour plus de généralité, on veut regarder (ce qui est toujours permis et ce qui a lieu surtout dans les problèmes de Mécanique) les variables x et r comme fonctions d'une troisième variable t, alors toute fonction dérivée d'un ordre quelconque de deux variables x, y devra contenir également les dérivées de ces deux variables; et nous avons donné, dans la Leçon citée, les transformations nécessaires pour introduire les dérivées de x dans une fonction où l'on a supposé x'=^ i , Il faut seulement observer que, lorsque la fonction est censée être une fonction dérivée d'une autre fonction des mêmes variables, il faut de plus la multiplier par x'. Car, si V est une fonction de x, v, j', r", ..., où l'on a faitx'=i, laquelle doive êtr« une fonction dérivée d'une mitre fonction V, on aura par l'bypotbèse U'=^V; et, pour détruire la supposition de x'=^i, il faudra substituer à la place des fonctions
primes r', U' les valeurs ^5 -t\ à la place de la fonction seconde j"
la quantité — ^—5 et ainsi des fonctions des ordres supérieurs, comme on l'a vu dans la Leçon VU; ainsi l'on aura
^=V, et de là U'=V^'.
^Maintenant, si l'on considère une fonction quelconque de ^, r, ^\y' , x", y", . . ., et qu'on demande les conditions nécessaires pour que cette fonction soit une fonction dérivée exacte; en représentant cette fonction par
et faisant, pour abréger,
on ;iiir;i, parce (in'oii a (Iriiioiilrr plus liant, si les dciiN vai'iahlcs .zcl V sonl l'cganlt'C'S comme iiKlcpciidaiilcs, les deux é(jualioiis \ — o et Y— (), (jiii devront avoir lien ;i la lois.
I\[ais, si y doit être une loiiclion de .r, alors en substituant o(.x-; pour )' et les dérivées de ^^(.r), savoir : .r' o'(.r), x" r^'{x) -\- x'- rj"[œ), ... pour _}'', )'", ..., il i'andra que la ronelion |)roposée devieinie simplement de la forme x'Y{x), comme si l'on y faisait x' = \ . Ainsi, si l'on met dans cette lonclion .r+; à la place de .r, et (in'rtn développe, en ne tenant compte (|ue des premières dimensions de ;, (die rlevieiidra
x' V[x) -f-^-' Y[x) + x'lV[x),
on l'on voit que les termes qui contiennent; foi-mcntensemlde nue jonction dérivée, dont la primitive est ç F(^), quelle que soit la valeur de ;.
Je conclus de là que, si dans la fonction proposée, où j est censé fonction de x, on substitue aussi ^-h; à la place de x, et qu'on dévelopi)e suivant '£, les termes qui ne contiendront que la première dimension de ; et de ses dérivées devi'ont former ensemble une l'onetion dérivée exacte, quelle que soit la valeur de ;. Or, r étant o{x), il deviendra, par la substitution de ^-h; à la place de x, o[x)-\-\o'[x), en ne tenant compte que de la première dimension de ç; donc, si l'on fait, pour abréger, ; o'[x) = l<), il faudra mettre y + (o à la place de v, tandis qu'on met .rn-; à la place de x.
Par ces substitutions et ces développements, les termes de la fonction proposée, qui ne contiendront que les premières dimensions de ;, se trouveront représentées par
et, par ce que nous avons démontré dans cette Leçon, pour que ces termes forment une dérivée exacte, il faudra (jue la quantité
soit elle-mènie une dérivée exacte.
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Cette quantité est la même chose que Xi-hYoo; ilonc, en mettant pour w sa valeur ; o'(j:), elle devient [X-hY o'{x)\l', et il est visible qu'elle ne peut être une dérivée exacte, indépendamment de la valeur de;, qui doit demeurer arbitraire; donc il faudra que cette quantité s'évanouisse d'elle-même, et par conséquent qu'on ait l'équation identique X H- Y <p'M =o.Mais, y étant o(^), on aen général j' = a?' o'{œ). Donc, substituant cette valeur de o'(^), on aura nécessairement l'équation identique
X^' + Yj"'= o.
Il suit de là (jue l'éciuation de condition X = o, qu'on aurait par la considération de la variable x et de ses dérivées, sera identique avec l'équation de condition Y = o, qui se rapporte à la variable y; car, faisant X=o dans l'équation précédente, on a nécessairement Y = o.
On prouvera de la même manière que, pour une fonction composée des trois variables .r, y, z et de leurs dérivées, on aurait l'équation identique
en supposant
De sorte que, dans ce cas, l'équation de condition X ~ o serait comprise dans les deux équations Y = o et Z = o.
Ainsi on pourra toujours, dans la question présente, se dispenser d'avoir égard aux dérivées de la variable principale et à l'équation de condition qui en résulterait.
Si l'on voulait que la fonction V fût une dérivée exacte du second ordre, il faudrait de plus que la fonction primitive de Y, c'esl-à-ilire la fonction U, fût elle-même une dérivée exacte. Or on a
\j ^ p o> -{- q w' + roi" H- . . . ,
en supposant, pour abréger,
yr, = P-Q'-hR"-..., q = Q-K' + ..., r=l{-...,
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t'I il f'sl liicilc (le liodvcr, |);ii' les iiiriiics pi-océdôs (|ir<)n ;i riiiplovt'S I _ I
poiii' l;i loiiclioii \ , ([lie l:i condilioii ii(''C('ss;iii't' puiir (jnc l:i loiidioii l
soil «.'oiisidrirc cxaclc, iii(lr|H'ii(l;iiiiiii('iil de l;i valeur de ';;, csl n'wi't'V-
incc dîiiis rr(|ii;ili()ii
!;i(|ii(dl(', en rciiuitaiit |)(»iir/>. y, /', ... leurs valeiu's, devient
DoDc, |)()iii' (nriinc fonction de la i'onno, /^ .r, y, y' , y". ... soit une IbiicLioii dérivée exacte du secuiid ordre, e'est-à-dire une foiiction dérivée (rime fonction dérivée, indépendauinienl d'aucune r(dation particulière entre .r et r, on aura, relativement à v. outre la preniii-re e(|ualion de coiidiliou, ('(dle-ci :
/!>■') - •>- [.f'{r"ÏÏ + 3 [/'(/")]"-. ..-<..
Kt l'on aurait une pareille équation i'(dativeinent ;i r, si la fonction proposée conlenait aussi z, z' , z", ....
On trouverait de même, pour que la proposée fût une l'onction dérivée du troisième ordre, cette troisième équation de condition, ridalive-
nient à )',
et ainsi de suite.
Enfin si l'on suppose qu'on n'ait, poui' la détermination d'une l'oncli(Hi //, (ju'une équation d'un oidre qu(dcon(|ne entre //. .v et v et les fonctions dérivées //', //", . . ., y', y", ... de // et de v, et (|n'on demande les conditions nécessaires pour que // soit une fonction de .r, v. v', y", ..., indépendamment d'aucune relation entre .r et y, le jjroldème pouri'a encore se résoudre par les mêmes |)i'incipes et en suivant la même métliode.
Soit V = o l'é(|ualion doniu'e, dans hupndle ou suj)pose que u est une fonction de -r, y', y", ... ; si l'on met partout y -h '>) à la j)lace de y, et par conséquent j' + o/, y -h w", ... à la place de >', y" la (juautile
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(0 étant supposée, comme ci-dessus, une fonction indéterminée de a.-, et qu'on développe suivant les puissances et les produits déco, o/, w", .... I;i fonction V deviendra, comme plus liant,
cl l'on aura les équations particnlii'res
V = o, V = o, Vr=o, ...,
(]ar, si Ton imai;ine (ju'on mette dans V, à la place de ii, sa valeur en .r, V, v', y", -.., l'équation Y = o deviendra identique; donc l'identité subsistera aussi après la substitution de r+co, y' -r-c/, r"-hto", ..., pour y, y, y", ..., et le développement suivant w, o/, o/', ... ; et, comme ces dernières quantités sont supposées indépendantes de œ et y, il est visible que cbaque terme V, \, ... qui contient les mêmes dimensions déco, o/, o/, ...devra être identiquement nul dans l'équation développée
Représentons la fonction Y par
f[u, II' , u", . . ., .r,j,,r',/', . . .),
et dénotons par a, u, ... les différents termes du développement de la fonction u, dans lesquels les quantités co, o/, co", . . . forment ensemble une dimension, ou deux, etc. Nous aurons, suivant la notation adoptée,
y:=uf[u] + u' f'{n'] + «"/■(«")+.. .
+ ^" /'(/) -+- «' f'[r ) -^ ^j" f'vr") + • • • •
Or il est visible que la fonction a ne peut être que de la forme
X, P, Q, ... étant des fonctions de .r, y, y', .... De là, en prenant les fonctions dérivées relatives à x, on aura les valeurs de li , u" , ... ;
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savoir :
U =N'o) -f- ( N +P')c)' _f-(I> + Q')ry'4-.. .,
Il" = N" 6) -+- ( 2 N' -f- V" ) 0,' + ( N + o I>' 4- ()" ) 0)" + . . . ,
Ces valeurs étant siil)stitii(M'S dans rcxnrcssion dt' \ , rr(|iiati()ii
\ r= o devra avoii* lien indcpciidamMiciil des (jiiaiilitrs «>, o/, o", (jiii
doivent dcnicnicr indrtcnninrcs; donc, éi'alant ;i zéro les nmllijtlii a- Icnrs de cdiacunc (\r ces (jiiantités, on ani'a 1rs r(jiialions
/'(/) + Vf{u') + (N + ?')/'(«') -4- (2N + !>")/>") +....-- o,
d'où il faudra éliminer les quanlités inconnues X, l\ Q, ...; il restera nécessairement une ou plusieurs équations qui seront; les équations de condition cherchées. Car il est facile de voir (jue le nombre de ces <|nanlités ne doit jamais surpasser celui des quantités y, y',y", ..., diminué du nombre des quantités u\ u", ..., pniscjue dans l'étjnation proposée la plus haute fonction dérivée de a ne peut contenir de fonctions dérivées de y, plus hautes que celles qui se trouvent dans la même équation.
Su|)posons, par exemple, (jue l'équation soit de la forme
fi^ii, ii',x,r,r',x"'; =o;
on fera ici simplement
u = N Ci) + I* 0) ,
et Ton aura les trois é([uations
fir) +N/'(«) + x'/'("'; = o, •
La dernii're donnera P, la seconde donnera N, et la première don- X. 4»
liera, par la siibstihition de N et de N', l'équation de coiiditi(3ii nécessaire pour (jiie la quantité u dans l'équation proposée puisse être une loiiction de .r, v, y', indépendamment d'aiirime l'elalioii enli'c r et y.
On peut étendre la méthode de ce problème à un nondjre (jucdconqiie de variables et d'équations.
Montrons maintenant, par (juelques exemples, Tiisage des écjuations de condition dont nous venons de donner la théorie, et d'abord ne considérons (jii'une fonction du premier oi-dre de la rorme/(.r, y, j'); ré(|ua(i()n de condition pour (ju'elle soit une dérivée exacte sera
Pour que cette équation puisse être identique, il faut que le second terme ne contienne pas de fonctions dérivées de y plus hautes que le premier terme/'(r); or celui-ci ne peut contenir que la fonction /; donc il faudra que l'expression /'(y'), dont la fonction dérivée forme le second terme, ne contienne pas y', autrement il entrerait y" dans le secon<l terme. Il suit de là que la fonction proposée ne peut être ({ue
de la forme
Va\ la l'cprésentant par /(.r, y, y'), et prenant les dérivées relatives à y et à y', on aura
f'ir) = "V^r) +y 9'(j), f'[r') = o[x,r].
Ainsi l'équation de condition sera
mais
donc récpialion se réduit à
\''[r)-o'[x) = o, comme nous l'avons trouvé, par une autre voie, dans la Leçon MX.
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La loin lion |H()|M»sé<', en n'v l'aisaiil plus .r' — r, aui'ail eu la Iuiiik
x' ^'{x,y) -h y' o{x,y], i'\ l'on aiii'ail en, rclalivcMiciil à r, r(''(|iiatioii de coiidilion
la(|ii('II(' (Icvicnl
.r' ^V'[x) + j' (^'{x) - - ^V'{x, y) = o; mais
T{x,r) = x'T{x)+yw'{r];
donc ^
savoir
comme auparavant.
Supposons (\\\v la fonction proposée soit du second ordre cl de la l'oi'nic/f.r, y, v', y"); l'équation de condition |)onr (jn'cllc soil nnc dérivée exacte seia
Il est d'abord évident que, pour que cette équation puisse être identique, il faut que la valeur de/'(y") ne contienne point j"; autrement la valeur de [/'(/")]" contiendrait y"; et, comme les termes précédents ne peuvent contenir (jue y, r', y'\ y"\ le terme contenant r"' ne serait pas détruit.
La fonction proposée ne pourra donc être qu(! de la l'omn'
On aura ainsi, en la comparant à la forme générale/(ii', v. v, y"),
f'[f) = o[x,y,y)', et l'équation de condition deviendra
Or
9'{^'ro-') = 9'[^) -+-/ 9'{r) +/' ?'(/);
Par cotte siil)stitution, l'équalion de condition deviendra
Supposons, })OLii' abréger,
o'(^) +/ (p'(j) - Tiy]==^[x,r,/],
la caractéristique! <1' dénotant une fonction connue de x, y, y', puis(|u'eu effet cette expression ne contient que les trois quantités .t, ,)', .v'; on aura ré(|uation
mais
(l>'(^-,j,/) = cE)'(x)+/cI>'(j)+/'^'(/);
donc l'équation de condition se réduira à
()!' il est visible que la quantité y" n'entre point dans les fonctions dérivées suivant a? et jK, puisqu'elle n'entre point dans les fonctions primitives représentées par les caractéristiques W, o et <!>; donc, pour que l'équation puisse être identique, il faudra que les termes multipliés par y" disparaissent; par conséquent l'équation de condition se partagera en ces deux-ci :
qui devront avoir lieu séparément pour que la fonction proposée soit une dérivée exacte.
Supposons, pour donner un exemple particulier, que celle Ibudioii
soit
y xy'- y" X
on aura ici
De là on tirera
Ainsi les deux équations de condition deviendront
X X r' 'ixr''- y' ?..rv'-
<fui se vérifient, comme l'on voit, d'elles-mêmes. En ellél, la fonclion [)roposée est la dérivée de -^•
Kn général, il est facile de prouver que ré(|uation de condilion
ne saurait être identique, à moins (jue la plus haute des Ibnelions dérivées y', y", ..., qui entrera dans la fonction proposéey(ar, y, ">'', y", ...) n'y soit qu'à la première dimension, afin (ju'cdle puisse disparailic dans la fonction dérivée qu'on prendra relativement à cette même dérivée de j. D'oii il suit que, si la fonction proposée est de l'ordre//, (die ne pourra être une fonction dérivée exacte, à moins qn'tdie ne soil de la forme
'V[x,y;y,x", . . ., jc -"] -H j(") (I)[:r, j,/,r", • • .,r("-'>],
ce (jui s'accorde avec ce que nous avons vu dans la Leeon XllI.
Ensuite on peut aussi prouver que, de même que pour les fondions du second ordre, ré(ination de condition se décompose en deux. (|ni
doivent avoir lieu ii la fois; pour les fonctions tlii troisième ordre, elle se décomposera en trois; et, ponr les fonctions du ([uatriëme ordre, elle se décomposera en quatre; et ainsi de suite.
Enlin, pour donner aussi un exemple d'une fonction dépendante d'une équation, nous prendrons l'équation
et nous chercherons les conditions nécessaii'cs pour (}ue la fonction (( soit une fonction de a- et y.
\in comparant cette équation à la forme générale
on aura
i'\ de là on tii'era ces valeurs
Comme la fonction ne contient point v", on aura
et la dernière des trois équations de condition trouvées ci-dessus pour le cas dont il s'agit donnera sur-le-champ P = o; ce qui réduira les deux premières à
— *F'(j)— / c?'(j) — N[¥'(m) -h/ o'(m)] + N'=- o, — o{u,x,x) + N = o, La dernière donne
donc, suhstituant dans la première et changeant les signes, on aura
xp/j) 4. j/ o'(j) + [^"{u) -^r' (?'{ii)] 4- 'f[it,x,f) - o'{u,x,x) = o.
Mais
ci)'[u,x,x) = W (f>'{u) -h o'[x) 4-r'o'(j),
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n' = ^F {u,x, r ) + } ' rj' ii,x, y) ;
donc, faisant ces siihsliliilioiis cl cllaciiiil ce (|iii se (Idiiiil, on ania «ctte équalion de condilion
^'ir) + 'i"('0 9(">^,r) - 9» - 9'^'' H'(«,^,r) = <>,
((ui est la môme, en eliangeant // en z, (pic ccl le (jiic nous avons Ironvcc dircclcnient dans la Leçon \IX, poni" (joc rc(jiiali<)ii dciivcc ii li-ois variables puisse admettre; une é(jualion primitive entre ces variahlrs.
Le problème (|ne nous venons de résondic, sur les é(|iialions de condition (|ni doivent avoir lieu pour (piimc (onction doiHK'c i\(' plii>icnrs variables et de lenrs dérivées ait inic l'onction primitive indcponhunmenl d'ancniu' l'clation entre ces variables, a une connexion inlinic avec un autre probli'me jilus important, (pii a exei'cé les géomi'tres pendant près d'un siècle. C'est le fameux problèuje des isopérimi'tres, qui, pris dans toute son extension, consiste à trouver les é(|initions ((ui doivent avoir lieu entre les variables, pour que la l'onction primitive inconnue d'une fonction donnée de ces variables et de leurs dérivées devienne un maximum ou un minimum.
Les mêmes formules d'équations résolvent les deux jn-obli-mcs, mai> avec cette différence que, pour le premier, les équations doivent être identi(|ues et se vérifier d'elles-mêmes; au lien (|ue, dans le (Icinici problème, elles deviennent les équations nécessaires entre les variables pour l'existence du maximum ou du mininium.
On verra la raison de cette identité des résultats par l'analyse (jue nous allons donner du problème des isopérimètres. [Mais nous commencerons par une histoire succincte des différentes tentatives que les géomètres du dernier sii'cle ont faites poui' parvenir ii une solnlnm générale de ce probli'me, et qui ont conduit |»ar degrés ;i la im''tbodc connue sous le nom de Calcul des rdndtion'^.
Les (piestions de Dia.rinns et rniiiintis n'ont pas été inconnues ;in\ anciens géomètres; car on a un livre enlier (r.\p(dloiiin>. (jiii traite presque uni(juemenl {\v<< plus grandes cl i\v> j)lus petites lii^nes droiies
qui peuvent être menées de points donnés aux arcs des sections coniques.
La méthode d'Apollonius se réduit simplement à prouver que toute autre droite, menée du même point à la section conique, serait plus petite dans le cas du maximum, et plus grande dans le cas du minimum, que celle qu'il a déterminée; et cette méthode a été suivie par tous ceux qui, après lui, ont cherché à résoudre, par la simple Géométrie, des problèmes relatifs aux maxima et aux minima.
Fermât est le premier, comme nous l'avons vu dans la Leçon XVIII, (jiii ait donné, pour la solution des problèmes de ce genre, une méthode directe et analytique, que l'algorithme du Calcul différentiel a ensuite simplifiée et généralisée; elle se réduit, comme l'on sait, à égaler à zéro la différentielle ou la fonction prime de la fonction qui doit être un maximum ou un minimum, en regardant comme variable l'inconnue par rapport à laquelle la fonction donnée doit devenir la plus grande ou la plus petite; et nous avons exposé ailleurs [Théorie des Fonctions) les principes et la marche de cette méthode considérée dans toute sa généralité (').
On peut dii'e que c'est à la considération des courbes qu'on doit les principales méthodes de l'Analyse. La détermination des plus grandes et des plus petites ordonnées dans les lignes et dans les surfaces courbes avait donné naissance aux questions de maximis et minimis, dont nous venons de parler; mais on s'éleva bientôt à des problèmes d'un genre nouveau et beaucoup plus difficile. Il s'agissait de trouver les courbes mêmes dans lesquelles des quantités dépendantes de toute l'étendue de la courbe cherchée, prise entre des limites données, fussent un maximum ou un minimum par rapport à toutes les autres courbes possibles; comme, par exemple, la courbe (|ui renferme le plus grand espace suivant des conditions données, du qui produit, par sa révolution, le })lus grand solide entre des limites données, etc.; mais c'est la Mécanique qui a fourni les premiers problèmes de ce nouveau genre. Newton a cherché le premier la courbe (pii, en tour-
(' ) CEuvrcs de Lagrange, l. IX.
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ii:iiil ;iiil(tiir i\i' son iixc, prodiiil le solide i|iii, rl;iiil iiiù (hiiis un lliiidc siiiNaiil la diicclioii de son axe, ('pionNC la moindre resislance |)ossilde, el il a donné, sans deinonsdalion, nne j)roj)orlion (|iii snl'lil [)oni-eonslrnire la conrlie par les (ani4eiiles, el (|ni en est eoninie re(|iialion diU'ercnliidle.
iMais e'esl |)i'o|>renienl dn lanieux pi'ohli'ine de la In ac liisloelirone, OU ligne de la phis vile deseenle, proposé en iGç)") par Jean Mi-rnonlli, que dalc la déconverle d'nne analyse j)ropre ;i ces sortes de reelier( In-s.
SnivanI res()ril (\i\ (lalcnl diU'erenliid (pii suppose les eonrites l'orniées d'nne inlinile de droiles inlininn'iil peliles, on e(nisidere denx eùlés conlii^ns de la eonrlte elierfdiée, el Ton delerniine lenr posilion respective de manière que la quantité proposée devienne nu niaximnm ou un minimum, en ne faisant varier que l'ordonnée (pii répond ;i l'angle formé par ces deux côtés. De cette manière, le ju'oldl'me rentre dans l'ancien genre, et la difficulté ne consiste plus (|u';i ranninr le résultat de la solution ;» la forme différentielle. C'est ainsi (|n'on a trouvé d'altoi'd (jue la courbe de la pins vite descente doit élre hdie (jU(( le sinus de l'angle, qu'un de ses côtés (ju<dcon(jues inlinimenl petits fait avec la verticale, soil projiortionnel ii la vitesse, hnpndle esl comme la racine carrée de la hauteur d'oii le corps est parti; et cette proportion, réduite en équation différentielle, donne la cycloïde. On a trouvé de la même manière que le solide rond de la moindre résistance est iormé par une courbe qui a la propriété énoncée par Newton dans le scolie de la Proposition XXXV de la seconde Partie de ses Principes. On a applicpié ensuite la nn'me méthode à dv> pioblènies plus compliqués, tels que celui des isopérimètres, où il s'agissait de ti'ouvei', <'Utre toutes les courbes possibles (jui ont le ménu' périmi'lre ou la uu"'nie longneni-, c(dles (jui, enti'e des limites données, l'enfermaient les plus grands ou les plus petits espaces, ou. en faisant nne révolution autour de leurs axes, produisaient les plus grandes ou lesplus jx'tites superticies, ou les plus grands ou les ])lus petits solides, ou enfin une courbe telle qu'en construisant sur son axe une seconde courbe dont les ordonnées soient des fonctions quelconques des ordon- X. 49
nées et des arcs de celle-là, l'aiio de la seconde courbe forme un niaxinuim ou un minimum; et les difFicultés de ce prol)lème, jointes à la célébrité que les recberches des deux frères Bernoulli, de Taylor et d'Euler lui ac([uirent, ont fait donner en général le nom iV isopérimètres à tous les problèmes dans lesquels il s'agit de trouver des courbes qui jouissent de quelque propriété de maximum ou minimum, avec ou sans la condition de l'égalité des longueurs de la courbe.
Lorsqu'on veut avoir égard à cette condition, il ne suffit pas de faire varier une seule ordonnée, comme dans les problèmes où l'on demande un maximum ou un minimum absolu; il faut alors faire varier à la fois deux indéterminées, tant dans l'expression qui doit être un maximum ou minimum que dans celle qui doit demeurer constante, et égaler séparément à zéro les résultats de ces variations, ou les différentielles de ces deux expressions, comme dans les problèmes ordinaires de maximis et minimis, lorsqu'il y a quelque condition particulière à remplir entre les variables.
Jean Bernoulli, dans un Mémoire destiné à résoudre les problèmes sur les isopérimètres proposés par son frère Jacques, et qui se trouve dans le Recueil de V Académie des Sciences de 170G, avait cru pouvoir satisfaire à la fois à la condition du maximum ou minimum et à celle de l'isopérimétrisme, en ne considérant que deux éléments ou côtés de la courbe, et en faisant varier à la fois l'abscisse et l'ordonnée qui répondent à l'angle de ces deux lignes droites, de manière que leur somme demeurât constante. En effet, si la question roulait sur des (juantités finies, elle pourrait se résoudre de cette manière; mais il arrive ici, par la nature des infiniment petits, que l'équation finale devient purement identique, et ne fait par conséquent rien connaître. Jean Bernoulli parvint à un autre résultat, et crut avoir ainsi résolu les problèmes; mais son analyse est erronée et pèclie contre les principes du (Calcul infinitésimal.
Jacques Bernoulli est le premier qui ait reconnu, dans ces sortes de (juestions, la nécessité de considérer trois côtés consécutifs de la courbe, et de faire varier à la fois les deux ordonnées consécutives qui ré-
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|)()ii(l('iil ;iii\ ;mii;l('s foriiirs parées côtés. C'est sur ce jiriii(i|>e (|ii'il ;i Ibiidé son Analyse du |>i'oI)li'ine des is()|)ériuH'tt'es, iulilulée Aualysis nid^ni problc/nalis isopcri/nclnci, el |tnl)!iéc ;i |{àl(; eu [701 et dans les Actes (le Leipzig de la niêuie année; et le nièine piineipe a servi de hase ensuite aux solutions données par' Taylor, dans son Mcthodus incrementorum; par Jean Bernoulli, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences (le 1718; et par Kuler dans les Tomes VI et VII des aiuiens ( 'ommcnUiiics de Ih'tershourg.
Par la eonsidéralion d'une partie iiitininieiil jx-lile de la courbe regardée comme composée de deux (ui li-ois lii;nes droites, les jtroblèmes se réduisent à l'Analyse ordinaire; et la dillicullé ne consiste plus qu'à traduire les solutions en équations dillerentielles, par les substitutions des valeurs des ordonnées et des abscisses successives exprimées en dilFérences, en ayant soin de ne conserver que les termes du même ordre, suivant la loi de l'homogénéité des quantités intiniment petites. Mais les résultats obtenus de cette manière se présentent rarement sous une forme générale et applicable à tous les problèmes du même genre. De plus, il y a des cas où il ne suffit pas de considéreiune portion infiniment petite de la courbe, parce que la propriété du maximum ou minimum peut avoir lieu dans la courbe entière, sans avoir lieu dans chacune de ses portions infiniment petites; ce sont ceux où la fonction différentielle dont l'intégrale doit être un maximum ou un minimum contient elle-même une autre fonction intégrale, à moins que, par les conditions du problème, cette intégrale doive avoir une valeur constante : par exemple, lorsque la fonction dont l'intégrale doit être un maximum ou un minimum dépend non seulement des abscisses et des ordonnées et de leurs différences, mais encore de l'arc même de la courbe, lequel n'est donné, comme l'on sait, que par une expression intégrale; dans ce cas, les solutions (ju'on trouverait par la simple considération d'une portion infiniment petite de la courbe seraient inexactes, à moins que la longueur de la courbe ne fût supposée constante, comme dans les problèmes des isopérimètres.
A plus forte raison, il ne sera pas permis de n'avoir égard, dans le
calcul, à une petite portion de la courbe, lorsque la fouclioii diiïérentielle- dépendra (rime (juanlilé donnée, simplement pai" une équation (liiTérentielle non iiilégrahle en i;éiH''ral; c'est ponr(jU()i ou doit rei^arder comme fausse la solution qu'Euler lui-même a donnée du problème de la brachistochrone dans un milieu résistant comme une fonction de la vitesse, dans le ïome Vil des anciens Commentaires de Pétersboiirg, et dans le second Volume de sa Mécanique, et l'on peut s'en convaincre en la comparant à celle cju'on trouve dans son Ouvrage de 1744' intitulé Methodus invcniendi lineas cuiras maximi mininiique proprietate gaudentes (Art. 46).
. C'est proprenu'Ut dans ce dernier Ouvrage qu'Euler a donné une solution générale et complète du problème des isopérimètres. Pour trouver les conditions du maximum ou minimum, il se contente de faire varier une seule ordonnée de la courbe, et il en déduit la valeur différentielle de la formule, (jui doit être un maximum ou un minimum, en substituant à la place des différentielles de l'ordonnée les différences successives des données consécutives, et à la place des expressions intégrales les sommes des éléments répondant à toute l'étendue de la courbe. Son calcul devient ainsi très long, surtout par les suites infinies qui s'y mêlent, lorsque la fonction proposée contient différentes intégrales, et dont il faut déterminer la somme pour pai'venir à des résultats nets et précis; et l'on ne peut trop admirer l'adresse avec laquelle l'auteur surmonte ces difficultés, et obtient, en dernière analyse, des formules simples, générales et élégantes. Son Ouvrage est d'ailleurs très précieux par le nombre et la beauté des exemples qu'il contient, et il n'y en a peut-être aucun qui puisse être plus utile à ceux qui désirent s'exercer sur le Calcul intégral.
Jusqu'alors on avait traité séparément, et par des procédés différents, les problèmes où il suffit de varier une ordonnée, et ceux qui demandent la variation de deux ou de plusieurs ordonnées consécutives.
Euler a remarqué le premier que tous les problèmes de ce genre pouvaient être rappelés à une même analyse, parce que l'uniformité qui doit régner dans les opérations relatives aux différents points d'une
mriiic coiiiIm' l'iiil (|ii(', A'rs (\\i\)\\ ;i lioiivr le r(''siill:i( de l;i v;iii;ilioii (I iiiic (ii'doiiiicc, l;i inriiic expression, rnppdrlée ;i l'ordonnée (ini snil iMinie(li;ilenien(, donnera ;uissi le resnilal de la varialion de celte ordonnée, e( ainsi des anires.
(À'ite i'eniar(|ne a eondnil l-lnler à un hean lliéori-inc et de la pins i^rande utilité dans celle nialii-re : c'est (|ne, ponr Ironver nne eonilie (jiii ne jouisse d'une propriété de niaxininin ou niininiuni (jue pai-ini toutes les courbes (jni ont une ou plusieurs propriétés connues, il sul'llt d'ajouter ;i l'expression de la propriété (|ni doit être un niaxiniuniou un uiininiuni ccdies des autres |)roprielés conniu's, ninilipliées cliacuue par un coeriicient constant et arhitraii'e, et chercher eusuil(.' la coui-he daus la(|U(dle cette expression composée sera un niaxininin on un niiuiiuum entre toutes les courbes possibles.
Kii ell'et, si l'on désigne, comme Euler, par nv ou simplement par v rincrémeut intinimeut petit de l'ordonnée/, et par P.v la valeur dilTérentielle de la formule intégrale iudétinie/Zr/.r, qui doit être un inaxiuiiiin ou un uiiniuiiiiu, ou aura P.<o pour la valeur dilléreutielle de la même formule, provenant de rinci'ément w de l'ordonnée suivante v, en supposant (jue P soit ce que P devient lorsque y devient v, et (jne toutes les autres variables sont rapportées à l'ordonnée r.
Et l'on aurait de même P.- j)our la valeur dillerenticdle de la même formule, provenant de rincrémeut- de r(U'doiiiiee suivante v, oîi P est ce que devient P lorsque y devient y; et ainsi de suite.
Or, en regardant, suivant les principes du Calcul dilféreutiel, les ordonnées r,r, y, ... comme lutinimcnt proches, on a
par consécpu'ut on aura aussi
Ainsi, en faisant varier ;i la fois les deux ordonnées voisines v et v,
l;i valeur (liirri'cnliclle dc/Zr/.r sera
et, en faisant varier les trois ordonnées voisines y, y, y, sa valenr différentielle sera
P.v + (P + ^P)w + (P + 2 JP + rf^P)r,
et ainsi de suite.
Il en sera de même de toutes les antres formules semblal)les.
Donc, pour les courbes où la formule /Z r/.r doit être un maximum ou un mininunn absolu, on aura, en ne faisant varier (|u'une ordonnée, l'équation P.v^o, laquelle donne P = o.
Pour les courbes ohjZdcc ne doit être qu'un maximum ou un minimum relatif parmi toutes les courbes qui ont une propriété commune exprimée par la formule/Y c?^, si l'on représente parQ.v la valeur différentielle deJYfLv due à l'incrément v de y, on aura, en faisant varier deux ordounées et égalant à zéro les valeurs différentielles des formules /Z^/j; et JYdx, les équations
Q.v-i-(Q + JQ)&)i=o,
lesquelles donnent celle-ci
dP dO
dont l'intégrale est
P +aQ = o,
a étant une constante arbitraire.
Cette équation est, comme l'on voit, la même que celle qu'on trouverait j)Our le maximum ou minimum absolu de la formule fZ.dx -i-aJY d,r, en ne faisant varier qu'une seule ordonnée.
Si la même formule /Z^^a? ne devait être un maximum ou un minimum que dans une des courbes dans lesquelles deux autres formules JYdx et/Xr/.r conservent les mêmes valeurs, on aurait alors le cas où il faut faire varier trois ordonnées successives, et où il faudra égaler
séparément à zéro Ifs valeurs (lill'éririilicllcs des trois formules dont il s'ai^it.
Ainsi, en dénotaiil parK.v la viriciir didérentielle (\r fXd.r provcnaiil (le l'inerémeiil v, on aiiiail ces trois (''(|iiatioiis
r.v + (l» -h dV)r.y + (1> H- 2 dV -h </-P)7r = o,
Q . V + (Q + ^Q ) oj + ( Q + '->. il() H- (l- O) Tr = o,
Il . V + ( H + ^m; 0) -f- (H + ?. ^/H - 1 </^ H ) - = f) ,
savoir,
P{v -i-Oi-hû) -h rfP(w4- 2-) + (/-P.- — o,
ll(v + cj 4- 7:) + iI\{{o) -+- 2-) H- </-R.7: = o.
Eliminant denx des (juantités v, (o, tt, la troisième s'évanouit d'cllemèuH', et l'on obtient une équation dillérenticlle du second ordre entre les trois variables P, Q, R, dont par conséquent l'intégrale compli'lc renfermera trois constantes arbitraires. Mais, sanschercliei' cette é(|nation dilTérenlielle, il est facile de s'assurer que l'équation
satisfait aux trois é(juations ci-dessus, quelles que soient les valeurs des coefficients «, A, [)oni'vu qu'ils soient constants; car, en ninlliplianl la seconde équation par r/, la troisième par A, et les ajoulant à la première, on aura une équation identique, en vertu de ré(jiuili(»n snpposée; et, comme cette équation contient deux constantes arbitraires a et h, il s'ensuit qu'elle sera nécessairement l'intégrale conjpli'te de ré(|ualion du second ordre dont il s'agit; et l'on voit en même temps (ju'elle n'est autre cbose que celle qui donne le maximum ou minimum absolu de la forninle
f'A dx + af\ dx + A/\ dx.
Au reste, je dois observer (jue, dans les premières solutions qui ont été données du probb-me des isopérimètres par les Bernoulli, Taybn' et Euler lui-même, la valeur difTérentielle de la formule /Z r/a-, (jui doit
être un maxinuiin ou un nriniiiium parmi toutes les courbes isopérimètres, n'est pas de la l'ornie
lorsque la fonction Z contient Tare s de la courbe, ce qui est contraire il la tliéorie d'Euler, qu'on vient d'exposer.
Par exemple, dans la solution de Taylor, qui est une des plus simples, si l'on y substitue les dénominations précédentes, qu'on suppose
dZ = L(h-h M (Ix 4- N dj;
et(ju'on fasse, pour abréger, — ^q, on a cette valeur différentielle
lin
( N -b L ^ ) Jx . V H- { N -i- L ^ ) dx.o),
provenant des variations v et to des ordonnées y et y dans les trois
éléments Z dx -+- Zr/.r + Z dx, qui sont les seuls que Taylor considère. Mais je remarque que cette valeur n'est pas la valeur différentielle complète de la formule intégrale /Zr/^r; car, par les formules exactes de l'ouvrage cité d'Euler, la seule variation v de l'ordonnée y, dans la foriiiule/Z<-/.r, donne la valeur différentielle
[N - dx - d. ( H -/L dx)qYj,
où H est la valeur de/Lr/.r, correspondante à une abscisse donnée a, pour laquelle /Z c/.r doit être un maximum ou un minimum. De sorte que, pour les deux variations simultanées v et to, la vraie valeur différentielle sera
[N dx - J. (II -/L dx)q] V + [N dx - d.[l\ -fL dx]q'\c,^.
On voit d'abord par là que la valeur différentielle de Taylor donnerait une solution fausse, si on voulait l'employer à trouver la courbe dans laquelle /Zr/.r serait un maximum ou un minimum entre toutes les courbes possibles, dans lequel cas il suffit d'avoir égard à la variation d'une seule ordonnée; car, en égalant à zéro cette valeur dilféren-
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lii'llf, cl supposaiil (o mil, on ;iiir;iil rc(jii;ili<iii
l;iii(lis (jiic |;i soliilioi) d'iùilci' (loiiiirijiil
\(/x — d.i\l - fL(lx)(i7^u,
(|iii est l;i V(''ril;il»I(' (''(|ii;ili(»n du pndilrtnc.
Dans le cas des isopériiui'li'cs, il arrive iiratinioiiis (|iii- les deux s(diilioiis s'accoi'dciil ; cai-alocs la propriété coiDinuiie des coiirltcs csl l'arc .v.
c'est-à-dire la formule j s ^/.t- -i-^/v', on f\ \~r- irdx, en jaisanl /; r^^" ; ... ' ' (Ix^
ainsi on a de pins la lui'ninle
f'\ (Ix, (»ll V =7 y^l -i- y;>-',
dont la valeur difréreuticdle doit être nulle, en niéinc temps (pie celle de /Z (Ix.
Or, par la construction et l'analyse de Taylor, on a |)oiir cetle forniiile la valeur dilTérenli(dle
— d(i . V — dq . r,) ;
cl, par les forninles de l'Ouvrage d'Euler, on a de même - ^/r/.v piuir la valeur difrérenli(dl(î diw à la seule variation v; de sorte (jiie, pour les deux variations V et oi, on aura également
— (/fj .V — dij .r,).
Ainsi, suivant Taylor, on doit avoir, dans ce cas, les deux é(|ualioiis
(N + Lq)v-h (\ -+- L^)c,) = h, dfj.y -h d'q.fA — o,
lesquelles donnent, par l'éliminalion de v et (o, celle-ci :
{ N -I- \.q] dq 7 - \ -4- l', q ijq ;
savoir, en substituant N-f-r/X pour X, L-f-r/L pour l'., ^/y-f-^/^y pour dq i^\q + -id<i + d-(i pour y, et efTaçaiit ce (|ni se détruit,
N d- q -1- I. q d- q-d\ dq -d\.q dq - 2 L d'^q - i dL d'q - I. (/q dh} - d\^ dq d-q ^ o .
Mais les trois (Icniicrs termes sont du ti-oisièinc ordre, tandi:. (jnc les nreniiers ne sont (|ue du seeoiid; ainsi, en l'ejetant les trois derniers comme iiitiiiiment petits vis-à-vis des autres, on a simplement ré(]uation du seeond oi-dre
N d- q -h L q d- q — ^/N dq — d L <[ dq — >. L d- q -^o,
comme Tavlor le trouve.
Suivant Kuler, les deux éiiuations seraient
[IS dx — (/.(Il — /L</^-W/]v -h [N dx — d.[ll -~J'Ldx)q]r,) = o, dq .V + dq .r») := o.
Mais
d.[\l -fLdx]q=—Lqdx + (H —JLdx) dq,
et
d . [ n — J'L dx )q=— L q dx + ( H — J'L dx ) dq
=:— \^q dx + (H — /L dx\ dq — L dx dq
A cause (le
/L c?x =/ L (/x + Ldx.
Donc, en observant que q -^ dq = </, la première équation devient
[(N + Lr/; Jjc — (H -/L ^/x) ^/fyjv + [(N -+ L^y) ^/x - (II - f L dx) dq]o^ = o; laquelle, en vertu de la seconde, se réduit à celle-ci :
(N + Lq)v + (N + Lq)o) = o,
qui est la même que celle de Taylor. Ainsi, comme les deux autres équations s'accordent aussi, le résultat doit être nécessairement le même.
En effet, suivant le théorème d'Euler, en ne considérant (jue la seule variation v, on a tout de suite récjuation
^ dx — d.[ H — /L dx)q — adq :^ o, «étant une constante arbitraire.
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(Il'Uo ('(iiialioii csl riiilri^ralc piciiiii-rc de celle de Tiivlor; ear, si on l;i t'édiiil ;i l;i luriiie
N (Ix — [W -\- a — /r (ixihi -f- \^fj dx = «.,
(liToii l;i dilléi-eiilie après l'avoir divisée |.air/y, el (prou lasse ensuite (lis|)araili'e les déMOjninaleiiis, on IronNcia re(|iiarKin de laylor.
On pourrait l'aire i\v> reniai(ines semblables snr les solnlioiis de liernoulli et sur relies d'Knler, dans les tomes Vl et MM des Amints Comninildircs (le Ih-lcrshoiui:;. Mais, dans l'élat aetiud de l'Analyse, on peut rei^ai'der ces discussions eoinno' inutiles, paice (|n'(dles regardent des méthodes oubliées, comme ayant lail place ii d'anii-es plus simpbîs et plus générales. Cependanl (db'S [X'uveni avoir encoce (|U(d(pie iuléi'ct pour ceux ([ui aiment ;i suivre pas ii pas les progrès de l'Analyse, et ii voir comment les méthodes simples et générales naissent des (pmstions jiarticnlières et des procédés indirects et complicpiés.
I/Ouvrage d'Euler, (jue nous avons cité, n'aurait rien laissé ii désii-er sur les problèmes rcdatil's aux courbes qui jouissent de (pudipie propriété de maximum ou minimum, s'il avait pour hase une analyse plus conforme il l'esprit du Calcul dillerentiel. Mais la décomposition (jne l'auteur y l'ait des dill'érentielles et des intégrales dans leurs éléments primitifs détruit le mécanisme de ce calcul, et lui fait perdre ses principaux avantages, la sim|)licilé et la généralité de son algoi'ithme.
Il l'cstail donc ii trouver la manière de plier le Calcul diUérentiel ii ce genre de problèmes qui sont essentiellement de sou ressort, et de les résoudre sans s'écarter de la marche simple et uniforme de ce Calcul. Cet objet a été rempli par la méthode des variations, publiée dan> le tome II <\ç?> Mémoires de l' Acadànic de Turin ('). Comme cette melbodc est exposée dans la plupart des Triiiles de Calcul diUerenlitd ipii ont paru depuis, nous nous contenterons d'en donner ici les piincipes.
Elle consiste à faire varier les >- dans la lormule intégrale en x et v, (|ni doit être un maximum ou un minimum, par des dillerentialion»
(1) OEuvrcs de Logian^r, l. 1, p. 335. et l. II, p. 3;.
ordinaires, mais relatives à une autre earactérislique ^, difrérente de la caractéristique ordinaire d, et à déterminer la valeur ditTérentielle de la formule par rapport à cette nQuvelle caractéristique, eu transposant le signe r^ après les signes d et/, lorsqu'il se trouve placé avant, et en faisant ensuite disparaître par des intégrations par parties les différentielles de ty sous les signes/.
Soit la formule/Z (jui doive è(re un iiiaximum ou un minimum entre (les limites données, la (|nantité Z étant une fonction donnée de x, y, (ly, d-'y, .... Kn supposant dx constant, ou aui'a %JV. pour la valeur dilférentifdle (jui doit être nulle dans le maximum ou minimum; donc
é(jualion qui se transforme tout de suite en
Supposons qu'en différentiant à la manière ordinaire, mais suivant la caractéristique (^, et ne faisant varier que les y, dy, ..., on ait
ôZ = N ô)- + P ô dy + Q ô d-y + . . ■ ;
on aura l'équation
/ N 0/ H-/ P 0 dy -4-/0 0 d'-y -\- . . .^=r. ^^.
Or/PcV/yse transforme d'abord en/Pr/c)/, et ensuite, en intégrant par parties, en V\y —JdV\Y-
])e même/Qd^c/-y se transforme d'abord en fQd'-^y, ensuite en Or/f^y — dQ^iy -i- f d-()\y, et ainsi des auti'cs.
l)(mc, en ajoutant une constante quelconque K à ces intégrations, ré(|uation d(;viendra
P or -1- Q cl dy-dQèy + ..,-^K +/( N - dV + d' Q~...]ôy= o.
Comme toutes les dillerentitdb's de ^y ont disparu de dessous le signe/, cette partie n'est plus susceptible d'aucune réduction. Ainsi, pour vérifier l'équation indépendamment des variations ^y, il faudra
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«l'îilKM'd t'^alcr il /.('l'o le (•(K-rticii'iil des ^y sons le sii;iU', a' (|iii (lniiiici;!
r('(|ii;ili(ni
N- (IV ^- (/M
I;i(|M('ll(' devra avoir lien iiidrliiiiiiiciil |)(tiir Icuitcs les valeurs de .v cl \' comprises eiilre les limilcs données.
(^cllc é(iiialioii est, en d'antres (ermes, e(dlc (|n'l'jiler a Ironvec lr premiei' pour le niaxiniiini on le niinininni de la roininle inlci:rale
fZdr. Knier l'ail ,-= p, V- ~ 7 cl il suppose Z londion de .r,
.V, />, (/ telle (pTon ail par la diUV'rcnlialion
ûfZ =z M dx + N (ly + 1» dp + {) dq -\-
Il l'ail ensuite varier Tordonnée r de la lii^nc inlininienl |)clile // v ; e|,
en rci^ardant la l'orniule Jldx coiiinie l'airi' d'une nouvelle courlic
dont Z serait l'ordonnée, il trouve pour la valeur din'érenti('ll(.' de ••elle
aile, la l'orniule
\ _ ^^? _u 'llR _ ^
dx ' dx- ' ' ' I '
d on il lire l'écpialioii
dx dx-
(|ui coïncide avec la |)rccédente.
Xotre méthode donne de plus rcijualion délermiiu'u;
( P — i/Q + . . . ) ^j- + O Joj + . . . + K r- O.
hupudle doit avoir lieu dans les deux limites entre lesqut'lles la lormule/Z <7^ doit être un maximum ou un minimum.
Désignons par )'„, 1>„, 0„, ... les valeurs d(> v, \\ Q. ... à la i)remi<'iv limite où .r est par exemple éi^al à (i, et piir,)',, \\, (j leurs valeurs à l'aiilre limite où ,r serait éi^al à h; on aura ainsi les deux é(|iia-
lions
( Po — d()Q + . . . ) ô)-,, -\- 0„ d 0 )■« -f- . . . -1- K = o,
[Pi — dQx +. . .)ô;-, -h O, </o)-, -I-. . .-4- K = 0.
La premii're doiuicr'a la valeui' de la constante K, laquelle étant siihslitiiéc <laiis la seconde, donne
( 1*1 -— f/Qi + . . . ) oKi + Qi doy, -h. . .
— ( Po — dQo — • . • ) àfu — (J„ (i oK„ — . . . = o,
cqualioii (jui reste encore à véritier pour la solution coni[)lète du problènic.
Si les valeurs de >„ et >',, aiusi (|ue C(dles de -!—■, '—-■> •••, sont cen-
sces données, leui's variations seront nulles, et tous les termes del'équalion s'en ii'ont d'eux-niènies; c'est le cas de l'Analyse d'Euler.
Si toutes ces valeurs on seulement quelques-unes sont indéterminées, on s'il y a entre elles des relations données par la nature du problème, alors, apri's avoir efïacé les variations qui doivent être nulles et réduit les autres au plus petit nombre possible, il faudra faii'c disparaître les variations restantes en égalant leurs coefficients à zéro; ce qui donnera autant d'équations auxquelles on satisfera par le moyen des constantes arbitraires que les différentes intégrations introduiront dans l'équation du problème. [Uo//- là-dessus le deuxième et le quatrième Volume des Mémoires de Turin ('), et les dilférents Ouvrages de Calcul intégral où cette tbéorie est exposée.]
(') OEiurcs de Lagnirigc, t. I. p. 'î")"). cl l. II. |). 3;.
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LIXON MK(iT-l)i:i VIKMK.
(doiiliiHMtidii lie la I.iMiiii |H(Tcili-iilc. ) MirniODK DKS VAIIIMIO.NS, DKDI ITF, ItK l,A CONSiDi;!; AilON DKS I ONCTIONS.
La niélliodc des varialions, l'oiidrc sur r('ni|)Ioi cl la coinhiiKiisoîi des ('ai'actéristi(jiies d et f^ qui répondent à des ditl'érentiations dill'érciilcs, ne laissait rien à désirer; mais eelte méthode ayant, eomnie le (lalcnl diderenliel, la supposition des iniiniment petits pour hase, il étail nécessaire de la présenter sous un autre point de vue pour la lici- au (^aleui des fonctions : c'est ce (pie j'ai déjà fait dans la Thcorie des Fonr- //o//^; mais je vais reprendre ici cet (d)jcl,pour le traiter d'une manii'rc pins directe et plus complète.
Lorsqu'une fonction donnée de plusieurs variables et de Icnis dérivées ne satisfait pas aux conditions que nous avons trouvées dans la Leçon précédente, elle ne peut pas avoir une fonction primitive, à moins qu'il n'y ait des relations établies entre ces variahles, de nianii-ic (ju'il n'y reste qu'une seule variable indéterminée; et les questions de maximis et de ininimis dont il s'agit ici consistent à trouver des relations telles que la fonction primitive qui en résultera soit nii niaxiniuni ou un minimum entre (les limites données, c'est-it-dire entre des valeurs données de la variable (\\\\ dennMirera indéterminée.
On voit d'aboi'd (jue cette question (lé])end in'cessairement de ce (|ne la fonction primitive ne puisse avoir lien sans une relation entre les variables; car si elle pouvait être une fonction déterminée des difr(''rentes variables et de leurs dérivées, elle ne serait plus susceptible que des maxima on minima du genre ordinaire, relativenn'ut à cha-
(■une des variables et de leurs dérivées considérées comme des variables particulières.
(Considérons donc une fonction quelconque da .r, y, y', y", .,., que nous désignerons par V et que nous supposerons n'avoir point de fonction primitive dans l^état où elle est; pour qu'elle en ait une, il faudra sui)poser y = o(^); et, pour que la fonction primitive qui en résulte, et (|ue nous dénoterons par U, soit un maximum ou un minimum entre des limites données qui répondent à des valeurs données de .r, il faudra qu'en faisant varier tant soit peu la fonction '^[x), la valeur de la fonction U prise entre ces limites diminue dans le cas du maximum, ( l augmente dans le cas du minimum.
Supposons que l'expression de j soit, en général, une fonction de x «'t i, que nous représenterons par o(.x, i), et qui soit telle qu'elle devienne cp(vf) lorsque / = o.
La fonction U deviendra aussi une fonction de x et i, et, pour qu'elle soit un maximum ou un minimum, il faudra qu'en donnant à / une valeur quelconque très petite, et supposant d'ailleurs la composition de la fonction ç(.r, i) arbitraire par rapport à i, elle ait une valeur moindre dans le cas du maximum, et plus grande dans le cas du minimum que lorsque i = o. Si l'on développe cette fonction suivant les puissances de i, elle deviendra
L ^/ù + -U + Arii + ...,
en indi(juant par des points les fonctions dérivées par rapport à ?', dans lesquelles il faut faire, après la dérivation, « — o, comme on l'a vu dans la Leçon IX.
Ainsi raccroissement de U, à raison de la quantité î, sera exprimé par les termes
et il faudra pour le maximum que la somme de ces termes ait une valeur négative, et pour le minimum que sa valeur soit positive, i étant une quantité quelconijue très petite et indépendante de x.
On ;i pioiivr (hiiis la [.ccoii citrc (lu'oii |iriil (oiijoiii'S (loiiiici- ;i i une valeur assez pelile pour (|ne le |ii'eiiiier lernie i[ snrpasse la soinnH' «le tous les suivants; d'oii il snil (pTalors raceroissenienl de l auia le mémo signe (|ue le lernu' /!'; mais il esl visible que ce terme eliani:c désigne avec la (juanlile i t\u\ n'v est «pTa la premii-re dimension; donc il est impossible (jue l'aeeroissement de V soit eonslammeiil posililoii négatil'en donnani ii / de^ valeurs (|nelcoii(|iirs tirs petile>, à moins <|ue le |)remiei' leiine / l du dév(dop|)emenl de { ne disparaisse, ee (jui • loiiiie d'abord la condition L' = o, (|ui esl, eonime l'on voit, commune aux maxima et aux minium.
Cette condition élanl rem[»lie, raccroisseuH'nl de I' se réduira ii
' ir ' i-
et, par un raisonnement semblable à cfdni (pie nous venons de faire,
on poui'ra prouver aussi (|iu' le premier terme — l' devra èti'e positif
ou négatif pour (|ue la vai'ialiou soit positive ou négative; mais, ce terme étant multiplié par le carré <le /, il est clair ({ue son signe sera indépendant de / et ne dépendra que de celui de la <juantité l', laquelle devra donc être toujours négative dans le cas du maximum, et positive dans le cas du minimum; ce qui contient le caiaclire (jui distingue les maxima des minima.
Telle est la théorie générale des maxima et minima (jue nous avons cru devoir rappeler ici ])our ne rien laisser à désii'er.
Dans les questions ordinaires, la (]uantité l', (|ni doit être un maximum ou un mininiiim, est une l'onction donnée de .r, et les dérivées Ù, i', ... sont prises i)ar rapport à .r; abn-s réijuation (' = 0 devient U' = o, et donne la valeur de .r ; ensuite le signe de l distingiu' le maximum du minimum.
Dans les questions dont il s'agit ici, la l'onction l n'est donnée (jue par sa fonction dérivée V; la fonction o(.r) est l'inciuinue, et les dérivées Û, U, ... sont censées prises par rapport à la (juantité / qu'on siip- X. 5i
pose L'oiiteiuie dans la fonction o{'T, i). Ainsi la difficulté consiste à (liMluirc ces dérivées de la fonction donnée \ .
Or, V étant o(.r), loi'S([ue o:,r) devient o{x, i), y deviendra
en dénotant, comme plus liant, |)ar des points les fonctions dérivées par l'apport à /, dans lesquelles on fait ensuit*' / = (), de sorte que ces l'onctions deviennent de simples fonrtioiis d(; .r, (|ui peuvent même avoir une valeur quelconque, parce ({ue la composition delà fonction o^.r, i) est supposée arbitraire par rapport à /.
Ainsi, en prenant les fonctions dérivées par rapport à a-, il est clair (jue r' deviendra pareillement
et y" deviendra de même
et ainsi de suite.
Faisant ces substitutions à la place des quantités y, y', y", . . . dans la fonction donnée \ et développant ensuite les puissances de i, cette fonction deviendra
et, par la tliéorie des fonctions dérivées exposée dans les premières Leçons, il est facile de conclure ({ue la cjuantité V, qui, étaut multipliée par /, forme le premier terme du développement, sera la fonction dérivée de V, en supposant .r constant et y, y', y", . . . des variables indépendantes, dont les fonctions dérivées soient respectivement r, v',
y", De même V sei'a sa jonction déi'ivée du second ordre, prise r(da-
livenient aux mêmes variables, et en supposant (jue y, y', y", ...
soi(Mit les fonctions secondes de r, y', y" et ainsi de suite.
Nous appellerons en général rarialions du premier ordre, du second, etc., ces dérivées marquées par des points et relatives à la quan-
lilô /, (hiiis lrs(|ii('Ilrs (('Me (|ii;iiililr est siipposrc nulle. Ainsi v s('r;i l;i v;iri;ili()ii du jUM'uiici' ordre de >', v' ser;i l:i derivi'e (H'diiwHre de celle varialioii, v sera la varialiou du secunil ordre de v, cl ainsi de suile. De luènie, \ , \ , ... seroul les varialions du premier ordi'e, du serond ordre, etc., de \ ; el l , l , ... seroul aussi les \ariahons du premier ordre, du second ordre, etc., de l . I-]! poui' l'ormer ces vaiialions, on suivra les mêmes i'('i.;les (|iie pour les l'onelions derisces oïdinaiics. Ainsi, en laisanl
on aura, suivant la nolalion employée d;ins ces Leçons,
V = rf'{r)^r'f'{r']+y"f[/') -• • • •
Il est visible (|ue celle loncliou \ esl la même ( liose (jue ((die (jue nous avons dL'sii;M(''e par V au cominencemenl de la Leçon précédente, en (diangeant sculemenl v en co, parce (\uc nons avons supposé aioi's <|ne l'accroissement de y était représenté sim[)lemenl par/(o.
Mainlenanl, puis(|ue l' esl supposé la foncliou primilixc de N en y faisant y = '^{x), ([indle (jue soil la foncliou o{-x-), elle le sera aussi en faisant y = ç)(^, i). Dans ce cas, nons avons vu (jue \ devieul
el \' devieul
{ hii-h - ï^...,
de sorte que, comme / [leul être nue (pianlilé (jU(d((Ui(|ne, il faudr;i (jiie les variations r, 1, .. . soient l'cspeclivement aussi les jonction-primitives des variations \ , W ... ; ainsi on aui'a
Ù'=V, Ll'=V, ....
La condili(ui du maximum on minimum consiste donc en ce (|ne l;i lonetion primitive de V soil nulle, (pndle (\[\v soil la valeur de v. ()y>\. pour [)lus de sim[)licilé, on représente la valeur de N par la lormule
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et (ju'on emploie relativement aux dérivées de y les transformations qu'on a enseignées au commencement de la Leçon précédente, relativement aux dérivées deoj dans l'expression de V, et dont l'objet est de réduire à des fonctions dérivées exactes tous les ternies qui contiennent des dérivées de y, on aura cette transformée
V = ( N - P' + Q" - IV" + . . . ) j
+ (iVr'7-...
où l'on voit que tous les termes, à l'exception de ceux qui forment la première ligne, sont des fonctions dérivées exactes, de sorte que leurs fonctions primitives sont connues et déterminées, quelle que soit la <|uantité y; au contraire, les termes de la première ligne étant tous multipliés par y ne peuvent avoir de fonction primitive, à moins qu'on ne donne à la variation y des valeurs particulières. Donc, comme cette variation doit demeurer indéterminée, il sera impossible que la fonction primitive de V devienne nulle, à moins que la première ligne de l'expression de Y ne disparaisse, ce qui donnera l'équation indépendante de V,
C'est l'équation qui contient la relation nécessaire entre les variables ûo et y pour l'existence du maximum ou minimum, et que nous appellerons cquatioii générale du maximum ou minimum. En Géométrie, c'est Féquation de la courbe qui jouit do la propriété de maximum ou minimum. 11 est facile de voir que cette équation sera en général de l'ordre 2/i, si la fonction proposée V est de l'ordre n, c'est-à-dire si elle contient la dérivée y'; de sorte que son équation primitive en x et y contiendra 2/1 constantes arbitraires.
La première ligne de la valeur de V ayant disparu, on aura, en pre-
ii;mt la loiiclioii piimilivc de \ ,
ij = (p- o'-f-ir'-...]/
VOS
la (|iiaiilit(! K étant une ((tiistaiilc aihiliairc.
dette Ibnclioii ayant iiiainleiiaiit niie valeiii' (létniiiiiire, |»()iir (jiic cette valeur soit nulle eiilre les liiuiles données, il landra que la dillei-encc (les valeurs (jui répondent à ees limites soit nulle.
Désii-nons par 1'^ et i\ les valeurs (h; U qui répondent à la premii-re et il la seconde limite, dans lesquelles a? aura des valeurs données, et représentons de la même manière les valeurs des autres quantités dans ces limites; ou aura cette équation particulière aux limites l', — L„ — o, savoii' :
-MO. -«'.+■• -If, + (ii, -...)r;
-(Po-q; + r;-.
-(Qo-R'o -+-... )j-o
-{iu-...)r"o
à laquelle on devra satisfaire comme aux équations pour les maxiuia el minima du genre ordinaire; et les conditions qui en résulteront serviront à déterminer les constantes arbitraires que la valeur de v r\\ .r pourra admettre.
Si les valeurs de y, y\ y", . . . étaient supposées données aux <leu\ limiles, alors il est visible que les variations v„, _y'„, y^, ... et r,, v , }\, ... seraient nulles à la fois; par consé(iuent ré([uation, ayant lieu d'elle-même, ne donnerait aucune condition à rein|)lir.
Si au contraire aucune de ces valeurs n'était donin-e, alors il lau-
(Irait égaler séparément à zéro tous les coefficients de ces mêmes variations, ce qui donnerait autant d'équations relatives à chacune des deux
limites.
.Mais il arrive le plus souvent que les valeurs de v et de ses dérivées aux deux limites ne sont ni toutes données ni toutes ai'bitraires, mais (jn'il V a entre elles des relations données par la nature du problème. Alors il faudra, par le moyen de ces relations, réduire les variations , V, y', y", ... dans les deux limites au plus petit nombre possible, et égaler à zéro les coefficients de celles qui demeureront indéterminées.
[/é(| nation liénérale
(|ii(' nous venons de trouver pour le maximum ou minimum de la fonction primitive de V, est, comme l'on voit, la même que celle que nous avons trouvée dans la Leçon précédente pour l'existence de cette fonction, indépendamment d'aucune relation entre les variables.
On voit maintenant la raison de cette identité des formules par la conformité des opérations analytiques dans les deux cas.
Il est d'ailleurs évident que, lorsque la fonction Y est d'elle-même une dérivée exacte, sa fonction primitive est une fonction déterminée de .T, y, y, y" qui doit alors être rapportée aux deux limites, de
manière que l'équation
ne doit plus donner de relation entre jc et r, et par conséquent doit se vérifier d'elle-même.
C'est par cette considération qu'Euler a trouvé le premier cette même é(] nation, ou plutôt l'équation équivalente
IN h -7-^ —...=:: o
dx dx-
ponr la condition de rinlêgrabilité de la tormule Z c/.r. Condorcet a observé ensuite que, si la formule /Z <^/j;; était intégrable, il fiillait que la variation ^/Zf/.r le fût aussi; et de là il a conclu que les équations
(le coïKlitioii pour riii(ri;r;il)ilil(' (|cv;iicii( rlic lc> liiriiirs (|iic les ('(lu;!lioiis ciiliT les v;iri;il)I('S |)()iir les iii;i\iiii;i cl iiiiiiiiii:). Noire ;iii;ilv>(' iic (loil rien liiisscr ;i (Irsircr sur ccl ohjci.
Nous avons supposé jiis(|ii'iri (juc l:i v;iri;ilioii de .r rtîiil iiiillc: c'i'sl ce qui n toujours lieu l(>rs(|ii(' les liniilcs soiil lixrs; iiiiiis, couimc (l;iii> la plupart dus cas les limites s(uil varialtics, il c>l Ix'n de \oir ce (jiie doit donner la variation de .v.
l'our c(da, il siiflil de coiisiderer (|iie, la l'oiiclion l élaiit censée une louclioii de .x\ si l'on fail croître .r de /.r, raccroissenieiit de l ser;i. co/iiiMc on l'a vil diins les preniii-res Leçons,
i^l'-^'-lfll'
Or r'— V par l'iiypothèse; donc
U" = V', L""'=V', et ainsi de suite.
Donc, pour avoir raecroisseinenl de ( dans ce cas, il ^nlïira d'ujonler
respectivement an\ vai-ialions l', ï , ... les termes .r\, .i-\'
Ainsi, comme \ = L', il faudra ajouter ;i la valeui' de V trouvée d;ins rijypotlièse oîi r ne vaiie pas le teiinc (V.r /.
Aïais, comme la variation de .r inllue aussi sur e(dle de v en lanî {\ue cette quantité est fonction de .r, il faudra, dans ce cas, reliiun In-r de celle-ci ce qui est dû à la variation de .x\ donl nous venons de delerminer l'effet total sur les variations de T.
Kn etfet, on a vu ci-dessus que, vêtant o .r i, lors(juc o .i^ di'vient
o(.r, /;,v devient y-{-iy-\ v-f-.... Or, .r deveiuint en même temps
•r H- i.v, y devient par là
De la intMue manii-re. \'. (jui est aussi fonction de .r, deviendra
j-^ixy-t- -^j" + . .,
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cl y (levicnilra
Donc l'accroissement total de y sera exprimé par
/ (j^. + j^j' j + L- ^y -f- 2.rj-' + x^x" 1 +
ou l'on voit que y -}-.ry', y -i- a^y' -i- .r'-y", ... sont les variations totales de y, dans le cas où Ton a égard à la variation .r de ;r.
Désignant, pour un moment, ces variations par (y), (y), ..., pour les distinguer des variations Y, y, ... (}ni ont lieu I(H'sque œ est nul, on
aura
r + ^x' =■ (r ) , y + 'i xf -f- x-y" — [y) , ... ;
donc
et, prenant les déiivées par rapport à x,
Ce sont les valeurs qu'il faudra substituer à la'place de y, y', y", ... dans la variation V prise en regardant ^ comme invariable. Donc, si l'on a égard à la variation de x, l'expression de V trouvée ci-dessus deviendra, en mettant simplement y au. lieu de (y),
y{r--r'x) + V{j-yx)' + Çi[y--y'x)'' + V\(y-y'x)'''-r...-^[\x''.
Ainsi les termes de la transformée, qui seront multipliés par les val'iations y et x, sans être des dérivées exactes, seront simplement
(^-_P' + Q"_.ir+...)(j-/x), ■ •
d'oii l'on voit (jue l'équation générale
N-P' + (r-iv" + ... = o,
ti'ouvéc d'après la seule variation de y, satisfait en même temps à la variation de x. Donc cette variation n'influera que sur l'équation aux
I il" il ''S r, — r„ -- (), dans la(|iicll(' il l'a m Ira ajoiilcr à la valeur de l le Iciiiic \'.r, et y cliaiiiici' v en v — v'.r.
(Ml |K'iit pai-vciiir au iiiriiic irsiillal (riiiic maiiirrc iiiitins siniplc, mais plus (lircclc, en coiisidrraiil iiiiiiinlialciiiciil les varialioiis de .ïcl de ses (h'-rivccs.
l'oiir ((da, il l'aiil d'ahonl dùpoiiillcr la Ibnclioii V de la supposilioii de .r' --- i,p()Ui' pouvoir' (ciiir compte des varialioiis de r', .r", ..., ee qui se l'ait en subsliUiaiil, comme ou Ta vu daus les l.ecoiis précé-
dénies, —au lieu de )-', — ,- au lieu de; v", et ainsi de suite, er miilti-
pliant la Ibuctiou \' [)ai' .r' pour ({u'cdle [)uisse être la l'onction dérivée (le U.
Soit, pour ahréi^cr,
il faudra dans Y substituer p, q, r, ... à la place de v', y", r'", . . .;
moyennant (juoi cette (juantité deviendra l'onction dej, />, y et
l'on aura la dérivée
V'= Mx' + Nj' + Vp'-i-()q' 4- Rr'4- . . . ,
(|ui se réduit à
V'=[M + N/; + P^ + Q/+IU + ...)^', et la variation
V = Mx 4- N j + Vj) + O 7 -1- Il /• -r-
Ainsi tout consiste à ti'ouver les valeurs des varialions/y, c/. /•
Or, /; étant = —•) ou aura
X /x' _ y - px' _ ir -px)' + p'x ir-px)'
à cause de ^ =q
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On peut faire ici x'= i, et l'on aura simplement
p' De même, q étant = ^^ on aura
■ ___ P' _ P^ _ p'-q-^-' ^ [p-qxY-hq'x ^ ip — qx)' _^ ^ _^
Mais la valeur de /> donne
p-qx=[x-pa;)';
(lone, faisant cette substitution, et supposant x' = i, ce qui est permis ici, il viendra
On trouvera de la même manière
r=: [f — px)'" + SX,
et ainsi de suite.
Par ces substitutions, la variation V deviendra
;M -f- Vq -i- Q r + R5 + ...) ^ -+- Nj+ P (j — /^^)'+ Q (j — P'^)" + I^ (r — P^)'"-^ ■ ■ ■
+ N [y -px) + P(j ^px)'^ Q(r - />^)" + R(.r - P^'i" + • • • • Or on a trouvé ci-dessus
d'ailleurs /; = - ; donc, faisant ces substitutions et supposant ici x'= i , on aura simplement
V = V X + N [y — y'x)+V [y — y' x]' + Qiy — y' x)" + R{y — y' x ]'" +
(Test la valeur complète de la variation de Y, déduite des variations de .V et de y et de leurs dérivées.
Mais on a vu qu'il faut mettre? V.r' à la place de V; donc on aura \x' -h\ji-' à substituer à la place de V dans les formules données plus
liaiil; donc, iiicKiinl ici l:i viilciir de \ (jii'dii vient de trouver, (;l oliservîiMl (jiie
on ;inr;i, en faisant a?' — i, le même l'ésnl tat an(|nel on est parvenu cidessus |)ai' niH' anti'e voie.
An reste, en regardant la quantité \ roninie une fonction de .r, y et
de leurs dérivées j?', .r" y', y" on pourra traiter les vai'ia-
lions de a- eojnuje on a l'ail celles de )'.
Dans ce cas, la fonction V étant représentée |)ar-
j yx , X , X , . . . , 7 , ) ^ y , . . . , on trouverait les termes
xf'[x] + x' f'[x' ] H- x" f'[x") -{- . . .
il ajoutera la variation \ ; et, en désignant ces ternies par la lorniule
nx -r px -\- qx" -\- vx"' -i- . . . ,
on parviendrait, par des opérations relatives ii la variation .r et analogues à celles qu'on a employées pour la variation y, à la Iransloiiiiée
De sorte que la partie de la valeur de \' (jui ne serait pas une dérivée exacte serait
Lorsque y est censée une fonction de .r, et (]iroii peut [uir conséquent faire j:'— i, nous venons de voir (jue la variation simultanée de •r et de 1' donne, pour la pai'tie de \ qui n'est pas une dérivée <'\acte. la formule
Il faut donc alors (juc la formule précédente coïncide avec celle-ci. el ({ue l'on ait par conséquent
n-p -hq
' 1 ^i> ..III
- ?' N - P -hQ' _I{"
D'où l'on voit (jiie l'équation
que donnerait la variation Aq x, est toujours équivalente ii l'équation
N — r' + Q"-lV"+... = o
qui provient de la variation de r.
En effet, nous avons déjà trouvé par une autre voie, dans la Leçon précédente, que ces équations ont toujours lieu ii la fois.
Un des avantages du calcul des variations est de pouvoir faire varier indistinctement les indéterminées x ou r et leurs différentielles; et l'identité des équations du maximum ou minimum, déduites de l'une et de l'autre de ces variations, a été un des premiers résultats de ce calcul auquel les anciennes méthodes n'auraient pu conduire. 31ais les démonstrations qu'on en a données dans le second et le quatrième Volume des Mémoires de Turin (') sont moins directes que celle qui se déduit des formules qui représentent cette double variation, et que nous venons d'exposer d'après Euler. Voyez le Tome III de son Calcul intégral.
Considérons maintenant le problème dans toute sa généralité, et d'abord, soit, comme ci-dessus,
on aura
^=f'[fn P=/'(/). Q=/'(r"), K=/(y"). ••••
Soit, (le plus, pour abréger,
(') OEuvres de La^ia/igc, t. I, p. 335, cl L. II, p. Sj.
DKS FONCTIONS. Vi:{
l.;i v;iri;ili(»ii \ , (hiiis le eus où .r ik; vai'ic pus, s('r;i
I . I I . ni
cl rc(|uation an\ limites sera
Si l'on veut (jue x varie en UM'un; temps <jue v, on rlianiicra r en V— v'-r, et l'on aiouteia ;» l' le terme V.r.
Supposons, en second lien, (jue la Ibnclion proposée contienne une troisième variable z, avec ses fonctions dérivées :;', z", ...; on leia, relativement à cette varialde, des opérations analogues à celles (]n'(Hi a employées pour la variable y, et la valeur de V, en snp[)osant ./ invariable, se trouvera composée de deux parties semblables, l'une relatives à V, l'autre relative hz.
Ainsi, en supposant
e' conservant les expressions de Y, Y, V, . . ., on l'eia, de j)liis,
cl l'on auia sur-lc-i'bamp
I . II. 111. I . II. III
V = Yj + Z3 -f- (:Yk)' + ( Y/)' -h [ Y /')' -t-...^- (Zr)' + (Z -')' - /. z" '
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Les termes Y}'-!-Zc,qui ne sauraient être des fonctions dérivées exactes, tant que jet z ont des valeurs arbiti'aiirs, doivent être détruits, ce (jiii donnera d'aljord l'équation générale
Yj+Zi:=:o,
à laquelle on satisfera de différentes manières, suivant que les variables y et z seront indépendantes l'une de l'autre, ou (|u'elles seront liées entre elles par des relations données.
On aura ensuite, en prenant les fonctions primitives, ii cause de
V = U', l'équation
i . II. III. I . II. III.
U = Yjr + Vj-' -^ Y j"+ . . . + z - H- Z2' + z ;"+ . . . ;
c'est la valeur qu'il faudra substituer dans l'équation aux limites
t, - Ùo=o.
Si l'on veut que jc varie aussi, on cbangera y et z. en r — v'sc, z — z'oo, et l'on ajoutera à U le terme Yx.
Reprenons l'équation Y y h- Zg — o. S'il n'y a aucune relation donnée par les conditions du problème entre œetr, leurs variations seront indépendantes l'une de l'autre, et l'on ne pourra vérifier l'équation dont il s'agit qu'en faisant séparément
Y=zO, Z=:0,
deux équations qui serviront à déterminer y et z en fonctions de or.
Mais, si les variables y et :; étaient liées par une équation de condition entre ^, j, z, que nous représenterons par
il faudrait tirer de cette équation la valeur de z en r et )', et la substituer dans l'expression de Y; mais, pour faire usage de l'équation
Y V -h TjZ r= (), il suffit d'avoir le rapport entre les variations )- et c ; et pour cela, il n'y a qu'à considérer (jue, la relation entre les quantités a.', y, z devant subsister aussi dans l'état varié, l'équation
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F(.r, r, z) = () (lt'vi';i îivoir lien aussi en v iii<'ll;iiil r + /,r :iii lien (\(' .r, cl
Y -h iy-i v -!-..., z -h iz -A 3 -f- . . . il II lini de v cl r, (jiicllc (|iic
soit la (|iiaiilil('' /. D'où cl de et' <|iii a de dcmoiilrc dans les [H'ciiiiiTcs F.eçous, il csL l'acilc de coik liiic (jiic les dcrivccs de cctlc (''(jiiatioii, relatives aux variations de .r, y, z, dcvroiil avoir lieu aussi. De sorte <|ue l'équation de condition Ffo:', y, 0) — o donnera les e(jiiarKius variées
Or, eu regardant .r comme invariaMe, on a
F(;c,j, z)--=jF'ij-)4-- F'(2),
puisque l'algorithme des variations est le même que celui des dérivées. Ainsi on aura l'équation
jF(j) + .F'(s] = o,
d'où l'on lire le rapport de y à z, lequel, étant ensuite substitue dan> l'équation Yj -hZz = o du maximum ou minimum, donnera celle-ci
YF'(2;;-ZF-(j) = o,
(jui, étant combinée avec l'équation de condition F(,r,y, cj = o, servira à déterminer les valeurs de y et z en .r.
Nous avons supposé dans le calcul précédent que or ne variait pas. Si l'on voulait tenir compte des variations de a-, on aurait, à la place de ré(|uation Y v -i- Z:; = o, celle-ci
Or l'équation de condition F-r-, r, Cy = u donnerait d'un côte rec|ualion dérivée
et de l'autre l'équation variée
.rF»-t-jF'(j) + 3F'(2) = o;
substiluanl dans ci'lle-ci la valeur de ¥"{x), tirée de la précédente, on
aura
(_^-. -yjc) F'ir) + [z - z'x) ¥'[z)=z o.
Va cette équation, combinée avec l'équation ci-dessus, donnera égale-
iiiciil l'équation
YF'(z)-ZF'(j)=3 0.
On voit par là, en général, que la variation de a-, x n'influe que sur l'cquation aux limites, et nullement sur l'équation générale du maximum ou minimum.
Supposons maintenant, pour embrasse)' le problème dans toute son étendue, que l'équation de condition entre x, y, z contienne aussi les dérivées de y et de z et soit en général de la forme
¥[x,r,y',y", . . ., z, z' , z" , . . .) = o; on tirera de là l'équation variée
la(|uelle, en n'ayant égard qu'aux variations de j, z, se développera ainsi :
(^omme les dérivées de z ne paraissent dans cette équation que sous la forme linéaire, il est possible d'en déduire l'expression de z, en employant la méthode des multiplicateurs et prenant successivement les fonctions primitives; mais de cette manière on entre dans des calculs longs et compliqués, et il est beaucoup plus simple d'employer les multiplicateurs, de la manière dont on a usé dans la Mécanique analytique, (}ui est toute fondée sur le calcul des variations.
On se contentera donc de multiplier le premier membre de cette équation par un coefficient indéterminé */., et de l'ajouter à l'expression précédente de la variation Y, en ayant soin en même temps de transformer tous les nouveaux termes de manière que les fonctions dérivées des variations y et z ne se trouvent que dans des fonctions dérivées
VI
('\;icl('s, coimiic on 1';! |ti;ili(Hi('' à l'(''ij,:ir(l <lrs Icriiics de l;i \;ilriii- de \'. On ;iiir;i jiiiisi iiiic nouvelle expression de \ , d;ins l;i(|n(dle on |)oni'i:i in;iinlen;in( lr;iiler les v;ii'i;ilioiis de v el de r eoniine indé|)end;inle>, ;i liiison de l'indeleiiniin'e >,.
Soient, jioiir ahréi^cr,
( Y) = X F'( j) - [X F( j' )]' + I X F,;M" - . . . . (Y) = /F'(/)-[ÀF' (/')]' + ..., (Y) = AF'(/')----,
(Z) = 1 F'(.) - [?. F'(.')]' + [}. F{z")]"-..., {Z] = lV'{z')-ll¥'[z")]'-^..., (Z)=}.F'( .")-....
Les ternios à ajouter i» l'expression de ht variation V seront
YL>+(Z
+ [(V)r]' + lAV)/]'H-...
+ [fZ).j'-t-[(Z)ô'T + ----
Done, puisqu'on peut maintenant rei^ai'der les variations r et :: eoninie indépendantes, on aura d'abord, par les prineipes poses ci-dessus, les deux équations générales du njaxinuun ou niininiuin
Yh-(Y)=o, Z-f-iZj = o,
entre lesquelles il faudrait éliniiiier l'indéterminée 7., et ré(|nation l'ésnltante, eomhinée avec l'équation de condition, donnera les valeurs de )' et ; en .r.
Knsuite la variation 1' deviendra
ij = [Y-4-(Yi]j-i [V + (Y)]r' + ...
H-[Z-+-{Z)Jz-+-[Z-+-(Z)]2'-4-...,
valeur qu'on suljstitucra dans l'équation aux limites
Ù| — lo = o.
Si l'on veut avoir égard vu luvnw temps à la variation do .r, on ajouteia à Ù le terme Yor, et l'on rliangera les ({iianlités >% ^ et leurs dérivées en Y — yx, z — z'x, et dans les dérivées de eelles-ci.
Il faudrait, à la rigueur, dans ee cas, ajoutei* ;i la valeur de V le terme >. [r F(.r, v, ...il', d'api es les formules trouvées plus haut pour la valeur complète de la variation de x' Y[x, y, ...). Ce terme se transforme en \^.xY(x,y, ...)]' — V^ F(a-,v, ...); mais il disparait ici en vertu de l'équation F(.r,r, . . .) = o. Il faudrait néanmoins le conserver si l'équation de condition n'était donnée que par l'équation variée F(.r, r, . . .) = o.
Dans l'équation aux limites, on pourra regarder aussi les variations .1-, Y viz, ainsi que leurs dérivées, comme indépendantes, à moins que la nature du problème ne donne aussi des conditions particulières aux limites.
Supposons, par exemple, que l'on ait une ou plusieurs équations de condition entre les quantités x, y, y', y", . . ., z, z', z" , . . ., rapportées aux deux limites, c'est-à-dire entre les quantités .ry, >'«, Vy,
y] ^0, ^0' -0' •••' ^'m 7.'.:>vjv •••' -i' -'.'-i' •••' ^'t q"^
le maximum ou minimum ne doive avoir lieu que parmi les fonctions qui, prises entre les limites données, satisfont à ces conditions; il faudra que les mêmes équations subsistent dans l'état varié, c'esta-dire en y mettant x -+- ix, y -h ? y -h — y 4- ... , z ^ iz -{- — :; -t- . . . à la place de x, y, -; par conséquent on aura aussi les variations de ces équations, comme nous l'avons déjà vu plus haut. Désignons par
une de ces équations de condition; elle donnera l'équation variée
xo 0)' ( xo ; + ro <!'' 'J\^ ) + zo ^I^' ( ::o ) + .r'o '^' (j-'o ) + • •
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On iiilllliplicr;! celle éqiKilioll et les iilllfes seliiMiibles |i;ir des coel-
lieieiils iiideleniiiiiés 7, 'y e| on les lijonlei';! ;i re(|n;ili()n <le> limites
données ei-dessns, npil's (pioi on |)onti;i li;iiler lonles les v;iii;ilions
^0, ^1, y\n j'o, .r'ô' • • •' Ji' T'i' /• ^" ^'' ^" • • •
conune independiinles, el éi^:iler ;i zéro (dnicnn de leiiis coeriieienls. ce (jlii donnera anlanl d'é(|nalioiis paiiicnlii-res an\ liniile> (|m il y ;ini:i (le ces vai'ialions. On salisfera ensnile ii ces é(|iialion> |iar le moyen des coel'licienls arhiliaires -/, [i, ... et des constanles ailtiliaiics (jni enlrei'onl dans les expressions de v, r en r,
A l'égard d(!s variations z,,, z\ r-,, c, il es! lion de reniar-
(jner (jne, la lonclion r étant donnée par une é(|iiati<Hi deri\ee, si cette
é(|uation esL de l'ordre // par rapport ;i -, les valenrs de -, r , -"
-C'-i)^ correspondantes à une valenr d(tnnée de r, sei'ont arbitraires el devront être déterminées par les conditions dn pr(d»li'nie. Ainsi, en rapportant ces valeurs à la premii'rc limite, il faudra rei^arder les (jnaii-
tités z^,, ;„, . . ., z'^ ' comme des ronctions données de .r„, i'„, v :
donc les variations c„, z\ seront aussi données en lonctioiis de
.Vo, y\, .v„, multipliées par les variations .r„, .v,,, .v| \l'>i> l<'s
variations ^,, :?,, :;',, ..., qui se rapportent ;i la seconde limite, seront al)S(diiment indéterminées, et il fandi-a les l'aire évanouir en égalant leurs coefficients à zéro.
On pourrait demander (pie la fonction r donnée par reipialioii de condition fût elle-même un maximum ou un minimum. Il n'y aurai! alors qu'îi supposer U = z, et par consé<|uenl \ = z' . •On aurait donc dans ce cas
ny] = o, f'[y)=o, ..., ./\r, --<., f\z'] = i, f\z": = o, ....
Diuic
III
Les é(|iiations générales du maximum on minimum seraient donc simplement
On aiii'ail onsuilo
L'équation (Z) = o servira à déterminer la variable >., et L'équation (Y) = o, combinée avec l'équation donnée F{x, y, y', ..., z, z', ...) = 0, donnera la valeur de y en a-. Soit z'^"^ la plus baute dérivée de g (jui entre dans cette équation; l'équation (Z) = o sera linéaire et de l'ordre n, par rapport à )^ ; la valeur de "X contiendra donc autant de constantes arbitraires et linéaires aussi, qui serviront à l'aire évanouir les variations z^, z\, . . . dans l'équation des limites: les variations r,,, z\^, . . . étant censées données par la nature du problème, comme nous venons de le remarquer.
Il faudra donc déterminer ces constantes de manière que l'on ait
I II
et l'on remplira ces conditions en faisant simplement
et de plus
Ceci revient à la solution donnée dans le Tome IV des Mémoires de Turin ( ' ) .
En général, soit Y une fonction quelconque des variables ^, y, z, /, ... et de leurs dérivées d'un ordre quelconque, à l'exception de a:, dont la dérivée soit supposée l'unité; et soient L = o, M = o, . . . des équations de condition entre ces variables et leurs dérivées, dont le nombre ne surpasse pas celui des variables diminué de deux unités, alin qu'il reste des relations indéterminées entre les mêmes variables.
Le problème demaximis et minimis, dont il s'agit ici, consiste à déterminer ces relations de manière que la fonction primitive de V devienne un maximum ou un minimum entre des limites données, correspondantes à des valeurs données de x.
(') UEuvrcs (le Lcigrcingc, t. II, p. 37.
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Pdiir le n'-sdiidi'c de l;i iiiaiiii'rc l;t plus ^riirralc, nii clicrclicra les
varialidiis dr^ loiiflioiis \'. I.. .M 1 tics an \ varia lion s de y, z, l
cl (Icsiiiiiaiil CCS variations par V, I., .M, . . ., nii considcrcra la r.nninlc
V -^lL-\-u.i
dans hujiH'Ile X, [j., . . . sont supposées des variahics indclci-iniiwc^.
On l'ora sur cette formule les transformations enseii;iiccs pins lianl. [)ar les(juelles les fonctions dérivées des variations v, z, /, ... ne paraissent plus que dans des termes qui sont des fonctions dérivées cxaclcs. I^llc deviendra ainsi de la loi-me
Y'x -¥ Zz -hJt -f- . . .
I ■ M . Ml.
+ (Yj+Y/4-Yr"+...)'
I . 11. III
on aura l'équation aux limites (U, )-- (Ù») = o, à laquelle un devra satisfaire, indépendamment des variations y, v', . . ., z, z',
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Kt, pour tenir conipto de la v;u'iali(»n do ,r, il n'y aura qu'à changer y, z, I eu V — y .i\ z — z'.t, t — /'.r, et ajouter à la valeur de (U) le terme \ .r.
Comme la nature du prohlème peut fouruii' aussi des équations de condition entre les variables .r, r, ::, /, ..., rapportées à ces limites, désignons par A = o, B = o, ... ces équations de condition, de mani(Te que A, B, ... soient des fonctions données de ir„, ^r,, .Vo' Ji» yo'
On Ibrniera les écjuations variées A = o, B = o, ..., duesaux varialions de chacune des (juantités .r„, ,r,, r„, r,, r,,, r,, .- ., ou ajoutera ces équations multipliées par les coefficients indéterminés a, [i, . . . à l'équation aux limites.
Ou aura ainsi l'équation
(Ù,) — (Ùo) + aÀ + |3B-l-... = o,
dans laquelle on égalera séparément à zéro le coefficient de chacune des vai'iations dont il s'agit.
(]es foi'mules servent à répondre à toutes les questions où l'on cherche des maxima ou minima absolus. Voyons aussi comment on y peut rappeler les questions où l'on ne demande que des maxima ou ininima relatifs, c'est-à-dire dans lesquelles la fonction primitive d'une fonction donnée ne doit être un maximum ou un minimum entre des limites assignées, qu'autant que les fonctions primitives d'autres fonctions données auront des valeurs données entre les mêmes limites.
Soit u la fonction donnée dont la fonction primitive doit avoir une valeur déterminée entre les limites assignées. Supposons que .s- soit cette fonction primitive, en sorte que l'on ait l'équation s' — u=. o. La condition dont il s'agit consiste en ce que la quantité s^ — .v^ doit avoir une valeur donnée; par conséquent, sa variation devra être nulle, ce (]ui donne l'équation aux limites s^ —s^ = o.
Pour introduire cette condition dans la solution générale du problème de maximis el minimis, je regarde l'équation s' — ?/ = o comme une équation de condition, et je la traite comme les équations de cou-
• litioii Fi = o, M = (), le iiiiilli|>lic |);ir un cocniciciil variable cl
iiKlcIcniiim'' t la varialioii v' //, cl j'ajoiilc ii la Inriiiiilc i^ciicralc
V 4- A I> -h ... ; j'ai
V 4- 7 s' — u] -{- IL + ;Al -h . . . .
\a' Icrmc '7.v' se (l'aiisfoniie en ccnx-ci : '':.vi' — t'.v; cl, ('(ininic ces termes sont les seuls (|ni conlienneiil la variaMe .v, la vaiialKtn v donnera (l'ahonl re(|nati()n 't' 1 (), d'oii l'on lire n=(i, ^/ etaiil une conslanle arbitraire.
Ensuite l'auli'c |)arli(! (r7.yy', qui esl une déiivée exacle, (bniiiera dans rexpression de (U)lo terme <:s, el dans re(|ualiou aux limites le^ termes r/i 5', — s^^), à cause de G = a. .Mais on a, par les conditions (\[\ maximum ou minimum l'cdatif, .v, — .v„ = o. Dmie la valeur de l ne recevra aucun changement.
11 n'y aura donc que la variati(Ui — (/// (jui devra être ajoutée ii la formule générale, ce (jui revient ii substituer l\ la [)laee de la l'onction \ la lonclion V — (fn, et ;i cliei'cdu'r les conditions du maximum ou minimum absolu de la l'om'tion [uimitive de \ — (ta, a étant une constante (juelcon(jue arl)itraire.
On tr(»uv<'rail de la même manii're (jue si la l'onction primitive de \ ne devait être qu'un maximum ou minimum relatif, en supposant (juc les fonctions primitives de u et de c aient des valeurs déterminées, la question se réduirait au maximum ou minimum absolu de la fonction primitive de Y ~ an — /h-, a et h étant des constantes arbitraires.
Ce résultat s'accorde, comme l'on voit, avec celui (|u'l']uler avait trouvé j)ar la considération des variaticms des ortbmnées successives dans les courbes.
Telles sont les l"(»rniu!es iiénérales p(mr la soluti(Ui des probli'UU's (/c maximis (i naiiinas i^\\\\ dépendent de la metliode des \aiiations, et l'on voit (jue ces l'ormnlc's s'étendent ii tous les cas; mais dans cluujue cas j)ai'liculier, au lieu d'y ap|)li(|uer ces t'cu'mules, il sei'a (|U(d((uel"(»is piel'erable d'ojjercr diiectement sur les fonctions pro[)osées, en suivant la marche (|ue nous venons de tracer.
Ouaiil à la nianièro de distinguer les niaxima des minima, et même de s'assujer de leur existence, nous avons vu qu'elle dépend des variations du second ordre; mais nous n'entrerons pas dans un détail qui nous mènerait trop loin; on peut voir d'ailleurs ce que nous avons dit là-dessus dans la Théorie des fonctions ('). Nous remarquerons seulement qu'en prenant la variation du second ordre de la l'onction \ , il sera inutile d'avoir égard aux variations du second ordre de la variable r, parce que, les termes affectés de y, y', . . . daus l'expression de V étant les mêmes que ceux affectés de j, y' dans V, ces termes doivent disparaître par les conditions du maximum ou minimum, (juelle que soit la valeur de 7 ou de j. Ainsi on aura, pour la vai'iation du second ordre, les mêmes formules que dans l'endroit cité, en changeant seulement aussi r en co, et par conséquent les mêmes résultats.
Pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, nous dirons encore un mot des maxima et minima qui dépendent des fonctions de [)lusieurs variables. La première question de ce genre a été résolue par la méthode des variations, dans le second Volume des Mémoires de Turin (-). Il s'agissait de trouver, parmi toutes les surfaces courbes qui sont terminées par le même périmètre, celle qui est la plus petite possible; problème qui est, par rapport aux surfaces, ce que les problèines dont on vient de traiter sont par rapport aux lignes.
En nommant z l'ordonnée perpendiculaire aux deux abscisses x et r, et qui est censée fonction de ces deux-ci, et désignant par des traits séparés par une virgule fonctions dérivées de z, prises par rapport à x et.r, comme on l'a fait dans la Leçon XIX, la grandeur ou la quadrature (le la surface est exprimée parla double fonction primitive de la lormule
prise d'abord par rapport à une seule des variables x, y, et ensuite par rapport à l'autre, en substituant pour la première sa valeui- donnée par l'équation du contour de la surface. Ainsi le problème con-
( ') OEiwres de Lng/vini^r, t. IX.
(-) OE livres de La grange, t. I, p. 335.
sislc ;» Iroiivcr la l'oiiclioii :: de r cl y, (|iii icmlra cclhi (IouIjIc IoikIioii pi'iiiiilivc iiii iiiaxiiiiiiiii nii un iiiiiiiiiiiiiii.
Pour le rendre plus liéncral, n(»iis supposerons (pi'on demande de rendre un niaxininni on un niinininni la doulde lonelion primitive d'une roiiclion donnée de j;-, >', z, z'\ z'', z"-, z'-', c", ....
Desii^iions eetle fonelion pai' V, de manii'i'e (jne l'on ail
et soit U ladouble fonction primitive de \ , (jiii doit devenir un maximum on un minimum, il faudra, par les prineipcs établis ei-dessus, (juc sa variation V soit nulle. Or, l.''= ^'; donc, prenant les variations, L"'— \. Si l'on dénote de même par des traits placés au has les jonctions piimitives, ainsi qu'on l'a indicjué dans la Le(;on Xlil, on pouria passer de l'équation précédente à celle-ci qui est inverse, U = V, ,, par huiuelle on voit que le problème consiste à rendre nulle la double lonelion primitive de la variation \.
Or ou a, en prenant les variations de r et de ses dérivées,
\ = zf[z)-^z''f\z'']-i-z''f[z'')+z'''f[-''')-i-z''\f^z'-')+z-''f'[z-'')+...,
formule que nous représenterons, pour plus de simplicité, pai-
Y = Lz -h M z''-h^ z^' -\- V z"- ^ Qz'-' + l{z"-i-. . ..
On fera dans cette formule les transformations emplovées pins liaiil, pai- les(iuelles les dérivées de la variation r ne se trouvent (|in' dans des termes qui sont des dérivées exactes.
Ainsi le terme M:;" se changera en (M^)''— iM''G, le terme N:; ' se changera en(N^)''— N'':?, et ainsi des autres, en conservant la position des virgules qui séj)arent les traits relatifs aux variables .r et v.
De cette manière on aura la transformée
-f-(M.^ hVz■•-V'•z-^Qz■'-^-...y•
-4-(iSz-+-n=" - ii-'c ~-Q"z-¥- ..;•'.
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On voit d'ahoi'd ici (m'il est impossible que la double t'oiu'tion primitive de V devienne nulle, quelle (jne soit la variation z, à moins (jue les termes affectés simplement de :: ne disparaissent; ce (|ui donne d'abord l'équation générale du maximum ou mininunn
La premii're ligne de l'expression de V étant effacée, si l'on prend maintenant les doubles fonctions primitives de part et d'autre, on aura
\]={Mz-i-Vz''-V''z + 02'')" + [^ z + l\z'' - K''z - (Y- zy .
Comme il n'y a plus ici que des fonctions primitives simples, cbacune d'elles se rapporte uniqiiement à une des variables x, y, en regardant l'autre de ces variables comme déterminée par l'équation qui donne la courbe des limites entre lesquelles le maximum ou minimum doit avoir lieu.
Le cas le plus simple est lorsque le contour de la surface représentée l)ar l'équation en x, y, z- est supposé tout à ùûl donné et invariable. Alors les variations de z et de ses dérivées sont nulles relativement à la courbe de ce contour, et par conséquent aussi dans toute l'étendue des fonctions primitives simples de la variation Û, et la condition de U ^ o se trouve remplie d'elle-même.
L'équation du maximum ou minimum sera donc, en substituant les valeurs de L, M, . . . ,
(ju'on voit être du genre de celles que nous avons considérées dans les Leçons XIX et XX, et dont les équations primitives contiennent des fonctions arbiti'aires.
Les cas plus compliqués se résoudront par des considérations analogues à celles que nous avons faites sur les problèmes oîi l'on ne cbercbe que des fonctions d'une variable.
Pour donner maintenant quelques applications des méthodes et des
lorjiuilcs (|ii(' lions venons d'exposer, nous pi-eiidiMnis (TMltoid le prol)lt'nie le |)liis simple de ce i;enre, (|ni consiste à Ironver l:i lii;ne l;i pins courte (Milre des termes donnés. \']\\ supposniil (|iie la lii;iie ( liereliee snif tonte dans un même plan, el pi'eiiant n-, y pour ses eoordoniiées, la loiliiiieiii' de la ligue; sera expi'imée eu t^énéral par la roiicliiui primitive de l'expression \/i-t-y"' (jui, élaiit représentée par \ on /(•^■♦J'7')' «lonnera
Ainsi ré([uation i^éuérale du niaximiim on niinimnni sei-a
r.nsuite on aura
et 1 é(|nation aux limites sera
Ûi — Uo = o.
f.'é(|uation générale donne tout de suite
d'où l'on tire
= consl. ;
y' ziiz. /;, el (le là y = bx -\- c.
h et r étant deux eoustanles ai'hitraires; ce (|ui est ré(|ualii»n liéiiérale de la Iii2ue droite,
si les deux extrémités de la ligin; étaient données, (m aurait v,, = n et >',<); |)ai' eousécjuent l'équation aux limites aurait lien sans anenne ciniditioii.
I']n général, ré(|uation aux limites se réduira à
ou (l =
: de sorte (jue, si la liuiie elierehée devait être lenninee
(les deux côtés on d'un seul par des lignes perpendiculaires à l'axe des ^, les variations )'o. ,>'« sci'aient toutes les deux, ou une seulement, arbitraires : dans l'un et l'autre cas, ré(|uation aux limites donnerait r/= <), et par consé(juent h = (); ee qui réduit la ligne la j)lus courte à une droite parallèle à l'axe.
Si la ligne la plus courte devait être terminée de part et d'autre par deux lignes données droites ou courbes, il faudrait alors tenir compte ^ans l'équation aux: limites des variations de .r et y à la fois. Il faudra donc mettre dans l'expression de U, y — y x à la place de r, et y ajouter le terme V.r. On aura ainsi
et, réduisant,
L'équation aux limites étant Ù, — Û„-= o, si l'on suppose que les deux limites soient indépendantes l'une de l'autre, on aura séparément U„ = o et U| = o; et par consé([uent
Soit maintenant
!Î>(jr,j) = o
ré(|nalion de la ligne qui forme la première limite; elle donnera l'é- ([ualion variée
mais elle donne aussi l'équation dérivée
^'[x] ^- r'fl>'(7) = o; de sorte que la combinaison de ces deux équations produira celle-ci
Il faut remarquer, à l'égard de cette équation, que les vai'ialions j:-, _v
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son! cciisccs les iiiriiics (jiic celles (|iie nous ;iV(ms (lésiiiiiées ci-dessii^ |);ir .r„, v„, parce (]iie ce son! les v;iri;ili()iis des coordonnées j:*, v ;i hi prcniii'i'c linii(e; ni;iis l:i dérivée v' n'es! p;is l:i niénie (jue l;i dérivée v^,, (|Moi(|M'(dies se rapportent toutes les deux an même point; car eidle-ci se rapporte à la lii»ne la plusconi'le, et exprime la laiiiiciile de l'ani^le (jue la tangente ii cette lii^ne fait avec l'axe; an lien (jue l'antre se lappni'te à la ligne qui sert de limite, et exprime de même la tangente de l'angle (lue la tangente à cette lii;ne l'ait avec le menu- axe. Nous désignerons cette dérivée par (y'), et, ap[)li(piant le ( liillVe d an lias de chaque Icllre [)oni* la rap[»orler ;i la jiremii're limile, ré(jnalioii précédente deviendi'a
ro— (r')o-^o=o-
Telle est récjnalion de condition (pii doit avoir lien enire les varialions y^ ct.r,,; ainsi, substituant dans l'équation
Xo}'o 4- ^u = "
(l(^ la première limite la valeur de y„ tirée de récjuation précédente, on aura
[.ro(>'')o + ']-^ = '^'
cl par conséquent
Or, y'„ ct(y)o étant les tangentes de deux angles, on sait (|ne la tangente de la différence de ces angles est exprimée par la lormnle ^JLlliO?-- donc, |)uisque ici le denominatenr devient nul, cl parcon-
'+.ro(r'o ^
sé(iiicntla tangenle infinie, il s'ensuit que la diirérence des deux angles dont il s'a"it sera égale ii un angle droit.
D'où il est aisé de conclure que les deux lignes, celle (|ni doit être la plus courte et celle qui forme sa première limile, doivent se couper à anales droits.
El, comme l'eipiation ;i la seconde limile est tout à fait semidalde ii Teipialion pour la première, on trouvera nécessairemeni le même résultat relativement iila seconde limite; c'esl-;i-dire (|ne la ligne la plus
coiirlL' devra au>si couper à aiii^k's di'oits la lii^nc (lui lorincia la scfoiidc limite.
On salislcra ii ces conditions par le moyen des iMUialions
r'o (/ )o + ' = o et x\ [y ) , + 1 =r ()
cl dc> coiislantcs arbitraires A, r, ce (jui n'a aucune difficulté.
Supposons maintenant, pour donner plus de généralité au pr(d)Ii'me, (|u'on demande la lii^ne la plus courte, sans la condition (|u'(dle doive être toute dans le même plan; en prenant or, y, z poui' les trois coordonnées, dont deux r et s vSont censées fonction de la troisième .r, on aura la fonction \ i -\-y"--^ z''\ dont la primitive exprimera la longueur de la ligne (dierchée et devi'a par conséquent être un minimum.
Faisant donc
on aura
foiinule qui, par les principes établis, se ti'ansforme en celle-ci
v = -(-Ï.Vr-(^)^+(-^r) +lr-
d'où l'on tire, pour l'équation générale du minimum,
et ensuite, pour l'écpiation aux limites.
L — -^ et U, — Uo = (>.
Supposons d'aboi'd que la ligne la plus courte ne soit assujettie à aucune condition dans toute son étendue; il faudra alors (jueles variations/ et :; demeurent indéterminées, ce qui donnera les deux éijualions
d'iMi l'on lire
- = rt. v='''
(( cl A rl;iiil (les constiiiitos ;n'l»ili;iii'i's; cl comiiii' \ — \ ' -♦- Y' -^ '■ ' ^ il s'ensuit (|iie )'' cl z' ;iiir'<ni[ (l(!s valeurs c(>ii>-l:inlcs (jui, clanl (Icsiiiuecs pai' (' et (l, (loMiiei'oiil loul de suite
y =■ ex -^ /«, z = dx -i~ Il ,
m cl // claiil aussi des eouslaulcs arhilraii'cs.
^'y<. (Icu\ c(|uali(>us loul voir (|uc la lii^ue clierehé(! est une droilc (joui la |)ositioii est ai'hitraire.
Il l'aul maintenant considérer rc(|ualioii au\ liuiilcs, la(|ucllc, ^i l'on suppose les deux liuiilcs iiidcpciulaulcs l'une de l'aulrc, >c p;irtai;(' loul de suite en ces deux-ci
l'o =o, Ù| = o, savoir,
r'(. 1'» -^ -0 -<> = "' r\ .ri + -', ^ « = <>,
c(juali(uis (|ui auront lieu d'idies-mènies, si les deux i'Xlrcinitc> de la lii;nc sont supposées données de position, parce ([u'alors les varialiiuis des ordonnées V et :^ seront nulles dans ces deux points.
JMais, si la ligne la plus courte doit être comprise eiiti'c Av\\\ lii^nes données, alors il faudra, comme nous l'avons fait plus haut , tciiiic()ni[)te des variations des coordonnées »r, >', z à l'une et i» l'autre Av ses extrémités.
Pour cela, il faudra d'ahord ajouter ;i la valeur de \ le ternie \.r. cl V changer en nicine temps y et :; en y —y' x, z — z' jc. On aura ainsi, à cause de V^ = i 4-/'" + :;'-, apri'S les réductions,
et les deux écjualions aux limites l]„ = o, U, = o dcvicudionl
•^1 -^ y\ï'^ -I- 2', Si ^ O-
Supposons que la première limite soit une coui'l)e dont les deux équations soient
la première de ces équations donnera, comme nous l'avons vu plus haut, l'équation variée
et la seconde donnera de même
Z ]nXn = O.
Tirant de ces deux équations les valeurs de jo et z-^, et les substituant dans la première des deux équations ci-dessus, on aura
[i + j'o (r')o + So (2')o]^o = o,
et, comme la variation Xq doit demeurer indéterminée, il eu résultera cette équation de condition pour la première limite
à laquelle on satisfera par le moyen d'une des constantes arbitraires r, d, l'autre devant être indéterminée par l'équation de condition de la seconde limite, laquelle sera de même
Mais, si l'on veut savoir ce que ces équations représentent, il n'y a qu'à se rappeler que, dans la théorie du contact des courbes, on démontre qu'en regardant les dérivées de r'o et ^„ comme constantes, les deux équations
où [j. et y sont aussi des constantes par rapport à x et y, représentent la ligne droite qui touche la courbe de la première limite; et que de la même manière les deux équations
représentent la ligne droite qui touche au même point la ligne la plus courte, - et p étant aussi des constantes par rapport à x et y.
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Or, dans l'application de rAiialvsc ;i la (Iroiiirlric, on driiiond'c (|ii(' les deux droites rcprésciilrcs parées é(|iialioiis, si elles se eoiipeiil, loiil entre (dies un ani^ie dont le cosinus est
[v(n'('z les lenillcs de /M//^//v.sy' de M()ng(^). l)on<' puisipie, dans le cas présent, le nnineraleiir de cette expression devient nnl, il s'ensnil (pie i'ani>le des deux droites seia droit; par conséquent, il faudia que la ligne la plus courte eoup<' ;i angles droits la courl)e qui l'orme la jtreuiii're limite.
On parviendra de la même manière à une conclu>ion senil)laMc pour l'autre limite. D'où il résulte <}ue la ligne la pins courte (pi'on puisse mener entre deux courbes (juelconques est toujours la droite (pii coupera ces courbes à angle droit. Ce tliéorènu' est connu depuis longtemps et se démontre de ditrérentes manières; mais aucune n'est aussi directe que celle que fournit l'analyse précédente.
Mais, si, au lieu d'une simple ligne, il y avait une surface |)oui' servir de limite à la ligue la plus courte, désignant par
la surface de la première limite, (die donnerait cette é(piation variée
^•o <î>'(.r) + jo <t> {)■) + ;.. <!)■(;) ^o,
(pi'il faudrait combiner avec l'équation de la premii're limite trouvée
ci-dessus,
•*'" +.ro )•(» + ^i, Zo = o.
Substituant dans re(juatiou précédente la valeur de .t„ tirée de c( lle-ci, on aura
l'^'ir) -r'o <i>'(^)]ro + [*i>(--, - z, (i)»].-„= o,
d'où, ;i cause (jue les variations ^ „, ^^ doivent demeurer indéterminées, ou lire ces deux-ci :
^'(r) —ri. <i*'[-^; = o, a>' 2 - s; <i''(^; --= «>,
;>ii\(|tii'll<'s il r;iii(lr;i salislîiiir [);ii' deux des couslaiik's arbitraires de lu lii^iic la j)his coiirtc.
On trouvera deux é(juatioiis seinhiahles poui' la seconde limite, si (die est aussi fiu'uiée par une surface donnée.
Pour voir maintenant ee (jue siiinifient ees é([uatioiis, on rcmai'(|ueia (|iie re(|ualion de la surface
donne la dérivée
dont la primitive, en regardant les coefticients de j:-', y', z' comme constants, savoir
X <I)'(jr) -i- y ^y[y) + z (1)'{^1 + a = o,
représente le plan langent à eette surface, comme on le sait par la théorie des courbes, a étant une constante arbitraire par rapport ii ■i-, V, r.
Substituons dans cette équation les valeurs de <î>'(v) ^'^ *1'(^) ti''t'<'s des deux é(juations trouvées ci-dessus; elle deviendra, en la divisant |»ar <]'' .X (|ui est regardée ici comme constante,
TC -i— 1 ■ 1' — i— ~ Z — t— O
D'un autre côté, on sait que cette équation représente aussi nn plan pei'pendiculaire à la droite dont les é(|uations seraient
y = y\^ X -I- a, - = ^^ jr + v
[voyez les feuilles citées), les quantités y\^ et z\^ étant regardées ici comme constantes, ainsi que a et v. Donc, puisque ces équations sont celles de la tangente à l'extrémité de la ligne la plus courte, que nous regardons en général comme une courbe quelconque, il s'ensuit que les deux équations données plus haut expriment que la ligne la plus courte doit rencontrer la surface donnée à angles droits.
Kt, comme la même conclusion aurait lieu aussi pour l'autre limite, si elle était formée par une-surface, il en résulte cpie la ligne la plus
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courte ciilrc deux surfaces doiiiiées sera encore la droite niii reucoiilrc CCS surfaces à aiij^les droits.
.Ius([u'ici nous n'avons (dicrcdic (juc la li^nc la pins courte parmi luuU's les li;;iies possibles qu'on peut lueuer entre des points, ou Ai'>' iiii'ues, (Ml (les surfaces doiiuccs; prohlcuic (juc la simple GeouuHrie peut résoudre, parce (lu'oii sait (juc dans un plan la lii^iie la plus courte est la liiiiie droite. .Mais, si l'on demande eu i;éuéral la iii:ue la plu-- (■(Mirle sur nue surface ([Uidc^JuipH- donnée, le prohlt'Uic depeiul alors essentiellement de la méthode des variations, et les lormnle> tr(Mivées ci-dessus s'y appli(|ueut avec la même facilité.
Soit
l'écpiation de la sui'face douuée; (die donnera ré(|ualiou variée
laquelle étant combinée avec l'équation i;éuérale du maximum ou minimum trouvée j)lus haut.
|)roiluit celle-ci
pmir l'équation de la lii^iie la plus courte sur la surface donnée. h]nsuile on aura l'éipialion aux limites
Il — l (."<>»
dans laquelle on a en général
et, si l'on veut avoir égard aussi ;i la variation de r, on aura
comme ou Ta trouvé plus haut.
Il fçiudrait ici substituer pour g sa valeur tirée de l'équation variée
.Mais, en faisant abstraction de la surface, l'expression précédente de L conduit directement aux mêmes conclusioas qu'on a trouvées plus haut rclalivenient aux limites, c'est-à-dii*e que la ligne la plus courte tracée sur la surface donnée devra aussi couper à angles droits les courbes (|tii lui serviront de limites.
A l'égard de la nature de la ligne la plus courte sur une surface, elle jouit d'une propriété particulière et caractéristique, par laquelle on |)('ut la déterminer indépendamment de la considération du minimum ; c'est que ses rayons osculateurs sont tous perpendiculaires à la surface. En effet, il est clair que cette ligne doit être celle suivant laquelle se dirigera un fil tendu sur la surface donnée, et il est facile de concevoir, en même temps, que le fil tendu ne peut être en équilibre qu'autant que la pression résultante de la tension, et dont la direction est suivant le rayon osculateur, sera perpendiculaire à la surftice. Pour voir comment la propriété dont il s'agit résulte de l'équation trouvée pour la ligne la plus courte, nous remarquerons d'abord que l'équation du plan tangent à la surface représentée par l'équation
F[x,r, z) = o est, comme on l'a vu plus haut,
xY'[x] -\-x¥'[r]-h zl''[z) +a = o,
les fonctions F'(j?), F'(y), ¥'{^-) étant regardées comme constantes, ainsi que la quantité a.
Nous remarquerons ensuite que, si l'on représente par
X -+- A/-!- Hs + C = o
l'eciuation du plan du cercle osculateur d'une ligne à double courbure, il faut que cette équation et ses deux dérivées, prime et seconde, aient lieu en prenant les coordonnées x, j, z du plan [)our celles de la courbe donnée, et en recçardant dans la formation des dérivées les coef-
liririils A, B, (' coiiinic roiisliiiils ; c'est ce qui rrsiillc de l;i llirorir du coiihict (les coiii'lx'S exposée dans la Throric des lù)tt(li<)iis ' .
On aura donc ainsi les deux ('(juations dcrivccs, dans les(|iicllc-«
I + \y' A- Wz' o, \y" + lie" ^ o.
I.a dci'niî're donne B = — -~, et, (-eltc valeur ctani snlislilucc dan- hi prccedenlc, on anra
A = -^^ TT, ' B
z-y-yz" z'f-y'z"
Noms remarquerons de plus ({u'il sut'lit (jue le plan du rvv{'\<' osculaleui' soit perpendiculaire au plan tangent à la surface, pour (|iic le ravon osculateui- soit perpendiculaire à la surAice, parce (pic ce rayon est nécessairement perpendiculaire à la courbe tracée sur la sin lace.
Or on démontre encore dans l'application de l'Analyse à la Géomchi» [voyez les feuilles déjà citées) que la condition ])our (|uc i\v\\\ plan< représentés par les équations
xY'[x] + jF'(r) + z Y'[z] + « = o, X + \y+ lîz -+- C = o
se cou[)ent ii angles droits, est renfermée simplement dans rcciuation
F'(x) + AF'(7) + BF'(3)=o.
l/c(|uation de la surface
Aur.uc aussi récpiation dérivée
l<'{x)-hy¥'{x] + z'F'{z] = o, d'oii l'on tire
Cette valeur, substituée dans ré(piation précédente, donnei'a c(dlc-ci
lA-r')F'(j)4-(B-2':F'(z) = o, (') OEuvres de Lagningr, t. IX.
laquelle, en .substituant les valeurs de A et B trouvées ci-dessus, dcvieiil
Or. si l'on divise le eoeftîeienl de F'( )-) dans celte équation par V^, V
étant V • + y"'-+- -■'', on a la dérivée de p> et de même le eoefticient de V'{z) divisé par Y" devient la dérivée de-^, comme il est facile de s'en
assurer par le calcul. Donc, en divisani toute l'équation par Nielle pimrra se mettre sous la forme
iv) r-(r]-(^)v'{z) = o
qui est la même que celle de l'équation que nous avons trouvée pouila liajne la plus courte.
Clairant a remarqué le premier, dans les Mémoires de V Académie des Sciences de 1733, que, quelle que soit la figure de la Terre, la lisfue ((u'on y tracerait en plantant continuellement des piquets perpendiculaires à l'horizon, de manière qu'ils soient effacés les uns par les autres, comme on l'a pratiqué dans la description de la perpendiculaire à la méridienne de Paris, aurait la propriété d'être la ligne la plus courte entre tous ses points. Ainsi la détermination de cette ligne dépend de l'équation générale qu'on vient de trouver.
En supposant que la Terre soit un sphéroïde de révolution, si l'on prend l'axe des .r pour l'axe de la Terre, dont le centre soit l'origine des coordonnées, et qu'on nomme r l'ordonnée de la courbe des méridiens, on aura
r = \jy- 4- 2-.
Donc, si
est l'équation de cette courbe, (die deviendra C(dle de la surface du sphéroïde, en y substituant sjy- + z- pour/-; et, à cause de /' = -^-^ ^ ^^ ,
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F(r)----rF(r), V'{z) = ^F{r),
(le soric (|ii(' r(''(]ii;ili()ii de l:i lii^iic la |>liis coiiilc sur le splirioidc de vicndia
v; ^- vir = o,
l;M|ii(dl(' csl du second oïdic, loais doiil la pi'iiiiilivr du premier oi<lic
esl
zy' — rz'
(/ étaiil une eonslanU^ (jneleon(|in'. ("elle (''(|nalioii, conihinee avee l'(Mjuation Ff^r, /•)=:o, suffira pour eonsirnire la eonrln-.
(le pi'ol)l(Mne esl Irailé avee Ix'aneoup de délails dans le <pnilrn"'nir \ olnnie des Onvrai^cs de Jean Bei-nonlli.
I.e [)i'ol)l('nie d<' la lii;ne la pins coui'le eonduil nalni'(dleinenl à erjiii
de la sni'faee de la moindre éleiidne. Nous avons «léjà vn |)Ims liani ipo'
l'on a aloi's
d'iMi l'on lire la vai'lali<m
• z'''z'--hz''z''
la(|n(dle élan! eoni[)ai'éo à la forninle
Lz + ^\z'-+\z''
donne
el de lii lésnlle i"é([nalion générale
Celle é(jnali(Hi, en elleelnanl les dérivations indi(pH''es, se rédnil à
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(»i-, cil prcnnnl sucrossivement les dérivées par rapport à x et à v, on Iroiivc
\\''- = z'-z'''-hz'' Z-";
(le sorte ({u'en nuiltipliant l'équation précédente par V, et su])stituant les valeurs de V", VV", YV'', on aura après les réductions
Va, si l'on aime mieux employer la notation proposée à la fin de la Leçon XIX, on aura, pour l'écjuation de la moindre surface,
[-(srm
Monge et Legendre ont trouvé, par des méthodes ingénieuses, ré(|iiati(»ii primitive de cette équation du second ordre; mais la forme sons laquelle elle se présente la rend peu susceptible d'applications utiles. ( Forez les Mémoires de r Académie des Sciences de 1787.)
Pour donner encore un autre exemple, nous reprendrons le problème si connu de la brachistochrone, ou ligne de la plus vite descente; mais nous la considérerons dans un milieu résistant comme une fonction (juelconque de la vitesse.
Soient les abscisses x dirigées verticalement de haut en bas, et paiconséquent les ordonnées r lujrizontales. Si l'on nomme g la force constante de la gravité, s le carré de la vitesse et o(::) la fonction de la vitesse qui est. proportionnelle à la résistance, les principes de la Mr( ani(jue donnent ré(|uation
z —'y.g-h-}.z>{z)\Ji-^y- = o
pour la détermination de z; et le temps, qui doit être un maximum ou un minimum, est exprimé par la fonction primitive de l'expression
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l']ii coiiipai'anl ces fonmilcs aux rdiimilcs i^rin-i'alcs, on aura
cl la lonctioti ¥(.x,y,y',z,z', ...), (jiii, ('"laiit rgalrc a zrro, (loiiiic r('(|iial ion (le (•((iidilioii, sera
z' — 'ig- -1-29(2) v' I -^ }'-•
On aura donc
Kl <l(" là
y/i -^y'-s/z' l^jisiiiic on aura Téquation variée
z' -hlZ Cp'(2) y/i +/--f- 29(2) • • =0,
cl par conséquent
De là on aura
vi+r"\2
L — — jj ,
D'apri'S ces valeurs, on aura les é(|ualions générales
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cl lÏMiiialion aux limites
Il — 1 0 = 0,
011 faisant
cl, si l'on vciil loiiir compte do la variation de .r, on aura
■ V- Les deux équations générales se réduisent à celles-ci :
v^ ' + y iz-
dont la première a pour primitive
ya
<-/ étant une constante ai'hitraii'c.
11 faudra substituer dans celle-ci la valeur de >. tirée de la seconde; ensuite il faudra éliminer z par le moyen de l'équation de condition
et l'équation résultante en y et a: sera celle de la courbe cbercbée.
Comme z représente le carré de la vitesse et que l'équation en z est du premier ordre, la valeur de z, tirée de l'équation primitive de c(dlcci, contiendra une constante arbitraire qui dépendra de la vitesse initiale imprimée au mobile.
On peut donc regarder la valeur de z, à la première limite, comme une fonction donnée des coordonnées initiales ^ et j'. Ainsi, dénotant cette fonction par la caractéristique A, on aura la condition
2o= A(^o,.ro)-
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Ko cas lin vide n'a auciiiic «liriiciillc;' ; car, cii faisaiilo' r = o, on aura
'»'(|nali(Mi
-^=== — = = consi. =. --,
oh '/. nCnlic pas.
liiisuilc on a
z' — 9^g=0, dOÙ l'on lilO Z=:2gX-h/>.
Va] ia|)|»()iian( celle é(|nalion ;i la premii're limite, on a
2o=: î^'X,, 4- />, (1 On h ^= z„— 2<^X^.
Ainsi la valeur eoniplèle de 3 sera
Zz='îg{x — X„]-hZ^t.
Or re([natioii en v' (loiine
('(ination ({ni, par la substitution de la vahsur de ;, «levient celle de la
cycloïde oi'dinaire.
Soit, pour abréger,
le |)roblèine général dépendra de ces trois équations du preinier ordre,
Si l'on prend la dérivée de /, on a
■'ï—^-2i<^-[z^^-^'iro[z).
(I ou I on tire
cette valeur ('lanl siil)stituée dans la seconde é(|iialioii ci-dessus, ou aura
mais la troisième donne
substituant celte valeur dans la dernière équation après l'avoir multipliée par z', elle se réduira à
Or on a
tr'r"
c{ la première équation donne
tr' ^ j_. donc l'équation (ju'on vient de trouver deviendra
^ a dont la primitive est
et, si l'on substitue encore ici pour / sa valeur ~ tirée de la pre-
r' \J(i mière équation, on aura
y'sja
Ainsi l'on a la valeur de "). qu'on substituera dans l'expression de / de la première é(iuali()n; et il ne s'agira plus que de combiner celle ecpuition avec la troisième pour en éliminer z.
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<l()iisi(li'i'oiis niaiiiLciiaiil ['('(jiKilion ;iii\ liiiiilcs
supposons, ce (|iii csl le eus le plus oi-fliiniirc, (|iir les deux liiiiilcs soient iii(|{''p('ii(l;iiilcs riiiic de raiilic; (tu ;iiii;i S(''[);iit'im'iil
Ùo=o, lJi = o.
Or, en laisaiil dans r('\[)r('ssi()ii de l doiuiéc plus liaiil 1rs siihslitiilioiis nécessaires, on a
Cette expression, en mettant pour:?' sa valeur 2^ — 2o^c)v'i -l-.v'^ et réduisant, devient
2fiÂ ^ +
OÙ / est mis pour -^ +2X9(;), comme on l'a emplové ci-dessus, de
sorte qu'en substituant encore à la place de t sa vaieni- donnée par la |)romi('re équation, on aura plus simplement
Cette valeur de L' devra donc être nulle aux deux limites.
Pour la premii'i'e limite, nous avons vu ci-dessus (jue l'on a en i;énéral :;„ = A(.ry, j„); donc, prenant les variations, on aura
:;„ = xo A'' :r„ ) + )\^ A'(|-o ),
de sorte que ré(|uation L'o ^ o donnera celle-ci :
-îg-l^ -b A' -r,,; >,„
Pour la seconde limite, on aura aussi U, = 0, équation dans laciuel le. la variation 3 demeurant indéterminée, il faudra la faire évanouir en
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('•galant à zôro son coefficient X,. Ainsi l'on aura la condition )., = o, (jiii servira à tléterniiner la constante arbitraire A de la valeur de /. trouvée j)lns haut. L.elle condition donne
d'où l'on tii'e
de soile (jue l'expression complète de ). sera
(I ou I on aura
valeur qu'il laudi-a substituer dans l'équation à la première limite.
A l'égard de ré(|uation de la seconde limite, elle sera simplement, il cause de )., =o,
o, savoir X\ -+ )\ j\
Cette équation est tout à fait semblable à celle que nous avons houvée dans le premier exemple, et d'oii nous avons conclu (jue la ligne la plus courte devait couper à angles droits la ligne qui l'orme la si'conde limite. Ainsi la même conclusion doit avoir lieu pour la ligne delà plus vite descente, quelle que soit la loi de la résistance du milieu.
Uevenons à la première limite. En substituant dans l'équation de cette limite pour >.o sa valeur, elle devient
ji/J
Maintenant, si l'on désigne par {y\) la dérivée de l'ordonnée >' de la courbe qui buiue la première limite, on aura, comme on l'a vu dans le premier exemple, l'équation y„ — (r'J.rn = o. Donc, si l'on substitue
(l;iiis r('M|ii;ili()ii prrcrdciilc, ;iii lien «le )'„, sa valour (y'„)i>^„, l;i v;iii;ilion .r„ (Iciiiciirci;! aihilniiic, cl il ImikIi';! vriilicr rr(jii;ili(iii en ri:;il;iiil il Z(M'() le cocriiciciil de .r„, ce ipii (loiiiicr;!
h^^ik-m^r.-'
équation :» hujucllc on satisfera par le moyen (rniH' des conslanh's arl)itraires.
Supposons, co (jui est le cas le pins simple, que la vitesse inilialc \/g„ soit donnée indépendammcnl du lieu de dépai'l; on aura aloi'z„= à une constante; donc
A'^o.jroj = const.,
et par conséquent
et ré(juation précédcMite deviendra
~r + (/o ) = o> savoir i + /, (_;•; ) = o. j I
Dans celte écjuation, ( v'J exprime la tangente de rani;le (juc l'ait avec l'axe des x- la tangente à la courhe de la première limite, dans le point où elle est rencontrée par la ligne de la plus vite descente, et >-, exprime la tangente de l'angle (jue fait avec le même axe la tangente ;i cette même ligne au point de la seconde limite; et il siiii de celle équati(ui, comme nous l'avons vu dans le premier exemple, (jiu' la différence de ces deux angles doit être égale à un angle di'oil. l)(»iic il faudra (jue la tangente à la courhe de la première limite soit perpemliculaire à la tangente ;i la ligne de la plus vite descente au point de la seconde limite; et, comme nous avons déj;i vu (jue cette tangente doit être perpendiculaire à celle de la courbe de la seconde limite,. on en conclura que, dans le cas dont il s'agit, la courbe de la plus vite descente devra rencontrer les deux courbes des limites dans des points où les tangentes soient parallèles entre elles.
4i8 LEÇONS SUR LE CALCUL
Afais, si l'on veut que la vitesse initiale soit toujours celle que le eoi'ps acquerrait en tombant d'un même point donné, nommant h la hauteur de ce point au-dessus de l'axe horizontal des ordonnées v, on aura h + x^ pour la hauteur due à la vitesse initiale dont z^ est le carré ; et les principes de la Mécanique donncroiU
Donc
A(jro, Joj = ag*!/' -r- ^o),
cl (le là
A'(j:o) = 2g-, A'(jo)=o,
ce (jui réduira l'écjaalion de la première limite à celle-ci : — + ( j'o ) — O' savoir i + /„ ( j' )o = o,
hi<juelle montre, comme on l'a vu dans le premier exemple, (jue la ligne de la plus vite descente doit couper aussi à angles droits la ligne (jui forme la première limite.
On avait trouvé ces mêmes résultats pour la ligne de la plus vite descente dans le vide. [Voyez le quatrième Volume des Mémoires de Turin ( ' ) et les Mémoires de V Académie des Sciences pour les années i -(ij et 1768. L'analyse précédente fait voir que les conditions relatives aux limites sont indépendantes de la résistance.
Si, au lieu de la courbe de la plus vite descente, on demandait celle où la vitesse acquise serait un maximum, il faudrait rendre la quantité :; un maximum, et l'on aurait le cas où nous avons vu que les équations générales se réduisent simplement à (Y) = o, (Z)=o, savoir
2X o'[z) \Ji -h j'- — À' = o, (') OEuvrcs (h: Lngrange, t. II, p. 87.
I)i:S FONCTIONS.
C(jii;i(i()iis (jn'il l';nil coiiihiticr ;iv('r l'(''(jii;ili()ii en z
I.:i |)i'('iint>i'c :i |)()iii' priiiiilivc
2/.cp(.) .-^ ::=_L;
ri, si l'on opî'i'c sur ces Irois équations ("oiiimc on I'îi fîiil (l;in> le cas piTcrdcnt, 011 parviendra de la niènic nianii-rc ;i l'cMpialion
2iî7.
-^-hh,
(|ni donne la valeni' de a; ensiiile les deux dernii'res e(|natioiis ci-dessus donneronl la vilesse \z, et la fonction v en a-, d'oii de|)eii(l la fonclion cherchée.
A l'égard des limites, on aura dans le cas d(Hil il s'aient, en faisant varier à la fois ,r, y, -,
V = (Y) ir-r'^) + (Z) (2 - Z'X; -+- Z'X,
formule (|ui, en suhstilnant les valeurs de (Vj, (Zj et de z' , et réduisant, devient
Lvn-r'-
Et, si l'on suhstitue encore dans celle-ci les valenis de 2^'a et de 2\o[Zi tirées des deux dernières équations primitives, on aura enfin
\j =: — bx '\- -^ y -+- [A -h l] Z-ol
de sorte (fue les deux équations aux limites l „= <> l't l', — o deviendront
— (>Xo+ -p Jo+ /o+ ' -0 = "» *
— bx\~, — p 7'i + v^i H- |^:| :=o.
va'
VoO LEÇONS SLK LK CALCL'I.
La vilcsso initiale, dont ;„ est le carré, doit être donnée; si on la suppose indépendante dn lien dn départ, ^„ sera nne (piantité ronstaiite dont la variation sera par conséffuent nulle; donc g„"(). Alors la j)reinii're é<|ualion se réduira à
— Ox^^-h — jo=o.
IN»ur la seconde, comme rien ne détermine la valeur de ^,, il faudra (jue son coefiicient soit nul, et (jii'il donne 1, H- i =: o et a, = — i , condition par la(jU(dle on déterminei'a la valeur de la constante arbitraire A.
Celt(; équation deviendra ainsi
si les deux points exti'èmes de la courbe étaient donnés, les variations de ^r„, y„, .r,, i', seraient nulles, et les deux équations seraient satisfaites d'elles-mêmes.
Mais, si la question est de trouver la ligne par la(|uelle le corps partant d'une courbe donnée, et arrivant à une autre courbe donnée, ae- (juiert la plus grande vitesse, nommant, comme plus liant, (y^) et {y\) les tangentes des angles que les tangentes à ces courbes font avec l'axe aux deux extrémités de la ligne cherchée, on aura, ainsi qu'on l'a vu dans le premier exemple,
Jo — (r'o ) .3^0 = o et j-, — (/, ) ^, = o ;
et ces équations, étant combinées avec les deux précédentes, donneront
( J'o ] = h\!a et [)\ ) = h \Ja ;
d'où l'on peut conclure que les tangentes aux deux courbes des limites doivent être parallèles entre; elles, comme dans la courbe de la |)lus vite descente.
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(^('S cxciiiplcs pciivt'iil siiHirc pour inoiilrcr l'iisai^c de ii(»s luiiiiiilcs g(''n(''r;il('s, cl su il oui des r(|ii;i lions aux liiiiilcs (|ui irriaiciil pas cou nues avaiil le C.alrnl des varialions, cl s;iiis l('S(|iicll('s on iraniait (|n<' des solulions inconipli'Ics.
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