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Les conditions de slabililé d*une construction métallique dépendent: d'une part, de ses dispositions d'ensemble et de détail, des dimensions des éléments qui la constituent et de la nature des matériaux dont elle est composée ; d'autre part, des forces extérieures permanentes ou temporaires, constantes ou variables, qui la sollicitent et auxquelles elle doit résister (poids propre et charge permanente, surcharge variable, poussée du vent, etc.], ainsi que des circonstances susceptibles de modifier sa forme (changements de température, déplacements des appuis — piles ou culées, — etc.), si du moins ces modifications peuvent entraîner des changements dans les réactions exercées sur Touvrage par ses supports.
Toutes ces données de la question étant supposées connues, le problème à résoudre pour étudier la construction comporte trois parties distinctes :
L — Recherche des réactiom des supports^ piles ou culées» dont lensemble doit constituer, avec les forces extérieures connues, dont il vient d'être parlé, un système en équilibre statique. Chacune de ces réactions doit être définie par son intensité, sa direction et son point d'application, ce qui fait
trois inconnues à délermincr (exemple: arc mélalliquc encastré sur ses culées) ; ce nombre peut se réduire à deux lorsqu'en raison des dispositions spéciales de Touvrage on connaît a priori le point d'application (arc articulé aux naissances) ou la direction (poutre encastrée sur une pile), ou même à un si rintensilé est la seule inconnue (poutre simplement appuyée sur une pile).
IL — Recherche des forces intérieures qui sollicitent les éléments de l'ouvrage.
La force intérieure qui sollicite une section droite déterminée d*un élément est la résultante des forces extérieures directement appliquées à cet élément entre la section considérée et Tune de ses extrémités, et des forces de liaison développées à la jonction de cette extrémité avec les éléments voisins.
Cette force intérieure peut toujours être remplacée par un système composé :
1** D'une force dirigée suivant Taxe longitudinal de Télément, et par conséquent perpendiculaire au plan de la section transversale {effort normal)^ qui donne lieu à un travail moléculaire du métal à la compression ou à Textension simple.
2"* D'une force située dans le plan de la section transversale {e/fort tranchant)^ qui fait travailler le mêlai au cisaillement ou à l'effort tranchant.
Ces deux forces passent par le centre de gravité de la section, c'est-à-dire par son point de rencontre avec la fibre moyenne de Télément.
3"" D'un couple dont l'axe est situé dans le plan de la section transversale (moment flcchissant)^ qui fait travailler le métal à la flexion.
4^ D*un couple dont Taxe est perpendiculaire au plan de la section transversale {couple de torsion)^ qui fait travailler le métal à la torsion.
Nous donnons cette dernière indication pour mémoire, les constructions que nous aurons à étudier étant toujours disposées de façon que le métal ne travaille jamais à la torsion. Pour que colle condition soit remplie, il faut que la direction de la force intérieure rencontre la normale au plan de la section menée par son centre de gravité, c*cst^-dire la tangente
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en ce poiut à la fibre moyenne, lieu des centres de gravité des sections successives.
III. — Recherche des déformations subies parla construction en raison de Télasticité des matériaux qui la constituent, sous rinfluence des forces extérieures précitées, et, s'il y a lieu, des changements de température, des déplacements des supports, etc.
Pour chaque élément considéré en particulier, la déformation subie résulte des forces intérieures développées dans ses sections transversales successives.
On dispose, pour la recherche des réactions des supports, des équations de la mécanique générale qui expriment que ces réactions font équilibre aux forces extérieures appliquées à la construction. Si celle-ci est discontinue et se compose d'un certain nombre de tronçons distincts, reliés successivement les uns aux autres par des articulations situées à leurs extrémités, comme k*s maillons d'une chaîne de Gall, on peut établir des équations d'équilibre semblables pour chaque tronçon considéré à part, en introduisant comme inconnues auxiliaires les réactions mutuelles des tronçons successifs, transmises de l'un à lautre par l'articulation qui les réunit (arcs à triple articulation, pont-grues).
Les constructions métalliques de toute nature se répartissent en deux classes. Dans celles de la première, le système d'équations, précédemment obtenu par l'application des conditions d'équilibre de la Mécanique générale, suffit pour déterminer complètement les réactions de tous les supports comme s'il s'agissait d'un solide invariable. Dans celles de la seconde classe, le problème ainsi traité se présente sous une forme indéterminée, et comporte plus d'inconnues que d'équations. Pour faire disparaître celte indétermination, on est obligé de recourir aux formules de la déformation des corps élastiques, fournies par la résistance des matériaux.
A titre d'exemple simple, nous dirons qu'un faisceau de trois barres dirigées suivant les arêtes d'un angle trièdre et supportant une charge placée au sommet de cet angle est uu ouvrage de la première classe, tandis que si le nombre des bar« res du faisceau est de quatre, ou plus, on a un ouvrage de la seconde classe.
Les condilions de slabililé d'un ouvrage de la première classe dépendent uniquement des forces extérieures qui lui sont appliquées ; pour un ouvrage de la seconde classe, elles peuvent en outre être influencées par toute circonstance susceptible de modifier la forme de la construction : changements de température, déplacement d'un appui, etc.
Après avoir déterminé les réactions des appuis, en recourant, si Touvrage est de la seconde classe, aux formules de la résistance des matériaux pour compléter les bases du calcul, on passera à la seconde partie du problème : recherche des forces intérieures et des efforts moUcidaires qui en résultent. Si cette recherche peut s'effectuer indépendamment de celle des déformations, en appliquant successivement aux différents éléments ou aux différentes sections transversales de l'ouvrage les équations d'équilibre de la mécanique générale, sans recourir aux formules de la résistance des matériaux, on a affaire à un ouvrage sans liaisojts surabojidantes : connaissant les réactions des appuis, le calcul des forces intérieures s'effectuera comme s'il s'agissait d'un solide invariable.
Si lé problème ainsi traité se présente sous une forme in* déterminée, comme comportant plus d'inconnues que d'équations, on se trouve en présence d'un ouvrage à liaisons surabondantes^ où les forces intérieures ne peuvent être évaluées qu'à la condition de faire intervenir les lois de la déformation des corps élastiques.
En définitive, les ouvrages métalliques se divisent en deux classes, suivant que la résolution de la première partie du problème posé, c'est-à-dire la recherche des réactions des appuis, est indépendante ou non de la troisième partie, recherche des déformations.
Dans chaque classe, un ouvrage possède ou non des liaisons surabondantes suivant que, après avoir calculé les réactions des appuis, la résolution de la deuxième partie du problème, (recherche des forces intérieures), dépend ou non de celle de la troisième partie.
Il arrive toutefois, que, dans certaines constructions pourvues de liaisons surabondantes, la recherche des forces inlé-
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rieures pcul s'effectuer, dans des conditions d'exaclilude suffisantes, en suivant la même marche que pour les ouvrages sans liaisons surabondantes, c'est-à-dire, sans faire intervenir les formules de la déformation. C'est qu'alors on a pu faire disparaître l'indétermination du problème traité par la Mécanique Générale, en formulant une hypothèse plausible^ fournissant autant d'équations nouvelles que l'on a d'inconnues supplémentaires.
Considérons à titre d'exemple les poutres droites à travées indépendantes étudiées dans le chapitre III du tome Ides Ponts métalliques. Une poutre américaine simple, dont les semelles sont reliées par une triangulation unique, d'après la définition
qui en a été donnée (fig. a), est un ouvrage sans liaisons surabondantes.
Il n'en est pas de même d'une poutre composée, dont les semelles sont ^*^- ^' réunies par plusieurs triangulations
distinctes (fig. 6). Pour éviter l'intervention des formules de la déformation, qui compliqueraient énormément les calculs, sans utilité réelle, on formule l'hypothèse suivante énoncée dans le volume précité :
« Pour calculer une poutre américaine composée^ on la dé- « compose en poutres simples^ que l'on suppose porter cha- « cune une part égale de la charge et de la surcharge. On « calcule les éléments de chaque poutre comme si elle était « isolée, puis on reconstitue la poutre composée. »
Fig. h.
Lorsqu'un élément figure dans un seul des systèmes simples étudiés (comme la plupart des barres de triangulation), ses conditions de stabilité dans le système complet sont définies par la force intérieure qui résulte du calcul du système simple.
Lorsqu'il est commun à deux ou plusieurs systèmes (comme
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les tronçons de semelles et comme certaines barres de triangulation voisines des extrémités), on admet qu'il est sollicité à la fois par toutes les forces intérieures calculées séparément, en ce qui le concerne, dans les différents systèmes simples auxquels il appartient. Il faut d'ailleurs que ces forces intérieures soient toutes de même sens ; l'élément en question équivaudra par conséquent, comme section transversale, au faisceau des éléments partiels calculés chacun pour un des systèmes simples. Si les forces extérieures partielles n étaient pas de même sens, le résultat des calculs ne saurait être considéré comme exact.
C'est d'après la même hypothèse, basée sur la décomposition des ouvrages à liaisons surabondantes en systèmes simples simultanés^ c'est-à-dire concourant en même temps à assurer la stabilité sous l'action des forces extérieures appliquées à l'ouvrage, que Ton calcule les poutres européennes à treillis rivés, sans se servir des formules de la déformation : on admet que toutes les barres parallèles, rencontrant une même section verticale de la pièce, sont sollicitées par des forces intérieures égales, parallèles et de môme sens (fig. c).
Pour que cette méthode puisse être regardée comme fournissant des pig ç résultats suffisamment exacts, il
faut que le travail moléculaire du métal atteigne sensiblement la même valeur dans toutes les barres en question, et que celles-ci, par conséquent, aient des sections à pou près équivalentes.
Considérons à présent un système sans liaisons surabondantes, tel que ceux figurés par les traits pleins des figures d de»
Fig. d et e.
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La triangulation qui relie les semelles a été disposée de façon que, le pont supportant la surcharge d'épreuve com* plète, les barres représentées par un double trait soient comprimées et les barres représentées par un trait simple soient tendues.
Il peut arriver que, pour une autre disposition possible de la surcharge, le calcul fasse connaître que certaines barres représentées par des doubles traits seront tendues, et les barres voisines représentées par des traits simples comprimées. Si les pièces n'ont pas été calculées en vue de résister indifféremment à la compression et à Textension, ce renversement des efforts peut compromettre la stabilité de la construction. On remédie à cet inconvénient en ajoutant les pièces figurées par des traits pointillés. Chacune de ces contre-barres est destinée à suppléer la barre qu'elle croise toutes les fois que Teffort, que celle-ci serait appelée à supporter pour une disposi* tion déterminée de surcharge , serait de signe contraire à celui en vue duquel elle a été calculée. On obtient de la sorte le résultat suivant : quel que soit le mode de répartition de la sur* charge, on peut toujours supposer les semelles réunies par une triangulation simple, comportant des barres et des contrebarres, dont tous les éléments sont soumis au genre de travail qui leur convient. On ne doit pas tenir compte dans les calculs des barres en excès qui ne figurent pas dans la triangulation convenablement choisie, et on opère comme si ces barres n^existaient pas.
En définitive, on voit que les ouvrages représentés par les figures d eie sont composés de systèmes, sans liaisons surabondantes, alternatifs (et non plus simultanés)^ dont chacun est supposé agir seul pour une disposition déterminée de la surcharge, sans que Ton ait à tenir compte à ce moment des barres qui n'en font pas partie.
Dans la fig. d, les contre-barres sont des contre-tirants, pièces destinées à travailler à Textension, toutes les fois que les tirants qu'elles croisent seront exposés à être comprimés : les bras, pièces comprimées, représentés par de doubles traits, ne peuvent jamais, dans ces conditions, être exposés à travailler à Toxlension.
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Dans la fig. e^ les conlre-barros sont des contre -bras ; les tirants figurés par des traits simples sont toujours tendus, quelle que soit la disposition de la surchage. Chaque contrebras peut être appelé à suppléer le bras qu'il croise. Un ouvrage de ce genre, quoique pourvu de liaisons surabondantes, peut être calculé comme s*il n*en avait pas, en le décomposant en une série de systèmes simples allernatifs destinés chacun à agir seul, dans la disposition déterminée de surcharge qui lui cortespond.
Après avoir étudié séparément ces divers systèmes partiels, on attribuera à chaque barre, commune à plusieurs d'entre eux, les dimensions nécessaires pour résister à la plus grande des forces intérieures susceptibles de la solliciter (et non plus à leur somme, comme pour les systèmes simuU tanés).
En résumé, un ouvrage à liaisons surabondantes est toujours calculable avec une exactitude suffisante par la méthode applicable aux systèmes sans liaisons surabondantes, lorsqu'on peut le décomposer en systèmes simples simultanés^ destinés chacun & supporter une fraction déterminée de la charge et de la surcharge (ou plus généralement des forces extérieures appliquées il la construction], chacun de ces systèmes simples pouvant d'ailleurs comporter des contre-barres et ôlre luimême décomposable en systèmes alternatifs sans liaisons surabondantes, dont chacun puisse être étudié isolément sans tenir compte des éléments qui n'en font pas partie.
Toutefois, pour que les résultats obtenus offrent des garan tics suffisantes d'exactitude, il faut que les conditions suivantes soient remplies :
1° Les forces intérieures développées dans un élément commun à deux ou plusieurs systèmes simultanés, calculées séparément et successivement pour chacun des systèmes en question, doivent être de même sens : il ne faut pas qu'une barre soit tendue dans un système et comprimée dans l'autre.
De plus, les sections des éléments parallèles et de même espèce (tirants ou bras) voisins les uns des autres doivent être proportionnels aux forces extérieures qui leur sont appliquées,*
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de telle sorte que le travail du métal soit sensiblement le même pour tous ; par exemple dans une poutre à treillis ordinaire, les barres parallèles qui rencontrent une section verticale de la poutre devront avoir des dimensions sinon identiques, au moins équivalentes. L'égale répartition des cbarges entre les divers systèmes simultanés no serait pas réalisée si Tun d'eux comportait des éléments plus résistants que ceux des autres.
2^ Les contre-barres d'un système simple décomposable en systèmes alternatifs devront loulos être de même espèce, soit qu il s'agisse de contre-tirants^ destinés à suppléer les lirafiis, lorsque ceux-ci seraient exposés à travailler à la compression (ponts métalliques pourvus de tirants et contre-lirants en fer rond ou en tôles plates formant croix de St-André), soit qu'il s'agisse de contre-bras destinées à suppléer les pièces comprimées (ponts mixtes avec bras et contre-bras en bois formant croix de St-André, et tirants en fer). Quant aux éléments auxquels ne correspondent pas de contre-barres {bras dans le premier exemple et tirants dans le second), ils travaillent toujours delà même façon dans tous les systèmes alternatifs entre lesquels on peut décomposer le système simple étudié.
Il faut encore que le travail moléculaire maximum, subi par une barre quelconque sous Tinfluence de la plus forte des forces intérieures qui soit susceptible de la solliciter, ne diffère pas beaucoup du travail moléculaire maximum de même nature subi par la contre-barre qui la croise : les sections do ces pièces devront être à peu près proportionnelles aux efforts maxima qu'elles auront à supporter.
Il est en outre désirable que chacun de ces éléments soit disposé de façon à ne pas se prêter au renversement des efforts, afin qu'on puisse réellement le considérer en certains cas comme ne jouant aucun rôle dans la construction. C'est ainsi que les tirants et contre-lirants des poutres sont souvent constitués par des fers ronds ou plats susceptibles de se courber sous le moindre effort de compression, et par suite incapables de travailler autrement qu\^ l'extension. Dans les ponts mixtes en charpente et fer, dont il a été parlé plus haut, les bois qui constituent les bras et les contre-bras sont réunis aux
semelles par des assemblages qui conviennent bien pour la transmission des efTorts de compression , mais ne se prêtent guère à celle des efforts d'exlcnsion.
Lorsqu'un ouvrage à liaisons surabondantes n'est pas décomposable en systèmes simples simultanés et en systèmes simples alternatifs dans les conditions que nous venons d'indiquer, son étude ne peut être faile avec une exactitude satisfaisante par la méthode applicable aux ouvrages sans liaisons surabondantes. On ne saurait se dispenser en ce cas de recourir, pour la recherche des forces extérieures, aux formules de la déformation.
Il est d'ailleurs très rare que ce cas se présente pour les ponts métalliques, sauf quand il s'agit d un ouvrage mal conçu (poutres à montants et croix de St- André).
Il existe deux méthodes différentes pour le calcul des constructions métalliques.
La méthode des systèmes articulés est basée sur Tassimilation que Ton fait de Touvrage étudié à une construction théorique qui se composerait exclusivement d'éléments rectilignes, reliés les uns aux autres par des articulations placées à leurs extrémités respectives. On admet en outre que les forces extérieures sont toutes appliquées aux points d'articulation, que l'on appelle les nœuds de l'ouvrage.
Dans ces conditions, un élément quelconque, étant soumis nécessairement à une force intérieure dirigée suivant son axe longitudinal, travaille toujours soit à la compression soit à l'extension simple, et jamais à la flexion ou à l'effort tranchant. Cette assimilation est suffisamment justifiée pour les ponts Américains, où il existe en général des articulations aux points de croisement de toutes les barres ; elle l'est moins pour les ponts rivés que l'on construit en Europe, les articulations étant remplacées par des assemblages rigides pouvant donner lieu à la production de moments de flexion.
La méthode des systèmes articulés est applicable d'une manière générale à toutes les constructions décomposables en éléments articulés à leurs deux bouts, qu'ils possèdent ou non des liaisons surabondantes*
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La méthode des systèmes rigides csibuséo sur Tassimilation que Ton fait de l'ouvrage étudié à un solide élastique unique à âme pleine^tel qu'une poutre à double té dont toutes les parois seraient constituées par des tôles sans évidement. La méthode des systèmes articulés serait évidemment inapplicable à une construction remplissant exactement ce programme, et par suite non décomposable en éléments rectilignes reliés les uns aux autres par des articulations.
L'ouvrage fictif que l'on considère^ au lieu et place de la construction effective, est défini par une série de sections transversales successives, dont les plans sont normaux à la fibre moyenne, qui est le lieu de leurs centres de gravité.
11 arrive presque toujours, dans les applications, que la fibre moyenne est plane et que toutes les forces extérieures qui sollicitent l'ouvrage, y compris les réactions des appuis, peuvent être remplacées par un système équivalent situé dans le plan de la fibre moyenne, lequel par suite contient également toutes les forces intérieures relatives aux sections transversales successives. Un système rigide qui remplit ces conditions ne peut être soumis en aucun point à des efforts de torsion.
Théoriquement la méthode des systèmes rigides n'est applicable qu'à l'étude des ouvrages de première ou de seconde classe sans liaisons surabondantes. Pratiquement son emploi peut être étendu à l'étude des ouvrages à liaisons surabondantes décomposables en systèmes simples simultanés ou altemali^''^^ puisque cette étude comporte le calcul successif de chacun de ces systèmes pris à part. 11 est extrêmement rare qu'un pont métallique ne rentre pas dans cette dernière catégorie: par conséquent, ia méthode en question peut être considérée comme toujours utilisable.
Uu pont à poutre droite ordinaire, par exemple, peut être considéré comme formé par la réunion : de deux poutres à âmes verticales résistant simultanément à la charge et à la surcharge, représentées par des forces extérieures verticales situées dans les plans de leurs fibres moyennes ; de deux poutres à âmes horizontales résistant simultanément à la pression du vent, représentée par des forces extérieures horizontales» L'ouvrage se décompose ainsi en quatre poutres simul-
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tances doiil les Iriangulalions sont distinctes, mais dont les semelles sont soudées deux à deux^ ces quatre poutres formant les faces d'un prisme quadrangulaire à axe horizontal dont les arèles sont constituées par les semelles. Rien n'empèche d'appliquer à une construction de ce genre le mode de calcul des systèmes à liaisons surabondantes décomposables on systèmes simples, en étudiant à part chacune des poutres simples à âme verticale ou horizontale.
Dans les poutres de hauteur variable, dont les semelles sont courbes, les poutres decontreventement,au lieu d'être planes, sont profilées chacune suivant une surface cylindrique dont les arêtes horizontales ont la direction du vent. Dans ce cas particulier la libre moyenne est plane, mais son plan vertical ne contient pas les forces extérieures ; toutefois, comme celles-ci sont toutes dirigées suivant les arêtes du cylindre et rencontrent la fibre moyenne, il ne se produit pas de travail à la torsion, et Tétude de la poutre de contreventement s'effectue sans plus de difficulté que si Tâme était plane.
Pour étudier un système sans liaisons surabondantes, obtenu par la décomposition d'un ouvrage à liaisons surabondantes en fermes simultanées et alternatives^ on commence par calculer les réactions des appuis. Puis on détermine, pour chaque section transversale, considérée à part, Teffort normal, TcfTort tranchant et le moment fléchissant qui correspondent à la force intérieure appliquée à celle section.
Connaissant pour chaque section les aires w et o' des sections droites des deux platebandes, leurs distances a et a' à la fibre moyenne, le moment d'inertie de cette section (I = 0) a' + (1)' a *), et enfin Taire A de la section de Tâme pleine effective, ou de Tâme fictive équivalant à la triangulation (il est toujours aisé de la déterminer dans un cas quelconque),on calculera le travail moléculaire du métal résultant de refforl normal et du moment fléchissant pour chacune des platebandes, et de l'effort normal et de l'effort tranchant pour l'flme.
Après quoi on évaluera les déformations en se servant des valeurs du momenl d'inertie I et de l'aire totale des platebandes <o + (o' précédemment déterminées, ainsi que des valeurs du moment fléchissant X et de l'effort normal F.
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11 semble a priori que la mélhode des syslfemes articulés doive fournir dans un cas donné des résultats nolablement plus exacts que celle des syslèmos rigides. Mais si Ton considère la question au point de vue pratique, on reconnaît que cette supériorité est plus apparente que réelle. Quand on passe de la théorie aux applications, il est impossible de réaliser avec précision les conditions qui ont servi de bases aux calculs et l'ouvrage exécuté diffère tellement, par la force des choses, de Touvrage calculé, que les erreurs imputables à Timperfection de la méthode choisie sont absolument négligeables devant des écarts infiniment plus importants, ^ui résultent des sujétions qu'entraînent inévitablement lapféparation et la mise en œuvre des mélaux,ainsi que le montage delà construction (page 336).
Dans ces conditions, il est admis d'une manière générale par tous les constructeurs qu'au point de vue de Texactitude des résultais les deux méthodes de calcul sont absolument équivalentes, du moins en ce qui concerne les ouvrages de hauteur constante.
La méthode de calcul des systèmes rigides, telle que nous l'avons exposée dans le premier chapitre du tome I des Ponts métalliques^ est basée sur la théorie des pièces métalliques prismatiques^ c'est-à-dire des pièces dont la hauteur, mesurée normalement à la fibre moyenne dans la direction de l'effort tranchant, peut être considérée comme variant très peu d'une section transversale à une section voisine. Les formules usuelles qui dérivent de cette théorie ne sauraient donc être appliquées en toute sécurité qu'à des constructions de hauteur constante, comme celles que nous avons étudiées dans les chapitres suivants du même volume.
Aussi, les constructeurs recommandent- ils de ne jamais employer la méthode des systèmes rigides lorsqu'il s'agit d'établir les épures de stabilité de poutres à semelles courbes (M. Maurice Koechlin : Applications de la statique graphique^ préface, page XV), ou, d'une manière générale, des fermes de hauteur variable.
On se Iroiivcrail ainsi réduil pour celte catégorie d'ouvrages à remploi de la milhode des syslèmcs articulés. Or, nous verrons ci-aprës dans le chapitre VII que, dans des cas très nombreux et très fréquents, l'emploi de celle méthode peut être impossible, ou tout au moins très long et très pénible, en raison de la complication des calculs qu'elle entraîne. Il nous a paru fâcheux de ne pouvoir en pareille circonstance recourir aux procédés simples et rapides de la méthode des systèmes rigides sans nuire à rexaclitude des résultats. Nous avons constaté qu'il n'y avait, pour atteindre ce but, qu'à apporter à la méthode en question des modifications, d'ailleurs importantes, qui cependant ne changent pas la marche des opérations et ne compliquent en aucune façon les calculs.
Nous avons dit que, pour étudier par la méthode des systèmes rigides une construction de hauteur constante, il fallait calculer pour chaque section transversale considérée : !<> le moment d'inertie et l'aire û des platcbandes, et l'aire A de l'âme ; 2* le moment fléchissant X, l'effort normal F et l'effort tranchant V.
Dans le cas où la hauteur serait variable, il conviendrait de tenir compte de cette circonstance dans le calcul du moment d'inertie et de l'aire des platcbandes, en recourant à des formules où figurent les cosinus des angles d'inclinaison des platcbandes sur la fibre moyenne.
Nous avons donné aux quantités ainsi calculées les dénominations de moment (Vmertie réduit \ et à!aire réduite Q! des platebandes. Cela fait, on détermine les quantités X, F et V, qui définissent la force intérieure appliquée à la section transversale, comme s'il s'agissait d'un ouvrage de hauteur constante, à l'aide des mêmes formules et sans se préoccuper en aucune façon de la variation de h.
Puis on calcule une nouvelle quantité W, désignée par nous sous le nom A^effort tranchant réduit^ qui dépend à la fois de l'effort tranchant absolu V, du moment fléchissant X et du profil de l'ouvrage.
Le calcul du travail développé, soit dans les semelles, soit dans l'âme de la construction, s^effeclue ensuite en considérant : d'une part, le moment d'inertie réduit T, Vaire réduite
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Çï el l'aire de l'àme Â (comme dans le cas de ta hauteur constante) ; d'autre part, le moment fléchissant X, TefTort normal F, et Yeffbrl tranchant réduit W.
En définitive, la modification apportée à la méthode consiste dans ladoption de formules nouvelles pour l'évaluation du moment d'inertie et de Taire des platebandes, et de l'effort tranchant transmis a Tâme. Cette substitution est absolument nécessaire et on ne saurait la regarder comme une correction plus ou moins utile, dont il soit permis de se dispenser, même à tilre de première approximation.
I' n' En effet, les rapports -r et - du moment d'inertie rédutùan
moment d'inertie absolu et de Vaire réduite k l'aire absolue peuvent varier entre 1 et 0. Tandis que V ne peut s'annuler qu'en un seul point d'une travée, on peut, en arrêtant convenablementle profil de la poutre, réduire W à zéro en autant de points qu'on le veut, et même dans toute l'étendue de la travée (poutres à semelles indépendantes), de façon à sup« primer la triang^ulation. Il est évident qu'on ne peut remplacer une de ces quantités par sa correspondante sans s'exposer à commettre des erreurs inadmissibles.
Etant admis que l'on fera usage des formules que nous avons énoncées au chapitre lY du présent ouvrage, formules qui d'ailleurs concordent avec les formules usuelles du tome I dès que l'on suppose la hauteur constante, la méthode des systèmes rigides fournit dans tous les cas des résultats exacts, que la hauteur soit variable ou non. Elle peut ainsi être considérée d'une manière absolue comme équivalente à la méthode des systèmes articulés, toutes les fois qu'il s'agit d'une construction à liaisons surabondantes décomposables en systèmes simples Hmultojiés ou alternatifs.
Les deux méthodes étant également bonnes au point de vue de l'exactitude des résultats, on devra choisir, le cas échéant, celle dont l'emploi paraîtra le plus commode et exigera le moins de travail.
Pour les ouvrages do la première classe, elles se valent à peu
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près à ce poinl do vue particulier. Dans le chapiiro lil du tome I, nous avons eu recours h la première pour le calcul des forces intérieures et des déformations des poutres droites américaines, et Ix la seconde pour Tétude des poutres européennes à treillis. Les formules auxquelles nous sommes ar-, rivé ne sont pas plus compliquées dans un cas que dans l'autre.
Il arrive souvent toutefois que la méthode des systèmes articulés, aussi simple et aussi pratique que Taulre pour le calcul d'un ouvrage déterminé dont les conditions d'établissement sont données sous forme numérique par le programme de la construction à établir, se prèle moins aisément à rétablissement de formules générales algébriques, lorsqu'il s'agit d^étudier un type général, en représentant par des lettres les données arbitraires du problème.
La seconde méthode serait donc préférable, notamment pour la recherche des déformations, lorsqu'on se propose, non pas de dresser le projet d'un pont, mais d'étudier les propriétés d'un type général, et de déterminer les relations algébriques qui le concernent, ainsi que les règles à suivre pour l'établissement du profil en long.
Pour les ouvrages de la seconde classe, nous verrons que la méthode des systèmes rigides est toujours d'un emploi incomparablement plus commode que la méthode des systèmes articulés, laquelle exige des calculs d'une complication et d'une longueur rebutante, et assez souvent même inabordables. A supposer que l'on voulût s'en servir pour résoudre un problème numérique, en vue de dresser le projet d'exécution d'un pont, il faudrait, en toute hypothèse, avoir déjà eu recours à la méthode des systèmes rigides pour établir provisoirement les principales dimensions des éléments de la construction. Ce ne serait que pour rectifier les résultats du premier calcul approximatif et arrêter définitivement toutes les dispositions du pont que l'on pourrait se servir de la méthode des systèmes articulés.
S'il s'agit au contraire de faire l'étude théorique d'un type de pont, et de chercher, sans données numériques, les formules générales qui le concernent, l'emploi de la seconde mé-
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Ihoile s'impose a fortiori. Nous l'avons appliquécî dans le lome I à l'élude des arcs mélalliques sans arliculalion à la clef. Nous nous proposons, dans le présent volume, de procéder de même pour Téludc des poutres à Iravées solidaires et des piles métalliques.
L'emploi de la méthode des systèmes articulés se trouve ainsi pratiquement réduit :
i* A la vérîlication des résultats fournis par l'autre. Celte vérification peut être utile dans certains cas où les premiers résultats peuvent inspirer quelques déliance : constructions hétérogènes (fer et bois), système à liaisons surabondantes décomposables en systèmes simultanés ou alternatifs.
2® A l'étude des systèmes à liaisons surabondantes non décomposables, la méthode des systèmes rigides tombant alors en défaut. On trouvera au chapitre VI quelques applications de ce genre, applications nécessairement très restreintes dans la pratique, les ouvrages de cette catégorie étant rares et devant être évités par les constructeurs, parce que leur principe est défectueux et qu'ils constituent toujours une solution vicieuse et peu économique du problème posé. On peut affirmer qu'un ouvrage bien conçu est toujours décomposable en systèmes sans liaisons surabondantes, dans les conditions indiquées à la page XXIV, ce qui permet de lui appliquer la méthode de calcul des systèmes rigides.
Les constructions que nous nous proposons d'étudier dans le présent volume peuvent être ainsi définies.
Une poutre à travées solidaires est un ouvrage composé d'une série de fermes distinctes, placées bout à bout et reliées les unes aux autres par des articulations, comme les maillons d'une chaîne. Elle est disposée de façon que les réactions exercées sur elle par ses différents supports (piles et culées) soient toutes verticales, lorsque les forces extérieures qui lui sont appliquées sont elles-mêmes verticales. C/cst le cas des forces correspondant à la charge permanente et à la surcharge d'épreuve. Il en résulte qu'il ne peut exister entre deux supports successifs plus de deux articulations, sans quoi Tou*
vragu scraîl inslablc, ou du moins ne pourrait demeurer en équilibre qu'à la condition d*exercer sur ses supports des tractions ou des poussées horizontales, contrairement à la définition énoncée plus haut. Les conditions de stabilité d*un pareil ouvrage ne peuvent être modiRées par les contractions et les dilatations dues aux changements de température ; il n*y a donc pas à se préoccuper de Tinfluence de la chaleur dans Téludedece type de construction.
Quand le point d'application de la réaction d*un support est connu a priori (rotule d'un appareil de support à balancier), la ferme considérée est simplement appuyée sur ce support. Lorsque le point d'application est inconnu, la ferme est encastrée sur le support. La recherche de celte réaction comporte alors deux inconnues : l'intensité de la réaction et son point d'application, ou, pour employer un langage équivalent, l'intensité de cette force et son moment {couple de renversement de la pile) par rapport à un point choisi sur le support, qui est d'habitude son milieu.
Il arrive très généralement, on peut même dire toujours, que la libre moyenne de la poutre à travées solidaires s'écarte assez peu d'une droite horizontale. Les sections transversales successives peuvent alors être considérées sans grande erreur comme déterminées par dos plans verticaux parallèles. Cette convention admise, Teirort normal relatif à une section quelconque est toujours identiquement nul, puisqu'élant perpendiculaire au plan de celte section il doit avoir une direction horizontale, tandis que toutes les forces extérieures, y compris les réactions des appuis, sont verticales.
Il n'y a donc plus à s'occuper que des moments fléchissants et des efforts tranchants, ce qui simplifie notablement la marche des calculs. Nous nous sommes toujours placé dans Thypothëse où celle condition serait remplie, parce qu'en pratique le cas contraire ne se présente jamais : il n'y aurait nul intérêt à compliquer les formules par l'introduction d'un effort normal, en réalilé toujours nul ou négligeable.
Nous avons appelé ponts-grues les poutres à travées soli-
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(lairos comportant deux ou plusieurs fermes distinctes placées bout à bout, et reliées les unes aux autres par des articulations.
Il peut arriver qu*unc poutre de ce genre ne comporte qu'une ferme d*un seul tenant, sans articulation : on a alors une poutre continue, si le nombre des supports qui portent la ferme en question est supérieur à deux, et une travée indépendante, si ce nombre est réduit à deux, placés aux extrémités de l'ouvrage et formant culées.
Nous avons traité au cbapitre III, tome I des Po7il$ métalliques les poutres droites, c'est-à-dire do hauteur constante, à travées indépendantes. Le chapitre V du présent volume complète cette étude en ce qui touche les poutres à semelles courbes, c'est-à-dire de hauteur variable.
Les poutres à travées solidaires peuvent être des ouvrages de la première et de la seconde classe, suivant les définitions dcMUàées à la page XIX.
Les ouvrages de la première classe ont été désignés sous le nom de poHisgrues ordinaires ; ils possèdent toujours des articulations (sattf le cas de la travée indépendante), et peuvent être encastrés ou simplement appuyés sur leurs supports.
Les ouvrages de la seconde classe sont désignés sous le nom de po?its-ffriies mixtes s'ils comportent des articulations, et de poutres continues s'ils n'en ont pas ; ils peuvent être soit appuyés soit encastrés sur leurs supports.
Parmi les ouvrages existants, un très petit nombre est pourvu d'articulations et représente des ponts-grues ordinaires ou mixtes. Les poutres à travées solidaii'es sont presque toutes .continues et simplement appuyées sur tous leurs supports. C'est pour ce motif que nous nous sommes particulièrement étendu sur l'étude de ce genre de construction, qui prend plus de la moitié du livre, et que nous avons traité sommairement les ponts-ginies ordinaires et mixtes, dont les principaux types sont on complètement inusités ou représentés par un nombre très restreint d'applications.
Nous avons vu que la méthode do calcul à suivre pour l'étude d'un ouvrage de la première classe diffère complètement de celle applicable à un ouvrage de la seconde. II existe de
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plus cnlre ces deux classes de poutres à travées solidaires une différence essentielle. Celles de la première classe sont insensibles à la dénivellation des appuis^ c'esl-à-dire qu*un support quelconque peut 6trc soulevé ou abaisse^ sans modifier l'intensilé et sans déplacer le point d'application de la réaction qu'il exerce sur Touvrage ; il n'en rdsulte par suite aucun changement pour les forces intérieures développées dans les différentes parties de la construction. Il n'en est pas de même dos ouvrages de la seconde classe, dont les épures de stabilité sont influencées, daps une mesure qui peut être considérable, par les tassements ou les soulèvements des appuis. C'est là un caractère bien tranché qui sépare absolument les deux classes de poutres.
Le chapitre I est consacré à l'étude des poutres coniitmes à section constante simplement appuyées sur tous leurs supports.
Nous avons suivi la marche indiquée par Clapeyronei Bresse, qui consiste à prendre pour inconnues auxiliaires les moments fléchissants développés dans les sections d'appui, et à s'appuyer, pour leur recherche, sur le théorème des trois moments, dû à Bertot, Do cette façon, on résout simultanément les deux premières parties du problème posé à la page XVII, calcul des réactions des appuis et détermination des forces intérieures, représentées par les moments fléchissants et les efforts tranchants.
Mais en ce qui touche les effets produits par les surcharges incomplètes les plus défavorables, au lieu de considérer, comme Ta fait Bresse^ en partant d'un principe indiqué par M. Maurice Lévy^ des dispositions de surcharge couvrant certaines travées convenablement choisies sans empiéter sur les autres, nous nous sommes proposé d'étudier les effets des surcharges les plus défavorables dans le cas plus général où elles pourraient couvrir partiellemejit certaines travées. Il est toujours possible de tracer dans ces conditions les courbes*enveloppcs des moments fléchissants produits par les surcharges partielles les plus défavorables. Mais cette opération, dont la marche a
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élé indiquée déjà par difPérents auteurs^, exigerait des calculs longs et compliqués. Etant donné le peu d'importance du résultat cherché, on s'en tient toujours à la méthode, moins rigoureuse mais plus pratique, exposée par Bresse.
Nous avons reconnu qu'il était possible de substituer à ces courbes-enveloppes d'autres lignes, d'un tracé facile, coïncidant avec elles dans certains cas limites et s'en écartant toujours très peu, qui fournissent, avec une erreur très faible et toujours /}ar excès, des valeurs des moments fléchissants plus exactes que celles données par la méthode de firoige, dont les erreurs par défaut sont assez sérieuses. Nous avons doncbasé notre méthode de calcul des poutres continues sur la substitution de ces lignes conventionnelles aux courbes-enveloppes exactes des moments fléchissants, dont le tracé est pratique* ment inabordable. Cette marche nous paraît présenter sur celle de Bresse les deux avantages suivants : l"" les valeurs obtenues pour les moments fléchissants pèchent toujours par excès et non par défaut, ce qui, au point de vue des règles admises dans le calcul des ouvrages métalliques, constitue une supériorité. De plus, l'erreur absolue commise est gênéralementplus petite. 2*" La préparation des épures de stabilité, en tant que Ton fait usage du calcul algébrique, est considérablement simplifiée et facilitée, le nombre des formules à établir et à employer étant réduit pour chaque travée à trois, au lieu de sept qu'exige le procédé de Bresse. C'est là, croyonsnous, un résultat très avantageux qui justifie l'adoption de notre méthode.
Nous avons d'ailleurs opéré pour les efl'orts tranchants comme pour les moments fléchissants, en proposant la substi* tution aux courbes-enveloppes exactes, qui correspondent aux surcharges les plus défavorables couvrant partiellement certaines travées, de lignes conventionnelles faciles à tracer, qui s'en écartent toujours très peu.
1. HM]ew\cz,Annales des Ponts et Chaussées, \SB2,, |e' semestre; de Lagarde, Annales des Ponts et Chaussées, 1885, 2« semestre.
Le calcul des poutres continues à section constante symétriques coDslitue le sujel du chapilre IL
Bresse a donné le nom de poutres st/*nétriçues aux ouvrages dont toutes les travées intermédiairesont la même ouvcrtureL, les travées extrêmes ou de rive ayant aussi toutes deux la même ouverture /, différente de L.
Comme cette disposition est universellement adoptée par les constructeurs, il importe de simplifier autant que possible In méthode de calcul qui lui convient, puisque dans les applications c'est toujours à cotlc méthode que Ton aura recours.
Nous avons mis à profit les résultats des travaux publiés à ce sujet par Bresse, sans en reproduire les démonstrations, en les adaptant à notre méthode de calcul des poutres continues.
Nous croyons être arrivé à indiquer une marche infiniment plus commode et plus rapide que celle donnée par Bresse, qui n*esl pas très aisée à employer, toutes les fois qu'on ne peut recourir aux tables numériques placées par cet auteur à la fin de son ouvrage.
Vu les changements que nous avons apportés dans la conduite des opérations, dans les notations et dans les unités de moment fléchissant et d'effort tranchant, ces tables numériques ne sont pas utilisables pour l'application de notre méthode. Nous avons cru devoir en conséquence dresser des tables nouvelles permettant décrire immédiatement, sans recherches préliminaires, les équations des courbes représentatives des moments fléchissants et des efforts tranchants,ainsi que les formules de la déformation, toutes les fois que le rapport -7 de l'ouverture d'une travée intermédiaire à celle d'une
travée de rive présente une des valeurs portées sur les tables de Bresse.
On pourra en général, à l'aide de ces tables, dresser sans peine les épures de stabilité el établir les formules de déformation pour une poutre continue à étudier, au moins à titre
de première approximation, si le rapport ^ s'écarte sensiblement d'une des valeurs portées dans les tables.
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Le chapitre III traite des poutres continues à section variable.
Pour ce genre de construction, dont Bresse ne s'est pas occupé, nous avons eu recours à l'ouvrage de JU. Maurice Lévtj sur la slalique graphique, auquel nous avons emprunté la théorie des points correspondants et des foyers, et le théorème des deux moments.
Nous avons adapté aux poutres à section variable la méthode déjà exposée pour les poutres à section constante. Le chapitre se termine par Texposé de la méthode de AT. Renoust Des Orgeries^ qui résout d'une manière élégante et rapide, dans le cas particulier de la hauteur constante, le problème du tracé de Tépure de stabilité relative à la charge permanente.
Dans les trois chapitres précédents, nous nous sommes attaché à donner pour chaque type d'ouvrage étudié des formules algébriques simples permettant :
1** D'établir les épures de stabilité (courbes des moments fléchissants et des efforts tranchants) et de calculer les déformations (flèches au milieu des travées, déplacements angulaires au droit des appuiis) relatives aux causes suivantes :
Charge permanente. Surcharge variable la plus défavorable. Dénivellation des appuis. Montage par lancement.
2° De calculer les dimensions des éléments constitutifs de la poutre, en s'appuyant sur les épures de stabilité précédemment dressées (semelles — barres de triangulation — rouleaux de support — etc.), et d'évaluer d priori le poids approximatif de métal devant entrer dans la construction.
La théorie des poutres de Imuteur variable, exposée dans le chapitre IV, forme le complément nécessaire du chapitre précédent, puisqu'elle fournit les moyens de calculer les éléments (semelles et triangulations) d'une poutre continue, quand on dispose des épures de stabilité qui s'y rapportent.
A titre d'applications de cette théorie, nous avons cherché
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à établir les règles à suivre dans le tracé du profil en Ion d*une poulre, et uous avons complété Téludo des travées indépendantes de hauteur constante^ faite au tome I, par celle des poutres à semelles courbes, ordinairement qualifiées de boiO'Sirhup.
La méthode générale de calcul des ponts-grues ordinaires et des ponts-grues mixtes, est basée, comme celle des poutre» continues, qui constituent un cas particulier du second type, sur rintroduction d*inconnues auxiliaires qui sont les moments de flexion au droit des supports. La présonco des articulations simplifie notablement les recherches qui peuvent s^effectuer par le calcul ou beaucoup plus aisément par des constructions géométriques.
La recherche des déformations ne présente aucune difficulté.
Nous avons traité, au début du chapilreV, la question du montage par encorbellement^ qui se rattache étroitement à celle des ponts-gruos, dont l'emploi par les constructeurs n'est en général justifiable qu'en tant que Ton adopte pour eux ce mode de mise en place.
Enfin, nous avons terminé par une étude comparative des diiTérents systèmes de poutres en usage. Il ne semble pas qu'il y ait lieu do conclure en faveur de la supériorité absolue de tel ou tel type : les poutres continues ont leurs avantages et leurs inconvénients, aussi bien que les ponts grues à articulations. Le choix à faire, en vue d'établir un pont dans des conditions déterminées, dépendra toujours essentiellement des circonstances particulières où Ton se trouvera. On a reproché aux poutres continues, et plus généralement aux pontsgrues mixtes, d'être sensibles à la dénivellation des appuis, qui modifie leurs conditions de stabilité. Il est bien évident que cette objection tombe d'ello-môme quand les piles et culées sont en maçonnerie et reposent sur le rocher ; même avec des piles métalliques, la crainte peut être sans fondement, comme nous Tavons remarqué à propos du pont sur la Kenlucky- River, qu'on a pourvu mal à propos do deux articulations, en
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vue de remédier^ un défaut complëlemcnt illuaoiro do ]^ poutre continue.
Les artioulationa des ponts-grues sont des points faibles et donnent lieu sous le passage des charges roulantes à des déformations importantes; mais, quand le poids de la surcharge est faible, comparativement k celui de la charge permanente, cette critique est évidemment sans conséquence. C'est ce qui arrive pour les travées de trës grande ouverture (pont du Forih),
Le choix à faire dépendra souvent des dispositions k ad^ mettre pour le montage. Lorsqu'on met le pont en plape par voie de lancement, l'adoption de la poutre continue, simple^ ment appuyée sur ses piles et de hauteur constante, parait s'imposer. Si le montage doit s'efTecluer par encorbellement, il est naturel d'encastrer les fermes sur les piles, et le pont? grue h articulations paraît en ce cas préférable à la poutre continue, bien que sa supériorité ne soit pas absolument démontrée. Il est d'ailleurs rationnel, dans la même hypothèse, de faire varier la hauteur des fermes.
Avec des piles dont les fondations seraient mauvaises et feraient craindre des tassements considérables et discordants, on n'a plus le choix qu'ent!re les travées indépendantes et les ponts-grues ordinaires. La décision à prendre dépendra des sujétions du montage.
Nous avoas exposé sommairement, dans le chapitre VI, la méthode de calcul des systèmes articu/és^ei cette étude nous a conduit aux conclusions suivantes :
1® Dans la plupart des cas, il est pratiquement impossible de substituer cette méthode h celle des systèmes rigides, incomparablement plus commode et plus rapide, lorsqu'il s'agit de déterminer les dimensions inconnues à attribuer aux divers éléments d'une poutre à travées solidaires.
2^ Quand un ouvrage a été complètement étudié et calculé par la méthode des systèmes rigides, on peut, si on a quelque doute sur l'exactitude absolue des résultats obtenus, vérifier par la méthode des systèmes articulés la stabilité de cette construction. Dans ces conditions, les dimensions des éléments
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élanl provisoirement arrêtées avec une grande approximation, la méthode des systèmes articulés peut fournir, au prix de calculs d'ailleurs longs et pénibles, des renseignemenls plus exacts, qui permettent do corriger dans le sens convenable les résultats du premier calcul. Cette vérification,qui n'entraînera en général que des changements d'une importance secondaire, peut présenter un certain intérêt, pour les poutres à liaisons surabondantes, le premier calcul ne présentant pas toujours des garanties suffisantes de rigueur.
Pour les ouvrages à liaisons surabondantes non décomposableSy on ne peut pas faire usage de la méthode des sys^ tëmes rigides ; mais celle des systèmes articulés, quoique théoriquement d'une grande simplicité, exigera en ce cas, d'ailleurs presqu'hypothétique, un travail énorme, pour abou^ tir à un résultat satisfaisant (poutre à montants et croix de St-André, fig. /).
Fig. /:
Le chapitre VI se termine par réludc des piles métalliques, qui forme le complément obligatoire du chapitre V, les conditions de stabilité des ponts-grues encastrés sur leurs supports dépendant essentiellement des dispositions admises pour l'établissement de ces supports.
Nous avons eu recours à la méthode de calcul des svstèmes rigides de hauteur variable, qui permet en toute circonstance de dresser les épures de stabilité des piles métalliques, et de déterminer les dimensions do leurs éléments. Nous avons aussi cherché à établir les règles théoriques et pratiques à observer en ce qui touche la forme à attribuer à un support métallique.
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Nous avons ou occasion do citer dans le cours du volume un très grand nombre d'ouvrages existants, en vue de donner plus de force et de clarté à nos raisonnements. On trouvera peut-être que nous avons distribué avec une grande facilité réloge et le blâme aux œuvres d'ingénieurs très compétents et très habiles, sans nous enquérir des circonstances locales qui ont pu justifier les décisions prises par eux. Il est bien évident que nous n'avons pas prétendu nous ériger en juge et qu'il s'agissait simplement do nous procurer des exemples, sans nous inquiéter des particularités qui pouvaient, dans un cas donné, et à un point de vue différent de celui considéré par nous, fausser nos conclusions.
Telle disposition, défectueuse en ce qui touche l'utilisation du métal dans un pont en service, peut êlre justifiée par les sujétions du montage : suivant le côté de la question que Ton envisagera, Touvrage paraîtra bien ou mal conçu et pourra être cité comme un exemple à éviter ou à suivre.
Pour apprécier en connaissance de cause la valeur effective d'un ouvrage existant, il faudrait faire entrer en ligne do compte toutes les circonstances de son établissement, et en étudier la monographie dans un ouvrage descriptif tel que celui de M, Morandière, dont le dernier volume nous a fourni des renseignements et des indications très utiles.
Le présent volume ne visant pas le même but, c'est avec intention qu'il y a été fait systématiquement abstraction, à l'occasion de tous les exemples cités, des circonstances, étrangères à l'objet particulier que l'on avait en vue, qui eussent pu affaiblir et obscurcir les conclusions à en tirer.
Nous n'avons pas eu recours aux méthodes de la statique graphique, que nous avons à peine mentionnées de temps à autre sans vouloir en aucune façon les exposer même sommairement. L'emploi du calcul algébrique répondait mieux que celui des constructions géométriques à l'objet que nous avions en vue, et nous avons préféré renvoyer le lecteur aux ouvrages spéciaux sur la matière que de compliquer et d^embrouiller notre étude en passant alternativement de l'algèbre à
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la géomdtrie. Mais nous sommes loin de contester les mériles et les avantages de celle science, el nous reconnaissons volon* tiers que, si elle ne vaul pas ralgebre lorsquMl s'agit d'étudier les propriétés el les caractères d*un type déterminé (la discus* sion générale d'une formule algébrique étant infiniment plus aisée à faire et plus fertile en résultats que celle d'une épure, qui ne saurait guère s^appliquor qu*à un cas numérique donné), elle présenle souvent une très grande supériorité au point de vue des applications pratiques, son usage facilitant et abrégeant notablement la préparation des projets.
Nous mentionnerons, a litre d'exemple, la recherche de TefTort tranchant réduit, dans le cas d'une poutre de hauteur variable.
Cette inconnue W se calcule à Taide de la formule
dont l'emploi exige la détermination préalable, pour la section transversale considérée, du moment fléchissant X et de l'effort IranchantV, ainsi que la connaissance de la hauteur A et do la somme Tg a-f-T<7 a dos tangentes des angles formés par les semelles opposées avec la fibre moyenne. Le calcul numé-
Fig. g.
rique de W, s'il doit ôlre rc^pété pour un grand nombre de sections transversales successives, constituera toujours une opération longue et ennuyeuse. Nous allons voir qu'en recourant & la statique graphique on arrivera facilement au même résqllal, sans qu'il ait été nécessaire au préalable de se procu-
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rcr Teffort Iranchaul absolu V. SoitMit AA' une Iravéo de poutre, BSB' la courbe roprésentalive des monicnU fléchissants, que nous supposons avoir été tracée à Tavance à Taide du calcul ou par la statique graphique (iig. g),
SoitCHC la courbe des hauteurs successives do la poutre, représentées à une échelle quelconque par les ordonnées de celle ligne mesurées au-dessus do Thorizontale AA\ Si la semelle inférieure de la poutre est recliligne, la courbe CHC est précisément le profil en long de la semelle supérieure : le tracé de cette ligne ne présentera aucune difficulté, dès que Télévation de la poutre sera arrêtée.
Considérons une section verticale de la poulre MiNP, définie par sa distance AM ou x à Torigine A de la travée. On a pour cette section :
A=MP et X=MN.
Nous nous proposons de déterminer la valeur de l'effort tranchant réduit W correspondant à la même abscisse AM. Menons en N et 1^ les tangentes aux deux courbes S et II, qui coupent en Ë et F 1 axe des x. Joignons le point F, situé sur la tangente à la courbe des hauteurs II, au point N situé sur la courbe des moments S.
Portons sur u:ie horizontale la longueur oi qui représente, à une échelle convenue, Tunité d*effort tranchant. Menons par 0 une parallèle à EN et une parallèle à FN, qui couperont respectivement la verticale passant par / aux points e et /.
Il est facile de reconnaître immédiatement que Ton a, en posant oi=l :
c/ = y- = V (effort tranchant absjlu) ;
'^~ hdx '
et — ft z=i ef= W (effort tranchant réduit).
La distance e/* fournira donc immédiatement la valeur de Feffort tranchant réduit W, en grandeur et signe ; suivant que
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le point f est plus ou moins rapproché de / que e, W a le même signe que Tefforl Iranchant absolu V, ou est de signe contraire.
Il est bien évident que Temploi de ce procédé géométrique rend la reclierche de Teiïort tranchant réduit, pour une poutre de hauteur varîaUe, «ttssi facile que celui de reffort tranchant absolu dans les poutres (fe kanleur constante. La statique graphique présente ici une supériorité évidente sur le calcul algébrique, en ce qu'elle donne du premier coup, au moyen d'une construction simple, la valeur de W, sans qu'il soit nécessaire de calculer préalablement les quantités V ol
T- ; il suffit (le posséder les profils représentatifs de X et de A,
à des échelles prises arbitrairement.
Nous pensons que Ton pourrait indiquer sans peine des constructions semblables permettant de résoudre géométriquement, avec la plus grande simplicité, les formules algébriques que nous avons énoncées pour Tétude des poutres à travées solidaires. Mais leur recherche sortant du cadre de notre étude, nous n'avons pas cru devoir nous en occuper.
Si au lieu de débuter parTélude complète des poatres coalinues qui, au point de vue des applications, est la partie réellement utile do notre travail, et à ce titre nous a paru devoir être traitée indépendamment des recherches sommaires relatives aux ponts-grues, nous avions voulu suivre Tordre logique indiqué au début de l'introduction, en obligeant de la sorte le lecteur à parcourir le volume tout entier avant d'aborder Tétude des poutres continues, les questions traitées se seraient succédées dans Tordre porté au tableau suivant, qui établit une corrélation entre Tintroduction et le corps même de Touvragc.
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èsnrrresconslruclijns métalliques.
Méthode de calcul des svstèmcs articulés . .
,,.,,, j , , / Ouvrages de hauteur Méthode de calcul \ P..
j j variable
., ... ) Poutres de hauteur
systèmes rigides. / ...
( variable
Profil en long des poutres à semelles courbes
Poutre j à travées indépendantes
Étude générale des poutres î\ travées solidaires (ponts-grues)
Poutres continues à section variable
Poutres continues à section constante
Poutres continues à section constante svmé-
triquc
Effets de la dénivellation des appuis.
Montage des poutres par lancement,
Montage des poutres par encorbellement. . .
Calcul des éléments constitutifs des poutres.'
Recherche des dispositions à réaliser dans) rétablissement des ponts ; profil en long ; poids propre ; comparaison des différents types en usage, etc
Piles métalliques
I. Formule» fondamentales
S 1". — Calcul des moments fléchissants, des efforts tranchants et de la déformation dans une travée considérée isolément: 1. Expressions analytiques du moment fléchissant et de l'effort tranchant, en fonction de la charge et des moments fléchissants développés au droit des appuis dans une travée de poutre à section constante ou variable. — 3. Expressions analytiques de la déformation d'une travée de poutre continue à section constante, en fonction de la charge et des moments fléchissants développés au droit des appuis.
I 2. ^Formules relatives à une poutre à une travée, de section constante, reposant sur des appuis invariables et supportant une charge uniforme complète ou incomplète, pour laquelle on suppose successivement que chacune des extrémités est simplement appuyée, parfaitement encastrée, ou partiellement encastrée: 8. Cas d'une charge uniforme complète, les extrémités de la poutre étant simplementappuyéesou parfaitement encastrées. —4. Cas d'une charge uniformecompléte, les extrémités de la poutre étant partiellement encastrées. — 5. Calcul des moments fléchissants positifs et négatifs maxi> ma dus à l'action d'une charge uniforme incomplète, les extrémités de la poutre étant simplement appuyées ou parfaitement encastrées. — 6. Calcul des efforts tranchants positifs et négatifs maxima dus à l'action d'une charge uniforme incomplète, les extrémités de la poutre étant simplement appuyées ou parfaitement encastrées. — 7. Calcul des moments fléchissants positifs et négatifs maxima dus à l'action d'une charge uniforme inc^omplète, les extrémités de la poutre étant partieHement encastrées. — 8. Calcul des efforts tranchants positifs et négatifs maxima, dus <\ l'action d'une charge uniforme incomplète, les extrémités de la poutre étant partiellement encastrées. — 9. Tracé des courbes enveloppes des moments fléchissants et des efforts tranchants.
S 8. — Théorème des trois moments : lO.Relation entre les moments fléchissants développés sur trois appuis consécutifs d'une poutre continue. — 11. Séparation des effets dus à la charge et des effets dus à la dénivellation des appuis. — 12. Calcul des réactions verticales des appuis. — 18. Relations entre les déplacements angulaires de la flbre moyenne sur trois appuis consécutifs.
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II. — Calcul des moments fléchissants et des efforts tranehnnts produits dans une poutre continue par la eharire permanente et la surcharge uniforme à répartition warialile* Déformation des poutres. Poutres à, deux travées solidaires.
I 1". — Recherche des moments fléchissants dans Vhypothèse d*une seule travée chargée: \i. Formation de quelques séries numériques. •— 15. Calcul des moments fléchissants développés dans les sections d'appui d'une poutre continue supportant une charge concentrée unique. — 16. Moments fléchissants produits par une charge concentrée unique, dans Tune des travées non chargées.— 17. Moments fléchissants produits par une charge concentrée unique, dans la travée chargée. — 18. Moments fléchissants produits par la charge uniforme complète d'une seule travée. — 19. Moments fléchissants produits par la charge uniforme Incomplète d'une travée. Calcul des maxima négatifs et positifs. — 20. Limites supérieures des maxima positifs et négatifs des moments fléchissants.
J 2. -— Paraboles représentatives des moments fléchissants dus à la charge permanente. — Courbes enveloppes des moments fléchisssants dus à la surcharge à répartition variable. — Tracé des épures de stabililé: 21. Moments fléchissants dans les sections d'appui. — 22. Parabole des moments fléchissants dus à la charge permanente. — 23. Épure des moments fléchissants dus à la surcharge variable, abstraction faite de la surchage propre de la travée considérée. — 24. Enveloppe des moments fléchissants dus à la surcharge variable, en tenant compte de la surcharge complète de la travée considérée. — 25. Enveloppe des moments fléchissants dus à la surcharge variable, en tenant compte de la surcharge partielle la plus . défavorable pour chaque point de la fibre moyenne considéré à part.
— 26. Résumé des règles à suivre pour dresser l'épure de stabilité d'une poutre continue à section constante.
I 3. — Calcul des efforts tranchants dus à la charge permanente.
— Courbes enveloppes des efforts tranchants maxima produits par la surcharge à répartition variable: 27. Efforts tranchants produits par la charge permanente.— 28. Enveloppes des efforts tranchants maxima produits par la surcharge uniforme à répartition variable.
% \. — Déformation des poutres continues: 29. Généralités. — 30. Déplacements angulaires de la fibre moyenne sur les appuis d'une travée. — 81. Flèche d'abaissement au milieu d'une travée.
I 5. — Calcul d'une poutre à deux travées: 32. Epure des moments fléchissants. — 33. Epure des efforts tranchants. — 34. Déformation. — 85. Poutre à deux travées égales.
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III. — Elfetai de |a dénivellalloa de« appui». «^Ijanee
ment de« pentre».
{ !•'. — Calcul des moments fléchissants et des efforts tranchants produits par la dénivellation des appuis: 86. Généralités. — 37. Moments fléchissants produits par le déplacement vertical d'un appui dont le numéro d'ordre est plus grand que 1 et plus petit que n^ 1. — 88. Moments fléchissants produits par le déplacement vertical de l'appui 1 ou de l'appui n — i. — 89. Moments fléchissants produits par le déplacement vertical de l'une des extrémités de la poutre. — 40. Moments fléchissants produits par les déplacements simultanée de plusieurs appuis. — 41. Travail maximum à la flexion dû à la dénivellation des appuis. — 42. Calcul des effbrts tranchants produits parla dénivellation des appuis.
I 2. Lancement des poutres: 48. Généralités. — 44. Moments fléchissants développés pendant le lancement d'une travée intermédiaire. — 45. Moments fléchissants produits par le lancement d'une travée de rive. — 46. Déformation subie pendant le lancement parla partie de la poutre en porte-à-faux.
THEORIE GENERALE
DES
DANS UNE TRAVÉE CONSIDÉRÉE ISOLÉMENT
i. Expre«Mon« analytiques da moment fléchissant et de l'effort tranehant, en fonction de la charge et des moments fléchissants développés au droit des appuis dans une travée de poutre À section constante variahle — Nous désignerons : par / Touverlure AB de
la travée (fîg. 1) ; par Xj et Vi le moment fléchissant et Teffort tranchant sur Tappui de gauche A, ou premier appui de la travée ; par Xj et V, le moment fléchissant et Teffort tranchant sur l'appui de droite B, ou second appui ; par Qi et Q, Fig. 1. les réactions verticales, dirigées
de bas en haut, qui seraient exercées sur la poutre par ses appuis A et B, si Ton supposait
Fouvrage limité au droit de ces appuis, sans rien changer d'ailleurs à la répartition des moments fléchissants et des efforts tranchants.
Nous prendrons pour origine des abscisses x et des ordonnées y le point A,
Comme dans la première partie du Traité des Ponts Métalliques, nous définirons le sens des moments fléchissants en considérant comme positif le moment d'une force verticale dirigée de bas en haut, et comme négatif le moment d'une force dirigée de haut en bas, telle qu'un poids.
Avec cetle convention, le travail du métal dans la moitié supérieure d'une section transversale est négatif et correspond à une compression de la matière lorsque X est positif ; il est positif et correspond à une extension de la matière, lorsque X est négatif.
Dans une poutre à une travée simplement appuyée à ses deux extrémités, les moments fléchissants sont positifs dans toutes les sections, quelle que soit la disposition de la charge, et la semelle supérieure est par conséquent comprimée en tous ses points.
Cela posé, nous allons étudier la répartition des X et des Y dans la travée AB considérée isolément.
Nous examinerons successivement différents modes do disposition de la charge.
a, — La charge se réduit à un poids unique P, qui coupe la fibre moyenne en un point R défini par son abscisse r.
Le moment fléchissant a deux expressions analytiques distinctes, qui se rapportent respectivement aux cas où la section considérée sur la poutre est placée, par rapport à l'origine A, en deçà ou au delà du point R d'application du poids P.
Désignons par x l'abscisse du centre de cette section transversale.
On a dans le premier cas pour un point tel que M, satisfaisant à la condition a: < r :
X« = X, + Vjr;
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et, dans le second cas, pour un point tel que N, satisfaisant à la condition x> r:
Si Ton pose dans cette seconde relation a: = /, la valeur obtenue pour Xm convient au second appui B. Or nous avons désigné par Xj le moment fléchissant développé en B ; d'où :
X, = X,-hY, / — P(/— r).
Tirons Vi de cette relation et substituons la valeur trouvée dans les équations précédentes. Nous obtiendrons finalement pour le moment fléchissant deux expressions analytiques, où ne figureront plus que les données du problème : l,Xu ^ti Pet r.
Xi+(X8 — XJ--+ -r (/ ^r)x, pourx<r. Point M.
X rV
Xi+(Xj — Xi) 7 + 'T-{^ — ^)y poura:>r. Point N.
Les expressions analytiques de reflbrt tranchant se déduisent sans difficulté de celles de X :
«Y \ ^ / ' + 7 (^ — r), poura?<r. Point M.
I -^ , pour a: > r. Pomt N
La courbe représentative des moments fléchissants s'obtient en portant sur les verticales des difl^érents points de la fibre moyenne, à partir de Taxe des x, des longueurs proportionnelles aux moments et dirigées dans le sens des y positifs ou des y négatifs suivant que les moments sont eux-mêmes positifs ou négatifs.
Dans le cas présent, elle se compose de deux droites coupant les verticales des appuis A et B en des points dont les ordonnées représentent respectivement, en grandeurs et en signes, les moments Xj et Xj. Ces droites concourent en un point de la verticale passant par R : le moment Xr qui cor-
respond au point d'application de la charge est donné par la relation :
Xr = X. + (X.-X.)'--.^>.
L'angle Xi Xr Xs tourne sa convexité du c6té des X positifs,
puisque Ton a Xr > Xj + (X, — Xj) - •
Le minimum positif ou le maximum négatif (en valeur absolue) de X correspond toujours à l'un des points d'appui ; le maximun positif ou le minimum négatif correspond soit à l'autre point d'appui, soit plus généralement au point R d'application du poids.
Si Xi et Xr sont de signes contraires, la droite X, Xr doit
rencontrer l'axe des x en un point tel que 0,. De même, si Xr et Xj sont de signes contraires, la droite Xr X, coupera l'axe des j: en un point tel que 0,.
Les abcisses des points 0| et O^ (ligne brisée C de la figure 2), où le moment fléchissant s'annule »
sont fournies par les relations sui-
vantes :
Entre A et R (0,) :
rX»
Xr~X,'
entre R et B (0,) : ^i = / +
(/ - r) X, Xr — X,
Les valeurs de Xy^ et x^ ne sont admissibles, c'est-à-dire comprises entre o et /, que si Xj et Xr d'une part, et Xi* et X| de l'autre, sont de signes opposés.
La courbe représentative des cfl'orts tranchants se compose de deux droites horizontales, limitées respectivement par les verticales des points A, R et B, et dont la seconde a pour or^ donnée celle de la première diminuée de la longueur repr^* Bonlative du poids P,
Les réactions verticales des appuis, dans Thypothëse où la poutre serait limitée en A et en B, sont fournies par les relations :
Une de ces réactions est toujours positive (dirigée de bas en haut) : l'autre peut être négative (dirigée de haut en bas). £n ce cas Tappui auquel elle se rapporte retient la poutre au lieu de la soutenir.
b. — Im charge comprend un nombre quelconque de poids isolés.
Désignons par P un quelconque de ces poids, et par r l'abscisse de son point d^applieation.
En vertu du principe de la V. ^ _^ superposition des effets des for-
; ces, il suffira, pour obtenir
I l'expression analytique du mo-
T^^' ment fléchissant X, d'effectuer
I I pour tous les poids P les som-
L _i V. mes des termes relatifs à un ^* : poids unique , qui figuraient
Fig. 3. dans les équations du paragra-
phe précédent, en ayant soin de distinguer les charges placées à gauche de la section transversale considérée de celles situées à sa droite. Nous ferons de même pour l'effort tranchant.
Soit ^ l'abscisse du centre de la section considérée :
x=x,4-(x,-xo } +rz: T (^-^) + KZl \ {'-'•) ^ ;
dx l ^ ^""^^ l "^ ^=* l
La courbe représentative des moments fléchissants est un polygone tournant sa convexité du côté des y positifs, c'est-àdire vers le haut de la figure, et dont le9 sommets correspond
dent aux points d'application des forces : ce polygone ne peut donc couper Taxe des x qu'en deux points au plus, fournia par la condition X = o.
La courbe représentative des efforts tranchants se compose d'une série de droites horizontales limitées chacune aux verticales de deux poids consécutifs : l'ordonnée d'une droite quelconque est égale à celle de la précédente diminuée de la longueur représentative du poids appliqué à leur limite séparative.
Les réactions dos appuis sont données par les formules :
On voit que Q^ + Q, = S j P.
L'une de ces réactions est toujours positive (dirigée de bas en haut) ; l'autre peut être, suivant les circonstances, positive ou négative (dirigée de haut en bas) : dans ce dernier cas, l'appui auquel elle se rapporte retient la poutre au lieu de la soutenir.
c. — Cas (Tune charge uniformément répartie sur toute la longueur de la travée , à raison de p kilogrammes par mètre courant d'ouverture.
Nous remplacerons dans les formules du paragraphe précédent les signes ^ par /, les lettres P par le poids élémentaire de la charge uniforme pdr, et nous intégrerons les différentielles placées sous les nouveaux signes / entre les limites précédemment indiquées pour les expressions qui figuraient sous les signes £.
Nous obtiendrons de la sorte les formules suivantes :
Les réactions des appuis sont: Qj=Vi==-^-- — ^* + -/>^,
Q,=_V,=-^« + îp/.
La courbe représentative des moments fléchissants est une parabole à axe vertical, tournant sa concavité vers les y négatifs : Téquation de cette parabole, rapportée à son sommet, sans changer les directions et les sens des y et des x^ est :
La forme de cette courbe dépend donc uniquement et exclusivement de la valeur /) de la charge par mètre courant ; on peut faire varier l'ouverture / de la travée, ainsi que les grandeui*s et les signes des moments sur les appuis X^ et X^, sans faire subir à la parabole d'autre modification qu'une translation de son axe, qui se déplace parallèlement à lui-même dans une direction qui dépend des changements apportés a A\j A% et i»
Fig. 4.
Les abscisses aTi et j?a des points de renconlre Oi et 0, de cette parabole avec Taxe des x correspondent à des sections transversales où le moment fléchissant X est nul.
Elles sont fournies par les relations :
PoiolO.:x, = l + ï^'
Le sommet X^ de la parabole correspond au point S dont Tabscisse est :
•Pj "^ iT» V A 3 ^— Aj
Le moment Xs a pour valeur :
Fig. 5.
Il peut se présenter différents cas :
lo Supposons que les moments sur les deux appuis soient positifs : X, > 0, X, > 0 (fig. 5, courbe C) : On a alors
OTi < 0 et a:, > /. La parabole ne coupe pas Taxe des X entre A et B, et les moments fléchissants sont positifs dans toute l'étendue de la travée. Le moment maximum correspond à Tabscisse s du sommet S, si celleci est comprise entre o et /.
Dans le cas contraire , si s < 0, le moment maximum est Xi ; si .s > /, le moment maximum est X^. Réciproquement le moment minimum correspond toujours à celui des appuis qui est le plus éloigné du sommet de la parabole.
2* Supposons que Tun des moments soit positif et Tautre négatif: X, > 0, X^ < 0 (fig. 5, courbe C') : On a alors Xi <i 0, el 0 <i Xi <i L La parabole ne coupe Taxe des x qu'en un point 0^. Le maximum en valeur absolue des moments négatifs est Xj, et correspond au second appui. Le maximum des moments positifs est Xs, si s est plus grand que o, et Xi dans le cas contraire.
3*" Supposons que les deux moments soient négatifs : Xi<0 et Xj < 0 (fig. 5, courbe C) : en ce cas, si les valeurs de Xi et de x^ sont réelles, elles sont nécessairement comprises entre 0 et /. La courbe coupe Taxe des x en deux points. Le moment positif correspond toujours au sommet S de la parabole, situé^ à égale distance de Oj et de 0,. Le moment négatif maximum en valeur absolue correspond & Tun des deu^^ appuis.
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4* Lorsque l'on a Xj < 0 et X, < 0, il peut arriver que les valeurs de Xi et de x^ soient toutes deux imaginaires, si la
condition suivante; est remplie : f-H — *— — ^j H ^ < 0
(fig. S, courbe C").
En ce cas la parabole est située tout entière au-dessous de Taxe des x : les moments fléchissants sont négatifs en tous les points de la poutre : leur maximum en valeur absolue correspond à Tun des appuis. Leur minimum, en valeur absolue, correspond à Tabscisse s du sommet S, si Ton a 0 < 5 < /, et dans le cas contraire à celui des deux points d'appui qui est le plus voisin du sommet.
La courbe représentative des efforts tranchants est une droite inclinée, faisant avec Taxe des x Tangle dont la tangente est ~ = — ;? (fig. 6).
Elle coupe Taxe des x sur la verticale du sommet de la parabole : pour X = Sy on a en effet V = 0.
Lorsque le sommet de la parabole est situé en dehors de la travée (s < o ou ^ > /), tous les efforts tranchants sont de même signe. La droite représentative ne rencontre pas Taxe des X ; Tappui le plus voisin du sommet retient la poutre (Q est négatif), et l'appui le plus éloigné la soutient (Q est positif).
Lorsque le sommet de la parabole est sur la verticale d'un des points d'appui, la réaction de cet appui est nulle, et il peut ôtre par conséquent supprimé sans que rien soit changé aux conditions d'équilibre de l'ouvrage.
Les formules énoncées dans cet article sont indépendantes : de rintensité et du signe des moments des appuis Xj et X, ; du nombre, du mode de répartition, des grandeurs et des signes dés poids P, dont on suppose simplement les directions
Fig. 6.
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verticales el les points d'application situés entre A et B. Dans le cas où un certain nombre de forces P seraient dirigées de bas en haut, et non de haut en bas, comme on Ta supposé jusqu'ici, les équations resteraient encore applicables, à condition d'affecter du signe — les valeurs de ces forces.
Ces formules sont également indépendantes du coefficient d'élasticité de la matière qui constitue la poutre : cette matière peut être homogène ou varier de nature d'une extrémité à l'autre de l'ouvrage.
L'axe longitudinal, ou fibre moyenne de la poutre, peut être curviligne, à la seule condition que ses extrémités coïncident avec les points A et B situés sur une même horizontale, et que les réactions des appuis soient des forces verticales, dirigées de bas en haut ou de haut en bas. Enfin la hauteur et la section de la poutre peuvent varier suivant une loi quelconque sans qu'il en résulte aucun changement dans les expressions analytiques de X et de V.
En résumé, les formules qui précèdent sont applicables à toutes les poutres continues sans exception, formées d'une matière homogène ou hétérogène, à section variable ou constante, à axe rectiligne ou curviligne, à condition que leurs points d'appui soient sensiblement placés dans un même plan horizontal et exercent sur elles des réactions verticales, et que leurs fibres moyennes et les forces extérieures verticales soient situées dans un môme plan vertical. Les valeurs calculées pour les réactions des appuis Q, et Q, ne sont d'ailleurs exactes que si les points d'appui A et B souliennenlles extrémités de l'ouvrage.
Ce caractère de généralité n'appartiendra pas aux formules de l'article suivant^ qui supposent expressément l'homogénéité de la matière et la constance de la section, ou du moins de son moment d'inertie.
1. Ei!Kpres«ion0 analytique» de la défarmatian d'une travée de poutre continue) à «eetion constante^ en fonction de la charge et de» moments fléelii«sants développés au droit des appuis. — Soient E le coefficient
d'élasticité du métal qui constitue la poutre, dans une section déterminée, et I le moment d'inertie de cette section. Nous
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supposerons que le produit El a la même valeur pour toutes les sections de la poutre d'une extrémité à l'autre de la travée, ^ous admettrons en outre que la fibre moyenne est sensiblement rectiligne, de façon que l'ouverture l, c'est-à-dire la distance horizontale de ses extrémités, ne varie pas d'une façon appréciable pendant la déformation.
Nous désignerons par jfi et y, les déplacements verticaux
subis, à la suite de la déformation X. I , X. due à la charge, par les extrémi-
V. j ! Va lés de la fibre moyenne, qui sont
y^',' î*^' supposées coïncider, avant l'ap-
•* ; I ^' plication de la charge, avec les
J j._ points A et B situés sur une
même horizontale et séparés par la distance /. Nous représenterons ** enfin par Oi et 6s les tangentes des
Fig. 7. déplacements angulaires (qui, en
raison de leur petitesse, peuvent être confondus avec ces déplacements eux-mêmes) subis par la fibre moyenne au droit des points d'appui, par suite de la déformation due à la charge. Les y positifs sont dirigés de bas en haul (fig. 7).
Nous examinerons successivement les différents modes de répartition de la charge déjà considérés dans l'article précédent.
a. — Cas d\m poids unique P, appliqué au point R delà
fibre moyenne dont l'abscisse est r.
La formule générale de la déformation des pièces élastiques
d'y fléchies: El — = X, combinée avec l'expression analytique
des moments X énoncée à l'article 1, nous conduit aux deux relations suivantes :
f Xi-f(X, — Xi)^H j — jfouvr<x<L
Le coefficient El étant constant, par hypothèse, nous arri-
El
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verons, au moyen d'intégrations successives, aux équations qui suivent :
dx I Xdx==x I Xdx — / Xxdx.
\ En posant dans ces deux équations x=l, nous obtiendrons
i po"^' 7" ^^ y ^^^ valeurs % clt/j qui correspondent au second
point d^appui^ et nous pourrons eiïectuer les intégrations des ^ termes des seconds membres entre les limites qui deviennent
applicables : o et /.
f X(ù=(X,+X,)-^+ / -^U-dx-h / y(i'x)dx
El {;ij,—yy—^,t)=l f Xdx— f Xxdx= f X{l—x) dx
J 0 Jo Jo
= (^ + ^-l)P + lPr{l-r){2l-r).
Ces deux équations de condition permettent de calculer deux des quantités y^, y^, 6i et 0^, connaissant les deux autres. Pour que le problème de la recherche de la déformation de la poutre soit déterminé, il suffit donc de connaître, outre X| et Xs, ainsi que l'intensité et le mode de répartition de la charge, deux des quatre quantités y^ y^, 6i etO,.
6. — La charge se compose d'un nombre quelconque de poids isolés.
En partant de l'expression analytique de X, énoncée précédemment et que nous reproduisons ci-après, et procédant par intégrations successives, nous obtiendrons les équations suivantes :
(l)EI^!=X=X.+ (X,-X.);+4r.7(/--^)+s:îi'^'^;
(2)El(^g-6.)=X.^+(X,-X,)|;+j;'[s:î:f(/-x)+v::;i'^^a:]rfz;
(3)EI(y-y.-e.;c)=X.|+{X.-X0^,+x/'[s:î:^(/-x)+2;î:^>^]rfx
Posons X = / dans les équations (2) et (3), et effectuons les intégrales entre les limites o et /:
(4) El (9.-e.) = (X. + X.) i + K ^^ :
(5) EI(y,-y.-e./) = (|' + |)/' + ii:;Pr(/-r) (2/-r).
Enfin les expressions de refTort tranchant et des réactions des appuis, déjà énoncées à Tarticle 1, sont les suivantes :
(G) y ^ <^>^ _ X.-Xi vr=^ Pr ^,,^1 I>(/~r) .
(7, g. = V, = >krîi + ,; î!hr) ;
(8) ■ 0, = _v, = - ïîzl' + v; L' .
Ces huit relations permettent, connaissant El, /, Xi, X^, rintensilé et le mode de répartition de la charge, ainsi que deux des quatre quantités ^i, t/i, Oi et 6|, de calculer le moment fléchissant, TefTort tranchant et la déformation (déplacement vertical y et déplacement angulaire 0) d'une section transversale quelconque, ainsi que les réactions des appuis (si la poutre est limitée à ces appuis).
c. — Charge uniformément répartie complète.
Supposons que la charge uniforme p par mètre courant d'ouverture s'étende de l'extrémité A à l'extrémité opposée B. Nous remplacerons dans les formules du paragraphe précédent P par pdr, les signes S par les signes f et nous intégre-
rons ces nouvelles expressions entre les limites indiquées pour les signes S.
Nous obtiendrons de la sorte les relations qui suivent :
• (9) El^=X^K, + (X,-X,y^+^px{l-x);
m El(g-6.)=X..+(X.-X)f^+î;,.'(i-|);
(12) EI(e.-e.) = (X.+X,)i + i;,/»;
(13) El(y.-y.-6./)=(| + |')/'+^K.
On sait d'ailleurs que l'expression de l'effort tranchant est :
(14) v = '^' + ii.(/-2x).
Connaissant E, I, /, X, et Xj, ainsi que deux des quatre quantités yi, y^, 6i et 6j, par exemple y, et 9i, ces formules permettent de calculer pour un point quelconque de la poutre, défini par son abscisse x, le moment fléchissant X, Teffort tranchant V, le déplacement vertical y et le déplacement angulaire -~ ou 9 de la fibre moyenne déformée.
Nous transcrivons à nouveau ici quelques relations intéressantes qui figurent déjà à l'article 1.
Equation de la parabole des moments fléchissants rapportée à son sommet :
(15) y = — -^px\
Abscisses Xi et x^ des points Oi et 0, où cette parabole coupe Taxe AB des x et où par suite le moment fléchissant est nul ; dans Thypothèse où la fibre moyenne primitive de la poutre serait rectiligne, les abscisses Xi et x^ correspondraient à des points d'inflexion de la fibre déformée ;
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('^) ^'=i + -i;i--vU+-7r-)+T'
m ^. = à + -^ + V ii + -j- i + 7 •
Le sommet S de la parabole a pour abscisse :
La valeur du moment correspondant à ce sommet est :
/IQ\ Y. P^' , X, + X. . (X.-X.)*
L'abaissement vertical /" subi par la fibre moyenne au milieu de la travée est égal à la valeur, changée de signe, que
Ton obtient pour y en posant a; = - dans Téquation (11) :
En général /est positif, ce qui signifie que le centre de la travée s'aflaisse sous l'action de la charge ; mais cette règle n'a rien d'absolu, et/ peut être négatif et correspondre à un soulfevement du milieu de la poutre.
FORMULES RELATIVES A UNE POUTRE A UNE TRAVÉE, DE SEC- TION CONSTANTE, REPOSANT SUR DES APPUIS INVARIABLES ET SUPPORTANT UNE CHARGE UNIFORME COMPLÈTE OU IN- COMPLÈTE, POUR LAQUELLE ON SUPPOSE SUCCESSIVEMENT QUE CHACUNE DES EXTRÉMITÉS EST SIMPLEMENT APPUYÉE, PARFAITEMENT ENCASTRÉE, OU PARTIELLEMENT ENCASTRÉE.
8. Cas d'une chargée nniropme eomplëte, les eiLtrémités de la poutre étant fiimplement appuyées ou pavraitement eneastrées. — Les appuis étant supposés invariables, on a yi = yj = q.
POl'THES A TRAVÉES SOLIDAIRES.
II suffil alors de connailrc deux des quatre quantités Xi, Xj, 6, et Oi pour que les formules de Tarticle précédent permettent de calculer les valeurs de X, Y, y et 0., relatives à une sectioa quelconque de la poutre. Le problème se trouve complètement déterminé.
Fig. 8.
Nous examinerons différents cas :
a. — Poutre simplement appuyée à ses deux extrémilés. On a, par hypothèse : Xj = X, = 0 (fig. 8).
D'oùX=- px{l — x) : X est toujours positi{,quel que soiiâ;;
Qi = Qi =pi;
Xi = 0, Xi = L
Les points Oi et 0, coïncident avec les extrémités de la poutre ;
6i = — Oà =
__ pî^ ^
~~ 24 El '
5 pl^
Flèche d'abaissement au milieu de la portée : /= + 5^ ëT
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6. — Poutre parfaitement encastrée à ses deux extrémités (fig. 9).
Fig. 9.
L'encastrement parfait suppose que la direction de la fibre moyenne sur les appuis n'est pas modifiée par l'application de la charge : 6i = 6, = o.
D'où: X.=X,=-ji';
JzWo,2H326/; x^^A 4-^ W 0,788673/;
* — 2 ' ^ — 24 ' ^ "~ 384 El
c. — Poutre par faitetnent encastrée sur le premier appui A, et simplement appuyée sur Vautre (fig. 10).
Fig. ÏO,
On a :
D'où:
Oi = 0 et Xj = 0.
px\ X, = — Ç; Q,=^;)Z; Q,=-pl;
0,25/; xr^^l; ^ = ^1; Xs = -^^pl';
* /i8EI ' ^ 384 El ■
d. — Poutre simplement appui/ f^e sur le premier appui A et parfaitement eiicastrée sur le second B (fig. 11).
Flg. 11. "
Ce cas est inverse du précédent.
On a:
X, = 0 et Oi = 0.
D'où :
^ = 1? (î'^ — ^7; V = -^plx — px\ X, = — j
Oi=gP/j Qs==-p^, Xi=o\ a:, =3/4 Z= 0.75/; s =
^^■"128^^' ^'~~48EI' ^~384El'
4. Cas d'une cliarg^e unirornie complète, les eiLtrém mités de la poutre étant partiellement encastrées. —
Supposons d'abord la poutre simplement appuyée à ses deux extrémités, et supportant une charge uniforme complote représentée par 77. La formule du moment fléchissant sera :
Appliquons à la même poutre une nouvelle charge uniforme complète, représentée par tz\ en maintenant invariable la direction do la fibre moyenne sur le premier appui^ sans rien changer à la situation précédente relativement au second appui. L'ouvrage se comportera comme une poutre encastrée sur le premier appui, et simplement appuyée à l'extrémité opposéBf et les moments dus à la charge 77' seront représentés par la formule :
Appliquons une troisième charge tt", en laissant la fibre moyenne subir en A le déplacement nécessaire pour que le moment fléchissant déjà développé au droit de cet appui reste constant, et en maintenant invariable la direction de la fibre en B. La poutre se comportera, sous Faction de la charge ic", comme si elle était simplement appuyée en A et parfaitement encastrée en B, et les moments produits seront fournis par la relation :
Enfin appliquons une quatrième et dernière charge 7:'^, en maintenant invariable la direction de la fibre moyenne en A et B, c'est-à-dire en encastrant la poutre sur ses deux appuis.
L'espression des moments dus à cette charge sera :
En vertu du principe de la superposition des effets des forces, TexprcBsion analytique du moment fléchissant totale résultant de l'action simultanée des quatre charges définies plus haut^ sera la suivante :
= - 1 (i:-Hr'-H:"+7c"') «' -f- 5 (^ + ^ it' + ? ,:" + r") fa:
Telle esi l'expression générale des moments fléchissants développés dans une poutre à une travée par la charge uniforme complète :: + ?t'+iç"+ w*, lorsque les extrémités sont parliellemenl encastrées^ c*est-à-dire se comportent pour une partie de la charge comme si elles étaient simplement appuyées.
Soient Xi et Xa les moments fléchissants sur les appuis et p la valeur de la charge totale par mbtre courant d'ouverture.
En identifiant Téquation qui précède avec la formule con-
nue : X = Xj H- (X, — Xj) j- 4- 5 jo^(/ — ^a?),nous obtiendrons :
W+7C +r +7r =p; w -h -z = j^ ' ^ ' 3^^ "^ ÎT •
Ces trois relations ne suffisent pas pour déterminer les quatre quantités w, tc', tt", t:', même en y joignant la condition que chacune de ces quantités soit positive. On peut donc imaginer, connaissant la charge totale p et les moments sur les appuis Xi et X^, une infinité de combinaisons de charges positives tt^tt',?:'', t:"', réalisant, dans rhypothèse de Tencastrement partiel des extrémités, la courbe des moments fléchissants qui résulte des données Xi, X^ et/?.
Nous jugeons inutile de démontrer par le calcul la proposition suivante, qui parait évidente à priori : quelles que soient les valeurs respectives des charges partielles TC,;r',7r", ^"^ (supposées bien entendu toutes plus grandes que 0), dont la somme est égale à /?, la courbe des moments fléchissants, qui répond à leur action simultanée, est située dans la zone limitée par les courbes que Ton obtiendrait en supposant successivement trois de ces charges égales à 0, et la quatrième égale kp.
La courbe limite supérieure est constituée par la ligne correspondant à deux appuis simples ; la courbe inférieure comprend Tare central de la ligne correspondant aux deux encastrements parfaits (77'" = p) et les arcs latéraux des lignes relatives à l'encastrement complet pour une extrémité et l'appui simple pour l'autre {t:' = /?, x" = p) (fîg, 12).
On voit immédiatement que dans la moitié centrale de la travée les moments fléchissants d'une poutre^ soumjsç k une
charge uniforme et parlicUemenl encastrée sur ses appuis, ne
peuvent jamais être négatifs : les points Oi et Oi sont toujours
situés respectivement dans le premier et le dernier quart de
AB
Touverture : AN, = N, B = -— •
Fig. 12.
Nous énoncerions des propositions analogues pour les efforts tranchants, toujours compris entre les limites inférieure et supérieure correspondant à l'encastrement complet pour une extrémité et à Tappui simple pour l'autre (fig. 13).
Fig. 13.
De même les réactions des appuis Qi et Q, ont des valeurs intermédiaires entre le ma^^imum et le minimum correspond
re entre 3/8 pi et g;ale à pi.
enlre le minimum réraités) et le maxi-
ilés).
posKIfaet uéc*-
[re étant «Imple- •tréei. _ Soit X ' un point quclconnplète p ; nous dét)soluc) du moment liscr en ce même façon la plus défainuim, qui résultergc partielle com-
ml d'admettre que, du minimum d'un de sa valeur absoon à la règle algé- 3:alifs, le plus petit s grande,
difTércnls cas déjà ge uniforme com-
ermettent d'établir, ni simple et d'en- ! de X corresponoaque.
lémenlaire pdr, de :ffecluer celles des .nies des abscisses tiatrc quantités X|, otbèsc faite sur la s deux autres des
relations (4) et (5) et on les portera dans la formule (1), qui fournira en définitive l'expression analytique du moment fléchissant correspondant à une charge partielle quelconque.
Nous n'entrerons pas dans le délai! des calculs extrêmement simples qu'entraîne cette méthode, et nous énoncerons immédiatement la formule fondamentale, représentant le moment fléchissant du, à une charge partielle k laquelle elle conduit. Il n'y aura plus qu'à atlribuôr aux abscisses extrêmes des z6nes chargées les valeurs convenables en vue d'obtenir X' et X*, et à en déduire les expressions de ces deux valeurs limites du moment fléchissant.
a. — Poutre simptemeat appwji^e à ses deux extrémités,
L'expression générale du moment fléchissant développé par une charge uniforme partielle dans la section M de la poutre, dont l'abscisse est x, est :
La différentielle placée sous le premier signe / représente le moment produit par le poids élémentaire prfr, lorsque son point d'application a une abscisse r plus petite que x, et la diflérentielle placée sur le second signe / représente le moment produit par le môme poids élémentaire, lorsque l'abscisse r est plus grande que x.
D'une manière générale, on doit pour obtenir X' ne tenir compte dans l'intégration de chacun des termes que des diffé* rentielles négatives, eii éliminant tous les poids élémentaires pdr qui donneraient lieu à des moments positifs : les limites de la zone à supposer chargée sont ainsi fournies à gauche et à droite de M par les valeurs de r qui annulent les différentielles placées sous les signes f.
Dans le cas présent on a toujours :
-^ — > 0 pour r < ar ;
et
— ^T — > 0 pour X > r.
Les deux dilTéreati elles étant toujours positives, il D'existé pas de charge partielle pouvaut donner lieu à un moment fléchissant négatif, quelle que soit l'abscisse x du point considéré.
D'où:
X' = X— X' =|pi(/-x).
î^e maximum de X" correspond à la charge complète, quel que soit x.
b. — Pou tre parfaitement encastrée à ses deux extrémités .
L'expression générale du moment fléchissant dû à une charge uniforme partielle est :
X= r^j[l(2l^r)-x(Zl-2r)]dr+ r^,(/-r)*[/(a;-r)+2rx]rfr.
Nous nous proposerons de déterminer la valeur de X' pour la seconde moitié de la travée, c'est-fa-dirc pour les points dont
l'abscisse ic est plus grande que - -
Si l'on admet la condition .r > - , la différentielle du second
terme de l'équation qui précède est toujours positive: il convient donc de décharger toute la zone comprise entre les abscisses X et /.
Si nous considérons la première intégrale, nous remarquons que sa différentielle change de signe lorsque l'on attribue à r la valeur particulière v, fournie par la relation :
D'où:
Comme il est entendu que l'on a x > - , il faut, pour que v
ait une valeur admissible comprise entre o et x, que l'on ait
a encore 3a; — 2/ > o, ou a: > - ^
Supposons donc remplie la condition : -• < a? < /.
Alors V a une valeur admissible, et comme la difTérentielle est nég-ative pour r < r, l'expression analytique du moment fléchissant maximum négatif sera, en effectuant l'intégration entre les limites o et t? :
X' =— r Ç [/ (2/— r) —0? (3/— 2r)] dr
= _fî:!(2a;_/> = -?-'<-?^^*-
On voit que pour : a; = - /, v^=Oj X' = o ;
et pour : X = 1, t? = /, X' = — — pP.
Le moment fléchissant maximum sur Tappui B est donc précisément égal au moment X qui correspond à la charge uniforme complète.
Flg. 14.
De a? = - / à a? = - /, X' = o.
En vcrlu de la syméiric de la poulrc, parfaitement encastrée sur ses deux appuis, on déduira les formules relatives à la première moitié de la travée de celles que nous venons d'obtenir pour la seconde en remplaçant x par / — x.
Soient Xi et Xj les moments sur les appuis dus à la charge
uniforme complète, qui sont tous deux égaux à — j^P^- ^^^
maxiina X' et X" seront fournis pour les différentes zones de l'ouverture, divisée en trois parties égi|lefl AF, F 'F*, F''B (fig. 14), parles relations qui suivent :
o<x<-l )^ 12 (<— 2x)» * '^ kl—2x)* '
zôneAF' | X'=ipx(/-a;)-X'=-*pa</-a.)-X,g|; •
Zone FT^ / X'' = X == - px (Z-x).
zone F"B / X"-= > px(l—jr)—X'= - px{l—x)—X, ^77^ •
On a tracé dans la figure 14 les courbes des moments maxima positifs et négatifs, ainsi que la parabole des moments correspondant à la charge complète, laquelle coïncide pour le tiers moyen de Touverlure avec la courbe des moments maxima positifs, les moments maxima négatifs étant nuls dans cet intervalle,
c. — Poutre simplement appuyée à sa première extrémité et parfaitement encastrée à la seconde.
L'expression générale du moment fléchissant dû à une charge uniforme incomplète est :
^=^JoB (2i'-3/^x+r«x) dr+£ g (/-r) {2P-lr -r») dr.
Nous allons chercher la valeur de X' ,
La différentielle placée sous lo second signe f est toujours
positive quel que soit x ; il n'y a donc à considérer que la première intégrale.
La différentielle placée sous le premier signe f ne peut
présenter de valeur négative que si Ton a : z > - Z.
Fig. i5.
Celte condition étant remplie, la différentielle est négative pour toutes les valeurs de r comprises entre o et la limite te; fournie parla relation :
2/* — 3/* a: + ttJ» a? = 0.
D'où :
lO'
On a par conséquent :
^-jf''&(^^-^^'^ + ''^^^'' = -£'^
p l(Zx—1l)^
Poura;=2/3/,io=oetX'=o;poura:ï=/,u;=/etX'= —
Le maximum du moment fléchissant négatif sur l'appui encastré correspond à la charge uniforme complète. Désignons par Xs ce moment.
Si Ton divise l'ouverture en deux zones, Tune AF^ partant
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(le rostrémilé non encastrée el régnant jusqu'aux 2/3 de Touverture, et l'autre F* B comprenant le dernier tiers de Touverture, les valeurs de X' et X*" seront fournies pour les deux zones par les relations suivantes :
zone AF i X* = X = ^ pa: (l—x).
!_ pi (3j-2t)» (3x-2f)«
•*■ 8 X ~^' U ' X'=X-X'=ipx(/-x)~X,(iff?i'.
La figure 15 représente les courbes des X' et X"^, ainsi que la parabole des X, relative à la charge complète, qui se confond avec la ligne des X'' dans les deux premiers tiers de la travée, puisque dans cette zone X' = o.
d. — Poutre parfaitement encastrée sur le premier appui A et simplement appuyée à Vautre extrémité.
L'expression générale du moment fléchissant dû à une charge uniforme partielle est :
X=r^^,{l-x){Slr-r')dr+f'^^^^^^^
Nous ne la discuterons pas, le résultat que nous cherchons pouvant s'obtenir facilement et immédiatement en recourant aux formules du paragraphe précédent, où il suffit de remplacer X par l — X et Xj par Xi pour avoir les équations applicables au cas présent : la poutre actuelle est en effet identique à la poutre du paragraphe c retournée bout pour bout.
Les expressions de X' et X'' sont par conséquent, la poutre étant également divisée en deux zones dont Tune, égale au tiers de l'ouverture, part de l'extrémité encastrée :
X^ =X-X' = ipo? {l—x) — X, ''"■^•''
-l<x<l )x^ = X = yx{l~x).
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L'épure représentative des moments fléchissants s'obtiendrait en retournant bout pour bout la fig. 15.
U. Caleal des efforts tranchants positifs et négatifs maxima dus k Faetion d'une ciiarire unirorme ineomplète, les extrémités de la poutre étant simplement appuyées ou parfaitement eneastrées. — Soit V Tefiort tranchant correspondant à la charge uniforme complète, Vi et Vj ses valeurs au droit des deux appuis.
Nous désignerons par Y et Vies efforts tranchants maxima négatifs et positifs, déterminés en un point quelconque de la poutre, défini par son abscisse x, par la charge uniforme incomplète la plus défavorable.
On les trouvera par une méthode calquée sur celle employée pour les moments fléchissants. Nous n'insisterons donc pas sur le détail des calculs et passerons immédiatement des équations fondamentales aux formules finales.
a. — Poutre simplement appuyée à ses deux extrémités.
On a :
L'expression générale de Teffort tranchant dû à une charge uniforme incomplète est :
La première différentielle est toujours négative et la deuxième toujours positive.
L'effort tranchant positif maximum a donc pour expression :
V =jr'f il-r) dr = l H-œY = V. ^^ ; Teffort tranchant négatif maximum est :
b. — Poutre parfaitement encastrée à ses deux extrémités.
L'expression générale de Tefforl Iranchant est :
V=- jf'Ç(3/-2>0dr+r|.(/-r/(/+2r)dr.
On a :
Y _?f et V — — ^.
V, — 2 , et V,— 2
D'où:
x^ (2/--jr)
c. — Poutre simplement appuyée à sa première extrémité et parfaitement encastrée à la seconde.
On a:
V. = 52)/, et V, = -lpl
D'où:
d. — Poutre parfaitement encastrée sur le premier appui et simplement appuyée à V extrémité opposée,
Los formules relatives à ce cas se déduisent immédiatement de celles du cas précédent, puisqu'il ne s'agit que de retourner la poutre bout pour bout.
Vi = gP^, et V, = -^-p/.
Les calculs qui prdcëdcnt montrent: l* Que la valeur maximum de TefTort tranchant s'obtient toujours, quelle que soit la nature de chaque appui, en chargeant la zone comprise entre le premier appui A et le point M de la poutre considérée, si Ton cherche le maximum négatif V, et entre le point M et le second appui B si l'on cherche le maximumpositif V"; 2° que Tcxpression analytique des eiïorts maxima dépend essentiellement de la nature des appuis.
Flg. 16.
Le tableau numérique suivant fournit les valeurs de ~-et — correspondant à un certain nombre de valeurs des rapports - ou -r- , pour les différents genres de poutres définis dans les paragraphes a, b, c, d.
l'OUTHES A TRAVÉES SOLIDAIRES.
VALEURS DE
On a tract' k la même échelle, sur la figure 16, les courbes repri?sentatives des V, V, V" correspondant aux trois hypo- Lhèses a, 6 et d. Il a été jugé inutile de reproduire les courbes relatives au cas c, qui sont symétriques, par rapport au milieu de la travée pris comme pôle, des courbes du cas d.
V. Calcul dea tuameut* nécblKaanl* pmalHtm et uégalifs maxlnia, dan à l'aettou d^nne charge auifbpme Ittcampléte, leii exlréniilëM de la poutre étant partiellement eueaMréea. — En conservant les notations de l'ar- ,iclc 4, nous obtiendrons à l'aide des formules fondamentales Snoncées à l'article 5 (au début des paragraphes a, 6, cetd) 'expression analytique suivante du moment fléchissant dû à 'aciion de la charge uniforme incomplète rcprésenti^e par t + ff'H-;:" f r'" — ;>;
(1) X=f'JiJi2içl\l—x)-H^\3Ir-r'){l-x)-^'^^^^
+ 27rV[/(2/— r)— ir(3/ — 2r)]rfr
+ f[^^[^^P^ + ^' (2/* (œ — r) + r'[l — x)+ 2lrx) n" X (2Z* — Ir — r') + x" (/— r) {l{x — r) + 2rx) ] dr.
Supposons, pour fixer les idées, que nous nous proposions de chercher l'expression des moments négatifs X' relatifs à
la secondç moitié de la travée : i» > r •
Dans ce cas, la difTérenlielle placée sous le second signe J est toujours positive ; il n'y a donc à se préoccuper que de la première intégrale.
Posons pour simplifier :
— tt' (/ — 0?) + u"^ — 27r'"{Z— 2j:) = a,
3/7ç' (/ — aj)+27r"(2/« — 3to) = p,
27r/'a:+7r"(2/'— 3to) = y.
L'équation (i) devient, si on réduit son second membre au premier terme, et que Ton y introduise les lettres a, p, y qui représentent des fonctions de a: :
La différentielle placée soua le signe / s'annule cl change de signe pour une valeur t? de r fournie par la condition :
D'où:
Quelles que soient les valeurs, supposées positives, de -?:, w', w" et t:"\ V est toujours plus petit que x et s'annule pour une valeur x'' de x toujours supérieure ou au moins égale à 2/3Z. Pour X < a?", v est négatif et par suite la charge est supprimée : X' = o.
On a en intégrant :
Connaissant w, t! , n" cl 77'", il est toujours possible de calculer, pour une abscisse x quelconque (mais supérieure a 2/3/), la valeur de 1; à Taide de la formule (3), puis celle de X' à l'aide de la formule (4).
£n ce qui louche la première moitié de la travée, les mêmes formules pourront servir à condition d'y substituer > / — x à a?, \ — r à r, et / — v à v, La nouvelle expression ainsi obtenue pour t* s'annule lorsque Ton attribue à x une valeur limite x\ inférieure ou au plus égale à 1/3 /.
.Nous énoncerons immédiatement, sans entrer dans le détail de la discussion de ces formules, les principaux résultats auxquels elles conduisent.
Considérons, pour fixer les idées, la courbe des X' qui se rapporte à la première moitié de la travée. Soit X, le moment fléchissant développé au droit de Tappui A par la charge uniforme complète ?: + ^ ' + 7:" -4- ?: ' : on sait que Xt est négatif.
Le rapport ^ est une fonction de x dont la valeur, égale
à 1 pour a? = 0, décroit en restant positive quand x augmente, et s'annule pour x = x ,
Supposons que Textrémité A de la poutre soit parfaitement encastrée, ce qui revient à admettre que : 7: = Tr^= 0. Alors
x'=l/=AF(fig. 17).
Si Texlrémité opposée B est simplement appuyée, on a;
jO
Xi = — ^ , - = ^-^^ (Courbe 1 de la figure 17). Si l'extrémité B est parfaitement encastrée, on a 7r'=o,7v'*;=» ;
^* """" I2 ' x; = /[Tli;^^ (Courbe 2 de la ligure 17),
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Si rextrémité B est partiellement encastrée, n' et r!" ont tous deux des valeurs supérieures à o: î^'+tt"' =p. D'où:
i(/— 2ar)8 X, ^ \l^x)
La courbe représentative de -- est intermédiaire entre les courbes 1 et 2 de la Kgure.
Fig. 17.
Supposons maintenant que l'extrémité A de la poulre soit
partiellement encastrée.
On a toujours dans ce cas : o< x <,- L
Admettons que Ton ait calculé la valeur de oj', et qu'elle soit
représentée sur la figure 17 par la longueur A/^< AF' = -/.
\r est alors une fonction de x qui se prête peu au calcul
parce qu'elle contient les radicaux. Mais nous pourrons loule-
fois oblcnir une Hniitc supérieure de ~ plus ou moins voisine
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de sa valeur réelle, et qui dans la plupart des cas donnerait des résultats suffisamment exacts ; d'ailleurs Terreur commise, étant toujours par excès, n'entraînera pas de mécompte dans le calcul du travail subi par le métal, qui ne pourra être que surévalué.
Soit d'abord ;7 > 1. Le moment fléchissant sur Tappui A a
Xî
une valeur absolue plus grande que celle du moment fléchissant surTappui B.
On a alors :
Celte dernière fonction s'obtient en remplaçant / par Sx' dans 1 expression •
Supposons au contraire ~ < *• C'est sur le second appui B que le moment fléchissant négatif est le plus grand. On a :
X' {x'—xy
Xi 2
x' ix' — - .r)'
Cotte fonction s'obtient également en substituant 3 oj' à / dans 1 expression ^-^j-^, •
Les mêmes propositions peuvent être formulées à propos du second appui.
On a dans ce cas :
X' = X, pour x = l, X' = 0 pour a? = a:" > * / .
Il convient alors de substituer dans les conclusions qui précèdent :
au rapport -• le rapport -- •
Xi Xi
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à la foDctioa
la fonclion
Ix ' (3x -20* / (2jp— /)s '
3 {x—xy
ff\ y
(/— ar") (2/+J?— 3jr")
27(g->jr^')* (/-ar")(i+2a^-3x")^
En rc^sumé les limites supérieures de X' se calculeront pour les trois zones AF, FT", F"B àTaide des formules suivantes, qui supposent que Ton a déterminé tout d*abord les valeurs numériques des moments Xi et X^ et des abscisses x' = AF' et x*" = AF*. Le choix à faire entre les différentes formules
est basé sur la valeur du rapport — , supposé connu à l'avance.
Zone AF' 0<:x<x^.
Zone F'F" af <x<x!'.
Zone F'B 7f' <x<L
. (-fel
\ 3 X—xi']
Quant au moment fléchissant positif maximum, sa limite supérieure est toujours fournie par la relation suivante, où X' est tiré du tableau qui précède :
9. — Caleol de« eiforts tranchants positif* et néf^a^ tiftf niaiilima dûs k Taetion d'une eiiar^e uniforme incomplète, les eiKtrémité« de la poutre étant partiel* lement encastrées. — On voit immédiatement que chacun de ces maxima correspond toujours à une charge s'étendant d*une extrémité de la poutre jusqu'au point considéré.
Maximum positif. — La charge s'étend de a: à /.
Ma.nmufn neyatif. — La charge s'étend de o à a\ V'=-î|-J,.r'(4/-^)-g7,-r'(6/W)--^'(2/-T)-
Fig. 48.
Les quatre courbes do la figure 18 représentent les valeurs du rapport -- pour tous les points de la poutre dans les quatre
hypolhèses où Ton attribue à Tune des quantités tt, t?', tc'', V la valeur limite />, les trois autres étant nulles.
La courbe 4 correspond au cas où 77'=/>(Art. 6, parag.rf).
— 2 — w =jo(Art. 6, parag.a).
— 3 — -::*'=;> (Art. 6, parag.ô).
— 4 — ?:''=;) (Art. 6, parag.c).
Dans le cas général où deux au moins des charges partielles -iT, -î:', w'', tT no seraient pas nulles, —• serait représentée par
une courbe intermédiaire entre celles-ci, et qui, par conséquent, serait loul entière à l'intérieur du segment limité par les courbes \ et 4.
On commettra toujours une erreur très faible en substituant à la courbe réelle la courbe 2, plus rapprochée de la courbe supérieure 1 que de la courbe inférieure 4 ; si Ton admet que celte règle approximative donne toujours des résultats suffisamment exacts, on pourra représenter les valeurs des efforts tranchants maxima par les formules simples :
-r= — — ^ (Efforts tranchants positifs), — = - (EfTorls tranchants négatifs),
qui correspondent à la courbe 2. L'erreur commise par défaut sera représentée dans le cas le plus défavorable par la distance verticale de la courbe 2 à la courbe 1 ; Terreur commise par excès aura pour limite supérieure la distance verticale de la courbe 2 à la courbe 4.
9. — Traeé de» courbes enveloppes des inonieutA fléehissfiiitfl et des eiforlii Iranehants ma^iLliiia. •—
Lorsqu'on se propose do délerminer simplement les courbes des maxima,cn valeur absoIue,des moments fléchissants d'une part et des efforts tranchants de Taulre, sans distinction de signes, il est facile de se rendre compte des points où Ton doit passer des X' W\^ \" et vice versa, et des Y' aux V" et vice versa,
On sait que Ton a pour une section quelconque :
X=X' + X" et V = V' + V\
Donc le plus grand, en valeur absolue, des deux moments fléchissants niaxima X' et X'' est celui qui a le signe de X, moment dii à la charge complète. Il en est de même pour les efforts tranchants.
Les courbes représentatives en question comportent donc les arcs suivants :
Pour les moments fléchissants :
Courbe des X' de a:=o à x=a:j, abscisse pour laquelle X=o, id. X^'àe x=Xikx=Xiy id. X=a,
et id. X' ie x=Xtkx=l.
Pour les efforts tranchants :
Courbe des V de a; = o à x=s, abscisse pour laquelle V = o
(sommet de la parabole des X).
Courbe des W de x=s à x = f.
On calculera Xi, x^ et s en égalant à zéro X et V dans les formules qui donnent les moments fléchissants et les efl'orts tranchants produits par la surcharge complète.
Nous avons indiqué précédemment (art. 3) les valeurs de Xi et Xj dans les différents cas d'encastrement simple et d'encastrement complet. On sait que Ton a toujours :
o<Xi<.-, et -<«?,</, On a s = - dans le cas de deux appuis simples ou de deux
encastrements complets. On a d autre part toujours -- <^< - / ,
les valeurs limites indiquées correspondant au cas d'une extrémité simplement appuyée, Tautre étant parfaitement encastrée.
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THÉORÈME DES TROIS MOMENTS
10. Belation entre len moments fléebl»santa déve« loppé» sur trais appuis eonséeutifs d'nue poutre eon« tinue. — Revenons aux poutres continues à seclion constante.
Soient 1, 2, 3 trois appuis consécutifs d'une poutre quelconque. Nous désignerons par l et t les ouvertures 1, 2 et 2, 3 des deux travées. Nous distinguerons par les indices 1, 2 et 3 les quantités y, 9, X, V, qui se rapportent respectivement à ces appuis (page 15).
Représentons par x eiy les coordonnées courantes de la première travée, dont Poriginc est au point 1, et par x' et y' les coordonnées de la seconde travée dont lorigine est au point 2.
Yf y. y»
Fig. 19.
L'équation (o) de Farlicle 2, appliquée à la travée 1 , 2 nous donne :
El
(y.-yi-6./) = (| + ^)/'+jS^'Pr{/-r)(2/-r).
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Nous pourrons obtenir une autre relation symétrique de celle-ci en permutant les indices 2 et 1 et remplaçant r par l — r. En effet rien ne nous empêche de transporter Torigine des coordonnées au point 2, en renversant le signe des x positifs, et d'appliquer dans ces nouvelles conditions Téquation (5) de Farlicle 2.
Le sens des œ positifs, qui était de 1 vers 2, est maintenant de 2 vers 1, tandis que celui des y n*a pas varié. Donc les
valeurs de -p =6 changent toutes de signes , ce qui fait que
eue
Ton doit substituer — 0, à + 6i. De même vj P>'(/ — r)(2/ — r) doit être remplacé par — vj P (/— r) (r) (Z+r) = + vj Pr (l — r) (/ + r).
Nous arriverons ainsi k Téquation suivante :
(1) El (y.-y,+e,0 =Ç^+fj P +\ Si Pr [l-r) (/-H-).
Appliquons à la seconde travée 2, 3 la même équation (5) de Tarticle 2, en conservant ici Torigine des coordonnées au premier appui 2:
(2) EI(y.-y.-9,r)= (f + 1) T + 1 ^i' PV {t-r') (2/ -r').
Eliminant 0| entre les équations (1) et (2), nous obtiendrons la relation suivante, dite formule des trois moments :
(3) 6EI [?f-y.(f + p) + ^^] = X.Z+2X.(/ + /')+X,f
+ SiP[ (/'-0 + vi'FJ.(r_r')(2/'-r).
Cette formule fondamentale, base de la théorie des poutres continues, permet de calculer le moment fléchissant X, développé surTappui 3, connaissant les déplacements verticaux y„ y„ yg des appuis, la disposition des charges qui sollicitent les deux travées précédant Tappui 3, et les moments fléchissants Xt et Xj relatifs aux deux appuis 1 et 2.
Il convient de remarquer que celte relation est la conséquence immédiate de l'hypothèse faite sur la continuité de la poutre. Nous nous sommes borné en effet à appliquer l'équa-
lion (5) de Tarlicle 2 aux deux travées i ,2 et 2, 3, et à exprimer que les moments fléchissants Xi et X'^ sur Tappui commun 2 sont égaux, ainsi que les déplacements ht elB's, ce qui est nécessaire el suffisant pour assurer la continuité de Touvrage. Dans le cas particulier où les travées consécutives supportent des charges uniformes complètes, représentées respectivement par/?/ et j9T , la formule des trois moments se simplifie par la suppression des signes S et devient :
(4) 6E1 [^ -y,(j + J)+ f] = X.i+2X.(/+rH-X/-4- \pP+\ pT
ti. Séparation deu effets das à la ehar^re et des effet» dmi à la dénivellation des appui». — Considérons les deux relations :
6EI \j-th (i +J) + Ç] = M, Z+2M,(/+0 + MJ ; 0=N,/-h2N.(Z+r)-hN3r+vi pr(/>_r«H-v;i' P'p(r-Of2/'-r').
En effectuant la somme membre à membre de ces deux équations, nous retomberons identiquement sur la formule (3) des trois moments, à la condition de poser:
Aj — ^ irli "X" ^È ï
Xj = M, + N, .
On peut ainsi scinder en deux opérations le problème de la recherche des moments fléchissants développés sur les appuis d'une poutre continue à section constante, en calculant séparément : l'^ les moments dus à la charge seule dans Thypothèse de la fixité des appuis ; 2^ les moments dus aux déplacements efl'ectifs des appuis, en faisant abstraction de la charge. On n'a plus ensuite qu'à faire la somme des moments partiels ainsi déterminés pour obtenir le moment total du à cette double cause. Cette règle suppose bien entendu que Ton est toujours en mesure de connaître avec une approximation suffisante les déplacements verticaux yi, y^ et y^ des appuis.
Nous admettrons donc dès k présent que Ton peut, dans le
calcul des moments fléchissants dus à la charge, faire abstraction des déplacements des appuis et supposer ceux-ci invariables, sauf à rechercher ultérieurement les effets dus à cette cause et à en tenir compte dans Tépure de stabilité définitive de Touvrage.
En conséquence, nous supposerons toujours, dans les recherches relatives aux effets des charges, qui vont suivre, que les appuis sont fixes, c'est-à-dire que Ton a :
yi = y. = 2/8 = 0.
Dans ces conditions la formule des trois moments se simplifie et devient :
Dans le cas général oîi les deux travées sont soumises à des charges quelconques :
(5) X./+2X.(/+r)+X/=^si Pj(/*-/'')-si'P'p (r-/)(2r-r');
dans le cas de charges uniformes complètes pi et p'F :
(6) XJ+2X, (Z+O + Xaf =- \pP -\p7\
Cette dernière relation, due à Bertoty a été donnée ensuite par Clapeyrorty sous le nom duquel on la désigne souvent ; elle forme un cas particulier de Péquatîon générale (3), due à Bresse^ qtii est indépendante du mode de distribution des charges et tient compte de la variabilité des appuis.
II peut arriver que la section ( corresponde à Tune des extrémités de la poutre supposée simplement appuyée. Le moment au droit de cet appui est alors nécessairement nul ; les formules (3), (4), (5) et (6) restent applicables à condition d'y faire Xi = 0. De même, si la section 3 était une extrémité de la poutre simplement appuyée, il faudrait supprimer dans ces mêmes équations les termes où Xs est facteur.
Calcul de» réinetlons vertieale» den appui
Proposons-nous de déterminer la réaction verticale exercée par Tappui 2 commun aux deux travées considérées. L^équation (6) de Tarticle 2, appliquée aux deux travées
nous donnera pour expression générale des efforts tranchants V et V relatifs à l'une et Taulre travée :
1" travée : V = ' ' ' 2- travée : Y = ^^^
Flg. 20.
La réactio verticale Q, de Tappui 2 est égale à la somme des réactions partielles relatives à la première travée ( — Vj) et à la seconde (V,), et par conséquent à la différence des efforts tranchants V, et V, :
Dans le cas particulier des charges uniformes complètes, on a :
Q, est représentée en valeur absolue par la distance verticale qui existe au droit de Tappui 2 entre les deux lignes représentatives des efforts tranchants dans les travées 1, 2 et 2,3.
En général Y^ est positif et V^ négatif (fig. 20);
Qi diffère peu de sj 7^ + ^l ^^^77^^ ou de ^ /?/+ ^ p'l\ les
termes fonctions de Xi, X^ et X3 se faisant à peu près compensation.
Il peut arriver toutefois que V^ étant positif, ou V, négatif, on obtienne pour Q^ une valeur négative : cela signifie que la poutre tond à se soulever au droit de l'appui 2, dont le rôle
doit être alors de la retenir et non de la soutenir.
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Ce cas théorique se réaliserait par exemple dans Thypolbèse où les travées 1, 2 et 2, 3 auraient de faibles ouvertures, et seraient immédiatement suivies ou précédées d^une travée très grande et lourdement chargée.
En réalité cette circonstance ne se présente guère, dans les poutres symétriques en usage, que pour les appuis extrêmes, lorsque les travées de rive sont très courtes et ne supportent que leur poids propre, les travées qui les suivent ayant toute leur surcharge.
18. Relation» entre les déplacements angulaires de la fibre moyenne sur trois appuis consécutifs. —
Nous admettrons toujours que Ton fasse abstraction des déplacements verticaux des appuis, en posant : y, := y^=^y^=o.
Appliquons les deux relations (4) et (5) de Tarticle 2 aux deux travées 1,2 et 2,3, en remarquant qu'en vertu de la continuité de la poutre le moment fléchissant et l'inclinaison de la libre moyenne au droit de Tappui commun 2 ont respectivement la même valeur Xj et 9, pour Tune et l'autre travée.
Entre les quatre équations ainsi obtenues, nous pourrons éliminer Xi, Xj et Xg, et obtenir une relation entre les quantités ôi, 6a et 9g :
Cette équation, analogue à la formule des trois moments, permet de calculer Tinclinaison % de la fibre moyenne déformée au droit de Tappui 3, connaissant la disposition de la charge et les déplacements angulaires 9i et 9s relatifs aux deux appuis précédents, sans qu'il soit nécessaire de déterminer au préalable les moments fléchissants Xi, X^ et Xg.
Elle n'est pas utilisée dans la pratique, et c'est pourquoi nous avons jugé superflu d'entrer dans le détail des calculs, d'ailleurs fort simples, qui permettent de l'obtenir. Lorsque les deux travées 1^2 et 2,3 ont même ouverture (/=/'), et que les charges supportées par elles sont disposées symétriquement par rapport à la verticale du point 2, le second membre de Téquation s'annule et la relation entre 9i, 9^ et 9, devient :
Oi +492 + 93=0.
Dans le cas des charges uniformes complètes pi et p'l\ la relation générale prend la forme :
Pour une travée de rive, simplement appuyée à son extrémité antérieure 1, on peut obtenir une relation de même forme entre les inclinaisons de la fibre moyenne sur les deux appuis.
El (2., +6.)=-; s; î^*;
cl dans l'hypothèse de la charge uniforme complète :
Ei(2o. +e.)=-^K-
II. — CALCUL DES MOBffENTS FLÉCHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS PRODUITS DANS UNE POUTRE CONTINUE PAR LA CHARGE PERMANENTE ET LA SURCHARGE UNIFORME A RÉPARTITION VARIABLE. — DÉFORMATION DES POUTRES. -^ POUTRE A DEUX TRAVÉES SOLIDAIRES.
RKCHERGUE DES MOMENTS FLÉCHISSANTS DANS L'HYPOTHÈSE
D'UNE SELLE THAVEE CHAHGÉE
Considérons une poutre de n travées, reposant sur n + * appuis que nous numérotons à partir de la gauche, le premier étant désigné par o el le dernier par n. Chaque travée sera distinguée par le numéro de son appui de droite ou second appui ; la travée m sera comprise entre les appuis m — 1 et m, et son ouverture m — 1 .m sera représentée dans les formules par Im-
D'après la convention juslifii^e précédemment, nous supposerons l'invariabilité des appuis, et ne ferons par conséquent pas figurer dans les formules les déplacements verticaux y©) 2/i--«- ?/tt subis par ces appuis.
14. Formation de quelques séries numériques. —Considérons deux séries, chacune de Ji nombres,
tf[ . U., . 2/j Wn— 1 . Un \
déterminées par les systèmes suivants d'équations du premier degré :
2Wi (/i + /O + w, 4 = 0, î/i 4 H- 2wi (4 + h) + W3 ^8 = 0,
W„_, 4-1 + 2!/n-i (In-i + /«) + l/n /« == 0 ; Vn-, h + 2i;«_, (A + h) + tV A = 0
II est aisé de calculer successivement chacun des termes de Tune et l'autre série par la résolution d'une équation du premier degré à une inconnue : u^ étant connu, la première équation du système 1 fournit immédiatement u^ ; la seconde équation fournit u^y après substitution à u^ et «j de leurs valeurs connues, etc. , etc.
Considérons deux nouvelles séries de nombres :
Po • pi • pj P«— 1 P»— 1 î
Yo • Y* • Y« Y«-i Y»-*'
fournies par les relations :
Po — 'i, Pi — .-. pm-i — — ... pn-i — ,
uj tim Un
f. — f| — Vm— 1 — Vn— 1
Yo = t), y, = — - ... Y„^_, = — ... Y„_i .
* » Vj * Vm * l'n
Ces nombres pourraient d'ailleurs être calculés directement par les deux systèmes suivants d'équations :
Pi
Yn-l
2+ f (2-Vn-,)
Les deux séries u et v, qui ont chacune pour premier terme l'unité (Wi = Vi = 1), se composent de termes alternativement positifs et négatifs, le signe + appartenant aux indices impairs ; dans chaque série, les valeurs absolues des termes successifs croissent plus rapidement que la progression géométrique :
Les deux séries ^ et y, qui ont chacune pour premier terme 0 (^o = y» = ^)) ^® composent de termes tous positifs
et compris entre les valeurs limites 0 et - •
Nous conviendrons d'admettre que les termes u^ et v^-m correspondent à Tappui m : ce sont Vu et le v relatifs à cet appui.
Nous admettrons également que les termes Pni--i=
Wiïl
et yH_H» = — ^ *"** correspondent à la travée m, comprise
entre les appuis m — 1 et m : ce sont le p et y relatifs à cette travée.
Pour un appui quelconque m, la quantité Um est foi^ction des longueurs de toutes les travées qui le précédent (1 à m — 1) et de la travée m qui le suit, et est indépendante des autres ; la quantité v„_« est fonction de l'ouverture de la travée m — 1 qui le précède et de toutes les travées qui le suivent (m à n).
De même, pour la travée m, la quantité Pm— i est fonction dçs longueurs des travées qui la précèdent (de 1 à m — 1) et de sa propre longueur /« ; la quantité yn—m est fonction des longueurs des travées qui la suivent (de m + 1 à«) et de sa propre longueur l^.
Supposons que, sans rien changer d'ailleurs aux longueurs des autres travées de la poutre, on fasse varier l'ouverture /m— 1 de la travée qui précède la travée considérée m : pour
Ifn^ =■: 0, on aura ^n^i == ; > ®^ *" f^r ^^ ^ mesure que
Im^-i croîtra , Pa,-_i diminuera progressivement jusqu'à la limite 0 pour /m^i == oo . On obtiendrait une variation correspondante de Yft-m en faisant croître la longueur l^+i de la
travée suivante depuis 0 (y,^_,4=-J jusqu'à l'infini (y«-,„=0).
Nous en conclurons aisément que le nombre ^m—i est égal
à zéro, lorsque la travée m se comporte comme si elle était
simplement appuyée en m — i, et qu'il est égal à - lorsque la
travée m est parfaitement encastrée en m — 1 . Dans le cas de travées toutes égales, / = /j = 4 = /,,
la valeur de ^ est égale à 0,25 pour la première travée et croit progressivement jusqu'à la limite 0,26795 pour m = oo ; elle varie donc très peu, et Ton peut dire que les extrémités d'une travée quelconque fonctionnent en ce cas comme des demi* encastrements, ^ étant à peu près à égale distance des limites 0 et 1/2.
16. Caleul des moments fléehissantfi développés dans les sections d'appui d'une poutre continue supportant une eiiari^e eoneentrée unique. — Considérons
la poutre continue de n travées dont il a été question dans Tarticle précédent, et supposons que l'on fasse agir une charge concentrée P en un point de la nf travée définie par son abscisse ^, c'est-à-dire par sa distance à l'appui de gauche m — 1 de cette travée.
Appliquons la formule des trois moments (équation (5) de Tarticle 10) à tous les groupes formés de deux travées successives^ à partir du premier point d'appui de gauche qui porte le n* o.
Le second membre de chaque équation, qui comprend uniquement des termes dépendant des charges supportées par les deux travées considérées, sera nul pour tous les groupes ne comprenant pas la travée m qui est seule chargée.
En outre, les extrémités o et n de la poutre continue étant par hypothèse simplement appuyées, on aura :
Xo = 0 et Xh = 0.
En procédant ainsi, nous obtiendrons une série de n — 1 relations entre n — 1 inconnues^ qui sont'les moments fléchissants développés dans les sections d'appui Xi, X^, X,, . • . .
Cette série est la suivante ;
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ÉQUATIONS
NumâroB d'ordre des travées consécutives constituant chaque groupe
X^, /, , + 2X» , (k^ + /»_0 + X«^, /^, — 0 X^,/«_.-+-2X^,(4._,-N„)+X»4— Pr(/„ r)(2/m ,) X,_ i;,+ 2X„ { /. + /^,) -h X»+. W. — Pr (/»„— r»)
X» /i«+l H- 2X«»4., (/«^, H- /„+,) + Xm+, /m+i — 0
En remplaçant dans les m — 2 premières relations de ce groupe Xi par Wj, X, par w„ X«-_, par e/„^-, et X,^-.i par w«-i, nous retomberons identiquement sur les m — 2 premières équations du groupe (1) de Tarticle 14 (page 53).
Si donc nous supposons que les nombres Ui, Ut, u^, ....t/n^i ont été calculés à Tavance, nous pourrons substituer aux m — 2 premières équations de la série les relations suivantes :
Al =UiJLi ,
Xj = Uf X| ,
Xm_j — Um—t Al ,
Xfii_i = Um—i Al .
Nous pourrons de même, après avoir substitué, dans les n — m — 1 dernières équations de la série, Vi à X»— i, r, àXn~j,
î?»-_B,— 1 à X«^.i, Vn-^ à Xm, et avoir renversé leur ordre,
constater leur identité avec les 7i — m — 1 premières relations du groupe (2) de Tarticle Hi ce qui nous permettra d'écrire,
en supposant que les nombres î?i, v, t?».^ aient été calcu*
lés à Tavance :
A-m = ^n—m An— i « •Am+i = ^n— m— 1 ^n—t ?
•A-n— j == Vi A-n— 1 )
Remplaçons maintenant dans les équations m — i et m de la série, dont les seconds nombres sont fonction de la charge P, Xni—tf Xn,_,, X„i et Xw-M par leurs valeurs respectives en fonction de Xt et Xn-i.
Elles prendront la forme suivante :
Xit^«_,/„+X,^,[2t;n-»i(/«4-AH-i)+v«-m~i /m-h] =— Pr(/*«_r").
On peut encore les simplifier, en tenant compte des relations suivantes, qui figurent dans le groupe 1 de Tarticle 14 avec le numéro d'ordre m — 1, et dans le groupe 2 avec le numéro n — m:
Um—t /m— 1 + 2Mm— 1 (/m— i + ^m) + ^m /«t = 0 ,
Nous obtiendrons finalement les deux équations du premier degré à deux inconnues^ Xi et X»— i, qui suivent :
Pr
— Xj Um -+- Xn— 1 Vn—m==^ — p ('m — '*) (2^m — ^) ?
Pr Xi Wm_i — Xn— 1 Vn— m— 1 =^ "" 7" (^ ^i "~ '* /'
D'où :
Y Pr ., V (2^-r) Um-t + (^ + y) «m
-^^-* ~ ~ ?;: ^^'" ~ ^^ Un^ Vn^ - Um f 11^..^,
On a d^autre part, en remarquant (art. 14) que
ttm — t Q A Vn—m
Xm^, = Um^ X, = - p^_, W^ X,
^ fj ^\^ a "^Im — r-- {Im + r) yn-m .
* m 1 — pm—i yn — ni
Xm = Vn-m X^, = - y^^ Vr^^, X^-i
— — ,T" ('w — '^^ X yn-m ] 5 •
Pour simplifier les formules en supprimant les indices des lettres qui y figurent, nous conviendrons de représenter simplement par ly^ et Y les données numériques relatives à la travée de rang m que nous considérons, savoir : Zm, Pm— i»
Avec cette convention, les expressions des moments sur les appuis de la travée chargée deviennent :
Pr(l-,-jp. ^-^ ;
x„=-Pr^i-;JT . — rr^;
On sait que Ton a toujours :0<p<-etO<y<-'
n en résulte que Xm-i et Xm sont nécessairement négatifs, quels que soient P, l, r, p et y.
Connaissant les moments sur les appuis de la travée chargée, il est facile de calculer les moments développés sur tous les autres appuis.
On a en effet, pour les appuis situés à gauche de la travée chargée :
Xm— j = A»i— -1 = — p/>i_i Xm— 1 )
Xm— 8 =^ A.7n— î = pm— 8 -A-m— j = + pm— s pm+j Xm— i y
ttm— j
Xm— A Pm— i^Xm- *-fi= ^Pm— A» Pm— Ah-i • P»n— *-*.f • • • pm— apm— «Xm- 1 ,
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Le signe + convient aux appuis dont le numéro d'ordre diffère de m d'un nonibre impair (ft= 2A + 1), et le signe — à ceux pour lesquels cette différence est un nombre pair (ft = 2*).
On trouverait de même pour les appuis situés à droite de la travée chargée m :
^m-\-i = "F yn—ms Yn— wi— i -^m »
^m-{'k — i yn— m— A+i y7i—m—k-i-i yn— jji— î fn—m^i Xm .
On doit adopter le signe + lorsque k est pair, et le signe — lorsque k est impair.
Le moment fléchissant X^ sur l'appui m de la travée chargée étant négatif, le moment Xm^i sur l'appui suivant est po-
sitif et sa valeur absolue est comprise enlre 0 et ^^^ ; les moments sur les appuis successifs sont alternativement positifs et négatifs, et chacun d'eux a une valeur absolue supérieure au double du moment sur l'appui suivant. Le moment sur le dernier appui Xn est d'ailleurs nul.
On arriverait aux mêmes conclusions en partant de l'appui m — 1 et marchant vers l'extrémité o.
Fig. 21.
La figure 21 , qui fournit la représentation graphique des moments produits par une charge isolée, rendra plus clair l'exposé qui précède : nous avons pris pour exemple une poutre à huit travées où le poids P est appliqué en un point de la cinquième.
IG. Momeutfl fléclii»iiant« produits par ane eharfr^ concentrée anique dan» l'une des travées non chargées. — Soit k — 1, k une des travées non chargées dont le
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numéro d'ordre est k. L'expression analytique du moment fléchissant en un point quelconque est, en désignant par Xjt— 1 et X/t les moments sur les appuis ;
C'est Téquation de Ja droite qui réunit les extrémités des ordonnées représentatives de Xa_i et Xa.
Supposons que la charge unique soit appliquée en un point quelconque de Tune des travées de la poutre situées à droite de la travée k que Ton considère.
On a alors : Xa-i = — p Xa, et la droite représentative des moments fléchissants coupe Taxe de la poutre en un point F'
dont Tabscisse est a?' = ttt, l (fiff- 22).
Ce résultat est indépendant du signe de X^ et par conséquent du numéro d'ordre de la travée chargée, ainsi que dé l'abscisse r du point d'application sur cette travée et de l'intensité du poids P.
Supposons que le poids P se déplace en partant du point
d'appui k et se dirigeant vers l'extrémité w. La droite représentative des moments fléchissants dans la travée k oscillera autour ^'^ du point fixe F', situé sur l'axe
de la poutre. Chaque fois que le *'-> poids P franchira un point d'ap-
pui, la droite Xi_, X^ coïncidera avec Taxe, et les moments Xa-_i et Xit changeront de signes, après avoir passé par zéro : les signes de ces moments resteront d'ailleurs las mêmes pour toutes les positions du poids P sur une même travée.
Le moment Xt est négatif toutes les fois que le numéro m de la travée chargée diffï^re de k d'un nombre impair: 7n = A + 2A+ 1. Il est positif quand cette difl'érence est paire : m = A; + 2A.
Nous appellerons premier foyer ou foyer de gauche de la travée k le point remarquable F' dont Tabscisse est fournie
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par la relation indépendante des charges: x' == -^ /. p étant toujours compris entre 0 et -, a?' est nécessairement plus petit
quei.
Supposons à présent que la charge P soit appliquée en un point de la poutre située à gauche de la travée k (fig. 23). On a alors : Xjt = — y^k—i •
La courbe représentative des X est une droite passant par Xfc.1 un point fixe F" second foyer ou
foyer de droite de la travée, qui jouit exactement des mêmes propriétés que le point F pour les charges appliquées entre l'extré- Xfc mité 0 et Tappui k — 1.
On a A: — 1 . F^ = a?*' =
Kl
l({ — ^ j ; Y étant toujours compris entre 0 et l/2,a:*' est nécessairement plus grand que 2/3 /.
Le moment Xi^i est négatif toutes les fois que le numéro
de la travée chargée diffère de k d*un nombre impair
{m=k — 2A — 1) et positif quand cette différence est paire
(m = ft — 2A).
La figure 24 résume les résultats que nous venons d'énoncer,
en indiquant les directions suivies par la droite représentative des moments fléchissants pour les différentes hypothèses que Ton peut faire sur le rang de la travée chargée.
Supposons qu'on ait à Favance calculé les abscisses des deux foyers de chaque travée, lesquels sont uniquement fonctions des ouvertures /j, /, /,i, et ne dépendent pas de la
charge. Après avoir déterminé préalablement les moments fléchissants développés sur les appuis de la travée chargée m,
Fig. 34.
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on pourra obtenir graphiquement et sans nouveau calcul les moments sur tous les autres appuis, ainsi que les droites représentatives des moments dans les travées non chargées, en traçant à partir de Textrémité du moment Xm—i une ligne brisée continue, passant par tous les premiers foyers F' des travées de gauche pour aboutira Tcxlrémité o, et ayant ses sommets sur les verticales des points d'appui. On fera de même pour les travées situées à droile de la travée m, en partant du point Xm et traçant une ligne brisée passant par les seconds foyers F"" et aboutissant en n. La figure 21 indique le résultai de cette construction graphique.
Pour la première travée on a p = 0: le premier foyer coïncide avec le point d'appui o; le second foyer n'est jamais utilisé, parce que le poids P ne peut être appliqué à gauche de l'appui o, section extrême de la poutre.
Pour la dernière travée, l'on a de même y = 0 : le second foyer coïncide avec le point d'appui n. Le premier foyer n'est jamais utilisé parce que le poids P ne peut être appliqué à droite de l'appui w, section extrême de la poutre.
Nous verrons plus loin qu'à d'autres points de vue la considération du second foyer de la première travée et du premier foyer de la dernière peut être utile : le calcul de leurs abscisses s'effectuera d'ailleurs par les mêmes formules que pour une travée intermédiaire quelconque :
1~ travée, second foyer F" : x% = /, ^l î^2=u\ .
2® travée, premier foyer F' : x'n = In o ^ '
17. Montenta IléoliisMintA produits par une charge eoneentrée unique dans la travée chargée. — Nous avons déjà indiqué les valeurs des moments produits sur les appuis de la travée chargée m. En désignant par l^^ et y les données relatives à cette travée, on a :
x„_,=-P.(,-r),.tlzM.'.
X,„ = - Pr (l- Jj y .
Les moments fléchissants à Tintérieur de la travée sont représentés par deux équations différentes^ suivant que Ton considère les sections situées à gauche du point d'application de la charge (x < r), ou à droite {x > r).
On a :
[ X„,-i M- jj H- X,n • + - (/— r) X , pour x<r ; X„,-i|i-'-l + Xm*- + - r(/— 0?) , poura?>r.
On peut toujours considérer P comme la somme de quatre poids partiels 77, w', ?:", r " appliqués au même point R de la poutre^ pour chacun desquels la travée considérée réaliserait à ses extrémités une des différentes combinaisons d*appui simple ou d'encastrement parfait indiqué dans les paragraphes a, b,ceid de l'article 5 (page 27).
On aurait ainsi :
pour le poids :: , p = 0 , y = 0 ;
avec la condition :
P = 77 -f- Tt' + Tt" + 7U'".
Pour que les deux charges soient équivalentes, il suffit que les moments sur les appuis soient égaux, ce qui donne la double condition :
. -\/ = p- ('- nh P ('- ;) ■
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II est facile de se rendre compte que, quelles que soient les valeurt, comprises enlre 0 et 1/2, attribuées àp et y, il est
-J ^ ^rr
toujours possible de donner à - , p et -- des valeurs positives dont la somme soit inférieure à l'unité, et qui satisfassent aux deux équations de condition qui précèdent.
Nous en conclurons que les appuis de la travée chargée se comportent comme si, la travée étant isolée, ils étaient partiellement encastrés, dans les conditions de Tarticle 5.
— «/ -jr ^
Il faut d'ailleurs remarquer que les valeurs ô > p > "^ et —
dépendent à la fois de p, dey et de r, et que le coefficient d encastrement à& chaque appui varie par conséquent lorsque le poids P se déplace sur la travée.
Pour p = 0,on a nécessairement, quel que soit r: 7:' = ir"=0. Pour Y = 0, on a de même : tc'' = tz" = 0. La ligne représentative des moments fléchissants se compose de deux droites coupant les ordonnées des appuis en X^-i et Xm, et se rencontrant sur la verticale du point d'application R de la charge P.
Le moment fléchissant en ce point R est toujours positif. Il a pour valeur :
Xm
Pr (/—r)
Les abscisses z' et z^ des points G' et G" de rencontre de ces droites avec Taxe des x indiquent les sections où X s'annule, pour la valeur particulière attribuée à r. On peut calculer ces abscisses à l'aide des formules qui suivent :
Xm— 1
Point G' : y = /
Xm— 1— Xm— P {l—r)
Pour G": z'=^i-ç — z^ —
\ Xm — Xni—i —
Pr j
z et z** sont toujours réels et compris entre o et /. On a nécessairement, quel que soit r (compris d'ailleurs entre les limites o et /) :
Pour p = 0
Pour 0 < p < ^ Pour y = 0 Pour 0 < y < ;
Les points G' et G'^ sont donc toujours situés respectivement dans les zones de la poutre comprises entre chaque extrémité et le foyer le plus voisin. Il en résulte que, quel que soit r, les moments fléchissants développés dans la partie F' F" de la travée comprise entre les foyers sont toujours positifs. Ce n'est que dans les zones extrêmes m — 1 F' et Y"n% que X peut avoir une valeur négative.
Cherchons les positions limites des points G' et C quand r tend vers zéro :
Tout d'abord, pour r = 0, z = 0. Le point G' se confond avec l'appui m — 1 .
D'autre part, quel que soit r, on a toujours, en vertu de la figure 25, la relation suivante entre les distances de l'appui vn aux points C et R :
wïG' /-*•
Substituons à X»9i— i, Xm et Xr leurs valeurs connues en fonction de Pr, p et y :
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Pour r = 0, cette relation devient :
~r 1— 2(5-|-y — 2|Sy i+y '
Le point G'" coïncide avec le second foyer F'^.
On prouverait de même que, pour r = /, G' coïncide avec le premier foyer F' et G" avec le second point d'appui m.
Donc lorsque le poids P se déplace de m — 1 à m, le point 6' va de m — 1 en F' et le point G'' de F" en m.
Ces formules et les propositions qui précèdent sont applicables à la première travée à la condition de poser Xo = 0 et par suite ^ = 0, et à la dernière à la condition de poser Xn = 0 et par suite yo = 0-
Pour des valeurs données de P et de r, Xm— i est d'autant plus grand que ^ est plus grand, et y plus petit. Il augmente donc lorsqu*on diminue Touverlure de la m — 1* travée, ou lorsque Ton augmente celle de la m + 1* travée. Sa limite supérieure correspond à p = - , y = 0, ce qui suppose 2m-.i = 0
et /«-i-i = 00 .
La même proposition peut s'énoncer pour le moment Xm du
second appui, à condition de permuter p et y ainsi que les numéros de travées m — 1 et m H- 4.
Pour des valeurs données de P et de r, X est d'autani plus grand que ^ ety sont plus petits. Son maximum correspond à ^ = 0 et y = 0, ce qui suppose
/m-i = 00 et /m+i = 00 (la
travée m est simplement appuyée à ses deux extrémités) et son
minimum correspond à p ==-ety=-, cequisuppose/m— 1 = 0
et lm-\-\ = 0 (la travée m est parfaitement encastrée à ses deux extrémités).
Pour des valeurs données de ^ et de y, la valeur maximum de Xm— 1 correspond à une abscisse r comprise entre les limites
0,3333 /(dans l'hypolhfese p = y = M et 0,4226 / (dans Thy-
pothèse p = ", y = 0).
La valeur de l'abscisse r correspondant au maximum de Xr est toujours comprise, lorsque Ton a p > y, entre - l (lorsque
p et y sont égaux) et 0,634 / (lorsque p = - et y = 0).
En général la valeur absolue maximum de Xr est toujours supérieure à la valeur maximum du plus grand des moments des appuis. Le contraire ne peut se présenter que lorsque Tune des quantités p et y est plus grande que 0,45, cas en dehors de la pratique.
18. Moments lléeliissantfl prodoito par la eharfl^ anlforme eomplète d'une seule trairée. — Nous désignerons encore par m le numéro de la travée chargée. Soit p la charge par unité d'ouverture. Appliquons à tous les groupes des deux travées consécutives le théorème des trois moments en nous servant de Téquation (6) de l'article 11 (page 48). Pour les groupes ne comprenant pas la travée chargée, nous retomberons identiquement sur les relations qui figurent à l'article IS (page S7). Il n'y aura de changé que les équations m — 1 et m relatives aux groupes comprenant la travée chargée. Ces équations, dont le second membre est fonction de la charge, deviendront :
Xm— 1 /m— 1 + 2Xm— t (/m— i + /m) + Xm /« = — /'An', Xm— 1 Im + 2Xm (/m + Aii-h) + Xm-j-i /m-^-i = — - p/w*.
Nous disposons encore ici de 7i — 1 relations entre n — 1 inconnues, Xi, X| Xn-.i. En suivant exactement la méthode déjà employée à l'article 15 pour le cas d'une charge isolée unique, nous obtiendrons pour expressions analytiques des moments développés dans les seclions d'appui de la travée chargée :
Les quantités /, ^ et y se rapportent à la travée considérée :
•m 7 Pm— 1 et yn^m*
Xm-i et Xm sont négatifs, ce qui était évident a priori^ puisque la charge uniforme complète peut être considérée comme la somme d'une infinité de poids isolés égaux pdr appliqués en tous les points de la travée, et dont chacun, considéré à part, donne lieu sur les appuis à deux moments négatifs, quelle que soit Tabscisse r de son poids d'application.
Les valeurs des moments sur les appuis des travées non chargées s'obtiendraient exactement par les mêmes formules ou les mêmes constructions graphiques que dans le cas de l'art. IS, puisque ces formules ou ces constructions sont indépendantes de P et de r, et n'exigent que la connaissance des moments négatifs Xm— i et Xm. La courbe représentative des moments fléchissants dans les travées non chargées sera donc encore constituée par les lignes brisées de la iigure 21, qui, parlant respectivement des extrémités o et n de la poutre, ont leurs sommets sur les verticales des appuis, passent par les premiers foyers (entre o et m — 1) ou les seconds (entre n et m) et se terminent aux appuis m — 1 et m^ où leurs ordonnées sont négatives et égales à Xm— i et Xm.
La figure 24 indique pour la travée k les directions de la droite représentative des moments fléchissants, suivant que le numéro m de la travée chargée diflëre de k^ en plus ou en moins^ d'un nombre pair ou impair.
Pourla travée chargée, la courbe rcprésentalive des moments fléchissants est une parabole (page 11), dont l'équation, oti l'on désigne par / l'ouverture de la travée, est :
X = Xm-i H- (Xm — Xm-i) 7 + 2 '^^ ^' — ^^'
Cette parabole coupe l'axe des x en deux points G' et G""
(fig. 27), dont les abscisses :i et z" sont fournies par les relations :
ji
Xm — Xm— 1
pi
Xm — Xm— 1
pi
Am """ Am—
Xm — Xm — 1\*
pt
2Xt
2' et /' sont toujours réels, positifs et compris entre 0 et /. X est négatif entre les points m — 1 et G' [0 < x < 2'] et les points G" et m [«"<x<(j, et positif entre les points G' et G"
Xm-1
Fig. 27.
Remplaçons dans Téquation de la parabole Xm-i et Xm par leurs expressions en fonction de ^, ^^p eil ; elle devient :
x = ?^*r— --4-( \ — y-P V_ PU -7)1
2 L /«"^V 2(1-137);^ 2(1 -.Ôy)]'
Attribuons à ar la valeur particulière 3/4 --^ / . II vient :
X=^l /4i9 + 2py ~ 7t9* -h oP'y - gfS'y - 23»v 2 \ 16(1 4. j3)* (1 — jSy) /
pi» /(4P — 7(3* — 2|S8) H- (2j37 -f 5|3»7 - 2^^^)
16(1 +13;« (l-fiy)
Comme Pon a toujours 0 <P<5etO<y<C-,le numé râleur de cette expression est nécessairement positif.
On a en effet, d'une part: 4p>7p*+2p* ou 4>7p+2p«,
l'égalité n'ayant lieu que pour p = - ;
et d'autre part : 2py + Sp'y > 2p*y ou 2 + 5p* > 2p, quel que soit p.
Donc la valeur de X est positive pour x = 3/4 7-772 A ce qui signifie que z' < 3/4 ••-— l = 3/4 x. On verrait de même que z'^ > l — 3/4 — ^ /.
D'où: l — z''<\{l—xy
Par conséquent l'abscisse z' du point G' est toujours plus petite que les 3/4 de Tabscisse j?' du premier foyer F'. De même la distance du point G" au second appui m est plus petite que les 3/4 de la distance à cet appui du second foyer F"" :
G'F > \ m—i F , F"G" > 7 Fm.
L'effet produit par une charge uniforme complète sur une travée de poutre continue est identique à celui qui résulterait de l'application de la même charge sur une poutre isolée de même ouverture, dont les appuis seraient partiellement encastrés dans les conditions de l'article 4. Gela est évident a priori^ car le déplacement angulaire de Tappui m — I, par exemple, est nécessairement compris enlre le minimum 0, correspondant à l'encastrement complet (p = 1/2 et y = 1/2) et le maximum correspondant à l'appui simple pour les deux extrémités (^ = 0, y = 0). Il n'est pas possible, sans supposer p < 0 ou p > 1/2, de se placer dans des conditions telles que l'angle en question sorte des limites indiquées. Or, on peut toujours attribuer à ?:, -;:', tz" et tT des valeurs positives, ayant pour somme ;>, qui réalisent pour chacun des appuis des déplacements angulaires donnés 9m— 1 et 6m, compris entre les valeurs extrêmes correspondant à l'appui simple ou à l'encastrement. 11 suffit, d'ailleurs, que deux travées de même ouverture et de même section, supportant la même charge p/, subissent les mêmes déplacements angulaires de la fibre
moyenne au droit des appuis, pour qu'il y ail identité entre les courbes représentatives des moments fléchissants : les équations 1, 2 et 3 de Tarlicle 2 montrent que cette condition entraine Tégalité des moments sur les appuis et par suite l'identité des paraboles des moments.
Nous ne reproduirons pas ici la discussion do la parabole des moments, déjà faite à l'article 4, dont toutes les conclusions s'appliqueraient au cas actuel.
tu. Moments fléchissants produits par la eiia.ri^e uniforme incomplète d'une travée. — Oaleul des mamima néspatifs et posilir» Un poids quelconque appliqué sur une travée développe sur ses deux appuis des moments fléchissants négatifs, quelle que soit Tabscisse r de son point d'application. lien résulte que les maxima dos m'^monts Xm— 1 et Xm correspondent à la charge uniforme complète. Il en est r.ùcessai rement de même du moment fléchissant, positif ou négatif, développé en un point quelconque d'une travée non chargée, puisque la valeur de ce moment est proportionnelle àXm— 1, ou à Xm, suivant que ce point est à gauche ou à droite de la travée chargée.
Ce n'est donc que pour les points situés dans la travée chargée que Ton peut, au moyen d'une charge incomplète convenablement distribuée, obtenir un moment fléchissant positif ou négatif plus grand en valeur absolue que celui dû à la charge complète.
Proposons-nous de déterminer l'expression analytique des moments fléchissants négatifs maxima, pour la seconde moitié de la travée : a: > - . Nous savons déjà que, dans une sec-
lion située entre les deux foyers F' et F", le moment fléchissant produit par un poids quelconque est toujours positif quel que soit r.Nous en conclurons que la courbe des moments négatifs maxima, que nous désignerons par X', est limitée aux abscisses x" et / (zone F"7?i). Dans les calculs qui suivent, nous admettrons en conséquence que le point considéré sur la poutre est compris dans cette zone \ x^ < a: < Z.
Soit pdr un poids élémentaire appliqué au point de la pou-
tre dont l'abscisse est r. Le moment fléchissant rfX, développé dans la section dont l'abscisse est a?, est fourni par deux expressions analytiques différentes suivant que Ton a : r < a: ou r > ar.
!rfX«-i(i-7WrfXm7+prfr{Z— a:)f , pourr<5:; dXm^i (i- j) + rf'Xm - -hpdr (/— r) y , pour r>x.
Nous savons déjà que, pour r > a:, les moments produits dans la portion de travée F"m sont toujours positifs. Il convient donc tout d'abord, dans la recherche du moment négatif maximum X' relatif à la section dont Tabscisse est x^ de supprimer la charge sur toute la portion de travée comprise entre les abscisses a: et /: il n'y a par suite pas lieu de retenir la seconde expression de (/X, et la valeur de X s'obtiendra en intégrant entre des limites convenables, 0 et v, le second membre de la première relation :
X'= JJ rfX = f,{^^^ («- fj ■i-d^fl+ Pdr (l-x) [ .
L'abscisse limite de la zone chargée t; est plus petite que x, puisque, pourr == a?, on a rfX > 0.
La valeur de v s'obtiendra en cherchant le point de la poutre pour lequel j- serait nul, c'est-à-dire en égalant à zéro la différentielle placée sous le signe / :
Substituons à --^— ? et -— leurs valeurs connues en ^onc-
dr dr
tion de /?, t?, p et y :
dr ~ P ^ 1 — P? '
dXm pv (l—v) l+v-i^l-^v) p
ir ~~ l* '^ l-(57
L'équation précédente devient :
Posons pour simplifier :
— / + a; + 2(d/ — 2pa: + yj — 2^^x = U ;
— 3p/ + 3pa: + apya: =V;
— p/ — y/ — Px + pyZ — 2pya; = W.
L*équation devient :
D*où nous tirons :
Gonaaissant v, il est facile de calculer X' :
X'= j]* («m-, (l- -\ +dXmf +P(/-X) J rfr
n p /Ur Vr« Wr«\ . '
La courbe représentative des X' part du foyer F'^, où elle est tangente à Taxe des x^ et se raccorde tangentiellement, sur la verticale du point d'appui m, avec la parabole relative à la charge complète. A Taide desdcu.\ formules qui précèdent, on peut déterminer point par point cette courbe, en ^^alculant, pour chaque valeur de x, d'abord v, puis X' .
Le même procédé de calcul pourrait aussi s'employer pour tracer la courbe des X' dans la partie de la poutre comprise entre l'appui m — 1 et le premier foyer F': 0 < j:: < a:'. Il suffirait de substituer l — x à a?, / — r à r et / — v à v dans les formules qui précèdent.
Quant aux moments positifs maxima X'', ils seront donnés par les relations suivantes :
x'<ix ^x" , X'^ = X (la courbe des X" coïncide avec ta pa-
rabole de la charge complète) ;x''<x<l , X' = X — X'.
En définitive, il est toujours possible de tracer la courbe exacte des X' pour une travée de poutre continue donnée, mais les calculs nécessaires sont longs et pénibles, de sorte que la méthode exposée ne peut être regardée comme admissible dans la pratique.
Nous allons montrer qu'on peut substituer à la courbe des X' une ligne facile à tracer, qui s'en écarte toujours très peu, et ne peut donner lieu qu'à des erreurs très faibles, et d'ailleurs par excès, les valeurs approchées qu'elle fournit pour X' étant nécessairement supérieures, mais de fort peu, aux valeurs exactes.
Xm-l
Fig. 88.
90. Limites aupériearefi des mamima néfri^Ur» et positifs d«8 moments fléchissants. — Soit Xm— i SXm
(fig. 28) la parabole des moments fléchissants produits par la charge complète de la travée m. Soient F' et F' les foyers de celle travée. Portons sur Taxe des x une longueur m — IB égale à 3x'. On a remarqué précédemment (page 62) que Ton
a toujours : a:' <-, sauf le cas exceplionnel correspondant à p = l/2ety = 0, pour lequelj:'==- •
Donc le point B tombera entre m — 1 et m.
Traçons la parabole Xm— i^B, qui se rapporte à la poutre d'ouverture m — 18 ou 3a:' supposée parfaitement encastrée à son extrémité antérieure m — i, simplement appuyée à l'extrémité B, et soumise à une charge uniforme 3pV définie par la condition :
gî)(3a;')'=îp'x"=-Xm_,.
Cette poutre a pour premier foyer F' ; le second foyer coïncide avec l'extrémité B.
La parabole Xm— i^B coupera la droite m — 1 au point g plus rapproché du foyer F' que le point G', relatif à la parabole Xm— iSXfif
On sait en effet (page 22) que m — lg = -m — 1 B = - x',
tandis qu'on a vu (page 71) que Ton a toujours m — 1 G' = z' < 3/4 x\ D'où:
Désignons par M' le moment fléchissant négatif maximum correspondant, pour la poutre auxiliaire m — IB, h une abscisse X comprise entre 0 el x'. Nous savons le calculer à l'aide de la formule établie à l'article 5 (page 32). La courbe des M' relative à la travée m — 1 B est tangente en Xm— i à la parabole Xm—iS Xm et en F ' à l'axe des x.
Il parait évident a priori^ à la seule vue de la figure 28, que la courbe des M' est située tout entière au-dessous de la courbe dès X', et que pour une valeur quelconque de x, com-
prise entre 0 et x\ on doit avoir — < 1.
Il serait facile d'ailleurs de le démontrer, en constatant que, pour une valeur donnée de - , le rapport , calculé à
l'aide des formules de Tarticlc précédent, est d'autant plus
grand que p se rapproche plus de 1/2 et y de 0. Or, lorsque ce
rapport -; atteint sa limile supérieure (pour p = 1/2 et
AWl— j
y = 0), il devient précisément égal à , puisque les deux
paraboles Xm— iSXm et XmsB coïncident dans ce cas spécial. On a donc toujours pour une valeur quelconque dex: -- <1,
et, en substituant la courbe des M' à la courbe des X', on obtiendra une limite supérieure des moments fléchissants négatifs maxima X', qyels que soient ^ et y.
Xm—
Dans le cas particulier où il se trouve que le rapport -— -*
Xtn
est plus petit que Tunité, on peut obtenir une limite supérieure de X' moindre que M' et par conséquent plus rapprochée de la réalité. Il suffira en ce cas de considérer, pour la travée auxiliaire m — l.B dont l'ouverture est Zx\ la parabole (fig. 29)
aV
Xa»-
Fig. 29.
qui correspond à Thypothèse du double encastrement sur les deux appuis, la poutre étant soumise à une charge uniforme ^ p" a! définie par la condition :
lp'(3a/)« = ?p'x'« =
— — Am — |.
On reconnaîtra comme dans le cas précédent que les moments maxima négatifs N', relatifs à la poutre auxiliaire ainsi définie, que nous savons calculer (art. 5 page 30) sont toujours supérieurs aux moments X' correspondants à la travée m — 1 m, pour toute valeur de x comprise entre 0 et x\ Nous jugeons inutile de donner cette démonstration identique à celle du cas précédent.
En résumé les limites supérieures des moments fléchissants maxîma négatifs développés dans la travée donnée m — 1 m, pour les charges uniformes incomplètes distribuées de la manière la plus défavorable pour chaque section considérée isolément, peuvent être établies à Taîde des inégalités suivantes, où nous avons substitué à M' et N' leurs expressions analytiques connues (page 41) :
1® De 0 à X. On a toujours : -^ — < -^ •
Dans le cas particulier où — — ^ 1, on peut obtenir une
limite plus rapprochée de la valeur exacte de X', à laide de Tinégalité :
Xwi — i
2** De x" à Z. On a toujours : r- <
* • Xm 1 l—x
Xm—
Dans le cas particulier où — — ■* ^ 1 , on peut obtenir une
Am
limite plus rapprochée de la valeur exacte de X' , à Taide de l'inégalité :
Xm / 2f~gY
3® Entre les limites x' et x'\ on a : X' == 0.
Quant aux maxima des moments fléchissants positifs, on peut toujours en calculer des limites supérieures, à Taide de la relation suivante, où Ton substituera à X' la limite supérieure précédemment obtenue :
Pour a? = 0 et a: = /, on a X'^= 0.
Entre 0 et x^ et x" et /, on a nécessairement X" > X.
Enfin de x' ^x\ on a X" = X. La courbe représentative des moments positifs maxima se confond avec la parabole correspondant à la charge uniforme complète.
Les courbes tracées à Taide de ces formules concorderont avec les courbes représentatives exactes des X' et des X" lorsque chacun des nombres ^ et y présentera respectivement
Tune des valeurs limites 0 ou - ; la parabole des X, correspondant à la charge complète, ne coïncide avec la courbe des X"" que lorsque Ton a : p = 0, y = 0, ce qui entraîne forcément : X' = 0.
Nous proposerons de substituer, dans le tracé des épures de stabilité des poutres continues, ces courbes enveloppes à la parabole de la charge complète, que l'on avait jusqu'à présent rhabitude de considérer, en faisant abstraction des effets des charges uniformes incomplètes. Notre méthode nous parait présenter deux avantages : 1^ Au lieu de fournir entre les abscisses 0 et x d'une part, et x' et / de l'autre, une limite inférieure du moment maximum positif ou négatif, elle en donne une limite supérieure, ce qui est conforme aux règles admises pour le calcul des ouvrages métalliques, dont la stabilité doit être étudiée en se plaçant toujours dans l'hypothèse la plus défavorable; 2^ si l'on fait abstraction du signe de l'erreur commise, notre méthode donne des résultats généralement plus exacts que la méthode usuelle, en ce sens que le maximum absolu de Técart pouvant exister entre la courbe conventionnelle et. la courbe exacte des X' ou des X"^ est plus petit que le maximum absolu de l'écart pouvant exister entre la parabole des X et chacune de ces courbes. Enfin^ l'erreur due à notre méthode est d'autant plus petite que X' est plus grand (p et y se rapprochant de 1/2), c'est-à-dire que l'exactitude est le plus désirable ; c'est l'inverse pour la méthode usuelle.
La supériorité de notre tracé de l'épure de stabilité^ au point de vue théorique^ parait donc bien établie, mais il faut reconnaître que l'avantage réalisé par elle se réduit en somme à fort peu de chose, les courbes tracées par les deux
procédés ne s'écartani pas beaucoup Tune de l'aulre, ainsi que le montrent les figures 30 et 3 1 où nous avons indiqué à la fois, dans deux cas particuliers, les courbes obtenues par
l'application de notre règle et celles qui résultent de la règle usuelle. Nous en conclurons que le choix k faire entre les deux
th
82 POUTHES A TRAVÉES SOLIDAIRES.
méthodes ne saurait se justifier que par des considératioDS pratiques : on devra préférer celle qui offrira le plus de facilité pour la préparation des épures, et réduira au minimum le travail de Tingénieur. Or la nôtre présente l'inconvénient d'exiger le calcul d'expressions algébriques un peu compliquées, savoir :
tl. t^L. tM (-Î5)'
3,tï'
/ 2^y __ * fzf. / 2/-3? Y
\3af) *"" 3 (-a?" V"" 3 i^/
Pour écarter cette première objection, nous avons donné, à la fin de ce volume, dans la table I, les valeurs numériques
toutes calculées de ces deux fonctions pour des valeurs de -
ou de j— -; croissant par vingtièmes de 0 à 1. En choisissant
convenablement les abscisses des points de la courbe des X' qu'on se propose de déterminer, on pourra, à Taide de cette table, obtenir immédiatement la valeur exacte du coefficient de Xm— 1 ou de Xm<
Cette question de calcul ainsi résolue, nous verrons ci-après que notre méthode présente sur la méthode usuelle, au point de vue de la pratique, un avantage très considérable : elle permet de réduire à trois le nombre des équations à considérer pour chaque travée, lorsque Ton se propose de tracer répure de stabilité relative à la surcharge, alors que la méthode usuelle en exige parfois sept. Elle réalise donc une simplification notable, entraînant une économie très sérieuse de temps et de travail, ainsi que nous le verrons ci-après (art, 25). C'est principalement à ce point de vue pratique que nous lui attribuons une supériorité réelle et capitale, qui, d'après nous , justifie sa substitution aux procédés indiqués par M. Bresse.
PARABOLES REPRÉSENTATIVES DES MOMENTS FLÉCHISSANTS DUS A LA CHARGE PERMANENTE. -- COURBES ENVELOPPES DES MOMENTS FLÉCHISSANTS DUS A LA SURCHARGE A RÉ- PARTITION VARIABLE. — TRACÉ DES ÉPURES DE STABILITÉ.
MomenCA fléclii«0ant0 dans les seetlons d'appui
— Nous admettrons, suivant l'usage, que Ton peut assimiler, sans erreur appréciable, les effets du poids propre P de chaque travée à ceux de la charge uniforme complète équivalente /?/= P,/> représentant le poids moyen par unité d'ouverture de la travée. En général, le poids/) varie très peu d'une travée à Tautre, et on peut le regarder comme sensiblement constant d'une extrémité à l'autre de la poutre. Cela simplifie les opérations, parce qu'on calcule, non les moments Xp, mais
les rapports — , ce qui revient à poser /? = 1 dans les formules.
La surcharge d'épreuve est toujours supposée constante sur toute la longueur de la poutre ; on la représentera par p' et on calculera non les moments maxima eux mômes X/, mais
les rapports -f , en faisant /)' = 1 dans les formules.
Connaissant - et -, le maximum du travail à la flexion dé-
veloppé dans une section quelconque de la poutre sera fourni par la relation :
rp * /X . X' A
dont le second membre ne contient que des quantités connues. Dans le cas où p présenterait des variations considérables
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d'une travée àTautre, on ne pourrait admettre celte simplification, et il conviendrait de laisser figurer la lettre ;o dans les formules, en lui attribuant pour chaque travée la valeur convenable. Cela compliquerait un peu les recherches et allongerait les calculs, parce que Ton ne pourrait plus utiliser pour la détermination des eiïets de la surcharge les résultats déjà obtenus pour la charge permanente, mais sans créer de difficulté théorique, la lettre;? figurant comme facteur du premier degré dans toutes les formules qui donnent les moments fléchissants.
Tx r^j):
Jsi
■ : »■ ■* — ' ■■< f/lj
Appiij
Fig. 82.
Connaissant la charge uniforme complète de la travée m — 1 m (fig. 32) nous savons calculer (formules de la page 69) les moments fléchissants Xm— i et Xm produits par cette charge dans les sections d^appui m — 1 et m, et déterminer soit par le calcul (formules de la page 59), soit par des constructions graphiques (fig. 32), les moments développés sur tous les autres appuis de la poutre.
Supposons que nous ayions effectué celte opération pour
toutes les travées : nous connaîtrons, pour une section d'appui quelconque K, les moments fléchissants partiels produits par les charges complètes de toutes les travées, considérées chacune isolément. Représentons ces moments, en grandeurs et en signes, par des longueurs portées (fig. 33) sur l'ordonnée qui passe au point K, et distinguées par les numéros des travées chargées auxquelles elles correspondent. Pour plus de clarté, nous avons séparé sur la figure les moments dus aux charges des travées placées à droite ou au-delà du point K, des moments dus aux charges des travées placées à gauche ou en-deçà.
- KflO
- K+ia
- K*ia
- K+ll
Fig. 33.
Il est aisé maintenant de calculer le moment produit en K par les charges d^une série déterminée de travées agissant simultanément: il suffit de faire la somme (en tenait compte des signes) des moments partiels relatifs à toutes ces travées prises isolément, en laissant de côté les moments relatifs aux autres travées, que Ton suppose ne porter aucune charge.
Nous considérerons spécialement les moments correspondants à six dispositions particulières de la charge, dont nous aurons besoin dans la suite de cette étude. Ces moments, que nous désignerons par les lettres A, B, C, D, E, J et H, se rapportent aux cas indiqués par le tableau suivant, et représentés par la figure 34, où les travées chargées sont marquées par des traits gras.
Le moment A correspond à la charge complète do toutes les travées sans exception ; les moments J et H aux charges des travées K + 1 et K, qui encadrent le point d appui, considérées chacune à part ; enfin les moments B, C, D et E se rapportent à des dispositions diverses ayant le caractère commun suivant : à gauche et à droite du point K, les travées sont toujours chargées de deux en deux.
Numéros des travées chargées.
Appui
Numéros des travées chaînées.
K— 2fc . .K— 2. • .K
K-2fc— i...K— 3. )» .K-4. » K— 2^ -t... K-3. . .K— 4. .
K — 2fc » .K — 2. » .K
Le calcul des moments A, B, C, D, E, J, H, dont les deux derniers, relatifs chacun à la charge d'une travée unique, sont déjà connus, ne présentera aucune difficulté. Il convient d'ail-
leurs de remarquer que, si Tod connaît A, B et D, C et E s'obtiendront immédiatement à Taide des relations :
II n'y aura donc en réalité à calculer que A, B et D, les autres quantités J, H, G et E étant déjà connues ou pouvant être obtenues par une simple soustraction.
K-3I.K-BIK-1I
>*u*sa«^
Fig. 84.
Lorsqu'on admet que la charge permanente p varie d'une travée à l'autre, il est nécessaire d'évaluer le moment A en tenant compte des différentes valeurs de p. Quant aux moments A^ B, C, D, E, J et H, qui ne servent qu'à déterminer les effets de la surcharge d'épreuve, on doit toujours les évaluer en supposant p' = 1. Dans le cas où p est une constante
et peut être pris égal à Tunité, on calcule le moment rapporté
à Tunité de charge -, qui sert à la fois pour l'élude de la charge
et celle de la surcharge.
Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que l'on a délermi-^ né pour chacun des points d'appui de la poutre les valeurs numériques de A, B, C, D, E, J et H.
99. — Parabole des moments fléehisfiants produitsparia charge .permanente. — Considérons la travée m comprise entre les points d'appui m — I et m.
Soient A^n-^i ot Am les moments fléchissants produits sur
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les deux appuis par la charge permanente. Nous admettrons, comme dans Tarlicle précédent, que ces moments ont été préalablement calculés.
La parabole des moments a pour équation, si Ton désigne par p la charge par unité de longueur de la travée et par / son ouverture :
i — j- j + Am - + - pa: {l—x).
Pour simplifier, nous désignerons par A le moment Am— i relatif à l'appui de gauche ou premier appui, et par A' le moment Am relatif à Tappui de droite ou second appui, et la formule deviendra:
Lorsque /> a même valeur pour toutes les travées, on calcula
Fig. 85.
Am— I et Am dans Thypothèse où p serait égal à Ij-et Téquation qui précède devient :
^ = A(l~f)+A'f + la;(/-x).
Nous ne reviendrons pas sur la discussion de cette parabole, qui a été faite d'une manière complètes l'article 1, paragraphe c (page 10). Nous rappellerons seulement que, les moments fléchissants sur les appuis étant Am->i et Am, le moment fléchissant au sommet est fourni par la relation :
et correspond au point de l'axe dont l'abscisse est :
Pl
Les abscisses x^ el Xt des points Oi etOt, où la parabole coupe l'axe des or, et pour lesquels le moment X est nul, sont données par les formules :
l ^ A'- A . /// . A'-Ay 2A
Nous avons déjà signalé dans l'article i*'' les différentes positions que peut occuper la parabole : elles sont indiquées sur la figure 5 (page 12).
En général, A et A' sont négatifs, et, les abscisses Xi eix^ ayant des valeurs réelles, positives et comprises entre 0 et /, les points 0| et 0, existent entre m— 1 et m. (Parabole C do la figure 5).
Fig. 8G.
Mais il peut arriver, A et A' étant tous deux négatifs, que la parabole soit toute entière au-dessous de Taxe dos x : en ce cas, les valeurs de x^ et j*, sont imaginaires (parabole C'*').
Enfin, lorsque le moment A est positif, la valeur de Xi est négative (courbe C). Nous répétons que ce cas se rencontre très exceptionnellement, pour ne pas dire jamais, dans la pratique : la parabole occupe presque toujours la position C\
La figure 36, qui montre la forme de la courbe décrite par la fibre moyenne déformée de la poutre, dans les différents cas où la parabole occupe les positions C, C, C et C, fait suffisamment comprendre dans quelles circonstances très rares on peut avoir affaire à des paraboles telles que C, G' et C : la lettre i désigne les points d'inflexion de la fibre moyenne déformée. On voit immédiatement que le cas C ne peut se présenter que si les travées m — 1 et w-+-l ont une très-faible ouverture par rapport à la travée m ; le cas C/ suppose que la travée précédente m — 1 est très courte, et la travée m — 2 très longue ; enfin le cas C" no peut se présenter que si Tune au moins des travées adjacentes est très grande comparativement à la travée m.
Nous verrons plus tard que dans les poutres symétriques, exclusivement employées par les constructeurs, ces circonstances exceptionnelles ne peuvent se rencontrer que pour les travées de rives (travées extrêmes de la poutre) et les travées adjacentes. Mais le cas C est le plus fréquent, et c*est à vrai dire le seul qui se rencontre dans les ponts existants.
Remarquons en terminant que la courbe des moments fléchissants étant un arc de la parabole à axe vertical qui, rapportée à son sommet, aurait pour équation y = — Z^^^^ ^^^ ^^^'
jours facile de la tracer avec un patron découpé ad hoc, connaissant les ordonnées A et A' de ses points extrêmes. On peut donc se dispenser de la tracer point par point, et on devra se borner en général à calculer les abscisses Xi et x^, et au besoin Tabscisse s et l'ordonnée Xs du sommet, pour être sûr de ne pas commettre d*erreur de dessin, et de bien placer le patron dans la position qu'il doit occuper. Ce sont les seuls points de Tépure qu'il soit intéressant de marquer avec certitude, parce que Tordonnée Xs est un maximum, et que la connaissance exacte des points 0| et 0, est indispensable pour le tracé de Tépure relative h la surcharge.
•8. Enveloppes des momeiitii fléehi««aiitN dus à la •urchar^e variable, abstraetion faite de la sureiiarfe propre de la travée considérée La méthode que nous
allons exposer est due à M. Maurice Lévy^ qui a imaginé de substituer les courbes enveloppes aux courbes multiples, relatives à un certain nombre de surcharges définies, que Ton étudiait autrefois, et a indiqué les principes théoriques à appliquer pour obtenir ce résultat.
Si Ton fait abstraction de la surcharge propre de la travée m, les moments partiels dus aux surcharges complètes de toutes les autres travées, considérées chacune isolément, seront représentés par deux faisceaux de droites passant par les foyers F et F'' de la travée m.
Fig. 37.
La figure 37^ où Ton a inscrit pour chaque droite le numéro de la travée chargée qui lui correspond, permet de reconnaître immédiatement que l'enveloppe des X', comme celle des X'', est une ligne brisée dont les deux sommets sont placés sur les verticales des foyers F et F".
Si Ton considère une section quelconque de la poutre, la valeur de X' s'obtiendra 'en faisant la somme des moments partiels négatifs, et celle des X'^ en faisant la somme des moments partiels positifs. Dans l'intérieur de chacune des trois zones m — IF, FF'^ F" m, aucune des droites de la figure 37 ne coupe l'axe des x : une seule expression analytique du premier degré suffira donc pour représenter la valeur des X' dans chacun de ces intervalles. Mais l'expression en question devra être modifiée lorsque l'on franchira un des points F^ ou F", où certaines droites coupent l'axe des x, ce qui change la répartition des travées chargées qui correspond soit à X', soit à X''.
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En nous reportant aux notations de l'article 21^ et adoptant la simplification de Tarticle 22, qui consiste à supprimer les indices m — 1 et m qui distinguent les moments sur les deux appuis, en marquant d'un accent les moments relatifs au second appui m, nous obtiendrons finalement les équations suivantes, fournissant les valeurs des X' et des X' dans les zones
Fig. 88.
m — 1 F', FT" et Y^m. La figure 38 représente l'épure de stabilité de la travée, dans les conditions où nous nous sommes placés.
ZÔ1M8 considérées
Expressions analytiques des moments maxima
F . F" a:'<x<x" Y' .m x'KscKji
l<^ Moments négatifs
= C (l-^) H- (B'-H') ] 2* Moments positifs
Droite correspondante sur la figure 38
Remarquons que les droites M^'N'' et P'Q', P'^Q'' et M'N' sont placées respectivement dans le prolongement Tune de l*autre, do sorte qu'il n'y a en réalité que quatre lignes à tracer.
•4. — finveloppes des moments fléchisMtiits ûuu H la wurehargre variable, en tenant compte de la sar» charge complète de la travée considérée. — L'équation de la parabole (fig. 39) représentative des moments pro-
Fig. 39.
duits par la surcharge complète de la travée m, abstraction faite de la surcharge des autres travées, est, d'après les notations adoptées :
Elle coupe l'axe des x en deux points G' et G" toujours réels, dont on sait calculer les abscisses z' et z\ Nous avons vu que Ton a toujours :
Pour avoir les courbes enveloppes des moments, il convient d'ajouter cette expression analylique à celle déjà indiquée à
eu. I. — THÉORIE DES POUTRES A SECTION CONSTANTE. 93
l'arlicle précédent pour X', lorsque le momenl du à la surcharge propre de la travée m est négatif, c'est-à-dire entre les points m — 1 et G' (o < a: < z) d'une part, et G' et m de l'autre (z"<:x<l). Dans la zone centrale G'G" {z <x<,z"), comme le momenl dû à la surcharge propre de la travée est positif, il faudra l'ajouter aux X"".
Entre G' et G'', l'expression de X\ devant être établie dans l'hypothèse où la travée m ne serait pas surchargée, sera celle déjà obtenue à l'article 23, où l'on faisait abstraction de la surcharge en question ; il en sera de même pour X'" dans les zones m — 1. G' et G" m.
Le tableau suivant indique les formules à employer dans les différentes divisions de la travée pour calculer soit X', soit X".
ZONES CONSIDÉRÉES
(i) m— IG' o<x<z'
(3) FF" x'<x<x'
(6) m— IG' o<x<z'
(7) GT' z'<x<x'
(8) FT" x'<x<x''
(9) F"G" x''<x<z'' (lO)G^m z''<x<l
FLÉCHISSANTS
lo Moments négatifs B(l-^)+{C'+H')î-hiM^-x)
=(B-J) {i-j^ +Cf
=c(l-î)+(B'-H')î =(C+J) (i^^+^^.^ipx{l-x) 2o Moments positifs
X''=cA— ^)-KB'— H')^ =(C4-J) {i-fj +Bff^i.^(/-x) ==D(l-f)+Ef+iM/-a:) =B (l_?î+(C'+H')f+-^^(/-^) ={B-J)(l-f)+C'-;.
Droites ou arcs
de paraboles correspondants dans la fig. 40.
Parab. a'V Droite b'c' Droite c'd' Droite- de' Parab. e'f
Droite oTb" Parab. b'c" Parab. cV Parab. «Te"
'I tii
Droite e" f
Fig. 40
On voit qu'il faut établir dix formules différentes lorsque Ton veut tracer les courbes enveloppes des X' et des X* pour une seule travée ; on doit également calculer les abscisses z* , x\ x" et z\ qui correspondent à des points critiques où Ton passe d'une formule à la suivante. Le tracé complet de l'épure nécessiterait donc, en raison de la complication du problème, des calculs longs et laborieux. Mais on peut abréger le travail dans le cas où la section transversale de la poutre est supposée symétrique par rapport à l'horizontale qui passe en son centre de gravité, et où le métal qui doit la constituer travaille également bien à la compression ou à l'extension : c'est là un caractère commun à toutes les poutres continues existantes, et il n'y a pas d'exemple qu'il y ait été fait exception dans la pratique. Dans ces conditions, il suffit pour calculer le travail maximum à l'extension ou à la compression développé dans les deux platebandes, de connaître pour chaque point de la fibre moyenne, non pas les deux moments maximaX' etX", mais seulement le plus grand des deux en valeur absolue. Or, en vertu de la relation connue X = X' + X", le plus grand de ces moments maxima est celui qui a le signe de X, moment dû à la charge uniforme complète appliquée sur toutes les travées. La parabole des X (fig. 40) coupe la fibre moyenne en deux points Oj et Oj, dont les abscisses x^ et Xi ont déjà été calculées, lorsque l'on s'occupait de déterminer les effets de la charge permanente (art. 22) Il conviendra de porter sur la fibre moyenne m — 1 . m de la travée les longueurs m — 1 . Oi ■= Xi et m — 1. Oi = Xj,ot d'élever aux points Oi et 0, deux ordonnées verticales rencontrant respectivement les courbes des X' et des X" en n' et n", o'' et o". Entre les points m — 1 et Oi (0 < ^ < ^i), et Oj et w (j7, < j: < /), le plus grand des deux moments X' etX" sera X', puisque l'on a entre ces limites X <C 0. Entre les points Oi et 0, (<Cxx < x < a;,),le plus grand des moments sera X'^, puisque l'on a X << 0. Pour x= x^Qi X = ar,, on a X''=X'', puisque X = 0. Etant admis que Ton ne s'occupe plus du signe des moments, mais senlement de leur valeur absolue, il suffira de tracer les portions de la courbe des X', a' b' ri et o' d é f ^ et la portion centrale de la courbe des X'", n" d' o"^ pour obtenir une courbe enveloppe
fournissant en un point quelconque de la fibre moyenne la limite supérieure des moments fléchissants positifs ou négatifs. D'autre part, il n'y a plus besoin de distinguer les X' des X", et on pourra, en faisant abstraction des signes, reporter du même côté de Taxe des x tous les arcs ou segments rectilignes de cette courbe enveloppe.
Fig. 41.
C'est ainsi que Ton procède toujours, et Ton obtient une épure analogue à celle de la figure 41, qui ne diiïëre de celle
de la figure 40 qu'ea ce qu*oii a laissé de cdlé les parties des courbes enveloppes, relatives aux X' et aux X', qui, no fournissant pas les valeurs absolues maxima des moments fléchissants dus à la surcharge variable, ne sont d'aucune utilité.
Dans la partie inférieure de la figure il, on a placé la parabole de la charge permanente en renversant Tare central, limité entre les points Oi et Oj, qui correspond aux X positifs, de façon à ne pas empiéter sur la portion de Tépure réservée à la représentation des effets dus à la surcharge variable.
Dans la partie supérieure de la figure, on a tracé une courbe enveloppe comportant les portions a V ;i', o' d e' f de la courbe des X' dans la figure 40, et la portion centrale nco" de la courbe des X''.
Pour construire cette courbe enveloppe, il faut recourir aux sept équations représentant les arcs paraboliques ou les segments de droites respectivement limités par les ordonnées des points m— 1 et m, G' et G", F et F", 0^ et 0,.
Ces sept équations devront être prises parmi les dix énoncées à la page 93. On ne peut pas d'ailleurs savoir a priori quelles seront celles que Ton devra utiliser, le choix à faire dépendant du rapport de x^ à z et x\ et de x^ à z" et x" : les points Oi et Oi pouvant se trouver situés aussi bien à droite qu'à gauche des poinls G' et G", F ou F', suivant les circonstances, on aura à considérer telle ou telle des équations précitées.
Dans le cas de la figure 41, nous avons supposé que Oi était situé entre G' et F [z <x^<x')e\. 0, entre F et F" (a:' < a:, < x"). Nous serions donc conduit à employer le système d*équations suivant (voir à la page 93 les formules désignées par les numéros d'ordre portés au présent tableau) :
De m— I à G' 0 < x < z' Equation (1) X'
» G' à Oi z <x < .r, » (2) X'
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En faisant sur x^ el x^ des hypothèses différentes, nous serions amené à remplacer certaines de ces relations par d'autres; d'une manière générale, il n'y a que les formules (1), (8) et (5) qui soient toujours employées, quand a^j et x^ sont réels et compris entre 0 et /.
Le tracé de cette épure, qui, malgré là simplification que nous venons d'y apporter, est encore compliqué et laborieux, est beaucoup plus aisé lorsque les valeurs de Xi et de x^ sont respectivement presqu'égales soit à z ou x\ soit à z" ou x" , cas assez fréquent dans la pratique : il arrive alors que certains arcs de la courbe enveloppe disparaissent. Mais, dans le cas le plus favorable, on ne peut jamais employer moins do cinq formules, les abscisses z et z" étant toujours différentes de x' et x^\
Il peut arriver exceptionnellement que x^ et x^ soient imaginaires (fig. 5, courbe C"): X est alors toujours négatif,_et — X' > X". On n'a à considérer que les cinq relations (1), (2), (3), (4) et (5) relatives aux X'.
Il serait possible encore que jc, fût plus petit que 0 (fig. 5, courbe G). On n'aurait à considérer entre 0 et x^ que les équations relatives aux X' . Une simplification analogue serait obtenue pour x^^ l : de Xy k l, on n'aurait à considérer que lesX\
Enfin pour a?i < 0 et ar^ > / (fig. S, courbe C), on a toujours X > 0 et par suite X" > — X'. On ne se servira dans ces conditions que des cinq relations (6), (7), (8), (9) et 10, relatives aux X" .
Pour une travée de rive, le nombre des équations à employer est notablement réduit, et le tracé de l'épure simplifié.
Considérons par exemple la première travée o . 1, pour laquelle nous avons dressé l'épure de la figure 42. On sait que tous les moments relatifs au premier appui sont nuls, et que l'on a de plus x = Xi = z = o : les points G', F et Oi coïncident avec l'appui o. La connaissance du second foyer F^ est inutile, et le tableau des équations relatives aux X' et aux X" se simplifie ainsi qu'il suit :
Zâaes coDSidéréen
Expressions analytiques des moments niaxima
Lignes correspondanlos sur la figure 43
lo Moments négatifs :
oG' 0<aj<2'
Droite
==^'-^-^\px{l-x)
Parabole
2o Moments positifs :
oG' 0<x<2'
X'-CÎ + i/^xCZ-x)
Parabole
Droite
Flg. 42.
Il n'y a plus que quatre équations, et si Ton se propose de calculer pour chaque point le plus grand des deux moments X' et X" , le nombre des relations à employer se réduit à trois :
iOO POUTKKS A THAVÊKS SOLIDAIHKS.
(2), (3) et (1) ou (4) suivant que x^ est plus pclîi ou plus grand que z\ Dans le cas de la figure 42, nous avons admis que Xi <iz' . Les équations à considérer sont donc celles qui portent les numéros (3), (1) et (2).
En résumé, le tracé des courbes enveloppes des moments fléchissants, effectué d'après la méthode usuelle basée sur la considération de la surcharge uniforme complète de la travée considérée, exige la connaissance :
1° De sept moments partiels relatifs à chaque appui, A, B, C, D, E,Jet II;
2** pour les travées intermédiaires, de six abscisses différentes : z\ z\x\ x" y Xi et Xt, et de sept équations dont le nombre peut être réduit, dans les circonstances les plus favorables, à cinq;
3^ Pour les travées de rive, des abscisses z" dx^, et de trois équations, dont le nombre peut être réduit à deux quand x est imaginaire, ou plus grand que /, ou égal à :;".
Nous allons montrer que notre méthode, basée sur la considération des surcharges uniformes partielles les plus défavorables pour la travée considérée, permet de simplifier notablement les recherches, et d'abréger les calculs, tout en fournissant des résullats plus exacts et plus utiles, puisqu'elle seule donne en réalité les courbes enveloppes effectives, dans tous les cas imaginables de surcharges uniformes, partielles et complètes, les plus défavorables.
95. I«jiiireloppes ilc.n ntomcuts^ flécliiiN»saiitsi dus À la liiurelinrsre, eu (en» ut compte de la surchargée uni* forme partielle la plus défavorable pour chaque point de la flbrc moyenne considéré à part. —L'équation de la parabole représentative des moments produits dans la travée ?n par sa propre surcharge complète, agissant isolément, est, ainsi que nous l'avons vu (page 92 fig. 39) :
X = J (l -î) H-II' î + l/x(/-^).
Cette parabole coupe la libre moyenne aux points G' et G'', dont les abscisses sont respectivement désignées par les lettres
z' et z" .
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Substituons à celte courbe les enveloppes des moments fléchissants maxima, positifs et négalifs, dus aux cliargcs uniformes partielles les plus défavorables. Nous savons (art. 19) que la courbe enveloppe des moments négatifs est tangente à la parabole de la surcharge complète au droit des deux points d'appui m — 1 et W2, et à la fibre moyenne aux deux foyers F' et F". Entre ces deux points elle se confond avec Taxe des :?;. La courbe enveloppe des moments positifs est tangente à la
Fig. 43.
fibre moyenne aux deux sections d'appui m -1 et m (X''=:0), et à la parabole des X sur les verticales des foyers F' et F" ; elle se confond avec cette parabole entre F et F" (X''=X). Les équations de ces courbes enveloppes sont les suivantes : (page 78).
ZONES CONSIDÉRÉES
in — \ F o<.r<.r F F' x<x<£
LIMITES SUPERIEURES DES MOMENTS POSITIFS
j(l-^yHf+l;,'.r(/-T)
If
Les expressions çl^jet 9 (pjT/) désignent des fonctions dont la forme dépend de la valeur du rapport mutuel des moments sur les appuis : — •
Pour
iF>'
ff<'
('-ly
~ 3 f-yj /—a? y
1 « — ar
Connaissant J et IF^ Ton sait immédiatement quelles sont les fonctions à employer, et on peut toujours calculer sans difficulté les limites supérieures des moments négatifs et posi-
tifs, en attribuant à -, ou à - — n les valeurs portées dans la
table I, qui fournit directement les valeurs correspondantes de la fonction considérée.
Le tracé des courbes (J) F et F" (H'), m— 1 f eifm de la ligure 43 ne présenterait donc aucune difficulté théorique ou pratique si l'on jugeait utile de les construire par points.
Cela posé, il ne nous reste plus, pour obtenir les courbes enveloppes définitives des moments X' et X" relatives à la travée m, en tenant compte des surcharges partielles les plus défavorables de cette travée, qu'à ajouter les moments maxima négatifs [courbes (J) F' et F" (H')] aux expressions de X' déjà calculées à Part. 23 en faisant abstraction de la surcharge propre de cette travée; et les moments maxima positifs
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(courbes m — i /' et f" m) aux expressions de X" énoncées dans ce même article.
En appliquant celte règle, nous arrivons aux formules suivantes :
ZONES CONSIDÉRÉES
FF
x<Cx<ix"
i3) rm a:"<x<l
(5) FF' x'<x<x"
10 Moments négatifs.
=E(i-^-)-HDf
=c(l-p)+(B'-fl')f+-H',(i^) 2o Moments positifs.
X"=(C+ J) (l-*j+B|+^a5(i-*)-Jf (J)
Se^çmenta
de droite
ou de courbe
correspoudants
sur la figure
Courbe afc' Droite c'd Courbe d'f
Courb.a"*"' Parab. &'<r Courb. d'f
Pour tracer Tépure complète des X' et des X" (fig. 44), nous n'avons plus qu*à établir six équations, au lieu des dix qu'exige la méthode usuelle, exposée dans Tarticle précédent. Rien ne nous empêche d'ailleurs d'adopter encore la simplification consistant à ne tracer que les courbes enveloppes relatives aux moments maxima en valeurs absolues, abstraction faite des signes. On a représenté, au bas de la figure, la parabole des moments dus à la charge complète, appliquée sur la poutre continue tout entière, qui coupe la fibre moyenne aux points Oi et 0», dont les abscisses sont respectivement Xj et x^. Les verticales passant par les points Oj et 0, limitent les segments de lignes a! n\o d et df (relatifs aui X'), ii' c" etc" u (relatifs aux X") qui devront être conservés sur Tépure définitive de la figure 43, dont la partie inférieure reproduit la
Bht
Fi?. H.
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courbe des X, tandis qu'on a tracé à la partie supérieure la courbe enveloppe des moments maxima, abstraction faite des
signes.
Nous allons démontrer que, pour tracer Tépurc de la figure 45, il suffit de connaître quatre formules, savoir l'équation de la parabole correspondant à la surcharge complète et les équations portant les numéros (1), (3) et (5) du tableau précédent Nous écrirons à nouveau ces quatre formules connues^ en leur attribuant un nouveau numérotage :
limites des zones D'application
SUR I^A
FIGUl'.B 45
m — 1 m. o<jc<il m—{ F'. o<jx<x F F. x<x<x" Fm. x"<x<l
X' (B-J)(l-f)+Cf-+JçÇ-)-. (2)
X" D(l-î)+Ef+iio^/-^). (3)
.Parabole de la surcharge complète.
Courb. des X' Parab. des X" Courb. des X'
Supposons en effet que nous ayions tracé ces courbes entre les limites indiquées. Sur la figure 46, Téquation (1) correspond à la parabole MOiO,N, Téquation (2) à la courbe PQ, Téquation (3) à la parabole RS , et Téqualion (4) à la courbe TU ; ces trois dernières courbes ne se couperaient sur les ordonnées limites de leurs zones respectives RQF et TSF' que si Xi était égal à ;r' et ar^ à x\ ce qui ne se vérifie pas en général.
Mais il arrive d'habitude, nous pouvons dire presque tou" jours, que a:, diffère très-pou de x et x^ de x*", de telle sorte qu'après avoir tracé la parabole de la surcharge complète MOi OjN, et avoir mené les ordonnées verticales passant en Oi et Oj, on constate que les arcs curvilignes ou les segments reclilîgncs à tracer, pour relier les points de rencontre V et W de de ces ordonnées avec les extrémités R et T des courbes
dc^jà construites daiislc haut de répure(ces points sont situés sur les verticales des foyers), sont assez courts pour pouvoir être assimilés à des droites : on peut donc les tracer ainsi,
ml
sans se préoccuper des équations qui les représentent. Dans le cas de la figure 46, l'ordonnée de Oi coupe la ligne PQ en V, et l'ordonnée de 0^ rencontre la ligne RS en W. Nous joindrons tout simplement VR et TW et notre enveloppe sera
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complète. Dans le cas où la dislance Oi F' paraîtrait trop grande pour que Ton pût assimiler sans erreur appréciable Tare VR à une droite, on pourrait aisément en déterminer un point en remarquant que la distance verticale de deux points quelconques des arcs VR et VQ (ce dernier a été déjà tracé par points avec exactitude) est précisément égale à l'ordonnée
Flg. 46.
du point de Tare de parabole OiR' placé sur la même verticale; par exemple RQ = R'F. On pourra donc, en mesurant les ordonnées d'un certain nombre de points de Tare parabolique OjR', et portant les longueurs obtenues au-dessus de l'arc VQ, obtenir autant de points que l'on voudra de la ligne VR.
Remarquons d^ailleurs que toutes les fois que l'ordonnée de Tun des points 0, ou Oj coupe la parabole centrale (c'est le cas de la figure 46 pour le point 0,), le segment de ligne h
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tracer est véritablement une droite (équation (5) du premier tableau), et Ton n'a donc qu*à réunir par un trait rectiligne les deux points extrêmes déjà connus (W et T de la fig. 46).
Ce n*est que dans le cas où la verticale passant par Oi ou Oj coupe Tune des courbes latérales des X' (cas de la figure pour le point Oj), que l'on pourrait juger nécessaire de tracer par points, à l'aide du procédé graphique précit<^, Tare VR, si kl distance OiF était grande, circonstance exceptionnellement rare dans la pratique.
ml
Fig. 47.
Considérons encore le cas où x^ et ^r^ seraient imaginaires, la parabole de la charge permanente étant toute entière audessous de la fibre moyenne (courbe C" de la fig. S page 12). On a en tous les poinls de la Iravéc : — X' > X". Il faut alors tracer les courbes PQ et TU, dont on connaît les équations, et relier leurs extrémités par la droite QT (fig. 47).
Dans le cas ou r^ serait négatif el x^ plus grand que /, on
aurait au contraire, quel que soit .t, — X' < X", et pour obtenir la courbe enveloppe, il faudrait se servir de Téquation (3) de la page 105 entre les limites a:' et x ; et, pour les zones o. ai et X . /, recourir aux relations obtenues en retranchant respectivement les formules (2) et (4) de Téquation (1). Cette circonstance ne se présente jamais dans les applications, et la règle indiquée na qu'un intérêt théorique (fig. 48).
Fig. 48.
Il nous reste encore a examiner le cas d'une travée de rive, par exemple la première travée ol de la poutre (fig. 49).
Ona: A=B = C=D = E = J=H = 0. — Les moments sur le premier appui sont tous nuls. De plus : B' = D' et E'=^C'.
.7î' =T Xi = 0.
Les formules à employer seront au nombre de trois :
(1) 0 < ^ </: X = A'f+5/?'x(Z— .r). Parabole de la sur-
charge complète.
(3) 0 < a: <a:':X" = E'^-f-^/>'a:(/— a;). Pai-aboledesX".
(4) x"< X <l: X' = (B'— H') ^+H'9(^J,). Courbe des X'.
Comme dans le cas précédent, on arrêtera à Tordonnée verticale du point 0, celle des deux courbes (3) ou (4) qui est
Fig. 49.
rencontrée par elle, et on joindra le point obtenu à l'extrémité de la seconde courbe soit par une droite, si la courbe rencontrée est la parabole (3), ou si la distance de Oj à F'" est petite, soit par une courbe si la ligne rencontrée est celle de Téquation (4), et que la distance 0, F' soit considérable, ce qui ne se présente jamais dans les applications (fig. 50).
En résumé, le tracé des courbes enveloppes des moments lléchissants suivant notre méthode exige la connaissance :
1^ Des sept moments suivants relatifs à chaque appui : A, B, C, D, E, J et H, comme dans la méthode usuelle ;
2"" De Téquation de la parabole correspondant à la surcharge complète, de trois équations, toujours les mêmes, pour les travées intermédiaires, et de deux seulement pour les travées de rives ; tandis qu'avec la méthode usuelle il faut sept formules en général, et cinq au moins, à choisir convenablement dans un tableau de dix relations ;
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3* Des quatre abscisses a: ^ x\ Xi et Xi pour les travées intermédiaires, et de deux seulement x" et x^ pour les travées de rive, tandis que la méthode habituelle nécessite en outre le calcul des abscisses z' et z'.
Fig. 50.
Nous croyons donc avoir suffisamment démontré que noire règle, qui donne des résultats plus exacts et plus satisfaisants, est dé plus, au point de vue pratique, d^^une application infiniment plus commode et plus rapide que celle de M. Bresse.
9B. Résumé ilen règles à suivre pour dressep l-épure de stabilité d'une poutre continue à Neetion constante.
— Nous croyons utile de terminer cette étude par un résumé sommaire des résultats obtenus précédemment, indiquant dans leur ordre la suite des opérations à faire pour tracer les paraboles des moments fléchissants dus h, la charge permanente, et les courbes enveloppes des moments dus à la surcharge uniforme de répartition variable, pour toutes les travées d'une poutre continue quelconque à section constante.
Nous ne considérerons que le cas où la charge permanente par unité de longueur peut être regardée comme constante d'une extrémité de la poutre à l'autre. Nous admettrons, sui*
vant rhabitude, que Tépure doit être dressée dans Thypothèse où chacune de ces charges par unité de longueur serait prise pour unité : p =/>' = 1. Il conviendra donc de faire disparaître ces letlres de toutes les formules employées.
a. — Connaissant les ouvertures U, /j, 4 , /n-i, /n, de
toutes les travées successives de la poutre continue donnée, on commencera par calculer les deux séries des nombres pet y, à Taide des formules constituant les groupes (3) et (i) de Tari. 14 (page 54). Nous reproduisons ici ces deux groupes :
Pi =
Po=0
2+ 7 (i-Pi)
pm-i
Yi =
iY«
In-,
In—:
yn— 1
Il est inutile de calculer les séries des nombres iiy et t7i,dont il n'a été parlé dans l'article 14 et les suivants que dans un simple bul de démonstration, et qui ne figurent pas dans les formules pratiques à employer.
Dans un tableau I, dont la première colonne contiendra les
numéros des travées successives (1,2 7t), on inscrira en
regard de chacun de ces numéros le p et le y correspondant à la travée qu'il désigne : on sait d'une manière générale qu'à la travée m (comprise entre les points d'appui m — 1 et m) correspondent pm— 1 et yn-m-
b. — On calculera ensuite les abscisses x el x" des deux foyers de chaque travée à ] aide des formules connues (Ira* vée m) :
" \ 1 + yn—m) ' \ 1 + 7/'
et on les inscrira dans le même tableau en regard du numéro de la travée.
c. — On calculera pour chaque travée les moments fléchissants produits sur les deux appuis par la charge uniforme complète de cette travée considérée isolément. D'après les notations adoptées dans Tarticle 2\, ce calcul fournira le moment J relatif au premier appui m — 1 de la travée w, et le moment H relatif au second appui m (art. 18, page G9).
t ^ /i Pm-i (t — ya-m) t ,S(|-v)
4 1 — pni-i yn-m 4 I — f» 7
Ti ^ 71 yn-m (l — Pm-i) i ,, y{\-?)
lit» — — ~ « m -; Q — — *: * - — j^— •
4 1— .p„i-_4 yn-vt 4 t— P7
On fera la même opération pour toutes les travées, ce qui donnera le J et le H de chacun des points d'appui. On les inscrira dans un nouveau tableau II : la colonne d'entrée verticale contiendra les numéros de tous les appuis de 1 à n — 1, à l'exclusion des appuis 0 et n pour lesquels les moments sont toujours nuls ; les autres colonnes verticales porteront les numéros des travées de 1 à w, que Ton considère successivement. On placera chaque nombre J et H à Tinterseclion des lignes horizontale et verticale correspondant à la travée et au point d'appui considérés.
d. — Connaissant Jm-i et Hm, on calculera les moments produits par la charge complète de la travée m sur tous les autres appuis de la poutre, 1 à m— 2, et m+1 à w — 1.
On emploiera à cet effet les formules de l'art. 15 (page 59).
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PoinU d*appui situas à gauche de ]a travée chargée m
— Pm— j X Jm— I
== — pm— » X X
= — Pm-» X X*"
— p, XX*
points d*appui situés à droite do la travée chargée m
X , = — Yn— m— 1 X H|ii
X*" = — Yi X X"*
On inscrira ces résultats dans les colonnes du tableau II, qui sera ainsi rempli et fournira immédiatement et séparément, pour un point d'appui quelconque K, les moments partiels produits par les charges complètes de toutes les travées, y compris les moments h et H* correspondant respectivement aux travées K et K — 1.
c. — A l'aide du tableau II précédemment dressé, on calculeria pour chaque point d'appui trois moments obtenus chacun par la sommation des moments partiels d'une série de travées définie par une des règles indiquées à l'article 21. On devra tenir compte dans ce calcul des signes qui précèdent dans le tableau II les valeurs numériques de tous les moments partiels.
Les moments totaux à calculer seront les suivants pour l'appui de numéro K :
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Appui K
i..2 Jv— *2 -K— i.K.
K-j-i — K+3 — ..K+2A+1 : B K+1 — K+3 — ..Kl+2/i+l:D
Le calcul des totaux B et D est facilité par la remarque suivante : de part et d'autre de Tappui K, on considère toujours soit les travées de numéro pair, soit les travées de numéro impair à rexclusion des autres. On inscrira ces résultats dans un nouveau tableau III dont la première colonne verticale contiendra les numéros des appuis successifs de 1 à n — 1. En regard du numéro K on inscrira les nombres correspondant à cet appui : A, B, C, D, Ë, J et H.
Les nombres C et E se déduisent des nombres calculés A, B et D par les formules simples :
C = A — B, et E = A — D ;
les nombres J et H sont fournis immédiatement par le tableau II.
/. — On établira pour chaque travée les équations fondamentales de la page 105, en fonction des moments fléchissants sur ses points d'appui, fournis par le tableau III.
Travée m
(2) X' = (Bm-, - im-i) (l- pW Cw * + int-t ? (|) •
ff. — On tracera les courbes représentatives de ces quatre relations, entre les limites :
o et l (de m — 1 à m), pour Téquation (1), surcharge complète ;
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0 et a:' (de m — i au premier foyer F') pour l'équation (2) ;
x' et x" (du foyer F' au foyer F"), pour l'équation (3) ;
x" et l (du foyer F'' à m), pour l'équation (4).
Il n'y aura plus ici à considérer que les valeurs absolues des moments calculés, sans se préoccuper de leurs signes, puisqu'il est convenu que les X doivent tous être portés verticalement au-dessous de Taxe des x, taudis que les X' et les X'^ sont portés au-dessus.
Si Ton a préparé à l'avance un patron de la parabole dont
l'équation rapportée à son sommet est : y = ou y = rr
(en désignant par M Téchelle adoptée pour la représentalion des moments), on pourra décrire immédialcmcnt les paraboles représentées par les formules (1) et (3) en plaçant le patron de façon que l'axe de chaque parabole soit vertical, et qu'elle coupe les verticales des appuis respectivement aux points définis par les ordonnées Am— i et A«i pour la première courbe, et Dm~i et Em pour la seconde.
Quant aux courbes représentées par les formules (2) et (4), il faudra les tracer point par point. La courbe (2) coupe la verticale de l'appui w— 1 à la hauteur représentative de Bm— i, et la courbe (4) coupe la verticale de Tappui m à la hauteur représentative de Bm.
Le calcul ne sera pas bien pénible si l'on a soin de choisir
X l-'—iJC
pour X des valeurs telles que le rapport -; , ou le rapport • — ;,
ait une des valeurs portées dans la colonne i de la table numérique I placée à la fin de ce volume, delà revient à diviser l'espace m — 1 F' et l'espace F";w chacun en 2, 4, S, 10 ou 20 parties égales et à calculer le moment relatif à chaque point de division. Les fonctions seront choisies en suivant la règle indiquée à l'article 25 page 102, suivant que la valeur du rapport —^ sera plus petite ou plus grande que Tunité, et la
in m
colonne (2) ou la colonne (3) de la table fournira la valeur numérique de la fonction admise, correspondant à Tabscisse x
définie parle rapport - s'il s'agit de la courbe (2), et le rapport
s'il s'agit de la courbe (4).
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Les abscisses OTi cl x^ des points do rcnconlrc Oi et Oi de la parabole (1) avec Taxe des x étant fournies soit par le tracé graphique de cette parabole, soit par la résolution de Téqua-
^ — 1) ~^ ^^1 "^ ô (^ — ^) ' ^^ élèvera eu
ces points Oi et 0^ des verticales qui viendront couper chacune Tune des courbes (2), (3) ou (4) en un point où cette courbe devra être arrêtée : on raccordera chacun de ces points avec l'extrémité la plus voisine de la courbe précédente ou suivante par une droite ou par un arc de courbe, tracé d'après la règle indiquée à l'article 25, page 105.
Dans le cas exceptionnel ou Xi et x^ seraient imaginaires, ou bien où x^ serait négatif et Xi plus grand que /, on modifierait la marche suivie à partir du paragraphe e d'après les indications fournies à Tarticle 25, page 107, indications que nous jugeons superflu de reproduire, parce que Ton n'a presque jamais occasion dans la pratique de les appliquer.
La suite des opérations que nous venons d'exposer ne présente aucune difficulté théorique ni pratique, mais elle exige des calculs longs et fatigants pour arriver au but.
On peut d'ailleurs abréger le travail en substituant des constructions graphiques aux opérations numériques indiquées aux paragraphes b et é/, ainsi qu'il suit. b\ — Soit m — 1 m l'ouverture de la travée m ; portons sur
la verticale qui passe en m — 1 et au-dessus de l'axe des j:, une longueur égale à l'unité, et au-dessous la longueur représentative de pirt^j-, portons sur la verticale qui passe en m au-dessus de Plg 51. l'axe des x une longueur
égale à l'unité, et au-dessous la longueur représentative de y— nm. Joignons en croix les points a dei b c, et nous obtiendrons immédiatement les deux foyers F' et F", dont les abscisses x = tn — i F' et x' = m — 1 F" pourront être fournies si on désire les connaître par un simple mosuragc effcclué sur l'épure.
(t. — Supposons que nous ayons calculé (paragraphe c) les moments Jm--i et Hm produits sur les appuis m — 1 et m par la charge uniforme complète de la travée m. Traçons : l'^la ligne brisée partant du point Jm— i, passant par les premiers foyers F' de toutes les travées situées à gauche de la travée m, et ayant ses sommets sur les verticales des points d*appui ; 2'' la ligne brisée issue de Hm, passant par les seconds foyers F"^ de toutes les travées situées à droite de la travée m, et ayant ses sommets sur les verticales des points d'appui. Nous obtiendrons immédiatement et sans calcul les valeurs, en grandeurs et en signes, des moments produits sur Içs points d*appuis des travées non chargées Xm— «.... Xi, et Xm+i...Xn— i-
Fig. 52.
Les règles précédentes sont applicables aux travées de rive, à la condition d'égaler à 0 les moments correspondant à l'appui extrême, ce qui revient à supprimer les termes qui contiennent en facteurs Am-i, Bm— i, Cm— i» Dm— i, Em— i et Jwi-i pour la première travée, et les termes multipliés par Am, Bm, r^, Dm, Em et Hm pour la dernière. Il faut de plus poser a:' = 0 pour la première travée, ce qui entraîne la disparition de Téquation (2), et x" = l pour la deuxième, ce qui entraîne la disparition de Téquation (4).
En définitive, les groupes de relations à employer sont les suivants :
Travée 1 ohx" i2) X."= E. ï + 1 (/ - a;),
x"ki (4) x'.= (B,-n.)^ + n.ç(J£^:).
Trav<?en . i .
okx' (2) X'„= (B„_.- J„_,)(l - j) H- Jn-, f (J)
x'U {^) X'„ = Dn_(l-p)+f(/-a?).
La méthode que nous venons d*exposer est applicable à toutes les poutres continues de section constante, quelle que soit la loi de succession des ouvertures des travées successives. Nous verrons plus lard qu'elle esl susceptible d'être très simplifiée lorsque Ton a à considérer une poutre dite symétrique^ définie par la condition que les deux travées de rive 1 et n aient même portée /, les travées intermédiaires ayant toutes également une ouverture commune L, différente d'ailleurs de /.
CALCUL DES EFFORTS TRANCHANTS DUS A LA CHARGE FERMA- NENTE. — COURBES ENVELOPPES DES EFFORTS TRANCHANTS MAXIMA PRODUITS PAR LA SURCHARGE A RÉPARTITION VARIABLE
Jt7. filforts tranehant» produits par la ehar^e perniAnente. — La parabole des moments dus à la charge
permanente, pour la travée m, a pour équation, en posant
La di^oite représentative des efforts tranchants aura par conséquent pour équation :
^j dX Am — Am.-^ . /m
Y = T- = — r-^^^ "+■ « — ^* ix An 2
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La réaction verticale esLorcéc sur la poulrc par Tappui m Bera donnée par la formule :
Q/m-f^m-i-i , Am— i . /l i \ Am-f-i
2 /m \lm Im+il U+i
IS9. EoTeloppes des elTort» tranchants maiLima pro« doits par la sarehar^fe nnlfornte à. répartition Ta* riable — H est facile de reconnaître a priori que, si Ton fait abstraction de la charge propre de la travée considérée, les valeurs maxima des efforts tranchants positifs V et négatifs V s'obtiendront en différenciant par rapport à x la 1"^ et la 3" des six formules énoncées àTarticle 23 page 91.
V = — (Cm + Jw— 1 — Bm— i), V = — (Bm — Hm — Cm— j). Im Im
Ces deux équations représentent chacune une droite hori^ zontale.
Les efforts tranchants produits sur les appuis m — 1 et m par la charge uniforme complète de la travée m — 1 m sont donnés par les relations suivantes obtenues en différenciant Téquation de l'article 24; page 92, et faisant successivement X = 0 eix =1:
A • j // "m — Jin — t i .
Appui m— i : V m-i = : h 5 /m.
. . / Hm — Jm—i 1 g
Appui m : Vm = ; /«i.
D'après l'étude faite à Tarlicle 8 page 43, on pourra tou« jours représenter, avec une exactitude suffisante, les efforts maxima positifs et négatifs, dus à la charge uniforme à répartition variable appliquée sur la travée considérée, par les relations :
Maxima positifs î;"=i;"m- 1 ^b!^= /ÎLîZ^t + ! i^) Maxima négatifs v'=-v'm ^ = / »- ««-i _ 1 /^\ îl .
iJtm—xY
mr
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AjoutoDs ces deux espreBsions à celles relatives à la charge complète des autres travées et nous obtiendrons finalement les équations des courbes enveloppes des V et V.
Maxima positifs (2) V" =i(Cm+Jm-,-Bm-0+(^^^'^^
Maxima négatifs (3) V' ~(B«-Hm-Cm-0+ f ^^==^ T, •
Ces formules représentent deux paraboles à axe vertical ayant respectivement leurs sommets sur les verticales des appuis m (2) et m — 1 (3). Il est absolument nécessaire de tenir compte, dans ces équations, des signes des moments fléchis* sants sur les appuis qui y figurent : Bm, Bm— i, Jm— i et Hm sont toujours négatifs ; Cm-i et Cm sont positifs.
Nous appliquerons au tracé de l'épure des efforts tranchants la mesure déjà admise pour Tépure des moments fléchissants, en convenant de placer au-dessous de Taxe des x la droite représentative des V, sans se préoccuper des signes des efforts.
(Vm-l)
Vn.l
Fig. 53.
A la droite (Vw— i) OVm, que représente en réalité l'équation (4), nous substituerons donc la ligne brisée Vw— lOVm, définie par la condition Vw-i m — 1 = (Vm-i) m — 1 (fig. 53).
De même nous placerons les deux paraboles (2) et (3) audessus de l'axe m — 1 m en attribuant à la courbe des V la position symétrique de cpIIo qu'oUn occuperait, si Ton. tenait
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compta du signe négatif des efTorts qu'elle représente. Les deux courbes se coupent en un point tel que 0\ et si Ton veut simplement avoir en chaque point la valeur maximum de Teffort tranchant, sans se préoccuper des signes, il suffira de conserver les. arcs supérieurs de ces deux courbes V"«— lO' et O'V'm, sans tracer les arcs inférieurs V'tn— i 0' et 0' Vm-
Si les formules (2) et (3j étaient rigoureusement exactes, le point 0' devrait se trouver sur la verticale du point 0, en vertu de la relation connue V = V + \'\ Mais, comme ce ne sont, ainsi qu'il a été dit à l'article 8, que des formules approximatives réduisant au minimum Terreur probable et conduisant presqu'à coup sûr à un écart par excès, il en résulte que le
Vm-l
VU
FIg. 54 .
point 0' ne sera d'habitude pas placé sur la verticale du point 0, et la distance horizontale de ces deux points fournira une indication du degré d'exactitude résultant de la méthode employée. Il est d'ailleurs bien certain (fig. 18, page 42) que l'écart entre les valeurs trouvées et les valeurs vraies sera toujours insignifiant. On peut calculer l'abscisse du point 0 en posant V = 0 dans la formule (1), et l'abscisse du point 0' en égalant les expressions de V" et V fournies par les formules (2) et (3) : on obtient dans ce dernier calcul une équation du second degré en x dont une seule racine est admissible, c'est-à-dire positive et comprise entre o et /, et correspond au point 0,
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Dans le cas exceptionnel où les deux racines seraient inadmissibles, l'on devrait ne conserver que Tune des deux courbes, Tautre étant située tout entière au-dessous de la première entre les limites o et /.
La réaction verticale maximum exercée par Tappui m sur la poutre, sous l'influence de la surcharge, s'obtient en faisant la somme des valeurs absolues de Tordonnée V'm relative à la travée précédente m et de l'ordonnée V'm relative à la travée suivante m + 1.
DÉFORMATION DES POUTRES CONTINUES
MB. ClénéralitéA. _ Dans Thypothèse y^ == y^ =z Q oh nous nous sommes placé au début de cette étude, les formules 42 et 13 de l'article 2 (page 18) permettent de calculer les déplacements angulaires Oi et 0^ de la fibre moyenne de la poutre sur les deux points d*appui d'une travde, connaissant la charge pi et les moments sur les appuis Xi et X^. Les formules 10 et 1 1 servent ensuite à déterminer le déplacement vertical y
dy
et le déplacement angulaire ;r = 0 d'un point quelconque défini par son abscisse x.
Le problème de la recherche de la courbe décrite par la fibre déformée est donc complètement résolu, puisqu'on sait calculer, pour une valeur quelconque de œ, Tordounée y et rinclinaison de la tangente 6.
Nous n'insisterons que sur deux points, qui peuvent, à l'occasion, présenter de l'intérêt, savoir : le calcul des déplacements angulaires sur les appuis, et le calcul de la flèche d'abaissement maximum au milieu de la travée.
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SO. Déplacements «usiilairea de I* fibre nayeiiue ■DP les appals d'une tntTée. — Soit m le numéro d'ordre d'une travée quelconque ; on a les formules générales :
'— ' = - Sfi (?'"' + '""-' + *"">•
Il suffira de substituer à p, Xm— i et Xm les nombres convenables pour oblenir les valeurs correspondants de 6, et 6, pour une charge quelconque.
Pour la charge permanonle, Il faudra poser Xm— j =^ Am-i et Xm = Am.
S'il s'agit de la surcharge k répartition variable, les valeurs extrêmes de dm— i cl Qm seront données par les relations suivantes :
d» r>rt. tS page 103
Maximum positif ^'m-, = — ^ (8Em_, + 4Dm) (2}
Maximum négatif 8',»_, =— i^^ (pI^' + 8D„_,+4Em) (5) Maximum n(îgatif 0"„ ^ + i^ (4E„_, + 8Dm) (2}
Maximum positif 6'„ = H-^^ (p/m'H-iD™_, + 8E«) (5)
Le maximum positif de 8m— i et le maximum négatif de O» correspondent k un relfevement de la travée, supposée non surchargée, tandis que les deux travées voisines m — 1 et m+l le sont. Le maximum négatif do 6m_, et le maximum positif de 6m correspondent k un abaissement de la travée, supposée surchargée, tandis que les deux autres travées voisines m — 1 et m+l ne le sont pas.
Os formules peuvent dans certains cas présimter de l'intérôt.
On fait généralement reposer les poutres continues sur les piles de ponts par l'intermédiaire de chariots de dilatation, formés d'une série de rouleaux de friction, qui permettent à l'ouvrage de se dilater et de se contracter librement sous l'in-
fluence des changements de température (Kg. 55). Or l'angle formé par les positions extrêmes de Ift fibre moyenne, dans
les deux cas de surcharg-c les plus défavorables en sens inverses, est représenté, en valeur absolue, parles expressions suivantes :
Appui m— 1 e™_,=^j(/ï/V-j-8Dm-.— 8E«-,H-4Em— 4D„). Appui m e„ =^Jp/^„+lDm-i— iE„_,-f-8Em~8Dm).
Si lamplitudc de cet angle n'est pas insignifiante, il peut arriver que le poids total transmis k la pile soit alternativement reporté sur chacun des rouleaux extrêmes du chariot, ce qui entraînerait la détérioration des galets ou de leurs plaques de roulement par suite du poids excessif que chacun serait appelé accidentellement à supporter. On est alors conduit, pour se mettre à l'abri d'une éventualité fâcheuse, à interposer entre le chariot et la poutre un balancier reportant, par l'intermédiaire d'un axe de rotation unique, la charge totale sur le centre du chariot, quelle que soit l'inclinaison de la poutre sur l'horizontale d'appui. Cette mesure de précaution est en général considérée aujourd'hui comme indispensable pour les ponts à travées solidaires. Elle a d'aulre part l'avantage de supprimer dans la constniction la question, toujours délicate, du réglage ou du
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calage de la plaque d'appui : dans le cas de la figure 55, une erreur même légère, commise dans le parallélisme des plaques fixées à lapoulre et à la pile, aurait pour résultat de faire supporter toute la charge à un des rouleaux extrêmes. Avec l'appareil de la figure 56, on peut à volonté modifier Torientation d'une plaque sans que le poids total cesse d'être appliqué au centre du chariot et de se répartir également entre tous les rouleaux.
ET
qui devient en substituant à Ôm— i sa valeur calculée à l'article précédent :
Ch arge permatiente ; on a :
^ = ikl (^'''-' + 24 ( A«,-, + A«)) .
Surcharg'*: les valeurs extrêmes sont:
Maximum négatif: Relèvement du milieu de la travée {f est négatif):
Ce relèvement s'obtient avec la disposition de surcharge correspond à la formule (2) de l'article 25 page 103 : la travée m n'est pas surchargée.
Maximum négatif: Abaissement du milieu de la travée.
Cet abaissement s'obtient avec la disposition de surcharge correspondant à la formule (5) de Part. 25.
L'amplitude de l'oscillation verticale subie par le milieu de la travée, lorsque la surcharge passe de Tune des dispositions à l'autre, est par conséquent représentée par :
Ces formules présentent dans la pratique une utilité (rës grande : lorsque Ton fait subir aux ponts les épreuves réglementaires, il importe de vérifier si le déplacement du milieu de chaque travée concorde avec la flèche théorique calculée à l'avance. La valeur du coefficient d'élasticité E étant fournie avec une exactitude suffisante par les essais auxquels on soumet les fers avant leur mise en œuvre, ou par les prescriptions du cahier des charges de l'entreprise, un écart notable entre les flèches mesurées et les flèches calculées ne pourrait s'expliquer que par des erreurs commises dans les calculs de stabilité, qui ont servi à déterminer les dimensions des divers éléments de la poutre, ou par des malfaçons imputables au constructeur. Dans les deux hypothèses, la solidité du pont serait problématique, et l'on devrait se demander s'il ne conviendrait pas soit de reconstruire l'ouvrage, soit tout au moins de le renforcer par des travaux de consolidation. Si la flèche mesurée restait au dessous de la flèche calculée, cela signifierait: ou que l'élasticité du métal est moindre que celle prévue, circonstance fâcheuse, ou que Ton a dépassé dans l'exécution, au préjudice de l'économie, les indications du calcul, en forçant les dimensions des pièces.
Les formules que nous venons d'énoncer ne sont rigoureusement exactes que pour les poutres à âme pleine.
Pour une poutre américaine, formée d'éléments articulés, la flèche serait notablement plus grande que pour une poutre à âme pleine. Nous ne reviendrons pas ici sur l'étude faite à ce sujet dans le premier volume des Ponts métalliques (page 169). Nous nous bornerons à rappeler que, dans le cas habituel où le rapport de la hauteur de la poutre à l'ouverture de
la travée ne s'écarte pas sensiblement de la valeur —, la flè*
che subie par la poulrc américaine peut être évaluée aux 3/2 de celle calculée pour la poutre à âme pleine. Quant aux poutres à treillis rigide, dont on fait usage en Europe^ elles peuvent être regardées comme constituant un type intermédiaire entre la poutre à âme pleine et la poutre articulée. On devra donc s'attendre à observer lors des épreuves des Dèches supérieures do 18 O/o &UX flèches théoriques indiqués par les formules du présent article.
On tiendra compte pratiquement de cette circonstance en réduisant dans les formules le coefficient d'élasticité Ë du métal du tiers do sa valeur, s'il s*agit d'une poutre américaine, et du sixième, s'il s'agit d'une poutre à treillis. Le tableau numérique suivant indique les nombres qu'il faudrait substituer à Ë, suivant les circonstances, dans le cas où l'on ferait usage d'un métal ayant pour coefficient d'élasticité réel : 1,90X10".
Poutres à àme pleine. Poutres à treillis rigide. Poutres américaines. E= 1,90X10»^ 1,60X10*° 1,30X10*»
Cette règle approximative concorde assez exactement avec les résultats de l'expérience.
CALCUL D'UNE POUTRE A DEUX TRAVÉES
La théorie générale que nous venons d'exposer est applicable à toutes les poutres continues à section constante.Mais, lorsqu'il s'agit d'une poulreàdeux travées 0.1.2, le problème se simplifie considérablement, et l'on peut dresser les épures de stabilité en se servant de formules générales^ déduites du théorème des trois moments, que nous allons énoncer, sans avoir besoin de calculer au préalable les séries numériques ^ et y.
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Sf . Epare des moments fléchissants. — Pour plus de généralité, nous admettrons que la charge et la surcharge par mètre courant aient des valeurs différentes pour les deux travées 0,1 et 2,3. Nous les distinguerons par la lettre pi pour la 1" travée, et/?, pour la seconde.
Les moments H et J relatifs à Tappui central seront donnés par les formules :
La parabole correspondant à la charge complète a pour équation :
." travée : X = - l 'i^' '-+lp.a, «-.) ;
Les courbes enveloppes des moments dus à la surcharge sont fournies par les relations suivantes :
Limites des zones d'application * iraVéC ',
F.'l .x\<x<li. X'=— ^
lF,.0<a:<
3 /j— or,'
2* travée :
*' lii-¥h\ TJ ih + u i X '
Les abscisses x\ du second foyer F"j de la première travée,
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eix\ du premior foyer F, de la seconde travée sont d'ailleurs fournies immédiatement par les relations :
On tracera au-dessus de Taxe des x les deux courbes enveloppes relatives à chaque travée entre les ordonnées limites des points d'appui et des foyers. On figurera au-dessous de Taxe des x la parabole correspondant à la surcharge complète, et les points Oi et 0| situés sur luxe fourniront de nouvelles ordonnées limites, auxquelles on arrêtera les courbes enveloppes rencontrées par elle : on reliera ensuite, suivant la règle indiquée précédemment, les poinis ainsi obtenus aux extrémités de la courbe enveloppe voisine, comme dans le cas d'une poutre quelconque.
SS. Epure des efforts traneliaiit».
Charge permanente.
travé,: V = + 1 '|!l
Surcharge (T épreuve.
travée
travée
V=-tG-5.T^)- Effor.» négatif».
8â. Oéforiiiiitleii. — Nous chercherons seulement ce que deviennent, dans le cas de la poutre à deux travées, les formules relatives au calcul de la flèche d^abaissement au milieu de chaque travée.
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2* Sufxharge variable.
Rclèvemenl maximum.
!•• travée: f^=-—^y<p,—^;
travée: /-, = ^ (^M
Amplitude totale du déplacement vertical. 1" travée : F. = 3-^, (S;,.// - j±j^ (/>.V -;>./.')) ;
2« travée : F. = 3-^ ( 5M* " j^^t; {P.h* -/>./.') ) •
SIft, Poutre m deux travées enraies. — Lorsque Ton pose : Pi =p%f et /i = /„ les formules relatives à la poutre à deux travées se simplifient singulièrement. Vu la symétrie de l'ouvrage, il suffit alors d'effectuer les calculs et les épures pour la première travée, qui est identique à la seconde retournée bout pour bout.
Les relations à employer en pareil cas sont les suivantes :
1« Epure des moments fléchissants.
On a: a:'' = 0,80/ , a:, = 0,7S /.
Parabole de la charge permanente :
X = — -^ px [Zl — 4z).
Enveloppe des momenis dus à la surcharge variable.
Limites des xùnos d'application.
o< x<x, = 0,73 l, X" = - px (Il — 8x),
^ /v 7M i^^^^r^ff A ûA 7 i Droite raccordant les extrémités des
X,— u, io i<^x<:jJO — u,ou i, I courbes précédente et suivante.
X' = 0,80 /<.</, X'=-l;>to->lpi'X^ 3^1;
2** Epure des efforts tranchants.
Charge permanente : V = - /> (3/ — 8a:).
Surcharge variable : < i o î
S** Formules de la déformation.
Charge permanente : /" =" 334 EÎ '
Relèvement maximum : /' = — 7^,7:7^
' 38i El '
Surcharge 1 *, . , . ^, 3.5 p/^
. , , < Abaissement maximum : r ==-—--- ;
variable : \ ' 384 El '
5 dV" Amplitude totale du dépH : F = — ^ ;
Nous remarquerons que la flèche / due à. la charge permanente ainsi que les courbes des moments fléchissants et des efforts tranchants sont identiques à celles que Ton obtiendrait en supposant la travée 0,1 isolée et parfaitement encastrée sur Tappui \.
L'amplitude totale F du déplacement dû à la surcharge variable est égale à la flèche que prendrait la travée si elle était simplement appuyée à ses deux extrémités 0 et 1.
lU. — EFFETS DE LA DÉNIVELLATION DES APPUIS. —
LANCEMENT DES POUTRES K
CALCUL DES MOMENTS FLÉCHISSANTS ET DES EFFORTS TRANCHANTS PRODUITS PAR LA DÉNIVELLATION DES APPUIS.
SU. C^énéralités. — Nous avons remarqué à Tarlicle 11 (page 47) que les eiïels dus à la dénivellation des appuis d'une poutre continue peuvent être étudiés et calculés en faisant abstraction de la charge. Nous admettrons donc que Ton a tout d'abord déterminé les courbes des moments relatifs à la dénivellation des appuis, sans se préoccuper de la charge ni de la surcharge. Cela fait, il sera toujours facile de calculer, pour une section quelconque, le moment fléchissant tolal dû à cette triple cause (charge, surcharge, dénivellation des appuis) en combinant les trois courbes, c'est-à-dire en faisant la somme algébrique des trois moments partiels déterminés séparément pour celte section.
Le théorème des trois moments nous fournit une relation fondamentale entre les moments Mi, M, et Ms développés sur trois appuis I, 2 et 3 et les déplacements verticaux yi, y^ et y,, subis par ces trois appuis, / et /' désignant respectivement les ouvertures des travées 1, 2 et 2, 3:
M./+2M.(Z+r) + M,r = 6EI (2ti_y,^i + J)+|j.
1. Dans toutes les formules relatives à la recherche des efTets produits par la dénivellation des appuis et le lancement des poutres^ la valeur du coefficient E devra être arrêtée en tenant compte des observations déjà présentées à Tart. 31 . Pour les ponts à treillis rigide en fer, il faut en général admettre :
E = i.60 X lO'o.
iU
Nous supposerons d'abord qu'un seul des appuis de la poutre a subi un déplacement vertical y (positif de bas en haut), les autres appuis demeurant tous invariables.
89. Momento fléchissauts praduits par le déplaeement vertieal d^un appui dont le numéro d'ordre eatplua g^and que t et plus petit que n — t. — Considérons le cas général où Tappui m, qui est supposé n'èlre adjacent à aucune travée de rive (1 < w < n — 1), subit un déplacement y, connu en grandeur et en signe.
Appliquons le théorème des trois moments à tous les groupes formés de deux travées consécutives, de Textrémité o à Textrémité n de la poutre. Nous conserverons les notations habituelles, en ce qui concerne les désignalions des ouvertures des travées, ainsi que les nombres auxiliaires p et y.
Nous obtiendrons une série de relations, dont le second membre sera nul toutes les fois qu*aucune des deux travées considérées ne portera le numéro m ou le numéro m+1» et par suite ne sera adjacente à Tappui m.
Numéros d'ordre dos équations
ÉgnATioNS
Numéros d'ordre d«i trtTéesgroapétt deux & deci.
6EIy
M« /«+! H- 2M.^, (U+i + /«+«) 4- Mm4j /m+t — ^
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Nous avons n — 1 relations entre n — 1 inconnues : le problème est donc déterminé. Nous le résoudrons absolument de la même manière que celui de Tarticle 15, en remarquant que Ton a :
l"" en vertu des équations 1.2.3 m — 2.
D'où:
Mm^-f == Mm— i = ""^ Sm— t Mm— i »
2» en vertu des équations m -1-2, m +3 n — 2etn — 1.
M«+i=»»-Hii-iM«-i, Mi>+,=t?»-«-,M»-i,. . . Mi,^=:t;,M»-i, M»-H=f iM»^;
D'où:
Mm+f = " Mm+i = — Yn— m-t Mm-H«
Remplaçons Tdfn-% et Mm+t p&r leurs valeurs en fonction de Mm— 1 et Mm+i dans les relations m— 1, m et m -H < ; nous obtiendrons trois équations du premier degré à trois inconnues Mm^i, Mm et Mm+i, dont la résolution fournira les valeurs de ces trois moments.
£n remarquant que Ton a :
et
7n— ffi— i
ces trois équations prennent la forme :
î!pJ2î^.M^/« = 6Ell ,
Mm_,/m-|-2M„(/«-+-/m+,H-Mm+,tn-H=— ÔEIyf-p +— ) ;
\ im *w+i /
Mm-f 1 Im-H ^ Bly
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D'où nous lirons :
M,„ :^ - 6 Ely
Im (2 — |3m— i) + fcw+i (2— y»— m— J M,n-. = p,n-t (ô El -y^ - Mm) ,
• M,„+» =Y„_„,-i^6 El ^-^ — Mm) ;
L'on voil immédiatement : l"" que le moment sur l'appui m esl toujours négatif lorsque le déplacement vertical y est positif (soulèvement de l'appui); 2^ que les moments sur les appuis précédents et suivants sont nécessairement de signe contraire à Mm et en général plus petits en valeur absolue (à moins que les longue urs7m et Im+i ne soient très différentes) ; 3^ que la droite représentative des moments, pour la travée m. passe à droite du premier foyer de cette travée ; que la droite relative à la travée m+i passe à gauche du second foyer F" (fig. 57).
Fig. 57.
Les lignes représentatives des moments pour les autres travées s'obtiendraient, comme dans le cas d'une charge agissant sur une seule travée, en construisant à partir des points Mm— 1 et MiM-f 1 des lignes brisées passant respectivement par les premiers foyers des travées situées à gauche du point m — 1 (m — 1 à 0) et par les seconds foyers des travées situés à droite du point m-f 1 (m-|-2 à n), aboutissant aux extrémités o et /i, et ayant leurs sommets sur les verticales des appuis.
On pourrait d'ailleurs calculer les moments successifs sur les appuis, en se servant des relations connues :
Mm— j == — Pn— » Mm— i Mm-|-ï ^^ — Y'*"*"*""* Mm-f-i
Mm— 3 = — pm— 3 Mm— 2 Mm+3 = — yn— m—s Mm.-}-t
Mm-* = — Pm— JfeMm-Ar+i Mm+fc= — yn-m— ikMm-| — ki
M, = — p, M, Mn-i = — yi Mn-,.
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89. Moments Oéehissanls produits par le dépla« eemeiit de l'appui 1 oa de l'appui n — i • — Dans le cas oh
le déplacement y est subi par le deuxième appui de la première travée, c'est-à-dire Tappui 1, les formules précédentes deviennent^ ^m—t étant nul :
r+r(i + Yn-.)
M. = „, M. = - 6Ely -^^ ;,_ .,_ ^_, .
Ma = — Yn_a Mj, Mj = — yw-; Mg, .... etc.
Dans le cas où Tappui déplacé est le premier appui de la dernière travée {m= ii — 1) on a de même, yn— m— i étant nul :
.— (l + Pn-O+T- MH = o, Mn-. = - 6EIy , .0 3 w ., -
Mn— ; = — pn-; Mn~3, j ^tc.
S9. Momeiits fléchissants produits par le dépla* eement vertieal de l'une des extrémités de la poutre.
— Lorsque le déplacement y est subi par le premier appui de la poutre (w=o), les formules deviennent inapplicables, parce que leur recherche a été basée sur l'hypothèse préalable que Tappui déplacé était compris entre deux travées successives. Si Ton applique à ce cas particulier le théorème des trois moments, les seconds membres de toutes les équations sont nuls, sauf celui de la relation (1), qui devient :
Remarquons que
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et que
2{/|H-/,)-/,Yii-.= ^'
d'où:
Ml = y»__i . - -
6EIy
Ml = — yn-ï Ml , M8=— yn-aMi , etc.
La ligne brisée représentative des moments passe par les seconds foyers de toutes les travées, sauf la première.
De même s'il s'agissait de l'extrémité opposée de la poutre (m=n), on trouverait :
Mfi-i=Pn-i-^, Mn-«=— Pii-iMm^i, Mn-3=— Pn-aM»— ,» etc.
La ligne brisée représentative des moments passe par les premiers foyers de toutes les travées, sauf la dernière 7i.
40. Moments fléchissants prodalts par les déplacements simultanés de plusieurs appuis, i-. Supposons
que tous les appuis aient subi en même temps des déplacements différents en grandeurs et en signes, y^, yt, y» ... t/w II. conviendra de calculer séparément les moments produits sur tous les appuis parle déplacement vertical de chacun d'eux considéré à part : on obtiendra ainsi, en se servant des formules et des constructions graphiques indiquées dans les articles précédents, une série de lignes brisées correspondant chacune au déplacement de l'un des appuis. Il suffira ensuite de faire pour chaque appui la somme algébrique des moments partiels fournis par chacune de ces lignes brisées pour avoir le moment total produit par les déplacements simultanés de toutes les piles du pont.
Il est évident que si tous ces déplacements s'étaient opérés de façon à ne pas modifier la courbe décrite par la fibre moyenne de la poutre, il s'établirait une compensation entre les momenls partiels développés au droit de chaque appui, de telle sorte que leur somme serait nulle, la fibre moyenne n'ayant subi aucune déformation susceptible de développer
dans le métal des efforts supplémentaires. On peut donc toujours, sans rien changer au résultat du calcul, admettre que la poutre a subi un mouvement vertical de translation et un mouvement de rotation autour de l'une des extrémités de la fibre moyenne, en même temps que cette fibre se déformait. En conséquence, au lieu de mesurer les déplacements y à partir de la position initiale réelle de la fibre moyenne supposée recliligne, on les mesurera à partir d*une droite quelconque choisie arbitrairement. On déterminera cette droite par la condition de passer, après la déformation, par le plus grand nombre possible de points d appui, de façon à réduire
Fig. 68.
au minimum le nombre des op(^rations à faire. Dans le cas de la figure 58, la position initiale de la fibre étant par hypothèse la droite i. 2. 3. 4. 4. 6. 7. 8. 9, et sa position finale la ligne 0'1'2'3'4'5'6'T8'9', dont tous les sommets, sauf un seul (4), s'écartent de la direction primitive, il faudra mesurer les déplacements, non pas à partir de cette direction, mais à partir de la droite auxiliaire m l'2'5'7'8' n qui passe par 5 sommets de la fibre déformée, ce qui réduit à 5 (0',3',4',6',9') le nombre des points d'appui dont les déplacements verticaux, mesurés par rapport à la droite m ?i, devront être soumis au calcul. Il résulte de cette convention que Tappui (4), qui est en réalité le seul à n'avoir pas bougé, sera supposé cependant s'être déplacé de sa position initiale, que la fiction admise conduit à considérer sur la droite mn.
Cette remarque subsisterait dans le cas où la fibre moyenne initiale serait brisée ou curviligne. On peut toujours en effet la supposer rectiligne sur Tépure, à la condition d'y porter les longueurs exactes, en grandeurs et signes, des déplacements
subis parles appuis (00', 11' 99'). Les valeurs des moments dépendent non de la forme réelle de la fibre, mais des déplacements verticaux subis par ses différents points.
41. Travail maiiLimum à la flexion dû à la dénivellation de* appuis — Connaissant le moment fléchissant Mm développé en un point quelconque de la poutre (qui peut n*ètre pas un appui) le travail maximum du métal T^ sera^ en supposant, suivant le cas général de la pratique, la section de la poutre symétrique par rapport à son centre de gravité, et désignant sa hauteur par h :
Pour avoir immédiatement T,;,, il suffira donc de remplacer, dans la formule qui donnerait M,», le facteur 6 El par le facteur 3 EA.
Considérons une série de poutres semblables au point de vue de la répartition des appuis, c'est-à-dire ayant même
Ik
nombre n de travées et telles que le rapport -p de l'ouverture
d'une travée quelconque, définie par son numéro A% à celle de la première soit le même pour toutes les poutres.
Le travail maximum développé dans une section quelconque M de Tune de ces poutres par le déplacement y d'un point d'appui m sera représenté par la formule :
N étant un coefficient dépendant uniquement du mode de répartition des appuis, de la position du point M choisi sur la travée /i, et du numéro m de l'appui déplacé. Ce coefficient aura même valeur pour toutes les poutres semblables considérées.
Nous en conclurons que le travail maximum dû au déplacement d'un appui est, toutes choses égales d'ailleurs : 1° proportionnel à la grandeur de ce déplacement, ce qui est évident a priori ; 2'' proportionnel à la hauteur h de la poutre ; 3o inversement proportionnel au carré de l'ouverture.
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Par conséquent, lorsque par suite de circonstances particulières, on a à craindre que les piles d'un pont ne subissent des tassements importants, il convienl, pour réduire le plus possible les efforts développés dans le métal par les déplacements des appuis, d'augmenter les longueurs des travées, et de diminuer le rapport de la hauteur de la poutre a Touverture. Telle est la raison qui justifie la pratique des constructeurs européens de ne pas dépasser 1/10 pour la valeur du
rapport - dans les poutres à travées solidaires, tandis que les
Américains ont reconnu que, pour les poutres à travées indépendantes, où la dénivellation des appuis ne modifie en rien le travail du métal, il est préférable, au point de vue de l'économie, de dépasser notablement cette proportion. Pour les ponts établis sur des fondations inspirant peu de confiance, on sait qu'il peut élre prudent en certains cas de réduire encore ce rapport et de le faire tendre vers 1/20. On se tromperait absolument en se bornant, pour parer aux accidents, à accroître le moment d'inertie de la poutre, sans rien changer à sa hauteur, puisque la formule précédente montre que T„i est indépendant de I, et qu'en faisant varier le moment d'inertie on fait croître proportionnellement le moment fléchissant, et par suite on ne modifie en aucune façon la valeur du travail du à la dénivellation des appuis.
Les rails de chemins de fer, qui fonctionnent comme des poulres continues, doivent présenter une hauteur d'autant plus faible que le terrain sur lequel ils sont posés offre moins de régularité, do résistance et d'élasticité. Dans les premiers temps de la construction des chemins de fer, on se servait parfois, pour les travaux de terrassements, des rails destinés à constituer plus tard la voie définitive ; on a reconnu que ces rails subissaient des détériorations très onéreuses. Les entrepreneurs se servent aujourd'hui de rails de très faible hauteur qui font un meilleur service sur les plateformes non ballaslées, et par suite mal réglées et dépourvues d'élasticité, La formule précédente justifie cette manière de procéder. C'est par ce motif que les Américains se servent sur leurs
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voies non ballastées du Far West de rails légers de faible hauteur, à section piriforme, tandis qu'ils adoptent les modèles européens pour les lignes ballastées des étais de TEst.
49. Caleal des effort» tranchants produit» par la dénivellation de» appuis. — Connaissant les moments
fléchissants totaux Mm et Mm-i développés par la dénivellation des appuis aux extrémités m ci m — 1 de la travée m, il est facile d'en déduire Féqualion de la droite représentative des efforts tranchants :
-y Mm — Mm— 1
tn
La réaction verticale développé sur Tappui m est égale à la différence des efforts tranchants correspondant à cet appui dans les deux travées adjacentes m — 1 et m. On a donc :
^ Mm— Mm— I Mm— 1 — Mm-fi
Qm peut être négatif ou positif suivant les cas : il se retranche ou s'ajoute au poids supporté par la pile.
Il peut arriver que Qmsoit négatif et plus grand, en valeur absolue, que la fraction de la charge et de la surcharge supportée par la pile. En ce cas, la réaction totale de lappui est négative, et la poutre se trouve retenue, au lieu d'être soute* nue. Si, ce qui arrive en général, Tappui n'est pas relié inva* riablement à la poutre, celle-ci cesse de porter sur lui, et se comporte comme si Tappui m était supprimé^ les travées m et m+1 n*en formant plus qu'une seule. Ce phénomène, qui n'est guère susceptible de se présenter pour les grands ponts, s'observe fréquemment dans les voies ferrées : certaines traverses, dites danseuses, se soulèvent et cessent de porter sur le sol. C'est généralement l'indice d'une voie mal réglée et mal entretenue, ou établie sur un ballast défectueux et dépourvu d'élasticité ; on y remédie en remplaçant le ballast et eu vérifiant la pose et le bourrage. Cela peut aussi être le ré-
sullat d'une faute de conslruction : on peut se figurer qu'en multipliant le nombre des traverses et en réduisant leur écartement, on rendra une voie quelconque susceptible de supporter des charges indéfiniment croissantes. C'est une erreur : Técartement des traverses dépend autant de la raideur des rails et de l'élasticité du ballast que de l'importance des charges roulantes.
Avec un rail très rigide et un ballast très compressible et peu élastique, on n*arrivora, en rapprochant les traverses, qu'à augmenter le nombre des danseuses, sans résultat utile au point de vue de la solidité de la voie. Les voies reposant directement sur un sol mal réglé, compressible et sans élasticité, comme les plateformes des chantiers de terrassements, doivent être établies avec des rails de très faible hauteur, pourvus de traverses très rapprochées (voies Decauville), qui malgré leur faible poids se comportent tout aussi bien, et même mieux que les rails lourds et élevés qu'on pourrait être tenté de leur préférer ; ces derniers, s'ils supportent mieux la charge dans l'hypothèse d'appuis invariables, sont susceptibles de se détériorer et de se briser par suite des tassements du sol, dont ils ne sauraient épouser la forme comme les rails légers. Les Compagnies de chemins de fer ont donc raison, lorsqu'elles augmentent le poids des rails destinés aux voies les plus fatiguées, de ne pas en faire croitre la hauteur, ce qui en réduirait la flexibilité.
LANCEMENT DES POUTRES
48. C^néralltés. — La solidarité des travées permet d'effectuer la mise en place des poutres continues par voie de lancement, en les faisant cheminer sur les piles successives qui doivent les porter, l'extrémité de l'ouvrage formant
encorbellement et s^avançant en porle-à-faux jusqu'à la pile non encore atteinte. C'est là un des principaux avantages de ce genre de construction, en ce qu'il permet d'économiser des échafaudages, très coûteux dans le cas de piles élevées, qui rendraient singulièrement onéreux l'emploi de travées indépendantes.
Il importe, avant de procéder à cette opération, de s'assurer que les efforts développés pendant le lancement, dans la partie en porte-à-faux et dans la travée qui la suit immédiatement, ne dépasseront pas notablement en certains points les efforts produits par la charge et la surcharge variable, qui ont servi à déterminer les épaisseurs des platebandcs II peut arriver en effet que les moments fléchissants soient sensiblement supérieurs, pendant le lancement, aux moments maxima à prévoir lorsque l'ouvrage aura pris sa position définitive, et donnent lieu dans certaines sections à un travail moléculaire dépassant la limite d'élasticité. On risquerait dans ces conditions de voir la poutre se rompre pendant le lancement, ou du moins s'affaiblir par la désorganisation du métal travaillant au delà de la limite pratique. Il faut alors se résoudre soit à renoncer à ce mode de mise en place, soit à établir entre les piles des pylônes provisoires en charpente, fournissant des appuis supplémentaires et réduisant de moitié, pendant le lancement, les ouvertures des travées à franchir en porte à faux soit enfin à consolider les sections de la poutre reconnues trop faibles par des tôles supplémentaires ou plus simplement par des charpentes provisoires ou des câbles de soutien.
Les mesures définitives à prendre ne peuvent être arrêtées judicieusement que si l'on a établi au préalable les courbes des moments fléchissants développés dans la poutre pendant le lancement, et c'est pourquoi nous avons jugé utile d'indiquer sommairement la marche à suivre pour résoudre ce problème.
4t. Momeats fléchificiautA développés peudant le laueenient d'une travée intermédiaire. -^ Considérons
une poutre continue en voie de lancement : elle repose déjà sur un certain nombre de piles 1,2,4 m — 1, m, et présente,
Tpr --;
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en avant du dernier point d*appui atteint m, une partie en porte-à-faux mk.
Soit \ la longueur de cette partie, et p le poids de la poutre par mètre courant. La courbe des moments fléchissants de m en A est une parabole qui a son sommet en Â et dont l'équation est :
X est toujours négatif et a pour valeurs limites :
A Textrémité m. . . {x=^o) : — r p V ; A Textrémité A...{x=\) : o
Il arrive parfois que Textrémité antérieure de la poutre est prolongée au-delà de A par un avant bec en charpente ou en mé« tal, de longueur V, dont le poids/?' par mètre courant diffère de celui de la poutre proprement dite. La courbe des moments
Fig. 59.
fléchissants se compose alors de deux arcs de parabole qui se rencontrent sur la verticale du point A et ont pour équations :
De m en A, o<a;<'X, X=— -;?(X— a:)'— gpV(V-t-2X— 2a:);
Au-delà de A, X<a:<X+V, X-=— ^/?' (X+V— x)'.
Les valeurs particulières des moments sont :
iO
En m, x=o .... —-p\* — „ p\\\'+^) ;
En A, x=k .... — r/ V ; En B, «>c=X"+-V.... 0.
Supposons que Ton ait tracé la parabole, ou les paraboles représentatives des moments fléchissants, pour la partie en porte-à-faux ; on connaît la valeur du moment fléchissant développé dans la section m.
Il s'agit maintenant de déterminer les moments produits dans les autres travées par Faction du poids en porte-à-faux (sans tenir compte pour le moment du poids propre de ces travées). Cette recherche s'opérera sans difficulté en appliquant le théorème des trois moments aux groupes de deux travées successives à partir de Tappui m :
Xm /m -f- 2Xm— 1 {Im + /m— i) H- Xm— 2 /m— 1 = 0, Xjn— 1 Im—i + 2Xni--8 (An— i+/m— -ï) "+- Xm — « *m — 2 = 0^ etc.
On voit immédiatement que Ton a, en supposant connue la série des nombres ^ relatifs à la poutre continue 0,1,2,3... m — 1 , m :
Xm— I = — fim — 1 Xm > Xm — s ^= — ^iw — 2 Xm— I» etc.
La ligne brisée représentative des moments passe par les premiers foyers de toutes les travées successives w, m — 1.... etc. Elle est facile à tracer. Pour obtenir les efforts réels subis par le métal dans les différentes sections de la poutre, il convient de combiner cette ligne brisée avec les paraboles des moments fléchissants développés dans chaque travée par la charge permanente correspondant au poids de la partie de la poutre comprise entre les appuis extrêmes 0 et m. Les équations de ces paraboles s'établiront sans difficulté en considérant la poutre comme coupée sur l'appui m et en appliquant la méthode habituelle indiquée à Tarticle 26.
La règle à suivre pour dresser l'épure relative au lancement
ou des
xKl X = — \p {y—xf — l // V (•k'-+-2\—2x),
On aura soia de Iracer celte parabole sur Tépure comme si les X qu'elle représente étaient positifs, c'est-à-dire en portant les ordonnées au-dessus de Taxe des x. On mènera ensuite la ligne brisée partant du point Xmt passant par les premiers foyers de toutes les travées, et ayant ses sommets sur les verticales des points d'appui.
Le moment fléchissant développé dans chaque section par la charge permanente complète, c'est-à-dire le poids de la poutre totale de 0 en A, sera représenté par la distance verticale existant entre cette ligne brisée et la parabole de la charge permanente, relative au poids de la poutre o,m, précédemment tracée.
Dans la première travée, par exemple, le moment fléchissant développé dans la section N (lig. 60) (le porte-à-faux étant mA;) sera négatif et représenté par la longueur nn' ; le moment fléchissant développé dans la section S sera positif et représenté par la ligne ss\
Il pourra paraître utile de considérer successivement diflerents états d'avancement de la poutre, dont Fextrémilé serait supposée coïncider successivement avec les points Ai, A„ A3, A4, Aç. Il n'y aura qu'à ti*acer sur la même épure toutes les paraboles du porte-à-faux ayant leurs sommets en Ai, A^, A,, A^,
de la travée m + 1 (limitée aux appuis m et m+1) est donc la suivante :
On commencera par tracer la courbe des moments fléchissants dus à la charge permanente complète pour la poutre 0, m supposée coupée sur l'appui m, a partir duquel commence le porleà-faux.
On établira ensuite la courbe des moments développés dans la section en port e-à faux en se senvant, suivant lo^ cas, de Téquation :
ri
relations) ^ , v ^ //.../ . j
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A,. On tracera le faisceau des droites passant par le premier foyer de la travée m et aboutissant aux points X*m, X'»,i X'w>
X*m, etc. . . La courbe relative à la charge permanente de la partie o, m, étant sensiblement indépendante pour la travée m de la longueur du porte-à-faux, pourra être établie une fois pour toutes ; ses distances verticales aux différentes droites du faisceau précité donneront, pour chaque degré d'avancement de la poutre, les valeurs des moments fléchissants développés.
La section de Touvrage à laquelle ce moment correspondra sera définie dans chaque cas par sa distance horizontale à Texlrémité antérieure Ai,Aj,A», etc., de Tencorbellement.
Ainsi que le montre la figure 60, rinfluence du poids de la partie de poulre en encorbellement pe se manifeste guère que sur la travée adjacente au portc-à-faux : les moments développés dans les travées suivantes ne modifient pas sensiblement la courbe relative à la charge permanente, dans Thypolbèse où Touvrage s'arrêterait à Tappui w. On pourra donc, 8e contenter, en général, de dresser Uépure jusqu'à l'appui m — { , l'action du porte-à-faux sur les autres travées étant trop peu importante pour qu'il y ait lieu de s'en préoccuper.
fa
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Mais il faut remarquer que, pendant l6 mouremetlt de translation de Touvrage, iin point quelconque de sa fibre moyenne^ choisi arbitrairement en dehors de la partie en encorbellement, occupera successivement toutes les positions comprises entre debx piles cotisëcùtlvës. 11 falldrà donb qUe la secliod i^ansversdlé correspotidantë ait une t^ésisidtice suffldâhle pôM supporter dans dé bbnhes bondiliotië les moments fléchiâsants variables auxquels elle sera soumise. Le moment maximum^ pour la charge permanente, correspond toujours à un point d'appui intermédiaire. On a calculé à l'avance la valeur Am du moment développé sur une pile par le poids propre àe la poutre : le moment ainertie de la section transversale de Touvrage ne devra donc descendré en aucun point au dessous de là limite inférieure correspondant à ce moniënt Am. Pour remplir cette condlliôti, ori sera fréquemment obligé, sUrlout pour des ponts & grandes ouvertures, de dépasser en certains points (voisinage deà foyers) les épaisseurs de platebandes indiquées par Tépure de stabilité relative à la charge et à la surcharge, qui ne suffiraient pas pour assurer à la poutre le moment d^inertie minimum correspondant au moment Am.
Par le même motif, la triangulation de la poutre devra être susceptible de résister en tous les points à ta réaction verticale Qm développée par la charge permanente sur un point d'appui.
En définitive, les résultats à retirer de Tétude des effets du lancement doivent être les suivants : 1^ attribuer à une section quelconque, située sur la partie qui sera lancée ou sur la travée qui la précède, une solidité suffisante pour qu'elle puisse résister aux moments de flexion et aux efforts tranchants maxima, lesquels sont donnés^ pour divers degrés d'avancement) par l'épure de la figure 60 ; S^ attribuer à une section quelconque, située sur le surplus de la poutre, une solidité suffisante pour qu'elle puisse résister au moment de flexion et à l'effort tranchant développés par le poids propre, à son passage sur une pile intermédiaire.
Dans lé cas où l'on ne coiinaitrait pas la série des nombres ^ relative à la poutre dx)nt on étudie le lancement, on pourrait
ee dispenser de la calculer, en reniarquaut que ^ est compris entre 0 et 1/2, et m — 1 . F entre 0 et i/3 m — 1 .m;lesva-
leurs moyennes p = 0,25 et m — LF" ^ :*n — i.m ne peuvent
gutre s'écarler des valeurs vraies et par suite fournissent les moments avec une approximation suffisante. Au surplus, l'on pourrait dresser l'épure dans les deus hypothèses extrêmes
m — l.F = Oelm — l.F = -m — i.m el déterminer ainsi les limites entre lesquelles les moments sont nécessairement compris. Ces limites ne donnant pas des résultats très différents, les conclusions auxquelles on arriverait en coosidéranl pour chaque section le cas le plus défavorable ne conduiraient pas à une évaluation trop exagérée du travail maximum du métal. Dans la pratique, cette méthode approximative suffira: on n'a jamais besoin de connaître les moments fléchissants avec une exactitude absolue.
lA. Mvnacntq fléobisvrat* déTel*ppé» par le lanecment d'âne travée de rive. — Nous avons admis, dans l'article précédent, que la partie de poutre en porte-à-faux était précédée d'au moins une travée reposant déjà sur deux piles. D nousTeste à donner les formules relatives à la travée de rive, pour laquelle l'hypothëse précité ne se réalise pas.
Soit 0 la culée à partir de laquelle s'effectue le lancement : la poutre est supportée, en arrière de ce point, par des chariots ou des rouleaux qui la soutiennent en des points très rapprochés. Au fur et à mesure que la longueur OA de la partie en porte-à-faux augmente, la poutre se soulève à gauche du point 0 et quitte ses supporta de façon à faire équilibre par son poids propre à celui de l'encorbellement.
Soit BO la longueur de la portion qui ne porte plus sur les chariots ou rouleaux. Il est facile de l'évaluer, en remarquant
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dv que le momenl fléchissant est nul on B et que l'inclinaison -^
OU 0 est également nulle, puisqu'on ce point la fibre moyenne de la partie déformée se raccorde avec sa direction rectiligne initiale.
On a donc^ en désignant par S la longueur OB de la partie de poutre qui constitue, en arrière de la culée 0, une travée reposant sur les appuis 0 et B, les équations de condition :
Xb = 0 , 6, =0 .
Nous connaissons la valeur du moment produit sur l'appui 0.
Ce moment est, suivant les cas, représenté par Tune des deux expressions déjà énoncées :
ou
La formule générale donnant l'angle de déformation 6b de la fibre sur l'appui B est (art. 2, page 18), en supposant bien entendu la fixité absolue des appuis :
D'où, puisque 6b «et Xb sont nuls :
=v/-if- .
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La courbe des moments fléchissants développés dans la partie 30 de la poutre correspond en conséquence à réquatioh stiltàUtë, bÙ ± i-ëprésëhtè hi khidiséÉ mèsiiréeâ M pdHir Hè ]& biiiéë 0.
On peut toujours représerilbr î„ par une expression de la
foi'më Xo = ^^-/î V; soit qtio le poids db Tavaiït-boc soit
négligeable, soit que Ton ail calculé lirie longueur fictive \ différente de la saillie réelle db portè-â-fàux, qiii sâtiétassèâ
la condition : \* = -^ , où Îq ^st le moment sur Tappui 0 et
p le poids de la poutre par mètre courant, b'oh:
et la parabole des moments est représentée par la formule simple :
Il n'f a plus qu'à trdcer cette courbé silr Tépure, ainsi que la parabole relative à la pàKie en ehcorbellemeht, doiit Téqutttion a été énoncée à l'article précédent.
4e. Dérormlltioh suHie ^enàAwkt le laneenient par la partie de lapoutl*e eo pbHe-à-faaiK. — U peut être utile
de prévoir d'avance quelle sera la flèche d'abaissement subie par l'extrémité antérieure de la poutre: il est nécessaire en effet de disposer l'ouvrage de façon que son extrémité vienne exactement affleurer le sommet de la pile suivante. Il serait fâcheux que Tabout vint buter contre le parement de la pile, et, connaissant exaclemenl ràbdissêitiont à l'extrémité, on
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évitera cet accident en relevant l'ouvrage de la quantité nécessaire sur les piles qui le portent déjà, ou en lui donnant une certaine inclinaison, de façon à réaliser une rampe dans le sens du mouvement, ou enfin en abaissant temporairement le niveau du rouleau d'appui destiné à recevoir Taboul à son arrivée sur la pile.
Nous n'entrerons pas dans le détail des calculs d'ailleurs fort simples qui conduisent au résultat voulu, et nous nous bornerons à énoncer la formule donnant la valeur do la flèche /, dont l'about de la poutre s'est abaissé au-dessous de la direction initiale de la iibre moyenne avant la déformation.
Nous admettrons, pour plus de simplicité, que l'on ne se préoccupe pas ici de la présence de l'avant-bec et que la longueur du porle-à-faux ne diffère pas sensiblement de X, en désignant par X la longueur qui satisferait à la condition
Xw = — âP'^^f ^^ ^'^^ désigne par p le poids par mètre cou-
rant de la poutre et par Xm le moment fléchissant à l'origine du porte-à-faux. Soit /l'ouverture de la travée m — 1, m, qui précède immédiatement celle en voie de lancement. On a :
OU, en substituant à Xm et Xm— i leurs valeurs connues :
S'il s'agit du lancement de la travée de rive, la formule à employer est :
OU, sachant que Xq = — r px* et S = \\2 :
En attribuant à X, dans ces deux formules, la valeur limite que cette longueur atteint au moment où l'about est sur le point de toucher la pile vers laquelle il se dirige, on obtiendra la valeur de la flèche à l'instant où il est utile de la connaître.
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4V. GéDéralitéfi. — Nous désignerons sous le nom de poutres symétriques celles dont les travées de rive, numérotées 1 et n, ont même ouverture Z, et dont toutes les travées intermédiaires ont aussi une ouverture commune L = /^. Ce sont les seuls ouvrages que Ton ait à considérer dans la pratique, et il importe de tei^ir compte dans leur calcul des simplifications que Ton peut apporter à la théorie générale des poutres à section constante, en raison des particularités que présente ce genre de construction.
Nous remarquerons tout d'abord qu'un ouvrage de cette catégorie est symétrique par rapport à la verticale qui passe au
milieu de sa longueur, c'est-à-dire au point d'appui -, si n estunnombrepair, et au centre de la travée — — , sin est îm-
Al
pair. Il suffit donc de tracer l'épure de stabilité entre le premier point d'appui o et le milieu de la poutre, c'est-à-dire
l'appui central - ou le centre de la travée de numéro — - — •
Nous admettrons en conséquence, dans ce qui va suivre, que
les recherches relatives au tracé de l'épure sont limitées à la première moitié de l'ouvrage : il n'y aura qu'à retourner bout pour bout la demi-épure ainsi établie pour avoir son complément.
D^autre part, la série des nombres u est identique à celle des nombres t?, par raison de symétrie ; Um = Vm- II en est de même des séries p et y * Pm = yw On n'a plus à considérer que denx séries numériques au lieu de quatre.
Nous avons désig^ {ilus haut par S le rapport de l'ouverture L d'une travée intermédiaire à l'ouverture / d'une travée
de rive :---==S.
Le groupe d'équations, qui fournit la série d^s nombres u, prend, par la suppression du facteur commun /, la forme suivante :
Wi = 1 Wi + 4m, + w, = 0 ,
Um + 4Wm+i + tim+i = 0,
t/n^8 -f- 4Wn-.« + Wn-i = 0,
Un^i S 4- 2w«-.i (1 + S) + Wn = 0.
On a d'autre part, pour calculer p, les relations connues :
M. Bresse a remarqué, en étudiant les poutres symétriques, qu'il n'était pas nécessaire, pour obtenir les moments sur les appuis A, B, C, D et E, de calculer successivement chacun des moments partiels produits sur un appui quelconque par la charge complète d'une travée considérée à part, puis de totaliser les valeurs obtenues, en observant les règles indiquées à l'article 21. On peut déterminer immédiatement, par un calcul direct, chacun de ces moments, ce qui abrège singulièrement les opérations.
Nous ne reproduirons pas les recherches analytiques qui
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ont permis à M. Bresse d'établir ses formules ; cet exposé allongerait beaucoup trop notre étude, et nous croyons préférable de nous borner à énoncer simplement les résultats publiés par cet ingénieur, en y apportant les modifications nécessaires pour l'application de notre méthode de tracé de Tépure de stabilité. Nous renverrons à rouvraf^eéeM , Bresse, mit les poutres à iraoée» soHftmres, le lecteur désireux de vérifier les formules et de se rendre compte de la marche suivie pour les trouver. Le présent chapitre n'est donc pas consacré à la théorie des poutres symétriques, mais. simplement à leur calcul, toutes les considérations étrangères à la question des procédés à employer étant systématiquement écartées, pour s'en tenir au côté essentiellement pratique de la question.
Enfin, nous remarquerons en dernier Heu que les moments Jm_, etHm, produits sur les appuis dune travée intermédiaire m par la charge complète de cette travée considérée à part, ne diffèrent jamais beaucoup l'un de l'autre dans le cas des poutres symétriques. Il en résulte que Ton peut toujours admettre
leur égalité lorsqu'il s'agit de choisir les fonctions de -, et
—— qui figurent en facteurs de !«,_, et Hm, dans les formules
(2) et (4) de l'article 25 (page lOS).
L'erreur que l'on commet, en acceptant celte simplification, est toujours négligeable devant celle, inhérente à la méthode de calcul elle-même, qui consiste à assimiler les poutres à section variable de la pratique à des poutres à section constante. 11 n'y a pas d'intérêt à compliquer les recherches dans le but de rectifier une décimale qui est, par d'autres motifs, forcément incertaine.
En conséquence, pour la première travée, la notation © ( — ; j repi*ésentera toujours l'expression analytique :
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Pour une travée intermédiaire quelconque, les notations 9 (-; ] et 9 l' — — , j représenteront respectivement les expressions analytiques :
Nous supposerons comme d'habitude que la valeur/} de la charge permanente par mètre courant est la même pour toutes les travées, et que la valeur p' de la surcharge est également constante sur toute la longueur de la poutre.
Nous choisirons pour unité des moments fléchissants, en ce qui concerne la charge permanente, la quantité pL^, et, en ce qui concerne la surcharge, la quantité /?X^; cela veut dire qu*au lieu de chercher les valeurs absolues des moments, nous cal-
culerons les rapports — pour la charge permanente, et -— ou
— r pour la surcharge.
En conséquence, les lettres A, B, C, D, Ë, J et H représenteront, non pas les moments sur ]es appuis eux-mêmes, mais leurs rapports à Tunilé choisie, pU ou p'I/, suivant qu'il s'agira de la charge ou de la surcharge.
D'autre part, nous prendrons comme unité d'abscisse, pour chaque travée, la longueur propre de cette travée ; les lettres x,x\x'\xi^Xi, etc., représenteront, d'après cette convention, non pas les valeurs absolues dos abscisses, mais leurs rapports à la longueur / pour la travée de rive, et à la longueur L= /S pour les travées intermédiaires : il importe de se rappeler que Tunité de longueur horizontale n'est pas la même pour la travée de rive et pour le autres travées.
Dans l'exposé que nous allons faire d'une méthode générale de calcul des poutres symétriques, nous nous abstiendrons, ainsi qu'il a été dit plus haut, de justifier les formules énoncées, en renvoyant pour les démonstrations à Touvrage de M. Bresse sur les poutres à travées solidaires. Nos équations se dédui-
seat sans difficulté de celles données par cet auteur, et il sera toujours facile, en tenant compte des changements de notations et d'unités, de passer des unes aux autres.
48. Sérieii numérlqaes. — Considérons les deux séries de nombres M et N, indépendants de S, et convenant par conséquent à toutes les poutres symétriques, que nous aurons à utiliser plus loin dans les calculs.
Indices 1 des nombres 1
Série des nombres M
Série des nombres N
Indices des nombres
Série des nombres M
Série des nombres N
to
etc.
etc.
etc.
Connaissant les quatre premiers nombres de chaque série, les autres s'en déduisent sans difficulté, à Taide des relations:
qui ont servi à calculer séparément, pour chacune des séries, les nombres à indices pairs et les nombres à indices impairs, et permettraient de prolonger indéfiniment les deux colonnes de
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chiiïres, arrêlées par nous à la limite k = 25, qui dépasse les besoins de la pratique.
Los séries t/ et ^ peuvent s*obtenir, soit directement à Taide des groupes d'équations rappelés au début de Tarticle 47, soit avec les relations suivantes, où (tgurent les nombres N et M, ainsi que le rapport S de la longueur L d'une travée intermédiaire à la longueur / de la travée de rive :
Um = Mint—i +^ Njjm-j
Wn-1
|Ntn-.
Po=0
m^ 4- 2Ni ^M4 + 2N4
Um—i Mm— s
^M2m— î + 2N2fli-2
ttn-i fin
^M2ii-6+2N8
(yM2w-4+2N2»-t
Il convient de remarquer que toutes ces relations présentent une forme générale constante, à l'exception de la dernière de chaque groupe (n étant le nombre des travées de la poutre), qui sort de la règle commune. Il en résulte que les séries des nombres n et ^ sont Tune et l'autre, jusqu'à lavant-dernier nombre inclusivement, fonctions de S, mais indépendantes du nombre n des travées. Le dernier nombre seul varie avec n.
Il conviendra tout d'abord de calculer ces deux séries u et ^ pour la poutre continue que Ton se propose d'étudier.
Si nous nous reportons aux conventions de l'article 14, nous remarquons, en tenant compte de la symétrie de la poutre :
1® Que le u et le v d'un point d'appui de numéro m sont respectivement, dans la série des u, les nombres désignés par
litn et Wt« — m 5
2"* Que le p et le y d'une travée de rang m sont respectivement dans la série des p, les nombres désignés par ^m— i et
Pïi — m-
40. €>»eraeientA numériqaes. — Connaissant les séries M, N, u, on calculera les coefficients numériques suivants, dont on a besoin dans la recherche des moments sur les appuis :
24(î* 2Mn-, + 3(?Nn-, '
24 (J» * 2Mii-, 4- 3<JN«-i '
24 (T* 2M»-, -f- 3<rNn-,
24 (î« ' 2M«-,+ 3(yN
24 (î« ' 2Mn-î + .SWi ' *^* ' < 3<î' — 3
24 ^« eTM»-, + 2N«~j ' . jl_ 3J» j^
On n'évaluera les coefficients g et y que si n est un nombre pair.
On n'évaluera les coefficients h et k que si /» est un nombre impair.
On n'aura donc en définitive qu'à établir sept coefficients nunaériques.
L Abscisftes des ffoyerti. — On calculera les abscisses X et x" des foyers à Taide des relations connues :
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Première travée :
x'i = 0 , x'^x = — ;— 2 — ; unité de longueur /.
« + Pi
Travée intermédiaire m :
x'm = , fV y ^"^ = rT~Z — ; ""^î^^ de longueurL=/S.
&t. Caleal deii moments sur les appuis.— H convient à présent de calculer les valeure numériques, ou plutôt les rapports à la quantité joL* ou/?/* S* prise pour unité, des moments fléchissants sur les appuis dont on a besoin pour le tracé de Tépure de stabilité (page 8S). Dans les formules que nous allons énoncer^ Â, B, C, D, E, J et H représentent les moments fléchissants correspondant aux dispositions de charge indiquées à l'article 2t ; d, e, /*, jr, /i, i, y, fe et q les coefficients numériques dont il a été question à Tarticlc 49 ; les lettres M, N, u et p sont des termes des séries numériques établies à l'avance (art. 48).
On a d'abord pour un appui quelconque de numéro m, quel que soit le nombre des travées n :
Am = — — — 2rf Mm-.2m ;
^ \ pm(l~i3ii^m— l) 1 |3m— PBi|3n— iH-J^
4 1 — PmPn—m— 1 4 1 — p^Pii— m— 1
„ i Pii--m(l — ^m— l) ^■ Pn— w — Pn— mPm— 1
4 i — Pfi_)iiPm^l 4 1^— P»— mPm— 1
Dans ces deux dernières formules, p^ et p,|_„i_i sont le p et le y relatifs à la travée m+1 qui suit immédiatement Tappui w ; Pot— l c^ Pu— m s^nt le p et le Y relatifs à la travée m qui précède Tappui m.
Les deux premières relations sont absolument générales et s'appliquenl à tous les appuis. La troisième doit être modifiée lorsque l'on considère l'appui 1, second appui de la poutre^ pour tenir compte de la diflerence d'ouverture (/au lieu de L) dé la travée de rive, supposée chargée, et des travées intermédiaires.
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On a pour ce cas spécial ^^m— l
Dans le calcul des autres moments^ relatifs à des surcharges partielles, il y a lieu de distinguer le cas où le nombre n des travées est pair de celui où il est impair, les formules n'étant pas les mêmes dans Tune et dans Tautre hypothèse. Il faut aussi tenir compte^ dans certaines circonstances, de la valeur de rindice ?n du point d'appui considéré.
Les relations à employer sont fournies par les tableaux suivants : il est bien entendu que nous ne nous occupons ici que de la première moitié de la poutre, et que Ton a toujours 2m ^ w. Pour 2m > n on se procurerait, le cas échéant, les valeurs des moments développés sur Tappui considéré en se basant sur la symétrie de l'ouvrage.
/• Poutres symétriques ayant un nombre pair de travées.
n est pair.
Formules
Bin =
— — — eUn-^m H- y «m tin
Bm = — — — /Mn-2t» + qUm Un—m
Dm = — r: — dMn-lm — iNn-2m
Du, = — - — dMn-^m -+- iN»-2m
Numéros des appuis auxquels les formules sont applicables
Appui I seul.
Appuis de numéros impairs, k l'exclusion de Tappui 1 :
Appuis de numéros pairs :
Appuis de numéros impairs:
Appuis de numéros pairs :
S^ Poutres symétriques ayant. un nombre impair de travées.
n est impair.
Kornmies
Biii= —
-7 — rfMn-îm+îNn-f m-hy l<mWn-m
-- — rfMn-îm— îNn— Sm+gWfnWn— m
Dm == — rr — /Mn-2m
Dm = — ^ — ^ Mn-2m
Numéros des appuis auxquels les formules sont applicables
Appui 1 seul
Appuis de numéros impairs, à l'excIusioD de l^appui i :
Appuis de numéros pairs:
fn=2. 4. 6 2A
Appuis de numéros impairs:
Appuis de numéros pairs:
La recherche de ces moments n'est ni compliquée ni pénible ; en dehors des sept coefficients numériques rf, e, /, t, y et g^ et/\ si n est pair (ou h et k, si n est impair) calculés une fois pour toutes, elle n'exige que la connaissance pour chaque appui m de huit nombres fournis par les séries numériques déjà établies;
Mn—2m , Nn— îw , Un Ct Unr-m , Pm-1 > Pm » Pn-m-l et [i«_^ .
Nous supposerons donc que Ton ait calculé pour chaque point d*appui de la première moitié de la poutre les valeurs numériques des moments correspondants Am« Bm, Dm, im et Hm, qui sont tous négatifs.
On pourrait également se procurer les moments Cm et Em à Taide des relations connues :
Cm = Am — B
Em = A» — D
Mais, en fait, ce travail supplémentaire serait inutile^ et nous admettrons que Ton s'en soit dispensé.
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TRACÉ DE L^ÉPURE DES MOMENTS FLÉCHISSANTS
••• Equations des courliini reprénentolives des ■Éoinents. — Eq noua reportant à Tarticle 25 (pages 108 et 109), nous voyons que les courbes enveloppes des moments dus à la charge et à la surcharge sont représentées par les équations suivantes, où, d'après une simplification déjà admise, nous distinguerons les moments relatifs à Tappui de gauche m — 1 ou premier appui des moments relatifs à l'appui de droite ou second appui, en accentuant les lettres relatives à ce dernier : par exemple, B remplacera Bm— i, et B' remplacera Bm*
Il y a lieu de rappeler ici que l'unité de moment est prise égale à/>L', et que Tunité d abscisse est / pour la travée de rive et L pour les travées intermédiaires.
/• Formules relatives à la travée de rive :
~~ 3 1-ir"
i* Formules relatives d une travée intermédiaire quelconque : (1 ) X = A (1-x) + A'x + î^^,
(«) X' = (B-J) (1-x) + (A'-BO X + J / g ; .
GS
, (' - sr
\ 3 1~ar'7
Les coefficients de ces équations se calculeront sans difficulté à Taide du tableau numérique dans lequel on aura inscrit, en regard du numéro de chaque appui, les valeurs des moments A, J, H, B et D correspondants.
Il sera d'ailleurs plus simple de suivre la marche pratique que nous allons indiquer. On calculera à Taide du tableau numérique en question les valeurs des coefficients suivants, désignés parles lettres âr,, 6, ; a^, èa, ^2 ; ^3» ^a'? «i, A;, c>,.
Dt^sigQfttion des coefficioats
Travée de rive
Travée intermédiaira
A—B— Bh-J
• -^'-D'+iJ»
II
im
Il importe de ne pas oublier que les valeurs numériques de tous les moments sont négatives, et que les moments A,B,D, J et H se rapportent à Tappui de gauche {m — 1 ), et les moments A', B', D' et H' à Tappui de droite (m).
Le calcul de ces coefficients étant terminé, on n'aura plus qu'à écrire les équations des courbes représentatives des moments, comme il suit :
FORMULES
Limites des sônes
auxquelles
se rapportent les
formules
Travée de rive :
Charge permanente.. (1) X = biX — —
Surcharge variable...
(4) X'=b,X'hc,
Travées intermédiaires :
Charge permanente., (i) X
ai + btx — —
i(2) X'=a^-i-biX + Ci
Surcharge variable... {(3) X"
âtj + b^x — j
x' <ix<Z X
Nous rappellerons que les moments fournis par ces formules présentent les signes suivants :
Formule (I) : X est positif entre les abscisses 0 et x, pour la travée de rive, X, et x, pour les travées intermédiaires, et négatif pour toute valeur de x plus grande que x, ou plus petite que X,.
Les abscisses limites :r, et :r, se calculent en posant X = 0 dans la formule (1) et résolvant par rapport à x l'équation ainsi obtenue, ce qui donne les résultats suivants :
Travée de rive : x, ^ 0 , x, ^ 2bi 8'.
Formule (3) : X" est toujours positif.
Formules (2) et (4) : X' est toujours ndgatif.
ftS. Tracé dra courbe*. _ Connaissant les équations des dîfférenls arcs de l'épure, il n'y aura plus, pour le tracé de ces arcs, qu'à suivre les règles indiquées à l'article 25, cl que nous reproduisons ici.
Moments produits pur la charge permanente, — On tracera, soit par points, soit à l'aide d'un patron taillé ad hoc, la parabole de la charge permanente, en portant au-dessous de l'axe dos X toutes les valeurs, positives ou négatives, obtenues pour X. Les points 0, et 0, de rencontre de ta parabole avec l'axe des x correspondent au\ abscisses calculées x, et x^. Il peut arriver exceptionnellement que ces abscisses soient imaginaires, et que la parabole soit située toute entière au-dessous de l'axe des x (fig. 47, page 108). Le cas où x, serait plus petit que o, ou j:, plus grand quel (iig. 48, page 109} ne se présente jamais, lorsqu'il s'agit de poutres symétriques. Il n'y a donc pas à le considérer.
Moments produits par lasurcharffe variable. — On marquera d'abord les foyers F' et F", dont les abscisses x' et x" ont été calculées à l'avance. Ensuite on tracera, soit par points, soit à l'aide du patron de la parabole, la courbe des X" représentée par l'équation (3) entre les ordonnées verticales des deux
foyers. On tracera par points les courbes des X' entre les ordonnées passant par le premier point d'appui et l'ordonnée du foyer F' avec la formule (2), et entre les ordonnnées passant par le second foyer et le second point d'appui avec la formule (4).
Le calcul des X' s'effectuera aisément en choisissant pour valeurs successives des x^ dans le cas de la formule (2), des fractions de l'abscisse x' du premier foyer portées dans la colonne de la table numérique I. On trouvera dans la colonne 3
de cette table la valeur correspondante de la fraction -; — - — rr
qu'il n'y aura plus qu'à multiplier par c, pour avoir le dernier terme de la fonction (2).
On procédera de même pour la formule (4), avec cette différence que la valeur choisie pour x devra être telle que le
rapport - — — figure dans la colonne 1 de la table I. La troi-
sième colonne de cette table fournira de même immédiate-
ment la valeur numérique de la fonction '
V 3i— or"/
Prenons un exemple numérique : soit a: =0,1820.
Nous nous proposons de calculer 5 points de la courbe représentée par la formule (2). Nous choisirons les abscisses suivantes pour lesquels la table I fournira les valeurs de la
fonction de — :
X = 0,23 af = 0,0455 , X == 0,50 x' = 0,0910 , a = 0,75 x' = 0,1365, x = x' = 0,1820.
De même supposons que l'on ait : x' = 0>8160.
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Nous choisirons les abscisses suivantes, pour lesquelles la valeur de la fonction est donnée par la table I :
Dans le cas où il s'agirait de la première travée, on suivrait la même méthode pour le tracé de la courbe représentée par la formule (4), avec cette différence que les valeurs de la fonction qui multiplie le coefficient c^ seraient fournies, non plus parla troisième, mais par la seconde colonne de la table, qui se rapporte spécialement à la travée de rive.
Ayant ainsi obtenu les valeurs des derniers termes des formules (2) et (4), le calcul du terme où x entre comme facteur du premier degré s'effectuera sans difficulté, et le premier terme étant un nombre déjà connu, a^ ou a^, on obtiendra immédiatement la valeur de X"^.
Ayant tracé, entre les ordonnées 0, x\ x" et 1, les courbes représenlées parles formules (2), (3) et (4), on élèvera chacune des verticales passant par les points Oi et 0, jusqua la rencontre d'une de ces trois courbes, et Ton joindra par une droite ce point à l'extrémité de la courbe voisine, située sur la verticale d'un foyer (fig. 46, page 107). Ces droites compléteront la courbe représentative des moments fléchissants dus à la surcharge. Elles ne seront rigoureusement exactes que si x^ > X et Xi < x" . Dans le cas où Oj serait à gauche de F', ou Oi à droite de F", la droite correspondante ainsi tracée se confondrait en général avec la courbe exacte, Oi étant très voisin de F' et Oj de F". Dans Thypothèse exceptionnelle où, Xi étant très différent de a?', ou Xi de x\ on aurait des doutes sur l'exactitude de l'épure ainsi établie, on pourrait toujours tracer par points la courbe exacte, dont l'équation s'obtiendrait facilement entre Oj et F', en retranchant la formule (2) de la formule (1) ; entre F" et O2, en retranchant la formule (4) delà formule (1): cela revient en somme & ajouter les ordonnées
de la parabole des X aux ordonnées de la courbe des X' relatives respectivement aux mêmes abscisses.
Dans le cas de la figure 46, cette règle serait applicable pour la travée 2 entre les*poinls V et R, où l'on doit substituer à l'arc de la courbe des X' un arc delà courbe des X" : X" = X — X' : on voit que le bénéfice de cette opération, au point de vue de l'exactitude, serait insignifiant.
Si Xi et Xi étaient imaginaires, la parabole (3) disparaîtrait et serait remplacée de cv' en x' par la droite joignant les extrémités des courbes (2) et (4) (fig. 47). Ce cas est très rare en pratique; il ne peut se présenter que pour la seconde travée d'une poutre de 3 ou 4 travées, au plus, avec la condition S < 0.9. Or, en général, S est plus grand que i.
On peut se proposer encore de calculer les valeurs des maxima de X et de X" correspondant aux sommets des paraboles représentées par les formules (1) et (3). Ce calcul ne présentera aucune difficulté : On se servira des formules suivantes :
Charge complète^
Surcharge va-
Absctsse du soui- Moment au sommet do la parabole met de la i)araboIe
Travée de rive s = 6,S* Xg == ~-
Travée interméd. 5 = A, X, = ai -f- -r
Travée de rive s' = ^3 Sj X%' =
Travée interméd. s' = b^ X'V=a3-i
Vf riable î ^ r ^r« . V
54. Ememple numérique — Nous ne croyons pas inutile de donner, à l'appui de Texposé qui précède, un exemple numérique, qui précisera la marche à suivre, et fera ressortir la facilité avec laquelle on peut, avec notre méthode, effectuer en deux ou trois heures de travail les calculs de stabilité relatifs à une poutre symétrique quelconque. Nous considérerons une poutre de neuf travées {n est impaîrj, pour laquelle on a S == 1,50. Les tableaux numériques à dresser seront les suivants :
Séries
numériques (Formules de l'article 48).
licoDvienl de calculer u à l'aide des formules de Tart. 48, et de déterminer p par logarithmes, avec la relation :
Log ^m = Lg (± Um) — Log (± Wm+i),
OÙ (dz Um) représente la valeur absolue positive de Um et (±: wm-i) celle de Um+i.
L'emploi du logarithme de p permettra de simplifier la recherche des valeurs de J et de II, dont Fespression analytique contient les produits p», Pn— m-i et ^n^m Pm— i-
2® Coefficients numériques (Formules de l'article 49).
3^* Abscisses des foyers (Formules de l'article 50).
N«*dM travées
4*" Moments sur les appuis (Formules de Tarticle 51).
(Tableau II pour B et D, puisque n est impair; Tous ces moments sont négatifs.
N*> des «ppuis
Les moments relatifs à Tappui (o), qui ne sont pas fournis par les formules de Tarlicle SI, où l'on suppose toujours 2m < «, sont donnés par les relations suivantes, qui résultent de la symétrie de la poutre :
A, = A; , B,=B, , J, = II;, Hs = Jv , D,=A, — D;.
5® Epure des moments fléchissants.
Coefftdeîits des équations des différents arcs,
(Formules de l'art. 52)
Numéros des Travéei
S go
Ct
G"" Abscisses Xi et x^ des points de rencontre de la parabole (1)
de la charge complète avec taxe des x,
(Formules de Tari. 52).
POUTHKS A THAVÉES SOLIDAIRES.
Fig. G:J.
7^ Abscisses des sommets des paraboles et maocima des moments positifs (Formules de Tarticle S3).
Numéros des travées
Charge complète :
Surcharge variable :
0,50i9io
La figure 63 est Tépure des moments fléchissants dressée à Taide de ces résultats numériques : nous avons superposé les courbes relatives à toutes les travées, en plaçant le point o, origine de la première travée, au 1/3 de la longueur horizon-
taie L, ouverture commune des travées intermédiaires (?=^-L).
Nous avons distingué chaque courbe par le numéro de la travée à laquelle elle se rapporte.
66. dmploi des tables numériqaes. — Bien que le calcul d'une poutre symétrique, en suivant les règles pratiques que nous avons exposées, ne soit ni bien compliqué ni bien long^ il nous a paru utile de compléter cette étude par des tables numériques analogues à celles de M. Bresse (auxquelles nous avons fait plusieurs emprunts), qui faciliteront le tracé des épures des poutres continues, lorsque le rapport S présentera une des valeurs suivantes: 0,7, 0,8, 0,9, 1,00, 1,10, 1,20, 1,2S et 1,30. Comme nous le verrons plus loin, il est bon que la valeur de S soit toujours comprise, autant que les circonstances s'y prêtent, entre 1,00 et 1,30. Ces tables permettront donc, le cas échéant, de se dispenser des calculs préliminaires relatifs à la recherche des équations des courbes ; lorsque S aura une valeur intermédiaire entre celles indi-
quées ci-dessus, ou pourra toujours, au moins à litre de première approximation, se servir des tables en procédant par interpolation.
La table I fournit pour différentes valeurs, croissant régu-
lièrement de 0 à 1, de - et (col. i) : V les valeurs de la
fonction-^ j (col. 2), qui est facteur du coefficient nu-
mérique c^ dans Téquation (4) relative à la travée de rive ;
2° les valeurs des fonctions-- — - — —et -7 — — ; — ^, (col.3),
V""3?/ V ""3 l-a?"/ qui sont respectivement facteurs des coefficients numériques Ct etCi dans les équations (2) et (4) relatives à une travée intermédiaire quelconque.
Dans le cas où Ton aurait affaire à une poutre continue à section constante non symétrique^ les indications de cette table pourraient encore être mises à profit (page 82).
La table II fournit les valeurs des termes des séries numériques p, dont on a besoin pour calculer les effets de la dénivellation des appuis et du lancement. Le dernier terme ^n-^ de chaque série, qui seul dépend à la fois de n et de S, est donné à part pour chaque valeur de n considérée en particulier.
La table III fournit : 1^ les valeurs de tous les coefficients numériques des équations relatives aux moments pour la travée de rive et les travées intermédiaires («i, ôi, o^, ô„ c„
«8î 6»? Czy a^, Ô4), ainsi que le coefficient — du terme en x*
dans les équations (1) et (3) de la travée de rive; 2<> les abscisses des points de passage, dans Tépure, d'une courbe à la courbe suivante : foyers {x\ a:'", 1 — x") et points Oi et Oj où s'annulent les moments dus à la charge permanente [x^ et ^1). Cette table III permet d'écrire immédiatement toutes les équations de la page 169 (art. 52), et fait connaître les limites entre lesquelles elles devront être utilisées.
La table IV donne enfin les valeurs des moments maxima positifs dus à la charge complète et à la surcharge variable : Xs et XV. Nous avons jugé superflu d'ajouter à ces renseignements les valeurs numériques des abscisses s et s' correspondant à ces maxima, ces abscisses se déduisant avec la plus grande facilité des indications de la table III : pour une travée intermédiaire s est égal à A„ «' k b^ ; pour la travée de rive s est égal à Al X» et 5' à 6, X*.
Nous nous sommes borné à donner tous les nombres avec cinq décimales : cette approximation dépasse les besoins de la pratique, et nous aurions même pu supprimer, sans aucun inconvénient sérieux, une ou deux décimales : il est plus que suffisant de connaître les valeurs des moments à moins d'un millième près. En effet le désaccord, qui existe forcément entre les conditions effectives d'établissement d'un pont et les bases théoriques des calculs, ne permet jamais d'espérer que l'on puisse se rapprocher de la vérité avec moins d'un centième d'erreur, en mettant les choses au mieux : on sait que les poutres existantes sont loin de réaliser l'hypothèse de la section constante, qui a servi de base à notre méthode, et que d'autre part les épaisseurs des tôles ne sauraient être, dans les applications, réglées à moins d'un demi-millimètre près. Dans l'exemple numérique de l'article 54, nous avons calculé les nombres avec six décimales : or, dans le tracé de l'épure correspondante (iig. 63), c'est tout au plus si nous avons tenu compte de la troisième décimale ; les trois décimales supplémentaires se sont trouvées inutiles.
En ce qui concerne le calcul des poutres à deux travées égales, nous renverrons au chapitre précédent (page 128), où, la question a été complètement traitée.
é^. Travée normale. — Considérons une poutre définie
par le coefficient S=-t et par le nombre n de ses travées.
Prenons, dans l'une des tables II, III ou IV, un renseignement numérique relatif à l'une des travées de cette poutre, que nous distinguerons par son numéro d'ordre m. Soit Wm ce coefficient, qui peut être choisi & volonté dana
Tune quelconque des colonnes verticales que conliennenl ces tables.
Supposons maintenant que, sans rien changer à S ni à m, nous fassions croîlre le nombre 7i des travées depuis sa limite inférieure 2m — 1 jusqu'à Tinfini, et cherchons dans la colonne du coefficient W quelle sera la variation correspondante de Wm. Nous constaterons que ce coefficient se modifiera en se rapprochant de sa valeur limite Wm, dont il ne s'écartera que d'une manière insensible pour une valeur assez peu élevée de n (comprise entre 7 et 12, suivant le numéro d'ordre de la travée, lorsque X est lui-même compris entre 0,7 et 1,3).
Il résulte de celte remarque que les tables II, III, IV, qui ne contiennent qu'un nombre très limité de renseignements numériques, permettent de tracer les épures relatives à toutes les poutres imaginables, dont les ^ figurent dans ces tables, depuis ;i = 3 jusqu'à n = oo .
Considérons à présent la valeur limite W,i? établie pour un coefficient W relatif à la travée de rang m, avec une valeur déterminée de h. Supposons que nous fassions croître m jusqu'à l'infini. Le coefficient Wm variera lorsque l'on passera d'une travée à la suivante, mais il se rapprochera très rapidement d'une limite W, dont il ne différera que d'une manière insignifiante dès que m aura atteint une valeur peu élevée (3 à 7, suivant les cas, lorsque S est compris entre 0,7 et 1,3). Cette limite W est indépendante de X. Nous en concluons : 1° que, théoriquement, l'épure relative à la travée de numéro infini est indépendante du coefficient X ; 2"* que, pratiquement, dans une poutre symétrique quelconque, toutes les travées comprises entre les appuis de numéros 6 et « — 6 (n étant supposé plus grand que 12) se trouvent identiquement dans les mêmes conditions de stabilité, Tépure des moments fléchissants étant la môme pour toutes, quels que soient S, 71 et m, tout au moins lorsque l'on a 0,7 < S <C 1,3.
Nous appellerons travée normale des poutres continues cette travée limite, dont les travées successives d'une poutre symétrique quelconque tendent de plus en plus à se rapprocher au fur et à mesure que croit m, quels que soient S et n, et avec
laquelle elles se confondent sensiblement dès que m dépasse 6, lorsque S est compris entre 0,7 et 1,3.
Les premières travées, comprises entres les appuis 0 et 6 (pour 0,7<:;S<1,3), s'écartent loules plus ou moins de la travée normale (fig. 63). L'épure de stabilité oscille autour de répure relative à la travée normale, la valeur d'un coefficient numérique W étant tantôt plus petite et tantôt plus grande que la limite W, lorsque l'on passe d'une travée à la suivante.
Il est à remarquer que, pour une travée de rang déterminé m, l'écart existant entre elle et la travée normale est d'autant moindre que S se rapproche plus de la valeur particulière 1,25 (fig. 64).
En résumé, lorsqu'une poutre conlinue comporte plus de douze travées (0,7<S<1,3), celles qui sont comprises entre les 6* et n — 6* appuis se rapprochent suffisamment de la travée normale pour qu^on puisse tracer leurs épures de stabilité avec les renseignements fournis par les tables II, III, lY, en regard de l'indice m =00.
Quand on se propose de réaliser le maximum d'uniformité entre les travées successives d'une poutre continue, en réduisant le plus possible les écarts que présentent leurs épures de stabilité par rapport à celle de la travée normale, il convient de prendre pour S la valeur 1,25, ce qui revient à attribuer à
la travée de rive les 4/5 de l'ouverture d'une travée intermé-
diaire : /=-L. C'est dans ces conditions que l'on obtient la
meilleure utilisation du métal, parce que la hauteur constante admise pour la poutre convient également à toutes les travées, et que l'épaisseur des tôles des platebandes varie entre des limites aussi rapprochées que possible, qui sont sensiblement les mêmes pour toutes les travées. La figure 63 montre que pour X =1 ,5 (soit 1=2/3 L) l'écart entre la travée de rive et une travée intermédiaire est considérable, si l'on établit la comparaison avec le cas de la fig. 64, oùw = 7 et S = 1,25.
Les formules à employer pour tracer les courbes des moments relatives à la travée normale des poutres continues, qui sont indépendantes, ainsi qu'on l'a vu, de S, n et m, sont les suivantes :
a:' = a:i =0,21132, :c" = ar, = 0,78868,
Les points F et Oi coïncident; il en est de même des points F' et 0,.
0<a:<l,(l) X=-i-f.îar-îx«
0<«<0,21i32, (2) X'zz——(i+V3)+0,05283i+fji^--0,05283l|a7— 0,052831 î>[^^
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0,2H32<a:<0,78868, (3) X"=— ^-^a;— jx»
0,78868<:c<l, (4) X'=^-[j^-0,0S283l]a:-0,052831 cp (j^,)
=0,0305— 0,0915ar— 0,0528
Auu
()OIW
(KU3ê
Fig. 65.
c^om
Les maxima positifs de X et de X" s'observent au mitîeu de la travée |s=s'=-|, et ont pour valeurs respectives :
Xj = ^ = 0,0417, X'V = ^ = 0,0833 .
La figure 65 représente l'épure relative à la travée normale.
EFFORTS TRANCHANTS. — DÉFORMATION
69. Equations des «ourbes représentât Ives des eiforts tranehants. — Nous avons donné (art. 27 et 28, page 119), pour le cas général d'une poutre continue quelconque, les expressions des efforts tranchants produits par la charge complète, ainsi que les équations des enveloppes des efforts maxima positifs et négatifs dus à la surcharge variable.
Ces formules sont les suivantes :
Charge permanente (1 ) V = ^^ + ^J — px;
Surcharge variable { w w r /w i a x^rt
Prenons pour unité des efforts tranchants dus à la charge permanente la quantité ph=pl^, et pour unité des efforts tranchants dus à la surcharge la quantité p'L. En ce qui concerne les unités de longueur des abscisses {l pour la travée de rive et L pour les travées intermédiaires), et des moments (pU ou p'L'), nous maintiendrons les conventions posées à l'article précédent.
Nous obtiendrons ainsi les formules applicables seulement aux poutres symétriques.
Première travée :
(2) v" = c S + (h' s +1) H-xy ,
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Travée intermédiaire :
(2) V^ = -(B-J-C') + (H'-J+J)(l-aîr,
Ces formules se simplifient singulièrement si Ton a recours aux notations déjà employées pour le calcul des moments fléchissants (page 168). Il est aisé en effet de reconnaître qu'elles prennent les formes suivantes :
Travée de rive :
Travée intermédiaire :
(1) V=Ai — X,
Connaissant les équations des moments fléchissants, il est donc aisé d'établir immédiatement celles des efforts tranchants.
Dans le cas où S aurait Tune des valeurs inscrites dans la table numérique UI, les coefficients des équations qui précèdent se tireraient sans difficulté de cette table.
Nous ne reviendrons pas sur le détail du tracé de Tépure des efforts tranchants. Nous n'avons rien à changer aux indications de Tarticle 28 (page 120), auquel il n'y a qu'à se reporter.
Ce que nous avons dit de la travée normale, à propos des
moments fléchissants^ s'appliquerait sans changement aux efforts tranchants.
Les équations relatives à la travée normale sont, dans le cas présent :
qjtei
e^CÊÊf
o,sus
Q<ms
Fig. 66.
La figure 66 représente Tépure des efforts tranchants pour la travée normale.
Flèehe d^abaissement av milieu d^une travée
— Nous avons donné (art. 30 et 31) les formules relatives aux poutres quelconques, pour la détermination des flèches d^abaissement et des déplacements angulaires sur les appuis. Nous nous bornerons à faire Inapplication aux poutres symé" triques des équations qui se rapportent au calcul des flèches, en laissant de côté les déplacements angulaires, dont la recherche, qui ne présente pas en général un intérêt pratique, pourrait au surplus s'effectuer sans difficulté à Taide des farmules du cas général.
Les équations qui doivent servir au calcul des flèches sont les suivantes (page 126) :
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Charge permanente :
Surcharge variable :
Relèvement maximum ir _ ^^^* /rp _, x\'\ (flèche Dégative). / — 384 El ^ ^ '
Abaissement maximum f = -— - (Sj»/" + 24 (D + E') ) ,
384 El ^
*"K;dlîâuor" ^"=^1 (5j,'?+24(D-D'-E + E')) .
En recourant aux notations admises dans la recherche des moments, de façon à utiliser les résultats des calculs faits pour l'épure de stabilité, nous obtiendrons les formules pratiques suivantes qui ne contiennent que des coefficients déjà connus :
'Première travée (Ouverture Z).
Charge permanente / = ^^ (24d| &•— 7) ,
Surcharge variable < /" = 3^, (24*. S* — 1) ,
Travée intermédiaire (Ouverture L = /S). Charge permanente /= --— (48 ûj + 24 64 — 7),
384Ei
Surcharge variable / f= ^^ (48a, + 24 6, — 7),
^ = 38ra {96«.+48*.-48a,-24«.-7).
A litre d'exemple numérique, nous traiterons le cas d*une poutre composée d'un nombre infini de travées toutes égales (X = 1, L = /). Nous calculerons pour les travées successives les valeurs numériques des rapports des flèches f^f^f et F à
la quantité — — ou à la quantité
Numéros deg travées
Travée normale
' ^ j)L* 384EI
„ 384EI ' ^ p'L*
L'amplitude de l'oscillation due à la variation de la surcharge
est, à un centième près, égale pour toutes les travées à^jr^. •
Quels que soient ^, m et n, elle ne s'écarte jamais sensiblement de cette valeur.
A titre de comparaison, nous rappellerons que la flèche d'abaissement au milieu d'une poutre à une seule travée est représentée :
lorsque ses 2 extrémités sont simplement appuyées, par 5 ~-jt ;
j>L* » » parfaitement encastrées, par rrrr:^
3o4El
lorqu'une extrémité est simplement appuyée et l'autre parfai-
pL* tement encastrée , par 2 /-—- •
Par conséquent, dans la travée normale, tout se passe, au point de vue de la déformation, comme si les appuis étaient parfaitement encastrés pour la charge permanente et à demiencastrés pour la surcharge.
Celle remarque est encore vraie si Ton considère la répartition des moments fléchissants (page 182). La parabole des moments X, dus à la charge permanente, est identique à celle que Ton obtiendrait dans l'hypothèse où les deux extrémités seraient parfaitement encastrées ; la parabole des moments positifs maxima X" s'obtiendrait également en admettant que les deux extrémités soient demi-encastrées, la charge p' étant
divisée en deux parties égales, Tune -^ correspondant à doux
extrémités simplement appuyées, et Tautre -^ correspondant à
deux extrémités parfaitement encaslrées (page 22).
Nous renverrons d'ailleurs, en ce qui concerne la question de la déformation des poutres symétriques et ses applications au point de vue des épreuves des ponts, aux observations déjà présentées sur ce sujet à propos des poutres continues quelconques (page 127). Nous avons déjà fait remarquer que, pour les poutres à treillis rigide, la valeur de Ë à introduire dans les
formules précédentes doit être réduite aux - environ du coefficient d'élasticité réel du métal employé.
EFFETS DE LA DÉNIVELLATION DES APPUIS
69. MomeiitA fléehiflflantft produits par le déplace* ment vertical d'un appui. — Nous appliquerons immédiatement à la première moitié de la poutre les formules générales établies pour le cas des poutres quelconques.
Supposons que le premier appui o ail subi un déplacement vertical y (affecté du signe — s'il s'agit d'un tassement de l'appui).
Les moments développés sur les appuis seront :
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Me=0,
M, = — p»— j.Mi,
M, = — Pn^ . M, , etc.
Supposons que le second appui 1 ait subi un déplacement vertical y.
Les moments développés sur les appuis seront :
Mo = 0,
M,= — Pn-,M,,
M* = — Pn-4 Ma , etc.
Supposons que le déplacement y ait élé subi par l'appui de numéro m, qui n'est pas adjacent à la travée de rive.
On calculera les moments de part et d'autre de l'appui m pris comme origine :
6EIy 2 + Pm-i + Pn^-i
L» '^4-iS«_i-|3
II— m — 1
Mm-.=[Jm-. [6EI^,-M«]
Mm — 1= — P»n— t Mm — i 9 Mm— 8= — pm — 3 Mm — 1 9
etc.
Mm+i=Pn-m-, (ôEI^,— Mm)
Mm I I = — pn — m — j Mm-f-i y Mm— 8= — Pn— m — s Mm-f-i ,
etc.
Les moments développés à l'intérieur des travées sont figurés par les droites joignant les extrémités des ordonnées représentatives (en grandeurs et signes) des moments sur les appuis. On sait que la ligne brisée ainsi obtenue passe par les premiers foyers des travées situées à gauche de Tappui m,et par les seconds foyers des travées situées à droite, à l'exception des travées m et w+ 1, encadrant cet appui, qui sortent de la règle commune (fig. 57, page 136).
•0. Travail maxlmam à la llemion dû à la dénlvellaUon des appuis. — Les formules qui précèdent donnent les valeurs absolfies des moments produits par le déplacement d'un appui. Il est généralement plus commode de calculer immédiatement le travail maximum à la flexion développé en chaque point de la poutre, ce qui permet de faire disparaître des formules le moment d'inertie I, en y faisant entrer la hauteur h de la poutre.
Le travail maximum développé dans une section d'appui quelconque est fourni par les relations qui suivent. Lorsque T est positif, cela signifie que la platebande supérieure travaille à la compression et la platebande inférieure & Textension ; c'est l'inverse lorsque T est négatif.
Cas où le déplacement vertical y est subi par le premier appui 0 :
T.=— Pn..T.,
13= — p» — 3 13, etc.
Cas où le déplacement vertical^ est subi par le second appui 1 :
To = 0,
^ ^_3Ei^^ l + fT + iSn-,
T.=+p^(»|-»-T.), T,=— p„«»T,, etc.
Cas où le déplacement vertical y est subi par un appui in« termédiaire m :
T ft (^^^^ T \ T R f^^^y T \ lui— i=pm— 1 I "t; Im 1 , *m-j-i=p»— w— 1 I -7;; Im I »
Im — s — """pi»! — 8 ■''■»» — 1»
etc« I etc*
La ligne brisée figurative du travail maximum à la flexion coupe l'axe des x aux mêmes points (1" ou 2* foyer) que la ligne brisée des moments.
Les nombres p sont fournis par fa table numérique II, placée à la fin de cet ouvrage, lorsque S présente une des valeurs suivantes : 0,7, 0,8, 0,9, 1,00, 1,10, d,20, 1,25, 1,30. L'usage des formules précédentes no soulève en ce cas aucune difficulté. Quand S a une valeur différente, il faut dresser le tableau numérique des p qui, au slirplus, a été calculé à l'avance si Ton a effectué les calculs de stabilité de la poutre.
A titre d'exemple numérique relatif au cas où S = l et
M=rl0, nous indiquerons pour les différents appuis les valeurs
L* du rapport Tm XrTT-, dans les trois hypothèses où l'appui
déplacé pjorlerait les numéros 0, 1 ou 4.
valeur ai
' •^^PP"" SEfty ^ '
Numéros d'ordre
Déplacmeut de Vappui 0
Déplacement de l'appui 1
Déplacement de l'appui 4
des appuis
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Lorsque la travée m est assez éloignée des extrémités de la poutre pour être assimilable à la travée normale^ la valeur du travail développé sur lappui m se rapproche sensiblement, quel que soit ^, de la limite supérieure :
Pour les appuis précédent m — 1 et suivant m+1, on a la valeur commune :
Pour les appuis m ^2 et mH-2, on obtiendra une valeur suffisamment exacte de T en multipliant Tm-i par — 0,2679492, etc., etc.
Lorsque plusieurs appuis subissent simultanément des déplacements verticaux, il convient de calculer séparément les eiTorts dus au déplacement de chacun d'eux, et d*en faire la somme algébrique, suivant la règle indiquée à la page 138.
m. Applleallons des formules préeédeutes. — Poutres établies sur piles en maçonnerie, — Lorsque Ton construit les poutres continues dans leur emplacement définitif, en les montant sur des échafaudages en charpente ou des ponts de service, Touvrage métallique épouse naturellement le profil en long des appuis, qui n'est pas nécessairement rectiligne, et Ton n*a pas à redouter de dénivellation, sauf le cas où les piles en maçonnerie viendraient à tasser après le décintrement.
Quand on met les poutres en place par voie de lancement, ce qui oblige à établir le profil en long des appuis suivant une ligne droite sur toute la longueur que la poutre doit parcourir, on peut craindre une discordance entre le profil des plaques d'appui fixées sur les piles, lequel est réglé à Taide du niveau, et le profil de la semelle inférieure de la poutre. Mais il est généralement possible de se rendre compte approximativement de Terreur maximum qui aura pu être commise pendant la construction, et d'en déduire la valeur limite du tra-
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vail anormal à la flexion, qu'il y aurait lieu de prévoir ; en général, il n'y a pas à se préoccuper de cette circonstance, qui ne saurait guère avoir de conséquences sérieuses.
Lorsque les fondations du pont sont médiocres, il peut arriver qu'une pile tasse après la construction ; cet accident n.e serait grave que si le mouvement se produisait brusquement et avec une amplitude suffisante pour amener la rupture du pont ou la désorganisation du métal dans le voisinage de la pile déplacée. Si le mouvement est lent et que la surveillance exercée sur l'ouvrage permette de le constater en temps opportun, on pourra toujours y remédier en relevant la poutre au-dessus de l'appui qui s'affaisse, à l'aide de presses hydrauliques, de verrins ou de coins, et réglant à l'aide du niveau la position nouvelle des plaques d'appui. Cette nécessité de surveiller d'une manière continue les ponts à travées solidaires, lorsque leurs fondations n'inspirent pas de confiance, en vue de corriger sans retard les tassements qui pourraient se maninifesler, est un défaut propre à ce type de construction, dont on s'est peut-être quelquefois exagéré l'importance. C'est sans doute parce motif que les Américains l'ont systématiquement exclu de leurs travaux, malgré l'argument pratique que fournit le succès constant obtenu par les constructeurs européens, lesquels ont fait dans leurs grands ponts un usage presque exclusif des poutres continues.
Il peut être utile, lorsque l'on est chargé de surveiller un pont à travées solidaires, dont les piles ne sont pas fondées sur le rocher, de se rendre compte a priori de l'importance des mouvements qui seront une cause d'inquiétude, en calculant la grandeur du tassement qui pourrait donner lieu à un travail supplémentaire du métal jugé excessif et fixé par exemple au maximum de 2 kilogrammes par millimètre carré (T= 2.000.000).
On se servira à cet effet des formules de l'article précédent, que l'on résoudra par rapport à y, la valeur de T étant donnée.
Il convient de remarquer que les effets de la dénivellation d'un appui ne sont à craindre que dans les sections où le travail à la flexion dû à cette cause vient s'ajouter à celui dû à la
GH. II. — CALCUL DES POUTRES SYMÉTRIQUES. iÔS
charge ci à la surcharge. Il est hien évident en effet que dans les sections où le mouvement fléchissant dû au déplacement de lappui est de signe contraire à celui dû aux charges, il y a réduction et non augmentation de travail, puisque les efforts de sens opposés se compensent partiellement.
Il ne faut donc considérer, dans Tétude des effets dus à la dénivellation, que les points de la poutre où T a* le même signe que X (moment dû à la charge permanente), et en particulier la section, que nous appellerons la sectio?i dangereuse, où cette valeur de T est la plus grande.
S*il s'agit réellement d'une poutre à section constante, \s. section dangereuse est :
i^ Dans le cas, d'ailleurs peu fréquent, du soulèvement d'un appui, la section située au droit de cet appui lui-même ;
2® Dans le cas habituel du tassement d'un appui, les sections correspondant aux appuis précédent et suivant.
Nous verrons plus tard que les poutres continues, bien que calculées comme si elles étaient à section constante, s'exécutent en réalité dans la pratique avec des sections dont les moments d'inertie varient proportionnellement aux moments de flexion maxima auxquels elles auront à résister.
Dans un ouvrage de cette espèce, on doit considérer, dans le cas du tassement dun appui seulement, deux nouvelles sections dangereuses, qui correspondent au second foyer de la travée qui précède lappui déplacé, et au premier foyer de la travée suivante. L'épure représentative de T permettra toujours d'évaluer exactement le travail développé au droit des foyers qui encadrent l'appui déplacé.
Nous allons donner quelques exemples pour le cas du tassement d'un appui : il sera inutile dans nos formules de faire ressortir le signe de T qui est négatif sur les appuis et positif aux foyers.
Poutre à deux travées égales,
1° Tassement d'une culée.
Travail développé sur la pile :
2'' Tassement de la pile.
Travail développé au droit du foyer le plus voisin de la pile :
Supposons pour fixer les idées que Ton ait :
L = 20™ et A==-^^L = 2'».
Prenons d'autre part : E = 1,60X10".
Pour que le travail développé sur la pile par le tassement d'une culée atteigne la valeur de 2 kilogrammes par millimètre carré (T = 2.000.000), il faudra que ce tassement soit égal à 0,033.
Pour que le travail développé sur le second foyer de la première travée (aux 3/4 de l'ouverture) ou le premier foyer de la seconde atteigne la même limite, il suffira que la pile tasse de 0,022.
Poutre à plusieurs travées.
Le travail supplémentaire maximum dû au tassement d'un appui est d'autant plus considérable que l'appui en question est plus éloigné des extrémités, et que les travées adjacentes se rapprochent davantage de la travée normale.
On se placera donc nécessairement dans des conditions plus défavorables que la réalité, et on obtiendra une limite supérieure du travail développé dans la section dangereuse, en attribuant à la poutre un nombre infini de travées, et admettant que le déplacement soit subi par Tappui central.
Supposons donc que l'on ait « = oo el m= - ; soit y le tas-
sèment subi par l'appui m, Tp,__i le travail développé sur l'appui précédent, et Tm le travail développé au droit du second foyer de la m" travée.
On a
et
Tw»— 1 =
La section la plus fatiguée est donc celle qui correspond à l'appui m — 1.
Le tableau numérique suivant indique, pour un certain
nombre de valeurs de L et du rapport - de la hauteur de la
poutre à l'ouverture d'une travée, les déplacements verticaux y de la pile centrale m qui donneront lieu à un travail supplémentaire de 2 kilos par millimètre carré (T = 2.000.000) dans les sections placées sur les piles précédente et suivante.
Nous adopterons encore ici pour E la valeur 1,60X10*°.
L— iO
Le danger augmente proportionnellement à la valeur du rapport - (ce qui justifie l'habitude des constructeurs européens de ne pas dépasser la limite -- ) et en raison inverse de l'ouverture L, Pour des travées de 100", lorsque la hauteur
de la poutre ne dépasse pas 10"", le tassement d'une pile ne deviendrait inquiétant qu'au-delà de huit centimètres : un mouvement de cette importance ne pourrait passer inaperçu et serait facile à corriger avec une exactitude suffisante, en relevant la plaque d'appui et vérifiant sa nouvelle position à l'aide du niveau.
Remarquons que nous nous sommes placé ici dans l'hypothèse la plus défavorable, généralement irréalisable dans la pratique y où une seule pile tasserait, les autres restant immobiles. Lorsqu'un des appuis d'une poutre s'affaisse, la charge qu'il supporte diminue, tandis que les poids portés par les piles voisines augmentent : celles-ci ont donc une tendance, si les fondations sont de même nature, à tasser elles-mêmes; le mouvement s'étend de proche en proche, mais en s'alténuant, jusqu'aux culées supposées invariables. La fibre moyenne de l'ouvrage, primitivement rectiligne, se courbe et finit par affecter à peu près la forme d'un arc parabolique ou circulaire.
En appliquant le calcul à cette hypothèse, on reconnaîtrait que l'abaissement de la pile centrale peut atteindre des valeurs considérables avant que le travail supplémentaire développé dans le métal soit important.
Considérons une poutre dont la longueur totale entre les culées extrêmes serait de 200" et la hauteur de 5™ (nous n'avons pas ici à nous préoccuper du nombre des travées). Supposons que toutes les piles s'affaissent de façon que la fibre moyenne déformée soit un cercle ayant sa tangente horizontale au milieu de la longueur de l'ouvrage, et cherchons quel devra être le tassement y de la pile centrale pour que le travail moléculaire T (uniforme dans toutes les sections en raison du mode de déformation) développé par la dénivellation simultanée de tous les appuis atteigne 2 kilos par millimètre carré.
La formule à employer sera, en désignant par p le rayon de courbure de la fibre déformée :
P dx* El E/i
en. II. - CALCUL DES POUTRES SYMÉTRIQUES. i99
Eq intégrant deux fois cette relation, nous obtiendrons pour équation de la fibre déformée, rapportée à son sommet, placé au milieu de la longueur de la poutre :
^~ Eh'
Posons T=2.000.000, E = ^60XlO*°, A=5™ et a:=100" (demi-longueur de la poulre) ; nous trouvons :
La pile centrale pourra ainsi tasser de 0™,25 avant que Taugmentation du travail moléculaire atteigne 2 kilos par millimètre carré.
Nous en conclurons que des fondations même mauvaises ne peuvent jamais mettre en péril Texistence d'une poutre à travées solidaires, si elles présentent suffisamment d'homogénéité pour que la différence entre les tassamenls de deux appuis consécutifs ne soit pas trës grande.
Il n'en serait pas de môme, par exemple, si les piles d'un pont étaient établies en partie sur le rocher, en partie sur des pieux fichés dans un terrain compressible et n'atteignant pas le solide. Une rupture de la poutre serait toujours à craindre à la limite de séparation des deux systèmes de fondation. Mieux vaut en pareil cas renoncer à descendre les piles jusqu'au rocher, là où il est accessible, et les fonder toutes dans des conditions identiques. Cette solution aura le double avantage d'être plus économique et d'offrir plus de sécurité. Nous poserons donc en principe que, pour les poutres à travées continues, l'invariabilité des appuis n'est pas nécessaire : il suffit de réaliser l'homogénéité des fondations, de façon que les tassements subis par des piles voisines ne soient jamais trës différents Tun de l'autre.
Ponts établis sur des piles métalliques.
Pour les ouvrages de ce genre, on a à considérer, outre les erreurs de construction et les tassements des fondations, les changements de hauteur des piles métalliques résultant d'une
pari de raugmeniation du travail à la compression subi par leurs monlants au passage des charges mobiles^ et de l'autre des variations de température. Ou peut toujours évaluer a priori Tamplitude des déplacements verticaux que subiraient les appuis sous Tinfluence de cette double cause. Cela fait, on n'aura qu'& appliquer nos formules pour obtenir la valeur du travail correspondant.
Par la même raison que précédemment, nous devons admettre que ce travail sera toujours négligeable lorsque les piles de Touvrage se succéderont avec des hauteurs variant graduellement sans écart brusque ; la fibre moyenne, dans ces conditions, se déformera suivant des courbes à très grands rayons et les moments fléchissants supplémentaires seront insignifiants. Il n'en serait pas de même si l'on passait immédiatement d'une pile très haute à une pile peu élevée : il convient, par exemple, en admettant que les culées soient en maçonnerie, que le premier support métallique n'ait pas une élévation démesurée, sans quoi les changements de hauteur produits par les variations de température pourraient avoir des conséquences fâcheuses. En pareil cas, le travail supplémentaire maximum s'observe sur les piles les plus élevées, lorsque la température atteint son maximum (cas du soulèvement de l'appui). L'affaissement de cet appui, dû à un abaissement de température, ne produit sur les piles voisines que des effets moins importants.
Considérons le cas limite d'une poutre à deux travées égales, dont les ouvertures seraient de 50" et la hauteur d& 5", l'élévation de la pile métallique étant de 50*".
Supposons que la température s'élève à 35^ au-dessus de la moyenne pour laquelle la poutre a été réglée. La pile s'allongera de 0,0004 X30'" = 0",02.
L'augmentation du travail du fer au droit de cet appui sera fournie par la relation numérique :
soit 0^96 par millimètre carré, ce qui n'a rien d'inquiétant. Comme nous nous sommes placé dans une hypothèse excep-
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tionnellement défavorable, nous en conclurons que l'influence des changements de température sur la stabilité des viaducs métalliques n'est pas à craindre ; les nombreux ouvrages do ce genre construits avec le plus grand succès par H. de Nordling, dans les lignes du réseau central de la Compagnie d'Orléans, confirment au point de vue pratique cette induction théorique.
Les ingénieurs américains ne sont pas partisans de l'emploi des poutres conti nues. Ils paraissent éprouver une défiance extrême pour ce genre d'ouvrage, et, dans une des rares circonstances où ils ont cru devoir y recourir, ils ont adopté des mesures de précaution que l'on peut trouver excessives, pour se mettre à l'abri des effets des changements de température, et assurer à la poutre une flexibilité lui permet-
tant de se plier sans effort aux déplacements verticaux des supports métalliques.
Nous voulons parler du pont sur le Kenttccky-River (Lavoinne et Pontzen, Chemim de fer en Amérique^ tome I, pag^e 210), que représente la figure 67.
Cet ouvrage comporte trois travées égales de Hi",40, dont les culées sont constituées par le rocher naturel, et les piles formées de supports métalliques de 54°" de hauteur. La hauteur constante de la poutre est égale à 11", 44, soit -- de l'ouverture de chaque travée.
Pour éliminer d'une manière absolue Tinfluence de la température, le constructeur a coupé la poutre dans le voisinage du foyer de chacune des travées extrêmes, et a réuni les deux abouts par une articulation permettant au tronçon central de s'abaisser ou de se relever librement en suivant les supports métalliques^ sans modification aucune dans les courbes des moments fléchissants dus à la charge et à la surcharge. Le résultat cherché a été obtenu évidemment de la manière la plus complète ; mais valait-il la peine que Ton s'en préoccupât ? Il est facile de s*en rendre compte.
Admettons que la température s'élève de 3S** au-dessus de la moyenne. Le relèvement de chacune des piles métalliques sera égal à 5i™ X 0,0001 = 0'",02i6.
Le travail à la compression développé au droit de la pile 1 par les déplacements simultanés des appuis intermédiaires sera fourni 1^=1, n=3) par la relation, déduite des formules de la page 191 :
3E% Mif, /3E% mj/ Mjt^X
La table numérique II placée à la fin de ce volume donne dans le cas présent :
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On a :
D'où
Le travail supplémentaire est de 0^,\S par millimètre carré, moins de un cinquième de kilogramme.
MM. Lavoinne et Pontzen terminent leur élude de cet ouvrage ainsi qu'il suit :
« En ce qui concerne le tablier, l'articulation établie dans « la semelle supérieure des fermes des travées extrêmes consc titue un moyen ingénieux de leur donner la flexibilité né- « cessaire pour obvier aux variations de température ; elle a « toutefois le triple inconvénient de nuire à la rigidité du ta- € blier, de déterminer sur certaines articulations l'accumula- <( tion d'efl'orts considérables et d'entraîner, dans une partie a des semelles de la travée centrale, des efforts de sens varia- « blés, suivant la répartition de la charge roulante sur les « travées, contrairement à la règle admise par les ingénieurs « américains. L'adoption d'une semblable disposition ne peut « être justifiée que par la hauteur inusitée des piles, d'où ré- « suite un relèvement sensible des points d'appui tout à fait « exceptionnel par suite des grandes variations de tempé- « rature. »
Nous compléterons ces conclusions très judicieuses et très motivées, en ajoutant que, vérification faite, cette disposition pourrait être justifiée, mais qu'en réalité elle ?ie l'est pas : ses inconvénients sont sérieux et incontestables, et son avantage unique est insignifiant, pour ne pas dire nul.
69. Dénivellation systématique des appuis. — Considérons la parabole des moments fléchissants AOiSOgA' dus à la charge complète, pour le cas de la travée normale (fig. 68). Le moment moyen s'obtiendra dans cette travée en divisant par l'ouverture L l'aire de la surface (marquée sur la figure par des hachures) comprise entre les différents arcs de la parabole, AOi, Oi SOf et OjA', et l'axe des x.
Supposons maintenant que, la poutre ayant été construite avec une fibre moyenne rectiiigne d'une extrémité à l'autre, et la ligne des appuis étant également profilée suivant une droite, nous fassions subir à tous les appuis des déplacements
Fig. 68.
verticaux tels que leur profil en long passe de la droite primitive à un cercle tournant sa convexité vers le haut et ayant son sommet au milieu de la longueur de la poutre ; la fibre moyenne de celle-ci suivra le mouvement des supports et prendra en se déformant la forme circulaire (tig. 69). Nous savons que celte déformation aura eu pour résultat de développer dans toutes les sections de la poutre à section constante un moment de flexion M négatif, également constant, dont la valeur sera fournie, si Ton désigne par p le rayon do courbure de la fibre déformée, par la relation :
Que deviendra, dans ces conditions nouvelles, Fépure des moments dus à la charge complète, pour la travée normale? Le moment négatif M, venant s'ajouter à tous ces moments, on voit immédiatement que Ton obtiendra la nouvelle épure
en relevant dans la figure 68 Taxe des x de la quantité m — 1
El
(m — iy=m{my= -.
Les moments de flexion seront encore représentés par la parabole A0\ SO', A' rapportée à Taxe {m — i)\m)'.
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On peut donc, en faisant varier convenablement le rayon de courbure p de la ligne des appuis, relever autant qu'on le voudra Taxe des x de Tépure. Proposons-nous de faire subir à cet axe le déplacement nécessaire pour réduire au minimum le moment de flexion moyen dans la travée, ou, ce qui revient au même. Taire de la surface comprise entre la parabole et Taxe des x.
Il est évident a priori qu'il faudra pour cela placer le nouvel axe dans une position telle que Ton ait :
En effet, la différentielle de Taire en question, représentée, pour un déplacement dy de Taxe des x, par Texpression df/ [{m— if O'i — O'i 0\ H- 0', (m)'], sera égale à 0, si
(m — l)'0'i=-, ce qui indique que cette aire passe alors par
un minimum.
La double condition a:, = - et 0:, = -- étant admise, les
valeurs des moments sur les appuis sont déterminées :
Or, les moments développés aux extrémités de la travée normale, avant la déformation du profil en long de la ligne des appuis, sont :
Am-, = Am = — 0,08333 pV= — ^P^'-
^ Z* Mi •Th..
Fig. 69.
Pour réaliser le minimum du moment moyen de la travée normale, il faudra donc faire décrire par la ligne des appuis un cercle tournant sa convexité vers le haut (fig. 69) et ayant pour rayon de courbure :
Ce cercle à très grand rayon est assimilable à une parabole qui, rapportée à son sommet, aurait pour équation :
_ \ pL'j:' ^ ~ 192 El
Au lieu d'attribuer à la fibre moyenne, pendant la construction de la poutre, une direction rectiligne, et de tracer la ligne des appuis suivant le cercle de rayon p, on peut procéder inversement : la ligne des appuis seiait rectiligne,et Ton construirait la poutre de façon à lui donner pour fibre moyenne, avant l'application de toute charge, un cercle de rayon p tournant sa concavité vers le haut.
Cette théorie, que nous donnons d'après Bresse, ne parait pas pouvoir être utilement appliquée dans les ponts.
La fabrication d'une poutre avec fibre moyenne circulaire serait assez compliquée, se prêterait à des malfaçons et à des erreurs ; le montage en serait difficile et délicat. D'ailleurs le but à atteindre ne justifierait pas la décision prise : en fait, dans la travée normale d'une poutre, dont la fibre moyenne est parallèle dans le principe à la ligne des appuis, la parabole des moments est assez voisine de celle qui correspond au moment minimum pour qu'il n'y ait pas d'intérêt sérieux à compliquer le travail du constructeur en vue de réduire d'une fraction insignifiante la valeur de ce moment moyen. Celte étude n'a donc qu'un intérêt purement théorique sans conséquences pratiques.
Par contre, nous signalerons un cas où une dénivellation systématique des appuis pourrait être réellement motivée : c'est celui où la poutre considérée aurait effectivement une section constante, comme le supposent les calculs de stabilité. Dans ces conditions, le but à atteindre serait de réduire le plus possible, non pas le moment de flexion moyen, mais bien le moment de flexion maximum, puisque, vu la constance de la section, c'est à ce moment que correspond la valeur la plus élevée du travail des platebandes.
Considérons encore l'épure de la travée normale pour le cas de la charge permanente.
Les moments sur les appuis sont égaux à — 0,0833 j^L^*
Le moment au milieu de l'ouverture est égal à 0,0417 ph*.
Pour réduire au minimum le moment fléchissant le plus grand, il suffit évidemment de faire décrire à la fibre moyenne un arc de cercle tournant sa concavité vers le haut et dont le rayon satisfasse à la condition :
- = i (0,0833 — 0,0417) joL*
Cette opération aura en effet pour résultat de développer
dans toutes les sections de la poutre un moment additionnel
constant égal à + tt /?L'. Par suite, la valeur du moment sur
] appui sera diminuée et la valeur du moment au milieu de la travée accrue : ces deux moments deviendront égaux en valeur absolue (fig. 68).
Comme on ne peut réduire le moment sur Tappui sans faire croître le moment au milieu et réciproquement, on a bien atteint le but que Ton se proposait. Ainsi le moment fléchissant
présente trois maxima, tous égaux en valeur absolue kj-pV^
qui correspondent aux deux appuis et au milieu de l'ouverture, lorsque l'on oblige la libre moyenne à se déformer suivant un arc de cercle tournant sa concavité vers le haut et ayant pour rayon :
48 El
P~ pL*
La courbe décrite par la fibre moyenne déformée ne s'écarte pas sensiblement de la parabole qui, rapportée à son sommet, aurait pour équation :
^ 96 Er
Si, au lieu de se borner à considérer la charge permanente, on se préoccupait aussi de la surcharge variable, on reconnaîtrait facilement que la fibre déformée devrait avoir pour rayon
de courbure, s'il s'agissait de rendre égaux les moments maxima sur les appuis et au milieu de l'ouverture, dus à la charge et à la surcharge la plus défavorable :
; = |J (0,0208 p + 0,0152 ;>'), et l'équation de la parabole décrite par cette fibre serait :
Cette théorie, inapplicable aux ponts métalliques, dont la section est toujours variable, présente un certain intérêt pour les rails de chemins de fer, qui remplissent bien les conditions du problème, puisque ce sont réellement des poutres continues à section constante.
US* Etude des rails de ehemins de fer. — Considérons un rail continu de longueur indéfinie, sur lequel circule une charge roulante.
S'il repose, par l'intermédiaire de traverses équidistaotes, sur un sol incompressible (rocher, maçonnerie, semelle de poutre métallique), il fonctionnera comme une poutre continue à appuis invariables, et le travail maximum à la flexion se manifestera au droit des traverses. En pareilles circonstances il vaut mieux, au point de vue de la conservation de la voie, renoncer à l'emploi des traverses, et établir les rarls sur des longrines, qui, appuyées en tous leurs points sur une plate-forme bien réglée et incompressible, rendront insignifiant le travail du métal à la flexion.
Fig. 70.
Supposons maintenant que les traverses soient placées sur une couche de ballast offrant une certaine élasticité. Les appuis s'affaîssant sous le passage de la charge mobile pour se relever ensuite à leur niveau primitif, la voie présentera au
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droit (le celle charge une ondulalion ABCD se propageant avec elle (fig. 70). Par suite de la dénivellation des appuis, le rail décrira dans sa partie chargée une courbe BC tournant sa concavité vers le haut. D*aprës ce qui a élé dit à l'article précédent, cette déformation aura pour résultat de diminuer les valeurs des momenls de flexion maxima, qui se manifestent sur les appuis, et par suite d'améliorer les conditions de stabilité de la voie. Pour un rail de 35 kg. par mètre courant, ayant 12 à 13 cent, de hauteur et supportant une charge de 6,000 kg. par mètre (ce qui correspond à peu près au poids d'une locomotive), on peut vérifier, à Taide de la formule énoncée plus haut, que le rayon de courbure le plus favorable est d'environ 200". Si l'élasticité du ballast n'est pas telle que cette limite soit dépassée, son influence sur la conservation de la voie sera donc favorable, et cette conclusion théorique justifie un résultat bien connu d'expérience, d'après lequel lacompressibilité du ballast est, dans une certaine mesure, favorable à la durée du rail. Si cette compressibilité était exagérée, elle pourrait ofl^rir des inconvénients, Teffet produit dépassant les besoins et donnant lieu à la production, entre les traverses^ de moments de flexion positifs supérieurs aux moments négatifs. En pareil cas, il n'y aurait d'autres remèdes à employer que de réduire la hauteur du rail, ce qui entraînerait une diminution correspondante dans la valeur du rayon de courbure le plus avantageux.
On a recours à cette pratique pour les voies établies sur le terrain naturel ou sur des plateformes imparfaitement ballasiées (voies de chantier, voies de l'ouest aux Etats-Unis). En augmentant la flexibilité du rail, on lui permet de se prêter aux mouvements du sol, sans fatigue exagérée du métal.
Supposons maintenant que le rail, au lieu d'être continu,
présente de distance en distance des solutions de continuité
(joints non éclissés). Pour que la dénivellation des appuis pût
donner des résultats avantageux, il faudrait que les positions
des joints fussent invariables, et que les appuis intermédiaires
subissent des tassements tels que, au passage de la charge,
chaque tronçon de rail affectât la forme d'un arc de cercle
tournant sa concavité vers le haut (fig. 71). Or il n'est pas pos-
ÎIO POUTHES A TRAVEES SOLIDAIRES.
sible pratiquement d'élablir le rail de façon que les joints re posent sur des traverses immobiles, tandis que les appuis in termédiaires seraient élastiques.
Fig. 71.
D'autre part, pour atténuer l'influence destructive des chocs des roues sur les abouts de rails au passage des joints, on est conduit à placer ceux-ci en porte-à faux, entre deux traverses dites de joint. Or la figure 72 montre que, dans la travée, limitée par les deux traverses de joint, qui comprend la solution de continuité, les deux tronçons de rails opposés fonctionnent chacun comme une pièce encastrée à une extrémité et libre à Fautre, et se déforment suivant une courbe tournant vers le haut sa convexité, et non plus sa concavité; cette déformation vicieuse s'étend, d'ailleurs, au-delà des traverses de joint par suite de l'élasticité du ballast (fig. 73). Le profil de la voie présente un angle au droit du joint. Dans ces conditions, l'élasticité du ballast, au lieu d'être favorable à la conservation des rails, lui est nuisible. Le travail k la flexion sur les appuis est augmenté au lieu d'être diminué.
Fig. 72. Fig. 73.
L'éclissage des joints, en solidarisant les deux rails, permet d'atténuer quelque peu cet inconvénient : mais il ne rétablît pas d'une manière complète la continuité de la voie. La nécessité d'ovaliser les trous des boulons d'attache, pour permettre au rail de se dilater et de se contracter librement sous l'action des changements de température, a pour conséquence immédiate de diminuer considérablement l'efficacité de l'éclisse an point de vue de la résistance aux charges roulantes.
Il en résulte que, dans les voies ballastées, les joints sont des points critiques : l'élasticité des supports, qui- joue un rôle
favorable pour la conservation des parties centrales des rails, est désavantageuse pour les abouts, soumis à des moments de flexion négatifs très supérieurs à ceux qui se manifestent dans on rail indéfini.
M. Couard, ingénieur de la Compagnie P.-L:-M., qui a fait à ce sujet des observations et des expériences très intéressantes {Revue générale des chemins de fer^ décembre 1887), a effectivement reconnu que les rails se détériorent dans le voisinage des joints et subissant, par suite des efforts anormaux dont il a été question, des déformations permanentes assez sérieuses pour altérer le profil de la voie. II a constaté que les rails finissaient par présenter des courbures, analogues à celles de la figure 73, indiquant que la limite d'élasticité du métal avait été dépassée.
Les mesurages faits par cet ingénieur Tont amené à reconnaître que la courbe de déformation permanente, tournant sa convexité vers le haut, pouvait présenter dans le voisinage des joints un rayon de 300"" environ.
Ces observations, faites sur des voies établies depuis peu d*années et entretenues avec soin, offrent un caractère de gravité incontestable, en raison des espérances que les Compagnies de chemins de fer avaient conçues sur la longue durée des voies en acier. Si Ton constate des dt^formations permanentes de cette importance au bout de 10 à 1 1 ans (sur une voie d'ailleurs très fatiguée), qu'arrivera- t-il dans 20 ou 30 ans ? Sera-t-il possible de conserver les mêmes rails pendant une cei)taine d'années, comme on s'en était flatté ?
On sera probablement conduit à chercher un remède à la situation. Etant donné quMl s'agit de conserver des rails existants, et non pas d'en établir de neufs, dont on pourrait £iugmenter la résistance, et que les modes d'éclissage actuels ne semblent pas susceptibles de modifications qui permettent d'en augmenter l'efficacité, on sera évidemment conduit à recourir aux dispositions suivantes : l*' Réduire le nombre des points critiques en allongeant les rails et espaçant de plus en plus les joints. C'est ainsi que la longueur des rails a été portée en ces derniers temps de 5"50 à 11 "00, et que l'on envisage Temploi de rails de 20™, malgré les difficulté qu'entraîneront leur trans-
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porl, leur nianiilenliou cl leur pose ; 2" Réduire les lassemcnls des rails dans le voisinage des joints en rapprochant les traverses de joint et augmentant leur surface d'appui sur le ballast : remploi des traverses métalliques, dont les dimensions peuvent être fixées arbitrairement, permettra sans doute de faire à cet égard le nécessaire; 3** Diminuer et presque supprimer la déformation de la voie dans le voisinage du joint, en reliant les deux traverses de joint par des tronçons de lon-
Fig. 74.
grines métalliques placés sous les rails et soutenant leurs abouts (fig. 74). On arrivera peut-être ainsi à constituer la base d'appui des joints par un cadre composé de deux traverses et de dcuxlongrines métalliques, ces dernières ayant suffisamment d'élasticité pourlaîsseraux rails laflexibllité exigée pour Tatténuationdes chocs, au passage des roues sur les joints, et suffisamment de rigidité pour soutenir les abouts et limiter leur abaissement. Les rails pourront, d'ailleurs, toujours se déplacer librement sur le cadre, sous Tinflucnce des changements de température ; il suffira, pour cela, d'ovaliser les trous des boulons d'attache.
DIMENSIONS PRINCIPALES ET POIDS DES POUTRES CONTINUES. — CALCUL DES ÉLÉMENTS CONSTITUTIFS
•4. Diviiiion en travées et hauteur de la poutre* —
La fixation de Touverture à attribuer aux travées d'une poutre métallique est généralement subordonnée à des circonstances locales, sur lesquelles il nous parait superflu d'engager une
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discussion générale. Nous rappellerons seulement la règle connue, d'après laquelle, si la question d'économie est seule en jeu, on réalise la disposition la plus judicieuse lorsque le prix d une pile est égal au prix d'une travée.
D*autre part, pour obtenir la meilleure utilisation du métal, il convient de recourir à l'emploi d'une poutre symétrique et d'adopter pour S la valeur 1,25 : les travées de rive auront pour ouverture les 4/5 de celle d'une travée intermédiaire. L'application de cette règle assure la plus grande uniformité entre les travées successives. En prenant 5=1, on réalise l'équidistance des appuis : mais cet avantage apparent est compensé par la nécessité d'attribuer aux platebandes des travées de rive des épaisseurs notablement plus fortes qu'à celles des travées intermédiaires (flg. 30, page 80). En somme, il faut donner à X une valeur comprise entre 1 et 1,25, et déterminée par la condition de diviser les treillis des travées de rive en mailles ou panneaux de même longueur uniforme que celle des panneaux des travées intermédiaires : si, par exemple, une travée intermédiaire est divisée en 23 panneaux, la longueur de la travée de rive devra correspondre à 23, 22, 21 , 20 ou 19 panneaux de même dimension.
Nous avons produit déjà plusieurs épures des moments, établis avec différentes hypothèses sur la valeur de S, qui justifient ce qui vient d'être dit : S=0,7 (fig. 31, page 81), 1,00 (fig. 30, page 80), 1,25 (fig. 64, page 181), 1,50 (fig. 63, page 176).
Lorsque les travées d'une poutre doivent être, par suite de circonstances particulières, de longueurs notablement différentes, ou que les travées de rive correspondent à une valeur de i supérieure à 1,25 ou inférieure à 1, il n'est pas certain que l'emploi du type à travées solidaires soit justiBé. II peut être alors préférable de se servir de travées indépendantes, qui seront parfois plus économiques, si on proportionne la hauteur de chaque poutre à son ouverture, alors que la continuité obligerait à adopter une hauteur uniforme sur toute la longueur.
Il conviendra également, pour des motifs précédemment indiqués, de prévoir des travées indépendantes lorsque les
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fondations des piles n'inspireront pas confiance, et feront craindre des tassements considérables et impossibles à. prévenir ou à. corriger en temps ulilo.
La hauteur constante de la poutre doit être comprise entre
les — de la plus petite ouverture et les — de la plus grande :
rhabitude des consîrucleurs européens est de prendre le
dixième de la portée d'une travée intermédiaire : /i= -- •
S5. Poids de» poutres». — Le poids p par mètre courant de la surcharge d'épreuve doit être supposé connu a priori^ étant donné le rôle que doit remplir l'ouvrage. On trouvera dans le tome I des ponts métalliques (page 61 et suivantes) les valeurs de;; 'pour les ponts-rails et les ponts-routes en France. Lepoidsj) de la charge permanente comprend deux éléments distincts;
1° le poids pi du tablier et des pièces de contreventement, qui est indépendant de l'ouverture des travées (sauf pour les petites portées), et peut élre déterminé dès que l'on a arrête^ les dispositions de détail du tablier, avant d'entreprendre les calculs de stabilité des poutres.
Ce poids/?! correspond aux éléments suivants de l'ouvrage : pièces de contreventcment, pièces de pont ou poutrelles, longerons, platelages en bois ou en métal, voûtes en briques, chaussées, trottoirs, longrines, traverses, rails, garde-corps, etc. Il varie en général :
Pour les ponts-rails à 1 voie, entre 400" et 600" par mètre courant;
Pour les ponts-rails à 2 voies, entre 800" et 1500" par mètre courant;
Pour les ponts-routes, entre 400" et 800" par mètre superficiel.
On établira la valeur exacte de pi en se basant soit sur l'avant-mélré du tablier, soit sur les exemples fournis dans des circonstances semblables parles ouvrages existants ;
2** Le poids ;?j des poutres ellcs-mômes, qui n'est pas connu a priori^ et doit résulter des indications fournies par les épures do stabilité.
Il est nécessaire, toutefois, pour arrêter les dimensions ^es éléments constitutifs d'une poutre, de connaître p^ à Tavance avec une certaine approximation.
On se servira à cet effet d'une formule dont nous avons dé* terminé la forme par des considérations théoriques basées sur la notion du coefficient économique des poutres (voir tome I, page S8), en y attribuant aux deux coefricients numériques qu'elle contient les valeurs convenables, pour obtenir des résultats concordant suffisamment avec les exemples fournis par Texpérience.
Soit Rie travail maximum à la flexion (compression ou extension des platebandes) admis pour le métal à employer. On suppose, d'ailleurs, que ce nombre R diffî're peu des limites admises pour le travail des pièces de la triangulation. En général R = 6.000.000 pour le fer employé dans les ponts ; pour les grands ouvrages, on est allé quelquefois jusqu'à 7.000.000 (ponts hollandais et allemands) et 8.000.000 (ponts américains) avec du fer de qualité supérieure.
Pour les ouvrages en acier, R varie entre 8,000,000 et 12.000.000, avec une moyenne de 9.000.000.
Nous supposerons connues les valeurs des poids;)' et/?i par mètre courant, définis plus haut.
Le poids propre /?, de la partie essentielle du pont, qui comprend seulement les grandes poutres (sans le tablier ni le contreventement), sera donné par la formule suivante, oîi L représente Touverture d'une travée intermédiaire:
2S.000 L ,, - , , V ^*=R-25,0OOl(*'*^ +''!)•_ ,.
Cette équation ne donne de résultats exacts pour les travées de rive que si S est voisin de \ ,25, c'est-à-dire compris entre 1 et 1,40*.
1. Pour les ponts à travées indépendantes on peut établir des formules analogues : " .
a.- Poutres de hauteur variable ou Bow-strings :/>,=- (l>2p'+Pi);
32.000L 6.« Poutres droites de hauteur constante : Pj=^^ — a/vm (^>^P'"H^i)'
Les formules indiquées par différents auteurs, pour l'évaluation du poids
Connaissant/?,, on en déduira/? égal à/?i+;?„ et Ton pourra effectuer le calcul des éléments de la poutre. L'avant-mélré de Touvrage permettra ensuite d'établir le poids exact des poutres et de vérifier si Ton n'a pas commis, dans Tévaluation primitive de /?„ une erreur trop forte, obligeant à reprendre le calcul des platebandes et de la triangulation. Cette circonstance
des ponts métalliques, ne contiennent ni B ni p'. Elles ne donnent donc que des moyennes déduites des ouvrages existants, moyennes susceptibles d*étre absolument inexactes dans un cas particulier donné. A ce point de vue, nous croyons les nôtres préférables. H est évident d'abord que le poids d'une poutre croît proportionnellement à celui de la surcharge qu'il doit porter, et qu'on ne peut à cet égard se dispenser de tenir compte des conditions à remplir. D'autre part, pour les grandes ouverlures, un faible changement sur la valeur de R peut exercer une influence considérable sur le poids de Pouvrage ; quelques auteurs ont accusé injustement de lourdeur des ponts français où la valeur de R est limitée à 6 kg. par millimètre carré, en les comparant à des ponts de m4me importance construits en Hollande, en Allemagne et en Amérique, dont la légèreté relative n'est due qu'à uneaugmeDtation de R, pris égal à ôk,75, 1^ ou 7k,5. A priori cette différence peut paraître de peu d'importance, tandis qu'au contraire elle a une influence énorme.
Soit par exemple Lzz 100", p'=6AQ0^ et pi=: 1.000k, données relatives à un pont de chemin de fer à double voie. Suivant que l'on attribuera à R différentes valeurs, on obtiendra pour p^ les chiffres correspondants qui suivent :
Poutres continues
Travées indépendantes
Bow-string8
Poutres droites
6^ (France)
6*^ 75 (Hollande et Allemagne)
7* 5 (Amérique)
Nous ajouterons que nous ne donnons nos formules que sous bénéfice d'inventaire, en ce qui touche la détermination des coefQcienls de L et de p', qui auraient besoin d'être revus et rectifiés en se basant sur l'exemple des ouvrages existants. Mais leur forme est rationnelle et il y aurait certainement intérôt à l'adopter.
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ne saurait guère se présenter, l'erreur commise sur ;;j ne constituant jamais qu'une fraction négligeable de p+p'*
». Platebandefl. — Supposons qu'ayant dressé les épures des moments fléchissants, on se propose de déterminer les épaisseurs variables à attribuer aux platebandes, de façon que le travail maximum du métal, en kgs par mètre carré, atteigne dans toutes les sections, sans la dépasser, la limite convenue R.
Soient : h la hauteur de la poutre; c la largeur des platebandes, supposée uniforme sur toute la longueur de l'ouvrage ; M la limite supérieure du moment fléchissant fournie, pour une section déterminée, par l'épure de stabilité ; e l'épaisseur inconnue à attribuer en ce point à chacune des platebandes (la section transversale de la poutre sera, suivant l'usage, supposée symétrique par rapport à son centre de gravité).
Le moment d'inertie I ayant pour expression -^, on a la condition connue :
21 eck
D'où l'on tire :
On calculera e pour un certain nombre de sections convenablement choisies sur chaque travée.
Lorsqu'on dispose d'une épure sur laquelle les courbes des moments ont été figurées séparément pour la charge et pour la surcharge, en supposant/? =1 etjo'=l, on peut se dispenser d'effectuer le calcul de la valeur numérique du moment maximum M. On évaluera séparément les épaisseurs à attribuer àlaplatebande pour résister d'une part aux effets de la charge, et de l'autre à ceux de la surcharge variable, et on en fera la somme.
Soient Y et Y' les ordonnées des deux courbes relatives au même point de la fibre moyenne (fig. 63 et fîg. 64).
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Oaa: M=;;Y-h/)T'.
Calculons toul d'abord les coefficients numériques :
K= — et K'= — 7, qui sont fonctions de quantités connues
et constantes sur tout le développement de la poutre. L'épaisseur de la platebande sera :
— JL — 1 I!
Connaissant Y et Y' , par des mesurages effectués sur Tépure, on obtiendra e sans difficulté.
On peut d ailleurs recourir à une méthode graphique des plus simples, qui permet de déduire très rapidement Tépure de répartition des tôles de Tépure des moments (fig. 75), Supposons par exemple qu'on se propose de calculer e en demi-
TT
tl:-^
tt
Fig. 75.
centimètres : il suffira de tracer sur l'épure, à partir de l'axe des x^ des horizontales équidistantes pour la partie supérieure
(efîets de la surcharge) de — X 0,005, et pour la partie infé-
rieure (charge permanente) de - X 0,005. L'épaisseur de la
platebande, en un point quelconque, sera fournie en demicentimètres par le nombre des zones horizontales comprises entre les deux courbes des moments.
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La figure 75 s'applique au cas de la travée normale : les coefficients K et K' étant supposés différents, Téquidistance des horizontales n'est pas la même au-dessous et au dessus de Taxe desx, bien que chaque zone représente une tôle de l'épaisseur convenue, soit par exemple 0,005.
A l'aide de ce procédé, Tépurc des moments se transforme sans peine en épure de répartition des tôles. Il n'y a plus qu'à placer les joints des tôles, à figurer les couvre-joints et à disposer le rivetage, opérations sur lesquelles nous jugeons inutile de donner ici des détails.
•7. Trianiralation. — Les deux platebandes d'une poutre sont reliées par une triangulation dont les éléments doivent être calculés en vue de résister à l'effort tranchant. Supposons que Ton ait dressé, pour les travées successives de l'ouvrage, l'épure des efforts tranchants dus à la charge et à la surcharge, telle qu'elle est représentée par la fig. 54 (page 122).
Si l'on a adopté la même échelle pour la représentation des efforts dus à la charge (V) et de ceux dus à la surcharge (V et V), la distance verticale entre les lignes représentatives de ces efforts fournit immédiatement, pour un point quelconque, la valeur maximum de l'effort tranchant à prévoir. Si, suivant l'usage, on a établi les courbes des V et des V" en posant />' = 4, et la ligne brisée des V en posant /?= 1, il convient d'abord de remanier l'épure de façon à rétablir l'unité d'échelle. L'opération sera des plus simples : il suffira de multiplier les ordonnées Vm— i et Vw de l'effort tranchant sur les appuis par
le rapport- et de joindre par des droites les points obtenus au
point 0. On prolongera les droites Vm— i 0 et VmO jusqu'à leur rencontre avec les courbes V'w— i V'm et V'w Vm— i, qui n'auront subi aucune modification.
On aura ainsi une épure analogue à celles représentées par les figures 76 à 79, relatives à Jatravc^e normale, où nous avons distingué par des hachures (dirigées dans le sens des pièces de la triangulation qui, dans la disposition de surcharge considérée, travaillent à l'extension) l'intérieur du contour relatif aux efforts positifs (partie gauche de chaque figure) de l'intérieur
iw
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du contour relatif aux ciïoits n^g-alifs (partie droite). La distance existant entre la droite inférieure et la courbe supérieure de chaque contour fournira, à IVchetle du dessin, la valeur de
l-'lg. 78.
l'cfTorl tranchant maximum, positif ou négatif, relatif au point considéré. La portion de la figure où les deux systèmes dehacliures se croisent, et qui est commune aux deux conloui's, indique la zone ofi l'effort tranchant pcift èlre soit positif, soit négatif, suivant la dispo^îilîon de la surcharge.
PlK. 77.
Nous distingueroDS donc dans la longueur d'une travée trois parties distinctes : la zâne latérale positive, adjacente à l'appui de gauche, où l'effort tranchant est toujours positif ; la zâne
Fig. 78.
centrale où il varie entre des limites de signes contraires ; et la zone latérale néifalive, adjacente à l'appui de droite, où il est toujours négatif.
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DésignoDS par Z" el Z' les oi'donnéus vcilicalcs, comprises rcspeclîvomcnt entre les limilcs supérieure el inféncuredcs contours (le l'épure relatifs aux oPForts positifs et négatifs.
Les valeurs des eiïorla Irauchanls, servant ilc base au calcul des piëccs do la triangulation, seront :
Zone p08ilivc{adjacenleàrappHi de gauche)
Ml lima nég.tif«
Zone négative (adjacente àl'appuidedroite}
Les figures 76, 77, 78 et 79, relatives à la travée normale, ont été dressées dans les différentes hypothèses suivantes.qui correspondent- natureHcment & des longueurs différentes pour la zùne centrale.
Fig. 76 ,
Fig. 77 ,
Fig. 78 ,
Fig. 79 ,
Le tableau suivant indique assez exactement, pour la travée
normale, les valeurs du rapport - de la zôae centrale A à Fou-
verture L, dans les ponts-rails en fer établis avec les conditions de surcharge réglementaires en France.
Ouvertures
Rapport — de la charge à la surcharge
Rapport -
La considération du rapport '- peut avoir son importance.
Le calcul des barres comprimées ne s'effectuant pas suivant les mêmes règles que celui des pièces tendues, il y a lieu de tenir comple,dans le choix des dispositions à admettre pour la triangulation, de l'importance de la zone où les efforts tranchants sont susceptibles de changer de signe. Lorsque Touverlure est inférieure à 18", la zone centrale comprend toute la travée ;au fur et à mesure qu'augmente la portée, cette zone diminue.
Admettons à présent que nous disposions d'une épure fournissant en chaque point de la poutre les limites supérieures, positives et négatives, de Teffort tranchant, et proposons-nous de calculer les sections à attribuer aux différentes barres de triangulation.
La triangulation peut être simple, c'est-à-dire se composer
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d'une série de barres disposées suivant une ligne brisée reliant les deux extrémités de la travée et ayant ses sommets sur les platebandes. Soit 0 Tangle formé par la direction d'une barre
avec la verticale, dirigée de bas en haut, qui passe par son extrémité antérieure, c'est-à-dire par l'extrémité que Ton rencontre tout d'abord en parcourant la ligne brisée à par- = tir de l'appui de gauche de la travée Fig. 80. ^gg 80). Soit V TelTort tranchant ma-
ximum relatif à cette partie de la triangulation : c'est la moyenne des efforts tranchants fournis par Tépure pour les deux sections qui contiennent les extrémités de la barre.
L'effort normal F, qui sollicite celte pièce, sera fourni par la relation :
cos 9
Ainsi que V,cos9peut être positif (6<90<>) ou négatif(8>90*). Si Ton obtient pour F une valeur positive, la pièce considérée sera soumise à un effort d'extension ; si F est négatif, la pièce sera comprimée.
Fig. 81.
Fig. 82.
Considérons ensuite une triangulation multiple, composée de plusieurs lignes brisées distinctes : soit n le nombre de ces lignes, égal à celui des barres rencontrées par une section
transversale de la poutre. L'effort tranchant, auquel chacune
d'elles aura à résister, sera-. Si ces barres sont parallè-
les>elles subiront toutes le même effort normal, représenté par
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-: c'est le cas habituel (fis*. 81, « = 4), sauf aux deux
extrémités de la poutre, sur les culées, oii elles cessent parfois d'être parallèles et deviennent convergentes (fig. 82).
Connaissant Teflort normal F subi par une barre, on sait calculer les sections à lui altribuer, à Taide de règles pratiques que nous jugeons inopportun de reproduire ici. Ces règles tiennent compte de la nature du mêlai, et, pour les pièces comprimées, de leur longueur et de la forme de leur seclion transversale.
Les constructeurs paraissent aussi d'accord aujourd'hui pour tenir compte dans ce calcul de l'écart des efforts limites, positifs et négatifs, entre lesquels Y peut varier (Lois de Wœhler, Règles de Séjourné, etc.).
Poutres à treillis. — Dans les poutres à treillis, les barres
sont toutes inclinées sur la verticale.
En général, l'angle forhié par les pièces comprimées et les pièces tendues a pour bissectrice la verticale. L'usage - des constructeurs, justifié par l'économie du métal et la facilité des assem-
Fig. 83.
blages, est d'attribuer à 0 les valeurs 43» et laS*» (fig. 83). *
— - est donc alternativement égal à ±\/2, et la formule à
employer pour le calcul des efforts normaux subis par les pièces de la triangulation est :
\Vi
Il est facile de se rendre compte que les valeurs de 0 sont, pour une travée quelconque :
Zone positive (appui de gauche) Zone négative (appui de droite)
Pièces comprimées
pièces tendues
1. Le calcul inclique en elTel que l'angle dd i5o correspond au poids mini' mum du métal employé.
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Dans la zone centrale, où V esl tantôt positif et tantôt négatif, chaque barre travaille alternativement à la compression et à Texlension : on calcule donc sa section en lui appliquant successivement les formules relatives à l'extension et à la compression, et adoptant Ja plus grande des aires indiquées. Comme la limite pratique de résistance à la compression diminue rapidement, au fur et à mesure que la longueur de la piëce augmente, il arrive fréquemment que TeQbrtde compression, quoique bien inférieur à Teffort d'extension, est celui qui' donne le plus fort résultat.
Poutres à bras verticaux, — Dans ce type d'ouvrage, on attribue à toutes les pièces comprimées, A\iQ^ montants^ la direction verticale. L'angle 0 présente donc, pour les bras, les valeurs suivantes :
Zone positive (appui de gauche) : 6 = 0 ;
Zone négative (appui de droite) : 9 = 180**.
Dans la zone centrale, il convient^en raison du renversement éventuel des efforts tranchants, que 6 soit égal tantôt à 0 tantôt à ISO"", suivant la disposition de la surcharge. On obtient ce résultat en doublant le système des tirants, dirigés suivant les deux diagonales de chaque rectangle formé par les platebandes et deux montants successifs ; dans la zone centrale, la triangulation se compose donc de croix de St-André séparées par les montants. Â un moment donné, pour une disposition déterminée de la surcharge, une seule branche de chaque croix travaille à l'exclusion de l'autre.
Fig. 84.
Lorsque V est positif, le tirant utile est celui pour lequel 6 > 90" ; lorsque V est négatif, c'est celui pour lequel 0 < OO».
Considérons un panneau d'une zone latérale, où il n'existe qu'un seul tirant; soit V Teffort tranchant. Il est facile de re-
ail . •' * .
Ji^*
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conuaitrc, en admellanl la même limite de travail pour les pièces tendues et les pièces comprimées, que le poids du panneau (formé d'uu moulant et d'un tirant) est proportionnel à
à V (A H 1, ô étant rinclinaison du tirant sur la verli-
cale. La distance de deux montants consécutifs étant représentée par h tg 0 , le poids par unité do longueur de la triangulation sera proportionnel à V cotg 6 ( 1 H ;- ).
Ce poids est indépendant de h et atteint sa valeur minimum pour tg ô=v/2, ce qui conduirait à admettre pour 6 les valeurs suivantes :
Zone positive, 123^;
Zone négative, 55°.
Nous avons déjà vu que pour les poutres à treillis les an- •>r-ï gles les plus favorables sont respectivement 135° el 45°.
Par conséquent, dans une poutre à moulants verticaux, il est rationnel de réduire à 35°, et même plutôt à 30°, Tinclinaison des tirants sur riiorizontale. Toutefois, on adopte d*habitude Tangle de 45^ qui rend plus facile Texécution des assemblages, mais augmente la dépense du métal dans un rapport qui
dépasse nécessairement --^ OU 1, 06, et peut être beaucoup
plus grand lorsque le travail des pièces comprimées est notablement inférieur à celui des pièces tendues.
0 est alors égal à 135® pour la zone positive et à 45° pour la zone négative. Dans la zone centrale, le double système d'écharpes correspond à la fois à ces deux angles.
Avec une poutre ainsi disposée, il n'y a à prévoir le renversement des efforts pour aucune barre. On n a donc jamais à effectuer qu'un seul calcul pour chaque élément, soit qu'il s'agisse d'un montant, lequel sera toujours comprimé, soit qu'il s'agisse d'une écharpe, laquelle ne pourra être que tendue. 11 faut se garder de deux fautes commises parfois par les constructeurs, fautes qui entraînent une dépense supplémentaire de métal absolument inutile au point de vue de la stabilité, et même nuisible puisqu'elle accroît sans profit le poids de la poutre, et par suite l'intensité des moments ^fléchissants et des efforts tranchants dus à la charge permanente :
l"* On ne doit pas établir de croix de St-André en dehors de la zone centrale. Gomme, dans les zônos positive et négative, TefTort tranchant ne saurait changer de signe, les contre-ti^ rantSy n'ayant jamais aucun rôle à jouer, quelle que soit la disposition de la surcharge*, sont inutiles et doivent disparaître. Pour les ponts-rails de faible ouverture (inférieure à 20™), nous avons vu que la zone centrale comprend toute la travée : il convient donc d'établir des croix de St-André sur toute sa longueur. Pour des portées supérieures à 20™, il serait absurde de suivre les mêmes errements. On a vu, à la page 222, que, pour L=40™, la zone centrale comprend la moitié de la travée; pour L = 100™, le quart seulement. Les croix de Si-André doivent être arrêtées aux extrémités de cette zone.
2"" On ne doit pas attribuer aux deux branches de chaque croix de St-André la même section transversale, puisque ces deux pièces sont destinées à résister à des eiTorts d'intensités différentes, proportionnels aux valeurs absolues respectives des efforts tranchants limites positifs et négatifs. Pour le panneau placé au milieu de la zone centrale, les efforts tranchants sont égaux et de signes contraires : il est donc légitime de donner la même section à chacune des barres. Partout ailleurs cette pratique est en opposition avec le principe fondamental de la résistance des matériaux, qui consiste à proportionner les dimensions des pièces aux efforts qu'elles doivent supporter. Il existe pourtant des ouvrages, remontant à la vérité à une date assez ancienne, où cette règle, d'une justesse évidente, n'a pas été suivie.
En définitive, si Ton se reporte h la page 221 , on reconnaît : 1® que la section d'un montant quelconque doit être calculée dans l'hypothèse d'une force de compression égale à la plus grande des quantités p' Z' onp' Tl ; 2^ que la section d'un tirant, dont la direction est définie par l'angle 0, doit être calculée en vue de résister à un effort d'extension représenté par
— ?^ si 9 > 90% et par + ^ si 0 <90o.
Cette règle ne souffre aucune exception ; elle conduit à faire décroître les sections de chacun des systèmes de barres, a par-
iis
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tir d'un appui jusqu'à l'extrémité opposée de la zone centrale, et par suite à établir des croix de St-André, à branches de dimensions inégales, dans cette zone, à l'exclusion des zones latérales (fig*. Sri).
Fig. 85.
Rechei'che du système de triangulation le plus avantageux, — A pnoriy la poutre à treillis parait devoir être sensiblement plus économique que la poulre à montants verticaux et tirants obliques. Si Ton adopte pour les tirants la même inclinaison sur rhorizonlale, io** par exemple, la figure 86 montre
que, pour aller de A en E, lo premier système de triangulation ne comportera que deux pièces (AB et BE), tandis que l'autre en exigera quatre (AB, BC, CD et DE). Les longueurs respectives des éléments comprimés seront représentées : pour
le treillis par BE=Av/2;pour la poutre à montants, par BC-|-DE=2A.
Les longueurs respectives des éléments tendus seront de même :
Dans le premier cas : AB = A y^â ;
Dans le deuxième cas : AB + CD = 2A \/2,
Clî. II. — CALCLL DES POUTRES SVMÉTRIorES.
£a somme, la longueur totale des bras est augmentée dans
le rapport-— = 1.414, et la longueur cumulée des tirants est
augmentée dans le rapport
2vi v/i
Si l'on considère Tensemblc des pièces de chaque triangulation, Taugmentation est représentée par le rapport
Toutefois, lorsque Ton examine la question de près, on est surpris de constater, non seulement que l'économie présentée par le treillis est en toute hypothèse bien inférieure à ce que Ton pourrait espérer, mais qu'elle peut disparaître complète • ment pour les ouvertures exceptionnelles, ce système se trouvant alors plus pesant et plus coûteux que la triangulation à montants.
Fig. 87.
Remarquons tout d*abord que lorsqu'une poutre à assemblages rigides se déforme sous l'action de la charge, les montants verticaux restent, après comme avant la déformation, normaux aux fibres moyennes des deux platebandes, et suivent les directions des rayons de courbure communs de ces fibres déformées : ils peuvent par conséquent être considérés comme encastrés à leurs deux extrémités, condition éminemment favorable au point de vue de la stabilité des pièces comprimées.
Considérons au contraire une pièce oblique telle que AC, rivée sur les deux platebandes sous l'angle de 45" (fig. 87).
Pour que le poids du treillis soit supérieur à celui de la triangulation à montants, il suffit que Tinégalité suivante se vérifie :
R \ ^ 10.000 rV H \ ^ 40.000 rV '
OU
40^^00r« r^tiP^
Suivant la forme que Ton attribuera aux bras de la poutre, on reconnaître que la condition nécessaire pour que le treillis soit plus onéreux que la triangulation h montants sera, en désignant par b la dimension transversale, ou largeur on élévation, de la pièce comprimée :
Montants à section rectangulaire pleine : h > 33b ;
— — évidée : A > 55 /;
— circulaire ou elliptique pleine : h > 294 ;
— — évidée : h > 41é.
Double J à âme perpendiculaire au plan de la triangulation :
Ce dernier cas se rencontre le plus habituellement dans la pratique. On peut donc admettre d*une manière générale que l'emploi du treillis à bras obliques est désavantageux dès que la largeur en élévation des pièces comprimées est inférieure à la trentième partie de la hauteur de la poutre.
Cette règle extrêmement simple se vérifie d'une manière remarquable sur les ouvrages existants ; elle fournira des renseignements très utiles lorsque Ton aura à arrêter les dispositions générales d'un pont.
Nous n'avons pas examiné dans ce qui précède le cas d'un panneau situé dans la zone centrale. L'avantage en faveur dos montants verticaux est ici encore plus marqué, malgré l'adjonction des contre-tirants, pièces surabondantes. La nécessité de calculer dans cette zone toutes les pièces du treillis de façon qu'elles puissent travailler à la compression, conduirait
à une dépense plus grande de mêlai. Si Ton appliquait les lois de Wœhler relatives au calcul des pièces alternativement len« dues ou comprimées (formules de Séjourné), on accentuerait encore plus Tinfériorité du treillis.
A titre d*exemple, nous donnons ci-après un tableau comparatif du poids du fer employ<^ dans la triangulation des poutres à montants du pont de Ktiilemburg sur le Lek (Hollande), et les poids qu'eût exigé l'adoption du treillis. Il y a lieu de remarquer que le rapport du travail moyen à l'extension (tirants) au travail moyen à la compression (montants) est de 2 pour le bow-string de 130™ d'ouverture, et de 1,25 pour les poutres droites de 80 et de 57"» ; ce qui fait ressortir Tinflucnce considérable qu'exerce la longueur d'une pièce comprimée sur l'aire de la section à lui attribuer.
DÉSIGNATION dee ouvrages
TRUKGDLiTIOR À IOHTà!îTS
TREILLIS
Montants
Tirants
Poids toUl
Bras obliques
Tirants
Poids tot4l
Bow-string L = loO»
h varie de 8" à 20«
- varie de 25 à 62.
Poutre droite L = 80»
h fcz=8", 7=27.
Poutre droite Lrz57« ^=8», r = 27.
L'emploi du treillis serait déplorable pour le bow-slring, où j varie de 25 à 62, et légèrement avanlageux pour les
poutres droites, où - = 27. Encore celte dernière assertion auraitoeUc besoin d'être vérifiée de près, l'écart constaté étant
^ *% ih '-itJ '< V ? ■-'■ '• *" ' - •
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pi"''''''.''
f!.^y f: faible et pouvant être compensé par une augmentation de
Ij^;^ poids dans les assemblages.
ît*:^^ Poutres à treillù et montants, — On emploie parfois un
type mixte, comportant un treillis à mailles très serrées et des montants assez espacés. Les bras obliques étant très nombreux
%r/ et très rapprochés, chacun d'eux n'est soumis qu'à un effort
;% / de compression très faible; en calculant leur section par
la formule de la page 231, on arriverait, en raison de la faible valeur obtenue pour R', à des poids de métal excessifs.
Dans ces conditions, on leur attribue à peu près exactement
^;- V;> la même section qu'aux tirants, en les formant d'une barre
rectangulaire ou d'un fer à simple té. A chaque point de croisement de deux barres de directions opposées, on établit un assemblage à rivets les reliant invariablement. Gela revient à admettre que la quantité x à introduire dans la formule de la page 231 serait non pas hsj2^ longueur totale du bras entre les deux platebandes, mais bien le côté d'une des mailles du treillis
— ; dans ces conditions, on obtiendrait pour R' une valeur
peu différente de R. Cette hypothèse, très favorable au point do vue de la dépense de métal, est loin d'être justifiée par la théorie et l'expérience, et n'offre pas les garanties nécessaires pour la stabilité. Il peut arriver qu'une poutre établie de cette façon subisse des déformations inquiétantes, indices du flambernent des pièces comprimées : la flèche au milieu de la portée peut dépasser sensiblement la valeur théorique ; l'âme peut se voiler ou se déverser dans un sens perpendiculaire à son plan. Dès que Taxe transversal de la poutre cesse d'être une droite verticale, toute sécurité disparaît, le mouvement devant logiquement se continuer et s'accentuer jusqu'à la ruine de l'ouvrage. Il est alors indispensable, si l'on n'a pas pris cette précaution dans le principe, de consolider le treillis à l'aide de montants verticaux, espacés au moins de h et au plus de 2A, dont la section soit calculée comme s'il s'agissait d'une poutre à triangulation simple, formé de montants verticaux et de tirants inclinés à 45°. On pourrait définir ce type en l'assimilant à une poutre à triangulation simple, dont les
montants seraient conservés sans modification, tandis que les tirants seraient subdivisés en une série de barres parallèles, formant des chevrons à branches inégales entre deux montants successifs.
Théoriquement, cette modification ne devrait pas entraîner d'augmentation dans le poids de la triangulation. Mais on conçoit que, pratiquement, il n'en soit pas ainsi. Cependant Taccroissement peut n'être pas excessif, et l'emploi de ce type semble à recommander dans des cas spéciaux. 11 serait justifié, par exemple, pour une poutre, de hauteur relativement considérable, ayant à supporter de faibles charges. Les platebandes, n'ayant qu'une très faible épaisseur, ne pourraient résister au moment de flexion secondaire développé, entre deux montants successifs d'une triangulation simple, par le poids du tablier et de la surcharge : d'où la nécessité de les soutenir en des points rapprochés. A ce point de vue, le type dont nous parlons peut rendre dos services, puisque en multipliant les barres du treillis on diminue d'autant Técarlement des deux points d'attache successifs sur chaque platebande. En conséquence, ce mode de construction serait applicable : 1* aux poutres des ponts-rails à travées d'ouverture moyenne et à voie inférieure, auxquelles on attribuerait une hauteur
très supérieure à —• en vue d'établir un contrcventement supérieur, au-dessus du gabarit de la voie ; 2° aux passerelles pour piétons et aux ponts-routes avec chaussée planchéiée, où la charge et la surcharge seraient très petites, eu égard à la hauteur de la poutre. Mais quand on projette une poutre à treillis »erré de ce genre, il ne nous parait pas possible de renoncer à l'emploi des montants espacés, destinés à donner à la construction la rigidité voulue. Nous avons dit que des ponts, pour lesquels cette précaution avait été négligée, ont dû après coup être consolidés par Tadjonclion de montants. Il est évident qu'au point de vue de l'économie et de la bonne exécution du travail il eût mieux valu placer les montants avant la mise en service du pont.
•s. Dénivellation de« appui» — Supposons que Ton se préoccupe de l'éventualité de certains tassements dans les
piles, et que l'oa veuille assurer, dans celte hypothèse, la stabilité de Touvrage. On établira Tépure représentative, non pas des momenls fléchissants imputables à cette cause, mais des valeurs niaxima du travail à la flexion, lesquelles sont proportionnelles à la hauteur de la poutre et indépendantes des épaisseurs des platebandes. Soit R la limite pratique du travail à la flexion admise, et T la valeur du travail qu'il y a lieu de prévoir, dans une section transversale déterminée, par TefTet de la dénivellation des appuis. Pour obtenir toute sécurité, il conviendra de limiter à II — T le travail maximum dû à la charge et à la surcharge variable. R — T variant d'un point h l'autre de la poutre, puisque T est fourni par l'épure relative à la dénivellation, on voit que les coefficients K et K' de la page 218 seront également variables. Il faudra donc substituer aux horizontales de la figure 75, qui servent à déterminer l'épaisseur variable des platebandes, des courbes dont Téquidistance verticale sera proportionnelle à
^ = (R J^TjcA P^"^ l'épure relative à la charge,et à ^,=^f^^j^,f^
pour répure relative à la surcharge.
Le tracé de ces courbes sera des plus faciles, la seule variable étant R — T, et nous jugeons superflu de donner ici un exemple numérique.
••. Lianeement des poutres. — Lorsqu'on doit mettre une poutre en place par voie de lancement, il convient de dresser les épures de stabilité indiquées à Tarlicle 44, pour la partie qui doit constituer le porte-à-faux et la travée suivante. Pour les autres travées, Tenveloppe des moments se réduit à une horizontale placée au-dessous de la fibre moyenne à la distance représentative du moment développé sur un appui par le poids propre de Touvrage, lorsqu'il est rendu dans sa position définitive.
On comparera cette épure h celle des moments produits par la charge et la surcharge.
Si, sur toute la longueur de la poutre, les moments figurés sur celte dernière épure sont supérieurs à ceux développés par le lancement, il n'y a aucune crainte à avoir et l'ouvrage peut être lancé sans précautions particqlières,
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En ce qui concerne les ponls-rails, ce cas ne s^observe guère, pour la partie en porte-à-faux, que si Touverture des travées est inférieure à 20", et, pour les travées intermédiaires, que si cette ouverture ne dépasse pas 50™. Si L dépasse 20", la partie en porle-à-faux sera nécessairement soumise, ' pendant le lancement, à des efforts supérieurs à ceux qu'elle subirait en service normal, et si L dépasse 30", cette observation sera applicable à Tensemble de la poutre.
Il conviendra alors de prendre des mesures spéciales pour éviter que certaines parties de la poutre ne soient soumises à un travail excessif, ce qui pourrait entraîner soit la ruine immédiate du pont, soit la désorganisation locale du métal, nuisible pour l'avenir à sa stabilité et à sa durée.
Remarquons toutefois que, les effets du lancement étant temporaires, on peut sans inconvénient augmenter dans une certaine mesure, pendant cette opération, la valeur pratique du travail à admettre, sans dépasser, bien entendu, la limite d'élasticité du métal. Il ne parait pas qu'un accroissement d'un tiers soit excessif. Par conséquent, pour une poutre en fer, si les calculs de stabilité sont basés sur une valeur de R égale à 6.000.000*^ (6 k. par mill. carré), on ne s'inquiétera pas des effets du lancement tant que le travail maximum du métal ne dépassera pas 8 k. par mill. carré pendant cette opération; s'il s*agit d'une poutre en acier, pour laquelle on aura pris R = 9.000.000, ou se bornera à limiter à 12 k. par mill. carré le travail maximum du métal pendant la mise en place.
Si l'épure de stabilité relative au lancement indique que cette nouvelle limite sera encore dépassée, on est obligé, pour éviter une fatigue excessive du métal, de recourir k certaines dispositions dont nous allons parler.
Réduction du poids de la poutre. Avant-bec. — Il est évident tout d'abord qu'il conviendra de diminuer le plus possible le poids de Touvrage en supprimant toutes les pièces qui ne sont pas nécessaires pour assurer la stabilité pendant le lancement, notamment les garde-corps, les longerons et le platelage du tablier, etc. On peut, d'autre part, munir le pont d'un avant-bec aussi léger que possible formé d'une charpente
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en bois ou d'une ossature métallique dont les éléments sont souvent fournis par des pièces destinées plus tard à figurer dans la construction de Touvrage \ En diminuant de la sorte le poids delà partie antérieure du porte -à- faux, on réduit considérablement les moments de flexion développés dans la poutre.
yf *f#*/ ^
Fig. 88.— Lancement du pont de la Tardes (Montluçon & Eygurande).
Echafaudages e?i saillie sur les piles, — On peut fixer sur la pile ou la culée, vers laquelle s'avance la poutre, un échafaudage en saillie qui reporte Tappuià atteindre à l'intérieur de la travée, et diminue d'autant Fespace à franchir en porte-àfaux.
Ifaubam de soutien. — On peut encore soulager la partie de la poutre en porte-à-faux au moyen, de câbles métalliques ou haubans passant sur un chevalet placé à l'origine du porteà-faux et reliés à deux points de la poutre symétriques par rapport à ce chevalet (fig. 89).
Soit F l'effort de tension auquel on peut soumettre le câble de la figure, à l'aide de tendeurs convenables. On développera dans l'encorbellement, au droit du chevalet, un moment fléchissant positif représenté par :
1. Lors du lancement du viaduc de la Rance (ligne de Dol à Lamballe), dont la portée atteint 90", on s*est servi pour constituer Tavant-bec d'une partie du tablier métallique préparé pour un autre ouvrage de la même ligne, qui comportait trois travées de 50», Ô2 et 50"^.
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Pig. 89.
Ce moment ira en décroissant jusqu'au poiut d'allache du hauban, et sera représeuli^ par l'expression :
2a Y ^ aj
Il devra être retranché dans chaque section transversale du moment négatif produit par le poids propre du porte-à-faux.
L'emploi de haubans de soutien nous semble être, dans certains cas, à recommander. Son efficacité ne saurait être mise en doute, et pratiquement il ne soulève pas d'objeclions. On sait que les grands ponts en arc sur le Douro et le pont de Garabit ont été mis en place à Taide de haubans qui supportaient intégralement le poids d'un demi*arc en encorbellement de 80 m., alors que les haubans ne doivent jouer dans le cas présent qu'un rôle auxiliaire^ et se bornent à soulager la poutre.
Fers de lancement, — Si, malgré les dispositions prises, on ne peut arriver à réduire suffisamment les moments fléchissants produits par le porte-à-faux en certains points de la poutre, il sera nécessaire de renforcer les platebandes au moyen de tôles supplémentaires, destinées à leur assurer, dans les points les plus fatigués, une résistance suffisante. Il est évident qu'il faut limiter autant que possible l'importance de ces fers, qui, n*étant plus d'aucune utilité après la mise en service du pont^ ne font qu'alourdir Touvrage sans accroître sa stabilité.
Considérons à titre d'exemple une poutre de 100 m. d'où*
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verturc et de 10 m. de hauteur, dont la partie mélallique pèserait 4.600 kg. au mètre courant, Ja surcharge d'épreuve étant fixée à 3.200 kg. (pont-rail).
Si on lançait l'ouvrage sans précaution, après avoir complété son ossature, le moment maximum dans la section d'appui, au moment où la travée en porte-à-faux atteindrait la pile, serait égal à :
kg. X l (100)* = 23.000.000 kgm
Or, pour la travée normale, le moment maximum en service sous l'action simultanée de la charge et de la surcharge a pour valeur :
(0,0833 X 4.000 + 0,1128 X 3.200) 10.000 =7.510.000 kg.
Le métal serait par suite soumis, pendant le lancement, à un travail triple du travail maximum normal, ce qui est inadmissible.
On pourra recourir aux mesures suivantes :
1** Placer en avant de la pile ou culée, à atteindre par lancement, une charpente en saillie de 10 m., ce qui réduira à 90 m. la distance à parcourir par le porte-à-faux.
2® Réduire à 4.300 kg, le poids par mètre de la poutre à lancer, par la suppression des pièces du tablier jugées inutiles pendant le lancement, et munir l'ouvrage d'un avant-bec de 25 m. de longueur ne pesant que 1.500 k. par mètre.
3*" Enfin, établir des haubans de soutien passant sur un chevalet de 10 m. de hauteur et rattachés àTarrière de l'avant-bec. Supposons que l'effort de tension F à faire supporter à ces câbles atteigne 120.000 kg.
Le moment maximum au lancement devra être calculé ainsi qu'il suit :
Ce moment ne dépassant guère de plus d'un tiers le moment
CM. If. — C\L<:rL Dl-S POCTIUCS SVMKTHKJI'KS. 2i(
maximum en service (7.5i0.00Û), on pourra effectuer le lancement en toute sécurité.
En ce qui concerne la triangulation de cet ouvrage, les mesures prises en vue du travail à la flexion donnent un résultat plus que satisfaisant : Teffort tranchant maximum sur Tappui étant en service normal de 50 X (4.600 + 3.200) = 390.000 kg. , Pefforl tranchant pendant le lancement sera : 4.300 X 65 + 1.500x25 =3i7.000 kg.
On n'a donc pas en générale se préoccuper de la résistance de celle partie de la poutre. Il faut toutefois remarquer que, pendant le lancement, chaque point de la platebande inférieure doit supporter à son tour le poids de rencorbellemcnt, au moment où il passe sur le rouleau de friction placé sur la pile. Lorsque la triangulation est à grandes mailles, il arrive que le poids total est transmis au milieu de la portion de platebande comprise entre deux points d*atlache successifs de la triangulation (fig. 90). Celle portion de platebande travaille alors,
d'une part à la compression simple comme faisant partie de Tossature du pont, et d'autre part à la flexion comme une poutre isolée supportant en son milieu le poids total de Tencorbellemenl. Or on sait qu'une pièce, compri- Fig. îX). mée et fléchie à la fois, est dans des conditions de stabilité détestables.
Ce danger est très réel, car c'est la rupture do la platebande inférieure, soumise à un travail de flexion exagéré, qui a aniené récemment lachuledu pont de Douarnenez (Voir le journal (( Le Génie civil)),3 janvier 1885). Si l'on ne juge pas à propos d'attribuer à la platebande une section telle qu'elle puisse résister sans difficulté au moment fléchissant maximum
- PX' (P désignant le poids transmis au rouleau de friction et X
la distance de deux pointa d'attache successifs de la triangulation sur la platebande), on peut recourir aux dispositions sui« vantes :
V On fera reposer la poutre sur la pile par Tintermédiairc d'un certain nombre de galets (fig. 91) montés sur un appareil à balancier transmettant la charge au milieu de la pile. Le
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nombre et récartement des galets doivent être réglés de façon qu'il y en ait toujours au moins un placé sous un point d'attache de la triangulation.
Au second lancement du pont de la Tardes (journal « Le
Génie civil », 24 janvier 188S), Tapparcil de support comportait 12 galets, soit 6 sous chacune des platebandes jumelles constituant la membrure inférieure de chaque poutre. Ces galets étaient partagés en trois groupes de quatre, dont Fig. 91. rindépendance était assurée au moyen
de deux articulations transversales, de façon à réaliser l'égale répartition de la charge entre eux. Enfin une troisième articulation transmettait le poids total au milieu de la pile. La longueur de la base d'appui fournie par les galets était de 5,60 ; elle correspondait par suite au moins à deux des points d'attache du treillis sur la membrure, dont Pécarlement était de 2 m. 55 seulement. Les dimensions principales du pont sont d'ailleurs les suivantes :
Ouverture des travées de rive, 74 m. ;
Ouverture do la travée centrale 104 m. 50 (entre les milieux des piles) ;
Hauteur de la poutre, 8 m. 80.
Le treillis est sextuple, c'est-à-dire compi'end six triangulations simples à barres inclinées de 45° sur Thorizontale,
Pour le pont de Cubzac, sur la Dordogne, on a employé un appareil & galets analogue, avec un perfectionnement consistant dans Tusage de deux articulations rectangulaires. Tune transversale et Tautre longitudinale. De cette façon la charge était ramenée exactement au centre de la pile, et chaque paire de galets montés sur un seul essieu pouvait osciller de manière à maintenir chacun d'eux en contact avec la membrure inférieure, même dans le cas où les platebandes jumelles n'auraient pas été rigoureusement dans un plan horizontal. On était donc assuré que la charge se répartirait également, non pas seulement entre les différents systèmes de deux galets accolés, comme pour le pont de la Tardes, mais encore entre les deux galets de chaque paire,
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2"* On peut à la rigueur renforcer temporairement la platebande inférieure de- la poutre^ en intercalant dans une maille de la triangulation des pièces provisoires en bois ou en fer constituant avec cette platebande une sorte de poutre Fink,
entre deux points d'attache successifs de l'âme Cette disposition pourrait permettre de consolider la poutre pendant le lancement et d'éviter un accident, dans le cas où l'appareil de support à galets ne remplirait pas les con- Fig. 92. ditions voulues, et où l'on ne serait pas en
mesure de le remplacer ou de le modifier en temps utile (fig. 92).
E/fets du vent. — Au point de vue de la résistance au vent, un pont formé de deux poutres verticales doit être regardé comme se composant de deux poutres horizontales, ayant pour membrures l'une les deux platebandes supérieures et l'autre les deux platebandes inférieures, dont la triangulation serait constituée par les pièces de contreventement. On établirait l'épure de stabilité de L'ouvrage ainsi défini comme pour la charge et la surcharge.
Soit S la pression totale par mètre courant exercée par le vent sur une poutre ; on sait la calculer (Tome I des Ponts Mêlai '* liques^ page 70). Le moment et l'effort tranchant développé dans la section d'appui d'une travée normale d'ouverture L sont représentés comme il suit :
Pendant le lancement, si l'on suppose que le vent soit continu et régulier, le moment et l'effort tranchant développés sur la section d'appui seraient respectivement :
X' = — 0,5 SX^ et y = SX.
Au moment où la travée va atteindre son second appui, X=/: V est le double de V et X' six fois plus grand que X.
Mais si l'on suppose que le vent agisse par rafales, en faisant osciller horizontalement l'avant-bec du pont, les valeurs de X' et de V se trouveront doublées par suite de Paction dynamique exercée sur l'ouvrage : on devra donc, pendant le lance^
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iiiûiil, compter sur un ciïurl iranchâiil quadruple do celui qu'aurait à supporter la poutre mise eu place, et sur un moment de flexion douze fois plus grand.
£n général les sections des platebandes, calculées pour résister à la charge et à la surcharge, sont suffisantes pour que le travail à la flexion dû au vent ne soit pas excessif. Mais il peut arriver que les pièces de contrevenlement soient trop faibles et qu'elles se rompent sous Faction d'un effort tranchant quatre fois supérieur à celui qui a servi de base au calcul de leurs dimensions : cet accident a pour résultat un voilement ou un déversement de la poutre exposée au vent, ce qui entraîne la culbute de Touvrage.
D'autre part, la pression horizontale exercée par le veut doit être transmise à la pile par les galets de support : si elle est supérieure au frottement de la poutre exercé, en vertu de son poids, sur ces galets, l'ouvrage peut glisser sur l'appui et être chassé dans le vide. C'est, parait-il, de cette façon que le pont sur la Tardes aurait péri, lors de son premier lancement (Génie civil, 9 août 1884).
Enfin, si le momenl, par rapport à l'horizontale des appuis de la poutre, de l'effort total du vent S/, appliqué k peu près au milieu de l'élévation rectangulaire du pont, est presquégal au moment de résistance du poids du pont par rapport à Taxe longitudinal jj'une platebande, l'ouvrage peut tourner autour d'une de ses arêtes et se renverser, alors même que les pièces de conlreventcment résisteraient.
L'exemple du pont de la Tardes prouve que de pareilles craintes ne sont pas chimériques lorsqu'il s'agit d'un ouvrage à très grande portée, devant être établi dans une vallée balayée par les vents. La meilleure précaution à prendre, lorsqu'on a des craintes, est d'installer des haubans horizontaux reliant l'extrémité de l'avant-bec à des ancrages placés au niveau et en dehors du pont, et agissant en sens contraire du vent. On peut empêcher le glissement sur les galets de support en surmontant la pile d'un massif en charpente solidement relié à la maçonnerie, et comportant de part et d'autre du pont des butoirs capables d'arrêter le glissement transversal. En cas de danger, ou n'a qu'à serrer des coins de calage entre les
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plalcbandes et ces butoirs pour relier invariablement la partie métallique à la maçonnerie (voir les dispositions prises pour le pont de la Tardes, Génie civil, 21 janvier 1885). Pour le pont de Cubzac, sur la Dordogne, on avait employé des butoirs métalliques reliés aux piles en fer (Génie civil, 25 juillet 1885). •
yo. Roaleanx de «apports. Anera^es. Poutres en pente. — Calcul des rouleaux. — La charge maximum à faire supportera Tun des rouleaux de dilatation placés entre une pile et une poutre doit être calculée en se basant sur le double produit de la longueur de ce rouleau (mesurée sur une ar(>le) par son rayon de courbure, c'est-à-dire sur Taire de la section diamétrale du cylindre circulaire, qui aurait même rayon de courbure et même longueur que le rouleau. La figure 93 représente différents modèles de rouleaux offrant la même courbure, et par suite susceptibles de supporter les mêmes charges malgré la diversité do leurs formes.
Fig. 03.
Cette règle se justifie (Ponts métalliques, tome I, page 91) par la nécessité d'assurer la conservation des surfaces de roulement, qu'une charge exagérée, calculée en raison de la section horizontale du rouleau avec la limite de travail habituelle R, exposerait à des dégradations. Soit l la longueur d'un rouleau et p son rayon de courbure : le poids -:: à lui faire supporter sera représenté par :
K étant un coefficient numérique dépendant de la résistance et de l'élasticité du métal.
Soient R la limite pratique de résistance à la compression, C la limite d'élasticité, E le coefficient d'élasticité de ce métal.
Nous proposerons do déterminer le coefficient K par la re* lation :
K"BV/|.
qui donne les résultats suivants :
Travail en kiloft. par inillimHre carrd
Fer (R= 6XiO', C=15x10S E=18xiO») 0,20 Acier (R=10xlO', C=25xl0», E=18x!0") 0,40 Fonte (R= 6x10% C=20xl0«, E= 9xl0») 0,30
D'après M. Morandiëro (Traité de la construction des ponts,
page 907), les Ingénieurs américains admettent pour K une
90.000 valeur variable représentée par /— . Nous ne voyons pas bien
comment cette pratique peut être justifiée. Elle fournit des résultats trop forts lorsque p est petit et beaucoup trop faibles lorsque p est grand : il paraît en résulter que les Ingénieurs américains ne s'écartent guère de la valeur 2p= 0,10, pour laquelle leur fornmle donne un résultat peu différent de ceux inscrits plus haut, et par suite assez rationnel. Ils ont toutefois une tendance à exagérer dans leurs grands ponts la charge supportée par les rouleaux, et il faut admettre que ceux-ci sont en acier de qualité supérieure.
Voici quelques renseignements relatifs à des ouvrages existants :
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OUVERTURES
Pour les galets de lancement des ponts, qui n'ont à faire qu'un service ieaiporaire,onpeut augmenter sans inconvénient sérieux la valeur de K^sans avoir à craindre la dégradation des surfaces de roulement.
A la mise en place du pont de la Tardes, M. Eiffel parait avoir adopte^ pour ses galets la limite K = 0,80 X lO*.
L'emploi du fer n est pas à recommander pour les rouleaux de friction.
Par suite de l'irrégularité des surfaces de contact, il peut arriver qu'un rouleau ne porte pas exactement sur toute son arête inférieure et soit soumis à des efforts de flexion, A ce point de vue, comme h celui de la résistance aux chocs, l'acier est très supérieur à la fonte et lui est en conséquence préféré pour les ouvrages importants.
Ancrage des poutres. — • Une poutre à travées solidaires repose sur ses piles et culées par Tintermédiaire d'appareils do dilatation à rouleaux, qui lui permettent de s'allonger et de se raccourcir librement sous l'action de la température. Mais, pour empêcher un mouvement général de translation de l'ouvrage, il est nécessaire de supprimer les rouleaux sur un seul appui : la section transversale correspondante reste invariable et sert d'origine aux déplacements produits par la température.
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Il convient autant que possible de placei Tappareil fixe sur une pile voisine du milieu du pont :
1^ Pour réduire au minimum le mouvement de la poutre sur la culée ]apluséIoign(^'e de cet appareil; en dc^signant par \ la distance de l'appui fixe à la culée, l'amplitude totale du déplacement ne peut, dans nos climats, dépasser 0,0008 >, ce qui correspond à un écart de température de 70®.
2^ Pour augmenter la résistance de Tappui due au simple frottement de la poutre sur la plaque fixée à la pile, qui peut être évaluée au quart du poids minimum transmis à Tappui. Il est toujours aisé d'évaluer cette résistance ; dans le cas d*une poutre symétrique et d une pile centrale placée entre deux travées normales, elle serait représentée par : 0.25 L. (p — 0,iSp').
Sur une culée, elle se réduirait à 0.2S ^ .
3^ Pour diminuer la résistance totale au roulement du pont sur ses rouleaux de friction, qui tend à arracher la poutre de son appui fixe, lorsque la température se modifie. Il est évident que les actions exercées par les deux parties de l'ouvrage, de part et d'autre de l'appui fixe, sont dirigées en sens inverse, et se neutralisent exactement lorsque l'appui fixe est placé au milieu de la longueur totale.
Il peut paraître utile de vérifier si les actions qui tendent à produire le déplacement longitudinal de la poutre surpassent la résistance due au frottement de celle-ci sur son appui fixe, dont nous avons déjà donné Texpression. Dans le cas de l'affirmative, on serait obligé d'ancrer la poutre sur cet appui ; on réaliserait cette disposition en solidarisant la plaque fixée à la poutre et la plaque fixée à la pile à Taide de coins engagés dans des rainures opposées, de saillies formant butoirs ou de boulons. Il y aurait lieu, en outre, de relier solidement la plaque inférieure aux maçonneries ou aux montants métalliques de la pile pour assurer sa fixité.
Nous indiquerons donc sommairement les moyens de calculer les efforts que la poutre peut exercer sur son appui fixe :
1*" Frottement de roulement sur les appareils de dilatation. Soient P le poids de la partie de la poutre située d'un côté de l'appui fixe et o le rayon de courbure de la surface de contact
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(lu rouleau. Le flottement de roulomonl est assez exactement représenté par la relation :
iOOo/04- 02
Avec des surfaces de contact irrégiilières, corrodées ou rouillées, cet effort peut être augmenté.
2^ Influence de la d(?clivité du pont. — Supposons que la
partie de la poutre dont nous avons désigné le poids par P présente une inclinaison sur Thorizon taie représen* tée par Tangle i ; la réaction exercée sur l'appui fixe, lors d'un chan- Fie. &L gement de température, sera augmon*
tée do P sin /.
Il arrive parfois, surtout pour les ponts-roules, que le profil en long de l'ouvrage présente la forme d'un chevron ou d'une courbe parabolique tournant sa convexité vers le haut et ayant son point le plus élevé à peu près au milieu de la longueur ; on ne peut se dispenser de placer l'appui fixe dans le voisinage de ce point, et on neutralise ainsi les actions ducs aux déclivités des deux parties de Touvrage, qui sont de sens contraires et se compensent au moins partiellement. Lorsque la déclivité de l'ouvrage se continue d'une culée ù l'autre sans changer de sens, il est évident que la réaction exercée sur Tappui fixe
est égale à -: — . ,P étant le poids total du pont, quel que soit
remplacement choisi pour cet appui. Dans ce cas, si la pente est forte,on peut t>!re conduit ti placer l'appui fixe sur Tune des culées, qui, offrant une masse plus considérable qu'une pile, sera plus apte à résister aux forces dues à la déclivité. Il conviendra de choisir la culée placée au pied de la rampe, qui aura à résistera une poussée et non pas à une traction, comme il arriverait pour la culée la plus élevée. On sait qu'il ne faut pas exposer les maçonneries à subir des efforts d'extension et que, pour les ponts suspendus, il est nécessaire de recourir à des dispositions particulières assez coûteuses, qu'il y a lieu d'éviter dans le ras présent.
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3^ Réaction exercée par les freins de la surcharge roulante. — Lorsqu'un ponl-rail est placé à Textrémité d'une station ou d^Cns une forte pente, on doit prévoir que les trains le parcourcront dans un sons avec les freins serrés.
Soit :: le poids des vc^hicules munis de freins. Nous évaluerons à 0,15 Tz la réaction longitudinale exercée de ce chef sur le pont. Elle peut être considérable comparativement au poids de Touvrage. Il n'est pas rare de voir des ponts métalliques, de dimensions moyennes, présenter à ce point de vue une stabilité insuffisante, ce qui est mis en évidence parle descellement des plaques d*appui fixes et la dislocation des maçonneries voisines, qui se lézardent et se fissurent avec destruction des joints. Il peut paraître utile de prendre à cet égard des précautions spéciales pour transmettre la réaction à un massif important de maçonnerie formant un tout bien solidaire, et non pas seulement à des sommiers en pierre de taille dont la liaison avec les assises inférieures ne serait assurée que par le mortier.
Ce cas se présente assez fréquemment en pratique.
Poutres en pente. — Nous avons admis jusqu'à présent, dans l'étude des poutres continues, que la fibre moyenne de l'ouvrage considéré était sensiblement horizontale. Si l'on avait à établir un ouvrage présentant sur l'horizontale une inclinaison notable, la marche des calculs devrait être légèrement modifiée. La poutre serait considérée comme un solide travaillant à la fois d'une part à la flexion, et d'autre part à l'extension ou à la compression. Le calcul des moments et des efforts tranchants s'effectuerait suivant la méthode habituelle, en remplaçant les charges et surcharges par mëtre courant p et p' par leurs composantes normales h la fibre moyenne p cos i et p^ cos t.
Les composantes p sin i et p' sin t, parallèles à la fibre moyenne, exercent sur la poutre un effort de compression, allant en croissant de la culée la plus élevée à la culée la plus basse, si celle-ci constitue l'appui fixe, ou bien un effort de traction, croissant en sens inverse, si l'appareil fixe est placé sur la culée la plus haute.
On n'a pas en général à tenir compte de cette circonstance
pour les ponts-rails, où i ne dépasse guère 3** (Tg i = 0,052, cos i = 0,99863, sin i = 0,05234), ni pour les ponls-roules, où i ne dépasse guère 6° (Tg i = 0,105, tos i = 0,9945, sin i = 0,1045).
Toutefois, pour les chemins de fer à crémaillère, où i peut atteindre 2T (Tg i = 0,509, cos i = 0,891, sin i = 0,454), et pour les arbalétriers des fermes de toit, où i peut atleindrc 40^ (Tg i = 0,839, cos / = 0,769, sin i = 0,643), Finfluonce de la pente n'est plus négligeable. Après avoir calculé la poulre continue comme si tous ses appuis étaient de niveau, en admettant les valeurs p cos i et/?' cos i pour la charge et la surcharge, on renforcera les pialebandes des tôles nécessaires pour résister aux efforts de traction ou de compression correspondant aux charges p sin i eip' sin i dirigées suivant la libre moyenne : on appliquera à cet égard les règles relatives aux piles métalliques des ponts.
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POUTRES CONTINUES A SECTION VARIABLE
PRINCIPES DE LA MÉTHODE. — FORMULES FONDAMENTALES
7t. GénéralIléH. — Dans les chapitres qui précèdent, nous avons exposé une méthode pour calculer une poutre continue d section comtante^ et nous avons énoncé des formules rigoureusement exactes, si Ton admet comme tels les princi^ pes fondamentaux de la résistance des matériaux.
Nous avons d'autre part, à la fin du chapitre II, fait voir comment, les calculs une fois terminés, on se base sur leurs indications pour établir une poutre de hauteur constante dont les sections transversales (platebandes et âme) varient en raison des grandeurs des moments de flexion et des efforts tranchants auxquels elles auront à résister.
Cette pratique, universellement admise parles constructeurs, et justifiée par un très légitime motif d'économie, sur lequel il nous parait inutile d'insister, conduirait à admettre qu'il est permis d'arrôter les dimensions d'une poutre à section varia* ble, en a'appuyant sur les résultats obtenus dans Thypothèse de la section constante.
Nous verrons plus loin que cette conclusion, à peu près acceptable dans le cas des poutres de hauteur constante, ne l'est pas toujours pour les poutres de hauteur variable* Il peut donc paraître utile et même nécessaire, au moins pour les ou^*
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vrages imporlauls, de déterminer après coup rcrrour commise, et de corriger les excès ou les défauts de résistance constatés dans les différentes parties de la poutre, lorsque Ton tient compte de Tinfluence qu'exerce la variabilité de la section sur les courbes des moments flécbissants et des efforts tranchants.
Supposons que Ton ait à calculer les dimensions d'une pou« tre continue, dont le nombre et les ouvertures des travées soient arrêtés en principe.
On évaluera la valeur de la charge permanente d'après les exemples fournis par les ouvrages existants dans des conditions analogues, ou par la formule de la page 215, etFon dressera dans rhypolhèse de la section constante les épures des moments fléchissants et des elTorls tranchants : la hauteur et le moment d^inertie de la poutre ne figurent pas, ainsi qu'on Ta vu, dans les formules à employer et peuvent donc être laisses dans Tindétermination.
Cela fait, si Ton se propose d'établir une poutre de hauteur constante, on calculera, cette hauteur étant arrêtée, les épaisseurs à attribuer aux platebandes, et on déterminera, pour un certain nombre de sections, les valeurs du moment d'inertie I : ces calculs s'effectueront sans difficulté à l'aide des formules énoncées dans Tarticle 66 du chapitre II. Il sera d'ailleurs inutile h ce moment d'établir les dimensions des éléments de la triangulation, puisqu'elles nMnfluent pas sur la valeur de I, seul renseignement dont on ait besoin pour l'instant.
Si l'ouvrage à exécuter est une poutre de hauteur variable, dont on arrêtera le profil en long d'après les indications del'épure relative à la section constante, on devra recourir, pour le calcul des épaisseurs des platebandes et du moment d'inertie I, à des formules nouvelles que nous donnerons au chapitre IV. Pour ne pas compliquer et allonger inutilement notre étude, nous n'énoncerons pas ici ces formules. Nous nous bornerons à dire que, l'épure relative à la section constante étant dressée, et le profil en long de la poutre arrêté, il est facile de calculer I pour une série de sections verticales de l'ouvrage, à l'aide des relations qui figurent au chapitre lY. Il n'y a plus dès lors à se préoccuper de la variation de hauteur de Ja poutre, le tracé de
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répure relative à la section nouvelle s'offocluanl suivant les mêmes principes et àTaide des mêmes équations, que h soit constant ou variable.
Cette méthode suppose expressément et uniquement que Ton connaît approximalivement, kn un point quelconque de la poutre, la valeur de I : A n'entre pas dans les formules à appliquer.
Il s'agit maintenant de vérifier a posteriori qu'une poutre, dont les dimensions sont arrêtées provisoirement, et dont on connaît exactement la charge et la surcharge, satisfait bien à la condition essentielle que le travail ma:cimum du métal, tant à la compression qu'à Texlension, atteigne en tous les points, sans les dépasser, les limites pratiques de travail admises. Si celle condition est remplie, il n'y a rien à changer aux dispositions adoptées ; si le métal est trop fatigué en certains points, et pas assez dans d'autres, il conviendra de renforcer les parties faibles, et de réduire les parlies trop fortes de manière à assurer de la façon la plus économique la stabilité du pont, par une meilleure répartition de la matière.
On pourrait se demander si ce remaniement de la poutre ne rendra pas encore inexacts les résultats des calculs relatifs à la section variable, qui ne s'appliquent réellement qu'à la poutre provisoire et non à la poutre définitive. A la rigueur il serait possible de recommencer encore une troisième fois les calculs, en considérant la poutre retouchée, mais ce travail serait toujours inutile : la seconde poutre, si l'on a opéré judicieusement (art. 87 et 97), ne différera jamais, en effet, de la première que dans une mesure trop faible pour qu'il en résulte des changements appréciables dans les courbes des moments fléchissants et des efforts tranchants. Si l'on se place au point de vue pratique, d'après lequel une erreur de quelques centièmes de kilogramme dans le travail par millimètre carré d'une tôle ou d'une barre ne saurait valoir la peine d'être reconnue et corrigée, une nouvelle étude de la poutre semblera inutile, et nous admettons qu'on pourra s'en dispenser.
Soit donc une poutre à section variable, dont on connaît le
nombre et les ouvertures des travées successives, ainsi que le
moment d'inertie I en un point quelconque (ce renseignement
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sera fourni par une épure ou un dessin provisoire deTouvrage établi d'après les résultats des calculs faits à Taide de la méthode du chapitre I, ou de celle du chapitre II s'il s'agit d'une poutre symétrique), la charge permanente p par mètre courant, fournieégalement parle calcul du poids exact des divers éléments do la poutre* provisoire,et la surcharge d épreuve jt>' par mètre courant.
Nous allons chercher les courbes exactes des moments fléchissants et des efforts tranchants en tenant compte de la variabilité de la section, sans avoir à nous préoccuper delà loi suivant laquelle peut varier la hauteur de la poutre.
1f9« Formules générale» relatives à une travée eon« sidérée lAolément. — Soit i, 2 une travée quelconque de
poutre continue à section variable, dont nous désignerons
l'ouverture par /. Nous ne formulerons aucune hypothèse sur
la loi de variabilité de la section transversale, ni sur le mode
de répartition de la charge : nous supposerons seulement que
ce sont des données du problème.
Soient Xi et X^ les moments fléchissants, d'ailleurs inconnus, produits sur les appuis de celte travée.
Nous avons vu à l'art. 1 du chapitre I que le moment fléchissant X, correspondant à un point de la travée dont Tabscisse est x^ a pour expression analytique :
(1) X = X, +(X,-X,rJ + /'(.r).
f(x) est une fonction qui ne dépend que de l'ouverture / et de
la charge, et qui est par conséquent
; / ^ connue, puisqu'elle résulte des don-
y >—'"-"*[H \t^ nées du problème. Lorsqu'on attri-
* huera à x une valeur quelconque,
Pig. 95. comprise entre o et /, on pourra tou-
jours calculer la valeur correspondante de f{x) (voir article 1, page 9).
f{x) représente le moment fléchissant qui serait développé dans une poutre à une travée, simplement appuyée à ses extrémités, ayant même ouverture /que la travée considérée et sup*
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portant identiquement la même charge. Si ia travée 1,2 ne supporte aucune charge^ f(x) se réduit à o« Si la charge est uniformément répartie sur toute la portée, on a :
f(x) =-px{l—x).
Ne voulant rien spécifier sur le mode de répartition de la charge, nous laisserons ce terme sous sa forme générale f{x). Nous remarquerons seulement que cette fonction s'annule aux extrémités 1 et 2 de la travée :
/(o) = oct/l[/) = o.
Choisissons arbitrairement un point N de la travée, dont nous désignerons Tabscisse par ti. L'équation (1), appliquée & ce point, nous donnera :
(2) X, = X, + (X, - XO '^ + f{u).
Nous pourrons éliminer soit Xj, soit Xi, entre les relations (1) et (2), ce qui nous donnera deux expressions différentes du moment fléchissant X :
Considérons maintenant l'équation fondamentale de la résis^ tance des matériaux :
Elf! = X.
qui peut se mettre sous la forme :
dr» El'
BU est le produit du moment d'inertie de la poutre par le coefficient d^élasticité du métal : c'est une fonction de a?, dont la valeur est supposée connue pour chaque point de la travée»
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Intégrons deux fois celle équalioii, comme nous l*avonsfail à l'arlicle 2 du chapitre I, lorsqu'il s'agissait des poutres à section constante. Dans le cas présent nous devrons laisser
sous le signe / la variable El, mais à cela près nous ne chan-
gérons absolument rien au calcul cl nous conserverons les mêmes notations :
Appliquons cette dernière relation à rexlrémité 2 de la tra- -vée, pour laquelle on a x = / :
Nous pourrons encore établir une formule symétrique de celle-ci, en permutant les indices 1 et 2, remplaçant — Oj/ par + Oj/, et substituant xivl — x (voir page 46) :
(fi) yi — y. + o, /= 1 —dx.
Remplaçons X dans Téqualion (5) par son expression analytique fournie par la relation (3), et dans l'équation (6) par son expression analytique fournie par la relation (4) :
- — ux.
Jo El
- dx;
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Xous nous servirons de ces dernières formules dans Téludo des poulres à section variable.
9S. Théorème des trois momeuts* — Considérons deuK travées consécutives 1,2 et 2,3 d'une poutre à section variable. Nous distinguerons les abscisses et les moments relatifs à la se* conde en accentuant les lettres qui les représentent.
il iN_^ H i
Fig. !1C.
Appliquons l'cqualion (8) do i'aiiicloprwédcnl à la pivmièro Iravce, et l'équation (7) à la seconde, on remarquant qu'en vertu de la continuité de la poutre les moments fléchissants X. cl X'., les déplacements angulaires 0, et b't et les déplacements verticaux yi et y',, relatifs à l'appui commun 2, sont respectivement les mêmes pour l'une et l'autre travée. Les abscisses M et «' se rapportent aux points N et N' choisis arbitrairement sur chacune des deux travées.
Eliminons fj, entre ces deux relations :
-U(i-n)J, Kl /'«'X El J
L Vu' \X Kl Kh K' 'A VA '■ '
Cette équation fondamentale constilue, dans sa forme la
plus générale, la formule des trois moments, appliquée à deux travées consécutives d'une poutre à section variable.
En effet, toutes les intégrales définies peuvent se calculer, soit directement si leur dérivée est une fonction rationnelle de Xy soit par quadrature, puisque les lettres qui figurent sous les signes I ne représentent que dos constantes, ou des variables
dépendantes de x, toutes connues : les abscisses u et u' qui ont été choisies arbitrairement, les ouvertures l et Z' des travées, le produit El qui résulte pour chaque section de l'élasticité du métal & employer et des dimensions de la poutre, enfin les fonctions f{x) et f\x') qui dépendent chacune de la charge supportée par la travée à laquelle elle se rapporte.
Connaissant les déplacements verticaux t/i, y*, y^ subis au droit des appuis par la fibre moyenne déformée, ainsi que deux des moments \u, X, et X V, on pourra toujours, à Faide de cette formule, calculer le troisième.
Les abscisses n et ti peuvent Aire choisies à volonté. Rien ne nous empêche donc de poser?/ = o et u = /', ce qui revient à transporter le point N sur l'appui 1 , et le point N' sur Tappui 3. Dans ces conditions, comme f(p) = o el que f{t)= o, nous obtiendrons une équation correspondant, pour les poutres à section variable, à la formule des trois moments donnée à Tart, 10 (page 46) pour les poutres & section constante :
\*l j ». ^, T j,y -T ^ j, 1^ PI -r ^i^j^ g|
r l Kl '
Pour retrouver Téquation (3) de Tarticle 10, relative à une poutre à section constante, il suffirait de chasser le terme constant El des dénominateurs où il figure, et d'effectuer les intégrations.
Dans le cas présent, El étant une variable qui n'est généralement pas représentée par une fonction algébrique de x, il ne
CH. m. — POUTRES CONTINUES A SECTION VARIABLE. 263
pourra être question de calculer les intégrales sous une forme générale, et il faudra en évaluer approximativement les valeurs nomériques par une méthode de quadrature, dont nous parlerons plus loin.
Nous pouvons encore ici, comme nous Tavons fait à l'article 11 pour les poutres à section constante, séparer les effets dus à la charge des effets dus à la dénivellation des appuis, en scindant la formule (4) en deux équations distinctes dont lune comprendra les termes en yi, y»^ y^ et l'autre les termes enf(x) et f{x\
Moments dus à la dénivellation des appuis : Moments dits à la charge :
Les moments totaux dus à celte double cause seront fournis par les relations :
Xi=Mt+N,, X. = M, + N,, Xa^Ma + Na.
DaprL»s la règle posée à Tart. 11, nous conviendrons d'étudier séparément les effets dus à la charge, au moyen de la formule (6), et les effets dus à la dénivellation des appuis, à l'aide delà formule (5).
Dans la pratique, on suppose toujours, dans la recherche des moments et des efforts tranchants développés sur les appuis d'une poutre continue, que les travées ou sont complètement déchargées, ou supportent une charge uniforme répartie sur toute leur longueur. La fonction / (.r) se réduirait à 0 dans le
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prcmior cas, et serait -pj:(/— a;) dans le second. De même /'(.r)
serait ou 0, ou ^p'x (J — x),
Nous verrons plus loin (art. 88) que le calcul de l'ouvrage peut encore s'effectuer, mais avec un peu plus de complication, lorsque la charge n'est pas suppos(?e uniforme.
94. Théorème des deux moiuenls. — Nous jugeons ulile de démontrer ici, bien que nous ne devions pas nous en servir dans notre étude des poutres continues par la méthode algébrique, un théorème des plus importants, tant par l'intérêt qu'il offre au point de vue purement théorique, que par l'utilité qu'il présente dans l'étude des poutres continues parla statique graphique. Nous voulons parler du théorème desrfew.r moments dû à M. Maurice Lévy,
Reprenons la formule générale (3) de l'article précédent :
(3) T-y»U+F'j + 7==lT(rr^Ji -li-^'^
Les points N et N' de la figure peuvent être choisis arbitrairement : au lieu do les prendre au hasard, donnons-nous seulement t/, et déterminons u' par la condition d'annuler le coefficient de Xj dans l'équation qui précède.
L abscisse du point N', correspondmit au point N pris arbitrairement sur la première travée, sera fournie par la condition :
[l-u)X El "^'^l'u-X El a^-^,
qui peut s'écrire
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Les intégrales définies peuvent toutes se calculer soit par intégration directe, soit par quadrature : rien ne s'oppose par conséquent à ce que Ton calcule tt\ connaissant ?/.
L'équation (3), dont le terme en Xj disparaît, devient :
Cette formule permel, connaissant les déplacements verticaux yi, y* et t/^y ainsi que l'un des deux moments Xu et XV? de calculer Tautre.
C'est Téqualion des rletfx momeiifs,
US. Béfinltion et prapriéléfi den poiutA eorreApondaiils. — Les points N etN', situés sur deux travées consdcutives dont les abscisses u et u' satisfont à Téquation (4), sont dits points correspondants. On voit qu'à un point quelconque d'une travée correspond \.o\x\o\ïv^ un point et un seul (l'équation (4) étant du premier degré en u et en ii) de la travée suivante : il est indépendant de la charge de la poutre. Connaissant le mo* ment relatif à Tun d'eux, on pourra, à Taide des équations 4 et 5 de l'article précédent, calculer Tabscisse «' de son correspondant N', et le moment XV relatif à ce point. On dc^termînera de même le correspondant de N' dans la travée qui suit Tappui 3, et le moment fléchissant en ce point, et ainsi de suite.
Un point quelconque d'une travée a donc un correspondant et un seul dans chacune des autres, et en procédant de proche en proche, d'une travée à la suivante, si Ton connaît la valeur du moment relatif à Tun des points de la série, on pourra calculer les moments relatifs à tous les autres.
Remarquons que cer\ains de ces points peuvent (Hre virtuels^ si la valeur de leur abscisse^ calculée avec réquation(4), estnégative ou supérieure à l'ouverture : algébriquement, cela ne change rien à la marche des calculs, et géométriquement le ré-
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sullat doit être interprété on co sens que la valeur de X'" obtenue correspond à un point de la courbe des moments situé en dehors des limites de la travée, constituées parles verticales de ses points d'appui.
Remarquons encore que, si les deux travées considérées i, 2 et 2, 3 ne supportent aucune charge (f^x) = 0 et f{x) = 0), si les appuis sont fixes (i/i = y^ = y,^ = 0), et si le moment fléchissant Xu est nul en N, il en sera de même du moment XV relatif à son correspondant N'.
7e. Dénnition et propriétés des fojers. — Considérons la série des points correspondants qui comprend l'extrémité antérieure de la première travée de rive : on déterminera successivement leurs abscisses, en posant m = 0 pour la première travée, calculant Tabscisse du point correspondant de la seconde, puis celle du point de la troisième, etc., jusqu'à la dernière travée.
L'extrémité antérieure de la première travée de rive étant simplement appuyée, le moment fléchissant qui lui correspond est toujours nul, quelles que soient les dimensions et la charge de la poutre continue ; il est donc connu, ce qui permet de calculer les moments relatifs à tous les autres points.
La série des points correspondants, qui comprend Textrémité antérieure de la poutre, est dite série des premiers foyers ou des foyers de gauche de l'ouvrage : ces points jouissent en efl'et, pour la poutre à section variable, des propriétés déjà signalées au chapitre I pour les poutres à section constante.
On voit immédiatement que, si les m premières travées de la poutre ne supportent aucune charge, le moment sur le premier appui étant nul, les moments sur les points correspondants des m — 1 travées suivantes non chargées seront également nuls, en vertu d'une remarque faite à l'article précédent. La ligne brisée représentative des moments passera donc par tous ces points, et aura ses sommets sur les verticales des appuis. C'est, on le sait, la propriété caractéristique des premiers foyers (page 61).
Considérons maintenant la série des points correspondants qui comprend l'extrémité opposée de la poutre. Pour en cal-
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ouler les abscisses, il suffira de faire ti = /' dans la dernière travée, et Téquation (i) permettra de calculer Tabscisse u du point correspondant dans Tavant-dernifere travée ; on continuera en passant de chaque travée à la précédente, jusqu'à la première. Cette série de points est dite la série des seconds foyers ou des foyers de droite de la poutre. Elle jouit des propriétés signalées au chapitre I pour les seconds foyers des poutres à section constante : si les m dernières travées de la poutre ne supportent aucune charge, la ligne brisée des moments passe par les seconds foyers de ces m travées.
Il résulte des considérations qui précèdent :
{^ Que, par la résolution de n — 1 équations du premier dogré successives, ou à une seule inconnue chacune, on peut trouver le système des premiers foyers delà poutre, qui comprend son extrémité de gauche; que, par la r(^sofution de n — 4 autres équations du premier degré successives, on peut également trouver le système des seconds foyers, qui comprend Texlrémité de droite.
La position d*un foyer quelconque ne dépend que des dimensions de la poutre et des ouvertures des travées.
Elle est indépendante do la dénivellation des appuis et do la charge.
2* Pour une charge donnée quelconque, on peut, par la n^solution do n — 1 équations du 1" degré successives, ou à une inconnue chacune, trouver les moments développés dans les sections transversales qui correspondent aux premiers foyers ; en résolvant dans les mAmes conditions w — l autres équations du 1*' degré à une inconnue, on obtiendra les moments relatifs aux seconds foyers.
3** Connaissant, pour une travée quelconque, les moments relatifs à ses deux foyers, on peut toujours tracer la courbe des moments fléchissants de cette travée : c'est le polygone funiculaire, relatif h la charge supportée par celte travée, qui passe par les deux points connus.
4* Lorsque la charge considérée est appliquée sur une seule travée de la poutre, les autres étant déchargées, on peut, à Taîde de deux équations du 1" degré à une inconnue chacune, trouver les valeurs des moments relatifs aux fovers de la tra-
âG8
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voe chargée, et tracer la courbe des moments pour cette travée : on la prolongera sans difficuUd sur les travées situées à gauche en traçant une ligne brisée passant par les premiers foyers et ayant ses sommets sur les verticales des appuis; pour les travées situées à droite, on aura une ligne brisée passant par les seconds foyers.
9V. Prineipe de la méthode graphique pour l'étude de» poutres à «eetion variable. — Lorsqu'on se base snr le théorème des deux moments pour faire Tétude d'une poulre à section variable, on n'a jamais à considérer, qu'il s'agisse de calculer l'abscisse ou le moment relatif à l'un des systèmes de foyers, que des équations à une seule inconnue^ susceptibles d'une interprétation géométrique simple, et qui peuvent par conséquent elre résolues par des constructions graphiques.
On suivra donc la marche suivante : !<> on tracera le polygone funiculaire (dont nous avons représenté l'équation par y =f[x) ) des moments dus à la charge propre de chaque travée, considérée isolément et simplement appuyée à ses deux extrémités : ce polygone devient une courbe funiculaire (fig. 97) si la charge est continue, et une parabole à axe vertical si la charge est uniforme ; 2** on déterminera graphiquement les positions des deux foyers sur chaque travée ; 3** on obtiendra de même la longueur représentative, en grandeur et signe, du moment développé en chacun des foyers de la travée par la charge permanente ou par la surcharge complète d'une seule travée, et Ton déterminera, parla simple addition de ces longueurs choisies convenablement, le moment total produit par une des dispositions de surcharge qu'il y a lieu de considérer {page 85) ; 4<> on tracera la courbe des moments relative à chaque disposition de surcharge étudiée, comme il suit : si la travée est supposée déchargée, la courbe en question se réduit à une droite passant par les extrémités des ordonnées menées par les foyers
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cl roprésenlanl, en grandeurs et signes, les moments calculés pour CCS foyers. Si la travée est supposée chargée (fig. 97), la ligue m — 1 Sm étant la courbe funiculaire y=f{x) précédemment tracée, on portera à partir des points a et c de rencontre de cette courbe et des verticales des foyers, et au-dessous de la courbe, les ordonnées représentatives, en grandeurs et signes, des moments relatifs à chaque foyer. Dans la ligure 97, nous avons admis que le moment en F' était représenté par +ab, elle moment en F" par — cd. Menons la droite bd. Le moment développé en un point quelconque N sera représenté en grandeur et signe par la portion de verticale n n comprise entre la courbe m — 1 Sw et la droite bd : on voit, par exemple, que le moment est positif en N (+ nn') et négatif en R {—rr').
Nous nous bornerons à cette indication du principe de la méthode géométrique, et nous renverrons au traité de Statique graphique de M. Maurice Lévy (11° partie), où la question est développée dans tous ses détails et dans toutes ses applications, le lecteur désireux de recourir, pour l'élude des ponts, aux procédés graphiques.
C'est d'ailleurs k cet ouvrage que nous avons emprunté textuellement, à part quelques changements de notation, les articles 72, 73, 7i, 75, 76 et 77 qui précèdent.
78. Méthode alg^ébrlque pour l'étude dem poutres m seetion Yuriable. — Si Ton veut recourir au calcul pour Tétude d'une poutre à section variable, on peut s'appuyer soit sur le théorème des deux moments, soit sur celui des Irois moments. La première méthode, qui comporte la résolution d'équations du 1" degré à une seule inconnue, a été exposée plus haut. Elle est développée dans le traité de statique graphique de M. Maurice Lévy et nous nous dispenserons de la reproduire en détail.
Nous nous bornerons à indiquer les formes simples que prennent les deux équations fondamentales (4) et (S) de l'arlicle 74, lorsqu'on suppose constante la section de lu poutre.
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La première, qui sert à déterminer les positions des foyers, devient :
La seconfle, qui permet de calculer les moments relatifs à chaque série de foyers, devient :
-[X„-/(M)] j£; + [XV- A«'0]^T = -7 TyI*) ^
- \, / (f-A r {^') dx' + El Yi - y. (■ + p) + f\ •
La seconde méthode de calcul, basée sur le théorème des trois moments, est moins élégante que la première, en ce qu'elle exige pour le calcul des moments sur les appuis de la poulre la résolution de n — 1 équations simultanées (et non plus successives) à n — 1 inconnues. Dans ces conditions, l'emploi des procédés graphiques n'est guère pratique, ou du moins comporterait une complication et une obscurité que ne présente pas la première méthode, infiniment préférable à tous égards. Mais à l'aide d'un artifice des plus simples, déjà indiqué pour les poutres à section constante (art. 14 et suivants), on peut rendre l'emploi de cette méthode, au point de vue algébrique, aussi facile que celui de la précédente. Elle présente d'autre part certains avantages. Le nombre des moments à calculer est moindre de moitié (n — 1 appuis au lieu de 2 n — 2 foyers). Pour établir les équations des moments et des efforts tranchants, il est plus commode de faire usage des moments sur les appuis que des moments sur les foyers. Enfin, même avec la méthode basée sur le théorème des deux moments, il parait nécessaire de déterminer après coup,comme résultats intéressants du calcul, les moments sur les appuis, fournis immédiatement par notre méthode.
Nous allons exposer avec quelque détail la marche à suivre pour l'étude d'une poutre à section variable en partant du théorème des trois moments.
Considérons l'équation (4) de Tarticle 73. Supposons que
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Ton ait déterminé les valeurs numériques do toutes les intégrales définies, ce qui est possible puisqu'elles dépendent uniquement des dimensions de la poutre et de la répartition de la charge, supposées connues à l'avance. En remplaçant ces intégrales par leur valeur, on obtiendra une équation des trois moments absolument semblable à la formule (3) de Tarlicle 10, qui se rapporte aux poutres à section constante : on ne constatera qu'une seule différence, consistant en ce que les coefficients numériques de Xi, Xs et X3 et le terme tout connu ne seront plus les mêmes. A cela près, l'identité sera absolue.
Nous pourrons donc faire exactement le même usage do Féquation relative aux poutres a section variable que de celle qui correspondait à la section constante. Nous jugeons super- Uu de reprendre la série des démonstrations et des raisonnements qui ont permis d'ëlablir la méthode relative aux poutrès à section constante. Nous n'avons à cet égard aucun changement, aucune addition, aucun retranchement à faire au § 3 du chapitre I.
Nous nous bornerons donc à indiquer les procédés pratiques qui permettent d'appliquer à une poutre à section variable la méthode du chapitre 1, sans tomber dans une répétition qui serait sans intéri^t ni utilité.
Nous admettrons tout d'abord, comme nous lavons déjà fait, que la charge supportée par la poutre est toujours assimilable à une charge uniformément répartie couvrant toutes les travées dans le cas de la charge permanente, et limitée dans le cas de la surcharge variable aux zones les plus défavorables pour la section de la poutre que Ton considère.
CALCUL DES MOMENTS FLÉCHISSANTS ET DK3 EFFORTS TRAN- CHANTS PRODUITS PAR LA CHARGE ET LA SURCHARGE VA- RIABLE
t^O. Calcul citô ^uelqaétt intég^rale!» déflaies. — II cou-
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vient d'abord de chercher pour chaque travée do la poutre les valeurs numériques des intégrales définies qui figurent dans Téquation des trois moments (équation 4 de Tart. 73).
Les dimensions de la poutre étant supposées connues à l'avance, il sera toujours possible de relever, soit sur un tableau numérique dressé ad hoc^ soit sur une épure, la valeur du produit El du coefKcient d'élasticité E du métal par le moment d'inertie I, relatif à une section transversale choisie arbitrairement dans une travée quelconque de la poutre. Ainsi que nous l'avons déjà fait à Tarticle 71, nous renverrons, eu ce qui touche les poutres de hauteur variable, au chapitre IV, où sont énoncées les formules qui servent au calcul de I.
En général, on doit admettre rhomogénéitOide la matière qui constitue la poutre, et le facteur E étant alors une constante, on peut se dispenser d'en tenir compte, le remplacer par Tunité dans le produit El, et se borner à relever^ pour la section considérée, la valeur de 1. C*est*ainsi que nous procéderons et nous ferons disparaître la lettre E de nos formules avec cette réserve que, dans le cas hypothétique oii la matière serait hétérogène, on devrait substituer dans les calculs le produit El au facteur I.
Les intégrales définies à calculer, que nous désignerons par des lettres, sont les suivantes:
tj:^^-^'
{ /•' J-»(/-JS)
I n'est pas en général l'epréscnlô par une fonction algébri-
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que de x\ on ne pourra donc pas intégrer directement ces expressions, et il faudra procéder par quadrature.
On marquera sur la fibre moyenne de chaque travée
-- points équidislants (le nombre — étant d'autant plus grand
que Ton désirera plus d'exactitude dans les résultats *), dont
Técartement commun sera éo^al à — , et Ton attribuera à ces
points, en parlant de la gauche, les numéros impairs 1, 3, o...
i — iy le point 1 étant à la distance —r de Tappui de gauche.
Cela fait, on calculera pour un quelconque de ces points,
dont nous désignerons le numéro d'ordre par 2fona^ = YJ»
les cinq expressions suivantes :
Après avoir effectué cette opération pour tous les points, on fera la somme des résultats dé même espèce, et Ton obtiendra de la sorte les valeurs approximatives des intégrales définies :
-JÙ
zy
Lorsqu^il s'agit d'une poutre symétrique^ d'après la définition que nous en avons donnée à la page 157, on peut simpli-
{. Il conviendra que le nombre — soît pair, en vue de faciliter plus tard l'étude de la déibnnation de Touvrage.
fier les calculs en prenant pour un\i6 de longueur Touverture
L d'une travée intermédiaire. On remplacera dans ces for-
mules / par - pour les travées de rive, et par 1 pour les travées
intermédiaires. D'autre part, on aura les relations : T,„ = U«-m-|-i, Sm=Sn_m+t, Vfm~^n-m + u Ce qui réduira do moitié le nombre des intégrales à calculer, puisqu'à partir du milieu de la poutre on retombera sur des nombres déjà obtenus.
90. Calcul de» séries numériques. — Considérons les deux groupes d'équations suivants, où les lettres S, T et U représentent pour chaque travée, distinguée par son numéro d'ordre, les valeurs des intégrales définies calculées précédemment, et w et V les termes des deux séries de nombres que Ton se propose de calculer :
Wl = 1 ,
Ui (T, 4- U,) + w, S, = 0 , WiS, + t^,(T, + U3)H-ti,S8 = 0 ,
l{î/,S8+tl3(T3+U4)+ WvS, = 0 ,
t/,n-ï S|»-.i + W«-i (T«_, + Um) + Wm S« = 0 , Un-i S,^_i + Un-i (T«_i + Un) + t<» Sn = 0 ;
v,(U„ + Tn_0 + ««S,_i = O ,
Vi S«.i + Vi (Un-i + Tn-a) + Vg Snr-n = 0 , 2 ( V, Sn-, + t?8 (Un-, + Tn-3) + V* Sn^8 = 0 ,
t?n— m Sm+ t?n-m4-i (Um + ^m—i) + V»— m-fj Sm-i = 0 ,
t?n-, S, + t\_i (U, + Ti) + Vn Si = 0 .
Ces nombres m et i? joueront le même rôle pour la poutre à section variable que les nombres désignés par les mêmes lettres, dont il a été question au chapitre I, pour les poutres à section constante (art. 14, page 32).
Ils serviront à calculer les nombres (î et y dont on a besoin pour la recherche des moments. Ceux-ci s'obtiennent à l'aide des formules connues :
GH. III. — POUTRES CONTLXUES A SECTION VARIABLE. 275
Wtn—l Vm—i
p»— 1 9 Ym— î — "~ •
«in * Vm
Ils peuvent, d*ailleurs, être calculés directement, si Ton veut se dispenser d'établir les séries u et y, qui, en définitive, ne sont pas employées dans la recherche des moments. On se servira, en ce cas, des groupes d'équations suivants :
ttm— 1 Sm
Pm— 1 = ' =
Pn^l = —
ttjn Tm— l + Uj» — Sm~l jS»»— 2
«II— 1 Sn
Un Tn— 1 + Un— S,v-i j5»_2 '
Pin— 1 Sn— w-t-i
Vm Tu— m-i-l + Uji^-m — Sn-m '/«i— 2 *
_ ©n-i Si
Vn Ti + U, — S, 7n-8
Dans le cas d'une poutre symétrique, les deux séries ^ et y sont identiques : p,„ = y^ , Il suffit d'en calculer une.
9t. Détermination des foyer». — Les abscisses, par rapport à Tappui de gauche m — 1, des foyers F' et F'' de la travée m se détermineront, connaissant la série des nombres ^ et y, à Taide des formules déjà énoncées pour les poutres à section constante.
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Premier foyer F« , ,x',„ ^ /« r^lT" î
Deuxième foyer F m , x\ = ln { 1 — rr^^^^ = ^« rz:^
Ht. Momieiitfi déiretoppén nnr le» appuis d'ano travée chargée, toutes le» autres étant «upposées ue porter
aueune charge. — Considérons la travée m, sollicilée par une charge uniformément réparlie /?/«, les autres travées étant déchargées.
Les moments sur les appuis m — 1 et m^ que nous avons désignés précédemment parles leltresJn,_i et H», seront fournis par les relations suivantes, où W« et Z^ désignent les intégrales définies de Tarticle 70 relatives k la travée m :
j p Zm — M m yn—m
HP W«— Zm ^m— I
'm 4, jii— m j. Q
>>in 1 — pm— 1 Vu—
En résumé, étant bien entendu que les coefficients numériques relatifs h la travée m sont les suivants :
ce qui nous permet de supprimer les indices qui compliquent les formules, les abscisses des foyers et les moments sur les appuis seront fournis parles relations : . .
Premier fover , x = l
Deuxième fover , x' =^l
Moment sur le premier appui , J = — ^ {^B ' Moment sur le second appui , H' = — -r- g* .
83. Courbes représentatives des moiueuts fléeliis« sauts et des efforts traueliants. — Connaissant pour cha*
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que Iravée les valeurs de x , x\S et H, ou opérera pour tracer les courbes des moments fléchissanls et des efforts tranchants, correspondant à la charge permanente et à la surcharge va* riable, exactement comme pour les poutres h section constante.
La marche à suivre est exposée dans l'article 20 du chapitre I, à partir du paragraphe d. Nous n'avons absolument rien à changer ni au libellé des formules énoncées dans cet article, ni à leur mode d'emploi.
Nous jugeons inutile de répéter ce que nous avons dit à ce propos : il n'y a plus à s*occuper ici de la variabilité des sections de la poutre, les calculs étant conduits comme si la sec* lion était constante.
'Dans le cas d'une poutre symétrique, les abscisses des foyers el les moments sur les appuis s'obtiendront immédiatement pour la seconde moitié de la poutre, dès que Ton aura effectué les calculs relatifs à la première, à l'aide des relations qui résultent de la correspondance des travées m et 72 — m + 1 :
Il suffira, d'ailleurs, de tracer Tépure pour la première moi-
■Il 41 I 'I
lié de la poutre jusqu'à Tappui - si n est pair, et — — si n est
impair.
84. Emploi de la stailqae irraphique. — La méthode basée sur le théorème des trois moments est susceptible d'une solution graphique. Après avoir déterminé les valeurs des intégrales définies à l'aide de procédés graphiques, sur lesquels nous n'insisterons pas, il serait facile d'obtenir les nombres p, fournis par des équations successives, au moyen de constructions géométriques. Il en serait de môme des positions des foyers et des moments sur les appuis. Après quoi le tracé des courbes des moments et des efforts tranchants s'effectuerait par la superposition des épures partielles relatives au cas où chacune des travées serait seule chargée, à l'exclusion des antres.
Mais cette manière de procéder est moins claire et plus compliquée que celle de M. Maurice Lévy, basée sur le théorème des deux moments, dont il a été question plus haut.
96. Travée normale. — Nous avons précédemment (page 180) appelé travée normale la travée qui serait précédée et suivie d'un nombre infini de travées égales. Son épure de stabilité est la limite vers laquelle tendent les épures des travées successives d'une poutre symétrique, et dont elles ne diffèrent que très peu dès que le numéro de la travée considérée dépasse six, dans les cas usuels de la pratique. L'étude de cette travée-type peut présenter de l'intérêt, en ce qu elle fournit des indications moyennes sur les conditions de stabilité des diverses travées d'une poutre continue quelconque, lorsqu'il n'existe pas de différences exceptionnelles entre les ouvertures successives.
Pour les poutres à section variable, le tracé de l'épure relative à la travée normale s'effectue avec une grande facilité, les calculs à faire étant notablement simplifiés par l'hypothèse qui consiste à admettre que cette travée est précédée et suivie de travées identiques.
Calcul des intégrales difi>nxes, — Les intégrales à calculer se réduisent à deux:
On a en effet: U=T, ot W=Z = ?S.
Abscisses des foyers.
x'=:l — x^ =r: Y-^ (rouvorlurc / est prise pour imité d'nbscîsse).
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Moments sur les appuis.
Charge permanente : A =
2(1 + 13) 2(l + lS)>
(la quanlilé pP est prise pour unité de moment) ;
Surcharge variable
Ap
Points où le moment fléchissant dû à la charge permanente s'annule. — Ces points coïncident rigoureusement avec les foyers, comme pour les poutres à section constante. On a eu effet:
S«. Exemples namériqaes. — Nous avons appliqué les formules de Tarticle précédent dans six hypothèses différentes, relatives aux travées normales de poutres à section variable choisies. Le tableau numérique suivant contient les principaux résultats obtenus et les figures 98 et 99 représentent les épures de stabilité correspondantes.
DÉSIGNATION
des résultaU
de« ctlculi
NUMÉROS d'ORDRB DIS TBAviBS NORMALBB 1
ar', \ - x" a?!, 1 — Xt
Poutre à section constante. — La colonne 1 du tableau el les courbes i des figures se rapportent à la poutre à section constante (page 183, flg. 65), dont nous avons reproduit Tépure pour fournir un terme de comparaison.
Poutres de hauteur constante. — Nous admettons, suivant rhabilude, que le travail maximum à la flexion doit atteindre en toutes les sections de l'ouvrage une valeur constante convenue, limite pratique R relative au métal à employer. Soit M la valeur absolue du moment de flexion limite pour une section déterminée (M = — (X+X') ou M = Xh-X''). La poutre satisfait
M/i k la condition représentée par la relation : *-T = const.Le mo-
ment d'inertie varie proportionnellement à M, limite supérieure du moment fléchissant. Pour la travée 2 (colonne 2 du tableau, courbes 2 de la figure 98), nous avons admis que la surcharge p' par mètre courant était négligeable devant la charge permanente p. La valeur de I, et par suite l'épaisseur des platebandes, est donc proportionnelle en tous les points aux ordonnées verticales de la ligne pointillée marquée du signe (2.4). Pour la travée 3 (courbes 3 de la figure, colonne 3 du tableau), nous avons supposé au contraire que p était négligeable devant/)' ; l'épaisseur des platebandes est proportionnelle aux ordonnées de la ligne pointillée marquée du signe (3.5). Les courbes 2 s'ccartent sensiblement des courbes 1, avec augmentation des moments sur Tappui et diminution des moments centraux. Les courbes 3 sont très voisines des courbes i et la coïncidence serait même absolue si Ton n'avait pas forcé un peu les épaisseurs de platebandes de la travée 3 dans le voisinage des appuis (les escaliers de la ligne (3.5) ont une hauteur trop considérable qui conduit à l'emploi d'un excédent de métal) ; d'autre part pour augmenter la clarté de la figure, aux dépens de son exactitude, on a exagéré l'écart existant entre ces courbes. En somme, en passant de la poutre 1 à la poutre 3, on ne modifie que d'une façon insensible les courbes des moments dus soit à la charge, soit à la surcharge variable.
Poutres de hauteur variable. — Dans une poutre de hauteur variable, à section transversale symétrique, le calcul du travail
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à Inflexion développé dans les platcbandes s*o(Fectue à Taide de la même formule R= — que pour les poulrçs de hauteur
Fig. 98.
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constante, h élant la hauteur de la section considérée et I son moment d'inerlie, calculé à l'aide d'une formule particulière, tenant compte du non-parallélisme des platebandes, que nous donnons au chapitre suivant (art. 130). L'emploi de cette formule étant admis, si nous convenons, comme précédemment, d'attribuer àR une valeur constante et de relever la valeur absolue du moment fléchissant limite sur Tépure relative à la section constante, nous aurons entre A et I une relation permettant de calculer Tune de ces quantités, lorsqu'on supposera l'autre connue.
Poutres à platebandes cofistanies. — Nous avons d'abord étudié deux poutres (4 et 5), définies par la condition que h varie proportionnellement à M :
A = KM
Nous verrons au chapitre IV que cette condition a pour corollaire la propriété suivante : Taire de la projection sur un plan vertical de la section droite de Tune quelconque des platebandes est une constante, quelles que soient laplatebande et la section verticale de la poutre que Ton considère. Pour abréger le langage, en renonçant à une précision absolue, nous dirons qu'une pareille poutre est h platebandes constanfes, étant bien entendu que cette constance existe, non pour Paire de la section droite, mais pour la projection verticale de cette aire.
Mh h ' Les rapports —■ et -rr étant Tun et l'autre invariables, on voit
immédiatement qu'il en est de même du rapport — . Le moment d'inertie varie proportionnellement au carré M* du moment de flexion limite, la hauteur h variant proportionnellement à la première puissance M de ce même moment.
Travée 4. — Nous avons supposé que /)' était négligeable devant p. La hauteur de la poutre est proportionnelle aux ordonnées verticales de la ligne pointillée (2-4). L'épure de stabilité no diffère pas sensiblement de celle qui concerne la travée 2, ainsi qu'on le voit en comparant les colonnes 2 et 4 du tableau. Elle serait donc représentée par les courbes 2 de la figure 98.
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Travée 5. — Nous avons supposé que p était négligeable devant p'. La hauleur de la poutre est proportionnelle aux ordonnées vcriicalcs de la ligne pointillée (3, 5. ). LVpurc de sta-
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bilité de cette travée ne diffère presque pas de celle relative à la travée 3 (col. 3 et 5) ; elle serait donc représentée par les courbes 3 de la figure 98.
Les qualre hypothèses limites correspondant aux travées 2, 3y 4 et 5 embrassent tous les cas de la pratique où I varie proportionnellement à une puissance n déterminée de M ; en
effet le rapport -, est toujours compris entre 0 et» , et l'on ne
peut admettre raisonnablement que soit la hauteur, soit Tépaisseur des platebandes, aille en diminuant quand M augmente, ce qui aurait forcement lieu si n était plus petit que 1 ou plus grand que 2. On a ainsi nécessairement 1 < ^* < 2. Lorsque I varie proportionnellement à M**, il en résulte, si R est constant, que A varie proportionnellement à M,i-.i : n — 1 est toujours compris entre 0 et 1.
Travées & etl. — Nous avons suppose pour ces deux travées que p était négligeable devant p\ Dans la travée 6, h est constant dans la partie centrale, entre les deux foyers, et proportionnel îi M entre chaque appui et le foyer le plus voisin. Dans la travée 7, h est constant entre chaque appui et le foyer le plus voisin, et proportionnel à M dans la partie centrale. Pour la poutre 6, les hauteurs soat représentées par les ordonnées do la courbe pointillée (6) et les épaisseurs des platebandes par les ordonnées de la courbe (7).
Pour la poutre 7, les hauteurs sont représentées par les ordonnées de la courbe (7), et les épaisseurs des platebandes par les ordonnées de la courbe (6).
Les courbes des moments relatives à ces deux poulres s'écartent notablement Tune et l'autre de celles correspondant à la section constante, qu'elles encadrent (fig. 99).
9§.Belatioiis entre répare de stabilité et lo loi de variation de la section d'une poutre continue. — L'examen des résultats exposés à l'article précédent suggère différentes remarques, rigoureusement exactes pour la travée normale, qui peuvent être considérées comme également applicables aux autres travées, puisque la travée normale constitue une sorte de moyenne autour de laquelle elles oscillent sans jamais s'en écarter beaucoup.
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a. — Lorsque le moment d*inei*lie varic^ (l'une exlrémilé à laulre de Touvrage, proportionnellement à une puissance déterminée du moment limite M (c'est-à-dire — X — X', ou X + X")j qui fest nécessairement comprise entre 1 (hauteur constante) et 2 (platcbandcs constantes), les courbes des moments se rapprochent d'autant plus de celles établies dans l'hypothèse de la section constante que p/p' est plus petit, et se rapprochent d'autant plus des courbes 3 de la ligure 98, que p/p' est plus grand.
En d'autres termes, l'épure de stabilité dressée dans l'hypothèse de la section constante est exacte en ce qui concerne TefTet de la surcharge variable. Celte remarque curieuse, qui, croyons-nous, n'a jamais été faite jusqu'à présent, nous conduit à formuler comme il suit la règle à suivre pour obtenir une épure oiTrant toute garantie d'exactitude : 1° Etablir la courbe enveloppe des moments fléchissants dus à la surcharge comme s'il s'agissait d'une poutre à section constante, saiis poids propre ; 2° Etablir la courbe des moments dus à lacharge permanente, comme s'il s'agissait d'une poutre à section variable, soustraite à Vaction de la surcharge. La réunion de ces deux courbes constituera l'épure cherchée, le moment Ms'obtenant par l'addition des moments partiels, X' ou X" fournis par la première épure et X fournis par la seconde.
Cette règle est rigoureusement exacte pour les poutres de liauteur constante : on a en effet le droit de considérer un ouvrage de ce genre comme formé par la juxtaposition de deux poutres de môme hauteur dont on a calculé séparément les platebandes de façon que Tune supporte dans des conditions convenables la charge permanente et que l'autre résiste aux effets de la surcharge variable. Les courbes des moments, exactes pour chaque poutre partielle considérée k part, le seront aussi pour l'ouvrage de même hauteur obtenu en les réunissant et soudant leurs platebandes.
Soient Mi et Ii, M, et Is les moments de flexion et les moments d'inertie partiels, relatifs à chacune de ces poutres élémentaires pour une même valeur de x.
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On a :
2Ii 2Ia 2(ïi+Ij)
Or Ml + Mi est précisément le moment de flexion, et Ii+I| le moment d'inertie relatifs à l'ouvrage complet.
Pour des poutres de hauteur variable, cette règle n'est qu'approximative, parce que les poutres partielles étudiées n'auraient plus la môme hauteur dans les sections correspondantes et que par conséquent on ne peut considérer l'ouvrage complet comme obtenu par leur juxtaposition : comme il faut de toute nécessité les ramener à la même hauteur avant de les réunir, on voit qu'aucune d'elles ne satisfait à la condition /^ = KM*, et que par suite, les courbes tracées n'étant exactes ni pour Tune ni pour TautrCjiln'y a pas lieu de compter qu'il en sera autrement pour l'ouvrage complet. Toutefois larfegle énoncée donne même en ce cas des résultats suffisamment voisins delà vérité pour qu'il soit permis d'en faire usage dans la pratique.
Nous rappelons que les poutres étudiées doivent satisfaire à la condition :
I = KM*, qui a pour corollaire la relation suivante applicable à la moitié de la hauteur : /i = — - = — M*~* , où —
est une constante.
Donc h est proportionnel à M*~*.
b. — Lorsque la loi de variation du moment d'inertie n'est
pas représentée par une relation de la forme : — = const, il
est impossible de rien affirmer en ce qui touche les courbes des moments, qui peuvent s'écarter notablement des lignes relatives à la section constante.
Mais on peut faire à cet égard différentes remarques : 1° Lorsque le moment X dû à la charge permanente est plus grand, en valeur absolue, pour la poutre à section variable que le moment X calculé pour la section constante, il en est de
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même du moment limite de même signe (X' ou X'') dû à la surcharge variable : SX est toujours de même signe que SX' et SX''.
2* On peut diviser une poulre quelconque en un certain nombre de zones, dont les limites sont toujours voisines des foyers, dans Télendue de chacune desquelles le moment maximum M est : soît positif (zones positives, comprenant le centre de chaque travée) ; soit négatif (zones négatives, comprenant un appui et limitées entre les foyers voisins de deux travées consécutives).
Lorsqu'on fait croître le moment d'inertie d'une section déterminée en augmentant sa hauteur, ou l'épaisseur des platebandes, on fait croître en même temps la valeur absolue M du moment limite dans cette zone, et on la fait décroître dans les zones adjacentes. L'effet produit est d'autant plus grand que la section considérée se rapproche plus du centre de la zone (appui pour les zones négatives, milieu de l'intervalle des foyers pour la zone positive) ; en même temps on écarte de la section renforcée les foyers qui l'encadrent. Par exemple si I augmente sur un appui, les X négatifs et les X' augmentent, tandis que les X positifs et les X" diminuent.
Dans le voisinage immédiat des foyers, on peut modifier arbitrairement le moment d'inertie de la poutre sans rien changer aux courbes des moments.
3** On conçoit qu'il soit possible de faire varier la section suivant une loi telle que, les effets produits sur les zones successives se compensant, les courbes relatives à la section variable coïncident exactement avec celles relatives à la section constante.
Cette concordance s'obtient précisément, comme on l'a vu, en supposant constante la hauteur de la poutre, en ce qui concerne les moments dus à la surcharge variable, mais non pour les moments dns à la charge. Pour obtenir le même résultat
avec une valeur donnée de -, en ce qui touche la travée nor-
maie, il suffirait de faire croître légèrement la hauteur à partir de chaque appui jusqu'au centre de la travée, et Ton obtiendrait ainsi une poutre à section variable ayant même épure
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(le stabilité que la poutre k section constante. Cette disposition serait d ailleurs irrationnelle, et cette remarque n'est faite qu'à un point de vue purement spéculatif.
c. — Supposons qu'après avoir dressé Tépure d'une poutre continue dans Thypothèse de la section constante, on s'en soit servi pour établir les dimensions provisoires d'une poutre à section variable. Nous ne ferons d'ailleurs aucune hypothèse sur la règle suivie pour la fixation delà hauteur en un point quelconque de Touvrage. Après avoir refait, dans l'hypothèse de la section variable, les calculs de stabilité relatifs à la poutre provisoire, ou devra corriger, à l'aide des indications fournies par cette dernière épure, les dimentions admises dans le principe. Pour obtenir un résultat satisfaisant, il sera bon démultiplier par 3/2 les écarts constatés entre les deux épures, afin de tenir compte du nouveau déplacement des courbes des moments, qui résultera des dernières modifications apportées à la pou* tre.
Supposons par exemple que, les moments limites relevés sur la première épure (section constante) en deux points A et B déterminés de la poutre étant Ma et Mb, les moments correspondants sur la seconde épure (section variable) soient égaux respectivement à 1,15 Ma et 0,92 Mb- Il faudra calculer les dimensions définitives de la poutre, en admettant pour valeurs respectives des moments aux points A et B :
et
Mv(l+,^ • 0,15) = 1,225 M,;
Mb (i — ; • 0,08) = 0,88 M" .
On sera à peu près sûr de cette façon de ne pas commettre d'erreurs imporlantes,etd obtenir une poutre définitive dont les dimensions concorderont en tous les points avec Tépuro de stabilité exacte.
SH. €^n d'une eharir^ irrégulièrement répartie. — -
Nous avons admis jusqu'à présent que la charge et la surcharge étaient uniformément réparties sur la longueur de cha-
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que Iravéc. Celle hypollièse n\^sl pas absolument exacte, quoique s'écartant peu en général de la vérité. On pourrait se proposer, en vue d'arriver à des résultais plus conformes à la réalité, de tenir compte de l'irrégularité de la charge permanente, dont la valeur par mètre courant varierait d'un point à Tautre de chaque travée. Il peut en être de même de la surcharge, représentée par un train de chemin de fer dont les différents essieux ne porteraient pas le même poids.
On pourra aisément, sans compliquer les calculs d'une façon sérieuse, arriver au résultat voulu.
1® Il conviendra de tracer pour chaque travée, dans Thypo- Ihësc où les deux extrémités seraient simplement appuyées, les courbes des moments fléchissants dus soit à la charge, soit à la surcharge .irrégulière, supposées connues a priori (la charge permanente sera fournie par l'avant-métré provisoire de la poutre ; la surcharge sera définie par le programme des épreuves auxquelles l'ouvrage devra être soumis). Nous admettons que le tracé de ces courbes ne présentera aucune difficulté, soit que l'on emploie la méthode graphique pour le tracé du polygone ou de la courbe funiculaire, soit que Ton ait recours au calcul algébrique. On sait que Ton a :
f{x) == Y^'^ — (/ — x) -j- ^^ -^-j-^ X , dans le cas de poids isolés (page 9), et
f{x) = J ^'^^ ^^^'' + X ^ ^^"^'') ^'* ' ^^^^ '® ^^^ A'Mna charge définie algébriquement [p étant fonction de ;*).
2" Soit f[x) l'ordonnée de celle courbe correspondant à un point d'abscisse x pris sur une travée déterminée: on Uobtiendra par un simple mesurage effectué sur l'épure.
Les inlégraleSj définies W et Z de l'article 79 auront pour expression :
et
Z = j rf{.r){l^x) dx.
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On les calculera sans difficulté par la méthode de quadrature de rarticle 79, en relevant sur Tépure pour chaque point considéré les valeurs correspondantes de f{x) et I.
Dans les formules des moments J et H, on substituera les valeurs de W et Z aux produits p W et /? Z qui y figurent : on obtiendra ainsi les moments sur les appuis relatifs à la travée considérée, on la supposant seule chargée.
3"^ Les courbes des moments Héchissants seront représentées dans toutes les hypothèses par des relations de la forme :
X = Xm-i + {^m--i — Xm-i) 7 + f{x).
Si la travée est supposée chargé, f[x) sera fourni par Tépuro déjà dressée.
Dans le cas où la travée ne serait pas chargée, la formule serait :
X = Xm— 1 -}- (Xm — s — Xm — i) r ^
et / (x) n'y figurerait pas.
Dans le cas de la travée partiellement surchargée, que l'on a à considérer pour l'étude des effets de la surcharge variable, il serait trop compliqué de tenir compte de l'irrégularité de la surcharge. On appliquera donc les formules relatives à la surcharge uniforme, Terreur commise ne pouvant jamais représenter qu'une fraction insignifiante du moment fléchissant.
Cette règle serait également applicable aux poutres à section constante portant des charges irrégulières, en y considérant I comme une quantité invariable. Mais on n'aura jamais occasion d'en faire usage. Comme en réalité les poutres que l'on construit sont toujours à section variable, Terreur commise, en leur attribuant dans le calcul une section constante, a des conséquences plus importantes que celle imputable à la substitution d'une charge uniforme fictive à la charge irrégulière relie. Ce serait donc bien inutilement qu'on se donnerait la peine de corriger les conséquences de Tinexactitude la
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moins importante, alors qu'on ne tiendrait pas compte d'one antre plus sérieuse.
En fait, l'irrégularité de la charg'e et de la surcliarge n'a jamais une influence assez sensible sur les conditions de stabilité pour qu'il y ait un inconvénient grave à leur substituer des charges et surcharges uniformes, équivalentes comme poids total.
En ce qui tnuche les efTorls tranchants, il n'y a pas à se préoccuper de l'irrégularité des charges. Nous jugeons donc superflu d'énoncer les formules que l'on obtiendrait en différcnfiant par rapport à j: les équations relatives au calcul des moments fléchissants. Il n'y aurait qu'à faire entrer dans ces for-
forts tranchants dans l'hypothèse où les deux extrémités sont simplement appuyées. Le tracé de celte courbe n'offre aucune diflîculté, du moment que l'on connaît la charge.
DÉFORMATION. — DENIVELLATION DES APPUIS. LANCEMENT
S9. Déplaeementit angulalreii de la flbre Hur les
appuis. — Soient Q>n-i le déplacement angulaire sur le premier appui d'une travée quelconque, et Om le déplacement sur le second appui.
Nous avons les formules générales :
dx ,
Eu représentant les intégrales définies calculées pour la recherche des moments par les lettres qui leur correspondent
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(page 83), cl conservant les nolalious de rarlicle 30 (page 124) relatif à la déformation des poutres à section constante, nous obtiendrons les relations suivantes, qui donnent les différentes valeurs de 0,>i.i et de bm correspondant aux cas de charge et de surcharge définis à Tarticle 21.
Charye permanente :
6fH— 1 == — û (U • A;h— 1 + S . Am + Z) ; e^ = + 7, (S . A,„-, + T . Am + W> Surcharge variable :
Maximum positif, O'm-i = — ^ (UEw— i + SDm) ; Maximum négatif, 0"w— i = — ^ (UDm-^i + SE,» + Z) ; Maximum négalif, 0'?» = tz (SEm- i +TDm) ;
Maximum positif, 0"m = p (SDm_i + TEm + W).
Dans ces formules, E représente le coeflicient d'élasticité du métal supposé homogène : dans le cas hypothétique d'une poutre hétérogène, la valeur variable de E figurerait implicitement dans les intégrales S, T, U, W et Z. Il y aurait donc lieu de faire disparaître cette lettre des équations.
Il convient de remarquer que, dans toutes ces relations, la lettre E représente le coefficient d'élasticit-é du métal, tandis que les lettres E,ii-.i et E;„ sont les moments développés sur les appuis m — 1 et m par une disposition parliculière de la surcharge : c'est un vice de nolalion qui pourrait, le cas échéant, donner lieu à dos erreurs. Nous aurions déjà dû le relever, à propos des poutres à section constante (art. 31 et art. 58).
•O. Flèelie d^abaisseiiieut au milieu d-unc travée.
— Nous conserverons, en ce qui concerne la désignation dos flèches et des moments, les notations de l'article 31.
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L'ordonnée y de la Hbrc déformée, pour uq point de la travée m dé&ni par son abcisse », est donnée par tes relations suivantes, déjà énoncées fi la page 16 :
Q„j_t s'obtiendra, quelle que soit l'bypothèsc faite sur la répartition de la surcliarge, ii t'aide d'une des formules de l'article 89. En remplaçant X par sa valeur connue X|H-
{X, — X,) tH-/'(j:), nous transformerons la rclalion précédente de façon que tes intégrales délinies puissent toutes èlre élablies en s'aidant des calculs déjà faits (page 273) pour la recherche des momonis. Il n'y aura, en offel, qu'à limiter, au
point de division portant le numéro (i — 1)7,1» sommation
des nombres partiels qui donnent S, T, U, W et Z pour obtenir les valeurs des inlé»Talea enire les limites o et M :
Considérons le point pour lequel u =^ j, et clicrctions, dans tes divers cas indiqués à t'arlicle 31, la valeur de la flèclic d'abaissement au milieu de ta travée, qui est égale à l'ordonnée y changée de signe.
L'expression générale de la fl^clie est :
Désignons par S', U', W et Z' les valeurs obtenues en limitant les intégrales définies de l'article 79 au milieu de la travée :
S'^yr'llLzi.) etc.
Nous obtiendrons les expressions suivantes pour la flèche d'abaissement, dans les différents cas de surcharge variable de l'article 31. Les déplacements angulaires Om-i, 6m-i et 6"fl,-i doivent être calculés à Taide des formules de l'arlicle précédent.
Charye permanente :
Surc/iarf/e rariahle :
Relèvement maximum négatif,
Abaissement maximum,
/"= - [ e"^«,+ g [{S -U') Dm-i 4-(r -S') E„, + W - Z'] ;
Amplitude totale de Toscillalion,
F = - i (6"m^,-e'«^0+ 2E [(S -- U') (Dm-,, - £«,>.) +(T'-S') (Em - Dm) + W — Z'].
•1. ElTets produits par la dénivellation des appuis. — Reportons-nous à l'article 37 du chapitre 1, dont nous conserverons les notations. L'équation (5) de la page 263 nous fournira le moyen de calculer les moments sur les appuis, produits par le déplacement vertical y d'un appui déterminé. Nous croyons inutile d'enlrer dans le détail des recherches, qui devraient être conduites absolument comme pour les poutres à section constante, et nous on énoncerons immédiatement les résultats.
Déplacement y de T extrémité yauche de la poutre y c'est-àdire de l'appui 0.
Mo = 0,
Ma = — Yn— 2 Ml ,
M8 = — Yn—iMs etc
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Déplacement y du second appui.
7 +7 0+7—1) M. = -Eytî — !î ,
Ti + U,— S, 7«_,
M3 = — Y*-8 M, , Mt = — Y11-4M3 .
Déplacement d'un appui intermédiaire m.
Mm = — Ey -hl^^ ^^^
„ r ( ^^y XM \ \ . /El \
M»t-f t =^ """ Y»— m— j Mm-j-t
Mm— f — — pm—i Mm— t
M;n- 3 = — pm— 3 Mm— J elc
Mm+8 — — Y*^w— « Mm+«
etc
Toutes les lettres qui figurent dans ces relation», à Texcep* tion des moments M, représentent des quantités connues. Le calcul des moments sur les appuis ne présente donc aucune difficulté, et le tracé de Tépuro relative à la dénivellation des appuis s'effectuera comme pour les poutres à section constante (page 138).
••• Eifel* du laneement. — Le tracé de Tépuro des moments fléchissants et des efforts tranchants s'effectuera exactement d'après les mêmes principes et avec les mêmes formules que dans le cas de la section constante (article 43, page 143). Nous n'avons rien à ajouter à co qui a étd dit sur ce sujet.
En ce qui concerne le calcul de la tlëche d'abaissement subie par l'extrémité antérieure de la travée en porte-à-faux, la formule subit une légère modification, qu'il est bon d'indiquer.
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Désignons par m le numéro de la travée qui précède celle en voie de lancement et par X la longueur de la partie en porte-àfaux. Soit i {x) le moment fléchissant négatif développé, dans la partie en porte-à-faux, à la distance ^rdeTappui. L'épure des moments fléchissants fournit ce renseignement pour un point quelconque de la travée.
Nous désignerons toujours par Xm-i et X» les moments sur les appuis m-i et wi, et par T», S« et Wm les intégrales définies relatives à la travée m.
La formule donnant la flèche d^abaissement à Textrémité du porle-à-faux est :
/ = r; ( — Xm T,,, ^-X„î_i S ;a — pWm ) — j -Yf" V i^y^^-
L'intégrale définie pourra toujours dire calculc^e par quadrature pour une valeur quelconque de >.
Si Ton admet que le poids de la partie en porte-à-faux soit assimilable aune charge uniformc^ment répartie p'% A(.r) dc-
vra être remplacé par — - — -^ — .
D'où : /= l (-X,„ T„, - X„..., S,n-p W,„) +p''j^ ^ dx
Dans le cas hypothétique où la fibre moyenne demeurerait horizontale au droit de Tappui m, considéré comme une section d'encastrement, le premier terme de l'équation disparaîtrait :
^-— '— rfo? (montage des poutres en encorbellement.
Dans le cas de la section constante, on aurait la formule connue :
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MÉTHODE DE M. DES ORGERIES POCR LES. POUTRES DE HAUTEUR CONSTANTE
•8. Fornialett ir^nérales. — D'après Tétude précédente, lorsqu'on veut effectuer avec exactitude les calculs de stabilité relatifs à une poutre h section variable, il faut auparavant avoir déterminé à titre provisoire les dimensions de cet ouvrage, en se basant sur les résultats des calculs effectués dans riiypothëse de la section constante.
Il existe un cas particulier où cette recherche préalable n'est pas nécessaire, et où il est possible d'établir immédiatement et directement les épures des moments fléchissants et des efforts tranchants d'une poutre à travées solidaires, sans autres données que celles qu'exige Tétude des poutres à section constante. Ce genre de poutres, dont M. Reiwust Des Orgeries a donné la théorie dans les Annales des ponts et chaussées de 1871 (tome II, page 170), est caractérisé par les conditions suivantes : 1^ la hauteur est constante d'un bout à l'autre de l'ouvrage ; 2" la charge et la surcharge sont uniformément réparties sur la longueur de chaque travée, sans d'ailleurs conserver nécessairement la même valeur d'une travée à la suivante ; 3* on ne considère qu'une disposition déterminée de charge et de surcharge^ pour laquelle la poutre doit se comporter comme un solide d'égale résistance. Les courbes, qui figurent sur les épures des moments fléchissants et des efforts tranchants, ne sont plus ici des enveloppes donnant les valeurs maxima relatives à la charge et à la surcharge variable. Ce sont, pour les moments fléchissants, des paraboles qui se rapportent à la charge et à la surcharge complète considérées simultanément, et, pour les efforts tranchants, les droites correspondant à ces paraboles.
Nous allons exposer sommaironiont celle méthode^ en ren-
voyant pour plus amples détails à rarlicle précité des Amiales des ponts et chaussées.
Soit 1, 2 une travée de poutre continue remplissant les conditions ($nonc(^es plus haut. Soit;? la valeur par mètre courant de la charge et de la surcharge cumulées. La parabole
Fig. 100,
des moments fléchissants coupera la fibre moyenne en deux points A et B, dont nous désignerons par a et b les abcisses mesurées à partir de Textrémité de gauche 1 de la travée. La hauteur de la poutre h étant constante, ainsi que le travail maximum R à la flexion développé dans Tune quelconque des semelles, on a la relation :
El ~ E/* p '
p est une constante, rayon de courbure invariable de la fibre moyenne déformc^o, qui se compose de 3 arcs de cercle, assimilables sans erreur appréciable à des arcs de parabole, se raccordant sur les verticales des points A etB.
L'arc central AB (X positifs) tourne sa concavité vers les y positifs, et les arcs latéraux (X négatifs) vers les y négatifs.
En intégrant Téquation fondamentale j-^ = -• = ± -, nous
CUV'' t-él P
obtiendrons les équations de ces trois arcs.
Désignons par Oi el B| les déplacements angulaires de la fibre déformée (primitivement rectiligne) sur les appuis 1 et 2, que nous supposerons invariables. Nous obtiendrons, en intégrant la formule générale, les relations suivantes :.
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'^vx^ie
r arc
py = — T + p^'^'
Second arc ' ^ a?t
^^ojsieiïie arc < ^^ î ., ^ ^ x
^s constantes d4ntégralion du 1*' et du 3* arc ont été dé- ^^'^inées en exprimant que les courbes passent respective-
^^^t j>ar les points 1 et 2, pour lesquels y=o et - =|g^.
^^s c^onstantes C et C relatives au 2« arc se calculeront en
^^încà^nt que les trois courbes se raccordent au droit des
dy points j^^et B; on égalera les valeurs données pour y et ^
pari ^^^^ deux premiers systèmes d^équations pour x=a, et par
!^^ ^^ x:m.x derniers pour x = b.
^^ ^déterminera ainsi les constantes C et C et Ton obtienplus deux équations de condition :
2 (/ _ a)« - 2 (/ — i)* = l{l- 2peO , 2 (A« _ a*) = / (/ + 2p9,) .
moments sur les appuis X, et X, peuvent être évalués ction des abscisses « et i des points de rencontre de la oie et de la fibre moyenne I.
dra
Xi = — ^pab, X,^-{p(l-a)(l-b), nsidérons maintenant deux travées consécutives de la
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poulre : 1,2 cl 2,3. Nous distinguerons par des accents les lettres qui se rapportent à la seconde : p\ f, a, b\
En vertu de la continuité de Touvrage, le moment X, et Tinclinaison 0* de la libre moyenne sur l'appui commun sont les mêmes pour Tune et l'autre travée.
On a, en appliquant les relations qui précèdent :
1"^ travée: 2 (6'— û^) = / (/ + 2pÔ,) , X,==-^/;(/—û) (/—*); 2" Iravée : 2 (/' — a'y — 2 (/' — ô')« = l' {l' — 2pO,) ,
Eliminons 6j et Xj entre ces quatre équations ; nous aurons deux formules nouvelles^ ne contenant plus que les inconnues «, i, a et h\ qui expriment la condition de continuité de la poulre sur l'appui 2.
(II) ^ p (l-a) (l-b) = ^ pab\
Rien ne nous empoche d'établir deux équations semblables pour chacune des w — 1 sections d'appui de la poutre comprises entre deux travées consécutives (à Texclusion des appuis extrêmes). Il en résultera deux groupes (I) et (II) chacun de n — l relations entre 2;i — 2 inconnues, savoir les a et ft des 71 — 2 travées intermédiaires, le b de la première travée, et Va de la dernière. On sait que a = o pour la première travée et b = 1 pour la dernière.
Le problème est donc déterminé, et l'on peut calculer pour chaque travée les abscisses a oÀ b des points A etB : cela fait, on tracera la parabole relative k chaque travée, soit immédiatement, soit après avoir calculé les valeurs des moments sur les appuis.
Théoriquement, cette solution est des plus élégantes : elle consiste k substituer à la formule des trois moments ou à celle des deux moments, dont l'application est difficile et compli-
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quéc pour les poulres à section variable, les relations (I) et (II) qui, dans le cas présent, expriment d'une façon simple la continuité de la poutre.
Pratiquement, la méthode de M. Des Orgeries n'est pas irréprochable. Il s'agit de résoudre 2n — 2 équations simultanées du second degré à 2n — 2 inconnues. Pour y arriver, on se donnera arbitrairement la valeur d'une inconnue, par exemple le b de la 1"* travée : i,. Les équations I et II relatives au second appui 1 permettront alors de calculer, par la résolution d'une équation du 4® degré et d'une équation du !«' degré, les quantités a, et 6* relatives à la 2® travée. On opérera de mémo pour les abscisses £73 et Ô3 relatives à la 3* travée, et en procédant ainsi pour les travées successives, on arrivera à la dernière pour laquelle on calculerai» et ô„ : cette dernière abscisse doit être égale à Ai, si Thypothèse faite sur la valeur de ô, était justiiiée.
Si, ce qui arrivera en général, on s'est trompé, l'opération aura été infructueuse, et il faudra la recommencer, en partant d'une valeur de 6^ rectifiée d'après les indications du premier calcul. On sera ainsi amené à résoudre un certain nombre de fois un système de n — 1 équations du 4" degré et de 71 — 1 équations du 1*' degré, avant d'arriver à un résultat suffisamment exact.
Une telle perspective est peu attrayante et Ton conçoit que les constructeurs soient peu disposés à adopter la méthode de M. Des Orgeries, lorsqu'ils ne peuvent faire usage des tables numériques dressées par cet auteur pour les poutres symétriques de deux, trois, quatre et cinq travées, et publiées dans les Annales à la suite de son mémoire.
•4. Méthode simplifiée. — II est heureusement facile, en modifiant légèrement la méthode dont il s'agit, de la rendre absolument pratique, en ce qu'il suffira de résoudre une seule fois un système de n — i équations du 1°' degré pour obtenir les valeui's des moments sur les appuis de la poutre.
Il convient d'abord de calculer les moments sur les appuis et les abscisses a et 6 (désignées aux chapitres I et II par les lettres Xi et ^2) dans l'hypothèse de la section constante. Si la
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poutre étudiée est symétrique, et que l'on admette l'uniformité de la charge par unité de longueur p poor toutes les travées, les valeurs des moments sur les appuis et les abscisses a et A seront fournies immédiatement par la table numérique II insérée à la fin de ce volume, toutes les fois que S sera compris entre 0,7 et 1 ,30, Les moments et les abscisses on question figurent en effet dans les colonnes de cette table intitulées a,, Xi et Xf
Les valeurs obtenues s'é':artenl toujours très peu de celles qui se rapportent ii la m^nie poutre considérée oomme un solide d'égale résistance et de hauteur constante : la différence entre deux nombres correspondants est assez petite pour qu'on puisse considérer comme négligeable toute erreur de même ordre que le carré de celte différence.
Soient Xm le moment sur l'appui m fourni par la table II et Xm-I-^^'" 'c moment relatif au solide d'égale rdsistaoce. Le rapport -^ — ne dépasse guère la fraction 0,13 ; on peut donc
considérer comme négligeable au point de vue pratique une erreur (SXm)', qui ne représenterait au plus que 0,02 de la valeur du moment lui-môme.
Cela revient à admettre que les différences XX, ta et S6, à déterminer pour passer des valeurs relatives à la section constante à celles qui se rapportent au solide d'égale résistance, peuvent être assimilées à des différentielles et calculées en conséquence.
Soient donc : Xn)_i, Xm^a et Aies moments et les abscisses relatifs à une travée quelconque m dans l'hypothèse de la section constante; Xm— i + SXw-i, Xm 4- 8Xm, a -f Sa et A+SA les valeurs relatives au solide d'égale résistance. Il s'agit d'évaluer 8Xm-i, 8X,n, Sa et 86, connaissant Xn»-,, Xm, a et A.
Les équations relatives à la travée m
X,-,=-!;,«4 cl X„ = -5((-a)(i-S), donnent, en les différenciant :
(i) SX._, = -jp(-i8iH-4So),
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(2) ^Xm=+~p[{b—a)U-i-il-b)U] On aurait de même pour la travée suivante m-^-i :
(3) SXm = — ^ jo {aW + b'ia') ,
(4) 8X,„+,= i p [il' - a') U' + (/' - V) W]
Considérons l'équation (I) de la page 300. Cette équation doit se vérifier lorsque Ton remplace les lettres a, 6, a' et ô' par les valeurs numériques a + S6, a'+ Xô', ô + Sô, 6' + S6' qui correspondent au solide d'égale résistance.
D'où :
hi ^ a} 2bn — 2aâa {V — a'y - (/' — by- (5) -y- + ^ +
Nous pouvons éliminer les inconnues Sa, X6, Sa' et SA' entre les cinq équations qui précèdent, et obtenir ainsi une relation entre SXm-i, SX«, et8X„4.,.
Pour simplifier les formules, représentons par des lettres un certain nombre de coefficients numériques dépendant uniquement des quantités connues /, a et 6, qu'il sera nécessaire de calculer pour chaque travée :
pi* 6 — a
pi* b — a
p^A (l-a)* + (l-b)* pi* b — a '
La relation existant entre les accroissements SX,»-.,, SX» et SXm-).| des moments relatifs à trois appuis consécutifs sera, en
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foncliou des coefficients numériques calculées pour les Iravécs intermédiaires m et m + 1 •
On pourra établir une formule semblable pour cbacun des points d'appuis intermédiaires de 1 an — i, ce qui donnera ?i — 1 équations simultanées du i*' degré entre ?i — 1 inconnues (SX, , SXi SXn-2, SXn— i) :
(Ni + P,) SX, + M, SX, = Qi + R,
M, SX, + (N, + P,) SX, + M3 SX3 = Q, + R.
(l)/M;»SX,„_,+ (N,H+Pr«+,) SX,„ + M,„+, SX„+,= Q>»-hR>,,+,
'm„-,SX„,>3+(N.-,+P„_,)SX„_,+M«>,SX»_,=Qh..+R„^i Mh_,SX„_, + (N„_, + P„ ) SXn-, =Q«-i+R« .
Pour résoudre ce système d'équations, on commencera par calculer une série de nombres auxiliaires v, fournis par les relations suivantes, qui se déduisent de celles du groupe i par la suppression du second membre, c'est-k-dire du terme
connu, et la substitution de r, à SXn~, , t?j à SX»_.
Vn—i à SX,, et Va k SXo (dans la première équation on peut considérer le premier terme comme fourni par le produit MiSXo , où SXo est nul) ; nous poserons de plus : r, == 1
Mn-,t',+ (N„^,+Pn)r,=0 ,
M«-s V., + (^n-s + P«-i) Vi + M„^i y, = 0,
(2) { M;„ !;«_«+, + (N;H+Pm+,)r„_,„ + Mm+it'*-m-i=0,
M, t'„_, H- (N, + P,) Vn-2 + M3 1'„^3 = 0 , Ml t\ + (M, + P.) r„_, + M, Vn^, = 0 ,
Connaissant t\, la seconde équation du groupe fournit v^,
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puis la troisième donne v^. ci ainsi de suite jusqu'à la dernière, d'où l'on tirera ri».
Multiplions les deux membres de la première équation du groupe 1 par t;„_i , les deux membres de la deuxième par
Vn^i 5 etc., ot enfin les deux membres de la dernière
par t\.
Faisons la somme de toutes ces équations modifiées : les coefficients de tous les moments s'annuleront, à part celui de Xi , qui sera égal à (iNi + P.) !'«-! + Mi?;»-^ ou, ce qui revient au nu;mc, à — Mt r,» .
Nous obtiendrons en définitive Téqualion à une seule inconnue : — M, Vrt SX, = (Q4 + R,)rn_i -|-(0j+ Rj) v»_3-t-.. +(0„-i4-R„)r, ;
d ou : Sa,-- — —
M, Va
Le second membre de celle relation se calculera sans difficulté, puisque toutes les lettres qui y figurent représentent des termes de séries numériques calculés à Tavance : M, Q, R, v. Connaissant SX,, la première équation du groupe 1 fournira SX,, la seconde, après substitution des valeurs trouvées pour SX, et XXj, fournira SX3, et ainsi de suite jusqu'à la dernière, d'où l'on tirera : 8Xn~i.
En définitive la recherche des moments supplémentaires SX» n'exigera que la résolution de 2/1 — 2, équations successives du 1" degré, savoir les 71 — 1 dernières du groupe 2 et les n — 1 du groupe 1.
Si l'ouvrage étudié est une poutre symétrique, il faudra s'arrêter, dans le second calcul, au moment relatif à l'appui qui précède immédiatement le milieu de Touvrage ou coïncide avec lui, puisqu'à partir de cet appui les moments déjà calculés se reproduisent dans Tordre inverse, en vertu de la symétrie. Par conséquent le nombre des équations du 1" degré à résoudre se
réduira dans ce cas a —^— ou —x^, suivant que ?i sera pair ou
impair.
POLTRKS A TRAVEES SOLIDAIRES.
Pour un appui de la travée normale, on a :
A litre d'exemple de la méthode simplifiée que nous proposons de suivre, nous ferons la comparaison des résultats qu'elle donne pour une poutre de 5 travées égales (n = 5, S = 1) avec les résultats exacts fournis par la méthode de M. Des Orgeries et empruntés au mémoire publié dans les Annales.
Premier appui
Second appui
Moments
correspondant
à la
section
constante
Moments correspondant à la section yariable
Méthode exacte
Méthode simplifiée
Erreur commise
Absolue
Relative
ÎÔ5 J_
L'erreur commise ne représente que le dixième de l'écart existant entre le cas de la section constante et celui de la section variable, et ne s'écarte guère du centième de la valeur absolue du moment : elle n'a donc pas grande importance, et, au point de vue de la pratique, la méthode simplifiée vaut la méthode exacte.
•5. Flèehe d^anaissemeut. ^ La flèche d'abaissement au milieu de la travée est donnée, en fonction des abscisses a et b {mesurées sur V épure relative à là poutre à section variable) par la relation :
= -L (_ 3? + 8/6 — ka' — 46').
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Il peut sembler ÎDtéressant de comparer les résullats fournis parcelle formule avecles flèches /i calculées dans Thypollièse de la section conslanle, en allribuant dans ce dernier cas à R la valeur qui se rapporle k la section de la travée la plus fatig:uéc, c'esl-à-dire à la seclion où le moment fléchissant atteint son maximum (c'est en général un appui). Nous examinerons Irois cas particuliers :
Travée normale.
Section variable : /:=-- = —.;
EA
pl^ R/^ i
Section constante : /. = ^-^^ = — = = / .
Travée de rive encastrée sur le second appui
Section variable : f=l^l=L^-
Section constante : /"j = -- — = ~ /".
Travée indépendante simplement appuyée à ses deux extrémités
l* Ri' Section variable : /==-- = ---;
Section constante : /^ = — ^^ = - — = - / (R se rapporté ici au milieu de la travée).
On peut admetlre que le rapport de la flèche /, relative à la section variable, à la flèche /i^ relative à la section constante, est en moyenne de 2 ; il augmente pour les petites travées de la poutre et diminue pour les grandes.
;. SvreliArg^e variable. — M. Des Orgeries propose d'appliquer sa mélhode au tracé de Tépure des moments relatifs à la surcharge variable. Il suffit, on le sait, de calculer pour
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chaque travée les moments produits sur les appuis par trois dispositions particulières de surcharge, pour être à même d'établir Tenveloppe des moments. D'après M. Des Orgeries, il conviendrait d'étudier, pour chaque travée, les trois cas dont il s'agit, en considérant chaque fois la poutre comme un solide d'égale résistance, dans les conditions de surcharge où elle se trouve placée.
Sans insister sur la complication et la longueur des calculs qu'entraînerait une pareille recherche, nous remarquerons que les résultats obtenus n'ofTriraient pas autant de garanties d'exactitude que ceux de la méthode ordinaire, infiniment plus simple et plus rapide, qui suppose la constance de la section.
Nous avons en effet reconnu (page 285) que, pour la travée normale, l'enveloppe des moments, relative à une poutre à section variable de hauteur constante, ne diffère en rien de celle qui correspond à la section constante. Il en doit être à peu près de même pour les autres travées de la poutre, et l'écart, à coup sur, ne peut jamais être bien grand.
Celte conclusion, qui apriori çenl paraître paradoxale, s'explique par le fait que, si l'on fait abslraclion de la charge, la poutre établie en se basant sur l'enveloppe des moments diffère énormément du solide d'égale résistance qui correspondrait à Tune quelconque des dispositions spéciales de surcharge à considérer. Dans les fig. 101 et 102, nous avons tracé, outre les courbes enveloppes des moments relatives aux trois premières travées d'une poutre, les courbes relatives aux deux dispositions de surcharge qui donnent les moments maxima au milieu et sur les appuis de la troisième travée (lignes poinlillées). Pour que la poutre fût assimilable à un solide d'égale résistance, il faudrait que dans chaque cas la courbe des moments d'inertie s'écartât très peu de la ligne pointilléc, tandis qu'elle est en réalité figurée par les lignes pleines. La zone marquée par des hachures indique, dans chaque hypothèse, l'écart existant entre la section transversale de l'ouvrage réel et celle du solide fictif auquel s'appliquerait, pour la disposition de surcharge considérée, la méthode de M. Des Orgeries.
Cet écart est tel qu'il est impossible d'admettre que les courbes tracées par la méthode en question puissent être exactes.
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Noos n'y voyons au surplus nul inconvénient : nous avons établi précédemment (pag^o 280) que, pour ce qui concerne les effets de la surcharge variable, Tépure établie dans Thypothëse de la section constante ne diffï^re pas d'une manière appréciable de répure relative à la poutre de section variable et de hauteur constante.
Dans le cas présent, il se trouve que la méthode la plus simple est celle qui donne les résultats les plus sûrs. D n'y a donc pas lieu d'en chercher une autre.
MARCHE A SUIVRE DANS L'ÉTUDE D'UNE POUTRE A SECTION
VARIABLE
97. Ca» séoéral. — Considérons d'abord le cas général, où Ton ne fait aucune hypothèse sur la loi de variation de la hauteur de la poutre, qui peut être choisie arbitrairement.
On commencera par établir Tépure complète des moments produits par la charge et la surcharge variable, dans Thypothèse de la section constante (Chap. I;Chap. II, s'il s'agit d'une poutre symétrique). On arrêtera ensuite le profil en long de la poutre, en se basant sur les indications de cette épure.
Possédant ainsi, pour une section quelconque de l'ouvrage, la hauteur h et une valeur approximative du moment de flexion M produit par l'action simultanée de la charge et de la
surcharge variable, on calculera la valeur à altribuer au mo-
Xh ment d'inertie par la formule : 1= ^ (voir Chap. IV, art. 130).
S'étant ainsi procuré les valeurs de I pour un certain nombre de sections équidistanles de chaque travée, on appliquera la méthode du présent chapitre (§ 2, art. 79 à 83), qui permettra de drosser une nouvelle épure des moments relative à la pou-
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ire à section variable. Cette épure s'écartera plus ou moins de celle établie dans Thypothëse de la section constante : soit M le moment limite fourni par cette dernière pour une section déterminée de la poutre et M + SM le moment limite correspondant sur la seconde épure.
On calculera les épaisseurs définitives des platebandes par les formules du chapitre IV (art. 131), en attribuant au moment limite à considérer la valeur M -h 3/2SM, c'est-à-dire en se basant sur un écart, en plus ou en moins, supérieur do moitié à celui relevé entre les deux épures.
En ce qui concerne les efforts tranchants, on pourra en général se contenter de Tépure dressée pour le cas de la section constante, dont l'exactitude paraîtra presque toujours suffisante ; dans l'hypothèse contraire, il serait inutile de dresser dès le début cette première épure, et l'on se bornerait à établir l'épure définitive, relative k la section variable, en suivant les règles indiquées à l'art. 83. Gela fait, on calculera les dimensions à attribuer aux pièces de la triangulation, au moyen des formules que nous indiquerons plus loin, dans le chapitre IV, pour les poutres de hauteur variable.
En ce qui touche la déformation et les effets de la dénivellation des appuis et du lancement, on n'aura qu'à suivre la mar^ che indiquée au § 3 (art. 89 à 92), qui ne présente aucune difficulté théorique ni pratique, puisqu'on se borne à utiliser les résultats des calculs longs et compliqués qui ont dû être faits pour dresser l'épure des moments.
•S Ctes parlievlier. -^ Supposons qu'au lieu de faire varier arbitrairement la hauteur de la poutre, on s'astreigne à suivre une règle représentée par la relation :
h = KM"»
où K représente une constante, M la valeur absolue du moment limite dû à l'action simultanée de la charge et de la surcharge variable, et m un nombre compris entre 0 et 1 (dans le cas d'une poutre de hauteur constante, m = 0 ; dans le cas des platebandes constantes, m = 1). On sait que, en admettant la constance du travail maximum R à la flexion d'une extrémité à
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l'autre de la poutre, le moment d'inertie se trouvera représente par la formule I = — — .
Il variera proporlionnellement à la puissance m + 1 de M.
On commencera d*abord, comme dans le cas général, par dresser Tépure complète des moments de flexion qui se rapportent à la section constante.
La courbe enveloppe relative à la surcharge variable devra être considérée comme définitwe^ et tracée sans modification aucune sur Tépuro relative à la section variable. 11 en sera de même de la courbe enveloppe des eiïorts tranchants.
La courbe des moments dAs à la charge permanente devra au contraire être regardée comme provisoire; elle servira à établir la courbe exacte, en appliquant la méthode simplifiée de M. Des Orgeries (art. 9i). Les calculs seront ici conduits sans se préoccuper en aucune façon de la surcharge. La courbe des efforts tranchants se déduira d'ailleurs sans difticullé de celle des moments fléchissants.
L'épure définitive étant ainsi dressée, on n'aura plus qu'à tracer le profil en long de la poutre, en calculant les hauteurs par la relation h = KMm, et déterminant les épaisseurs des platebandes avec les formules du chapitre IV.
On voit combien Tapplicalion de cette méthode, dune exactitude très suffisante, est simple ; elle exige à peine plus de travail que celle qui se rapporte aux poutres de hauteur constante.
Son seul défaut est de ne pouvoir donner de résultats en ce qui touche la déformation et les effets de la dénivellation des appuis : les formules à appliquer exigent en effet le calcul préalable des intégrales définies et des séries numériques des articles 79 et 80, calcul que Ton a pu éviter par l'emploi delà méthode de M. des Orgeries. Mais on doit admettre que, pour la dénivellation des appuis, les résultats fournis par les équations relatives à la section constante seront en pratique d'une exactitude plus que suffisante.
Quant aux déformations, on peut en obtenir des limites supérieures et inférieures en appliquant d'une part les formules relatives à la section constante, et de l'autre celles données à l'article 95. qui se rapportent au solide d'égale résistance de
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M. Des Orgeries. La comparaison de ces résultats permettra d'établir avec une précision suffisante le coefficient de correction par lequel il faudra multiplier les flèches calculées pour la section constante, en vue d'obtenir celles qui se rapportent à la section variable.
Ce que nous venons de dire des poutres, dont le profil en long est défini par la relation h = KM**, peut s'étendre également à celles dont la hauteur est fournie par une équation de la forme plus générale ;
A = ( A + BM)« — A«,
où Â et B sont des coefficients numériques choisis arbitrairement, et m un nombre compris entre 0 et 1.
•». €)onelaiil»iM — En résumé nous croyons avoir exposé d'une manière complète, dans le présent chapitre, les méthodes pratiques à employer pour réludc dos poutres continues à section variable. Il nous reste seulement à énoncer les formules qui doivent servir, étant donné le profil en long d'une poutre, et les épures des moments fléchissants et des efibrls tranchants,à calculer la valeur du moment d'inertie, les épaisseurs des platebandes, et les dimensions des pièces de la triangulation. Nous comblerons celte lacune dans le chapitre suivant.
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MÉTHODES GÉNÉRALES DE CALCUL DES OUVRAGES MÉTALLIQUES
100. ISystèiues rigides. — H existe deux mélhodes générales pour le calcul des construclions métalliques.
La première, que nous appellerons méthode des systèmes rigides^ est basée sur Tassimilation que Ton fait de Touvrage étudié à une pièce élastique unique, définie par un axe loiigiiudtnal, ou fibre moyenne^ silué dans le plan des forces extérieures qui la sollicitent, et par des sectioiis transversales situées dans des plans normaux à la fibre moyenne, qui est, d'autre part, le lieu géométrique des centres de gravité de ces sections transversales successives. On calcule pour chaque section le moment fléchissant, \ effort tranchant et \ effort normal correspondant aux forces cxlérieures. Cela fait, on détermine, à Taide des formules de la résistance des matériaux, le travail maximum du métal à la flexion, à la compression ou à Tcxtension simple, et à Teffort tranchant, et on modifie, d'après les résultats obtenus, les dimensions de la section transversale considérée, si celle-ci ne remplit pas les conditions de stabilité voulues.
La méthode des systèmes rigides est évidemment la seule
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applicable aux construclions à parois pleines. Pour éviter des effets de torsion nuisibles à la stabilité, il est de règle que le plan parallèle aux forces extérieures» c'est-à-dire dans la pratique le plan vertical, qui contient la fibre moyenne, soit un plan de symétrie de Touvrage.
La section transversale est généralement en forme de double té : on appelle âme la tôle verticale, située dans le plan vertical de la fibre moyenne, qui doit résister à l'effort tranchant, et platebandes ou semelles les tôles cylindriques, à génératrices normales au plan de Tàme, qui résistent au moment fléchissant. L'effort normal se répartit entre les platebandes et Tàme.
Il arrive parfois que T&me est double (poutres à caissons, dont la section est un rectangle évidé), ou qu'il n'existe qu*une seule platebande (poutres en U ou à simple té).
Lorsque la semelle, au lieu d'être formée de tôles superposées, présente elle-même une section rigide (double té, cercle ou polygone évidé, rectangle, etc.), on lui donne plus particulièrement le nom de membrure. Cette disposition est avantageuse au point de vue de la résistance à la compression, et est absolument nécessaire dans certains cas spéciaux {Poutres à semelles indépendaiiteSj art. 116).
U est rare que, dans une construction de quelqu'importance, Tâme soit constituée par une paroi pleine. On préfère, au double point de vue de l'économie et de la stabilité, relier les platebandes par une triangulation simple ou composée^ formée d'éléments rcctilignes rattachés aux semelles, soit par des articulations (Amérique), soit par des assemblages rigides avec couvre-joints rivés (Europe).
On calcule cependant, pour les ouvrages à triangulation, le moment fléchissant, l'effort tranchant et l'effort normal, comme si l'âme était pleine. L'erreur commise (art. 106) est toujours négligeable, et cette convention permet de simplifier le calcul, sans présenter d'inconvénients sérieux.
Connaissant le moment fléchissant, Peffort tranchant et Teffort normal, il ne reste plus qu'à déterminer les dimensions à attribuer aux divers éléments de la construction. Les formules que nous avons données jusqu'à présent supposent
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expressément le parallélisme des platebandes^ puisqu'elles résuUent de Tétude des conditions de stabilité des pièces prismatiques (tome I" des Ponts métalliques, chap. I"). Si nous avons cru pouvoir en faire usage pour le calcul des arcs mé* talliques (tome !•', chap. V), nous avons dû justifier cette infraction à la règle en stipulant que la méthode ne serait appliquée qu'à des arcs dont la section transversale varierait lentement, ce qui permettrait sans grande erreur de considérer dans chaque section les platebandes comme sensiblement parallèles entre elles et à la fibre moyenne. Il nous reste à étudier les ouvrages métalliques dont la hauteur, mesurée nor« malement à la fibre moyenne dans le plan vertical de cette fibre, varie assez rapidement pour qu'il ne soit plus permis d'admettre le parallélisme des platebandes : c*est ce que nous nous proposons de faire dans le présent chapitre, où nous établirons une méthode de calcul applicable aux systèmes rigides de hauteur variable.
toi. Systèmes artieulé». — Le second mode de calcul des constructions métalliques, que nous appellerons méthode des systèmes articulés, est basé sur la décomposition d'un ouvrage quelconque en un certain nombre d'éléments rectilignes, travaillant soit à la compression, soit à l'extension simple, et reliés les uns aux autres, à leurs extrémités respectives, par désarticulations. Il n'est plus question ici de fibre moyenne, de moment fléchissant et d'effort tranchant. Il importe peu, au point de vue de la conduite des opérations, que la hauteur soit constante ou variable. Cette méthode est naturellement applicable à l'étude des constructions réellement articulées (poutres américaines) ; mais elle fournil également des résultats d^une exactitude très suffisante pour les ouvrages à triangulation rigide. Ce n'est que pour les poutres à parois pleines, dont la division en éléments comprimés ou tendus n'est pas possible, qu'elle tombe en défaut. Par contre, c'est la seule qui soit admissible pour les poutres armées et les ouvrages qui en dérivent (types Fink et BoUmann, — ferme Polonceau), où l'on ne retrouve pas les deux platebandes opposées, dont la première méthode suppose Texistence.
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f 09. Coniparaison des deuTt méthodes de ealeal.
— Au point de vue de Texactitudc des résultais, les deux méthodes que nous venons de définir sont également bonnes. Même en apportant à la première une simplification (indiquée à Tart. 106) qui permet de calculer les platebandes sans s'occuper des dispositions de la triangulation, Técart, que Ton pourrait constater entre leurs indications, n'est jamais important et rentre dans la catégorie des erreurs que Ton peut et que l'on doit négliger en pratique (art. Hl).
Il conviendra de choisir, le cas échéant, celle des doux marches qui paraîtra la plus avantageuse, au point de vue do la facilité et de la brièveté des opérations.
Quelle que soit la décision prise, on peut d'ailleurs atteindre le but soit par l'emploi de formules analytiques (calcul algébrique), soit par l'usage de constructions géométriques (statique graphique).
tOS. Classifleatioii des eousiructlons métalliques.—
Au point de vue des applications, il y a lieu de diviser les constructions métalliques en deux classes distinctes.
La première comprend les ouvrages pour lesquels le calcul des réactions exercées par les appuis (piles et culées) peut s'effectuer à Taide des équations de la Mécanique générale relatives aux conditions d'équilibre des solides invariables, sans recourir aux formules de la Résistance des Matériaux.
La seconde classe comprend les ouvrages pour lesquels on ne peut évaluer ces réactions qu'en faisant usage des formules, relatives à la déformation des corps élastiques, qui constituent la base de la Résistance des Matériaux.
Nous subdiviserons en outre chaque classe en deux catégories : les ouvrages de hauteur constante et les ouvrages de hauteur variable.
1" CLASSE. — 1'* CATÉGORIE. — Poutrcs à travécs indépendantes et Ponts-grues de hauteur constante.
On peut à volonté appliquer l'une ou l'autre méthode, en recourant soit au calcul algébrique, soit à la statique graphique. Nous avons donné dans le tome I des Ponts métalliques un exemple de la première méthode (chap* III, § 5, Poutres à
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assemblages rigides) el uq exemple de la seconde (chap. III, § 1, 2, 3 et 4, Poutres américaines à articulations).
i^ CLASSE. — 2* CATÉGORIE. — Poutres à travées mdépendantes et Ponts-grues de hauteur variable, — Fermes de toit. — Arcs articulés aux naissances et à la clef, — Ponts suspendus rigides, — Piles métalliques,
La première méthode est encore applicable, mais à condition de faire usage des formules nouvelles que nous donnerons plu^ loin. Le tracé des épures représentatives des efforts tranchants, des efforts normaux et des moments fléchissants peut s'effectuer par le calcul algébrique ou la statique graphique (Tome I, cil. V, Arcs à triple articulation).
L'usage de la statique graphique est à recommander pour ce cas spécial : les constructions géométriques ne sont ni plus ni moins compliquées, que la hauteur de Touvrage soit constante ou variable, et les règles à suivre ne subissent aucun changement sérieux.
Au contraire, les formules du calcul algébrique, qui se présentent sous une forme générale, simple et unique, dans le cas de la hauteur constante (Tome I, chap. III), peuvent être d'un usage pénible lorsque par suite de la variation de hau* teur un certain nombre de coefficients changent de valeur quand on passe d'une section transversale à la suivante : au lieu d'avoir une seule variable x, on en a plusieurs, dépendantes de jr, ce qui embrouille le problème, complique les recherches et rend les calculs plus laborieux.
2*^ CLASSE. — 1^^ CATÉGOniE. — Arcs non articulés à la clef^ de hauteur constante ou sensiblement constante. — Poutres à travées solidaires de hauteur constante.
Nous avons appliqué la première méthode aux arcs (Tome I, chap. Y) et aux poutres continues (chap. I, II et III du présent volume).
2^ CATÉGORIE. '- Poutres continues et arcs de hauteur variable.
Nous verrons ci-après comment on peut appliquer la première méthode au calcul de ces ouvrages.
Pour les ouvrages de la 2" classe, l'emploi de la deuxième
méthode présente une grande complication et nécessite en gé«
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lierai des calculs très longs cl très ardus. Dans les équations relatives à la déformation de l'ouvrage étudié, il est nécessaire de faire entrer un terme relatif à chacun des nombreux éléments, de directions variables, en lesquels on a décomposé la construction, et ce terme est fonction des réactions inconnues exercées par les appuis.
M. l'ingénieur Boyer a suivi celte marche pour le calcul du pont de Garabil, effectué tout d'abord par M. Eiffel à laide de la première méthode. Il a indiqué dans le Génie civil (17 mars 1883) les principes généraux à appliquer, et il est aisé de reconnaître que les opérations à faire sont nombreuses et pénibles.
Comme, au bout du compte, il n'a fait que retrouver les résultats déjà obtenus par M. Eiffel par des moyens plus simples, il ne semble pas bien utile de Timiter dans un cas semblable.
Pour les poutres à travées solidaires, on pourrait également suivre la 2* méthode, mais la complication serait encore plus grande, et on s'engagerait sans utilité démontrée dans un travail de longue haleine, qu'il est préférable d'éviter.
En résumé, il ne nous semble pas que la 2'' méthode soil pratiquement admissible pour les ouvrages de la 2* classe, que la hauteur soit constante ou variable (ce qui ne modifie d'ailleurs en rien la suite des opérations).
La première méthode seule semble pouvoir être appliquée.
Nous avons déjà montré comment on devait opérer pour les ouvrages de la 1" catégorie (Arcs et poutres à travées solidaires de hauteur constante ou sensiblement constante). Il nous reste à indiquer les modifications à apporter aux méthodes exposées et les formules nouvelles à appliquer, quand on a affaire à des constructions de hauteur variable, arcs ou poutres continues.
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FORMULES RELATIVES A UN OUVRAGE QUELCOiNQUE
DE HAUTEUR VARIABLE
i04. Convention» et défluitions. — Soit ÂxVBB' une portion d'ouvrage métallique de hauteur variable, formée do deux platebandes AB et A'B' reliées par ime barre de triangulation A'B, de direction rcctiligne. Soit rj(j Taxe longitudinal ou fibre moyenne de Touvrage , courbe située dans le plan vertical do symétrie ABB'A' et que nous définirons comme il suit. Menons une normale quelconque MM' à cette courbe : son pied G est le centre de gravité de la surface que Ton obtiendrait en projetant sur le plan de la section transversale MM' (normale à la fibre moyenne (jff) les sections droites des deux platebandes en M et en M '.
Soient w la section droite de la platcbande AB en M, et ot l'angle que forme la tangente en M à AB avec la tangente en G à yy '; iù et a' la section droite et l'angle relatifs à la platebande inférieure A'B'. Désignons encore par a et d les longueurs des segments MG et M' G. On a, en vertu de la définition que nous venons de formuler :
Fig. 103.
ûci) cos a = a'(o' cos a'.
Connaissant la forme générale de Touvrage, on pourra toujours tracer par points Taxe longitudinal gg\ en se basant sur la propriété caractéristique du point G ; on relèvera ensuite sur le dessin les longueurs a et d et les angles « et a\
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La hauleur A, Taire û cl le moment d'inciiic I de la section transversale, à considérer dans les calculs, seront ensuite fournis par les relations :
Q = (0 cos a + (i> cos a = -7 (i) cos a = - co cos a ,
I = a*(o cos a + a'^w' cos oc' = ha(ù cos a= Aéi'w' cos a' = a«'û.
Lorsque a = a'=o, on retombe sur le cas d'un ouvrage de hauteur constante, et Ton relrouve pour I et Û les expressions algébriques déjà énoncées au Tome I pour les pièces prismatiques.
Pour éviter toute confusion et mettre bien en évidence les nouvelles significations attribuées aux lettres Û et I, nous dirons qu'elles représentent Vaire réduite et le moment d'inertie réduit de l'ouvrage de hauteur variable.
Nous conviendrons d'attribuer à l'angle ot le signe + si la distance MG augmente lorsqu'on déplace vers la droite la seclion transversale MM'; de môme, a sera positif si, dans les mêmes conditions, la distance M'G s'accroît. Soit ds le déplacement infiniment petit mesuré sur la fibre moyenne, en marchant de gauche à droite, que l'on a fait subir au point G.
On a, en vertu des conventions posées :
dh = da-\- da' = ds (tg a + '-S' a') .
Toutes les dimensions de l'ouvrage étant supposées connues à l'avance, nous admettrons que l'on ait tracé l'axe longitudinal gff' et que l'on possède, pour une section transversale quelconque, les données <o, o)', a, a', a, a\ A, Q et L
Nous avons laissé de côté jusqu'à présent la barre de triangulation A'B. Pour ce qui la concerne, nous considérerons spécialement la section transversale MM' qui passe par son point de rencontre G avec l'axe longitudinal gg^ , et nous définirons la distance AB par l'angle 6 qu'elle forme avec la droite MM', cet angle étant mesuré au-dessus de la fibre
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moyenne et à droite de Taxe MM' pris comme origine. Il n'y a pas à s'occuper de la section transversale de la barre en question.
Nous nous proposons de calculer les efforts supportés par les trois éléments AB, A'B et A'B'.
Nous conviendrons encore d'affecter du signe +les valeurs des forces qui donnent lieu à un travail à l'extension et du signe — les valeurs des forces qui produisent un travail à la compression. Nous désignerons ces forces par les lettres S (platebande AB), S' (platebande A'B') et T (barre A'B).
Nous admettrons, d'autre part, que l'on ait calculé à l'avance, pour la section transversale choisie MM', les valeurs :
1* Du moment fléchissant X égal à la somme des moments par rapport au point G des forces extérieures appliquées à l'ouvrage depuis son extrémité de droite jusqu'à la section MM'. Ce moment sera affecté du signe + s'il détermine dans la platebande supérieure un travail à la compression, et du signe — dans Thypothèse contraire ; 2* de l'effort tranchant V égal à la somme des projections des forces extérieures, dont il a été déjà parlé, sur ladroite MM'. Cet effort tranchant, dont le signe
est déterminé par la condition Y= -p, sera posilif s'il est di-
rigé de haut en bas ; 3* de l'effort normal F égal à la somme des projections des forces extérieures sur une perpendiculaire à la droite MM' située dans le plan de la fibre moyenne. Cet effort sera positif s'il détermine dans les platebandes un travail à l'extension.
Dans le cas où le calcul des réactions des appuis de Touvrage situés à droite de la section MM' ne pourrait s'effectuer par les formules de la statique, et où il nécessiterait l'emploi des équations de la résistance des matériaux relatives à la déformation des corps élastiques, X, F et V, au lieu d'être représentés par des nombres évalués à l'avance, seraient des fonctions numériques connues de ces réactions inconnues. Cola ne changerait, d'ailleurs, rien au raisonnement qui suit.
i06. Calcul des efforts développé» daus les éléments de l'oaYPai^e. — La section horizontale MM' est en équilibre
Fig. 104.
SOUS Faction : du moment X et des forces V et F d'une part ;
des forces S, S' et T (résultantes des efforts moléculaires développés dans les platebandes et la barre A'B) de Tautre. Sur la figure 104, nous avons indiqué par des flèches les sens de ce moment et de ces forces qui correspondent au signe -|-, afin de bien fixer les idées à cet égard.
Les conditions d'équilibre de la section MM' sont exprimées par les trois équations obtenues en égalant à zéro la somme des moments des forces par rapport à G, ainsi que les sommes de leurs projections sur la tangente et la normale à la fibre moyenne en G.
— Sa cos a + S'a' cos a ; S cos a + S' cos a -h T sin 8 ;
— Sin a + S' sin a — T cos 6.
Ces trois relations permettent de calculer dans tous les cas imaginables S, S' et T, connaissant X, F et V.
Elles sont rigoureusement exactes: lorsqu'on en fait usage, on a la certitude d'arriver à des résultats identiques à ceux que fournirait la méthode des systèmes articulés : celle-ci conduit absolument aux mêmes équations, sauf que les lettres X, F et V disparaissent pour faire place aux sommes des moments par rapport à G et aux projections sur MM' et sur la perpendiculaire à MM' des forces extérieures appliquées à Touvrage. Il en résulte un simple changement de notation.
loe. Formales approi^iniatiTes. — Supposons que, dans l'équation (2) de Tarlicle précédent, on puisse considérer T sinO comme négligeable devant S cos a et S' cos a/. C'est le cas général de la pratique, les efîorls transmis aux barres étant presque toujours très petits comparativement à ceux quesup-
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portent les platebandes. Supprimons en conséquence le terme TsinO et désignons par W la composante verticale, changée de signe, de Teffort longitudinal T subi par la barre A'B : W=— Tcosô.
Nous obtenons les relations nouvelles :
(4) X == — Sa cos a + SV cos a' ;
(5) F = S cos a + S' cos x ;
(6) V = — S sin a + S' sin a' + W,
L*angle 0 ne figure plus dans ces équations, qui permettent en conséquence de calculer les inconnues S, S' et W sans se •préoccuper du système de triangulation employé pour relier les platebandes de Touvrage. Elles sont d'un usage beaucoup plus commode que les équations exactes de l'article précédent, et il convient de s'en servir dans les applications. Mais elles ne sont qu'approximatives, et, par suite, ne peuvent conduire identiquement aux mêmes résultats que la méthode des systèmes articulés (art. 102). L'écart est d'autant plus faible que le terme négligé — TsinO est plus petit comparativement à S cos a et S' cos a . Il suffit que la hauteur de la poutre ne dépasse pas J/5 de l'ouverture d'une travée de l'ouvrage pour que l'erreur commise soit sans importance aucune et de Tordre de celles qui ne sauraient exercer d'influence appréciable sur les dimensions des éléments de la construction.
Rien n'empêche, d'ailleurs, de justifier, dans un cas donné, remploi des formules simplifiées, en appliquant h un certain nombre de sections les formules exactes et comparant les résultats obtenus parles deux procédés (art. 125).
Nous donnerons à la quantité W le nom A' effort tranchant réduit.
Dans un ouvrage de hauteur variable à âme pleine, l'épaisseur de celle-ci doit être calculée en vue de résister, non à \ effort tranchant absolu V (comme pour les ouvrages de hauteur constante), mais bien à V effort tranchant réduit W.
f 07. Formales mmelle*. — Nous allons apporter, en vue
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d*cn faciliter remploi, quelques modifications aux formules (4), (5) et (6).
Soient R la valeur du travail moléculaire à la compression déterminé par la force S àaxïsldi platebande supérieure eiK h valeur du travail à Vextension déterminé par la force S' dans la platebande inférieure. On a, en vertu des conventions faites sur les signes des forces S et S' :
R(o = — S et R'(o = S'.
Substituons dans les formules (4), (5) et (6), et résolvons par rapport à R, R' et W, en tenant compte des relations connues (art. 104) :
a<i) cos a = û'o)' cos a', « -f- a' == A , û = 0) cos a + Cl)' cos % ,
I = haiù cos a = haiù' cos x' = eia'û. Nous obtiendrons les formules définitives :
(7) R=T =r(-X. — Fa)=-- =r --; — -,
(8) R'=J^=-:(XH-F«)=«-^-i: = -J^+-4^,
^ ' hoiCOSOL P ' I il /iwcosa wcos«+wcosft
(9) W= V — Ro) sin a — R'o)' sin a
= V- J(tg x + Ig a) + J(« Ig a-«Mga').
Les équations (7) et (8) permettent de calculer la valeur du travail moléculaire R ou R', développé dans une platebande, et de modifier en conséquence l'épaisseur de cet élément, de façon à augmenter ou à diminuer <o ou w', lorsque Técart trouvé entre R ou R' et la limite pratique de travail du métal à l'extension ou h la compression parait trop considérable.
Lorsqu'on veut résoudre le problème inverse, c'esl-à-dirc calculer les aires w et w' à attribuer aux platebandes, en vue d'obtenir pour R et R' des valeurs fixées à l'avance, il est nécessaire de résoudre les équations (7) et (8) par rapport aux inconnues o cos a et w' cos x ; on obtient les relations suivantes, dont l'emploi ne saurait présenter aucune difficulté.
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(10) <oCosa=--2-5^ + V(2irft-2l)+R(R + R')/.
,_ X J[_ .// X F'\» FX
(11) 0) <îOSa — 2j^,^ + 2j^, + y ViH"^2R'; ~R'(R + R>
Rappelons qu'il est absolument nécessaire de tenir compte des signes de X el de F : par exemple, dans le cas où F représenterait un effort normal de compression (ponts en arc), il conviendrait de lui attribuer le signe — .
Apres avoîr calculé soit R et R' en fonction de w cos oc et iù' cos a' à l'aide des formules (7) el (8), soit (o cos a et co' cos a" en fonction de R et R', à laide des formules (10) et (11), on tirera la valeur de l'effort tranchant réduit W de l'équation (9J. Si l'ouvrage est à âme pleine, on déterminera l'épaisseur e de cette âme de façon qu'elle résiste à l'effort tranchant réduit :
Si l'âme est triangulée, on attribuera & la barre A'B (fig. 104) une section telle qu'elle puisse résister dans des conditions normales à l'effort T, donné en grandeur et signe (+ extension, — compression) par la relation :
cos G
t09. Ouvpairefl à seetion transvemale symétrique*
— Nous dirons qu'un ouvrage métallique est à section transversale symétrique lorsque R = R' : c'est une condition que Ton doit toujours s'efforcer de réaliser, en vue d'obtenir la meilleure utilisation du métal, quand on compte employer le fer ou l'acier, considérés comme également aptes h travailler à l'extension et à la compression. Pour la fonte, il en serait autrement, et il conviendrait de prendre Régal au moins au double de R'Jafonlese comportant mal sous un effort de traction. Dans l'hypothèse de la section symétrique, les formules (10) et (11) de l'article précédent deviennent : '
i.Ces formules supposent express.émeat que R et R' sont deméroe signe, et représentent Tun un travail à Textension et Pautre un travail à la compression ;
(12) ^<^^«*=m-2R + V4RÎ];i+iïïî'
(13^ <»>cosa= hV/ 1 '
Il arrive souvent que F* peut être négligé devant — . Les
formules (12) et (13) peuvent alors se mettre sous une forme simple, sans cesser de donner des résultats suffisamment exacts :
(15) «'cos«' = ^H-^.
Si Ton pose a = «'=o, on retombe sur les formules connues, relatives aux ouvrages de hauteur constante H, dont nous avons fait usage dans Tétude des ponts en arc (tome I, chap. V):
"* — ÏÏJi~2R'
Lorsque, dans un ouvrage à section transversale symétrique, l'effort normal F est nul (poutres), on a : wcos a=:(o'cos ol\
D'où \ a = a' = r . La fibre moyenne de l'ouvrage coupe
toutes les sections transversales au milieu de la hauteur.
i09. Calcul des arcs de hauteur variable. — Supposons que l'on ait à étudier un pont en arc, sans articulation à la clef, dont la hauteur varie entre des limites très écartées,
enefTet, dans le cas où les deux semelles d*une pièce fléchie seraient soumises à des efforts de même nature (exteasion ou compression), il serait impossible de réaliser l'égalité de travail entre elles. Si le moment de flexion X est nul, R et R' sont égaux en valeur absolue, mais de signes contraires, et les formules sont encore inapplicables.
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Le profil en long étant arrêté, on commencera par tracer la fibre moyenne dans Thypothèse où les sections transversales
successives couperaient les deux semelles sous des angles oc et a égaux :
^ .< '' ' î cela revient à admettre que les aires des
'"•- -^ • sections droites de ces semelles sont
égales, dans chaque section transver- Fig. 105. '^ sale. Le tracé de celte fibre moyenne hypothétique s*effectuera aisément par la méthode simple et élégante imaginée pour les voûtes en maçonnerie par M. Tlngénieur à'Ocagjie (Annales des Ponts et Chaussées, 1888, Tome n page 76), qui trouve ici son application.
Dans chaque section isogonale ainsi obtenue, on relèvera la distance h des deux semelles, ainsi que Tangle ^ que font leurs directions (fig. 105).
Cela fait, on calculera la poussée horizontale Q exercée sur une culée par Tare de section constante qui se rapprocherait le plus de l'ouvrage étudié, c'est-à-dire qui aurait pour hauteur uniforme la moyenne des hauteurs de cet ouvrage, et, en désignant par P le poids total maximum (charge et surcharge) supporté par Tare, on calculera dans chaque section Taire û et le moment d'inertie I par les formules suivantes, où A et ^ sont des quantités connues relevées sur le profil de Touvrage :
û=.i *• et l = rû.
Rcos-
On peut même se dispenser de calculer la poussée Q produite par lare de hauteur constante, et, en désignant par / l'ouverture et par b la flèche de l'arc (distance du sommet à l'horizontale des appuis), calculer û et I par les relations approximatives :
£) = - — et I = ---û.
cos-
û et I étant arrêtés provisoirement, on appliquera les équations du Tome I (Chap. V : art. 46, arcs articulés aux naissances ; — art. 161, arcs encastrés aux naissances) pour la recherche de la poussée, des moments fléchissants et des efforts normaux. Les épures des X et des F ainsi dressées permettent de calculer avec une précision sufKsante les aires o et co' des semelles en se servant des formules (10) et (11) de l'article 107, ou des formules (12) et (13) de l'article 108, si Touvrage est à section transversale symétrique : on devra poser cos a. = cos3î.'
P = cos -^ •
Cette méthode suppose que la section transversale effective ne s'écarte jamais beaucoup de la direction moyenne formée par la droite isogonale de M. d'Ocagne,et que le centre de gravité n'est pas très éloigné du milieu de la hauteur. Avec un profil d'arc très tourmenté, rien n'empêcherait, si l'on avait des doutes sur l'exactitude des calculs précédents, de reprendre à nouveau les opérations, en déterminant le passage exact de la fibre moyenne dans chaque section isogonale par la formule : a'= , , traçant une série de sections normales à
cette fibre, et refaisant le calcul de û et de I pour ces sections nouvelles :
Q = (0 cos a + co' cos a' , I = ha' w' cos a'-
On partirait des valeurs nouvelles trouvées pour A, Û et I pour refaire les calculs du Tome I, dresser de nouvelles épures des X et des F, et rectifier en conséquence les dimensions des semelles (w et w').
Remarquons que, dans un arc, F représente toujours un effort de compression^ et que par conséquent son signe doit être changé dans les formules qui donnent w et to' : la semelle supérieure est donc nécessairement la plus lourde.
Il resterait ensuite à calculer les efforts tranchants réduits W, qui, pour les arcs, sont toujours très petits. Après avoirdéterminé les efforts tranchants absolus V suivant la marche indiquée au Tome I, on en déduira les W par la relation :
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W = V — ^(tga + lga) + r(«tga — «Igtt').
En général le lerme (a Ig a — a' tg a ) j- est négligeable, et on peut se servir de la formule plus simple :
W = V-î(lg«+tgoc'),
que Ton mettra sous la forme :
W = V — R(o sin a — R'o)' sin a' .
Si la semelle inférieure est coînpriméCy il est bien entendu que R' devra ôlre pris avec le signe — .
FORMULES RELATIVES A UNE POUTRE DE HAUTEUR
VARIABLE
1 iO. Tracé des scellons transversales et de la flbre moyenne. — Une poutre de hauteur variable est un ouvrage sollicité exclusivement par des forces verticales (charge, surcharge, réactions des appuis). C'est le caractère essentiel qui distingue ce genre de construction des arcs et des ponts suspendus, sur lesquels les appuis exercent des réactions obliques, dont les composantes horizontales sont des poussées ou des efforts de traction.
Nous admettrons, par infraction aux principes généraux du
paragraphe précédent, que Ton peut sans inconvénient attribuer à toutes les sections transversales des directions parallèles, et les obtenir par les intersections de la poutre avec une série de plans verticaux normaux à Tâme. Comme conséquence de cette modification, les angles a et cl correspondent aux inclinaisons dçs plate- Fig. 106. bandes sur Thorizontale.
11 convient tout d'abord de justifier celte convention.
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Soient M\r une section transversale exacte (normale à la fibre moyenne de l'ouvrage) et Mi M'i la section verticale qui la rencontre en son centre de gravité G (fig. 106).
SoitX lemoment fléchissant, qui est la somme des moments des forces extérieures, toutes verticales, par rapport à G, ou un poinl quelconque de la verticale Mi M'i : on peut remplacer le système des forces extérieures par le moment X et une résultante verticale Vj située dans le plan M| M'i.
Soient a, a\ a, a , Q et I les données relatives à la section transversale exacte MM', ûTi, a',, a,, a'i, ûi et Ii celles relatives à la seclion verticale Mi G M'i.
On a, en assimilant dans les triangles M Mi G et M' M'i G, les arcs très courts M Mi et M' M'i à des segments de droites et désignant par n Tangle Mi G M :
MG cos a = MiG cos ai , ou a cos a = «i cos a^ De même :
a' cos a = a\ cos a'i ;
ai=a + 7) et ai = a — y).
Enfin nous admettrons que les points M et Mi , M' et M'i soient respectivement assez rapprochés pour que les sections droites (0 et (i)' des deux platebandes varient extrêmement peu lorsqu'on passe de Tune à Tautre.
Appliquons les formules (4), (5) et (6) de Tarticle 106 d'abord à la section transversale MM', puis à la section verticale MiM'i.
Nous obtiendrons dans le premier cas :
(1) X = — Sa cos a H- SV cos a ,
(2) F = Vi sin Y) = S cos a + S' cos a ,
(3) V = ViC0S7)=— Ssina-f-S'8ina'+ W;
et dans le second :
(l)i X= — Si^i cos ai+ S'ia'i cos tt'i= — Sj^ cos a + S'i^'ccsa',
(2)i Fi=o= Sicos «i-f-S'iCOS a'i= Sicos (a+T)) +S'iCOs (a— iq) ,
{3)i Vi=-S,sinai+S\sinot'i+\Vi=-S,8in(«+Y5)+S\sin(«'-Y))+W| .
CH. IV. — tOUTRÈS DE HAtJTEUR VARIABLE. 33S
Pour que les deux méthodes de calcul fussent équivalentes, il faudrait qu*elles fournissent respectivement des valeurs identiques pour S et S|, S' et Si', W et Wi, ce qui n'est pas. Mais Tdcart est très faible lorsque Tangle y) est petit, ce qui permet sa?ts toucher aux relatiom (1) c^(l)i, de poser v) =o et cos n = 1 dans les équations (2) et (3). On arrive, en définitive, par Tune et l'autre méthode, à des résultats identiques en ce qui touche le travail des platebandes à la flexion ; elles ne diffèrent Tune de l'autre qu'en ce qui touche la répartition de la résultante des forces extérieures entre les semelles (effort normal F) et Tâme (effort tranchant réduit W). Nous aurons occasion plus loin de fournir à cet égard des exemples justificatifs (art. H4etl2S;.
Nous conclurons donc qu'il est permis de substituer aux sections transversales exactes d'une poutre une série de sections verticales lorsque la fibre moyenne ne s'écarte pas beaucoup d'une ligne horizontale, l'erreur commise en un point quelconque n'étant sensible que si l'inclinaison n de cette fibre moyenne sur Thorizonlale est notable.
Il résulte de cette convention : 1^ que la hauteur h de la poutre est, en un point quelconque, représentée par la distance verticale des deux platebandes ; 2^ que la différentielle dh de cette hauteur a pour expression, en fonction des angles à et a , et de l'abscisse horizoatale a:, mesurée à partir d'une origine placée à l'extrémité de gauche de la poutre : dh = dx {Tgx + Tgx) ; 3** que la fibre moyenne peut être tracée par points à Taide de la formule suivante, où a' désigne sa distance verticale à la platebande inférieure :
, , w cos «
w cos « + w' cos «' '
4» que la fibre moyenne, ainsi définie, n'est pas exactement normale aux sections transversales successives, contrairement aux indications du paragraphe précédent. Mais il ne faut pas que l'écart soit très grand, ce qui suppose que les platebandes sont à courbures opposées {x étant toujours du même signe que a ), ou que, si Tune est rectiligne, cas fréquent dans la pratique, l'autre est tracée suivant des courbes de très grand rayon.
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En fait, tous les ponls existants remplissent la condition posée.
fit. Du deyré d^ei^actitade à reebereber dans les ealcnls. — Les ingénieurs hollandais ont recours pour calculer leurs grands ponts à semelles courbes(Croizette-Desnoyers: Travaux Publics en Hollande) à une méthode, à la vérité compliquée et pénible à appliquer, qui repose sur des formules d*une exactitude quasi- absolue. Ils arrivent de cette façon à déterminer les efforts développés dans les différents éléments de l'ouvrage avec une précision qui s'étend à un nombre illimité de décimales. Pour rester conséquents avec eux-mêmes, ils évaluent les longueurs des pièces de la triangulation à un centième de millimètre près (épure du pont de Kuilemburg). On n'en exige pas tant pour Tajustage d'une montre. Voyons à quoi peut servir ce luxe de soins, et si en fm de compte le résultat répond aux efforts tentés.
1° Les formules employées supposent qu^à chaque point d'attache de la triangulation les deux éléments successifs de la semelle sont réunis cnlr'eux et avec les pièces de Tàme (montants et tirants) par des articulations. Or, la semelle est continue, par conséquent rigide, et assemblée au moyen de rivets avec les barres de la triangulation. Première cause d'erreur, qui entache tous les résultats.
2^" Après avoir calculé les épaisseurs des platebandes à un centième ou un millième de millimètre près, on arrondit les nombres obtenus en centimètres en vue d'employer en chaque point un nombre entier de tôles d'épaisseur courante.
3® On fait de même pour les montants et les tirants, dont les sections difftrent toujours par excès des sections théoriques. L'écart varie entre 5 et 100 O/o (pont de Kuilemburg).
4° Le constructeur muni des pièces du projet modifie les dimensions des éléments, pour ramener tous les fers à un petit nombre de types courants, qui figurent surles albums des forges, faciliter les assemblages, etc.
Quelque soin que l'on mette dans la taille des abouts et le perçage des trous de rivets, il est bien évident que la précision obtenue sur une pièce longue et lourde ne peut jamais être
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absolue : un écart d*uu millimèlre ne peul être considéré comme exlraordinaire.
Les procès-verbaux d'épreuves des malériaux font connaître en outre que, malgré le soin apporté dans la fabrication, l'élasticité du métal varie toujours sensiblement d'une barre à l'autre, de sorte que l'homogénéité rigoureuse de la matière, que suppose le calcul, n'est pas réalisée.
Enfin, en exécution, malgré l'alésage des trous de rivets, il arrive toujours que certaines pièces sont soumises, au moment de leur pose, à un effort initial d'extension ou de compression qui modifie légèrement les conditions de stabilité de Touvrage. Les changements inévitables de température, à prévoir pendant le montage, suffisent pour amener ce résultat.
5" D'autre part, le poids définitif du pont s'écarte toujours, généralement en plus, du poids hypothétique admis dans les calculs pour l'évaluation de la charge permanente. La répartition est différente de celle supposée. Quant à la surcharge d'épreuve réelle, elle diffère également de la surcharge théorique*
Que reste-t-il en fin de compte de l'exactitude rêvée par l'auteur des calculs de stabilité ? Peu de chose, à coup sûr. Le travail considérable qu'a entraîné l'adoption de formules soidisant exactes a été fait en pure perte ; il est non seulement inutile, mais nuisible, en ce qu'il peut donner des illusions sur la situation réelle de l'ouvrage construit.
En définitive, lorsqu'on a calculé le travail du métal d'un pont à i/10 de kilog. près, on doit se tenir pour satisfait. Une plus grande précision ne servirait à rien, et il n'y a aucun inconvénient à négliger, dans les formules employées, les termes qui ne peuvent exercer d'influence que sur les décimales d'un ordre supérieur. En opérant ainsi, on apprécie le but à atteindre, et on lient compte, dans la mesure voulue, do la distance qui sépare la théorie de la pratique.
!!•. Formulen irénérales. — . Du moment que la poutre est sollicitée exclusivement par des forces verticales, et que ses sections transversales sont toutes situées dans des plans verticaux, l'effort normal F du paragraphe précédent est nécessairement nul, puisqu'il représente la somme des projections
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horizontales (normales aux seclions) d'une série de forces verticales.
Les formules relatives aux ouvrages métalliques se trouvent donc modiÇées par la suppression du terme F, et deviennent :
Formules exactes
Formules approximatives
(1) V = — Sacosa + SVcosa' ;
(2) 0 = Scosa + S'cosa'+Tsine ;
(3) V = — Ssina + S'sina'— Tcose.
(4) X = — Sacosa+S'a'cosa ;
(5) 0 = Scosa + S'cosa' ;
(6) V=-Ssina + S'sina' + W .
(7) R = , — - — = -f , (I) cos a = 73 ;
^ ^ Aw cos a I ' hR
Formules | x a'X , X
usuelles i ^^^ *^ = 17^.' = T ' *- «»s «'= - ;
(9) W=\-^(Tga+Tga')=V-f ^ •
R et R' ont toujours le même signe que X. Donc, si X est positif, la platebande supérieure travaille à la compression, et la platebande inférieure à l'extension. Si X est négatif, c'est la platebande supérieure qui est tendue, et la platebande inférieure comprimée.
fis. Poutres à section transversale symétrique. —
Nous avons dit qu un ouvrage métallique devait être dit à section transversale symétrif/ue lorsque le travail moléculaire R à la compression subi par Tune des semelles était égal au travail moléculaire R' à l'extension subi par Taulre.
La symétrie de la section entraîne, pour les poutres de hauteur variable, deux conséquences importantes :
1** (i) cos (x= o>' cos a'. Les projections verticales des seclions droites correspondantes des deux platcbandes présentent toujours la même aire ;
2» a = a = /</2. La fibre moyenne passe au milieu de la hauteur verticale d'une section quelconque.
Il paraît évident que colle disposition est la plus rationnelle et la plus économique, lorsqu'on emploie dans la confection
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des deux platebandes un métal également propre à travailler à la compression et à l'extension, ce qui est le cas du fer et de l'acier. Une poutre de hauteur variable doit donc être à section symétrique, si elle a été judicieusement établie, et, dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours que cette condition essentielle est remplie, et que la fibre moyenne est le lieu géométrique des milieux des distances verticales des deux platebandes.
Les formules à employer suivant que Ton se propose de calculer le travail produit dans des platebandes de dimensions arrêtées, ou de déterminer les aires à attribuer à ces platebandes, pour qu'elles résistent^ dans des conditions de travail données, aux forces extérieures, seront les suivantes :
(i> cos a = (i) cos (X , A = T (»> cos a = r- Cl) cos a = 7 12,
Û = o> cos a + G)' cos a' = 2 (x) cos a ;
hX X _2X
21 hucosoL ah '
W=V— I (Tga + Tga')=V— ~ =V— R(cosina+<..'sin oc');
<o = :r; , Cl)'
RA cos « R/> cos «'
Volume des platebaiides par unité de lo7igueur horizontale,
Plalebande supérieure :
cos « Rfc cos' « '
Platebande inférieure :
cos od R/t cos' «'
Volume de Tâme par mëtre courant, lorsquV/te est constituée par une paroi pleine :
-, W V , . , / • A V X dh
POLTJiKS A TBAVÉES SOLIDAIHKS.
Poutres eourlies de hauteur constante. — A
litre d'exemple, nous appliquerons les formules de l'article précédent au cas d'une poulre, à section transversale symétrique, dont la hauteur serait constante, lafibre moyenne étant d'ailleurs une courbe quelconque.
D'après ce qui a été dit à la page 335, celte extension de la méthode approximative n'est pas très jusliOée, puisque l'ouvrage dont il s'agit a une fibre moyenne qui s'écarlc notablement de riiorizontalc. Voyons toutefois ce que donnent les formules, sous toute réserve en ce qui touche l'exactitude des résultats.
On a ici : y- = 0 ; d'où a = t: — a (les angles a et x' sont
supplémentaires) ; o = o)'. Les formules à appliquer sont :
h cj cos oc
Traçons la droite BB' (fig. 107) qui coupe la verticale AA'
en son milieu G et fait avec elle l'angle BGA = a. Si Ton admet que le rayon de courbure de chaque platebande soit très grand par rapport à A G, on voit que la longueur BB' ou A' ne diffère pas sensiblement de AA' cos a = A cos a, et que la direction BB' est à très peu près normale aux deux courbes AB et A'B'. Désignons BB' par h'; on a :
h Gt) cos ce hcû 2
Or, -^ est le moment d'inertie de la section transversale
BB' normale aux platebandes. On obtient donc la même valeur pour le travail à la flexion R, que l'on considère la section verticale AA', ou la section BB' normale aux deux platebandes. Celle conslalalion déjà faite à la page 335 justifie jusqu'à un certain point l'emploi de la règle approximative pour le calcul de celte poulre. Mais il faut reconnaître qu'en ce qui
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concerne le calcul de Tefforl normal et de l'effort Iranchanl, elle ne fournit que des résultais d'une exactitude médiocre, qui nous suffiront toutefois pour examiner si, au point de vue de l'économie, rétablissement d'une poutre courbe de hauteur constante est justifiable. Comparons un ouvrage de ce genre aàbb' à la poutre droite
j de même ouverture et de môme hauteur cc'dd'. L'effort tranchant ayant même valeur pour '^ l'une et l'autre poutre sur la y même verticale et les aires com- Fiff- 108. prises entre les plate-bandes
étant exactement équivalentes, on doit admettre que les poids des deux triangulations seront sensiblement égaux. Il n'en sera pas de même pour les platebandes.
Considérons les deux sections transversales qui se correspondent mm et nn\ Le volume par mètre courant de Tune des deux platebandes sera pour la poutre droite w et pour la
poutre courbe — —- , w ayant même valeur numérique dans
les deux expressions. On voit que les platebandes de la poutre courbe seront nécessairement plus lourdes que celles de la poutre droite, sauf dans la section transversale du milieu ce , oii a = 0. Donc la poutre courbe est plus pesante que la poutre droite, quel que soit d'ailleurs le tracé de ses platebandes. Considérons à titre d'exemple simple le cas d'une poutre B en chevron ABC A'BC dont les deux
platebandes présentent , à partir du milieu de l'ouverture, des pentes égales
0K I. L ic'et de sens contraire. Soit b la hauteur
Fig. 109. du sommet de la poutre au-dessus de
Thorizontale des appuis. On a, en un point quelconque de l'ouvrage :
COS* a L*
Si P est le poids des platebandes de la poutre droite qui aurait môme ouverture et même hauteur que l'ouvrage ABC,
A'B'C, le poids des plaiebandes de celte dernière construction sera représenté par :
Soit A = - L (déclivité correspondant & peu près à FiacUnaison maximum d'un escalier). On aura : — r- = P x -:r
cos' a 9
= 1,44 P. L'augmentation de poids subie par les platebandes, lorsqu'on passera de la poutre droite à la poutre en chevron, sera de 44 0/0. La disposition étudiée n'est donc pas économique ; il serait bon en pareil cas de renoncer à remploi d'une poutre et de profiter de la différence de niveau b existant entre le milieu de l'ouverture et la ligne des appuis pour faire supporter la voie de communication par un arc, à moins qne les culées ne soient incapables de résister à la poussée.
D'ETABLISSEMENT D'UNE POUTRE
115. Généralités. — Le volume par mètre courant (mesuré horizontalement) d'une platebandé a pour expression (art. 113) :
R h cos* «
Le volume de l'âme pleine, qui ne s'écarte jamais beaucoup de celui de la triangulation équivalente, est représenté par la formule :
îi — ^_^_AË^
* ~ B ~ R Rhdx '
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Dans une construction judicieusement établie, il convient que la hauteur h croisse en même temps que la valeur absolue de X el présente un maximum (a = o), lorsque X passe lui-
même par un maximum (V= -p =^^)- En opérant de cette
façon, on réduit notablement le poids total, puisque h cos a est d*autant plus grand que X Test lui-même, et que d'autre
\ Ah.
part, — j- étant toujours de même signe que V, l'effort tranchant réduit W est plus petit que l'effort tranchant absolu V, ce qui entraîne une diminution dans le poids de l'âme, comparativement à celui qu'exigerait une poutre de hauteur constante.
Mais il ne faut pas que h croisse plus rapidement que X : il arriverait en effet que le poids V par mètre courant horizontal de platebande décroîtrait rapidement au fur et à mesure que X augmenterait, ce qui semble absurde, les sections
les plus lourdes ne devant pas correspondre aux moments
X dh fléchissants les plus réduits. D'autre part, le terme — — se-
^ • I ' ^h dx
rait de même signe, mais plus grand que V : la diminution apportée à l'effort tranchant dépasserait le but, en ce sens que, le terme de correction étant plus grand que V, le signe de l'effort à considérer serait renverse^.
Enfin quand X = o, il est rationnel de prendre h = o. En résumé, il convient, dans l'établissement du profil en long d'une poutre, d'observer la loi suivante : h doit être nul quand X l'est lui-même, augmenter régulièrement au fur et à mesure que X croît, mais suivant une progression moins rapide (ou tout au plus dans le même rapport), et présenter un maximum (a=o), qui suppose Thorizonlalité des platebandes, lorsque l'effort tranchant V est nul (maximum de X).
Ces considérations, qui limitent le champ des recherches, ne suftisent pas pour définir la marche k suivre, quand on se propose de réaliser le profil en long le plus avantageux. Nous allons tenter d'établir les règles à appliquer, lorsqu'on envisage la question au point de vue de l'économie du métal.
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fie. Poutres à semelle* Indépeudautes. — Considérons une poutre soumise à une charge définie et connue, sinon comme intensité, du moins comme répartition, pour laquelle on ait dressé à Tavance Tépure des moments fléchissants. Il n*est pas nécessaire d'ailleurs de supposer que Touvrage soit à section transversale symétrique.
Nous venons de voir que h doit croître dans le même sens que la valeur absolue deX, mais avec une progression tout au plus aussi rapide. Plaçons-nous dans Thypothëse limite et admettons que Ton applique la formule : h = KX ; K est une constante et X représente ici la valeur absolue du moment fléchissant, précédée du signe -f-.
Nous en concluons que :
dx dx
V doit être pris avec le signe H-, si la valeur absolue de X va en croissant, et avec le signe — dans Thypothèse contraire. Les formules générales de l'article i\2y
0, =sir— «-' = iT^' W=Y-^{Tga+Tg«')=V-Jf^ .
R^cosa R/icosa h ^ "^ " ' h dx
deviennent dans le cas présent :
0) cos a = r = const. , o) cos oc = — = const. ,
n It
W=V— ;^ . KV = 0.
La section transversale réduite û est constante : û = K (- -H — j. Le poids par mètre courant d'une platebande croît
proportionnellement à , x dtant son ande d'inclinaison
'■ ' cos flt *^
sur l'horizontale ; il est minimum pour a = o, c'est-à-dire pour la section où X passe par un maximum (V = o).
L'effort tranchant réduit est toujours nul : par conséquent, il n'y a pas lieu de munir la poutre d'une âme pleine ou d'une triangulation : l'ouvrage se trouve composé do deux semelles
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indépendantes, sans liaison aucune, sauf aux points où elles se rencontrent, points définis par la condition : X = o.
Cette conception d'une poutre formée de deux semelles isolées peut sembler paradoxale : elle est cependant toujours réalisable, lorsque Touvrage à établir est destiné à supporter une charge dont la répartition puisse être considérée comme absolument invariable, de telle sorte que la courbe représentative des X ne subisse d'autre modification que celle résultant d'un accroissement ou d'une réduction proportionnelle de toutes les forces extérieures, qui ait pour effet d'augmenter ou de diminuer dans le même rapport toutes les ordonnées verticales de cette courbe.
Considérons à titre d'exemple le cas où la charge serait uniformément répartie sur toute sa longueur. S'il s'agit d'une travée indépendante, la courbe des moments sera la parabole
A.sB (fig. HO) : soient AMB et ANB deux paraboles à axe vertical (à courbures opposées) et ALB une droite horizontale. Il suffira que les axes longitudinaux des deux platebandes coïncident respectivement avec deux des lignes AMB, ANB ou ALB pour qu'on ait un ouvrage remplissant les conditions voulues, et qu'il soit inutile de relier les platebandes par une triangulation.
Ce genre de construction a été quelquefois employé sous le nom de how-string^ soit avec les deux platebandes paraboliques, soit avec une plalebande recliligne et l'autre parabolique.
S'il s'agit d'une travée solidaire^ la courbe des X sera une parabole telle queaOisO*ô, coupant la fibre moyenne aux deux
points Oi et 0, (fig. 111). Soient A'MB' et A"NB' deux paraboles à axe vertical, de courbures opposées, passant par ces
Flg. 111.
mêmes points Oi et Oj. On obtiendra encore une poutre à semelles indépendantes en traçant les platebandes suivant deux des courbes ou lignes horizontales :
A"Oi, A0„ A'0„ entre A et 0^ ; 0,M0„ OiNOi, 0,L0„ entre Oi et 0, ; OjB' , OjB, 0,B', entre 0, et B.
On pourrait obtenir par la combinaison de ces différents arcs vingt-sept types différents de poutres sans triangulation. 11 semble évident a pHori que, si Ton se trouve dans les conditions voulues (invariabilité absolue de la répartition des charges) pour pouvoir recourir à ce genre de construction, son adoption constituera la solution de beaucoup la plus économique, puisque Touvrage se réduira à deux éléments travaillant Tun à la compression simple et l'autre à Textension, sans qu'aucune partie soit fléchie. Mais il est très rare en pratique que la constance de répartition de la charge se réalise d une manière suffisante. Nous citerons cependant, à titre
B d'exemple, le cas d'un bras de grue, destiné à supporter des charges concentrées appliquées exclusivement à son extrémité, le poids propre du bras étant considéré comme négligeable. La figure 112 représente un ouvrage de ce genre à semelles indépendantes AB et CB ; B est le point d'application de la charge, et AC la section d'encastrement sur l'appui, •
Fig. 112.
CH. IV. — POUTRES DE HAUTEUR VARIABLE
Nous aurons plus tard occasion de citer une autre application de cette théorie, en parlant des piles métalliques.
Revenons aux ponts. Dans une poutre à semelles indépendantes^ Tune des deux platebandes peut être horizontale, Tau- Ire étant profilée suivant une courbe semblable à la courbe représentative des X. Si les deux semelles sont curvilignes, il est nécessaire qu*elles soient à courbures opposées, et que
Fig. lis.
Fig. 114.
Fig. 115.
Fig. ne.
chacune d'elles ait le profil indiqué par Tépure des moments : cette double condition est indispensable pour que Taxe longitudinal s*écarte peu de Thorizontale, sans quoi les formules dont nous nous sommes servi deviendraient inapplicables (voir l'observation précitée à ce sujet, page 335). Indépendamment de ses semelles, le pont comportera des éléments verticaux, supports comprimés ou tiges de suspension, destinés à transmettre aux semelles le poids du tablier. Lorsqu'une des semelles est rectiligne, elle remplit généralement l'office de longeron du tablier. Lorsque les deux semelles sont courbes, le tablier repose sur un longeron spécial soutenu de distance en distance par des barres verticales qui le relient aux deux platebandes.
Dans le cas d*une travée indépendante, on peut réaliser une des dispositions représentées par les figures 113, 114, 115 et
Le type théorique de la poutre à semelles indépendantes, que nous venons d'étudier, suppose rinvariabilité absolue de répartition de la charge et delà surcharge, condition qui, pratiquement, n'est jamais remplie au moins pour les ponts. La seule exception que nous pourrions citer serait celle des ponts-
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canaux, où naturellement robligation de maintenir Télanchéité entraîne en général l'emploi d'âmes pleines.
Considérons une poulre à semelles indépendantes, dont le profil ait été établi en se basant sur la charge permanente et la surcharge complète (fig. 117). Soit AMB la courbe décrite par une des semelles. Si nous nous plaçons dans Thypothèse d'une surcharge partielle, la courbe des moments fléchissants différera de celle qui correspond au profil en long. Tl pourra alors se présenter deux cas : 1° La semelle se déformera de façon que son profil nouveau ANB corresponde à la courbe actuelle des X (A = KX). Celte déformation n'est acceptable que pour les câbles flexibles des ponts suspendus. Pour une semelle supérieure comprimée, il en résulterait à coup sur un phénomène de flambement amenant la ruine du pont, pour peu que l'écart entre les doux lignes AMB et ANB soit nolable.
2'' La semelle, considérée isolément comme une poutre
courbe, possédera une rigidité propre lui permettant de résister aux momentsfléchissants5^con</^2r^5doni le signe et la grandeur (d'après une échelle qu'il serait nécessaire d'éta- Fig. 117. blir) sont fournis sur la figure 117
par les distances verticales mesurées entre les deux courbes AMB et ANB. Si les deux semelles de l'ouvrage sont rigides le moment fléchissant secondaire pourrait être réparti entre elles, chacune constituant une poutre pourvue d'une raideur suffisante. Chaque platebande doit en outre travailler à la compression ou à l'extension simple, sous l'action du moment fléchissant principal (correspondant à la charge et à la surcharge complète), pour lequel le profil en long de l'ouvrage a été établi [h = KX).
La recherche analytique des moments de flexion secondaires présente de grandes complications, surtout si Ton se propose de déterminer pour chaque section de la poutre la valeur maximun\ de ce moment. L'emploi des procodés graphiques serait plus commode, sans être cependant bien pratique. En général, on devra se borner à évaluer aussi exactement que
zj\
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possible une limite supérieure absolue de ces momenls, et s en servir pour calculer chaque semelle comme une poutre soumise à un effort décompression (ou d'extension) variable qu'il est facile de déterminer dans chaque section à l'aide des formules déjà énoncées, et d'un moment fléchissant constant égal à la limite supérieure précédemment trouvée. Mais pour peu que ce moment secondaire ait quelqu'importance, l'obligation de calculer les semelles indépendantes comme des poutres de très faible hauteur, relativement a leur portée, obligera à leur attribuer des poids considérables. L'économie réalisée par la suppression de la triangulation se trouvera ainsi compensée. Comme d'autre part la déformation subie par ce genre de construction est nécessairement plus forte que celle d'une poutre à triangulation, il en résulte un désavantage réel que ne rachète plus une diminution dans le poids total.
En conséquence, le type à semelles rigides indépendantes n'est acceptable que pour les ponts où la surcharge variable est très petite comparativement à la charge permanente (ponts* routes ou passerelles pour piétons de très grande ouverture, ponts- rails de portée tout h fait exceptionnelle). Nous reviendrons sur ce sujet en parlant des travées indépendantes. C'est au surplus le seul cas de la pratique, à l'exclusion des poutres continues, où Ton ait eu recours à des constructions de cette esptce. Nous aurons occasion d'en citer quelques exemples.
119. Bechercheda profll le plus aYanta^eusi daa« le eas d'une sureharg^e variable. — Dans l'étude que
nous venons de faire de la stabilité des poutres de hauteur variable, X et V représentaient jusqu'à présent le moment fléchissant et l'effort tranchant développés simultanément, dans une section verticale définie par son abscisse .r, par la charge permanente et une surcharge déterminée, sans qu'il ait été fait d'ailleurs aucune hypothèse sur la répartition de cette charge et de cette surcharge. Dans ces conditions V correspond aux mêmes forces extérieures que X, et Ton a entre ces deux variables la relation :
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Si nous éludions maintenant les poutres soumises à une surcharge variable, il nous faudra admettre que X et V peuvent varier Tun et l'autre, dans une même section, entre des limites plus ou moins écartées ; nous désignerons par M la valeur absolue maximum que puisse atteindre X, et par T la valeur absolue maximum que puisse atteindre V. Les deux maxima ne peuvent jamais être réalisés simultanément dans une même section transversale, parce qu'ils correspondent à deux modes différents de répartition de la surcharge : ce serait une erreur
de croire que T soit la valeur que prend V = j- quand X est
égal à M, et réciproquement. Nous désignerons, pour éviter toute confusion, par V^ la valeur de l'effort tranchant quand le moment X passe par son maximum M, et par X^ la valeur du moment fléchissant quand Teffort tranchant Y passe par son maximum T.
Nous supposerons que Ton ait dressé pour la poutre à étudier les épures représentatives des valeurs de M et de T : nous avons indiqué dans le précédent chapitre la méthode à appliquer quand on a affaire à une poutre continue.
Il n*est pas nécessaire d admettre que Ton connaisse aussi les valeurs de X, et de V^.
Il s'agit de déterminer le profil en long le plus avantageux à attribuer à rouvrage,au point de vue de l'économie du métal.
On pourrait tout d abord, par analogie avec la solution recommandée à l'article précédent pour le cas d'une surcharge invariable, adopter la formule h = KM. Mais remarquons qu'ici l'unique avantage de ce profil disparait, puisque Teffori tranchant réduit n'est pas nul, lorsque l'effort tranchant absolu passe par son maximum T. On a en effet dans ce cas :
Xt
Or X, est plus petit que M, et V^plus petit que T. Donc W, quoiqu'étant plus petit que T, n'est pas nul. Il faut ainsi attribuer à l'une des semelles au moins une rigidité propre, lui permettant de résister aux moments fléchissants secondaires (art.
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116), ou recourir à l*empIoi d'une triangulation destinée à relier entre elles les semelles non rigides. Nous supposerons que Ton prenne ce dernier parti. Nombre de constructions ont été exécutées dans ces conditions, comme nous le verrons ci-après. Mais peut-on admettre qu'un profil en long, dont Tavantagc essentiel devrait être de permettre la suppression de Tâme, soit encore la solution la plus économique quand cet avantage disparaît ? Evidemment non. Du moment que la triangulation existe, il importe peu qu'elle ait à remplir un rôle plus ou moins considérable: son poids est loin de décroître aussi rapidement que les intensités des efforts tranchants réduits auxquels elle doit résister, et la légère économie réalisée sur cette partie de la construction ne compensera pas l'augmentation de poids ad« mise pour les semelles, dont le volume par mètre courant horizontal croit, au lieu de diminuer, au fur et à mesure que le moment M diminue lui-même, (o cos a étant en effet une cons-
tante égale à-, le poids par mètre horizontal U ou — est ° H *^ "^ cos a
d'autant plus grand que cos a est plus éloigné de 1; il atteint son maximum pour M = 0^ et son minimum quand M est le plus
grand f - =0, Vm^O j. Il paraît absurde que les platebandes
soient d'autant plus pesantes que le moment de flexion est moindre. La suppression de la triangulation pourrait justifier celte disposition, mais du moment qu'il faut y renoncer, il n'y a pas de motif pour conserver le profil des poutres à semelles indépendantes.
Nous allons donc chercher les règles à appliquer dans la détermination du profil le plus avantageux, au point de vue de l'économie, pour les poutres de hauteur variable à semelles reliées par une triangulation.
Il est évident d'abord que si l'on se plaçait dans le cas hypo« tbélique où la variation de la surcharge serait telle que la valeur du moment maximum M restât sensiblement la même sur toute la longueur de l'ouvrage, la constance de la hauteur s'imposerait : les sections transversales successives étant appelées à résister à des moments égaux, il n'y aurait aucun motif pour faire varier leur moment d'inertie.
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Or, dans la pratique, on se trouve toujours placé dans une situation intermédiaire entre le cas hypothétique précédent, pour lequel il faudrait admettre une hauteur constante, et le cas de la surcharge invariable, qui conduit à Temploi du profil à semelles indépendantes. Il convient donc d'adopter pour A, qui dans tous les cas, ainsi qu'on Ta vu plus haut (page 343), doit croître en même temps que M, mais suivant une progression moins rapide, une loi de variation intermédiaire entre celles représentées par h = K et A = KM.
Â priori, la solution la plus simple parait être : (2) A = K
\/M. Pour une travée indépendante où le moment maximum M est produit, quelle que soit la section considérée, par la charge et la surcharge complètes, il est facile de se rendre compte que refTort tranchant réduit, dans la même hypothèse de surcharge, est alors égal à la moitié de l'eiTort tranchant absolu.
On a en effet ;
dh K Vm
dx
d*où :
W = Vm — - — =
h dx
La réduction est un peu moindre si, au lieu de considérer l'effort tranchant Vm, on prend TcfFort tranchant maximum T, qui correspond à une valeur plus faible du moment fléchissant. Toutefois, on peut admettre, avec une approximation très suffisante, que le profil ainsi défini a pour eiïet de limiter sensiblement à la moitié la fraction de TefFort tranchant absolu transmis à la triangulation : cet effort est réparti à peu près également entre les platebandes et Tàme. Le poids par mètre courant de triangulation ne dépasse donc guère la moitié du poids qu'exigerait la poutre de hauteur constante.
Quant au poids par mètre courant horizontal d'une platebande, il est fourni par la relation :
cos a [{h cos<
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Tant que le rapport —r est petit, celte formule donne des
VM résultais satisfaisants : le poids de la platebande croit à peu près proportionnellement à la racine carrée de M, ce qui est rationnel. Mais, s'il existe une section où M s'annule, le rapport
- — devient très grand dans son voisinage, et U croît démosûrement jusqu'à devenir infini pour M = 0. En effet, — étant
CLJu
infini pour M == 0, les deux semelles deviennent verticales au droit de celte section, du moins si elles sont toutes deux courbes ; si Tune d'elles est rectiligne, et par conséquent
horizontale, cette conclusion n'est applicable Ml qu'à Tautre.
Une semblable disposition est vicieuse. Soit _ Oi le point de la fibre moyenne pour lequel X
s'annule : h doit être également nul en ce point. ' ^' Cherchons à déterminer l'inclinaison a sur l'ho-
rizontale quil convient d'attribuer à la platebande OiM, qui n'a plus ici d'autre rôle que celui de résister à l'effort tranchant Y. Le volume par mètre courant horizontal de cette
platebande est représenté par - X -: ( effort de com-
^ '^ '^ R sin « cos « \
pression : -: — : lons^uour mesurée sur OiM : ) ; il sera
'^ sin a *^ cos «/
minimum pour sin a = cos a, ou a = 45^. Donc, au point
de vue de Téconomie, il convient que la platebande coupe en
Oi l'horizontale suivant 45% tandis que, avec la formule
h = K y/X^ celte inclinaison atteint 90% la platebande étant verticale.
En conséquence la formule en question^ acceptable pour les poutres où M ne passe pas par 0 (travées solidaires à surcharge variable importante), ne l'est plus pour les autres (travées indépendantes, travées solidaires à surcharge variable peu importante, etc).
Nous adopterons alors la formule nouvelle :
(3) h = \/A -h BM — Va .
Plaçons-nous dans l'hypothèse où Tune des semelles serait horizontale. On déterminera les coefficients numériques A et B par la double condition : 1° que la hauteur de la poutre atteigne un maximum H, fixé a priori, dans une section où M passe lui-même par un maximum Mh, correspondant à Vu = 0 ; 2^ que Tinclinaison a de la semelle surThorizontale soit égale
dh
k 45* (TgoL = -- = 1), lorsque le moment M s'annule : nous
désignerons par V^ la valeur que présente alors l'effort tranchant correspondant Vm.
Nous obtenons ainsi deux relations :
n = v'a + BM„ — Va , i
d*où
Mh - HVo '
Il n'y a plus qu'à substituer à A et B leurs valeurs numériques dans la formule (3) pour pouvoir calculer la hauteur h correspondant à une valeur quelconque de M.
Avec cette formule, le poids par mëtre courant horizontal do platebande est :
«'^ <=«« '« R (v/.VTiS - v'X) \ * (^ + »M)
- Jl) \
Tant que le rapport "Tr est petit, on obtient à peu près les
mêmes résultats que par la formule (2). Mais quand M s'annule, y n'est plus infini, ce qui est un avantage sérieux au point de vue de l'économie, la platebande étant inclinée à 45^ sur l'horizontale, au lieu d'être verticale.
Si les deux semelles de la poutre devaient être courbes, il faudrait établir séparément, pour chacune d'elles, une relation fournissant, non plus la hauteur totale de la poutre, mais la distance verticale de la semelle, mesurée au dessus ou au dessous, à rhorizontale passant par le point où h s'annule (M=o).
On obtiendrait les deux équations :
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Semelle supérieure, A, = \/Ai + BiM — v/A,,
Semelle inférieure, Aj t= y'A, -+- BjM — \/Âl,
donl les coefficieuts numériques se calculeraient à l'aido des
conditions :
b,Vn
2vT,
La hauteur totale de l'ouvrage serait, les deux semelles étant obligatoirement à courbures opposées: H =hs-hht. Le maximum de H correspondant au moment Mh, relatif à la section ou V« s'annule, serait ; H = H, + H,.
lis. Calcul dcn poutres 4e hsotenr varlablr- — Nous admettrons que l'on ait (établi le profil en long de l'ouvrage étudié en se servant de l'une des formules dont nous avons signalé précédemment les avantages et les défauts.
(1) h=KV,
(2) /i = Kv'M,
(3) A=v'A + BM — ijA. (une semelle horizontale),
(4) A = v'A. + B.M + VAi+B,M — VÂT— ^â; (deux
semelles courbes).
Il reste à calculer les épaisseurs des plalebandes et les sections des pièces de triangulation.
Platebaiides. Conservant les notations de l'article 66, nous désignerons par e l'épaisseur d'une platebande mesurée normalement à sa direction et par c sa largeur horizontale. On fera usage de ta formule connue :
Wte ' RAc coa a
On peut se dispenser de relever l'anglo n sur le proûl du
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pont cl de chercher cos a, en remarquant que ccosa, qui peut être calculé sans connaître cos a, est la projection verticale de
répaisseur e.
Après avoir déterminé e cos a, on en portera la longueur
représentative sur la verticale EF passant au point E considéré sur la platebande \ on mènera Thorizontale FE' coupant en E' la normale EE' à celte platebande : EE' représentera à Téchelle convenue l'épaisseur cherchée.
Si la section de la platebande est symétrique suivant Thabitude, <o cos a a la même valeur pour les deux platebandes :
Si celles-ci sont de même largeur c, la longueur EF sera aussi la même pour toutes deux. Lorsqu'une semelle est horizontale (cos a = 1), son épaisseur est précisément égale à M
fig. 119
Me
ouEF.
Si le profil du pont est représenté par une des formules (1) ou (2) du présent article, on obtient pour e cos a des expressions simples, ce qui en facilite notablement la recherche.
Formule (l). e cos ol = 77^ : e cos x est constant d'une ^ KRc
extrémité à l'autre de la poutre. La longueur EF se calculera donc une fois pour toutes, et en menant par E des parallèles
aux normales successives du profil en long, passant par les sommets correspondant à un certain nombre de sections
e; c; e; verticales, on obtiendra immédiatement,
Pig. 120. par leur intersection avec l'horizontale
passant par F, les épaisseurs EE'i EE't, etc., de la platebande qui se rapportent à ces sections.
Formule (2). e cos a == ^- ^ cos a varie proportionnelle^
ment à la racine carrée de M. On peut donc calculer cette longueur sans avoir besoin de relever h sur le profil en long. Avec les formules (3) ou (4), il est toujours indispensable de
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relever h sur le profil en long pour calculer le rapport ■-,
dont l'expression analytique ne se présente pas sous une forme simple.
Triangulation, — Pour déterminer les sections à attribuer aux divers éléments de la triangulation, il est nécessaire et il suffit de connaître la valeur maximum de TefTort tranchant réduit W, pour une section quelconque (page 329).
Cette valeur, qui correspond au maximum de Teffort tranchant absolu, que nous avons désigné par T (page 350), est fournie par l'équation déjà énoncée :
Yy rp Xt dh
^^ ~ h dx '
Nous connaissons T par Tépure des efforts tranchants limi-
les, A et T- par le profil en long de Touvrage. Mais Xr, va-
leur du moment fléchissant qui correspond à Teiïort tranchant T, ne nous est pas connu, du moins la plupart du temps (sauf, ainsi que nous le verrons ci-après, pour les travées indépendantes où la surcharge variable est uniformément répartie). .
Le calcul de la valeur exacte de W n'est donc pas possible, à moins de dresser préalablement l'épure des moments Xt : ce serait prendre en certains cas beaucoup de peine pour un résultat de minime importance. Nous verrons cependant que^ même pour les poutres continues, ce calcul peut être effectué à l'aide de formules simples.
En somme, le moment maximum M se compose de deux parties : l"* le moment X dû à la charge permanente ; 2^ le moment limité X' ou X" du à la surcharge variable. Xt est né* cessairement compris entre X et M. On obtiendra donc une limite supérieure de W en remplaçant dans l'équation qui précède Xt par X, et une limite inférieure en remplaçant Xt par M.
Ces deux limites seront généralement peu écartées, de telle sorte que l'on ne commettra pas d'erreur sensible en attribuant à Xt la valeur moyenne — — =:X-t--— ou — (X + — )•
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Cela fait, le calcul de W s'effectuera sans difficulté, à l'aide de Téquation qui précède.
Nous avons déjà vu que, dans le cas particulier où Ton suppose la surcharge invariable, W est toujours nul lorsque le profil en long est déterminé par la relation : K = KM, et
qu'il est égal à r lorsqu'on a : = K VM.
Si l'on fait usage, pour le calcul de h^ de l'une des formules
W 2, 3 ou 4 de l'article précèdent, le rapport— ne s'écarte jamais
beaucoup de cette valeur - •
Connaissant W, on déterminera les sections des pièces de triangulation par la méthode déjà indiquée pour les pouires de hauteur constante, en substituant dans les formules l'effort tranchant réduit W à l'effort tranchant absolu V.
itO. Épores des moments et de« efforts tranehants.
— La première chose à faire, lorsqu'on se propose de calculer un pont d'une seule travée, est d'évaluer approximativement le poids que représentera la charge permanente, d'après l'exemple des ouvrages existants, de même ouverture et de même forme, ou à l'aide des formules données dans les traités de construction. Nous rappellerons notamment les indications fournies à cet égard dans le tome I des Ponts métalliques^ et à la page 215 du présent ouvrage.
Le programme des épreuves à faire subir à l'ouvrage et le rôle qu'ils devra remplir fourniront d'autre part des renseignements précis sur la surcharge d'épreuve à admettre (Tome I, page 60).
Il conviendra ensuite de dresser : 1** l'épure des moments
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fléchissants maxima qui, dans ]ocas d'une travée indépendante, sont tous positifs et produits par la surcharge complète ; 2* Tépure des efforts tranchants maxima positifs T'' et négatifs T',qui correspondent toujours à une surcharge incomplète ; 3® si Ton veut une précision absolue dans le calcul de la triangulation, les épures des moments do flexion Xt// et Xt', correspondant, dans chaque section verticale considérée, aux dispositions de surcharge qui produisent T" et T. Quand la charge [et la surcharge, continues ou discontinues, sont réparties d'une manière irrégulière, le tracé de ces épures peut s'effectuer soit au moyen de formules algébriques d'un usage pénible, soit par des constructions géométriques qui relèvent de -la statique graphique, et sortent par conséquent du cadre du présent ouvrage.
Nous renverrons, à cet égard, aux traités spéciaux sur la matière *.
Nous ne nous occuperons que du cas, généralement admis dans la pratique, où Ton suppose la charge et la surcharge uniformément réparties sur toute la longueur de la travée^ la surcharge pouvant d'ailleurs être incomplète et ne couvrir qu'une partie de Touverture.
Désignons, comme nous l'avons toujours fait, parp et parp' les poids par mètre courant de la charge et de la surcharge, et par l l'ouverture de la travée. Nous nous bornerons, vu la symétrie de l'ouvrage, à donner les expressions analytiques de T", T, Xx^' et Xt/ pour la première moitié de la travée :
En se reportant aux pages 27, 28 et 33 du chapitre I, on voit immédiatement que les moments et les efforts tranchants maxima s'expriment comme il suit :
1. En ce qui touche la détermination des moments fléchissants maxima produits par une charge irrégulière donnée^ ou par une surcharge mobile (train de chemin de fer), nous avons fait un exposé sommaire de la méthode graphique dans une note du tome I (page 513). On suivrait une marche analogue pour la recherche des eflorts tranchants maxima.
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M = - (jo +p') a: (/ — x); \ Surcharge couiplèle.
T'= 2 ;> (' — 2^) -1 ^j l Effort Iranchan t maxî-
X'=-i)xll-x)-h r^il-r)dr} ^^^ P^^'*'^' Surcharge T ^r \ w Jg i ^ ' j couvrant la zone limilée
= i jix(l—x)-h - ^'^^^""^^* / *'^ux abscisses x et /.
[ Effort tranchant minif — - 1 2, // 2j:) — 1 mum positif ou maximum
^ U'.r*'i-:r) \ ^^^^^^^' Surcharge cou- Xt'= - px (/ — x)-^-^—^ 1 vrant la zone limitée aux
ahscisses o et x.
Le calcul des moments fléchissants et des efforts tranchants ne présentera aucune difficulté : au surplus, nous verrons plus loin qu'il n'est pas toujours nécessaire d'en dresser les épures, et que Ton peut recourir en certains cas à des formules donnant immédiatement les sections droites des platebandes et les efforts tranchants réduits en fonction des données de la qucs* tion, et ne contenant d'autre variable que Tabscisse x.
i90.Traeé du profil en lon^. — H faut d'abord arrêter la hauteur maximum H à attribuer à la poutre dans la section où M est le plus grand, c'est-à-dire au milieu de l'ouverture. Il ne nous parait pas possible d'indiquer une règle générale à
suivre. Dans les ouvrages existants, y varie de tj. à^ , et est fréquemment égal à . ; la hauteur moyenne T y- ne parait
pas s'écarter beaucoup en général de la valeur r^ , comme
pour les poutres de hauteur constante.
Le rapport 7 parait devoir être pris plus grand pour une
poutre à deux semelles courbes que pour une poutre ayant une semelle rectiligne ; pour une poutre à semelles indépendantes que pour une poutre à triangulation. Il doit croître en même temps que la charge totale par mètre courant/? + />' : à égalité
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d'ouvci'Iure, -. sera plus grand pour uq pont-rail formi! de deux poutres destinées à porterdetix voies que pour un pontrail à voie unique ; pour uo ponl-roule à chaussée empierrée ou pavée sur voûtes en briques, que pour un pont-roule à chaussée planchéiée. Il peut être hon aussi de tenir compte de l'efTel du vent, qui exerce sur les ponts une action tendant ii amener la renversement ou le voilement des poutres très hautes ; on sera parfois conduit par ce motif à réduire la hauteur au milieu de la poutre.
Nous donnerons plus loin une liste des principaux ouvrages existants, qui pourront fournir au besoin des exemples et des renseignements.
Supposons que l'on ait fixé la hauteur au milieu H, en tenanl compte des conditions particulières où l'on se trouve.
Il n'y aura plus qu'à établir le profil en long, en appliquant une des formules de l'article 117.
Nous avons dans le cas présent: Mh=- {p-hp'jP (moment maximum au milieu de la poutre), et T, = -(p-\- p') l (réaction maximum d'un appui).
Les formules en question deviennent donc :
(1) A = KM=4H^A ~fj ;
(2) A=Ky/M = 2HV/f(l-j) ;
(4) A = A, -f A,= y/Ai+BiM — \/Â7+ \/a,+B,M — y^Â^ Après avoir choisi la règle à appliquer, on pourra tracer im-
médiatement le profil d'une poutre dont on connaît Fouverture l et la hauteur au milieu H : les poids p et p ne figurent pas dans les relations, celles-ci ne contenant d'autre variable que Tabscisse x, ou si Ton veut son rapport x/l k l'ouverture.
Les formules (1) et (2) sont applicables indifféremment aux poutres à semelles courbes ou à une semelle courbe et l'autre horizontale.
La formule (3) est applicable seulement dans ce dernier cas:
remarquons qu^elle tombe en défaut pour H ^t. La courbe
qu'elle représente devient imaginaire dès que la hauteur de la poutre dépasse le quart de Touverture, hypothèse d'ailleurs inadmissible en pratique.
La formule (4) se rapporte auK poutres à deux semelles courbes : on établira séparément le profil en long de chaque semelle, défini par sa hauteur hx ou h^ au-dessus ou au-dessous de l'horizontale passant par ses extrémités.
Nous avons tracé sur la figure 121 quatre courbes, correspondant à la même valeur de H, dont les équations sont les suivantes :
A = 4H - H — - j , courbe 1 ;
A = 2U \/j (l — f^ , courbe 2 ;
;i = ^ [yi +320^ (l -î) - l], courbe 3 ;
* = i« [\/'+fî('-i) - 0 ■ --« *•
Les deux dernières courbes correspondent à la formule (3)
du présent article, où l'on attribuerait à -r soitlavaleur0,05
(courbe 3), soit la valeur 0,18 (courbe 4).
La figure 121 montre que le profil en long fourni par la formule (3) est intermédiaire entre les profils donnés par les formules (1) et (2), et se rapproche d'autant plus de la première
que Y est plus grand. Pour- = -, la formule (3) tombe en
CH. IV. -- POUTRES DE HAUTEUH VAHÏABLE.
défaut, ce qui s'explique facilement, puisque la parabole de même flèche-, qui est sa limite inférieure, coupe en ce cas
Fig. 121.
— = 1 pourar=Oj.
La courbe répondant à la formule 3 se trouverait ainsi tangente h la parabole sur Tappui et au milieu^ ce qui est impossible. Cette remarque ne présente d'ailleurs qu'un intérêt théorique.
191. Caleal de« platebandes. — Le profil en long étant arrêté, l'épaisseur des platebandes se calculera par la formule déjà énoncée à Particle 118 :
(i> COS OL=€C cos ot =
Nous allons voir ce que devient cette équation quand on l'applique aux différents types de poutres, en commençant, pour fournir un terme de comparaison, par la poutre de hauteur constante. Nous supposons toujours que l'ouvrage est à section transversale symétrique (R=R', ou o cos oc==o>' cos a ).
On a d'ailleurs :
1« Poutre de hauteur constante (à platebandes rectilignes) : A = H.
* (P + P') -^ ^ (I ^\ 0) = gc = > ^^^ Xa:(/ — ar).
2* Poutre à semelles paraboliques (indépendantes ou non) :
(0 cos oc = X - •
(0 cos oc est une conslante : on sait que c'est la projection sur un plan vertical de Taire d'une section droite quelconque d'une des platebandes. Lorsqu'une des platebandes est rectiligne, elle a une section constante dont Taire est préci-
sèment égale à - \,J /*. On réalise ainsi le véritable bow-
string, formé d'un arc parabolique dont les extrémités sont reliées par une corde rectilignc à section constante. L'aire de la platebande parabolique a pour expression :
8 RH cosa 8 RH >^* ^ *" ^* ^ ^
Elle va en décroissant. à partir de Tappui , jusqu'au milieu de la portée ,
Le volume par mètre courant de cette platebande décroit plus rapidement encore, puisqu'il est représenté par Texpression :
j^ i [pjj^ /* -f i6 H« (/ — txY
cosa~8 UH i« '
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el varie entre les limilcs - — r-r— — - — sur I appui, et- P au milieu de la longueur.
3' Poutre dont le profil en long correspond à la relation : A=^2Hy- M — -j (avec ou sans semelle reclilignc).
Lorsqu'une semelle est horizontale, l'aire de sa section droite est fournie par la relation précédente, où l'on pose cos x = t. Elle va en croissant de l'appui, où elle est nulle,
jusqu'au milieu, où elle est égale à - — ~ — /'.
Pour la semelle courbe, on a :
6> va en décroissant depuis l'appui (j .. 1 jusqu'au milieu (i (P + p') »\
Le volume par nièirc courant horizontal est :
cos- 4 IIH Is'TÏÏ^
Il est infini sur l'appui, la semelle étant verticale pour x=Q, el va en décroissant jusqu'au milieu, où il est représenté
4' Poutre dont le profil correspond à une des relations (3) el (4) de tarticle 120, ou a été arrêté d'après une loi choisie arbiiratremeut.
Il n'y a pas grande utilité à substituer en pareil cas à A, dans la relation qui donne u cos x,son expression analytique en fonction de x. On obtiendrait des formules compliquées,
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4out remploi ne serait pas commode. Il vaut mieux relever la hauteur h^ pour chaque section considérée, sur le profil de la poutre dressé à FaTaace, et employer la formule générale :
Connaissant o) cos a, ainsi que la longueur c d*une plate-
« cos «
bande, on obtiendra sans difficulté la projections? cos x=
de son épaisseur, puis cette épaisseur e elle-même par la construction graphique de la page 356.
Lorsqu'on fait usage de la relation (3) de Tarticle 120 pour le calcul de A, Taire de la platebande horizontale, celle de la platebande courbe, et le volume par mètre courant des deux platebandes réunies varient, de Tappui au milieu de la portée, entre des limites faciles à déterminer, qui sont les suivantes :
Appui Milieu de rouvertura
Aire de la semelle horizontale - "T /, - P;
an. o I\H
Aire de la semelle courbe — — r — ^ /, - J\ P;
Volume par mètre des deux semelles *- — - — /, - _.- P.
En prenant H = - , ce qui rentre dans les conditions de la
pratique, on voit que le volume en question a même valeur sur Tappui et au milieu, ce qui justifie Temploi de la règle proposée pour le tracé du profil en long.
Nous verrons ci-après (art. 126) que, lorsqu'on substitue à une poutre de hauteur constante H une poutre à semelles paraboliques de même hauteur moyenne, c'est-à-dire dont
l'élévation au milieu atteint ^ H, on augmente le poids total
/t J_ QUI
des platebandes dans le rapport — ^jj — . En admettant que
H = — Z> l'augmentation serait de 6 0/0*
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Avec le profil intermédiaire de la formule (3), on réduira, au lieu de Taccrollre, le poids des plalebandcs, et on réalisera d'autre part une économie sérieuse sur le poids de la triangulation.
Dit. Poatre raidissante d'an ouvrage à «00161108
Indépendantes. — Si Touvrage étudié est à semelles indépendantes, il est nécessaire de le renforcer par une poutre raidissante destinée à résister aux moments de flexion et aux efforts tranchants secondaires N et Z, produits parles surcharges incomplètes. Il n'est pas nécessaire, d'ailleurs, que cette poutre soit isolée : on peut, en modifiant convenablement les dimensions d'une semelle ou du longeron du tablier, attribuer à cet élément la rigidité nécessaire pour qu'il remplisse, outre son rôle normal, celui de poutre raidissante quand la sur* charge est incomplète.
Le calcul de la poutre raidissante devra s'effectuer de la même façon que s'il s'agissait d'un pont suspendu. Nous ne reproduirons pas ici les mémoires publiés sur cette question dans les Annales des ponts et chaussées (Catfar/, 4 885, tome I; Maurice Levy, 1886, tome II). Nous nous bornerons à énoncer les expressions analytiques des moments et des efforts tranchants secondaires produits par la surcharge incomplète la plus défavorable, que nous emprunterons à l'étude de M. Cadart.
On a pour la première moitié de la travée
N=it:/?'j:^——^ -Maximum absolu: 0,045 /?7* pour a:=0,382 /. l — -j .Maximum absolu: —-pi pour a:=-'
Ces formules permettent de déterminer sans difficulté les dimensions des platebandes et des pièces de triangulation d'une poutre raidissante dont on se donnera le profil en long (en général à hauteur K constante).
Gela fait) si Ton veut attribuer à l'une des semelles du pont
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la rigidité nécessaire pour qu'elle joue le rôle de poutre raidissante, on procédera comme il suit : soit u l'aire de la section droite de celte semelle, calculée antérieurement (art. l21)pour
Fig. Wi. — Pont de Hambourg, sur l'Elbe
résister à la surcharge complète ; h' la hauteur de la poutre raidissante et a l'aire de la section droite d'une de ses plate-
Il conviendra de constituer la semelle rigide de deux platebandes situées à la distance h' l'une de l'autre, ayant chacune une section d'aire --f-a, et reliées entre elles par la
triangulation calculée pour la poutre raidissante, eu vue de résister à l'efTorl tranchant Z.
Si les deux semelles du pont doivent être rigides, on partagera entre elles l'augmentation de section 2a.
tVS. CkIsoI de l« trlBusulatlou. — Nous nous homerons, vu la symétrie de l'ouvrage, à énoncer les formules qui so rapportent à la première moitié dol'ouverlure : 0 < a; <— .
Pour calculer les «éléments de la triangulation, il ost nécessaire et il suflit de connaître, pour une section transversale quelconque, les limites extrêmes positive et négative W et W' que peut atteindre l'efTort tranchant réduit W, sous l'action dc!3 surcharges incomplètes les plus défavorahlcs. Il arrivera en général que la demi -ouverture se divisera en une zone latérale positive, adjacente à l'appui (0<'W^W} et une zôue
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centrale (W < W < W"), comme dans le cas traité dans l'article 67.
On procédera pour le calcul des éléments de Tâme en substituant Teffort tranchant réduit W ou W à rcffort tranchant absolu V de la formule relative aux poutres de hauteur constante (page 123), sans autre changement dans la marche des opérations.
Nous donnerons encore ici, comme terme de comparaison^ les formules relatives à la poutre de hauteur constante. Nous rappelons que la valeur de W est fournie par la relation :
W = T-fr£ = T-^^(tga+tga').
Les expressions analytiques de T et Xt ont déjà été données à la page 360.
!• Poutre de hauteur constante, — L*effort tranchant réduit est égal à reffort tranchant absolu.
W" = T"=i;>(/-2z)+?ll^'.
La zone latérale positive s*étend de
x = {S à a: = ^!fy 1-+-^ — ij-
LiQ reste de la demi-ouverture fait partie de la zone centrale, dans laquelle l'effort tranchant varie entre un maximum négatif W' et un maximum positif W.
a** Poutre à semelles paraboliques : h = ittT (1 — - 1 •
L'effort tranchant réduit varie, pour une section quelconque, entre deux maxima égaux et de signes contraires. La zùne centrale comprend donc toute Touverture. 11 y a lieu de* re-
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marquer ici que Tefforl tranchant réduit est proportionnel aux ordonnées de la parabole des moments. 11 est donc nul sur
Tappui {x = o) et maximum (± -p'i) au milieu de la portée
Fig. 123. — Pont de Mayence, sur le Rhin. 3« Poutre dont le profil est représenté par :
FM
On a:
" = lP{l-2x)+\p[l^x), W = \p{l-2x)-^^px.
Les lignes représentatives de W et W' sont des droites : le calcul de la triangulation est donc plus facile que dans Thypothëse de la hauteur constante, où les lignes en question sont' des paraboles.
Fig. 124. — Pont de Hotterdam, sur la Meuse.
L'origine de la zone centrale a pour abscisse : x = >
Cette zone est plus étendue que celle de la poutre de hauteur constante.
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L'effort tranchant réduit dû à la charge permanente est la moitié de J'cffort tranchant absolu.
4* Poutres doiU le profil correspond à une des relations (3) et (4)j ou a été arrêté d après une loi choisie arbitrairement. — U n'y a pas d'inlérèt en pareil cas à substituer à A et à
—, dans les formules qui donnent W'et W, leurs expressions
analytiques en fonction de l'abscisse x. Ces équations se compliquent tellement qu'il est plus simple de relever sur le profil en long de l'ouvrage, dressé au préalable, la hauteur h ainsi que les angles x et x', formés avec Thorizontale par les deux
JjL
platebandes , et de calculer Ty a + Ty x égal à — . On se servira ensuite des relations suivantes :
W=^p[(/-2x)-îi^>(tg«+tg«')]+*jp''^'[l+^(lg«+tg*')],
\V'=.l;>[(/-ÎLr)-Î^Vg«+tgx';]-|p'7[l+^(tga.+lgoc')].
'^ le^oo - — >
Fig. 125. — Pont sur la rivière Kolomack (Russie).
L'origine de la zone centrale s'obtiendra en calculant un certain nombre de valeurs de l'effort tranchant réduit W, à partir du milieu de Touverture, et déterminant par interpolation la section où W s'annule.
Lorsque la hauteur A est nulle sur l'appui, W" et W' sont toujours nuls à l'extrémité de la poutre, sauf bien entendu le
Ah
cas OÙ j serait infini, une des platebandes devenant vcrlicale au droit de l'appui {h = K\/M)*
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Au milieu de l'ouverture, W et W sont toujours respcdi-
JL
vemcnt égaux k T et T', lorsque ^ est nul, c est-à-dire lorsque les plaies-bandes deviennent horizontales pour a:= -. Nous
aurons occasion de signaler plus loin le cas des fermes de loit^ où cette condition, toujours remplie par les poutres de ponts, ne se réalise pas.
Connaissant les efforls tranchants réduits maxima W'el W' relatifs à une section transversale quelconque , on calculera sans difficulté Teffort normal F supporté par une
barre de triangulation, lequel est égal à jj^^ ou ;^^qi^*
désignant le nombre des triangulations simples qui relient les
semelles (page 223).
Nous ne reviendrons pas sur Télude comparative des divers systèmes de triangulation faite à la page 224.
Nous remarquerons toutefois que le système des moulants verticaux avec tirants obliques présente ici sur le treillis dçs avantages nouveaux, qui paraissent lui assurer une supériorité incontestable.
Fig. 126. — Pont de Kuilemburg, sur Je Leck.
!• La hauteur considérable altribuée aux poulres en leur milieu nécessite l'emploi de barres comprimées très longues, et par conséquent très lourdes (page 231) ; il importe, en vue de réduire leur poids au minimum, de limiter leur longueur k la hauteur h (moulants), tandis qu'avec le treillis cette longueur atteint — -, généralement h\i2. Dans le pont de Kui-
lomburg sur le Leck, dont la haulour varie de T",50 à 20", il a paru nécessaire, pour empocher le flambcment des montants, do les relier par deux semelles auxiliaires à Ireillis, pas-
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sant respectivement au 1/3 et aux 2/3 de la hauteur. Ces deux semelles, situées Tune et l'autre à une distance de la libre
moyenne égale à - A, ne soulagent que dans une mesure insignifiante les semelles principales. Elles servent uniquement à empêcher les montants de fléchir. On conçoit que dans ces conditions Temploi du treillis ne puisse paraître recommandable.
2* Par suite de leur courbure, les semelles seraient rencontrées par les bras obliques du treillis, dans le voisinage de l'appui, sous un angle très aigu : les assemblages seraient compliques, lourds et défectueux au point de vue de la stabilité. Avec des montants verticaux et des tirants obliques, Tangle sous lequel les pièces de triangulation coupent les semelles ne tombe guère au-dessous de 45" (fig. 126).
3* L'étendue de la zone centrale, où les efforts tranchants sont susceptibles de changer de signe , est toujours plus grande pour une poutre de hauteur variable que pour la poutre de hauteur constante. Pour les ouvrages à semelles paraboliques, cette zone occupe toute l'ouverture (fig. 123). Or on sait que la triangulation à montants, avec croix de Saint- André, est bien supérieure, dans la zone centrale, au treillis, dont les éléments sont soumis à des efforts alternatifs de signes contraires.
En conséquence, nous croyons devoir recommander le système des montants verticaux avec tirants obliques pour les poutres de hauteur variable ; lorsqu'une semelle est parabolique (fig. 127 et suivantes), les croix de Saint-André doivent régner sur toute la longueur. Ce cas excepté, elles doivent s'arrêter à une distance de l'appui correspondant à la limite de la zone centrale.
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PONT DE SHARPNRSS, SUR hk SEVERN.
Fig- 130. — Coupe transversale d'une travée de 98 mètres.
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PONT DE SHARPNESS, SUR L\ SEVERN
Flg. 131. — Coupe transversale d'une travée de 50 mètres.
i.iH
Fig. 132. — Appareils de dilatation.
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L'expérionco justifie au surplus celle règle. Nous ne connaissons que deux ponls où Ton ait eu recours au treillis ; le viaduc de rEffze(fig. i33),à travées de petite ouverture, et une
Fig. 183. — Viaduc de Refthausen, sur PEffze.
travée de 51 m., à semelle supérieure parabolique, qui faisait partie de Tancien pont sur le golfe de Tay (Ecosse), aujourd'hui détruit. L^accident survenu à cet ouvrage est loin de constituer un titre en faveur des dispositions adoptées par ses constructeurs.
Nous ajouterons que les auteurs du projet de reconstruction ont eu recours pour leurs nouvelles poutres à semelles courbes h remploi des montants.
194. Ponts eiKf «tant*. — Nous croyons utile de terminer cette étude par une liste des grands ponts de hauteur variable, h travées indépendantes, mentionnés dans Touvrage de M. Morandière, que le lecteur pourra consulter s'il désire avoir des détails sur leurs conditions d'exécution, sur leurs poids, etc. Nous nous bornerons ici à noter leurs ouvertures et leurs hauteurs. Nous avons cherché en outre à les classer d'après laloi de variation de leur hauteur, qui, sans être en général représentée avec une précision absolue par une des formules de Tarticle 120, s'en rapproche souvent assez pour que Tassimilation puisse être faite. Il ne faut pas au surplus s'exagérer l'intérêt qu'il y a à appliquer strictement la règle choisie : un faible écart entre la hauteur calculée et celle adoptée ne saurait avoir d'importance et influer sérieusement sur les dimensions des platebandes et des pièces de triangulation. On conçoit donc que, par un motif architectural, ou pour toute autre raison, on
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puisse être conduit à remanier légëremenl sur les dessins d*exéculion le profil fourni par l'équation théorique. Par exemple, pour les ouvrages dont le profil en longest indiqué comme
se rattachant à la formule A = v'A + BM — y A, les semelles sont souvent, non pas courbes, mais polygonales. Cette disposition, admissible lorsque les éléments rectilignes successifs sont reliés par des articulations, nous parait à rejeter dans le cas d*une semelle continue : il ne semble bon ni de plier les taies aux sommets angulaires du profil, ni de les interrompre toutes en reliant les tronçons isolés de la semelle par des couvre-joints d'épaisseurs nécessairement excessives.
Nous croyons d'ailleurs que la tendance actuelle des constructeurs est d'éviter les changements brusques de direction,et de faire décrire par chaque semelle une courbe continue à grands rayons.
La dernière catégorie des ouvrages portés sur notre liste comprend les poutres dont la hauteur n'est pas nulle au droit de l'appui. A priori, cette disposition ne semblerait pas économique; mais elle permet d'établir,lorsque la semelle inférieure rectiligne porte le tablier, un conlreventement continu reliant les semelles supérieures, lout en laissant au-dessus de la chaussée ou de la voie ferrée la hauteur exigée par le gabarit pour le passage des véhicules. Ce peut être là un avantage sérieux. On le réalisera en traçant d*abord le profil en long théorique le plus rationnel, et en le relevant vers les appuis de façon à ne pas descendre au-dessous de la hauteur exigée par le gabarit. L'augmentation qui en résultera dan§ le poids de métal à employer ne sera jamais bien considérable.
Nous avons donné quelques dessins de détail du pont de Sharpness sur laSevern (fig. 127 à 132), qui présente une particularité intéressante : les semelles, au lieu d'être composées de tôles cylindriques à génératrices horizontales, superposées, sont formées de tôles verticales accolées. L'épaisseur variable, au lieu d'ôlre mesurée, comme d'habitude, sur une verticale, est mesurée sur une horizontale, perpendiculaire au plan de l'àme. Cette disposition nouvelle parait faciliter notablement l'assemblage des semelles avec les pièces de triangulation, et celui des grandes poutres avec les pièces de pont ou poutrelles
du tablier. Par contre, elle complique le travail de préparation des matériaux : les bords longitudinaux des tôles de la semelle supérieure doivent être coupés suivant un profil parabolique (tandis qu'avec le système habituel des platebandes à génératrices horizontales, ces tôles rectangulaires ont leurs bords longitudinaux rectilignes), inconvénient assez sérieux,et les constructeurs du pont de Sharpness ne semblent pas avoir eu d'imitateurs.
Fig. 134. — Pont de Winz, sur le Ruhr.
Fig. i35. — Pont sur la Mâtina (Gosta-Rica).
Flg. 136. — Pont de Moerdyck, .sur le Hollandsch-Dlep.
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LISTE DR DIVERS OUVRAGES DE HAUTEUR VARIABLE
Déiigiiaiion
Semelles indépendantes
Deux semelles courbes rigides Hambourg (Elbe) | (/i' = 3m.l4;. Tablier inférieur
( (flg.122)
Gratz (U\ir) \^^^ semelle rectlligne rigide
^ ' î (A'=i4m.00).Tabllerinférieur.
Joseph II à ViennejSemelle Inférieure rigide f/i'=:
(Canal du Danube) j 2 m. 00). Tablier inférieur.. . .
A=:KM
Semelles reliées par une triangulation
Portée
Hauteur sur l'appui
Sarpsfoss(Norwège)> Windsor (Tamise)»
Saltash (Tamar) «
Sharpness (Severn)
Mayence (Rhin)
Florisdorf (Danube)»
Nussdorff (Dan u be)* Altstaden (Ruhr)
Deux semelles courbes. Longeron du tablier rigide (h' =
lm.20;
iSeraelle recUligne rigide (h^ = ! 1 m. 80). Tablier inférieur.. .
Deux semelles courbes ; la supérieure rigide à section elliptique (/i' = 3 m. 06). Tablier
inférieur
iUne semelle rectlligne. Tablier
' inférieur (flg. 127 h 132) ^49
:Deux semelles courbes. Longeron du tablier inférieur rigide {h' =: I m. 80) (flg. 123). . 106 Une semelle rectiligne portant 82 »
le tablier inférieur.
id.
id.
1. Les ponts de Sarpsfoss, de Windsor et de Saltash pourraient être classés dans la première catégorie, et ceux de Florisdorf et de Nussdorn dans la quatrième.
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Déaigoation
Pittsburg (Monongahela) i
Rhenen (Leck) FrédriksUdt (Lyse)!
Relbtaausen (Effze)
Ancien pont sur le Tay
Caractères principaax
Deux semelles courbes.Tablier inférieur
Une semelle rectlligne. Tablier inférieur.
Semelle recUligne. Tablier supérieur 4
Semelle rectiligne. Tablier supérieur.Triangulation à treillis simple (flg. 183)
Semelle rectiligne. Tablier inférieur. Triangulation à treillis double
Portéa
Rotterdam (Meuse) 1??/^'"?^ ""^lor'* '^''^^*''
\ inférieur (flg. 124)
Dordrecht (Meuse)' Brème (Weser)
id.
id.
V h= y/A+BM — \jk
! Semelle supérieure polygonale (Système Scbwedler). Tablier inférieur
Boemltz (Elbe) Id.
Winz (Ruhr) id. (flg. 134)
Erbach (Danube) id.
Gustrin i
(Warthe-Vorfluth) j Rivière Matina î^^® semelle supérieure poly- (C08ta-Rica) j ^^^"^^^^ '^^*>»«'; ;°[^^*'"^;
Riv, Hawkesbury (
(Australie) j
Rivière Kolomack JUne semelle supérieure cour-
(Rossie) I be. Tablier inférieur (fig. 125).
id.
id.
1. Le pont de Dordrecht peut èlre classé dans la quatrième catégorie.
2. Les ponts cités, sauf peut être celui de la rivière Kolomack, s'écartent notablement da profil théorique.
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Désignation
Caractères principaux
Portée
Hauteur H sur Tappui II
Hauteur au milieu
5* Profils divers
A=A+BX
Kuilemburg(Leck)
Une semelle rectiltgne. Tablier
\T\îàr\MTlfia. 19ft^
Moerdyck ., «„ io«\ (Hollandsch Diep) *^- ^^' ^^>-
Bommel (Wliaal)
id.
Dusseldorf (Rhin)
id.
Wesel (Rhin)
Thorn (Vistule)
id.
Nimègue (Wbaal)
id.
Schandau (Elbe)
id. (flg. 187)
Dinan (Rance)
id. (flg. 188)
Sigmaringen (Dtnvbe)
id.
Boom (Rupel)
id.
Semelle inférieure horizontale.
n^«.in«i«— /Ai««o\ ; Tablier intermédiaIre.TreillIs Pommiers (Aisne) < , .„ .
i à mailles serrées avec mon-
l lAnts psnaci^s
Tilsitt (Memel)
Deux semelles courbes.Tablier inférieur
19*. Fermes de toit. — Bien que ce sujet sorte de notre programme, nous étudierons un genre de poutre qui se présente, au point de vue do la stabilité, dans des conditions toutes spéciales. C'est la ferme de toit (fig. i39), que nous définirons comme il suit : la semelle supérieure, en forme de chevron, se com- ^ ^^ pose de deux arbalétriers rectilignes,
* ^^"<:^>^ qui se rencontrent au milieu de la por-
*• ( •! lée. La semelle inférieure peut être
Fig. 139. tracée suivant une horizontale ou sui-
vant une ligne brisée en chevron^ mais îivec une flèche moindre que pour la semelle supérieure. La hauteur est nulle sur les appuis. Nous admettrons comme d'habilude que les réactions des appuis soient verticales et
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égales chacune à la moitié du poids lolal - (p +/?')/; il n'y a
pas de poussée sur les appuis.
Soient H la hauteur de la ferme en son milieu et a la fièche de la semelle inférieure.
On a :
'*=— î tga = -^-y— ; lga' = -y;
dh ^ ^ , 2H dh i
- = tg (X + tg a = v ; 7T = "•
Emploi des formules usuelles. Appliquons la formule de Tarlicle H8 à la première moitié de l'ouvrage ( 0 <a: <- 1 :
(i) cos a = (i> cos a = — = - ■ (/ — a:) .
Semelle supérieure : iù=\ ^^^rp v//* + 4{H + a)« {l — x); Semelle inférieure : «' = 7 ^^^ v/i* + 4a' (/ — z).
L'aire de la section droite d\ine semelle diminue réguliëment à partir de Tappui jusqu'au milieu de Touverture : le
rapport des aires extrêmes (x=0 et x=t\ est - •
Calcul de t effort tranchant réduit :
Minimum négatif : W = T" — Xt'/ - = — î P^ î
Maximum négatif : W = T' — X^^ - = — j (P + P') ^•
L'effort tranchant réduit est donc toujours négatif, c'est-à-dire de signe contraire au plus grand effort tranchant absolu T", et il atteint sou maximum lorsque la surcharge couvre soit la totalité de l'ouverture, soit la portion comprise entre la section considéré et Tappui le plus voisin. D'autre part, \V" croît à partir de Tappui jusqu'au milieu de Touverture, depuis 0 jusqu'à _-(»+;?y.
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Nous avons déjà menlioniié celle propriété remarquable, en parlant des poutres dont la hauteur croit plus rapidement que le moment de flexion M (page 343).
Considérons une poutre droite de hauteur constante : Tépaisseur de chaque platebande va en croissant depuis Fappui jusqu'au milieu de Touverture ; les pièces de la triangulation sont calculées en vue de résister au maximum de Teffort tranchant absolu positif T", qui va en décroissant de l'appui
(1 — L-| au milieu (^ ) ; d autre part, il faut que cette triangulation puisse résister à des efforts tranchants négatifs T' qui se manifestent dans la zone centrale, et vont en croissant depuis l'extrémité antérieure de cette zone, située à une certaine distance de l'appui (T'==o) jusqu'au milieu (T'= — T''
= — ^y Dans le cas d'une triangulation à montants, on est
forcé de recourir à l'emploi de contre-tirants qui. remplissent le but voulu. Dans la figure liO, les doubles traits représentent les éléments comprimés, les traits simples les éléments tendus et les lignes pointillécs les contre-tirants.
Passons à la poutre dont le profil est représenté par la formule : /i=v^A-hBM— v^Â.
L'épaisseur do chaque semelle est sensiblement constante
d'une extrémité à Tautre, ou du moins varie très peu ; la zone centrale s'c^largît, les W" diminuent et les W croissent en valeur absolue. On a d'ailleurs toujours — W'< W", sauf au milieu de l'ouverture où Ton a — W=
W"= \ pi.
Pour la poutre à semelles paraboliques {h == KM), Tépaisseur de chaque semelle va en croissant de Tappui au milieu. La zone centrale s'étend sur toute Touverture, d'un appui à l'autre : pour une section transversale quelconque, on a W'= — W". La triangulation doit être établie de façon à travailler indifféremment dans un sens ou dans l'autre : les contrertirunts ont donc absolument la même importance que les
Flg. 140.
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tirants, et, s'il s'agit d'une construction à montants verticaux, les deux bras de chaque croix de Si-André doivent avoir la même section.
Enfin, si Ton passe à la ferme de toit, la transformation est
complète ; l'épaisseur de chaque semelle croît de Tappui jusqu'au milieu dans le rapport de 1 à 2. Les Fig. 141. efforts tranchants réduits sont
toujours négatifs, quelle que soit la disposition de la surcharge, et le sens de la triangulation est inverse de celui qui convient à la poutre de hauteur constante. Enfin W croît à partir de Tappui, et c'est au milieu de l'ouverture que les sections des pièces de la triangulation atteignent leurs plus grandes valeurs.
Si Ton voulait munir cette ferme d'une triangulation à montants verticaux, il faudrait adopter le type représenté par la figure 141 ; il n'y a pas lieu d'établir de contre-tirants, puisque l'eflbrt tranchant n'est pas susceptible de changer de signe, et l'inclinaison des tirants est nécessairement inverse de celle admise pour la poutre de la figure 140. Ce type est défectueux, parce que les montants et les tirants rencontrent rarbalétrier sous des angles très aigus et ont leurs directions situées d'un même côté de la normale à cet arbalétrier.
On peut recourir au système inverse et munir la ferme de tirants verticaux et de bras obliques ou conirefiches (fig. 142). Le tirant central ou poiriçon est soumis à un effort de traction
représenté par - (p + p')/» c'est-
à-dire égal à la moitié de la Fig- 142. charge totale : cela est évident,
puisque l'effort tranchant réduit change de signe et passe de
(p_f-p')/à+ - (p-+-p')Z, quand j: passe par la valeur -.Le
type représenté par la figure 142 a encore Tinconvénient de nécessiter des assemblages obliques entre les arbalétriers et lescontrefiches, défaut grave surtout pour les fermes où les éléments comprimés sont en bois.
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Fig. 143. — Fig. 144.
Les deux types des figures 143 et 144, dont le premier comporte un poinçon ou tirant central vertical et des tirants obliques, et l'autre uniquement des tirants obliques, n'offrent pas ce défaut, puisque toutes les contrefiches rencontrent les arbalétriers sous des angles de 90"" ; ils corn portent nécessairement le remplacement de la semelle inférieure horizontale des figures 141 et 142 par une semelle en chevron formée de deux tiges inclinées se rencontrant au milieu (fig. 143) ou réunies entre les tirants obliques du faite par une pièce horizontale (fig. 144).
La ferme Polonceau simple (fig. 145) est un dérivé du type de la figure 144 : elle ne comporte plus qu'une seule contrefiche, normale au milieu de Tarbalétrier. — La ferme Polonceau composée (fig. 146) est une poutre complexe analogue à la poutre Fink :
on en calculera les montants et contrefiches secondaires d'après la méthode exposée pour ce genre de ponts, dans le tome I des Ponts métalliques (page 158). Quant aux arbalétriers et tirants principaux, ils se calculeront comme dans le cas de la ferme simple.
Remarquons que Teffort supporté parla contrefiche centrale de la ferme Polonceau est double de leffort tranchant qui
correspond à l'abscisse •2^= ;» comme dans la poutre Fink.
Il arrive parfois que la semelle inférieure d'une ferme de
toit, au lieu d'être horizontale ou en chevron, est profilée suivant une courbe parabolique tournant sa convexité vers „^ ^^^ le haut (fig. 147).
Le profil en long est alors défini par la formule :
Fig. 145. - Fig. 146.
2 (H -g) la ,
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Les relalions à employer pour le calcul des semelles et de l'elTorl Irancliaul sont dans ce cas :
Semelle supérieure ou arbalétrier :
" i H .fll-«)/ + 2rtar '
Semcllo inférieure :
1 (P + P') (' - i)\'t' + Hi»'[l~±t)'
EfTorl tranchant réduit W = —
Nous reproduisons ici une remarque déjà faile à propos des poutres courbes ou en chevron (page 3il). Si l'on suppose II et /constants, les Termes à semelles inférieures surhaussées (fig. 143 à 146) sont théoriquement d'autant plus lourdes que la flèche a de la semelle inférieure est plus considérable. Toutefois leur emploi peut être justifié, au pointde vue de l'économie, par la nécessité de réduire le plus possible tes longueurs des contreficbes centrales, qui sont les plus chargées, lorsque la hauteur du toU H 4-a est fixée à l'avance et ne peut être diminuée. II vaut toujours mieux, lorsqu'on en est le mal< tre, diminuer la portée du toit et abaisser le faite, que de surhausser la semelle inférieure.
Emploi des formules exactes. L'axe longitudinal de la ferme de toit représentée par la figure 139 est une ligne brisée qui s'écarte notablement de l'horizontale, avec laquelle chacun de
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D'après la remarque faite précédemment à la page 335, TappHcalion à colle ferme dos formules approximatives établies pour les poutres, qui supposent i'horicontalité presqu'absolue de la fibre moyenne^ semble devoir conduire à des résultats inexacts. Il peut donc paraître intéressant, sinon indispensable, de comparer ces résultats à ceux que fournirait la méthode exacte de Tarlicle 105, et de déterminer ainsi Terreur cornmise.
Nous étudieronSfdans ces conditions nouvelles, la ferme du type représenté par la figure 143, avec contrefiches normales à Tarbalétrier, ou semelle supérieure, et tirants obliques. Nous admettons que la charge et la surcharge {p + p' par mètre courant horizontal) sont intégralement appliquées sur la semelle supérieure.
Soit AB une conlrefiche^ dont le point tl attache sur Tari»k'trior est à la distance horizontale x de Tappoi le plus roîsin : nous do>i^norv^n>« comme dliabitude : par Ru Teff^rt de compn*<*ïon subi en A par Tarbaletrier, par R *# re&rl d'extension subi eu B r>ar la souille inférieure, enfin par W la compensante verticale de IVrT-rt transmis à la ro&tre&eiie. ef«
fort uui est r4ur cv ns-. ouent rvi rescnie mt
La raïu't -r Ar ou \ Je 'a ftr.u-e a rc -rexrresjK-rn, en foBC-
;:. a vit!' yjLbscî>>< r du p-:::;: A :
La \ --^'-i^ur AB i
T.:r-i:::^ ^>; i.a"»-« ^oc
nî-
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= 2Hx^
C03(«-i<') l co8{b-«') l' + 4{H + o)a Nous calculerons les efforts Ru, R'u' et en égalant successivement à zéro les sommes des moments par rapport à B et par rapport à A, ainsi que les sommes des projections sur la droite AB, de ces forces inconnues et des forces extérieures appliquées à la portion de ferme OAB, c'est-à-dire la réaction
- (p-\-p') l de l'appui 0, dirigée de bas en haut, et la charge (p -\- p') X uniformément répartie sur la fraction d'arbalétrier OA, et dirigée de haut en bas.
Moments des forces par rapport au point B :
R^ = ^{p+p')^^'+î(P+P')('-ar)8ina
\ , , ,. COla' ,, . \ , , ,, .
v'? + 4(ll+a)" «— i) -ip+p') -
v'l'+4(H+o)' Momonls des forces par rapport au point A ;
RVmcos(«— «')=-(p+p')b— -(p+ji')x'=j(y+p')a:(/— i);
Projections des forces sur la direction AB :
;^^+RV «m {,_.■) = -(;> + p)(;-2x) COS.;
W = - {p + p') C08 'a (/ — ix) — Rv ces « sin (et — «')
= — 2 (P + P') et»' •«:
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Nous résumerons dans un tableau comparatif les expressions analytiques d'o, d w' et de W fournies par les formules usuelles et les formules exactes.
Formules usuelles
i (p + p') cos a' 2 R sin (« — «')
'^=''^R-.iinr37,('-^)'
ou J^2±£)v/r + 4(H + a)'(/-a:);
, I (p + p') cos «
2 R sin (« — «')
nC— ^),
I ^-£^VF+45î (/ - .) ;
Formules exactes
!(£+£;> coso' t(p+P') .
2 R sin (a — a') ^ ' 2 R '
ou
, 1 (p + p') cos « ,. _ V i R sin (« - «')^ ' '
W = —-(/? + p) cos 'aa: ,
ou
-l^P-^P'h' + im + a)*''
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Dans le cas parlicuHcr où nous nous sommes placé, les deux méthodes fournissent des résultais identiques en ce qui concerne la semelle inférieure (<o'). Pour l'arbalétrier, celle concordance n*existe plus : Teffort Rc» calculé par la méthode usuelle surpasse celui fourni par la méthode exacte de la moitié de la composante, suivant la direction de Tarbalétrier, de la portion de charge et surcharge appliquée entre Tappui Oet le
point considéré A : - (/? + />') sin xx, La méthode usuelle con-
duirait donc à augmenter, dans une mesure d'ailleurs très faible, alors même que Tangle x serait grand, Taire (o de la section droite de larbalétrier. Elle pèche par excès, mais Terreur commise est peu importante.
Pour l'effort tranchant réduit, on constate un écart de même sens, mais relativement plus sérieux. La mélhode exacte fait connaître, ce qui était évident a priori, que la contrefiche supporte un effort de compression représenté par la moitié de la composante normale à l'arbalétrier de la charge appliquée entre 0 et A :
= — i(p+p) cos ax.
cos a
Avec la méthode usuelle on trouverait pour une valeur
* cos «
plus forte :
i^ '^''cosa'
Le rapport de ces deux valeurs est — --. Pour
COS* a
Teffort de compression indiqué par la méthode usuelle serait le double de Teflbrt réel, fourni par la méthode exacte.
En résumé, la mélhode usuelle donne des résultats d'une exactitude suffisante pour les semelles et Terreur commise est par excès. Pour la triangulation, Terreur par excès est relativement plus forte, et il peut être utile, au point de vue de l'économie, de recourir à la méthode exacte.
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Les constructeurs calculent quelquefois les arbalétriers comme des poutres à travées solidaires dont les appuis seraient constitués par les points d'attache des contrefiches : Tarbalé* trier de la figure 145 serait une poutre continue à deux travées, ceux des figures 143, 144 et 146 des poutres à quatre travées» etc.
. Nous estimons que cette manière de voir est erronée. Pour qu*un arbalétrier fût assimilable à une poutre continue, il fau* drait que ses points d'assemblage avecles contrefiches fussent fixes, ou tout au moins restassent placés sur une même ligne droite, après la déformation comme avant: l'invariabilité de la ligne des appuis est, en effet, Thypothèse fondamentale de la théorie des poutres continues.
Si nous admettons que, dans la ferme représentée par la figure 148, les points 0, A et F, situés en ligne droite avant que Ton ait appliqué la surcharge sur le toit, le soient encore après, nous aurons une condition nouvelle, que nous pouvons expri-* mer analytiquemcnt par une formule basée sur la résistance des matériaux, et contenant les inconnues Ro, RV et W : avec les trois relations déjà fournies par la Mécanique générale^ et relatives aux conditions d'équilibre d'un système de forces situées dans un même plan, cela nous fera quatre équations entre trois inconnues seulement. Il y aura surabondance de conditions et on se heurtera à une impossibilité.
En somme, une ferme de toit se déforme sous l'action de la surcharge de la même façon qu'une poutre droite : les semelles primitivement rectiligncs se courbent nécessairement et il n'est pas permis de supposer que l'une d'elles, Tarbalétrier par exemple, puisse continuera avoir un certain nombre de points en ligne droite.
Pour qu'il en fût ainsi, il y aurait un moyen, d'ailleurs applicable à une poutre quelconque : ce serait d'introduire des tensions et dos compressions initiales dans les éléments de U construction, avant d'appliquer la surcharge. En serrant les tirants à l'aide de tendeurs, on pousserait les contrefiches sur l'arbalétrier et ce dernier, chassé à l'extérieur, se courberait légèrement en tournant sa concavité vers le bas ; il y au* rait production de moments de flexion négatifs entre 0 et F,
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et ces moments, combinés avec ceux produits parla surcharge sur chaque fraction d'arbalétrier limitée à deux contreiiches successives, donneraient une épure analogue à celle d'une poutre continue.
Un pareil réglage de la ferme parait malaisé à effectuer avec quelque précision : on ne voit pas d'ailleurs en quoi il serait utile, et nous n'avons abordé cette question que pour faire ressortir l'erreur commise en assimilant un arbalétrier à une poutre continue.
SOI. dYalnation eomparatlTe des poids de dilférentes poutres. — Considérons les profils en long de la fig. 149, qui représentent entre Tappui de gauche et le milieu de Touverture les semelles supérieures d'autant de poutres à semelles inférieures horizontales.
Poutre 1. — La semelle supérieure est une droite qui va en s'abaissant de l'appui au milieu : A = HH-afl — y]-
Poutre 2. — » La semelle est horizontale : A = H.
4H Poutre 3. — La semelle est parabolique : A = -— a: (/ — x).
Poutre 4. — La semelle est rectiligne et la hauteur est nulle
2Ha?
sur l'appui (ferme de toit) \ h = — -
Supposons que chaque poutre ait une âme pleine dont l'épaisseur varie d'une section à la suivante, de façon que son aire soit rigoureusement proportionnelle à l'effort tranchant réduit produit par une charge 2 pi uniformément répartie sur toute
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l'ouverture, et que les semelles ait été également calculées avec une exactitude parfaite en vue de résister aux moments de flexion dus à cette charge.
Le volume de métal à employer dans chaque ouvrage s*obtiendra en calculant les intégrales définies :
Semelle supérieure : I dx:
COS
Semelle inférieure horizontale : / (ùdx ,
— rfar.
Nous donnerons immédiatement les résultats de l'intégration pour les différents types étudiés.
Poutre 1. — A = H + a [l jY
Volume des deux platebandes :
dx
(T-«-^^'^'Tf">
Volume de Tàme :
2ajf [l — x)
lax ( « — X ) \ ,
Poutre 2. — A = H.
Volume des platebandes :
Volume de Tâme :
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Poutre 3. — li= — x{l — x).
Volume des platebandes :
Volume de Tâme : 0 ; les semelles sont indépendantes.
Poutre 4. — A = -— .
Volume des platebandes :
Jo 2HH V «* / ^ ' H \8 H ^ 2 ) '
Volume de l'âme :
Appliquons ces formules aux cas particuliers suivants :
Poutre If 2 :
^-ro''
Poutre n** 3 :
Poutre ff 4 :
Nous avons attribué à H, dans les différents cas, des valeurs
telles que la hauteur moyenne fût, pour une quelconque des
poutres, représentée par — /. Il nous semble en effet rationnel, si Ton veut établir une comparaison entre divers types de construction, au point de vue de la dépense du méinl, de les ramener tout d'abord à la même hauteur moyenne.
Dans ces conditions, les volumes de métal entrant dans la confection de ces quatre poutres seraient les suivants :
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Poutre n'' 1 :
Volume des platebandos
Volume de l'unie
Volume total
Poutre «^ S :
i pi* 4 R
Poutre ?*• S :
Poutre re 4 :
i pi* 8 R
La poutre i, dont le profil est irrationnel puisque la hauteur varie en sens inverse du moment de flexion, est naturellement plus pesante que les poutres 1 et 2.
La poutre 3 (semelle parabolique) est plus légère que la pou Ire de hauteur constante ; cet avantage est très marqué parce que l'ouvrage a été supposé porter une charge uniforme complète. Avec une surcharge variable, il ne serait plus possible de supprimer complètement Tâme. Comme, d'autre part, les semelles de la poutre 2 sont moins lourdes que celles de la poutre 3, la difl'érence entre les poids totaux serait très diminuée et pourrait même changer de signe, la poutre de hauteur constante devenant la plus légère. Nous avons déjà vu qu'en pareil cas la solution la plus économique consiste à adopter un profil intermédiaire entre les profils 2 et 3, de façon que le poids par mètre courant des platebandes varie aussi peu que possible d'une extrémité à l'autre.
La poutre 4 est la plus lourde de toutes: elle ne convient donc pas pour les ponts, et n'a guère, au surplus, regu d'application de ce genre, sauf pour les petites portées.
Remarquons, toutefois, que l'infériorité de cette poutre serait moins prononcée, si l'on avait eu recours pour la calculer à la méthode exacte (page 393), applicable aux ouvrages dont la fibre moyenne s'écarte notablement de Thorizonlale. D'autre part, nous avons limité sa hauteur moyenne au dixième de l'ouverture, proportion bien au-dessous de celles en usage dans les fermes de toit. Dans le cas où Ton jugerait possible de dépasser notablement cette limite, les conditions du pro-
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blèmc seraient changées^ et ce genre de construction pourrait devenir plus léger que les poutres 2 et 3, dont la hauteur
moyenne serait supposée ne pouvoir excéder -t /. Par exem-
pie, pour H= — / (hauteur moyenne — /), le volume du mé-
tal entrant dans la construction de la poutre 4 se trouverait
ramené à 1,750 ^, et elle deviendrait la plus légère des
quatre.
Celte remarque trouve son application dans les fermes de toit qui, ayant une hauteur considérable en leur milieu, constituent des ouvrages économiques. Les Américains ont exécuté dans les mêmes conditions des poutres Fink (tomel, page 158 et 159), qui dérivent de la ferme de toit retiversée: ce renversement n'a d'ailleurs ici que des avantages, la semelle horizontale, qui est la plus courte, étant mieux disposée pour travailler à la compression que la semelle en chevron.
ttV. Dérormattion. — La flèche d'abaissement /au milieu de l'ouverture est, dans le cas de la poutre de hauteur constante II (art. 5, page 306, a=0, 6 = /), soumise à la charge et à la surcharge complète :
EH
Dans le cas de la poutre à semelles paraboliques, on a les relations suivantes :
h=jx{l—x) et R = - ;
d'où :
La formule générale de la déformation des poutres devient alors :
dx^ El 2EU X (l^x) '
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d'où, en intégrant deux fois :
dx 2EH / /—a? ' ^
RZ* 1
y =iSH • [ t"" (^•''- *)+ C-^) {ln.{l-œ)-l)+Cx+C\. Les constantes G et C sont déterminées par la double condition que j- soit nul au milieu de la portée (a: = - ), et y nul sur un appui {x= 0); d'où C = 0, C' = — /(Lgn./— 1);
RI* et enfin : y = -— - [x Ln . x -+• (/ — x) Ln . (/ — x) — /L/i.ZJ.
Posonsj:=- , et changeons de signe le second membre; nous obtiendrons la valeur de la flèche d'abaissement :
^= a-is (i^«'-^«- i) = m ^^"-2= 4-ËH X *'38^-
Considérons encore le cas intermédiaire où h= y yx(l—x),
dx«-EI-EA-EH* ^/TfTZ;; '
d*ou :
y =!U(2x.rc.Tg\/^+xv7=i-;arcTg\/^+Cr+C) .
On trouvera, en procédant comme dans le cas précédent :
Posons jc = - , et changeons le signe du second membre; on
aura pour flèche d'abaissement :
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Eq définitive, la flèche au milieu de la portée s'obtient pour une poutre d'égale résistance en multipliant le nombre
7— par un coefficient numérique variable, égal à 1 si la hauteur est constante, à 1,386 pour la poutre à semelles paraboliques (/i = KM), et à 1,142 pour le profil intermédiaire
A = K\/M. Ces renseignements seront toujours suffisants dans la pratique pour évaluer la flèche d abaissement d'une travée indépendante avec une exactitude satisfaisante.
199. Tracé du proill en longr. — Reportons-nous au chapitre III, pages 256 et 310. Supposons que, connaissant le nombre et les ouvertures des travées d'une poutre à calculer, on ait dressé l'épure des moments limites M, égaux suivant les cas à — (X + X') ou + X + X" (page 280), dans l'hypothèse de la section constante, en appliquant les règles indiquées au chapitre I ou au chapitre III, si l'ouvrage est symétrique. Cette épure permettra d'établir le profil en long de la poutre de hauteur variable.
L'emploi de la formule /i=t=:KM ne semble pas ici à recommander, à moins que la surcharge variable ne représente qu'une fraction très faible, presque négligeable, de la charge permanente.
Tout d'abord, l'indépendance des semelles ne serait pas réalisable : les moments de flexion secondaires, dont le calcul serait des plus difficiles et des plus pénibles, auraient une importance relative bien plus grande que pour les travées indépendantes (fîg. 101 et 102, page 309), et la poutre raidissante serait lourde. D'autre part, il faudrait de toute nécessité relier les platebandes dans toute la zone où le moment fléchis*
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sant est susceptible de changer tic signe, zone assez élt^ndue dans le voisinage de chaque foyer quand le rapport -' n'est
pas très petit.
Si Ton se décidait à établir une triangulation continue, on aurait une poutre dont le profil tourmenté compliquerait le travail du constructeur, sans que cet inconvénient fut racheté par une économie dans le poids du métal; l'emploi de la formule /t = KM, qui conduit à faire croître Tépaîsscur des platebandes au fur et à mesure que le moment fléchissant diminue, n*est justifiable que s'il permet de supprimer la triangulation.
i' - • 24,00 - • - Oéç 58,00 5|C. - . 24.00 - *
Fig. l.V). — Pont de Hnssfurth sur le Mein.
Les travées extrêmes du pont de lïassfùrlh sur le Mein fournissent un exemple de l'application de ce type. Mais la travée centrale, dont le prolil correspond à la courbe des moments produits par la charge permanente, abstraction faite de ceux dus à la surcharge variable, rentre dans la catégorie des po7ilS'(jnies, dont il sera parlé au chapitre Y. C'est en somme une construction hybride, sur laquelle on fera bien de ne pas prendre exemple.
On devra par conséquent recourir à la formule générale :
h ^ yjA + BM — V' A ,
qui comprend, à litre de cas particulier, la relation : A=K^M. La propriété caractéristique de ce profil consiste en ce que le poids par mètre courant horizontal des platebandes varie entre des limites peu écartées, tout en croissant en général avec le moment de flexion M, mais moins rapidement que sa racine carrée. D'autre part, Tefl'ort tranchant réduit W ne dépasse guère la moitié de l'effort tranchant absolu V. A ce
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double poinl de vue, un ouvrage ainsi conçu permet de réaliser la plus grande économie de mêlai.
Les figures loi el 152 représentent des profils en long dressés, dans rhypolhèse d'une semelle inférieure horizonlale, à l'aide des formules :
et
dont nous avons fait antérieurement l'application aux travées indépendantes (fig. 121, page 363). Nous avons successivement admis que p était négligeable devant/)' (tig. loi), et p' négligeable devant/? (fig. 152). On obtiendrait dans la prali-
Fig. 151.
Fig. 152.
que, pour une valeur donnée de -, un profil intermédiaire,
qui, on peut le remarquer, serait très voisin d'une ligne droite dans la zone de l'ouverture qui correspond aux moments de flexion négatifs [M = — (X + X')], c'est-à-dire dans le voisinag^e de chaque appui.
En réalité, la ligne correspondant à la formule h=^Ky/M n'est rigoureusement recliligne que si M a pour expression
- p {a — xf^ ce qui est le cas pour une poutre encastrée à une
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extrémité et libre à Taulro, la paruboie dos moments étant tangente en son sommet à Taxe longitudinal. L'exemple en serait fourni par une volée de pont tournant, ou par un ponlgrue à jonction centrale (voir cliap. V).
Mais, pratiquement, la ligne en question se rapproche toujours suffisamment d'une droile entre chaque appui et le premier foyer de la travée pour qu*on puisse se dispenser sans inconvénient de suivre la courbe exacte. Cette propriété est indépendante des valeurs numériques attribuées aux coefficients A et B. On devra donc substituer à la courbe théorique de chaque semelle^ entre les foyers de deux travées consécutives qui encadrent l'appui commun, une ligae brisée en chevron ayant son sommet sur Tappui. Cela faciliterai la fois les calculs de résistance et le travail d'exécution de l'ouvrage.
Fiff. 15n.
La fig. 1S3 représente le profit en long d'une étude faite pour rétablissement d'un pont sur l'East-River à New- York {ComolHy Ponts on Amérique), qui se rapproche sensiblement du type que nous venons de définir. Ce projet se rapporte d'ailleurs à un ouvrage de la catégorie des ponts-grues (chapitre V), qui diffère notablement d'une poutre continue ; nous ne le mentionnons ici que comme exemple de l'application du profil le plus économique des poutres continues de hauteur variable.
Si la charge de chaque travée, au lieu d'être transmise à la pile par des tirants obliques reliés à la semelle inférieure, comme dans le cas de la figure 153, était transmise par deux bras obliques, divergents à partir d'un sommet commun situé
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sur la semelle inférieure, il conviendrait de supprimer, entre les points d^attache de ces bras sur la semelle supérieure, la ligne brisée du chevron, dont le sommet angulaire disparaîtrait, et de relier les extrémités des deux bras ou contrefiches par une portion de semelle supérieure horizontale (voir, à titre d'exemple, le profil du pont du Forth, au chapitre V).
Pour la partie centrale de la travée, limitée à ses deux foyers, la formule théorique indique un profil analogue à celui des poutres à travées indépendantes ; dans le cas d*un pont-grue, l'identité serait absolue. On peut substituer, pour plus de simplicité, à ce profil une droite horizontale, ce qui d'ailleurs modifiera dans une certaine mesure la courbe des M.
Nous admettrons donc que Ton ait recours à une relation de la forme 7î = \/A+ BM — y^A. Les coefficients numériques A et B se détermineront soit en fixant la hauteur de la poutre pour ^eux valeurs choisies de M, soit en se donnant la hauteur en un point et les inclinaisons a et a des semelles sur Thori-
zontale en un autre point, par exemple sur un appui. Dans la
dh formule-r; = tga + tg a, on prendra a et a' égaux à 43®
(semelle courbe), ou à 0 (semelle horizontale).
Comme nous ne connaissons pas d'exemple de ce genre de construction parmi les ponts existants, et qu'on n'en n'exécutera peut-être jamais, il nous semble inutile d'insister sur les considérations à invoquer pour la fixation des coefficients A et B ; nous renverrons à ce qui a été dit à l'article 120 pour le cas des travées indépendantes.
190. €)aleal des niomeutu d'inertie et traeé de« épure» de stabilité déflnitiirefi. — Si Ton a adopté un profil en long très voisin du profil théorique représenté par une relation de la forme A == y^A + BM — y^A, on pourra appliquer immédiatement la méthode simplifiée de l'art. 98 pour le tracé des épures définitives des moments et dos efforts tranchants relatives à la charge permanente. En ce qui touche l'effet de la surcharge variable, on conservera sans modification les épures établies dans l'hypothèse de la section constante (page 312).
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Si Ton veul arriver à un résultat d'une précision absolue, ou si Ton s'esl écarté du profil théorique, en remplaçant par exemple la courbe limitée aux deux foyers de chaque travée par une droite horizontale, il faudra appliquer la méthode de calcul des poutres de hauteur variable résumée à Tari. 97.
On calculera tout d'abord les moments dlneriiel à attribuer à un certain nombre de sections transversales de l'ouvrage par la formule :
_Mh
OÙ h sera relevé sur le profil en long de la poutre et M sur Impure de 'stabilité relative à la section constante. R est, dans rhypothèse de la section transversale symétrique, la limite pratique du travail à la flexion admise pour une quelconque des platebandes.
Connaissant I, on établira les épures définitives des moments fléchissants et des eflbrts tranchants, en suivant la marche indiquée pour une poutre de hauteur variable dont les dimensions sont arrêtées (chapitre III).
tSO. Caleul de» plaiebandei» et de la triauirulatioii.
Les épures définitives des moments de flexion maximaM et des efforts tranchants absolus T étant dressées, il ne restera plus qu'à calculer les épaisseurs des platebandes et les sections des pièces de triangulation.
Pour les platebandes, on se servira des formules connues, où (0 et w' représentent les aires des sections droites et a et a les inclinaisons sur Thorizontale :
Semelle supérieure, co =
Semelle inférieure, w'
RA cos «' M
\\h cos a
On arrêtera les dimensions transversales des pièces de triangulation de façon que chacune d'elles puisse résister à Teffort
représenté par ; w est le nombre d'éléments parallèles
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rencontrés par la socIJOD verticale consitiért'o, () leur angle commun d'inclinaison sur la vcrlicalo qui passe par leur extrémilé antérieure (pag'e 223), et W l'elTort lianchant réduit, dont la valeur exacte est fournie par la it'lalion :
\V = T--J(Tga + Tga').
Los valeurs de h, Tjfa et Igy.' seront rf!lcv(^es sur le prolil en long de la poutre.
Les niaximaposilifs T" ol négatifs T de l'elTorl tranchant absolu étant fournis par l'épiire préalablement dressée (pages 122 et 220), on calculera les moments Xi' et Xt" correspondants eu ajoulant au moment X dû à la charge permanente les moments, relatifs à la surcharge variable, donnés par les relations {1} et (3) de hi page 93 :
x; = u (i -î) +((- + ir)f + î,,v(;-:r);
X„, = (i: + J) (( _|) + t' + l pr{l-T).
Ce sont les équaliuns des paraboles qui correspondent rospeclîvcment aux moments maxima (B et B') produits sur les verticales des appuis par les surcharges les plus défavorables. Leur trac<? ne présente aucune difficulté.
Il arrive presque toujours que Xr (Tjfx + Tya') étant de même signe que T, les valeurs absolues de W et W" sont inférieures à celles de T' cL T". Le cas contraire ne pourrait se
présenter que dans le milieu de la travée, si- était trhs petit. Dès que l'on connaîtra, pour une section quelconque, les limites de signes contraires W et W de l'effort tranchant réduit, on n'aura pour calculer la triangulation qu'à appliquer les r^gles énoncées à l'article 67, en substituant dans les formules W à V.
ISI.PvnlreNBemi-eontinueri. — Nous croyons utile de dire ici quelques mots d'un genre do construction, d'ailleurs
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peu usité, dont nous n'avons pas encore parlé : les poutres semi-continues^ qui sont une combinaison du type à travées indépendantes et du type à travées solidaires.
Lorsque la mise en place d'une poutre continue de grande longueur ne peut, par suite do circonstances locales, s'effectuer par voie de lancement, sa construction sur des échafaudages fixes peut être coûteuse en raison de la nécessité de les établir simultanément entre tous les points d'appui, puisque ledécintrement de Fouvrage tout entier doit s'effectuer en une seule opération, vu la solidarité des travées. Avec des travées indépendantes, on peut se contenter d'un seul échafaudage démontable, transporté successivement dans l'emplacement de chaque poutre, après avoir servi au montage de la précédente. L'économie ainsi ri^alisée est notable.
D'autre part, dans les rivières k fond vaseux ou mobile, l'installation d'échafaudages fixes peut être difficile et onéreuse. Il peut être avantageux de monter les travées sur un chantier établi sur une rive, et de les transporter à l'aide d'un ponton dans leur emplacement définitif: dans le voisinage de la mer, le jeu des marées facilite grandement les manœuvres d'enlèvement et de mise en place. Le môme procédé permettrait l'exécution d'une poutre semi-continue, formée de travées montées et mises en place isolément, dont on relierait ensuite les abouts de façon à rétablir la continuité. Chaque travée se comporte ainsi, sous l'action de la charge permanente, comme si elle était indépendante : l'équation de la parabole des moments est, dans l'hypothèse d'une charge uniforme :
Pour la surcharge variable, au contraire, la solidarité existe, et l'on trouve l'épure des moments en suivant les règles indiquées aux chapitres I, II et III.
La formule h = v^A + BM — \\ conduit dans ce cas à attribuer à chaque travée un profil aiuilogue à celui représenté par la figure 1S4.
Il peut arriver encon» que l'on divise une poutre de n travées
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en deuj^ tronçons de m et de ?i — m travées, qui seront lancés chacun à partir de Tune des rives, la jonction s'op^rant sur la pile de numéro m. En ce cas, les calculs de stabilité s'effec-
Fig 154. — Pont près de Tilsitt sur la Kurmer$zeris.
tueront en considérant l'ouvrage comme composé de 2 poutres continues successives de m et de 7i — ;w travées en ce qui concerne la charge permanente, et comme constituant une seule poutre de 7i travées en ce qui louche la surcharge variable. Sur la pile m, les moments dus à la charge permanente sont nuls en raison du mode de construction.
Nous verrons d'ailleurs, à la fin du chapitre V, qu'au point de vue du poids de métal employé un ouvrage établi avec la semi-continuité sur tous les appuis n'est guère moins coûteux qu'une série de travées indépendantes, pour peu que les ouvertures soient un peu grandes. L'application de ce type sera donc ouj ours très restreinte.
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MONTAGE DES PONTS PAR ENCORBELLEMENT
SOMMAIRE
j ler^ _ Montage des poutres par encorbellement : 132. Des divers procédés en usage pour le montage des poutres continues.— 183. Montage par encorbellement. — 134. Poutres à jonction centrale. — 135. Réglage des poutres continues.
S 2. — Ponts-grues : 136. Définition. — 137. Calcul d'un pont-grue complet. — 138. Calcul d'un pont-grue ordinaire. — 139. Classiflcation des ponts-grues. — 140. Formules générales de la déformation pour une travée de pont-grue. — 141. Déformation des piles.— 142. Déformation des ponts-grues ordinaires. — 143. Calcul d'un pont-grue mixte. - 144. Poutres à travées solidaires encastrées sur les piles. — 145. Effets de la dénivellation des appuis sur les ponts-grues mixtes. — 146. Calcol des éléments d'un pont-grue. — 147. Division en travées et en tronçons. — 148. Profil en long. — 149. Liaison des fermes avec les cuîées et les piles. — 150. Articulations. — 151. Résistance au vent. — 152. Calcul du poids des grandes poutres.
J 3. — Comparaison des différents systèmes de poutres : 158. Evaluation théorique du poids des poutres. — 154. Comparaison des travées indépendantes, des poutres continues et des ponts-grues.
MONTAGE DES PONTS PAR ENCORBELLEMENT
PONTS-GRDES
MONTAGE DES POUTRES PAR ENCORBELLEMENT
lS)i. Des divem proeédéi» en usagée ponr le mon* ta^e des poutres eontinues. — Echafaudages fixes, — L'emploi d'échafaudages fixes, établis simultanément entre tous les points d'appui, piles et culées, permet d'entreprendre en même temps le montage de toutes les travées.
C'est évidemment la solution la plus simple et la plus avantageuse, en ce qu'elle n'offre aucun aléa, et permet de réaliser rigoureusement les conditions de stabilité prévues par le calcul. Les éléments constitutifs du pont ne sont soumis à aucun travail pendant le montage ; la poutre épouse naturellement la ligne des appuis, sans que les dénivellations dues à des erreurs de nivellement ou aux tassements des fondations donnent lieu à la production d'efforls anormaux ; enfin la charge permanente ne commence à exercer son action que sur l'ouvrage complètement terminé et placé dans sa position définitive, quand on procède à l'enlèvement des cintres.
Mais ce procédé a l'inconvénient d'être coûteux pour les ouvrages à grandes ouvertures, dont le poids exige des charpentes exceptionnellement résistantes. Des circonstances locales peuvent d'ailleurs, même pour les ouvertures moyennes, rendre inadmissible l'emploi des échafaudages, vu l'exagéra* tion de la dépense qui en résulterait : Viaducs très élevés. — Ponts établis sur des vallées dont le sol, compressible sur
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une grande épaisseur, n'a pas la consislance voulue pour supporter le poids de la construclion. — Rivières profondes, à courant rapide, dont le lit est à fond vaseux ou très affouillable, ou constitué par un rocher compact où des pieux ne pourraient pénétrer. — Estuaires ou bras de mer parcourus par les navires et battus par les tempêtes, etc.
Lancement, — Le lancement constitue en général le procédé le plus économique. Son emploi exige que Taxe du pont soit rectiligne en plan et profil, et que Ton dispose, en deçà d une culée, d'un emplacement nivelé suivant une plateforme placée au niveau des appuis et dans Taxe du pool, devant servir de chantier pour le montage de la construction mélallique. Il suffit à la rigueur de ménager une surface suffisante pour recevoir à la fois deux travées consécutives. Après leur achèvement, on lance la première, la seconde servant de contrepoids pour maintenir en équilibre le porle-à-faux. On construit alors la troisième travée sur la portion de chantier devenue libre, puis on fait avancer le pont jusqu a la deuxième pile, etc. Le lancement se trouve ainsi fractionné en autant d'opérations distinctes qu'il y a de travées : après chaque déplacement partiel, on allonge d'une travée le tronçon de pont déjà monté. Lorsqu'un ouvrage comporte un grand nombre de travées, le chanlier de montage peut être fourni par des échafaudages fixes, établis dans l'emplacement des deux premières à partir d'une rive. Le lancement s'opère alors à partir de la deuxième pile, et la dernière travée est montée dans sa position définitive.
Nous avons dit qu'on ne peut recourir au lancement lorsque l'axe du pont n'est pas rectiligne en plan et en profil, ou que Ton ne dispose pas d'une plateforme suffisante pour permettre le montage simultané d'au moins deux travées successives à l'une des extrémités du pont.
Cette opération cesse également d'être praticable pour les grandes ouvertures, parce que les efforts anormaux développés dans les éléments de la construclion pendant la mise en place deviennent excessifs, et que l'on risque sinon d'amener la ruine de l'ouvrage, du moins de déterminer en cerlains
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points la désorganisalion du mêlai, soumis à un travail supérieur à sa limite d'élasticité. Cet effet se manifeste par des déformations permanentes faciles à constater, et a pour résultat de nuire à la solidité des poutres, dont la matière constitutive s*est altérée, ce qui compromet la sécurité de la circulation.
Nous avons déjà traité cette question au chapitre I, page 14i, articles 43 et suivants, et au chapitre II, page 236, article 69.
Nous ne reviendrons sur ce sujet que pour signaler et combler une lacune que nous relevons dans Tétude faite. Nous nous sommes spécialement occupé de la recherche des moments de flexion développés dans la poutre pendant le lancement, et nous avons à peu près laissé de côté la question des efforts tranchants, qui a pourtant une importance égale : il est toujours nécessaire de vérifier que la triangulation d'une poutre sera susceptible de résister aux efforts anormaux produits par le lancement.
Reportons-nous à la page 149 et désignons, suivant Thabi* lude, par L l'ouverture de la plus grande travée qu'ait à franchir une section transversale déterminée de la poutre, et par p .son poids par mètre courant. Au moment où la section dépassera le premier appui de cette travée, elle supportera un
effort tranchant positif et égal à - /?L ; au moment où elle
atteindra le second appui, elle devra résistera un effort tran-
chant négatif et égal à — - pL. L'enveloppe des efforts tranchants produits pendant le lancement se composera donc
Flg. 105.
(flg. 135) de deux horizontales situées au-dessus et au-des-
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SOUS de Taxe ()B à la dislance ft/>L. Pour la première travée
ABy qui forme le porle-à-faux, la droite positive MM' sera remplacée sur une partie de Touverturc par la ligne représentative des efforts tranchants correspondant à la saillie maximum. On obtiendra Téqualion de celle ligne en différenciant par rapport à r les expressions analytiques des moments fléchissants X, énoncées à la page 1i5. Si Ton suppose que le poids par mètre courant du porte-à-faux soit constant de A en B et égal à p^ celle ligne se réduit à la droite SB, qui coupe en T, milieu de la longueur AB, Thorizonlale MM', et présente en A, origine du porle-à-faux, une ordonnée SA égale à pL, c'est-à-dire au double de M'B.
En conséquence^ Teffort tranchant développé pendant le lancement varie entre deux limites de sens contraires et égales entre elles, sauf pour la première travée dont la limite positive croît dans le voisinage de la section d'encastrement du porte-à-fauXf où elle atteint une valeur double de la limite négative. Dans une poutre à treillis, il y a renversement des efforts pour toutes les barres de triangulation dans la section transversale qui franchit une pile.
Ce que nous avons désigné par zone centrale de chaque travée, à la page 219, comprend pendant le lancement la totalité de la travée, et, si la triangulation est à montants verticaux et à tirants obliques, l'emploi des croix de Si-André s'impose sur toute la longueur de la poutre, sans interruption. Il faut de plus que les dimensions des divers éléments, montants, tirants et conlrc-tiranls, soient telles qu'une section transversale quel-
conque puisse rcsislcr aux efforts tranchants limite ± - pL
pendant le lancement.
Les règles énoncées à la page 227 ne s'appliquent ainsi qu au pont dans sa position définitive : si la mise en place se fait par voie de lancement, on peut se trouver conduit à compléter la triangulation par Tadjonction de contre-tirants et parle renforcement de certains éléments, montants, tirants et contretirants. Par exemple, dans la figure 83, il conviendrait de poursuivre jusqu'aux appuis, de part et d'autre de la zone centrale,
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le syslfeme des coiilrcUrants, rcpréseiilés par les lignes pointillccs, cl d augmenter les sections droites d'un certain nombre de pièces déjà marquées sur la figure.
On voit que l'opération du lancement n'est pas aussi économique qu'on pourrait se le figurer a priori ^ puisqu'elle exige l'emploi de fers de lancement qui alourdissent la poutre, sans augmenter en aucune façon sa solidité dès que la mise en place est terminée.
Il serait préférable, si la chose paraissait pratique, de renforcer temporairement la triangulation par des tirants et des bras provisoires, en fer ou en charpente, pouvant être démontés après le lancement.
Rien n'empêcherait par exemple, dans le cas de la fig. 83, de compléter dans le voisinage des appuis les croix de Si-André, par radjonction de moises en charpente, boulonnées sur les montants, que l'on enlèverait après coup : l'ouvrage définitif serait d'une part moins coûteux, et de l'autre moins lourd et par conséquent plus solide, la charge permanente étant réduite au minimum.
La figure 138 représente le viaduc de Dinan qui, bien que ne comportant qu'une travée indépendante, a pu être mis en place par lancement (p. 238). Les conlre-tirants de la moilié des croix de St-André, dans le voisinage de chaque appui, sont des fers de lancement qui ne servent aujourd'hui absolument à rien, et dont l'enlèvement aurait pour résultat de diminuer le poids total et par conséquent le travail développé dans les éléments utiles : platebandes, montants et contre tirants. D'autre part, les nécessités de la mise en place ont certainement conduit à attribuer aux pièces de triangulation de la partie centrale des sections supérieures à ce qu'exige le service normal. Le lancement dans ce cas particulier se trouve avoir été une opération assez coûteuse.
Nous avons indiqué les dispositions à prendre pour réduire les moments de flexion anormaux développés pendant le lancement (échafaudages en saillie sur les piles ; avanl-bccs ; haubans ; etc.). Ces mesures sont également efficaces au point de vue de la réduction des efl^orts tranchants, ainsi qu'on le constate aisément. Nous avons vu aussi que ce procédé de mise en
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place parail inapplical)lo dt;s que rouverlurc d'une travée dépasse 100° : en dehors nif^mc du danger que peut présenter l'action du vent, on devrait se résoudre à une dépense considérable, afl'érenle aux fers de lancement, qui augmenterait singulièrement le prix de la construction.
Poutres semi-continues, — Nous avons dit plus haut qu'on peut en certains cas renoncer au bénéfice de la solidarité en ce qui concerne Teffet de la charge permanenle, en moulant isolément toutes les travées el les reliant de façon à rétablir la continuité pour la surcharge variable. Cette solution est peu justifiable au point de vue de réconomie: Tavanlage priucipal dos poutres continues, ainsi que nous le verrons plus lard, consiste dans la réduction considérable apportée au travail à la flexion produit par la charge permanente. Pour la surcharge variable, le profit est des plus restreints el ne compense guère les inconvénients, inhérents à ce type de construction, que Ton ne retrouve pas dans les travées indépendantes : Déplacements considérables sur les culées, par suite des changements de température ; elîets nuisibles de la dénivellation des appuis; impossibilité de remanier une travée, pour la consolider ou la réparer, sans mettre sur échafaudages la totalité du pont, etc.
En définitive, ce type théorique de construction ne semble pas à recommander en dehors de circonstances exceptionnelles, r.elte critique ne s'applique pas au cas où la semi-continuité n*est réalisée que pour une pile, le pont étant lancé en deux tronçons distincts, montés respectivement sur les rives opposées et reliés ensemble sur la pile centrale.
('e procédé se justifie pour les ponts de très grande longueur, dont le lancement à partir d'une seule rive présenleraîl de très grandes difficultés eu égard à la masse considérable à mettre en mouvement. Il ne peut être évité dans le cas assez fréquent où le profil en long du pont n'est pas rectiligne, el est constitué par une ligne brisée en chevron : nécessité de laisser, sous les travées du milieu, une hauteur suffisante pour la navigation, tout en maintenant les culées à un niveau plus bas pour la facilité du raccordement avec les voies de communication à desservir. En ce cas la semi-continuité, réalisée pour la pile centrale qui correspond au sommet du chevron, est motivée
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par la convenance de ne pas allribuer à cette pile une largeur en élévation plus considérable que celle des piles précédente et suivante ; la jonction des deux abouts en contact permet de transmettre la charge à la pile par Finlermédiaire d'un seul appareil fixe ou à rouleaux, tandis qu'en maintenant Tindépendancc de ces abouts il faudrait pour chacun un appareil isolé, ce qui doublerait la longueur de la base d'appui.
On pourrait encore en certains cas effectuer la jonction des deux tronçons non pas sur une pile, mais au milieu d'une travée, chaque tronçon formant à ce moment un porte-à-faux égal à la moitié de l'ouverture : le tracé de l'épure des moments relatifs à la charge permanente s'effectuerait sans difficulté pour chaque tronçon considéré à part par la méthode de l'article 44,
en attribuant à X, dans la formule X = — - />(>. — xy de la
page 145, la valeur correspondant a la demi-ouverture de la travée centrale. ■
Une fois la jonction opérée, la poutre se comporterait évidemment comme un ouvrage continu unique, sous l'action de la surcharge variable, celle-ci n'étant appliquée sur le pont qu'après la soudure des abouts.
133. Moulai;e par cneorbclleiiieut. — Supposons que l'on ait couronné une pile du pont à construire par une plateforme horizontale en charpente solidement reliée aux maçonneries ou aux pièces métalliques de ce support, sur laquelle on montera tout d'abord le panneau de pile de chaque poutre, (le panneau, sur la semelle inf(^rieure duquel sera fixé ultérieurement l'appareil de support mobile sur des rouleaux de dilatation, devra pendant le montage être soigneusement calé et boulonné sur la plateforme, de façon à pouvoir résister à un moment de renversement, dirigé dans Taxe du pont, dont nous indiquons plus loin l'importance. Les deux panneaux de pile des deux poutres du pont, reliés ensemble par les pièces de pont et les barres de contraventement, constitueront un pylône sur lequel on rivera les éléments des deux panneaux précédent et suivant de chaque poutre, ces deux panneaux étant montés en encorbellement et se faisant équilibre de part et
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dautro du support. On poursuivra Topéralion enconlinuanlle monlagc en porlc-à-faux des panneaux successifs, de faqou que le centre de gravité du système soit toujours placé au-dessus do la plateforme de support. Si Ton a opéré de la même façon et en même temps sur toutes les piles du pont, les tronçons de poutres montés en porto-à-faux se rencontreront au milieu de chaque travée : on n'aura plus qu'à en ciTecluer la jonclion pour obtenir Touvrage continu, et le montage sera terminé.
Il est très facile de régler la marche du travail et de se rendre compte des efforts développés à un moment quelconque dans les éléments montés en porte-à-faux.
Fiff 150.
Soient AB et BA' deux travées consécutives, dont on se p»'0pose de monter par encorbellement les deux moitiés adjacentes à la pile B.
Admettons que Ton ait tracé à Tavance les épures des nioiiKMils lléchissants cl des efforts tranchants correspondant ai' poids |)ropre do chaque Iravée, supposé connu à l'avance, ^^^ se plaçant dnns C hypothèse ou ces deux travées seraient vidependantes, c'esl-à-dire simplement appuyées à leurs extrémil»^'^ sur les piles A, B et A'. Il n'est pas nécessaire d'ailleurs, 1"^' les deux travées aient mémo ouverture, ni que les lignes représentatives des moments lléchissants soient des paraboles et
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celles des efforts tranchants dos droites. On pourra toujours les tracer sans difficulté, quel que soit le mode de répartition du poids propre de chaque travée. Soient donc ASBet BS'A'les courbes des moments de flexion, m7i et in'n' celles des efforts tranchants. Lorsqu'on sera arrivé, dans le montage de la travée BA, à la section transversale CD, les moments de flexion négatifs développés dans le tronçon en porte-à-faux seront représentés par les dislance-'i verticales de la courbe SB à sa tangente CE au point G (zone CEB hachurée sur le dessin). Il faudra d'autre part, pour que le centre de gravité du système se trouve sur la verticale du point d'appui B, que la travée BA' soit montée jusqu'à la section CD', déterminée en menant du point E la tangente EC à la courbe BS'A' : les ordonnées verticales comprises dans la zone hachurée BEC fournissent également les valeurs des moments de flexion négatifs développés dans le tronçon BD'. Quant aux efforts tranohants correspondants, nous les obtiendrons en prolongeant les verticales passant en D et D' jusqu'à leurs points de rencontre c et c' avec les lignes mn et m'n, et menant par c et c des horizontales; les hachures verticales de la figure 136 représentent les intensités des efforts tranchants, mesurées par les distances verticales des lignes m7i et m'n aux horizontales ce et ce.
On voit que le montage devra être conduit de façon que les tangentes aux courbes ASB et BS'A', menées par les points qui correspondent aux extrémités des tronçons déjà assemblés, se coupent sur la verticale qui passe au point d'appui B. Cette condition peut n'être pas remplie à la fin de l'opération, quant on arrive aux sections médianes des deux travées où doit s'effectuer la jonction avec les encorbellements montés à partir des piles A et A' (fîg. 157).
Supposons que, les deux travées AB et BA' étant d'ouvertures notablement différentes, les tangentes, qui d'ailleurs ne sont pas nécessairement horizontales, menées aux courbes des moments fléchissants par les points S et S', correspondant aux sections extrêmes des encorbellements, ne coupent pas au même point la verticale du point B. Soient SE et S'E' ces tangentes. Les moments négatifs BE et BE' n'étant pas égaux, le centre de gravité du système ne sera pas sur la verticale do
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Tappui B, et Touvrage leiidra à se renverser da côté de la travée la plus lourde, sous racliou du moment représenté par la longueur EE'. Pour que la stabilité soit assurée, il sera par suite nécessaire que la plateforme établie sur la pile B soit
Fig. 157.
assez large pour être rencontrée par la verticale du centre do gravité, et assez solide pour ne pas s'incliner sous la charge totale appliquée près d'un de ses bords. Il est d'ailleurs facile de déterminer la position qu'occupera le point d'application sur la plateforme du poids du système. Menons la tangente en B à la courbe BS'A' : soit F le point de cette tangente dont la dislance verticale FL à la courbe ASB soit précisément égale à EE'. On se rend compte que le contre de gravité du système est placé sur celle verticale et que la ferme métallique sera en équilibre si la plateforme est susceptible de supporter le poids total applique en K.
Les hachures verticales de la zone SBS'E'GS représentent les moments de flexion négatifs développés dans Touvrage ainsi porté en K. De mrme, les hachures des zùnt»s sff cl
1. C'est par une erreur de dessin que les hachures de la zone s'm'ffi o'^^ été arrêtées à l'horizontale aftn' au lieu d'élre prolongées jusqu'à ladroile
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dvfîffx représentent on grandeur et signes les efforts tranchants ; le tracé de ces contours s'effectuera facilement en remarquant que la distance verticale des lignes fn et fin est constante : f f =^nw!^.
Si le point K tombait en dehors de la plateforme de support, le montage par encorbellement ne serait plus possible, tout au moins avec une pile en maçonnerie. Avec une pile métallique, ce procédé serait encore praticable, à condition d'attribuer à la pile une solidité suffisante pour résister, sans déformation exceptionnelle, au moment de renversement ËE' (art. 141 )• On relierait solidement le panneau de pile de la ferme métallique aux montants de la pile, qui seraient comprimés à gauche et tendus à droite de B.
Montage des travées de rive. — Supposons que, dans la figure 137, le point d'appui A corresponde à une culée. On ne pourra que difficilement monter par encorbellement la moitié AT de la travée de rive, dont le porte-à-faux ne serait pas équilibré en deçà du point A par un tronçon métallique symétrique. A moins d'élever sur la culée un pylône, auquel on
Fig. 158.
pourrait attacher des haubans de soutien, il faudra renoncer au procédé de montage adopté pour Tensemble du pont et construire sur échafaudages la portion AT de la poutre.
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Ce peut èlro là un inconvénienl sérieux au poinl de vue de la (lépouse ; il est possible d'ailleurs de l'éviler, en atlribuanl à la prennère Iravée une ouverture égale ou de 1res peu supérieure h la moilié de celle de la Iravée suivante, de façon que son poids équilibre à peu près exaclemenl celui de la moilié en question. La figure 158 représente un ouvrage ainsi conçu: la tangente en A à la courbe des moments ASB relative à la première travée coupe la verlicale de Tappui B au même poinl E que la tangente en S' (milieu de l'ouverture) à la courbe des moments BS'A' de la seconde travée. Dans ces conditions, la première travée peut être montée entièrement en porte-à-faux à partir de la pile B, et les zones hachurées de la figure i58 correspondent aux moments de flexion et aux efforts tranchants développés dans le tronçon en équilibre sur la pile B, à la fin du montage. Nous signalerons en parlant des ponlsgrues quelques exemples d'ouvrages existants où cette disposition a élé réalisée. Elle oblige à attribuer à la travée de rive BA un profil semblable à la demi-travée BS', et à ancrer Tex- Irémité A dans la culée, afin d'éviter le soulèvement de l'about A lorsque la Iravée BA' est complètement surchargée, la travée AB* étant réduite à son propre poids.
A titre d'exemples de montage par encorbellement, nous citerons :
Le pont du iNiagara (lig. 109 à 173), dont les travées do rive ont été construites sur échafaudages fixes, et ont servi ensuite de contrepoids pour le montage en porte-à-faux dos deux moitiés de la travée centrale (fig. 159).
Le pont du Forth (fig. 17i et 175), dont toutes les travées sont montées par encorbellement. On a dû en conséquence réduire à 210 m. l'ouverture des travées de rive (celle d'une travée intermédiaire est de 521 ",55), et leur attribuer un profil en long correspondant à l'hypothèse, réalisée par suite du mode de construction, où elles ne transmettraient aucune change aux culées.
134. l*outrcf« à Jonction centrale. — Quand les abouts des deux moitiés d'une travée, montés par encorbellemenl à partir des piles, viennent à se rencontrer, on les relie et le
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montage esl terminé. Pour que rolte dernière opération sVffectuc facilement, il a pu <>tro prudent de tenir compte sur les dessins d'exécution de la déformation subie par chaque tronçon en porte-à-faux, de manière que deux pièces assemblées par leurs extrémités soient bien en face et dans le prolongement l'une de l'autre. Si l'écart était notable, on serait forcé, pour obtenir le contact, de déplacer verticalement les abouts à l'aide de haubans attachés ati\ piles, de coiitre poids additionnels, ou de verrins appuyés sur les plateformes et agissant sur les semelles inférieures.
Fig. 159. — Montage du pont du Niagara.
Otiire la dépense et la perte do temps qu'entraînerait l'emploi an dernier moment d'un expédient de ce genre, il pourrait en résulter dos modilïcalions fâcheuses dans les conditions de stabilité de la construction.
Les formules de l'article 97 (page 2%) permettent do calculer la déformation de l'oncorbellement.
Soit î. la distance, représentée par BD sur la figure 150, de
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la section d*cncaslrcnneni à Texlrémité libre. Nous supposons connus le moment d'inertie 1 et le moment fléchissant X dû au porie-à-faux pour une section transversale quelconque de Touvrage. Soit x Tabscisse de celte section, mesurée à partir de Tappui. La flèche d'abaissement / et le déplacement angulaire 6 de la libre moyenne, a Textrémité libre, auront pour valeurs :
rfx,
dx, El
Connaissant / et 6, on peut établir les dessins d'exécution de l'ouvrage de façon que la fermeture de la travée s'opère sans difficulté.
Lorsque tous les tronçons sont reliés entre eux et forment une poutre unique, il ne reste plus qu'à introduire entre les semelles inférieures et les sommiers des piles les appareils de support, fixes ou à dilatation.
Si la résultante des poids des deux encorbellements relatifs à une pile passe par le centre de l'appareil de support, l'opération peut se faire sans changer en rien les conditions de stabilité réalisées pendant le montage, si Ton a soin de régler exactement les niveaux des appareils de façon à ne pas modifier le profil de la poutre.
Il n'en serait pas de même dans le cas, représenté par la ligure 157, où le centre de gravité du tronçon porté par la pile ne serait pas sur la verticale du milieu de cette pile. En substituant l'appareil de dilatation B à la plateforme primitive, qui supporte en K le poids du tronçon, nous transporterons de K en B le point d*application de la réaction de la pile, ce qui entraînera une modification correspondante dans les courbes des X et des V. La rectification exacte de ces courbes, sans présenter de difficulté théorique, serait une opération un peu longue et compliquée. Supposons que le moment fléchissant développé dans la section d'encastrement B par le poids propre de la travée AB soit EB, celui relatif à la travée BA' étant E'B : on
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se contentera en pratique d'attribuer à ces deux moments la même valeur, égale à la moyenne de EB et E'B, c'est-à-dire de faire passer par le milieu du segment EE' les droites qui, de part et d'autre de la verticale du point B, fournissent, par leur combinaison avec les courbes S et S', les moments relatifs à ces deux travées (fig. 160).
Fig. 100.
On fera de même pour tous les appuis et on obtiendra pour l'ouvrage tout entier une épure très suffisamment exacte. On pourrait apporter une modification correspondante à Té pure des efforts tranchants, mais cela ne présenterait pas d'intc^rêt réel.
Une plus grande rigueur serait superflue, d'autant que, le réglage des niveaux des appareils de support ne pouvant jamais s'effectuer avec une précision absolue, il n'est pas permis de compter sur une concordance parfaite entre les conditions théoriques de stabilité et les résultats effectivement obtenus.
On trouvera dans les Annales des ponts et chaussées (1880, Tome I, page 304) la description d'un projet dressé par M.Tingénieur Leygue pour Texécution d'un pont formé d'une travée de 167", 60 à jonction centrale, encadrée par deux travées de rive de 98", 50, dont chacune équilibre par son poids la moitié de celui de la travée médiane. Ce projet n'ayant pas été mis à exécution, il n'existe pas actuellement de poutre à jonction centrale. Les dispositions proposées par M. Leygue, en ce qui touche le profil de la poutre et le mode de montage, sont d'ailleurs parfaitement conçues, mais nous ne jugeons pas utile d'entrer à ce sujet dans des détails qui fe-
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raient (loiiblo emploi avec ce qui sera dit plus loin à propos des ponls-grùes (fig. 161).
Fig. 101. — Projet de pont sur le Viaur.
iSII. Rég^laffe cicw poulro» eoutiiiaes. — Il existe un moyen bien simple de rivaliser avec une précision absolue les conditions de stabilité indiquées par le calcul, dans une poutre continue quelconque montée par encorbellement.
Soit ADiSOJÎ la courbe des X relative à la charge permanente. Après av;ojr effectué la jonclion au milieu dans chaque
Fig. 102.
travée, et avoir phicé la poutre sur ses appareils de support, il sufiira, pour être sur que la courbe réelle des X coïncide rigoureusement avec la courbe théorique fournie par le calcul, de rendre nuls les moments fléchissants dans les sections
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transversales 0| cl 0^. Ou y parviendra en coupant lemporairemeut l'une des semelles de la poulre au droit de chaque section, de façon h réduire à zéro le moment d'inertie : la portion de poutre 0,0j constituera à ce moment une travée indépendante, dont le poids sera transmis par des barres de triangulation aux extrémités Oi et 0^ des tronçons latéraux, secomportant chacun comme une poulre encastrée à une extrémité et libre à Fautre.
Fiff. 163.
La figure 163 donne une idée théorique du procédé à employer : la coupure CC pratiquée dans la semelle supérieure est rachetée pendant le montage par un assemblage provisoire, formé par exemple de deux équerres boulonnées sur C et C et reliées par une vis D, à lilels opposés.
La jonction centrale opérée, il n'y a plus qu'à desserrer la vis D pour annuler Teffort d'extension subi par la semelle supérieure, et par conséquent le moment fléchissant développé dans la serlion transversale. Le poids de la travée du milieu est alors transmis à l'encorbellement aO, par la barre MN qu'il est bon d'articuler à ses extrémités, si on veut lui éviter un léger eiïort de flexion dû au déplacement angulaire subi par la fibre moyenne, pendant renlèvemenl de la vis D.
Cela fait, il ne reste plus qu'à rétablir la continuité de la semelle supérieure au moyen de tôles ajustées et posées sur place, et rivées sur les abouls C et C, disposés en gradins.
Nousne prétendons pas, bien entendu, décrire ici un procédé pratique de re'glage des poulres continues, mais simplement en indiquer le principe. Dans un cas donné, on aura à étudier les détails d'application : la solution de continuité ménagée
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soit dans une soûle semelle soit dans toutes les deux, si l'on veut éviter tout effort anormal de flexion, sera rachetée pendant le montage au moyen d'appareils à vis, à coins, de barres à œils élargis, de couvres-joinls provisoires, relies aux platebandes par des boulons passant dans des trous ovalisés (l*ovalisa* tion des trous permettant Tenlèvement facile desboulons après desserrage), etc..
Celte mesure n'a jamais été appliquée, à noire connaissance, aux poutres continues proprement dites, ni aux poutres à jonclion centrale, pour lesquelles il suffirait d'une seule articulation reliant les abouls des encorbellements jusqu'après la pose des appareils de support. Mais on en trouvera des exemples nombreux dans la construction des /^o^i/s-grî/^s, dont nous allons parler plus loin, ouvrages qui ne difli^rent des poutres continues que par le maintien dérinilif des articulations Oi cl Oi, qu'on laisse fonctionner api'ès rachèvement complet, tandis qu'ici nous supposions qu'on les fît disparaître, en rétablissant la continuité des semelles de l'ouvrage, avant de soumettre celui-ci à l'action de la surcharge, dont les effets restaient par conséquent indépendants de la marche suivie pour le montage, et concordaient exactement avec les indications de la théorie des poutres à travées solidaires.
Remarquons en terminant que le procédé indiqué plus haut a l'avantage accessoire de faciliter la fermeture de chaque travée, c'cst*à-dirc la soudure des abouts opposés. Dans le cas où ces abouts ne se présenteraient pas exactement dans le prolongement l'un de l'autre, il suffirait en effet d'agir sur les vis D de l'une ou l'autre poutre, pour relever, abaisser ou déplacer latéralement chacun des abouts et l'amener ainsi au contact de l'autre, avec une précision parfaite.
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tSG. Déflnition. — Soient 0. i , 1 .2, 2.3,. . . n— 1 . n les travées successives d'une poutre continue donnde.On a représenté sur la ligure 161 les courbes 81,8^,83... des moments fléchissants dus à la charge permanente, élablies dans Thypothèse de Tindépendance des travées. ^Soient Oi, 0„ 0/, 0^, 0:/.., les points où le calcul a fait connaître que le moment X devait s'annuler:
Fig. 164.
déterminons les intersections Ai, A,, A/, A3, A;,'... des verticales issues de 0|, Oj... et des courbes S», Sj.... Ces points A|, A^... sont situés sur un polygone 0, B,, Bj, B^..., qui a ses sommets sur les verticales des appuis 1^3, 3..., et ses extrémités en 0 et n.Lcs distances verticales des côtés de ce polygone aux courbes S fourniront en grandeurs et signes les moments fléchissants développés par la charge permanente dans les sections transversales successives de la poutre continue (zAnes hachurées de la figure 164). Supposons qu'après avoir monté complètement Fouvrage, et l'avoir plac(^dans sa position définitive sur ses appareils de support ^ on le coupe au droit de chacun des points Oi, 0|...j en reliant par des articulations les abouts des tronçons ainsi obtenus. Rien ne set a changé aux conditions de stabilit(5 du pontet il demeurera en équilibre, faut qu'on ne lui appliquera aucune charge nouvelle.
Cela paraît évident a priori. Il est d'ailleurs facile de se rendre compte que, dans le calcul d'une poutre continue, on peut attribuer aux moments d'inertie une valeur absolument arbi-
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traire, nulle si Von veul, dans chacune des sections pour lesquelles X est nul, sans rien changer aux coeflicients numériques (les formules qui donnent les moments, les efforts tranchanls et les déformations. Il suffit de supposer Texistencc en ces points d'articulations susceptibles de Iransmetlre les réactions verticales exercées par chaque tronçon de poutre sur le tronçon voisin, réactions que Tépure descff(»rls tranchants fail connaître.
Nous obtiendrons de la sorte un pont-grue formé d'une série de fermes distinctes, reliées les unes aux autres par des arliculalionset se comportant soit comme des grues à double volée ou des consoles doubles à cheval sur les piles, soit comme des travées indépendantes appuyées à leurs extrémités sur les abouts des consoles voisines : wn pont-grue de ce genre se compose donc de consoles, soumises à des moments fléchissants toujours négatifs, et de poutres centrales soumises à des moments toujours positifs.
Ce mode de construction étant admis, il n'est pas nécessaire d'attribuer aux points de passage Oi, 0*, O3..., où sont placées les articulations, les positions indiquées par la figure 161, qui se rapportent à la poutre continue dont nous sommes parti. Ces points ont été déterminés par la condition, introduite dans le calcul, d'assurer la continuité de la fibre moyenne d'une culée à l'autre : ils correspondent à des points d'inflexion de celle fibre déformée. Or cette continuité n'est plus nécessaire ni utile du moment que Ton établit des articulations d'assemblage, car il n'y a pas d'inconvénient à ce que la fibre déformée présente un point angulaire au passage d'une console à la poutre appuyée sur elle. Il suffira, pour assurer l'équilibre du pontgrue, que les articulations soient réparties de telle manière que les moments fléchissants développés dans une console, de part et d'autre de son appui sur la pile, soient égaux.
Pour que cette condition soit remplie, il est nécessaire et suffisant que les points Aj, A^.., obtenus par les intersections des verticales des articulations et des courbes S, soient sur un polygone ayant ses sommets sur les verticales des milieux des piles et ses extrémités sur les appuis des culées.
Dans un pont-grue de n travées comportant 2/i — 2 articula-
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lions, on pourra choisir à volonté ;* — i travées, pour chacune desquelles on fixera arbitrairement la positi»)n d'une articulalion. Les n — 1 autres points se détermineront ensuite en traçant le polygone qui passe par les îi — 1 premiers et a ses sommets sur les verticales des appuis, et en relevant ses intersections avec les courbes S.
La figure 165 représente une série de polygones remplissant les conditions voulues et fournissant chacun un mode de division acceptable pour le pont-grue de quatre travées 0, 1, 2, 3, 4, dont on suppose les ouvertures et la charge arrêtées et connues à l'avance.
Il serait possible d'ailleurs que les données prises pourpoint de départ, en ce qui concerne les positions de w — 1 articulations, fussent inadmissibles, parce qu'elles conduiraient à une épure des moments tout à fait inacceptable ; il conviendrait alors de les modifier dans un sens convenable, do façon à obtenir un résultat satisfaisant.
En définitive un pont-grue complet do « travées comporte : 1^ ;i — 1 comoles doubles à cheval sur les n — \ piles ; 2** n poutres centrales^ à raison d'une par travée, dont les extrémités doivent être reliées aux abouts des consoles par des articulations. Dans chaque travée de rive, la poutre centrale repose directement par une extrémité sur la culoe, appui dépourvu de console.
Reportons-nous à la poutre continue représentée par la figure 16i. Au lieu d'établir des articulations en tous les points 0, nouspourrionsn'opérer cette modification que pour un certain nombre d'entre eux, choisis arbitrairement. Nous obtiendrions un pont-grue incomplet, dont certaines travées auraient deux articulations, et comporteraient par suite une poutre centrale, d'autres une seule, à la jonction des abouts opposés de deux
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consoles, et dont enfui quelques-unes auraient conservé leur continuilc cl seraient dépourvues d arliculalion.
Dans son acception la plus générale, un 7}07l^yrwe est donc une poutre continue dont le moment d'inertie se réduit à zéro dans certaines sections qui ne peuvent être au nombre de plus de deux par travée (y compris la seclion d^appui sur la culée, pour chaque travée de rive). Dans ces sections, la hauteur de la poutre devient insignifiante, ou bien la continuité de la ferme métallique est interrompue par une articulation (fig. 179 à 182). Le moment fléchissant y est nécessairement nul, quelle que soit la répartition de la surcharge, et la fibre déformée peut être discontinue, c'est-à-dire présenter un point angulaire.
137. Caleul d*un pout"jg^rac coiitplct. -^ Considérons un pont- grue complet^ tel que ceux représentés par la ligure 1C5, dont toutes les travées, y compris celles de rive, possèdent chacune une poutre centrale.
Soit AB une travée, composée de deux bras de console AOi et Os B, et d*une poutre centrale 0,0„ dont les longueurs et les dimensions ont été arrêtées en principe (fig. 166).
Pendant le montage, les moments fléchissants et les efforts tranchants développés dans les différents éléments de chaque ferme en porte-ii-faux se calculeront comme s'il s'agissait d'une poutre continue montée par encorbellement. Nous n'avons rien à ajouter à ce qui a été dit sur cette question dans l'article 133.
Il est bien entendu que, pendant cette opération, chaque moitié de la poutre centrale sera invariablement reliée à la console sur laquelle on la monte en porte-à-faux, et que les articulations ne seront dégagées qu'après la fermeture de la travée.
Supposons le montage terminé et les articulations mises en état de fonctionner.
Pour élablir l'épure de stabilité relative à la charge permanente, supposée connue, il conviendra de tracer les courbes ASB des moments fléchissants et ?/^n des efforts tranchants, dans l'hypothèse où la travée considérée serait indépendante et aurait ses extrémités simplement appuyées sur les piles A et
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B. Menons les verticales passant parles articulations Oj et 0., qui coupent en Di et Dj la courbe des momenls, en rf, et d^ la courbe des efforts tranchants. Joignons les poinls Dj et D^ par la droite CE. Ëniin, soient S le point de contact de la courbe ASB et de sa tangente parallèle à CE, et s le point correspondant sur la ligne mn.
Fig. 1G6.
Les moments positifs dans la poutre centrale, négatifs dans les consoles, nuls au droit des articulalions, seront fournis en grandeurs et signes par les distances verticales de la droite CE à la courbe ASB (zùoe hachurée de la ligure 166). Les efforts tranchants seront de noème représentés par les distances verticales de la ligne 7nn h Tborizonlale qui passe par le point s (zone hachurée).
Réactions de la poutre centrale sur les consoles : Oi di et
Réactions des piles sur les bras de consoles : me et dn.
On pourrait procéder analytiquement en étudiant séparément la poutre centrale, considérée comme une travée indépendante, et les bras de console assimilés chacun à une poutre encastrée à une exlrémité sur son appui, et libre h Tautre. Soient Q la charge transmise à Textréniité libre 0, par la poutre centrale et P un poids quelconque appliqué à
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une secliou do la console définie par sa dislance d u Texlrémil(^ Oi.
En parlant do l'exlrémilé 0,, prise pour origine des .r, on a les valeurs du monienl fléchissant X et de l'efforl tranchant V développés dans la section verticale dont Tabscisse eslxàTaidc des formules connues :
X = — Q.r— }^lP{(i—x).
Pour la recherche des effets produits par la surcharge d'épreuve, on opérera exactement de la même façon que pour la charge permanente s'il s'agit d'une surcharge définie, eu traçant les courbes des X et des V dans Phypothèse de Tindcpendancc de la travée et effectuant les constructions de la ligure 166.
Si Ton se propose do tracer les enveloppes des moments et des efforts dûs à la surcharge variable, on étudiera d'abord la poutre centrale, assimilée à une travée indépendante. Pour les consoles, les momenls fléchissants et les efforts tranchants maxima s'obtiennent toujours, en un point quelconque, dans rhypothëse où la console et la poutre centrale supportent la surcharge complète. Il n'y a donc à considérer qu*un seul cas, celui où la travée est entièrement surchargée.
Il y a lieu de remarquer qu'un poids quelconque ne produit d'effet que sur tout ou partie de la travée à laquelle il est appliqué^ mais non sur les travées précédentes et suivantes, A ce point de vue, les ponls-grues complets se distinguent nettement, par suite de la discontinuité de leurs tronçons successifs, des poutres à travées solidaires, pour lesquelles un poids appliqué en un point quelconque exerce son action sur la construction tout entière.
Nous avons vu que les articulations d'un pont-grue devaient ôtre disposées de façon que les moments de flexion développés par les poids propres de deux travées consécutives, dans la section située au droit de Tappui commun, fussent égaux. Dans ces conditions, la résultante des forces qui sollicitent la
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console (poids propre et charges transmises aux articulations parles poutres centrales adjacentes) est dirigée suivant la verticale de Tappui, et la réaction de celui-ci suffit pour assurer l'équilibre du système. Mais cet équilibre est nécessairement rompu si Ton applique une surcharge additionnelle à Tune des travées : le centre de gravité du système n'étant plus sur la verticale de l'appui, la console a une tendance à s'incliner du côté de la travée surchargée, et, vu la discontinuité de la construction, le mouvement doitsecontinuerjusqu'àlaculbule finale si le support n'a pas été disposé de façon à s'opposer au déversement de la console.
D'où la nécessité d'encastrer chaque console sur la pilo, en attribuant à celle-ci une solidité suffisante pour qu'elle puisse résister sans se déverser et sans flamber aux deux moments de renversement^ de signes contraires, produits chacun par la surcharge complc»te de l'une des travées, la charge de l'autre étant réduite à son poids propre.
Ainsi, tandis que dans une poutre à travc^es solidaires un appui n'est jamais soumis qu'à l'action d'une force verticale variable avec la disposition de la surcharge, dans un pont-grue complet chaque pile doit pouvoir résister aux moments de flexion de sens opposés, fournis pour chaque travée adjacente par l'épure relative à la surcharge complète.
Enfin, remarquons que l'on pourrait abaisser ou relever verticalement un des appuis de l'ouvrage, sans modifier en quoi que ce soit l'épure des moments (léchissants et celle des efTorts tranchants. Par conséquent, les conditions de stabilité d'un pont-grue complet sont indépendantes du nivellement des appuis, contrairement à ce que l'on observe pour les poutres continues, sur lesquelles la dénivellation des appuis produit des effets très importants, que nous avons étudiés dans les chapitres précédents.
139. Caleul d-uu pont-yrue ordiuaire. — Quand une travée de rive ne comporte pas de poutre centrale, et que l'extrémité libre de son bras de console est reliée à la culée de façon à ne pouvoir subir aucun déplacement vertical, il est inutile d'encastrer le pont sur le première pile. En effet, l'e.v-
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Irémilé de la console étant un point fixe, le renversement de la console n*esl possible dans aucun sens^ et Ton peut sans inconvénient interposer entre elle et la pile un appareil de support à balancier, omme s*il s'agissait d'une poutre continue (fig". 56, page 125). L'équilibre du système est assuré, parce que la réaction de la culée sur la console varie en grandeur et en signe de façon que les moments de flexion produits dans la section d'appui par les deux travées adjacentes soient toujours égaux, quelle que soit la surcharge appliquée à chacune d'elles.
Soit ASB la courbe des moments fléchissants relative à la travée de rive pour une disposition de surcharge déterminée, établie dans l'hypothèse où cette travée serait indépendante; soit Q la réaction verticale de nas en haut exercée sur elle par la culée A, dans la même hypothèse.
Fig. 167.
Menons en A la tangente à la courbe S, et soit D son point d'intersection avec la verticale de la pile B. Si le moment lléchissant négatif développé dans la section verticale de l'appui B par la seconde travée est plus petit que BD et représenté par exemple par BD', les moments fléchissants produits da"^ la travée de rive seront représentés en grandeurs et signes par les distances verticales de la droite AD' à la courbe ASB et la réaction do la culée A sera dirigrée de bas en haut et
ésrale à :
Qx
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Supposons que l'on fasse croître la surcharge de la seconde travée : il en résullc une au^menlation du moment flécliissant sur Tappui lî. Lo point D' se rapproche de D cl la réaction de la culée diminue jusqu'à s'annuler lorsque D' coïncide avec D. Si le moment fléchissant en question continue à croître au delà de BD et devient par exeujple égal à BD", l'épure des moments fléchissants relative à la première travée s'obtient toujours en considérant simultanément la courbe ASB et la droite AD"; la réaction de la cuh^e a changé de signe, ce qui signifie que l'appui A retient, au lieu de le soutenir, Kaboul A de la console, en exerçant sur lui un effort représenté par
QX
BD
Il est donc inutile d'encastrer la ferme sur la pile B, qui n*a plus, dans le cas considéré, à résister à un moment de renversement, quel que soit le mode de répartition de la surcharge.
Considérons encore un pont-grue incomplet formé d'une série de travées dépourvues de poutre centrale, sauf la dernière, c'est-à-dire la travée de rive qui aboutit à la seconde culée. Toutes les travées comportent une articulation, à l'exception de la première travée de rive, qui n'en a point (fig. 168).
Quelle que soit la disposition de la surcharge, cet ouvrage pourra toujours prendre une position d'équilibre stable, sans qu'aucune pile soit soumise à un effort de renversement. Traçons en effet les courbes S des moments fléchissants, dans Thypothèse où les travées successives seraient indépendantes, et construisons le polygone qui part de l'appui sur la seconde culée, coupe chaque courbe S au droit de Tarticulation de la
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Iravéo corrospoudanle, a ses sommets sur les verticales des piles el aboutit à Tappui sur la première culée. Il existe toujours un polygone et uu seul remplissant ces conditions : combiné avec les courbes S, il fournit une épure de stabilité correspondant à une position d'équilibre qui pourra toujours être atteinte par le pont, s'il est simplement appuyé sur tontes ses piles, de façon que celles-ci ne s'opposent pas aux déplacements angulaires de la fibre moyenne dans chaque section d'appui, la fibre déformée pouvant d'ailleurs présenter un poids angulaire au droit de chaque articulation.
Si nous ajoutons une articulation à une des travées de ce pont, Téquilibrc n'est plus possible, à moins d'encastrer une des consoles de cette travée sur sa pile.
Le tracé du polygone de la ligure 168 s'effectuera encore sans difficulté. On partira de la culée de droite et on s'arrêtera à la verticale de la pile encastrée, où il y a discontinuité dans la ligne brisée (fig. 157), puisque la pile est soumise à un moment de renversement. On mènera la droite coupant la courbe S de la travée suivante sur les verticales de ses deux articulations et on poursuivra le tracé du polygone, dont les sommets sont situés sur les verticales des piles non encastrées jusqu'à l'appui de gauche.
En conlinuant dans la même voie, on peut augmenter le nombre des articulations, sans qu'il puisse y en avoir plus de deux par travée intermédiaire, et plus d'une par travée de rive ; au fur et à mesure qu'on en ajoutera une, il faudra admettre l'encastrement sur sa pile d'une console de la travée modifiée.
Le système des droites D sera toujours déterminé ot s'obtiendra sans peine. Chaque fois qu'on ajoute une articulalion, on fixe la direction de la droite D relative à la travée modifiée, mais comme cette droite n'est plus tenue de couper la verticale de la pile encastrée au même point que la droite D de la travée adjacente, on a substitué une condition à une autre, et la compensation s'établit naturellement, sans que la construction de l'épure en soit rendue plus malaisée.
On finirait ainsi par retomber sur le pont-grue complet de rarlicle 136.
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En procédant inversement, on pourrait supprimer les deux articulations d'une travée : pour pouvoir tracer la droite D de celle-ci» il faut en connaître deux points qui, vu Fabsence d'articulation, ne peuvent être que les intersections des verticales des appuis avec les droiles des travées précédente et suivante.
Cette travée ne doit donc pas être encastrée sur ses piles, et il faut qu'on ait pu, avant de s'en occuper, mener les droites D des travées voisines.
Considérons maintenant le cas général d'un ouvrage formé d'une série de tronçons métalliques reliés les uns aux autres par des ailiculations, au nombre de deux au plus par travée intermédiaire, et d'une au plus par travée de rive. Certains de ces tronçons, dits consoles, sont soit encaslrés sur les piles, soit simplement appuyés sur elles.
Nous admettrons que le mode de liaison, désigné par nous sous le nom d'appui simple, permet, en cas de besoin, le changement de signe de la réaction, de façon que la console puisse être indifféremment soutenue par la pile, ou retenue, si le calcul faisait connaître qu'avec une disposition de surcharge déterminée elle aurait une tendance à se soulever. Mais la forme de l'appareil de support (à rotule ou balancier) est telle que la pile ne puisse être soumise à un effort de renversement.
Le pont est toujours appuyé sur les culées, dans les conditions que nous venons de définir.
L'encastrement sur une pile suppose que la fibre moyenne de la console ne peut subir do déplacement angulaire sans que le support se trouve soumis à un moment de renversement auquel il est toujours susceptible de résister, quelle que soit la disposition de la surcharge, dans des conditions de travail moléculaire et de déformation acceptables.
Supposons maintenant que l'on se propose de dresser Tépure des n^omenls fléchissants développés dans l'ouvrage par la charge permanente et une surcharge définie. On commencera par construire les courbes S des moments fléchissants dans l'hypothèse de l'indépendance des travées, que l'on devra considérer comme simplement appuyées h leurs deu?( extrémités,
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on faisant abstraction de l'encastrement sur les piles et de la solidarité des deux bras opposés de chaque console.
Cela fait, on tracera la droite D, qui coupe la courbe S au droit des deux articulations pour chacune des travées pourvues de poutre centrale (si c'est une travée de rive, une des articulations se confond avec Tappui sur la culée).
Puis on passera aux travées pourvues d'une seule articulation qui sont séparées des travées à poutre centrale d^jà considérées par une pile non-encastrée, et on mènera pour chacune la droite D coupant la courbe S au droit de Tarticulation et la verticale de la pile non-encaslrée au point d'intersection fourni par la droite D de la travée voisine. On continuera de proche en proche pour les travées à articulation unique, en partant chaque fois d'un point de la droite D d(^jà marqué sur la verticale d'une pile non-encastrde.
Pour chacune des travées sans articulation, il faudra attendre que les droites D des deux travées voisines aient été tracées, et joindre les points ainsi obtenus sur les verticales des deux piles non-encastrées adjacentes à la travée continue, ce qui donnera la droite D cherchée.
Il pourra se présenter trois cas :
1« La marche indiquée conduira au résultat voulu. En ce cas, le système des droites D fournira en grandeurs et signes, par ses distances verticales aux courbes S, les moments fléchissants développés dans les différentes sections de l'ouvrage. Les moments de renversement transmis aux piles encastrées seront représentés, en grandeurs et signes, par la distance des deux points d'intersection de la verticale de chaque appui avec les droites D des travées adjacentes.
Quant aux efforts tranchants et aux réactions des appuis, ainsi qu'aux réactions mutuelles des tronçons transmises par les articulations, on les obtiendra aisément en traçant sur l'épure des efforts tranchants, établie dans l'hypothèse dePinde'pendancc des travées, les horizontales coupant les lignes représentatives des V sur les verticales des points de contact des courbes S et de leurs tangentes parallèles aux droites D (Kg. 166) et mesurant les efforts, pour chaque travée, à partir de l'horizontale correspondante.
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2* On se heurtera dans la conslruclion de l'épure à une impossibililé, résultanl de ce que Ton trouvera, par exemple, trois points do passage obligés pour la droite D d'une travée (au droit de doux articulations et d'une pile non encastrée, d'une articulation et deux piles non-encastrées, etc.), ces points n'étant pas dans la môme direction. L'ouvrage étudié n'est pas stable, et sa réalisation n'est possible que si on modifie les données du projet, en supprimant certaines articulations, ou en encastrant les poutres sur quelques piles de plus.
3« On ne pourra terminer l'épure, faute d'une ou de plusieurs conditions nécessaires pour permettre le tracé des droites D' : il arrivera par exemple qu'une travée à articulation unique soit encastrée sur ses deux piles, ou que l'on rencontre deux travées successives sans articulation, etc. La théorie précédente tombe alors en défaut, parce qu'il existe, pour certaines travées, une infinité de droites remplissant les conditions posées, qui se réduisent à couper la courbe dos S au droit des articulations, et à se rencontrer mutuellement sur les verticales des piles non-encastrées.
Le problème se présente sous une forme indélerminée, en tant que l'on seborne à appliquer les équations d'équilibre fournies par la mécanique générale. Pour faire disparaître cette indétermination, il devient nécessaire, comme nous le verrons plus loin, de recourir aux formules de la résistance des matériaux.
tSH. ClaMlfleatioii des ponts-ifrue«. — Nous sommes ainsi amené à diviser les ponts-grues en deux classes distinctes : Po?its-ffrues ordinaires, — Ponts^grues mixtes,
Ponts-grues ordbiaires. — Reportons-nous au type du pontgrue complet, étudié à l'arlicle 136, qui, pourn travées, comporte 2n — 2 articulations, à raison de deux par travée intermédiaire, et d'une seule par travée de rivé ; il est de plus encastré sur toutes ses piles, au nombre Aq n — 1.
On obtiendra un pont-grue ordinaire, c'est-à-dire calculable par la méthode simple indiquée h l'article 137, sans s'appuyer sur les lois de la déformation des corps élastiques, si, dans les changements qu*on fait subir au pont-grue complet, on applique rigoureusement la règle suivante ;
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Quand on supprime une articulation dans une travée quelcolique, il faut en même temps renoncer à F etu^astrement sur une des piles adjacentes à cette travée.
Cette règle est absolue et ne soutire pas d'exception : il y a une corrélation nécessaire entre la suppression d'une articulation et la réalisation de lappui simple sur une pile adjacente à la travée modifiée.
Considérons m travées successives, à partir dune culée, ci les m piles qui les portent. Soit r le nombre des articulations, au plus égal à 2/n — 1 , que comporte cette fraction du pont, et 7ï celui des piles non- encastrées au plus égal à m.
La relation r + ir = 2m — 1 doit se vérifier pour un nombre quelconque de travées, lorsqu'on fait varier m de 2 an — 1. Pour Tensemble du pont, si Ton désigne par R le nombre total des articulations, inférieur ou égal à 2n — 2, et par FI celui des piles non encastrées, inférieur ou égal an — 1, on doit avoir : R+II= 2n— 2.
S'il en est ainsi, on a un pont^grue ordinaire ^ calculable par la méthode de l'article 137, et insensible au tassement des ap* puis, dont la dénivellation ne peut exercer aucune influence sur ses conditions de stabilité.
On en conclura aisément que dans une construction de ce genre : une travée de rive sans articulation repose sur une pile non-encastrée ; une travée intermédiaire sans articulation est supportée par deux piles non-encastrées ; deux travées sans articulation ne peuvent être consécutives, alors même qu'aucune de leurs piles ne serait encastrée ; lorsqu'on a une série de travées consécutives à articulation unique, on a également une série de piles non encastrées ; une travée au moins doit être pourvue d'une poutre centrale. Le nombre minimum des articulations est de n — i , et dans ce cas aucune des piles n'est encastrée ; une travée au moins est sans articulation, et il ne
peut y <în avoir pins de- + l ; le nombre des travées à double
articulation ne peut dépasser r — 4 .
Pojits-grues mixtes, — Considérons un pont-grue ordinaire Ici que nous venons de le déflnir : supposons que nous suppri-
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mioiis une arliculalion, sans renoncer en même lemps à Tencaslremenl sur une pile voisine, ou que nous rétablissions Tencaslremcnl sur une pile sans ajouter une articulation à une travée adjacente. Nous aurons un ponl-grue mixte^ dont le calcul, impossible à faire, faute de données suffisantes, par la méthode de Tarticle 137, exigera Tintervention des formules de la résistance des matériaux ; nous verrons plus loin com* ment il faudra s'y prendre.
Ce genre d'ouvrage est défini par la relation :
R + II< 2 n — 2.
Il faut d'ailleurs, pour qu'il soit stable, qu'il remplisse la condition :
r+ T.Ll2m — 1,
m étant un nombre quelconque des travées successives, variable entre 2 et /* — 1, que l'on considère à partir d'une culée, et r et t: étant les nombres des articulations et des piles non-encastrées que comporte cette fraction de l'ouvrage.
Le pont-grue mixte participe à la fois aux propriétés des ponts^grues, puisqu'il possède des articulations et est encastré sur certaines piles, et aux propriétés des poutres à travées solidaires, dont il se rapproche aux deux points de vue suivants : 1^ l'étude ne peut en être faite sans recourir à l'emploi des formules de la déformation des solides élastiques ; 2<* la dénivellation des appuis joue un rôle dans cette étude, et peut exercer une influence notable sur les conditions de stabilité de la construction.
Pour R = 2n — 2 — II, on a un pont-grue ordinaire. Supposons que nous fassions décroître R. L'ouvrage rentrera dans le genre des ponts-grues mixtes et se rapprochera d'autant plus d'une poutre à travées solidaires que R sera plus petit. Pour R =s 0, il n'existe plus d'articulation rompant la continuité de l'ouvrage, et Ton a affaire à une poutre continue.
Si l'on a en même temps 11 = « — I , cette poutre, étant simplement appuyée sur toutes ses piles, appartient à la catégorie A^^ poutres à travées solidaires étudiées dans les chapitres I,II et III.
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Si II est plus pclit que n — 1, ou a nue poutre continue encastrée sur un certain nombre de piles, qui par conséquent se trouve en dehors des données prises pour bases de Tétude faite dans les chapitres précédents. Nous verrons plus loin comment on peut réaliser au besoin rencastremeni d^une poutre à travées solidaires sur certaines piles, sans meltre obstacle aux mouvements longitudinaux dus aux changements de température, et comment on pourrait en effectuer les calculs de stabilité.
Bien qu'on n'ait jamais, à notre connaissance, expérimenté ce type de pont, il ponrrail y avoir, en certains cas, un intérêt réel à Tadopter, et à ce point de vue Tétude que nous en ferons ne sera pas dénuée d'intérêt.
Ponts-grues instables, — Nous n'avons pas examiné lecasoii, pour un nombre déterminé de m travées consécutives, considérées à partir d'une culée, on trouverait que l'on a :
m étant au plus égal an — 1.
Alors même querinégalitéR + lI<2« — 2 serait satisfaite, l'ouvrage serait instable et ne pourrait se maintenir en équilibre sous le passage d'une charge roulante. Il est inutile par conséquent de s'arrêter à cette hypothèse.
En résumé, tous les ponts à poutres droites comportant un nombre quelconque de travées sont assujettis à remplir la double condition :
7' + • - ^ 2 /w — 1 , R-l- II^2w — 2.
Quant R +11 = 2;i — 2, on a un pont-grue ordinaire calculable comme un solide invariable de la mécanique générale, genre qui comprend comme cas particuliers la travée indépendante : w = 1 , et le pont-grue complet : R = 2» — 2, Il = 0.
Quant R + II < 2n — 2 on a un pont-grue mixte qui comprend comme cas particulier les poutres continues, soit simplement appuyées sur toutes les piles, soit, contrairement aux: errements habituels des constructeurs, encastrées sur quelquesuns de leurs supports.
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Nous avons jugé utile, pour rendre plus clair l'exposé qui précède, de le compléter par rénuméralion d'un certain nombre de ponls-grues existants des deux catégories, dont nous donnons les élévations dans le courant du présent chapitre.
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Fig. 169. — Demi-élévation.
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Fig, 170. — Diagramme de To^sadire.
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PASSEHELLE DE PASSY.
Fig. I7fi. — Elévation du ponl sur le pelit bras de la Seine.
Fig. 177. — Détail de l'articulation centrale.
Fig. 178. - Appui sur une plie.
- l'ONTS-GRUES.
LISTE DE DIVERS PONTS-GRUES
Désignation des ouvrages
Valeurs numériques des coefricients.
Caractères généraux
ri
ll+n
Ponts-gnies ordinaires
Pont sur la rivière Kentuckv (EUU-Unis), fig.
67, paffc 201
Deux travée de rive à une articulation.
Une travée centrale sans articulation.
Pont de Poscn sur lu Warthe ( Allemagne ), fiir. 180
id.
Pont de Vilshofen sur le Danube ( Allemagne ;, Us, 181
l^nc travée centrale sans articulation.
Quatre travées, y compris celles de rive, t\ articula-
tion unique.
Projet de pont ^r TKasl- Hiver à New \ork, fig.
Deux travées de rive sans articulation.
Une travées centrale à double articulation.
Pont sur la rivière Fraser (Etats-Unis), fig. 179...
id.
Pont de Fort-SmcUing sur le Mississipi, fig. 182..
id.
Les six ponts cités sont si
m pi
cmei
il appT
rés sur
ouïes leur.^ piles.
Désigaation des ouvrages.
Valeurs numériques des
R+ii
Caractères généraux
Ponts-grues mixtes
Pont du Niagara, fig. 167 à 173
Pont de Hassfûrth sur le Mein,fig. 15.0
Pont sur le détroit du Fopth (Anglelerre) fig.
174 et 175
Passerelle de Passy sur la Seine, fîg. 176 à 178. . .
Cet ouvrage ne diffère du pont sur la rivière Fraser que par Tencastrement sur les deux piles.
id.
Deux travées de rive sans articulation.
Deux travées intermédiaires & double articulation.
Encastrement sur toutes les piles.
Deux travées de rive sans articulation.
Une travée intermédiaire à articulation unique.
Simple appui sur toutes les piles.
tâO. Formules f^énérales de la déformation pour
«te travée de pont-iprue. — Gonsidiérons une travée AA' de hauteur variable ou constante, qui peut être soit simple* ment appuyée (dans lesr conditions stipulées à la page 441), soit encastrée sur ses piles A et A', sans que nous formulions à cet égard aucune hypothèse (fig. 183). La ferme métallique dont elle fait partie peut être prolongée au-delà de chaque appui A et A' par des bras de console rattachés à la travée, ou se terminer à l'un d'eux, ou ne comporter que la travée AA', qui serait alors indépendante : nous ne ferons encore à ce point de vue aucune hypothèse, de façon que notre étude s'applique d'une manière générale à tous les types de travée imaginables. Nous supposerons seulement : 1° que le profil en long et les dimensions de la ferme en question soient arrêtés et connus, de telle sorte que Ton puisse, pour une section quelconque, calculer la valeur du moment d'inertie réduit I (page 321) ; 2* que Tépure des moments fléchissants, correspondant à une surcharge déterminée, ait été dressée, et qu'elle fournisse, pour une section verticale quelconque, la valeur du moment X.
Nous prendrons, suivant Thabitude, pour axe des x l'horizontale AA' et pour axe des y la verticale, dirigée de bas en haut, qui passe par le milieu de Tappui A.
Lorsqu'on applique sur le pont-grue la surcharge pour laquelle on a établi l'épure des moments fléchissants X, cet ouvrage, dont fait partie la travée AA', se déforme.
Cette déformation peut avoir pour résultat de faire subir à la fibre moyenne, au droit de l'appui A, un déplacement angulaire 6 et un déplacement vertical ?<, correspondant respectivement à un déversement de la section d'appui, et à un tassement ou un relèvement de la pile A. Nous conviendrons d'attribuer à l'angle très petit 6 le signe + s'il correspond à une rotation de la libre moyenne autour du point A dans la direction indiquée par la flèche de la figure 183, en relevant cette fibre dans la partie de la travée voisine de A ; w sera positif s'il s'agit d^un tassement de l'appui s'opérant dans la direction des y négatifs, et négatif s'il y a relèvement du point A.
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Nous adopterons les mémos conventions pour le point A', dont le déplacemenl verlical %î sera positif s'il correspond à un lassemenl, et négatif s'il s'agit d'un relèvement ; Tangle ft' sera mesuré positivement s'il y a rotation de la fibre moyenne autour du point A' dans la direction marquée par la flèche.
Il importe de se bien pénétrer de ces conventions, afin d'éviter des erreurs de signe qui pourraient fausser les calculs.
Nous allons appliquer à la travée AA' Téquation fondamentale de la résistance des matériaux :
dx^ FA
En vertu des hypothèses faites, X et 1 sont, pour une section transversale quelconque définie par sa distance x au point A, des données du problème.
— -ji
Fig. 188.
Travée à double artictilation, — Supposons tout d'abord que la travée AA' soit pourvue de deux articulations 0 et 0' dont les abscisses soient a et à : elle comporte donc une poutre centrale 00', portée par deux bras de console AO et O'A'. La fibre movenne déformée est continue a Tintérieurde chaque tronçon, mais elle peut présenter une brisure à chaque articulation 0 et 0'.
L'équation ,— =-V. cesse donc d'être vraie si l'on considère
simultanément deux sections extrêmement voisines, situées de part et d'autre d'une articulation. Si onTintègre, les résultats qu'elle donnera ne peuvent être exacts que si les limites
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de rintégralion se rapporlcnl à doux points situés sur un même tronçon, AO, 00' ou O'A'.
Comole AO, — Intégrons deux fois entre A et un point situé sur AO : x._m. Nous trouvons * :
(ix
Jo ^ •
*" /; "kt
"""i El Jo El
C est Téquation de la courbe décrile par la fibre moyenne déformée de A en 0.
Supposons que nous désirions avoir le déplacement angulaire a et la flèche d'abaissement vertical f (mesurée positivement dans le sens des y négatifs) de la libre moyenne au droit de larticulalion 0. II suffira de poser x = a, ce qui nous donnera :
(1) f=u-ba-J^ -^
— .r) dx
Console O'/l'. — En effectuant des calculs semblables pour le bras de console O'A', aous trouverions de môme, avec la condition a .^.rt^/, la courbe décrite par la fibre déformée :
Ix J, El '
,H-,„_)+„.=+(,_.,£'-^-j;'ïitîH',
Point \': x = a\
P \dx
.i El •
' X (.r— «') dx
i. En vertu des conventions posées, 6 et ô' sont mesurés posUiuemcnt dans
dy
le sens des -^ positifs, Bb-noi u' mesurés positivement (hns le sens des y de
négatifs.
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Poutre centrale 00'. — On peut encore établir Téquatlon de la fibre moyenne déformée pour la poutre centrale 00' :
Xdx
ET
y — iCT-+^ai — Êï— +/^=
, P'Xdx r'\(X''a)dx
^^-"^ in- j. ^i- •
Pour obtenir la flèche d'abaissement F an milieu de la poutre centrale, il suffit de poser dans Téquation qui précède
X = -^Y" > ®^ d^ changer le signe du résultat :
Si Ton connaît, pour une section transversale quelconque, le moment de flexion X et le moment d'inertie réduit I, on peut toujours calculer par quadrature toutes les intégrales définies qui figurent dans ces formules, et obtenir par conséquent en grandeurs et signes les flèches d'abaissement f^f et F qui correspondent aux articulatious et au milieu de la poutre centrale. On peut d'ailleurs, en attribuant à x une valeur déterminée, calculer avec la même facilité, pour le point correspondant de la fibre, le déplacement angulaire 6 et rabaissement — y, en ayant soin de choisir convenablement les formules à adopter, suivant que x est compris entre o et a, a et a , a' et l,
La recherche de la déformation d'une travée à double articulation peut donc être considérée comme un problème résolu, quelles que soient ses conditions d'encastrement ou de simple appui sur ses piles, à la condition qu'on connaisse toutes les dimensions de la travée en question et qu'on ait dressé au préalable l'épure des moments fléchissants.
Nous avons numéroté (i) et (2) les équations donnant les flèches / et /" relatives aux articulations: ce sont les seules dont nous aurons occasion par la suite de faire usage.
Travée à articulation unique. — Supposons que la travée AA' ne possède qu'une articulation, située en 0 (iig. 184).
FlR. 184.
Nous pouvons calculer sa flèche d'abaissement /soit par la formule (t) de Tarlicle précèdent :
r A /** X (a— a?) dx
soit par la formule (2), puisque le point 0 appartient à la fois aux deux consoles AO et OA', réunies à leurs abouts opposés par une articulation.
Il suffit de remplacer dans cette formule (2) f par /, et a par a, ce qui donne :
!• / . A/ /f X r^\(x—a)dx
Retranchons cette équation de la précédente. Nous obtenons une relation nouvelle, qui exprime que les abouts des deux consoles opposées sont toujours au môme niveau, en vertu do la liaison établie entre eux :
Jo *.!
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Nous aurons également à nous servir de celle formule.
Il esl d'ailleurs évident que les équations de la fibre déformée seront celles déjà données pour les consoles AO et O'A'de la travée à double arlicuiation, en y substituant a à a. Nous nous abstiendrons de les reproduire.
Travée satis articulation. — Supposons que la travée AA' ne comporte aucune articulation (fig. 185).
Fig. 185.
L'équation fondamentale ~ = g-, appliquée à l'ensemble
de la ferme, qui est continue de A on A', donne : Équations de la fibre moyenne :
*i — e= T — ix ^ X ^^^ '
dy dx
Xxdx El ■
r \dx f xx
Flèche au milieu de la portéef a: = A :
i i l A \dx r Xxdx
~îJo Ëi"^j. "kT^
Bl
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Si l'on pose x = l dans les équations de la fibre moyenne,
on doit trouver -r =+ O'et y= — u\ puisque la section con-
sidérée sur la poutre est celle d*appui A", dont les déplacements verticaux et angulaires ont été désignés par + 0^ et —m'.
Cela nous donne les conditions suivantes :
141. Dcformatioii denpilefli. — Pile encastrée. — L*ac« tion exercée par une console sur sa pile se traduit par une force verticale Q appliquée au centre de Tappui, que nous affecterons du signe •+- si la pile est comprimée, et un couple dont le moment rx a été appelé précédemment le moment de renversement de la pile. INous attribuerons à ce moment le signe + s'il tend à faire déverser la pile de droite à gauche, en la rapprochant de la pile préci'dente.
Par suite de Télasticité de la matière qui constitue la pile, la force Q et le moment »/. déterminent un déplacement vertical du centre de gravité, ainsi qu'un mouvement angulaire du plan de la section horizontale supérieure de ce support. La pile étant d*ailleurs reliée invariablement à la console, les déplacements vertical et angulaire dont nous venons de parler seront précisément ceux relatifs à la libre déformée, que nous avons désignés à Tarlicle précédent par u et 9.
En vertu du principe de la proportionnalité des elTorts exercés sur les corps élastiques et des déformations correspondant tes, on a :
//-"-yQ, et 0--I>,
Y et r étant des coefficients numériques, indépendants de Q et de [A, qu'il est toujours possible de déterminer pour une
pile métallique quelconque, connaissant toutes ses dimensions et la nature du métal qui la constitue. Nous renverrons, en ce qui concerne la recherche de y et de T, au chapitre VI, où la qneslîoa est traitée (art. 172). Pour le moment, nous nous bornerons à admettre que ces coefficients numériques ont été calculés à Tavance, et sont, des à présent, des données de la question.
On voit alors que dans toutes les formules de l'article 139, où les lettres u et 6 désignent la déformation de la section d'appui d'une console encastrée, il sera permis de remplacer ces inconnues par leurs expressions yQ et Fji., en fonction de la réaction Q exercée par la pile sur la console et du moment de renversement ji..
Cas particulier. — Supposons que la pile puisse être regardée comme indéformable en raison de l'exagération de Taire et du moment d'inertie de sa section horizontale, qui n'est soumise, sous l'action de la force Q et du moment [x, qu'à un travail à la compression et à la flexion trop faible pour entraîner une déformation appréciable. Tel est le cas par exemple d'une pile en maçonnerie que la charge et le couple de renT versement n'affectent pas d'une façon sensible, w et 6 devront être considérés alors comme nuls ou négligeables : le raisonnement précédent s'applique encore, à condition d'attribuer aux coefficients F et y des valeurs nulles, la pile étant, dans les conditions où elle est établie, assimilée à un solide inva* riable.
Pile non encastrée. — La pile n'est sollicitée que par la force verticale Q : elle ne subit que le déplacement vertical u. On a
w = yQ.
Le déplacement angulaire 9 de la console au droit de l'appui se manifeste librement, sans aflectcr la pile, surmontée d'un appareil de support à balancier, comme dans le cas d'une poutre à travées solidaires. Le moment de renversement ^ est nul. On peut encore remplacer dans les formules de l'article 139 le déplacement vertical u par son équivalent yQ, mais
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on n'a plus le droit de substituer à 4 la valeur ly, qui n'aurait aucune signification, le moment pi. étant nul, et rinclinaison de la console étant indépendante de la résistance à la flexion de la pile, que mesure le coefficient F.
iâ9. Béfbmuiti^ii des ponts-^mes ordinaires. —
Considérons un pont-grue ordinaire et supposons qu'on ait dressé l'épure des moments fléchissants X et celle des efforts tranchants V en suivant la marche indiquée à l'article 137.
Pour une pile quelconque, l'effort vertical Q transmis par le pont est représenté en grandeur et en signe par la différence des efforts tranchants développés, au droit de la section d'appui, dans les travées précédente et suivante. On peut donc le relever sur l'épure des efforts tranchants.
Pour une pile encastrée, le moment de renversement (a est fourni en grandeur et en signe par la distance des points d'intersection avec la verticale de la pile des droites D de la travée précédente et de la suivante; d'aprfes la convention posée à l'article 139, [jl est positif si le point d'intersection relatif à la travée précédente est au-dessus de celui relatif à la travée suivante.
Dans la ligure 186, où les droites D et D' de deux travées consécutives sont représentées par MN et MI\', on a :
Q^m(t+(ln, et jy.= -M'N.
Si le point N était au-dessus de M', ja serait positif.
Pour que Q fût négatif, il faudrait : ou que le point n fut audessus de riiorizontale menée par s, et m' au-dessous de l'horizontale menée par s' ; ou que cette interversion eut lieu seulement pour celui de ces points qui est le plus éloigné de Thorizontale correspondante s ou s\
Connaissant Q et {/. pour chaque pile encastrée^ nous en déduirons les valeurs, en grandeurs et signes, du tassement u et de l'angle 6 par les relations : m = yQ et 6 = Fj!., où y et T sont des coefficients numériques positifs calculés d'avance pour chaque pile.
Si la pile est en maçonnerie, on a n = o et 6 = o.
Pour chaque pile non encastrée, on calculera de mAme : u = yQ. Mais, le moment de renversement étant nul, on ne disposera plus d'une formule permettant d'évaluer 0.
Si la pile est en maçonnerie, ii est nul.
En défînilive, les u de toutes les piles peuvent être déterminés immédiatement, à Taide des renseignements fournis par l'épure des efforts tranchants. Les angles 8 pourront être également calculés , en se basant sur l'épure des moments de flexion, pour les piles encastrées ; pour les piles non-encaslréeSy ces angles demeurent inconnus jusqu'à nouvel ordre.
Nous nous proposons de calculer les déplacements verticaux /"subis par toutes les articulations du pont-grue.
Nous écrirons à cette effet les équations suivantes. Il est bien entendu que l'origine des x est toujours placée à l'extrémité de gauche de chaque travée, et que les abscisses des articulations sont représentées par les lettres a et a' ; enfin les lettres qui se rapportent au second support sont accentuées.
1® Travée de rive gauche, a. — Pourvue d*une arliculalioii.
h, — Sans arlîculalîon.
(5) u-u'-H'l-hf'^ = o.
En général le lassemeutMde Texlrémilé appuyée sur la culée peut être regardé comme nul.
2' Travée intermédiaire.
a. — Pourvue de deux arliculalions.
b. — Pourvue d'une seule arliculalion.
(3) u-u'-da- e' (l-a) - f^ ^'"^^ '^ = 0.
c. — Dépourvue d'articulation.
(5) u—ti—^l—j j,j =0.
3» Travée de rive droite,
a. — Pourvue d'une arliculation.
/i\ r A C^ ^ (a—x)dx
(1) f=u~Ha-J^ — ^j
b. — Sans articulation.
Nous obtiendrons de la sorte, quels que soient d'ailleurs le noynbre et le mode de répartition des articulations y une équation par travée de rive, et deux par travée intermédiaire, en tout 2n — 2. Ces équations sont du premier degré en fonction des inconnus /et 9. Nous avons vu précédemment que le calcul préalable des tassements u peut toujours se faire en s'appuyant sur la valeur connue de la réaction Q exercée par la pile.
Or, si le pont comporte R articulations, cela nous fait R inconnues /à déterminer.
S'il existe II piles non encastrée, nous avons II inconnues 6; nous avons vu que, pour les piles encastrées, les angles 6 étaient fournis par un calcul préalable, basé sur la relation qui existe entre cet angle et le moment de renversement ja.
Nous avons donc en tout R -[- II inconnues à tirer de 2n — 2 équations simultanées du 1°^ degré. Or, en vertu de la définition donnée pour les ponls-grues ordinaires^ on a :
Le problème est donc déterminé et Tétude de la déformation s'effectuera sans peine.
Dans le cas spécial d'un pont-grue complet y tous les angles 6 étant connus puisque toutes les piles sont encastrées, les équations (1) et (2), au nombre de 2/i — 2, fournissent immédiatement les valeurs des /relatifs aux 2n — 2 articulations.
143. Calcul d^nn pont-^rue mimte. — Dans Tétnde que nous venons de faire, nous avons admis que les épures des
moments fléchissants X et des efforts tranchants V, relatives à Touvrage considéré, avaient élé dressées au préalable en appliquant la méthode de Tart. 137, et que ces épures fournissaient immédiatement d*une parties valeurs des réactions Q exercdes par les piles et des moments de renversement ja qui leur sont transmis, de l'autre le moment de flexion X pour une section quelconque, renseignement indispensable pour calculer,"au moyen de procédés de quadrature analogues à celui de Tarticle 79, les intégrales définies qui figurent dans les équations du 1*' degré à résoudre.
Lorsqu'on a affaire à un pont-grue mixte, il n'est plus possible d'établir les épures des moments fléchissants et des efforts tranchants par la méthode de l'article i 37. Nous ne pouvons donc plus opérer comme dans le cas des ponts-grues ordifiaites; les seuls renseignements dont nous disposions, avant d'entreprendre l'étude de la déformation de l'ouvrage, nous sont fournis par l'épure des moments fléchissants S et des efforts tranchants (7 calculés dans l'hypothèse de l'indépendance des tra-; vées : il est toujours possible bien entendu de dresser cette épure, puisqu'il suffit de connaître la disposition de la charge et de la surcharge appliquées sur chaque travée considérée isolément.
Rcportons-noufl à la figure 186. Les courbes BSA et AS'B, ms7i etmVn' ont été tracées. Mais pour les droites D, c'est-àdire MN pour la travée BA et M' N' pour la travée AB, nous ignorons quant à présent leurs directions effectives : par suite, nous ne connaissons pas non plus les positions exactes des horizontales s et s', qui complètent Tépure des efforts tranchants. Ces horizontales doivent couper les lignes m^^ et mV aux points 5 et s' , qui correspondent aux points de contact des courbes S et S' avec les tangentes parallèles aux droites D.
Désignons par M et N les moments fléclussants négatifs représentés en grandeurs par les distances MB et NA, et prenons^ les pour inconnues du problème.
Soient S les ordonnées de la courbe BSA, fournies par l'épure; a les ordonnées par rapport à l'horizontale ba de la courbe fnji, également connues ; enfin C la réaction qu'exercerait la pile sur l'ouvrage si les travées étaient indépendantes :
G = an + am' = m'n.
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Le moment fléchissant X du pont-gme, représenlé par les distances verticales- de la droite D à la courbe S, aura pour expression :
X<p(x)c&c,ccsl-
à-dire contenant l'inconnue X au 1" degré, pourra toujours se mettre sous la forme :
s? (x) dx+M I U — ^j?(a:) rfx + N j ^ ? (x) dx,
La fonction ^{x) ainsi que la variable S étant connues, on pourra toujours calculer par quadrature chacune de ces intégrales partielles, de façon à ramener Tinlégrale considérée
/ X?(x)dlr à une fonction du 1" degré des inconnues M et N,
soit K + K'M+K"N, dans laquelle les coefficients K,K'et K* auront des valeurs numériques connues.
On a d'autre part :
[jL = AN — AM' = M' — N.
Le moment de renversement est égal à la différence des moments inconnus N et M' développés dans la section d'appui commune par les deux travées adjacentes. ^ est donc une fonction du 1®' degré de ces inconnues.
Enfin ;
Pour une pile quelconque, le tassement ii est ou nul (pile en maçonnerie) ou fourni par la relation :
Pour une pile encastrée, le déplacement angulaire 0 est ou nul (pile en maçonnerie) ou fourni par la relation.
Ces préliminaires établis, considérons un pont-grue mixte de n travées, comportant R articulations, et II piles non-encastrées. On a par définition : R + II < 2w — 2.
Nous commencerons par écrire les 2n — 2 équations (1), (2), (3), (4), (5) dont nous avons parlé à propos des ponts-grues ordinaires à raison d*unc par travée de rive, qu^elIe ait ou non une articulation, et de deux par travée intermédiaire, qu'elle soit à double ou à simple articulation, ou sans articulation. Il n*y a qu'à se reporter à Tarlicle qui précède : la marche à sui* vre est la même, que le pont-grue soit ordinaire ou mixte.
Nous pourrons écrire d*autre part R équations nouvelles, exprimant qu'au droit de chaque articulation de l'ouvrage le
{ — -tJ h- N -, doit s'annuler.
Soit a l'abscisse de cette articulation ; on a :
(I) o = s.h-m(i -J) + nJ.
Enfin, sur toutes les piles non encastrées, le moment de renversement est nul : ix = 0 = M' — N ; d'où :
II) N = M
Cela nous donnera encore II équations de condition.
Si nous remplaçons partout les intégrales définies où X est sous le signe /, les w, et les o relatifs aux piles encastrées par leurs expressions du premier degré en fonction des inconnues N et M, nous trouverons définitivement que les 2;i — 2 + R + n, relations que nous venons d'écrire (2n — 2 de la forme (1), (2), (3), (4) ou (5), R de la forme (I) et n de la forme (II) contiennent au premier degré 2w — 2 + R + H inconnues, savoir :
2« — 2 moments M et N (à raison de deux par pile), R flèches /(à raison d*une par articulation), II angles 0 ( à raison d'un par pile non-encastrée).
On n'aura donc qu'à résoudre ce système de 2n — 2 + R 4" II équations simultanées du premier degré, pour obtenir: d'une part, les moments sur les appuis M et N qui permettent
j ^^. jï/LrDAlRES.
n"'^ ,metAs fléchissants et celle des /v /w«"^ ■'!i'^'' '•'^ flisches d'abaissemont /"qui ,,-^/'^'^^"'-j!iii"'''"°^ subies par le pont.
^"'"Jr^^^eroe ordinaire, qui est la limite stîparative .^iren^'^'mixlts el des ouvrages instables, od peut
«"'■'^ '* ^u" *" s''"P''fi'! *i'ors parce que les R + Il relations £* J!Jj^n(au nombre do 2» — 2 et, considérées isolément, ''■■5(int i cll'^s seules les 2n — 2 inconnues M et N.
m^'itiodo géométrique exposée à l'article 137 consiste ginipl^menl dans l'emploi d'un procédé graphique pour la tilion de ces équations, procédé qui, par sa simplicité, a paru préférable à la solution analytique, d'ailleurs 1res lable puisque chaque équation du premier degré ne conque deux inconnues.
mire pari, les %i — 2 autres inconnues, soit R llèches I angle 9, sont fonrnîcs séparément par les 2m — 2 rela- (I), (2), (3), (4) ou (5), où l'on a substitué aux moments N leurs valeurs précédemment établies (art. 142). itudc du pont-gruG mixte sera notablement facilitée si peut tirer un certain nombre de moments M et N de [ucs-unes des équations 1 et II, sans recourir aux fors de la déformation. On le reconnaîtra immédiatement érifiaut si la méthode graphique de l'article 137 permet d'abord de tracer les droites D d'un certain nombre de es ; il faut pour cela qu'il existe au moins une travée à re centrale, qui servira de point do départ. Dans ces con- 13, le système des 2/i — 2-hR + II équations du premier ) se subdivise en un certain nombre de groupes indéints que l'on peut résoudre soparémont, ce qui abrège diJ;rement les calculs. Prenons par exemple le pont do 1 (fig. 174 el 175). On pcul tracer les droites D des deux os intermédiaires, qui comportent chacune une double ilation, par le procéilé graphique de l'article 137. Les étant toutes encastrées, il ne reslera plus, pour per- ■e l'achèvement de l'épure de stabilité, qu'à calculer le .-..lent N do la travée de rive gsuclie, qui se tirera d'upe
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équation (5), et le moment M de la travée de rive droite qui s'obtiendra de la m(>me façon. Après quoi on déterminera les flèches / relatives aux deux articulations de chaque travée intermédiaire par la résolution des équations indépendantes (1) et (2), ne contenant plus chacune qu'une seule inconnue.
Pour la passerelle de Passy, au contraire, dont aucune travée ne comporte deux articulations, il faudra, de toute nécessité, résoudre en une seule opération le système des sept équations simultanées du premier degré, qui contiennent comme inconnues : les quatre moments M et N relatifs aux deux piles ; les deux angles 0 relatifs à ces mêmes piles ; la flèche / de l'articulation centrale.
144. Ponlres À travées solidaires encastrées svr les piles. — Supposons que Ton ait R = o. Le pont-grue, ne comportant pas d'articulation, est une poutre continue, que Ton calculera on résolvant un système de 2n — 2 équations (1), (2), (3), (4) ou (5) et de n équations U.
Si n est égal à n — 1 , la poutre est simplement appuyée sur toutes ses piles et on retombe dans le cas général étudié dans les chapitres I, II etlll. Si II est égal à zéro, la poutre est encastrée sur toutes ses piles. On a affaire à un genre de construction tout nouveau, qui présente cette particularité d'être en définitive d'un calcul plus facile que le type classique de la poutre à travées solidaires : on n'a à résoudre que les 2n — 2 relations (1), (2), (3), (4) ou (5), ne contenant pas d'autres inconnues que les moments M et N, au lieu de 3« — 3 équations renfermant de plus n — 1 inconnues.
Ce genre de pont aurait Favanlage d'être beaucoup moins déformable sous le passage des surcharges roulantes que la poutre continue ordinaire, et il serait désirable que l'on en fit quelques applications pour se rendre compte de ses mérites. Si les piles sont métalliques, il y a évidemment intérêt à relier solidement chaque montant à la poutre, au lieu de surmonter la pile d'un support mobile à balancier et rouleaux de friction, ce qui constitue un mode de liaison peu efficace au point de vue de la résistance au vent, facilite les déformations et favorise les oscillations transversales et verticales du pont.
Enfin, au point de vue de la résistance aux chocs (passage des véhicules lourds, comme les locomotives), la conlinuilé absolue du système formé par le pont et ses piles est à coup sûr très désirable.
La seule objection à opposer à noire Ihèse serait, scmblet-il, basée sur la nécessité de laisser les mouvements longitudinaux du pont, dus aux dilatations et aux contractions produites par les changements de température, s'opérer librement. Nous verrons plus loin (art. 149) comment on peut réaliser un encastrement ne gênant pas les mouvements longitudinaux delà poutre, sans trop laisser a désirer au point de vue de la solidité de l'assemblage avec la pile.
Si la pile est en maçonnerie, il faut, pour réaliser Tencastrement, ou lui donner une longueur, mesurée sur Télévation du pont, très considérable, ou la diviser en deux massifs isolés, formant deux piles distinctes dont la distance mutuelle sera fournie par le calcul (fig. 175). Cela revient en somme à doubler le nombre des piles, en intercalant entre deux grandes travées consécutives une travée très courte dont la portée correspond à la base d'encastrement des grandes travées. Sur chaque pile, on installera un appareil do support ordinaire, à balancier et rouleaux.
Une pareille disposition est dispendieuse en raison de la nécessité de doubler le nombre des piles ; elle ne peut donc être justifiée que si les grandes travées sont d'ouverture très exceptionnelle, en raison de circonstances locales ne permettant pas de les réduire.
L'économie à réaliser sur leurs poids et Tutilité de réduire au minimum les déformations produites par la surcharge sont en ce cas un motif suffisant pour motiver l'encastrement. Nous verrons que celle mesure a été appliquée au pont du Forth : en supprimant les articulations de cet ouvrage et plaçant sur chaque pile un appareil de support à rouleaux, on aurait une poutre continue équivalente comme poids et moins déformable sous le passage des trains. Par contre, la liaison avec les piles étant moins bien assurée, la force de résistance au vent serait réduite. Celle modification présenterait donc un inconvénient compensant ses avantages.
Nous avons reproduit sur la figure 187 Tépure des moments qui se rapportent à la travée normale d'une poutre continue, simplement appuyée sur ses piles (fig. 65, page 183). Nous y avons ajouté en pointillé Tépure des moments produits par la surcharge variable dans le cas de la travée normale parfaite* ment encastrée sur ses appuis (fig. i4, page 29). Pour la charge permanente, il n'y a aucun changement. Pour la surcharge variable, l'écart existant entre les lignes pleine et pointillée indique Timporlance du bénéfice maximum que Ton peut retirer de Tcncaslrement, Pour un encastrement incomplet, tel que le fournirait une pile métallique, on aurait une courbe intermédiaire.
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Fig. 187.
En étudiant ce genre de construction, on arriverait à simplifier la méthode de calcul de façon à la rendre plus aisée à appliquer que s'il s'agissait d'une poutre continue simplement appuyée sur ses piles. Nous avons cru inutile de nous lancer dans une pareille recherche, au sujet d'un type qui n'a pas reçu la consécration de l'expérience.
f 4ft. Wttetm de la dénlTellation des appoiv fior les pentsvffrnes mixtes. — Nous avons vu que les ponts-grues mixtes étaient sensibles, comme les ponts à travées solidaires, qui en constituent une variété, à la dénivellation des appuis.
Il sera toujours facile d'étudier Teffet produit par les tassements de plusieurs piles, abstraction faite de la charge permanente et de la surcharge, en suivant la marche indiquée à l'article 143. On attribuera aux déplacements verticaux des appuis u leurs valeurs exactes, fournies par le profil en long définitif des sommets des piles, et l'on supprimera tous les termes où S entre en facteur, S étant nul puisque la charge et la surcharge sont éliminées.
On aura comme précédemment : 2n — 2 + R+n équations entre autant d'inconnues :
2n — 2 moments d'appui M et N, R flèches f, Il angles 6.
Rien ne sera donc mpdifié dans la marche déjà exposée. Connaissant M et N, on tracera pour chaque travée la droite D dont les distances verticales à l'axe des x feront connaître les moments de flexion.
f IG. Caleal des éléments d^nn pont^^rae. — Connaissant le profil en long et les épures des moments fléchissants et des efl'orts tranchants d'un pont-grue, on calculera les éléments constitutifs de chaque ferme par les formules relatives aux systèmes rigides de hauteur variable (art. 121, i23, 130). Il n*y&^cet égard aucune indication nouvelle à formuler.
Il convient de remarquer que la semelle supérieure est toujours tendue dans les consoles (X négalifs) et comprimée dans les poutres centrales (X positifs). L'effort tranchant ne change jamais do signe que dans la zone moyenne de chaque poutre centrale assimilable aux travées indépendantes cl, pour les travées sans poutre centrale seulement, dans le voisinage des abouts des consoles (pont du Niagara, about de
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rive de la console) ; dans ce cas, le moment fléchissant peut aussi changer de signe dans celte même portion de la console. Ce n'est donc que vers le milieu des poutres centrales, et, en certains cas, dans le voisinage des abouts des consoles que les triangulations à montants verticaux et tirants obliques doivent être complétés par des contre-tirants formant croix de S t- André.
La méthode de calcul des systèmes articulés (page 319) est applicable aux ponts-grues ordinaires. L^emploi de la statique graphique est particulièrement à recommander, surtout si la hauteur du pont est variable.
Pour les ponts-grues mixtes, dont le calcul exige l'intervention des formules de la résistance des matériaux, la méthode des systèmes articulés entratne de grandes complications et les épures de la statique graphique sont assez pénibles à établir.
Nous reviendrons sur ce sujet dans le prochain chapitre.
149. Division en travées et en tronçons. — Il convient que dans un pont-grue toutes les travées intermédiaires présentent des ouvertures égales. Supposons, en effet, que Ton réduise la portée de Tune d'elles, en augmentant d'autant celle d'une travée voisine. D'abord Taccroissement de poids qui en résultera pour les grandes poutres de la travée allongée sera supérieure à la réduction opérée sur les grandes poutres de la travée raccourcie. Ensuite, une de ces travées se trouvant plus lourde que l'autre, les moments de flexion développés de part et d'autre de la section d'appui dans la console commune ne seront pas égaux, si cette console est encastrée sur sa pile. La pile sera donc soumise à l'aclion d'un moment de renversement constant dû au poids propre du pont, auquel viendra s'ajouter temporairement le moment produit par la surcharge d'épreuve couvrant la totalité de la grande travée, à l'exclusion de la petite. Cette pile devra en conséquence 6tre beaucoup plus robuste que dans le cas dé deux travées égales, dont les poids propres se feraient équilibre, sans tendance au déversement : d'où une augmentation nouvelle de dépense, <jui peut être sérieuse.
D'autre part, le montage par encorbellement est plus difficile et plus dispendieux lorsque les travées sont d'inégale longueur.
Enfin les déformations des deux travées consécutives seront beaucoup plus accentuées, soit qu'il s'agisse de Taltération permanente du profil en long duc au poids propre de louvrage (Fangle 0 n'est pas nul dans le cas de Tinégalité des ouvertures), soit que l'on considère les déplacements temporaires produits par le passage des charges roulantes. Il en résulte une aggravation du défaut essentiel des ponts-grues à articulations, qui consiste dans l'importance des déformations produites par les surcharges mobiles, cl dans l'amplitude des oscillations qui en résultent.
Il est bien évident d'ailleurs que, si une pile métallique de grande hauteur est soumise en son sommet à un moment de renversement permanent, elle s'infléchira d'une façon appréciable du côté de la travée la plus lourde, celle-ci s'afTaissant tandis que la petite travée se relèvera : le profil de la voie publique sera altéré d'une manière fâcheuse.
En conséquence, l'égalilé des ouvertures s'impose pour les travées intermédiaires.
Ce point admis, il convient évidemment d'employer des consoles symétriques par rapport aux piles.
Soient L l'ouverture totale d'une travée à poutre centrale, et a la longueur d'un bras de console. La valeur la plus avantageuse, au point de vue de la dépense, à attribuer à cette longueur a sera fournie par la formule :
OÙ P est le poids propre de la ferme métallique montée par encorbellement, et P' le poids total de la demi-travce correspondante après son achèvement, y compris la surcharge d'épreuve complète.
a varie ainsi depuis le minimum j, lorsque P est négligea-
blc devant P' (pclilcs ouvertures), jusqu'au maximum- L, lorsque P diiïère très peu do P' (portées exceptionnelles).
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Flj, lf8. — Ponl tournant de Brest, Demi élévation.
Fig. 183. — Ponl lournanl de Brest. Verrou <le joni'tion des volées.
Flg. 191, - l'ciU toiiniaiit de Goolo (Anglelorrc).
La longueur totale d'une console, d'une articulation extrême à Tautre, est égale à 2a augmenté de la largeur de la base d'appui, qui peut être considérable (pont du Forth). La
longueur de la poutre centrale varie dans les mêmes condi-
tions entre g, lorsque -57=0, et « lorsque 5;= 1.
Quand une travée de rive comporte une poutre centrale, son ouverture doit être prise égale à L — a, et varie par conséquent entre les 3/4 et les 7/12 de la portée d'une travée intermédiaire. Si elle est dépourvue de poutre centrale, l'ouverture devra être un peu supérieure à a, et varier entre L L
Dans les ponts-grues fixes sans poutre centrale, a est naturellement égal à - : les articulations sont placées au milieu de la portée de chaque travée intermédiaire. L'ouverture d'une travée de rive est égale ou plutôt un peu supérieure à - (fig.
Dans le pont de Vilshofen, dont nous avons donné l'élévation (Hg. 181), la répartition des articulations diifëre notablement de celle que nous venons d'indiquer. Mais comme nous désapprouvons absolument ce type d'ouvrage, nous croyons inutile d'entrer dans de plus amples détails à son sujet.
Les ponts-tournants rentrent dans la catégorie des pontsgrues sans poutre centrale : un pont à double volée comporte trois travées, et est constitué par deux consoles, dont chacune est en équilibre sur une pile pendant la manœuvre. Un pont à simple volée comporte seulement deux travées de rive ; il est formé d'une seule console en équilibre sur la pile.
Lorsqu'une travée de rive n'est pas utilisée par la navigation, cas très-fréquent (fig. 188), on réduit souvent autant que possible son ouverture, et par conséquent la longueur du bras de console, dit culasse^ qui correspond à cette travée. U en est ainsi pour les deux travées de rive du pont de Brest à double volée, et, dans bien des circonstances, pour une travée de rive d'un pont tournant à volée unique. Au point de vue de la dépense de métal, cette disposition ne donne pas une économie
appréciable ; la culasse, étant plus courte que le bras de console opposé, auquel elle doit faire équilibre, est nécessairement beaucoup plus lourde, ce qui établit une compensation, la réduction de longueur de la ferme étant compensée par une augmentation sensible du poids total.
149. Profil en loni^. — Nous verrons, à la fin du présent chapitre, que le type du pont-grue fixe à articulation ne peut être préféré à celui de la poutre continue, beaucoup moins déformable sous le passage des charges roulantes, que si on réalise Tencastrement sur les piles, et si le montage doit en raison des circonstances locales être fait par encorbellement.
Cette double condition étant remplie, Tadoption de ce type peut être justifiée par un motif d'économie, lorsqu'il procure une réduction sensible sur la dépense de métal, et surtout une diminution considérable dans les frais de montage. Il faut d'ailleurs qu'il s'agisse de travées de très grande ouverture^ dont la charge permanente soit au moins équivalente à la surchage d'épreuve. Il est naturel dans ces conditions que Ton fasse varier la hauteur de façon à réduire le plus possible le poids des fermes : la constance de la hauteur ne faciliterait en aucune façon le montage par encorbellement, et donnerait à la fois un ouvrage plus lourd et plus déformable sous le pas* sage des véhicules. Les types représentés par les figures 180, 181 et 182, ne comportant pas le montage par encorbellement, doivent être considérés comme défectueux.
Dans les ponts-tournants, la charge permanente doit également être réduite au minimum, en vue de faciliter les manœuvres : il est donc naturel, au moins pour les grandes ouvertures, d'en faire varier la hauteur d'une manière rationnelle.
Pour les poutres centrales, qui fonctionnent comme des tra^ vées indépendantes, on doit se reporter, pour le tracé du profil en long, aux règles énoncées à l'article 120 (fig. 121). Toutefois, quand la portée n'est pas très grande, il n'y a pas grand inconvénient à leur attribuer une hauteur constante : le poids de la ferme n'en est guère augmenté, et le montage s'opère avec plus de facilité.
Supposons qu'on détermine le profil en long d'une travée
par la formule rationnelle h=:\/A + BM — y A. Pcndanl le moulage par encorbellement, le proPii théorique à admettre serait représenté (fig. 192) par le triangle aii'b, ab étant la section d encastrement sur la pile, et N'ie milieu de Touver-
Fig. 192.
turc, où s'opérera la fermeture par jonction des porte-à-faux opposés. Aprfes la mise en service du pont, le profil se modifie ot comporte : pour la console le profil triangulaire ABO, dont la hauteur, maximum sur l'appui, se réduit à zéro à Tarticulation OË ; pour la poutre centrale le profil de travée indépendante OEF, dont la hauteur atteint son maximum EF au milieu N\
En combinant ces deux tracés, on obtiendra le profil définitif à adopter pour que le pont se comporte également bien pen* dant le montage et après la mise en service. Pour la console, qui s*étend de la section d'appui AB à la section d'articulation CD, la hauteur doit aller en décroissant depuis AB jusqu'à CD, où elle est minimum ; les semelles AC et BD doivent être tracées suivant des droites ou plutôt suivant des courbes tournant leur convexité vers la fibre moyenne NO'. Pour la poutre centrale, la hauteur va en croissant de l'articulation 0 au milieu N' ; les semelles peuvent être rectilignes ou décrire des courbes tournant leur concavité vers la flbre moyenne ON'.
Il est d'ailleurs bien entendu qu'on peut sans inconvénient attribuer à une des semelles soit de la console, soit de la poutre centrale, une direction rectiligne et horizontale, à condition de tracer Taulre en observant la loi de variation de la hauteur indiquée s jr lafi3ure 192.
Si la console est encastrée sur la pile BB', les semelles doivent comporler, au droit de la pile, de A en A' et de B en B', des parties horizontales.
L'ouvrage ainsi conçu jouit de la propriété déjà signalée en
parlant des profils définis parla condition: A=v^A + BM — v^A. La section transversale de chaque semelle varie très peu d'une extrémité à Fautre et on peut en cxéculion la considérer comme constante, ce qui facilite la préparation et la mise en place des éléments du pont (pont du Forlh).
Si la travée ne, comporte pas de poulrc centrale, chacune des consoles, articulées ensemble en 0 par leurs abouts opposés, doit avoir un profil trapézoïdal tel que ABCD. Les types représentés par les figures 188 et 190 sont rationnels. Celui de la figure 191 est défectueux, la semelle supérieure de la console tournant sa concavité vers la fibre moyenne.
11 est à remarquer que la hauteur moyenne des ponts-grues
existants s'écarte généralement assez peu de la valeur — L,
admise déjà pour les travées indépendantes ou solidaires. Cette proportion semble ainsi consacrée par l'expérience. Pour les ponts-tournants, les sujétions locales obligent souvent à se contenter d'une hauteur movenne bien inférieure.
Fig. 193.
Si Ton n'avait pas à se préoccuper d'assurer la stabilité du pont pendant le montage par encorbellement, il serait permis de réduire à zéro la hauteur au droit de chaque articulation, en adoptant par exemple un des profils représentés sur les figures 193 et 194. Cette solution serait très convenable dans le cas où le montage par encorbellement ne serait appliqué qu'à chaque console, et où Von mettrait en place la partie centrale par lan-
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cernent, ou par tout autre moyen (échafaudages fixes ; transport sur un ponton) ne pouvant donner lieu à la production dans la section C d'un moment de flexion.
liialAou des fermeft avec les'euléen et les piles
— Culées. — L'encastrement d'un pont-grue sur une culée
n'est pas pratiquement réalisable.
C'est pourquoi nous avons toujours admis, dans le présent chapitre, que les travées de rive étaient simplement appuyées sur les culées.
Si répure de stabilité fait con- Flg. 194. naître que la réaction de la cu-
lée ne peut changer de signe et est toujours, quelle que soit la surcharge, dirigée de bas en haut (travée de rive à poutre centrale), il suffit d'interposer entre la semelle inférieure du pont et la pile un appareil de support à balancier, fixe ou à rouleaux, comme pour les poutres continues.
Si,la travée de rive étant sans articulation, il peut arriver que la réaction change désigne, il faut relier la ferme au support de façon qu'elle puisse indifféremment être soutenue ou retenue. On y arrivera, sans mettre obstacle aux déplacements longitudinaux que subit l'extrémité du pont, en raison des changements de longueur des poutres dues aux variations de la température, en reliant l'about de la console à la culée : soit par un boulon unique mobile horizontalement dans l'œil ovalisé (Bg. 195) d'une plaque métallique fixée sur la culée, soit par une barre articulée à ses deux extrémités sur la poutre et sur le couronnement de la culée
(fig. *96).
La base du support métallique doit d'ailleurs être boulonnée sur les montants ou les entretoises de la culée, si celle-ci est en fer, ou retenue par des ancrages pénétrant dans la maçonnerie, si elle est en pierre (fig. 171).
Piles. — Si le pont-grue est simplement appuyé sur la pile,
la liaison s'élablira comme pour une culée ; il est rare d'ailleurs que la réaction puisse changer de signe, et en général il suffira d'établir un appareil à balancier, fixe ou à rouleaux,
Fig. 196.
comme pour les poutres continues. La passerelle de Passy repose simplement sur chaque pile par l'intermédiaire d'un fer à double té transversal, assez peu large pour se prêter sans difficulté aux déplacements angulaires de la fibre moyenne du pont (fig. 178).
Supposons maintenant que Ton se propose d'encastrer la console sur la pile. Reportons-nous à la figure 157 de la page 422. Soit EE' le moment de renversement maximum, calculé pour le milieu B de la pile, moment qui est fourni par l'épure de stabilité. On pourra toujours déterminer la position du point K, qui jouit de la propriété suivante : Téquilibre de la console peut être assuré par une réaction verticale passant en ce point, sans couple de relèvement (égal et opposé au moment de renversement). Il suffira, pour que le pont soit stable,
qu'un appareil de support à balancier soit interposé en K entre la console et la pile.
Soit ABC (fig. 197) la base d'encastrement du pont sur la pile : si le point K, dont nous venons de déterminer la position, est dans le noyau central de la surface AC, c'est-à-dire
soit BK< — j, la
Fig. 197.
484 Poutres a travées solidaires.
charge Q se répartira en tous les points de la surface d'encastrement, qui sera soumise sur toute son étendue à un effort de compression. Il n'est pas nécessaire, dans ces conditions, de disposer Tappareil de support de façon qu'il puisse résister au besoin à un effort de traction^ en retenant un point de la console. Par conséquent, il suffira d'employer un certain nombre d'appareils à balancier ordinaire, par exemple un en Â, un en B et un en C, pour assurer l'équilibre.
Comme la maçonnerie est peu propre à résister à des efforts de traction tendant à soulever l'assise supérieure, ce cas est le seul où l'on puisse recourir à une pile en pierre. Mais la condition obligatoire que le point K ne sorte pas du tiers moyen de la droite AC, peut conduire à attribuer à la pile une longueur considérable. Ou réduira au besoin le volume de la maçonnerie en formant la pile de deux supports isolés pleins, Tun en Â et Tautre en C, dont la distance soit calculée de façon que le point K reste dans le tiers moyen. C'est ainsi que Ton a procédé pour le pont du Forlh : chaque pile est constituée par deux massifs isolés de maçonnerie dont la distance d'axe en axe est pour les piles de rive de 44"", 20, et pour la pile intermédiaire de 79",30.
Il conviendra d'imiter cet exemple toutes les fois qu'on se proposera d'encastrer sur une pile en maçonnerie soit une console de pont-grue, soit une poutre continue : dans ce dernier cas, il serait nécessaire, pour que l'ouvrage se prêtât aux déplacements longitudinaux dus aux changements de température, de placer sur les piles jumelles A et C des appareils de support à rouleaux.
Si l'on ne peut attribuer à la base d'encastrement AC une largeur suffisante pour que le point K reste dans le noyau central, il faut renoncer à la maçonnerie, et construire la pile en métal.
S'il n'y a pas lieu de se préoccuper des mouvements longitudinaux, on reliera invariablement par des assemblages boulonnés ou rivés la semelle inférieure de la console aux extrémités supérieures des montants de la pile.
Pour une poulrc continue, qui doit conserver la liberté de se déplacer longitudinalement, on réalisera rencastreroent en
plaçant au sommet de chaque montant de la pile un appareil tel que celui représenté par la figure 196, également propre à soutenir ou à retenir la platebande inférieure de la ferme.
Dans les ponls tournants, dont chaque console doit pouvoir se tenir en équilibre sur sa pile, l'appareil de support se compose d'un pivot central auquel est transmise la presque totalité de la charge, et d*un cercle de galets, dont le chemin de roulement est un plan horizontal, ou bien un cylindre ou un cône à axe vertical passant parle centre du pivot. L'efTort supporté par un galet, sous l'action d'un moment de renversement donné, est inversement proportionnel à la distance du pivot au plan de la section médiane circulaire du galet.
f ft#. Articnlaiioiis. — Une poutre centrale étant toujours soutenue à ses extrémités par les abouts des consoles voisines, on peut la faire reposer sur ces abouts comme une travée indépendante, au moyen d'appareils de support à balancier, dont l'un est fixe et relié invariablement à la console, et l'autre mobile dans le sens longitudinal sur des rouleaux de friction.
Suivant que la température s'élève ou s'abaisse, l'appareil mobile avance ou recule, et les phénomènes de dilatation et de contraction peuvent se manifester librement dans la construction métallique sans développer d'eiïorts anormaux ; d'autre part, chaque console peut alors être reliée invariablement avec la pile sur laquelle elle doit être encastrée.
Ou peut substituer à l'appareil mobile une barre inclinée articulée à une de ses extrémités avec la console et à Tautre avec la poutre centrale. Les changements de longueur des différentes parties du pont se traduisent par un léger déplacement angulaire de la barre, qui maintient à distance invariable les abouts des deux fermes consécutives. Cette disposition a l'avantage de donner plus de solidité à l'articulation dans le sens horizontal perpendiculaire h Taxe du pont. Comme on peut relier par des pièces de contreveutement (fig. 198) les barres relatives aux deux poutres du pont, on obtient une rigidité très utile au point de vue de la résistance au vent. Avec les appareils à rouleaux, la résistance aux efforts transver-
tient i f*'!* glisser les rouleaux sur leurs arêtes "!/ pourrait fttre insuffisante, ij-y^e à propos, pour éviter les oscillalions Iransver-
Fig. 19e.
sales et longitudinales que pourrait causer le vont ou la surcharge variable, ou pour soutenir le tablier et compléter le contreventemcnt, de renforcer la liaison à l'aide d'autres barres, prolongeant les semelles on se rattachant à la triangulalion, il est indispensable, pour réaliser les conditions du calcul et ne pas g(>ner les mouvements dus aux variations de de température, d'ovaliser les trous des boulons d'attache de ces pièces auxiliaires, de façon à rendre possibles les déplacements longitudinaux et angulaires do la poulre et de la console sous l'inlluence de la surcharge ou de la chaleur. A titre d'exemple, nous citerons le pont du Niagara{fig. 173), dont la poutre centrale est rattachée aux consoles par un certain nombre de barres secondaires qui ne servent qu'à limiter les oscillalions et compléter le contreventemcnt et dont les œils ont été en conséquence élargis, de façon & ne pas gêner le fonctionnement de la barre de support, seule pièce indispensable.
Ces barres ne jouent qu'un rôle accessoire, et ne servent en rien à assurer la transmission des charges : elles ne figurent pas sur le diagramme de la figure 170, représentant l'élévation théorique du pont, débarratisé des pièces auxiliaîres,qui aservi de base aux calculs de stabilité.
Dans les travées sans poutre centrale, les abouts opposas de deux consoles doivent être reliés soit par un boulon ou un axe cylindrique unique, traversant des œils élargis, pour ne pas entraver la dilatation, soit par une barre, analogue à
celle de la figure 198, articulée à chaque extrémité avec une console.
Dans les ponts-tournants, les abouls de consoles, qui doivent être libres pendant la manœuvre, ne peuvent être réunis que temporairement entre eux et avec les culées à Taide de coins ou de verrous longitudinaux (Pont de Brest, fig. 189), qui n'entravent pas les déplacements longitudinaux produits par la température.
Dans le pont de Vilshofen, représenté par la figure 181, on s'est contenté, pour réaliser les articulations, de couper la semelle supérieure, en laissant la semelle inférieure continue. Cette disposition est médiocre : la fibre moyenne déformée présentant, pour certaines dispositions de surcharge, une brisure au droit de Tarticulation théorique, il peut arriver que la semelle continue soit exposée à subir des eflorts de flexion excessifs et susceptibles d'altérer la qualité du métal.
t5fl. Bésistanee aa vent. — Pour les ponts de grande ouverture, il est indispensable de se préoccuper des effets du vent. Il convient de disposer les articulations et les appareils de supports mobiles de façon que le pont présente une rigidité absolue dans le sens perpendiculaire à l'élévation des fermes. L'ouvrage se comporte alors, sous l'action du vent, comme une poutre continue. Il est bon de contreventer solidement les bras d'articulation, en leur adjoignant au besoin^ comme il a été dit à l'article précédent, des pièces auxiliaires destinées à renforcer les sections de jonction des consoles et des poutres centrales, et à limiter l'amplitude des oscillations transversales ou verticales du pont.
Lorsque le vent agit normalement au tablier, de façon à le soulever^ l'effet produit peut se calculer en assimilant la pression de l'air à une surcharge négative.
Quant les piles sont en maçonnerie, il est désirable que l'équilibre du pont, soumis au vent le plus violent, soit complètement assuré par la charge permanente seule, et qu'il n'y ait jamais tendance au soulèvement d'une poutre au droit d'un appareil de support. L'exemple du pont du Tay, qui s'est écroulé pendant une tempête, montre qu'il est dangereux de
compicr sur l'efficacité de boulons d'ancrage reliant les poutres aux maçonneries : ces ancrages se rouillent, prennent du jeu, ot par reiïct des oscillations du pont qui déterminent des chocs sur les pierres de relenue, parviennent à disloquer la maçonnerie ; il peut arriver qu'un boulon soit arraché et entraine avec lui les assises supérieures de la pile. On a vu (fig. 171), les précautions excessives prises au pont du Niagara pour éviter aux culées un accident semblable. Cet exemple peut être bon à suivre.
Il en résulte que, pour les viaducs métalliques de très grande hauteur avec des ouvertures motjeîDies, une pile métallique peut donner beaucoup plus de sécurité qu'un support en maçonnerie, nécessairement très mince à sa partie supérieure, bien qua priori cette assertion puisse sembler paradoxale : les assemblages de la pile métallique avec la poutre peuvent être en effet toujours tenus 1res serrés, de façon à éviter les chocs. D'autre part les montants travaillent sans inconvénient à l'extension, ce qui n'est pas le cas de la maçonnerie.
159. Calcul dn poids de» faraudes poutres. — Conservons les notations de l'article 65. Désignons par R la valeur maximum du travail subi par le métal de l'ouvrage, sous l'influence de la charge et de la surcharge la plus défavorable agissant simultanément (abstraction faite de Faction du vent); par p' le poids moyen par mètre courant de la surcharge d'épreuve ; pi le poids moyen par mètre courant des éléments accessoires du pont (tablier, garde-corps, contreventement, chaussées, etc.), qui, ne faisant pas partie des grandes poutres, peuvent être arrêtés et évalués à l'avance, sans se préoccuper du poids des grandes poutres; L l'ouverture d'une travée mesurée entre les parements intérieui*s des appuis opposés ; enfin K un coefficient numérique dépendant uniquement du profil en long adopté pour la poutre. Le poids moyen />, par mètre courant des grandes poutres, c'est-à-dire de la partie essentielle de l'ouvrage, sera fournie par une relation de la forme :
KL
II nous est difficile d'indiquer la valeur du coefficient K, es« sentiellement variable suivant la forme allribuéeàrélévation du pont. Il existe d'ailleurs trop peu d'exemples de pontsgrues pour qu'il soit possible de discuter utilement la corrélation existant entre K et le profil supérieur de la ferme. Nous nous bornerons à dire que K peut varier entre la limite supérieure 25,000, pour un pont de hauteur constante, c'est-à-dire mal étudié et construit sans souci de l'économie, et la limile inférieure 17,000 qui parait convenir aux constructions les plus soignées et les plus légères.
Pour les ouvertures exceptionnelles, lorsque p^ est très grand comparativement à />' et p^, l'influence du profil en long adopté, c'est-à-dire du coefficient K, et de la valeur R admise pour le travail maximum du métal est énorme. Une légère réduction de R peut entraîner un surcroit considérable de poids pour les grands ponts, de même qu'une amélioration légère de l'élévation, se traduisant par une faible diminution de K, pourra procurer une économie notable.
Considérons, à titre d'exemple, une travée de 521"* pour laquelle on aurait p' = 3200j^ et p^ = 1700^. Ces données se rapprochent sensiblement de celles relatives au pont du Forth.
Le tableau suivant fournit en kilogrammes les différentes valeurs que prend pt lorsqu'on fait varier K de 17000 à 20000, et R de 9.500.000 (9ici5 par millimètre carré de section) à 15.000.000 (15k par millimètre carré).
Valeurs de p-j {Poids moyen par mètre courant des grandes poutres).
Travail maximum
moyen du métal par
mm. carré
CoemcicDi K 1
so.ooo
Les données R = 10.500.000 (10^,8 par millimètre carré, abstraction faite de l'action du vent), et K = i 7.500 paraissent convenir au pont du Forth, pour lequel le poids par mètre courant des grandes poutres est à peu près de 3.000k.
On voit que, en réduisant à 9^,5 la résistance pratique du métal (abstraction faite de Teffet du vent), on aurait quadruplé la dépense.
Avec une valeur de R égale h\y on se serait heurté à une impossibilité absolue, à moins de pouvoir améliorer le profil de façon à diminuer K.
Enfin, s'il avait été possible de se procurer un métal de qualité supérieure, pouvant travailler couramment à i5^ (abstrac* tion faite de l'effet du vent) , on aurait réduit le poids au quart.
On voit le grand intérêt qu'il y a, pour les portées exceptionnelles, à n'employer que des matériaux excellents et à étudier avec le plus grand soin le profil en long à admettre. Si l'on arrivait à fabriquer un acier pouvant travailler à 20^^, les ouvertures de 1000" ne seraient pas inabordables.
Il est bien entendu^ d'ailleurs, qu'il conviendrait en pareil cas d'attribuer à tous les éléments les formes les plus résistantes, eu égard à leur rôle ; dans le pont du Forth, toutes les pièces comprimées ont une section évidéeet donnent, par conséquent, le maximum de sécurité.
ÉSYalaatlon théorique du poids des poutres
Considérons une travée d'ouverture / faisant partie d'un pont dont la hauteur est supposée constante, et f âme formée dune tôle pleine. Soient R la limite pratique du travail, à l'extension comme à la compression, admise pour le métal à employer; A le poids du mètre cube de ce métal (7,200^^ pour la fonte et
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7,800 pour le fer et l'acier) ; p\ />i, p, les poids moyens par mèlre couraal de la surcharge, du tablier et des pièces accessoires, et enfin des poutres principales, poids que nous supposons uniformément répartis sur toute la travée.
Admettons que Ton ait dressé les épures des moments fléchissants X et des efforts tranchants Y produits par la charge permanente et la surcharge variable la plus défavorable. Nous avons indiqué précédemment les différentes méthodes à employer, qu'il s'agisse d'une travée indépendante ou d'une travée faisant partie d'une poulre continue, semi-continue, à jonction centrale, ou bien encore d'une travée de pont-grue.
Si l'on admet que les sections des semelles et l'épaisseur de l'âme pleine aient été rigoureusement calculées de façon que le travail du métal atteigne en tous les points, sans la dépasser, la limite R, on pourra calculer Taire co d'une platebande et l'aire («>' de l'âme, pour une seclion déterminée, par les formules :
où M représente avec le signe + la valeur absolue du moment maximum correspondant à la charge et à la surcharge la plus défavorable, et T la valeur absolue de Teffort tranchant limite.
Le poids total de la poutre s'obtiendra par le calcul des intégrales dcCiiies :
A / 2 ^^dx = A / -^— , pour les platebandes, et
A / iùdx = A / - dx^ pour l'âme pleine.
M et T sont des fonctions du 1" degré de p^y P% et y. Le poids total des poutres, que nous avons désigné par/),/, sera donné par la relation :
qui peut être mise sous la forme :
A, B et C étant des coefficients numériques dépendant de ly h, R et A.
D'où p^ = bVL±^.
Nous avons calculé les intégrales définies pour un certain nombre de cas simples, en nous servant des épures relatives aux moments fléchissants et aux eflbrls tranchants, que nous avons dressées à Tavance.
Nous nous bornerons à donner le détail des calculs, d'ailleurs très simples, pour le cas de la travée indépendante, en nous contentant d*énoncer les résultats pour les autres types de construction.
Travée indépendante.
2 {Pi'+-Pi){l—^x)+ 2 p' —j— , pour 0 < ar < - ; D*où :
i R^'^=2^/P>+'^*^R + 24'^rr
et enfin :
CIIAP. V. — PONTS-GUUES. 493
Résolvons par rapport à p^ :
Celte équation peut être écrite comme il suit :
Telle est la justification théorique de la formule adoptée par nous pour les relations empiriques destinées à servir au calcul des poids des poutres.
Nous n'avons pas tenu compte dans rétablissement de la formule (1) de certaines circonstances qui en fausseraient absolument les indications, si on voulait l'appliquer telle quelle à un ouvrage existant : 1"* A supposer que Tâme soit pleine, il ne peut être question d'en faire varier l'épaisseur proportionnellement à l'efTort tranchant ; si l'âme est Irianguléc, les données de la question sont modifiées, d'autant plus que le travail-limite, qu'il est permis de faire supporter aux pièces comprimées, peut être inférieur à R pour des éléments dont la longueur est plus de dix fois supérieure à la plus petite dimension de la section. Pour les platebandes elles-mêmes, il n'est pas possible de maintenir uniforme et égale à R la valeur du travail développé en un point quelconque. 2"* Nous n'avons pas tenu compte des éléments accessoires, assemblages, rivets, goussets, couvre-joints, etc., qui servent à relier les différentes pièces de l'ossature, et, sans contribuer effectivement à la stabilité, n'en alourdissent pas moins les poutres.
Pour obtenir une formule pratique, donnant des résultats suffisamment exacts, il faudrait, en conservant à R la valeur qui se rapporte au travail maximum des pièces les plus fatiguées, augmenter convenablement tous les autres coefficients
numériques, facteurs de - et de /.
Supposons que nous connaissions séparément le poids des platebandes et celui de Tâmc (pleine ou triangulée), pour une poutre existante. Il sera facile de déterminer la formule exacte
qui lui conTÎeai et qui sera aussi applicable à toutes les poutres semblables, c'est-à-dire d'ouvertures différentes, mais pré-
sentant même valeur du rapport - et construites dans les mêmes
conditions en ce qui touche la nature du métal et la disposition des assemblages. On peut d^ailleurs simplifier cette recherche sans grand inconvénient, en admettant que le coefficient A soit seul influencé parles circonstances spéciales signalées plus haut, et en se bornant à lui attribuer la valeur qui correspond au poids moyen />, de la poutre considérée. L'erreur commise en réunissant les poids des platebandes et de Tâme, au lieu de les considérer isolément, ne sera jamais bien grande.
Enfin, il est évident que l'emploi de cette formule peut être étendu aux poutres de hauteur variable, en déterminant, à l'aide de renseignements fournis par les ponts existants, les
valeurs numériques à attribuer aux coefficients de - et /, A représentant ici la hauteur moyenne de la poutre. La relation obtenue sera applicable à toutes les poutres semblables, pour lesquelles il y aura similitude géométrique entre les profils en long, et analogie dans les dispositions de détail. On pourra aussi admettre la simplification consistant à ne faire varier que le coefficient A, en conservant sans changement les autres fac-
teurs numériques de - et de A qui figurent dans Téquation (1).
En résumé, la formule (i) est applicable à une travée indépendante quelconque à condition de prendre pour A la hauteur moyenne fournie pour l'élévation, et d'attribuer au coefficient A une valeur, dépendant à la fois du profil en long et du soin apporté dans la construction, qui sera toujours supérieure au poids du mètre cube do métal (8,000 kg), limite inférieure dont on s'approchera, sans Tatteindre, en améliorant le profil en long, réduisant le poids des éléments accessoires et attribuant aux éléments essentiels des dimensions calculées rigoureusement.
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Poutres co7ittnues.
En appliquant la méthode qui précède aux poutres continues, nous avons reconnu que la formule à employer était : Pour une travée normale :
Pour une travée voisine d'une extrémité :
Pi =
On peut admettre en définitive pour le poids moyen par mètre d'une poutre continue composée de travées égales entre elles (à l'exception des travées de rive), la relation pratique :
. r /2/*+6/fe\ , /3.5iî-f8//i\l
où / est Touverture d'une travée intermédiaire, h la hauteur moyenne de la poutre et A un coefficient supérieur à 8,000 qui est fonction du profil en long et des conditions d exécution de l'ouvrage.
Poutres à jonction centrale.
On appliquera la formule déjà donnée pour les poutres continues. Ce type est en somme un peu moins économique que celui des poutres continues proprement dites, mais l'écart n'est
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pas considérable. II ne peut d'ailleurs être adopté que pour les ponts montés par encorbellement, ou pour les ouvrages à trois travées dont une centrale de grande ouverture.
Poutres semi-continues.
La relation à appliquer est :
Pt
\p\-ûirrp\-ûr)\
Ce type n est pas sensiblement plus économique que celui de la travée indépendante, à moins que la surcharge p' ne soit équivalente à la charge permanente p^ +pi. Elle présente toutefois un double avantage : les déformations, sous le passage des charges roulantes, sont moindres ; on ne fait reposer le pont sur chaque pile que par l'intermédiaire d'un seul appareil de support, ce qui permet de réduire la longueur en élévation de la pile.
Ponts grues et poutres conVmues encastrées sur les piles. On emploiera la formule :
A priori ce type parait beaucoup plus économique que la poutre continue ordinaire, surtout quand le surcharge/? 'est considérable. Mais cet avantage ne s'obtient pas sans compensation.
a. — Si le pont-grue est simplement appuyé sur toutes ses piles (fig. 176 à 182), comme une poutre continue ordinaire, l'amplitude des déformations produites par les surcharges rou-
CIIAP. V. — PONTS-GRUES. 497
lantcs csl telle que Tadoplion de ce type n'csl admissible que si la surcharge est Irèspelile comparai! vemenl à la charge permanente. Un ouvrage du genre de la passerelle de Passy sérail inacceptable pour le passage d^une voie ferrée, parce que la circulation des trains y produirait des oscillations inquiétantes.
b, — Si le ponl-gruc csl encastré sur ses piles, Téconomie réalisée sur le poids des grandes poutres est compensée par la nécessité d'altribuer aux piles des dimensions suffisantes pour qu'elles puissent résister aux moments de renversement produits par la surcharge variable. Les articulations, qui relient enire eux les divers tronçons du pont-grue, sont d'ailleurs des points faibles de la construction el donnent lieu à des déformalions notables au passage des trains.
c. — Dans les ponts-grues sans articulation, c'est-à-dire dans les poutres continues à travées solidaires encastrées sur les piles, le poids des grandes poutres est réduit au minimum, et il en est de môme de l'amplitude des déformations. Ce genre de cons- Iruclion serait donc le plus avantageux, sans la sujétion qu'entraîne la nécessité d'encastrer les poutres sur les piles, toul en permettant les mouvements longitudinaux produits par les changements de température.
En outre, si les piles sont métalliques, il faut leur attribuer une grande solidité, pour qu'elles puissent résister aux moments de renversement produits par la surcharge variable. Si elles sont en maçonnerie, il faut leur donner, par le même motif, une longueur démesurée ou les diviser chacune en deux massifs isolés, ce qui double la dépense afférente aux supports du pont.
1 5-A. Comparaison des travées Indépendante!», deii poutres eontinnes et des ponts-^rues. — Nous avons cherché à comparer les poids de métal entrant dans la construction d'une travée indépendante el d'une travée solidaire, toules choses égales d'ailleurs, c'est-à-dire dans les mêgocs condi-
lions de portée /, de hauteur moyenne - et de limite de tra-
vail R.
Nous sommes parli des formules précédemment établies : Travée indépendante :
, /4iH-m\-|
Travée solidaire :
Nous avons tracé sur la figure 199 les courbes représentant Pt pour la travée indépendante, et sur la figure 200 celles qui se rapportent à la travée solidaire.
Les valeurs de/)i et p' prises pour bases des calculs ont été les suivantes :
OOVBRTtmil
PI
iOm
MM
A'.tf* %fm^f'
Of.
tooo' y__ 47—
iooo* /-
too
wT
Fig. 109.
2* Valeur de R :
R = 6.000.000, courbes m (ponts en fer). R = 12.000.000, courbes n (ponts en acier de qualité supé rieure).
3* Valeur de A :
^ = 8.000 ; courbes a.
Ccllo valeur de A est une limilc inférieure dont on ne peut s'approcher que pour un ouvrage de hauteur variable construit avec un soin exceptionnel, en limitant au minimum le poids des éléments accessoires, calculant rigoureusement les
Cp«
Flg. 200.
sections de toutes les pièces, et adoptant le profil en long, le système de triangulation et les sections de fers les plus avan-
tageuses.
' A = 12.000, valeur admissible en pratique pour un ouvrage bien conçu et construit avec soin ; courbes p.
La comparaison de ces courbes fait reconnaître que la travée solidaire est toujours plus écpnomique que la travée indépendante.
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Cel avantage est d*autant plus marqué, toutes choses égales d'ailleurs, en dehors de la circonstance spéciale dont on étudie l'influence :
4^ Que Touverlure / est plus considérable ; ' 2."^ Que la hauteur moyenne h est plus petite ;
3* Que la qualité du métal, mesurée par le coefiicienl de résistance R, est moindre ;
ht^ Que Fou a apporté moins de soin dans le tracé du profil en long, le calcul des pièces et la conslruction du pont (coefficient A);
5' Que le rapport - de la surcharge à la charge permanente est plus petit.
Par exemple si Ton prend t = g, ce qui dépasse les proportions admises en pratique, si Ton emploie de l'acier excellent (R = 12.000.000), et si enfin on projette et on construit Touvrago avec une perfection irréprochable, la travée indépendante est équivalente comme poids à la travée solidaire pour les ouvertures moyennes et ne lui est pas très inférieure pour les grandes portées (courbes Can).
Pour les ponts-routes à chaussée empierrée sur voûtes en briques, la solidarité des travées s'impose même avec de
faibles ouvertures, en raison de la petitesse du rapport -•
Pour les ponts de chemins de. fer, il peut en être autrement, le platelage en bois ou métal du tablier étant relativement peu lourd.
Le tableau suivant, où nous avons porté les longueurs des ouvertures-limites qu'il est impossible de dépasser avec un type de poutre défini par ses conditions d^établissement
(t, R et a ) — parce que le poids /7| serait infini, alors même
que pt eip' tendraient vers zéro — confirme les assertions qui précèdent.
TRAVÉE SOLIDAIRE
ISB
Prenons, à titre d'exemple, la travée iadépendande de 150** du pont de Kailemburg, sur le Lek (fig. 126, page 372).
Les données relatives à cet ouvrage sont :
Longueur totale, /= 157 m.;
Hauteur moyenne, A = 15*,80 = Jq /;
Poids des grandes poutres : semelles, 1. 160.000 k.; Irian* gulations, 60.000 k.;
d'où
Poids du tablier, du contreventemenl et des accessoires :
Pi=
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Surcharge d'épreuve, ;? = 6.000=^ ' .
Travail moyen du métal : R = 6.500.000 (6k.5 par mm.q.). En appliquant la formule des travées indépendantes, on trouve pour coefficient A :
Comparons cet ouvrage avec une travée solidaire de même ouverture, de même hauteur moyonne,élablie dans les mêmes conditions dechargep,,desurcharge/>',demétal(R=6.500.000)i et avec le même soin (A = 11. 900).
Nous trouvons que le poids des grandes poutres serait réduit à 1.000.000 k.j ce qui donne une économie de 400/0 sur le cas do la travée indépendante, cetle économie étant d'ailleurs ramenée à 34 0/0 pour Tensemble de la superstructure métallique (1.470.000 au lieu de 2.233.000 k.).
En construisant l'ouvrage avec de l'acier susceptible de travailler couramment à 8^,5 par millimMrc carré, on réduirait le poids des grandes poutres :
Pour la travée indépendante, à 1060 T ;
Pour la travée solidaire, à 720 T : économie, 30 0/0.
Le poids total de la superstructure métallique serait dans le premier cas 1.533 T, et dans l'autre 1.193 : économie, 22 0/0.
iNous ajouterons d'ailleurs que nous ne prétendons pas critiquer le type adopté par les constructeurs. La dépense de construction d'un pareil ouvrage comprend, outre le prix du métal, les frais de montage et l'exécution des piles ; il n'est pas démontré que, vu la nature très médiocre du sol de fondation, l'adoption d'un pont-grue à trois travées, porté par des piles capables de résister aux moments de renversement, eût été beaucoup moins dispendieuse que la travée indépendante. L'examen de cette question nous entraînerait en dehors du programme de cette étude.
Il semble qu'on peut résumer ainsi qu'il suit les avantages et les défauts des différents genres de poutres auxquels on pourrait recourir, dans un cas donné, pour rétablissement d'un pont composé de plusieurs travées.
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Travées indépendantes. — C'est, au point do vue du poids des grêndos poutres, le lype le plus onéreux. Acceptable pour les ouTcrtures moyennes jusqu'à 30 ou 40", il ne peut être admis pour des portées plus grandes qu'à la condition de réduire au minimum le poids des éléments accessoires, tablier, chaussées, etc, d'employer un métal aussi résistant que possible, tel que Tacier, et d'appliquer un profil rationnel de hauteur variable, dont la hauteur moyenne ne soit pas inférieure au dixième de l'ouverture. Il a l'avantage d'être insensible, comme les ponts-grues ordinaires^ au tassement des appuis. Par contre, il exige l'emploi de piles massives, sur lesquelles on puisse installer deux appareils de support, à raison d'un par about de poutre. D*autre part, ce genre de construction nécessite presque toujours pour son montage l'emploi d'échafaudages fixes, généralement dispendieux.
Poutres à travées solidaires simplement appuyées su}'' les piles. — Lorsque le montage doit s'effectuer sur échafaudages fixes, ce type est beaucoup plus économique que le précédent ; il permet, sans dépenses excessives, de forcer le poids du tablier et de la chaussée, etd*employer un métal de qualité ordinaire ; il est enfin beaucoup moins déformable sous le passage des charges roulantes et résiste mieux à l'action du vent, en vertu de la solidarité des travées. Il exige despiles beaucoup moins massives, le nombre des appareils de support étant réduit de moitié. Par contre, lorsque les fondations sont mauvaises,les tassements des appuis peuvent compromettre la stabilité en développant dans les fermes des efforts anormaux.
Lorsque le montage peut se faire par voie de lancement, c'est le seul genre do pont admissible, en raison de Téconomie qu'il comporte. Le lancement, d'ailleurs, n*est pas réalisable dès que l'ouverture dépasse 100"; il cesse d'être très avantageux au point de vue de la dépense, si Ton a affaire à plusieurs travées successives de 80".
Lorsqu'un pareil ouvrage est monté sur échafaudages fixes ou par encorbellement, il peut y avoir intérêt à faire varier sa hauteur, tandis que s'il doit être lancé, la constance de la hauteur s'impose.
Dans les poutres montées par encorbellement, il convient,
après racbëvomeat des grandes poulres, d'opérer le réglage de façon à réaliser avec cerlilude les conditions de stabilité prévues par le calcul. L'encastrement sur les piles ayant dû être obtenu pendant le montage, la question peut se poser de savoir s'il ne conviendrait pas de conserver cet encastrement après coup ;la poutre continue encastrée sur ses piles résiste mieux aux surcharges variables et est sujette à des déformations beaucoup moindres.
Poutres à jonction centrale simplement appuyées sur les piles. — Ce type est à recommander pour les ponts à trois travées, dont une centrale de très grande ouverture (lig. 161). Il permet de monter à peu de frais cette travée centrale par encorbellement, en utilisant comme contrepoids les travées de rive, préalablement construites sur échafaudages fixes. 11 est bon de faire varier la hauteur. Pour un pont comportant deux travées ou plus de grande ouverture, ce système serait inférieur à celui de la poutre continue ordinaire, montée par encorbellement et réglée après coup.
Ponts -grues à articulations simplement appuyés* sur les piles. — Si le pont comporte trois travées (fig. 179), dont une de grande ouverture à monter par encorbellement, ce type est admissible, mais il ne vaut pas toutefois la poutre à jonction centrale dont nous venons de parler; les articulations sont des points faibles, dont le maintien ne se justifie pas ici, et leur suppression permet de réduire Tamplitude des déformations. La variation de hauteur est à recommander.
Toutes les fois qu'un pont comporte plus de trois travées, ou doit être monté sur échafaudages fixes, ce type ne vaut absolument rien. Il est évident que l'auteur de la passerelle de Passy qui, d'ailleurs, ne comporte que trois travées, a voulu, en attribuant à cet ouvrage Faspcct d'un pont à arc, éviter l'eflet disgracieux d'une poutre continue. Cette considération d'esthétique justifie d'autant mieux la décision prise qu'il s'agit d'un simple passage pour piétons, comportant une surcharge extrêmement réduite.
Pour un pont de chemin de fer en pleine campagne, comportant de grandes travées, cette disposition serait détestable.
Ponls-grues à articulations encastrés sur les piles. — Ce type n'est préférable à la poutre continue ordinaire que pour les ponts montés par en3orbclloment. Étant obligé d'attribuer aux piles la longueur et la solidité exigée par le système de montage que Ton a en vue, il est tout naturel de profiter de cette circonstance par conserver Tencastrement dans Touvrage définitif et utiliser ainsi Texcës de stabilité attribué, au prix d'une dépense sérieuse, aux supports, qui se trouvent en état de résister aux moments de renversement produits par les surcharges roulantes.
Le pont-grue n'est d'ailleurs acceptable, par un autre motif, que pour les ouvertures exceptionnelles : si la surcharge roulante n'était pas très petite comparativement à la charge permanente, les déformations entraînées par elle pourraient amener des oscillations inquiétantes^ sinon dangereuses. Les articulations sont, d'autre part, des points faibles.
Ce genre de construction présente l'avantage, qu'il partage avec les travées indépendantes, d'être insensible à la dénivellation dos appuis : la liaison avec les piles peut s'effectuer au moyen d'assemblages très solides et très satisfaisants, parce que l'on n'a pas à se préoccuper des mouvements longitudinaux produits par la température.
Poutres continues encastrées sur les piles. — Si, dans un pont-grue du type précédent, il était possible, après Tachèvement du montage des grandes poutres^ de faire disparaître les articulations, en rétablissant la continuité des fermes d'une culée à lautre, cette solution présenterait deux avantages sérieux: d'abord on réaliserait, par la suppression des articulations, le type de poutre théoriquement le plus léger et le plus solide, au triple point de vue des effets de la charge, delà surcharge et du vent; ensuite on réduirait au minimum l'amplitude des déformations. Par contre, il en résulterait un double inconvénient : d'abord la dénivellation des appuis exercerait, dans le cas de fondations insuffisantes, une influence f&cheuse sur les conditions de stabilité de la poutre devenue continue ; ensuite il serait nécessaire de disposer les assemblages avec les piles de façon à obtenir un encastrement parfait sans gêner les mouvements longitudinaux produits par les variations de tem-
pérature. Nous avons vu précédemment (art. 149) que cette condition est difficile à réaliser d'une manière tout à fait satisfaisante, même pour les piles métalliques.
Lorsque les piles sont en maçonnerie, ce genre de pont se compose en définitive d'une série de grandes travées séparées chacune de la suivante par une travée très courte, dont la portée constitue la base d'encastrement sur la pile, formée par deux massifs isolés, toujours soumis h des efTorls do compression dirigés de haut en bas : tel est le cas pour le pont du Forth (fig. 174 et 175). On pourrait supprimer les articulations en plaçant au droit de chaque pile des appareils de support à rouleaux.
Mais, dans le cas considéré, cette disposition peut ne pas ofifrir toute la sécurilé voulue en raison de Ténormité de la charge à transmettre aux supports. D'ailleurs elle ne présenterait peut-être pas grande utilité au point de vue de la diminution d'amplitude des déformations, eu égard à l'insignifiance de la surcharge, qui ne représente que 5 0/0 de la charge permanente. En somme, le type choisi peut être en fait supérieur à celui de la poutre continue, dont les avantages théoriques n'auraient pas apparemment compensé les défauts pratiques.
I. Calcul dcd 0j0fèiiie« artieolés
{ !•'. — Exposé de la méthode: 155. Généralités.— 156. Systèmes articulés de la première classe sans barres surabondantes. — 157. Systèmes articulés de la première classe avec barres surabondantes. — 158. Systèmes articulés de la deuxième classe. — 159. Ënumération des ouvrages de la deuxième classe. — 160. Calcul d'une construction hétérogène.
I !^. — Applications de la méthode: 161. Etude de la poutre à montants et croix de Saint-André. — 162f Exemple numérique. — 168. Défauts des systèmes à liaisons surabondantes. — 164. Etude d'une pile métallique.
n* Vïlem métolli^oeji.
{ !•'. — Calculs de stabilité : 165. Généralités et définitions. —166. Formules générales. — 167. Effets de la charge. — 168. Effets du vent — 169. Action simultanée de la charge et du vent.
j 2. — Déformation : 170. Formules générales, — 171. Méthode abrégée- — 172. Calcul des coefficients y et r.
I 3. Dispositions générales des piles : 178. (^/Oupe horizontale. — 174. Pi les à quatre montants. — 175. Piles ayant plus de quatre montants. — 176. Piles d'égale résistance — 177. Piles sans triangulation. — 178. Piles à montants rectilignes. — 179. Dispositions diverses. — 180. Liaison avec le soubassement. — 181. Poids des piles.
CALCUL
DES
EXPOSÉ DE LA MÉTHODE
166. GénéraUtéM. — Nous avons parlé, à Tarlicle 101, d'un mode de calcul spécial des construclioQS métalliques assimilables à des systèmes ariiculéSy c'est-à-dire décomposables en éléments reciilignes travaillant soit à la compression^ soit à l'extension simple, et reliés les uns aux autres, d leurs extrémités respectives^ par des articulations. Il nous parait utile d'indiquer les principes de cette méthode, dont nous n'avons pas fait usage jusqu'ici dans le présent ouvrage, et d'en exposer quelques applications intéressantes.
Considérons une construction métallique sollicitée par un certain nombre de forces extérieures que, pour plus de généralité, nous ne supposerons pas contenues dans un même plan. Pour que l'ouvrage soit en équilibre, il faut que ces forces satisfassent aux équations universelles de F équilibre des systèmes matériels (Flamant, Mécanique générale, page 414).
Désignons par ox,oy et o^, trois axes de coordonnées rectangulaires choisis arbitrairement, par F», F^ et F^ les projections
sur ces trois directions d'une force extérieure F, cl par M^F, MyF cl MzF les moments de cette même force par rapport aux axes. Les équations universelles do l'équilibre, appliquées à Fenscmble des forces extérieures qui sollicitent Touvrage, seront les suivantes :
(1) 2F, = o, (2) EFy=o, (3) 2F, = o ;
(4) SM«F = o , (5) SMyF = o , (6) 2:MxF=o.
Ces forces sont en général toutes connues, sauf les réactions des appuis. Il peut se présenter deux cas :
1© Les équations universelles de Téquilibrc permettent, connaissant toutes les forces extérieures, sauf les réactions des appuis^ de déterminer celles-ci en grandeurs et directions. L'ouvrage appartient alors à la première classe des constructions métalliques, telle que nous l'avons définie à l'art. 103, page 320. Ce sont les arcs à triple articulation, les travées indépendantes, les fermes de toit et les ponts-grues ordinaires, considérés comme divisés eu un certain nombre de tronçons distincts, dont les réactions mutuelles, inconnues à prioriy peuvent être calculées en appliquant à chacun d'eux, considéré isolément, les équations d'équilibre précitées ;
2^ Les équations universelles d'équilibre né suffisent pas pour déterminer en grandeurs seulement, ou en grandeurs et directions les réactions des appuis (poutres continues, pontsgrues mixtes, arcs non articulés à la clef, etc.). Il faut recourir à des équations nouvelles, basées sur la théorie de la résistance des matériaux, qui permettent de compléter à ce point de vue les indications fournies par les formules de mécanique générale. On a alors un ouvrage de la deuxième classe (page 321).
Lorsque les forces extérieures sont toutes situées dans un même plan, les équations universelles d'équilibre se réduisent à trois ; en désignant par ox et oy deux axes rectangulaires situés dans le plan des forces, et paro;? un axe perpendiculaire à ce plan, on a les conditions :
(I) SF,=o , (II) 2Fy = o , (UI) 2M,F=o.
C». VI. — I. SVSTKMES ARTICULÉS. o.S
tIM. Systèmes articulée do la premièpc elasue» •an» barres suraboudnntes, — Supposons qu*ii s'agisse créludicr un système articulé de la première classe, pour lequel on ail calculé h Tavance les réaclions des appuis, à Taide des équations universelles d'équilibre. On connail, en grandeurs et directions, toutes les forces extérieures appliquées à l'ouvrage. Nous nous proposerons de déterminer les efforts positifs (à Tcxtcnsion) ou négatifs (à la compression) développés dans les divers éléments du système.
Considérons un point où viennent s'articuler plusieurs barres, que nous appellerons un 7iœiid de la construction.
Soit (i> Taire de la section droite d'une barre, R la valeur du travail par unité de surface subi par elle, que nous affecterons du signe + s'il s'agit d'une extension, et du signe — s'il s'agît d'une compression. L'effort tolal supporté par la pièce est représenté en grandeur et signe par Rco^ et dirigé suivant son axe longitudinal. Soient enfin a, p, y '^^ angles, compris entre 0 et TT, que forme la barre avec les axes de coordonnées oxy oy et oz, choisis arbitrairemenl. Les composantes suivant ces axes de l'effort exercé par la barre sur le nœud seront figurées par Ru cos a, Ro) cos p et R co cos y.
Le nœud étant en équilibre, sous l'aclion des forces extérieures qui luisent directement appliquées et des forces intérieures qui correspondent aux tensions ou aux compressions des barres y aboutissant, la somme des composantes de toutes ces forces suivant la direction de chacun des axes sera nulle. Désignons par X, Y, Z les composantes des forces extérieures. Celles des forces intérieures seront représentées par SRo) cos a, SRo) cos p et SRci) cos y, le signe S indiquant que l'on a fait le total, en tenant compte des signes des cosinus, des composantes relatives à toutes les barres articulées sur le nœud.
On aura donc :
(7) X + S R (1) cos a — 0 ,
(8) Y + S R 0) cos p = 0 ,
(9) Z + 2 R ù) cos y = 0.
Soit 71 le nombre des nœuds de là construction. En écrivant
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pour chacun les trois relations qui précëdonl, on obtiendra 3n équations, nécessaires et suffisantes pour assurer l'équilibre du système.
Dans Tune quelconque de ces équations, on connaît par hypothèse le premier lerme X, Y ou Z. On connaît également Tangle a, p ou y relatif à chaque barre de la construclion. Les inconnues sont les efforls intérieurs Rw.
Remarquons que les 3;i équations précitées suffisent pour assurer l'équilibre du système, s:ans qu'il y ait besoin de recourir aux six équations générales (1), (2), (3), (4), (5) et (6). En vertu d'un principe de mécanique, ces dernières doivent nécessairement se déduire des 3n autres, dont le système pourra être remplacé par un nouveau, composé des six équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6), et do 3n— 6 relalions où figureront, outre les forces extérieures F, les forces intérieures R(o. Pour que ces relations permettent de calculer, en grandeurs et signes, les forces intérieures en queslion, dont les directions seules sont connues, il faut que le nombre de ces forces inconnues soit égal à 3;? — ;6. En d'autres termes, la construction devra se composer de 3w — 6 barres seulement, et elle constituera alors ce que nous appellerons un système satîs barres ou sa'is liaisons surabondantes^ dans lequel on pourra évaluer toutes les forces intérieures Ro) sans faire intervenir l'élasticité de la matière, et comme s'il s^agissait d'un solide invariable.
Fig. 20L
Si Ton pari d'une cxlrémité do la poutre, sur laquelle s'exerce la réaction d'un appui (ou, dans le cas d'un pontgrue, la réaction d'une autre poutre), on reconnaît facilement que le nombre de barres aboutissant à chaque nœud doit être le suivant :
Nœud exlrème
Nuinc-ros d'ordre
Nombre d^ barres ariiculdes
Nœud extrême
Tolaux :
71 nœuds
6 » — 12 articulations
Le total des articulations est de 6)1 — 12, ce qui, à raison de deux articulations par barre, donne bien 3/i — 6 barres.
Les trois équations (7), (8) et (9), relatives au nœud 1, permettent de calculer les efforts subis par les trois barres qui s'y assemblent. Pour le nœud 2, comme il y a déjà une barre (1, 2) dont rcïForl a été calculé, on n'a que trois inconnues à calculer avec trois équations sirnultanécs. Pour le nœud 3, sur les cinq barres, il y en a deux (1,3 et 2, 3) dont les efforts sont déjà connus. Pour les nœuds suivants, on a toujours do même trois barres à calculer : comme les trois autres aboutissent à des nœuds précédents^ les efforls correspondants ont déjà été calculés. Enfin, quand on arrive aux derniers nœuds n — 2^ 71 — 1 et n, on aurait surabondance d'équations si Ton ne constatait pas que les termes Rcû s'éliminent et que Ton retombe sur les six équations universelles d'équilibre, satisfaites
idciiliqucmoiit, puisqu'elles ont déjà servi à calculer les réactions des appuis.
. Pour plus de généralité, nous n*avons pas voulu supposer dans notre étude que les forces intérieures étaient toutes situées dans un même plan, contenant aussi les axes de lous les éléments de Touvrage. Or, dans la pratique, cette double condition est presque toujours réalisée. Les calculs se simplifient alors notablement. Les équations relatives à chaque nœud ne sont plus qu^au nombre de deux, (7) et (8) ; il n'y a plus en tout que 2n relations d'équilibre, et, le nombre des équations
universelles étant ramené à trois (I,II, III), on a en définitive 27t — 3 équations permettant de calculer les forces intérieures inconnues R(i>. Le nombre des éléments d'un système plan sans barres surabondantes doit ainsi être limité h 2îi — 3j et les nœuds sont constitués comme il suit :
Fig. 202.
Nœud extrême
Numéros d'ordra
Nombre du barres articult^cs II sur chaque nœud
Nœud extrême
1 Totaux :
n articulations
4 M — 6 arliculalions
Le total des articulations est de in — 6, ce qui, à raison de deux articulations par barre, donne bien 2;i — 3 barres.
Les forces intérieures développées dans un pareil système s*obliennenl^ pour chaque nœud, par la résolulioQ de deux équations simultanées du premier degré à deux inconnues*
Les poutres américaines simples (Tome I, cliap. III) rentrent dans la classe des systèmes articulés de première classe sans barres surabondantes, et nous avons indiqué pour elles un mode de calcul déduit de la théorie générale qui vient d'èlre exposée. Il en serait de même des fermes de toit et des ponts-grues ordinaires dont les semelles sont reliées par une triangulation simple, c'est-à-dire telle que les axes des élé-^ mcnts constitutifs no se rencontrent qu'aux nœuds.
On peut encore étendre ce mode do calcul aux ouvrages dont les semelles sont réunies par plusieurs triangulations simples, dont les divers éléments se croisent, à condition quo ces triangulations n'aient de nœuds communs qu'aux extrémités de la construction. On considère un pareil ouvrage comme formé par la superposition de deux ou plusieurs systèmes sans barres surabondantes, supportant chacun une fracton déterminée de la charge, dont on aurait soudé les semelles correspondantes; les triangulations restent distinctes et ne présentent de nœuds communs qu'aux deux bouts. Cette hypothèse est réalisée par les poutres américaines composées (Tome I, chap. III, § 3), qui présentent les particularités suivantes : le nombre des barres articulées sur chacun des nœuds extrêmes 1 ou 7i peut 6lre supérieur à 2 ; le nombre des barres qui aboutissent au second nœud 2 ou à l'avant-dernier « — 1 peut être supérieur & 3. Ce sont des nœuds multiples, appartenant à la fois à plusieurs triangulations simples. Mais, pour tous les nœuds intermédiaires, le nombre des barres reste égal à 4, chaque nœud n'appartenant qu'à une seule triangulation simple.
Soit m le nombre des triangulations simples, égal au nombre des barres de même sens qui coupent une section verticale de la poutre. On admet que la ferme est le résultat de la superposition de VI poutres sans barres surabondantes, supportant chacune — de la charge. Les éléments de triangulation simple restent distincts, sauf aux extrémités de la construc-
lion y tandis que Ij&s barres qui doivent con&liluer les semelles sont soudées ensemble. .
La marche suivie consiste en définitive k formuh}!* une hypothèse plausible sur les valeurs des cfTorls développés dans les barres qui aboutissent aux nœuds extrêmes, 1 et 2, n^-1 et n. On fait disparaître ainsi l'indétermination. qui résulterait de la multiplicité dés barres, le nombre des inconnues étant pour chacun de ces nœuds supérieur à celui des équations dont on dispose. Cette convention admise, les calculs s'effec^ tuent sans peine en suivant la méthode habituelle, applicable aux nœuds intermédiaires où n'aboutissent que 4 barres, pour deux desquelles senlemenl on ignore encore les eiforts correspondants. Les recherches sont d'ailleurs facilitées par l'habitude prise de diviser toutes les barres en deux systèmes com* posés chacun d*une série d'éléments parallèles à une même direction ; on obtient des formules simples, qui se rapportent à toutes les pièces de même orientation (Tome I, chap. III). Ce mode de calcul n'est pas rigoureux, car il repose sur une hypothèse qui n'est justifiée ni par la Mécanique générale, ni i^hv \sl Résisianœ des matériaux. Mais, en fait, il est toujours pratiquement d'une exactitude suffisante, ainsi qu'on pourrait s'en assurer en appliquant la méthode théoriquement exacte dé l'article suivant.
Nous concluons donc que les constructions à triangulations multiples; où le nombre des barres aboutissant à un nœud intermédiaire est seulement de quatre, peuvent être calculées par la même méthode que Ifes ouvrages sans barres surabondantes, l'erreur résultant de Tinfraction théorique commise étant toujours négligeable dans les applications. Le nombre des nœuds multiples ne dépasse pas en pratique deux à char que extrémité de l'ouvrage ; il pourrait être plus élevé, itiais, au fur et à mesure qu*il croîtrait, les résultats donnés par. la méthode s'éloigneraient davantage de la véritél
^■ilIT. Systèmes artlealés de la première elMse avec barres surabondautes. — Revenons au cas général étudié au début du chapitre et supposons que le nombre des barres qui constituent l'ouvrage Considéra soit supérieur à
3/1 — 6, celui des nœuds élant toujours représenté par fi. Les inconnues Rco sont plus nombreuses que les 3n — 6 relations dont on dispose pour leur calcul ; par conséquent, le problème ne peut plus être résolu de la même manière, et il faut, pour faire disparaître Tindétcrmination, recourir aux formules de Télaslicilé, de façon à ramener à 3« — 6 le nombre des inconnues h calculer.
Soit AA' une barre : désignons par x, y et z, x', y' et z' les coordonnées initiales des poinls A et A', avant que les forces extérieures aient été appliquées à l'ou- A (l'jr'w'j vrage. Après l'application de ces («iVVj forces, ces coordonnées auront subi, par suite de la déformation élastique de la poutre, des accrois-, sements très petits que nous dési- A l^j») gnerons en grandeurs et signes >
\*^^^) par Uj V et w^ w', v' et u?'.
Fig. 103. g^j^jj^ i j^ longueur initiale dé '
la barre, Z+S^ sa longueur finale, alors qu'elle est soumise à l'eCTort intérieur Rw. On a, en vertu d*uae loi connue, en dé-
R âl
signant par E le coefficient d'élasticité du métal : -=-.
Si R est positif (travail à l'extension) il Test également* Si R est précédé du signe — , il en est de même de 8/. On a d'autre part :
/= sj(x-xj + {y^y)' + [z-zy , et
/-+.J{/= \(x+ii^x—u'i^'^-[y+v^y'-v)^+{z-\-w—:^—wy'
D'où, en élevant ces deux équations au carré, négligeant les termes où entrent en facteurs du 2° degré les longueurs très petites X/, w, u, u?, u\ v\ w\ et retranchant la première de la seconde :
[l+Uy—r=mi=2{X'-x')[u - mH2 (y— y') {v^v')+2{z—z') [to—w') et
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La formule - = -7 donne : R = -— .
D'où:
R<i) = Eg> y •
On a d*aulrc part, en désignant par a, ^ el y los angles de la droite AB avec les axes de coordonnées :
cosa==— -, cosp= — , COSY=— y--
Substituons à R(o cos a, Rco cos () et Rcd cos y leurs valeurs en fonction de a>, /♦ S/ et E dans les équations (7), (8) et (9) de la pag^e 513. Elles deviennent :
(9) Z+sî^S/ = o.
Rien ne nous empêche d'établir trois équations semblables pour chacun des nœuds de Touvrage. Si nous supposons con* nues toutes les forces extérieures qui le sollicitent, ainsi que les sections (o de toutes les barres et les coordonnées x, y ei z de tous les nœuds (fournies par les dessins du pont), nous aurons en définitive 3;2 relations, à raison de trois par nœud, ne contenant que 3n inconnues^ soit pour chaque nœud les trois composantes te, v et w, suivant les axes do coordonnées, du déplacement très petit subi par lui par suite de la déformation de Touvrage.
Les 371 relations précitées se réduisent d'ailleurs à 37i — 6, si Ton tient compte des équations universelles d'équilibre, qui y sont implicitement contenues. Elles ne peuvent donc servir & déterminer que 3?i — 6 inconnues. Mais en réalité le problème n'en compte pas plus ; il est nécessaire en effet de définir par rapport à la poutre les directions des axes ojc, oy et oz.
CH. VI. - I. SYSTÈMES ARTICULÉS. 5îl
Nous placerons par exemple Torigine o au premier nœud 1 de l'ouvrage (wi=o, Vi=o,Wi=^o). Nous prendrons pour axe des:t'la droite qui joint les nœuds extrêmes 1 et n{vn = Oy tOn=o)j et nous ferons passer le plan des xy par le nœud 2 (u,,= o)*.
t/i, Vi, u?i, Wf, Vn el Wn étant nuls, en vertu de la convention posée, il ne reste plus que 3n — 6 inconnues & calculer à Taido de dn équations du premier degrés contenant implicitement les six équations universelles d'équilibre entre les forces extérieures.
Le problème est déterminé et sa résolution ne soulève aucune difficulté analytique.
Si Ton suppose la ferme située dans un plan, qui contienne également toutes les forces extérieures, on peut supprimer Taxe oz] on placera Torigine o au nœud 1 {u^=^o, Vi = o)y et l'on prendra pour axe des x la droite qui joint les nœuds extrêmes i et n (vn'= o). L'axe dos y sera naturellement placé dans le plan de la ferme.
On disposera, pour chaque nœud, de deux équations de la forme :
OÙ toutes les lettres représentent des quantités connues, sauf il qui est une fonction du l" degré des inconnues u et v relatives aux extrémités de chaque barre :
On a 2/1 —3 inconnues à tirer do 2n équations simultanées du 1®' degré, contenant implicitement les trois relations uni-
1. Remarquons que, dans ces conditions, les axes des oorJonnées ne sont pas invanal)tes, mais participent au déplacement des nœuds 1, 2 el n. On n*oblient donc pas les déplacements absolus subis par les nœuds de l'ouvrage, mais bien les déplacements relatifs. Cela sulfit d'ailleurs, puisqu'on n*a besoin de connaître que les distances respectives des nœuds, qui sont indépendantes des directions attribuées aux axes.
vèrsellos d'équilibre I, II et III. Théoriquement, c'est une opération élémentaire et facile ; pratiquement, elle n'est pas toujours agréable à tenter. Une équation relative à un nœud, où aboutissent cinq barres, ne contient pas moins de douze inconnues. Pour peu que le nombre des relations & résoudre simultanément dépasse vingt, ce qui doit être regardé comme un minimum, la recherche dos déplacements u et v constitue une entreprise pénible et rebutante, malgré le caractère de simplicité et de généralité qui rend a priori cette méthode séduisante.
Cet inconvénient serait encore plus marqué s'il s'agissait d'une ferme non située dans un plan, le nombre des inconnues s'élevant alors à 3n — 6 et celui des équations à 3n.
Considérons par exemple un ouvrage composé de deux poutres verticales de même hauteur, à montants et croix de Saint -André, reliées entre elles par des entretoises liorizon* taies et verticales. La figure 204 représente un panneau de la construction, qui aiïectc la forme d*un parallélipipëde rectan-
Fig. 204.
gle dont toutes les faces sont occupées par des croix de St-André. Un ouvrage de ce genre constitue, sous sa forme la plus simple, un pont à tablier supérieur. Admettons que l'élévation comporte dix panneaux, ce qui est un chiffre très faible, même pour une travée indépendante.
Si, au lieu d'étudier séparément les poutres verticales, qui doivent porter la charge, et les poutres horizontales ou de contrevcntoment qui ont pour rôle de résister au veni, on voulait calculer l'ouvrage entier considéré comme une ferme unique, on aurait affaire à un système à liaisons surabondantes comportant 44 nœuds et :
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40 éléments de semelles,
22 montants verticaux,
40 tirants et contre- tirants,
22 entreloises horizontales,
40 écharpes do controvenlemont horizontal,
22 écharpes de contreventement vertical,
soit en tout 186 barres.
Pour appliquer la méthode de calcul que nous venons d'exposer, il n'y aurait pas à résoudre moins do 132 équations (7)^ (8), (9), dont 108, relatives aux nœuds intermédiaires^contiendraient chacune trente inconnues w, v et w.
Cette opération terminée, on connaîtrait les composantes suivant les axes du déplacement de chaque nœud. Il faudrait ensuite calculer la variation de longueur ^l de chacune des 186 barres, et en déduire la valeur R du travail subi par cette pièce, à l'aide de la relation connue :
OÙ E.cst le coefficient d'élasticité du métal, supposé connu a priori.
On voit qu'une pareille recherche serait pratiquement inabordable et que la méthode que nous venons d'exposer n'a ici en définitive qu'un intérêt purement théorique.
Nous avons supposé au début de cette étude que la section cù d'une barre quelconque avait été arrêtée dès le principe et était une donnée de la question. Cette fixation plus ou moins arbitraire des dimensions de toutes les pièces, si elle est faite sans que l'on ait prévu avec une approximation suffisante les résultats à attendre des calculs de stabilité, pourra conduire pour quelques barres à des valeurs de R inadmissibles, comme étant supérieures à la limite pratique acceptable pour le métal, ou au contraire comme beaucoup trop faibles, ce qui entraînerait ûhê dépense iion justifiée et incompatible avec J' utilisation judicieuse de la matière. On devra filors, en se fondant ^r la valeur delà force intérieure Rw fournie par le calcul pour
chaque élément, modifier sa section do façon qu'elle corresponde & une utilisation convenable de la matière. Ce travail de révision ayant élé eiïectué pour les 186 barres, les bases des premiers calculs se trouveront modifiées, et il faudra les reprendre d'un bout à Tautre.On aura de grandes chances encore pour que les nouvelles valeurs trouvées pour R différent sensiblement de celles que Ton eût désiré obtenir. Pourtant il faudra s'arrêter dans celte voie et se contenter d'une demisatisfaction : à supposer même qu'on refit indéfiniment les calculs sur de nouvelles données, on ne pourrait théoriquement réaliser Tuniformilé du travail, atteignant partout une limite fixée a priori^ que pour 2;i — 3 (ou 3/i — 6) barres, c'està-dire pour le nombre des éléments que comporterait un système sans barres surabondantes ayant même nombre de nœuds que la construction étudiée ; ces barres seraient en outre réparties entre les nœuds successifs suivant les règles énoncées dans les tableaux des pages 515 et 516.
Supposons, en effet, qu'on suive, dans l'étude de la poutre, une marche différente de celle que nous venons d'exposer, et qu'au lieu de se donner tout d'abord les sections g) de toutes les barres, on fixe a prion : 1® les valeurs R du travail moléculaire pour 2?} — 3 (ou 3n — 6) éléments, constituant un système sans barres surabondantes ; 2^ les sections o) des autres pièces, dites surabondantes^ dont nous désignerons le nombre par m.
On disposera premièrement de 2;i— 3 (ou 3n— 6) équations, relatives aux barres essentielles, de la forme :
RI {x^x') (tt-uQ + (y-y-) (t? -v') ou
Ces relations permettent, R étant une donnée, de calculer les déplacements ii et v (ou t#, t; et w) de tous les nœuds.
Cela fait, on tirera la valeur de R, pour chaque barre surabondante, de l'une des équations précédentes, où ti^ t? et u? représentent les déplacements, connus actuellement, de l'un des nœuds de la construction.
Nous connaissons à présent :
les R do 2n — 3 ou (3;i — G) barres ) données de la
les (i> des m barres surabondantes | question ;
les R des m barres surabondantes, par le calcul précédent.
11 ne reste plus que 2?i — 3 (ou 3n — 6) inconnues, savoir les (i> des barres essentielles. Nous les tirerons sans difficulté des 2n équations (7) et (8) (ou 3;* équations (7), (8) et (9)), qui comprennent implicitement les équations universelles d'équilibre, déjà utilisées pour ce calcul de réaction. Le problème sera résolu.
En résumé, soit 2?i — 3 + m (ou 3n — 6+ m) le nombre des éléments d*un système à liaisons surabondantes pourvu de n nœuds : on peut toujours se donner arbitrairement les valeurs de R pour 2;i — 3 (ou 3n — 6) de ces barres, constituant un système sans liaisons surabondantes, et les valeurs de o pour les m autres. Les sections des barres essonliclles, aussi bien que les valeurs de R pour les barres surabondantes, récitent ensuite des données admises, et Ton ne peut les modifier sans revenir sur les données prises pour point de départ.
Les seuls ouvrages à barres surabondantes dont on rencontre assez souvent des exemples, sont les poutres à montants verticaux et croix de Saint-André, dont nous avons déjà à mainte reprise critiqué le principe.
Nous en ferons plus loin Tétude, à titre d'application de la présente méthode.
SystèmcA arlienlés de la dcaxiëine clause
Un système articulé appartient à la deuxième classe lorsque les équations universelles d'équilibre ne suffisent pas pour déterminer en grandeurs et en directions les réactions des appuis, ce qui oblige à recourir, pour le calcul de ces forces, aux formules de la résistance des matériaux. L'étude de ce genre d'ouvrage s'effectuant toujours par la même méthode, qu'il y ait ou non surabondance de barres, il n'y a pas lieu de distinguer spécialement ce dernier cas dans l'exposé de la marche des opérations. Mais, au point de vue économique, il y a toujours intérêt à éviter la surabondance des liaisons, en s'arrangeant
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de façon que pour un nœud quelconque le nombre des barres inconnues, c'est-à-dire n'aboutissant pas su des nœuds précédemment considérés, soit égal au nombre des dquations d'équilibre dont on dispose, c'est-à-dire 3 dans le cas général, ou 2 pour une ferme plane.
Nous exclurons de celle critique le cas des fermes composées à triangulations multiples, dont les nœuds multiples sont concentrés aux extrémités, et qui par suite sont décomposables avec une exactitude suffisante en deux ou plusieurs systèmes sans liaisons surabondantes (page S 17).
Pour calculer un système de la seconde classe, comportant ou non des barres surabondantes, oh commencera par écrire les 37i équations d'équilibre relatives aux nœuds :
et les 3n ^- 6 -h m équations de déformation relatives aux barres :
Les données du problème peuvent consister, conime dansJc cas des ouvrages de 1"^* catégorie, dans les valeurs des sectionsr Cl) de toutes les barres.
On peut toutefois, si on le veut, remplacer la donnée <i> par la donnée R :
pour 1 , 2 ou 3 des barres aboutissant à un nœud extrême 1 ou n
1,2, 3 ou 4 — 2oun — 1
1,2, 3, 4 ou 5 — 3 ou n — 2
1,2, 3, 4, 5 ou 6 — nœud înterméd.4àn — 3.
A la limite, on peut choisir arbitrairement les R pour3n — 6
éléments constituant un svstème sans liaisons surabondantes,
et les iù pour les m autres.
En principe, il faut éviter de se donner pour une mèmç pièce à la foisR et (1) : on pourrait se heurter dans la suite des cal-
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culs à une inipossibililé soit ihéoriqnc, si les équations créquilibre ne pouvaient plus èlre satisfaites, soit pratique,s'il en résultait des valeurs inadmissibles pour les R ou lesco des autres barres.
Les bases du problème étant ainsi posées, on n'a plus qu*à résoudre les 6/* — 6 + ;?? équations du 1" degré dont on dispose, pour en tirer les inconnues. Mais il faut remarquer qu'ici X, Y et Z ne représentent plus toujours, comme dans le cas de Tarticle précédent, d »s forces connues. Nous avons admis en cftet que les équations universelles d'équilibre ne pouvaient à elles seules fournir les réactions des appuis.
Nous désignerons par i le nombre de ces composantes X, Y ou Z des forces extérieures, qui font pai'lie des inconnues de la question.
Supposons que Ton se soit donné les R de j barres : j ^3n — 6, et les w des 3n — 6 +m — j autres éléments.
Nous avons à calculer 3n — 6 + m + t inconnues, savoir :
î composantes X, Y ou Z,
3n — 6 +m — j valeurs de travail R,
j aires <o.
Nous disposons à cet effet des 6n — 6+ m équations précédemment écrites, qui contiennent en outre, à titre d'inconnues auxiliaires, les déplacements u, v eiw des 7i nœuds, au nombre de 3n.
Pour que le problème soit déterminé, il est absolument nécessaire que l'on puisse joindre i équations nouvelles aux 6n — 6 ■+• m précitée». Ce seront en général des relations entre les n, v et u? des nœuds correspondant aux appuis, et les composantes connues ou inconnues des réactions de ces appuis* On les écrira en se basant sur les conditions spéciales d'établissement de Touvrage étudié.
Si le nombre de ces relations supplémentaires était supérieur à t, il y aurait incomptabilité entre elles. Le problème proposé serait insoluble, parce que Touvrage à construire ne pourrait remplir simultanément toutes les conditions posées ; il faudrait nécessairement renoncer à quelques-unes d'entre elles.
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Si ce nombre était inférieur à t, cela indiquerait, ou que l*on aurait omis de tenir compte de toutes les propriétés caractérisqucs de la ferme, ou que Ton aurait étudié un ouvrage instable ; tel serait par exemple le cas d'une travée de pont-grue à triple arliculation, ou de deux travées successives à double articulation simplement appuyées sur l'appui commun.
Dans Téludc des ouvrages de seconde catégorie, il n*est pas utile en général d'établir les six équations universelles deTéquilibre, qui ne suffisent pas pour permettre le calcul des réactions des appuis. Elles sont contenues implicitement dans les 3n relations d'équilibre relatives aux nœuds.
Si nous passons du cas général étudié plus baut à celui de la ferme plane, qui se rapproche plus des conditions de la pratique, le problème se simplifie par la suppression d'une équation sur trois. Nous aurons 2/2 équations d'équilibre relatives aux nœuds et 2/) — 3 H- m équations de déformation se rapportant aux barres ; à celte seule diiïércnce près, la marche des opérations ne sera pas changée.
159. Éuaniératiou des ouvrages de la deuiKiènie élusse. — Arcs articulés aux naissances, — Cas général où la ferme n'est pas plane : elle repose sur chaque culée par l'intermédiaire de deux nœuds situés sur l'axe de rotation. Les réactions inconnues exercées par les culées sur ces quatre nœuds d'appuis sont au nombre de 4, ce qui donne douze composantes inconnues X, Y et Z : d'où i = 12.. Mais chacun de ces nœuds d'appui étant immobile par définition, les douze déplacements u, v eiw relatifs à ces points sont nuls, ce qui rétablit l'équilibre entre le nombre des relations dont on dispose et celui des inconnues à calculer. La résolution du problème ne soulève aucune difficulté, du moins au point de vue analytique ; pratiquement, elle exigerait des calculs laborieux et compliqués.
Remarquons que si la culée était déformable^ en raison de l'élasticité de la matière qui la constituerait (culée métallique), les w, y et to d'un nœud d'appui ne seraient pas rigoureusement nuls. Mais on pourrait toujours établir leur expression analytique en fonction des composantes inconnues X, Y ctZde
la réaclion qui produit, en ce poinl, la déformalion de la culée : u = &X, t; = AT, w = k"Z. A, A' cl Zt" seraient des coefficients numériques calculables à Tavanco, connaissant toutes les dimensions de la culée. Les lellres u^v ett^disparaitraient ainsi des équations,el c'est tout ce qu'il faut pourqucla résolution du problème soit possible. Dans ce qui va suivre, toutes les fois que nous dirons que la composante du déplacement d*un nœud d'appui est nulle, nous entendrons implicitement : ou calculable en fonction de la réaction connue ou inconnue de F appui.
Ferme plane. Les quatre composantes X et Y des réactions des culées sur les nœuds d'appui sont inconnues; les quatre composantes u ei v des déplacements de ces nœuds sont nulles.
Arcs encastrés aux naissances. — Cas général. L'arc repose sur chaque culée par Tintermédiairo de N nœuds, N étant au moins égal à 3. Pour chaque nœud d'appui, t/, t; et i^ sont nuls et les composantes X, Yet Z de la réaction sont inconnues; il y a donc compensation, et le nombre des équations demeure égal à celui des inconnues.
Ferme plane. L'arc repose sur chaque culée par Tintermédiairc de N nœuds, N étant égal ou supérieur à deux. Pour chaque nœud, u et v sont nuls et X et Y inconnus.
Poutres continues et ponts-^rues wnixtem» — Action de la charge et de la surcharge, — Toutes les forces qui sollicitent l'ouvrage étant verticales, les X et les Z sont nuls. Pour un nœud d'appui quelconque, v est nul et Y inconnu.
Résistance au vent. — Si le vent agit horizontalement dans la direction de Taxe oz, on a pour un nœud d'appui quelconque la condition to = o, et Tinconnue Z n'est plus nulle.
Si Ton veut éviter que les nœuds d'appui exercent sur les supports des actions horizontales dirigées dans le sens de l'axe longitudinal ox du pont, il faut pouvoir poser pour un nœud d'appui quelconque : X = o. On ne peut donc plus admettre qu'u soit nul, sous peine dune surabondance de con« ditions, rendant le problème impossible. D'où la nécessité
absolue de faire reposer les poutres continues sur les piles par
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rintormédiaire d'apparoils de dilatation permettant les mouvements longitudinaux ; pour les ponts-grues encastrés sur leurs pilcs,on a vu précédemment que les jonctions des tronçons successifs, consoles et poutres centrales, doivent être établies de façon à se prêter aux variations de longueur de Touvrage.
Dans ces conditions, les changements de température n'ont aucune influence sur la stabilité du pont.
Dénivellation des appuis, — Pour en étudier les effets, au lieu de poser r = o pour un nœud d'appui, on attribue à ce déplacement vertical la valeur correspondant au tassement de de la pile. Rien n'est d'ailleurs changé à la marche des calculs.
L'étude, faite suivant cette méthode, d'une poutre continue ou d'un pont-grue mixte serait une entreprise rebutante et interminable. Si Ton voulait d'ailleurs, suivant l'habitude, évaluer les effets maxima produits par la surcharge variable, on serait conduit à refaire tous les calculs pour chacune des dispositions spéciales à considérer. On n'en finirait jamais.
tttO. Caleal d^une constraelion liétéroffène* — Nous avons admis jusqu'à présent que les ouvrages étudiés étaient formés d'une manière homogène et que le coefficient d'élasticité Ë avait une valeur déterminée et invariable, quel que fut l'élément considéré.
On pourrait toutefois, sans compliquer en rien les calculs et sans modifier la marche et le nombre des opérations, admettre que le coefficient E présentât une valeur particulière pour chaque pièce, la construction étant faite de matériaux hétérogènes, assemblés les uns avec les autres dans un ordre fixé arbitrairement.
Il suffirait de prendre pour données du problème ou pour inconnues de la question en ce qui touche chaque barre, au lieu
de û> et R, les expressions Eo) et ^ , E ayant la valeur numérique relative à cette barre. De cette façon, la lettre E disparaissant de toutes les équations, on n'aurait plus à se préoccuper de la variation de l'élasticité d'un point à l'autre de Tou-
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vrage ; après ra;hèvemonl des calculs, il n'y aurait qu'à tirer
ri •
(0 et R des résultais Ew et- trouvés pour chaque élément.
On pourrait encore procéder autrement en remplaçant une barre quelconque par une barre équivalente formée d'un métal pris pour type, dont nous désignerons le coefficient d'élasticité par C. On subslilucrail à l'aire effective w l'aire conventionnelle o' fournie par la relation : Cci>' = Ew, et au travail effectif R le travail conventionnel R' donné par la formule :
On calculerait ensuite la construction comme si elle était homogène et entièrement constituée avec le métal pris pour type : on obtiendrait pour chaque barre les valeurs des quantités <i)'et R', d'où Ton tirerait immédiatement les inconnues cherchées <o et R.
Considérons à tilre d'exemple une poutre comportant à la fois :
Des éléments en fer, métal pour lequel on aurait :
E = ^80xio^
Des éléments en fonte, métal pour lequel on aurait :
Des éléments en chêne, bois pour lequel on aurait :
E = HX10«.
Nous prendrons le fer pour métal type : C = 180 X 10*, et nous commencerons par remanier les données du problème, en multipliant les R et les t> supposés connus a priori par les coefficients suivants :
Fer (raélal type)
Fonte
Chêne
Facteur de R G
Facteur de w
Nous calculerons ensuite la poutre comme si elle était en-
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lièromcnt en fer, puis nous multîplîcroas les résullals R' cl lù' parles coefRcieuls numériques inverses des précédents.
Fer Fonlo
Chêne
Facteur de R'
Facteur de w'
A titre d'exemple du calcul d'une construction hétérogène, nous traiterons à Tarticle suivant le cas d*une poutre droilc, à montants et croix de St-André, dont chaque élément serait supposé formé d*un métal particulier.
APPLICATIONS DE LA MÉTHODE
tai. Elude de la poutre à. moutaulsel eroisi de St- Aiidré. — Soit ABCD un panneau de poutre plane à montants et croix de. St-André, qui se compose de deux portions de semelles AD et BC, de deux montants consécutifs AB et DC, et de la croix intermédiaire AC, BD. Soient h la hauteur et a la longueur du panneau. Pour plus de généralité, nous supposerons que chaque barre est constituée par un mdlal spécial, ayant un coefficient d'élasticité déterminé, Ej, E^, E|, E4 ou E5.
W,u>, Et
b{uv)
pji'.y.
R«cj«E«
C(mV')
Fig. a05.
Prenons pour axe des x la ligne AD et pour axe des y la position initiale de la ligne AB, avant la déformalion de l'ouvrage. Après Tapplication des forces extérieures, la forme de la poutre sera altérée, et, si Ton prend pour axe des x la position nouvelle de la ligne AD et pour origine le point A, les coordonnées des trois sommets B, C et D auront subi des changements que nous désignerons par des lettres, le signercorrespondant à un déplacement dans le sens des x ou des y positifs. Le point D silué sur Taxe des x s'est déplacé horizontalement do u". Les déplacements parallèles à Ax et Ay seront représentés par les lettres u' et v' pour le nœud C, et par les lettres u eiv pour le nœud B.
Appliquons h chacune des six barres du panneau la relation :
Nous obtiendrons les six équations suivantes :
Barre
AD BC AB DC AC BD
Et
Et
Eo
au'+hv'
fl(tt^^-,ti) -f. hv a^ + h*
Eliminons t/, v, ti\ v' et u" entre ces six équations. Il vient :
Cette relation est indépendante dos sections altribuées aux barres, ainsi que de la répartition des forces extérieures appliquées il la poutre, et résulte uniquement de la disposition
géométrique dje louvrage. Elle montre que Ton ne peut fixer arbit^rairemont les valeurs de R pour toutes les barres sans se heurter, à une, impossibilité, la relation précitée devant ètie nécessairement satisfaite. Nous avons déjà fait cette remarque à titre généri^l, en étudiant les propriétés des systèmes & liaisons surabondantes.
Nous avons supposé ici, pour plus de simplicité, que la poutre était à semelles parallèles : dans le cas dune ferme de hauteur variable, on arriverait de la même façon à une équation analogue, un peu plus compliquée par suite de Tintroduction des angles des semelles avec Thorizontale. Nous jugeons superflu de donner ce calcul, qui est des plus simples.
Considérons maintenant une poutre de hauteur constante, à montants et croix de St-André, comportant N panneaux consécutifs semblables à celui de la Hgure 205. Pour la calculer, on commencera par écrire les N relations qui se rapportent aux panneaux considérés chacun à part :
En général, l'ouvrage sera homogène, ce qui permettra de supprimer la lettre E, devenue facteur commun de tous les termes.
F'ig. 206.
On posera ensuite les deux équations d'équilibre relatives à chaque nœud. Désignons toujours par X et Y les composantes verticale et horizontale de la force extérieure appliquée au nœud S. On a (fig. 206) :
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R, 6), — R', <ù\ -+- (Rficoa — R'b (ù\) «in 0 + X = 0. R, (0, H- (R'b iù\ + Re ^,) cos 0 + Y = 0.
Le nombre des nœuds étant égal à 2N + 2, on obtiendra 4N-4-4 relations, qui, avec les N précédentes, donneront eh tout 5N4-4 équations, comprenant implicitement les 3 équations universelles d'équilibre enlre les forces extérieures.
On pourra alors résoudre le problème de deux façons différentes, suivant le point de départ admis :
1** On se donnera les sections (o de toutes les barres, qui sont au nombre de 5N + 1, et on calculera les R par la résolution d'équations simultanées du 1*' degré ;
2o On distinguera dans la construction 4N + 1 barres formant un système sans liaisons surabondantes (poutre Bowe, Pratt ou Warrcn double^ voir tome 1), et on se donnera arbitrairement pour chacune soit R, soit o). Pour les N autres pièces, considérées comme surabondantes, on ne pourra fixer a priori que les sections w. Cela fait, il n'y aura plus qu'à résoudre les 5N-f-4 relations, qui sont toutes du 1" degré, pour obtenir les R ou les w des 4N+f pièces essentielles, ainsi que les R des N barres surabondantes.
Cette opération, très simple au point de vue théorique, est encore assez admissible au point de vue pratique. Nous nous étions proposé tout d'abord d'en donner la solution algébri' quL», mais nous arrivions à des formules tellement compliquées, même pour une poutre très courte, que nous y avons renoncé. Nous avons préféré traiter un exemple numérique simple, qui permettra de se rendre suffisamment compte des conditions de stabilité dans lesquelles se trouvent les poutres de cette espèce.
let. Eiicinple numérique. — Considérons la poutre de
hauteur constante A=- /, comportant dix panneaux carrés,
dont la figure 207 représente la première moitié. Chaque panneau de triangulation se compose d^une croix de St-Ândré occupant le carré compris entre les semelles et deux montants consécutifs.
POUTRES A TUAVÉES SOUDAIRES.
Nous avons commencé par étudier la ferme sans liaisons surabondantes obtenue par la suppression de tous les mon* tanls verticaux intermédiaires, désignés par les lettres e^ e^, tf„ ^4, Tj. L'ouvrage ainsi modifié est une poutre Warreti double, dont les semelles sont reliées entre elles par les deux
^4 IV is
Fig. 307.
triangulations simples 0, 1, 11^ IIl, IV, Y IX, X ; 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6 9, 10, qui n*ont pas de nœud commun. Le cal*
cul des sections à attribuer aux différents éléments peut en conséquence s'effectuer à Taide des équations d'équilibre de la mécanique générale, sans faire intervenir les formules de la déformation. Nous avons fait ce travail en supposant la charge divisée en dix-huit forces égales, représentées chacune par le nombre 10, et appliquées respectivement aux dix-huit
nœuds intermédiaires de la poutre : I, 2, III 8 et IX sur la
semelle supérieure, et 1, II, 3, IV VIII et 9 sur la semelle
inférieure. Après avoir évalué Teffort total subi par chaque pièce, nous avons attribué à cette pièce une aire o proportionnelle à l'effort correspondant, de façon à réaliser dans la construction l'uniformité du travail, égal au signe près en tous les points à la constante R.
Nous avons ensuite complété le système par Tadjonction des montants supplémentaires Ci, ^„ ^„ e^ et e^, dont nous avons dû, en verlu de la règle absolue posée à Tadicle 157, fixer arbitrairement les sections. Nous avons attribué à chaque montant l'aire correspondant à un bras de la croix suivante, divisée par v^2. Par exception, le montant central e^ a la mémo section que le précédent e^.
Connaissant ainsi toutes les aires o des éléments de la poutre à liaisons surabondantes, on peut lui appliquer la méthode de calcul de larlicle 157, pour évaluer l'effort subi par une barre quelconque avec une disposition de charge choisie arbi* trairemcnt.
Nous avons étudié successivement trois cas :
1» La charge^ représentée parle nombre 180, est également répartie entre les dix-huit nœuds intermédiaires, à raison d'un poids 10 par nœud. C'est la charge A qui nous avait déjà servi de base pour Tétude do la poutre Warren sans montants ;
2« Charge B, toujours égale en totalité à 180, mais concentrée aux nœuds 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9 d'une triangulation simple de la poutre Warren^ à raison d'un poids 20 par nœud; les
autres nœuds I, II, III IX ne sont sollicités par aucune
force extérieure ;
S"» Charge C disposée inversement de la précédente, c'esl-à-
dîre concentrée aux nœuds I, II, III IX de la seconde
triangulation simple, à l'exclusion des nœuds 1, 2, 3, 4, 5
Les résultats numériques du calcul ont été inscrits dans le tableau ci-joint.
On reconnaît immédiatement :
1* Qu'en ce qui concerne la charge A, les montants, pièces surabondantes, jouent dans la poutre un rôle prcsqu'insignifiant, l'effort supporté par chacun d'eux élant très inférieur à celui qui correspondrait à une utilisation convenable du métal ; que, loin de consolider l'ouvrage, ces montants ne font qu'en diminuer la stabilité, en augmentant les efforts subis par certaines diagonales, pour lesquels le travail du métal dépasse la limite pratique R. On n'a, d'ailleurs, retiré aucun bénéfice de l'addition de ces montants, car la somme des valeurs numériques des efforts subis par les deux bras d'une même croix est restée la même que dans la poutre Warren. Il en e.st de même pour les semelles. En conséquence, la modification apportée à la poutre a eu pour résultat de troubler d'une manière fâcheuse ses conditions do stabilité, tout en l'alourdissant et augmentant la dépense.
2" Dans le cas de la charge B ou de la charge C, ladjonclion des montants est indispensable, puisque sans eux, les poids n'étant appliqués qu'aux nœuds de Tune des triangulations simples, Tautre triangulation ne supporterait aucun effort : il conviendrait alors de supprimer la moitié des barres de la poutre Warren, devenues inutiles, en doublant les sections des autres constituant une triangulation unique ; on aurait une poutre simple.
Si Ton veut conserver la double triangulation, il est absolument nécessaire de prévoir des montants destinés à relier les nœuds chargés aux nœuds opposés et à solidariser les deux triangulations, de façon à intéresser à la résistance de la construction la série des barres qui n'aboutissent pas aux points d'application des forces extérieures. Mais on constate qu'en pareil cas il convient de n'attribuer à chaque montant qu'une section proportionnée au rôle secondaire qu'il remplit. Ce n'est pas à proprement parler un élément de la poutre, c'est un simple support ou une tige de suspension servant à reporter sur un nœud une partie de la charge appliquée en son correspondant. Dans le cas présent, le poids total étant représenté par 20, le montant, destiné à en transmettre la moitié au nœud
d'appui, doit simplement avoir pour aire — , quelle que soit sa
position.
Nous ajouterons que, dans le cas d'une poutre Warren double,munie d'une série de montants verticaux reliant les nœuds opposés, et soumise à une des dispositions de charge B ou G, la répartition des efforts entre les éléments des deux triangulations s'effectuerait d'une manière très inégale ; la triangulation passant par les nœuds chargés serait de beaucoup laplus fatiguée. La méthode de calcul habituelle, basée sur la considération des efforts tranchants et des moments fléchissants, donnerait donc ici des résultats inexacts, et conduirait à attribuer à certaines pièces des dimensions un peu trop faibles et à d'autres des dimensions un peu trop fortes.
En effet la poutre Warren double n'est pas à proprementparler un système sans liaisons surabondantes, puisqu'elle ne remplit pas exactement les conditions énoncées à la page 516.
TABLEAU des efforts subis par les divers éléments de la poutre
Détigoatioa
des
élémenta
ht h
Aire de là
section
droite
multiplia par R
Ferme
sani
montants
charge A
Ferme avec montants
charge A
charge B
charge G
Semelle supérieure (comprimée)
123 ~ Jf5 —125,825
Semelle inférieure (tendue)
Diagonales comprimées
sj2X V^2X V^2X 45 — 45 -50,562
Diagonales tendues
\l2xf -52,264 -33,055 -26,865 -12,154
Montants verticaux (alternativement comprimés et tendus)
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Nous avons dit qu'en général on peut appliquer sans erreur grave aux poulres composées la méthode des systèmes articulés simples, en parlant d*une hypothèse plausible, c'est-à-dire en admettant Tégale répartition des efforts entre les triangulations distinctes. Mais il faut que cette hypothèse soii plausible^ et elle ne Test jamais quand on est obligé de recourir pour là transmission des charges à des pièces additionnelles qui créent des liaisons surabondantes.
Pour que la méthode de l'article 157 donnât dans le cas présent un résultat très exact, il faudrait d'abord que les poids fussent appliqués également soit sur tous les nœuds de la semelle inférieure sans exception, soit sur tous ceux de la semelle supérieure, de façon à permettre la suppression des montants ; il conviendrait en outre défaire disparaître le nœud o, en supprimant les éléments ol de la semelle supérieure ainsi que le montant Oo et la diagonale ol. Les efforts réels ne différeraient plus alors d'une façon appréciable de ceux calculés pour le cas de la charge A.
tas. Défauts des •jstênies à liaisons surabondantes.
— En généralisant les résultats fournis par l'étude précédente, nous arrivons aux conclusions suivantes :
1^ Etant donné un ouvrage sans liaisons surabondantes, & triangulations multiples, et calculé par la méthode de l'article 156, il y a toujours inconvénient sérieux à y introduire des éléments supplémentaires, montants verticaux ou diagonales obliques. Ceux-ci ont pour effet de produire une perturbation plus ou moins grave, et ne soulagent certaines barres que pour augmenter, au-delà de la limite pratique, le travail supporté par d'autres, qui par suite sont plus exposées à se rompre qu'avant la modification apportée à la ferme. C'est donc une erreur de croire qu'en ajoutant des montants à une poutre à treillis double ou triple, de façon à séparer par une pièce verticale deux croix consécutives, cette opération, si elle ne fait aucun bien, no fera du moins pas de mal : on alourdit la construction, on la rend plus chère, et en même temps on diminue sa solidité.
2"" On peut toutefois pallier les inconvénients signalés plus
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haul, en refaisant les calculs de Touvrage modifié et tenant compte, dans la fixation définitive des sections des barres, de la présence des pièces surabondantes. Mais on ne peut éviter, même en ce cas, que le travail subi par les éléments en excès ne soit bien inférieur à la limite pratique admissible pour le métal. Il en résulte une mauvaise utilisation de la matière, et, à solidité égale, la poutre est plus lourde que celle, sans liai* sons surabondantes, à laquelle on pourrait la ramener par la suppression d'un certain nombre de barres.
y Considérons une poutre à triangulation simple ou multiple, constituée par deux séries de barres inclinées en sens contraires : dans la zone centrale (page 220), où Teffort tranchant est susceptible de changer de signe, chacune des séries de barres travaillera tantôt à l'extension tantôt à la compression, suivant le signe de Teffort tranchant. On ne modifierait que d'une façon insignifiante leurs conditions de stabilité en ajoutant des éléments verticaux, pièces surabondantes qui n'auraient à supporter que des efforts très peu importants, alternativement négatifs et positifs, sans soulager d'une façon appréciable les barres de treillis. Donc, dans une poutre à treillis, judicieusement établie, c'est-à-dire dont les éléments tendus et comprimés ont les sections voulues pour résister aux efforts ma^ima de sens contraire auxquelles elles peuvent être soumises, il n'y a jamais lieu d'ajouter des pièces verticales.
i"" Dans une poutre composée, on est parfois obligé d'ajouter des barres additionnelles en vue de répartir Taction des forces extérieures entre les diverses triangulations simples. En effet le calcul de l'ouvrage est basé sur une hypothèse plausible en vertu de laquelle chaque triangulation se rapporte aune ferme partielle portant une fraction déterminée du poids total. Pour que cette hypothèse soit acceptable, il faut bien dans le cas d'un treillis à mailles serrées^ par exemple, qu'à chaque pièce de pont corresponde un montant vertical partageant la charge entre toutes les barres parallèles, sans quoi le poids tout entier serait appliqué à une seule triangulation et celle-ci serait soumise à des efforts excessifs. En pareille circonstance, l'adoption des montants s'impose ; mais on
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doit, dans le calcul de leur section, les considérer comme des pièces accessoires, n'ayant pour fonction que de répartir entre les barres parallèles les charges appliquées à rextrémîté de Tune d'elles. On commettrait une faute en leur attribuer un rôle plus important.
Dans une construction ainsi disposée, il est impossible, quoiqu'on fasse, d'obtenir une bonne utilisation du métal, et de partager également la charge entre les différentes triangulations. Il peut être utile en certains cas de vérifier, par l'emploi de la méthode de calcul dos systèmes à liaisons surabondantes, que Ferreur commise de ce chef ne peut avoir d'inconvénients graves.
5® Considérons une poutre Warreji mal conçue, dont certains éléments soient exposés à supporter des efforts supérieurs à leur force de résistance. Ce cas ne se présente guère que pour des bras comprimés dont le moment d'inertie est insuffisant et qui ont une tendance au flambement lorsqu'ils sont soumis à un travail de compression notable. En pareil cas, l'adjonction de montants verticaux susceptibles de travailler à la compression est justifiée, puisque les barres de treillis, qui devaient résister à ce genre d'effort, ne remplissent pas convenablement leur rôle.
La modification apportée à la poulre a pour effet de substituer au treillis insuffisant une triangulation à montants et écharpes, en transformant la poutre Warre?i en poutre Pratt. Quant aux barres inclinées, qui étaient censées d'abord résister à la compression, il n'en faut plus tenir compte : comme elles se courbent sous un léger effort de compression, la diminution de distance de leurs extrémités est bien supérieure à
colle que donnerait la formule -^* = --. Elles vibrent sous le
passage des charges roulantes, avec un bruit de ferraillement, et ne servent plus à grand chose.
La vogue dont a pu jouir le système des poutres à montants et croix de St-André tient précisément aux nombreuses consolidations, faites avec le plus grand succès, de poutres à treillis dont les bras flambaient, et qu'on a renforcées par des montants verticaux. On en a conclu à tort qu'une opération sem-
blabie augmcnlcrait la stabilité d*unc poutre à treillis bien conçue, c'est-à-dire pourvue de bras inclinés suffisamment solides. Il n'en est rien. C'est en somme un remède efficace k apporter aux ponts qui menacent ruine, et non une solution acceptable pour des ouvrages neufs.
6"* Considérons une poutre à montants verticaux et à écharpes obliques. Dans la zone centrale, lorsque Teffort Iranchant vient à changer de signe, les montants doivent travaillera l'extension el les écharpes à la compression. Or, il arrive que celles-ci, formées de barres plates ou de liges rondes, ne sont aptes à travailler qu'à l'extension. La nécessité s'impose donc d'ajouter des contre-tirants complétant entre les montants la croix de saint Ândré^ et destinés à résister à l'extension dans les cas où les tirants, se trouvant comprimés, seraient exposés à flamber.
Le type à croix de saint André et montants est donc justifié dans les zones oii Teflort tranchant peut changer de signe ; mais les deux bras de croix sont des tirants^ dont Tun travaille toujours à l'extension, l'autre étant lâche (tome I, page 470) et ne subissant qu'un effort de compression tout-à-fait insignifiant. Les montants sont toujours comprimés, quel que soit le signe de l'eflbrt tranchant.
En conséquence, dans une construction métallique judicieusement établie, on ne rencontre de pièces surabondantes que dans les zones où l'effort tranchant peut changer de signe, el ces pièces sont toujours des contre-tirants susceptibles de travailler à l'extension, et jamais des contre-bras.
7** Dans un ouvrage quelconque, bien calculé et bien exécuté, il est toujours imprudent de créer des liaisons surabondantes en ajoutant des pièces nouvelles, lorsque l'utilité n'en est pas démontrée par le calcul. En gênant la libre déformation de la ferme, on ne peut que nuire à sa solidité, et la dépense faite va à l'encontre du but qu'on se proposait.
C'est ainsi que, dans le tome I, nous avons été conduit à critiquer la liaison établie entre les longerons horizontaux du pont d'Arcole (arcs du système Cadiat) et les culées où ces longerons ont été ancrés mal à propos. Le pont d'Arcole a, depuis, menacé ruine, et la première opération faite pour le re-
incUrc en élal a coasislé à supprimer celte liaison malencontreuse qui, dans Tesprit de ses auteurs, était destinée à augmenter la stabilité.
Dans les poutres à triangulation multiple, on a, en général, rhabitude de relier par des assemblages rires les pièces de treillis à leurs points de rencontre. On crée ainsi des liaisons nouvelles dont Tutilité ne nous parait pas démontrée, si du moins chaque bras a été calculé defagon à résister sur toute sa longueur à refForl de compression maximum sans flamber, ce qui dispense de le soutenir en différents points. Les ingénieurs américains ne recourent jamais à cette disposition et les ingénieurs hollandais y ont renoncé pour leurs grands ponts à travées indépendantes, dont les montants ne sont pas reliés aux tirants en leurs différents points de croisement. Cette pratique semblejustifiée par la théorie et il conviendrait peut-être de ne pas s*en écarter.
Les assemblages articulés qui, dans les ponts américains, relient les barres de triangulation aux semelles, présentent parla même raison une supériorité réelle, du moins au point de vue théorique^ sur les assemblages rigides des ponts européens. Mais cet avantage est compensé par des inconvénients pratiques, de telle sorte qu*il est difficile de se prononcer sur la valeur comparative des deux systèmes de construction. Nous ne reviendrons pas sur la discussion que nous avons enr gagée à ce sujet dans le tome T.
Cette question a d'ailleurs été traitée d'une manière très complète par M» Maurice Koechlbi dans son ouvrage sur les Applications de la statique graphique (chapitre III, paragr. 8 cl 9).
A titre d'exemple simple du mauvais résultat que peut donner une liaison surabondante, considérons deus cftbles métalliques flexibles situés dans un même plan, de même ouverture, mais de flèches notablement différentes. Ces deux câbles sont utilisés concurremment pour le passage d'une charge roulante P, dont le poids est transmis par moitié, à Taide de
galets de roulement, sur chaque câble : chacun d*eux a donc
P été calculé de façon à supporter sans se rompre le poids —
appliqué en son milieu.
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Supposons qu'on ait jugé bon de relier les deux câbles par une tige ab maintenant leur distance constanle, et proposonsnous de chercher le résultat N obtenu. On voit immédiatement que cette disposition aura pour effet de faire porter, quand le poids passera en B, toute la charge par „. ono le câble le plus tendu MaN,
iiïg, 20». . ^ . '
qui cassera. Apres quoi ce sera le tour de l'autre, resté seul pour soutenir P. L'adjonction de la tige a&aura donc été une idée désastreuse.
Il en serait de même pour un pont en arc, étudié dans Thypolhèse de la triple articulation, dont on supprimerait Tarliculalion de clef ; pour un arc, calculé dans rhypolhèse de Tarliculalion sur les culées, qu'on encastrerait sur ses appuis, etc.
lat. etade d^ane pile métolliqae. — Nous étudierons le cas simple d'un panneau vertical de pile, aQeclant la forme d'un trapèze A A'BB' à bases horizontales symétriques par rapport à la verticale NO qui coupe AA' et BB' en leurs milieux NctO.
Nous désignerons par : 2a la longueur AA',
b la hauteur ON,
i l'inclinaison de AB sur la verticale, a l'inclinaison de BA' sur la verticale.
Nous supposons que le panneau soit sollicité par deux forces égales et symétriques Q et Q' appliquées en A et en A' : ces deux forces coupent la verticale ON sous l'angle 0, mesuré dans le même sens que le fruit i du montant.
Il s'agit de déterminer en grandeurs et signes les efforts supportés par les différentes barres du panneau.
Vu la symétrie de la figure, il est évident que les montants AB et A'B', ayant la même section droite, dont l'aire sera désignée par (I), supporteront des efforts égaux : Ro>.
Il en sera de même pour les écharpes AB' et A'B, auxquels correspondront les lettres R" et <i>". 35
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A rentreloisc AA' correspondront les lettres R' et co' .
En ce qui concerne rentreloisc BB', nous supposerons que le travail moléculaire subi par le métal soit égal à celui qui se rapporte à Tentreloise supérieure AA', soit R'. Quant à sa section oi', elle ne pourrait évidemment, dans ces conditions, èlre égale à o)'. Nous n'aurons pas du reste à nous en occuper.
(uvj A > "
Flg. 209.
Prenons pour axe des x la droite OB, et pour axe des y la droite ON. En raison de la symélrie de Touvrage, les droites AA' et BB' seront encore horizontales après la déformation, et la droilc ON verticale.
Désignons par w, le di^placcment horizontal subi par le point B, par u el v les déplacements horizontal et verlical subis par A, par suite de la déformalion élastique du panneau.
B' et A' ont subi des déplacements symétriques de ceux de B et de A, par rapport k Taxe Oy.
Ecrivons les équations d'équilibre relatives au nœud A, qui est sollicité par la force extérieure Q et les forces intérieures
(1) RV + R" co" sin a — R <o sin t — P sin e =; o.
R" w" cos a + R (0 cos f + P cos 6 = o.
Ecrivons les formules de la déformation relatives aux barres AA', AB', AB el BB', en remarquant que Ton a:
AA'=-- 2a, AB = — . , AB' = — ,
cos» cosa
BW = 2{a + 6\g i) = 2 (6 tg a —a). Enlrcloise AA' :
, a ab
Entreloise BB' :
Eu, En,
a-\-b{gi 6tga — a
D'où, en éliminant R' cnlrc les deux équations qui précèdent :
w, = w (1 + ^ tg i) = t/ ^^ tg ot — 1 j.
Cette relation entre t/j et u nous servira à simplifier les relations suivantes :
Montant AB :
R = E r-^ cos l
(4) ou R = -- (bu sin* i -f- av cos* t).
Echarpe AB' :
^ ,^(i*t + tt)8in« + ocosa _ K =£4 7 cosa
(5) ou R" =: — {bu sin* a + av cos* a).
Eliminons les inconnues R, R' et R" entre les équations (1), (2), (3), (4) et (5), et ordonnons les relations obtenues par rapport ku eiv.
tt(w'6+w'6sin'a— w6sin'«)+tj(flj''a sinacos'a—wasinicos*!) = — =:o,
Pa6cps6 tt(fca" 6 sin* « cos a -f w6 sin* f cos 0 + 1> (w"acos' a -^fM cos' i) -\- — ; — = o.
El
Résolvons par rapport à w et t; :
P asin6(4>"cos'a «^-ojcos'ij-l-acosO (6i"sin «cos* a — wsinï cos*î)
E « V ces'* « -f-fl^w' ces* i + ww" sin* (a f i) sin (a — t)
6sin6{w"sin'acosa -|- wsin*ïcosi)4- 6cosô(w'-J-&>'' sïn^u — wsin'/)
»Vcos'« + 6t>w' coB^i 4- W8*" sin* («+0 sin («— t)
Substituons cnliQ ces valeurs de it et de v dans les équations (3), (4) et (5). Nous obtiendrons les formules définitives :
//»\ n n «"sîn(Ô-t"«) 8În(ee+ ij8in(a — t) -|- w' cos ô cos* î
^ ' û>«" cos' a -|- ww' cos' i 4" **"" sin* (« + t ) sin (« — i)
/-v »^ / »> «" cos' a sin (0 + ce) + » cos* i sin (0 — f )
^ w«"cos'a -f- «w'cos* I -f û>«"sin* (« + t)sin(a -J-*)
,jj. P ^ p w sin (0 — t") sin (a + i) sin (a — t) — w' cos ô cos* a
^ ' ft>«" cos* « -f-«w' cos' t -f- ««" sin (a + »') sin (a — t)
Le problème est résolu : connaissant les sections w, ci>' et <o" des trois éléments qui aboutissent au nœud A, les équations (6), (7) et (8) permettront de calculer les valeurs du travail moléculaire R, R' et R", et par conséquent les efforts Rw, RV et R"co" supportés par ces barres.
On peut d'ailleurs, si on le préfère, se donner TR d'une des barres et les w des deux autres, ou bien encore les R pour deux d'entre elles, et Vtù de la troisième. Mais il est interdit d'arrôler a priori et simultanément les valeurs de R, de R', de R", ainsi que nous en avons déjà fait la remarque en traitant le cas général des fermes à barres surabondantes.
On peut aisément vérifier, par la combinaison des formules (6), (7) ot (8), que, si Ton a arrêté des valeurs de deux de ces quantités, celle de la troisième s'en déduit nécessairement. On a en effet, en éliminant co, o' et <ù" :
(9) R cos' a + R' sin (a — i) sin (a + i) — R" cos' i = o.
Les relations obtenues sont absolument générales, et s'appliquent à tous les cas imaginables.
On peut par exemple s'en servir pour étudier la stabilité d'un système sans liaisons surabondantes, obtenu par la suppression d'une des barres aboutissant en A.
Suppression des montants AB et A'B' : (o = o. On a un support en X.
cos a cos a
Suppression des entretoiscs AA' et BB' : w' = o.
-^ 13 sin (ô + a) ^„ „ ^ sin (9 — i)
sin (« -|- 0 sin(«-f-t)
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Suppression des écharpes AB' et A'B : <o''= o. Support rectangulaire non contreventé.
cosô , «in (Q -- 1) i\ <i> = — r . . , i\ <i> = " . : — .
COS t COS l
Si le montant est vertical, il faudra poser f = o.
Si Ton cherchait à déterminer la solution la plus économique, au point de vue de la dépense de métal, & adopter pour le panneau, on trouverait immédiatement :
et Ro) = — P.
Le support se réduirait aux deux montants AB et A'B'^ placés dans les directions des forces P et P'.
Dans Tétude que nous venons do faire, par la méthode des systèmes articulés, des conditions de stabilité d*un panneau de pile, nous nous sommes placé dans Thypothèse la plus élémentaire et la plus simple, ce qui ne nous a pas empêché d'arriver à des formules passablement compliquées.
Pour faire une étude réellement utile au point de vue des applications, il eût fallu examiner un cas se rapprochant dos conditions réelles de la pratique, et étudier par exemple une tranche horizontale de pile, formant un tronc de pyramide quadrangulairo, dont les huit sommets seraient reliés par des montants obliques, des entretoises horizontales formant les côtés des deux bases rectangulaires, et des écharpes dirigées suivant les diagonales des faces et suivant les diagonales intérieures du solide lui-même. D'autre part, il conviendrait de se placer dans le cas d'une charge dissymétrique affectant différemment les quatre nœuds qui occupent les sommets supérieurs du tronc de pyramide, et de no pas exclure Thypothèse d'efforts horizontaux dus à l'action du vent. On peutjugcr combien une telle recherche serait ardue et pénible, et de plus stérile, vu la complication des formules définitives, qui en rendrait l'emploi ou tout au moins la discussion impossible. Même en substituant aux lettres des valeurs numériques, comme nous l'avons fait pour les poutres à croix de St-André, on ne parvien-
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drail pas & rend ro pratique remploidecelté méthode pourVétiide despiles.
C'est pourquoi nous en reviendrons, dans la seconde partie du présent chapitre, à la méthode usuelle des systèmes rigides, seule susceptible de fournir une solution pratique et commode pour Tétude des pibs métalliques.
CALCULS Dt: STABILITÉ
«•&. CSénéraliléfii et définitions. — Nous allons applipliquor aux pjlcs métalliques la mélliode de calcul des systèmes rigides de hauteur variable^ exposée au chapitre IV. Pour simplifier notre étude, en nous rapprochant des conditions de la pratique, nous admettrons que Fouvrage considéré se compose :
1** D'un certain nombre de montants, dont les axes longitudinaux, droits ou courbes, se prolongent sur toute la hauteur de la pile. Il arrive parfois que certains montants auxiliaires s'arrêtent à une distance plus au moins grande de la plateforme de soubassement, leurs extrémités supérieures étant reliées aux montants principaux qui s'élèvent jusqu'au sommet delà pile (fig. 210); mais cette circons- Fig. 210. tance ne changerait rien à la marche à
ViaducsurJaSioule, suivre dans les calculs, /rt^^ ^"^^^* , Les montants sont habituellement com-
Qannat). primes, mais ils peuvent, dans des circons-
tances exceptionnelles, être soumis à des efforts d'extension ; ils jouent dans la pile le même rôle que les semelles dans une poutre.
2* De pièces de conlreventemenl, enlretoises oa écharpes obliques, reliant les montanls entre eux, et répartis en un certain nombre de triangulations simples, dont il conviendrait le cas échéant de faire disparaître les barres surabondantes, la présence de ces pièces ne pouvant qu'entacher d'erreur les résultats du calcul. Au lieu d'être toujours contenues dans les plans verticaux, comme pour les poutres, ces triangulations peuvent être situées dans des plans obliques, ou dans des surfaces cylindriques ou gauches, ayant chacune pour directrices les axes longitudinaux de deux montants.
Nous admettrons en principe que la pile possède deux plans verticaux de symétrie (au moins en ce qui concerne le système des montants, abstraction faite des pièces de triangulation), savoir (fig. 211) :
Un plan de symétrie longitudinal LL', contenant Taxe longitudinal du pont, et coupant la pile dans sa longueur.
Un plan de symétrie transversal TT' perpendiculaire à Taxe longitudinal du pont et coupant la pile suivant sa largeur, normalement à l'élévation du pont.
Pour éviter toute confusion, nous convenons ainsi de mesurer la longueur / de la pile sur l'élévation, c'est-à-dire dans la même direction que l'ouverture d'une travée adjacente ; et la largeur t normalement à Télévation, c'est-à-dire dans la mémo direction que la largeur du pont. Bien que contraire aux usages reçus, celte convention nous parait indispensable pour éviter des malentendus.
La verticale d'intersection des deux plans de symétrie est la fibre moyenne ou axe longitudinal de la pile, dont elle est un axe de symétrie.
La stabilité d'un pareil ouvrage doit être envisagée à deux points de vue distincts :
1** La résistance longitudinale, la pile étant soumise à l'action d'une force et d'un couple situés dans le plan longitudinal de symétrie ;
2*^ La résistance transversale, la pile étant soumise à l'action d'une force et d'un couple situés dans le plan transversal de symétrie.
CHAP. Vï. — II. PILES MÉTALLIQUES,
Résistance longitudinale (dans la direction de Taxe du pont).
Considérons un montant AB (iig. 21i). Soient (o Taire desa section droite dans le voisinage immédiat du plan horizontal HH' pris arbitrairement; i Tinclinaison sur la verticale, ou le fruits de la fibre moyenne du montant, à sa rencontre avec le plan HH'. La projection de la section droite sur ce plan aura pour aire (i> cos i.
H // ; vx ^- H
■■ ■ ^i^B • «^HB « «■«■> • mm^ m •■»<
Désignons encore par d la distance horizontale du centre de gravité de la section <o au plan transversal de symétrie TT': le moment d'inertie, par rapport à ce plan, de la section o) sera co d* cos t.
Soit enfin a Taire de la section droite d'une pièce de contreventement rencontrée par le plan horizontal HH' et a Tangle que forme Taxe longitudinal de cette barre avec le plan transversal de symétrie TT . La projection de la surfçice ^ sur ce plan de symétrie aura pour étendue : c sin a.
Nous appellerons :
Section horizontale rédxiite de la pile, la somme Q des aires 0) cos i, calculée pour tous les montants coupés par le plan horizontal HH' :
û = 2(1) cos I.
Moment d inertie longitudinal réduit^ la somme I dès momonls d'inerlie parliols o> d^ cos t, calculés pour tous les montants :
I = 2(0 tî^cos i.
Aire longitudinale de fâme^ la somme A des aires a sin « calculées pour toutes les pièces de la triangulation qui rencontrent le plan HH' :
A '= 2a sin a.
Résistance transversale (dans le sens perpendiculaire à Taxe du pont).
Opérons maintenant pour le plan longitudinal de s}naiétrie comme nous venons de le faire pour le plan transversal, en désignant par rf' sa distance au centre de gravité de Taire co, et par CL l'angle sous lequel if est rencontré par la fibre moyenne de la barre de contreventement.
Nous obtiendrons de même : le momeiit diiiertie transversal réduit de la pile :
r ■= 2(1) d'^ cos i ; et Y aire transversale de F âme :
A' = 2g sin a',.
ten. Formalcfl générales de ealeul. — Les forces in^ térieures qui sollicitent la section horizontale HH' de la pile peuvent toujours être ramenées au système composé :
1** D'un effort normal F, dirigé suivant la fibre moyenne (verticale) de la pile ;
2^ D'un moment de flexion longitudinal X, représenté par un couple situé dans le plan de symétrie longitudinal LL' ;
3<> D'un moment de flexion t7*a?isversil X', représenté par un couple situé dans le plan de symétrie transversal TT' ;
4° D'un effort tranchant longitudinal V dirigé suivant l'intersection (horizontale) du plan IIH' et du plan de symétrie longitudinal ;
5° D'un effort tranchant transversal V dirigé suivant Tin-
lerseclioa (horizontale) du plan HII' et du plan de syraélrio transversal.
Fig. 212.
Nous supposerons que F, X, X', V et V soient connus, ainsi que les aires et les moments d'inertie û, I, T, A et A', qui se rapportent à la section horizontale HH'de la pile.
Stabilité des montants. — La valeur du travail moléculaire R subi par un montant quelconque, défini par les distances d et d du centre do gravité de sa section aux plans do symétrie transversal et longitudinal, sera donnée par la formule :
Les doubles signes ±: fourniront pour R quatre valeurs différentes, qui se rapportent aux quatre montants placés symétriquement, par hypothèse, de part et d'autre des deux plans de symétrie (fig. 2H). On se rendra compte sans difficulté, en examinant les sens dans lesquels agissent les moments de
flexion X et X', des signes à attribuer, pour un montant délcr-
. ^ , Xrf , \'d' mmé,a -- et — •
Un des quatre montai)ts sera nécessairement plus fatigué
F \il X'd'
que les trois autres : ce sera celui pour lequel -, —et — ;-
auront leurs valeurs numériques précédées du même signe, R étant égal à leur somme. Il sera toujours aisé de reconnaître immédiatement la position de ce montant.
Y passe par un maximum quand (f atteint sa valeur limite
~, qui se rapporte aux montants les plus écartés du plan de
X'rf' symétrie transversal. II en est de même de '— , quand rf' at-
teint sa valeur limite- • Dans un ouvrage bien conçu, il con-
vient que d soit minimum pour le montant auquel se rapporte la valeur maximum de d\ et réciproquement. On arrive ainsi h uniformiser autant que possible le travail du métal dans les divers montants de l'ouvrage. Nous reviendrons sur ce sujet en parlant des règles à suivre dans la construction des piles métalliques.
Stabilité des pièces de contreventement, — Connaissant les efforts tranchants absolus V et V, il convient tout d'abord de calculer les efforts tranchants réduits W et W.
Nous substituerons h cet effet à la lettre A, dans la formule relative aux ouvrages de hauteur variable, les lettres / et F qui représentent la longueur et la largeur de la pile, mesurées suivant les intersections du plan horizontal HH' et des plans do symétrie LU et TT.
^ ^ l dx ' l'dx
Soient a et a' les valeurs du fruit de la pile, que Ton peut relever sur l'élévation et sur la projection transversale de Touvrage.
On a :
Il n'est pas possible de se rendre un compte exact du travail subi par une pièce de contreventement déterminée, sous l'influence des efforts tranchants réduits W et W, sans faire
iDtervcnir les formules de la déformation, ce qui compliquerait singulièrement les recherches, sans présenter en général d'utilité pratique. On se bornera à évaluer le travail moyen des barres de triangulation par la formule :
II suffira que R soit sensiblement inférieur à la valeur moyenne des limites pratiques de résistance admii^sibles pour les différentes barres considérées chacune en particulier,pour que la stabilité soit assurée. Pour peu que le nombre des barres de contrevenlement soit considérable, comme il n'est pas possible de descendre pour aucune au-dessous des dimensions minima indispensables pour pouvoir les assembler solidement aux montants, et éviter leur flambement sous les efforts de compression, on se trouvera toujours conduit à attribuer à cette partie de la construction une résistance bien supérieure à colle indiquée par la formule précédente. On se contentera d'en faire la vérification a poUeriori^ pour s'assurer qu'à ce point de vue la pile offre toute sécurité.
t«V. EffeU de la charge. — L'action exercée par le poids du pont sur la pile peut être représentée par :
Une force verticale Q, habituellement dirigée de haut en bas, et passant par le centre de gravité de la section horizontale du sommet.
Un couple de renversement longitudinal [a, situé dans le plan longitudinal de symétrie. Lorsque chaque poutre repose sur la pile par l'intermédiaire d*un appareil de dilatation à rouleaux, il existe un moment de renversement quand le centre de cet appareil ne correspond pas exactement au milieu de la pile. Soit m le déplacement total subi par l'appareil lorsque la température varie enlre ses limites extrêmes ; le couple [jl
varie entre les maxima : db — • Dans les ponts-grues en-
castrés sur leurs piles, le moment jx est fourni par l'épure de stabilité des poutres.
Un couple de renversement transversal^'^ situé dans le
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plan transversal de symétrie. Ce moment esl toujours nul en dehors de Thypollièse où la surcharge du tablier serait dissymétrique. On peut supposer par exemple qu'un pont-rail à double voie soit parcouru par un seul train : soient P le poids du train et a la distance de Taxe delà voie au milieu du tablier. Le pont exerce sur lapilo un moment de renversement transversal représenté par Pa. En général on ne se préoccupe guère d'étudier les conditions de stabilité d'une pile sous Teffet d'une surcharge dissymétrique. Remarquons pourtant que si cette tendance au déversement, qui est d'habitude peu importante par elle-même, vient s'ajouter au moment de renversement dû à un vent violent, la sécurité peut être compromise. Comme à ce même instant la surface des poutres, sur laquelle s'exerce la pression de Tair, s'augmente de Tétendue en élévation du train, on doit reconnaître que la chute d'un pontrail à double voie, provoquée par une tempête, doit se produire au moment du passage d'un train sur la voie la plus éloignée de la poutre directement frappée par le vent.
Désignons par q le poids par mètre courant vertical de la pile elle même ; ce poids peut varier avec la hauteur, mais il sera toujours possible de l'évaluer numériquement à un niveau quelconque^ connaissant la disposition et les dimensions de l'ouvrage.
Prenons pour axe des x la fibre moyenne verticale de la pile et pour origine 0 le centre de la section horizontale du sommet.
Pour une section horizontale quelconque définie par sa distance X au sommet, on aura :
F = — Q— / qdx ,
.11 n'existe pas d'eiïort tranchant et les moments de renver^ sèment sont constants sur. toute la hauteur. *
4. Coite affirmation n'est pas absolument exacte. Il peut arriver qu'accidentellement les poutres exercent sur la pile une poussée iongitudinfil^ et
En appliquant la formule de la page 335, on pourra évaluer le Iravail R subi par le mêlai d'un montant quelconque, défini par ses dislances ^/ct d aux plans de symélrie, lorsqu'on aura dressé les épures des F et des X.
F En pratique - est toujours négatif, et donne lieu à un travail à la compression, mais il existe toujours un moulant sur quatre pour lequel— et — sont positifs. Si - H est plus
grand en valeur absolue que - , ce montant travaille à Fex-
tension. Cela peut offrir des inconvénients, soit que les montants soient en fonte, matière peu propre à résister à des efforts de traction, soit que Ton ait des doutes sur la parfaite solidité de sa liaison avec le soubassement
en maçonnerie. Il sera toujours possible de corriger ce défaut en augmentant Tempatle-
ment du support. Comme — et — sont [inversement proportionnels aux valeurs moyennes de d et rf, on peut toujours rendre leur
somme plus petite qu'une quantité donnée
- , en élargissant la base de la pile (fig. 213).
Pour le pont du Forlh, comme on tenait à éviter que dans aucun cas les maçonneries de fondation ne fussent soumises à
Fig. ?I3.
Viaducdu Bellon
(Commentry
à Gannat).
horizontale, d'ailleurs toujours très faible : frottement de roulement des appareils de dilatation sur les plaques de support ; effort de traction d'une locomotive ; force retardatrice développée par le serrage des freins, etc. SoLj P cette poussée. On à V iz: P. P est toujours assez petit pour qu'on n'ait pas à s'en préoccuper dans Tétude du contrevenlement. Mais on a d'autre part : X = ^ + Px. X, au lieu d'ôtre constant, croît avec x ; il est maximum à la partie inférieure de la pile, pour laquelle x est é^al à la hauteur totale H.. Bien qu'il soit difficile d'évaluer P avec quelqu'exaclitude, il est bon de tenir compte de l'éventualité de celte poussée, en faisant croître la longueur / de la pile avec la distance ^r au soinînet, de façon à élargir sa base d'appui sur le soubassement dans le sens longitudinal.
des efforls de soulèvement, on a adopté des dimensions considérables (fig. 174) :
/= 79"30 et /' = 36-60.
tes. Effets du ¥ent. — Considérons le cas général où le vent attaquerait le pont dans une direction oblique à la fois sur le plan d'élévation du pont et sur le plan horizontal. On pourra toujours évaluer l'action totale exercée sur les poutres et en déduire les valeurs de la poussée II et du couple de renversement p auxquels la pile devra pouvoir résister. On décomposera la poussée II, oblique à la direction du pont, en une force verticale T et deux forces horizontales S et S' situées dans les plans de symétrie de la pile ; le couple p en deux couples V et v' situés respectivement dans ces plans.
Désignons d'autre part par t^ la pression totale exercée par mMre courant de hauteur sur la pile elle-même ; cette pression, qui peut varier avec la hauteur, devra être calculée numériquement pour chaque section horizontale HH' définie par sa distance x au sommet de la pile. On la décomposera également en trois forces, l'une verticale t dirigée suivant Taxe de la pile, et deux horizontales s eis' situées dans le plan de symétrie.
Cela fait, on n'aura plus qu'à tracer les épures des efforls normaux, des efforts tranchants et des moments fléchissants à l'aide des formules :
tdx
sxdx^
r% rx r
V = S + / $dx , X = V + Sx + a: / sdx ~ 1
V'= S'+ / \'dx , X' = v' + S'a: + X f' s'dx— C s'xdx.
On opérera ensuite comme dans le cas de l'article précédent pour étudier les conditions de stabilité des montants et du contreventement. .
Dans les applications, on se borne souvent à étudier le cas 011 le vent agit horizontalement dans une direction perpendiculaire à l'élévation du pont.
Dans cette hypothèse, T, ^ S, 5 et v sont nuls, et les équations qui précèdent deviennent :
F = o , V'=S'+ Cs^dx ,
X = o , X' = v' + S'ar+ x / s'dx — / s'xdx.
tus. Action «imaltanée de la eliarg^o et du veut. —
On est libre d'étudier séparément ou simultanément Teffort de la charge et du vent. Nous nous bornerons à traiter le cas pratique où les poutres transmettent à la pile une charge verticale Q et un moment longitudinal de renversement [x, le vent étant dirigé normalement à Télévalion du pont, et donnant lieu à une poussée transversale S' et à un moment de renversement transversal v'.
On a :
F = -Q-£qdx ,
' s'dx — j s'xdx, V'==S'+/ s'iix.
Dans le cas particulier où l'on peut sans grande erreur attribuer à y et s' des valeurs constantes correspondant aux moyennes calculées sur toute la hauteur de la pile, on trouve:
F = -Q-ya: ,
En désignant par H la hauteur totale du support, on trouve pour sa section d'encastrement sur le soubassement en maçonnerie :
F =— Q — P (P étant le poids total de la pile) ,
X' = v' + S'H + f^ (H - x) s'dx,
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. Après avoir dressé les épures des F, V et X', on arrêtera les dimensions définitives des éléments de Touvragc à Taide des formules de stabilité de l'article 166.
DÉFORMATION
190. Formules i;énérales. — Nous admettrons que la section de base BAB' de la pile, située à la distance verticale H au-dessous de Torigine 0, que nous plaçons toujours au
centre de la section horizontale supérieure, soit fixe, la pile étant encastrée sur un soubassement indéformable.
Conservons les notations de Tarlicle précédent, et désignons par Oy et Oy' deux axes rectangulaires horizontaux placés respeclivement dans les plans de symétrie longitudinal et transversal (fig. 214).
Nous connaissons, bien entendu, pour une section horizontale quelconque, définie par sa distance x à l'origine, les quantités Û, I, F, F, X etX'. Il s^agit d'établir les équations de la courbe décrite par la fibre moyenne déformée^ dirigée primitivement suivant la verticale OA.
Soit M un point de cette fibre, défini avant la déformation par son abscisse x.
Nous désignerons par S^ le tassement vertical subi par le point M, c'est-à-dire la diminution de sa distance H — ît au point fixe A,
Fig. 214.
Nous appelleroQS y et y' les coordonnées de ce point, par rapport aux axes Ox cl Of/\ après la déformation. Les conniposanted dans lesplansa;Oj/ et xOy du déplacement angulaire subi en
}i parla fibre moyenne seront représentées par. j- et j- •
Appelons m, /et /"', 0 et 6' les valeurs particulières que prennent les variables ix, y, y', -r et — quand on considère l'origine 0.
En appliquant l'équation de la résistance des matériaux
EIt^ = X, et suivant la marche habituelle, que nous avons
déjà eu l'occasion d'exposer plusieurs fois, on arrivera aux formules suivantes :
Equations de la fibre moyenne déformée : Sa: = — / =r dx ;
— r^ f^xxdx
y-^j, El X Ei ' ~X El' '
du dx
Déformation au sommet 0 :
f X(H — x)Ag ' J El :
Z'" X'dx
' " ./, Kl'
Le calcul par quadrature des iatégralcs définies contenues dans ces équations ne présentera aucune difficulté. On pourra donc toujours tracer les projections sur les plans xOy et xOy' de la courbe décrite par la fibre déformée.
Les sections horizontales de la pile reslant normales à la
fibre moyenne, les expressions r et j^ représentent les com-
posantes dans les plans xOy et xOt/ de leurs déplacements angulaires.
Rien n^empècherait d'étudier la déformation de la pile pour différents cas de surcharge et de direction du vent. Mais il suffira en général de calculer les déplacements w, f ci f du. sommet qui sont les seuls renseignements offrant de Tintérèt.
Nous n'avons pas cru nécessaire d'insister sur les signes à attribuer aux inconnues ii, 0,/, O'et f. On se rendra toujours aisément compte de la direction dans laquelle la fibre se déplace, sans qu'il soit utile de recourir à des règles théoriques qui ne feraient qu'obscurcir la question.
tiri. Mctbode al>réi;ée. — Supposons que Ton connaisse les valeurs successives du travail R développé à différentes hauteurs dans chacun des montants de la pile, sous Tactioii du vent, et dans des conditions de surcharge déterminée. Oa pourra évaluer assez exactement le tassement vertical ti subi par le sommet de ce montant à l'aide de la formule :
Jo E
u, tassement du montant, est positif si, cette pièce étant comprimée^ le travail R est négatif.
Cette relation n'est rigoureuse que si le montant est vertical, mais, appliquée à un montant oblique ou courbe, elle donne un résultat assez approché de la vérité.
Il sera très facile de calculer tt pour chaque montant. Après avoir ainsi déterminé les positions occupées par les sommets de tous les montants après la déformation, on en conclura sans difficulté le tassement u et les déplacements angulaires 6 et 6' de la section horizontale du sommet en me-
nant le plan moyen le plus rapproché dos oxlrémilés des montants, c'est-à-dire le plan défini par la condition que la somme de ses distances aux extrémités en qnestion soit un minimum. Cette méthode abrégée peut fournir des indications utiles sur la déformation do la pile, dont la recherche^ faite suivant la marche exacte indiquée à Tarticle précédent, cxig-erait des calculs assez compliqués et laborieux. Elle ne donne d'ailleurs aucun renseignement sur les déplacements horizontaux/ et /^.
199. Caleal des eoemeiento y et r. — Nous avons vu à Tarticle 141 que, pour établir les épures de stabilité d'un pont-grue ou d'une poutre continue, il est indispensable do connaître les relations qui existent : d'une part entre le tassement ti du sommet d'une pile et la charge Q qui l'occasionne ; de l'autre, si la pile est encastrée, entre le déplacement angulaire longitudinal 0 de son sommet et le moment de renversement longitudinal *a qui le produit.
11 n'y a plus à s'occuper ici du poids propre do la pile, ni de rinfluence du vent, puisqu'on veut simplement se rendre compte de la déformation subie par la pile lorsqu'on monte le pont.
Les formules de l'article 150 deviennent par conséquent :
Dans les relations u = yQ et 6 == V]l de l'article 141, les coefficients numériques y et F seront donc représentés par les intégrales définies :
/•H djp r^ dx
Leur évaluation ne présentera aucune difficulté. Dans le cas particulier où û et I sont des constantes sur toute la hauteur de la pile, ces formules se simplifient :
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Oq pourra en général, pour abréger le calcul, se servir de ces relations, on altribuant à û et I les valeurs moyennes qui se rapportent à la section horizontale prise au milieu de la hauteur du support.
Nous ferons ici une remarque qui peut avoir une certaine importance :
Dans l'étude faite des ponts -grues encastrés sur leurs supports, il a été admis que la déformation de la fibre moyenne, au droit de Tencastrement, /concordait exactement avec le déplacement de la section horizontale du sommet de la pile : cela revient à supposer que l'encastrement est réalisé au milieu de la hauteur de la poutre, tandis qu'en réalité c^esl toujours la semelle inférieure que Ton relie au support.
Il en résulte que Vu et le 0 du sommet de la pile, fournis par les formules précédentes, peuvent différer de Vu et du 9 de la fibre moyenne, dont on a besoin pour le calcul du pont, de Técart qui existe entre la déformation de celte fibre moyenne et celle de la semelle inférieure encastrée sur la pile. Cet écart peut n'être pas négligeable si la hauteur de la poutre n'est pas très petite comparativement à celle de la pile.
Dans ce cas, pour obtenir dos résultats suffisamment exacts, il est indispensable de considérer le panneau de pile de la poutre comme formant le prolongement de la pile jusqu'à la fibre moyenne, c'est-à-dire jusqu'au milieu de la hauteur de la poutre.
£n d'autres termes, Torigine 0 des hauteurs, qui figurent dans les intégrales définies donnant y et T, devra èlre placée non pas au sommet de la pile, mais au milieu do la hauteur de la console.
Soit h cette hauteur ; les formules à employer seront :
Considérons à tilro d'exemple le support cenlral du pont du Forth ; la pilo proprement dite est constituée par deux massifs en maçonnerie, de faible hauteur, que Ton peut considérer sans erreur appréciable comme indéformables. Les coefficients Y et r seraient donc nuls si Ton ne devait pas, en raison de la remarque précédente, considérer comme formant le prolonge-* ment de la pile le panneau central dont la hauteur h atteint 100 mètres.
La pile métallique ainsi définie a pour hauteur 50 mitres ; elle se compose de quatre colonnes verticales ayant chacune O^^jSSOOO pour aire do section transversale et écartées d'axe en axe, sur l'élévation du pont, de 79", 30.
D'où 1 = 4x0,53600x1(79,30/.
Posons E = 1,60X10".
On a : r = 50.
D'où
Jl
~ j El ~ 10"
Lorsqu'une des grandes travées supporte sa surcharge d'épreuve complète, à raison de 6.700 kil. par mètre courant, l'anlre travée étant réduite à son propre poids, le moment \f, do renversement est égal à 160.000 tonnes-mètres.
D'où: 9 = r|t = 0,00016.
La flèche d'abaissement de l'extrémité de la console appar* tenant h la travée chargée, qui correspond au déplacement angulaire 0 do la fibre moyenne au droit de la pile, e«t égal ii 6 X 207, soit O'^^OSa. Si l'on y ajoute la flèche d'abaissement 0^16, due à la déformation propre de la console assimilée à une poutre encastrée à une extrémité et libre à l'autre, on trouve en définitive pour le déplacement vertical de l'articulation, sous l'influence de la surcharge d'épreuve complète couvrant une seule des grandes travées : 0"*,192,
Supposons qu*au lieu do former la pilo de doux massifs isolés distanls de 79 m 30 d'axe en axe, on Tcût réduite à un
seul pilier, en plaçant à 10 m. de dislance seulement les colonnes extrêmes du panneau central de la poutre. L'angle 6 aurait été dans ces conditions multiplié par 6i, et la flèche correspondante serait passée de 0 m. 032 à 2 m. 05. L'abaissement total de l'articulation eût été de 2 m. 20, l'inclinaison correspondante des voies ferrées sur Thorizontale excédant un centimètre par mètre. La grande longueur de base attribuée à l'encastrement de la console était ainsi commandée non-seulement par l'opportunité de ne jamais faire travailler à la traction les boulons d'ancrage de la ferme dans les maçonneries de la pile, mais encore par la nécessité de limiter d'une manière convenable la déformation de la grande travée sous le passage des charges roulantes.
Nous nous sommes basé, dans le calcul qui précède, sur des renseignements fournis par Isl Revue géiiérale des chemins de fer (février 1889). A défaut d'indications précises, nous avons cru pouvoir attribuer aux colonnes verticales du panneau de pile les mêmes dimensions qu'aux membrures inférieures à seclion circulaire évidée des fermes. D'autre part, il nous a semblé résulter du texte de Tarticle que l'aire de la seclion transversale de ces membrures, indiquée comme étant de 53,600 millimètres carrés, devait être en réalité dix fois pins grande, et atteindre un demi-mètre carré. A supposer que nous ne nous soyons pas trompé dans nos conjectures,les renseignements dont nous nous sommes servi étaient trop incomplets pour que l'étude qui précède puisse être regardée comme méritant quelque confiance. Nous no la présentons ici que comme un exercice de calcul, utile à donner à titre d'exemple, sans prétendre formuler des indications exactes en ce qui touche les déformations réelles que Touvrage en question pourra subir sous sa surcharge d'épreuve.
Dans les applications que l'on pourra faire des formules générales de l'arlicle 170, il conviendra, toutes les fois qu'on se proposera d'étudier non pas la déformation de la pile proprement dite, mais celle du pont qu'elle supporte, de considérer comme dans le cas précédent le panneau de pile comme prolongeant le support jusqu'à la moitié de la hauteur de la poutre» On obtiendra ainsi les valeurs Uy ô, /*, 6' eif des déplace-
menls rectiligncs et angulaires subis par la libre moyenne dé la console au droit de la pile.
DISPOSITIONS GÉNÉRALES DES PILES
iVS. Coniie horizontale.— Admettons que Ton ait arrêté provisoirement les dimensions d'une pile, de façon à se rendre compte approximativement de son poids et de la surface pleine qu'elle oppose au vent. On peut alors dresser les épures de TefTort normal F et des moments fléchissants longitudinal X et transversal X'. Il convient ensuite de vérifier a posteriori si les dispositions primitivement admises étaient justifiées, et, dans Thypothëse contraire, de les remanier en vue d'obtenir un ouvrage satisfaisant.
La coupe horizontale d une pile possède, en ce qui touche le système des montants, deux axes rectangulaires de symétrie LOL' et TOT situés respectivement dans les plans verticaux de symétrie de la construction.
Considérons le quart de plan compris entre les axes OL cl OT. Il est désirable, si Ton veut obtenir une bonne utilisation
du métal, que la valeur ipaxiiuum du travail à la compression, dans les circonstances les plus défavorables, soit la même pour tous les montants rencontrés par la portion de plan LOT. Soit M un de ces montants^ dont la position est définie par les distances d et d du centre de gravité de sa section aux droites OT el OL. La valeur R du travail maximum à la compression subi par la matière sera fournie par la relation :
F Xd X'd'
où Ton attribuera à F, X et X' les valeurs maxima résultant de la simultanéité des circonstances les plus défavorables, comme surcharge et vent, et précédées du même signe, qui ne peut être que le signe — , Teftort normal F étant toujours négatif, puisqu'il donne lieu à une compression du montant.
Les valeurs numériques de F, X et X' sont supposées connues, comme résultats de calculs antérieui^.
Si Ton passe du montant M à un montant voisin, situé dans le même quadrant LOT, on ne modifiera la formule donnant R que par la substitution à â? et ef des coordonnées du centre de gravité du nouveau montant.
Pour que la valeur de R ne subisse pas de changement, il faut et il suffit que la relation
soil satisfaite quand on prend pour variables les coordonnées d et d\ les autres lettres représentant des constantes. Or, c'est Téquation d'une droite. Il faut par conséquent que les points de rencontre des fibres movennes de tous les montants et du quart de plan LOT soient situés sur une droite.
En vertu de la symétrie de la pile, il existe dans les trois autres quarts du plan des droites analogues qui forment avec la première un losange ayant ses quatre sommets sur les axes LL' et TT'.
D'où la règle théorique : les points de rencontre des fibres moyennes de tous les montants d'une pile avec un plan horizontal quelconque doivent être situés sur le périmètre d'un
losange ayant ses sommets dans les plans verticaux de symétrie. Si à une construction ainsi disposée on ajoute un montant passant à Textérieur du losange, ce montant travaillera plus que les autres, et sera par conséquent exposé à se rompre avant eux ; s'il passe à rintériear du losange, il travaillera moins, et le mêlai sera mal utilisé.
Fig. âlO. FIg. 817.
Cette condition est remplie par les piles à quatre montants dont la coupe horizontale est un rectangle à côtés parallèles aux axes LL' et TT', dont les sommets correspondent aux montants. Ce rectangle est en effet toujours înscriptible dans un losange à diamètres parallèles h LL' et TT'. Cette disposition est la plus usitée par les constructeurs, et nous jugeons superflu de citer les innombrables ponts auxquels elle a été appliquée.
M. de Nordling a construit, pour les viaducs du réseau central d'Orléans, un certain nombre de piles dont la base, comportant huit montants, a une section octogonale également rationnelle, les huits sommets étant placés sur les côtés d'un losange (fig. 217) : viaducs de la Cère, de la Bouble, de Rouzat, etc.
A titre de dispositions vicieuses, nous citerons :
1** Les piles du viaduc de Busseau d'Âhun, dont les montants, au nombre do huit, sont placés sur deux files parallèles à l'axe TT' et par suite ne sont pas sur le périmètre d'un losange (flg. 219).
2*^ Les piles du viaduc de Crumlin, en Angleterre (fig. 220). Ce type, qui comporte quatorze montants, est très critiquable. On peut classer les montants, d'après la fatigue que subit le
87a POUTRES A TRAVÉES SOUDAIHES.
métal dans les circonslanccs dos plus défavorables, comme il suit : montanls les plus exposés, losange extérieur : aa a'a' ; montanls moyennement chargés, losanges intermédiaires:
Fig. S18. — Viaduc de la Gère.
bbb b'b'b\ ce' ; montanls les moins chargés, losange intérieur : dd.
A= ^e-— €)rr-
'-' ly^^.y
La matière est doDC mal utilisée, vu la très inégale répartition des efforts entre les^diffé* rentes colonnes.
3"* Les piles du viaduc de Fribourg (fig. 221). Ce type soulèvç les mêmes objections que le précédent, les montants étant répartis sur trois losanges successifs :
Losange extérieur, aa a' a ' ;
— intermédiaire, bbb b'b'b' ;
— intérieur, ce'.
i>ri — ^>y
Fig. 221.
/ tt
t9â. Piles à quatre inontauts. — Après avoir arrêté la limite uniforme R du travail maximum à la compression imposée, dans les circonslances les plus défavorables, à tous les montants d'une -pile, rien n'empêche d'admettre une condition semblable en ce qui louche le travail maximum à Textension R'. Il suffira de changer les sens des moments X et X' sans toucher à leurs valeurs numériques, ce qui donnera la nouvelle équation :
„, F Xd X£
Les valeurs numériques de F, X et X' sont supposées précédées do signe — . Si R' est positif, il représente le travail maximum à l'extension subi, dans les circonstances les plus défavorables, par le montant considéré; s'il est négatif, il représente le travail minimum à la compression, le montant n'étant par conséquent exposé en aucun cas à subir un effort de traction.
Pour le pont du Forth, par exemple, on a disposé les piles de telle sorte que les piliers en maçonnerie fussent toujours comprimés, quelles que pussent être la répartition de la surcharge et la direction du vent. Les deux limites R et R' sont donc l'une et l'autre négatives.
Si on ne considère dans Téquation (2) comme variables que les coordonnées d et d du montant, elle représente encore une
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droite, éi on obtient, comme précédemment, un losange, sur le périmètre duquel tous les montants de la pile doivent rencontrer le plan horizontal LL' TT : dans chaque quatrant du plan, rinlersection de la droite (1) et de la droite (2) fournit la position du montant unique à Admettre.
En conséquence, si Ton veut qtie les limites extrêmes R et K\ de même signe ou de signes contraires, entre lesquelles variera le travail du métal dans les montants, soient exactement les mêmes pour tous les éléments de la construction, on ne pourra attribuer à la pile que quatre montants, situés aux sommets d*un rectangle inscrit dans les deux losanges (1) et (2).
Soient / et /' les côtés de ce rectangle, qui représentent la longueur et la largeur de la pile dans la section considérée.
On a :
I = Û7etr = Û7; rf=jet(f=5-
Les équations (1) et (2) se présentent donc sous la forme :
(3^ a + ïïi+HF-*^ '
D'où Ton tire :
Il convient de ne pas oublier que dans cette formule, F et R sont des quantités négatives ; R' peut être, suivant les cas, positif ou négatif.
L'aire réduite de la pile, c'est-à-dire la somme des projections horizontales des sections droites des montants, est indépendante des dimensions horizontales / et /', ainsi que des moments fléchissants X et X'.
On a d'autre part la relation : «
AP. VI. — 11. PILKS MÉTALLIOUES.
Le rectangle, dont les sommets sont sur les libres moyennes des quatre montants, est inscrit dans le contour formé par
\m • ^^ • «M • «■» • ^ma • « p* • »mm •
FIg. 222.
quatre branches d^hyperbole dont les asymptotes sont respectivement parallèles aux axes de symétrie LL' et TT', à des
distances représentées par ± -
et du — • •
Pour / = 00 , on a ' = y • 53^/
Pour /= 00, on a ^=Y-RTriP
On a le choix entre une infinité de rectangles remplissant la condition posée, et la décision prise n'exerce aucune influence sur les sections à attribuer aux montants, puisque û est indépendant de / et de /'.
Si Tune des dimensions lou F a été fixée a priori (largeur du pont ou du massif de fondation par exemple), Tautre se déduira soit d'une construction géométrique simple, soit de la résolution de l'équation (5).
Si on est libre de fixer arbitrairement / et f, le mieux sera
de prendre le rectangle ABCD, donl les côtés ont respectivement pour longueurs :
al ^
al'
al
Le périmètre de ce rectangle 2/+ ^^est un minimum, ce qui est avantageux au point de vue du poids des pièces de contrevenlemcnt.
Cas particulier \ soitR'=o. Le travail à la compression d'un montant quelconque varie entre la limite supérieure R, choisie arbitrairement, et zéro : le montant ne peut travailler à Textension.
Les équations (3), (4), (5), deviennent :
L'aire réduite est le double de celle que posséderait la pile si elle n'avait à résister qu'à Teffort normal F, les moments fléchissants X et X' étant toujours nuls. Elle est d'ailleurs indépendante des valeurs numériques de ces moments.
/ varie entre les limites-^ et » ,
t varie entre les limites -r et oo .
Les courbes de la figure 222 deviennent indépendantes de la valeur attribuée à R ; les dimensions l et /' de la pile ne sont donc plus influencées par la nature du métal employé. Que ce soit de la fonte, de l'acier ou du fer, la longueur et la largeur du support resteront les mêmes.
Quant au rectangle ÂBGD, qui constitue la solution la plus avantageuse, si aucune considération particulière ne conduit à fixer a priori soit une des dimensions / ou /*, soit leur rapport - , ses côlés ont pour longueur :
et
Le cas que nous venons de traiter se rencontre fréquemment dans la pratique. Si les montants sont en fonte, il est bon de ne pas les faire travailler à l'extension. Pour la section de base de la pile, qui la relie au soubassement en pierre, la condition R! ^ o doit toujours être remplie, parce qu'il est dangereux de faire travailler à la traction les boulons d'ancrage, au risque de soulever les assises de la maçonnerie ou tout au moins de relâcher l'assemblage, les boulons prenant du jeu dans leurs trous (fig. 240 et 213).
Dans certains ponts (pont du Forth , fig. 174; pontduKentucky-River, fig. 230), où Ton a jugé opportun d'interposer entre les bases des montants et les plaques d'appui du soubassement des appareils de dilatation à rouleaux, il est indispensable de réaliser la condition R' < o, si Ton veut éviter le renversement de la pile qui est simplement posée sur son soubassement, auquel elle n'est pas reliée par des ancrages.
Etant entendu que la valeur limite R' du travail ne doit pas être positive, il conviendra en général de la prendre aussi voisine que possible de zéro, les dimensions / et t croissant au fur et à mesure que Ton augmente la valeur absolue de la limite négative R'.
Nous reviendrons plus loin sur ce sujet. Nous traiterons encore le cas particulier où le moment de flexion longitudinal X serait supposé nul.
Pour que cette hypothèse soit réalisée, il faut non-seule-
Fig. 22;3. — Pont sur la Lyse (Ncrwègp). Elévation générale.
Fig. 224. — Pont sur la Lyse. Détail des piles.
ment que le pont soit simplement appuyé sur la pile, mais encore que celle-ci soil articulée à ses deux extrémilés sur les poutres et sur le soubassement (fig. 223 et 224).
On peut alors admeltre en toute certitude que X sera toujours nul.
D'où: 1 = 0 ,
Si R' est nul: /' = ^ •
Les montants de la pile ne sont plus qu'au nombre de deux et leur écartement est nécessairement égal à la valeur de /' que nous venons d'énoncer, quelle que soit la limite R admise pour le travail à la compression.
176. Plies ayant plus de quatre montants. — La méthode exposée dans l'article précédent permettra dans tous les cas imaginables de déterminer les dimensions à attribuer à la section horizontale d'une pile à quatre montants, en tenant compte des circonstances spéciales où Ton se trouve : épures des F, des X et des X' ; nature du métal (R et R'), etc.».
Supposons à présent que Ton veuille porter au-delà de quatre le nombre des montants. On ne pourra pas maintenir à la fois l'uniformité du travail maximum à la compression R, et celle du travail minimum à la compression ou maximum à l'extension R' ; nous avons vu que cette double condition entraîne forcément la réduction à quatre du nombre des montants. On n'en conservera donc qu'une seule, celle qui par exemple se rapporte à R et qui est représentée par l'équation (1) de l'article 173. Après avoir obtenu par tâtonnement une section horizontale satisfaisant à cette condition, on vérifiera, avec l'équation (2), que le travail-limite R', sans être le môme pour tous les montants^ ne présente pour aucun d'eux une valeur inacceptable.
On pourra d'ailleurs suivre une marche plus rapide et donnant toujours un résultat satisfaisant.
Supposons que Ton ait tout d'abord déterminé, par la mé-
ihodo de rarliclc 173, la seclion rcclangulaire abcdqnW conviendrait d'adopler, dans le cas considéré, pour une pile à quatre montants ; il s'agit do passer de cette section à celle qui conviendrait pour une piie à montants plus nombreux.
Fig. 235.
Les longueurs ab ou /, et ad ou t ont été calculées à Taide des formules (7) et (8), ou (7)' et (8)'.
Circonscrivons au rectangle abcd Tellipse mnpq dont les axes ont des longueurs proportionnelles aux côlés parallèles do ce rectaugle :
mn
l\j2 , pq = ï\j2.
Quel que soit le nombre des montants, supérieur à quatre, que doive comporter la pile, ces montants devront couper le plan horizontal considéré sur le périmètre de Tellipse nmpq,
Cetle règle pratique, très-simple à appliquer, donnera toujours de bons résultats.
Examinons à titre d'exemple le cas d'une pile à huit montants.
Traçons le losange mp n^, inscrit dans Tellipse et le losange m' p' n q' semblable au premier et circonscrit à celte courbe, à laquelle ses côtés sont tangents en a, b, c et d.
Tout losange intermédiaire semblable aux deux premiers,
entre lesquels il sera intercalé^ fournira, par ses intersections avec Tellipse, les points de passage des huit montants d'une pile établie rationnellement. On jouira donc à cet égard d'une certaine latitude, entre les limites fournies par le losange extérieur m /?Vy', qui correspond au rectangle abcd de la pile à quatre montants, et le losange intérieur mpnq, dont les sommets correspondent aussi à quatre montants, qui remplissent, en ce qui touche les limites de travail R et R', les conditions imposées par les équations (i) et (2). La pile mpnq , dont la base est un losange, est équivalente à cet égard, comme à celui du poids total (aire réduite û), à la pile abcd.
On peut donc aisément, comme on vient de le voir, passer de la pile à quatre montants à une pile équivalente en comportant un plus grand nombre.
Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons à parler de la pile à quatre montants, qui constitue en somme le type le plus rationnel et le plus usité, étant bien entendu qu'on peut toujours lui faire subir la transformation indiquée, sans modifier sensiblement ses conditions de stabilité, tout en augmentant le nombre de ses montants.
tve. Piles d'égale réffistoiiee. — Quand on veut attribuer à une pile métallique la forme d'un solide d'égale résistance, qui constituera toujours, si les circonstances permettent do l'adopter, la solution la plus rationnelle, il convient d'admettre, pour toutes les sections horizontales, de la base au sommet, les mêmes valeurs pour les limites extrêmes du travail, R et R', qui se rapportent aux quatre montants. On attribuera à R, limite supérieure du travail à la compression, la valeur qui convient à la nature du métal employé, ainsi qu'à la coupe transversale de chaque montant : on sait que, les pièces comprimées étant sujettes au flambement, il faut tenir compte pour la fixation de la limite R du moment d'inertie minimum de leur section droite, comparé à la longueur de chaque tronçon limité à la rencontre de deux entretoises de contreventement consécutives.
Il reste à fixer la limite R', qui peut être soit négative, si l'on veut qu'un montant quelconque ne puisse jamais, dans
les circonstances les plus défavorables (X et X' positifs), travailler à Tcxtonsion, soit positive, si Ton admet cette éventualité.
Nous indiquerons plus loin les considérations qui doivent guider le constructeur dans la décision à prendre. Nous admettrons pour le moment que Tou ait pris à cet égard une détermination, et que la valeur de R' soit arrêtée.
Nous supposerons,bien entendu, que Ton a dressé à Tavance les épures de l'effort normal F (qui est toujours négatiO, du moment de flexion longitudinal X et du moment de ilexion transversal X' .
L'aire réduile Û sera fournie, à un niveau quelconque, par la relation :
où F et R représentent des quantités négatives ; R' peut, sui vaut les cas, èlre positif ou négalif .
Quant à la longueur / et à la largeur /', elles doivent satisfaire à l'équation :
Le problème offre une indélerminalion que nous ferons disparailre en ajoutant la condition nouvelle :
(3) - = const. K.
K est un rapport numérique constant choisi arbitrairement en tenant compte, s'il y a lieu, des circonstances spéciales qui conduisent à adopter pour / et /' une valeur déterminée, soit au sommet de l'ouvrage (/' étant égal à la largeur du tablier du pont), soit ù la base (largeur ou longueur du massif de fondation).
De cette façon, les sections horizontales successives se trouvant êlre des rectangles semblables, les courbes décrites par les montants sont planes et situées dans les plans diamétraux passant par l'axe de la pile. Il est évident a priori que, si les
montants étaient profilés suivant des lignes à double courbure^ leur fabrication et leur montage présenteraient des difficultés sérieuses ; le conlreventement serait plus compliqué à établir. L'ouvrage serait mal conçu et coûteux, et sa défectuosité serait mise en relief par un aspect architectural des moins satisfaisants. Du moment d'ailleurs que Ton veut employer des courbes planes, celles-ci ne peuvent, en vertu de la relation (2), être contenues que dans des plans passant par Taxe vertical de la pile, ce qui justifie Teimploi de la formule (3).
Au point de vue esthétique, il est d'ailleurs inadmissible, comme Ta fait remarquer M. de Nordling, auteur des viadacs métalliques du réseau central de la compagnie d'Orléans, de s'écarter de cette règle, au moins dans le voisinage du sommet, où les directions des quatre montants doivent, pour satisfaire l'œil, converger vers un même point.
Fig. 226.
Les équations (2) et (3) permettent de dresser sans peine l'élévation longitudinale (dimension horizontale /) et l'élévation transversale (dimension horizontale ï) de la pile, connaissant pour chaque section horizontale, définie par sa distance verticale x au sommet, l'effort normal F, le moment de flexion longitudinal X et le moment de flexion transversal X'.
On se servira à cet effet des formules :
j , , 2(RH-R) X + KX'
Longueur /: 1= -^^^^ p—
„ l 2(R4-R') X + KX'
Larereur / = — = —^ — - — r • — •
K R-R' KF
Soient a et a les inclinaisons sur la verticale des projections des montants sur les plans de symétrie longitudinal et transversal de la pile, projections que Ton vient d'établir. Le fruit i
du montant dans le plan diamétral qui le contient a pour tan génie :
Tg i= V/Tg* a + Tg' oc' = Tga' ^i + K».
D'où:
1 1 cos t = = •
vTTrgM Vi+Tgt«'(i + K»)
Connaissant Taire réduite Q de la pile, fournie par l'équation (1), et le fruit i, commun aux quatre montants en vertu de la symétrie, on déterminera Taire (o de la section droite d*un de ces éléments par la formule :
4cosf 2(R + R') V ^ a VI -r «^ ;.
L'effort normal f va en croissant depuis le sommet de la pile jusqu'à la base puisqu*il s'augmente du poids de la pile elle-même. Donc, dans une pile métallique d'égale résistance, la section d^un montant doit aller en croissant à partir du sommet. L'écart entre les aires extrêmes est d'autant plus grand que le poids de la pile est une fraction plus importante du poids total, qui comprend en outre la réaction Q exercée par le pont sur son support.
- L'accroissement de l'aire réduite de la pile û peut d'ailleurs s'obtenir soit par une variation correspondante dans les sections des montants, soit par une augmentation du nombre de ces éléments: c'est ainsi que dans la tour Eiffel chacun des quatre montants de la partie supérieure Unit par se dédoubler dans le bas en quatre montants distincts.
Apres avoir déterminé la courbe à faire décrire par chaque miontant, ainsi que les sections à lui attribuer, il reste, pour compléter l'ouvrage, à relier ces éléments par des pièces de contreventement. Ainsi que nous l'avons dit à l'article 166, il conviendra de calculer, dans chaque section horizontale de la pile, ks dimensions des pièces de conlreventement de façon qu'elles résistent aux efforts tranchants réduits (longitudinal W et transversal W) fournis par les relations :
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Vdx V
Toutes les lellres qui iigurenl dans les seconds nombres de ces formules représentent des quantités connues. Ce calcul ne présente donc aucune difficulté : W et W sont toujours plus petits que V et V, et leurs valeurs seront généralement peu élevées.
Comme ces efforts tranchants réduits sont susceptibles de changer de signes, il convient d'établir deux systèmes de tirants obliques. En conséquence , deux montants voisins devront être reliés par une série d'entretoises horizontales équidis tantes, calculées pour travailler à la compression, dont les extrémités seront réunies par des tirants et contre-tirants, destinés à travailler à l'extension, qui formeront des croix de Saint-André : à un moment quelconque une seule des barres de la croix est utile, l'autre barre étant lâche et n'intervenant qu'en cas de changement de signe de Teffort tranchant.
Revenons à la question du choix à faire pour la limite R' à adopter, en ce qui concerne le travail minimum à la compression ou le travail maximum à l'extension.
Supposons qu'après avoir dressé le projet d'une pile pour laquelle R' serait nul, R étant d'ailleurs quelconque, on se propose de lui comparer une autre pile, établie exactement avec les mêmes données et les mêmes formules, avec cette
seule différence que le rapport -- , au lieu d'êlre nul, pourrait
varier entre + 1 (R' étant égal à R en grandeur et signe) et — i (le travail limite à Pextension ayant même valeur absolue que le travail limite à la compression).
En prenant pour termes de comparaison, représentés l'un et l'autre par l'unité, d'une part le poids des montants, proportionnel comme Q à , et de Tautre la surface It du rectangle d'une section horizontale de la pile, proportionnelle à
f - — ^, j , nous trouverons pour les valeurs correspondantes
(le ce poids et de celle surface, quand R' varie enlrc — R, les nombres inscrils dans le tableau suivant :
R et
Rapport —
Poids des monlants
Surface IV
La constante négative R, limite supérieure du travail à la compression, étant arrêtée a /?rton, en raison de la nature du métal à employer, on voit que la détermination de la limite opposée R', de même signe ou de signe contraire, doit se faire en tenant compte des lois suivantes, qui se dégagent du tableau précédent :
Plus l'écart R — R' est grand, plus la pile est mince et lourde.
Plus l'écart R — R' est pelit, plus la pile est large el légère. Par conséquent, si Ton se préoccupe principalement de réduire la surface de base de la pile, en vue de limiter les dimensions du massif de soubassemcnl, il faut adopter pour R' une valeur positive (Iravail à Texlension) et accepter un surcroît de poids nolable pour les montants. Si au contraire on veut économiser sur le poids du métal, il convient d'adopter pour R' une valeur négative, entraînant pour les montants un écartemcnl considérable et par suile conduisant & une pile très large à sa base.
Nous voyons ici la justificalion des dimensions exceplionnclles attribuées aux piles du pont du Forth (79"30 sur 36*60).
DiSsignons par 1 la charge maximum transmise dans les
conditions les plus défavorables à lun des piliers en maçonnerie du soubassement, tel qu'il existe ; en réduisant de moitié chacune des dimensions de la pile, on porterait à 1,73 la valeur de celte charge, et d'autre part on obligerait le pilier opposé à résister h un effort de soulèvement égal à 0,75.
FIg. 227. — Viaduc de Portage (Etats-Unis).
Les largeurs excessives attribuées par les Américains aux piles métalliques de cei'tains de leurs viaducs se justifient de la même façon ; malgré leur lourdeur apparente, ces piles sont en somme très légères, et elles n'exercent jamais d'efforts de traction sur leurs soubassements.
En général, il conviendra d'-adopter pour R' une valeur nulle. Mais si le poids du pont est très considérable comparativement à l'action totale du vent le plus violent, on peut attribuer à R' une valeur négative comprise entre zéro et - . Si l'influence du vont est prépondérante, R sera pris positif mais inférieur à — - . i4 priori, il semble que l'on ne doi.t jamais
dans la détermination de R' sortir de ces deux limites + -
et — - , sous peine d'exagérer d'une manière fâcheuse soit le
volume apparent soit le poids de la pile.
iV7. Piles sans trlaiiffulalion. — Les formules fondamentales servant au calcul des piles métalliques, que nous avons énoncées à Tarticle précédent, sont les suivantes :
R+R' ' ,gv XX' F R— R'
\,(IX i
n\ w' = V — — = V —^llif.' .
Supposons qu'au lieu de chercher à réaliser la constance des limites opposées du travail, R et R' , nous nous proposions d'annuler, pour une section horizontale quelconque de la pile, les efforts tranchants réduits W et W. Il nous suffira pour cela de faire varier les dimensions horizontales /et /' proportionnellement aux moments fléchissants X et X'.
Posons en effet :
/ = KXet/' = KX.
Nous avons :
^ = KV et f = K'V.
D'où :
W = o et W' = o.
Les efforts tranchants réduits étant nuls, il n'est plus nécessaire de relier les montants par des entretoises horizontales destinées à répartir enlfe eux les efforts horizontaux exercés par le vent sur une des faces du support. X et X' sont en général des fonctions du deuxième ou du troisième degré de la dislance verticale x d'une section horizontale au sommet. Par conséquent les courbes décrites par les montants seront des paraboles du second ou du troisième degré, tournant leur convexité vers Taxe vertical de la pile.
Il conviendra, comme dans le cas des poutres sans triangulation (art. 122, page 367), d'attribuer à chaque montant une
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rigidité propre, lui permettant de résister convenablement aux moments àe ùcxion secondaires^ qui pourraient résulter d'un mode d'action du vent différent de celui qui a servi à établir les épures des X et des X'. Sous cette seule restriction, on pourra former la pile de quatre montants isolés, reliés de distance en distance par des ceintures horizontales, comme l'a proposé M. Eiffel.La tour Eiffel est en somme un exemple d'une pile sans triangulation, au moins dans la partie inférieure composée de quatre monlanls isolés reliés par deux étages horizontaux. Chaque montant est d'ailleurs constitué par une pyramide quadrangulaire qui possède une rigidité propre bien supérieure à celle que justifierait l'éventualité des moments fléchissants secondaires. Pour une pile de pont très élevée, une disposition analogue pourrait être admise.
Dès que l'on convient de faire varier /et /' proportionnellement à X et X', il n^est plus possible de maintenir simultanément constantes les limites opposées, R et R', dû travail. On pourra toutefois se donner encore une condition arbitraire, qui pourra être une des suivantes :
1** Maintenir R — R' constant, ce qui entraîne l'invariabilité de Q. L'aire réduite de la pile est la même au sommet et à la base. Cette disposition est défectueuse, en ce que la stabilité est comparativement mieux assurée au sommet qu'à la base, où le travail à l'extension peut atteindre des valeurs inacceptables.
2® Maintenir R constant, sans se préoccuper de R' : c'est alors la base de la pile qui possède la plus grande stabilité, l'écart R — R' y étant minimum, tandis qu'il est maximum au sommet.
3® Maintenir R — 0,4R' constant. Cette règle concorde avec la loi de Wœhler^ du moins avec l'interprétation algébrique que M. Séjourné en a donné. Elle est donc rationnelle, et conduit nécessairement à attribuer à R' une valeur négative à la base de la pile, dont tous les montants ne peuvent être soumis, dans les circonstances les plus défavorables, qu'à des efforts de compression. Dans ces conditions, Q croît du sommet à la base, mais moins rapidement que F.
En définitive, si Ton se proposait d'étudier les meilleures
disposilions à adopter pour une pile élevée, il conviendrait, après avoir établi les épures représentatives des F, X, X', V et V, d'étudier successivement le type d'égale résistance défini fÊt les conditions :
R=:const.,
&'=:^const.,
p = canst^
et le type sans triangulation défini par les coiMlîlions :
- == const.,
-.= const.,
R — 0, 4 R' = const.
On pourrait ensuite choisir l'un de ces deux types ou admettre une solution intermédiaire, qui ne pourrait d'ailleurs s'écarter beaucoup ni de l'un ni de Tautre. En tout cas, il est toujours rationnel, par le motif indiqué à la page 583, de modifier le profil théorique du type sans triangulation, de façon à réaliser la condition p = const., c'est-à-dire à profiler
les fibres moyennes des montants suivant des courbes planes,
dont les plans passent par l'axe vertical de la pile.
Toutes choses égales, la pile d'égale résistance est moins évasée à la base que la pile sans triangulation, et le poids par mètre de ses montants croit plus rapidement, ce qui concorde avec les règles énoncées à la fin de larticle 176, en ce qui
R touche rinlluence du rapport □> sur les conditions d'établissement d'une pile.
1*78. Plies à montants reeiiUgnen, — Il n^est guère possible de réaliser rigoureusement dans la pratique un des types de piles à montants courbes dont nous venons de parler, en raison des sujétions particulières qu'entraîne le raccordement du sommet de Touvrage avec les poutres du pont.
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Ëlant donné que l'on s'écarle de la forme théorique, on peut, dans le but de simplifier et de fàûliler le famafl à !'■sine et le montage, reooDcer poar les montants h la forme courbe et leur oUribner des directions rectilignes.
Fig. 237, — Pont de Porto, sar le Douro.
On appliquera alors des équations de la forme :
/^ îMX + n, r=m'x-hn',
dont on déterminera les coefficients m,», m' et n'en raison des dimensions à attribuer au sommet de la pile pour donner au pont une base d'appui convenable, et à la partie inférieure en vue d'oblenir pour R cl R' des valeurs satisfaisante?, fournies par l'équalion (2) do l'ailiclc précédent.
R conviendra d'ailleurs, autaut que possible, par les motifs déjà, indiqués plus haut, de diriger les quatre montants suivant les arêtes d'une pyramide quadrangulaïre ayant son sommet sur l'axe vertical de ta pile, ce qui donne la condition nouvelle :
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Cela posé, Tapplicalion des formules (1), (2), (3) et (4) de Tarticle précédent permclira de calculer, pour une section horizontale quelconque, les inconnues Q, / et /', ainsi que les efforts tranchants réduits W et W.
Il ne parait pas rationnel d'annuler un des coefficients m et m', Tune des projections, transversale ou longitudinale de la pile, devenant rectangulaire (fig. 227). Il convient toujours, en effet, que les dimensions /et /' croissent en même temps que les moments X et X', c'est-à-dire du sommet à la base.
Toutefois, lorsque le moment X est toujours nul, ou du moins négligeable, ou qu'il ne varie pas du sommet à la base (page 538), on peut réduire notablement le fruit longitudinal du montant. Mais, autant par un motif d'esthétique qu'au point de vue de la stabilité, il semble mauvais de
l'abaisser au-dessous du j^. Nous ne croyons pas que les
grands viaducs américains, à piles rectangulaires en élévation, aient un aspect architectural satisfaisant, et à coup sûr leur section la moins stable doit être celle de la base, ce qui n'est pas de bonne construction.
Si les moments X et X' peuvent être toujours considérés comme nuls, quel que soit x, les montants peuvent théoriquement être verticaux sans qu'il puisse en résulter d'inconvénient ; mais il vaut mieux leur donner du fruit dans le sens longitudinal et le sens transversal. Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, les efforts tranchants réduits sont identiquement nuls, V et X, V etX' l'étant simultanément. Pourtant, il n'est pas prudent de supprimer le contreventement des montants, pièces très longues, soumises à des efforts de compression et par suite susceptibles de flamber. L'emploi des entretoises horizontales et des croix de Saint-André est encore nécessaire, bien que dans le calcul ces pièces n'aient aucun rôle à jouer. Il est pourtant possible de réaliser dans ce cas la pile sans triangulation, dont les montants ne sont reliés les uns aux autres que par une série d'entretoîses formant des ceintures horizontales espacées. Maïs la suppression des tirants et des contre-tirants n'est permise que si la
conslruclion esl disposée de manière que les réactions mutuelles des moulants suffisent pour empêcher leur flambement. Celte condition sera remplie si les pièces, au lieu d'être reclilignes, sont courbes et siluées dans des plans verticaux passant par Taxe de la piie, et tournent toules leur convexité du côté de cet axe. En ce cas, en effet, les enlretoiscs suffiront pour assurer la stabilité de Touvrage, un des montants ne pouvant flamber sans exercer sur le montant opposé une poussée horizontale tendant à redresser celui-ci, qui s'opposera par conséquent à la continuation du mouvement.
En définitive, la suppression des tirants et contre-tirants d'une pile n'est jamais permise, quels que soient X et X',que si les montants sont courbes.
tV9. Dluposiiions diverse*. — Les montants, pièces comprimées, doivent avoir leur section en forme de cercle, de rectangle ou de polygone régulier évidé, ou à la rigueur en forme de croix, chaque branche de la croix étant un fer à double té. Les entretoises, pièces également comprimées, sont des rectangles évidés, ou des fers à double té. Les bras des croix de Saint-André, tirants et contre-tirants, sont des fers ronds ou des lames plates.
La fonte se prête beaucoup mieux que le fer à la fabrication des montants courbes à section circulaire ou polygonale évidée ; mais les assemblages des tronçons successifs sont moins satisfaisants qu'avec le fer, et il est bon, en raison de leur imperfection et de la nature du métal, d'éviter que, dans les circonstances les plus défavorables, certaines parties de ces pièces travaillent à l'extension.
Les piles du pont sur le golfe du Tay étaient constituées par des montants en fonte, trop rapprochés les uns des autres pour écarter l'éventualité d'efforts de traction ; la chute de cet ouvrage a été attribuée à l'insuffisance de ces supports, qui se sont brisés par arrachement sous Taction d'un vent violent. En pareil cas, lorsque la surface de base de la pile est trop faible pour que la limite R' soit négative, ou tout au moins nulle, l'emploi du fer ou de l'acier s'impose.
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Fig. 330.— Appui sur une culée.
Fig- 831. — Elévation longiludinale de la base d'une pilé.
Flg. S32 — Elévalion transversale de la base d'une pile.
.180. liiaison avec le •onbassement. -—Les dilatations et contractions dues aux variations de température n'exercent sur les conditions de stabilité d'une pile métallique aucune influence appréciable, sauf à la jonction de cet ouvrage avec le soubassement en maçonnerie. Quand les dimensions / et /' de cette base sont considérables, on peut craindre que les maçonneries ne se prêtent pas aux mouvements de dilatation qui tendent à élargir la section inférieure du support. Le métal des entretoises inférieures serait alors soumis à .des efforts considérables, susceptibles d'amener la désorganisation et la rupture de ces pièces ; si elles résistaient, la maçonnerie serait obligée de céder, et les ancrages perdraient toute solidité.
Pour éviter la dislocation de la pile métallique ou de son soubassement, il devient en ce cas nécessaire d'interposer entre les pieds des montants et les sommiers de la maçonnerie des appareils de dilatation analogues à ceux des poutres continues. C'est ainsi que, dans les piles du pont sur le Forth, un seul des montants est invariablement encastré sur son pilier ; les autres reposent sur des appareils à rouleaux.
Dans le viaduc sur le Kentucky-River, où la base de chaque pile a pour dimensions /=8™,54 et /'=21'",81, les pieds des montants reposent tous sur des appareils à double étage de galets, mobiles par conséquent dans deux directions rectangulaires (fig. 229 à 232).
La pile n'est ancrée dans la maçonnerie qu'en un seul point, placé au centre de la base, et cet ancrage est relié par des bielles aux appareils de friction, de telle sorte que chaque montant peut se mouvoir librement sans que Taxe vertical de la pile subisse aucun déplacement.
Comme la variation de longueur de la dimension /' peut atteindre dans l'espèce 0",02, la disposition admise était nécessaire sous peine d'exposer la maçonnerie à se déchirer et à se désagréger.
181. Poids de» piles métalliques. — Considérons le cas d'une pile d'égale résistance, dont les conditions de stabilité soient définies par les limites R et R' du travail molécu-
lairc des montants (art. 17i) : R est négatif, H' peut èlrc positif ou négatif. Soit Q la charge maximum transmise à la pile par le pont qu'elle supporte, y compris la surcharge d'épreuve la plus défavorable. Le poids propre P du support métallique ^era représenté assez exactement par la formule suivante où H désigne sa hauteur, / et /' la longueur et la largeur de la pile à son sommet, L et L' ces mêmes dimensions à sa base:
R-H>.+ HA(t+''-^';."-'-^'')
Le coefficient numérique A, théoriquement supérieur au poids du mètre cube do métal, peut varier entre 8.000 çt 20.000, avec une valeur moyenne admissible de 12.000.
Cette formule serait applicable à une pile quelconque en attribuant à H et à H' les valeurs moyennes résultant des calculs effectués sur toute la hauteur du support.
Rappelons que dans cette formule R est toujours négatif, et qu'il en doit être de même de la somme R+R'^ sous peine de se heurtçr à une impossibilité. Q est supposé représenter une charge positive.
_2 i,^y (art. 56, page
\^ 8 ' l — ûc")
^ s' l-af
^\ / 2 Z-a?y (art. 20, page 82).
Table II.
Valeurs des termes des séries numériques |9 (art. 55, page 178).
Table III.
(Art. 55, page 178).
Coefficients des équations des courbes représentatives des moments (art. 51, page 167); abscisses ocf et a?" des foyers (art. 50, page 163); abscisses X\ et xt des points de rencontre de la parabole de la charge complète avec l'axe des x (art* 52, page 170).
Table IV.
(Art. 55, page 179).
Moments de flexion maxima positifs produits, vers le milieu de chaque travée, par lachargepermanenle(X5)et parla surcharge variable (X"^}.
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id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
TABLE III
ES
letc.
etc.
etc.
etc.
etc.
6< 12 etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0833 id.
id.
0,2626 0,2620 0,2622 0,2621 0,2622 id.
id
0,5000 0,4993 0,4995 0,4994 0,4995 id.
0,5000 0,5002 0,5001 0,5002 id.
0,5000 id.
0,5000 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0610 id.
0,0543 0,0686 0,0723 0,0731 0,0734 0,0735 id.
0,0811 0,0845 0,0856 0,0859 0,0860 id.
0,0887 0,0898 0,0901 0,0902 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0529 id.
id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,3163 0,3190 0,3199 0,3201 0,3202 id.
0,5000 0,5157 0,5192 0,5204 0,5206 0,5207 id.
0,5000 O.5035 0,5046 0,5019 0,5m id.
0,5000 0,5011 0,5014 0,5015 id.
0,5000." 0,5002 0,5003 id.
TABLES NUMÉRIQUES
ai3
(suite).
fli
id.
id.
id.
id.
0,0308 id.
id.
0,0536 0,a569 0,0577 0,0579 0,0580 id.
0,0543 0,0669 0,0711 0,0721 0,0724 0,0725 id.
0,0811 0,0853 0,0863 0,0866 0,0867 id.
id.
id.
0,0913 id.
id.
0,0426 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
af
0,2143 id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,2115 id.
id.
id.
id.
id.
0,2113 id.
id.
id.
0,2113 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,7887 id.
id.
id.
id.
id
id.
id.
0,7887 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,2113 id.
id.
id.
id.
0,2H3 id.
id.
id.
0,2113 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,2116 id.
id.
id.
id.
0,2112 id.
id.
id.
0,2114 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
jf
id.
id.
ff
TABLE III
etc.
etc.
etc.
letc.
etc.
6{ 12 'etc.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0832 id.
id.
id.
id.
id.
0,0833 id.
id.
id. .
id.
id.
0,5000 0,5007 0,5005 0.5006 0,5005 id.
id.
id.
0,5000 id.
id.
id.
id.
id.
id.
.id.
id.
id.
id.
0,0609 id.
id.
0,0492 0,0619 0,0667 0.0678 0.0682 0,0683 id.
0,0794 0,0840 0,0852 0,0855 0.0856 id.
0,0882 0,0893 0,0897 0^0398 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,5000 0,5157 0. 5206 0,5217 0,5221 0,5222 id.
0,5000 0, 50W 0,5060 0,50«i 0,r)0(w id.
0,5000 0,5011 0.5015 0,50Ui id.
id.
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(suite)
ar,
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
•id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
TABLE III
m ti
ûi
Ct
^mmm
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
\etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
Aâ
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
\etc.
id.
id.
id.
id.
id.
O.SOCK)
^jll
id.
id.
id.
id.
(etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
(etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0, ôOC"!
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(suite).
id
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0551 0,0585 0,0599 0,0601 0,0603 id.
0,0448 0,0670 0,0711 0,0728 0,0731 0,0732 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
id.
0,0528 id.
id.
0,2203 id.
id.
0, 2120 id.
id.
id.
id.
id.
0,2114 id.
id.
id.
id.
id.
0,2H3 id.
id.
id.
0,2113 id.
id.
as
pf
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,7887 id.
id.
id.
0,7887 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,2113 id.
0,2113 id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,2143 id.
id.
id.
id.
id.
0,2105 id.
id.
id.
id.
id.
0,2115 id.
id.
id.
0,7291 0,7344 0,7329 0,7333 0,7332 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
jt
TABLE IV
Numéro de U travée
Nombre 1 00 des trarées 1
Moments produit:
1 par la charge permanente (Xf).
Valeurs de i
id.
o.ony;
id.
id.
id.
id.
id.
id.
'id.
id.
id.
id.
etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
OjCriS
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
\etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
\etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
(etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
(etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
(etc.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
TABLES NUMÉRIQUES
(Art. 55, page 479).
Moments produits par la surcharge variable (X'
Valeurs de i
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
0,12ir)
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
• id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
idi
id.
id.
id.
id.
id;
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
ERRATA
p,. U—r) Pr (l r)
Page 8, ligne 3, au lieu de : lire : -| •
— 29, ligne 6, au lieu de : 1 lire : 1
— 29, ligne 9, au lieu de: -l lire : - 2 .
— 30, ligne 11, at« lieu de: - pa? il^x) lire : - p (te— «•— - J •
— 30, ligne 13, id. id.
— 30, ligne 15, id. id.
— 30,Iigoel4.a«/i«.<fe:X. L-^ lire: X. j^, •
— 30, ligne 15, id. id.
— 32, ligne 6, aii <îw (itf : 'pœ(l—x) lire: -p ['Ix-x*)'
— 32, lignes, id. id.
— 32, ligne 1 en montant, aulieu de : - pxil—x) lire : -p I ^ te— x'— - 1.
— 32, ligne 3 en montant, id. id.
— 41, ligne i en montant, au lieu de: -px (I — x) lire : X.
— 67, ligne 12 en montant, au lieu de: X lire : Xr.
— 73, ligne 13, au lieu de : X lire : X'.
— 126, ligne 2 en montant, au lieu de: négatif lire : positif.
— 137, ligne 3 en montant, au lieu de : M| l^ lire : M^ /,.
— 145, ligne 4 en montant, au lieu de: rencontrent lire: raccordent.
— 167, ligne 1 en montant, au lieu de: { 1— 3 ) lire: ( 1— ";) •
— 169, ligne 3, au lieu de: , J et H lire ; et J.
— 179, ligne 10, au lieu de: cinq décimales lire : quatre décimales.
— 219, ligne 10 en montant, au lieu de : ~ lire : -- •
— 220, la figure 78 a été placée à l'envers et doit être retournée.
— 239, lignes 10 et 11, aulieu de: supportaient lire : équilibraient.
— 241, ligne 9, » voir page 415.
— 286, ligne 21, au lieu de : moitié lire : variation.
— 324, ligne 2 en montant, au lieu de : distance AB lire : direction A'B.
— 328, ligne 8, au lieu de : R'w lire : R'w'.
— 329, ligne 8, au lieu de : «' cos «" lire : w' cos «'.
ERRATA
Page 333, sur la figure 106, Tangle a/ devrait être mesuré entre une horizontale (normale à M| M/) et la tangente en M/ à la courbe A'B'.
— 338, ligne 5, au lieu de : V lire : X.
— 343, ligne 13, au lieu de: V lire : U.
— 352, ligne 3 en montant, au 2t6tt(i«: poids lire: volume.
— 354, ligne 17, id. id.
— 358, ligne 5, au lieu de: K = KM lire : /ii= KM .
— 358, ligne 6, au lieu de: : = K V^ lire ::h=: Ky^T
— 395, ligne iO, au lieu de: tOi lire: itH.
— 398, ligne 8, au lieu de : 1 et 2 lire : 2 et 3.
^ 422. La construction indiquée pour la recherche du point K n^est pas rigoureuse. Pour procéder avec une exactitude absolue, il con-
Fig. 157 bU.
vient (fig. 157 bis) de mener en B les tangentes aux deux
courbes S et S'. Le point K sera défini par la condition que
les segments interceptés sur la verticale qui passe en ce point,
d'un côté par les tangentes en S et B à la courbe S, et de
l'autre par les tangentes en S' et B à la courbe S', soient
égaux. — On doit donc avoir: CF=C'F'. Il n'y a d'ailleurs,
que ce changement à apporter au texte de l'article 133.
422, note 1, Cette note correspond à la ligne 4 de la page 423.
...» ,. ft— 1 444, ligne 3 en montant, au lieu de: ~ —1 lire: — — •
444, ligne 4 en montant, au lieu de: «. "l"^ ^*''^' "^ '
Page 465, ligne 10, au lieu de: j
* X(a— x) dx
lire
« X (a— rr) dx
El Jo El
492, ligne 5, au lieu de: Ap, lire: Api. 520, ligne 3 en montant, au lieu de : compte lire : comporte. 5Ô3, ligne 3 en montant, au lieu de: o' lire: B\ 588, ligne 10 en montant, au lieu de : les montants par lire montants que par.
les
BOYER, S
Bow-strings, 845, 364, 867, 895.
Cad ART, 867.
Calcul (Méthodes de) des constructions raétalliques, 817, 890.
Clapeyron, 48.
Classification des constructions métalliques, 820, 511.
Comparaison des poutres de divers types, 497.
Constructions hétérogènes, 580.
Couard. 211.
Croix de St-André, 226, 582.
Croizette-Desnoyers, 386.
Déformation des poutres continues â section constante, 14, 128, 127, 158, 186.
Déformation des poutres continues à section variable, 291, 806.
Déformation des ponts-grues, 455,
Déformation des travées indépendantes. 19. 899.
Déformation des piles métalliques.
Dénivellation des appuis, 47, 138,189,
Des Orqeries, 297.
Dilatation (Appareils de), 125.
Division en travées, 213, 475.
Eflforts tranchants, 7, 33. 43, 52, 119,
Efforts tranchants réduits, 827, 839,
Eiffel, 247, 322, 584, 589.
Elasticité (coefficient d'). 128, 133,189,
Encastrement des poutres, 22, 36, 65,
Encorbellement (montage par), 419,
Epures de stabilité, 84, 167, 276.
Exactitude des calculs, 179, 820, 836.
F Flamant (Mécanique générale de),
Foyers d'une poutre continue, 61, 72,
G Géntecmi, 241, 244, 323,
Haubans, 238.
Hauteur des poutres, 141, 218, 286, 361, 481.
Lancement des poutres, 143, 246,295,
Lancement (fers de), 239, 417.
LÉVY (Maurice), 90, 264, 269, 278,367.
Leygue, 427.
Liaisons surabondantes des poutres, 514, 517, 524, 540, 545.
Liaisons des poutres avec leurs supports, 482.
M Métal (Influence de la qualité du),
Moments (Théorème des deux), 264.
Moments (Théorème des trois), 45,
138 261 Moments'fléchissants, 6, 19, 26, 43,
Moments fléchissants secondaires,
Moments de renversement, 437.
Montage des poutres. 413, 429.
MORANDIÈRE, 246, 378.
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Texte : https://archive.org/details/pontsmtalliques03rsgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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