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APR
Le nombre e = 2,7 1828 1828 459045..., est, avec ir, rapport de la circonférence au diamètre, le nombre incommensurable qui se présente le plus souvent en Analyse et en Géométrie. On peut le définir par l'une ou Tautre des égalités :
9 W «^ oo;
= lim(l-*--)
Lim = 1> a = 0.
Le P. V. de Riccati, S. J. (1707-1775) aformé, au moyen du nombre e, certaines expressions, àii^s fonctions hyperboliques, qui jouissent de propriétés semblables à celles des fonctions circulaires sinus, cosinus, tangente, etc. ^mais plus faciles à établir. Plusieurs géomètres du XYIII" et du XIX* siècle (entre autres, Moivre, de Foncenex, Lambert, Euler, GuDERiiANN, Grassmann, Lamé, Forti, Gronau, Hoûbl, Laisant, Gûnther), qui ont employé consciemment ou inconsciemment les fonctions hyperboliques I ont fait ressortir l'utilité des notations de Riccati,
On peut expliquer la similitude des propriétés des fonctions hyperboliques et des fonctions circulaires en partant de Tanalogie qui existe entre le cercle et Thyperbole équilatère, ou bien en comparant les développements en série de ces deux espèces de fonctions.
Mais l'exposé des propriétés des fonctions hyperboliques ne dépend en rien de cette explication et peut se faire, au moyen de l'algèbre élémentaire, sans recourir ni à Thyperbole équilatère, ni aux séries.
C'est ce que nous montrons dans le présent opuscule, où nous exposons sommairement les principes fondamentaux de la théorie de ces fonctions.
Ce Précis doit être regardé comme une introduction aux ouvrages intitulés : 1. Die Lehre von den gewôhnlichen und verallgemeinerten Hyperlelfunktionen theilweise airf Cfrund /reier Bearheitung von Laisant's cessai sur les fonctions hyperboliques » und Forti's t Tavole logaritmiche » dargestelU von D' Siegm. Gunther, Professer am Gymnasium zu Ansbach, etc. (Halle a/S, Nebert, 1881. Un volume in-S" de X-440 pages). 2. Théorie der PotenziaU oder cyclisch-hyperholisclien Functionen von D' C. GuDERMANN, Profcssor der Mathematik an der Akadeniie zu Munster. Mit einer Kupfertafel (Berlin, 1833, G. Reimer. Un volume in-4'» de X-354 pages dont 196 de Tables).
Puisse ce petit écrit contribuer à faire connaître davantage le précieux instrument analytique inventé par Riccati, il y a plus d'un siècle, et si peu employé encore (*).
(*) A l'Université de Gand, nous proposons chaque année comme exercice ^ aux élèves de PÉcole du Génie Civil, la démonstration des propriétés établies § I. Au bout d'une semaine, les fonctions hyperboliques leur sont aussi familières que les fonctions circulaires.
Propriétés immédiates de ces fonctions. On a évidemment
e'^Cht-i-Sht, er'^Cht — Sht,
Séch^«-^, Coséch^ — r;^, Coth^ = -— -. (i)
Ch ^ Sh ^ Tn ^
A cause des trois dernières relations, on peut se borner, en général, dans les fonctions hyperboliques, à étudier les fonctions Ch^, Sh/, Th^. On a ensuite
Ch«/ — Sh*^ = (Ch^-+- Slit)(Cht — Sht)=>e' X e-'=l.
En divisant cette égalité par Ch* t, ou Sh* t, on en déduit les relations
1 = Th« ^ -»- Séch* <, 1 = Coth* / — Coséch* t.
La première peut s'écrire
Ch»^=- ?-— .
1 — Th* <
ou, en remarquant que Ch t est toujours positif ,
Ch< =
^/I— Th*<
(*) Dans une théorie purement géométrique des fonctions hyperboliques, il serait plus naturel de poser
Coséch i = ' .
On a ensuite
Sh^=Ch^Th< = -
Désormais, nous supprimerons le signe + devant les radicaux pris positivement; et tout radical carré pris dans son sens général, sera précédé du signe d= .
8. Fonctions hyperboliques paires ou impaires. On appelle, comme l'on sait, fonction paire d'une variable <, une fonction qui ne change pas de valeur, quand on remplace i par — t; fonction impaire une fonction qui change de signe sans changer de valeur absolue, quand on remplace t par — ^. On a
Ch(— <) = 4 («-'-*.«-<-«) = i(<-' -4- e') = Ch<;Séch (—0 = Séch^; Sh(— 0=K«"'— ^"^"O^^îC^^'— ^')=— Sh^,Coséch(— t) = Coséch<;
Th (— ^) = — Th <; Coth (— t) = Coth i.
Donc, Ch t, Séch t sont des fonctions paires; Sh ^, Th t, Coth^, Coséch^, des fonctions impaires.
4. Marche des fondions hyperboliques Sh <, Ch t, Th t. D'après le n* précédent, il sufttt de voir comment ces fonctions varient quand t croît de à 00 ; car si l'on change le signe de t^ Ch t reste invariable, Sh t et Th t ne font que changer de signe en gardant la môme valeur absolue.
La fonction
est la différence de deux quantités qui sont égales pour /«O; pourif croissant, la première croît et la seconde décroît indéfiniment. Donc Sh^ va en augmentant de à oo , en même temps que la variable. Quand t croît de à x , la fonction
Ch^=|/l-*-Sh»<
croît de 1 à 00 , en même temps que Sh < de à oo; et la fonction
e' -*- e • 1 -♦- 1 pour t croissant de à oo , croît évidemment de à 1.
Remarque. On a, à peu près, e* = 20. A partir d'une valeur assez peu élevée de t^ pour ^ «= 15 par exemple, e'^ est très petit, moindre que -^^i^^, et Ton a approximativement,
Ch^^Sh^ — îe*, Th^ = l.
5. Formules donnant Sh (tàzu), Ch (i db «), Th (^ d= «]. On a
Sh tChu = {{e^ — $-') X n«* ■*■ ^) = i (^"*^ -*- «*"• — r-*+» — «-*-*)
D'où, par addition,
Sh ^ Ch » -4- Sh« Ch < = A (eH-- _ ^i-^) = Sh (< h- u).
On trouve, de même,
Ch (^ H- «) » Oh ^Ch If + Sh ^Sh «.
On déduit de là
ShigCh«-4-ShyCh<
^ ' "" Ch ^Ch f* H- Sh f*Sh <•
ou, en divisant numérateur et dénominateur par Oh « Ch t,
^ ,^ , Th < -♦- Th »
V» ^) i-HTh^Th»
En changeant le signe de u dans les trois formules, on obtient
Sh(^ — «)»Sh^Ch« — ShwCh^, Oh [t — u) = Ch ^Ch » — Sh <Sh»,
Th < — Th «
Th (t — u) = — — •
^ ' 1 — Th^Th»
6. Duplication. Faisant u^^t dans les trois premières formules, nous obtiendrons
2Th4
Ch 2/ = Ch« < H- Sh« ^, Sh2^ = 2Sh<Ch^ Th2^
l-*-Th«< La première de ces relations, combinée avec 1 = Ch*^ — Sh*^, donne
^,, , Ch 2/ -♦- i ^, , /Ch2m Ch*<=» — , Ch^ =-♦-%/ — — f
„,,, Ch2<— 1 „^ /Ch2^— 1
Sh« t = ' . Sh t
— ^ïii-:
On prendra le signe -^ ou l,e signe —, suivant que t est positif ou négatif. En remplaçant 2t par /, on peut écrire aussi
y. Sommes et différences de Ch et Sh transformées en produit. On déduit aisément des formules du n° 5
Sh {t ^ u) -^ Sh (t — u) ^2Sht Ch «, Sh (t-^u)-^Sh{t — u)^2ShuCht, Ch {t-^u) -^ Ch(t — u) = 2ChtChu, Ch(<^ï*)-Ch(^ — «)c»2Sh/Sh«.
Posons t -^ u = mt t — u^n, ce qui entraine
Les formules précédentes deviendront
Sh «t + Sh « - 2 Sh ^^:^ Ch ^^zJî ,
Sh «I - Sh « = 2 Sh ^î^ Ch ^!i:î::f ,
Ch « -t- Ch « = 2Chî^:^ Ch ^^"
Chi»^Ch« = 2Sh^ll3J!sh
En divisant la première de ces relations par la troisième, on trouve
Shfn-i-Shn g^-_^^»Thi(«n-n).
S. Expression des fondions hyperboliques au moyen des fonctions circulairei. Posons
Chifcose = l, (1)
e étant un angle compris entre — 90« et -♦- 90» et de même signe que t. Cet angle est appelé amplitude hyperbolique de t et représenté, en abrégé, par la notation Amh t.
On déduit aisément de (1)
Ch^ = séc0, Séch< = oos9,
Sh/«=tattg0^ Coséch ^ = cot 0, (2)
Th<«=«ne, Coth ^ — coséc 0,
pais le théorifne de Zaisant, savoir :
Th
I / Cht — l _ / 8éc9 — 1 ^ /T
«^"^ V Ch^-^.1"" V séc9-f-l"" V 1
— cosô
On ft» ensuite,
(5i = Ch/-4-Shi^ =
t- sin Cos
cos9
tang(^-^l)
tang f 9.
^ =:= log. nép. tang ( ^ "^ 2 )
9. iTaWtf (?w/(?^^to»* Ayy^rîoKj'î^w. Pour faire une table des fonctions hyperboliques d'une table des fonctions circulaires, il suffit d'y ajouter une colonne contenant les valeurs de t correspondant aux diverses valeurs de 9 de & 90*. C'est ainsi qu'a procédé M. Houel dans ses Tables i 4 décimales, qui occupent dix pages de son Recueil de Formules et de Tables numériques (Paris, Gauthier- Villars, 1866; 3"« édition, 1884). Il donne, en six colonnes, les valeurs de
sin 9, coséc9, tang 9, cot9, séc9, ces 9,
pour chaque millième du quadrant. A côté des valeurs de 9 sont inscrites les valeurs correspondantes de t. Par suite, les six colonnes donnent aussi, pour ces valeurs de ^, les valeurs de
Th U Coth t, Sh t, Coséeh ^, Ch t, Séch t.
Dix autres pages, en face des premières, font connaître les logarithmes des nombres contenus dans les six colonnes; puis les valeurs de M^, M étant le module des logarithmes vulgaires ou logarithmes de Briggs, de sorte que
M^ = Log. Briggs tang
Dans le cas où t est assez grand, la valeur de M^ est utile pour cakuler le logarithme vulgaire de ^ «* = Sb < = Ch /. On a, en effet,
Log. Briggs I «' « M^ -^ Log. Briggs 2 « M^ — 0,30103.
Voici une petite table analogue à celle de M. Houel, donnant pour tous les degrés du quadrant les valeurs naturelles des fonctions hyperboliques et. circulaires.
Table des /onctions hyperboliques et circulaire.
Th/
Cûth/
Sh^
Coséch t
Ch/
Séch^
sinO
coséc 6
tang 6
cote
eéce
cose
Oo
lo
lOo
llo
cosO Séçh/
Bée 6
cote
CoBéch /
tange 8h^
coséc e
Bine
sine
Cotht cosécO
Sht tangO
CoBécht cotO
Cht 8éc6
Sécht cob6
0,61 in
cosO
BècB
cotO
tange
coBéc e
Bine
Sécht
Cht
CoBéch^
Sht
Coiht
Tht
Fonctions hyperboliques inverses. Soient
Exprimons t au moyen de x, de y ou de ^. On a
d*oùy en éliminant y,
c'est-à-dire
tf« = a?H-j/a?* — 1 ou ^œ: {^>1)
Donc, Z désignant un logarithme népérien,
A une même valeur de x, correspondent deux valeurs égales et de signes contraires pour t, ce qui s'accorde avec le n<* 3.
En éliminant x, qui est toujours positif, entre les équations (1), on trouve, sans ambiguïté,
Quant à la relation entre t et z^ elle devient successivement
ttt
Les valeurs de t en x^ y, ou 2; sont parfois désignées par
ArgChâ?, ArgShy, ArgThi;,
qui se prononcent êrgument éoni le cosinus hyperbolique esi Xf etc« On a donc
Arg Ch a? = dr l'{x -4- f/x* — 1), Ai^g Sh y « Z (y + |/l -^ y%
Arg Th z
On trouve de même, pour les fonctions inverses de X <=■ Séch t, Y = Coséch<, Z = C3oth<.
ArgSéchX=db;(l:î:i^3!), ArgOoséchY=/(l:î±I^')
Arg Coth Z
Ces notations peuvent servir à faire ressortir, en calcul intégral, les analogies de certaines formules contenant des fonctions hyperboliques inverses avec des formules contenant les fonctions circulaires inverses.
1 1 . Notations allemandes. En Allemagne, les fonctions circulaires directes et inverses, sont désignées comme en Italie et en France, c'est-àdire, au moyen des lettres romaines.
Les fonctions hyperboliques sont représentées comme les fonctions circulaires, mais au moyen de lettres gothiques. Ainsi, au lieu de
Sh t, Arg Sh y
Gudermann et M. Gunther écrivent
JStn t, Slrc^in t,
notations moins expressives et moins faciles à transcrire que celles de Riccati et M. Hotiel.
Les notations allemandes ont été employées par quelques auteurs français. On a aussi écrit cosh t et H cos^, pour Ch t, Sect Ch t pour Arg Ch t^ et de même pour les autres fonctions hyperboliques directes ou inverses; mais les notations de M. Hoiiel semblent devoir l'emporter.
Au lieu de
=3 Amh t, t=' log. nép. tang ( t "^ ô ) Gudermann écrit
e = C^ t = lQ.
Ces notations n'ont guère été employées que par leur auteur.
IL Interprétation géométrique.
t%. Fonctions circulaires. Dans Téquation âr' *»> y* = 1 du cercle de
rayon égal à Tunité, posons
y = sin 0,
pour un point quelconque nif 6 étant une variable auxiliaire ; on aura
w == cos 0.
La tangente au point m^ ayant pour équation Xœ -h Yy c» 1^ a pour coordonnées à Torigine :
X =-= séc 9, Y =-= coséc 0.
Dans le cas de la ûgure, séc = 0;, coséc 6 := 0^' ; mais la démonstration précédente prouve que les coordonnées à l'origine, de la tangente au point considéré, représentent toujours en grandeur et en signe, séc 0, coséc 6, 6 étant la valeur de la variable auxiliaire en ce point.
Le rayon vecteur Om qui a pour équation Y =- X, rencontre les parallèles aux axes en A et B (menées à une distance de égale à Tunité), en des points t, t\ ayant, le premier, tang 6 pour ordonnée, le second cot 9 pour abscisse.
La variable auxiliaire 9 est la mesure de Tare Atn, pris avec un signe convenable, ou celle du double du secteur 0km pris avec le même signe.
Si Ton connaît les valeurs 94, 9s de la variable 9 correspondant à deux points mi, mt (non indiqués sur la figure), le point mz correspondant à ^ (94 -t- 9t) est à rintersection du cercle avec le rayon qui passe au milieu de la corde n^ifnt. Cette droite passe d'ailleurs par le point d'intersection des tangentes en mi et mt.
18. Fonctions hyperloliques. Dans l'équation a?' — y* = 1 de l'hyperbole équilatère de demi-axe transverse égal à l'unité, posons
y = Sht.
On aura évidemment, pour la branche de l'hyperbole, à abscisses positives,
a-=Cht.
La tangente au point M ayant pour coordonnées Gh t, Sh t (ou, plus
simplement, au point M ajant pour paramètre t), a pour équation X« — Yy =3 1 , Cette tangente a pour coordonnées à l'origine,
■S. = i=Sè6ht, Y= — i=. — Coséch*n.
Dans le cas de la figure, Sécliï = OS, CoBéchï = — OS'; mais la démonstration précédente est générale : la sécante liyperbolique de f est ) à l'origine, la cosécante hyperbolique, l'ordonnée & l'origine,
prite «igaUvemeni, de la tangente à l'hyperbole représentée par « = Cil i, y = Sh ï, au point de paramètre t.
Le rayon vecteur OM, qui a pour équation Y = - X rencontre lea
parallèles anx axes menées par A et B, en des pointa T et T', ayant le premier, Th ( pour ordonnée, le second, Coth t pour abscisse.
(•) On aurait Y = Coaéeh /, ù l'on avait pria pour définition de cette binctioiL
Si ti et t% sont les paramètres de deux points Mi, Mt, les coordonnées du milieu Mi de la corde MiMs seront
La droite qui joint ce point à l'origine a pour équation
elle coupe lliyperbole en un point Mi ayant pour coordonnées
«=«Ch^(/, -Hit), f^Sh^iU-^h),
ou ayant pour paramètre U = ^ {U + tt)» On sait d^alUeurs, par la théorie des diamètres et il est facile de vérifier directement, que OMs passe par le point de rencontre des tangentes en Mt et M2(*).
Par l'extrémité positive de Taxe OA, menons une parallèle à la corde MiMsy rencontrant la courbe en un point Ms de paramètre ^t, et le diamètre OM4 en M6(**). D'après ce que Ton vient de voir» tzf paramètre de Ms, intersection de OMa avec la courbe, sera égal à la demi-somme ^ts des paramètres de A et Ma* Donc ^5 =a ii + tt. Le point Ms est d'ailleurs évidemment sur la parallèle à OM4 menée par la seconde extrémité A' de l'axe OA. U est donc facile de construire le point Ms, correspondant à i^i -+• Uf quand on connaît les points Mi, Mf, correspondants kUytf^
14. SuUe. Interprétation géométrique de t. Considérons un secteur hyperbolique OAM, dont l'extrémité M a pour paramètre t. Il sera facile, par le numéro précédent, de construire les points ayant pour paramètres 't^\ 1^, !^; i^, 1^, 1^, i^ et ainsi de suite. Soient « = 2*, «(3 = ^ et
(*) Des triangles équivalents OM1M4, OM1M4, retranchons les tn^èzes équivalents ayant pour côtés parallèles les demi-cordes de Phyperbole, en nombre indéfiniment croissant, qui sont parallèles à MtMa et sont divisées en parties égales par OMs. Nous trouverons que l'aire du secteur hyperbolique OMiMs est égale à celle du secteur hyperbolique OMaMs; autrement dit, OMs divise le secteur OMiMa en deux parties égales, ce qui résulte aussi du n» suivant.
(**) Le lecteur est prié de faire la flgure. La construction analogue dans le cercle est trop simple pour être exposée explicitement.
appelons 1, 2, 3,..., (n — 1) les points ayant pour paramètres |3, 2(3, 3^,..., (fi — 1) ^. Les triangles OAl, 012, 023,... sont équivalents comme Ton sait. D'ailleurs, l'aire de celui dont les sommets ont pour coordonnées
(0, 0), [Ch (p - 1) f:i, Sh (p - 1) (i], [Ch pi3, Sh p[^l
est, d'après une formule connue,
i [Sh ;?13 Ch (;? — 1 ) (3 — Sh (i? — 1) .9 Ch j)3] « i Sh ^.
D'après cela,
Polygone OA123... M =|sh (3 «| M«i t X ^■;
d'où, en passant à la limite,
Sect. hjp. OAM = ^ / X lim^ •
Mais, d'après la troisième définition du nombre tf, donnée au début de ce travail, on a, en posant 2|3 s» a,
Sh(3 _. e/^-tf-/^ g«/8_i 1 ^--1 1 , , ,
Lim--~=Lim — -7 — = Lira— -rr^ — — ^=Lim «Lim-^ssl xl = l.
(i 2i3 2^6 eP a eP
On a donc enûn
Sect. hjp. OAM ^{t,
c*est-à-dire que t est le double du secteur hyperbolique OAM, comme 6 est le double du secteur circulaire OAm.
15. RelaUons entre les fondions hyperboliques et les fonctions circulaires. I. Pour simplifier, considérons seulement les points de l'hyperbole et du cercle dont les deux coordonnées sont positives. Par le pied s de l'ordonnée Ml du point M de paramètre t, menons la tangente sms* au cercle. On aura Om^Oscon (angle A0«»), ou
1 =s Ch ^ cos (angle AOM).
L'angle AOM, ou 2 fois le secteur OAM, sera donc la variable 0, liée au double secteur t » 20AM, par la relation (1) du n* 8.
Les relations (2) du n** 8 correspondent dès lors aux propriétés géométriques suivantes :
Puisque Séch t <^ cas Q, la tangente en M à l'hj'perbole passe par le pied S de 1 ordonnée du point m du cercle. À cause de Sh ï ^ tang 9, ThfBBsmS, on a ensuite
jM = A(, AT=bS)«; BT' = Coth ( = coaéc 9 =0*; OS' = Coséch ( = cot 9 = B/'.
H. La droite Ov, qui joint le milieu v de AM à 0, passe par ie point N de l'hj'perbole de paramètre ^t et par le point r d'intersection des tangentes AT, M*. Donc Ar = TA J t. D'après le théorème de Laisant, Th{t = tang { 9. Par conséquent, Oi- passe aussi par le milieu m de l'arc Am et la tangente ms au cercle passe également par 7.
Il est facile, d'après cela, de construire te point N, sans que l'hyperbole soit tracée, par l'un des procédés qui permet de déduire d'un point de l'une des deux courbes, le point correspondant de l'autre. Réciproquement, étant donné le point N de paramètre 1 1, on peut aussi en d^uire le point M de paramètre t, en cherchant d'abord le point auxiliaire n, puis le point m.
III. Dérivées, intégrales, séries
16. DiHvées et intégrales. On trouye immédiatement, en écrivant D au lieu de D„
DShfl? « Cha?, ^OYixdx = Sha?,
Q héhx « Shfl?, JSha?rfa? = Châ?,
$dx
Ch«a? ' JCh»a?
1 C dx
^^t»»^ — sh^ 5si^ — <'««'^'
DlShx^ Coth X, ^Coihxdx ^IShx,
D / Ch 0? = Th fl? ; ^Thxix^lCh x.
Pour les fonctions hyperboliques inverses, il vient
db 1
DArgChfl?=::Dd:ZU+ t/fl?«^l)= . ^ ' > (a?>l)
D Arg Sh a? = D / fa? -H L^a?* -^ l) ^^""7=== *
^ ^ yx* •+- 1
D Arg Coth <8 = D I ï ^1^^ « j-i^, («»>1)
DArgS*chfl? = D±ffL±ilLllf!')=« — ^= (a> < 1)
OArgCoséch« = D/fiJlt£LÏfL)«»— ^p=== •
Les formules oorrespondantes, en calcul intégral, sont :
^ = / (a? -^ i/x* — 1) = db Arg Ch x, {œ > 1)
C dx /
i =l[x -\' y x^ -♦- 1) = Arg Sh g.
Jj//p* ^ 1
C dx / X -H 1
\ . =-?( î^- )= qi Arg Séch a;, «<1
\ — =^ — Z( ^^ )= — Arg Cosech x.
ix |/1 -«• û?* \ ^ /
Elles sont analogues à des formules connues relatives aux fonctions circulaires inverses.
Les intégrales contenant des fonctions hyperboliques s'obtiennent, en général, par des procédés semblables à ceux qui donnent les intégrales contenant des fonctions circulaires. Exemples :
[dx { dx _| ch*i^ _7mt, I
JShfl? 32Shia?Chia? JThiaî '^^
$dx
Remarque. Si Ton a Ch < cos 9 =» 1, on trouve — =» cos 0, - .« Ch t.
1 T. Séries. Les principaux développements en série des fonctions hyperboliques s'obtiennent aussi aisément que ceux des fonctions circulaires.
On sait que, pour toute valeur réelle de x,
ê"' =» 1 1 — H ^ ^ ^ ^ -♦- etc.
D'où, par addition et soustraction,
^^ ^ ° ^ -^ ils •*• ï:2£4r5 •*• 1.2.3.16.6.7 ^ '"'•' <*^ formules analogues à
Co8«; = l--H-j^2;3^-j2345g-Hetc., («),
D.7 On déduit aisément de là
i (Ch ., - cos ..) = j^ -H j^g^ -^ etc.,
On a encore, pour â?» inférieur à 1,
î(l 4. a?)«- ~ ^ -*.---—+ etc.
1/1 X X X* Qi^ a?* .
i(l_^)^ ^^^_^«^-*.etc.;
d*où, par soustraction,
,,/l-4-flî\ . -^, 0? a?» iP* flJ' . „.
analogue à
Arc tang a? ==- s- -♦- -r ■=■ -^ etc., (2)
La formule du binôme donnera;' étant au plus égal à 1,
»/l ^aj« 2 2 4 2 4 6
6 est compris entre et 1. Multiplions par dm de part et d*autre et
intégrons entre les limites et x. LMntégrale J'Oa^^^db est comprise
fl;** -I-' 1
entre et f' x^^dx. c'est-à-dire, est elle-même de la forme 9'-^^ r-t
6' étant aussi compris entre et 1. On a donc
i dx y Ix* 1 3 a;*
= Z (a? H- 1/1 H- «•)«=ArgSha? = a? — :^-*-ô •- • r--*- •• 0|/rTï« ^^ 2 4 6
2 4 2n 2ii -I- 1
c'est-à-dire, en faisant croître n indéfiniment
ArgSha? = a? — --^-f-- — -^ — etc. (3)
Cette formule est analogue à
Arcsinajessa?-*-^— '*'Z"a ' r"*" ®*^' W
Pour « => 1, la formule (3) donne
i(l + ^/2) = 0.881373 587 = l-|i-4-|.|.g-^.|.|-^ + etc.
expression que M. Laisant a représentée par II.
La combinaison des séries (1) (2) (3) (4), conduit à divers résultats assez intéressants.
1S. Analogie des fonctions hyperboliques et des fonctions drctdaires. En analyse supérieure, on prend pour définition des sinus et cosinus
circulaires et hyperboliques, les relations (a), (b), {c)^ (i), où a est réel on imaginaire. Les autres fonctions sont définies par les relations :
Thd?«:r--— = , Secha?=-— -, Coséch a? = -— ;
Ch X Coth a? Ch a? Sh a?
sin a; 1 , 1 , 1
tanga;B= = — : — , seca?= , coseca?=-: — ;
cosa? cota? cosa; sina?
(If)
On peut démontrer, en partant de ces définitions, les formules qui donnent sin(^ -4- «), Sh (t -+■ u), etc., et, par suite, toutes les propriétés des fonctions circulaires et des fonctions hyperboliques.
Si Ton change a? en x (/ — I, la série (a) devient la série (c) et réciproquement; la série (2) devient la série (rf), multipliée par {/ — 1 et réciproquement. On exprime ce fait, en abrégé, en écrivant
Ch (a? (/ — 1) = cos X, Sh (a? (/ — 1) = |/— 1 sin a?,
cos (a? |/^) = Ch a?, sin {x |/^) = j/— 1 Sh x.
On déduit de là
Th {x ]/^l) = l/^ tang a?, tang {x i/^) == /— 1 Th a?, Coth (a? j/— 1) = — (/I^l cot a?, cot (a? ^/^) = |/^ Coth a?,
Séch (a? i/^) = séc a?, séc (a?i/—l) = Sécha?,
Coséch(a?|/ — 1) = — [/ — 1 coséca? ; coséc (a?(/ — 1)= — j/ — 1 Cosécha?.
D'après ces relations^ on voit que les fonctions hyperboliques définies comme au § 1, et les fonctions circulaires, définies comme en trigonométrie, sont des cas particuliers des fonctions générales définies par les séries (a), (&), ou (c), (i) et les relations (^),et Ton s'explique la similitude de leurs propriétés.
AV
On prend pour A, Tune quelconque des trois valeurs du radical cubique. Dans le cas où ^ et r sont réels, on peut exprimer les racines au moyen des fonctions hyperboliques ou des fonctions circulaires. Nous
laissons de côté le cas où-r + ~-= : dans cette hypothèse, Téquation
a des racines égales, et Ton a
3f Sr
Premier cas principal : -j -^^poeitif. I. q positif. Posons : On aura
ij^ i j^
A « ^p (Sh i^ï^hlj = ^pe* = p»«», B == ^ pV"" »,
U =« 2p» Sh 5 , jp. « — p» Sh - -4- / — 3p» Ch- ,
«, = — p»Sh~/^^p»Ch-.
IL j" négatifs r négatif. Posons
-g = pCW. Y/- + ^ = pSh<.
On aura
1 < If
2;i«=2p»Ch|, 2;«=--.p»Ch| + t/"I^p»Sh4
^,« — p»Chg~|/— 3p»Sh- III. ; n^ai\fi r positif. Posons
pCh^ y/--^^ = pSh<.
On aura
12, = - 2p"» Ch- , ^ == p» Chi -H |/^^ p»"Sh| f
i2!5 = p»Ch5— /— 3p»Sh|
DeumUna cas principal : -j--^ hj^ÇO'W' Posons
On aura
A = K p(cos9 -4- 1/— 1 sin 6) -= p' ( cos- -*- (/—Isin- j,
B = p» ^cos - — |/"^ sin- Y
«!4=»2p»cos-, 2:f = — p«f oos^-H |/3sin- h
jjj s= — p8/ cos- — |/3sin- 1-
Les deux dernières racines peuvent encore s'écrire
oï ô-+-27r ^1 9 — 27r
fj, = 2 p'cos — - — , jîs = 2 p» cos — - — .
90. Propriétés de Vhyperhole. Dans un grand nombre de cas, il j a avantage à remplacer Téquation habituelle de Tellipse.
par les équations simultanées, où 9 est on angle auxiliafre,
a; =r a cos G, y = Jsin0.
De même, pour étudier Thyperbole ayant pour équation
il est parfois utile de poser, pour la demi-hyperbole de droite,
a? = a Ch ^, y = J Sh ^,
et pour celle de gauche,
^^ — aChtf f = b8ht.
Démontrons, par exemple, au moyen de la variable auxilaire ^, les deux théorèmes d'Apollonius. Le demi-diamètre a' ayant pour extrémité le point {x' =» a Ch^, y' «s } Sht), est donné par la formule
a' = |/a« Ch* < -^ >« Sh« < et l'angle u que ce diamètre fait avec Taxe des x est tel que
tang» «a^, = -Th^ sm«= — ; — , cos a> = .
Le coefficient de direction de la tangente au point {x'y ff') est
b*af h tang w' =5 -r--7= -Coth <; a* jf' a
ce coefficient est aussi le coefficient de direction du diamètre b' conjugué à a\ On obtient la longueur de V en cherchant la distance de Torigine au point d'intersection de la droite
y =sx tang «', ou y ««= — Coth ^, avec Thyperbole
conjuguée de la première. On trouve, pour les coordonnées â;", y'* de ce
point, les valeurs
y" = *Ch^ a?" = aSh<.
Par suite,
V =3 /a* Sh* f -^ J« Ch« t, puis
. , »Ch^ , aSh/
sin «' = , cos » =8 — ,. •
On a alors
, >a(Ch«<— Sh«0 a»
sin («' — m) == sin «' cos w — sm « cos »' = ^7— ; ="rr/ >
a'* — y« = a« Ch« < -♦- J* Sh» < — (a« Sh» t -4- J* Ch» Q « a* -- i«, c'est-à-dire les théorèmes d'Apollonius.
SI. Ciainttté. La chaînette est la courbe formée par un fil pesant inspenda par ses deux extrémités. Elle a pour équation, en coordonnées rectangulaires,
de sorte que
L'axe des « est appelé la directrice de la courbe ; l'axe des y est un axe de symétrie, rencontrant la courbe au sommet A, distant de la directrice d'une longueur égale à a.
La tangente MT et la normale MN au point M {a, y), ont respectivement pour équations
Y_aCb^=Sh-(X~«), Y — «Ch-= — —{X — x).
La distance Pm du pied de l'ordonnée de M à la tangente est constante etigaleàa. Kn effet,
— aCha P«i =
Par suite, la distance F» =■ Mm de P à la normale MN est égala k ,
[/{y* — fl*) = a Sh - . De là un moyen facile de construire la tangente
et la normale.
On trouve ensuite pour la longueur N de la normale MN et pour le rayon de courbure p = MG, la même valeur. Car,
La longueur de Tare AM et Taire du trapèze curviligne AMPO sont données par les formules
AMPO=l y^ = a\ Ch-(te = a*Sh-=a x M«»==Pi»M«,
résultats très remarquables.
Soient x, y, les coordonnées du centre de gravité de l'arc * = L M terminé aux points L (â?o, y©), M (a?, y) ; a?,, y, celles du centre de gravité du quadrilatère curviligne «^ = a*=»LMPK correspondant. On aura
Le centre de gravité de Vaire u e$t donc au milieu de l'ordonnée du centre de gravité de l'arc s *
On prouve aisément que x, = x^ est l'abscisse du point d'intersection des tangentes en L et M; puis, que y« =» 2yu est la moitié de l'ordonnée du point d'intersection des normales en L et M.
SS. Tractrice. Le lieu des points analogues à m est appelé tractrice. Appelons 3 l'angle m TP dont la tangente trigonométrique est égale à y'. Alors
tange = Sh-, sin0=Th-, cosô=
Ch- .
a Soient Ç, ri les coordonnées de 99i ; on aura
a y^ s= m P cos m PM = a cos 9 «= >
Cha
£ « OP — wP cos wPT e= û? — asin e = û? — aTh--
On déduit de là
dl dx ax -.■-■-
Ch
«f ( Ch«f a \ «
Ainsi, la tangente en m à la traetrice est dirigée suivant mP. La longueur m F «» a de cette tangente comptée jusqu'à Taxe des x est constante. La traetrice est donc une courbe aux tangentes égalée. En Â, la tangente est Taxe des y et comme la courbe est symétrique par rapport à OY, A est un point de rebroussement. L*axe des X est évidemment asymptote de la courbe.
La normale mM à la courbe est tangente à la chain^te, qui est donc la di^loppée de ta traetrice^ et le rayon de courbure de celle-ci en M, est égal à m M ou AM.
9S. Pseudosphère. La surface, en forme de fuseau indéfini, engendrée par la traetrice en tournant autour de son asymptote, 8*appelle pseudo^ sphère. En chaque point m, ses deux rayons de courbure principaux sont mM eimT dirigés en sens contraire. Par suite, la courbure de la surface (dans le sens de Gauss) est
mUxnt t"^ w P* "■ a' '
La pseudosphère est donc une surface à courbure constante négative^ comme la sphère est une surface à courbure constante positive.
L'aire de la pseudosphère depuis son arête de rebroussement jusqu'à un plan correspondant à une valeur x de la variable indépendante est
pX
n \ fiydï
Sh»- Sh*a a
\ Ch^\/ Ch*î Ch»f
Sh^dx a
2na\ — ' — «= - 27ra* \ \ ^2nd
Ch»- I Ch
Pour X infini, on trouve 27ra» pour la surface de la demi-pseudosphère. Donc la pseudosphère entOref de paramètre a, a Za même surface que la sphère de rayon a.
Le volume de la pseudosphère de à a?, est,
1 Sh' -•
\ Ch«* Ch«î J„ « « 3 «
Pour X infini, on trouve | tta* pour le volume de la demi-pseudosphère. Donc la pseudosphêre entière, de paramètre a, a un volume égal à la moitié du volume de la sphère du rayon a.
!t4. Parabole et paraboloïde de révolution. L'équation habituelle de la parabole y* => 2pa peut être remplacée par les suivantes :
y = paht, x = \pSh*t.
On déduit de là
dy=:pChtdt, do^^pChtShtdt. ds^pChUdt.
L'arc s de parabole compris entre les points M {w, y) et M' (â?, — - y)^ symétriques par rapport à Taxe, est donné par la formule
s=p{ ChUdt = {p{ {Ch2t^l)dt^'^p{ah2t^2t)
= pShtCht-^pt.
La longueur T de la tangente en M {x, y) comptée jusqu'au point N ( — Xf 0) de rencontre avec Taxe de la parabole est égale kpShtCht; car
T» = {2xy + y* = p^ Sh* t^p^Sh't^ p^ Sh* t Ch» t.
On a donc
ce qui est une interprétation assez curieuse de t.
On arrive un peu moins simplement à la valeur de s, en prenant pour variable indépendante l'angle 9 de la tangente MN avec l'ordonnée MM\ Cet angle 6 est lié à t par la relation Gh ^ cos 8 = ^^ car ces G.bs y : T = 1 : Ch ^.
On trouve ensuite, pour la surface S et le volume Y du paraboloïde engendré par l'arc s tournant autour de l'axe de la parabole,
S-=3|-7rp(Ch»<-l), V«i7rp»Sh*^,
valeurs que Ton obtient d'ailleurs aisément, ou prenant y pour variable indépendante.
95. Remarque générale eur remploi des foneiians hyperholiquee dans les applications de V analyse. Dans les questions que nous venons de traiter, et, en particulier, dans Tétude de la chaînette, de la tractrice et de la pseudosphère, les fonctions hyperboliques s'introduisent d'elles-mêmes dans les calculs, qui tous s'effectuent très simplement.
Mais ce serait une illusion de croire que l'emploi des fonctions circulaires n'eut pas présenté les mêmes avantages au point de vue précisément de la simplicité des calculs. Au contraire, en général, à ce point de vue, on peut souvent employer indifféremment l'une ou Tautre espèce de fonctions. Ainsi, les questions des n'*'22, 23, 24 et même 21, se traitent tout aussi facilement en prenant pour variable indépendante qu*eii faisant jouer ce rôle à la variable a.
La raison de ce fait est facile à trouver. On a vu, aux n"" 8 et 15 que l'on peut exprimer les fonctions hyperboliques au moyen des fonctions circulaires et réciproquement. Toute question traitée au moyen des unes peut donc aussi se traiter au moyen des autres et inversement.
Mais il n'en est pas moins vrai que, dans certains problèmes, ce sont les fonctions circulaires, dans d'autres les fonctions hyperboliques qui s'introduisent naturellement dans les calculs. Si l'on veut éviter Temploi des fonctions hyperboliques, ce qui ne semble guère raisonnable, on ne le fera, sans tâtonner et sans compliquer les calculs, qu'en se servant implicitement des relations des n<** 8 et 15, que nous venons de rappeler. D'ailleurs ce n'est qu'en employant la notation des fonctions hyperboliques que l'on fera ressortir les analogies de certaines questions connexes, comme les exemples des u"** 19 et 20 suffisent pour le prouver.
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