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PRÉFACE
Le Précis que je publie aujourd'hui m'a souvent été demandé par des ingénieurs désireux de voiries fonctions elliptiques dégagées des hautes théories du Calcul intégral et conduites jusqu'aux applications numériques. C'est à eux surtout que ce Livre s'adresse. J'ai dû cependant songer aussi aux étudiants et, tout en leur faisant connaître les propriétés les plus essentielles des fonctions elliptiques, les mettre à même de lire et de comprendre les Ouvrages plus étendus, tels ((ue le Traité d'Halphen ou les Eléments de MM. Tannery et Molk.
Le but que j'avais en vue m'imposait une double nécessité. D'abord, au point de vue des applications à l'Art de ringénieur, le réel seul coînpte; les valeurs imaginaires des fonctions sont sans intérêt, je les ai passées sous silence autant que faire se pouvait; si les démonstrations y ont perdu comme généralité, elles y ont souvent gagné comme simplicité. Ensuite les méthodes devaient être courantes; donc pas d'intégration le long de contours imaginaires, pas de théories sur les fonctions doublement périodiques en général. IjCs notions, qui me servent de point de départ, sont familières aux élèves de Mathématiques spéciales ou tout au moins à ceux de nos Ecoles d'Ingénieurs, Centrale, des Ponts et Chaussées ou des Mines ; ce sont les propriétés des séries con-
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vergentes et la notion de Fintégrale définie réelle. Sur les séries, j'ai admis qu'elles pouvaient être traitées comme des polynômes, additionnées, multipliées, dérivées, etc. J'ai aussi admis une ou deux fois des théorèmes qui ne sont démontrés que dans un Chapitre complémentaire ou dans un texte en petits caractères. J'espère que cette liberté nie sera accordée au même titre qu'on admet dans les lycées l'existence d'une racine réelle ou imaginaire pour toute équation algébrique à une inconnue, ou encore l'existence de la fonction implicite, définie par une équation entre deux variables.
Avec ce point de départ, j'ai pu aborder les problèmes Içs plus variés ( ' ) auxquels s'appliquent les fonctions elliptiques et montrer ainsi que ce sont leurs propriétés les plus élémentaires qui sont les plus utiles. Il y avait donc intérêt à détacher ces propriétés et à les placer au seuil de l'enseignement supérieur au lieu de les reléguer à la fin, de même qu'en Trigonométrie on n'attend pas d'être en possession des éléments du Calcul intégral pour étudier le sinus et le cosinus. L'inconvénient du plan adopté est que j'ai dû, une ou deux fois, pour rester sur un terrain élémentaire, allonger les démonstrations ; mais cet inconvénient disparaît pour le lecteur qui peut se dispenser de refaire les calculs un peu laborieux et s'en tenir aux résultats et au texte toujours facile à comprendre. Un second inconvénient est que des formules établies pour le domaine réel ne peuvent pas toujours sans danger être étendues au domaine imaginaire. Le Chapitre IX où j'indique les méthodes générales obvie à cet inconvénient.
(') J'ai choisi de préférence ceux que j'ai eu l'occasion de traiter dans mes conférences à TÉcole Polytechnique.
PRÉFACE. VU
Un Précis ne peut naturellement pas prétendre à être complet; j'ai au moins saisi toutes les occasions d'indiquer les belles questions qui se présentent dans Tétude des fonctions elliptiques, équation de Lamé, transformation, etc. Les exercices m'ont également permis soit de donner un grand nombre de formules, faciles à établir, et qui complètent celles du texte, soit de renseigner le lecteur sur quelques applications abordables avec les ressources du Précis et que j'ai dû laisser de côté pour ne pas trop allonger; l'Ouvrage de M. Greenhill, traduit par M. Griess, m'a été, à ce point de vue, d'une grande utilité.
On remarquera le rôle prépondérant que jouent, dans mon Livre, les fonctions de Weierstrass; c'est conforme aux traditions qui s'établissent non seulement dans renseignement, en France, mais encore dans un certain nombre de chaires étrangères (*). J'ai cependant fait leur part aux fonctions de Jacobi que tant d'illustres savants, et en premier lieu M. Hermite, ont adoptées, et je les ai utilisées partout où elles se sont présentées naturellement. Le Tableau que j'ai placé à la fin du Volume permettra de se retrouver aisément dans les diverses notations; celles que j'ai adoptées sont celles qui sont enseignées à l'École Polytechnique ; je ferai seulement observer que 20)^ désigne toujours la période réelle et 2a>2 la période imaginaire, même quand ces deux périodes né forment pas un couple de périodes primitives. Il m'a semblé préférable, dans un Ouvrage où j'étais surtout préoccupé des applications, de conserver toujours le même nom aux seules périodes utiles pour les appUcations.
(*) Voir Dotamment, en France, les deux Cours d'Analyse de l'École Polytechnique; les ÉlémentSf de MM. Tannery, direclcur des éludes à TÉcdle Normale, et Molk, professeur à la Faculté de Nancy; à l'étranger, le Cours de M. Teixeira, le savant directeur de l'Académie polytechnique de Porto, etc.
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Les Tables numériques constituent une innovation dans un Ouvrage élémentaire; on verra, par l'exemple détaillé que j'ai traité pages 1 53 à 1 69, qu'elles donnent une approximation généralement bien suffisante.
Le soin avec lequel ce petit Volume a été imprimé est dans les habitudes de MM. Gauthier-Villars; je tiens à les en remercier ici ainsi que de l'amabilité avec laquelle ils m'ont engagé à achever un Ouvrage trop souvent interrompu.
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ERRATA
Page 23, ligne 9, au lieu de 6J(o), lire 6*(o).
Page 2{, ligne 8 en remontant, le numéro de la formule est {s) et non (1).
•KM 'Kju
Page a^, lignes 1 et 3 en remontant, au lieu de e^x, lire e(*>i.
Page 25, ligne i » » .
Page 3o, ligne n en remontant, après le mot valeurs ajouter réelles.
Page 3i, ligne 5, dans l'exposant, lire u et non n.
Page 4^1 ligne 12, au lieu de 4cj, lire 20 c, et au lieu de — ^c^, lire 28 C4.
Page 58, dans la formule (y), supprimer les facteurs 2 au second membre.
Page 63, ligne 2, au lieu de \t%Jig. 2 et 3, lire \t%fig. 3 et 4*
Page 6'|, à gauche àtjig. 7 écrire discriminant négatif; e, < o, au Heu de di>-
criminant positif; c, >o.
Page 90, ligne 3, après intégrale, écrire complète.
Page 91, ligne 4» au lieu de (o,, écrire (o,.
Page 94, ligne 5, devant -n — 9, écrire sin.
âx . . ôx -r-» écrire -.- • ôt dp
Page 128, ligne 5, en remontant, effacer le numéro de la formule.
Page i33, dernière ligne, au numérateur de la dernière fraclionr, écrire orpu^ au
lieu de «'. •
Page 171, ligne 16, après k^{i-i~ k^, fermer la parenthèse.
Page 171, ligne 17, après k-, ouvrir la parenthèse.
Page 188, ligne i5, au lieu de (— i)»-' - — ?^~, écrire (— i)«-' ? , •
Page 196, lignes i5 et 16, au lieu de y, lire 3. Page 198, au lieu de e, lire e^.
NOTIONS PRELIMINAIRES : VOCABULAIRE, DEFINITIONS, NOTATIONS
Représentation des quantités imaginaires. — H est commode, pour se représenter une quantité imaginaire
z = x-^y /— I =z x-^yi,
de tracer deux axes de coordonnées rectangulaires Ox^ Oy et de considérer x Ql y comme les deux coordonnées d'un point M, qu'on nomme Vafjixe de l'imaginaire; OM = \Jx^-\-y'^ est le modale de l'imaginaire, x et j^ peuvent prendre des valeurs arbitraires et indépendantes; dans certains cas, on a besoin de considérer X ^\y comme fonctions d'un même paramètre t\ le point M décrit alors une courbe C; il nous arrivera de dire que le point Z, ou même la variable ;;, décrit la courbe G.
Chaque variable imaginaire pourra ainsi être considérée comme rapportée à deux axes de coordonnées qui varieront d'une variable à l'autre. Soit Z=/(5) une fonction de z\ lorsque z décrira dans son plan une courbe, Z décrira dans son plan une autre courbe.
Points ordinaires; points critiques. — Si, quel que soit le chemin parcouru par z pour arriver au point Sq^ Z prend au point Zq une valeur unique et finie, le point Zo sera un point ordinaire de la fonction /(z). Dans le cas contraire, ce sera un point critique; Zo sera un pôle de /(z) si /(zq) est infinie et si l'inverse de/(z) reste finie et bien déterminée dans le voisinage de Zo\ les points critiques qui ne sont pas des pôles s'appellent des points singuliers essentiels (nous n'aurons pas à en considérer). Si /(^o) est nulle, Zq est un zéro de f(z)^ simple, double, triple, etc., suivant que, dans la suite /(zo ), /' (^o)^/" {^o}^ • • ■» une, deux, trois, . . . fonctions sont nulles.
Diverses espèces de fonctions. — Si z^ est un point ordinaire d'une fonction, la fonction est à\ie régulière au point z^ et l'on peut développer la fonction suivant la formule de Taylor
Une fonction régulière en tous les points z d'une portion de plan est dite holomorphe dans cette portion de plan. Une fonction qui n'a pas d'autres points critiques que des pôles dans une portion de plan est dite méromorphe dans cette portion de plan. Par exemple, les fonctions sin 5, cos 5, e^ sont holomorphes dans tout le plan, tang^ est méromorphe.
On dit qu'une fonction est uniforme (ou monodrome) dans une portion de plan lorsqu'elle n'a qu'une valeur pour toutes les valeurs de z situées dans cette portion de plan. Les fonctions précédentes sont uniformes dans tout le plan; \/z -a^ log(^ — «) ne le sont pas. Par exemple y/5^ prend, en chaque point du plan, deux valeurs égales et de signes contraires, zb 2. Mais si l'on sait d'avance que s^'z'^ doit être positif en même temps que z^ \/z^ n'aura plus qu'une seule valeur -\- z bien déterminée pour toutes les valeurs positives de z. Il est donc possible, en ajoutant certaines conditions complémentaires, de traiter les fonctions mal déterminées ou multiformes comme des fonctions uniformes.
Définitions de fonctions par des séries. — Un des moyens les plus puissants de définir les fonctions d'une variable z consiste
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à les définir par des séries. Les fonctions holomorphes sont définies par des séries entières analogues à la série de Taylor ; ainsi l'on peut prendre comme définition de e^, smz, cosz les séries suivantes :
sin^ — ^
et ces séries, convergentes pour toutes les valeurs de z, réelles ou imaginaires, permettent d'établir les formules fondamentales suivantes, dont j'appellerai spécialement la troisième, la quatrième et la cinquième ybrme//(?5 d^Eulcr :
e^xey —
sina? co^y -+- sin
cosar,
cosa7-+- tsino:,
sina? =
eix^cix
'Il
cosx =
eix^ e-ix
cx-^iy — ex (cos^ 4- isïny),
d'où l'on déduit que le module de e^^y est e-^.
Ces formules sont bien connues : cependant, pour éviter toute difficulté au lecteur, je lui rappellerai que la convergence d'une série imaginaire se constate soit en démontrant que la série des modules de chaque terme est convergente, soit en vérifiant que la partie réelle et la partie imaginaire sont séparément des séries convergentes. Il existe des séries, qui sont convergentes sans que la série des modules soit convergente; telles sont, par exemple,
les séries alternées
Nous ne considérerons pas de telles séries, qu'on appelle séries semi-convergentes. Les séries, qui seront employées dans cet Ouvrage, seront toujours absolument convergentes, c'est-à-dire
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que la série des modules des termes sera convergente. On sait que souvent une série
Ao-+- Al (5 — a) 4- Ai(5 — a)*-+- ...,
convergente pour des valeurs de z. suffisamment voisines de a, cesse de Têtre dès que la distance du point z au point a atteint une certaine valeur : cette valeur s'appelle le rayon de cornergence de la série.
Les fonctions méromorphes s'expriment, ou se définissent, par des séries de Laurent^ composées d'une série entière analogue à la précédente, précédée d'une fraction rationnelle. Telle sera, par exemple, la fonction pu^ qui jouera un rôle prépondérant dans cet Ouvrage,
pa = — j -h Ci a' -h Cj w^ -H
La forme générale est, dans le voisinage du pôle a,
Fonctions simplement et doublement périodiques. — La
Trigonométrie a pour objet l'étude des fonctions périodiques : sin5, C0S5 ont pour période 211, tang5 admet i: comme période, e^ a une période imaginaire t.tzL C'est un théorème connu, mais que nous ne démontrerons pas, que les fonctions holomorphes ne peuvent avoir plus d'une période.
Ainsi une fonction qui admet deux périodes distinctes a nécessairement des pôles : les fonctions doublement périodiques les plus simples n'ont pas d'antres points critiques que des pôles : on les appelle fondions elliptiques. On démontre, dans les cours d'Analyse, qu'une fonction méromorphe ne peut avoir plus de deux périodes distinctes et que le rapport de ces périodes doit être imaginaire 5 nous admettrons ce théorème qui n'offre pas pour nous une utilité immédiate, mais qui fait comprendre pourquoi nous n'introduirons que des fonctions dont les deux périodes présentent un rapport imaginaire.
NOTIONS PRËLIMINAIRES.
D'une fonction /(5) simplement périodique, à période ait, on peut déduire une fonction à période quelconque 2co, en posant
La fonction
admet la période 2(0, puisque, si u augmente de 20), z augmente de 271 et par suite /(.s) ne change pas, ni ©(m). C'est ce qti'on
exprime ainsi :
cp(a-h 20))= cp(M)
et plus généralement, m étant un entier quelconque positif ou
négatif,
o(M-i-2/?Ja))=<p(M).
Fonctions doublement périodiques de deuxième et de troisième espèce. — On appelle fonction périodique de deuxième espèce une fonction méromorphe qui est multipliée par deux quantités constantes différentes 5,, 52, lorsque la variable s'accroît de deux quantités données 2Ci>i, 2o>2 différentes : on a donc, par définition,
On appelle fonction périodique de troisième espèce, une fonction méromorphe qui est multipliée par deux facteurs exponentiels différents, e^i^+*i» e^t^+*iî lorsque la variable s'accroît respectivement des quantités 2(0|, 2W2; on a donc par définition
( ©(^ -h 20),)= e«i=+*icp(-3), ( <p(-3 -h 20)s)= e«»--^*«ç(^).
Notations. — Nous désignerons par [a| la valeur absolue ou le module de a\f{u)^f'{u)^ . . . représenteront les dérivées première, seconde def{u) par rapport à la quantité désignée par w; ainsi si
on aura
(p'(a)=X/'(Xw).
CHAPITRE I. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES
Nous numéroterons les formules importantes en chiffres arabes, les numéros se continuant d'un Chapitre à Tautre. Les autres formules qu'il pourra être commode de rappeler seront désignées par les lettres de l'alphabet français ou grec, la première lettre étant reprise dans chaque Chapitre.
Les notations adoptées sont celles de l'Ouvrage de M. Jordan (Cours d'Analyse de l'École Polytechnique); ce sont aussi celles employées par M. G. Humbert dans le Cours qu'il professe à l'Ecole Polytechnique. Elles ne diffèrent de celles de MM. Tannery, directeur des Études à l'École Normale, et Molk que par une question peu importante d'indice dans les fonctions 6; celles de M. Jordan sont plus symétriques et par suite plus faciles à retenir.
Les démonstrations en petits caractères ne sont pas indispensables à l'intelligence du texte.
On trouve à la fin du Volume un Tableau faisant correspondre nos notations à celles des autres auteurs modernes.
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DES SÉRIES e : ROLE DES PÉRIODES, ADDITION, USAGE POUR L\ CONSTITUTION DE FONCTIONS ELLIPTIQUES, RELATIONS QUADRA- TIQUES [FORMULES (1) A (19)].
Étude préliminaire d'une fonction holomorphe. La série que nous voulons étudier est la suivante
le signe ^ s'étendant à toutes les valeurs entières de /i, de — oo
Théorème I. — La série (a) est convergente, quelle que soit z^ pourvu que la constante a soit une quantité négative ou une imaginaire à partie réelle négative.
En effet, le rapport dW terme au précédent, pour les valeurs positives de n, est
Un
Ua-\
^z gz-^tna := gz ^tna^
Si la constante a est réelle, il faut et il suffit qu'elle soit négative pour que le facteur e^"^ tende vers zéro, lorsque n croît à riniini; sinon, soit a=: a' -\-Ui^ le module de ce facteur (p. 3) est e^"*' et il faut que la partie a' soit négative pour que le module du rapport considéré tende vers zéro.
Même démonstration pour la partie de la série qui correspond aux valeurs négatives de /i; il suffit de changer /i en — n.
Remarque. — J'admettrai sans démonstration que ^{z) a une dérivée qui est la somme des dérivées des termes de f (2). C'est une fonction holomorphe.
Périodicité. — La fonction ^{z) admet la période ^Tzi, car l'addition de ^Tzik z revient à multiplier le terme de rang n par
cos(2n-f- l)2TC-4-/sin(2/2 + l)2ir=I,
{b) 9<>8-+-4iîO = ?(«).
Remarquons, en passant, la formule (c) <p(^-+-2TrO= — ?(^).
Ajoutons maintenant ia k l'argument z^
id) { -^* * / «\ / «\'
o{z 4- ia) = — e-(^+«^ 9('2)'
La fonction cp(j5) est donc de la classe de celles que nous avons appelées, dans le Chapitre 1, fonctions périodiques de troisième espèce.
Corollaire, — On a
( o(^-i-2ma) =^ (— i)''*e'«(s^-'»«^o(5).
Théorème II. — Les formules (c) et (d) définissent entièrement la fonction o{z)y à un facteur constant près.
On suppose toutefois la possibilité des développements en séries pour les fonctions que l'on veut caractériser. Posons, en effet,
la formule (c) devient
et la formule (d), puisque ajouter a k z revient à multiplier l^ f^Tq{q = €''),
(d') qt^Aqt)=-f{t\
Cela posé, une série, ordonnée suivant les puissances impaires de t pour satisfaire à la condition (c'), s'écrira
et la condition (rf') donne immédiatement une loi de récurrence entre deux coefficients successifs
d'où l'on déduit
_ 1 Le facteur Ao^' * étant le même pour tous les termes de S(/), on a
Théorème III. — La fonction ^(z) est une fonction impaire. En effet, changeons z en — z; nous avons
et, si nous posons
= — cp(z). t;. g. K. u
lO CHAPITRE II.
Expressions diverses de^{z). — Soit
d'après les hypothèses faites sur a, q sera une constante réelle inférieure à un, ou imaginaire de module inférieur à un. y (2) peut s'écrire
On peut encore écrire
[g-+-(îii-H)al'
Zéros de ^(2). — Considérons la dernière forme et récrivons, en mettant p au lieu de /i,
Nous allons chercher à déterminer des valeurs de z telles que les deux termes généraux des formules (g) et (h) soient égaux et de signes contraires. On aura alors, pour ces valeurs de 2,
et, par suite,
Il faut donc que
ou
(s-t-(în-H)fl]« __ [»-f-(t/»H-l)rtl«
ce qui entraîne ou
^ [z-h(n -{- p-hi)a . .1
le nombre k élant un nombre entier positif, négatif ou nul, qui peut d'ailleurs varier avec n. Il faut donc que les deux, facteurs du premier membre soient séparément impairs, ou encore, puisque n — p et n-^ p sont de même parité, que
n-\~ p = — (2m-hi}y
-iH-(;i-î-/?-+-i)a = 2m'Tzi;
on déduit de là
( t ) z — 2 ma -^ 1 m' Tz i,
m et m' étant des nombres entiers qui peuvent recevoir des valeurs constantes arbitraires, positives ou négatives sans exclure la valeur zéro.
La formule (i) fait connaître une double infinité de zéros de <p(5); nous admettrons que ce sont les seuls, ce que va d'ailleurs prouver immédiatement la décomposition de f{z) en facteurs.
Décomposition de ?(2) en facteurs. — La décomposition peut être prévue d'après ce qui vient d'être démontré. Formons un produit qui admette les racines
c'est-à-dire qui s'annule lorsque
Posons, comme plus haut,
Les facteurs du produit seront de la forme
ou plutôt, comme un produit ne peut converger vers une valeur finie non nulle que si les facteurs tendent vers un, les facteurs seront de la forme
1 = ~j- pour les valeurs positives de m et de la forme i — q^"*t^ pour les
facteurs qui, primitivement, correspondaient aux valeurs négatives de m. £n d'autres termes, le produit à considérer sera
F(0 = A^J'J(.-y»'«<«)f[(,-Jj^«"');
12 CHAPITRB II.
le signe II indique qu'il faut faire le produit des facteurs que l'on obtient en donnant à m les valeurs 1,2, ... jusqu'à l'infini. Le facteur, mis avant les produits II, tient à ce que F(/) doit s'annuler pour t = i{z = o), et
changer de signe sans changer de valeur lorsqu'on change / en - (^ en — z).
A ne dépend que de q. Le produit F(0 sera convergent si | ^ | est plus petit que i, ce qui est l'hypothèse.
Or ce produit jouit des deux propriétés suivantes évidentes :
F(~/)=-F(0, qt*F(qt)=--'¥t,
Donc, d'après le théorème II, il ne diffère que par un facteur constant de la fonctionne/) ou o(z) et nous pourrons écrire :
(y) ç(;;) = A?i^]][(i-^«'«e^)JJ(i-e-^y»'«).
Les zéros s'obtiendront en annulant un quelconque des facteurs
z = 2 ma -H 2 /n' TU **.
Remarque» — Soit z = ui^Wu = ^{z), comme
(1 — q^"tez)(i _ e-s^î/ii) = , __ ^«m(ga+ e--)~h y^"*,
on aura, par les formules d'Euler (page 3).
(k) W{u)= A,sin "l~f (1 — 27*"*cosM-h^*'").
A la fonction o{z) sont intimement liées trois fonctions qu'on obtient en ajoutant à z soit Tzi^ soit a; mais nous laisserons au lecteur le soin de les étudier (voir les exercices à la fin du Chapitre). Nous retrouverons, d'ailleurs, les mêmes calculs en partant de la fonction que nous allons maintenant définir.
De la fonction 0. — L'usage s'est établi d'autres notations et, en fait, si nous conservions la fonction (p(^), dans les applications, il faudrait donner à z des valeurs imaginaires; la variable que nous allons introduire, au contraire, sera presque toujours réelle. Il convient, de plus, d'avoir à sa disposition une période
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quelconque au lieu d'un multiple de ic; la période que nous allons introduire sera, en général, réelle. Nous substituerons en même temps à a une nouvelle constante.
Voici les substitutions à faire
5 = — Uy a = — coi ;
!2C0| et 2(i)2 s'appellent les deux périodes.
La fonction o{z) se transforme alors en une nouvelle fonction 6(a), après multiplication par un facteur — i^ dont Tutilité apparaîtra immédiatement,
— oo
En groupant les deux termes qui correspondent à /i et à — n — i, et appliquant la deuxième formule d'Euler (page 3), on obtient la nouvelle forme, dont tout signe imaginaire a disparu,
{ibis) ea = 22(-0'»^ ""^'^ ^*"(^''-^') J^-
Pour la convergence, il sera nécessaire et suffisant que | q \ soit inférieur à i , c'est-à-dire que Wj soit égale à une quantité positive multipliée par \J — i, si a)< est une quantité réelle et positive, ou plus généralement que le rapport — ait sa partie imaginaire positive.
Les formules (6), (c), (rf), (e), démontrées pour la fonction ç(;î), donnent immédiatement les formules correspondantes relatives à 9w,
(3) e(i/.-4-2Wi) = — Oa,
l4 CRAPITRB II.
Les zéros de Oi/ seront donnés par la formule (5) a = a/iici)i-+- 2/n'a)î,
déduite de la formule (i).
La symétrie de cette formule a conduit à donner le nom de périodes aux quantités (o< et (O2, quoique, en réalité, 4^1 seule soit une période de 6a. Cette désignation sera amplement justifiée par la suite.
La fonction 9west impaire comme y (s) et s'annule pour ;/ = o; sa décomposition en facteurs résulterait de la formule (k).
Théorème. — Les zéros de ^(u) sont simples.
Les formules (3) et (4) montrent qu'il suffit de le démontrer pour M = o. Or
0'(a) = — y.(—i)^q' ^^ {in -Hi)cos(2/n-i)
donc
Wi
Si q est infiniment petit, la valeur principale de 8'(o)est — y*,
non nulle; ce qui suffit à prouver que8'(o) n'est pas nulle, en général, et, par conséquent, que w = o est une racine simple de 6m.
Théorème dit de l^ équation à trois termes. — La fonction ^{u) vérifie l^ équation
i (^(b — c)o(b -^ c)r^{a — rf)ç)(aH-G?) (7) } -^^{c — a)'D{c -t- a)f(ô — d)o(b -{- d)
Posons, en elTet,
Soient A, B, G les trois termes de Téquation à vérifier, (A),
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(B), (C) les termes généraux de ces trois termes :
(A)= (-i)"^ * e ^^^(-i)Pg * e^ *<«>.
7 |lrH-l)7C/- (2J4-1)TCI ■— -
?-* Jiis
en posant
/ ji = n-hp-h r-h s,
J aî= (2/l-i-l)*-f-(2/>-+-l)*-f-(2r-|-l)'-h('25-+-I)*,
( p = (î/i-r-iX^ — c)-4-(2/?H-ï)(ô-+-c)-î-(2r-!-i)(a— rf)-h(2s-hi)rrt-T-û?;; on aura de même
en posant
P' =:r^2/l'H-l)(c — a)-4-(2/>'H-l)(c-r-a)-T-(2r'4-l)(6 — rf)H-(25'-M)(6-l-rf).
el{C)sera composé d'une manière analogue. Nous allons chercher si, à tout terme de (A), il est possible de faire correspondre, quelles que soient les valeurs de a, t, c, rf, un terme de B qui le détruise.
Il faudra pour cela d'abord que ^ = P', c'est-à-dire que
2r-hlH-2S-4-I — 2/>'-f-I — (2W'-+- l). . .,
ou
ir -»- 5 -h I =/>'— n',
d'où l'on peut tirer les valeurs de
n — - {n -{- p -^ r -r- s) — n — - fx — n, /?'= — ~ (/i -i-/? -h r -f- 5) -^/> — I = — i fx -f-/> - I,
r'= '(n-hp-hr-hs) — s = - fx — s,
s= - (n-4-/>-t- rH-5) — r = -jx— r,
l6 CHAPITRE II.
et par addition
II résulte de ces égalités : i** qu'un terme de A ne pourra être détruit par un terme de B que si (x ou /i +p-+- r + 5 est pair (supposons-le); 2** que les deux termes considérés seront bien, dans cette hypothèse, de signes contraires. Il reste à vérifier que les exposants de q sont bien égaux, a^ = a'* ; on doit avoir
n* -*-/>* -h r» H- 5* -h fx = n'* -h />'" -f- r'* -+- j'* -+- fx'.
Mais les égalités (/) donnent, en les ajoutant membre à membre après avoir élevé leurs deux membres au carré,
ou en ajoutant aux deux membres/? + /i = r'-j- 5', ce qu'il fallait vérifier.
On verrait de même, en résolvant les équations (/) par rapport à /i, /7, r, 5, ce qui donnerait, par exemple,
qu'un terme de B ne peut être détruit par un terme de A que si [x' est impair, mais alors qu'à tout terme de B à exposant impair correspond effectivement, dans A, un terme qui le détruit. Donc les termes de degrés pairs, dans A, sont exactement détruits par les termes de degrés impairs de B. De même les termes pairs de B seront détruits par les termes impairs de C, et les termes pairs de C par les termes impairs de A. L'équation à trois termes est donc établie, et l'on a
i 0(6 — c)0(^>-h c)0(a-rf)e(aH-fi?) (8) I -f-0{c — a)0(c-f-a)0(ô — ^/)6(ô -hrf)
( -He(a— 6)0(a-+- ^>)0(c — ûf)O(c-hc^) = 0.
Les fonctions 0i, 0j, ^3- — De même qu'en Trigonométrie il est commode de considérer, en même temps que la fonction impaire
sino:, la fonction paire sin ( x -f- - ) := cos x, de même nous adjoindrons à la fonction B les trois fonctions qu'on obtient en ajoutant à l'argument u les demi-périodes to<, Wa et (i><-ht02. Pour des
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raisons de notations que la suite justifiera [formules (11), (12), (i3)], on a, de plus, multiplié par de certains facteurs ; voici les définitions exactes :
iM= 0(a-ho)i),
(10) { 0,M = — ig*e**^«e(M-i-a>,),
83a = Oj(a-l- ci)i) = — t^^g'"'0(tt-+-a>i-|-ti)j).
On peut remarquer que, à un facteur près pour 82^) ^i se déduit de par l'addition de cOf à l'argument, B^ par celle de a>2. On est alors amené à introduire, par analogie, une troisième constante W3 ; si Ton pose, pour la symétrie,
coi-f- ti)j-i- a>3= o, la troisième formule (10) devient
nous laisserons comme exercice à démontrer cette formule que nous n'utiliserons pas. On voit que 83 se déduit de 8, à un facteur près, par l'addition de (O3 à l'argument; cette constante 0)3 jouera un grand rôle pour la symétrie de nos formules ultérieures.
Développements des fonctions 9x, Q^^ ^3 en séries d'exponentielles ou de cosinus. — En écrivant u-\- tù^ au lieu de // dans la formule (i), on a
or
e '***' =cos(2/n-0 h tsin (2/1 4- r) -
Donc
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et, en groupant les termes qui ont dans l'exposant n et — n — i ,
De même la seconde formule (lo) conduit, pour ^2(11) ^ à la valeur suivante :
7ri(«)a
ou, plus simplement,
(VI) 0,a=2(-O'*r' «""**";
d'où, en groupant les termes qui correspondent à /i et à — /î,
(11 bis) 0,a = i-h 2^(— O^^^'cos/i — M.
Enfin, à cause de la dernière formule (10),
Propriétés des fonctions 0a- — Les développements en séries de cosinus démontrent immédiatement que ces trois fonctions ne changent pas de valeur si l'on change u en — u; elles sont paires. Quant à la fonction 6, elle est évidemment impaire, comme ?(5):
on a donc
0(— ze) = — a,
*'^ e2(-tO= OtM,
Os"-
L'addilion de (Of, de 0)3, de 20)4 et de 20)2, produit sur les fonctions Oa des effets analogues à ceux produits sur 0, et, comme ce sont au fond toujours les mêmes calculs à effectuer, nous nous bornerons, pour éviter des redites fastidieuses, à transcrire les résultats faciles à vérifier; ceux relatif à 6w ont d'ailleurs déjà été établis.
Addition des périodes.
6 (a H- 2u>i) = — w, Oi(m -+-acoi) = — Oj w, 6i(MH-2a)i)= OjM.
Ô3(wH-2a)i)= 63a;
Tïl,
(M-f-2Wi) = — e ^' M,
--- MH-W,)
6i(a H- aa>j) = c Oj(m 4- 2U)i) = — e 83(^4-20)2)= e
Os M.
Addition des demi-périodes.
9 (mh-wi)= OiM, 8i(m -h a)i) = — 6 w, 6j(a-}-u)i)= 93 a, 03(aH-a)i)= 9,a;
9 ( M H- Wj ) = «y 9i(m-I-(i),)=: ^
9î(aH- o)î)= 1(7 93(a4-o>j)= y
aWi"
9iM.
Zéros des fonctions ^a- — Ces zéros résultent immédiatemenl des formules (17) et (18). Ainsi, pour que 8| w soit nulle, il faut que ^{u + u)<) le soit, ou que [formule (5)]
u 4-wi= 2/wa)i4-2/n tjj
OU
M =(2/?l -h l)ti)iH- 2m'cu|,
ainsi des autres. D'où le Tableau suivant, où nous avons reproduit la formule (5),
Zéros de M i m (Hi -\~ 2 m' Wf
. » de 6ji/ (2/71 H- i)t0i-+-2m'(0ï
» dèOiM 2ma)i -f-(2m'-f- i)a)j
» de 6jf/ (2m -t- i)wi + {2m'-h i)toj
On peut remarquer que
Zéro annule 6 w
u)i annule 61 //
a>2 annule 0^ m
a)j = — (wi-H wj) annule 63 w
Remarque. — On pose souvent
20Ji ' tOi
Les fonctions ^g^u deviennent alors des ^a^'J les formules correspondant à celles que nous avons obtenues s'oblîennent en
ajoutant à v soit i ou - soit t ou -• Mais nous ne ferons pas usage
de cette notalion.
Remarque importante, — Les séries 6 sont très convergentes et, dans la pratique, le module de q est suffisamment petit pour qu'il suffise de considérer un ou au plus deux termes de ces séries.
Considérations sur la réalité de ces fonctions. — Si (0| et
~ sont réelles et positives, q est réelle, inférieure à l'unité et Ton
voit, par les formules (i bis), (1 1 bis), (12 bis) et (i3 bis), que les fonctions 6 sont réelles pour toutes les valeurs réelles de m. Les constantes 9'(o), Oa(o), qui jouent un rôle important dans ce précis, sont aussi réelles. II n'en est pas de même si (o, et w^ sont des imaginaires; même dans le cas où ce sont des imaginaires
conjuguées, il n'est pas possible de rien dire ici de général sur la réalité de ces fonctions.
Premier ftperçu sur les fonctions elliptiques. — Le quotient de deux fondions 6 est doublement périodique ; par exemple,
p-^ admet la période ^tù^ et la période 20)2 [formules (i5) et
Relations entre les carrés de trois fonctions d (*).-— Je devrais ici établir les relations quadratiques qui existent entre les différentes fonctions que nous venons de rencontrer; mais les plus utiles de ces relations se présenteront d^elles-mémes plus loin (voir page 52). Je me bornerai à quelques indications succinctes qui suffiront à retrouver les résultats dont j^aurai besoin.
Une quelconque des fonctions 6 a pour terme général une expression de la forme
dans laquelle a et ^ peuvent recevoir indifféremment les valeurs o et I. Si Ton fait le carré de cette fonction 8, il faudra multiplier le terme précédent par un terme analogue,
et le résultat pourra se mettre sous la forme
(m-i-B)iri -—
en posant m^= n-\- p et 1= n — p, m et l sont de même parité. Le terme précédent peut encore s'écrire :
Les termes pour lesquels m est pair seront multipliés par uu
(* ) Tout ce paragraphe, jusqu'à la fin du Chapitre, peut élre passé à une première lecture; mais il faut, en tous cas, noter les formules (/w), (/?), {g) et, surtout, la formule fondamentale {s).
n coefficient Sy * dans lequel / reçoit toutes les valeurs paires; on voit que, en séparant les termes pour lesquels m est pair des autres, on pourra exprimer les carrés des en fonction de deux séries 4>o et 4>2, de sorte qu'on aura
0ï(w) = a «t>o(u)-h6 *,(«/), eî(M) = a,*o(«)-h^j*î(</),
e|(ïO = «3*o(«)-+-^3*î(").
Il n'j' a plus qu'à éliminer <ï>o et 4>2 entre trois de ces quatre équations pour avoir les relations cherchées ; Tune d'elles sera de la forme
Pour avoir P, faisons u = o>,, et utilisons les formules (17)
_ 0^1 _ Qî(o) P O|toi 6|(o)'
Pour avoir a, je ferai u -- (O2 et je me reporterai aux formules (8),
d'où la formule
Oî(o)"»" 6|(o) ' '
les autres formules se déduiront de celle-ci en ajoutant à u soit o), , soit ti)2, soit Wi + wj.
On pose ordinairement
A" est appelé le module et /:' le module complémentaire; les formules déflnitives sont, avec cette notation,
ÂrO* (z-f-A-'e'a.
Ces trois relations se réduisent évidemment à deux. Dans la troisième, faisons m.=: (i>< ; elle devient
OU
e|(o) = A:eî(o)-hA:'eî(o).
Remplaçons k et A*' par leurs valeurs ; nous obtenons la relation
{o) Oî(o) = e{(o) + OJ(o).
Au contraire, divisons les deux membres de cette équation par J8J(o) et remplaçons les quotients par leurs valeurs (/w), nous ■^ obtenons
Cette équation explique les noms de module et de module complémentaire donnés à A* et à k\
Il existe une seconde relation entre les quatre fonctions; je vais indiquer une première méthode pour l'établir, elle résultera aussi d'autres formules qui seront démontrées plus loin. Nous avons vu [formule (j) de ce Chapitre] que
<f(z) = A *'7' J I (' — ?*"■«*)(! — e-'q*'"), d'où
(p) ea = 2A.sin I I (i — 2gr*»*cos h^*'»).
Les équations (lo) permettront alors d'obtenir les développements des Oo( <^D produits; on trouvera aisément
6i(w) = 2ACOS Il ( I -i-2gr*'«cos h 7*"*),
(q) l Oi( w) = aTT ^i - a^ï/n-i cos — h- q^^-i] ,
e, (a) = aTT (i 4- 2^»'"-» cos — -f- q'^'n-t\ .
On en conclut
0,(o) = 2A TT(i + yî/n)i =.iAQ»,
ao
e,(o) = A JT(I — g^m-l)! = AR»,
03(0) = A JT(i-+-5'»'"-J)*= AS».
Mais
QS = (l -+- 9) (1-4- 9») (I -f- ^3) (I -i- çrV). . .
Donc, en combinant les équations (r) membre à membre d'une manière facile à saisir
e'(o)=£-goifo)e,(o)e3{o).
Mais nous allons voir que
On a donc enfin l'importante relation
(I) O'(o)=^0i(o)Oî(o)O3(oV
Calcul de A. — Pour écarter des difficultés de signes et par analogie avec la méthode de M. Biehler, exposée dans la Note mise par M. Hermite à la fin de la cinquième édition de Serret, je considérerai de préférence la troisième formule (q)
63 a = A jT ( I -h 2 q^"*-^ cos -^ h q^m-i \
I -f- y*"»-» \e ^' -f- e ^7 -h ^*'«-2j r-_ A TT (i -i- y""-» e^^J (i -i- yî"'-» e~ '^y.
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Posons yi ^
et appelons /;„( -s), le produit précédent II limité au m^'*"* facteur. Il vient
63W = Alim/;„(-s) pour m = ce.
Le développement de fm{^) suivant les puissances ascendantes de -z, évidemment réciproque, se présentera ainsi
Soit Po I3 limite de Bq lorsque m s'étend à Tinfîni; A^o représente le terme de 63a indépendant de z ou de u, c'est-à-dire un. On aura donc
et tout revient à trouver Po« Or, en changeant z en q^z, on a évidemment
d'où l'on déduira une relation entre les Ba:
Ba = Bx_i
yî*-i(|__yîm-U-hS)
im-^tk
En changeant X: en A- — i, A^ — 2, ... et multipliant membre à membre les égalités ainsi obtenues, on trouve
Or B;„ se calcule directement : jsa valeur est çr"»'.
Donc, en faisant/: = m dans l'égalité précédente, on aura
_ (i — y»m-^2) . . . (i — glm-^tk)
et, comme ces produits sont absolument convergents |7l<i, on aura, pour m = ao,
= limBo:
(,_yî;(,_^^)...(,_r/^"i)... P
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Donc enfin
Po
Exercices sur le Chapitre II.
CHAPITRE II. — DES SÉRIES
l'indice zéro indiquant l'abseace d'indice. Démontrer les formules
Sr,(p + T) = A&,(p)
Er,((. + -:) = A2f,(0
' a ^l' + ^W tB &,(«>)
2r.(f+^)= Ba,(i.)
&,(».+ 2)= BS,(,.)
&'(o) = ira,(o)S,(o)2r,(o),
2r(o) _ 3|(o) &|^ ^Uii) &'(o) 2r,(o)'^&,(o) "^&,{oj'
la notation &(2f | 21) indique que 2t joue, vis-à-vis de cette fonction, le rôle de t dans les ^ ordinaires.
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FONCTIONS o-w, r^u, H^u [FORMULES (20) A (40)].
Définitions; premières propriétés, zéros. — Les fonctions et 8|, que nous avons étudiées dans le Chapitre II, sont éminemment propres aux applications : lorsque u et (0| sont réelles, elles admettent, les deux premières la période 4^i» '^s deux autres la période 2<0|. Elles se comportent donc, à certains égards, comme des fonctions trigonométriques. Il est cependant commode, dans d'autres cas, d'avoir des fonctions qui, tout en conservant les principales propriétés des fonctions 0, contiennent les deux périodes d'une manière symétrique. Quoique la fonction ^u (prononcez : sigma ii) soit des quatre fonctions, qui vont être définies, la plus usitée, et, en réalité, celle dont nous ferons presque exclusivement usage, la symétrie des notations est telle que nous définirons d'un coup quatre des fonctions imaginées par Weierstrass. Nous poserons, A et Ba étant quatre constantes, ainsi que a,
( s'a =Ae''"*ea, "^^ \ Cï'aW=Bae««'OaM (a = 1,2, 3) (»),
d'où il résulte immédiatement que les. zéros des nouvelles fonctions sont les mêmes que ceux des 8 correspondants, et que la
( ') Le lien des fonctions r^ avec les fonctions 6^ est beaucoup trop intime pour ne pas définir ici ces fonctions: mais nous en ferons un usage bien moindre que la fonction fondamentale ru.
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parité est aussi la même
Zéros de 3* M 2/ni(0i • -+-2mjtoj
<^iu (2mi-t-i)a)i -i-2mjWt
/ Zéros (•20) I
j » <fiU 2/niCUi -H(2m|-M)(Uj
l » <^su (2/711-1- i)a)|-i-(2/n2-hi)wi
(^w est impaire, les autres fonctions sont impaires, c'est-à-dire que
Les constantes A et B^ sont déterminées par la condition que 3'a(o) = I et rf'(o) = I ; or
o"(o) = lim— =limAc«"'— =Ae'(o).
u—OU 11 = W
Donc
De même
''""ea(o)
Si, par une raison de symétrie que nous allons justifier bientôt,
1 écrit — ^ au lieu de a, 1 2a>i
tions (^ et (S'a deviennent
on écrit — ^ au lieu de a, les formules (a) qui définissent les fonc-
La constante vii est jusqu'ici arbitraire; on la détermine par la condition que la dérivée seconde du logarithme de du^ qui jouera le rôle principal dans les notations de Weierstrass adoptées par nous, n'ait pas de terme indépendant de u. Exprimons cette condition, et, pour cela, développons en série la fonction impaire Ca, évidemment holomorphe comme 9w :
c M = M 4- A3 w** -f- Ag w5 H- . . . .
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On en tire
D logo'u :
a" w = I -h 3 A, w* + 5 Aj M* -h . . . , <f u ^ I -+- 3AjM*-i-. . .
cfu~ a -h As m' -H . . .
-: I (i-H3A3M»-f-...){i^-A,tt*-h...)-' = i (i-+-3A,w«-l-...)(i — Ajw»-!-...) = h ^Aja-h.. .,
D«loga'M = j H- 2 As ■
BM«-4-Ga*-
La condition à exprimer est donc A3= o. 11 suffit pour cela de développer en série les deux facteurs qui composent du
ew= ttÔ'(o)-+-^0'"(o)-4-...,
d'où
L2101 6 0(o)J et la condition cherchée est
Remarque. — 11 résulte des formules (22) et (28) que si W| et q sont réelles, <3'w est aussi réelle pour toutes les valeurs^ àe u.
Addition dos périodes : la constante •/i2- — Les formules maintenant se multiplient; mais, au fond, ce sont les formules relatives aux fonctions 8 ou même à ^{z) écrites avec les nouvelles notations. Ainsi, comme
les formules (i 5) deviennent
icr { a + 2 0)1 ) = — e2Yi,(«-t-w,) Q* a, ^i ( W -h 2 (Di ) = — C»TOi<"+W,) (j'j i/^
' (3'2(M-f-2a)i) == eïTQi^w+Wi^a'jM,
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De même l'addition de la seconde période 2 «2 donnera de nouvelles formules; occupons-nous seulement de (iu; la substilu^lion de {/+2 0)a à u dans la formule (22) donnera, en tenant compte de (16), ^
Le coefficient de u-\- 0)2 dans la seconde exponentielle sera * ; nous rappellerons 2 7|2, d'où la formule très importante
(25) ïîfW,— 7),U), = — .
L'équation (6) s'écrit alors
CCa 4- 2a)î) = — e^V^+Wi^orw, et le groupe des formules (16) se transforme dans le suivant
0* (a-hao),) =— e«TQ3(»+Wi>3'w,
' (3',(mH- 2Ci),)=— e*TQ.<«+«û.^3',a, a'a(M -+- 20),)= e»^«ta+w,)3'ji^.
La constante tOo' — Nous avons déjà laissé pressentir (p. 17), l'utilité d'introduire une constante 0)3 telle que
(c) a)i4- Wj-h 0)3 = o.
Par analogie, on introduit une constante 7J3 telle que
En multipliant la formule (c) par yja, la formule {d) par — W2 et ajoutant, il vient
WlT)j— 7)1 tu, -4- a>8T)j — a),7)j = o,
ou, en tenant compte de (aS),
(27) WjTj,— WjT), = Y*
On a de même
Wl^S— '03 7)1= ~
Les formules (a5), (27), (28) se déduisent de Tune d'elles par permutation circulaire des indices.
Addition de la troisième période. — La fonction à dévelop> per est<3'(M 4- 2(03) = (3'(a — 20)| — 2W31). Nous procéderons en deux étapes : dans la première formule (24) remplaçons u par u — 2(0, et tirons d{u — aw, ),
d'où, en écrivant maintenant u — 20)2 au lieu de £/,
. ^(W — 2(1)2— 2t0i) = 3'(W -H aOij) = — e-*T'li'«*-iW,-W,)g'(M — 2Ci)j ).
La première formule (26) donnera
tf ( M — 2 (Oj ) = — e-îiQ,(w-to>,) <3' u,
d'où
( e ) a'( u -h 2 toj ) = e-«^.î»-*««>«-<«>t^-*na(« -<*>>) a' u .
L'exposant de e s'écrit
2M(— 7)1 — 7),) -4- 2T^l Wj — 27)i(— U), — (Oj) -f- 27)jtOi = 2Wr,3— aa)j7)3— 27)it03.
Le dernier terme peut être remplacé, à cause de (28), par Tzi — 2Ci)|ir)3 : l'exposant est donc
et la formule (e) devient
o'( M 4-20)3) = — eïTai(«+w,) 3* j^ ,
On opérerait de même pour Taddilion de la troisième période à S'a w; nous pouvons donc écrire le Tableau suivant qui renferme
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les nouvelles formules réunies aux formules (24) et (26)
( tf (m -h 20)/) = — CÏ^.t'^+Wi) (^ U (t = I, 2, 3),
(29) \ ^«(M-l-awa) = — c»V«+«,)3'qjM (a = 1,2, 3),
I (3'a(tt + 2ai^)= e«V*+<»>?'a'aa (a, p = i, 2, 3, a J P).
Addition des demi-périodes. — La première formule (17). traduite dans les nouvelles notations, s'écrit
(/) e'(o)c »^' a'(a-4-u),) = ei(o)e *"» o*,»,
et cette même formule (17) donne
e,(o)=ea),; de la première équation (22) on tire
L'égalité (/) peut donc s'écrire
-~-(" + Wi)" -^ («»+«?)
e **^» a'(w-4-Wi) = s'Oie '"« Ciw,
ou, en simplifiant,
La même méthode s'appliquera évidemment à l'addition des deux autres demi-périodes et nous pouvons écrire la formule qui en comprend trois
(30) CCa-hWa) = «^«"tftOaO'oiM (a = 1,2, 3).
On obtiendrait des formules analogues relatives à l'addition des demi-périodes aux fonctions (^a^'
Théorème. — La fonction da vérifie la même équation à trois termes que la fonction ^u.
Soit 'f (w) une fonction quelconque vérifiant l'équation (7); la fonction e*"*'^^cp(w) = tj;(2/) vérifiera la même équation. En effet
i|/(6 — c) = exifr-^)' cY (p(6 — c), L. L. 3
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le premier terme de Féquation à trois termes est donc
gvy eia(«'^-fr"-M»-4-rf«) (p(6 — c) <p(6 -H c) 9(a — rf) ç(o -4- d).
Les trois termes étant multipliés par le même facteur, le théorème est démontré et Ton a
Icrè — c) a'(6 -u c) 3'(a — rf) crr a -4- ûf) -4- CCc — a) o-^c -t- a ) o'(6 — û?) a*! 6 -- <i) — o'ca — 6)(3'(a-i-6)(3'(c — d)^(c -f-rf) =0.
Remarque. — Toute fonction qui vérifie Véquation à trois termes est nécessairement impaire, si elle s'annule en même temps que la variable.
Faisons, en effet, dans Féquation (7),
elle devient
ç(c — a)ç(c-t-a)<p{c — ^)ç(c-hrf)
-hcp(a — c)çp(a-^c)©(c — d)ff(c -r- d) = o,
ou
ç(c — c?)cp(c-4-^)cp(c-t-a)[ç(c~a)-i-'f(a — c)] = o,
ou
^(c — a)-Ho(a — c) = o,
ou, si l'on pose a — c:==i u^
cp(— m) = — ç(m).
Formule d'addition de la fonction ^u. — Cette formule se déduit de Féquation à trois termes; elle conviendra à toule fonction, s*il en existe d'autres, vérifiant celte équation et telle que sa dérivée prenne la valeur 1, lorsque la variable s'annule.
Égalons b — c à un infiniment petit s : l'équation (3i) devient, en remarquant que rfe =-= s d' {o) -- e,
e ^(20 -h ê) (3'(rt — rf) o'f' a -h <i) -^ <i(c — a)a'(c-ha)a'(c — d-^z)^( c -^^ d->r-t) -i-a'(a — c — e) (^ia-^ c -\-t)^{c — d)<:f(c-\- d) =iO,
En développant suivant la formule de Tajlor et conservant seulement les termes infiniment petits du premier ordre, nous avons
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régalité
■+- <3'(c — a) a'(c -¥- a) [<^{c-\- d) <f'(c — rf) -+- d(c — d) a"(c -f- d)] -hCCc — rf)a'(c-i-rf)[3'(a— c)3"(«-H c) — a'(a-4-c)(3^(a— c)] = o.
Cette équation peut s'écrire
tffg — cQtf (fl-Hrf)
_ I r <f'(C'-d) q^'(c-f-rf) tf'(a-t-g) tf^(a — c) 1
Si Ton fait tendre c vers zéro, le second membre est indéterminé; mais, en appliquant la règle de L'Hôpital, on a immédiatement
,._ (fid-hc) ^(d — c) _ ^ a^û?
lim -^--^-J^ -y---' =^^ = D.logo'rf,
le signe D2 indiquant une dérivée seconde. De même
lim ^ = D, logo'a.
Donc enfin
^^^^f^f(5^ = D.log^«-D,log*rf=A-D,
en désignant par X la fonction D2 \og(ix. Changeons de notations nous écrirons
C'est cette formule qu'on appelle formule d'addition de la fonction du. En réalité, elle ne remplit pas absolument le rôle d'une formule d'addition, puisqu'elle ne permet pas de calculer d{u 4- p), connaissant du et dv.
Remarque. — En remplaçant u successivement par a, 6, c et V par rf, on pourra déduire de l'équation (Sa) l'équation à trois
termes sî l'on s'appuie sur ridcnlilé évidente
DE LA FONCTION Ça.
La nouvelle fonction, proposée également par Weierstrass, est déGnie par l'égalité
(33) ;«= ^ = Dlogo'a.
On prononce dzêla ii.
Il en résulte, à cause de (2'^),
Addition des périodes. — La définition (33) nous donne immédiatement
et par suite, en^ appliquant la première équation (29), (35) Ç(a-f-2W/) = Çw-h2Tr)/ (t=i,!i, 3).
Remarque. — On pourrait, par un procédé analogue, des fonctions d^u déduire des fonctions Ca^/; mais ces fonctions sont peu usitées.
Autres propriétés de ^u. — <^u est impaire, d^u est paire, donc ^u est une fonction impaire :
Nous avons vu (p. 3o), que
Çw = Dlogof'w = — h 2A3W -H Ba'-h.. ., et nous avons annulé A3 ; donc (38) îa= i -4-Ba»-i-Ga* -h.,..
FONCTIONS O*!/, ^a", î«- 37
L'origine est un pôle simple de Cm. D'ailleurs, les pôles de ^u sont les zéros de (S'm; ils sont donnés par la formule
u = a/nib>i + 2/711 Cl),.
Formule d'addition de Çw. — L'équation (32) peut s'écrire
(fia— ç)(^(u-{' v) „, ^,
Prenons les dérivées logarithmiques des deux membres, nous obtenons
(39) ç(a_p)-^ç(^ + p)_-2Çw = _^^_.
Échangeons les lettres u et v^ l'équation précédente devient
d'où, par addition avec (Sg),
(40) ;(a -t- t^) = Ça H- Çc -4- - ^7 ^•
C'est la formule d'addition des fonctions Çw.
Remarque importante. — Pour montrer l'avantage des nouvelles fonctions, nous signalerons, sans la démontrer, la proposition suivante : Si l'on remplace (o, et coj par deux nouvelles périodes co et co' telles que
(I) = aïOi -+- 6a)j, u)'= c 0)1-4- c?a)i,
avec
«û? — bc = ±i,
la fonction du et la fonction Çe^ ne sont pas modiGées. Il en sera de même de la fonction pu que nous définirons au Chapitre suivant.
Les fonctions df^u s'échangent les unes dans les autres; il en résulte que les fonctions s'échangent avec multiplication par des exponentielles.
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Exercices sur le Chapitre III.
Calculer a'oi( u -h (Oa) et C^C u 4- wp ) ; on trouve
3'a( M -+- Crta) = — c>ï«<«+«a) ^ ,
4 Démontrer la formule
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DÉFINITIONS DE pu, sum, en m, dnu : PÉRIODES, FORMULES D'ADDITION, VARIATION [FORMULES (41) A (69)].
On appelle fonctions elliptiques toutes les fonctions doublement périodiques qui sont finies et continues, ainsi que leurs dérivées, en tous les points du plan, sauf en certains points où elles devienneîit infinies, mais de manière que leur produit, par une puissance convenable de la variable, reste fini.
Premier point de vue : la fonction pu; premières propriétés. — On obtient très simplement des fonctions elliptiques en prenant la dérivée seconde du logarithme d'une fonction elliptique de troisième espèce. C'est ainsi qu'on obtient, en particulier, la fonction appelée pu ( prononcez /?é m), qui jouera le rôle le plus important dans la suite de ce précis. Il suffit de poser
(40 pa= — !;'tt= — D,Ioga'M= ^~ j^ a.
On aura, en effet, en vertu de la formule (36), (42) p(a-h2w/) = — Ç'(a-^2to/) =— î'a = pM.
La fonction pu admet donc les périodes 20)4, 2(i>2, et, par
suite,
2 /ni 0)1 -h 2 m] (Os,
mi, m2 étant deux nombres entiers quelconques positifs ou négatifs; remarquons, en particulier, la période — 20)1 — 2Ci>2 qui est égale à 20)3.
La fonction pu est une fonction paire et son développement en série, déduit de la formule (38), se présente comme il suit
( 43 ) p a = — -H Cl a* -h C4 M* -t- . . . .
L'origine est un pôle double, et, par conséquent, tous les points du plan définis par les valeurs
a = 2 mi (Ui -h 2 mj lot
sont des pôles doubles. Il n'y en a, d'ailleurs, pas d'autres, comme le montre l'expression déduite de (4i) en fonctions des séries 0.
Nous retrouverons plus loin cette fonction pu^ en nous plaçant à un autre point de vue; mais nous remarquerons immédiatement
que, dans l'hypothèse déjà souvent faite, où iù^ et -4 sont réelles,
il y a une infinité de périodes réelles im^iù^. Il en est encore de même si iù^ et (o^ sont imaginaires conjuguées; car la période 2(0| 4- 2(i>a et ses multiples sont alors réelles.
Racines de la dérivée p'w. —De la relation (42) on déduit
Faisons dans cette relation u = — (o,-; il vient
Or p' u est une fonction impaire (dérivée d'une fonction paire) ; donc
et
Nous connaissons ainsi trois racines de p'w, savoir oi|, coa, W3. Nous admettrons, sans démonstration, qu'il n'y en a pas d'autres, si l'on fait abstraction des multiples des périodes.
Rappel de formules. — L'introduction de la fonction pu
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permet d'écrire comme il suit les formules (82), (Sg) et (4o)
Ç(a-f-t') — Ç(m — p)— 2Çf =- *^
pw — pp
(4o') Ç(a + t,)=ç„-+-Çp-f. L^ ^.
2 pu — pf
Deuxième point de vue : définition et périodicité de sn u, en a, diiM. — On obtient encore, comme nous l'avons dit au Chapitre II, des fonctions elliptiques en faisant le quotient de deux fonctions elliptiques de troisième espèce, qui ont les mêmes périodes et le même multiplicateur : en effet, soient deux fonctions (f(u) et ^{u), telles que
o(u-j- a) = ec**-^<^ ?(«)i
la fonction |~-~ présentera évidemment les deux périodes a et b.
Dans les notations très ingénieuses de Weierstrass, les fonctions elliptiques, obtenues par ce moyen, sont des quotients de fonctions (3*, désignés par un double indice qui rappelle les indices des deux fonctions employées; ainsi
(44) <^aL^u = -r-
avec la convention supplémentaire que 3*0 </ = du.
Ces fonctions peuvent être substituées aux fonctions de Jacobi dont nous allons maintenant parler; mais ces dernières, outre leur intérêt historique, offrent le grand avantage de ne dépendre au fond que d'un seul paramètre, et, par suite, de se rattacher immédiatement aux Tables numériques de Legendre; elles sont donc à préférer dans les applications numériques.
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Dans ce qui suit, noas désignerons les fonctions par la notation de Gudermann, aujourd'hui universellement adoptée. Si la définition parait compliquée à première vue, les propriétés caractéristiques que nous substituerons à cette définition seront simples, et Ton peut immédiatement dire que les multiplicateurs qui vont être introduits ont pour objet de faire dépendre les nouvelles
fonctions du seul rapport— y ou, ce qui revient au même, de q.
Posons
ou mieux
^-fey^i(o)'
^ = /x = ^eî(o),
les fonctions de Jacobi sont définies par les égalités
l(|)6î(o)_^Ki)
cn« =
dna =
On prononce S, n, a; c, n, u; d, n, w('). L'exposant de e, dans les
séries qui définissent les 8, est donc ,,,, ■: dans snu le facteur ff
contient cOf, de manière à faire disparaître le facteur coi qui sera introduit par la dérivée O'(o). Les fonctions snw, cnu,dnu sont donc, par rapport aux périodes (ù^ et 0)2, homogènes et de degré zéro. Par suite des propriétés des 6, on voit que snu est impaire.
(*) Lcgendre et, après lui, Jacobi employaient les notations sinamu = snu, cos amu = cnu, A am u = dn u, qu'on énonce sinus amplitude u, cosinus amplitude Uy delta amplitude u : la fonction 9 = amu {amplitude u) se trouve définie par ics égalités précédentes, puisque sinç = snu.
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cnu, dnu sont paires, et Ton a
(4/) sn( — w) — — snw, cn(— w) = cnM, dn( — u)=^ânu.
Pour que les arguments des fonctions 6 qui figurent dans les formules (46) augmentent de périodes, il faut que u augmente de périodes, multipliées par y/X. On est ainsi conduit à poser
j oii/X-K =^0î(o), (48)
fiemarque essentielle. — K et K' ne dépendent que du rapport des périodes et, par suite, sont fonctions Tune de l'autre. Elles sont réelles en même temps que (0| et-^-
Périodicité. — Les formules (i5) et (16) nous donnent les nouvelles relations
Isn(M-i-2K) — — sna, cn(aH-aK) =--cnM, dn(w-i-2K) = (inw,
)sn(w-h25iK')= ««na, ^ _, cn( WH- •2iK') = — criM,
( dn(i/-i- •2iK') = — «In M.
Il en résuKe que les périodes sont
( Pourdn 2K et 4iK'
Pour sn 4K et liK'
(61) { Pour en 4K et aK-H2«K'
Zéros et pôles. — Les zéros et les pôles résultent immédiatement de la définition (46); il suffit d'en écrire le Tableau, en se guidant sur les formules (19) :
Pôles des trois fondions. a/wK-h (a/n'n- i)tK'
Zéros de sn 2^ i m K 4- a /n' 1 K'
Zéros de cnu (2m -hi)Kh- 7.m' iK'
Zéros de dna {im -i- i)K -f- (2/n'-H i)tK'
Tous ces zéros sont simples : il en est de même des pôles.
Relations fondamentales Des équations (46) tirons 0, -^ >
62 -7=* Os -7=* et portons-les dans la première et la troisième équa-
tion (n) du Chapitre II (*); nous obtenons deux formules; voici le calcul pour la première. Supprimons immédiatement le facteur
xo|(o) e|(^o)
Remplaçons X par sa valeur, que définit Téquation (45), A* et A"' parcelles que définissent les formules (m) du Chapitre II,
-sn*w = 7- -4 en' a.
(^^yes(o)e|(o
HKo) Oî(o;
Il n'y a plus qu'à remplacer ô'(o) par sa valeur tirée de l'identité (5), qui termine le Chapitre II, pour obtenir la première des deux formules suivantes :
( sn'w -H en' M = i, ( A'sn'tt -hdn'w ^ i.
Première formule d'addition de pu. — Nous allons maintenant plus spécialement étudier la fonction pu. Reproduisons la formule (4^'), établie page 4^?
(4o') Ç(u-+-y) = Ça-f-Çp-h -' ^—f
1 pu — pv
et prenons la dérivée des deux membres: nous aurons la première formule d'addition relatii^eà pu
(54) p(u-i-p) = pw -r- ' ^— •
Cette formule, dissymétrique par rapport aux lettres m et v^
(') Nous utilisons ici des formules démontrées seulement dans le texte en petits caractères; on trouvera plus loin une autre démonstration indépendante de celle-ci y mais nous n'avons pas cru devoir attendre aussi longtemps pour faire connaître les importantes formules ( 53 ).
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sera bientôt remplacée par une autre (page 49); mais nous avons besoin d'établir d'abord une équation différentielle à laquelle satisfait pu et qui joue un rôle fondamental dans la théorie.
Équation différentielle de pu. — L'équation (54) donne immédiatement, en échangeant u et ç,
"^ ou pu — pp *^ ôvpu — jiv
ou
Posons d'où il vient
2pu— =- = 2pP -H -7 =- •
'^ dupu — pv '^ ôv pu — pç
pu = z, p' u du =^ dz;
dz â du p'v p'^v
OU dz z — pc *^ z — pv {z — pvy
ce qu'on peut écrire
dz dz
du d du p'v p'^v
z — pvdzz—pv {z—pv)^ (z — pv)^
Intégrons, et désignons par a une constante; nous parvenons à Téquation
2\5— pp/ Z — pv
2 2(3 — PV)^
qu'on peut ordonner ainsi
/dz\*
[d^J =4(^4-a)(5-pp)«-!-2p'i^(^ — pp)-hp'*P.
ç étant une constante arbitraire, on voit déjà que p'u est exprimable par un poljnome du troisième degré en pu. Mais on peut aller plus loin; nous avons, en effet, vu (43) que
pa = — j -+-CjM*H-C4a*-h
On en déduit
p^^u ne renfermant pas de terme de la forme -j;» il ne pourra pas
y avoir dans le second membre de terme en p^M, et réqualion entre pu et sdi dérivée sera finalement de la forme
(55) p'*tt = 4p*" — ^îpw — iS's.
g2 et g2 sont des constantes qui ont reçu le nom A^ invariants de la fonction pu\ leurs valeurs sont
gt^i'ct et ^j=-4c4,
réelles si W| et ^ sont réelles et de même signe; elles ne dépendent que des périodes.
Soient ex, ^2, e^ les racines de l'équation
l'équation précédente peut s'écrire
(55 6w) p'*" = 4(pw — «i)(pM — «j)(pw — «s)-
Corollaire I. — D'après cette équation, les racines de la dérivée s'obtiendront en annulant un des trois facteurs du second membre; or on a vu (page 4o) que ces racines étaient (0|, (02, cdj. On aura donc, en faisant correspondre provisoirement les indices,
(56) ei = pwi, c, = p(Di, ej = p(03
ou, plus généralement, en désignant par (Oy une demi-période quelconque,
{56 bis) et^poij («,7 = 1,2,3).
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Remarque, — On voit aussi que C0|, 0)2, 103, aimulant la dérivée, sont des zéros doubles pour Féquation
nous montrerons bientôt que ces facteurs pu — ea sont effectivement des carrés parfaits.
Corollaire If. — On déduit de Péquation (55), par une dérivation, ,
(a) 2p'M = r2p*M — gt'
Toutes les dérivées d'ordre pair s'exprimeront donc en fonction de p a et de ses puissances, toutes les dérivées d'ordre impair par des expressions analogues multipliées par p^u.
Problème inverse. Expression des puissances de pt^ en fonctions linéaires de pu et de ses dérivées. — La formule précédente et celles qu'on en déduit par des dérivations successives permettent inversement d'obtenir les différentes puissances de pe^ en fonctions linéaires des dérivées et, par conséquent, de
calculer les intégrales de la forme j p^udu. Ainsi, en dérivant
deux fois de suite la formule (a) écrite comme il suit
on obtient, en supprimant dans l'écriture la lettre u^
4PP = T.p , 4p'* + 4pp'- 3P^^
D'autre part, on a (55)
(c) p'*=4p»— ^jP — ^3.
Il ne reste qu'à éliminer p'^ et pp'^ entre (a), (6) et (c) pour avoir p'; récrivons la formule (a) ainsi
(a) 2pp'=i2p»— ^«p.
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D'abord pp'^ entre (a) et (é)
puis, à cause de (c),
d'où
et
De même, en différentiant deux fois la formule (d)^ nous intro-. duirons p* par la substitution de 4p^ — g2P^= gz à p'*,
3p«p'+6pp'«= A^,p'+_i-p..;
d'où, en tenant compte de {a) et de (c),
!3p'(^6p»a-i^,)+6p(4p»-^,p-^3)=^^ay+7^p", ^ 4'îp*w = g^i-H6^3P-H-^^jp'-H T^P''»
et ainsi de suite.
Définition d'une notation. — Une équation différentielle telle que (55) ou (55 bis) pouvant servir à définir la fonction pa, si l'on choisît parmi les intégrales de l'équation celle qui est infinie pour w = o, on conçoit souvent p u comme ainsi définie, ce qu'on rappelle en écrivant p(m; ^2, g^s) ou p(w; ei, ^2? ^a)» Lorsque nous voudrons rappeler que pu est définie par ses périodes, nous écrirons p(w; W|, 0)2).
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Deuxième formule d'addition des pu. — Nous pouvons maÎDlenant établir la formule d'additioa symétrique que nous avons annoncée page 43. Nous étions parvenus à l'égalité
'^ '^ 7. au pu — psf
'" '1 pu — pv 1 ipu — pv)*
Changeons u en {> et v en u : l'égalité nouvelle
^^ '^ ' 2pU — pV 2 (PW — P^)*
ajoutée membre à membre à la précédente, nous donne - I p'v — p'u I (p'u — p'vY
^^ '^ '^ 2 pu — pP •! {pU — pV)^
Or, à cause de la relation (a),
p'^v — p'u = 6(p*t» — p*w) = — 6(pu — pv)(pu-h pv). Donc enfin, après simplifications,
Telle est la formule que nous avions en vue.
Théorème. — Les /onctions \Jpu — e^ sont uniformes.
Nous allons maintenant justifier la remarque de la page 47 en donnant la valeur effective de \^pu — ea. Dans la formule (3a), posons (^ = a>a; elle devient, en tenant compte de ce que pu = — Djlogia'w,
(ï(u-^iû^)<^{ u — Wa) pu — eof = 1 : •
Mais, à cause de la formule (29),
G'(a — (1)31) = o'(m -h Wa— 2a)a) = — e-*^a^"+«^a-Wa^3'(w H- (Ogi); donc
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Le second membre est un carré parfait \ nous pourrbns en extraire la racine, et, si nous nous reportons aux formules (3o) et (22), nous pourrons écrire la série d'égalités suivantes que nous grouperons sous un même numéro :
(.8) /pa-e«= ^^^^^^ = _=„__^.
Le théorème est donc démontré. On volt que le signe de
\/p u — Coi une fois choisi ne redeviendra pas indéterminé, le second membre étant une fonction monodrome de i^; la détermination à prendre sera celle qui donnera au premier membre, pour u infiniment petit, la même valeur principale - qu'au second.
Remarque, — 11 résulte de la formule (58) que, si les constantes (i)| et -T* sont réelles et de même signe, pu reste supérieure à la plus grande des racines et, ^3, 63.
Corollaire, — Dans la formule (^), écrivons m + w^ au lieu de u ; nous obtenons l'équation
p(a-+-wa) — Ca =
e-ltlafa+WJcr^fa -H 9.0),)
qui, à cause de (29), peut s'écrire
e-îr,Qj(a-4-a)a^ 0^ U e*^ft(»+<«>a>
En multipliant {g) et (A), membre à membre, on obtient
Le premier membre est donc indépendant de m; on obtiendra du second membre une forme plus commode dans les applications en donnant à u une valeur particulière; nous choisirons la valeur cop. Comme a>a-f-a>p = — (Oyetquep( — Wy) = pwy = e^, l'égalité (/r) deviendra
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par comparaison de (A:) et de (/) nous parvenons enfin à l'équation
(59) (pw — Ca)[p(M-4-Wa) — ea] = (ep— ea)(ey— ^a),
qui nous sera des plus utiles dans les applications.
On peut arriver au même résultat par une autre marche; la formule que nous avons déduite de (89) par l'échange des lettres u elv peut s'écrire, avec les notations actuelles,
pu — pv pv
Si l'on fait v = 0)»» p^ devient Ca] mais les deux termes du second membre s'annulent, le dénominateur d'après ce que nous avons dit, page 4o? 'e numérateur parce que, en vertu de la formule (36),
Il faut donc appliquer la règle de L'Hôpital, ce qui donne, en dérivant par rapport à r.
I _ p(m -f- a>5i) -4-p(M — Wx") — siptu-ï
pu — eoi" p'oia '
OU, à cause de la périodicité de pa,
ï _ 9ip(u-\- (jiy^) — o.e^
pu — eai ~" P'wa
Il en résulte
(m) (pw — ^a)[p(w-t-wa) — ^a]= ^^•
Le rapprochement des équations (5g) et (m) donne l'intéressante formule
(n) i P'wa=(«p — ea)(ey— Ca).
Relations entre les carrés de trois fonctions ^. — L'équation (58) peut s'écrire
o'î u 3*1 M (flu
pu = ei-{- -J-- = ej-t- -7- = ej-+- --^.
On en déduit les relations
parmi lesquelles il est évident que deux seulement sont indépendantes.
Relations entre les carrés de trois fonctions 0. -— Il suffit de remplacer, dans les formules précédentes, les fonctions rf par leurs valeurs tirées des équations (22) ; on trouve ainsi
O'»(o) "^Oî(o) eî(o)-^»
es — g| A, QJM _ 6^ tf _
ô'*(o) "^e|(o)"eT(^~^'
Dans la première de ces équations, faisons u = tùi] elle devient Or, des formules (17) on déduit, en y faisant m = o,
donc
Cl), = 61(0), 6,a>i = e,(o);
^'^ '^"-'*-o|(o)eî(o)-
Cette formule et les suivantes résulteraient aussi de la comparaison entre les formules (61) et les équations (n) du Chapitre II.
De même, dans la deuxième équation (61), faisons u = (ù2] elle devient
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Or, les formules (i8) nous donuent, en y faisant a = o.
e,w,= q ^61(0); donc
Enfin, dans la troisième équation (61), faisons usstoj; elle devient
Or, les formules (17) et (18) combinées nous donneront, en faisant dans les premières i^ = C02 et dans les secondes i/ = o,
6(0)3) = 0(— wj— ti)i) = — 6(0), -+-0),) = — 0,(0),) = y ^63(0),
_i 6,(0)3) = 0,(0)1 H- wj) = — 60)1= t^ *6j(o); donc ia\ « ^ - 0}(o)e'«(o)
^^^ "'"■'*"~o}T^)-oI(^)-
Corollaire. — En additionnant membre à membre les trois équations (o), (p), (q), on obtient la relation
(r) e}(o) + ej(o) = ej(o),
déjà obtenue page 23.
Expression de «a en fonction des 6. — En retranchant membre à membre deux quelconques des équations (o), (/>), (g) et tenant compte de ce que e, + ei + 6» = o, on trouve
_ [O Mo) + «Ko)]e''(o)
_ [6}(o)-9Ko)16''(o) '" 05(0)61(0)61(0)
Oq volt ainsi que €{, e^, e^ sont nécessairement réelles lorsque
les fonctions 8 ont été construites avec des constantes W| et —^
réelles et positives. De plus, e^ est nécessairement positive, (?2 négative, et l'on a
Des valeurs de ^i, e^, e^ ou mieux des formules (o), (/>), {q)y on déduirait facilement^ s'il en était besoin, les invariants g2} ff^ et le discriminant A.
Rapprochements entre diverses constantes. Introduction, des ea dans la définition de sn, en, dn. — Nous avons posé (45)
D'autre part, on vient de voir (o) que
__ e î(o)r«(o ) ' *"^eî(o)eî(o)-
Or, il résulte de la formule (s) qui termine le Chapitre II que les deux seconds membres sont égaux dans les équations précédentes ; d'où plusieurs conséquences :
I® Formules plus simples pour remplacer (o), (/?), (q), (5),
de même
3e.=-(^)'[et(o) + e5(o)],
3^3= (^)*[0}(o)-et(o)].
2° Les formules qui définissent snu, cnu, dnu sont aussi
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modifiées (nous n'écrirons que les deux premières),
'il
ia = /^r::^ ^^'-"' Ji^, = _-i?i:iLfi
Ct •
3** Les équations (48) peuvent s'écrire
(48') u>t= , > cu,=
4° En comparant les formules qui viennent d'être écrites avec les équations (m) du Chapitre TI, on trouve
(62) )tî=fiZlf!, )t'»=^i^:i^*;
d'où résulte la relation déjà remarquée au Chapitre II,
(62615) ^«-hA:'»=i.
Il importe de remarquer que, dans les mêmes hypothèses faites constamment, savoir (0( et -4 réelles, ce qui entraîne ei, e^^ e^ réelles et e^ > c^^ e^^ les deux modules sont réels et inférieurs à Funité.
Relation entre pw et snw. — La relation cherchée résulte immédiatement de l'équation (46') combinée avec (58),
(63) 8na= ^'^"^*
V V «1 — Cî
Cette même équation, résolue par rapport k pUj donne en écrivant w, au lieu de -
v/tfi — e,
(63 6m) pu = ei-h * *
n*M /ei — cj
Équations différentielles auxquelles satisfont snu, cnu, dnu. — Il suffit de porter dans l'équation (55 bis), que je trans-
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cris de nouveau,
p'«a = 4(pa — e,)(pM- et)(pM — «»),
la valeur de pu, tirée de (63 bis)y
, lies — e^) y/e, — e^ sn'(a \/ex — 6%)
sn^u^ei — ei
4(e.-..)»sn'.« ^ /^_ \_^/_^_£^-£»y
sn^u \sn*a / sn-a \sn'a ^i — «i/
J'ai écrit dans la dernière équation u au lieu de u^/e^ — ej-, il n'y a plus qu'à tenir compte de la première équation (62) pour obtenir l'équation cherchée
(64) sii'»a = (i--sn«M)(i — A:«sn«a).
Si Ton se reporte aux équations (53), on verra que cette équation peut s'écrire, en choisissant les signes après l'extraction de la racine carrée de manière que les deux membres aient pour limite -f-i lorsque u tend vers zéro,
(05) = en M an a,
du
à laquelle on peut adjoindre les deux formules obtenues par la différentiation des équations (53)
dcnu
— : — = — snuanu, 1 au '
oanu ,.
— q — = — A:* sn M en a.
ou
Remarque, — Le système de trois équations différentielles que nous venons d'obtenir est souvent considéré comme définissant les fonctions elliptiques de Jacobi; il suffît d'ajouter les conditions initiales, à savoir que, pour w = o, on aura
sna = o, enu = i, dna = i.
Formules d'addition des fonctions elliptiques de Jacobi. —
Ce serait ici le moment de donner ces formules qui résultent immédiatement de la formule (57) et des relations déjà établies; mais ces formules d'addition ne devant pas nous servir, nous en laissons
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la démonstration comme exercice aux lecteurs {voir à la fin du Chapitre). On en trouvera d'ailleurs plus loin une démonstration plus élégante.
Variation de pu dans le cas oit u et pu sont réelles.
Considérations générales. — Nous avons vu que la fonction pu satisfait à Téquation différentielle (55)
(55) P'*" = 4P'" — ^îPw — ^3,
dans laquelle les invariants g^ et gz dépendent des périodes données 2(i)| et 2a>2; mais la réciproque n'est pas absolument évidente, et, s'il est assez facile d'admettre, comme d'ailleurs on le démontre dans tous les Cours d'Analyse, que l'équation
(a) (^ =^z^-'gtZ — gi=Z
définit une fonction 2 de </(*), il est moins évident que, quelles que soient les valeurs attribuées à g^ etg^s, cette fonction z sera une fonction doublement périodique. Pour ne pas* compliquer notre étude, nous admettrons ce théorème qui est démontré dans les Ouvrages plus importants, et nous nous bornerons à deux observations : d'abord, le théorème est probable, puisque, définie par les fonctions ou par une équation différentielle, la fonction pu dépend toujours au fond àe deux constantes arbitraires, ses périodes ou ses invariants. La seconde observation est la suivante : nous allons rencontrer dans la discussion une période réelle 2a>< et une période imaginaire pure 2(1)2; si l'on essaye de construire avec ces périodes une fonction 8 pour en déduire une fonction pu, la fonction pu ne coïncidera avec celle déduite de l'équation différentielle (55) ou (a) que si le discriminant ^ = g\ — ^lg\ ^st positif, en d'autres termes, que si les racines e\ , ea, e^ sont réelles. Cette restriction ne doit pas nous étonner; nous avons vu, en effet, page 54, que les périodes réelles conduisent nécessairement
/dz —py et /Z la solution générale de (a) est z =p(M-hc).
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à des racines réelles. Dans le cas du dîscriminanl négatif, la fonction 8, d'où l'on déduirait une fonction pu coïncidant avec celle que fournit l'équation (a), devrait être construite avec deux constantes imaginaires conjuguées aw et 2(0', définies par les relations >!^* ,
On distingue ces deux cas en disant que, dans le premier, les périodes sont primitives ; dans le second cas, les périodes ne sonl pas primitives.
Variation de pu. — Quoi qu'il en soit de ces considérations préliminaires, nous pouvons continuer à supposer que pu est définie par l'équation (40» *^ nous suffit d'avoir démontré qu'elle vérifie l'équation difTérentielle (55) que nous écrirons aussi
-X'tI
en posant, pour abréger, z = pu : les limites ont été choisies de manière que u = o corresponde k z = co.
Il n'y a pas besoin, pour le moment, de distinguer le cas du discriminant positif et celui du discriminant négatif; nous nous bornerons à supposer
ci>ej>eï,
si les racines sont réelles et e^ réelle si le discriminant est négatif. Les invariants ^2, g^ sont, bien entendu, supposés réels.
Pour a = o, pu est infinie; pu commence donc par décroître et sa dérivée par être négative. Il faut donc, de l'équation (55), conclure
pu décroîtra tant que la dérivée ne s'annulera pas, c'est-à-dire jusqu'à d première racine de Z. Nous savons que u prendra alors pour valeur une des demi-périodes (56) et ce sera évidemment la plus petite demi-période réelle tOi; e^ = p^i)^ est un minimum. Ce minimum sera nécessairement positif, si les racines sont réelles, à cause de la relation ^i H-^aH- ^s = o; il pourra être négatif si le discriminant A est négatif. Le facteur y/p^^ — d n'ayant, d'après
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la formule (58), que des racines simples, change de signe en s'annulant et il faut écrire maintenant
I-a fonction pu recommence à croître et devient infinie pour M =: 2a)| ; d^ailleurs on a, puisque 20), est une période,
p(MH-(Oi) = p(M--(Oi-4-2a)i) = p(M — Wi),
et il suffisait de faire varier u de zéro à a)| pour en déduire immédiatement la variation de pa entre co^ et 2a)|. La fonction pu repassera ensuite par les mêmes valeurs.
Nous représenterons cette variation par une courbe; les droites w = o, u = tùi, u=:2i3)ty u = 3u),, . . . seront des axes de symétrie ( /î^. i).
Fig. I.
Corollaire. — Il résulte de la discussion précédente que l'on a, cOi étant une demi-période réelle,
Formule d'homogénéité. — Posons, dans la formule (o),
d'où résultera
(0 ^j=K*/ri» /ra=K'^i»
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en posant
Ig% = —7(^1 <?t -^ «î «i -*- «i «'1 )»
\ Téquation (8) pourra s'écrîre
et il suffira d'appeler v la quantité wy/ûi pour voir que
Cette dernière équation peut s'écrire, en tenant compte de la définition de V et des égalités (e) et (IJ),
(^»7) p(«; ^2, gz) = KP ('^Z?; g> g)-
Cette très importante formule est connue sous le nom àe formule d^ homogénéité de pu.
Deuxième période. — En particulier, soit pris |x égal à moins un; la formule (67) devient
dans cette formule, i désigne, comme de coutume, le symbole imaginaire y/— i ; on a de plus
c'i= — e,, «; — — «„ c'3 = — e„ ^i = ^t, ^i= — ^J» et
L^équation (0) devient
dy
La quantité
r dy
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sera de nouveau une intégrale définie réelle, et si Ton pose
la quantité cog sera purement imaginaire. De plus, 2(^2 est une période de la fonction j^, c'est-à-dire qu'on a
ou, en se reportant à la formule (Ç),
p(Mt— 2(i)jt; ^,, — ^3)=p(at; ^„ —^3)
ou enfin à cause de la formule d'homogénéité,
P(m — 2(0,; gt, gi) = p(ii; gty gl)-
Donc la quantité purement imaginaire 20)2 sera une période de noire première fonction pu : elle est définie par l'équation
dy avec
Corollaire, — Si l'on pose j^ = — 5 et si l'on fait rentrer i sous le radical, on pourra aussi écrire
Autres valeurs réelles de pw. — Nous venons de voir qu'aux valeurs réelles de u ne correspondent que des valeurs réelles de pu toutes supérieures à la racine e^ (plus grande racine si le discriminant est positif, seule racine réelle dans le cas contraire). Il est intéressant de montrer que pu pourra atteindre toutes les valeurs réelles; les valeurs correspondantes de u que nous allons rencontrer seront naturellement imaginaires. Nous avons cru pouvoir représenter les résultats par des courbes; parallèlement aux abscisses sont portées des quantités imaginaires, mais les variabld8 ç^ et ^ sont réelles. Les ordonnées restent réelles et représentent les valeurs de pu.
Pour avoir la première de ces courbes, nous nous sommes appujé sur ce que, d'après la formule d'homogénéité (67'), aux valeurs purement imaginaires de u correspondaient des valeurs réelles de u>J — i et de p{u\ g^^ — g^)\ ces valeurs de iP("j5'2> — gz) sont supérieures à la plus grande racine — e^ correspondante et, par suite, p{u] g^^ g^) est inférieure à 62»
La seconde courbe a été construite en utilisant la formule (5g) dans laquelle nous avons fait a == 2,
On voit ainsi que, v variant de zéro à co, ou i^ de coj à to, + 0)2 = — (Os, pu = p(v -{- (1)2) varie de 62 à e^.
La troisième courbe exige l'application successive des deux remarques précédentes; en premier lieu, la formule d'homogénéité permettra d'obtenir des valeurs réelles de p(a; g2, — g^) correspondant aux valeurs purement imaginaires de p{u; g2^ gz)- Ensuite la formule (Sg) permettra de rattacher les valeurs comprises entre Ci et e^ aux valeurs inférieures à €2-
Ces deux courbes n'existent pas dans le cas du discriminant
Fig.
ptL
Oi,
négatif; dans ce dernier cas, le maximum des valeurs atteintes pour u imaginaire coïncide avec le minimum des valeurs qui cor-
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respondent à u réel : c'est ce que rappellera une dernière courbe. Les fig. fi el Z ont été construites en supposant e^ négatif. On
Fig. 3.
Fig. 4.
Cj <"
O (U,*U, 'jii*J'»», U = W, + »'
verrait aisément ce qu'on doit faire dans les hypothèses inverses.
Fig. 5.
pu
Discriminant néqâbf
Remarque. — Les figures précédentes montrent clairement dans tous les cas les deux zéros de pa (aux périodes près).
En résumé, dans le cas du discriminant positif, pu prend des valeurs réelles pour toutes les valeurs réelles de m, pour toutes les valeurs purement imaginaires, enfin pour les valeurs complexes de la forme W2 + ^ ou de la forme toi + zV (p étant réelle). Dans le cas du discriminant négatif, pu est réel pour toutes les valeurs réelles ou purement imaginaires de w.
A utre remarque. — Si A est positif, il résulte de la formule ( Sg)
que p{u-h<i>a) est réel avec w; mais a = 3 ne donnera pas de nouvelles valeurs, puisque toutes les valeurs réelles ont été atteintes précédemment.
Retour à la fonction ^u: sa, variation. — Supposons d'abord le discriminant positif : pu est alors toujours positive et Ç'm toujours négative. On a alors une courbe telle que celle de la fig. 6 ;
Fig.
•Ka),
6(jii,
LU
chaque branche se déduit facilement de la précédente par la relation
Les points d'inflexion correspondent aux valeurs a=ci)|, /f = 3(0|, a=5(i)|, ... qui annulent J^"w = — p'e^; la figure a
DIscrlmlnaDt po»iUf; e,>(h
Fig. 7.
été faite en supposant vii positif, et les valeurs de Çtt aux points d'inflexion sont 71 1, 3 7)1, 5 7)1, ....
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Si le discriminant est négatif, mais si e^ est positive, la discussion ne diffère pas sensiblement de la précédente. Si ei est négative, pu et X^u s'annulent deux fois en changeant de signes*, X^u présentera un maximum et un minimum dans chaque intervalle égala 2(0, {fig. 7).
Variation de sne/. — La variation de %tiu résulte immédiatement de sa définition et de la variation de pa : on peut aussi se rappeler les formules (64) et (65). On voit ainsi que u variant de o à K, -p: varie de o à (0| et snw croît deo à H-i ; puis, à cause de l'équation (65), la dérivée change de signe, comme cnz^, et snw décroît de 4-1 à o, valeur atteinte lorsque tt = 2Kou — : = 2ti),.
L'équation (49) nous montre que snw change alors de signe et repasse par les mêmes valeurs, au signe près : l'aspect de la courbe {fiS' ^) ^^^ sensiblement celui d'une sinusoïde.
Fig. 8.
Tout cela suppose, ainsi que le corollaire suivant, k'^ réel et inférieur à un ou encore e,, e.j, ^3 réelles.
Corollaire L — L'équation (64) pourrait s'écrire, par imitation de ce qui a été fait pour pw,
ou, en posant
/snri * asna —
or = sna,
X = (i — ar«)(i — A-»a:î),
Legendre pose ^ = sinf et appelle intégrale elliptique de première espèce l'intégrale précédente qu'il désigne par la notation F(/r, çp) ou F(y) ; on a donc
Il résulte de la discussion précédente que u atteint la valeur K en même temps que x la valeur un) donc
Corollaire II. — Nous avons démontré, page 6i, la formule (66')
Si l'on considère la fonction sni u qui correspond aux racines
e\ = — «1,^2 = — «2» ^% = — ^3î le multiplicateur correspondant
sera
X' = e\ — e\ = ^1 — Cj = X,
et le carré du module
g» — g 'i _ £izi_?».
e', — e\ Cl — et
C'est donc la quantité désignée déjà (62) par la notation k''\ sUi u sera donc la fonction sn(w, A''). Le quart de sa période réelle sera, d'après (68),
dx
et si l'on remarque que la fonction sn(^, A/) et la fonction p{u] e\^ e\^, e,), pages 5o et 55, sont reliées l'une à l'autre comme sn(a, A-) et p{u\e\^e^^ es), on voit immédiatement, en se rappelant la première des égalités (48') ou (48), que
^ _ I r^ dx ^
mais, d'autre part, la seconde égalité (48') nous donne
\ei — et
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Il en résulte, comme 0)2= v'af, que
et les périodes purement imaginaires de pt^ ou de sn u se trouvent exprimées comme les périodes réelles, au facteur i près, par des intégrales définies entièrement réelles.
Exercices sur le Chapitre IV.
De la formule (53) déduire la relation
p'oioL = 2( ep — Ca) (^Y — ^a) (a, ?, Y = i , a, 3 ; a ?^ ? ?^ y).
4. Exprimer Tinvariant g^ et le discriminant A = 'lyffl — gl en fonction des périodes.
iC)
Ot(o)Oi(o)OJ(o)
5. Trouver Téquation différentielle à laquelle satisfait cnu. Réponse: cn'a = — snifdni^.
6. Trouver Féquation différentielle à laquelle satisfait dna. Réponse : an' u = — k^snucnu.
7. Des formules (65), combinées avec les conditions initiales données dans la remarque subséquente, déduire les équations (53) et Téquation (64).
8. Déduire de la formule (5y) les formules d'addition des fonctions de
Jacobi
isnucnv ânv -^ STïv cnuâiïu sn(w-^p)= ,-r — , , I — A:*sn*Msn*i; , . cnttcni^ — sni/ sncdnadnv
I' en (u -h t^) = j-r— r , 1 — A'^sn^asn'i' , , ^ dnadni^ — X:' snwsni^ en wcnv> dn(a-t-i^) = 7-7 — r , — - • I — A^sn^Msn't^
On peut encore opérer directement, de la manière suivante : Dans Téquation (8), à trois termes, posons
Wî,
Wl,
elle devient
— 0(Oi'e(M-H p -t- wi)9(a -+-a)i)6(p-+- wj)
-h Ô((i)i — u>j)e(w4- p -t-tui-H (o,)OwOp
-h 6a)j6(M-f- p-ha>j)0(u-hwi)6(p-h(i)i) = o ou
— Oi o Oi ( w -h p) 6i M 01 p
— 03o03(wH-p)0 uQ V
-r- 0,0 Oj( M -I- p) Oi a 01 P = o,
ou, en divisant par — ^— ^ n / . ---» et remplaçant u par — ^,
FONCTIONS pu, snu, cïïu, dïïu, 6g
.par-L,
(A) cn(a H- f) -H sna snpdn(a -H p) — cnuciif^ = o.
De même, la substitution, faite dans Téquation (8),
a = h (Ot ,
b = — hw,,
C = — ^ H- co„
rf=?l=^
conduira à l'équation
(B) dnudnpdn(u H- {^) — A:*cnMcnp cn(M-i- p) = i — A:*.
Les équations (A) et (B) font connaître cn(w ■+- v) et dn(M ■+- v) par des formules qu'on ramène immédiatement à la forme voulue, à Taide des relations (53).
Enfin la substitution
îî^
,tt-^ P
Wl
, p — U COj Wi
fournira Téquation
snu cn(w -+- p) -h snp dn(M 4- p) — cnudnpsn(u + p) = o, qui, combinée avec les résultats précédents,. fera connaître sn(u + p).
Démontrer les formules
sn (a7H- K) = -7 — >
, „. Xr'snar
cn(a7-hK)= j -,
^ dna?
sn (x ■+- ÎK') = 1 »
cn(a:-+- iK') =— ,
^ ' ksnx
an(x-{-iK)= ;
^ snx
/ tr «T/fx dna?
sn(a?-t-K-H tK') = -; ,
^ ^ kcnx
ik'
cn(a:-HK-+-tK') = — 7 >
^ '^ Xrcna:
dn(. + K^.-K')= ^.
On appliquera, soit exclusivement les défînitions, soit les formules d'addition combinées avec les définitions dans les cas particuliers où la variable est une demi-période.
10. Si, dans la formule (69), on fait m= —^ on obtient p — ; d'où Ton déduit facilement p'— ^; pour cela, il est commode de poser
ep — tf|. = a«, ey — Coi=6*, tfgi — ep = c*, a' -h 6* -4- c* = o.
Écrire ces formules en appelant e^ la racine qui correspond à cua» et fixer, en particulier, les signes pour a = i ou a = 2 (Halphen, /onc/ions elliptiques, t. I, p. 5?.).
Réponse, — Si A est > o, on trouve
p'— =--2(e, — e3)v/ei — <?, -2(ci— e,)/e7^^tf^, p -J = 6, — v^ea— et /ei — ej ,
P'~ = — 2t(ci — tft) v/^s— ei — 2«(«3 — ex) v/e, — es .
Si A < o, soit Cl réelle,
e,= m-4-/ii (n>o); en posant
y/ei—e^ z=p^qi {p>Oy q> o), .
PONCTIONS puy sni/y cnu, dnu.
on trouve
Démontrer que
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Dans ce Chapilre, je vais d^abord montrer comment s'intègrent les expressions qui renferment d'une manière rationnelle des fonctions elliptiques; nous verrons ensuite comment s'introduisent ces fonctions elliptiques.
Intégration des expressions rationnelles par rapport aux fonctions elliptiques* — J'envisagerai, en premier lieu, les expressions qui ne renferment que pu el ses dérivées.
Toutes les dérivées de pu, sauf la première, s'exprimant en fonction linéaire de pu et p'u^ une expression rationnelle en pu et p'u sera toujours de la forme
^L"^_^P!f* _ (M-4-Np^M)(P — Qp'ii) _
P + Qp'a ~ Pî-Qîp'tu -A-t-Bpa,
M, N, P, Q étant des polynômes en p a et A, B des fractions rationnelles en pu. Toute intégrale elliptique se ramène donc à la forme
1 (\ -hBp'u)du^ I Adu-h I Bp'udu.
Si, dans la seconde de ces intégrales, on pose
pUz=Z,
d'où
p'udu = dz^
74 CHAPIT1IB y.
elle est immédiatement ramenée à la forme
dans laquelle f{z) est une fraction rationnelle; on sait donc l'intégrer. Le résultat est une fonction rationnelle de z^ ou de j>a, c'est-à-dire une fonction elliptique.
Restent les intégrales du type
Kdu^
qui peuvent, par des opérations algébriques (décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples), se ramener aux deux types suivants :
du
/pf^udu et /
pvyn
Nous avons vu, pages 4^ et suivantes, qu'on pouvait toujours exprimer p^^u en fonction linéaire de pu et de ses dérivées. En intégrant^ on trouvera donc une fonction linéaire de X^Uj ainsi que de pe/ et de ses dérivées.
Il reste à intégrer les expressions de la forme
du
{pu — pp)"*
Deux cas sont à distinguer :
Premier cas : v est une demi-période. — Alors la formule (Sg) permet de remplacer la fraction par le polynôme
(«p — «aK<^Y — ^a)
et, par conséquent, l'intégration est ramenée à celle des polynômes en pu^ intégration qu'on sait effectuer.
Deuxième cas : v n'est pas une demi-période. — Supposons d'abord que m soit égal à l'unité; la formule (Sg bis) donne immédiatement la solution. Elle s'écrit, en mettant pu sm lieu
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de — l^'w,
^ ' pu — pv pv / ^\ / -» J 7
d'où
J pu — pv p'v a'(a — V) pv
En difierentiant plusieurs fois par rapport à i^ la formule {a), on introduira les fractions
(pu — pv)* (pu — pv)* (pu — pv)"^
Réduction aux fonctions elliptiques ou inversion. — Nous venons de voir comment s'intégraient les intégrales portant sur des fonctions elliptiques; mais il faut encore savoir introduire ces fonctions elliptiques ou, comme l'on dit, effectuer l'mt^emo/i; sans entrer ici dans la discussion générale, j'indiquerai quelques cas généraux.
Le cas le plus simple est évidemment celui où Ton a à effectuer une quadrature telle que
le signe R désignant une fonction rationnelle et Z le polynôme 4-5' — g2Z — gz', il suffît alors de poser
z = pu; il en résulte
dz = p'uduj
et l'on est ramené au problème précédemment traité.
Cas particulier :
r dz
y se transforme en
d'où
^=^4-c, z=pa(y — c).
Cette dernière équation résout le problème.
Si Z' désigne un polynôme quelconque du troisième degré, a^z^-T- atZ^-^ ŒiZ-^a^^ on revient au cas précédent, en posant
ce qui fait disparaître le terme en z^ et donne à Ç' le coefficient 4-
Supposons maintenant qu'on rencontre une intégrale de la forme
yR(x,v/x)^=2/Q7x'^'
P, Q, R désignant toujours des fonctions rationnelles et X un polynôme du quatrième degré en x.
Cas particulier. — Supposons d'abord X bicarré,
X = ma?* -h nx*-hp;
on posera
ou
iF« =
et l'on aura
ou
IX dx
= rfr,
dx
dz
dx=
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Téquation précédente devient
rdu
d'où
et
X = sn a{y — c)
représente l'intégrale de Téquation donnée.
Voici maintenant des méthodes plus générales :
Premièhe méthode. — a. On connaît une racine a de X
X = (a? — a) (aoX^ -h aix* -h a^x -+- aj);
on pose
et
v/X = — v/ao(a^ H- 1)3 -h ai(a^ h- i)«^ -h «^(aj^ -h i)y*-h a^iajr -h i)3 ;
on est ramené au cas du troisième degré, déjà traité.
b. On connaît deux racines a et ^ de X; ou peut alors, soit opérer comme dans le cas précédent, soit poser
et si
X = (37 — a) (a? — p)(aa;'-H ô^x -h c),
on obtiendra encore sous le radical un polynôme du troisième degré. En effet, on aura
v/X = ---^ y/z[a(oL-^^z)^-^b{i-^z){oL-^'{^z)-hc(î'^z)*î
Deuxième méthode. — On se propose de ramener X à la forme bicarrée pour rentrer dans le premier cas traité. Pour cela, on décompose X en deux facteurs réels du second degré
X = (ax^ -Jn bx -^ c) ( a' x^ -h b' X -T c').
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Si
a'ar*-h b'x -4- c'= X (aa?*-î- bx -f- c" ),
la substitution
suffit pour obtenir la forme bicarrée.
Si Ton n'est pas dans ce cas particulier, on pose
a v-4-fl
et Ton détermine les constantes a et ^, de manière à annuler le coefficient de y dans chacun des trinômes. Le premier devient, après multiplication par (^y -1- i)*,
«(ar-^P)'-+-^(ar-»-P)(r-^0-+-c(^H-i)«,
et la condition qui le concerne s^écrit
aaap -i- 6(P H- a)-f- 2C = o.
Le second trinôme donne de même
2«'ap -t- ô'(P -H a) -4- ac'= o,
et ces deux équations détermineront les constantes de la substitution; a, p se présentent comme racines de l'équation du second
degré
(aè'— 6a')X«— 9.(ac'— caiyk h- 6c'— c6'= o.
On peut toujours s'arranger de manière que ces racines soient réelles; car le discriminant de cette équation, changé de signe,
{ac-^ ca'Y -{ab'— ba') {bc'— cb')
est le résultant des deux trinômes ax^ 4- bx -f- c, a'x^ H- b'x -|- c', et l'on sait qu'il est toujours positif à moins que les racines des deux trinômes ne soient réelles et enchevêtrées, ce qu'on pourra éviter en choisissant convenablement les racines du premier trinome. On sera donc ramené, par des substitutions réelles, à une expression sous le radical de la forme
c'est-à-dire à un poljnome bicarré.
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Troisième méthode. — L'inconvénient des méthodes précédentes est de supposer effectuée la résolution de Téquation X = o. Bien que, la plupart du temps, cette circonstance se présente, il peut être utile d'indiquer une méthode qui n'exige pas la résolution de l'équation du quatrième degré.
Nous nous appuierons sur l'identité suivante, que nous nous bornerons à vérifier
La formule d'addition (5^) donne
U p^-pJ - 3pP = p(«4-p;^pa-2pi^
= P(m-hp) — pp -npa — pi'.
D'autre part, en remplaçant successivement ijfv par xij^'^v — g^ et p'* par 4 p' — g^lP^ gzA^ second terme de l'identité (6) peut s'écrire
— p'»w -4- 7p'w ji'v — p'*t? — p'*r/ — r»''p , I2p'p-f-^i
^P'" — P'<0* . Mv^ti — V^v^ — g'i{pn'-y^v^
pu — pif pu — pv ^
= — 4(P" — pv)[p(u-\-v)-hpu-\-pv]-^i(p*u-hpupv-^p*v) — i^p*v
= — 4(pM— pt»)p(M-f- i^) —^pv(pU — pv)y
=- — iipu^pt>)[p{u-^v)-pv].
L'identité à vérifier devient ainsi
[p{u-^v) — pv-h-pu — pi>Y'-i{pu--pv)[p(u-^ç) — pv] = [p{u-i-v) — puy,
et sous cette forme elle est évidente.
Cela posé, soit
/ V ' P'it^ — P'v
2 p M — pt»
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ridentité (b) peut s'écrire
en posant
Y =y^— 6y*pv h- iyp'v h- gp^v — ap'p.
On saura donc, par les égalités (c) et (rf), ramener aux fonctions elliptiques toute intégrale de la forme
fR{y,^Y)dy.
Considérons maintenant l'intégrale
où Z est un polynôme du quatrième degré. C'est un problème élémentaire que de poser z == ay + p et de déterminer a et P, de manière que le nouveau poljnome en y ait pour premier coefficient Tunité et soir privé de second terme. Supposons donc fait ce calcul et l'intégrale sous la forme
jB(y,^Y)dy
avec
Tout le problème revient à identifier ce poljnome avec le précédent polynôme Y, et la réussite ne fera pas de doute lorsque l'on réfléchira que nous aurons trois équations d'identification et trois inconnues, savoir g2i gs^ qwi déterminent la fonction pa, et l'argument particulier ç'. Voici Je calcul :
a,= — pp,
a^^p'vj
«* = -i- 9P*v — 2p''ç — — 3p*v -+- gf.
On en déduit immédiatement
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et en portant jx' et j>V dans Téquation
aï = — 4«î -t- («*-i- 3aî )a,— ^,,
La fonction pu étant ainsi construite, Targument v sera donné par l'égalité
et l'équation, concordant avec la précédente,
(h) p'v = ai
servira à fixer le signe de (^.
Remarque. — Toutes les intégrales que nous venons de rencontrer sont celles qu'on appelle elliptiques, c'est-à-dire qu'elles ne portent que sur des quantités rationnelles et sur des radicaux où sont enfermés des polynômes du troisième ou du quatrième degré. On voit que les intégrales elliptiques s'intègrent toujours par les fonctions elliptiques. D'autres problèmes se ramènent aux mêmes fonctions; sans entrer dans le détail, je me bornerai à énoncer ce théorème :
On peut exprimer par les Jonctions elliptiques toute intégrale de la forme 1 é{.{u^ ç)duj êi{u, v) étant une fonction
rationnelle en u et en v, lorsque v est reliée à u par une relation de genre un, c^est^à-dire lorsque la courbe f{u, ç) = o a son maximum de points doubles sauf un.
(') Les valeurs trouvées pour g^ et g^ sont, à ua facteur près, les invariants du polynôme du quatrième degré Y; si Ton appelle ces invariants S et T,
S =aoa4— 4a,a3+3a;,
les valeurs de gi et g^ en fonction des coefficients de Z seront
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Application : nouvelle démonstration de la relation entre puetsnu. — Partons de Tintégrale
__ r' dx _ r' dx
qui définit la fonction x = snu, et appliquons les règles précédentes pour introduire la fonction pi^, c'est-à-dire pour remplacer le radical précédent par un radical du troisième degré. Pour cela, posons, X étant une constante positive, en même temps que la nouvelle variable f,
d'où
Posons alors
/kdi
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(46'), ((ja) et (63). En effet, en tirant z de {k) et utilisant (y),
on a
Remarque, — Nous avons posé a:^= - et non -> parce que la
fonction pa dépend de deux constantes arbitraires, tandis que Téquation (V) n'en contenait qu'une; la quantité X ainsi introduite s'appelle le multiplicateur des fonctions elliptiques.
Des diverses espèces d'intégrales elliptiques. — On démontre dans les Cours d'Analyse que toutes les intégrales elliptiques peuvent s'exprimer au moyen de trois seulement, X étant un polynôme du quatrième degré,
x^ dx
dx
{x — a) yf\
qu'on appelle intégrale elliptique de première espèce, qu'on appelle intégrale elliptique de deuxième espèce, qu'on appelle intégrale elliptique de troisième espèce.
Cette classification a beaucoup perdu de son intérêt, d'après ce qui précède, puisque nous savons toujours introduire la fonction pu Qi par suite ramener à des quadratures portant sur des fonctions elliptiques; elle nous sera cependant commode comme langage, "et nous la conserverons.
Des intégrales complètes de Legendre. — Nous avons déjà rencontré (68) une des intégrales que Legendre a appelées intégrales complètes, et nous avons pu prévoir son importance, puisqu'elle est le quart d'une des périodes de snu\ c'est V intégrale complète de première espèce
Jr* dx
Legendre pose
j? = sinçp,
k = sinO,
et la formulé précédente devient
»/o v^i — siii*6sin'©
En même temps que l'intégrale complète précédente, nous avons rencontré l'intégrale complète relative au module complémentaire A*'
On sait que 4K et 21K' sont les périodes de snw. Legendre a construit des Tables de l'intégrale complète de première espèce pour toutes les valeurs de 9 de degré en degré.
Les intégrales complètes de seconde espèce sont définies par les formules
^ dxy/i^k^x-^
E = I acp y^i — A:* sin*o = / —
E'= /''d?/r:Tïl[^= f'±^
Legendre a également construit les Tables de ces fonctions. Nous donnons un abrégé de ces deux Tables à la fin du Volume.
Nous verrons dans le Chapitre suivant comment ces nouvelles quantités se rattachent à 'r\^ et à Yja et comment il en résulte une importante relation entre K, K', E, E'. Je me bornerai à donner ici cette relation, en laissant la démonstration directe comme exercice au lecteur,
(73) KE'-hK'E — KK'=-.
Exercices sur le Chapitre V.
Démontrer que
/ - ^ dz = arc sin -
-t==-^z: dz — arc sm .
(2:H-^)/4-5(^-t-jr)«— 5» -iC^-i-a:)
(Greenhill, p. 355.) pu' p^u p^ 6. Démontrer que
S. Intégrer — , -^— * — ;— • pu p^u p^u
/^^^3=S"*^-l^^^("-|"")~lî^^"'.""'sK"~5"")'
en supposant ^j = o, ^3 = i.
PREMIÈRE MÉTHODE DE CALCUL : USAGE DES TABLES.— CALCUL DES PÉRIODES Wp wj ET DES INTÉGRALES COMPLÈTES t;,, tij : !• CAS DU DISCRIMINANT POSITIF; 2» CAS DU DISCRIMINANT NÉGATIF. CALCUL DE sna, en a, dnw, pu, Ça. PROBLÈMES INVERSES [FORMULES (75) A (83 bis)].
Ainsi que nous l'avons vu dans le Chapitre précédent, les fonctions elliptiques s'introduisent dans l'intégration d'expressions qui, outre des fonctions rationnelles, contiennent des radicaux portant sur des polynômes du troisième et du quatrième degré; nous avons vu de plus que tout se ramène, en dernière analyse, à des radicaux où le polynôme est du troisième degré et de la forme 4-3' — g2^ — gz' On est amené alors à poser ^ = pa et les questions sont ramenées à étudier des fonctions pu^ ^u ou. tru] pour cela, il importe avant tout de savoir, connaissant g2 et ^3, calculer les périodes réelles ci>i et 0)2 ainsi que tjj ou 7^2- C'est à ce calcul que nous consacrerons la première partie du Chapitre.
Discriminant A positif; gl — 27^3 > o.
Calcul de wi et w,. — Les valeurs de (i>i et de 0)2 résultent immédiatement des formules des deux Chapitres précédents; résumons-les. Si e^, 62, ^3 sont les trois racines, supposées réelles, du polynôme
nous avons posé
(6-2) sin^O = k^-=î^::i^\ cos^O = k'^= liZifi,
(46') X = ei — «2,
cos'O sin*cp
et les valeurs des périodes découlent des formules (48) ou (48')
Le lecteur trouvera à la fin du Volume (Table I) les valeurs de K avec cinq décimales pour toutes les valeurs de 6, de degré en degré.
Calcul de fii et de tjj. — Je partirai de la formule suivante, dans laquelle figure en apparence un élément 0)2 imaginaire, mais dans laquelle au fond la variable 11 et la fonction sont également réelles [voir variation de pu {fig* 3)]. L'intégrale prise entre des limites réelles est donc parfaitement déterminée
f p(a-r-C«)i)rfM.
Cette égalité se démontre aisément; car
f J5(a -f. 0)2) rfa = — [î(a -h w,)]"*
= --î(a>i-ht«)j)-4-Ç(w,)
La relation (Sg), déjà si souvent employée, noiis amène à écrire, \ et k conservant leur signification ordinaire,
pu — et z — ej
et la variable z = pu décroîtra de 00 à ^i , lorsque u croîtra de o à (ù^ : p' u sera négative et l'on aura
dz = p'u du = --i ^\z — Cl) {z — et) {z — Cj) du.
Par suite, en se reportant à la formule (a),
dz
J« V ^ - ^î/ 2 )/{z - ei){z - e,) {z-ez) f^i= / c,-— + XU«/ -=•
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La première intégrale est donnée par la formule (66); elle a pour valeur — ci),^2- H s'agit d'exprimer la seconde; pour cela, nous allons introduire la fonction complète de deuxième espèce de Legendre, c'est-à-dire, au fond, revenir aux fonctions elliptiques de Jacobi. La transformation indiquée est donc, comme dans la formule (63 bis)^
z ss ei-\ — T> A = Cl — Cl,
et X variera de o à i lorsque s décroîtra de oo à «i . Voici le calcul :
Z — Cl — — - — A = A — ^—9
z-ca=— -(C3-C0 = X— ^^p— ,
Xrfar <au — — a — r- •
Le second terme de tii devient donc
J« •(i-a:«)(i-it«ar«) Il peut s'écrire
L^o ^^-^* Jo v/(i-^*)(i-A'*^*)J
ou
Par suite,
Tii = — o>,c,H- v/X (E - K) = — — : c,-h /X (E — K),
ou enfin
(75) ,.= ^E-^ = /.-.=ril(E_^).
La formule d'homogénéité (67) va nous permettre de rattacher r,2 à Tii, comme elle Ta fait pour 0)2 et <0|. Intégrons-la par rapport
à u; elle devient
(76) (Çi/; ^„ ^3) - /;: ç (a /?; p,, g) ;
la constante d^ntégration est nulle parce que les deux membres pour u infiniment petit ont comme valeur principale -• Dans l'équation précédente faisons (jl r=r — i ; elle devient
Par Tadditionde 2ti>2, le premier membre se trouve augmenté de 27,2; il en est donc de même du second; ui est augmenté de 2W2£, et Ton a
ou, en revenant aux notations de la page 60,
Mais, 2^2 étant la période réelle de p{i^] g^^ — gz)^ on a aussi
27) jouant, vis-à-vis de cette fonction JJ(p; g^2> — ^s)» 'e rôle de 27;, vis-à-vis de Ç(w; g^^ g^)- Donc
ou
Mais nous venons d'apprendre à calculer r, ; on a, toujours en conservant les notations de la page 60,
et enfin
Cette formule, jointe à la formule (75), permettra de calculer les deux constantes r^i, 7^2- La Table I, que nous avoçs mise à la fin du Volume, donne les valeurs de l'intégrale^^ae deuxième espèce E pour toutes les valeurs de Tangle 8 de degré en degré.
Corollaire. — Portons les valeurs qui viennent d'être obtenues pour Cl),, 0)2, 71,, 7i2 dans Téqualion (aS); elle devient
ou
K'E-+-KE'— KK
C'est la formule que nous avions annoncée sous le numéro (73).
Cas du discriminant négatif; {g\ — 27^3 <;o).
Calcul des périodes 0)1, cos. — Supposons maintenant que les racines de Z ne soient pas réelles toutes les trois et rappelons que nous avons alors désigné par e, la racine réelle.
La transformation indiquée dans le cas du discriminant positif ne peut servir ici et il faut procéder autrement.
Rappelons les formules (66) et (66')
(66') et soit
^« _ r* ^r r" dy .
' Le^^y'-^^y-^^^ ^-e.v/Y'
- ei)[{z — m)«-h /i*] = 4(5 - ei)(3 — e,)(5 -
d'où
Posons
a 4ei 4
(/) H« = (/n-eO'H-n* = (^i-^î)(ei-e3)=^J^-^/i*=^?'(et) et faisons, dans la première intégrale, (g) -5 = e,-4-Htang«^;
dz = ll tangi — 2— >
/do 2 008* 2 4 / H ( IH- tang* 2 J — 2 ( 771 — «1 ) tang* 2
>^ J^ 2/H/r=Tîsin*ç)
avec
/.N I.Î H-f-m — ei I 3e, (0 X:î= __=--_jj.
Il résulte de la valeur de H que X:J est toujours positif et plus petit que l'unité; Tintégrale
est donc bien déterminée, et Ton a
Pour calculer ^> je remarque que
m et n ajant les mêmes significations que plus haut. Je poserai alors
^= — e,-r-Hiang»2;
d'où
rfj^ = Htang|-^,
/ 2Cos«ïl/H(i-Mang*2)-f- 2(/
(m — c,)tang*-
2V^H ^i"— Xr'j* sin»(p
avec
Donc enfin
(78 6w) '^^'^^Ta'
en posant
Remarque importante. — Il résulte, soit de ce qui précède, soit de la variation de J3 2^ {J^g* ï et 5), que
(79) pwi = pwj=ci,
et cette constatation suffit à montrer que 20), et 20)3 ne constituent pas ici un couple de périodes primitives. Une vérification va le prouver de nouveau.
Nous avons vu [équat. {5g)] que
^^ ' pu — Cl
on a aussi, puisque p<02= ^i,
p(e, + co,)-gi= ^^-_-^^^ ,
donc
p(tt-f-tOj)=p(ttH-a>i)'
Soit fait dans celte équation d'abord w = t; -f- 0)2, d'où
p(p -H awj) = pç» = p(p -4- OJiH- (0|),
puis, M = (? — 0)2, d'où
pv -pCi^-i- wi—coj);
on voit que a>i 4- (02 et (0| — CO2 sont deusc périodes imaginaires conjuguées; et par suite, la fonction puy constituée ici avec les périodes 20)1 et 2(02, admet non seulement les périodes
2^1 (i>i H- 27W2<*>2î ™3l^S CUCOrC (2 /n4 + l) (i)| -f- (2/W2H- l)ci)2.
PREMIÈRE MÉTHODE DE CALCUL : USAGE DES TABLES. qS
Nous allons vérifier que
0)1 -f- tOt tOi — U>s P :^ ^3 et p = tf j,
en nous appuyant sur les formules de l'exercice 10 du Chapitre IV. La formule d'addition de pu donne
= (p — iq)^—iei = (/>-+- iqy— 4 ^>y - a^i
or, l'égalité qui définit /> et ^r donne, par l'élévation au carré,
6, — ^3 = ei — m-\- ni =p^ — q^-h 2. ipq ; d'où
•xpq = n
et, pour la quantité conjuguée,
g, — «2= ex — m — ni— e\ — m — 7.ipq,
En retranchant, on trouve
Donc enfin
(/n) p = Cl— es — 2^1-+- ^3 — ej — — «1 — ej = «3.
Le changement de i en — t donne immédiatement
. . OJ, 0)2
Nous poserons par la suite
i, (Oi -t- 0)»
Deuxième remarque. — Dans le calcul qui vient d'être fait
pour obtenir <o, , on aurait pu ne mettre la limite inférieure et dans l'intégrale qu'à la fin ; à la place de (66), on aurait eu
dz
-— r OU Z = pU-y
à la place de l'équation (/?),
u= — -~ I -? — - ouivvv.'r — 9 = sn2tt/H"-
2^/Hjç v/i-^îsin»?
La formule (g) devient alors
« V TT n-cnîw/îî
(8o) pu = ei-^U ^•
1 — cn2tt /H
Calcul de Yît ©t d© ^i» — O^ vient de voir que les véritables périodes principales, dans le cas du discriminant négatif, sont, non pas (0| et (02, mais les quantités que nous avons appelées o>' et co". Appelons tj' et rf les accroissements correspondants de ^u^ c'est-à-dire que
( Ç(tt-+-2W') =Çm-+-273', \P) i
( Ç(M-H2a)") = ÇwH-2V>
Ces deux nouvelles constantes sont évidemment imaginaires conjuguées, et l'on aura
Y^i étant réelle et 7^3 purement imaginaire. Ces deux formules sont les analogues des formules (o).
La formule qui peut servir de définition k pu = z,
dz
Ça = — / pudu z=i — / ^^—^
a besoin d'être expliquée, si pu est imaginaire. Sans examiner le cas général, je considérerai l'intégrale
r '■ z dz ____ /•*»
zdz
2 v/( 5 — ei ) [(^ — /n)«-f- n*]
analogue à celle qui a donné 7]i dans le cas du discriminant positif. Les limites de z étant
€^= m-+- ni,
^3= m — ni, n > o, d'où
Cl = — 2/n;
il suffira de poser
z = m — it
et de faire varier ^ de — /i à -f- n. Le coefficient différentiel ^^=?-
pouvant être mis sous la forme rfA -h id^ (A et B réels), l'intéffrale à calculer se trouve ramenée à la somme de deux intégrales
Çdk et r^B,
où la variable t est réelle. Elle est donc bien définie, au moins dans les mêmes conditions que toute intégrale réelle, c'est-à-dire si le coefficient différentiel ne devient pas infini dans les limites de rintégration. Maintenant, quelle sera la quantité calculée? On
a vu que pu = z prend la valeur e^ si u= — — ^ = to', et la valeur ^2 si a = dj"^; en même temps, ^u prend les valeurs V et V; le résultat sera donc
et nous pourrons poser
^''zdz r"" (m — it)idt
v/(3m — it){t-\'n)(^n — t)
Il s'agit dans l'intégrale de séparer les parties réelles et les parties imaginaires; pour cela, transformons d'abord la quantité imaginaire qui provient du dénominateur, en posant
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d'où
- — ' — r =aî— S«-~aa3/, 3m~-U ^ ^ '
Le radical est pris naturellement avec le signe -h-
o, __ \/9 m^ -4- f ^ — 3 m ^ P "■ 97/ÏM^»
Avant d'extraire les racines carrées, je ferai observer que le signe de a est arbitraire; je prendrai le signe plus; mais le signe de p est déterminé par la deuxième égalité (r) ; c'est celui de t; ce que j'indiquerai par la notation e^. Nous aurons ainsi
Cela posé, le produit (m — it)i{7. -\- ^i) ayant pour valeur
at — pm -r i(am -h P^),
on aura, en posant
It v^3/7i 4-/9m*-h /* — /W£fV^/9/n*4- ^« — 3m J,
,- , — ,- =^^=im\^^m -h\/^m^-h t^ -^ tBt vVg'^'-t-^* — 3m].
Si Ton écrit
les coefficients différentiels, qui figurent dans chaque intégrale, passent évidemment par la même série de valeurs, en valeur absolue; mais, à cause des facteurs f, — e^, les deux intégrales sont de signes contraires, et A est nulle, ce que noua avions prévu; au contraire, dans B, les deux intégrales partielles s'ajoutent, et l'on peut écrire
Je poserai
d'où
tdt^ydy,
et je rappellerai que, suivant une notation précédente [formule (/)],
v/9/n*-+- Ai* = H.
Il vient, en supposant m positif,
B= r" {y-''JLm)dy
Soit maintenant, pour avoir un dénominateur de la forme type
y^-p-hm, la valeur définitive de B sera
^\/(p—Pi){p — pi){p—Pii en posant
p^=^2m l Pi>Pt>Pt' p^=z m — U ] L. L.
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Il existe donc une fonction p^u définie par Tégalité
Soient 2Q{ et 2Û2 ses périodes réelle et purement imaginaire , je poserai, dans la formule (5),
jD = Pa( w — Û, — û,) = pa(w + Û3),
et il faudra donner à u les valeurs zéro et Û| pour que p prenne les valeurs correspondantes /72 et/>3 ; on aura donc, les intégrations se faisant sur des quantités réelles, comme à la page 87,
B - — v^2 / [pa(a + Û3)— /n]û^tt
OU enfin
(0 ^ = B = /i(jû.--ria,);
les indices a rappellent que les constantes se rapportent à la fonction paW, ou encore aux fonctions elliptiques de module A'ot
/■>_ P\—P^ _ ï ^ 3c, Pi—Pz 2 4H
Ce module est précisément celui rencontré dans le calcul des périodes, formule {k)\ donc
Le module complémentaire k'^=^ i — k'i sera
les intégrales complètes correspondantes seront K, et Kf ; enfin les intégrales complètes de seconde espèce seront
Ea=Ei=r û?(p/i — A:>sin«cp.
Or, on a trouvé, dans le cas du discriminant positif (48) et (75), que
o Kg K',
.a.= v/?7=77(E,-^K„)=A-H(E'.-^K'.).- La formule (t) devient donc
(81) 7i,= .Vh(k;-2e;).
Une méthode analogue à celle employée dans le cas du discriminant positif permet de rattacher la constante réelle 7|,, qui nous reste à obtenir, à la quantité purement imaginaire r/ d'une fonction Ç(w; ^2î — ^s)» P3ir I21 formule
t/ est donnée par la formule (81) dans laquelle il faut seulement mettre le module complémentaire, ce qui revient à remplacer K^' par Kj, E, par E|, et l'on a finalement
(82) T,, = (Ki-2Ei)^/H.
Corollaire. — Du rapprochement des équations (78), (78 bis) y (81), (82) et (73), il résulte que
Cette égalité, non concordante avec l'identité (aS), nous montre une fois de plus que coi, to^ ne sont pas les périodes qu'il faudrait employer pour constituer les fonctions 9 destinées à reproduire nos fonctions actuelles pu et^u.
Au contraire, l'égalité
qui proviendrait de la constitution d'une fonction 6 aux périodes Cl)' et Cl)'', conduit immédiatement à l'équation ( w), en se reportant aux formules (o) et (^r).
PRINCIPAUX PROBLÈMES
Il résulte de ce qui précède que dous saurons toujours, en nous reportant à la Table I, calculer les périodes (0|, (O2 et les intégrales Tji, T,2 correspondantes. Dans ce qui suit, nous allons passer en revue quelques-uns des principaux problèmes qui se présenteront dans la pratique.
Problème I. — Connaissant u et A*, calculer snw, cn^/, dnw, pu, pUi et ^u,
i*^ Calcul de sn m. — La Table II donne la réponse immédiate ; nous savons qu'on pose
A' = sin 6, sn a = sin ç> ;
soit w = Wo la valeur donnée ; la Table fait connaître l'amplitude ©« correspondante, et les Tables de logarithmes ordinaires donnent sin(po(= s^w)-
Soit, par exemple, k=-7 i/o=o,4755i; comme 9 = So®, on
trouve, en descendant la colonne qui commence par 3o°, le nombre Uq donné; d'où
log sin cpo = 7,6570468, snw = sinço= 0,45399.
2" Calcul de cnw. — La formule
sn*w -+- cn^u = i permet de ramener le calcul de en t^ à celui de snu; on aura
cnw =±: /(i — sna){n-sna).
3*» Calcul de dn w. — On utilisera la formule
dn*WH- /•* sn*M = i ou
dau =±:\/(i — Asnw)(i-f- Asna).
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4^* Calcul de pu, — La formule (63 bis) donne la solution dans le cas du discriminant positif
pM = ejH /' 7 ^' . r («l>C3>«î)-
Si A est négatif, c'est la formule (80) qui doit être employée
_, I -4- en (2 a v^) pM = ei-+-H ) '^-=={
5° Calcul de p'u, — L'équalion différentielle donne, dans le cas du discriminant positif,
p'u = 2^{pu — ei){pu — ei){pu — ei) et, si A < o,
p' u — 1 \{pu — ex) {{pu — m)* H- /i^J.
6*" Calcul de ^u. — Ici, quelques explications préliminaires sont nécessaires. Legendre a donné des Tables où se trouvent inscrites les valeurs de l'intégrale elliptique de seconde espèce, qu'il a prise pour type et qui est désignée par la notation E(cp,Â:), ou simplement E(f ) lorsqu'on n'a pas besoin de spécifier le module k :
(u) E((p) = 1 rf<p /i — A* sin»çp.
Nous donnons, à la fin du Volume, un abrégé de ces Tables pour toutes les valeurs de <p, de degré en degré, et pour les valeurs de 8, de cinq degrés en cinq degrés. Il s'agit maintenant d'y rattacher ^u.
Si le discriminant est positif, la transformation utilisée pour relier snu et pu sert encore ici ; on pose
(v) sincp = sn(w/X), X = ei— ej;
d'où
cos(p do = /Xcn(w /X) dn(a/X)rfa,
E(<p) = /X / dn«(w/X)e/w = \/X / {i — k*sn^u\/\) du,
OU, en tenant compte de l'équation (63 bis),
Or (59)
ex — Ci _^ p(t^-not) — g» , pu— c, ""^ e^— e% '
donc
E(cp)=a/X— —- — f [p(a-i-tu,) — cj]û^a
ou
(83) /X E(<p) = eia-f-î(aH-a>j) — T^j.
La formule (4o) permet de faire disparaître toute trace d'imaginaires en remplaçant les deux derniers termes par IT^/H ^ ,
et l'on a
(83 bis) v^X E(<p) = ei M -h Çf^ ■
2 pu — ej
d'où la règle suivante : Étant donné w, on calcule u\/\, puis, à Vaide de la Table II, o, comme cela a été indiqué i°; la Table III donne alors E(cp) et, dans la formule précédente, tout est connu sauf X^u qui est ainsi déterminée.
Si le discriminant est négatif, nous partirons de la formule (8o), comme 4**7
r.„-^ . u 1-^ en (au y/H)
p M = ei H- H — — ï
I — en (au y H)
et nous y remplacerons d'abord u par «/ -f- o),,
I -+- en ( îè u /ïî -+- 9. Kl
p(u-Ha)i) = ei-h H
1 — cn(2u v/H -h 2K|)
I — cn( 2Uv/H) 1 -+■ cn(2u/ïî)
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puis nous intégrerons à partir de zéro
ï(w-t-a),) — r,i = — / p{u-hwi)
= — eiM — h/ —
J. i-4-cn(aa/H)
^Z^^"^du.
Cette formule suppose essentiellement u compris entre — coi et -|-C0i, pour que les intégrales soient bien définies; mais, comme Ç(«-|- 2C0|) = J^a -I- 27)1, on peut toujours ramener u à être dans cet intervalle.
Pour transformer la dernière intégrale, je m'appuierai sur la formule facile à vérifier (voir les Exercices à la fin (Ju Chapitre)
en (a w /h) cn»(ttv/H
Considérons maintenant une fonction p^^u déûnie par les racines
J3a«^ est reliée à sn(tty/H) par la formule (63 6w),
sn*a/H= ;
d'où
L'expression à intégrer devient ainsi
(PaU — pz){paU—pi) (pi — pt){paLt^—pi) (/>8--/>i) (Pa" — />j)
L^nlégratioD de la formule (x) est mainlenaDt immédiate, et Ton a Ç(w -+- wi) — Y], = — eia -f- î;a(w -+- û,) -+- ;»( M -h ûï) — ^iai — ^^at-+-/'î"• 0^, la formule (4o) donne, en y remplaçant u par a -h ûo et r par
2 PaU—pt d'autre part
et, à cause de (83),
2Îa( w + Ûj) = 21aî-+- 2 /H E(ç>) — a/>i a.
Donc enfin, en remplaçant />i et y?^ par leurs valeurs et ajoutant les quatre égalités précédentes membre à membre,
(84) Ç(aH-a)i)-Yi, = — aH-f.a/HE(çp, Ai)^-
Pa"
avec
sinîp = sn(M, Xtj).
Telle est l'équation qui remplacera (83) et permettra de calculer ^u dans le cas du discriminant négatif.
Problème II. — Connaissant une fonction elliptique, calculer l'argument.
i" On donne anu; calculer u. — La même Table II, déjà employée, fournira une solution. Si a est la valeur donnée de u et 8 l'angle modulaire, l'égalité sîno = a fera connaître un angle ç et u se lira au croisement de la ligne et de la colonne qui commencent par les valeurs données <f et 8. Soit Uq le nombre ainsi lu ;
on aura
sn a = sn uo ;
d'où
u = «0-+- 4'^Kh- am't'K'
et, en utilisant la première formule (49)? dans laquelle on posera
u = 2K ^ uo-^ i mK -¥- am't'K'.
2^ On donne cn«, dnw. — Par suite, on connaît sn^^ et w, sauf un choix de valeurs facile à faire et analogue à celui qu'on fait dans la Trigonométrie élémentaire pour les problèmes analogues.
3° On donne pu. — Soit pu = a et A > o. La formule (63) donne alors
sn{u^€i—ef)= '~^' irz y a — Ci
On connaît donc snu^e^ — ^a? et la Table donnera une valeur pour u yjex — ea, d'où w; soit Uq la valeur ainsi obtenue; on aura
et par suite
Cela suppose a > ei : si a est entre ^2 et e^y u est de la forme iù2-\-v et pi^ sera donné par l'équation ( Sg)
pv = e,H ;
a — ei
d'où l'on tirera ^.
Si le discriminant est négatif, c'est la formule (8o) qu'il faudra employer
i-t-cnaa/H __ « — Ci I — en 2 w /H M
cn2a/H =
On connaît donc en 2 m y/H; par suite, au signe près, sn2wy/H, par suite 2U^H. et u-=Uo. Il faut bien observer ici que les périodes réelle coi et purement imaginaire (Oj n'étant pas primitives, la série de valeurs répondant à la question sera donnée, non par la formule (y) qui vient d'être écrite, mais par la suivante {voir la remarque de la page 92)
Bien entendu, il restera toujours une discussion trigonométrique provenant de ce que c'est pu, et non sn2u ^/H^ qui est donnée.
Remarque, — Si a est compris entre e\ et e^ ou inférieur à e^ dans le cas du discriminant positif, si a est inférieur à e^ dans le cas du discriminant négatif, on remplacera a par — a et l'on aura, par les procédés qui viennent d'élrc donnés, uyj — i [voir équat. (67')].
4** On donne Ç«. — Il n'est pas possible ici de donner un procédé de calcul; on devra donc procéder par approximation, en s'inspirant du problème particulier à résoudre et de la variation connue de Cm.
Remarque générale. — Dans certains cas particuliers, les formules peuvent se simplifier (voir, par exemple, le cas où ^a = o, p. 129 et i3o).
Exercices sur le Chapitre VI.
1. Étudier Ja variation du rapport-:—^: i* dans le cas du discriminant positif; 2** dans le cas du discriminant négatif.
â. Calculer (x>| dans le cas du discriminant négatif par la méthode suivante : on posera
•^ z — ei -^ z — ex
y\ étant le minimum de y considéré comme fonction de z définie par l'égalité précédente, et z^ la valeur de z qui lui correspond.
Soient de même ^3, S3 les valeurs de^ et de z correspondant au maximum; on aura
z^— //i-f- ^ = ei-i- II.
On posera alors
y = Pi("; e'i, e'j, e\)-'e\ avec
e'i = et-4-2H, e\ — e\ — i\\^ 63= — 2 e,, ^i>e', >e',,
et si Ton appelle 2a>i la période réelle de p\Uy on verra que
dans cette formule, l'intégrale complète de Legendre correspond au module
Par suite, si K', est l'intégrale complète relative au modale complémentaire A-',* = 1 — A:f , et si aïoj désigne la période imaginaire de pi a, on aura
/H et il sufGt de comparer avec le texte pour voir que 1l^\— cO].
3. En désignant par A la quantité y/ \ — X:* sin»ç>, et en posant ^ = F(A:,cp) = F, j Arf^ = E(A:,(p) = E, démontrer que
f^±l^ =;iî(Atang,-E), /•rfytangM-9^^^ .^^p_
X^ =Atangç + F-E.
j A3é/«p = ~A sincpcos<p-+- ^î^ — 5 E —F,
i Aacpsin^cp — — - Asin<pcosoH EH-r-r^F.
4. Dans le cas du discriminant négatif, démontrer, en se servant de la formule d'addition, que p(toi+a)s) est infinie.
Démontrer que
I ^ en 2 a /h ^ sn' u /H dn' u y/îî i-hcnaw/H cn^u^ïî
Il suffit de faire v r= u dans la formule d'addition de en a (p. 68) pour avoir cn^u; d*où facilement la formule ci-dessus en utilisant les formules (53).
!• APPLICATIONS MÉCANIQUES : I. PENDULE SIMPLE. - II. ÉLASTIQUE PLANE. - III. MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS UN MILIEU OU LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE. — IV. PENDULE SPHÉRIQUE.
2* APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES : I. ARC D'ELLIPSE. — II. AIRE DE L'ELLIPSOÏDE.
3- APPLICATION ALGÉBRIQUE : RÉSOLUTION NUMÉRIQUE D'UNE ÉQUA- TION DU QUATRIÈxME DEGRÉ.
Nous traiterons, dans ce Chapitre, quelques problèmes empruntés aux diverses sciences d'application. Le livre de M. Greenhill, traduit par M. Griess, nous a été de la plus grande utilité dans la rédaction de ce Chapitre.
I. — PENDULE SIMPLE
Soient / la longueur du pendule, a Tangle d'écart initial égal à
ZOA, 6 Tangle d'écart à l'instant t lorsque le mobile a parcouru le chemin 5, les arcs et les temps étant comptés à partir du moment où le pendule est vertical. L'axe des z est vertical et supposé dirigé de haut en bas : on suppose qu'à l'instant — ï, le
pendule a été abandonné à lui-même sans impulsion, à parlir deOA(/^:9).
or
Le théorème des forces vives donne immédiatement la relation
t^*=(-7^j = 2^a/?i = 2^/(cos6 — cosa
ds = / rfe.
L'équation du pendule est donc
ou, en posant
ndtrr-.
rfO
al/ sin* sin*-
Le signe -H choisi devant le radical correspond à la montée. Soit
d'oii
sin - = k, sin - = Arsin©;
ou
- cos -cTO— -4/1 — sin*- = - ^i — k^ sin*© = A cos © û?©. '1 '1 2 y 2 2 ^ ^ '
L^équation (a) devient
rf©
V^i — X:* sin«© do
■ k^ sin* o
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Le temps est donc donné par une intégrale elliptique de première espèce dont Legendre a construit les Tables {voir notre Table II).
Remarque. — En fait, ici, les fonctions elliptiques ne sont pas encore intervenues et, dans bien des cas, on pourra s'en passer. Maïs leur introduction simplifie les calculs et permet de trouver des transformations qui, sans cela, seraient demeurées cachées.
Le temps que le pendule met pour s'élever de l'angle a s'obtient
en faisant ç = - (8 = a); on a alors l'intégrale complète
J^ /i — /i*sin*o En faisant l'inversion de la formule (6), elle devient
sincp = snf 4 / y
ou
sin - = sin - sn f I / 2. = sin - sn u, 2 2 V * 2
D'après les propriétés de snw, lorsque u augmente de 2K, snw change de signe sans changer de valeur, 6 change de signe sans changer de valeur; le pendule prend donc,
pour deux valeurs du temps différentes entre elles de aRi/ — >
deux positions symétriques par rapport à la verticale. 2K4/- est
la durée d'une oscillation simple et, parce que 4K- est la période
de snw, 4K.1/— est la période du pendule, c'est-à-dire le temps
nécessaire pour le faire repasser au même point avec une vitesse dirigée dans le même sens.
Dans ce qui précède, on a supposé qu'il existait une position du pendule où la vitesse peut être nulle (angle d'écart initial); les mêmes résultats seraient obtenus en supposant que le mobile est écarté de la verticale avec une vitesse initiale i^o égale à ^2glcosa. Les résultats sont un peu différents si (^J est supérieure à 2g, 2 1
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{il hauteur de chute maximum) ; le pendule tourne alors constamment dans le même sens. Posons t';= iga (a]> 2/); le théorème des forces vives donne
(C) t^»— Pj = 1g{5 — So) = 2^(-3 — /) = 2^/(C0Se — l),
f* = lag / 1 — X:* sin* - \
en posant Xr -= — • La forme est analogue à celle du cas précédent;
nous n'y insisterons pas davantage.
Soit enfin ç?J= ^gl] Téquation (c) devient
v^= igl -^ ^gl sin' -• ^ ^gl cos* -
et s'intègre par les fonctions élémentaires. On trouvera
,^=logtangQ-.|).
et il est très intéressant de remarquer : au point de vue analytique, que ce cas correspond à une valeur i pour le module k des fonctions elliptiques ; au point de vue mécanique, que, pour atteindre le point le plus haut == ir, le pendule mettra un temps infini ; cela tient à ce que sa vitesse tend alors vers zéro.
II. - ÉLASTIQUE PLANE
L'étude de la forme prise par une lame de métal élastique que l'on déforme, ainsi que des pressions auxquelles elle est soumise, est du domaine des fonctions elliptiques, comme on va le voir.
Nous nous bornerons, dans ce qui suit, à un cas particulier : celui où la fibre moyenne de la lame est plane et où ses extrémités seules sont soumises à des forces extérieures; nous renverrons,
APPLICATIONS MÉCANIQUES. Il3
pour l'étude complète, au Chapitre V du Tome II d'Halphen (p. 192 à a36), dont la lecture n'offrira plus de difficulté quand on aura compris ce qui suit. La lame AB (^fig^ 10) fléchie étant supposée coupée au point M, il faut, pour maintenir la portion AM en équilibre, remplacer l'action de la portion supprimée MB par une force F appliquée en M et par un couple N; on admet que le couple a son moment N prof)prtionnel à la variation de courbure de la fibre venue en M
N = b(1_1); VP Po/
p est le rayon de courbure en M, p© le rayon en Mo avant la déformation, B un coefficient dépendant de la nature et des dimensions de la tige métallique. Dans ce qui suit, nous supposerons que la forme primitive de la tige était circulaire ou droite ( — constante
ou nulle). Pour avoir les équations d'équilibre, il suffit d'exprimer
que la force F et le couple N font équilibre aux éléments analogues F^ et N| correspondant au bout A, ce qui exige d'abord que les forces F et F, soient parallèles, de sens contraire et égales en grandeur. Prenons leur direction pour axe des Xy les axes rectangulaires ayant encore une origine et des directions non fixées. Soient X\^ y^ les coordonnées du point k.\ x^ y celles de M; la somme des moments de toutes les forces par rapport au point O doit être nulle; d'où l'équation
Fi^i— Fj^-h N — Ni = o.
On en tire pour N une valeur de la forme
d'où
OU, en déplaçant Ox parallèlement à lui-même,
(*) Dans la pratique, Téquation (/) s'intégre en prenant - — -r-îj, ce quN
p uX
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On peut toujours, en choisissant convenablement le sens des moments, supposer G positif, ce que nous ferons.
Pour intégrer l'équation (/), appelons 6 Tangle de Ox avec la tangente à la courbe en M; on aura
d^où
^- = cos6, -^=— smO, - = — ;
ds os p os
-r— =— sin6-7- = -T >
os^ os ôs p
d^x _ iC dy Is^ ~~ H^^ls'
Intégrons : il vient, en désignant par h une constante, . , dx Cy^
Portons cette valeur de -r- dans Téquation connue
Nous en tirerons <l'où
C'est une intégrale elliptique; nous pourrons donc, en effectuant l'inversion, exprimer y en fonction elliptique de 5. Pour cela, posons, z étant une nouvelle variable positive^
yi=a^z-y d'où
. adz
dy^—j^'
ày peut faire si -^ est très petit; s'il n'en est pas ainsi, on ne peut pas non plus, en
générai, adopter pour N la valeur donnée par la formule (<?). Le problème traité dans le texte est donc en réalité un problème très particulier.
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L'intégrale devient
adz
et les racines de la quantité soumise au radical sont
Il faut classer ces racines; nous supposerons pour cela h^<ii', alors on a
et, pour la réalité de s, il faudra que z reste compris entre Z2 et ^o- Posons alors
d'où
et
Gds ^
= du,
^3 = — -50— ÔQ =— ÔQ / («l>«3>€ï),
ei = — Zi'
L'intégrale elliptique précédente devient
P = 2 (/? — e, ) (/? — ej) (/? — e,),
et p devra être compris entre 62 et e^. Une dernière transformalion est alors nécessaire pour pouvoir introduire pu avec des valeurs comprises entre €2 et ^3, sans qu'il soit besoin pour cela de donner à u des valeurs imaginaires; cette transformation est inspirée par la formule (Sp)
(g| — e3)(gi— es) a«
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la dernière égalité définissant a. On voit que p variant de e^ à e$, / varie de ^i à oo, L^intégrale précédente devient alors
r- dt
la constante d'intégration est, cette fois, définie par la condition que u s'annule pour ^ = 00; on peut donc poser
d'où
t = p(u; eu eiy et) = pu:
pu — €3 a*
pu — 63
pu— 63
(h) y- — _^°'_= = - ^"— sn(Mv/e| — gj).
^pu — e^ /ei— e,
Portons cette valeur dans {g) : nous aurons x
dx Cdx Ca*
ds a du pu — «3 "' dx a' h a'
idu ~ pu — Ci ' C ~ pu — €2
L'équation (dq) permet, en tenant compte de la valeur de a^, d'écrire Téquation précédente
dx , . 3cs , N <^8
(0 ^^ = — p(w-Hù),)-t-e, ^ =_p(w + a>3)— ~,
et, en intégrant.
- =;(w-hC03) — r„— 1^3 M,
la constante introduite par l'intégration a été choisie de manière que :r, comme y^ s'annule en même temps que w. La formule d'addition des fonctions Ç (4o) permet, en j mettant (03 à la place de v^ de transformer l'équation précédente en
et cette formule, jointe à (A), donne la solution du problème; les deux coordonnées d'un point de l'élastique sont exprimées en fonction d'un seul paramètre et Ton pourra construire la courbe. L'équation (i) donne la dérivée de x] reproduisons ces trois équations en y adjoignant la dérivée de y qui sera utile pour la discussion
- = Çm eiU-\ = Ç ( M -4- (1)3 ) — Yja 63 w,
y ft CL
« /pw — e, v/«i —
:sn(a/ei — ej),
dx / V ^3 a' o ^3
ac^M '^ ' 1 pu — es 2
->- = aa^^-^^ ^-^^^ ^ = aacniuy/ei — etjdniu^ei — e,),
du pu — 63 \ r 1 1/ \ T 1 z/j
Les signes des radicaux ont été choisis de manière que y croisse d'abord à partir de o avec u.
Construction de la courbe. — On voit, immédiatement, que X et y sont des fonctions impaires; l'origine est donc un centre. Le coefficient angulaire de la tangente à l'origine estj^^ = — -r
Supposons d'abord e^ positive. — x et y sont d'abord nulles avec u; puis u croissant, j^ croît et x décroît (dérivée négative). La dérivée de y ne s'annule pas avant que u n'atteigne la valeur coi , pour cette valeur de w, -^ = o et la tangente est horizontale si
— ^ o. Cherchons la valeur de --t- pour w = (0|
dx , V ^3 ^3 1
Cette valeur est positive et le sens de la variation de J? a changé entre a et (i>| ; il n'a d'ailleurs pu changer qu'une fois, car la
dérivée de — -^ = — - — °^ ^ " ,, ne s'est pas annulée dans l'interadu (pu — ^3)* ^
valle. La valeur finale de x sera
Xi = Î((i>i4- W3) — T^3 e3tOi = — r^j — r^3— -^30)1 = r^j — - 630)1;
elle pourra être positive, nulle ou négative.
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La courbe se trouve ainsi bien définie pour toutes les valeurs de Uf comprises entre — (o^ et -|-(i>|. Si, maintenant, on change u en 2(0| — w, y ne change pas de valeur; mais comme
et
la demi-somme de deux valeurs de x correspondant à {/ et à 2 0)4 — u sera
T^l— -^SVDl,
c'est-à-dire précisément a: «. La courbe sera donc symétrique par
Fig. II. Fig. 12.
h négatir.
rapport à l'ordonnée maximum. La période 4w< de^ montre que
la courbe se reproduit ensuite indéfiniment à des intervalles égaux en abscisseà 4^< = 4^ii — - 2^3(0.. Lcs/iff, 11,12, i3, i4montrent
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les diverses formes de courbe qu'on pourra obtenir : Téquation
1 _ aC
montre qu'il y a inflexion pour tous les points situés sur O^ et pour ceux-là seulement.
Fig. i4.
h positif.
CAS LIMITES
1° A == o. — On a, par la formule («),
dx aoL du ~^ pu
dx
-T- part de o pour atteindre la valeur finale positive
X varie de o à ru, et Ton a la forme suivante {^fig- i5).
Fig. i5.
2" A = — I. — En revenant au début, on voit que la valeur de s s'écrit
C'est un cas de dégénérescence. On est ramené aux fonctions circulaires, en posant
rSiDQ,
on trouve
ds = -.-^ '
a sino
En portant les deux valeurs précédentes dans Téquation (g), elle devient
)JiQa dx _ 2 sin» y — i a d^ siny
2 sin 9 .
^ sinç
La valeur de x s'ensuit
X = — 2 cosç — L tang -î- •
La constante d'intégration est telle que x = o pour o pour cette valeur j^ est maximum; © ne peut varier que de 7t à o. La courbe est symétrique par rapport à l'axe des j' et asymptote à l'axe des x; elle ne présente pas de point d'inflexion. Sa construction n'ofi^re aucune difficulté (yZ^. i6).
Fig. i6.
Bemarqiie, — y peut s'exprimer en fonction de l'arc 5, ou mieux de la variable u déjà rencontrée. Car l'équation
a sin© V ^
du
donne, en choisissant la constante d^intégration Logtang? r^ i/i M,
tang- = e ^ <-,
Hi
Cette dernière formule remplacerait la formule (h) et montre que pu di été remplacée par des exponentielles.
3"* h = i, — Ce cas ne donne que des solutions imaginaires, le cosinus-^ ayant une valeur supérieure à Tunité par la formule (g).
m. — MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS UN MILIEU OU LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE.
Ce problème a été, pour la première fois, étudié par M. Greenhill dans un Mémoire dont la traduction, due au capitaine Gossot, a été publiée par la Bévue Maritime et Coloniale, t. CV. Ce Mémoire est accompagné de Tables numériques que nous ne pouvons reproduire ici; on y trouvera les valeurs de la fonction p{u] o, i).
Mise en équation. — Je choisirai comme axes la verticale Oy, dirigée dans le sens de la pesanteur et une droite Ox, faisant avec rhorizon un angle c^, qui sera déterminé plus tard. La résistance de Tair, dirigée suivant la tangente à la trajectoire, sera représentée par — mg( — ] y en désignant par m la masse du point matériel, par g l'accélération due à la pesanteur, par v la vitesse et par w une constante que M. Greenhill appelle la vitesse terniinale; les équations du mouvement seront, après division des deux membres par m,
dt^ ^'w* ds'
d^y _^ p5 dy
dl* ^ w» ds ~^ ^'
Éliminons les termes qui contiennent i^'
. dx à^y dy d'^x ^ dx
^ ^ li ~ôt^ "^ ~dl ~àt^ ~ ^ 'dV
Pour transformer cette équation, on introduit comme inconnue auxiliaire le coefficient angulaire /> de la tangente
dy ^----dx
Elle devient ainsi . - dp dx
Elle est évidemment commune à toutes les lois de résistance puisque le terme où figure la résistance avait été d'abord éliminé. La vitesse s? sera donnée par la formule
ou
La première équation (A) peut alors s'écrire, en tenant compte de {m) et de (/i),
^idxX-^ d'^x dp. ,.
d'où, en intégrant et choisissant la constante d'intégration, de
. . dx
manière que p = o pour ~t- =:qo
, , «v> /dx\-^ p^ , .
La formule {n) montre que v est aussi infinie pour/? -— o^ à ce moment la tangente à la trajectoire est parallèle -àOx, Posons, pour un instant,
L'équation
s'écrit
ip)
ou
ou, en tenant compte de
dx P' ..-'
OU, enfin,
Torigine des abscisses est choisie de manière à avoir en même temps/? = o et a; = o.
Pour calculer j^, je remarque que
dy — p dx, donc
avec la convention que y =: o pour /? ^= o. Les formules {^)
et (r) qui donnent ^ et y en fonction d'un paramètre permettent
de construire facilement la courbe. Le temps se déduira des
formules (p) et (q)
dt= ^dxP^= -P «rfD,
(S) il^f'p-idp;
le temps est compté à partir du moment où le projectile est censé passer à l'origine des coordonnées.
Inversion. — Nous rencontrons ici un premier et très intéressant exemple de l'application des fonctions elliptiques à l'intégration d'une expression où figure un radical d'ordre supérieur au second (*).
On pose
d^où
, » „ 4/?*— »a/? sincp - f- ii — lyp^gz
(') On peut prévoir que cette introduction réussira en posant y = P* et en
remarquant que, la courbe y^= x^-~ 3x^ s'intp -t-^x étant une cubique sans
point double, l'intégration dépend certainement des fonctions elliptiques, d'après
un théorème énoncé page 8i.
et Ton détermine gz par la condition que le numérateur soit un carré parfait, ce qui donne
4 — 3 sin'<p
/-; — siiiw J!
et, enfîn,
^z^ dz _^ idp
dz _ dp î. *
v/4-^— ^3 par L'équalion (q) devient donc
dz
cette équation définit :; en fonction de u
z = p{u;o,g3)^pu.
On en déduit
et, en portant dans Téquation (t), (f) /> = --
sinç — 3p'w qu'on peut écrire
Il I
en posant d'où
1 ,ffCL I .
4p^^'~^3= -sin«cp, pv = ^.
Ces deux équations déterminent un argument v ou une abscisse a et l'on voit que, pour x^^^a^ ^ = oo, ce qui donne l'asymptote verticale de la courbe; on va d'ailleurs vérifier que cette valeur a rend bien y infinie.
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L'équation (/) donne, en effet,
du
■pu
Pour intégrer cette expression nous appliquerons la méthode générale donnée au début du Chapitre V
_ p'v-hp'u __ pV-\-p'u _ p'v-^p'u
p'v — p'u p'^v — p'^u ^p^v — gi — i^^p^u — gz) i{p^v — p^u)
Or on voit facilement que, a désignant une racine cubique imaginaire de Tunité,
— —et, - a*
^{p^v — p^u) pv — pu apv — pu oL^pv — pu
D*autre part, la formule (67) d^homogénéité s'écrit, en y remplaçant successivement [Ji par les deux racines cubiques imaginaires de l'unité a2 et 13^= a,
i ct*p(oLu;Oy gz)=p(u; o, gs) ou pav = apv,
{ ap(a*a; o, gz) = p{u\ o, ^3) pa^v= a'pp;
et cette heureuse circonstance que g2=o en même temps que 0^3— .ps—-! permet de conserver des fonctions pu aux mêmes invariants dans les deux membres de l'équation d'homogénéité. Grâce à cette circonstance, l'équation précédemment obtenue par la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples pourra s'écrire
-7 — - — j- =(pV-f-p'a) 77
4(pa
v — pu) ■*" 4.(pa«t'--pw)J'
Reportons-nous maintenant à la formule (4o) en y écrivant — v au lieu de p', !JV=: — pv au lieu de Ç'( — v) et — X^'çzn^p'v au lieu de Ç''( — v) ; elle se présente ainsi
^ ' ^^ ^ ^ ^ 1 pu — pv
Mais en dérivant les formules (u) on voit que
et chacune des trois fractions qui constitue le second membre de l'équation (v) est bien du type qui figure au second membre de Téquation [x). L'équation (ç) peut donc s'écrire
p V — pu 7.
-i-aÇ(ap — a) — aîaP4-a'Ç(a*t'— m)— a*îa*tj];
les termes en^u ont disparu à cause de la relation connue
Les termes en !Jt^ se simpIiGent en s'appujant sur la formule d'homogénéité relative aux Ç (76) dans laquelle on a remplacé ul par a^ et par ^^
La valeur de ^ devient enfin
(''') 1^= f [i;(^-w)-Haî(aP-a)4-a«Ç(«*P-w)-3Çi^]rf«,
OU, en effectuant l'intégration,
(''") ^ =--logo'(t^ — w) — alogo'(at'' — a)— a»Joga'(a*t^ — a) — 3ttît',
la constante d'intégration et les déterminations des logarithmes sont choisies de manière quejK= o pour u-^o.
Cette expression montre bien que y est infinie quand on fait x = a ou, ce qui revient au même, u=^v. Malheureusement elle est entachée d'imaginaires et la discussion en est pénible [voir Halphen, t. I, p. i5i).
Nous nous bornerons ici à tirer des formules auxquelles nous sommes parvenus quelques résultats intéressants tant au point de
vue du problème acluel qu'au point de vue de la thëorie générale.
Il esl d'abord de toute nécessité de revenir sur le choix qui a été fait des axes de coordonnées. Résumons les hypothèses faites : le temps est compté à partir du moment où le mobile est censé passé à l'origine des coordonnées. A ce moment/? = o, c'est-à-dire que l'axe des x est tangent à la trajectoire; mais les formules (/?) et (0) nous montrent qu'à ce moment la vitesse devrait être infinie. Il importe avant tout de montrer que l'origine des coordonnées se trouve bien à distance finie. Voici comment M. Greenhill a résolu cette difficulté. Le point où la vitesse est minimum peut être obtenu par d'autres méthodes et en prenant comme origine des coordonnées le point le plus haut de la trajectoire; calculons ici les coordonnées de ce point; si elles sont finies, notre origine sera à distance finie du point de vitesse minimum, et par suite du sommet de la trajectoire. La formule {ji) peut s'écrire, en tenant compte de l'équation (/?),
_ X ps_pp,îp 3(^j — 2^sin<p-hi).
Prenons la différentielle logarithmique des deux membres
rf(p*) _^ / p — sinç /?' — 2/?sin<p-i-i \
t»' "" \/»' — a/^sinp -+- I p^ — Z p^ ^\x\.^ -\- Z p I
Cette différentielle doit être nulle, ce qui donne {y) /?* cos*ç-l-/? sinç — I = o.
Or le coefficient angulaire p de la tangente peut s'exprimer en fonction de l'angle ^ que fait cette droite avec Ox
_ sinp ^-cos(ç-P)'
en portant cette valeur dans l'équation précédente, elle devient tang2p = — a cotç,
et donne pour j3 deux valeurs qui diffèrent entre elles de 90°. La valeur positive de tang^ est seule à considérer comme correspondant à la partie utile de la trajectoire. La formule (^') fait con-
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naître la valeur de Uq correspondante {^g- 17)
(ps'iïi^ — 2)» /?* — 4/>sino-f-4
P^ Un — T — r ' •
Cette équation peut s'écrire en tenant compte de Inéquation (y)
4 — 3sîn»©
et enfin, en se reportant à la définition de g^, pag6 124»
jî'îwo^ 3^3;
d'où
Fig. 17.
Or Ja formule (67) d'addition conduit en faisant tendre p vers ^/ à la formule de duplication
>^' "^ 4 P'w 4 4p'w — ^,pa--^j
Appliquons cette formule pour u ■= Uq el g2=^o
9P*"o p2Mo-»-2pWo= ^^? = 3pao.
On a doDc, en désignant par aw, la période réelle,
p2Wo= PM0 = PC^Wj — tlo),
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{aa) Uq— -0),,
el, à cause de (c),
Jl fautmetlre le signe — devant y/3 ^3, parce que, enlrezéro etto,, p' u est négative.
La valeur de «o^ et par suite celle de Xq^ est donc finie,/? est aussi finie el il suffît de considérer la formule (/) et de remarquer que P ne s'annule pas, si ce n'est lorsque /? = o, pourvoir que^,, est aussi finie. Il est donc bien prouvé que le point de vitesse minimum est à distance finie par rapport à notre origine des coordonnées.
L'étude plus détaillée du problème nous fournira l'occasion de plusieurs remarques intéressantes :
i" Construction d'une Table. — La remarque suivante a une portée générale : la formule d'homogénéité (6^)
V{u\ o, ^j)= m^plmu; o, -^'^j
permet de remplacer la fonction p{u] f^^ gz) par une fonction j), {mu; o, 1) à condition de prendre
^i=vy3,
cl pour variable u\/ff^ au lieu de u. Nous obtenons ainsi ce résultat 1res intéressant que toute fonction pu aux invariants o et gi peut être, par un simple changement de variable, ramenée à une fonction analogue aux invariants o et i. La formule de transformation est
(85) p{u; o, ^3)=V^p(mv/^3; o, i).
Les deux invariants de la dernière fonction étant o et i , il ne reste (|ue l'argument de variable dans cette fonction dont il est alors possible de construire des Tables a simple entrée.
Ces Tables présentent d'autant plus d'intérêt que dans le cas L. L. 9
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actuel le discriminant est négatif et que l'emploi des Tables de Legendre est plus compliqué.
Appliquons ce résultat au point de vitesse. minimum : soit pi la fonction à invariants o, i. Nous trouvons, en rapprochant (z)
et (85), _
et, comme //«= ô<*>m
2(0,^/^ est d'ailleurs égale à la période réelle zQi de p, u.
Considérations sur le point M^ de vitesse minimum. Intégrales pseudo-elliptiques. — Examinons d'abord un cas particulier : le projectile est censé lancé horizontalement, l'angle <p est nul. Les formules de la page 124 nous apprennent alors que p'i'z=o, ('=:W|, e^ = -» ^3= — • L'équation (r') devient
ely s'exprime ici par les fonctions élémentaires : il suffit de poser
pu = z, pour obtenir une intégrale de fraction rationnelle
w^ ~ ij^ 453—
Il n'est pas utile de développer cette intégrale qui reste évidemment finie pour z = cc.
En comparant l'intégrale elliptique précédente à la formule (r'") dans laquelle il faut faire v = o), d'où Çp = 7;<, on obtient l'identité suivante, qui convient à tous les cas où ^2= o :
l 1 r" du , . , (bb) 3.( J7;7='og3'rcu,-w)-+-«loffcr(«a„-«)
et il ne faut pas oublier que l'intégrale qui figure ici est pseudo-
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elliptique. Le second membre peut être obtenu autrement : pour cela, intégrons par rapport à i^ la formule d'addition des ^ dans laquelle on a remplacé u par — u
\ p'u-hp'v ^. „ „
- ^ = — = Ç(— M-f-p) — Çi'H-Ça,
2 pv — pu
1 pv — pu ^ ^ ^ b
et remplaçons dans celte formule r successivement par ai' et (x?v en nous rappelant que pat^^apr, jD(a2p)= a^pr, jy(a-(^) = p'ai' = p'r, nous avons
/- -^- — — di> = loff a'(a*i' — w)— losro'a't^ — %^vtu, 9. a^pv — pu ^ ^ o ^ »
/I pu -f-p't' , , ^/ , y
-1 '. — dv^los^iav — U) — loffjat' — ^vZu, 'i apv — pu ^ ^ ^
et, en ajoutant les trois équations précédentes membre à membre après multiplication de la seconde para^ et de la troisième par a,
= loga'(i' — a)-+- aloga'(ap — M)-f- a* logo'(a'i^ — m) -4- const.
Pour écrire celte dernière formule, il a fallu aussi observer que par suite de Fhomogénéilé
c'a-// -- oL^o" u.
Supposons que W| soit là limite inférieure de l'intégrale; nous aurons
- / , ' -—pupv dv = i) I —r— -7— pwnt'^r
= log (ï(v — u)-h a\og<f{cnf — w)-H aï loga'(a*t' — u) — Ioga'(oji— u) — a log 3'(aa>i— u)~ a* Jog 3'(a*t0i-- u)
et c'est la seconde identité que nous voulions obtenir. En la com-
l3a CHAPITRK VII.
parant avec (bb), on voit que
Iog3'(v — u) -+- a loger V — u) -^ a' log3'(a*P — ") 9. r" fin ^ r^iMipvdv
et par suite, la valeur de j^, donnée page 126, se présente ainsi
Nous allons appliquer cette expression au calcul de l'ordonnée
du point Mo de vitesse minimum, pour lequel on a z/o= - co,. La
première intégrale étant pseudo-elliptique, le seul terme à envisager est le dernier, que je désignerai par A,
Or, soit d'où
pv= V\if-iz:
Nous aurons, comme C0| est la demi-période réelle pour laquelle
Or, l'intégrale que je viens de désigner par B a été rencontrée par Euler, qui a montré qu'elle se réduisait aux fonctions élémentaires; c'est donc encore une intégrale pseudo-elliptique. Nous allons vérifier ce très curieux résultat.
Les dçux égalités suivantes, dont nous laisserons au lecteur le
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soin de faire la vériGcaticn facile, donneront la solution
1 JL\ /4^'^^-^ /3(2j — i) _ —\/j ^ 3(;; -4-
Il suffit d'ajouter membre à membre et d'intégrer à partir de la
limite jyz pour obtenir B.
B = - log ; — î^ H arc lang -— r.
— -logiv^^ — i) -arctang -Z
Les détails du calcul n'offrent plus d'intérêt et nous nous bornerons à transcrire le résultat définitif obtenu en revenant aux fonctions p par la substitution z = p(v; o^ i),
(ce) ^= |twiTii— 2toiÇi>-^-logpfp--|wi)— ^^-arctangp'^c^---^-wi V
Calcul du temps. — Le calcul du temps donne lieu à des remarques analogues au calcul de l'ordonnée. La formule (s) donne
= / p 3 dp.
L'élément différentiel actuel se déduit de celui qui figure dans j^
en multipliant par — = 3 g ; donc
gt _ r" pu du
A titre d'exercice, je vais encore înrégrer cette expression : pour cela, reportons-nous à l'équation (c); nous voyons qu'on aura
pu , , , r 3 n ?/. 3 a 11 M 3 a',l>u 1
-P-î _ = (n't'-hp'w) -7-7-- h H -r—i ^ ^^ •
pv — p'u ^ L^fpi' — P«) !\{ipv—pu) 4(3t*iJt'— J)/0J
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Or, le crochet peul évidemment s'écrire, en y ajoutant et relran-
chant - (i -I- a -}- a^) = 0,
L'intégration est donc la même que celle rencontrée dans le calcul de^, à des facteurs constants près. Si Ton remarque que 3pv = i, on aura immédiatement le résultat
-— = — loga'(v — u) — a* loga'(ap — u) — ac loga'(ap — u) ~- const.
avec la condition que ^ = o pour « = o.
La valeur de t pour m = - lo, est aussi pseudo-elliptique et est donnée par Tégalité suivante, que je me borne à énoncer :
— = >-^T^i--^wi7îi-h -logp((^ — -w,j -H— arctangp (v — ^tùA.
IV. — PENDULE SPHÉRIQUE
Le pendule sphérique se compose d'un point matériel assujetti à rester à une distance constante d'un point fixe O, que nous prendrons pour origine des coordonnées, l'axe des >3 étant supposé vertical et dirigé vers le bas. Les données sont : la longueur Z du fil qui retient le point matériel m sur la sphère de centre O, la masse du point que nous prendrons pour unité de masse'; l'accélération g due à la pesanteur; la hauteur initiale du point, Zo] enfin, la vitesse initiale Tq qu'on suppose dirigée tangenlielle-
ment à la sphère et dont on donne la composante suivant O;;, -p-
Nous emploierons des coordonnées semi-polaires, c'est-à-dire
que nous poserons
X = rcos<}/,
r et 'i étant les coordonnées polaires de la projection horizontale { ') Voir ArPELL, Traité de Mécanique, t. I, p. i85.
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du pendule. Les équations du problème seront
OU
(P) riM = cde,
qui est fournie par le théorème des aires, et
qu'on déduit du théorème des forces vives, applicable au cas actuel . L^équation (y) s'écrit
dr* H- r» d^^ -+- dz^ = {h -\- igz) dt^
ou, à cause de (a) et de (fi),
Z^ dz^ C^dt^ , . / «. X _, •
iTZTii -^ inr^ "^ ^^ = (^ -^ ^^^) "^^ '
ou enfin, en posant
Cette équation permettra d'exprimer la constante c des aires, en fonction des données g^ '> «^o? ^o et -^ ( * ). Ces données sont telles
évidemment qu'au début -r^ soit réelle; ^o donne donc le signe
(') Eq fait, il est plus commode, pour la discussion, de donner Tangle e que
fait la direction de la vitesse initiale avec la perpendiculaire au plan vertical MgO^,
d'où part le pendule. On a alors
d^ c i'aCOSS = r-=i = - j " dt r
et c'est cette équation qui détermine c. Le cas du pendule simple correspond à
l36 CHAPITRE VII.
plus dans ç(^), — l donne le signe — , -I- / le signe — , -4-oo le signe — . Les nombres — oo, — /, i^o, + /, + oo séparent donc les racines ^,, -Sa, z^ de 'f (^) et, si l'on désigne par z^ la plus grande, par Zx la plus petite, par ^a Tintermédiaire, on aura
zx<-l<z^<z^<z^<l (1).
Il est évident que z doit rester compris entre z^ et z^. D'ailleurs l'écfuation (s) montre que z s'exprimera en fonction elliptique de t\ nous allons faire Tinversion en introduisant la fonction pu qui se présente ici naturellement. Il faut d'abord remplacer ©(s) par un polynôme privé de second terme et dans lequel la plus haute puissance de l'inconnue ait pour coefficient 4- Nous poserons
= IVL
l'équation (e)
devient alors
Q(IVl5-+-
Il suffit de
poser
pour obtenir la forme cherchée
ds r—- ,-
Alors s sera donnée par l'équation
5 = j)(/-ha),
a étant une constante; je ne transcrirai pas les valeurs des invariants g2 et g'a, faciles à calculer.
On aura ainsi pour z Ja valeur
Pour déterminer la constante a, je supposerai que les temps
( • ) On ne peut jamais avoir z^ = — l, ni z,z= l; sans quoi on aurait c rr o, cl I<; mouvement serait simplement plan.
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sont comptés à partir du moment où le pendule est au plus haut de sa course; z aura sa valeur maximum ^3 et en même temps 5 sa
valeur minimum. Mais la valeur minimum de 5 annule ^; c'est la
plus. petite racine e^ de S, et l'on doit avoir
pa = et ou
Si t croît à partir de zéro, z décroîtra [voir variation de pu {Jlg' 3)] et atteindra son minimum pour ^ = w, ; à ce moment s ou p{t -f- Wi) atteint son maximum e^. Donc, à des intervalles égaux à 20)4, le pendule repasse aux mêmes niveaux. Nous savons qu'en vertu de la formule (Sg) on peut écrire
(,, ^=---[et-^ ^^^^ J-^,
et cette formule devra être employée pour les calculs numériques.
Calcul de ^. — Nous allons maintenant rechercher comment varie le plan vertical, mené par O5, qui contient le pendule.
d^ est donnée par l'équation (^), et l'on voit déjà que à varie toujours d'ans le même sens
Posons
u — t ->r- 0)2, z = M p w -h N, comme page i36,
Ces deux dernières égalités définissent a et 6, au signe (et aux périodes) près, et il est bon de remarquer que la série d'inégalités
Zx<—l<Z^<iz<Z:,<l
entraîne
pa< e,<pw <e3<p^< ei;
pour préciser le signe, calculons p a et p^ b. L'équation (ÎJ) nous donne
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pour w = a, on aura
et la même valeur pour p'^6. On pourra donc poser
ces valeurs imaginaires ne doivent pas élonner, puisque les valeurs correspondantes prises par z, savoir l et — /, sont en dehors des niveaux que peut atteindre le pendule. Avec ces données, la valeur <le d^ précédemment écrite se présente ainsi
2 \pw — po pu — pa/ d'où, en appliquant la formule (89 bis)^
|i"4' = ^ / [ î(/*-+-a) — Ç(w — a) — 2Ça — t(u-^r b) -\-Z{u — b) -\-l^b ] c^M H- const. == -log-7 f-7 j-{ -h w(Ç6 — ;a)-4-const.
La constante sera déterminée, par exemple, par la condition que i^ soit nul pour / = o (m = 0)2).
Il n'y a plus qu'à remplacer u par ^ + 0)2 pour avoir exprimé l'angle J; en fonction du temps. A la vérité, ces formules renferment des imaginaires qu'on aurait pu ne pas introduire en employant la transformation (r,) au lieu de ^ = Mpu-j-N; mais l'écriture est ^ici plus condensée et nous n'avons pas besoin, pour l'objet que nous avons en vue, de faire disparaître les imaginaires.
Supposons que, dans la formule (6), on augmente u de la période réelle 2101 ; à cause de la première formule (29), la fraction qui figure sous le signe log se trouve multipliée par
iij est donc augmenté de *ir^\{a — 6)-|-2(0|(Ç6 — Ça) et cet {iccroissement est évidemment une quantité purement imaginaire /4o> comme on le vérifiera aisément en remarquant que (^fig* 2
et 4) a est de la forme co, -h- ity b de la forme vi^ et en appliquant les formules (4o) et (67) où |jl est pris égal à moins un. On voit donc que le plan vertical MO5, qui contient le pendule, tourne d'un angle % (*) pendant que le pendule effecUie en hauteur une oscillation complète. Ce résultat peut être énoncé autrement : concevons des axes tournant d'un mouvement uniforme autour de O5, de même origine que les axes fixes, de même axe O^ et tels que le plan mobile zOx' fasse avec le plan fixe zOxxyn angle
•}, = ^; puis posons
<' = 'ti-^'V'.
La fonction ^' sera doublement périodique et aura pour période 2tû,.
Remarque. — La formule (6) peut encore s'écrire en désignant par - loga la constante
Mouvement de la projection horizontale. Équation de Lamé. — Nous avons posé
T = rcos<}/, ^ = rsini^;
d'où, en appliquant les formules d'Euler (p. 6),
X = X -^ iy = re^^j \ = X — iy = re-^'^y
•XY.-=ar«-+-7»=rî = /«-5« = (/-.3)(/H-5) = — M»(pw — pa)(pa-j)6).
On voit que r^ est une fonction doublement périodique du temps, de même période que z, z étant compris entre Zo et 53, /•2 variera entre /* — z^ et l'^ — a, et ne s'annulera jamais.
On aura donc, en tenant compte de la variation de ^^ une courbe telle que celles des Jig. 18 et 19.
D'ailleurs, les trois équations rencontrées dans le courant de
(•) Cet angle est toujours compris entre z et 21:. yoir Halphen, t. II, p. 128.
notre élude
r^ d^ — c dl,
,.î = /î _ ^î (i'où
dz
r dr
dz.
clz I /—
permellent d^obtenir, en coordonnées polaires r et ^, l'équalloii difTérenlielle de la courbe.
Fig. 18.
Cas où les deux parallèles extrêmes sont au-dessous du point de suspension.
Dans le cas des petites oscillations, r© est très petit et ^o très
Fig. 19.
Le parallèle le plus haut est au-dessus du point dç suspension : le cercle extérieur tracé sur la (igure est le grand cercle horizontal de la sphère.
voisin de /, la courbe ci-dessus se réduit sensiblement à une ellipse (Poisson, t. 1, p. SgS).
Revenons au calcul de X et Y : le quotient ~ a pour valeur
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r'-'i Cl, comme on a déjà obtenu le produit, on a
\i = — Mte-^^'^ip u — pa){p u — pb).
On vient de trouver e-''^] la formule (Sa) donne
cr(M — a) 3'(// -4- fl)
pu — pa = pu — pu — —
*'u:^'^b Donc enfin
■ l*, ^{u -h a) cf(it — h) Y, y ^ cs-w^a-ib
\ = T — ly = L% *M , r-"^f^-W.
•^ :s"-uifa:^b
La courbe étant déjà discutée, ces valeurs de X et de Y ne nous serviront pas à Tétudier; nous nous bornerons à faire à leur sujet une remarque des plus intéressantes due à M. Hermile (Sur (/tielques applications des fonctions elliptiques),
La dérivée logarithmique de X a pour expression
^ -,- — ;(a-i- a)-+- Ç(a — ^») — ji^a-f- Ç^ — ;«
_ I p'u — p'a I p'u-^-p'b " 2 pu — pa 'A' pu — pb
On en déduit, en dérivant la première ligne,
ou, en utilisant cette fois la seconde expression de ^ -y^»
\—l-i = '2pu — piu-r-a) ^p(u-b)
I /p'u — p'^\* I /.p'a-hp'^\* I p'u — pap'u-^p'b ^\pu — pa/ 4\p" — pl^J 1 pu^pa pu — pb
La formule d'addition (07) permet de simplifier l'ensemble des cinq premiers termes et, comme p'u =^ p'b^
— /ipu-^pa -\-pb '
X clu^ îi ( j> « — p(i)^ pu — pb }
du''
1/42 CHAPITRE Vil.
Le numérateur de la dernière fraclion s^annule pour « = a et pour II = b] or il peut s'écrire 4(p'" — p'^) — g^{p^^ — pci)e\, comme il est divisible par pu — pa et par pu — pb, on peut le mettre sous la forme
4(pa — pa){pu —iib){pu-^ pa-{-pb).
On aura donc finalement
^=(6pa-f-3p«H-3p6)X=- (^6ptt-6^)x.
De même
Cette égalité ne diffère de celle relative à X que par le changement de a en 6 et de b en a. Or a et b ont disparu dans la dernière équation; donc X et Y sont deux solutions particulières de la même équation linéaire
La solution générale sera donc, d'après la théorie des équations
linéaires,
Z = CX-^C'Y = c.r-hr>,
C, C, c, c' étant des constantes arbitraires.
L'équation (c) qu'on vient de rencontrer est un cas particulier d'une équation très célèbre dite équation de Lamé, qu'on rencontre dans beaucoup de questions de Physique et de Mathématiques. Elle se déduit de l'équation générale
-^ = [n(/n-i)pa-h7]Z
en y faisant /i = 2.
L'équation de Lamé admet deux intégrales particulières de la
forme
^ , a'(M-r flrWCM -4- 6) ... 3'(w-f- /)
qu'on obtient en substituant cette expression dans l'équation de Lamé, pour déterminer les valeurs des n + r constantes a, 6. ...,
/, A. (Voir, pour plus de détails, les Traités d^ Analyse, nolammenl Jordan, t. II.)
Calcul de la réaction de la tige du pendule. — Pour calculer la réaction R de la tige, supposée dirigée du centre O vers le point matériel, il suffit de remarquer qu'elle est égale à la force centrifuge -, augmentée de la projection sur le rayon OM du poids ^ du pendule,
en utilisant immédiatement l'équation des forces vives.
Si la tige est supposée solide, le sens de la réaction sera indifférent, sinon il faudra examiner le signe. Comme z = Mpu -f- N et /i = — 6rt"N, on aura
donc
avec
pa — pb= ^; -j ^fir^Uipu-hpa-^ph) ,. .
Lorsque le temps t varie de o à (U|, ;/ varie de coo à 0)4 + 0)2= — (O3 et pu de 62 à ^3. Dans cet intervalle, la valeur de R croît constamment de la valeur — T^(2e2 — rs) à la valeur — 7^(2^3 — tîj). 62 est négative; si la constante h des forces vives est positive {v^^ — 2^5o> o)? R sera positive au point le plus bas; il est d'ailleurs facile de faire voir que R est toujours positive en ce point. En effet, l'équation des forces vives nous apprend que, si le mouvement a lieu, ç^f et par suite h-î-^gz^ est toujours positive; c'est-à-dire, en remplaçait h par — ôg^N (p. i36),
•2^(;;-3N)>o, MpM--N>3N,
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Mais il résulte de la déGnilion de pa et pb que
On a donc toujours el en particulier
J3M-|-paH-p6<0
ei-hpa-i-pb < o; a fortiori, puisque 62 est négative,
Ci -h p a -h p6 <i o
ce qu'il fallait établir.
Mais si pu peut devenir positive, R peut changer de signe; ce cas risque de se présenter si Je maximum {?3 de pu est positif. Ainsi, lorsque ^3 est positif, la tension R du fil peut changer de signe; cela arrivera, d'après la formule (X), si V'-h gz peut s'annuler. Il faut pour cela que z soit négatif, c'est-à-dire que le pendule se trouve à un niveau plus haut que le point de suspension. Si donc, à un certain moment, le pendule se trouve plus haut que le point de suspension d'une quantité a et si, à ce moment, le carré de sa vitesse est inférieur à ga, la tension du fil changera ultérieurement de signe et, si le fil est flexible, le mouvement cessera de suivre les lois que nous venons d'étudier.
Remarque. — Les formules bien connues
jointes à l'intégrale des aires qu'on peut écrire
()y Or
ot -^ ot
nous montrent que
dy ô'.r ÙT d'^y _ p|^ Ti In^ ~ (H 'àt*' ~ '
et par suite, si la réaction R s'annule, le plan osculateur de la courbe décrite par le pendule devient vertical; la projection horizontale présenic donc à ce moment un point d'inflexion.
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V. — ARC DE L'ELLIPSE
C'est la mesure de l'arc d'ellîpse qui a donné son nom à toutes les fonctions de celte théorie : on y arrive de la manière la plus simple comme il suit. L'équation de l'ellipse étant
et 2 c la distance focale, on pose
X — a sino,
y ^ b coscp,
en posant
On a donc
i I y/ \ — /i* siii^p cfo = « E(o),
et ainsi se rencontre, dans ce problème tout à fait élémentaire, l'intégrale elliptique que Legendre a choisie pour type des intégrales de seconde espèce : le module A' prend aussi une signification géométrique puisqu'il représente l'excentricité. Si l'on prend a comme unité, k est égal à c et A' à 6. Les Tables de Legendre, ainsi que nous. l'avons expliqué, donnent les valeurs de 5, pour toutes les valeurs de ç et de l'angle modulaire 6 = arcsinA', de degrés en degrés. [Voir notre Table IIL)
Comme application numérique, calculons dans l'ellipse de demiaxes a = 2 et 6 = y/a l'arc BM compris entre le sommet B du petit axe et le point M d'abscisse i. La limite supérieure de l'intégrale est ici
o = arc sin — = arc sin - = 3o'^ a 2
a^—b^ I k^^ —~— = - = sinîO, d'où ^ 45'\
= 2 / 4/1 sin*(pû?cp = 2 X o.5i2o5 = 1,02^1.
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Le quart de la même ellipse aurait pour valeur
TZ
/ i/ I — -- sin«oû?îp = 2 X 1,85407 = 3,70814.
C'est le double de l'intégrale complète relative au module sin45". Si, au contraire, on donnait 5, la Table III ferait connaître o, d'où les coordonnées de l'extrémité de l'arc.
Remarque, — A proprement parler, le problème que nous venons de traiter n'est pas une application des fonctions elliptiques; mais il n'était pas possible de passer sous silence le problême dont l'étude a conduit à tant de belles propriétés.
Au surplus, ce sont les fonctions elliptiques, et non les intégrales elliptiques, qui sont réellement maniables, de même qu'en Trigonométrie ce sont les lignes trigonomélriques, sinus, cosinus, etc., et non leurs inverses qui sont le plus utiles dans les applications. Nous allons ici même en donner un exemple.
Effectuons d'abord l'inversion en introduisant les fonctions de Weierstrass et, sans entrer dans le détail du calcul, posons immédiatement ('), comme il est prescrit au Chapitre V,
sinç =
avec les valeurs
on trouvera pour l'arc
Mais la formule (39), si souvent employée, donne
Ci — gi _ p(?^-ha)8)— e^ ' pu — Ci Ci— ex
(') Il est bien entendu que a, 6, c représentent duns ce qui suit des nombres absolus et non des longueurs.
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On a donc finalement
5 = eiM-i- Ça -+--
•2 pu — 6%
u est un argument compris entre o et o)|.
Remarquons en passant que, si Ton remplace s par sa valeur aE(îp) trouvée au commencement de ce problème, on retrouve la formule (83 bis) :
aE(9)=eiW-hCMH ^- •
* • ipu — ei
Théorème de Fagnano. — Cela posé, considérons maintenant un arc s^ ayant son origine au sommet du grand axe. Pour cela, comme c'est j^ qui doit s'annuler en même temps que 5, au lieu de x^ nous poserons, conformément aux indications du Chapitre V, p. 82, et en désignant par x\y les coordonnées de l'extrémité M' de l'arc 5',
COSO :
^ V^w; e„ ej, ^3)— 63
et il se trouve que c'est précisément la fonction pu aux mêmes racines que dans le calcul de l'arc s précédent, comme on peut le vérifier facilement. On aura alors
s = b^ I ^ — ^^^-^du = eiU- J.. pu — e*
1 pu
Si de cette valeur de 5' nous retranchons la valeur de s obtenue au paragraphe précédent et si nous convenons de prendre les arcs qui correspondent à la même valeur de w, nous trouverons
f _ I ( ^3 — ^2 ) p' w ~~ ~ 2 ipu — eî){pu — ei/
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OU, à cause des valeurs des racioes et de p'w,
a (pu — ei){pu — e3) y (pu — ei){pu — e^)
II s'agit d'interpréter ce second membre en revenant aux coordonnées cartésiennes : pour cela, on peut faire en sens inverse les deux substitutions qui viennent d'être employées. Utilisons d'abord la première
d'où
pa— ^s= — -hcj-e5= --r — cî =
a'* ^ a* — c*.tS
a;t ' -- -"- ar« x^
On en conclut
6 y^a^ — c2 37^ yja> y'^ -+- ^^ x*
Il est évident, à cause de la symétrie des calculs précédents, que la deuxième substitution aurait conduit à l'équation
par le simple échange des lettres a: et y, a et t. L'interprétation géométrique est maintenant immédiate : le second membre représente la distance du centre à la normale au point x^ y (ou x'^y) et l'on a ce théorème :
Soient K et h les sommets du grand et du petit axe, AM ^et BN deux arcs d'un même quadrant tels qu'à leurs extrémités les normales soient à une même distance l du centre, la différence des arcs AM et BN est précisément égale à L
VI. — AIRE DE L'ELLIPSOÏDE
Ce problème a été également traité par Legendre qui a donné pour expression de l'aire {Exercices de Calcul intégral, t. I,
8S = 2irc«H : — -;F(^ , v)H z— E(6', v) ,
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a, 6, c sont les demi-axes de l'ellipsoïde, a> b> c^
cosv = — , ^'î= ___—-,
a c>* sin^v
F{b', v) et E(6', v) sont respectivement les intégrales elliptiques de première et de seconde espèce qui correspondent au module b' et à l'argument v.
iNous allons arriver au résultat par une méthode bien plus rapide que celle de Legendre, en utilisant les fonctions elliptiques de Weierstrass. Soit
Téquation de l'ellipsoïde (E); je vais évaluer l'aire 4S comprise entre le plan des xy et le sommet de l'axe mineur c, et d'abord l'aire 4Sç comprise entre ce sommet et une courbe tracée sur la calotte elliptique précédente de manière que les normales à l'ellipsoïde le long de celte courbe fassent avec l'axe O5 un angle constant ^, J'appellerai h le carré du cosinus de l'angle 6 que fait avec 0<3 la normale eja un point œ^ y, z quelconque de Tellipsoïde (E)
h = cos«e =
La courbe le long de laquelle l'angle est constant se projette sur le plan des xy suivant l'ellipse
Soit d^ l'élément d'aire de l'ellipsoïde compris entre deux courbes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs h et h 4- dh du paramètre; la projection de cet élément sur le plan des xy^ savoir rfo-cosO, s'évalue facilement : elle est égale à la différentielle de l'aire de l'ellipse précédente. Les carrés des demiaxes de cette ellipse sont
. _ ^^ ^(1-/0 _ aHi -II) b^{i - h)__
• . - .. y ^- c2/i-f-6Hr-/i/
aHi
— II) aHi-h)
-ii^
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L'aire de celte ellipse aura pour expression
= r/ÂB = 7:
aiéî(i_/i)
V^[c«A-+-a4{i — /0]lc»A -^ 6^1 — à)]
ei en difTérenliant on obtiendra Téquation
, diù
cos6
0'=/ jr-l k) — — sinOû^O,
J^ cosO \cosO/i J^ cos*8
Tra«^>«(i-~ A)
,,, / (i-h)dh
-hr.a^b^ I ^
Le coefficient différentiel s'écrit, après multiplication par
(i — h)dh
Posons
■V"["-=r^Jf'-î^]
^''~ 3 Va» — c« "^ Ù^^^^J "" 3 («2— c»)(6*— c>)' p* = a*&*-f- a^c*-^ 6*c*,
h = pu Ci'y
le coefficient différentiel devient
(i -+- ^î — pu) du
et les limites sont pour u une valeur ^/q telle que
puo = i-h et et w.
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On aura dooc, en laissant h dans le premier terme,
v/[cî/t-Ha«(i — A;][cSA-h62(i — /i)j/Â
Mais il faut remarquer que i + e^ est compris entre ea et ^3 ; pw devant être compris entre ces limites, a aura la forme (02+ (^ et il convient de faire la substitution
M = Oij -h V
pour éliminer les imaginaires. Alors l'équation
se transforme en
OU
et l'intégrale
-- ï4^ Jf^ {pv'-pPo)rf^
-[(Po— t')pt'o-+-Ç^'o— î^].
Les arguments i^ et v^ sont l'un et l'autre inférieurs à w, . On aura donc finalement
/[c* A -h a»(i — A)] {d^h -h 6»(i — A)] h -.-^/(a*— c»)(62— c*)[(Po— «')pt'o-+- Ç^o— Çf]-
Pour avoir la surface totale du demi-ellipsoïde que Legendre appelle 4 S, il faut faire A = o, ^^ = 0. Les deux termes infinis sont
T^ab
T,,Ji^a^^c^)i^b^-c^)X.^, y/h
dont le premier s'écril
Tzab Tzab
= i: /(a* — c*) (^-— c») /pt; — Cj.
Il a donc la même valeur principale que le second terme infini et les parties infinies se détruisent; les autres termes de Ç^' s'annulent
pour i» = o et, le multiplicateur de ^^-^ étant de la forme
i4-/wAh-..., le premier terme de a- disparaîtra entièrement quand on fera A =: o. Il reste donc
4S = T v^ia*— c«)(62— c2)((;o|Ji'oH- Çt'o)
avec
Je vais, de la formule précédente, déduire celle de Legendre, donnée au début de ce paragraphe. La formule (63) donne
snPo y/^\ — 6?î =
le second membre est la quantité appelée sinv par Legendre. Le module s'obtient par la formule (62)
ei — <?j b*{a^— c*)' C'est donc la quantité b' de Legendre, et l'on a
La deuxième formule (83) donne ^{vo)
or
donc
— cotv-
2 pt^o— Cj /6«— c*
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On obtient ainsi
i S = Tic^-h 7c r^» v/as— cîE(6', v) H- --i^L= F(6', v)1 . L y/a^ - c* J
L'identité de cette formule avec celle de Legendre se vérifie sans peine.
Dans le cas de Tellipsoïde de révolution, cette formule devient
8S = 27îa*H ; lOg : i
sinv ° I — sinv si Tellipsoïde est aplati (a= 6), ou
_ç, iT.ab , . .
8S = —. (v -+- sinv cosv),
sinv ^
si l'ellipsoïde est allongé (6 = c).
VII. - RÉSOLUTION NUiMÉRIQUE D'UNE ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ.
La méthode indiquée pages ^9 et suivantes pour l'inversion d'une intégrale elliptique constitue une véritable méthode de résolution de l'équation du quatrième degré. Bien qu'il existe des méthodes beaucoup plus courtes, nous allons en donner une application numérique à titre d'exercice et parce que nous rencontrerons, chemin faisant, la plupart des calculs qu'on peut avoir à faire dans les applications des fonctions elliptiques.
Expliquons en deux mots la méthode : par de simples changements de variableSy on peut toujours mettre un polynôme Y du quatrième degré en y sous la forme [p(w + ^) — P^^Y' ^^ résolution de l'équation Y = o est ainsi ramenée à celle de
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qui donne immédiatement
i u = h /«itOiH- /WïWj (^ = Cl— Ci)y
On en déduit facilement les quatre valeurs de y en donnant ù /«i et à ^2 les valeurs o et i .
Nous prendrons comme exemple l'équation
ar* — 20^3— ioar*-+- iZar — C = o, qui, par la substitution jc ^^ ^ -+- -, devient
fV_^<î_^ 12^-4--^^ =o, 2 l6
et il n'y aura plus qu'à poser
2 pu — pV
pour que l'équation précédente soit ramenée à Téquation (A). On a alors, en reprenant les notations de la page 8o,
o 2 12 ib
^,= ti4-+-3a| = —,
Il s'agit maintenant de résoudre l'équation auxiliaire du troisième degré
Le discriminant A a pour valeur il est positif, donc les trois racines sont réelles, et l'on trouve
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facilement, par une méthode quelconque,
ei^- 1,49236, Ci — .— 2,o83333, es^ 0,590973.
Calcul des périodes, — Cela posé, nous allons d'abord calculer les périodes de la fonction p{u; e4,e2?<?3), suivant la méthode exposée au Chapitre VI. On a ainsi
X —51 — ^2=3,575693, logX — 0,553 36o2,
d'où Ton tire, par un calcul ordinaire de logarithmes,
La Table I fait alors connaître K
L'intégrale complète relative au module complémentaire correspond à l'angle complémentaire 3o", i38 et a pour valeur
Calcul de r. — Il faut maintenant calculer l'argument v^ donné par les formules {g) et (A) de la page 81 :
Des deux valeurs de v comprises entre — (0| et -f- w,, données par l'équation J3P = — > il faut prendre la négative parce que p'r est positive.
La formule (63) donne
snp /A = — ^ = — sino.
Un calcul ordinaire donne pour cp la valeur o = 70«59'32',4.
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Il s'agit d'en déduire v ^^; nous lisons dans la Table II, au croisement de la ligne qui commence par 70° et de la colonne qui commence par 55**, le nombre i,44840' Pour obtenir la valeur de v\/\ qui correspond à 6 = 69**, 862 et à cp == 70** 59' Sa'', je vais d'abord établir une formule d'interpolation ; appelons X une valeur quelconque de 0, Y une valeur quelconque de cp et Z la valeur correspondante de ç'y/X. Z sera une fonction de X et de Y représentée par une certaine surface; la méthode d'approximation par parties proportionnelles étendue à Tespace consiste à traiter cette surface comme un plan. Soient alors
Uq la valeur de Z. . .
pour X = a"
et
pour X = a'-h à**
et
pour X = a**
et
l'équation du plan, passant par les trois points particuliers dont les coordonnées viennent d'être écrites, sera
Z — «0 = ( wi — Wo) — ^- •- ( Wï — wo) — j-^ — ;
d'où la règle suivante :
L'accroissement de la fonction est égal à la somme des deux accroissements que fournit, pour une variable, la méthode des parties proportionnelles lorsque, laissant 8 ou o invariable, on fait varier Vautre de ces deux quantités.
Appliquons ici cette rùgle; on trouve dans la Table
1/1—1/0=0,04601, aj— wo= 0,02747, •
et nous avons
X — a = 4% 86?., \ — b =^o\S^'tx''= o^jqSq:
Le signe moins qui précède p'\A a déjà été expliqué.
Calcul de p-- — La marche inverse nous donnera p
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On trouve dans la Table le nombre 0,75862, correspondant aux valeurs suivantes : 6 = 55", cp, = 4»®. La même règle d'interpolation nous donnera, pour ^4, une valeur plus approchée; on a, dans ce cas,
Y-6= J^ili- ."--"\ (X-a).
Ui — Mo :> ( Ui — I/o )
Mais la valeur de Y — b ainsi obtenue est négative; pour éviter une correction négative, qui, d'ailleurs, serait acceptable, prenons dans la Table le nombre 0,73801, qui correspond aux. valeurs suivantes : 6 = 55°, «1 = 4o®. On a alors
M, — £/j= 0,00557, Ui — Mo =0,02061, X — a =4"î862, Z — ao=o,022i5.
On en déduit
Y-6 = 48'4'/, cp,= 4oM8'42', logsin<pi = 1,8152953,
log (p^^ — esj = lugX — 2 logsin9i = 0,9227696,
if p ei= 8,37085,
pI =6,287517.
Calcul de la première racine. — Dans la formule (C), remplaçons u par — - ; elle devient
et Ton aura
Il n'y a plus qu'à calculer p'-y qui sera donné par la formule
''''î=^VK -"){pI-'')H-'')'
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dans laquelle aous avons pris le signe plus parce que - est compris, comme r, entre o et — 0)4. On trouve ainsi
et, en substituant dans /, toutes les valeurs calculées,
xi— —■ 3,3o2.
Calcul de la deuxième racine. — Il faut, dans (C), remplacer u par — - -f- Wi .
Or la formule (09) donne
et Ton obtient ainsi p ( — - -\- tùA par de simples opérations algébriques dont il est inutile de donner le détail
Il ne reste plus qu'à calculer p' i f- w, j et la seule difficulté dans ce calcul, qui est aussi algébrique, est la détermination du signe de p' l — - 4- (0| 1; Targument étant compris entre w,
et 2 0),, la fonction pu est croissante et la dérivée positive. On trouve alors
et, en portant la valeur de «/ = — - -f- o), dans la formule (C)
/j-r 9.,5o5, Xi= 2,oo5.
Troisième et quatrième racine, — Ce calcul n'offre d'autre intérêt que d'introduire la période imaginaire; mais les valeui^s
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de pu et de p' u sont encore réelles, comme il est facile de s'en assurer. La formule (09)
(e, — cj)(ej— c,)
fera connaître pi — - -i- Wg j
L'argument étant compris entre w^ et a>2 + tO|, on voit (p. 63, Jig. 3), que p' l h 0)0) est positive
Il en résulte
Le calcul de la quatrième racine ne donne Heu à aucune remarque intéressante; elle correspond à la valeur de l'argument
u ^= — P -h (1)4 -h 0)2, et, par conséquent, est reliée à x^ comme JC3
à x^. Les valeurs exactes des racines sont
- 3 - /TÏÏ — 3 -f- v/T3
Exercices sur le Chapitre VII.
1. Soient Ui, Ux les argumenls correspondant, dans le problème III, à deux points où les tangentes font, avec la tangente en Mo, des angles égaux. Démontrer que
2. Donner la valeur de la quantité désignée par i^^ (p. i38) et montrer que ^^ est supérieur à t:.
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Intégrer l'équation
qu'on déduit de l'équation de Lamé en y faisant n = i.
4. Montrer que l'équation de Lamé, dans les notations de Jacobi, peut s'écrire
5. Étudier les mouvements à la Poinsot {voir Halphen, t. Il, Ghap. II). Les équations du problème sont, en désignant par m^ p^q, r la rotation
autour de l'axe instantané et ses composantes par rapport à trois axes rectangulaires liés invariablement au solide,
cJ^(.B-A)/>9=o,
avec
A, B, G sont des constantes.
On en déduit, h et k étant des constantes,
A/?« -r-B^î -4-Cr2 = h, Aî/?2 -h B* <7« -f- G* rî = k^- ;
d'où facilement une équation de la forme
^ = /2/?s^Vî = — 4(w2— aj5)(a>«— cu})(w«— wî).
La fonction pu s'introduit d'elle-même, et l'on a p—PQ}/pu- €u
r =-- Pq y/pu — 6'3, les équations du lieu du point de contact de l'ellipsoïde central avec le
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plan ûxe sont, pour le lieu sur Tellipsoïde (polhodie),
A2a7«-f-B27Î-r-G»5«= ~Lï,
L étant une longueur constante; et, pour le lieu sur le plan fixe, p et <p étant des coordonnées polaires,
p«=— r-(pp-pM),
k '± J pv — pu
n etpt^ sont aussi des constantes fournies par la discussion.
Dans la notation de Jacobi, p^ q^ r sont, dans un ordre à déterminer, proportionnelles à snif, cnu, dnu.
6. Étudier et discuter le problème du pendule sphérique avec les notations de Jacobi (TissoT, Journal de Liouville, i852). On pose dans Téquation (e)
et Ton trouve
7. Exercice sur le pendule sphérique (Grebnhill, traduction de Griess, p. 374). — Dans le cas particulier où Ton a en même temps ^o= o, £ = o (t^o horizontale), c'est-à-dire lorsque le pendule est lancé horizonta-
lement au niveau du point de suspension, l'expression ^ j ^ est pseudoelliptique et, si Ton pose
z — /cos6, on a la relation
sinÔsinfo;— -^A =. --^/cosO;
dans ce cas, contrairement à ce qui se passe dans le cas général, Xj y, z sont toutes les trois des fonctions doublement périodiques du temps.
8. Évaluer Taire de l'ellipsoïde en employant, au lieu de la substitution employée dans le texte, la suivante
L. L. II
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On trouvera
P 8S = •2it-^=(ÇaoH- Wo) v/3
avec la condition
puo=i.
Les racines qui déûnissent pu sont
36«cï 3aïc» 3a«6î , ^ ^ x
(Résultat communiqué par M. G. Humbert.)
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DEUXIÈME MÉTHODE DE CALCUL : EMPLOI DES SERIES. — CALCUL DES INTÉGRALES COMPLÈTES DE q ET DES PÉRIODES. - CALCUL DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE Ça, DE (Tw, CONNAISSANT a, ET PROBLÈME INVERSE.
Calcul des intégrales elliptiques. — Le développement en série de (i — k'^ sin^cp) ^ permet d'écrire
en posant
et Ton sait calculer cette dernière intégrale par voie de récurrence. Si cp = -, on a l'intégrale complète de première espèce
Mais ces deux séries ne seront utilisables que si k est petit; si k est voisin de l'unité, on pourra poser
Il en résultera
(i — X:*sin5©) * = (cos*o -+- Ar'« sia«cp) *= / i _ .. ^'î tang«ç -h . . . )
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et
(b) F(ç) = Jo-Jj,A-'« + ...4-(-i)»i:^^^^^^
en posant
Enfin, si k n'est ni très petit, ni très voisin de Tunité, on pourra, par une transformation célèbre connue sous le nom de transformation de Landen, remplacer l'intégrale elliptique par une autre dont le module soit plus avantageux. Notre but n'étant pas de nous étendre sur le calcul de ces intégrales, nous nous bornerons à indiquer la règle, renvoyant pour la démonstration au Traité d'Analyse de M. Jordan, t. II, p. 112; soient if un angle
tel que
sin(2'j/ — o) = ^sin<p
et A*! un module relié à k par la formule qu'on appelle Véchelle des modules, on aura
r^ df ^ 2 r* d^
sin>4^
Le nouveau module est compris entre y/ît et i; on calculera de même un module ki compris entre y/A*! et i, et Ton finira ainsi par obtenir un module assez voisin de l'unité pour pouvoir utiliser la série (6). Remarquons d'ailleurs que si /:= 1, on a une expression qui s'intègre par les méthodes élémentaires; on trouve
x = sin©=^ — •.
On pourrait aussi passer du module A*! au module k et remonter l'échelle des modules en sens inverse jusqu'à obtenir un ^module assez petit pour pouvoir employer la série (a). Je n'insisterai pas sur ce sujet, qui présente surtout un intérêt historique.
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Remarque. — Si /r = o, on trouve îmmédiatemeDt X = siacp = sinw.
Calcul des constantes et des fonctions de Weierstrass ( discriminant positif) .
Calcul de q. — Daos le cas où les trois racines sont réelles, il existe une période réelle o)| et une période imaginaire ci>2, et les fonctions constituées avec ces périodes sont bien celles d'où l'on a déduit la fonction pu aux racines ôi, e^^ e^- Nous allons d'abord calculer la quantité q
Cette quantité est réelle et plus petite que l'unité, pourvu que — - soit négatif et cette dernière condition peut toujours être remplie par un choix convenable des signes des périodes. Je vais même montrer qu'il existe toujours, sauf à intervertir les deux périodes que nous avons adoptées, une valeur de q inférieure à -• On sait en effet (48) que
K )/ex — ct
Or, en appliquant le théorème de la moyenne u est le maximum de , c'est-à-dire
donc De même
yfT^^ /^
A- 2 ^ei — et
iK'
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et
m étant le minimum de ■ , » c'est-à-dire i.
On tire de là
ic ci)s i _ r K' (Ui ~ K '
1CCi)|f
Or, des deux modules A* et k'^ l'un des deux est toujours supérieur à -^y et nous allons préciser dans quelles circonstances ce fait se produira; concluons d'abord que, dans ce cas, on aura
Revenons à la recherche des conditions pour que k' soit supé-
eur à -rr» ou, ce qui
avoir, formules (62),
rieur à —^ ou, ce qui revient au même, supérieur à k. Il faudra
et, comme e^ — e^ est positif,
ae8<gi-He,,
la racine intermédiaire e^ devra donc être plus voisine de la racine négative e^ que de la racine positive supérieure e<. S'il n'en était pas ainsi, on considérerait, pour un instant, la fonction
Px{v\ —eu —Ci, —63), dont le module complémentaire est /:, qui remplirait les condi-
tiens voulues {voir p. 60) et dont le lien avec pu est si simple; appelons alors^pour un instant 20)', la période réelle, 2(o!j la période purement imaginaire de cette fonction, la quantité
sera réelle et inférieure à -• Mais on sait [formule Çk)^ Chap. IV] que Ton peut prendre
(ï)j= — Hi)i, a)j=-^KOj;
le rapport précédent aura donc pour expression e ***'(*) et l'on voit que parmi les périodes constitutives des fonctions et p il en existera bien encore deux, l'une réelle, l'autre purement imaginaire d'où découle une quantité q inférieure à ~; seulement la
période réelle figurera au numérateur de l'exposant au lieu de figurer au dénominateur et la fonction constitutive Q sera différente de celle employée dans le premier cas.
Cela posé, une des deux formules (m) du Chapitre II, combinée avec (12) et (i3), permettra immédiatement d'obtenir q [cette formule (m) peut facilement être déduite des formules (62), (58)
et(i7)]
i/ ei — gg ^ ^ ^ ^2(0) ^ x — i q-T-T.q'^-h.., ^ \ Ci — et 03(0) I -4- 27 -h 29^-4-. ..
D'après ce qui précède on n'a plus nécessairement ici
mais ^3 est toujours la racine intermédiaire, e^ est la racine la plus voisine de e^,
A la vérité le signe du radical serait ambigu, mais comme q est petit, le second membre est certainement positif, et il faut prendre
( ' ; L'inégalité c ^ < 9, entraîne tt- < i; H est donc clair que — est plus grand
que I et, par suite, e *''>9. II n'y a donc bien qu'à renverser les périodes pour
obtenir une valeur de q inférieure à -•
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le signe -j-. Nous pourrons même, puisque nous cherchons la racine de cette équation qui est inférieure à -> négliger dans la fraction tous les termes qui sont à des puissances supérieures à la première et Téquation se réduira à
Calcul des périodes w< , W2, Ti, , 7^2- — A partir d'ici il va falloir distinguer deux sous-cas :
!** k'> k f g8< ^'""|"^* j. _ La valeur de gr, donnée par l'équa-
tion précédente, correspond à la valeur e *^' .La formule (45) donne alors
V «1 — et yjex — 6% /ci — ej
et, puisque q est connu, on a immédiatement
rzzLg,
ojj — — i — Lqj
le signe L désignant un logarithme népérien. A la vérité le logarithme ayant une infmité de déterminations, cette équation donne pour CO2 une infinité de valeurs; mais une seule est purement imaginaire, c'est celle qui correspond à la valeur réelle hq. On trouvera à la fin du Volume une Table des valeurs de logarithme ordinaire de q.
La formule (28) donne t^i
et la formule (aa) 'f\2
2" k' <,k. — Dans ce cas la fonction 9 est constituée avec les
constantes y = e * et — 0)2. Mais alors les hypothèses faites page 54 ne subsistent plus; au contraire, comme Wa est purement imaginaire, et prend la place de cof , on aura, par suite des formules {s') du Chapitre IV,
Les indices i et 2 se trouvent donc échangés tant pour les périodes que pour les racines et la formule (45) fait maintenant connaître la période imaginaire
La formule q z=e **** donne w
0),=^ i~log^,
les formules (23) et (aS), tj^ et t,2
CD, e'^(o)
Calcul de snu, en m, dnw. — Les formules (46) donnent les valeurs des fonctions de Jacobi pour chaque valeur de u. Les fonctions 9 seront toujours remplacées par leurs développements (10, II, 12 et i3) en série trigonométrique, et dans ces développements il suffira toujours de considérer un, ou au plus deux termes en q.
Calcul de'^Uj^Uy pu. — C'est encore la définition qui suffira pour du
Pour avoir <^u, on recourra à la formule (34), qui d'ailleurs se déduit de la précédente par dérivation logarithmique
^ (Dj 6m
La formule (58) fournit la valeur de pu
pu = ea-^ ( -^ — r — ) .
et l'on choisira pour a la valeur i, 2 ou 3 qui semblera plus commode pour le calcul.
Remarque. — Dans le cas où u est très petit, il est possible d'obtenir les valeurs des fonctions de Weierstrass en fonction des invariants par des formules directes. Nouis avons vu, en effet (43), que
d'où
p' M = -t- 2 Cs M "!- 4 Cfc «• H-
Or
p'«a = 4p5M — ^îpw -^3;
on a donc, en égalant les termes en — et constant,
Ci= » C3 = — -1
et les autres coefficients Cc, Cg, ... s'obtiendront à l'aide de l'identité
p'tt = 6pîM— i^j,
qui fournira une relation entre deux coefficients successifs. On trouve ainsi
p„ = .L + ?l „.^ Eî „..^ _^ „.^. ^^lEl^ „.+. . . .
Ut 20 28 2^i.jS 2^.:>.7.II
En intégrant on aura successivement Ça et du
ru-^ '?l^a^^-^'- 11^ ^' — U^ ^A^^— u»_. . .
^ u 2^3.5 2«.5.7 1^,6. 'ùK- 2^3.5.7.11 '
du- u ^— a« ^'"* — w ^-^ — w» ^^ — u»»-r-.. .
2^3.5 29.3.5.7 2«.3*.5.7 2'.3«.5*.ii
Les constantes qu^auraient pu introduire ces deux intégrations successives sont déterminées par la condition que Ça s'annule pour w = o et que la valeur principale de rfa soit u pour u infiniment petit.
Deuxième remarque, — Dans les mêmes conditions, c'està-dire pour u très petit, on peut obtenir le développement des fonctions de Jacobi en fonction du module k^. L'équation d'où nous partirons est l'équation (64)
dans laquelle il suffît de remplacer x par un développement de la forme
pour obtenir les valeurs de C|, C2, .... On trouvera ainsi
Cl = I -h X:»,
C4 = I -+- 5478X:*-T- iiîSXr^Q -+- A-*) H- A»,
De même si Ton pose
on aura
en M = I — rti h aj — -; y
dn W = I — /i - - -h /j ;r— , 1
rf, = l-4-(2^)^
d,,= I-hI02(2/c)2-|- 57(2Aj*-+- (2it)6, .•••• ....^
/, = Ar«(X:'+-2«),
/j=Al(A-»+ll.2«A-5-t-'2*),
172 CHIPITBB TIII.
On peut remarquer que, si l'on néglige les puissances de u su-
.1 • •, / 1 ^ sin(a V^i -h A*)
périeures ala troisième, snw est éeral a — -- > en m a costt,
^ ' ^ ^i-hA:*
ànu à cosA'i^.
Problème inverse. — Connaissant pu^ calculer u.
Il s'agit de résoudre l'équation
px — a.
De la formule (58) on déduit
v/p77— gj __ ^tu 6s(o) ^ /jf^iT-^r, "Ô, a 6,(0)' d'où
^ ' e,(a?) ej(o) V « — «3 "^ '
Je suppose d'abord a réel et plus grand que les trois racines. Nous savons alors qu'il y aura une infinité de valeurs réelles dex satisfaisant à la question (Jig'. i), et si, pour préciser, j'appelle Xo la valeur comprise entre o et (0|, toutes les autres seront données par la formule
(d) X = dzxQ-^2mib)i;
il suffirait d'ajouter 2/712(1)2 pour avoir toutes les valeurs imaginaires. Gela posé, dans l'équation (c), remplaçons ^2{^) et 83 (^) par leurs valeurs tirées des équations (12) et (i3)
ira? . 9.710? ^ 3tzt
I — ^g COS h 2ûr* COS 2<7» COS 1-. . .
TZX , ^TZX „ iTZX I -H '2 7 COS h 2 ÛT* COS h 2 ûr* COS h . . .
Si le module est inférieur à -- > <7 sera inférieur à - et 2 <7* cos -^
v/a ^ 9 ^ wi
à 2 -^;; l'équation précédente peut donc être réduite à la suivante, où Ton a supprimé le signe —, évidemment inadmissible,
I -t- 2 7 COS
d'où l'on lîre
^'^ ^ ci)i 2^ 1 -h Al
cette équation donne bien toutes les valeurs fournies par la formule (rf).
Nous avons supposé le module A" inférieur à l^\ dans le cas contraire, puisque (1)2 joue maintenant, dans la définition des Q, le rôle de Wi, la formule (c) s'écrit
( 'Rix __ 7C/jr \ / a TC /• .r ^ tîli J \
r -H 1 .1 Jfc * JC \ I fl\l .1." Z 71 ( Jl' \
avec
— TTI -
Or on sait que l'équation px=^a admet une racine et une seule, comprise entre zéro et (0| ; pour cette racine x, on aura,
comme ^ est positif,
OkTZlX (1),
21C£Uii
tir».»
donc le troisième terme de l'équation précédente est inférieur à <jrM I + -^ h et, par suite, avec une approximation égale à ^ environ, on pourra réduire l'équation à
(ttf r TT/r X
( TtiJC "R I .r \
ou
TCix ICi.r
Cette équation fera connaître deux valeurs inverses l'une de l'autre pour e **** ; il leur correspondra deux valeurs réelles pour x
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deux à deux égales et de signes contraires qui conviendront l'une à Taulre. Si, par exemple, on a
Wir
on trouvera
—.La =ziia7o.
Supposons maintenant a compris entre les deux plus petites racines e^ et €% {^e^> e^^\ on sait que (02 désignant la période imaginaire, il existe pour x des solutions de la forme tù^-\-y* La formule (Sg) permettra d*oblenir y par la méthode précédente, car on aura
pr = «»-^
= ejH = o.
a — Cî
Si a est inférieur à la plus petite racine ou compris entre les deux plus grandes, on posera jî = iy et Ton déterminera y par Téquation
par application de la formule (67); — a sera supérieur à la plus grande racine ou compris entre les deux plus petites. La méthode précédente s'appliquera donc.
Calcul des constantes et des fonctions de Weierstrass {discriminant négatif).
Nous avons rencontré, si les racines de 4^' — g2^ — gz = o ne sont pas réelles toutes les trois^ une difficulté qui tient à ce que les périodes réelle et purement imaginaire ne peuvent plus servir^ à constituer une fonction 6 d'où l'on déduirait la fonction pu définie par l'équation
(g)' = 4^' --fi --fa.
Nous avons vu, page gS, que, dans ce cas, les périodes fonda-
mentales à choisir étaient les quantités définies par les formules
6)j -t-(Dt
Wl Wj
^j= 3ei-i-2H,
Ce sont les constantes constitutives de 6, et Ton aura
Si donc on calculait q par les méthodes indiquées dans le cas des racines réelles, c'est cette valeur que nous obtiendrions ; elle est imaginaire, ainsi que co' et w''. Nous allons parvenir aux valeurs de (1), et 0)2 par des séries réelles, en procédant comme dans le Chapitre VI. On vérifie aisément {voir exercice 1, Chap. VI) que, si l'on pose, en conservant les notations de la page 90,
__ ^rt—rs
et enfin
la fonction pu aura pour périodes réelle et purement imaginaire les moitiés des périodes réelle et purement imaginaire de pu. En d'autres termes, si l'on appelle aw^ et 210'^ les périodes de pw, on aura les relations suivantes, où nous avons fait figurer à nouveau les périodes primitives de pu,
2t»), = (1)1 = Oj'-h w", 2(i)j — 0)2 " Ci)'-T (1)",
(') Les relations entre les périodes peuvent s'écrire : 2U)' — 2(1)', -h 20)2, 2(1)" = — 20a' -h au j,
et l'on a ici un exemple du problème de la transformation, qui consiste à chercher des relations entre des fonctions pu k périodes déduites les unes des autres par des substitutions linéaires : la transformation ici est du deuxième ordre, parce que le déterminant de la substitution a pour valeur 2.
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Les périodes aco', et ito^ étant évidemment primitives pour pw, les méthodes données dans le cas des racines réelles subsistent. Ainsi posons
et, pour fixer les idées, supposons
k\<l (e,>o), on aura
'• i-v-)/k\ •2w, = oji - ±it-— éd== -m^t: ^ ^ >
les fonctions étant constituées avec les périodes 20), et aw^,
(1)1 = — i — hq .
Pour avoir les constantes t^i et 7J2, je vais chercher leurs relations avec les constantes tj'^, r{^ relatives à la fonction pu^ constantes données à la page 168,
Intégrons la relation {g) et déterminons la constante de manière à n'avoir pas de terme constant dans le second membre ; il vient, en se rappelant que (09)
pu — ex
La fonction Cm correspond aux périodes 20)'^ et 2tj)'^ ; elle prend
donc la valeur r\\ pour a = co, = — • On a ainsi
et celte formule fera connaître r^^. On aura enfin 7j2 par l'équation
TJiWî— 7^2(1)1 = 1^*,
que l'on déduit facilement de la formule (aS)
Le lecteur verra sans peine ce qu'il y a à faire dans le cas où /r^ est supérieur à -•
Calcul de pu, tj//, ^Uy connaissant u.
i" pu. — . On commence par calculer pa; à cet effet, puisque les racines de pu sont réelles, il suffira d'appliquer la formule (58)
les fonctions 8 correspondant aux périodes 20)^ = co, et 2<ù[^= Wa- Il ne reste plus qu'à utiliser Téquation (g) ; cette équation donnera pour j3 M deux valeurs. Il est évident qu'une seule conviendra; dans chaque problème particulier, il sera facile de distinguer la solution à employer; par exemple, si u est réelle, une des valeurs données par l'équation sera supérieure à ^i + H et l'autre inférieure, tout en restant plus grande que Ci, '
2° ^u. — Ayant calculé !^a, comme il a été indiqué dans le cas des racines. réelles, la formule (h) fera connaître Ça; en effet, en se servant de l'équation (4o)î où l'on fera çf =^ — w,, elle devient
Ç w ~ 2 ï M -h ei z* -i — - — -2 Ç M -f- ei a -f- 4 /
•i pu— ei y
et, dans celte formule, tout est connu sauf ^u.
(pu — m)* -h /i* pu — ei
3** du. — Pour calculer (S'a, nous allons la rattacher à la fonction dUj qui correspond aux périodes ii(ù\ et awg; il suffit pour cela d'intégrer l'équation (A) de manière que les deux membres aienl L. L. 1-2
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la même valeur principale pour u infiniment petit
logcTw — logo* a H- loga'(M — wi) H — h "ni a — loga'( — (oi);
d'où l'on tire
or l'équation (58) donne
On aura donc, le signe du radical restant à fixer par la connaissance du signe de //,
Ci u=^ 3** w v^j3 II — e\e
Le discriminant àe du est positif; on sait donc calculer le premier membre (p. 169). On connaîtra par suite rfw, tout étant connu dans le second membre, sauf cette fonction.
Problème inverse. — Résoudre r équation px =^ a.
La formule (g^) donne la solution immédiate; on est, en effet, ramené à l'équation
px = a~\ = 6,
a — ex
et ce problème a été traité dans le cas du discriminant positif.
Remarque. — Dans tout ce qui précède, nous avons supposé q et pu toujours réelles, comme cela arrive dans les applications. Le lecteur trouvera dans le Cours d^ Analyse de M. Jordan (t. II), la démonstration de ce fait qu'il y a toujours une valeur
de a dont le module soit inférieur à - et une valeur de z = e '
pour laquelle on aura
Sous le bénéfice de ces observations, la méthode indiquée page 172 subsiste tout entière, et Ton obtiendra x par la for-
mule (/) dans laquelle îl faut entendre que le cosinus peut être imaginaire et remplacé par sa valeur en fonction d'exponentielles. De même le signe de A dans le second membre n'est plus déterminé et ne sera choisi qu'a posteriori et par la condition que la
valeur trouvée pour e "* satisfasse bien à l'inégalité, admise par hypothèse,
{Application numérique, — Voir la Note IV.)
Exercices sur le Chapitre YIII.
Soit la série des modules donnés par l'échelle de Landen
A: = sinô, X:i=sin6i, ..., X:p=5in6^, ...; les angles 6^ et O^-i sont reliés par la formule
tang*-^^ = sinô;,;
kn, tend vers zéro lorsque n croît à TinGni.
Démontrer la formule
-^ = cos* - cos* — cos* —
Application : ô = 45*; on trouve K = i ,8540747.
2. Aux notations de Texcrcice précédent joignons les suivantes : soient ?i ?i, ?«,-••»?« des angles tels que
tang(o^— ç^_i) = k'p^^ tang<p;,_, ;
le module complémentaire k',^ tendant vers un lorsque n croît à l'infini, démontrer que ^ a une limite et que
.'0 V'i — A-^bin»© ^ 2"
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Ces deux exercices sont empruntés aux Principes de la théorie des fonctions elliptiques de MM. Appell et Lacour, Ghap. X.
3. Établir la formule suivante, dans laquelle a = r (^ -^ t") >
sn M = M — 2A:a ~ -I- (2A-)^(aî-f- 3) y f - (aA')Ha» 4- 33a) ~ -h. . . .
En général, montrer que c^, d^ fn désignant, comme dans le texte, les coefficients du terme général du développement de snu, cnu, ànuy on a
Enfin Ca est une fonction de a multipliée par A:*'*.
Pour démontrer ces théorèmes, on s'appuiera sur les identités faciles à établir
en
Iku, T ) = dn(w, X:).
Pour le dernier théorème, on fera les deux substitutions simultanées
Sn M = - -^ 1 u = — =r y
qui transforment l'équation différentielle de snu en
et l'on comparera le développement fourni par cette équation au premier développement obtenu.
4. Appliquer les méthodes du Chapitre Vfll au calcul des racines de réquation résolue dans le Chapitre VII
iF* — ix^ — ioa;*-i- a3a:— G = o.
C. Établir les formules
iSa CHAPITRE IX.
COMPLÉMENTS : DÉCOMPOSITION EN FACTEURS ET EN ÉLÉMENTS SIM- PLES. — MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT. — ADDITION DE snu.
Le calcul Intégral fournit plusieurs théorèmes dont Tapplica tien simplifie quelques-unes des démonstrations données dans le Précis. Je me bornerai à quelques indications succinctes sur ce sujet.
Soit z = x -hiy] si X et ^ sont des fonctions d'un même paramètre tj ou, ce qui revient au même, si Taffixe de z décrit une courbe dans le plan des imaginaires, si de plus f(z) est une fonction uniforme de z, le coefficient différentiel /(z)rf:; se présentera sous la forme [^{t) -h i4(^)]rf/, et l'on aura
Jj(,z)dz=J^{t)dt-^-iJ^{t)dt.
Les deux termes du second membre se trouvent définis comme à Tordinaire lorsque t varie de /o à ^i, et, par suite, l'intégrale ff(z)dz est définie lorsque l'affixe de z parcourt l'arc de courbe correspondant^ il n'y a d'exception que si l'arc de courbe passe en des points, points critiques, où l'une ou l'autre des fonctions ?(^)ï ^i^) ^Icvient infinie. On démontre alors les théorèmes suivants :
Théorème L — Si Uaffixe de z va du point A au point ^pardeux chemins différents, les intégrales lf{z)dz^ prises le long de ces deux chemins, ont la même valeur pourvu que, entre les deux chemins, ne se trouve aucun point critique de
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Corollaire. — U intégrale j f(z)dz prise le long d^un con-
tour fermé c est nulle si le contour ne renferme aucun point critique.
Le corollaire s'étend à un ensemble de contours limitant une région où ne se trouve aucun point critique de f{z)j par exemple à deux circonférences concentriques, si entre elles ne se trouve aucun point critique, ou au système formé par n courbes fermées n'ayant aucun point commun et par une circonférence à rintérieurde laquelle se trouvent les n courbes, etc. Il faut seulement prendre la précaution de décrire les courbes qui limitent la région fermée, de manière à laisser cette région toujours à la droite ou toujours à la gauche du point décrivant.
Supposons maintenant que le contour fermé renferme des pôles A, B, C, . . . , c'est-à-dire des points d'affixes a, 6, c, ... tels que
/(a) -00, /(6)=:oo, /(c)-oo, ....
Supposons de plus que, dans le voisinage de chaque pôle, /(.s) puisse se mettre sous la forme suivante :
<p(3) ne devenant pas infinie pour 5 = a, .
'!^(z) ne devenant pas infinie pour z = b, . . . ; on aura ce deuxième théorème :
Théorème II. — L^ intégrale jf{z)dz prise le long du contour fermé a pour valeur ( A| 4- B| -4- . . . ) x 2Tzi.
Les quantités A|, B|. ... s'appellent les r<?5/rfw6' de /(.s) relatifs aux pôles a, 6, ....
Corollaire. — Supposons que f{z) soit le produit d'une fonction <p(^), qui n'a pas de pôle dans le contour, par DlogF(5),
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F(z) n'ajant que des pôles dans la même région; on aura
en désignant par a un zéro d'ordre a, et par p un pôle d'ordre v. En particulier, soit ©(5) r:^ i, on a
(a) — - ; DlogF(^)c^5 =:M — N;
'ÀTZl J
M nombre des zéros, N nombre des pôles. Soit o(z) = z,
(b) -_-. fzD\os¥{z)dz = S~-T,
S somme des zéros, T somme des pôles. Dans ces deux derniers théorèmes, les zéros et les pôles doivent être comptés chacun autant de fois que le comporte leur degré de multiplicité.
Voici maintenant l'application de ces théorèmes aux fonctions 9 et aux fonctions elliptiques :
Première application. — Dans la formule (a) prenons pour F(^) la fonction ^{z) et pour contour d'intégration un parallélogramme, dit parallélogramme des périodes (*), ajant pour sommets les points ^o, Zq -\- 2W| , ^oH- 20)2, 2o4- 20)4 -f- 20)2. On trouve un pour valeur du premier membre de l'équation (a) en appliquant les formules (1 5) et (16); la fonction 8 n'a pas de pôles, donc
Ainsi, dans iin parallélogramme de périodes, la fonction h n'a qu'une racine; par exemple, dans un parallélogramme renfermant l'origine, il n'y a pas d'autres racines que z = o, et comme on peut couvrir tout le plan avec de pareils parallélogrammes, en prenant comme sommets tous les points d'affixes
( ' ) Nous prendrons toujours dans ce qui suit un parallélograranic élémentaire, c'est-à-dire qui ne puisse pas être remplacé par un parallélogramme de périodes à aire plus petite.
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tous les zéros de ^{z) sont donnés par la formule (')
Deuxième application, — Dans la formule {a) prenons pour ¥{z) une fonction elliptique aux périodes 2 0)| et 2(02, et pour contour d'intégration un parallélogramme de périodes. Le premier membre est nul; donc, pour toute fonction elliptique, le nombre des pôles dans un parallélogramme de périodes est égal au nombre des zéros. Ce nombre s'appelle l'orûfrô de la fonction. La somme des résidus relatifs aux pôles situés dans le parallélogramme est nulle : cela résulte du théorème II.
Ainsi, j3W a un pôle double à l'origine, donc deux zéros dans un parallélogramme de périodes; p' u a un pôle triple (^) à l'origine, donc trois zéros dans un parallélogramme de périodes (p. 4o); sntt, qui a pour périodes 4K. et a/K', a, dans un parallélogramme
Fig. -80.
très voisin du parallélogramme dont un sommet est à Torigine, deux zéros o, 2K, et deux pôles /K', /K'+ 2K; enfin cnw, qui a pour périodes 4^. et 2K-r2«K', a, dans un parallélogramme analogue, pour zéros, K et 3K, pour pôles, i¥J et e'K'-f- 2K {fig. p.o).
Troisième application, — Dans la formule (6), supposons de même F (5) doublement périodique et prenons encore pour con-
(*) Comparez formules (5) et (t), Chapitre II. (') Dans le voisinage de Torigine on a
jî u
-n H- série entière, 11* '
p'u:-. : -H série entière.
tour (l'inJégration un parallélogramme de périodes ABCD (Jig'^i). Le premier membre de (b) pourra s'écrire
or l'égalité, déduite des formules d'Euler (p. 3),
nous montre qu'un nombre y a une infinité de logarithmes
Fig. ai.
X -f- 2/cTzi et par suite que, F (5) reprenant la même valeur en A et B,
[IogF(z)]S = siA-7ri.
Donc le premier membre de (6) prend la valeur — 2 A'(U2< c'està-dire une période, et l'on a ce théorème :
Pour toute fonction elliptique la somme des pâles dans un parallélogramme surpasse la somme des zéros d^ une période.
Quatrième application : décomposition en fadeurs; décomposition en éléments simples. — Mais la plus importante des applications est celle qu'on peut faire à la construction des fonctions elliptiques. Je remarque d'abord qu'une fonction elliptique f{z) qui n'a pas de pôle dans un parallélogramme de périodes est une constante; en effet, d'abord elle n'a pas non plus de zéros (voiV Deuxième application), ensuite la fonction /(2) — const. est une fonction de même nature qui ne peut pas non plus s'annuler, et l'on voit que /(s) n'existe pas, en tant que fonction elliptique; elle peut être une constante parce que, dans ce cas, la démonstration du théorème général sur lequel nous nous sommes appuyé n'existe plus.
(]cla posé, proposons-nous de trouver une fonction elliptique
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qui ait pour pôles
«1, ai, ..., an-,
et pour zéros (en nombre égal)
On sait que
Sa/ = 2:6/-t- aoi.
La fonction, dans laquelle A désigne une constante,
^(m — bi)(^{u — 61). . .^(a — bn — 2 tu)
(c) Au) = X
G'(a — ai) ^(a -- aj) . . . G'(a — a«)
est une solution ; en eiTet, elle admet bien les pôles et les zéros donnés et de plus elle a les périodes 2a)| et 2(02. Pour montrer ce dernier point, appliquons la première formule ( 29)
Et, sauf un facteur constant, il n'y a pas d'autre solution; car le quotient de toute nouvelle solution par /(w) serait une fonction elliptique sans pôles ni zéros, c'est-à-dire une constante.
Dans les notations de Jacobi, c'est la fonction 8 qui remplace la fonction (3*; on a donc pour solution
(c\ .. ^. 0(u-bt)B(u — bi),.,^(u-^bn — it^)
Par exemple, décomposons pu — p{> en facteurs; la fonction de Ujpu — p^, a, dans le parallélogramme des périodes qui a l'origine pour centre, un pôle double, l'origine, et deux zéros qui sont évidemment ç et — ^. Donc, d'après la formule (c), on doit
poser
. cr(M -h p)C(a — f) pu -p. --.A— -^-^- .
et il n'j a plus à déterminer que A ; or, si l'on suppose u infiniment petit, la partie principale du premier membre est -j, celle
(lu second membre ou ^ — ; en les égalant, on trouve
Donc enfin
C'est la formule (3a'), p. 4'-
Le problème de la décomposition en éléments simples est le suivant :
Trouver une fonction elliptique connaissant ses pôles et la partie infinie de son développement aux environs de chacun d^eux.
Si a est un pôle, on sait que la fonction /(w) est de la forme
f(u) -— — - -h ~ — - -+-... H — * — h fonction holomorphe,
de même dans le voisinage du pôle donné b, on donne la partie infinie
(n — b)^ {u — by^-^ * u — b
Cela posé construisons la fonction o{u) suivante : <?(«)- A,Ç(«-a)--A,a«-a)+— ;'(«-a)+--f-(-«)'-'r-*r,FÎ:'='-''^«-'
I . ?. (a II
Je dis d'abord que ?(w) est une fonction doublement périodique; toutes les dérivées étant elliptiques, il suffit de considérer la somme '}(w) des premiers termes de chaque ligne
On aura alors, par application de la formule (35),
mais (Deuxième application) la somme des résidus A| + B| -I- ... est nulle : donc ^(u) est une fonction elliptique et, par suite, cp(M) aussi. De plus ^[u) admet les pôles a, b, , . .. Enfin, comme
on a
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Ç (a — a) = - -i- fonction holomorphe,
( W rt j'*
la partie infinie de f (z^) dans le voisinage du pôle a sera bien celle qui était donnée; cp(«/) est une solution du problème et, sauf Taddition d'une constante, il n'y en a pas d'autres, car la différence f{u) — ?(") étant une fonction elliptique sans pôle no peut être qu'une constante comme on l'a montré au commencement de ce paragraphe. La solution générale est donc ©(m) -f- c.
La forme de la solution est la même avec les notations de Jacobi, la fonction Zw de Jacobi ne différant de la fonction Cm de Weierstrass que par un terme en u qui disparaît dans la somme ap> pelée par nous ç(?^).
Le beau problème que nous venons de résoudre, dû à M. Hermite, a reçu de cet illustre savant de nombreuses applications; il est aussi puissant comme instrument de recherches que comme procédé de démonstration. Etablissons, par exemple, la formule d'addition (07) de la fonction pu : la fraction
admet comme pôle w^= — ^eti^ = o (m = ^ n'est pas un pôle annulant les deux termes de la fraction et n'annulant pas le rapport des dérivées).
Ces pôles sont doubles et, de plus, on a, dans le voisinage
de M = o,
'> pu ^--....,
©(m)= — r -{-fonction holomorphe,
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dans le voisinage de w r^ — t', à cause de
çp(a) = — -h fonction holomorphe.
On doit donc poser, en appliquant la formule (rf),
= p(a-t- 1^) -hpa -f-consl.
Pour trouver la valeur de la constante il n'y a plus qu'à faire u = o après avoir retranché — dans les deux membres ; le second devient jd (^ -f- const. Quant au premier il peut s'écrire successivement
— —py-h.
r~(— 2 — M»p'p — . . .)(i— tt»p(;4-...)-«
= i,^.p.; par suite la valeur de la constante est pv^ et l'on a
ce qui est bien la formule (S^).
Troisième procédé. — Enfin le même théorème permet d'exprimer toute fonction elliptique au moyen de fonctions p a et p' m. Trois cas peuvent se présenter :
1** La fonction f{u) qu'il s'agit d'exprimer est paire. Soient
alors
ai, as, ..., an ses zéros,
^it ^S) •-•) àp ses infînis, non congrus à zéro. La solution est évidemment
•^ {pu — pài){pu — pb2)..4pu — pbp)'
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la démonstration s'établit comme pour la formule (c). Si l'origine n'est ni zéro ni pôle, pz=z n.
2'* La fonction f{u) est impaire, alors son quotient parp'a est pair et l'on est ramené au cas précédent.
3" f{u) n'est ni paire, ni impaire ; on peut la considérer comme somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire
f(u) = A") ±/tzii) + /(^)-/(-^) ^
et l'on sait exprimer chacune de ces fractions en fonction rationnelle de pu et de p' u.
Multiplication de l^ argument, — Ce sont encore les mêmes théorèmes qui permettront de calculer la fonction elliptique /(/iw) en fonction de /{u). D'abord la formule de décomposition en éléments simples permet d'écrire immédialement
n^pnu = pu-^yp lu-{ ^—- -^j -+- C,
le signe ^ s'étendant à toutes les valeurs entières de mi et ma,
non nulles en même temps, de o à n — i; en efl'et, les deux membres ont les mêmes pôles et les mêmes parties infinies pour les développements aux environs des pôles. Intégrons les deux membres de l'équation précédente, il vient
nÇ/?M = î"+ >.? ( ""^ — } — Cm -4- t..
L'addition de 20)1 à l'argument u augmente le premier membre de n^n-r\i et le second de n^ 271, — 2Ca)4 ; donc C est nul, et l'on a la première formule de multiplication
(e) n^pnu = pu-\-^^p (u-t-
2 /ni 0)1 -H 9.mi(t}i^ n >
Pour établir une autre formule, je partirai de la formule (32" ) dans laquelle je remplace u par mu et v par nu; elle devient
, -, (r(m-^n)u(f(m — n)u (/) pmu — pnu = — -r '—-
Introduisons une fonction auxiliaire
ig) %(")^
qui est une fonction périodique de périodes 2(0|, 20)2, qui a l'origine pour pôle d'ordre ri^ — i et qui a n^ — 1 zéros simples compris dans la formule
•A /wi tui -h 2 m^ b)i n
où m^ et m^ peuvent recevoir les valeurs o, i , 2, . . . , n — i , sans pouvoir être nulles en même temps.
L'équation (/) s'écrit
,k) pmu-pnu=~. ^^-^^j^^^-^,
et l'on aperçoit facilement que l'identité
(pmu — pnu)-h {pnu—'plu)-h (plu — pmu)= o
fournira entre les fonctions ^ une relation de récurrence qui permettra de calculer une quelconque d'entre elles connaissant les premières. Or les valeurs de ces premières ont été données page 71 (Exercices H et 12), on peut donc considérer ^«(w) comme exprimées en fonction de pu et de j^'m.
Alors la formule (g) constitue une formule de multiplication pour tf w, et il suffira de faire n = i dans (A) pour avoir une nouvelle formule de multiplication pour pu
La dernière fraction est, comme cela résulte de (^), une fonction elliptique paire de u; elle s'exprime donc rationnellement en fonction de pu. Il en est d'ailleurs de même de la fonction ^n{u) si n est impair, ou de son quotient par p' u si n est pair, parce que, dans le premier cas, de ^«(w) est paire; dans le second, impaire. La fonction rationnelle sera même ici entière, parce qu'il n'y a pas d'autres pôles que l'origine. En remplaçant daps l'identité
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du, dnu et pu par leurs développemeDts en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, on pourra déterminer les coefficients de ^Ji{u) qui seront ainsi des fonctions entières des coefficients des séries précédentes ou de g2 et de g^.
Addition des fonctions de Jacobi. — La même théorie permet d'obtenir rapidement les formules d'addition de sn2^, cni^ et dnu. Elles se déduisent d'une même formule
(y) cna = cnucn{u — a)-\-snusn{u — a)dna)
qui se démontre sans peine. En effet, considérées comme fonction de Uy les deux quantités
snusn(u — a) et
cnucn{u — a) — cna
sont doublement périodiques aux périodes 2K et 2^'K'; elles ont deux pôles dans un parallélogramme de périodes, savoir les zéros simples de 62 m et de 63 (w — a)(form. 46). Elles n'ont donc aussi, dans un même parallélogramme, que deux zéros qui s'aperçoivent immédiatement et qui sont les mêmes pour les deux quantités, savoir zéro et a. Le rapport de ces deux quantités est donc constant et l'on a
Â sn^«sn(^^ — a) ~ cnu cn(u — a) — cna.
Pour déterminer A, je ferai w^X = Wi = Ky/X, et il résulte des
formules (^6), (17) et (i4) que
. cna — cna = A-î — , dna
A =— dna.
La formule (y) est donc démontrée.
Il n'y a plus qu'à remplacer dans cette formule a par — i» et à échanger ensuite v et u pour avoir deux équations, d'où l'on tirera sn(a+ t') et cn(a -h s?). On trouve ainsi
, . cn«a — cn'p sn(M-ht^) = j — :
en multipliant haut et bas parla quantité conjuguée, on retrouve L. L. i3
194 CHAPITRE IX. — DfiGOVPOSITION EN FACTEURS, ETC.
aisément la première formule de la page 68 (Exercice 8). Il suffit de remarquer que cn^ u — cn^ v = sn^ ç — sn* u et que
sn«pcn*adn»M — sh'mcq^p dn«p = (sn'i^ — sn'a)(i — A:* sn'asn*p).
cn(u -\- if) s'obtient de même, et la formule (y) permet alors, en y faisant a rr= m -h t', d'obtenir dn(M + p).
NOTES
Nous avons indiqué page 81 un théorème général qui permet de reconnaître si une intégrale algébrique peut être ramenée aux fonctions elliptiques, et nous en avons déjà rencontré page i23 une intéressante application. En voici quelques autres cas particuliers.
Les deux intégrales suivantes ont été étudiées par M. le comte de Sparre (*) qui a cherché des procédés de réduction n'entraînant pas de calculs compliqués :
j^^/* F(x)dx
"j v^AiP*^-Ba:»-f-Ga7«-i-Da?-f-F'
F(a:) dx
Le procédé que nous avons indiqué page 78 peut s'appliquer aux deux intégrales I1 et I2 ; nous supposerons donc que la quantité sous le radical ait la forme
quant au numérateur, en l'écrivant F| [x^) -\-x¥^ [x^) et en remplaçant, dans les intégrales correspondantes à F|( a?*), x par -> on voit que finalement on n'a à considérer que des intégrales de la forme
y ^ r f{x^)dx ^, ^ Ç f(x^)dx
(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXI, tl* Partie; 1897.
el l'on peut toujours supposer p > y. H n'y a plus qu'à poser
a:« = P séc» «p — Y tang» «p, si l'on a le signe -|- sous le radical, et
ar* = p cos* <p -f- Y sin* <p,
si l'on a le signe -^, pour avoir ramené aux intégrales elliptiques. ( Voir aussi Legendre, Fonct. ellipt., t. I, p. 252.)
Serret {Calcul intégral, p. 65; 1868) réduit l'intégrale
dx
par la substitution
L'intégrale
dépend aussi des fonctions elliptiques. Posons, en effet,
Nous obtenons, après suppression du facteur — P'^Y*'
Le trinôme (z + a) (^ + P) pouvant se mettre sous la forme
( z -h \ — ( -\ » une première transformation se présente
qui consiste à poser
et l'on tombe sur une première forme facile à réduire. Je poserai de préférence
avec la condition que z soit infini pour ^ = o. Il suffit alors de
poser
pour que Téqualion diffère ntielle donne
M = p^ A = 9 avec
d'où Ton déduit
j __ l r du
On trouvera aux Exercices d'autres exemples.
DÉGÉNÉRESCENCES
Nous avons eu l'occasion, dans le cours du Précis, de signaler certains cas où les fonctions elliptiques dégénèrent en fonctions circulaires ou logarithmiques. Cela arrive si le module A'= o ou si A: = 1 .
Résumons sans démonstration les formules relatives à ces deux
cas; les formules qui suivent, faciles à obtenir, sont extraites du
Traité des fonctions elliptiques d'Halphen.
snu devient sina,
CHU cosM,
dna 1,
(K' = oo).
6^=6^=^— ic„ g^=^e\,
co'= »
XX ,. e ^ sin*M/X
Ç|£ = -M-4 COt » TliU)|=— >
3 2aii 2ù>] 12
8na= , cna = dna=— — >
^8<o, pK=_-^-X
3"^ \gWi — <
Iim j- = --7,
y X 7C» c -««'-+-««*' Mt
Ç a = — - u avec v = ï
3 '2 0)» «-«»'— e^»» 2CDs
tir 2
^« = O1 /T» = o, coi = 00, wj = 00,
Nous avons indiqué, pages 76 et suivantes, le moyen d'effectuer l'inversion des intégrales elliptiques en réduisant autant que possible aux fonctions pu. Il peut être plus rapide d'introduire immédiatement les fonctions de Jacobi.
NOTE m. 199
On a vu que le polynôme sous le radical peut toujours être mis
sous la forme (Ma?^-i-N)(M'a?^-4-N'), ou, en posant j:=4/±:v|y,
M(i H- OLX^) (Pa:^4- y)- ^^ ^**s indiquer quelles sont les transformations les plus commodes suivant les signes des lettres a, ^, y* Reproduisons d'abord les équations (63) et (65 bis) :
d%nu ,
cnuanu,
du à cnu
ddnu du
= — snuânUf = — A:' snucnuy
qui, à cause des équations (53), peuvent s'écrire, en posant sna = Xf cnu=yj dnw=:>s,
dx , — .
du
dz_ du
La première de ces équations montre qu'on opérera l'inversion
de
dx
"^fr^ftr.
■xi)(i — k^x*) en posant
X = sn{u, k), ce que nous savions.
De la seconde on déduit que la fonction inverse de
est
y = cxi{y,k),
et de la troisième que l'inversion de
^ _ /•* dz
s^obtient en posant Enfin, posons
z = dnCff", k).
snu
il en résulte
cnu
ou
^^/•' dt
Ces formules suffiront, dans tous les cas, au besoin en remplaçant une quantité par son inverse, pour effectuer l'inversion d'une intégrale elliptique en quantités réelles.
IV
APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES A L'ÉTUDE DU TIR VERTICAL DES PROJECTILES, DANS LE CAS DE LA RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE A LA QUATRIÈME PUISSANCE DE LA VITESSE. (NOUS APPELONS TIR VERTICAL UN TIR DANS LEQUEL LA TAN- GENTE A LA TRAJECTOIRE FAIT AVEC L'HORIZON UN ANGLE SUPÉRIEUR A 75».)
Nous supposerons l'accélération de la résistance de Tair exprimé par la formule {^)
X* ^ tArf«A'
p étant le poids en kilogrammes du projectile; d son calibre en décimètres; A la densité de l'air;
(') Nous devons cette Note à l'obligeance de M. le comte de Sparre; les lecteurs qui s'intéressent aux applications numériques, c'est-à-dire véritablement pratiques, des fonctions elliptiques, liront avec fruit les quatre Mémoires sur le tir courbe que M. de Sparre a publiés dans le Mémorial de l'Artillerie de Marine, en 1892, iSgS, 1894 et 1896. La présente Note est extraite du quatrième Mémoire.
(^) On peut admettre cette hypothèse si la vitesse reste comprise entre a4o" et 430"».
^ raccélération de la pesanteur en mètres;
/ un coefficient égal à i pour le projectile type;
J Taccélération de la résistance de l'air en mètres ;
A un cDedQcient variable avec les limites entre lesquelles la vitesse
reste comprise, mais qui diffère assez peu de la valeur fournie
par la formule
logA = 8,30129.
Nous supposerons de plus que Tangle que fait la tangente à la trajectoire avec la verticale est assez faible pour que Ton puisse remplacer sin8 par une quantité constante -, comme Didion Ta fait, pour cos9, dans le cas où la tangente est peu inclinée sur l'horizon.
On pourra admettre cette dernière hypothèse tant que 8 sera compris entre 75** et go'*, surtout si Tare que Ton considère est peu étendu.
En effet, pour ^3**,
sin6 = 0,966 = I-— 0,034.
On a alors
et, comme j^ = t; sin8,
— =— ^/n-— — V dy ♦^ \ 7/ sinS/
Si alors le mouvement est ascendant, on posera
(B) sine=l, Ç=xt, et Ton aura
(C) Jl^=_^rf,;
Téquation (A) deviendra d'ailleurs, en tenant compte des relations (B),
(D) ^dt^__d^
xt
aoa NOTE IT.
et, en joignant à ces relations Téquation
:7- = :7- :7- = — ^ cote, dy dx dy p«
on aura
(E) tangerfe= — — !^.
S'il s'agissait du mouvement descendant, il suffirait de remplacer a par — « et ^J par — y^^. Dans Tun comme dans l'autre cas, les équations (C), (D), (E) fourniront en fonction de ç^ ^, / et 6 par les fonctions élémentaires.
Reste à calculer x. Examinons séparément le cas du mouvement ascendant et du mouvement descendant.
I® Mouvement ascendant. — Si Ton pose
on aura, par l'équation (C),
dy = ^ ^d^
OU
puis, par l'équation (E),
d cos 9 _ I cos 4» d^ ^ cos6 "~ 2 sinil; * d'où
« . /sind/Q cos6 = cos6o4/ . . '
On a ensuite
dx = cot6 dy =.9. cosô dy^
en remplaçant toujours sin8 par -> ou
(F) d:r = -Stîcos6.i/!54îrfi<.
Posons alors (Note III)
sin + = a?" =5 en* a avec /:»=-,
NOTE IV. 2o3
d'où
,. snucnudnu ,
a<t = — 2 — — du.
^i — en* M
Mais, puisque k^= -j
1 — en* M = (i — en*a)(i-f- en* m) = asn* udn^u; d'^ T= — ^cnudu
donc et
donc
et
v'sin^' ^^aXÎcoseoy/s-H;;^^
11 faut maintenant calculer w; pour cela, nous calculerons
Dans le cas actuel, comme k ^=^ k! =^ -rzy on a aussi K = K',
d'abord y = e "^ et K.
Dans le c et, par suite,
on en déduit
loglog- = k>g7c-+-loglogc = o,i3493î2, d'où ^
logl= 1,3643764,
Cette valeur de q nous fait voir que, dans les calculs balistiques, qui ne demandent pas une très grande approximation, on pourra toujours négliger les termes en q^ et même, le plus souvent, ceux en q^.
Or, si Ton néglige les termes en y*, on a (p. 168)
Maïs si l'on pose (puisque, dans le cas actuel, k = k' = -^\
d'où
\ogcosz = 1,9147425,
5 = 32- 45' 54', 37, les formules précédentes donnent
ç = - tang' -» K =
2 cos* -
On tirerait de ces formules
\ogq =2,6356207, logK = o,268i2i3 (»),
Si l'on compare la valeur de q que nous venons d'obtenir en négligeant les termes en q* à celle donnée plus haut, on voit que cette différence est complètement négligeable pour l'approximation que l'on a à demander aux calculs balistiques. On peut même remarquer que, si l'on s'était servi de Tables à 5 décimales, ainsi qu'on le fait d'ordinaire pour ces calculs, on n'en aurait trouvé aucune. Ceci prouve bien qu'il est légitime, ainsi que nous allons le faire dans ce qui va suivre, de négliger les termes en q*,
[Passons maintenant au calcul de u.
On a pour cela (puisqu'ici k^= -j
dn« u — = ^ = cos« ( T — - p
donc
6nu = cos 1 T ) •
Mais, aux termes en q* près, et puisque
cos -5 = ^k\
(^) La valeur exacte serait (Tables du Traité de M. Bertrand) logK — 0,268 1272.
NOTE lY. 2o5
on a, formules (46) et (i3)
TZU
donc
d'où
iq cos-|^-
I — iq cos^
6(m) TZU
««Mt-^; i-i-aycos^
I — ig cos -|T-
COS( j — - j -t- C0S5
et, en tenant compte de la valeur de q.
(H) cos^ =
(Z TZ ^\ /Z fit TZ\
tang* -
La formule (H) donnera de suite u lorsque ^ sera connu, puisque K et 5 ont les valeurs données plus haut. Rappelons que
U et Uq étant connus, (G) donnera x.
Mouvement descendant. — Dans ce cas, on doit remplacer a par — a (6 est négatif et voisin de — Qo''), '^^ par — -^J.
Le calcul se présente comme dans le cas du mouvement ascendant; voici les seules différences. Au lieu de la formule (I), on
aura à poser — =cos©, puis 2<p= «j; pour trouver des résultats
de même forme que dans le premier cas. De plus, pour le premier cas, mouvement ascendant, u est déterminé sans ambiguïté par la formule (H), car, en vertu de la formule (I), i^ décroît de 90** à o*» lorsque v décroît de 00 à o, et par suite, en vertu de la relation sintj; = cn^ Uj u croît de o à K ; u étant donc compris entre o et K, la formule (H) le détermine sans aucune ambiguïté.
Il n'en est pas de même si le mouvement est descendant; en
Q06 £XBRGIG£8 DIVERS.
effet, dans le cas actuel, v peut croître de o à sa valeur limite )^i , et, lorsque c croît de o à X«? ? décroît de 90° à o et, par suite, comme ^= aç, ^ décroît de 180** à o. Mais nous remarquerons que nous avons supposé que u croissait avec x^ c'est-à-dire lorsque ^ décroît, et comme, pour u = Oj on a sint}; = i, d'où ^ = go** et ç = 45**? on en conclut que l'on devra prendre
— K < w < o si <p > 45* et
o<M<K si f< 45^
De cette façon, u se trouve déterminé aussi dans ce cas sans aucune ambiguïté.
Exercices divers, i. Démontrer la formule
le produit I I s'étendant à toutes les valeurs entières de nii et FJtf comprises entre o (non exclu) à n (exclu), non nulles en même temps.
Réduire les intégrales
¥{x)dx'
j v/A-hBa?-
F(:r) étant une fonction rationnelle, et (on trouve x = 6p'-5 — 6).
4. JRéduire aux fonctions elliptiques les intégrales suivantes :
dx
dx
V^{x-r-a)(a:-f-6)«(ar-+-c;»' dx
dx
y{x -4- af {x-^by{x-^cY^
dx
y^x H- a;« (^ -+- by {^ -+- c)« ' cher
et, en général, chercher les formes réductibles comprises dans le type
dx
Étant donné
gx^ o, g^= ^^^-^ - ^^ -, p -^ — Lj,
si za = — est une partie commensurable d'une période, l'intégrale m
j^ r {x-^\\)dT
s'exprime par des logarithmes.
Pour cela, on pose
et l'on obtient I — log(p^ — pz^) 4- £ log(p^ — pe^,) -f- E« log(p^ — pe»^o)
-h^log JJ[ {[pC-s — p^o)— p2o][pU — pe^o) — pe^ol^lX-s — pe»^o)— P6*-f]-*jP-^ p=o
Exemple : c = ib — Za, (Dolbma, loc. cit.)
Étant donné
si ^0= — est une partie commensurable d'une période, l'intégrale
s'exprime par des logarithmes.
Pour cela on pose
et Ton obtient comme résultat défînitif
i = l0g(p5 — P-o) H- tIog(pj— p^oO
Exemple : c ^=.ia — b.
(DoLBMA, Bulletin des Se, math., t. XVII, nov. 1893.)
î). Démontrer que
r X' en N fin / \ — dn u
,/ I H- dna ~ V i-Hdnw
^ dn"«i^ A' ~ X' (T^ X-0 '
/ usn^udu -= •2K(K — E)-^^.
(Greenhill, Fonctions elliptiques, p. 94.)
Les formules (58) et (32) combinées donnent
a'(w -h f) ^(u — p) = a'*w rli? — 3'a^*3'*M, d'où, en changeant u en a-i-tox ou en u ■+- w^, deux nouvelles formule-*. Si, dans la dernière, on remplace u et v par - , on aura l'équation
De même a*»" : le quotient '— perraetlra d obtenir p — en fonc-
tion de pa, et en particulier p — • On retrouve ainsi les formules de l'exercice 10, page 70.
14. Déduire de la décomposition en éléments simples les formules suivantes :
(^ lu\ ~? uiij = e ^ ^11 ^i M,
p ('^;~» ^îj =P" -f-p(a-hioi) — Cl.
15. Admettant que toute fonction de période 2toi peut se mettre sous
la forme
Itifi i 1t iu n TC tu
démontrer que toute fonction qui vérifie les relations ' <ï>(MH-aa)i) = tf(a),
ne dépend que de deux constantes arbitraires. Prendre comme exemple les carrés des fonctions et en déduire les relations (/i) du Chapitre II, ainsi que les formules
6 (w-h(')ô (tt — y) =
eî(o)
et celles de l'exercice 10.
16. Démontrer que, si 03)= ta>i et si le discriminant est positif, on a
(Halphen, Fonctions elliptiques, t. I, p. 281.)
17. Montrer que, dans le cas du discriminant positif, 6(w) varie comme sm , Oi(w) comme cos > Oj(a) et 03(1*) comme i±'2û'C0s — ,
^ étant supposé compris entre zéro et -• (Halphen, p. 285.)
On pose
Zu =
\Vei—etJ Démontrer que
Z(M-+-2lK') = Zw-H^',
Z(o) = o, Z(K) = o, Z{iK') = <x.
19. Étude des cubiques planes. On commence par démontrer qu'avec des axes convenables et par une transformation homographique appro-
priée, on peut toujours mettre l'équation d'une cubique sans point double sous la forme
Il suffit alors de poser
x = pu.
pour avoir exprimé les coordonnées d'un point de la cubique en fonctioas elliptiques d'un paramètre. Les propriétés relatives au\ points d'intersection avec une droite, aux points d'inflexion, aux points de contact des tangentes issues d'un point de la cubique, aux points sextactiques, etc. eo résultent immédiatement.
QUELQUES VALEURS DES FONCTIONS DE JACOBL
^iK
MK
J?aO
JC=.0
jrso
if"
Xm- J
a = co
jcmo
jr« j
■aeao •
Vaj
Xs 2
X — sn {Uj A), y., en (M, k)y z = dn(M, k).
RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES. 2l3
Dans ce résumé, nous avons groupé des formules disséminées dans le cours du Précis; la page indiquée est celle où la formule se rencontre pour la première fois; pour les formules qui ne sont pas relevées dans ce Résumé, leur numéro d'ordre permettra toujours de les retrouver aisément, soit en se reportant à la Table des matières, soit à l'aide d'un numéro voisin lu dans le Résumé.
Des fonctions 6.
Pages
I ^ V ' .2/ (Oi
/fKtU
= 1 + 2^ (— 1)" y"'cOS 18
ii4
RÊSUVÉ DBS PRINCIPALES FOBMULBS.
^ mltitt
ôs(")=2^'''^
= I -h 2 > gr" COS
PAfCf
Ôï(-w) = B5(-u) =
6 (m -4- 2Cl>i) =
6i{w-l-2aii) = 6j(a H- 2tùi) =
~6 u, — 6tw.
iS
6 ( w-h 2a)j) = 6i(w-h îWj) — 6j(a -t- 2<i)i) = 6,(WH- Itiii) =
- ---(M-f-Cl),)^
e "• 6sa.
6»(aH-a),) =
6 (m -hto,) =
TZiu '*"»6,M
ICI II
6,(w-ha)j) =rT
IZiu
IZhl
ÎCl'tO,
(19) et (20)
' ^ II, ^ u
Zéros de Ool^ et de (fat^.
Pages
2/ni0)i -hiniiUJi 14 et M)
(2//Î1-1- i)wi -f- amjcuj 20 et .>.9
2/?îi(ui -f- ( 2/712-+- i)(U2.. 20 et 29
(2mi-f- 1 )to,-h(2/7iî-i-i)w2. . 20 et 29
Les formules de duplication se trouvent page 209.
Relations algébriques.
I 0} u ^ A-OJ II — A'O* £^ 1 22
( eÎM = A-0«a-i-X-'05w )
05(0) - e}(o) -+- ej (o) 23
Développements en produits.
ip) et {q)
6 w — 2 A sin III'"" 27 " cos h ^*'« i . . . .
61 «* = 2ACOS - — I I ( 1 ~~ agrî"»-» cos h q^"^-^\.
0,M =- aTTm -2Ç*'«-» cos— -j-ryVm-ïj
Oja^ ^TT ( i + 9'9'"""^ cos— -^q^ni-\\
A = JJ(I
(') C'est par erreur que la formule est numéroléc (i) dans le texte.
2l6 KËSDXC DES PRINCIPALES FOIMl'LES.
Des fonctions <iu et' s'au [voir aussi formule (7.0)].
3* (—a) — — J*!/ îg
<3'a(--")^ 3'aM (a=i,a, 3; 39
(^5) rj(ii,— r^jw, = — il
a* (M-}-2to,) - — e-Tn><''-*-w.)a' «/ j
0*, ( a -^- 2 tu, ) -= eîTQ.<«+w»' 0*1 a (
(26) ' , , îi
' <^^{u -h 20),) r-_eïV+«.'a'jW '
0'8(a -*- 2 0),) ^ gïWu+wJo'sU
C (tt-4-2to/) ^- — e«^i(«+«i) 3* £^ (/=i^^^3) 33
(29) { o'a(w-+-î^">a) ^ — e»V«+««'3'aM (a = ï,2, 3) 33
(3'a(a-f-2o>p) ^ <?«1?'"-^«^p'CaW (a, p=r 1, 2, 3, a ^ P). 33
(uj -*- w, -4- (03 = O.
(30) C(a-h Wa) = «^«"O'WaOraM (a = 1,2, 3) 33
Des fonctions X,u et pu,
(33) ;m= ^' = DIogo'M 36
(35) Ç( M H- 20)/) = Ça -h 2 T./ 36
Pages (37) Ç(-u) = -Ç« 36
(40 pM = — Ç'w = — DjIogs'M 39
(42) p(a-h2to,)= — l^'(u -h2tùi) = — L,'u = pu 39
Développements en séries.
(38) ïw (1)= i - i Cî«3- ic,M5 36
(43) pu = — ^ -h CîW*-f- CvM*H- 40
Formules d'addition.
(32) '^^''~Jlli'^^''^ =T)ilo^^u-D,\os:^,> = pv-pu. 35
2 pu — pc
(54) p(ttH-P) = pa j-^ î^ 44
•^^ ^ '^ 2 <?a pM pV
(57) p(„ + p) + p«-HpP = i(^J— ^)'.
Homogénéité.
(67) p(«;^„^,) = ,ip(«/;i;g,g) 60
(*) Les notations du texte ont été modifiées pour faire concorder les trois formules.
(*) Voir l'errata.
ai8
RÊSUXft DES PSINCIPAUS FORMULES.
?(«; A'., ^.) = /fi ç (" v^; ^,. g)- •
(Voir aussi page aïo, Exercice 12.)
Les fonctions de Jacobi.
^^fe)*''^"^'
Ai 4Î
dnw =
sn(— «^) = — sna, cn( — M) = cnM, dn( — M) = dntt.
sn (uH- 2K) — — snw.
cn(a-h2K) r= — CDU.
dn(M-+-2K)= dnu.
sn (u -h îiK') = snw. .
en ( M H- 2 iK') = — en u. .
dn(a-i-2iK ) = — dnu,
Périodes de sn z/ 4 K et 2 îK'
» cnw.... iKel2K-hiiK' n dnu.... 2Kel4iK'
RÊSUXÉ DBS PRINCIPALES FORMULES.
Paget
Pôles des trois fonctions. . 2wiK -f- (2m'-+-i)tK' 4^
Zéros de snu a/nKH- 2/n'tK' 43
Zéros de en u (am -f- i)K-h ^m't'K' 43
( Zéros de dnu (am-h i)K-f-(am'-+-i)iK'. 43
sn'w-h en* M = i .
k* sn*M H- dn*w ~ i .
Formules d^addition
Formules de multiplication
( Voir aussi pages 69, 70, 128 et 210.)
Relations différentielles; relations diverses.
(55) (55 bis)
p'«a = 4p»a — ^,pM— ^3
p'*u = 4(pw — e,)(pa— e,)(pM — <?j)
ei—.ptûi, e, = p(ii,, e3 = p(Dj.
e/ = p toy ( I , y = 1 , 2 , 3 )
^pu — eoi
e-fi^":f(u-hiOa) _ tfaM _ OaM 6' (o)
3'wa'a>3t ~ -s'a 6m 0^(0)
(pw— <?a)[p(w-f-a>3i) — <?a] = (ep— e») (Cy - Ca)-
vAt^
sn''a = (1 — snï£*)(r — A* sn*a).
(^sna
dcïiu du
= cnu dnt/ . . .
= — snudnu .
dàïiu ,
— , — = — A:*snwdnit.
du
Valeur des constantes de Jacobi, Legendre.
{k.^îlUll, ^'t=l^:^^ 55
(62) } «1 — ^1 ei — ei
J^ /i — sin'6 sin»<p j
(68) et (70)/ Tç 66 et 8^
sin 6 = A .
>el(7i) I -^0 /i-A'^sin^o \
(69)el(7i) -"^ v^i~A»s.n^o \ g^ ^^ ,,
ir
E=/ rf« /i — /:îsin*o = / — 72
I 17/ r^ ^ / i.. ' . r^dxs/\ — k'^x^
I E'= / é/(p/i — A*'«sin«o = / ^ 71
KE'-+-K'E — KK
Constantes de IVeierstrass et calcul des fonctions (discriminant positif).
X = ei — et.
sn*a/X
(83) /XE((p) = eiM-^-;a-4-- ^ " loa
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u,, v^ = K =-ei(o) 43
(75) ^.= v/XE-l^ = /;7=^(E--iliL) 88
(77) 1' = -'*''^^-*»(^'-^-ifî^) ^9
Constantes et fonctions de Weierstrass (discriminant négatif).
(ù), = -^, H = lAeî+/î- 91
''-'=7h' '' = »-Th ^'
(79) P wi = pa>, = Cl 92
1 — cn2u /H
(8i) r„=.VH(K',-îE',) 99
(82) Ti, = (K,-aE,)/n 99
(") T.iw»— 1,(i>i = it 99
(84) i:(M + a),)-ii,=-«H+2v/HE(<p,Ar',) + ^^^^^^. io4
sin?p = sn(a, X*'i).
Pa" correspond au module k\ et au multiplicateur H (*).
(') Dans le texte, l'accent a été omis sur la lettre k'^ aux pages io3 et io'|.
»«ee«
NOTE SUR LA CONSTRUCTION DES TABLES
La Table I a été calculée par M. G. Humbert pour les valeurs de K; les intervalles ont été choisis de manière que, en interpolant par parties proportionnelles, on obtienne des nombres aussi exacts que ceux de la Table. J'ai ajouté les valeurs de l'intégrale complète de deuxième espèce E, en conservant les mêmes intervalles, autant pour ne pas compliquer la disposition des Tables que parce que l'approximation obtenue par une interpolation est au moins égale à celle obtenue par une interpolation est au moins égale à celle obtenue dans le premier cas.
La Table II, extraite par M. G. Humbert des Tables de Legcndre à dix décimales, fournit snu ou pu lorsqu'on se donne l'angle modulaire = arc sinX: et l'argument tp =:: arc sin sn u ; elle permet aussi de résoudre le problème inverse. Nous avons donné au Chapitre VI toutes les indications pour pouvoir utiliser cette Table, ainsi que la suivante, aussi bien dans le cas où e^, e^, e^ sont réelles que dans l'autre cas.
J'ai extrait la Table III des Tables de Legendre à dix décimales; la Table IV est empruntée au Traité de Calcul intégral de M. Bertrand.
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ir«TÉGRÀLES ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE : TABLE III.
83iii
836io
oi333
io5i3
ii333
io?95
o,73oio
oi43i
09435 ioo4i 10642 II24I
i,ii838
84076 85ïio
i,oo534 01 133 01714 02277 02823
00958 oi35'| 01731 02091 02436
02768 03089 o34oi 03708
IjO^OII
00598 00784 00954 oiii3 1,01266
82904 83867 848o5 80717 86Go3
I , ouooo
TABLK IV. — VALEURS DE log^ \q = e ^^ }.
— QO
6,93746 ^,02977.5, 12129 5,2Qi»^
'4,04620 5,07565,4, io4i4
4,i58474.i844i5,=^:ïé.
4a8oi' 4471 1|
3,o3ioo3",o4o63
^,o5oi5,î,o5957l3,o6888;3,or»:i
3,09626 3,io5ao
ii4o5
HO
94io3
2,oo856 >,oiri
a,oi5o5
04687! ii>.'
o53ii
ii336
11919 il?»
i5342i ly*..'
i8650j lîy,^
2l85li 2il •
îi.*'
3oi64
30887 3ii -
:Ui99
365o2 yi-
4ii85
444' «1 Vf-
5o4oi
5ioo3
56ioi
5oi38
_ 60999 -in*.
TABLE IV. — VALEURS DE log^ W"^ "* )'
8oo3o
8oi()3
ioo5i
4ll52
Ov>624
i,oi33i
o3oii
io6i3
14282 i6ii3 18011
279W 3oo66
08S22 io()6'
o53oi
iii3o
36io6
363ot
i,oo4i4 02247
2io65
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/prcislmentaired01lvgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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