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PRÉFACE
L'analyse infinitésimale est une science fort étendue, et les auteurs qui ont traité cette matière y ont toujours consacré deux, et quelquefois trois gros volumes. Mais une très-grande partie de cette science n'a qu'un intérêt purement théorique et reste sans application dans les questions usuelles que les ingénieurs ont à résoudre. Les règles de la différentiation, le calcul des quadiatures, l'intégration des équations différentielles les plus simples, et quelques applications géométriques consacrées par l'usage, sont tout ce qu'il est nécessaire de connaître pour aborder l'étude de la Mécanique industrielle ou celle de la Stabilité des constructions. — Il nous a donc semblé qu'un ouvrage où seraient développés les principes les plus élémentaires du Calcul différentiel et du Calcul intégral pouvait être utile aux jeunes gens qui se
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proposent d'embrasser la carrière d'ingénieur, en les dispensant de chercher dans de gros livres la solution des questions qui les intéressent plus particulièrement. C'est cet ouvrage que nous avons essayé de rédiger, en profitant de l'expérience que nous avons pu acquérir dans un enseignement tout spécial, sur les besoins de la jeunesse en ce qui touche le sujet dont il s'agit.
Ce livre ne saurait avoir aucune prétention scientifique, et il a fallu faire abnégation d'amour-propre pour nous réduire au rôle très-secondaire que nous avons accepté. Mais si nous avons réussi à être utile aux lecteurs pour lesquels cet opuscule est écrit, nous nous regarderons comme suffisamment payé de notre peine.
Les rigoristes nous reprocheront sans doute d'avoir omis certaines discussions ou laissé dans l'ombre certains points délicats. Nous les prions de nous faire grâce et de vouloir bien considérer que, dans un enseignement aussi élémentaire, destiné surtout à préparer promptement les lecteurs aux applications utiles, nous avons dû faire le sacrifice de tout ce qui aurait retardé notre marche.
es principes élémentaires du Calcul infinitésimal sont aujourd'hui si répandus, que nous pourrions nous dispenser d'indiquer les sources auxquelles nous avons puisé. Cependant nous croyons remplir un devoir en déclarant que le Traité élémentaire de Calcul différentiel
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et de Calcul intégral de Lacroix, le Traité élémentaire de la Théorie des fondions et du Calcul infinitésimal de M. Cournot, le Cours d'Analyse de l'École polytechnique par M. Duhamel, enfin le Cours de Calcul différentiel et intégral de M. A. Serret, sont les ouvrages que nous avons le plus fréquemment consullcs.
C\LI]IL INFINITÉSI^IAL
NOTIONS PRELIMINAIRES
«. — Le calcul différentiel est la pat tie des mathématiques qui traite des variations infiniment pctiies des fonctions.
'i. — On sait qu'une variable y est dite fonction d'une autre \3riable x, si y varie avec x, et si y prend une ou plusieurs valeurs déterminées quand on atlribue une valeur déterminée à X. Ainsi, en coordonnées rectiligncs , 1 ordonnée d'une courbe est une fonction de l'abscisse
Si la relation ([ui lie a; et y est exprimée par une équation résolue par rapport à y, comme y = f{x), on dit que y est une fonction explicite do x. Si celte lelation est exprimée par une é(|uatinn non résolue, comme f{x,y)=^0, on dit que ;/ est une fonction implicite de x. Dans l'un et l'autre cas, x prend le nom de variable indépendante ; c'est celle à laquelle on
attribue des valeurs particulières pour en dédinrc le? valeurs eorrespondautes delà fonction ij.
3. — De" même, une varinble z est dite lo!!c!;on de deux autres variables^ et y, si elle varie en même lernps(|uex' cl y, et si elle prend une ou |)lusieurs valeurs délerminées (juand on attribue des valeurs déterminées à x et î/. Ainsi, en coor données icetili^iMCS, l'ordonnée z d'une surface coiniic est une fonclion des deux autres coordonnées a; et y.
C'est une ionition explicite si la relation qui lie les trois variables c-t exprimée par une équation rc-ohie i)ar rapport à ::■ comme ::;=/"(a^, y); c'est une fonction inipliciti' siceticrela-" lion est expiimce par une équation non résolue, comme f{x,ij,z)=0. Dans l'unet l'autre cas, x ci à y sont les variabk\s indépencUuites ; ce sont celles aux(juelles on attribue des couples de voleurs particuiieres, pour en déduire les valeurs correspondantes de la fonction z.
4. — Un pourrait avoir à considérer des fonctions de plus de deux vaiinbies indépendantes, commue 2- = /'(x, y, /), ou f{x,ij,z,t) = i).
5. — On appelle infiniment petit une quantité (|ui tend vers zéro, et que l'on considère dans un état très-voisin de sa limite.
Il résullc de celte déri;:i:ion que si un inOniment jiclita c^t ajouté à uwc (juanlilé linic et déterminée «, on peut toujours négliger a devant a, puisque, à la limite, « + ase réduit à a. 11 en serait de même si a tendait lui-même vers une limile finie a^ ; cai', à la limite, a -h y. se réduirait à a^.
6. — Dans une question où l'on a divers inliniuient petits à considérer, il v en a tonjouis u;i au(piel on r.ippoi le tous 1rs autres, et que, pour cette raison, on appelle injijiinient petit principal.
Soit a l'infiniment petit principal ; et soit ,i un autre iniini-
ment petit (lu'on lui compare. Si le rapport - tend vers une
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limite finie fc, différente de zéro, on dit que p est un iiifunment pcl'il da piemier ordre ; et l'on jtcut le représenter
rj
|iar ky.. Si le nipport '- tend vers un inlininicnt petit du premier urdic kx, on dit que 3 est un infiniment jietil du second
ordre ; et l'on peut le représenter par ky}. Si le rap[)oit-
tend vers un inliniment pelit de second ordre /.a-, on dit (jue ^ est un infiniment petit du troisième ordre ; et Ton peut le représenter par ka.^. En général, si un inliniment pelit peut è're représenté par kx", on dit que c'est un infiniment petit de Tordre n.
î. — La somme de plusieurs infiniment petits du même ordre, en nombie déterminé, est encore un infiniment petit du mémo ordre. Car si A;a", AV, k"a!\ ..., représentent les inliniment petits considérés, leur somme sera
Or les termes étant en nombre déterminé, la quantité entre parenthèses est une f|uanlilé liuie K ; la somme cliercliéc est d)iic \\yl\ c'est-à-dire un inliniment petit de Tordre n.
8. — La différence de deux infiniment petits du même ordre A;?." et /c'a" est un infiniment petit du même ordre [k — k')x\
». — Le produit d'un infiniment pelit Aa" par un fadeur liui A est encore un infiniment pelit du même ordre. Car Xkx" on Ak . a" est encore le produit de a" |)ar un facteur fini A/r.
Un infiniment petit d'ordre ïi, soit k'x", peut tou
jours cire négligé vis-à-vis d'un inliniment petit de l'ordre immédiatement in'.érieur fra"~^ Car la somme fcx""^ + /.'a" peut s'écrire y."-- {k-i-Jifoi.). Or Tinfiniment petit k'y. peut être négligé vis-à-vis de la quantité finie k, et il reste /ix"~^
Généralement, tout infiniment petit peut être négligé vis-àvis d'un infiniment petit d'un ordre inférieur ; comme k'a? «levant Ax, par exemple, ou A"'?.* devant ky- ; etc.
12, — Lorsque deux variables a; et y sont liées par une relation telle que
si l'on donne à x un accroissement Ax, il en résulte j)0ur y un accroissement correspondant, positif ou négatif, aî/ ; et l'on a
y + Ay=f{x-i-Ax);
d'où l'on déduit par soustraction
(2) Ay = f{x^Ax)-f{x).
Les accroissements Ax et aj/ portent le nom de différences.
La fonction /"est dite continue, si l'on peut prendre àx assez petit pour que Ay puisse être rendu moindre que toute quantité donnée. Nous ne considérerons que les fonctions continues, les seules que l'on rencontre dans les applications. Dans ce cas, si \x devient infiniment petit, il en est en général de même de Ay ; les différences prennent alors le nom de différentielles; et l'on remplace la caractéristique a par la caractéristique d. On écrit ainsi
(5) dy = fix-hdx)-f{x).
La différentielle dy de la fonction y est donc l'accroissement que f [x) a éprouvé quand on a ajouté à a; sa diflércntielle dx.
La partie de l'analyse qui a pour objet principal la recherche des différentielles est le calcul différentiel ; et chercher la
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différentielle (l'uiic fonction est ce que I on appelle cUfféreiitter cette fonction.
Nous nous occuperons d'abord des fonctions d'une seule variable, en commençant par les fonctions explicites.
IX "~ IX
Si l'on fait tendre AX" vois zéro, mj tendra aussi sers zéro;
mais le rappoit ~ ne deviomlra pas pour cela indéteruiiné ;
il leiul toujours, comme le calcul le démontrera, vers une limite déterminée; celte limite est encore une fouction de x, qui dérive de /"(a;), et que jiour cette raison onap|)elle/b»(7/ou dérivée ou simplement dérivée, et qu'on désigne par la notation f {x).
On écrit en conséquence
,,, ,. AIJ ,. fix^AX) —fix) .,. ,
(4 bm, -^ = bm. ■ ■ — - = f (x).
^ ' AX AX ' ^ '
On voit, d'après celte relation, que la dérivée d^iine funciiou est la limite du rapport entre F accroissement de celte fonction et V accroissement de la variable, etciue, pour obtenir celle dérivée, il faut, dans la fonction f(x), changer x en X + A\, reiranclier f (x) de f (x -\- ax), diviser le reste pir ax, et chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque ax tend vers zéro.
i4. — D'uQ autre côté, il résulte de la relation (4) que — est égal à f'[x) plus une quantité s qui tend vers zéro en môme temps que Ax, et qu'on peut écrire
^ = f'ix) + t.
AX
Si l'on remplace les accroissements A^ et ày par les infiniment petits dx et dy, s devient niissi un infiniment petit, que l'on peut négliger vis-à-vis de la quantité finie f'{x), et il icste
On ( n tire
dlj=:l'[x)dx.
Cette relation exprime que la différentielle d'une fonc'ioii est é(j(de à sa dérivée, niuliipliée par la différentielle de la variable.
La relation (y) montre que réciproquement la dérivée d'une fonction est égale à sa différentielle divisée par la différentielle de la variable.
On voit que le calcul des dilTérentiellGS revient au calcul des dérivées.
Remap.qle. Lorsque la dérivée est représentée par -j^, elle
prend souvent le nom de coefficient différentiel.
15. — La relation (4) du n° 15 indique la marche à suivre pour trouver la dérivée d'une Jonction explicite de x. Mais on n'applique directement cette règle qu'à trois fonctions fondamentales : ic'" (pour m entier et positif), log x, et sin x. A l'aide de principes faciles à établir, on déduit ensuite de la diiférentiaticn de ces trois fonctions celle de toutes les autres.
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ia règle (lu n" 15, on change .r en x-\-\x, par suite y en Il -f- Ay, et qu'on dé.cloppe, on obtient
,„ 1 VI {m — 1 ) „ „ ,
?/ H- Mj=x"' -+- m . x"'~^ IX -!- ■ — j — -^ — -' x"'~- AX^
m (m — 1) ())i — -2) ^ — 7--^ — X "-^ Ax '-f- ... ;
les termes non écrits contenanl tous le i'actenr AX à des puissances supérieures à la troisième. En retranchant ces deux égalités membre à membre, et divisant ensuite par AX, on trouve
•^- = mx'"-'- H -: — ^^ X""'^ AX
AX
les termes non écrits contenant tous le facteur Ax à des puissances supérieures à la seconde.
AV
Faisons tendre AiC vers zéro ; le rapport ~ tendra vers la
dérivée de y, que Ion représente habituellement par y' ; tous les termes du second membre, à l'exception du premier, contenant le facteur aj:, tendront chacun vers zéro; et, comme ils sont en iiombrc fini, leur somme tendra elle-même vers zéro ; il viendra donc
y' =mx"'-\ et par conséquent
(/// = mx'""^ (Jx , ou (/ . x"'^mx"'~h}x ,
c'est-à-dire (juc, pour différenl'ter \^, il faut ^nultijiUer par f exposant m, dimimier ensuite cet exposant d'une unité, et multiplier par dx.
On tirerait r.insi, par exem[)!e,
de y=.x^, dy=b x''dx t
de y^a;% dy = d x^dx^
ei ainsi de suite.
lî. — Soil en second lieu
le logarithme étant pris dans un système quelconque. Si l'on change a: en j; + ^x^ et î/ en î/ H- Ay, il vient
î/ + Aî/ = log(a;-f-Ai;),
et, en retranchant membre à membre et divisant ensuite par Ax ,
Aï/ log(j; + Aaj) — logj;
IX AX'
Si Ton faisait tendre immédiatement \x vers zéro, le numérateur tendrait vers log 1, qui est aussi égal à zéro. Pour éviter la forme \, on peut faire décioitrc \x de telle manière qu'il soit toujours une partie aliquotc de la qu:inlité a;, qu'on no fait pas varier dans ce calcul; c'est-à-dire qu'on peut poser
Aa;= , m étant un nombre que l'on pourra fau'e croître inm
dé''niment. On aura ainsi
log(l + -) log(l+-
IX X X
bi maintenant, pour faire tendre ix vers zéro, on fait tendre m vers l'infini, le numérateur du second membre tond
(j N m l H I pour m infini, ou,
C(! qui revient au même, vers le logaritbine de la limite de
M -i 1 , Or, on démontre en algèbre (*) que cotte limite
Yuy. l'Appena'.ce.
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est le nombre
base des logarithmes népériens; il viendra donc
iim . — == \\' = , d ou (hi = \o"e . — ,
ou
d.lo'^x = \o2:e . — ° ° X
Si les logarithmes étaient népériens , loge serait égal à l'unité, et l'on aurait simplement
, dx
dij = — .
PiEMAnnuE. Pour celte raison, on donne à l'expression — le
nom de différentielle logarithmique de x.
Soit enfin î/ = sin x. On en lire
y -]- Mj = a'm [x -\- Ax) , et
Ay sin {x -h Ax) — sin x
AX AX
Si I on faisait tendre immédiatement AX vers zéro, le second menilirc prendrait la forme ^. Pour l'cviler, on transforme, au numérateur, la différence des deux sinus en un jiroduit conformément <à la formule
sin ]) — sin r/ = 2siii -, {p — q). cos | {p -+- q)y
on obtient ainsi
Ay _ 2 sin | ax . cos {x -h | Ax) ^
AX AX '
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ce qu'on peut écrire
Ml pin ^ \x , . ,
-^ = — p- — ■ . cos {x-\-\ \x) .
AX I AX \ 2
Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, le- rapport
ï- i n - IX
enire le sinus et l'arc tend vers l'unité; cl le second
facteui' tend vers cos x. 11 vient donc
Uni ,— = ?/' = cos a:, d'où (hj^= cos xdx.
ou
d . sin .x' = cosxdx.
19. — rsous allons maintenant ex|^.oser les principes qui permettent de ramener la différentiation d'une fonction explicite quelconque de a: à celle des trois fonctions fondamentales que nous venons d'étudier.
I. La différentielle d'une constante est nulle. Car si Ton a y = C, la lettre C désignant une constante, on aura encore, en changeant x en x -h ix, et y en y -h Ay,
y-^Sy = C,
d'où il résulte aj/ = 0, et, pan.unsLquent,àla limite, dy = i); ce qu'il fallait établir.
PiEMAnoLE. On en déduit aussi -p r=0, ouf (i") = 0; c'està-dire que la dérivée dune constante est nulle.
20. — II. Lu différentielle de la somme ou de la différence de deux fonctions est égale ù la somme ou à la différence des différentielles de ces fonctions. Car si l'on a
u et V désignant deux lonc'.ions dcx, quand on changerai: en X -h AX, u deviendra u -h au, v deviendra v -+- Ay, et y se changera en y -f- Ay. On aura donc
y 4- Ay = {u-h au) dz {v ■+- Av).
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aiiclian oli'icnl
Eiî ictraiiciiant ces deux égalités membie à membre, en
Ay = su dz AV ( I, à la limite,
(hj r:^ du ± dv.
Si, par exemple, on avait
y = x"'-{- sin Xy 01) en déduirait
dij = mx"'~'^ dx -+- cos x dx.
Ce piincipe s'étendrait sans difficulté à la somme algébrique diui nombre quelcoiirpie de fonctions.
2t. — m. La différeutieUe logarithmique d'un produit de jdiisieurs fonctions est égale à la somme des différentielles loijaritluniques de ces fonctions. Soit par exemple
il) y = uvw,
u, V, lu étant des fonctions de x. En prenant les logaritbmes népériens des deux membres, on aura
lo,^' y = log' u + log' V -!- !og' Wj
et, par conséquent, en vertu du principe II,
,^, dy _ du , dv dw ^
ce qu'il s'agissait de démonircr.
PiiM.viiQUES. 1" Si Ton multiplie membre à membre les deux relations (1) et (2), on obtient
(5) dij=^vw du + uw dv -h uv dw ;
ce qui montre que la différentielle d'un produit peut être obtenue en multipliant la d'ifférentielle de chaque facteur par le
prodiui de tous les autres, et faisant la somme des résultats. Si, par exemple, on avait
y = x'"'. \ogx . sina;, on en déduirait
dii=]o'jx.s\nx.7nx'^~Ulx-hx'^sinx.~^dx-^ x^Aocx.cosxdx.
2" Si Fun des facteurs est constant, on obtient la différentielle cherchée en multipliant le facteur constant par la différentielle du produit des facteurs variables. Car si ii est constant, du est nul, et la relation (5) devient
dtj = u w dv H- uv dw = u ( w dv H- v dw) ,
or IV dv -+- V dw est la dilTérenlielle du produit vw. Si, par exemple, on avait
i/^4^Mog'j; on en déduirait
dti = i\ 0 a;\ \oa' x dx -{-x\- dx\
OU
(/)/ = 4 x^ ( 1 -I- 0 log' x) dx,
%%. — IV. La différentielle lo(jarithmique du quotient de deux fonctions est éijale à la différentielle logarithmique du dividende, moins la différentielle logarithmique du diviseur. Car si l'on a
on en dcduil yv^=u, et, en vcrlu du princi|>c précédent,
,^, dii dv du .. , (/(/ du dv
(2) — -! !=— ,dou— =^
^ ' y V u ij u V
ce qu'il s'agissait d'établir.
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Remahoufs. 1° Si l'on multiplie membre à membre les relations (1) et (2), on obtient
, du udv vdu — iidv o) dij =z r = :, ;
c'est-ù-ilire, que jiour obtenir la dilférenlielle d'un quotient, il faut mtiltijiUer le dénominateur par la différentielle du numérateur^ retrancher de ce produit celui du numérateur par la différentielle du aenominateur, et diviser le résultat par le carré du déuominnteur.
Si, par exemple, on avait
on en déduirait
>v)X.''2xdx — x-ro$xdx x{'2m\x — xco<x)dx
du = r— = -— ^- .
>\n-x siira"
2° Si le dénominateur v est constant, dv est nul, et il reste
, du
du =—;
c'est-à-dire que, pour avoir la différentielle du quotient, il suffit de différentier le numérateur et d'écrire au-dessous le dénominateur constant.
.. . sïnx j ... coiixdx Anisi ? =: —^:~ donnerait du = - — ^ .
5° Si le numérateur u est constant, du est nul, et il reste
ndv
Si, par exemple, on avait
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on en déduirait
, 5.2 xdx , r, dx
23. — Fonctions de fonctions. Il peut arriver que y, au lieu d'être directement fonction de a;, soit fonction d'une variable intermédiaire î/, qui est elle-même fonction de x, et qu'on ait, par exemple, ij=f[u), avec u = o{x). On dit alors (\ue y esl une fonction de fonction. 'è\ x varie de ax, w variera de au, et ij variera de Mj. Or on a identiquement
et à la limite
Aj/ _ Ay AU AX au' AX
d]j d]) du
dx du ' dx '
ce qui exprime que la dérivée de y par rapport à x est égale à la dérivée de y par rapport à la fonction intermédiaire u, multipliée par la dérivée de u par rapport à x. En multipliant par dx, on obtient la différentielle dey.
Si, par exemple, on a
y = logu avec M=j;\
on en déduit
\o<ie ,„ , ha e . m x^~^
in]o'Zd
dx
et par suite
dx duz=m Ioi:(?. — .
24. — Au lieu d'une fonction intermédiaire, il pourrait y en avoir plusieurs. On peut avoir, par exemple, îy=/ (»), avec H = 5 (l') c\.v='^{x).
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Si X varie Je AX, v variera île aî; ; par suite, u variera lie ùiUy et y de Aij. Or, on a itlenlii]ueineiit
Mj Mj Ml A y
AX Ml ■ AV' AJ;'
et à la limite
dij _ dij du dv dx du' dv' dx^
c'est-à-dire que, pour obtenir la dérivée deij par rapport à x, il faut prendre la dérivée de y par rapport à «, la multiplier par la dérivée de m par rapport à v, et par la dérivée de v par rapport à x.
En multipliant ensuite par dx, on ohtiendra la différentielle di' [/.
Si Ton a, par exemple
y=\ogu, u=v"', î; = sinic,
on en déduira
(/// loue ,, , m loçf e . (.>ini;)'"""'.cosx
-,- = —.mv"'~^. cosa;=: ^^ — r^ — !-, ,
dx u (sina;)"'
d'où
, m]o(:'e.cosxdx ,
du = '^—. = m loii e . coixdx.
smx ^
25. — 11 peut arriver encore que y et x soient tous deui fondions d'une troisième vnriable a, et qu'on ait, par cxcm- |ile, j/ = 9 (a; avec x^='l{y.).
Si a varie de a?., x variera de àx, et y de mj. Or on a
i 'ci;tiquc!rcnt
^^k^, c. àlalirnUc '^=^^;
àX /àX\ dx / (/.l'\
c'est-à-dire que, pour obtenir alors la ilcnvéo de y par rapport à X, il faut prendre la dérivée de y par rapport à y., et la diviser par la dérivée de \par rapport à a.
Celte dérivée est exprimée en fonction de a; on l'oblien- .irait en fonction ôc x, en mettant pour a sa v;dcur en x tirée de la relation x:^'!j{y.).
En multipliant ensuite par dx, en aurait la différentielle dey.
Si, par exemple, on a
y=^sh'\oi. et x=^ky., on en tire
dil de , ,. , dii cnsa
-7^ = cosa et -7-r=A', d ou --^ = — -— . dx d-. (n k
Mais on a y. = T ; on peut donc écrire
Considérons la fonction
dans laquelle n etv sont des variables indépendantes quelconques. On peut d'abord ne faire varier que l'une des variables indépendantes, et changer par exempleif Qnu-\-da, en regardant V comme constant. La variation infiniment petite que subit alors la fonction /"est ce que l'on appelle sa différentielle ]}ftrfie'//d prise par rapport à ?<. Elle est égale à la dérivée partielle de /' prise par rapport à m, multipliée par du (14). On représente cette dérivée partielle de deux manières : soit par
la notation /'^(m, v), soit par la notation -J- , dans laquelle
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il ne faut pns voir un quolicr.f, ninis une sim[)ln maniôro d'éciirc la dérivco. L'accroissement inlMiirncnt petit que prend f{u,v) quand on fait croître u de du peut donc s'écrire
f\{u,v) .du ou 1^1^. du.
De même, si l'on regardait u comme constant, et que l'on fit varier i' de dv, la fonction f[u,v) varierait d'une quantité infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par rajiport à u, et qui aurait pour valeur
f,{u,v)dv ou ^J^-dVy
Tune quelconque des notations /"'„(«<, i') ou -,- représentant la
dérivée partielle de la fonction par rapport à /.'.
Z'S. — Supposons maintenant que l'on fasse varier à la fois u et V, l'un de du et l'autre de rfr, la fonction z variera d'une quantité infiniment petite dz, que Ton appelle sa différentielle totale^ et qui a pour valeur
dz=f\u H- (/(/, v-\-dv) — f{u,v).
Or, on ne troublera pas cette valeur en retranchant et ajoutant à la fois la quantité f[u, v + dv) ; on peut donc écrire
(2) dz=[ {u+du,v -\- dv)—f{u,v+dt')+f{u,v-hdu) — f{u,v).
Mais l'ensemble des deux premiers ternies du second membre n'est antre chose que la différentielle partielle de la l'onction f{u,v + dv) prise par rapport à m, ou la différentielle partielle par rappoit à w de la fonction f (u, r), puisque dv est aussi voisin de zéro qu'on le voudra et disparait devant la quantité finie V ; l'ensemble de ces deux termes peut donc s'écrire
fu{u,v).da ou j;-. du.
De môme, l'ensemble des deux derniers termes n'est autre
chose que la différentielle partielle de /"(», î;) prise par rapport h V ; ils peuvent donc s'écrire
f\{ii,v)dv ou ^-£'dv.
On a donc enfin
(5) ih=f\ {u, v) (la -+- f\ (m, v) dv,
ou
(4) dz^^4-- f^'* + V- • (^v!
■ ' du dv
ce qui revient à dire que la différentielle totale est la somme des différentielles partielles.
Supposons que l'on ait
î<,î;,w désignant trois variables indépendantes quelconques. Si l'on fait varier l'une d'elles seulement, et qu'on fasse croître u de du par exemple, la fonction variera d'une quantité infiniment petite qui sera sa différentielle partielle par rapport à u, et que l'on pourra écrire
f',{u,v,w).du ou j^^-dii-
De même pour les autres variables.
Si on les fait varier toutes les trois, et que :i, v, iv croissent respectivement de du, dv., dw., la fonction z variera d'une quantité infiniment petite dz, qui sera sa différentielle tolalo, et l'on aura
dz=^f{u -t- du, V -h dv , w -t- dw) — /"(», i', w) ;
mais cette relation peut s'écrire
dz r= /" (u -+- du., V -+- dv, IV -+- dw) — f [u, v -+- dv., w H- dw) -h f {Uf v-hdv, w H- dw) — f (u, V, IV -t- dw) -^f{u, Vj w-hdw) — /"(w, V, w).
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Or la première ligne du second membre est la différcnliello [)articlle de /"(«, r + Ji', w-\-dw) prise par iaj)port à /<, ou, ce qui revient an incine, la dilTérentielic partielle de f (u, V, w), puisque dv et div sont aussi voisins de ?.éra (jn'on le voudra , et disparaisser.t devant les quanl;t''s (inics veiiu. De même, la seconde ligne est la dilTércnlielle parlielle de [m, v^ w -hdw), par rapporta v. ou, ce qui revient au même, la différentielle partielle dcf{u^ r, w), puisque dw est aussi voisin de zéro ([u'on le voudi a et disparait devante. Enfin la troisième ligne est la dilférentiolle partielle de f{u, V, w) par rapport à iv. On a donc
(G) dz = f\{a, V, iv) du -+- f ,'«, y, w) dv -+- f'„,{u, y, w] dw,
ou
(7) d~. = %du-^'^dv+'^dw;
du dv dw
ce qui signifie encore que la différentielle totale est égale ù la somme des différentielles partielles.
Ce princi()e pourrait être étendu de la même manière à une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes.
Reprenons l'éijuation
Au beu de regarder zf et U comme des variables indépendantes, supposons-les toutes deuK fonctions d'une même valiable X; h\ fonction z sera alors ce que l'on appelle une fonction composée de x. Or celte sujiposition ne changera rien à la démonstration du n° 27; on aura donc encore
dZ'= f'uiu, v) du -+- f\. {u, v) dv.
Mais u clv étant des fonctions de a:;, on a alors
(lu = u' dx , et dv = v'dx,
u' et v' désignant les dérivées de u et de i; par rapport à x. On aura donc
dz=f\ {u,v) u' dx -h f\ (u,v) v'dx^
et, en divisant par dx,
dz
— = /■'„(», v) .u'-hf\.{u,v).v':
ce que l'on peut aussi écrire
dz df , f'/ / .
dx du ' du ' '
c'est-à-dire, en vertu du principe sur la dinércntiation des fonctions de fonctions (25), que îa dérivée d'une fonction composée f(u, v) est la somme de ses dérivées partielles par rapport à u et à V, obtenues en regardant successivement u et v comme des fonctions de x.
On arriverait à une conclusion analogue pour la fonclion z = f{u, V, w), si !f, V et îv étaient des fonctions d'une même variable x, c'est-à-dire qu'on aurait
dz
j^ = f'u[u, V, iv) . Il' -f- f\ (m, v, w).v' -h f'^ (u, V, w) . w';
ce qu'on peut écrire aussi
dz df , df , df , dx du, dv dw
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DIFFÉRENT! ATION DES FONCTIONS IMPLICITES
30, — Considérons d'abord l'équation
dans laquelle y est dite fonction implicite de x. Si x varie de dx^ y variera d'une quantité correspondante dy liée à dx
par la relation
f{x-\-dx, y-hdy)=0,
et, en retranchant ces deux relations membre à membre, on obtient
f(x-h dx, y -i- dy) — f {x, y) == 0 ;
ce qui signifie que la différentielle totale de la fonction f est constamment nulle. Or, d'après ce qu'on a vu au n° 29, cette propriété peut s'écrire
attendu que x est une fonction de x dont la dérivée est 1, et que y est une fonction de x dont la dérivée est y\ On lire
de là
^'' '^- fTKi)'
c'est-à-dire que, pour obtenir la dérivée d^ine fonction implicite de X, exprimée par l'équation i (x, y) =0, il faut prendre la dérivée partielle du premier membre par rapport à x, la diviser par la dérivée partielle par rapport à y, et changer le siane du résultat.
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Soit, par exemple, l'équalion
if — 5 oxy -\- x'^ = 0 , on trouvera
f'i {x, y) = — 5 {cnj — X') , f',j (x, ?/) = 5 (y-— ax),
et par suite
31. — Remahque. Lorsque la reiation entre x et y se présente sous la forme o {y) =à{x)y dans laquelle ces variables sont séparées, i application de la règle précédenlc donne
, ^' (x) ihj 'l'(x)
d'oii l'on tire
ç'(y) (hj^='b' [x) dx;
c'est-à-dire que quand les variables x et y sont séparées^ la différentielle du premier membre est égale à la différentielle du second; ce qu'on aurait pu prévoir, car pour que deux fonctions de variables différentes soient constanmient égales, il faut que leurs accroissements infiniment petits simultanés soient égaux.
3a. — Les règles qui précèdent permettent de généraliser facilement le principe sur la différentiation de la fonction a;'", en l'étendant au cas de 7?? fractionnaire ou néiiatif.
I. En effet, soit d'abord
p y = xi,
p et q étant deux nombres entiers. En élevant les deux membres à la puissance q, on ob!icnt
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et, par conséquent, en vertu de la remarque ci-dessus (31),
d'où
dy /) x''~^ p x^'~^ . y
ou
dx q ' y'"^ q' y^ "*
dx q x^ q
ce qui revient à la règle du n" 16.
Si, par exemple on a,
on en déduira
Si l'on a
on en déduira
lî. Soit maintenant
y = x-"'i on en lire
yx"" —1=0,
et, en appliquant la règle exprimée par l'équatîon (2) du
myx'^--^-hx'".y'=^0'.
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iFoù
Il X"
rc qui revient encore à la régie du n° 16. Si, par cxciT.ple, on a
ij = X * , on en tn-e y' = — ^ x * .
Si Ton a
il^-=x , on en tire w == — x - = :,.
33. — Soit maintenant la relation /"(x,y,j)=0, dans laquelle z est une fonction implicite des deux variables x et y. Si OJ et y varient respectivement de dx et de rfy, z variera d'une quantité correspondante dz liée à dx et à c/y, par la relation
f{x + dx, y + Jy, 2 -^ f/^-) =0.
En retranchant les deux relations membre à membre, on aura donc
f{x -h dx,]} -T- u\j,z + d\}) — fix, y, 2-) = 0;
ce qui exprime que la dilTérenlielle totale de la fonction f est constamment nulle.
Or, d'après ce qu'on a vu au n° 28, cette propriété est exprimée par la relation
-I- dx -h -r du + -/- dz=^0.
dx dij "^ dz
(Il faut bien se rappeler que les notations -j-, -j-, -— nercpré-
ClJu (lïj 0/%
scnlent pas des quotients, mais bien les dérivées partielles de la fonction fix,y,z), par rapport à x, à y et à 2-). La relation ci-dessus exprime donc que la somme des différentielles par-
tieiles lie la fonction ï {\ , y, i),poy rapport aux trois variables est éijale à zéro.
On (Joinontreiall de mciucquesi l'on avait/'(a;,i/,2, /) = 0, on en pourrait déiluirc
-j- dx -\- -T-dij -ir -r dz ■+- -/- ut = 0. dx dij "^ dz dt
m. - APPL'CATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION ALX FONCTIONS LES PLUS USITÉES
34. — Fonctions algébriques rationnelles. Les fonctions que l'on rencontre le plus souvent sont les fonctions algébriques rnlièies, telles que
( I ) y =:. Ax "• + Bx-'"-^ + Cx-"'-* . . . + Tx + U.
La différentielle d"une somme étant la somme des dillérentiellcsde ses parties (20), il faut, pour obtenir la différentielle dcî/, différentier successivement chacun des termes du second membre. Or, chacun de ces termes est le produit d'un facteur constant par une jmissance de x ; sa différrnlielle s'obtient donc r2], 2 ) en multipliant le facteur constant par la dilférentielle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance de X, on obtient sa différentielle en multipliant par l'exposant de X, diminuant cet exposant d'une unité et introduisant le facteur dx (16). En appliquant ces divers priiicipes, on aura donc
d>j = [/H Ax"'-^+ (m — 1 ) Bx"'-* -h {m — 2) Cx"'-^ . . + T] (/x ;
le terme U disparaît, attendu que la différentielle d'une constante est nulle (19).
Si l'on a, par exemple,
xJ *t O ^
on trouvera
35. — Après les fonctions algébriques entières, celles qu'on rencontre le plus souvent sont les fractions algébriques ; leur différentielle s'obtient en appliquant la règle donnée au n" 22 (Rem. 1") pour la différentiation d'un quotient.
Si l'on a, par exemple,
,. X- — bx-i-Q
^^^ y — x' — Ax-^r
on obtiendra successivement
{x'--ix+i]dix'-bx^Q)-{x'--^x-hQ)(Ux'-^x-h4) ,
ix- — 4x + 4) \2x — b) — ix" — 5a' + 6) (2j: — 4) , = -^ -. — —, — — 7—, ■ -àx
[x- — A X -\- 'iy-
x^—ix-^A
<lx
[X- — 4x — Ay ou
Dans cet exemple il y a une vérification facile : les deux termes de la fraction (I) proposée admettent le factcura; — 2; si on le supprime, il reste
En appliquant la règle de différentiation d'un quotient, on ol)tient
dii —- 1-^ — —~- ^ =■- 1 ^^1 "^
comme plus haut.
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3«. — Fonctions algébriques irrationnelles. La règle pour la difrércntiatinn d'un radical du second degré peut être facllinicnt établie. Supposons, j)ar exemple, que l'on ait
rosoi:3
il viendra
y = \ (IX- + bx H- c.
n= ax- + bx -h c.
cl, en différentiant y comme une fonction de fonction (25),
ilu_ _ {2ax-+-l>) (Iv
•: - \u 2 \ ax- -hbx^c
c"esl-à-dircque, pour obtenir la différentielle d'un radical du second deyre^ il faut prendre la différentielle de la quantité placée sons le radical, et la diviser par le double du radical.
3î. — On suit une marche analogue pour différenlicr un radical d'indice quelconque. Soit
V étant une fonction de x. On en tirera (52)
1 i_i , 1 ^'" du
du =- u ■' da =: -
n u ji
d'où il serait facile de déduire une règle. Soil, i)ar exemple,
y ■=. y af' + bx- + Cl' + (/ , on trouvera
(5 ax^ -^2bx-\- c) dx
dn =
ô V [ax'^ -+- bx- + ex -h (/y*
38. — On peut rencontrer des expressions dans lesquelles les radicaux sont mêlés à des fonctions rationnelles , entières ou fractionnaires.
Soit, comme exemple,
ox'
En appliquant d'abord la règle pour la différentialion d'un
quotient, après avoir mis en facteur =-, on trouvera
1 xul([-i-1x^)s/i—x' — ([-4-2x*)s/i—x^.dx'
ail = ■= . ^ — r-^ —
ou , en effectuant les différentialions indiquées au numérateur,
1 1 5L yl — X
— (1+2j;')v1— a;«.3x' dx
Supprimant le facteur x- commun aux deux termes, et multipliant ensuite ces deux termes par \j i — a;*, il vient
du = - — ■ — ■ === dx.
Effectuant les calculs au numérateur, et réduisant, on trouve enfin
dx
dii = — .
On trouvera de même que
_(8x^H-4a;'-!-5)s/a;'— 1 donne par la différentialion
dx
39. — Fondions expo)ientielies et lofjantJimiqiies. Soit maiiilenantà dilférenlicr la foncliori cxponeiilicllc
La mélhode la plus simple consiste à prendre d'abord les logaritlinies des deux membres et à écrire
\o'^ll=zx\oga.
Les variables étant séparées, on peut (51) égaler les dilfércntiellcs des deux membreS; et écrire (17) enconsé(|ucnce
h^e.dti , ,
— î:: ^ — Jog a . ilx ,
d'où
--^ = 7-2-.?/ = r-^.a'^, d ou dij =-r^^ a' (Ix hr^e -^ loge "" logd
dx.
Ainsi, pour obtenir la dérivée de a', il suffit de multiplier
par le lacteur conslanl , — —, ' loge;
Si Ton avait a^=.e^ il viendrait
,=. et ;!=.,
Ainsi la fonction e* jouit de celte propriété qu'elle est égale à sa dérivée.
40. — L'exponentielle y = a~^ peut être ramenée à la précédente en posant — 0?= h; d'où du = —dx. On a alors
par suite
* iosce iojîd
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Si a c'iait égal à e, on aurait
ainsi la fonction e~* est égale et de signe contraire à sa déri- \ce.
41. — On peut avoir en exposant le produit de x par une — constante. Soit, par exemple, tj = a'^'. On posera u = mx, f d'où du = mdx. On aura alors
«.7 = — — ft" du = .—2- a»"* . î}!(fjs. loge loge
On trouverait de môme que ij^cr""^ donne par la diricrcntiation
d:j = — H— fl"""" mdx.
^ loge
On rencontre souvent des expressions de la formo
On en lire, en appliquant les règles précédentes,
dij=m {Xe"' —'Be-'"')dx.
42. — On a vu au n° 17 comment on difiérentie le loctarillime de x; mais on peut avoir à différentier le logarithme d'une fonction de x, par exemple,
y = log'(j: + v^'H-a;-).
On posera
u = x-h\\-i-x-^ d'où f/» = (i+' . V^-^'
\ sl+x-/
on aura alors
y = \o-'u, a ou il!j = — = ^ — - ^ — ,
" X-{-\i\-hx-
ou
. _ {\ [ -h X- ~r- x) (U dx
[x -+- V 1 -hx-) \i-hx- \ l -f- x"-'
43. — On pourrait élre embarrassé pour différenlicr la fonction ij=x^. Il suffit pour cela de prendre les logarithmes népériens des deux mcnibres, ce qui donne
loi;'y = x' log'a;.
Les variables étant séparées, on peut égaler les différentielles des deux membres (51), et l'on trouve
d'où
-- = ( log' X -{- X .-] (Ix^ (1 + h'j^'x) dx ; hj = y (1 -i-log'a:) dx=^x^\ -\- log'x') dx.
44. — Fonctions circulaires . On a vu (18) que la différentielle de sin x est cos xdx.
Soit main'enant y = cos x. Pour différentier cette fonction, on pourrait suivre une marche analogue à celle du n° 18; mais il est plus simple d'opérer de la manière suivante. Posons
x=.[^ — M, d*où u=^'^ — Xj et du = — dx.
Nous aurons
î/ = cos ([j —u\ = s\nu.
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et par conséquent I
dy = cos u du = cos L^ — x). ( — dx) = — sin x dx.
Soit î/ = tanga;. On pourra écrire
sin X
et, en appliquant la règle pour la diflërentialion d'un quotient (22), on trouvera
co^Xjh'\nx — s'mx.dco^x cos^ic H- sin^j; , dij = i = T- dx
dx
cos' X Soit de même y = colx: on écrira
cos X
d*où
sinj^.rfcosj; — cosxds\nx — sin* a; — qos^x ,
du = ^-1 = ^, "J;
•^ sur a; sur a;
dx
siir.c
45. — La sécante et la cosécante sont rarement employées; mais la différcntiation de ces fonctions n'offrirait aucune difficulté. Soit, par exemple,
Î/ = SCC X = .
•^ cos a;
On posera
Mr=cosa:, d'où du = — sina^rfx.
On aura alors
APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉREiMlATION. 35
et par consé({uent
ou i)icn
, s\nX(Ix
ail = 1^ — .
cos- X
Pour y = coscca;, on trouverait
, cos X dx
sur X
46. — Au lieu des l'onclioiis circulaires directes dont nous venons de parler, on peut avoir al'faire aux l'onctions circulaires inverses.
Soit, par exemple,
î/ =:arc.sin a;; on en déduiia d'aliord
X = sin II, d'où dx = cos y dij^ ou
dx = V 1 — ^iii^i/ . dij = v'I — ^' • ^'y ; d'où
, dx
Soit, en second lieu,
y= arc. cos j;; on en déduira
X = cos y , d'où
dx = — sin ydij^^ — y 1 — cos- ]} .d]}^
ou ' . [. ^ "
dx=^ — vl — ^' ' '-^li ■>
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d'où
dy =
différenlielle dont la forme ne diflère de la précédente que par le signe.
Soit encore
y = arc tang x ; Dn en déduit
d'où
ou d'où
Soit enfîn on en déduit d'où
X = tan:: y ; dx= — 7-=(l + tang* y) du,
dx^{{ -hx-)dy ,
, dx dy = -. .
y — arc cot x ; X --^ cot y.
ou
d'où
dx = ^- = — ([-{- cot* y) . du;
dxz=—[{ -\- X*) dy , dx
dy = —
différentielle dont la ^orme ne diffère de la précédente que par le signe.
4». — On peut rencontrer des fonctions analogues aux précédentes (45, 40), mais dans Ics(|uelles x e.^t multiplié par un facteur constant.
Soit, par exemple,
y = sin mx;
d'après la règle de la difiérenlialion des fonctions de fonctions (25), ou, en prenant mx pour variable, on trouverj
dy = cos mx . dmx = m cos mx dx ;
c'est-à-dire qu'il faut opérer comme au n° 45, et multiplier
le résultat par m.
Soit de même
n = arc sm - :
^ rt '
eu appliquant les mêmes règles, on trouvera
a . - - dx ,
, a a dx
dij =
On trouvera semblablement que
y = tang mx
donne
et que
donne
, mdx
arc tang -
d .- , a aux
dy=-
Enfin les fonctions circulaires peuvent se trouver
mêlées avec des fonctions algébriques ou logarithmiques. Nous
en donnerons deux exemples.
Soit d'abord
y = c — log' cot| X.
Posons
i;X = V , et col V ^=u; il viendra
y =^c — lug'/<; par conséquent
, du au=- ;
mais
et
, dv
du = —
sin' V
dv =-\ dx; il vicuùîa donc, en substituant
— Ulx
, sin^ r^ dx dx
dy =
coL vx 2 sin I X cos | x sin x' Soit, en second lieu,
î/ = R arc . cos (1 — j,) — \hl[\x — x^. Posons
A ^ R arc cos ( 1 — fv ) » « = 1 — p , B = v 2 lia; — x*;
il viendra
î/ = A — B , d'où dy = d.\ — f/B ;
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à^R arc cosM, d'où
ou
Hdx
' s'iRx-j;*
et
(2R — 2x-)f/x_ {\\—x)dx
2^2l\x — x^ s^2l\x — x* par conséquent
^R-(R-.:) ^^^_ _^ja^^^^^ l/Z^
On peut, à l'aide des règles ci-dessus établies, différenlier de même toutes les fonctions d'une variable.
49. — Les fondions composées peuvent toujours être différentiées directement comme des fonctions delà variable indépendante X, et il y a rarement avantage à appliquer la règle du n° 29, qui nous a servi surtout à établir la métbode de différentialion des fonctions implicites. Cependant, pour compléter ce que nous avons à dire sur ce sujet, nous traiterons un exemple de fonction composée.
Soit
relation dans laquelle on suppose u=^e^ et v^^sinaî. On aura d'abord
^ .-. ./irr^^ _ 1 et f = -^^-î^.
du u^ dv \\—v- î*
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Pnr conséquent
(2) dz= (jT^^^ — -\ du — (-F=^= -h-]dv.
y u-j \v 1 — v uj
Ce résultat peut être facilement vérifié. Si l'on y met pour u cl V leurs valeurs, en remarquant que,
du^^e'^dx cl dv=^Qo?>xdx^ on trouve
, / sinj;\ - fe^'è\\^x \\ ,
dz = cos ic r— ehlx — 1 — ; co? ic dx;
\ 6'^ ) \ cosic e^ j
ce qu'on peut écrire
(5) dz^{e' zç)%x — e~^'è\v\x — e^ûwx — e~^cosx) dx.
Or si dans la relation (1) on met pour m et v leiirs valeurs, on a
I. — FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIAELE
50. — La dérivée d'une fonction de x étant elle-même une fonction dea;, on peut en prendre la dérivée ; on obtient ainsi ce que l'on appelle la dérivée seconde de la fonction. La dérivée première étant représentée par f [x] ou par if , on représente de même la dérivée sccoridr" par f" [x) ou par y".
Cette seconde dérivée étant encore uni; fonction de x, on peut en prendre la dérivée ; et l'on obtient ce que l'on appelle
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la dérivée troisième, (jue l'on représente par /'"' [x) ou par y'".
En prenant la dérivée de la dérivée troisième, on obtiendiaii la dérivée quatrième, (pie l'on représenterait par f" {x) ou par ij'\ et ainsi de suite,
51. — Mais on emploie encore, pour représenter ces dérivées successives, uneautie notation qu'il faut connaître. On a vu (14) que la dérivée première peut être représentée
par -p , et porte alors {dus particulièrement le nom de coefficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la dérivée seconde y", c'est-à-dire la dérivée de y', par-y^ ; et , en
mettant pour y son expression -p, on a
„ _ dx.
^ ~ dx
Or, dans le cours d'un même calcul, l'accroissement infiniment petit dx attribué à la variable indépendante est toujours considéré comme constant, ce qui revient à supposer que cette variable croit en progression arithmétique dont la raison est dx. L'expression ci-dessus peut donc s'écrire
Au lieu d'écrire deux t'ois le signe d de la différentiatioii, on convient de ne l'écrire qu'une fois ; mais on i'alfectede l'indice ^, et l'on écrit
Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particulièrement le nom de coefficient différentiel du second ordre.
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De même on peut représenter la dérivée troisième y"% oii la dérivée de y", par
df ,dry
(Ix 'dx*-
dx
cl, puisque dxesl regardé comme constant, on peut écrire /// d d' y
On n'écrit le signe d qu'une fois en l'affectant de l'indice', et Ton a
c'est le coefficient différentiel du troisième ordre.
En général, on représente d'une manière analogue la dérivée d'un ordre quelconque n ; et l'on écrit
i.y d'il
. ^ dx' '
c'est le coefficient différentiel de l'ordre n.
DIFFERENTIKLLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS
quantilé constanle; en sorte que la dérivée de l'ordre m+ 1 est nulle, et (ju'il en est de mémo de toutes les suivantes.
On en conclut qu'une fonction algébriqueenlière dudc|^ré »i n'a pas plus de m dérivées successives ; la dérivée de l'ordre m est constanle, et toutes les suivantes sont milles.
Mais, pour toutes les autres fonctions, le nombre des dérivées successives est indélini. Si, par exemple, on a î/ = e^, on en déduira
dx ' dx' ' dx'^ '
et ainsi de suite ; toutes les dérivées sont égales entre elles et à la fonction e^.
Si l'on a ij:=:sinx, on en déduit
dii d-ii
-r^ = cosx; -r-^ — — smx ;
dx dx-
(Py d'*ii
— ^=: — cosj;; -^ z= 4- sinj;, ...;
dx^ d^x
les dérivées se reproduisent périodiquement dans l'ordre
-hcosa;, — siiix, — cosjc, -f-sinj;.
enverrait de même que les dérivées de e'^ ont toutes pour valeur absolue e~^, mais qu'elles sont alternativement affectées du signe — et du signe -\- , et que les dérivées successives de cos x se reproduisent périodiquement dans l'ordre
— sinj;, — cos^, H-sinx, +cosx.
53. — La notation des différentielles successives se déduit de celle des dérivées.
Les différentielles successives de y sont :
dij, d.dtj ou d^ij, d.d-y ou d'y,
et ainsi de suite.
Si maintenant on se rappelle que la différentielle d'une fonc-
lion de x est égale à sa dérivée multipliée par dx, et que le
facteur dx doit être considéré comme constant, on aura
dy = f [x) dx = '^-£dx,
d'y = f" {x) dx dx = y dx\
d'y = f" {x) dx\dx = ^ dx%
et ainsi de suite, relations qu'il ne faut pas confondre avec des identités, attendu que
dl c^ydry
dx ' dx* ' dx'^ ' ""'
sont des notations spéciales et non des quotients. On a, en général,
d^y = -r^ dx", '^ dx" '
et l'on voit que la différentielle de l'ordre n est un infiniment petit du même ordre, puisque le I une dérivée, est généralement fini.
d'i II petit du même ordre, puisque le facteur -~ » qui représente
ilJb
§ 2. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES
54, — Soit /"(m, v) une fonction de deux variables indépendantes. On a vu que sa dérivée jmrtielle (26) par rapport
à u est représentée par y-. Cette dérivée étant, en général,
elle-même une fonction de u et de v, on peut en prendre la dérivée partielle par rapport à m; el, conformément à la notation adoptée pour les fonction d'une variable (51), on la re-
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présentera par -ji Celle dérivée seconde étant une fonction
de u et de i', on pourra en j^rendre la dérivée partielle par
cPf rappoi t h u, et Ton aura la dérivée troisième -p: ; et ainsi de
suite.
On verrait de la même manière que les dérivées partielles des divers ordres prises par rapport à v sont représentées par
dv ' dv-'' dv'"' '"
Mais, après avoir pris la dérivée partielle par rapport à u,
-j- , comme cette dérivée est une fonction de u et de u, on peut
en prendre la dérivée par rapport à v ; on la représente, par
analogie, par -, — --• " ' ' diidv
On pourrait, au contraire, après avoir pris la dérivée de f{ii,v) par rapport à v, -^ , prendre la dérivée partielle de
celle-ci par rapport à u ; on la représente par . . .
Plus généralement, on peut, après avoir pris p dérivées partielles successives de /"(w, v) par rapport à m, prendre ensuite q dérivées partielles successives de la dernière par rapport à i'.
Le résullat final de ce calcul est une dérivée de l'ordre p -h q, que l'on représente par
d'f duF dv" '
en remplaçant, pour abréger, ]; -+- q par n.
Si, par exemple, on a pris deux dérivées partielles successives par rapport à u, puis trois dérivées partielles successives par rapport à v, le résultat tînal sera représenté par
d'f ^ du^ dv^'
55. — Dans ce genre de calcul, l'ordre des dtfférenliations est indifférent.
On l'ait voir aisément, par exemple, qu'on a
d'f _ d'f du dv dv du
En effet, on a vu au n° 12, que si l'on a ?/ = /" (x) , on en tire
dij =ifix-{- dx) — f (a;), d'où
dij fix-^ dx) — f{x)
dx dx
Si donc on a 2= f [u, i'), et que l'on considère d'abord le second membre comme fonction de u, c'est-à-dire v comme constant, on aura
-g. dz _f{u-^du,v) —f{u, v)
^ ' du~ du
Si l'on veut obtenir la dérivée de cette expression par rapport à u, il faudra, d'après la règle exprimée par la relation (i) elle-même, changer, dans le second membre de (2), la variable v en î; -f- dv, retrancher du résultat la valeur primitive de ce second membre, et diviser la différence par Ji', ce qui donnera (5)
d-z f{}i-ir-du,v-^di'] — f(u,v-hdv)—f{u-hdu,v)-^f(u,v)
du dv du du
Supposons maintenant que l'on fasse le calcul dans un ordre inverse. En ne faisant varitr d'abord que v, on aura
dz f{u,v-{- dv) — f{u, V)
dv dv
Pour obtenir la dérivée de cette expression par rapport û u, il faut, conformément à la règle exprimée par la relation (1),
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changer, ciiiiis le second membre, la variable u en u~\-chi, rctrancber du résidlat la valeur primitive de ce second membre, et diviser la dillereiice par da, ce qui donne (4j
d-z fin-hdii,v-+-dt')—f{ii-^dii,v)—l'{u,r-hdv)-hf{u,v)
dvdii dvda
Or, si Tûii compare les seconds membres drs relations (5) cl (4), on reconnaît tju'ds ne dillèrent que par l'ordre des termes ilu numérateur, ou par l'ordre des facteurs du d'?noiiiinateur; ils sont donc égaux, et l'on a
dndv dvdu
Ce théorème étant apjdicablc aussi bien à une dérivée qu'à la fonction /'(?<, v) elle-même, il en résulte qu'on pourra toujours inteivertir l'ordre de deux dil'férentiations consécutives quelconques, et amener par conséquent les diflerentiations à se succéder dans uu ordre quidcouque; ce qu'il s'agissait d'ét;il)lir.
Cela posé, on a trouvé au n" 27 que la relation
donne
(^> "^= al "" + *""'
dz désignant la différentielle totale de ([il, v).
Si l'on dillérentie les deux membres en faisant tout varier, l'application des règles relatives à la différenliation d'une somme et d'un produit donnera
,6) ,,.=„.(£) rf„ +;;/-<p„+rf. g:) ,,„+i:,;.„.
»»••., I- f ■ df df , , , . ,
Mais SI Ion applique aux tondions ' et '- la règle exprimée
par la relation (5), on obtient
'\duj dii^ dtiilv'
et
fdf\ d'f , d'f , . -y- = i-^- du + -7-^, dv.
\dvj avau dv-
Snbstituant ces valeurs dans la relation (6), et remarquant
que . ' = , ' , on trouve ^ du dv dv du
7 d-z = -j-^, du--{- 2 -7-V rf'"^t^ + -A dv -+- ' dhi + / d"v . ' dir dudv dv^ du dv
su. — Pour obtenir d^ z^ il faudrait diflérentier la relation (7) en faisant tout varier; la différentiation introduirait:
r les quantités d. (j^;,) , rf.(^^) , rf.(^() , dont on obtiendrait la valeur en appliquant à ces fonctions la règle exprimée par l'équation (5), et 2° les quantités d i y ) et di -j \
déjà obtenuf s plus haut; en faisant les substitutions, et tenant compte du théorème du n" 55, on arriverait à la valeur de d^z. On suivrait une marche analogue pour obtenir d'^z et les différentielles suivantes. Mais le calcul va toujours en ?e compliquant, et, au delà de d^z, les résultats ne sont pas utiles dans les ajiplications ordinaires.
REMAr.QUES. — I. Dans le cas particulier où u et v sont remplacés par X et par î/, et oiî Ion a
on pose souvent
df df _ (lf_ _d^_ (Pf_
dx~'^^' cly~^^' fte^~'"' dxdij'~^' dy'~~^'
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Les équations (5) et (7) clevienneiit alors
\ ' I f/2 2 = rdx^ ■+- 2x (Ix dy + t dif + ])d' x + qd' y .
Ces notations sont adoptées par beaucoup (l'autciirs.
II. Si les variables x et y, au lien d'être indrpcndantes, étaient fonctions d'une même variable indépendante a, la variable 2 serait aussi fonction de a, et l'on aurait
dx , , dy , ,, d-x , , „ d'y , dx =-j- dj., du = -r dy., d' x= 7-, dx-, rf* y = -j^, dx-, dx ^ dx dx^ ria*
dx-
En substituant ces valeurs dans la relation (8) et divisant par dx-, on trouve
^•^ (ia^-' W/a j +-^/a SI^Hf/aj ^ ^\lx^ ^ '^ dx^'
DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOSEES
58. — Si, dans la fonction f [ti, v), les variables u et r, au lieu d'être indépendantes, sont fonctions d'une même variable X, la relation (7) du n" 56 n'en a pas moins lieu. Mais on a alors
du = u'dx, d- a =^ u"dx-, dv = v'dx, d^- v = v"dx-,
m', îi", i'', v" désignant les deux premières dérivées de u et de V par rapport à x. Substituant ces valeurs et divisant par dx*, on obtient
,..,, d-z- d-f „ o d^f , , d^f ,, df ,, df ,, dx- du- diidv dV au dv
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DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS IMPLICITES
59. — Soit f{x,y)z=0, la relation qui lie deux variables ic et y, la première étant la variable indépendante.
Posons d'abord
z=f{x, y), nous en déduirons, en vertu de l'équation (10) du n» 58.
dh d'f ,, , _ d-f , , d'-f „ df „ df „
Mais puisque la fonction f[x, y) est constamment nulle, il
en est de même de ses dérivées successives (19. Rem.) : on a
d^z donc -r-, = 0. En même temps, x devenant la variable indédx-
pendante, onaa;'= 1 eta;" = 0; l'équation ci-dessus devient
donc
^ ' dx- '' dxdy -^ dy- -^ dy
11 faut remarquer que cette relation peut se déduu'e de la relation
établie au n° 50. 11 suflit pour cela de diflérentier le premier membre en faisant tout varier, et en regardant y' comme une fonction de a;, et d'égaliT à zéro la dérivée ainsi obtenue. Si l'on opère de même sur la relation (11), c'est-à-dire si l'on diflérenlie le premier membre en faisant tout varier, et en regardant y' et ^" comme des fonctions de x, puis qu'on égale à zéro la dérivée obtenue, on trouve
fà'f - , d'f _ „ d'f ,,d-^f
(1^) [dî^-^'''^7h^j-^''^'dldy^^y w
^"^ [dxdy^-' dy'jy ^y dy-"^'
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équation qu'on pourrait obtenir aussi, mais moins simplement, en suivant la marche induiuée au n°57, changeant ii et i; en j; et en y et remarquant que puisque x devient variable indépendante, on a
Ou voit que la première dérivée est donnée parla rehition (12) ; cette dérivée étant connue, on substituera sa valeur dans la reUUion (11), qui donnera y"; les dérivées y' cl y" étant connues, on substituera leurs valeurs dans la relation (iô), qui donnera y'".
Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les applications ; mais elles s'obtiendraient par des calculs analogues. Pour obtenir î/'^, par exemple, il faudrait égaler à zéro la dérivée du premier membre de l'équation (li) prise en faisant tout varier et en regardant y', y" et y"' comme des fonctions de x.
I. - FONCTIONS D UNE SEULE VARIABUE
60. — Étant donnée une fonction de x^ que nous représenterons par f [x), on donne à la variable x un accroissement h, et l'on se propose de développer f[x-\-h) en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de h ; en d'autres termes, on se propose de troi. ver une série de ce genre qui puisse remplacer la fonction f{x-\-h). Il faut pour cela que la série obtenue soit convergente [xo-^. l'Appendice), et qu'en prenant un nombre suffisant de termes, on puisse, quelque soit x, approcher autant qu'on le voudra de la valeur de f{x-\-li)-
Cl. — Si la fonction proposée est algébrique et entière par rapport à x^ le développement demandé est facile à obtenir.
Il suffit de se rappeler que, dans le développement d'une puissance entière du binôme x-\-h^ chaque terme se forme du précédent en multipliant par l'exposant de x dans ce terme, en diminuant d'une unité l'exposant de x, en augmentant d'une unité l'exposant de h, et en divisant enfin par le nombre des termes qui précèdent celui que l'on veut former. Ceci revient à dire que, dans le développement, le coefficient de chaque puissance de h est égal à la dérivée par rapport à x du coefficient précédent, divisée par le nombre des termes qui piécèdent celui que l'on considère. Ainsi le terme général du développement de {x-+-h)"\ savoir :
m(m— l)(ffl-2)...(»i — »+l)
donnerait d'après cette règle
ce qui est bien le terme suivant du développement.
La même règle subsisterait évidemment si la puissance de x-\-h que l'on développe était multipliée par un facteur constant ; car ce facteur affecterait tous les termes du développement sans altérer la loi suivant laquelle se forment les coefficients successifs des puissances de h.
c«. — Cela posé, soit
f{x)=kx'"-hYix"'-'-{-Cx'^-\..-{-lx-h\^, changeons x en x-\-h, \\ viendra
ou, en développant et ordonnant par rapport à /t,
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Or, les termes qui forment la première colonne verticale
reproduisent la fonction proposée /"(a;). D'après la remarque
aite pins haut, chacun des termes qui forment le coelficient
do 11 est la dérivée par rapport à x du terme qui lui correspond
dans la colonne précédente, divisée par 1 ; l'ensemble de ces
termes est donc la dérivée def{x) par rapport à x, divisée
f'ix) par 1, et peut conséquemment s'écrire . . Chacun des tcr-
mes qui forment le coefficient de h* est la dérivée par rapport
à a^ du terme qui lui correspond dans la colonne précédente,
divisée par 2 ; l'ensemble de ces termes est donc la déiivée de
f'(x) , . f'ix)
— — divisée par 2, et peut s'écrire xir* ^^ verrait de même
que l'ensemble des termes qui forment le coefficient de h^ est
la dérivée par rapport a x de - ' , divisée par ù ; et peut
f" (x) s'écr re - — )-=■. Etain>i de suile ; on a donc 1 ."l.ù
Çîe développement n'a qu'un nombre limité de lermes , parce que la dérivée d'ordre m est conslante et que toutes les suivantes sont nulles. Le nombre des lermes du développement est donc m+i ; on l'écrit ordinairement
l[x-rh)=f{x)+f'[x)\+i''{x)-^^-rr{x)^ + ...,
Cette formule est connue sous le nom de formule de Taijlor.
Si, par exemple, on a
f[x)^x^ — ox^ -+-3^- — 7a; 4-4,
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES, on trouvera successivement
f {x)= ix^— {)x^+\Ox — ly
l"'{x) = ^ix
et par suite
f{x-hh) = x''-+- 4x' — ox' — 9x'
—Ix— 7
ou
:ix'
-2Ax
h+Qx'
—dx
-h^x^'-+-\Ox
— Ix — 7
63. — Il était naturel de rechercher si les ('onctions autres que les fonctions algébriques enlières peuvent êlrc développées d'une manière analogue. On démontre de plusieurs manières que la série de Taylor subsiste toutes les fois que la fonction f(x) et toutes ses dérivées conservent une valeur finie entre les limites répondant à x ei à x-{-h, h étant d'ailleurs une quantité très-petite. Nous adopterons la démonstration suivante, qui est, à quelques détails près, celle de Laj^rang(>.
Il faut d'abord établir le lemme suivant:
Toute fonction o (h) qui s'annule avec la variable h, est de même shjne que sa dérivée pour des vaitu '*•• de h suffisamment petites. En effet, lorsijue k croit à partir de zrro, la valeur absolue de ? (/i) est nécessairement croissante, et
G {h+- a/i) est de même signe que o [h) pour h suffisamment pelit. Or on a (13)
,i\ in\ y 9 {h -h Ah) — o {h)
Si op {h -\- Ah) e\ G [h] sont tous deux positifs, la différence 0 {h -{-Ah) — ç [h) est positive ; et, comme a^ est positif, le second membre de la relation (1) est positif; il en est de même à la limite, c'est à-dire pour Ah infiniment petit; donc ç' (h) est positif, c'est-à-dire de même signe que g [h).
Si 0 (/iH- Ah) et © [h) sont tous deux négatifs, la différence z {h -h Ah) — 9 [h) est négative; donc 9' (h) est négatif, c'està-dire encore de même signe que 9 {h).
64. — Cela posé, considérons une fonction /"(x), finie et continue, dont toutes les dérivées restent finies depuis la valeur X de la variable jusqu'à la valeur x -{-h peu différente. On pourra toujours écrire
-^ f" (^) Tir-- + • . • H- p-" (^) , o-\ r -^^n
la letlre R„ désignant une quantité définie par la relation (2) elle-même, et à laquelle on donne le nom de reste. Il s'agit de faire voir que, dans les conditions indiquées ci-dessus, ce reste peut être rendu aussi petit qu'on le voudra en prenant un nombre de termes suffisamment grand.
Ce reste est une fonction de a; et de /i qu'on peut toujours mctlre sous la forme
Pour des valeurs déterminées de x et de h, R„ a lui-même une valeur déterminée, et d'ailleurs finie comme le montre sa va-
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leur liiéc de (2). Nous la sui)[)Oserons d'abord positive pour fixer les idées.
Soient A et B deux nombres comprenant entre eux F [x, h). Si dans la relation (2) on met à la place de F (j;, h) un nombre plus petit A, l'égalité (2) se changera en inégalité; et, en passant tous les termes dans le premier membre, on aura
Le premier membre de cette inégalité est une l'onction de h qui s'annule avec h: en vertu du lemme démontré plus haut, il est donc de même signe que sa dérivée par rapport à /i; et l'on a
Le premier membre de cette inégalité est encore une fonction de h qui s'annule avec h ; il est donc de même signe que sa dérivée par rapport à h ; et l'on a
En continuant ainsi, on arrive, après n diiférentialions, à l'inégalité
(7) f'^{x-hh) — A>0.
Supposons maintenant que dans la relation (2) on rem-
place F [x, h) par le nombre plus grand B, on aura l'inégalité
I / \ / 1/2.0 1.2.o...nJ
En raisonnant et opérant sur cette inégalité comme sur l'inégalité (4), on verra qu'après n différentiations par rapport à /i, on arrive à l'inégalité
II résulte des relations (7) et (9) que f"{x-\-h) est compris entre A et B, résultat qui subsistera encore si l'on prend pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puisse prendre /" [x -+■ h) quand h varie de 0 à /i.
Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aisément qu'en vertu du Icmnic invoqué toutes les inégalités ■ précédentes sont également satisfaites, et qu'on a en particulier les inégalités (4) et (8), ce qui suppose que A et B comprennent entre eux F [x, h). La fonction F [x, /i) est donc comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de f"{x-\-h); elle est par conséquent égale à l'une de ses valeurs intermédiaires, et l'on peut poser
(10) Y {x,h) = f''{x-hOh),
0 désignant un multiplicateur inconnu, mais compris entre 0 et 1.
Nous avons supposé R„ positif: s'il était négatif, les raisonnements demeureraient les mêmes, il n'y aurait de changé que le sens des inégalités ci-dossus écrites; on parviendrait donc encore à la relation (10). Il en résulte qu'on peut écrire
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Cette formule peut encore s'écrire :
1 dx' [.'2.0
65. — Rlmarqle. Cette formule donne la valeur de l'accroissement Ay d'une fonction correspondant à l'accroissement Ax de la variable. Il suffit d'y remplacer h par AX, cl de remarquer que f (x -\- h) — f (x) devient alors
/' {x -+- Ax) — f (x) ou Ajj.
On a donc
df d^f AX- d^f Ax^
■^ dx dx- 1.2 dx' 1.2.0
Si àx devient infiniment petit, il en est de même de aij, et l'on peut écrire
df , d'f dx^ d'f dx' ^ dx dx- 1.2 dx' 1.2.0 '
Ce n'est donc qu'en négligeant les infiniment petits du second ordre qu'on peut écrire
d\j ^=^ -j- dx, ou dy = y dx.
Cette dernière relation n'est donc une identité qu'en apparence,
C6. — Remav.ques. I. Si, comme on l'a supposé, f{x) et toutes ses dérivées conservent une valeur finie de la valeur j; à la valeur x H- h, le reste R„ lend vers zéro à mesure qu'on j)rcnd un plus grand nombre de termes. Cela est évident pour /t<Cl? ])uisqne /i" peut devenir plus petit que toute quantité donnée en prenant « suffisamment grand. Mais cela
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est vrai encore pour h quelconque. Car soient p et p H- 1 deux nombres entiers comprenant /«, la fraction
ourra s'écrire
p + 2 'jj-i-o
Or
est moindre que
^ Il y-p
et comme ;) + 1 est plus grand que h, la puissance n — p de
la fraction peut être rendue aussi petite qu'on voudra
en prenant n suffisamment grand. Le reste K„ renferme donc un facieur qui tend vers zéro ; donc il fend lui-même vers zéro, puisque par hypothèse, les autres facteurs sont finis
II. Le lemme démontré au n" 65 est toujours vrai pour h très-petit ; mais il peut subsister pour une valeur finie quelconque de /i, si, de 0 à ^, la dérivée s' (h) conserve son signe, et que 9 (h) continue à croître en valeur absolue; car ce sont les seules conditions nécessaires pour que la démonstration du lemme demeure applicable.
69. — En répétant les raisonnements du n° 64, on démontre qu'on a
— f" [x] r-^ + ..., ± p (o; — ô/t) JT^^ — ■
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formule qui ne diffère de la formule (H) qu'en ce que h a été changé partout en — h.
Les formules (11) et (12) constituent la série de Taijlor. Elles sont applicables à toutes les fondions dont les dérivées successives, ainsi que la fonction elli'-mème, conservent une valeur finie entre les limites x — /«et x-hh.
68. — Le reste R„ de la série de Taylor est susceptible de plusieurs autres formes ; nous ferons connaître la suivante dont on a quelquefois besoin.
L'accroissement h donné à x étant arbitraire, on peut le choisir de manière que x + h soit égal à une constante c, et qu'on ait a;-f-/j:^c, d'où fte -4-f//i:^0. Le reste R„, qui est généralement fonction de x et de //, devient dans ce cas fonction de a; et de c — x^ c'est-à-dire qu'on peut le représenter |)ar o [x). On a donc
(1) /■(x+h)=f(d=f(x)+rWy^rWï^
+ '"' <■'■> 1X5 + - + '■""' (■^■' i.^.'''»'-ii + ? <■"> •
Différentions en faisant varier x et /i ; les ternies se réduiront deux à deux en vertu de la relation dx-i-dh = 0, et il restera
' ^ 1.2.o...(/j — 1) ' ^ ' d'où
(2) ,-w=-rw^,3^"„_^^.
Mais on a, par la formule de Taylor, bornée au premier terme,
ç (a: + /t) = 0 (rc) -h ç' [x + e/i) h
d'où
ç(a;)=9 {c) — hz'{x-\-^h).
Or, il résulte de la relation (1) que o {x) s'annule pour /i=:0, ou ic = c ; on a donc ç (c) ::=0, et il reste
(5) o[x)^ — ]io{x-\- 6/i) .
Dans la relation (2), changeons x en ^ + 0/i; comme ]i égale c — x^ h se changera en c — x — ô/i ou en h — 6/i, ou enfin en h{\ — 6), et il viendra
et, en substituant cette valeur dans la relation (5),
Telle est la seconde forme qu'on peut donner au reste R„ dans lo développement de f{x-\-h).
S'il s'agissait du développement de f{x — /i), on trouverait de même
69. — Djns la série (11) on peut remplacera par h et h par ic et écrire
f{h+x)=nh)+f'{h)j+f"{h)^^+r[h)-^-.^
^ ^ lM.o...n
Si alors on fait /i=0, on obtient
\/-(x)=/'(0)+r(0)|+ r(0) -^+r (O) ^+eic.
' ^ M.'2.o...n Cette formule est connue sous le nom àa série de Madannn.
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
îO. — La série de Taylor peut être étendue aux fonctions de deux variables.
Étant donnée une fonction de deux variables f{x,y), on y change x en x-\-h, et y en y + fc, et l'on demande de développerf(j:; + /t, y 4-/»") en série ordonnée suivant les puissances croissantes de h et de A".
Eli considérant d'abord /"(a;-!- /i, y + fc) comme une fonction de X, c'esl-cà-dire en regardant y comme constant, on pourra appliquer la série de Taylor (64, 11 bis)^ et écrire
^ cl- f{x, y -+- k) /i* ^d^f{x, y + k) /i^
dx- "1.2 dx^ ' 1.2.5 "^
Si maintenant on considère comme des fonctions de y seul les expressions
/Vri,-i-t\ df[x,y+k) d'f(x,y-hk) d'f{xjj-hk)
n^.y+i^), di '- d^- ' dF^ ' •••'
on aura, en appliquant de nouveau la série de Taylor , df{x,y)k , d'f[x,y) k-
f{x,y-hk)=f{x,y)
dy 1 dy^- 1.2
dy^ 1.2. ",•••'
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df{x,ii-\-k)__df{x,y) , d-f{x,y) k _ d^f{x^y) k^ . dx ~~ rfx "^ dxdy 'î ^ dxdy^- '1.2 '*'■
d^f{x,y-hk)^d^f{x.y) ^ d^fjx^y) k ^d^f(x,y) _fc^_^ dx^ dx- dx-dy 'l dxhkf '1.2 '""'
d'f{x,y^hk)^d:i{xAj) ^ d'f{x,y)k ^ ^^^ dx^ dx' dx'dy 1 "'**
Substituant dans la relation (1), et ordonnant, on obtient
/(x+h.y+fe)=f(.,,) + ^j+ djPO+ d? 1:2:3dfh J^kh d'f ¥h dx\ dydx 1 dyhlx 1.2
'^ dxH.1 ' dydx^ 1.2 ~
dx^ 1.2.3
ou, en réduisant, dai s chaque colonne, au môme dénominateur,
1 W^,^3jÇL„t+ô-iï-..«.+''ïtA+
n I dx dij
en entendant par celte notation qu'en développant la quantité entre parenthèses d'après la formule du binôme, les exposants qui devraient affeetcr df seront remplacés par l'indice n, de telle sorte qu'on aura d^f dans chaque terme.
î 1 . — On peut aussi étendre aux fonctions de deuxvariables la sériede Maclaurin Dans la relation (2), on changera d'abord xcn h et h enx, puis?/ en k et keny ; enlin l'on fera /i = Oel k= 0 ; on obtient ainsi :
dx'-Jo \(lxdiiJo \dif
les expressions
représentant ce que deviennent respectivement les quantités
dj- df (^ j^ ^ '^ '^^' dx' dif dx'' dxdif dif ""
quand on y fait à la fois a; = 0 et y = 0.
îa. — Il est entendu que la série de Taylor ne peut être étendue ainsi aux fonctions de deux variables qu'à la condition que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles restent finies clans les limites entre lesquelles on fait varier X et y.
La série de Maclaurin, étant un corollaire de celle de Taylor, est soumise aux mêmes restrictions.
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§ I. — EXkilVIPLES DE DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIONS EN SÉRIES
93. — Développement de g^ et de g~'^. Les dérivées successives de e* sont toutes égales à e^ (52) ; et, pour x^O, elle se réduisent toutes à l'unité. En appliquant la formule de Maclaurin (69), on a donc
On a vu (65) que
tend vers zéro à mesure que n augmente ; d'ailleurs, e^^ reste fini ; donc, le reste tend vers zéro, et la série peut toujours être employée.
94. — Si l'on a à développer e~', on remarquera que les dérivées successives de celte fonction sont altern;itivement — e~* et +e"^ (52) ; et, pour^=0, elles se réduisent alternativement à — 1 et à + 1 • D ailleurs, la fonction proposée se réduit elle-même à + 1 ; on a donc dans ce cas
et l'on verrait comme ci-dessus que le reste tend vers zéro.
95. — Développement de sin x et de cas x. Les dérivées successives de sin x se reproduisent périodiquement dans l'ordre (52j.
H-cosa;, — sino;, — cosj;, -i-sina:, ...,
et, pour x=0, elles prennent périodiquement les valeurs
etc
D'ailleurs, la fonction proposée elle-même se réduit à zt'ro. En apprujuant la formule de Maclauriu, on trouve donc
Or r-7r-= tend vers zéro, ctP (Ox) a pour valeur abso-
lue cos Ox, n étant supposé impair ; le reste tend donc vers
zéro.
î6. — Si l'on a à développer cos x, on remarque que ses dérivées successives se reproduisent périodiquement dans Tordre (52)
— sinx, — cosx, -f-sinx, H-cosx, ...., ce (}ui donne périodiquement pour x = 0 0,-1, 0, +1,....
D'ailleurs, la fonction pro[.osée se réduit elle-même à -+- 1. On a donc dans ce cas
il" x* jj"
si lo;! suppose n pair. Le reste tend Jonc encore vers zéro. îî. — Développement de log' (1 4-x) ^^ de lo(j' (1 — x) Soit d'abord
on trouvera successivement
f"{x)=-\.{[+xr\
et, pour x = 0,
f (O) = log'l = 0,
rm=-u r{0)=:+i.2,
La formule de Maclaurin donnera donc
log'(l +0^) = 0+ ;j-a;- ^ j;^+ j-^-^ a;-^- y-^;^ ^-^ + . . .
ou
(l)log'(l+^) = |-|-i-^+ ... dz|(l+Ox-)-"' Or, le reste peut s'écrire
et l'on voit qu'il tendra vers zéro si -, -— est égal à l'unité
ou plus petit que l'unité, ce qui exige que x soit égal ou inférieur à l'unité.
■îS. — Soit maintenant
f{x) = \og'{\-x)',
n trouvera
APPLICATIONS ÂiNALYTIQLES.
et ainsi de suite. Et pour x = 0,
On aura donc dans ce cas, en employant la seconde forme du reste (68),
los'd-a;)^-!-'^-^
Le reste peut s'écrire
1 — 0 \ 1 — Qx
La quanlilé entre crocliets étant plus petite que l'unité, puisque j; est supposé moindre que 1, et a;" pouvant devenir aussi petit que l'on voudra, on voit que le reste tend vers zéro à mesure que n augmente.
79. -- On déduit des deux formules précédentes (1) et (2) la formule qui sert à calculer les logarithmes. Si l'on suppose x<iU on peut les appliquer toutes deux, sans tenir compte des restes ; et, en retranchant ces formules membre à membre, on obtient
OiT
Un pose alors
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d'où
cl l'on a
(o) log '
Or, le premier membre revient à log' [n — 1) — log'n; c'est donc la différence tabulaire entre les logarithmes des nombres consécutifs n et )H- 1.
Ctla posé, on fera d'abord M=ldans la formule (3), qui donnera ainsi log' 2. On fera ensuite n='2 dans la même formule, qui donnera la différence entre log' 5 et log' 2, et par suitelog'5. Enfaisant successivement?i = 5, n= î-, n=b, ..., on obtiendra de même les logarithmes dcsno:iibres 4,5, 6, ...; et l'on pourra construire ainsi une table des logarithmes népériens. Mais il est clair qu'on n'emp'oie la formule (5) que pour les logarithmes des -nombres premiers ; les logarithmes
des autres nombres s'obtiennent en faisant la somme des loga-
rithmes de leurs facteurs.
La formule (5) est très convergente. Les huit premiers termes donnent log' 2, à moins d'un cent-millième. Quand on a atteint le nombrclOOO, le premier terme de la série devient suffisant.
Ayant construit une table des logarithmes népériens, il suffit de les multiplier tous par une même quantité pour obtenir les logarithmes des mêmes nombres dans un système quelconque. Si, par exemple, il s'agit des logarithmes vulgaires dont la base est 10, on a, en désignant par v le logarithme vulgaire d'un nombre et par u son logarithme népérien,
W=e\ d'où
vl(>g' 10 = î<
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et
^~log'.10"*
Le nombre constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népériens pour obtenir des logarithmes vulgaires est donc dans ce cas
log'lU ou
2,5025851 ou enfin
Ce multiplicateur fixe porte le nom de module du système dont la base est 10.
80. — Di'veloppemejit de {a -h h)"^ pour m quelconque. Les nombres a et b étant généralement inégaux, soit a > &. On posera h^=^ax^ d'où (a-l-fc)'" = o"'(l +x)"' ; et la question est ramenée à développer {\-\-x)^,x étant moindre que l'unité.
Soit donc
f [x)= (1+x)™, d'où f (x) = m(l+j;)"'-',
f"{x)=m{m — \)i\+xY-\ f"'{x)=m{m — \) (m -2) (1 -\-xf-^.
On trouvera successivement
f (0) = 1, d'où
enfin
Par conséquent, la formule de Maclaurin donnera
I '^n m {m — 1) , (l+a;j"'= 1 -+- jX-{ Y"^ — '-X'
C'est, la for.nulc connue du binôme, étendue au cas de m quelconque, et complétée par le reste
Il faut montrer que ce reste tend vers zéro à mesure que n augmente. La remarque du n° 65 n'est plus applicable à ce cas, attendu (jue dans f" [x] le coefticicnt
croît indéfiniment en valeur absolue. Mais on peut prendre le tour de démonstration suivant. Regardons d'abord m comme positif.
Supposons que nous prenions un terme de plus dans le dé- Aeloppemcnt, et soit R„_^i le nouveau reste, on aura
X, _ mim — \)...{m — u^\){m-u) , n,,^m-«-I
En comparant ces deux restes consécutifs, on reconnaît aisément que l'on a
Si l'on suppose qu'on ait poussé le développement assez loin pour que ?i soit plus grand que m, on aura, en valeur
absolue,
n H- 1 ■ l -f- i)x ' d'où, en remarquant que n — ?» est moindre que n -t- 1,
h Oj
et il foi l il) ri
R„^i<ri,.x.
,, l\n+p représentent de même les restes successifs ([u'on obliendrait en prenant 2, 5,...^; termes de plus, on trouverait de rncme
d'où, en multipliant toutes ces inégalités membre à membre, et simplifiant,
Or, X étant moindre que 1 par hypothèse, on peut toujours prendre p assez grand pour que x'' soit moindre que toute quantité donnée. D'ailleurs R^ est une quantité déterminée et fixe; donc enfin R„_j.p peut être rendu lui-même plus petit que toute quantilé assii^nable.
Si m est négatif mais moindre que I, la fraction
qu'on peut alors écrire, en mettant le signe de m en évidence,
n -hm • , , ■ ,
— — j- , est encore une quantité plus petite que 1 umte; amsi
le raisonnement qui précède subsiste.
Si m est ncgalif et plus grand que 1 , on peut toujours
prendre n assez grand pour que le multiplicateur de I^,j, c'est-
11 I tu X ,
à-dire r • : :— » soit plus petit qu'une fraction détermi-
?H-1 1+Ox' ' ' '
née fc, comprise entre x et l'unilc. Car ce mulliplicaleur est
mouidre que r-^'^ et si 1 on salisiait a 1 inégalité
' îi 4- 1 °
on satisfera à fortiori à riiicgalilc n-^m X
^'^ n^ri + ox^'^-
Or la relation (1) donne
nx + mx <C /'"» H- 1-
Si mx est moindre que /i, celte inégalité estsatisfaite, quel (pie soit n, puisque x est moindre que k. Si mx est supérieur à fr, on tire de cette relation
^ mx — k
">T--rr'
inégalité à laquelle il est toujours possible de satisfaire. Dès lors on aura
et l'on en déduira comme plus haut
et, comme k est moindre que 1, on pourra toujours prendre p assez grand pour que R„_p soit aussi petit que l'on voudra, donc le reste tend vers zéro, puisfjue k'' peut devenir aussi petit que l'on voudra.
Soit, en second lieu, à développer {a — ?>)'"; on posera
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comme plus haut b=(ix; et la question sera ramenée a développer (1 — x)"'. En opérant comme ci-dessus, on trouvera
C*est encore la formule du binôme, complétée par le reste R,. Si l'on adopte la seconde forme du reste (68), on a
L 'après la loi de formation de ce reste, on trouve aisément j. p m — Il / 1 — 6
n ' \\ — fuy ' ou, en valeur absolue, dès c[ue n est plus grand que m, 71— m /l — 0\
o- ■■Cl • . " "î r • -1
01 m est positii, la quantité est une traction; il en
est de même d'ailleurs de la quantité entre crochets ; on a
donc
et l'on en déduira comme plus haut,
l'n+p*^ lin .^ î
d'où il résulte que le reste tend vers zéro, puisque, x étant une fraction, x'' peut être rendu aussi petit qu'on voudra. Si ?» est négatif, le multiplicateur de R„ devient
1— ej;/'
on a donc
Or, si k est une fraction comprise entre x et l'unité, et qu'on pose
u-h-m ^ , . mx ..j;<.«, ou eti tire n'^
relation à laquelle ou peut toujours satisfaire. On peut don^ écrire
d'oi'i, comme ci-dessus,
Donc le reste tend vers zéro, puisque k^ peut devenir aussi petit que l'on voudra.
§ 2. —VERITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LUNE DES FORIVIES ^, ^, 0 X oo
Soit ^^^ une expression fractionnaire, dont les deux
termes s'annulent pour une valeur particulière a de la variable X ; on aura
ç(«) = 0,';(fl) = 0;
et Texprcssion se présentera sous la forme ^. Pour en trouver la vraie valeur, on commence par remplacer d'abord x par fl-h/t, Il étant une quantité que l'on fera ensuite tendre vers zéro; le résulat définitif sera le même que si l'on eût fait immédiatement x=a\ mais la forme indéterminée aura disparu. On aura, en effet,
ou
Suppiimant ç; («) ot 6 («), qui sont nuls par liypotlièse, cl divisant les deux termes de rexprcssiou par /(, on obtient
Faisant tendre maintenant h vers zéro, il ne reste que le premier terme de chaque développement, et il vient en définitive
c'est-à-dire que lorsqu'une expression fraclionnaire prend lu furme ^ pour une valeur particulière a de la variable, il suffit, pour obtenir la vraie valeur de cette expression, de remplacer chacun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite X =a.
Ce qui précède suppose uniquement qu'on puisse appliquer à chacun des deux termes la formule de Taylor (64), c'est-àdire que les fonctions o [x) et ^b [x) soient continues depuis la v;ilcur x=^a jusqu'à une valeur très-voisine x = a -h h .
Si les dérivées 9' (jc) elù' [x) s'annulaient toutes deux pour
x=a, il faudrait appliquer la règle précédente à l'cxpres-
sion ^, ; , c'est-à-dire remplacer chacun des deux termes
par sa dérivée, et faire ensuite x:=^a, ce qui donnerait — — . On continuerait cfénéralcment ainsi à remplacer les
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deux termes de l'expression obtenue par leurs dérivées, jusqu'à ce qu'on obtienne deux termes qui ne s'annulent pas à la fois.
Exemple. L'expression — prend la forme | quand
on y fait x = 0. Remplaçons les deux termes par leurs déri-
^ cos X
vées, nous aurons — : ^^ — . Les deux termes de cette se-
Slll X
conde expression s'annulent encore pour a; = 0; remplaçonsles par leurs dérivées, nous obtiendrons , expression
qui, pour x^O, se réduit à t , c'est-à-diie à zéro. Telle est donc la vraie valeur de l'expression proposée.
On ramène à la règle précédente les expressions qui
prennent la forme ^. Soit, en effet, une expression -^-r qui, pour x = a, prenne la forme ■^. On pourra l'écrire
'^ ; désignons par U' {x) et <1> {x) ses deux termes. Puis-
que l'on a 6 {a) = se et ç (a) = oc , il en résulte
-i-=0 et 4^ = 0,
ou
La question revient donc à chercher la vraie valeur d'une expression
dont les deux termes s'annulent pour a:=:rt. Celle valeur sera donc
*l>'(a)* Exemple. Soit l'expression
{\-x)-' fanir-^
qui pour 2'=: 1 prend la forme -|| ; on pourra la mettre sous la forme
cot —
qui pour a; ^l prend la forme j;.
Remplaçant les deux termes de celle-ci par leurs dérivées, on obtient
quantité qui pour x^[ prend la valeur ^; telle est la vraie
valeur de lexpression proposée.
83. — On ramène encore à la même règle les expressions qui prennent la forme Ox ^. Soit en effet une expression o{x).ù{x), telle que ^{a)^=Q et t}(a)=oo. On pourr;i l'écrire
OU
cil représentant par ^Z [x) l'inverse de o{x). Or, puisque
']j(a)= oo, —-—- = 0, c'est-à-dire W(cf)=0. La vraie valeur
de l expression ' , , est donc -^ V-r-
Exemple. Soit rexpression a: . log ( 1 -{- - | , qui, pour x= oc, prend la forme oo xO. On l'écrira d'abord
los(l+-) , ,. ..
xj \o'4 1 H- u) — - ou '-.
en faisant - = ». Pour x= oc, il vient îf = 0; il faut donc
Iqçt I [ — 1_ ii\
chercher ce que devient ^ pour h = 0. Les deux
termes devenant nuls en même temps, on les remplacera par
log e
leurs dérivées, et 1 on aura — ^ — , expression qui, pour ;/ = 0
ou a;= oc , se réduit à loge ; telle est donc la vraie valeur de l'expression proposée.
MAXIMA ET MINIIHA DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE
84. — Une (onction f (x) est croissante on décroissante à partir d'une valeur déterminée de x selon que sa dérivée est positive ou néijative. On a, en effet, par la formule de Taylor, bornée au premier terme (64),
f{x^h)=f{x)-^-hf'{x-^fih);
par conséquent, j[x -f h) sera plus grand que f{x), si f [x) conserve une valeur positive de a; ta a; H- /i; et dans ce cas, la
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fonction f{x) sera croissante. Au contraire, f(x-hli) sera moindre que f{x) si /' [x) est négatifdc x à x + // ; et dans ce cas, la fonction f{x) sera décroissante.
85. — 11 peut arriver ({u'unc fonclion /'(x) soit croissante (le j; = rt — h à x = a, f)uis décroissante dex^=-rt à x:=rt H- /«, /} étant une quantité très-petite. On dit alors que f{a) est un maximum.
Il peut arriver, au contraire, que la fonction soit décroissante de x^a — h à x = a , puis croissante de x = a à x = a-{-h. On dit alors que f{a) est un mviimum.
Dans le premier cas, f {x) passe du positif au négatif qu^nd X atteint la valeur «; dans le second cas, /' {x) passe, au contraire, du négatif au positif. — La fonclion /' {x) ne peut ainsi changer de signe sans passer par 0 ou par oc. La condition nécessaire pour que x=.a corresponde à un maximum ou à un minimum de f{x) est donc que, pour j; = û, la dérivée f [x) devienne nulle ou inlinie. Nous examinerons successivement ces deux cas.
8«. — Supposons d'abord que la fonction /'(x) et toutes ses dérivées restent finies dex=a — /(à x = a-hh. Rempl.i(;ons X )ar ces deux valeurs, développons f{a — h et f[u-^-h} par la formule de Taylor ; en faisant passer f{a) dans le piemier membre, nous obtiendrons
Pour que /"(a) soit un maximum ou un minimum, il faut(iue les deux différences /"(a — h) — f{a) et /'(«-+-/[) — /'(«) soient
de même signe. Or on démontre en algèbre (voy. V Appendice) que lorsqu'un polynôme est ordonné par rapport aux puissances croissantes d'une variable /i, on peut toujours prendre cette variable assez petite pour que le premier terme du polynôme donne son signe à tout le développement. Pour que les seconds membres des relations (1) et (2) soient de même signe, il faut donc que les termes — f'{a) ./ict + /"' [a] /t., qui sont de signe contraire, disparaissent; ce qui exige qu'on ait
Les valeurs de x qui rendent /"(a;) maximum ou minimum sont donc comprises parmi les racines de l'équation (5).
Supposons cette condition remplie ; les seconds membre des deux relations (1) et (2) auront le même premier terme
f" {a) -r~c)'> ^^^ seront donc de même signe ; et ce signe sera
celui de /""(«), puisque h^ est posilif. Si f" [a) est po^^ilif, il eu sera de même des premiers membres de (1) et (2) ; on aura donc à la fois
f{a)<:f{a-h) et f {a)< f {a -h h) ;
ainsi f{a) sera un minimum, Sï f" {a) est négatif, il en sera de même des premiers membres de (1) et (2) ; on aura donc à la fois
f{a)>f{a-h) et f{a)>f{a^h);
ainsi /"(a) seraun maximum. Lavaleurx^a, qui annule/"' {x), correspondra donc à un minimum ou à un maximum, suivant que /""(a) sera posilif ou négatif.
8î. — Mais il pourrait arriver que /""(o) fût nul. Les seconds membres des relations (1) et (2), ayant alors pour premier
terme l'une — f" (x) , ^ ^ et l'autre H- f" (x) . ^^, qui sont
de signe contraire, les premiers membres seraient de signe contraire, et il n'y aurait ni max mum ni minimum. Pour
qu'il y ;iit l'un ou l'autre, il faut donc que ces termes disparaissent, ce qui exige qu'on ait f" {a)=0. Et dans ce cas les premiers membres des relations (I) et (2) seront tous deux positifs ou tous deux négatifs, c'est-à-dire qu'on aura un minimum ou un maximum, suivant que f" (a) sera positif ou négatif.
On pourrait supposer aussi p" {a)^0 et passer aux dérivées suivantes; on verrait ainsi que, pour qu'il 1/ ait minimum ou maximum, il faut que la première dérivée qui ne s'annule pas pour x=a soil d'ordre pair; et que, dans ce cas, on aura un min'imum ou un maximum selon que cette dérivée sera positive ou négative pour x = a.
On voit donc quelle est la marche à suivre pour trouver les maxima et minima d'une fonction d'une variable : égaler sa jiremière dérivée à zéro; tirer les racines de l'équation ainsi posée ; substituer chacune de ces racii es dans les dérivées successives de la fonction ; si la première dérivée qui ne s'annule pas par cette suhstilution est d'ordre impair, il n'y a ni maximum ni minimum ; si elle est d'ordre pair, on a un minimum ou un maximum selon qu'elle prend le signe -|- ou le signe — .
Exe'uples. I. Soit
f[x)^x'^ — Ax^-hbx^ — Ax^- + x.
On aura d'abord
/'' [x)^ hx' — 16a;^-4-18x^ — 8xH-l, /•" [xj = 20 X' — ASx'^oQx —S f"'{xi= 60x' — 96x -i-5G, f"'{x) = {'20x —96, f (x) = \<20.
L'équation /'(x):^0 a une racine simplex = ^ et une racine
tiipleic=l. Si l'on substitue x = i; dans la seconde dérivée, elle
preml la valeur — 2,6 ; il en résulte que X:^ ^ correspond à 1
un maximum. ]
La racine x^i annule les dérivées f" (x*), f" {x) et donne /'''■(j;) = + 24 ; il en résulte que i(; = 'l correspond à un minimum.
89. — II. Partager le nombre a en deux parties telles que le produit de la puissance p de la première par la puissance q de la seconde soit un maximum (p et q étant deux nombres entiers).
On aura ici f{x):=x'' {a — j;)', en désignant parrr la première partie. En égalant à zéro la dérivée de cette fonction, on trouve
px^'(a — xY — qx''{a—xY-' = 0 ou
xP~'{a — xy-\ [p {a — x)—qx]=:0.
Cette équation admet trois racines :
x=0, x = a et x^—^ — a.
Les deux premières ne répondent pas à la question; il faut donc considérer la troisième.
On trouve
f"{x)=[p{a-x)-qx].'-''' '[^~^^' -{p-^q)xP-^{a-xY-\
Si l'on met pour x la valeur — - — .a, le premier terme disparaît, et le second prend une valeur négative; la valeur substituée correspond donc à un maximum.
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De
x=—- — .a, on déduit a — x = — ^— P + (I F H- q
d'où
c'est-à-dire que les deux parties du nombre a doivent êlre proportionnelles aux exposants ]) et q. Quant au maximum cherché, il a pour valeur
pP . a''
{p + qY
90. — III. Inscrire (lins une ellipse un rectamjle dont la surface soit un maximum. — Les médianes du rectangle inscrit partageant chacune en deux |)arties égales deux cordes parallèles à l'autre, forment un système de diamètres con- |ugués rectangulaire; ce sont donc les axes de la courbe. Si X cl D sont les coordonnées de l'un des sommets du rectangle, rapportées à ces axes, la surface du rectangle est exprimée l)ar 4a;j/, ou, en mettant pour y sa valeur,
x\ aa
La fonction à rendre maximum est doncaîyrt' — x- , ou, ce qui revient au même, ya^x^ — x'\ On peut donc poser-
f[x) = a'x'-—x\ La dérivée égalée à zéro conduit à l'équation
ou
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Celle équation a trois racines:
x = 0, et x^±—-.
La première ne répond pas à la question. Si l'on substitue l'un des deux autres dans la seconde dérivée
on obtient — 4fl', quantité négative. Les valeurs
correspondent doncà un maximum. Elles ne forment d'ailleurs
([u'unc seule et même solution, attendu que si a; et y sont les
coordonnées d'un des sommets du rectangle, — x et — y sont
les coordonnées du sommet opposé.
De
X=—^ on déduit w=-7^,
d'oi*!
On obtient donc un des sommets du rectangle demandé en cherchant l'intersection de l'ellipse avec la droite
qui n'est autre que la diagonale du rectangle construit surles deux demi-axes.
Si l'ellipse devient un cercle, le rectangle inscrit maximum devient un carré.
oi. — IV. Élanl donné le volume d'un ajlindve, déter-
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juiner ses dimensions de manière que sa surface soit un wi)}imum. On a à résoudre ce problème toutes les fois que l'on veut construire un vase cylindrique d'une capacité donnée cl employer le moins de matière pos:ible. Mais il faut distinguer deux cas.
Le vase peut être ouvert à la partie supérieure. Soit alors y sa hauteur et x le rayon de sa base; si V est la capacité donnée, on aura
nousreprcsenlerons V par-a^ pour la commodité de l'écriture. Nous aurons ainsi
La surface du cylindre sera exprimée par
x- + Izxy
ou, en mettant pour y sa valeur tirée de la relation (1),
2ra'^ zx^ H —
La quantité à rendre minimum est donc
En égalant en zéro sa dérivée, on forme l'équation
2a; — ^^^0, d où l'on tire X''=a% ou x^^a. x'
l'ar suite Féqualion (I) donne aus?i y = a. C'est-à-diic qu'on obtient le minimum de surface en faisant le rayon de la base éijal à la hauteur. Ce minimum de surface est
T.a- + ^T.a- ou ôTM^y
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ou, en remarquant que a=i /-,
— , ou enfin, 3 ^/ttY^.
C'est bien un minimum, car on a f" {x)^'2 H , quan-
tité positive pour x = a.
Le vase peut être fermé à la partie supérieure. En conservant les mêmes nolations, la relation (1) subsiste encore mais la surface est exprimée par
2t:X* + Ir.XlJ, ou 2zX^- -\ ^ ,
OC
et la quantité à rendre minimum est alors
La dérivée égilée à zéro doime Téqualion
2x -., d ou x'=-^ ;
si l'on mot dans (1) Ix'^ à la place de a', on obtient y = '2x. C'est-à-dire que dans ce cas on obtient le minimum de surface en faisant la hauteur égale au diamètre de la base. Le minimum a pour valeur
2r.X- -\--At.X^, ou Qt.X-, ou
-^-^ , ou encore b \ / — 7v4 V 4
On reconnaîtrait comme ci-dessus que c'est bien un minimum.
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9Z. — Nous avons dit (jiic f [x] peut changer do signe en passant par la valeur zéro ou par la valeur infinie; nous avons examiné le premier cas; il nous reste à parler du second.
Concevons donc que pour x = (t, f (x) devienne inllni, la fonction f{x) restant d'ailleurs finie. Si, de j; = a — /i à X"^«, /"' (x) est |>ositif, et qu'il devienne négntif de x = a À x = a -\-h, f{(i) sera un maximum; car la fonction f (x) croîtra de a — h à a, et décmilra de a à o -f- h.
Si, de x=a — h à x = a, f {x) est négatif, et qu'il devienne positif de a;=fl à x=a-hh, f{a) sera un minimum; car f{x) décroîtra de a — h à o, et croîtra de a à a -\- h.
Soit, par exemple, la fonction
f{x) = {-^lx\ on trouve
SJX
Poura;:^0, celle dérivée devient infinie. D'ailleurs elle est négative ou positive en même temps que x : de x=: — h à a;=+/i elle passe donc du négatif au positif; donc f (0) ou i est un minimum.
C'e.-t surtout dans la disciiS;ion des courhes que l'on rencontre des exemples de maxima ou de minima donnés par f ia) = '^.
§ 4. — MAXIIVIA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARiABLES.
93. — On dit qu'une fonction f {x, y) de deux variables indépendantes csl moximum pour x = a qI y = b, lorsque la quantité f (fl + /i, b -f- /.) est moindre que /' (o, &), les quantités h et /r étant des accroissements positifs ou négatifs auss petits que l'on voudra. On dit que la fonction f (i', y) est m -
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nimum pour x = a, y =^ b, lorsque, pour les mêmes accroissements h et k, la quantité f[a -^ h, b-\-k} est plus grande que f{a,b).
Posons k = zh, £ étant le rapport algébrique, d'ailleurs arbitraire , que Ton établit entre k et h. Développons f{x + /t, y-i- c/i) par la formule de Taylor (70); nous aurons, en passant f{x, y) dans le premier membre,
dx^ ' (Ix (ly ' dy
rclation dans laquelle nous supposerons que x et y aient les valeurs a et b.
Pour que la dilférence f{x-\- h, y -hk) — f{x, y) conserve son signe, quels que soient les signes des accroissemenis h et k, il faut que le second membre de (l) conserve son signe, quel que soit le signe de h. Or, ce développement étant ordonné par rapport aux puissances croissantes de /i, on peut toujours supposer h assez petit pour que le premier terme donne son signe à tout le développement; il faut donc que le terme affecté de la première puissance de h disparaisse et qu'un ait
dx dy
Mais cette condition doit être remplie quel que soit le rapport e; il faut donc que l'on ait séparément
ce sont les conditions communes au maximum et au minimum. Les valeurs x=a et y=b devront satisfaire à ces deux équations ; elles seront donc comprises parmi les systèmes de valeurs qu'admettent ces deux équations.
91. — Supposons les conditions (2) remplies; le système x=:a. y = b pourra répondre à un maximum ou à nn minimum. Pour que ce soit un maximum, il faut que la dillérence qui forme le premier mem!)re de la relation (1) soit négative; or, le second membre commence alors par l'j terme en h- qui donnera son signe à tout le développement si h est suffisamment petit; il faut donc que ce terme en /r soit négatir, et qu'on ait par conséquent, quel que soit s,
^ ' dx'^ dxdy ' dif^
quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et b donnres par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent dans ce cas les quantités
dx- ' dx dy ' dy^ On devra avoir, quel que soit s,
(4) A + 2Be+C£'-<0.
D'après les propriétés des trinômes du second degré, cette condition exige qu'on ait à la fois
(5) C<0, et B^ — AC<0;
la seconde relation est nécessaire pour que le trinôme conserve son signe, quelque soit £, et la première est nécessaire pour que ce signe soit négatif. Si les relations (5) sont salisfuites, le systèmeoj^tt, y=b correspondri à un maximum. On verrait de la même manière que, pour que ce système corresponde à un minimum, il faut et il suffit que l'on ait à la l'ois
(6) C>0, avec B* — AC<0,
Exemple. Soit proposé d'inscrire dans une sphère
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de ravon II un parallélépipède rectangle dont le volume soit un maximum. Rapportons la sphère à trois axes parallèles aux arêtes du parallélépipède ; et soient a^, y, z les coordonnées de l'un des sommets. Le volume du parallélépipède aura pour valeur Sxijz, ou, en remarquant que
j;- H- î/ + 2- = ri%
Sxu yR^ — x^ — y% ou encore 8 \ x-if (l{-—x- — y i*. La fonction à rendre maximum est donc
/■ (x-, î/) = ^'xHf — x'if — xhf.
On en tire successivement
'j- = '2 1» '^if- — ^^Y — 2^y* ; X- = '2 ï^ '^'y — 2a;*y — 4x*y^ ;
% = 2R^y=- 1 ^.xY- '2if ; ^ = 4R^xy - ^xhj - Sxif ;
dif -^
Si l'on égale à zéro les dérivées partielles y- et y-, en supprimant dans la première le facteur 2j;y-, et dans la seconde le facteur 2j:^y, qui donneraient des solutions étrangères à la question que l'on a en vue, on obtient les deux équations
R^ — 2x* — y^ = 0, et R* — x*— 2y'=:0,
qui donnent
VO
en ne prenant que la solution positive. Si l'on substitue ces valeurs dans les dérivées partielles du second ordre, on trouve après réduction
Le coefficient G est donc ncgnlif; on trouve d'ailleurs
B» — AC=— Î^R
'•Il
(juanlité négative; les deux conditions (5) sont donc remplies,
Il R . 1 , >
et les valeurs a; = y = — répondent a un maximum.
Ces valeurs donnent z= — rr; il en résulte que le parallèle-
pipcde maximum est le cube. Son volume est 8.-;; — =.
96. — Si le terme en ]f dans le développement (1 ) devenait nul pour x=^a et y=b^ il faudrait pousser le développement plus loin. On verrait que le terme en h^ doit disparaître , et que dans ce cas il y a maximum ou minimum, suivant que le terme en h'* prendra une valeur négative ou ])0<itive. Mais cette circonstance ne se présente pas d'ordinaire dans les applications.
On pourrait aussi généraliser la question qui fait Tobjet de ce paragraphe, et l'on reconnaîtrait, par des moyens analogues, que pour qu'une fonction de plusieurs variables indéjiendantes devienne maximum ou minimum pour un système de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent les dérivées partielles du premier ordre, etc. Mais nous n'insisterons pas sur ce sujet plus curieux qu'utile, pour le:|uel nous renverrons aux traités plus étendus. Pour des raisons analogues, nous n'examinerons pas ici le cas où les dérivées partielles du premier ordre deviendraient infinies.
TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES
Oî. — On sait que l'on appelle tangente à une courbe, en un point donné de cette courbe, la limite des positions que
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prend une sécante menée par ce point, lorsqu'on la fait tourner jusqu'à ce qu'un second point d'intersection vienne se confondre avec le premier.
L'équation de la tangente se déduit immédiatement de cette défmition. Soit y = f{x) l'équation de ];i courbe, x cl y les coordonnées du point ])ar lequel on veut mener la tangente, X -\- AX cl y -h Mj les coordonnées d'un point voisin pris sur la môme courbe. L'équation de la sécante passnnt par ces deux points sera, en désignant par X et Y les coordonnées courantes, et appliquant l'équation connue de la droite passant par deux points donnes,
Si l'on fait tourner la sécante autour du point x, y jusqu'à ce que le second point x -+- AX, y -\~ Ay vienne se confondre nvec le premier, AX et Ay tendront simultanément vers zéro,
et — tendra vers la dérivée f [x] ou y' de la fonction don-
née f{x). En même tem[)s la sécante tendra vers la position pour laquelle elle prend le nom de tangente. L'équation de la tangente sera donc
Si l'on met pour y et pour y' leurs valeurs en x, on peut écrire
(Jn voit que lorsque l'abscisse x du point de contact sera donnée, tout sera connu dans l'équation (2), et il sera facile de consiruire la droite qu'elle représente.
98. — La forme de l'équalion (2) suggère souvent un moyen géométrique simple pour mener la tangente. C'est ce
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qiii arrive pour les courbes du second degré ; nous renverrons à cet égard aux traités de Géométrie analytique. Nous nous contenterons des deux exemples qui suivent. l, — Soit la courbe y = x'^. On en lire
mx
Pour con.-lruirc la tangente au point M, on prendra donc, sur la direction de l'ordonnée, une longueur PN égale à my ou 7n. . MP ; on joindra ON, et par le point M on mènera MT parnllùle à ON; ce sera la tangente demandée, car on a
tang MTP = lang NOP r= — — '"-'
NP OP
II, — Soit la courbe y = A logo;. Ou a dans ce cas
A log e
Pour construire la tangente en M, on prendra d'alu rd -^nr Taxe des y une longueur OU (gale i Alog^; enjoindra le point lixe 11 au pied P de l'ordonnée, et par le point M on mènera MT parallèle à PII; ce sera la tangente demandée ; car on a
tang MTP = tang HPO = i|^ = ^^i^.
o». — Si dans l'écpiation [i] de la tangente on fait \=:X -\- hj h étant une quantité infiniment petite, on en tire
Y = f{x)-hf'ix).h.
94 pre.mi::rs éléments du calcul infinitésimal
Or la formuL' de Taylor (64) donne pour l'ordonnée f{x-\-]t) de la courbe (jui répond à l'abscisse a; -h /i, la valeur
f{x-^h)=f ix) + /•' {X) ^ +r (^) ï^+ -.
11 en résulte
Ainsi 1.1 dilfcrence enirc rordonncc de la tangente et l'ordonnée de la courbe qui correspondent à une même abscisse, infiniment peu supérieure à celle du point de contact, est une quantité infiniment petite du second ordre (6). Il n'en pourrait élre au!remcnt que si f" (x) devenait infini, cequel'onne suppose pas.
On considère souvent une courhc comme un polygone infinitésimal, cest-à-dire comme un polygone d'un nombre infini de côtés infiniment petits; l'un quelconque de ces côtés est alors ce que l'on appelle un élément de Va couvhe. Si M et M' sont deux sommets consécutii's de ce polygone, on regarde le côté MM', ou du moins le prolongement de ce côté, comme se confondant avec la tangente en M, et l'on dit en ce sens que la tangente en M n'est autre cbose que l'élément MM' prolongé.
Cette manière de voir suppose, d'après ce qui précède, qu'on néglige les infininient petits du second ordre, puisqu'elle revient à supposer que le point M' infiniment voisin du point M est situé sur la tangente en M. Cette hypothèse n'est plus permise dans les questions où il est nécessaire de tenir compte des infiniment petits du second ordre.
On peut présenter la mè ne observation sous une autre
dv
forme. Si dans 1 équaiion de la tangente on met -^ à la place
de f {x), on peut récrire
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et il scml)le qu'elle soit satisfaite pour
\ = X-h dx^ et Y =: (/ 4- (/y ,
c'est-à-dire qu'il semble que la tangente passe par le point x-\-(lx, V -i- dij (le la courbe infiniment voisin du point de contact. Mais, quand on fait cette substitution, il vient
relation qui n'est réellement une identité que lorsqu'on néglige les infiniment petits du second ordre (60).
Remarque. Lorsque deux courbes sont tangentes, elles ont au point de contact une tangente commune ; il est donc facile do déduire de ce qui précède que leurs ordonnées, correspondantes à une abscisse infiniment peu supérieure à celle du |ioint de contact, est la somme ou la différence de deux infiniment petits du second ordre, et est par conséquent elle-même un infiniment petit du second ordre.
100. — On peut avoir à mener la tangente à une courbe, par un point extérieur à celte courbe, ou parallèlement à une droite donnée.
I. — Dans le premier cas, soient a et (i les coordonnées du point extérieur donné. Ces coordonnées devront salislaire à l'équation de la tangente, et l'on aura, en appelant toujours X et ij les coordonnées du ponil de contact,
(5) ^ — ij = f'{x){y.-x);
mais on a aussi
Ces deux relations serviront à déterminer les deux inconnues X el ij.
On pourrait aussi considérer ces relations comme les équations de deux lieux géométriques dont les intersections sont autant de points de contact ou dt solutions de la question.
L'un de ces lieux géométiiques (4) est la courbe donnée elle-même.
II. — Dans le second cas, soit a le coefficient angulaire do la droite donnée.
On devra avoir f'{x)^=a, si l'équation de la courbe est
Ij^f (j), ou plus généralement — ' ,. "^ "— = a , si l'équa-
tien de la courbe est f(x^ î/) = t> (50). Celte relation, jointe à
servira à déterminer les coordonnées inconnues x et y du point de contact.
On pourrait aussi considérer ces deux relations comme les équations de deux lieux gcométri(jues dont les intersections seront autant de solutions de la question.
Nous n'insisterons pas sur ces considérations, qui sont développées dans tous les traités de Géométrie analytique.
iot. — On appelle sous-tangente la portion de Taxe des x comprise entre le pied de Tordonnée et le pied de la tangente. Pour l'obtenir, il suffit de faire 1 = 0 dans l'équation de la tangente, car X est alors Tahscisse du |)ied de la tangente, et la sous-tangente n'est autre cliose, en valeur absolue, que la différence X — x entre cette abscisse et celle du pied de l'ordonnée. Or l'équation de la tangente, qui se réduit alors à
donne
Telle est l'expression de la sous-tangente. Si y' est de même signe que î/, X — x est négatif, cc>t-à-dire », e le pied de la tangente est alors à gauche du pied de 1 ordonnée,
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si l'on adopte les conventions ordinaires. Si y' esl de signe contraire à y, X — x est positif, c'est-à-dire (pie le pied de la tangente est alors à droite du pied de l'ordonnée Considérons, par exemple, la courbe
on déduit de cette équation
y' = mke'" ,
et, par conséquent,
quantité constante.
On voit que, dans cette logarithmique, la sous-tangente est constante, et que le piodde la tangente est situé à gauche du pied de l'ordonnée.
ios. — On appelle normale la perpendiculaire à la tangente menée par le point de contact. Si les axes sont rectangulaires, ce qui est le cas le plus fréquent, surtout dans les applications, il suffit pour obtenir l'équation de la normale de changer, dans l'équation de la tangente, le coefficient angulaire y' en -, , ce qui donne
On pourrait, comme dans le cas de la tangente, mener la normale par un point extérieur ou parallèlement à une droite donnée; les méthodes seraient les mêmes, mais les calculs sont en général plus compliqués.
103. — On donne le nom de sous-normale à la portion de l'axe des x comprise entre le pied de l'ordonnée et le pied de la normale. Pour l'obtenir, il faut faire V = 0 dans l'équa-
tion (6) de la normale; X est alors l'abscisse du pied de la normale, etX — x est, en valeur absolue, la longueur de la sous-normale. Or l'équation (6), qui se réduit alors à
nonne
\ — x = yij'.
Telle est l'expression de la sous-normale. Si y et y' sont de signe contraire, X — x est négatif, et le pied de la normale est à gauche de l'ordonnée; si y el y' sont de même signe, X — X est positif el le pied de la normale est à droite du pied de l'ordonnée.
ExLMPLEs. I, Considérons la parabole y^:^'2px'j on a dans ce
casy'=-, cl par suite yy' = p^ c'esl-à-dirc que la sousnormale est constante. En môme temps yij' est positif, et le pied de la normale est à droite du pied de l'ordonnée.
II. On sait que la cycloïde est représentée par les équations
a; = R(a — sina), y=R(l — cosa),
R désignant le rayon AG du cercle générateur, et a l'angle MCA que fait avec l'axe des y, ou avec CA , le rayon CM mené au point décrivant. On en tire
(/x = R (1 — cos a) (h, et dy ^ R sin aJa,
d'où
R sin a
cos a
R sin a
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par suite
yy'= Il sin a ,
c'est-à-dire que la sous normale est la projection PA du rayon décrivant CM sur l'axe des x. 1 en résulte que la normale à la cijcloide en un point donnéU de cette courbe est la droite MA qui joint ce point au point de contact A du cercle générateur avec l'axe des x.
t04. — L'équation (1) delà tangente et l'équation (6) de la normale peuvent, lorsqu'on y remplace y' par — , se mettre respectivement sous la forme
isi\ _dx__jli^
et
(9) (X — x) dx -+- (Y — y) dy = 0.
Ces formes, symétriques et faciles à retenir, sont souvent utiles dans les calculs.
COURBES ENVELOPPES
lO». — Lorsque réqualion d'une courbe contient un paramètre arbitraire que l'on peut faire varier, toutes les courbes qui correspondent aux difféientcs valeurs de ce paramètre forment ce qu'on appelle une famille de courbes. On appelle enveloppe dune pareille famille de courbes le lieu des intersections successives des diverses courbes qui composent la famille, c'est-à-dire le lieu des intersections de deux courbes de la même famille dans lesquelles les valeurs du paramètre arbitraire ne diffèrent que d'une quantilé infiniment petite. Si, par exemple, f{x, y, a) = 0, représente l'une des courbes considérées, et f{x,y, a-\- da) =^0 une autre courbe de la
même famiilc ne diflérant de la première qu'on ce que ïe paramètre arbitraire a a varié d'une quantité infiniment petite, ces deux courbes seront dites infiniment voisines, et leur point d'intersection sera un des points de l'enveloppe,
106. — Le procédé à suivre pour trouver l'équation de l'enveloppe se tire deladéfinilion même. Soit /"(a?,!/, 0)^=0(1) l'équation de la famille de courbes considérées. Changeons d'abord a en aH-Aa, l'équation /"(x, y, a-l-Afl)=0 (2) sera une autre courbe de la même famille ; et les coordonnées des points communs à ces deux courbes s'obtiendraient en cherchant les syslèmes de valeurs de x et i/, qui satisfont à la fois aux deux équations. Or on sait que l'on peut remplacer 1 une de ces équations par une combinaison des deux par voie d'addition ou de soustraction. On peut donc substituer, par exemple, à la seconde la combinaison
f{x,y, a-hAa) — f{x,îj,a) = Oj OLi, ce qui revient au même,
f {x. îj, a -h ^a) — f{x, y, a)_Q
Art
Supposons maintenant que l'on fasse tendre àa vers zéro, les deux courbes deviendront consécutive?, et leurs points communs appartiendront à l'enveloppe. Les coordonnées de ces points seraient donc données par la résolution des deux équations
et
on
lira . r^^. !/. g + Afi) — f(3;,y, fl) _ ^^
et
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Pour obtenir l'équation de l'enveloppe, il n'y aura donc qu'à cliuiiner entre ces deux équations le paramclie a qui particularise les points communs.
Ainsi, pour obtenir l'équation de l'enveloppe des courbe» représentées par une équation telle que f(x,y, a) = 0, il suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sa dérivée, prise par rapport à ce paramètre.
lo». — Il est aisé de reconnaître que chacune des courbes enveloppées est tangente à l'enveloppe. Soient, en effet, AB, A'B', A"B" trois courbes consécutives de la famille considérée, M l'intersection des courbes AB et A'B', i\ rinterseclion des courbes A'B' et A"B". Les deux points M et N appartiendront à l'enveloppe; il en sera donc de môme de l'élément infiniment petit MN ; cet élément sera donc commun à l'enveloppée A'B' et à l'enveloppe. Donc l'enveloppe est tangente à l'enveloppée A'B'. On démontrerait de la même manière qu'elle est tangente à toutes les autres enveloppées.
Mais celle propriété peut être démontrée par l'analyse de la manière suivante. Puisque l'équation de l'enveloppe résulte de l'éliminalion du param.ètre a entre les équations
f (x, y, a) = 0 et f, (x, y,a) = 0,
on peut, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe au point j*, y, d fférencicr l'équation /"(j:, y, o)=0 en y regardant a comme une fonction dercet de y, cette dernière variable étant elle-même fonction de x. On obtient ainsi (55, 25)
Fie. 4.
dx
dy
df_(da_ da \dx
, da dy
mais -p est nul en vertu de l'équation f'a{x^ y, fl)=0, il
reste donc
dx dy '
c'est-à-dire que le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe au point ,t, y est donné par la même équation que le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppée au même point. Doncl'enveloppée est tangente à l'enveloppe.
108. — Exemples. I. Une droite mobile coupe les axes coordonnés à des distances a et h de l origine, dont la somme demeure constante; on demande f enveloppe des positions de cette droite. Soit a -\- b = m. L'équation de la famille de droites dont il s'agit sera
(1) -+! = 1, ou f.-+-_Lr^l.
Égalant à zéro la dérivée par rapport à o, on obtient
0, d'où asjy — {m — a)\/x = Oi
rt* (m — af et par suite
m Jx . , . m Jy
a=-^-^ — = et (m — fl)= _ ^ "^ _. \'x + \/y \x + s/y
Substituant dans (1), on trouve pour l'équaliou de Icnveloppe,
(2) (yjx-hsfyy = m,
équation d'une parabole qui a pour axe la bissectrice du premier angle des axes coordonnés, et qui touche ces axes aux points répondant à
y:=:Oj x = m, et x = 0, y = m.
On vérifie aisément que celte parabole est tangente à cliacune des droites proposées; car si l'on parte dans l'équation (1) la valeur de y donnée par l'équation l^), on obtient une équation du second degré en a; qui a ses racines égales.
II. Trouver r enveloppe des ellipses qui ont même surface et leurs axes dirigés suivant les mêmes droites.
Nous pouvons représenter par r.r- la surface commune de ces ellipses; nous aurons alors
T.ab = -zr^y d'où
a L'équation de la famille dcllipses considérée sera donc
Prenant la dérivée par rapport à a, et supprimant le facteur 2a devenu commun, on obtient
a* r d'où
— et c* = ± —
Substituant dans (1), on trouve
OU
a* = — et a^ = ±^.
L'enveloppe demandée se compose donc des deux hyperboles équilalères qui ont les axes pour asyraptoles et pour
puissance ^.
Si l'on porte dans l'équation (1) la valeur de y tirée de l'équation (2), on obtient une équation en x qui est bicarrée £t qui a ses racines égales deux à deux. On vérifie ainsi que l'enveloppe est tangente en deux points à chacune des enveloppées.
CONVEXITÉ ET COURBURE DES LIGNES PLANES
109. — Un arc de courbe, aussi petit que l'on voudra, est concave du côté de sa corde, et convexe du côté opposé, c'est-à-dire du côté des tangentes menées par ses extrémités.
Fig. 5.
Fig. 6.
Considérons un arc très-petit MM' (fig. 5 et 6) d'une courbe dont l'équation en coordonnées rectangulaires est y = f{x). Soient x cl x-]-h\c& abscisses de ses extrémités.
Si, comme dans la figure 5, les tangentes MT, M'T' menées aux extrémités de l'arc MM' se coupent au-dessous de cet arc (en regardant l'axe OY comme vertical pour fixer les idées), l'arc tourne sa convexité vers le bas, c'est-à-dire vers les y négatifs. En même temps le coefficient angulsire de la tangente M'T' est plus grand que le coefficient angulaire de la tangente MT ; ainsi le coefficient angulaire de la tangente, c'està-dire f'(j;), est une quantité croissante, depuis l'alscissej; jusqu'à l'abscisse x-hh.
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Si, comme dans la figure 6, les tangentes MT et M'T' se coupent au-dessus de l'arc MM', cet arc tourne sa convexité vers le haut, c'est-à-dire vers les y positifs. En même temps le coefficient angulaire de la tangente M'T' est plus petit que celui de la tangente MT ; ain*;i, dans ce cas, f {x) est une quantité décroissante, depuis l'abscisse x jusqu'à l'abscisse X H- /i.
Or, d'après ce qu'on a vu au n" 84, la fonction f [x] est croissante ou décroissante, de x à x -\- h, suivant que sa dérivée /'" ix) est positive ou négative. On peut donc dire que l'arc MM' tourne sa convexité vers le bas ou vers le haut, selon que, de X à X ■+■ h, la seconde dérivée f" {x) est positive ou négative.
Nous avons supposé l'ordonnée croissante dans les figures 5 et 6; les mêmes résultats subsistent en supposant l'ordonnée décroissante comme dans les figures 7 et 8. Ainsi, dans la
Fig. 7. Fig. 8.
figure 7, l'arc MM' tourne sa convexité vers le bas; or le coefficient angulaire de M'T' est moindre en valeur absolue que celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs, f {x) est une fonction qui croît algébriquement. Dans la figure 8, au contraire, l'arc MM' tourne sa convexité vers le haut; or le coefficient angulaire do M'T' est plus grand en valeur absolue que celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs, f'(j;) est une fonction qui décroît algébriquement
D'ailleurs, dans tout ce que nous venons de dire, la position de l'axe des x par rapport à l'arc considéré est indifférente ; donc enfin une courbe y = f (^) tourne sa convexité ,
à partir d'un point déterminé M ayant x pour abscisse, vers les y négatifs ou vers les y positifs, suivant que la seconde dérivée f"(x) est positive ou négative pour cette valeur de x.
Remarque. — On vé.Kie à Taide des considérations qui précèdent la règle donnée au n° 86, pour reconnaître les maxima ou minima d'une fonction d'une variable. Si l'ordonnée d'une courbe a un maximum ou un minimum, en ce jioint la tangente doit être parallèle à l'axe des a;, et par conséquent la première dérivée doit êlre nulle. S'il y a maximum, la courbe tourne sa convexité vers les y posiliCs, et par conséquent la seconde dérivée doit être négative. S'il y a minimum , la courbe tourne sa convexité vers les y négatifs, et par conséquent la seconde dérivée doit être positive. Mais ces considérations deviennent insuffisantes quand la seconJe dérivée s'annule, et il faut recourir à la tiiéoric exposée au numéro cité.
iio. — Considérons, par exemple, la courbe qui a pour équation
y =:sin X,
et qui a la forme représcnlée par la figure 9. On tire de celte équation
y — — sma;.
Fig. 9.
Par conséquent, on reconnaît que depuis a;=:0, qui répond à l'origine, jusqu'à 0; = ^, qui répond au point A oij la courbe rencontre de nouveau l'axe des x, f"{x) est négatif et que la courbe tourne sa convexité vers les y positifs. Au contraire, depuis 0; = - jusqu'à a;=2-, c'esl-à-Jire depuis le point A jusqu'au point B, oîi la courbe coupe, pour la troisième lois, l'axe des a;, f" [x) est positif, la courbe tourne sa convexité vers les y négalifs.
Les mêmes résultats se reproduisent périodiquement pour
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les valeurs de x supérieures à 2-, ou pour les valeurs négatives de cette variable.
111. — Il peut arriver que le coel'licient angulaire de la tangente, ouf (a;), après avoir été croissant àc x^a — h àx^a, devienne décroissant de a; = a à x^a-hh, ou vice versa ; en d'autres termes, il peut arriver que labscisse x=^a corresponde à un maximum ou à un minimum de f ix). On sait qu'alors sa dérivée f" (x) prend peur j; = a la valeur f"(o)=:0, OU la valeur f" (a) =-.c (85).
Les points qui présentent celle circonstance se nomment despoints d'inflexion. Ce sont des points oà la conve-.ité de la courbe change de sens; si, par exemple, de x=a — h à x=a, la courbe tournait sa convexité vers ics y négatii's de x=a à x = a-{-h, elle tourne sa convexité vers les y positifs; ou bien c'est l'inverse qui a lieu. Dans les deux cas la courbe passe d'un côté à l'autre de sa tangente, c'est-à-dire que si elle était d'abord d'un côté de la tangente de x^a — h à x=fl, elle passe de l'autre côté de x = a à a;:=:fl -1- h.
Dans la courbe y = sinx (fig. 9) les points 0, A, B,... sont des points d'inflexion ; car pour ces points on a
f" tx)=^ — ^iiix = 0.
Nous aurons occasion de revenir sur les points d'inflexion en nous occupant d'une manière plus générale des poinls singuliers.
112. — Les notions sur la courbure des lignes résultent de la comparaison des arcs de courbe quelconques avec les arcs de cercle.
Un arc de cercle de longueur déterminc'e est d'autant plus courbe que l'angle aigu formé par les tangentes menées à ses extrémités est plus grand. Soit, par exemple, l'arc MM': menons les rayons OM et OM', Fig. lo.
elles tangentes MT et M'ï' qui se coupent au point . Si
l'arc MM' a une longueur déterminée, il sera d'autant plus courbe (jue l'angle TIT' sera plus grand. Or cet angle est égal à l'angle MOM': on peut donc dire qu'un arc de cercle de longueur déterminée est d'autant plus courbe qu'il répond à un angle au centre plus grand, ou, ce qui revient au même, qu'il est d'autant plus courbe qu'il appartient à un cercle d'un rayon plus petit. Ainsi, pour un arc de cercle de longueur donnée, la courbure varie en raison inverse du rayon.
C'est ce que l'on peut voir encore d'une autre manière. On sait qu'on a
MM' = OMxarcMOM',
ou en appelant s l'arc MM', a l'angle MOM' (ou l'arc qui lui sert de mesure dans le cercle dont le rayon est 1) et r la longueur OM,
s = rcLy d'où l'on tire
On prend l'angle a pour la mesure de la courbure de l'arc S; on voit dès lors que pour un arc de même longueur elle varie en raison inverse du rayon.
Le quotient — représente la courbure par unité de lomjueui
de Varcs. D'après la relation (1), elle est égale à l'inverse du
ravon ; et c'est dans ce sens que - sert de mesure à la cour- ' ^ r
bure.
113. — Pour étendre ces notions à une courbe plane quelconque, on compare les très-pelils arcs de cette courbe à des
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arcs de cercle. Cette comparaison peut d'abord se faire d'une manière élémentaire, comme il suit.
I. Soit AB la courbe considérée dont l'équation es
Fig. 11.
Soit M un point quelconque de cette courbe, dont les coordonnées sont X et y, et soient M' et M" deux points consécutifs très- voisins du premier. Pur les trois points M, M', M", qui ne sont point en ligne droite, on peut faire passer un cercle; soit C son centre; joignons les rayons CM et CM'.
Si les points M, M', M" sont trèsropprochcs, l'arc de cercle (|ui les joint différera très-peu de l'arc correspondant de la courbe proposée; et si on les rapprocbe de plus en plus, de manière à se confondre avec le point M, l'arc de cercle tendra à se confondre avec l'arc correspondant de la courbe AB. La limite vers laquelle tend ainsi le cercle mené par les tr is points consécutifs M, M', M" est ce que l'on appelle le cercle de courbure de la courbe au point M ; son centre est le centre de courbure^ et son rayon prend le nom de rayon de courbure.
On voit que le centre de courbure relatif au point M est à la rencontre de la normale en M avec une normale M'C infiniment voisine. On voit aussi qu'à la limite les deux longueurs MC et M'C peuvent être considérées comme égales.
114. — Soit p le rayon de courbure CM; désignons par f/s l'arc infiniment petit MM', et par da. l'angle infiniment petit MCM'. Cet angle, formé parles deux rayons CM, CM', est égal à l'angle formé par les deux tangentes MT, M'T', et porte, pour celle raison, le nom d'angle de coittingence.
Puisque l'arc MM' se confond avec l'arc correspondant du cercle de courbure, on a
doL 1 „ , rfs
Cette formule et les considérations géométriques qui précèdent peuvent d'abord servir à trouver l'expression du rayon de courbure.
Les coordonnées du point M étant x et y, celles du point M'
sont
X -\- dx, et y -h dij
la distance de ces deux points, ou l'arc MM' regardé comme ayant pour limite sa corde, a donc pour valeur
ds = lim . y Ao;* -h Mf , ou
ds = \Ulx^ -h dif = dx V 1 H- J/'^
Le coefficient angulaire de MT étant î/', celui de M'T' est de même y' -+- dy' ; la tangente de l'angle de ces deux droites est donc donnée par la relation
tangMCM'^f-y + ^^^1;
ou, en prenant l'arc pour la tangente, ce qui est permis, attendu que l'arc est infiniment petit, et, en négligeant l'infiniment petit dy' devant y'.
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Par suite
p =(lx . \i''[ +y
_ 'H-j/'^_ (\-hyy
ou enfin
chf
dx
Telle est l'expression du rayon de courbure. Elle ne donne pas jour p une valeur négative, attendu que, d'après la figure qui a servi à l'établir, la courbe tourne sa convexité vers les y positifs, et que dès lors y" est négatif (109).
Si l'on fait la figure pour le cas où la courbe AB tourne sa convexité vers les y négatifs, on voit que les calculs restent les mêmes, si ce n'est que pour avoir la tangente de l'angle de MT avec MT', il faut, en appliquant la formule connue qui donne la tangente de l'angle de deux droites, retrancher y' de y' -+- dy\ au lieu de ~ô soustraire y' -f- dy' de y' comme tout à l'heure. On obtient alors
Fig. 12.
et comme y" est alors positif, on obtient encore pour p une valeur positive.
II. Mais on peut établir la même formule par les considérations analytiques qui suivent.
Considérons d'abord deux courbes quelconques
y:=f{x) et y = ^{x),
qui ont un point commun répondant à l'abscisse a, de telle
sorte qu'on ait /'(o) = ç(a). Si dans les équations de ces courbes on remplace x par a + /i, h désignant une quantité inliniment petite, on aura (64) en admettant que de x = a a x = a-hh,\es fonctions f{x) et 9 [x) et toutes leurs dérivées conservent des valeurs finies,
/•(a+/i) =/•(«) + /'(«) ^4-f' (a)^2 et
Si l'on a f (a) =ç'(a), les deux courbes ont au point commun la même tangente, et l'on dit qu'elles ont entre elles un contact du premier ordre, et leurs ordonnées
f{a-\-hi et o{a-\-h)
ne diffèrent que d'un infiniment petit du deuxième ordre.
Si l'on a en outre/"" (a), = <f"{a), on dit que les courbes ont un contact du deuxième ordre; et leurs ordonnées
/■(rt + /i), et o(c-]-h)
ne diffèrent que d'un inliniment petit du troisième ordre.
En général, si les n premières dérivées prennent des valeurs égales pour x = a, on dit que les courbes ont un contact du n""^ ordre, et leurs ordonnées
f{a -+- h) et o{n-h h)
ne diffèrent que d'un infiniment petit de l'ordre n -1-1.
Si l'une des courbes est algébrique et de degré ?j, et qu'elle ait avec l'autre courbe un contact du n'^""* ordre, on dit que la première courbe est osculalrice par rapport à la seconde.
Conformément à celte définition, un cercle tangent à une
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courbe est dit oscillateur, par rapport à cette courbe, s'il a avec elle un contact du deuxième ordre.
Proposons-nous de trouver le cercle osculateur à une courbe donnée y ^ f (x) au point qui a pour coordonnées X et y. Si X et Y sont les coordonnées de son centre, et p son rayon, son équation sera de la forme
On en tire, en différentiant deux fois de suite,
Pour que ce cercle soit osculateur à la courbe donnée au point X et y, il faut que y' et y" soient les mêmes pour la courbe et pour le cercle. Dès lors l'équation (2j signifie que le centre du cercle est sur la normale au point commun; car elle exprime que les coordonnées X et Y satisfont à l'équation de la normale. Quant à lé jualion (3), elle exprime que le centre du cercle est sur la normale à la courbe proposée, au point infiniment voisin qui a pour coordonnées x -h dx et y -+- ihj; car si, dans l'équation (2i, on remplace x par x -h dx, et y par y n-dy pour avoir la normale au point infiniment voisin, on retombe après réductions sur l'équation (3).
Le rayon p se déduit aisément des trois relations ci-dessus écrites. La troisième donne
substituant cette valeur dans la relation (2), on en déduit
et, par suite, la relation (l) donne
<'+!<">' j'où ,-+^L±jd
c'est la valeur obtenue pour le rayon de courbure par la première méthode.
On devra prendre le signe + ou le signe — suivant que y" sera positif ou r.égatif, pour que la valeur de p, qui exprime une longueur absolue, soit positive. C'e;-t-à-dire qu'il faudra prendre le signe -+■ ou le signe — , suivant que la convexité de la courbe sera tournée vers les y négatifs ou vers les y positifs.
Ce calcul montre l'identité du cercle osculateur avec le cercle de courbure passant par trois points consécutifs infiniment voisins, tel que nous l'avions d'abord considéré
Nous appliquerons la formule du rayon de courbure à deux exemples.
115. — I. rsous prendrons pour premier exemple l'ellipse. De l'équation de cette courbe
— t-T-.= i, on tire d'abord v'= ;•-
d'où
_ b* fy-x^i'\^ l /aY±b^\^_ J^ P.'.r suite,
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On trouve, par exemple, que pour
llj
a; = 0 et y = b, on a p = — ;
et que, pour
x = a et y^=^0^ on a p:=
Fi?.
Mais on peut déduire de la formule (3) une construction géométrique. Soit M le point où l'on veut déterminer le ra^on de courbure ; on joint ce point aux deux foyers F et F' ; on mène la bissectrice MN de l'angle FMF' ; c'est la normale au point M; par son pied IN on lui élève une perpendiculaire NI terminée à l'un des rayons vecteurs MF' ; et au point I on élève une perpendiculaire IG à ce rayon vecteur ; le point G oià elle coupe la normale est le centre de courbure correspondant au point M; et MG est le rayon de courbure.
En effet, menons l'ordonnée MP. La sous-normale NP a pour valeur
M = y}l' = nx — = -,
•a valeur de la normale MN est donc
MN
= SJW + NP* = Jf + %= 'JoYj+J^^ \ a* fr
Soit? l'angle NMF'; on a
MN MI , ,,^ MN
MI=: , MGr= , donc MC^ r-.
cosç cos 5) cos 9
Or l'angle ç est la différence des angles MNA et MF'A, qui ont respectivement pour tangente
"^ et -L.
b*x x-hc
0 n a donc
b^x x-^c a^y (x -+- c) — h-xij
"g <? — ^ ^^2y, — aY-^b'x^-{-'b'cx
b x{x-hc\
âxy -+- a^cij cy
a"b^ -\- b-cx 6* *
Par conséquent,
cob 0
1 -+- tang«5 b' + chf aHf + 6V* Substituant ces valeurs dans l'expression de MC, on obtient
^p _ y/oY+Vx- aY -+- b'x* ( (hf + b'x-) ^ ^^- a* ^ a^b^ — a^b^ "P'
ce qui justifie la construction.
Cette construction est applicable à l'hyperbole et à la
parabole.
116. — II, Nous prendrons pour second exemple la cycloïde. De ses équations
X = V\{x — sina), y = R (1 — cos a),
on a tiré au n° 105, II,
, sina
1 — cos a
On en déduit
, . ,, (1 — cosa)*H-sin*a
(i — cos aj- 1 — COS a'
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on trouve ensuite
j , (l — cosx)co.sa — sin a . sin a , d%
dy' = ^ — '- r^ d% = — -. ,
(1 — cosa)* 1 — cosa
on a d'ailleurs
dx = R (1 — cos a) dx.
Par conséquent
^ dx R * (l —cosa) *
Substituant dans l'expression du rayon de courbure, on obtient
p = -f- ^ — î^— ^- = 2R v/2 v/1 —cos a=4R sin •- a. RTI — cosa)«
Or, si l'on se reporte à la figure du n° 103, on reconnaît que l'on a
MA = 2Rsin|a.
Donc
p = 2MA,
c'esl-à-dire que dans la cycloide le rayon de courbure est le double de la normale.
§ 4. — DÉVELOPPÉeS DES LIGNES PLANES
119. — On appelle développée d'une courbe plane le lieu géométrique de ses centres de courbure. Soit ABCDE.. une courbe plane quelconque; et soient A, B, C, D, E,... des
Fis. 14.
bure de ces arcs (115)
points très-rapprochés sur celle courbe. Menons par ces points
les normales Afl, Bt, Ce, J)d, Ee;... ces normales iormeront par leurs intersections successives une ligne polygonale abc (le — Concevons maintenant que les arcs AB, BC, CD,DE,..deviennent infiniment petits ; les points G, &, c, d, e^... deviendront les centres de couret la ligne polygonale abcde... deviendra une courbe continue, lieu de ces ccnties de courbure. C'est cette courbe que l'on appelle la déveîcppée de la courbe ABCDE,... laquelle prend le nom de déieloppante par rapport à la courbe abcde Voici l'origine de ces dénominations.
Remarquons d'abord que si les arcs AB, BC, CD, DE,... sont infiniincnt petits, on peut écrire (115) oA =flB, bB=bC; cC = cD ; dJ) = dE\... Cela posé, imaginons que l'on enroule sur la courbe abcde... un fil flexible mais inextensible dont une extrém.ilc aboutisse en A ; puis, supposons qu'on la déroule en le tenant toujours tendu, cl en faisant marcher son extrémité libre A dans le sens de la flèche, l'autre extrémité étant fixée quelque part sur la courbe abcde. L'extrémité A décrira d'abord un élément de cercle ayant son centre en a; cet arc de cercle passera par le point B, puisque flA = f/B;etil se confondra avec l'élément AB de la courbe donnée, puisqu'il a pour centre le centre de courbure a de cet élément. Quand l'extrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolongement de l'élément flt, le mouvement changera, et l'extrémité libre décrira un élément de cercle ayant son centre en b ; cet arc de cercle passera par le point C, jiuisque b?j = bC; et il se confondra avec l'élément BC de la courbe donnée, puisqu'il a pour centre le centre de courbure b de cet élément. Qu^iid l'extrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement
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de l'élément bc, le mouvement changera encore; l'extrémité libre décrira un élément de cercle ayant son centre cnC ; cet arc de cercle passera par le point D, puisque cC = cD, c! il se confondra avec l'élément CD de la courbe donnée, puis(|u'il a pour centre le centre de courbure c de cet élément. En continuant ainsi, on voit que l'extrémité libre du fil décrira une série d'arcs de cercles ayant leurs centres sur abcde... et qui se confondront avec les éléments successifs de la courbe donnée ABCDE.... En définitive, elle décrira celte courbe d'un mouvement contiim.
Ainsi, une courbe donnée quelconque ABCDE... peut toujours être considérée comme décrite par l'extrémité libre d'un fil enroulé sur la courbe abcde... lieu de ses centres de courbure. Dans ce mouvement le fil enroulé se développe; d'où les noms de développée et de développante donnés aux courbes abcde... et ABCDE....
Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses positions, le fil est normal à la courbe ABCDE,... puisqu'il est normal aux éléments de cercle avec lesquels elle se confond; en même temps le fil est tangent à la courbe abcde., . puisqu'il est toujours le prolongement d'un de ses éléments. On peut d inc dire que toute tangente à la développée est normale à la développante .,ei réciproquement, toute iiormale à la développante est tamjente à la développée.
118. — Ces considérations géométriques pourraient suflire à la rigueur jour établir les propriétés de la développée. iS'éanmoins, il est utile d'en donner la démonstration analytique.
On a vu au n° 114, II, que le centre de courbure répondant au point d'uiiecourbe donnée, dont les coordonnées sonta^ety, est situé sur la normale en ce point à cette courbe, et sur la normale infiniment voisine menée par le point dont les coordonnées sont X -h dx el y -\- dy , c'est-à-dire que le lieu dos centres de courbure est le lieu des intersections successives des normales à la courbe proposée, ou, en d'autres termes, que la développée est lenveloppe des normales à cette courbe. Or,
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an a démontré, au n° 107, que l'enveloppe est tangente à chacune des enveloppées. Il est donc démontré que la développée d'une courbe est tangente à chacune des normales à cette courbe, et le point de contact est le centre de courbure répondant à chaque normale.
Cela posé, soient X, Y les coordonnées du centre de courbure répondant au point x, y de la courbe proposée, et soit p le rayon de courbure en ce point. On aura
Différentions les deux membres, il viendra, après avoir divisé par 2,
ç(h = {\~x]d\-\-{Y — y)dY-[{\—x)(Jx-h{Y—y)(lij].
Mais la quantité entre crochets est nulle, attendu que le point X, Y est situé sur la normale [104 (9)]; il reste donc, en divisant par p
appelons tu l'angle que la normale fait nvec l'axe des x, ï\ms aurons
= COS{0 et ^rrrsnio),
et l'équation (1) pourra s'écrire
(2) rfp^f/X cosu) H- rfYsin 0).
En même temps, si dS» représente l'élément de la développée, nous aurons aussi, attendu que cet élément a la direction de la normale à la courbe donnée,
-7ô = cos 0) et -7-; =sin w.
d^ db
Si l'on met pour cos to et sin w ces valeurs dans la relation (2), elle devient
' ' db db db
Cetle relation exprime que la longueur de l'élément de la développée est précisément égale à l'nccioisicment infiniment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mode de description de la courbe indiqué plus haut, et la dénomination de développée employée pour désigner le lieu des centres de courbure.
119. — C'est en con-idérant la développée comme l'enveloppe des normales à la courbe donnée qu'on obtient l'équalion de cette développée.
Soit ])=:( \x) l'équation de la courbe donnée. On a vu ,102) que l'équation de la normale à cette courbe est
ou
Cette équation est l'équation commune de toutes les normales; l'abscisse x du point de contact doit y être considérée comme un païamètre variable qui particularise la normale. Pour avoir l'équation de l'enveloppe des normales il faut donc, conformément à la règle exposée au n° 107, éliminer j; entre l'équalion (1) et sa dérivée prise par rapport à x.
Au lieu de remplacer y et y' en fonction de a:, dans l'équation de la normale, il peut être parfois plus commode d'introduire partout y ; il faut alors éliminer y entre l'équation do la normale ainsi préparée, et sa dérivée prise par rapport à y, regardée comme variable indépendante.
Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit à l'équation de la développée.
120. — I. Nous prendrons d'abord pour exemple la parabole y^=z'2px.
L'équation de la normale est
ou, en remplaçant x en fonction de y,
DU bien
î/' + 9]) ip — X) y — 2]}^' = 0.
Diffcrcntiant par rapport à y, on a
Il reste à éliminer y entre les équations (1) et (2). Pour cela on lire de (2)
et en substituant dans (1 ), il vient
2y-^ = — 2y}^Y, d'où if=^yY\
Substituant dans (2) on obtient
ou
8 {\-pY ^ -'27'~17 ^'
c'est l'équation de la développée. Elle a la forme représentée par la figure 15.
Nous ne nous arrêterons pas à sa discussion.
H. Nous |)rendrons pour second exemple l'ellipse , parce que , pour oblenir lïquation de la développée sous une forme simple, il convient de suivre une marche pai ticulière.
L'équation de la normale est
ou
Fig. i;
Prenons la dérivée par rapport à x, en regardant!/ comme fonction de a;; nous aurons
r. «^ fxy' — j/\ c^ ,
ou
in{xy'~y) — c'-xY
b^x Mettant pour y' sa valeur , il vient
0 = rt'X y
d'où
et par suite
a'I.a'b^ âb^x'
flX\2 c-/ '
Gr on trouverait par un calcul analogue
il suffit pour cela de remplacer x par y, X par Y, a par&, h par a, et de changer par conséquent le signe de c*. Ces valeurs, mises dans l'équation de l'ellipse, donnent
ou
Fis. 16.
Telle est l'équation de la développée de l'ellipse; celte courbe a la forme indiquée par la figure 16.
lil. Nous chercherons encore la développée delà cycloïde, parce (lu'elle peut s'obtenir par des considérations {iéomélriques très-simjiles. Soit OUB (fig. 17) la cycloïde considérée; M l'un de ses points; la position correspondante du centre du cercle générateur ; A son point de contact avec l'axe OX. Traçons le cercle C symétrique
du cercle C par rapport à OX; et tirons MA, qui rencontrera le cercle (/en M'.
A cause de la symétrie on nnra évidemment AM' =:
V M , et par conséquent MM' = 2MA. Le point M' sera donc (116) le centre de courbure de la cycloïde correspondant au point M.
Cela posé, prenons OK = ttR , et menons IIKK' parallèle à
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l'axe (les y ; menons encore 00' parallèle à KK' , et O'K' parallèle à l'axe OX, et langent en A' au cercle C. Nous aurons
0'K' = 0K = 7:R, et 0'A' = OA.
()i' on a
arc AM = OA = arc AM',
puisqne les cordes AM et AM' sont égales à cause de la symétrie. Il en résulte
arc A'M' = xR — AM' = O'K' — O'A' = A'K'.
Donc le point M' est sur une cycloïde OM'K' ayant pour cercle générateur le cercle C; et qui serait engendrée par un point de la circonférence de ce cercle C roulant sur OX en sens inverse du roulement du cercle C. Or la courbe ainsi décrite, lieu des centres de courbure M' de la cycloïde donnée, est la développée de cette cycloïde.
Donc la développée de la cijcloide est une cycloide égale, qui se serait abaissée parallèlement à l'axe des y d'une quantité égale au diamètre du cercle générateur, et qui aurait avarice ou reculé parallèlement à l'axe des x d'une quantité égale à une demi- circonférence de ce cercle.
izobis. — On peut re-narquer que, d'après le mode de description d'une courbe fondé sur l'emploi de sa développée, il y a toujours une infinité de courbes qui ont la même développée; on les obtient en faisant varier la longueur du H l- enroulé sur cette développée commune. Toutes ces courbes ont les mômes normales; ce sont les tangentes à la commune développée; et la portion de normale comprise entre deux de ces courbes est constante dans toute leur étendue; en d'autres termes, ces courbes sont partout équidislantes.
Réciproquement, deux courbes qui ont toutes leurs normales communes et qui sont partout équidistantes, ont la même développée. Car si la première peut être décrite à l'aide de sa développée, en adoptant une cerlauie longueur de fil,
la seconde pourra être décrite à l'aide de la même développée en faisant varier la longueur du fil d'une quantité égale à la distance des deux courbes.
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES
iSfl. — On ap\>e\\e points sin'juJiers d'une courbe plane les points qui offrent quelque particularité indépendante du cboix des axes.
D'après celte définition, les points où l'ordonnée est maxima ou niinima ne sont pas des points singuliers, car ils perdent leur propriété quand on fait varier la direction des axes. C'est ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d'une ellipse, qui répond au maximum de l'ordonnée quand on rapporte la courbe à ses axes, perd cette propriété si l'on prend pour axes deux diamètres conjugués quelconques.
Nous supposerons d'abord l'équation de la courbe résolue par rapport à y.
Nous aurons à considérer les points singuliers que peut présenter une même branche de courbe; puis ceux qui résultent de la rencontre de plusieurs branches.
122. — Points singuliers que peut présenter une même branche.
I. Points (Vinflexion. Nous avons déjà eu occasion de parler de ces points au n° 111; ce sont ceux où le coefficient angulaire de la tangente f [x] passe par un maximum ou par un minimum, et où par conséquent f" [x] devient nul ou infini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinusoïde; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe
9 ^ y = h-hx-hj^x\
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On tire de celte équation
SX Pour X =: 0, ou trouve
Le point M qui répond aux coordonnées x=0 et .'/=:/t,
estun point d'inflexion. Le coeflicietit angulaire!/' est décroissant pour ic négatif et croissant pour a; positif; il passe donc par un minimum poura;=0; la seconde dérivée y" prend alors une valeur infinie.
On peut remarquer que quand ij" est nul , le rayon de courbure p (114) devient infini; et quand y" est infini, le rayon de courbure est nul. On voit donc qu aux points d'inflexion le rayon de courbure devient nul ou infini.
aa». — II. Points d'arrêt ou de rupture. Ces points sont ceux où l'ordonnée passe brusquement d'une valeur finie à une valeur infinie ou à une autre valeur finie.
I. Soit, par exemple, la courbe
Si l'on fait varier x de — oo à 0, î/ est positif et augmente de 0 à 1 , ce qui donne la branche ak. Si l'on fait varier x de H- oo à 0, y est négatif et augmente de 0 à l'infini, ce qui donne la branche ch. Pour ic = 0, on a donc ou une ordonnée finie 0A= 1 , ou une ordonnée négative infinie en valeur ab-
Fiir. 19.
solue. Ainsi l'ordonnée passe brusquement d'une valeur finie à une valeur infinie.
H. Soit en second lieu la courbe
M = arc . tani-' -;
Si l'on fait varier a; de — oo à 0, i/ est négatif et varie
de 0 à — -^. Si l'on fait varier
x" de -i-oo à 0, ?/ est positif
s et varie de à 0
.Ponra;=0
Fiy. 20.
l'ordonnée passe donc brusquement de la valeur finie
— ^ à la valeur finie + ^.
Ce genre de points singuliers ne se rencontre que dans les courbes transcendantes.
i«4. — III. Points saillonts. On nomme ainsi les points où le coefficient angulaire de la tangente passe brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie, et où par conséquent la courbe semble se briser et former un angle dont le somm( t est le point saillant.
Soit, par exemple, la courbe
î/ = /iH-a;.arc tanq -.
On tire de cette équation
y' = arctang--^-^,.
Or, on vient de voir que pour a;=0 celte fonction passe brusquement de la valeur — ^ à la
valeur -f- ^. La com be se brise donc au point A, qui devient
le sommet de l'angle formé par les deux parties consécutives de la courbe; ce sommet est le point saillant.
Ce genre de points singuliers ne se rencontre également que dans les courbes transcendantes.
125. — Points singuliers résultant de la rencontre de plusieurs branches.
I. Points multiples. Ces points sont ceux où deu.x branches de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs distinctes qui se confondent pour une valeur particulière de X, et qu'en même temps y' conserve deux valeurs distinctes.
On peut prendre pour exemple l'équation
-^sJ'V
d'où y' =
■la
Pour a; = 0 on trouve
et y
La courbe a la forme indiquée (fig. 22) ; le point 0 est un point multiple.
Ces points se rencontrent dans les courbes dont l'équation contient des radicaux d'indice pair.
126. — Il peut arriver que les deux branches de courlie au lieudesecroisersoienltangentes. Le point de contactestalorsce rpron aj)pelleun point multiple avec contact, et il est dit de première ou de deuxième espèce , suivant que les deux branches sont situées de part et d'autre de leur tangente commune ou d'un même côté de cette langenle,
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Ce qui caractérise ces | oints, c'est d'abord que deux valeurs distinctes de î/ se confondent en une seule; que deux valeurs de y' se confondent également en une seule; et lo point est de première on de deuxième espèce, suivant que sur les deux branches y" a des signes différents ou le même signe.
Comme exemple d'un point multiple avec contact de première espèce, on peut prendre la courbe (fig. 23
On a dans ce cas
4x 4- bx^
S-h24x-]-\Dx'
4 [i-hxy
Pour j;=0, on trouve
y=0, y'=0, et y" =±'2.
Les deux valeurs de l'ordonnée se réduisent à une seule; il en est de même des deux valeurs de y'; quant aux deux valeurs de y", elles restent distinctes et de signe différent ; le point 0 est donc un point multiple avec contact de première espèce.
Comme exemple d'un point multiple avec contact de deuxième espèce, nous prendrons la courbe ifig. 24),
Fi.'. -20
y = X- -i- ^x"-\ i-hX.
On a dans ce cas
Fi'. 24.
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 151
Pour a; = 0, on trouve
les deux valeurs de i/ se réduisntif encore à une seule, il en est de même des valeurs de y'; mais les deux valeurs de ?/" restent distinctes et ont toutes deux le même signe.
Le point 0 est donc bien un point multiple avec contact de deuxième espèce.
127. — II. Points de rebroussement. Ce qui caractérise ces points, c'est que l'ordonnée est imaginaire, soit en deçà, soit au delà; qu'elle a deux valeurs distinctes, soit au delà, soit en deçà, qui se confondent en une seule au point considéré, et que le coefficient angulaire y' a aussi deux valeurs distinctes qui se confondent en une seule en ce point. La courbe présente donc au point de rebroussement deux branches tangentes entre elles, mais qui ne s'étendent que d'un côté de ce point. Le point de rebroussement est âi\i de première ou de deuxième es\ièce^ suivant que les deux branches sont situées de part et d'autre de leur tangente commune ou d'un même côté de cette tangente, ce qu'indique le signe de y".
Soit (fig. 25) l'équation
on en lire
et y"=^/X'
Pour x = 0 on a !/ = /«, ?j'=l; d'ailleurs y devient imaginaire (ainsi que y') pour les valeurs négatives de x. De
plus y" a un signe différent sur les deux branches. On a donc au point A un point de rebroussement de première espèce. Soit au contraire (fig. 26) l'équation
on en tire
y'=^^ +2x4- x% et y"^'2 -^ -^x.
Pour x=0, on a y = h, y' = ^: et
y est imaginaire pour les valeurs négatives de X. De plus, pour de trèspelites valeurs positives de x, les deux valeurs de y" sont de même signe. Le F'g- 26. point A est donc un point de rehroiis-
sement de seconde espèce.
128. — 111. Points conjugués (ou isolés). Ces points proviennent ordinairement d'une branche de courbe fermée qui se réduit à un point pour une valeur particulière d'un paramètre entrant dans l'équation de la courbe. Ils sont caractérisés parcelte circonstance que, en deçà et au delà, l'ordonnée "^ est imaginaire, jusqu'à une valeur convenable de x; et qu'au ^'s- -'• pointlui-mêmej/'cst imaginaire.
Soit, par exemple, la courbe
\,fx{x-ha) {x — b)
qui a la forme représentée par la figure 27.
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Si l'on fait l'hypothèse a=0, l'équalion devient
xix — b ,, , , 7)x — 1b
Poiirj;:^0 on a y^O. Mais pour ^ /
des valeurs positives de x moindres que &, ou pour dos valeurs négatives de cette variable, y est imaginaire. Au V^ ^
point 0 lui-mcme(lig. 28), tj' est ima- \^
ginaire. Ce point est donc un itoint pi„ qg
coujugné.
129. — Supposons maintenant (jue i'cqualion ne puisse pas être résolue par rapport à y; soit f{x^ y) = 0 cette équation.
Rappelons -nous qu'on on déduit par la différentiation (50, 5U)
^ ' ( X -^ (hj
ic)
dx'
"^ (Ixdy ^ dy-
dx''
ôy
di
dx dy
oy
dxdy- dy'\l
df) ^ dy
L'équalion («) donne y'; en substituant cette valeur dans l'équalion [b), on en tire y" \ et, en substituant les valeurs de y' et de y" dans l'équalion (c), on en tirerait y'"; et ainsi de suite.
U n'y a rien de particulier à remarquer pour les points singuliers que peut présenter une même branche de courbe.
Mais il peut arriver qu'au point que l'on considère on ail à la fois
^ = 0 et ^-0-
Dans ce cas, l'équation (ai qui donnait y' devient illusoire, et c'est alors l'équation [h) qui donne cette première dérivée,
attendu que le terme en y" disparaît, puisque -^= 0, c'est-àdire qu'alors y est donné par une équation du second degré.
Si les racines sont imaginaires, on a affaire à un point conjugue.
Si les racines sont réelles et inégaies, c'est un point multiple ordinaire.
Si les racines sont égales, il s'agit d'un point multiple avec contact, ou d'un point de rebrousscment. Si y conserve une valeur réelle en deçà et au delà du point considéré, c'est un point multiple; si y devient imaginaire en deçà on au delà, c'est un point de rebroussemcnt.
Dans les deux cas, Vespèce du point sera donnée par y", que l'on tirera alors de l'équation (c), attendu que y'" dispa-
raît, puisque -j- est nul. Si les deux valeurs de y" sont de
signe contraire, on aura affaire à un point multiple de première espèce ou à un point de rebroussement de première espèce ; si les deux valeurs de y" sont de même signe, ce sera un point multiple de deuxième espèce ou un point de rebroussemcnt de deuxième espèce.
Les détails qui précèdent suffisent pour les besoins de r3p[)licalion.
COURSES A DOUBLE COURBURE
130. — Une courbe quelconque, dans l'espace, est représentée, en coordonnées rectangulaires, par deux équations
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entre les trois variables x, ?/, z. Ces deux équations sont celles de deux surfaces dont rintersoclion est la courbe considérée. Le plus souvent les deux équations ne renferment cbacune que deux variables et se présentent sous la forme
elles rc|)résenlt'nt alors les cylindres qui projettent la courbe sur le plan desa;;^, et sur le plan des yz.
On prend ordinairement z pour variable indépendante ; cependant, pour la symétrie des formules , il est souvent commode de regarder x, y et 2 comme fonctions d'une variable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement pour variable indépendante l'arc s de la courbe ; x, y, z sont considérés comme fonctions de s.
131. — Expression d'un élément de la courbe. Soient x, y, z les coordonnées d'un point M de la courbe, et soient
Y AX
Ay H-Az
Si l'on rapprocbe indélinimcnl le point M' du point M, la corde/ de l'arc MxM' tendra vers l'arc lui-même, que l'on représente par ds, en môme temps que A.r, ày, Az tendront respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc
ds = lim . \^/ax- -\- Aif- -+- Az^ , ou
(2) ds=s/dx^-hdy' + dzK
L'arc infiniment petit ds est ce qu'on nomme un élément de la courbe.
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Si l'on prend % pour variable indépendante, on peut écrire
v'ii
ou, en tirant — cl -p des équations (i) de la courbe
(5) ds = ^W{z)Y+W{z)Y--^l.
i»8. — Tangenle. Les équations de la droite qui joint les points M, M' ayant pour coordonnées
x,ij,z, et x-hAX, yH-Ay, ^+A^-,
sont, en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes,
l-x = ^{l — z), et Y—y.= ^{Z-z).
Si l'on fait tendre M' vers M, la sécante MM' ten Iva vers la tangenle en M ; en même temps
AX' , Aw ^ , . dx , du
— et -^ , tendront vers -;- et -7^ :
àz ^z d-z dz
les équations de la tangente sont donc
(4) \-x = j^a-z), et Y-y=|^Z-z).
On peut les écrire symétriquement sous la forme dx dij dz
On remar(|ucra que les équations (4) sont celles des tangentes aux courbes représentées par les équations (1); ainsi la projection de la tangente à une courbe esi tangente à la lirojection de cette courbe, ce qu'il était aisé de prévoir.
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Considérons les points de la courbe et de sa tangente i|Lii correspondent à l'ordonnée z-f-/t, h étant une (juantité infiniment petite. Soient x^, y^, z -h h les coordonnées du premier de ces points, que nous aj)pelieronsp; et Xj,Yj, « + /(, celles du second, que nous appellerons P. D'après ce (|ui a été expliqué au n° 99, la dilféreiice \--x^ sera un infiniment petit du second ordre, si la courbe n'éprouve pas de discontinuité au point que l'on considère; et il en sera de même de la différence Y^ — y^. On en conclut aisément que la distance des points P et p est elle-même un infiniment petit du second ordre, car cette distance c a pour evpression
Or, d'après ce qu'on vient dédire, h étant l'intiniment petit principal, les différences Xj — x^^ et Y^ — y^, sont de la forme kir et k'h^, k et k' étant des coefficients finis. On a donc
quantité infiniment petite du second ordre.
On forait voir, comme au n° 99, que la tangente au point x, y, z ne passe pas par le point x-\-(lx, y-f-rfy, z-hdz, et que si ces dernières coordonnées paraissent satisfaire aux équations de la tangente, c'est parce -«lU'on néglige les infiniment petits du second ordre.
tszb'is. — On sait que six = rt5 4-/J, y=^bz--\- q^ sont les équations d'une droite, les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes ont respectivement pour valeur
Si l'on applique ces formules à la tangent?, on aura donc, en désignant par a, [5, y les angles qu'elle fait avec les a.\es des X, des y et des z,
dx
dz dx
dx
\/(êy-Gi)'-^ "^-''^'^
et de même
dif . dz
COS3=-7^, et COSY=:^.
ds ' ds
fl33. — Plan normal. Toutes les perpendiculaires à la tangente menées par lepoint de contact sont des normales; le lieu de ces normales est un plan perpendiculaire à la tangente et auquel on donne le nom de plan normal.
Ce plan, passant par le point de contact dont les coordonnées sont x, j/, z, son équation esl de la forme
A{X — x)-hB{Y — y)-hC{Z — z) = 0.
Pour qu'il soit perpendiculaire à la droite, représentée par les équations (4), il faut qu'on ait
A=C4^ et B = C.^.
dz dz
Substituant dans l'équation précédente ces valeurs de A et de B , et supprimant le facteur G devenu commun , on obtient
\\ — x) dx + {Y — y) dy -h iZ — z) dz=0,
c'est l'équation du plan normal.
134. — Plans tangents. Tout plan mené suivant la tan gcnte porte le nom de plan tangent. L'équation générale des plans tangents est évidemment de la forme
(8) [{\-x)dz-{ï-z)dx]-hK[{\—y)dz~{Z — z)dy\=0,
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car cette équation représente un plan, et ce plan contient !a tangente, puisque l'équation (8) est satisfaite en même temps que les équations (4| de la tangente.
Nous remarquerons encore ici que ce plan, qui passe par le point X, y, z, ne passe pas par le point dont les coordonnées sont X -+- dx, y -r- dij^ z -+- dz-, et que si ces coordonnées paraissent satisfaire à l'équation (8), c'est parce qu'on néglige les infiniment petits du second ordre.
135. — Plan oscillateur. I. Considérons trois points consécutifs M, M', M" sur la courbe; par ces trois points, qui ne sont pas généralement en ligne droite, on pourra faire passer un plan. Si l'on fait tendre les points M' et M" vers le point M, ce plan tendra vers une position limite; le plan qui occupe cette position limite est ce que l'on appelle le plan osculateur au point M.
Ce plan devant passer par le point M, dont les coordonnées Sont X, y, z, son équation est de la (orme
A {\ — xj -^B[\ — y) -hCa — z) =0.
Nous supposons X, y, et z fonctions d'une variable auxiliaire indépendante.
Si x-\-dx, y-\-dy, z^dz sont les coordonnées du point M', elles doivent satisfaire à l'équation du plan, ce qui donne
Adx-\-Bdy-^Cdz = 0.
Las coordonnées du point M" étant
X -{- dx -h d-x, y -^ dy ^ d-y, z -{- dz -+- rf
elles doivent également satisfaire à l'équation du plan, ce qui donne, en ayant égard à la relation ci-dessus,
Ad^x -+- Bd~y -+- Cd-z= 0.
De ces deux dernières équations on tirera les rapports
H et pi et, en substiluanl pour A et B leurs valeurs en C
dans l'équation du plan, et supprimant le facteur C devenu commun, on obtiendra
f^^ ( {\ — x) {dy d'z — d: d^y) + (Y— y) {dz d'x — dx dh) *^M -h{Z — z){dxdhj — dyd^x) = 0,
c'est l'équation du plan oscillateur.
On en ferait disparaître les infiniment petits en divisant par rf,s', sis est la variable indépendante. ?i\x\x", y', i/",z-', z" représentent les premières et secondes dérivées de x, y ci z par rapport à s, on pourrait écrire
[l—x) {y'z" — z'y"} + {\ — ij) {z'x"—x'z")
-^{Z-z){xY-y'x") = 0,
équation qui ne renferme plus d'infiniment petits.
II. Le plan osculateur contient la tangente en M; car si l'on rempliice X — x, Y — y, Z — z par rfj", rfy, dz qui leur sont proportionnels en verlu des équations (5) de la tangente. tous les termes de l'équation (9) s'cntre-Jétruisent. Le plan osculateur est donc compris parmi les plans tangents.
III. Si Ton prend z pour variable indépendante, il en résulte dz:^ constante et d-z=0. L'équation du plan osculateur devient alors, en divisant p-n dz^ :
(9 bis)
,v N d'il ,,, , dx ^ ' dZ' ^ -^ dz^
.„ , {dx dhf du rfV, ^
Sous cette forme, on reconnaît aisément que le plan osculateur au point M, dont les coordonnées sont x,y^ z, est parallèle à la tangente au point M' ayant pour coordonnées
dx d II X + dXy y 4- f/y, z-\-dz. En effet : -r- et -/ étant les coeffl-
iiy dz
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cienls angulaires de la latigciitc on M, ceiiv de la tangente en M' s'obtiendront en y changeante; en x -h dx et y en y -\- (hj ^ ce qui donne
dx d'x , , dii d'il , -r+T^dz et -y^-h-p4(/^.
dz dz' dz dz
Or, on sait que pour qu'une droite, ayant pour coefficients angulaires a et &, soit porallèle au plan qui a [)our équation
Ax-^V>y + Cz-h\) = 0,
il faut et il suffit qu'on ait
Art-f-r./; + C = 0.
Dans le cas qui nous jccupe, celte condition devient
d^ij [dx d\t , \ d\v fdy d^ii ,
dz- \dz- dz^ ) dz- \dz dz-
dx dry dy d-x\ „
dz ' dz'^ dz ' dz-J '
égalité qui est en effet satisfaite d'elle-même, attendu que les ternies du premier membre s'entre-dctruisent.
IV. On déduit encore de ce qui précède que la plus courte distance des tangentes menées en Met en M' est un infiniment petit du 3* ordre. En effet : cette distance n'est aulre chose que la distance du plan oscillateur à la tangente en M' qui lui est parallèle. Il faut donc démontrer que celle-ci est un infiniment petit du 3e ordre. On simplifie la démons! ration en prenant la tangente en M pour axe des 2, le point M pour origine, et le plan osculateur en ce point pour plan des zx. L'équation (9 bis) du plan osculateur se réduit alors à
dz^ dz
car on a j; :^ 0, y = 0, 2 = 0, puisfjue l'origine est en M, et
f^'^ A ^^\i n ■ ni
— = 0 avec -yi := 0, puisque l'axe des z est une tangente.
Pour que le plan osculaleur se confonde avec le plan des %x, Bt que son équation se réduise à Y ^ 0, il faut donc qu'on ait
Cela posé, soit î/r=W(2) l'équation de la projection de la courbe sur le plan desyz; on aura par la série de Maclaurin (69)
y = W(0)-^W'(0)|-hW"(0) j^ + W"'(0)p|^+...
iMais W (0) est nul, puisque la courijc passe par l'origine; W (0) est nul, puisqu'elle est tangente à l'axe des z\ enfin, la
condition -^ = 0 revient à W" (0) = 0. Il reste donc
Donc si 2 est un infiniment petit du premier ordre, comme cela doit avoir lieu pour le point M' infiniment voisin du point M, l'or donnée y, qui mesure la plus courte distance du plan osculateur à la tangente en M', est un infiniment petit du 3* ordre,
H en résulte qu'en négligeant les infiniment petits du 5* ordre, on peut regarder le plan osculateur en M comme contenant les tangentes en M et M'.
135 bis. — Normale principale. On donne le nom de normale principale à la perpendiculaire à la tangente qui se trouve dans le plan osculateur. C'est l'intersection du plan osculateur avec le plan normal ; et l'on pourrait obtenir ses équations par cette considération. Mais il est préférable d'employer la méthode suivante, qui conduit aisément à diverses autres conséquences utiles.
Soient M et M' deux points infiniment voisins sur la courbe; MT et M'T' les tangentes en ces deux points. La dislance de la
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tangente M'T' au plan osculaleur mené en M étant un infiniment petit du 3* ordre, on peut, en négligeant les infiniment |)clits de cet ordre, regarder M'T' comme contenu dans le plan osculaleur. Supposons que ce soil le plan de la figure. Soil C le centre de courbure en M de l'arc MM' considéré ainsi comme plan; menons CM et CM' ; la droite MC, normale en M (1 15), sera la normale principale. Par l'origine des coordonnées, menons les droites Ot et or para Hèles à MT et à M'T' et égales à l'unité, et joignons tt'. Le triangle MCM' peut être considéré comme un triangle rectiligne isocèle, dont l'angle en C est égal à l'angle de contingence, que nous représenterons par (/;, et dont les angles à la base sont aussi voisins qu'on le voudra de 90". Or, le triangle lOl' est aussi un triangle isocèle, dont l'angle en 0 est égal à l'angle de contingence; il est donc semblalile au triangle MCM'; et, puisque Ot et Ot' sont respectivement perpendiculaires aux normales MC ctM'C, il faut que le troisième côté tt' soit perpendiculaire à MM', et par conséquent aussi voisin qu'on le voudra d'être parallèle à MC. La direction de la normale principale MC est donc en définitive celle de la droite tt', et tout se réduit à trouver cette dernière.
Pour cela , soient c, •^, t^ les coordonnées du point t ; ç 4- f/;, -^ -f- rfr;, t -+- dl seront celles du point t'. La distance (/:: de ces deux points sera exprimée (loi) par
Jj = \ (/;- -h dr,- -i- (/;*;
et si )., 'j., V désignent les angles que il' fait avec les axes, on aura (152)
dz
ac
ces K=-z — C03 U.= ,- 1 C03 V ^ — , .
as d- de
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Or, a, [3, Y désignant les angles de la tangente MT ou de la parallèle Ot avec les axes, on a
^=Of.cosa, •/) = 0f . cos[3, C = 0^-COSY, ou simplement, puisque Of = 1 ,
^:^C0Sa, T,:=tOSi^, Ç=C0SY.
Maison a trouvé au n° 152
clx „ du dz
COS a ::=-,-, C0SS=:-j^, COS Y = "T •
ds ds ^ ds
On a donc
j. dx _dy ., dz
et, par suite,
j- j dx , , dii ,„ , rf;5
d; = rf . — , drt = d. -p-, dC = d. y.
ds ds ds
Il est commode de prendras pour variable iiidépcndanle ; on peut écrire alors
La valeur de ds devient alors
dW ^ (d^:^
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et Ton trouve enfin, pour les angles a, [;., v, les valeurs
COS IJ
visy-
' \ds\i ■ \di,y
rrij ds'
ds'
ds- ,
La direction de la normale princi,)ale se trouve ainsi déterminée.
13G. — Raijoii de courbure. L'arc dz mesure l'angle tOt' dans le cercle dont le rayon est 1 ; c'est donc la mesure de l'angle de contingence MCM', On a donc, en désignant par p le ravon de courbure MC du cercle osculatcur m M (114),
.,,, d, 1 ,, , ds
(11) — =-, douû = — = • ' as 0 ' (/;
REMAf.QUE I. On remarquera qu'à l'aide de celte valeur on peut écrire les valeurs des cosinus des anules À, y., v de la normale principale avec les axes sous la forme
IH) C0SA=:3 y-,
ds'
COS IJ. = -yi; 1 COS V ^ p
d^ ds^
Remarque IL On peut observer aussi que les formules qu! précèdent sont applicables aux lignes planes; il n'y a de cil-
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férence qu'en ce que, dans ce cas, les résultats du calcul sont généralement plus simples.
13Î. — Seconde courbure. Deux plans osculateurs consécutifs font entre eux un angle dièdre infiniment petit, que nous désignerons par rfO, et que l'on appelle l'angle de torsion ou de seconde courbure. On assimile celte seconde courbure à la courbure d'un cercle, et l'on nomme rayon de seconde courbureXo. rayon d'un cercle dont la courbure serait équivalente à la torsion de la courbe considérée. Si pj désigne ce rayon de courbure, on pose par analogie
.■V X ,, , ds
-,=-, dou 0. = -^.
ds
Pi
Pour obtenir l'angle dO, il faudrait, dans l'équation du plan osculateur, changer x, y, s en x -\- dx , y ■+- dy , z -\- dz , et chercher l'angle des deux plans ainsi obtenus. Cet angle, que nous désignerons par dx, est l'angle de torsion correspondant à l'arc ds; la torsion par unité de longueur delà courbe
est donc, au point considéré, -7^; et son inverse -7- est le ' ' ds d-
rayon de torsion ou rayon de seconde courbure.
On peut encore suivre une autre méthode et employer des
considérations analogues à celles qui nous ont servi aux n°* 155 et 156. Nous renvcrions pour celle question, qui a peu d'utilité dans la pratique, à des traités plus étendus.
«38. — Application à l'hélice.
Nous supposerons que l'on prenne pouraxe des z l'axe de l'hélice, et que l'on fasse passer l'axe des x par un point A pris sur la Dourbe. Soit ABA' la trace sur le plan desiry du c\iindre fig. sa sur lequel l'hélice est tracée ; soit
r son rayon. Soit h le pas de l'hélice ; nous poserons
Soicnta; = OQ, y=:PO, 2=MP les coordonnées d'un point de la courbe, et soit w l'angle que le rayon OP fait avec OX. Les équations de l'hélice seront
(1?.) j; = rcoso), y = rsino), 2^ — w = r tangi . co.
On en tire
dx = — rsinwrfo), (/!/ = + rcosof/w, Jz = r tang j.rfw, ou
(/x = — y Jw, rfy = -h iK dt<), (h = r lang i .du). Par suite
ds = dbi i/r- + rHang*j = — -:.
* cos ^
Les équations de la tangente sont, en supprimant le facteur rfto,
— y __ g; _ rtang^ ^ ' \ — x~\ — y l — z'
On voit, en premier lieu, que la projection de la tangente sur le plan XOY a pour équation
{\-x)x-^{X-y)y = Q ou
Xx + Yy = r«;
c'est l'équation de la tangente PR au cercle de base, menée par le pied P de l'ordonnée du point de contact. On démontre cette propriété dans les Éléments.
On voit, en second lieu, que le cosinus de l'anale que la
tangente fait avec l'axe OZ de riiélice, c'est-à-dire -^. a pour ° ds ^
valeurlequolientde7'tangi par :, c'est-à-dire sin i, quantité constante. C'est encore une propriété connue.
Si l'on fait Z=:0 dans les équations de la tangente, on trouve
X-x' = -^, Y-ij
r long 2 ?"tangj
X et Y désignant alors les coordonnées du point R où la tangente perce le plan XOY.
On a donc
c'est-à-dire que la distance PR est égale à l'arc AP ; cette propriété se démontre aussi dans les Eléments.
Des valeurs trouvées plus haut pour dx, dij, dz, ds, on tire
:sni i;
dx
y cos i dij r ' ds
as- cosi dz
ds '
r ' ds
on en déduit
d'-x ds'
cosi dij r ■ ds
cns'i
ds'
cos i dx r ' ds
co»-i
d'z ds-
Cette dernière relation montre que la normale principale a ne direction perpendiculaire à Taxe des z ; car elle revient
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à cosv = 0. Les deux premières donnent
co.s-/
et
COS^Î
vA(^.)v(^„)'^
ce qui montre que la | rojection de la normale principale sur le plan des xy coïnci !c avec le rayon OP. La normale principale MN rencontre donc l'axe de l'hélice et lui est perpendiculaire.
Le plan osculateur se trouve dès lors détermin' par la tangente MR et par la normale principale MN ; il fait donc un angle constant avec cet axe.
Enfin, le rayon de courbure est «'onné par la formule
c'e^t une quantité constante. Il est facile d'en déduire que le lieu des centres de courbure est une hélice de même pas que la proposée , mais tracée sur un cylindre de même axe ayant pour rayon p — r ou rtang^/.
Dans Ihélice, Tangle de torsion et le rayon de seconde courbure peuvent s obtenir directement comme il suit. Soient M et M' deux points infiniment voisins sur la courbe. Concevons que par l'origine des coordonnées on mène deux droites respectivement perpendiculaires aux plans osculateurs en M et en M'; ces perpendiculaires feront avec Taxe de l'hélice des ;in-
gles égaux ai; et détermineront avec cet axe un angle trièdre dans lequel l'angle dièdre qui a pour arête OZ sera exprimé par f/o). L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs (/-. Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique
cos a = cos b cos c H- sin b sin c cos A, on fait
a = d-, b = c = i et A = f/w, on trouve
cos cl- = cos* i H- sin^ i . cos rfw,
ou, attendu que (h et rfw sont infiniment petits ,
df o . . . „ . / . d(ù-
1 ^ = cos^ i -+- siu^ i il — — j ,
relation qui se réduit à
d'où
rft = sini.rfo).
Or
, ds.cosi
au = ' ]
il vient donc
, sin i cos if/s
d'où
rft sinicosi ds
ds r dz ' *
en appelant p^ le rayon de seconde courbure.
SURFACES COURBES. - NOTIONS SUR LA COURBURE
139. — Plan tangent. On sait qu'une surlace, quand on la rapporte à des coordonnées rectangulaires, est représentée par une équation entre ces coordonnées.
Soit
lÏMjualion de la surl'ace considérée. Si parle point M, dont les coordonnées sont a;, y, z-, on fait passer une courbe tracée sur la surface, courbe qui sera en i:énéral à double courbure, les équations de la tangente en M à celte courbe seront (lô^)
^, dx dif dz
iMais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx^ dy^ dz, doivent salisl"aire à la relation qu'on obtient en différentiant l'équation (1), savoir (35^
^ ' dx dy ^ dz
Si, dans cotte dernière relation, on remplacera;, dy, Jz-par les quantités X — x, Y — ?/, Z — z qui leur sont proportionnelles en vertu des é(iuations ('2), on trouve
Celte relation entre les coordonnées courantes X, Y,Z de la tangente demeure la même pour toutes les tangentes que l'on peut mener à des courbes tracées sur la surface et passant par le point M. Elle représente donc le lieu de ces tangentes. Or, l'équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente un plan ; il en résulte ce théorème : toutes les tanyentes
menées par un même point cVune surface aux différentes courbes que ion peut faire passer par ce point sur la surface, sont dans un même plan. En raison de celle propriété, on donne à ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile à former quand on a l'équation de la surface.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de l'ellipsoïde doal l'équation est
On trouvera
(l[^^2x d/;_ 2|/ df_2z dx~ a- dij ~ b"-' dz~~ c*
cl l'équation du plan langent sera , en supprimant le facteur 2,
équation que Ton peut écrire
a- b- c' Dans le os de la sphère, on a
l'équation du plan tangent devient donc
Ix + Yy H- Zz = R%
et il est facile de vérifier qu'il Cst perpendiculaire au rayon dont les équations sont
X = -Z et Y=yZ.
Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordonnés dcs.ry, des zx et deszy ont respectivement pour cosinus
dx
df
df dx.
dx] \dijj \dz
(Voy. les traités de Géométrie analytique.)
14». — !S'orm(de. On nomme ainsi la perpendiculaire au plan tangent menée par le point de contact. Ses équations sont faciles à établir. Comme la normale passe par le point dont les coordonnées sont x, y, z, ces équations sont de la forme
D'ailleurs, le plan tangent est représenté par ré(|uation (4) du numéro précédent. Or on sait que si une droite a pour équations
x = (iz-i- m , y=zbz-{- îi, et si un plan est représenté par
Ax-hBij-hCz-i-D = 0, les conditions de perpendicularité sont a = y7Ct 6 = tt. Dans
le cas actuel, on aura donc
df\ [df
dx . . \du et p =
dçx (dry
dz 1 \ dz
Par conséquent, les équations de la normale sont
dl d[
X-^=0(Z-.) et Y-y=|(Z-2), dz dz
ce qu'on peut écrire sous la forme plus symétrique X — X Y — y Z — z
(5) 7dK ~ W\ - JdjV'
\dxj \dyj \dzj
Les cosinus des angles que celte droite fait avec les axes des X, des î/ et des z ont respectivement pour valeur
di
dx
dij
df
dz
-iïï
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Remarque. Lorsque l'cqualion de la surface est donnée sous la forme
z = o{x,y) ou ç{x,y) — z = 0,
la dérivée du premier membre par rapport à 2 se réduit à —1; et si l'on représente par p et q les dérivées partielles par rapport à x et par rapporta y (57), les cosinus des angles que la normale fait avec les axes deviennent
S'p- ■+- q^ H- I \Jf + q^ + 1 ^f -h q- -f- 1
En même temps, les équations de la normale deviennent ellesmêmes
{\-x)+p{l-z) = 0, et
forme sous laquelle il est utile de les retenir.
141. — Tout plan mené suivant la normale à une surface porte lui-même le nom de plan normal. L'équation générale d'un plan normal est de la forme (ô)
X désignant une indéterminée. C'est bien, en effet, l'équation d'un plan; et l'on reconnaît aisément que ce plan contient la normale, car si l'on y remplace X — x, et Y — y par leurs valeurs en Z — z tirées des équations (5) de la normale, l'équation (0) est satisfaite, quel que soit Z.
_ SURFACES ENVELOPPES
142. — Soit f{x, y, Zf a) = 0, l'équation d'une famille de surfaces qui ne diffèrent que par la valeur du paramètre a. Si
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l'on change a en a -f- da, les deux courbes f{x, y, z, a) =0 , et f{x,tj, z, a-{-da) = 0, seront dites infiniment voisines l'une de l'autre. Leur intersection sera une courbe à laquelle on donne le nom de caractéristique. Le lieu des caractéris tiques ainsi déterminées par Tmlersection de deux surfaces infiniment voisines, faisant partie d'une même famille, est ce que l'on appelle l'enveloppe de ces surfaces.
La recherche de l'équation de l'enveloppe d'une famille de surfaces est tout à fait analogue à celle de l'enveloppe dune famille de courbes (106).
Soient
et
(•2) f{x,y,z, a-i-Aa) = 0
les équations de deux surfaces de la même famille; leur intersection sera représentée par l'ensemble des équations (1) et (2). Mais on peut remplacer l'équation (2) par la suivante, qui en est une conséquence.
fjx, y, z, a-]-\a)—f{x, y, ^. a) __q
Si l'on fait tendre la vers zéro, l'équation (5) tendra vers
et l'intersection des deux surfaces deviendra la caractéristique qui répond à la valeur particulière a. Pour avoir le lieu des caractéristiques, ou l'enveloppe cherchée, il suffira donc d'éliminer a entre les équations (i) et (4).
Ainsi, pour obtenir l'enveloppe d'une fimille de s.irfaces représentées par une écpiation telle pie f(x,y, z, a) = 0, il suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sa dérivée prise par rapport à ce paramètre.
Exemple I. Un plan se meut en passant constamment par
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un })oint donné et en ilemcuiant à une distance constante d'un second point donné; on demande f enveloppe des positions de ce plan. Prenons le premier point pour origine, el faisons passer l'axe des z par le second point ; l'équation du plan raohih; pourra être mise sous la forme
(1) Xcosa-^Y>iiia4-/.Z = 0.
On voit, en effet, que ce plan passe par l'origine. De plus, sa distance à un point situé sur l'axe des z a une distance h de l'origine est exprimée par
kh
quantité constante qui peut être regardée comme donnée, ce qui détermine k. Le paramètre arbitraire est ici l'angle a. Si l'on dilfercntie l'équation (1) par rapport à ce paramètre, on obtient
('2 1 — X sin a -i- Y cos x r= 0 .
L'équation (1) peut d'ailleurs s'écrire
X cos 7. -1- Y sin a = — kZ.
Élevant au carré et ajoutant, on obtient
c'est l'équation d'un cùne à base circulaire, comme on pouvait s'y altendie.
II. TouverT enveloppe des splières de même rayon dont hs centres sont sur une circonférence donnée. L'équation de la spbère mobile est
en prenant pour axe des z la perpendiculnire élevée par le
centre du cercle donné sur le plan de ce cercle. En même temps on a
Éliminant d'abord (î entre ces deux équations, on obtient (2) x--^y^-hz-—^y.x — 2 \ Pr— a- . ij + R* — r- = 0. Différenliant par rapport à a, ou trouve, après avoir divisé par 2,
d'où
et
V^- — a- Rx
s,/x^' -+- if
yx- + y-
Substituant dans (2) et réduisant, on obtient (4) a-- 4- y' — 2R \/x'-hif + z' -+- Vv' — r' = 0,
c'c>t l'équation d'un tore, comme on pouvait le prévoir.
143. — Kn chaque point d'une caractéristique, le plan tangent est le même pour l'enveloppe et pour l'enveloppée. Soient, en elfet, Sj, S.^, S. trois surfaces consécutives de la même famille; AB l'intersection de S^ et Sj, A'B' l'intersection de S, et de Sj. Les deux courbes AB et A'B' seront deux caractéristiques infiniment voisines; par conséquent, deux courbes infiniment voisines sur l'enveloppe. Soit M un poii t quelconque de lacaracléristique AB ; joignons-le à un point M' infiniment voisin sur la caractéristique A'B', et menons MT tangent à AB en M. La droite MT, tangente à une courbe tracée sur la surface S^ et sur l'enveloppe, est tangente à ces deux surfaces. La droite MM', corde d'un arc infiniment petit, se
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confond avec sa t^ingentc en M, c'eslà-dire avec une tangcnlc en M à la surface S, ou à l'enveloppe. Donc le plan des droites MT et MM' est tangent en M à la sur- ^ *ace Sj et à l'enveloppe ; donc ces deux surfaces ont le môme plan tangent au point commun M, Or, ce point M est un point quelconque do. la ca- Fig- 5i.
ractérisli(pie AB. Donc enfin rcnveloppc et l'enveloppée S, ont les mêmes plans tangents aux différents points de la courbe commune AB; donc ces deux surfaces sont tangentes le long de cette courbe. On en dirait autant d'une enveloppée quelconque.
Mais on peut aussi démontrer cette propriété par l'analyse.
Soit
(1) f{x,y,z,a)=zO
l'équation de la famille de surfaces considérée, et
l'équation de l'enveloppe résultant de l'élimination du paramètre a entre l'équation ( 1 ) /'= 0 et sa dérivée par rapport à a
L'équation du plan tangent en un point M d'une caractéristique, point situé sur la surface (1), est (139)
et l'équation du plan tangent au même point M, considéré comme situé sur l'enveloppe, est de même
Mais l'équation 's (x, y, s) = 0 n'est autre chose que l'cqualion (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en
X, îj, z tirée de y- = 0 ; on aura donc les dérivées partielles
(J-Tj f^lp (J^--i
y;, y-, -j-, OU différeutiant l'équation (1), pouivu qu'on y
reiçardc a comme une fonction de x, ij, z. On trouve ainsi (29, 25)
ib df df da
dx ~~ dx da ' dx''
d'^ df df da
dij dij ' da' d\f
do df df da
dz dz da' dz'
Mais, en vertu de l'équation -J- = 0, quiestunedes équations de la caractéristique, ces relations se réduisent à
do ___ df do _ df do df
dx '" dx' d\j ~' dif dz dz'
Par conséquent, les équations (5) et (6) sont identiques. Ainsi donc, en tous les poinis d'une môme cnraclérislique l'enveloppe et les surfaces enveloppées ont les mêmes plans tangents. Donc enfin cliaque enveloppée est tangente à Venveloppe, et la caraclérisliqne est la ligne de contact.
Il serait facile de véiifier cette propriété sur les exemples traités plus haut.
COURBURE DIS SURFACES
144. — Courbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué aux surfaces, n'a pas en Géométrie un sens plus précis que
dans le lanf^age ordinaire ; et il n'existe aucune quantité n>athémalique qui en soit la mesure. On ju^e de la courbure d'une surface en un de ses points par celle des différentes lignes que l'on peut faire passer sur la surface par ce point.
On peut remarquer d'abord qu'il suflit de considérer les lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courte à double courbure menée sur la surface parle point M, son plan osculateur, passant par les trois ^
points consécutifs M, M', M", délcr- ^ m.^'^
mine dans la surface une section v,--^*'^^'^ ^
plane ab qui a deux éléments consécu- yf tifs MM' et M'.\l"ou trois points cotisé- / cutifsM, M', M" communs avec AB, Fig. 32.
et qui, par conséquent, a le même cercle osculateur et le même rayon de courbure.
Nous allons chercher les relations qui existent entre Ica rayons de courbure des différentes lignes [)lanes que l'on peut mener sur la surface par un même point M.
fl45. — Théorème de Meunier. Soit MT une tangente quelconque menée à la surface par le point M; et soit MN la normale à la surface au point M. Le plan TMN sera un plan normal (141).
11 coupera la surl'ace suivant une courbe AB, que l'on appelle une section normale, et dont le centre de courbure sera en un certain Fi^
point C sur MN. Nous désignerons par p^ le rayon de courbure MC de la section normale AB.
Parla même tangente MT, faisons passer un second plan; il coupera la surface suivant une courbe ab, que l'on peut appeler une section oblique ; son centre de courbure sera situé en un pointe sur la normale M?i à cette courbe. Nous dé>ignerons par p le rayon de courbure Me de la section obliiiueflô.
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Soit V l'angle des deux normales MN et M/i.
La première de ces normales, qui est la normale à la surface, fait avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus ont respectivement pour valeur (140)
V jf- + q' -f- 1 ' V v' + fy' + 1 ' s /'' -f- <f + 1
La seconde, qui est la normale principale de la couibe ab, fait avec les mêmes axes des angles qui ont pour valeur (156)
d'-x (IHj dh Prf?' Prf?' ^d?'
Or, on sait que si deux droites font avec les axes, l'une des angles «, h, c, l'autre des angles a',b',c\ l'angle V de ces deux droites e.^t donné par la relation
cos Y =: cos a cos a' -+- cos b cos b' + cos c cos &. On a donc, dans le cas actu'd,
,, ^ ' as- " ds- dscos V = =
V'ir + 7^+1
d-x dhj dh ^^d^'^^ds''~d?
\/jf--{-q'^[
Mais la courbe ab étant tracée sur la surface, dont l'équation peut être supposée donnée sous la ïorme z = f [x, y) ^ on peut appliquer Téquation (9) du n" 57 , en prenant, au lieu d'une variable indépendante et quelconque, l'arc s de cette tOurbe. On peut donc écrire, en mettant s à la place de a, et s^ à la place du coefficient différentiel s, pour éviter toute confusion,
d^z- [dX\^ ^ dx du fdii\^ d^x dhi
-7?= '-y +^-''rf?-S + '(i +'',7? + ''d^-
APPL'.CAHO.NS GÉOMÉTRIQLES. 163
On tire de cette relation
Pds^ ^ ^ ds-^ ds- L Us } + ^ '» ds ' ds "^ ^\Ts) J' et, en substituant dms (l),
^^^ cosV=p.
Êf-^^A^-È)^'Ê)
Concevons maintenant (,ue Ion lasse varier la section oblique menée par la tangente MT, l'angle V variera; il en sera de n-ènie de p; mais les deux points M et M' ne cessant pas d'appartenir à la section oblique, les accroissements
dx, dij, dz ne changeront pas; les coel'ficients -y-, -j^ resteront donc les mêmes. D'ailleurs les coeflicients p, f/, r, s, t qui ne dépendent que de x,y, n'auront pas varié. Il en résulte que la quantité qui multiplie p dans le second membre de l'équation (2) conservera sa valeur ; en la désignant par K on peut donc écrire
cos V =^ p .K,
Celte formule, étant générale, aura lieu encore pour V = 0, auquel cas la section considérée se confondant avec la section normale, p se changera en p^. On {)eut donc écrire aussi
En divisant ces deux égalités membre à membre on en tire
cûsV=-, d'où o = pgCos\\
Po
ou
I\Ic = MC .cos V,
ce qui montre que le rcnjon de courbure de la section oblique
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est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de courbure de la section normale. É
Cette proposition remarquable est connue sous le nom de Théorème de Meunier .
On peut lui donner une forme encore plusfra[)pante. Si l'on décrit une sphère de C comme centre avec MC pour rayon, le plan TM/i la coupera suivant un petit cercle dont le centre sera c. Aiîisi, les cercles suivant lesquels les divers plins qtCon peut mener par une même tangente coupent cette sphère sont les cercles osculateurs des sections correspondantes.
146. — Indicatrice. Avant de comparer les courbures des sections faites suivant une même normale, il est utile d'établir une propriété des surfaces dont nous aurons à faire usage.
On nomme indicatrice d'une surface courbe en un point I donné de cette surlace, son intersection avec un plan mené ' parallèlemonl au plan tangent à une dislance infiniment petite de ce plan. — Comme il s'agit d'étudier une propriété indépendante du choix des axes, on simplifie le calcul en prenant pour plan desxy le plan tangent lui-même, et pour axe des 2 la normale. Quant à la direction des deux axes des x et des y, nous la laisserons indéterminée pour le moment.
Soit z^:=f{x,y) l'équation de la surface rapportée à ce système d'axes. I
On a vu (71) qu'en développant la fonction f [x, y) par la formule de Maclaurin on peut écrire
\dx-J \dxdyJo "^
Si Ion faitz^/i, la lettre h représentant une quantité infiniment petite, positive ou négative, on aura l'équation d'un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce plan ; son intersection avec la surface sera donc l'indicatrice;
et comme celle-ci se projette en vraie grandeur sur le plan (les xij qui lui est parallèle , on aura son é(jualion en rcmplnçanl z par h dans l'équation (l). Mais cette équation peut être simpliliée. En premier lieu, h étant infiniment petit, il en sera, en général, de même des coordonnées x et y des points communs à la surface et au plan z-=h; on pourra donc négliger les termes alfectés des puissances de xet de y supérieures à la seconde. En second lieu, la surface passant par l'origine, on a /■(0,0) = 0. Enfin, le plan dos xy étaiitle plan tangent,
les dérivées partielles -j- et -j- s'annulent pour l'origine ,
c'est-à-dire pour a; ^0 et 1/ = O.Car il faut (jue l'équalion du plan tangent, qui, dans le cas de z =.f [x, y) est
se réduise a Z= 0 pour j; = 0, y = 0, 2-=0, indépendamment de X et de Y, ce qui exige que les termes en X et Y disparaissent. Si donc on pose pour abréger
il restera pour l'équation de l'intlicaîricc
2h = r,x' + 1s,xy-ht,if-.
On peut même la simplifier encore, car, la direction des axes des x et des y étant jusqu'ici indéterminée , on peut la choisir de manière à faire disparaître le terme en x y. Il reste alors
(•2) ^2h=:^r,x--hl,y\
t^i. — Si /'(, cl Îq sont de morne signe, il huit, pour qu3
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celle équation représente une courbe réelle, donner le même signe à /i ; ce qui veut dire qu'aux environs du point de contact la surface est tout entière d un même côté du plan tangent. L'indicatrice est alors une ellipse. Elle se réduit à l'origine pour h:=^Q.
L'ellipsoïde, le paraboloïde elliptique et l'hyperboloïde à deux na])pes offrent l'exemple du cas dont nous parlons.
Si Tq et Îq sont de signe contraire, on peut donner à h le signe + ou lesiune — . Ainsi la surface s'étend alors des deux côtés du plan tangent. — Pour h positif ou pour h négatif, l'indicatrice est une hyperbole; mais les deux hyperboles, projet es sur le plan des xy, sonl conjuguées ; c'est -à-dirc qu'elles ont les mêmes asymptotes ; mais que si l'une est située dans le premier et le troisième angle des asymptotes, l'autre est située dans le deuxième et le quatrième. Elles se réduisent toutes deux à leurs asymptotes pour /i = 0, L'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique offrent l'exemple de ce cas.
Si l'on a r(,=:0, l'indicatrice se tu...,, ose de deux droites parallèles à l'axe des a; et infiniment voisines. Elle se réduit à l'axe des x pour h = 0.
Si l'on a ^o^^O, Tindicatrice se compose de deux droites parallèles à l'axe des y, et elle se réduit à cet axe pour /i=0. Le cylindre est un exemple de ce cas.
II en est de même du cône, parce qu'un plan infiniment voisin du plan tangent coupe la surface suivant une parabole qui dégénère en deux droites parallèles.
148. — Théorème d'Euler. Nous pouvons maintenant reprendre l'étude de la courbure des surfaces, et couiparer les courbures des sections planes faites suivant une même normale. — Supposons, comme tout à l'heure que 0 soit le point de la surface que l'on considère, que XOY soit le plan tangent etOZ la normale. Soit ZOU un plan quelconque mené suivant cette normale, et OA son intersection avec la surface. Soit M
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un point de cette intersection tiès-voisin du point 0 ; soit MP son ordonnée. Joignons O.M ; menons Mil parallèle à OU, et MB perpendiculaire à OM. Enfin soit C le milieu de ÛB.
Lecercleqni, dans le plan ZOU,alepoint C jiour centre et CO pour rayon tendra vers le cercle osculateur de l'arc OA en 0, quand le point M se rapprochera indéfiniment du point 0. Car, dans le triangle OCM, l'angle en C tendant vers zéro, les angles égaux COM et CMO tendent vers 90" ; et par conséquent CM tend vers une perpendiculaire à la corde O.M, ou vers une normale à l'arc OM.
En appelant p le rayon de courbure de la section OA au point 0, on a donc t..., ^
p = 1 im . OC = lim . i OB = lim . I ( OU + ^^ = lim . j^ OU + imi , -^wYj-j.
Or
Donc
lim.-J 011=0.
,. Mil'
ou, en posant 011 = /i et MH = m,
p = lim.^
Mais si 6 représente l'angle XOU, 9 et m peuvent être regardés comme les coordonnées polaires du point M dans un plan
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parallèle à XOY. Ce plan coupe la surface suivant l'indicatrice, dont l'équation est
x--{-tQif = 2h
ou, en coordonnées polaires,
u«(rocos«0-hfosin^6)=2/i
Or, à la limite, on a
d'où
Donc enfin
(o) - — r^cosH + ^oSin'O.
Supposons d'abord que l'indicatrice soit une ellipse. Soient R^ etH, le maximum et le minimum des valeurs oe p, correspondantes à 6^0 et à 6^90° ou vice versa ^ on aura
Par conséquent
(4) - = 5- cos-6 -f- ^ sin'O.
Changeons 0 en 0 4- 90° ; el soit p^ la valeur correspondante de p ; on aura de même
(5) i = ^sin^O+ icos^6.
Pi l'i A
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En ajoutant membre à membre les relations (4) et (5) , on obtient
P Pi ^V "ï
c'est-à-dire qnc la somme (les courbures de deux sections normales perpendiculaires entre elles est une quantité constante. La formule (6) est conmic sous le nom de théorème d'Eider.
Dans le cas où l'on aro=f(,, c'est-à-dire où l'indicatrice est un cercle, il en résulte P»j=Rj ; et l'on a p=:R^, indépendamment de Tangle 6. Les points d'une surface qui jouissent 'Je celte piopriélé que la courbure des sections normales est la même dans toutts les dirtctions portent le nom d'ombilics.
Dans l'ellipsoïde, par exemple, il y a quatre ombilics : ce sont les points où le plan tangent est parallèle à une section circulaire ; car, en ces points, l'indicatrice est évidemment un cercle.
14». — Supposons Tg et t^ de signes contraires ; en donnant à h des valeurs positives et négatives et opérant comme cidessus, on trouvera
(7) iz=± (lcos'0_lsiu-^9
Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux minimums Y\^ et R, répondant à 0 = 0 et à 6 = 90° ; et il devient infini
pour
ce sont les directions asymj totiques.
u^ En résumé, on voit, par la relation p ^^, que le rayon
de courbure d'une section normale est proportionnel au carré du rayon vecteur de lindicalrice.
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Les sections normales pour lesquelles le rayon de courbure est un maximum ou un minimum, portent le nom de sections principales, et les comljures correspondantes sont dites des courbures principales. En chaque point de la surface, les sections principales sont perpendiculaires entre elles.
La recherche des rayons de courbure des surfaces peut donner lieu à des cas singuliers, qui sont sans intérêt dans les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux traités plus étendus.
150, — Lignes de courbure. On appelle ligjie de courbure d'une surface, toute ligne tracée sur cette surface, et jouissant de la propriété que les normales à la surface, en chacun des points de cette ligne, sont les génératrices d'une surface développable.
On sait qu'une surface développable est le lieu des tangentes à une courbe à double courbure, à laquelle on donne le nom d'arête de rebroussement. Soient M cl M' d 'ux points infiniment voisins sur la ligne de courbure, et dont les coordonnées sont X, î/, z, el X-+- dx, y H-rff/, z + dz. Soient N etN' les points où les normales à la surface menées en M et M' touchent l'arête de rebroussement de la surface développable. Celte arête de rebroussement étant une courbe à double courbure, ses tangentes en N et en N' ne sont pas dans un même plan, mais leur plus courte distance est un infiniment petit du troisième ordre (155, IV) ; si donc on néglige les infiniment petits de cet ordre devant ceux d'un ordre inférieur, on peut regarder les normales consécutives MN et M'N' comme situées dans un même plan, et comme concourant en un certain point C, dont nous désignerons les coordonnées p:ir X et V.
Supposons l'équation de la surface donnée sous la forme z = f{x,y), et désignons par p ciq les dérivées partielles de la fonction z, par rapport à ic et à y. Le point C étant sur la normale M^N', on aura, en vertu des équations de cette nor-
malc (140)
{\ — x)+p{Z—z)=0 et
Çi-y) + q{Z-z) = 0.
Mais le point C se trouvant aussi sur la normale M'N', il faut que ces deux équations subsistent quand on y remplacera les coordonnées X, y, z du point M par les coordonnées x-{-dx^ ij-\-dij, z-i-dz du point M', sans faire varier X, Y et Z, ce qui revient à dire que l'on peut égaler à zéro les ditférentielles des premiers membres des deux équations cidessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et 2, bien entendu, comme fonction de x et de y, ce qui donne, en posant toujours
dp dp dq , dfi
dx ' dij dx ' dij '
— dx — p {pdx -+- qdij) H- {rdx-{-sdij) (Z — z) = 0, d'où
rdx -i- sdy ' et
— du — q {pdx -+- qdij) H- {sdx + tdij) (Z — 2) ^ 0,
d'où
^_ {\-hq')dij+pqdx
Li M ; ] •
sdx -+- tdij et par conséquent
{\\ (1+p^) dx~{-pqdi) _ (1 -hq^) dy-hpqdx
^ ' rdx -f- sd]} Sf/x -h tdij
Telle est la relation à laquelle doivent satisfaire les accroisse-
ments infiniment petits dx et f/y, ponr que le point M' soit sur la ligne de courbure passant par le point M, Ayant 1 équation de la surface, on peut regarder les quantités p, q, r, s, t comme des fonctions données de x et de y, la relation (1) est donc l'équation dinércntiellc de la ligne de courbure passant au point M, ou plutôt l'équalion différenlitlle de sa projection sur le plan des xy. Et si l'on savait en déduire la relation qui lie y à X, cette relation, jointe à l'équalion de la surface, déterminerait complètement la ligne de courbure.
On voit (]ue la recherche d.s lignes de courbure dépend du calcul inverse du calcul différentiel, c'est-à-dire du calcul intéj^ral.
151. — Mais on peut, sans remonter à la relation primili\e ci:t!c X et y, qui caractérise une ligne de courbure, démontrer une proj)riété importante de ce genre de lignes. Divisons par dx les deux termes de chaque membre de l'équation (1). Posons, comme d'habitude,
Tx = 'J'
puis chassons les dénominateurs et ordonnons par rapport aux puissances décroissantes de y', il viendra
^'' I —[{\-]-p'-)s~-pqr]=0.
Celle équation étant du second degré en y', elle montre déjà qu'il y a en général deux directions à prendre sur la surface, en partant du point M, pour y tracer une ligne de courbure.
Mais, comme il s'agit ici d'une propriété géométrique indépendante de la position des axes, nous pouvons les choisir de manière à simplifier le calcul. Nous prendrons, comme au n* 146, le point M pour origine, le plan tangent en M pour plan dos xy, et nous dirigerons l'axe des j;, et par suite l'axe
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des ji, de manière à faire disparaîUe le terme en xy dans l'équation de l'indicatrice. Ce choix d'axes suppose les valeurs
p = 0, q = 0, el s = 0.
L'c(|uation (2) se réduit donc à
Si le point M que l'on considère n'est pas un ombilic, et que r soit différent de f, cette équation donne y' = 0\ et comme elle a perdu son premier terme, elle donne aussi
7y' = oo .
Les deux directions indiquées par ces valeurs sont donc perpendiculaires entre elles.
Or, on a vu au n" 146, que les plans des zx et des zy que nous avons choisis sont précisément les plans des sections principales faites au point M. C'est donc dans la direction des sections principales au point M qu'il faut marcher sur la surface en partant de ce point, pour tracer sur la surface une ligne de courbure.
11 résulte de ce qui précède : 1° qu'en chaque point M d'une surface, sauf les points singuliers dont il n'est point question ici, passent deux lignes de courbure; et que ces deux lignes de courbure sont perpendiculaires entre elles; 2'' que ces lignes de courbure ont chacune un élément commun avec une des sections principales, ou , plus exactement, qu'elles ont pour tangente en M la tangente en ce point à la section principale correspondante.
Il en résulte encore qu'on peut tracer sur une surface deux systèmes de lignes de courbure qui la divisent en quadrilatères curvilignes a\ant leurs angles droits.
On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce qu'en chaque point elles ont la direction qui répond au maximum et au minimum de courbure en ce point.
153. — Dans les surfaces cylindriques, le plan taniient en un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point; les normales à la surface menées par les divers points de cette génératrice sont donc comprises dans un même plan perpendiculaire au plan tangent ; or le plan est compris parmi les surfaces dévcloppables. Les génératrices d'un cylindre forment donc un premier système de lignes de courbure. Le second système est formé par les sections droites, qui sont des courbes per|iendiculaires aux génératrices.
Dans les surfaces coniques, le plan tangent en un point est également tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point; et l'on en conclura comme ci-dessus que les génératrices du cône forment un premier système de lignes de courbure; le second système est formé parles courbes qui coupent toutes les génératrices à angle droit. On appelle ces courbes les trajectoires orthogonales des génératrices. Dans le cône de révolution, ces trajectoires ne sont autre chose que les parallèles de la surface.
Plus généralement, dans les surfaces développabies , le plan tangent en un point contient, comme dans toutes les surfaces réglées, la génératrice qui passe par ce point, mais il peut aussi être considéré comme contenant la génératrice infiniment voisine; car ces deux génératrices étant tangentes aux extrémités d'un même élément de l'arête de rebroussement, leur plus courte distance est un infiniment petit du troisième ordre (155, IV). Il en résulte que le plan tangent en un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe parcepoint. Donc encore les génératrices forment un premier système de lignes de courbure, et le second système est formé de leurs trajectoires orthogonales.
Dans les surfaces gauches, deux génératrices infiniment voisines ne peuvent plus être considérées comme situées dans un même plan , et le plan tangent en un point de la surface , bien que contenant la génératrice qui passe par ce point, nest tangent qu'en ce peint à la surface. Les normales à la surface
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menées par les dilTôrents points d'une même génératrice sont sur une surface gauche à plan directeur, perpendiculaire à la génératrice, et ne sont par conséquent plus sur une surface développable. Il en résulte que, dans les surfaces gauches, les génératrices ne sont plus des lignes de courbure. Si l'on coupe la surface par un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce plan, il ne peut rencontrer la génératrice contenue dans le plan tangent; il coupe donc la surface suivant une courbe à branches infinies ; et , d'après ce que nous avons vu au n" 147, cette courbe est une hyperbole ; la direclion des lii:nes de courbure qui passent au point considéré est déterminée par les axes de cette hyperbole. Dans les surfaces gauches du second de,f;ré, par exemple, qui ont deux systèmes de génératrices rectilignes, le plan tangent en un point de la surface contient les deux génératrices de différents systèmes qui passent en ce point ; l'indicatrice est une hyperbole dont les asymptotes sont parallèles à ces deux génératrice.-; pour obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point considéré, il faut donc marcher sur la surface dans la direclion des bissectrices des angles formés jiar ces génératrices.
D;ins les surfaces de révolution, les normales auxdilfcrents points d'un même méridien sont contenues dans le plan de ce méridien, c'est-à-dire tju'elles a['pai tiennent à une surface développable. Les méridiens forment donc un premier système de lignes de courbure. Les normales aux différents points d'un même parallèle viennent concourir en un même point de l'axe de révolution ; elles sont donc situées sur un cône, c'està-dire sur une surface développable ; ainsi les parallèles delà surface forment le second système de lignes de courbure.
Si l'on applique à l'ellipsoïde à trois axes inégaux l'équation (2) du n° 151 , on obtient, pour léquation différentielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des xy, une équation de la forme
Axy.ij'^-i- [x- — mif — u) y' — X1J = 0,
et, en remontant à l'équation primitive entre x eiy {voy. les traités de Caisul intégral), on reconnaît que les projections des lignes de courbure sur le plan des aîy,qui contient le grand axe et l'axe moyen, sont, pour l'un des systèmes, des ellipses, et pour l'autre système des hyperboles. Ces ellipses et ces hyperboles tournent leur concavité vers les points où se projettent les ombilics.
g 10. — CARACTÈRES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES DE SURFACES.
153. — Surfaces cylindriques. Une surface cylindrique peut être considérée comme engendrée par une droite qui reste parallèle à elle-même, en rencontrant toujours une courbe fixe qu'on appelle sa directrice; et l'on ne restreint pas la généralité de cette définition en supposant que la courbe fixe soit plane; car on peut toujours prendre pour directrice linterseclion du cylindre par un plan, pourvu que ce plan ne soit pas parallèle aux génératrices.
Supposons donc la directrice plane ; prenons scn plan pour plan dis xy, et soit
(1) ?(^,!/) = 0, son équation dans ce plan. Soient
(2) x = az-]-oL et y = bz-}~^,
les équations d'une génératrice quelconque. Les coordonnées de ses traces sur le plan des xy, savoir
X=a et î/=3, devront satisfaire à l'équation (1) ; on aura donc
ou, en moltaiit pour a et 3 leurs valeurs tirées des équations (;2),
(4) o{x-az,n-bz)^0.
C'est l'cquilioti générale des surfaces cylindriques.
On peut en déduire une relation indépendante de la fonction aibitraire s. Pour cela , différentions successivement l'équation (5) par rapport à a; et par rapport à ij ; nous obtiendrons, en posant comme d'ordinaire
(Iz ^ dz
È.(l-^i>)-|¥-0 et |«^4-|(1-M = 0.
Si l'on éîialc les valeurs du rapport ; , '{ tirées decesrela-
lions, on trouve
(5) -j — = ou op-hbn=\;
^ ' 1 — ap aij '
c'est le caractère analytique des surfaces cylindriques, ou l'équation aux différences partielles de toutes les surfaces de ce genre. On voit qu'elle est du premier ordre.
yota. On appelle équation différentielle toute relation entre les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables s'appelle une équation aux différences partielles^ le mot diférences étant pris ici dans le sens de différentielles.
Surfaces coniques. On regarde une surface conique
orp.nie engendrée par une droite assujettie à passer par un
: oint fixe, qui est le sommet du cône, et à rencontrer une di-
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lectrice fixe, que l'on peut supposer plane sans restreindre la généralité de la question ; car on peut toujours prendre pour directrice l'intersection delà surface par unpUin quelconque, pourvu que ce plan ne passe pas par le sommet.
Prenons donc le plan de la directrice pour plan des xy, soit
son équation dans ce plan ; et soient jî^, y^, 2^, les coordonnées du sommet.
Les équations d'une génératrice seront de la forme
(2) x — x, = a{z — z,) et y — y^=b{z — z,).
Les coordonnées de sa trace sur le plan des x, y sont
x=x,- az, et y = y, — bz,.
Ces coordonnées doivent satisfaire à l'équation (1) ; ainsi l'on doit avoir
ç{x, — az,, î/o — feo) = 0,
on, en vertu des équations (2),
(5) (v{x — az, y — bz)=0.
On en tire, comme ci-dessus, parla différentlalion par rapport à a; et par rapport à j/, la condition
(i) ap-hbq = \,
et, en mettant pour les paramètres variables a et & leurs valenrs tirées des équations (2),
c'est le caractère analytique des surfaces coniques, ou l'équa-
tion aux différences parlielles de toutes les surfaces de ce genre. Elle est encore du premier or;lre.
Surfaces de révolution. Soient
(1) X = f/Z + a et Y=bZ-{-^
les équations de Taxe de révolulion. La surface peut être considérée comme engendrée par un cercle variable perpendiculaire à cet axe et ayant son centre sur cet axe. On peut regardei' ce cercle comme l'intersection d'une sphère de rayon variable, ayant son centre en un point déterminé de l'axe de révolution, par exemple, sa trace sur le plan des xy, dont les coordonnées sont X = a, Y:^:^, Z=0, et d'un plan variable perpendiculaire à l'axe. Ce cercle peut donc être représenlé par l'ensemble des deux équations :
(2) ! (j;- a)'- 4- (y -,:)'- 4- 2.^ = ?', \ ax -+- by -T- c=^ k ,
les variables p'- et k étant liées par une relation arbitraire
qui déterminera la loi suivant laquelle varie le cercle générateur. Ainsi la surface de révolution peut être représentée [)ar l'équation
(4) {x-y.Y- + {y-^y- +z' = . {ax + by +c).
En différentiant l'équation (5) d'abord par rapport à ^ et ensuite par rapport à y, on pourrait éliminer, comme on la fait aux deux numéros précédents, la fonction arbitraire 9, et obtenir l'équation différentielle générale des surfaces de révolution. Mais on l'obtient plus simplement en remarquant que, dans ce genre de surfaces, la normale rencontre l'axe. Si donc X, Y, Z sont les coordonnées du point de rencontre, ces coor-
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données doivent satisfaire d'une part aux équations (1), et de l'aulrc aux équations de la normale (140), savoir
(5) {\ — x)-^p{Z-z) = 0 et {\ — y)^rj{Z—z)=0-
Si Ton élimine X, Y, Z cuire les équations (1) et (5), on obtient
(G) [a + ])) {(jz -+- y - ;i) — (/> -f- r/) {pz + x — a) = 0,
c'est l'équation aux différences partielles des surlaces de révolution.
Cette équation peut s'écrire :
(y — bz—{t)p — {x — az— 7.)(i-\-a{ij — 3) —h{x — a)^0.
156. — Surfaces développables. Une surface développablo )eut être considérée comme l'enveloppe d'un plan mobile, c'est-à-dire d'une famille de plans dont les équations ne diffèrent que par im paramètre variable. L'équation d'une pareille famille de plnns pcnl être présentée sous la forme
(1) z=h-^xç{h)-^y'l{h),
et l'équation de l'enveloppe résulterait de l'élimination de h entre cette relation et sa dérivée par rapport à /i , c'est-àdire
Mais on peut, sans particulariser les fonctions © et 6, et par conséquent sans opérer Télimination de h, obtenir l'équation différentielle des surfaces développables.
En effet, la différentielle totale de 2 donnée par l'équaiior. de la surface doit être de la forme
(5) dz = p dx -\- qdij,
et q désignant les dérivées partielles de ^par rapport à a: cl
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à y. Or, si Ton diflerentie l'équation (1) en faisant tout varier, on obtient
dz = dh + X 9' {h) dh -+- y 6' (/() dh + ? (/i) dx H- à {h} dij .
Mais les (ermes multipliés par dh disparaissent en vertu de
I équation (2) ; il reste donc
dz = o {h)dx-hà{h)dij, ce qui exige
p = ^{li) et q=à{h).
Concevons qu'on ait tiré de ces deux dernières les valeurs
/i = 0(p), et h = W{q).
II m résulte d'abord
(5) c^(;,)=n•(ry),
et l'équation (1) de la surface peut s'écrire
(4) z=*l>{p)-{-px-^(iy, ou z=^W{(i) -\-px-\-qij;
c'est une première forme de l'éfjuation différentielle de la surface. Mais elle contient une fonction arbitraire; pour la faire disparaître on opérera comme il suit. Reprenons l'équation (3). On en tire, en différentiant,
<l>'{p)dp = n>'[q)dq,
et, allcndu que l'on a
dp = sdx H- td:j e t dq = rdx -\- sdij,
en désignant par r, 5, t les dérivées partielles du second ordre (57, Rem. I), il vient
O' (2)) {sdx + tdij) = W {q) [rdx + sdij).
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Comme ;c et y sont deux variables indépendantes, cette relation doit avoir lifu indcpeiidammenl des valeurs particulières attribuées a dxel à dij ; il faut donc que l'on ait séparément
$'(/)).s=W(9).r et ^'{p).t = W{q).s, et, en divisant ces relations membre à membre, on obtient
(5) ^=-, d'où s' — rt=0,
c'est ré(juaticn aux différences partielles des surfaces développabks. On vjit qu'elle est du second ordre et du second degré.
Remarque. On vérifie aisément que les surfaces cylindriques et les surfaces coniques satisfont à la relation (5).
Pour les surfaces cylindiiques, par exemple, on a trouvé le COI ac 1ère
ap -]-hq = \.
On en tire
a(lp-\-bdq=^0^ ou
0 {sdx -+- tdij] -+- b {rdx h- sdy) = 0.
Celte relation devant être satisfaite indépendamment du rapport entre les valeurs de dx et de dij, on doit avoir séparément
os-hbr^Q et at-\- bs=Oj et, en éliminant entre ces deux relations le rapport r , on retombe sur la condition (5j.
Pour les surfaces coniques, on a trouvé le caractère
On en tire
dz = pdx ■+- qdy -\- dp {x — x^) -\-dq{y — y^).
Mais on a
dz:^pdx -h qdy:
il reste donc
dp (x — X,) H- dq (y — ?/„) — 0,
ou
(s dx-\-tdy) [x — x^) -f- {rdx-\-sdy) (y — J/J,
équation qui se sépare en deux comme ci-dessus, et donne
s {x — x,)-^r{y — y,) = 0, avec
et en éliminant entre ces deux dernières le rapport .
on retombe sur la condition (5).
15*. — Surfaces (jaiiches. On dislingue ordinairement parmi ces surfaces celles qui ont une directrice rectiliime et celles qui ont un plan directeur.
T. — Supposons d'aljoid que la surface ait une directrice rectiligne. On la prend ordinairement pour axe des 2, et s.\z = h est l'ordonnée du point où une génératrice de la surface rencontre la directrice, les équations de cette génératrice peuvent être mises sous la forme
(1) 2 = /i-t-x^(/i), et z = h-\-y'!^{h).
On en lire
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OU
ce(]ui montre que h est une fonction du rapport -. On peut i donc poser
d'où
et, pnr suite, l'équation de la surface peut s'écrho (2) z^c^/'y^-f-ajwf^Y
On éliminera la fonction <1> par une première différentiation par rnp[)o: t à x ou par rapport à y ; car on obtient ainsi
^ x) X \xjx
et, si Ton multiplie la première de ces relations par x^ la seconde par y, et qu'on ajoute, on trouve
(3) j,x-h(pj = xn^(^j^
On élimine la fonction W par une seconde différentiation, car
on ol' tient
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et
sx^tij^q = n- (|j
Multipliant la première de ces relations para;, et la ççconde par y, puis ajoutant membre à membre, on trouve
rx- -h 2sxij H- tif + px -\-fj)j=x ^r ( . ) ,
relation qui, en vertu de l'équation (5i, se réduit à
(4) rx^ -+-2sxu-h'nf = 0.
II. Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan directeur. On le prend ordinairement pour jdan des xij, et si h est l'ordonnée d'un point de la surface, les équations de la génératrice qui passe par ce point peuvent être tcrites sous la forme
z=h, y=x-^ ('')+'-]^ CO- On en déduit immédiatement pour l'équation de la surface
On élimine la fonction arbitraire ^ par une première diiïérenlialion, qui donne
1 =xo' [z] q + <b' {z]q.
Multi|)liant la première par (7, la seconde par p, et retranchant, on obtient
(6) ^,^_ç,(,)^ ou ^,_^,^,^,.)^0.
Une seconde différentialion fait disparaître la fonction arbitraire 0, car on trouve, en dillércntiant, par rapporta x ou
par rapport à ij,
r -h so (z) -+- o' {z) pq = Q, s -h- t-..{z) + ç' (z) q* = 0.
Si l'on multiplie la première de ces relations par ç, la seconde par p. que l'on retranche membre à membre, et que l'on mette pour o{z) sa valeur tirée de l'équation (6), on obtient
q*r — 2pqs-\-p't^0.
III. — Les conoides sont des surfaces gauches qui ont à la fois une directrice rectiligne et un plan directeur; elles doivent donc satisfaire à la fois aux deux conditions (4) et (7).
Mais si le conoïde est droit, c"est-à-dirc si la directrice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur, la surface peut être caractérisée par une équation différentielle plus simple. Prenons la directrice reclilignc pour axe des z, et le plan directeur pour plan des^y; les équations d'une génératrice pourront être mises sous la forme
z = h, y = x-^{h), ce qui donne pour l'équation de la surface,
équation que l'on peut aussi écrire
(9) %=(ply).
On élimine la fonction arbitraire o en différentiant l'équation (8) par rapport à x ei par rapport à y, ce qui donne
O = o{z)+x<f'{z)p, \=xo'{z)q.
Multipliant la première de ces relations par q, la seconde
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par y), et retranchant membre à membre, on obtient,
p= — </9(2), ou p-\- qz.{z)=^0,
on, en mettant pour <p (z) sa valeur tirée de (8),
]j -f- — =:0, on enfin px + qy = 0,
équation aux différences partielles qui n'est que du premier ordre.
i»8. — Surfaces réglées. On peut demander le caractère analytique général des surfaces réglées. — Dans ce cas les équations d'une génératrice renferment trois fonctions arbitraires, (^ar si on les met sous la forme
on peut d'abord regarder^ comme une fonction de a; la relation ^j=:f{x) représentant la trace de la surface sur le plan des xij. V.n regardant ensuite les inclinaisons a et h comme dis fonctions de y. et de [3, ou, ce qui revient au même, de a seul, on peut écrire
les fonctions o, 6 et f étant trois fonctions arbitraires, expriment la loi suivant laquelle la génératrice se déplace.
On ne peut faire disparaître ces trois fonctions arbitraires qu'en diflerenliant trois fois de suite par rapport à aï et par rapport à y. La relation qui caractérise les surfaces réglées est donc une équation aux différences parlitlles du troisième ordre ; on trouve de plus qu'elle est du troisième degré. Nous renverrons aux traités plus étendus pour la recbeiclic de celte écjnation différentielle qui n'a point d'ulililé dans les applications.
KOTÎO.NS l'HELlMlNAlRES
159. — Le calcul intégral est l'inverse du calcul différentiel. Dans ce dernier, les questions se ramènent toujours en iléfinilive à trouver la dérivée d'une fonction; dans le calcul intégral, au conlraire, les questions sont toujours ramenées à trouver une fonction connaissant sa dérivée. Les notions fondamentales du calcul intégral peuvent être présentées de diverses manières ; la |)lus simple est celle qui s'appuie sur les considéi'fltions géométriques suivantes.
tco. — So\iy^f(x) léijualion, en coordonnées rectangulaires, d'une courbe plane AB ; et proposons nous d'évaluer l'aire AA'B'B comprise entre cette courbe, l'axe des x et les deux oidonnées AA' et BB', répondant aux abscisses OA'=:fl et 0B'=/;.
Pour cela, divisons rintcrvallc A' B' ''-• '"•
en n |)arlies égales, et par tous les points de division menons des ordonnées; l'aire à évaluer se trouvera divisée en n petitg trapèzes curvilignes tels que MPI" M'. Par les points M et M menons les droites MI et M' 11 parallèles à l'axe des x ; nous formerons deux rectangles : l'un MPP' I plus petit que le trapèze correspondant MPP' M', l'autre HPP' M' plus grand que ce trapèze. Si nous opérons do même pour les autres, nous
aM I I , ,
y lî/c
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formerons deux ^-érics de rectangles, les unsintérieiirs et dont \a somme sera moindre que l'aire à évaluer , les autres extérieurs et dont la somme sera plus grande que Faire à évaluer.
Si donc on désigne par U cette aire, par y^, j/^, î/^, ...,y„lcs ordonnées successiv s tracées sur la figure , depuis AA' jusqu'à BB', et h l'intervalle PP' compris entre deux ordonnées consécutives, on aura
et
U < î/i /^ + y^ /i . . . H- ijn-i h + ijn h.
Les seconds membres de ces inégalités diOérent de y„/i — y^ h ou de{Un — y^)h.
Or le facteur y,, — y^ est constant, et le facteur h poul devenir aussi petit que l'on vouilra en prenant n sulfisamment grand. L'aire U est donc comprise entre deux sommes dont la différence peut être rendue aussi petite que l'on voudra ; ce qui revient à dire que V est la limite commune vers laquelle tendent ces deux sommes; on peut donc écrire, par exemple ,
TJ=lim . S yh,
la caractéristique S représentant unj somme de quantités analogues au produit ijh écrit à sa droite.
Lorsqu'on passe à la limite, c'est-à-dire lorsque n devient infiniment grand, h devient infiniment petit; et on ])eut le représenter par dx, puisque ce n'est autre chose alors que l'accroissement infiniment petit de l'abscisse. En même temps, on remplace la caractéristique S, qui se rapporte à une somme de quantités variant d'une manière discontinue, parla caractéristique I , qui se rapporte à une somme de quantités variant d'une manière continue, ou par degrés infiniment netits.
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Et, comme la somme S n'iiuliiiuiit qu'une valeur approchée
(Je l'aire A A' B' B, tandis que la somme / indique l'aire exacte,
ou la somme intéiirale des élém.nts de cette aire, on donne le nom d'intégrale à celte secomlc somme. On écrit donc
(1) U:- fydx,
égalité qu'on énonce : U égale Vïntéijrale de ydx.
Chacun des produits analogues hydx est ce que l'on appelle un élément de l'intégrale.
Cette intégrale est dite indéfinie^ lorsque l'on n'indique pas entre quelles limites elle est prise , c'est-à-dire lorsijue l'on n'indique pas les abscisses extrêmes. Si l'on veut indicjiier les
limites, on écrit au bas du signe / l'abscisse répondant à la
Hmite inférieure, et au hautde ce signe l'abscisse répondant à la limite supérieure ; si, par exemple, on veut indiquer que l'intégrale est prise depuis l'abscisse «jusqu'à l'abscisse x, on écrit
ydx,
et l'intégrale est dite définie. Si l'intégrale est prise de AA' à BB', c'est-à-dire depuis l'abscisse a jusqu'à l'abscisse &, on écrit de même
(3) U= rydx,
ce qui s'énonce : U égale l'intégrale de a. à h de ydx, ou \] égalesomme rfda àh de ydx. L'intégrale définie prend dans ce cas une valeur particulière au lieu de conserver la forme générale représentée par (2).
Le calcul d'une intégrale définie est ce que l'on nomme une
quadrature, parce que cette intégrale exprime une aire, ou le carré équivalent à cette aire.
«Gfl. — Il s'agit maintenant de faire voir comment ce calc.;l peut être cireciné.
Considérons d'abord l'aire AA'PM limitée à l'ordonnée fixe AA', et à une ordonnée quelconque MP ou y. Cette aire est évidemment une l'onction de ic ; car elle varie avec l'abscisse OP et prend une valeur déterminée pour chaque valeur attribuée à cette abscisse. Nous pouvons donc poser
Le trapèze MPP' M' est l'accroissement aU de l'aire considérée. Mais ce trapèze est compris entre les rectangles MPP' I et HPP' M' ; si donc on désigne PP' par AX, on pourra écrire
y ax<aU< (î/4-Ay) Ax,
y_i__^y représentant l'ordonnée M' P'. En divisant les trois membres par ax, on a
aU y<— <!/ + Ai/.
Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, )l en .«-^era de
même de A?/, et le rapport — tendra vers F' {x) ; à la limite
on aura donc
V'{x) = y ou V'{x)=f{i%
c'est-à-direque la fonction l {s) qui représente l'ordonnée est la dérivée de la fonction F (x), qui représente faire de la courbe. En mettant donc pour y sa valeur dans la relation (1), il vient
x) dx.
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On pourrait égaler le second membre à F [x), qui est la valeur (le U ; mais il y a ici une rcniarfiue imporlar.tc à faire. Ofi a vu que la dérivée d'une constante est nulle ; en sorte (\\\c si l'on ajoute une constante à une fonction quelconque , sa dérivée ne change pas. Lors donc que Ton remonte de la dérivée à la foi.clion primitive qui l'a produite, on doit, si l'on veut que le résultat ait toute la généralité désirable, ajouter à cette fonction une constante arbitraire. On devra donc écrire
C¥'{x)dx = Y{x) +C,
C désignant une constante arbitraire. Celte constante se détermine quand on considère l'intégrale définie. Car si Ton prend, par exemple, pour limites de l'intégrale a et xet (lue l'on pose
r l''{x)dx = V{x)-{-C,
l'intégrale devra s'annuler pour x = a^ puisque alors l'aire U est réduite à zéro. Ceci exige qu'on ait
On doit donc écrire
(6) rF{x}dx = Y{x) — Y{a).
Pour j; = b, on aurait
(7) r¥'{x)dx = ¥{b)-Y {a).
On voit que, pour obtenir l'aire cherchée, il faut ^/e'7^rmi?;t'r ta fonction F [xj dont f (x) est la dérivée^ y remplacer \ par la linille supérieure, puis par la limite inférieure, et retrancher le second résultat du premier.
Remarque. Dans le raisonnement que nous avons fait pour
trouver la limile de — , nous avons supposé l'ordonnée crois-
santé ; si elle était décroissante, ces raisonnements subsisteraient encore ; il n'y aurait de changé que le sens des inégalités.
16Î8. — Les équations (6) et (7) constituent un théorème de calcul qui est indépendant de toute considération géométrique. Car si l'on donne une fonction dérivée quelconque F' {x), en la supposant continue, on peut toujours la prendre pour l'ordonnée d'une courbe, et poser
dès lors le premier membre de l'équation (7) représentera l'aire de cette courbe, depuis l'abscisse a jusqu'à l'abscisse b ; et Téquation (7) montre elle-même comment cette aire pourra être calculée. On peut donc dire, sans avoir égard aux considérations géométriques : si F' (x) désigne la dérivée d\ine fonction conlinue , la limite vers laquelle tend la somme des produits F' (x).dx, quand on y fait varier x d\(ne manière continue depuis une valeur a jusqu'à la valeur b, s'obtient en cherchant la fonction dont F' (x) est la dérivée, remplaçant dans cette fonction la variable x par la limite supérieure h de \ , puis par sa limiteinférieure a, et retranchant le second résultat du premier. On verra que ce tbéorème trouve des applications fréquentes. C'est le théorème fondamental du calcul intégral ; et Ton aperçoit que ce calcul est l'inverse du calcul différentiel puisqu'il consiste à remonter à une fonction dont on a la dérivée.
Picmonter ainsi de la dérivée à une fonction est ce que l'on appelle intégrer celte dérivée ; cette locution e^t abrégée; elle signifie qu'il faut préalablement multiplier cette dérivée par dx , et chercher la limite vers laquelle tend la somme d^s
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produits analogues quand on fait varier x d'une manière continue entre des limites données.
RiMAi'.QUE. Tout ce qui précède suppose que la fonction /"(jc ou F' (a;) conserve une valeur finie depuis iC:= «jusqu'à x =&. On peut avoir à considérer des limites infinies, et, dans ce cas, il peut se faire que la fonction f[x) croisse indéfinimcnl à mesure que a; augmente en valeur absolue; l'intégrale se compose alors d'éléments qui croissent indéfiniment euxmêmes. Néanmoins, il peut arriver que celte intégrale conserve une valeur finie ; on en verra des exem[)les plus loin.
163. — Afin de donner sur-le-champ un exemple de ce genre de calcul, supposons qu'il s'agisse de trouver l'aire comprise entre la courbe tj:=:'5x', l'axe des x, et les ordonnées répondant aux abscisses 1 et 5. En appelant U cette aire, on aura
Il s'agit donc de trouver la fonction dont ox^ estla dérivée ; il est aisé de voir que c'est x^. Si , dans cette fonction x^ , on remplace x par 5, on obtient^? ; si l'on remplace x j)ar 1, on obtient 1 ; le résultat est donc 27 — 1 ou 26. Ainsi
3x*rfx' = 2(1.
164. — Avant d'aller plus loin, il y a quelques remarques utiles à faire.
I. Nous avons supposé jusqu'ici les axes rectangulaires; s'ils faisaient entre eux un angle G différent de 90°, les rectangles élémentaires, tels que yh, seraient remplacés par des parallélogrammes ayant pour mesure yh sin6. On aurait donc
U= lim . Z yh sin 9 = sin 0 . lim 2 î//i
ou
U = sin 6 / î/ dx.
c"cbt-à-dire qu'il suffirait de multiplier par sin 0 l'expression piécûlemment obtenue pour l'aire de la courbe.
IL Une intégrale peut avoir des éléments négatifs. Soit, par c\cm[)le, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois l'axe des x ; y l'aire comprime entre cette courbe,
l'axe desic, et les ordonnées AO
-n et DD', présente une partie BMC,
située au-dessous de 1 axe des x.
»' X Dans cette partie de la courbe, Fig. 56. l'ordonnée étant négative, on
regarde l'aire de celte portion de courbe comme négative elle-même.
S'il arrivait que la partie négative fût égale en valeur absolue à la partie positive, l'aire totale serait regardée comme nulle.
PRINCIPES ET FROCÉDÉS D'INTÉGRATION
1G3. — I. Lorsque la quantité placée sous le siijne 1 est
affectée d'un facteur constant, ce facteur peut être mis hors dusiqne. Soit, par exemple, l'expression
(1) J\f{x)dx.
Le facteur A affectant tous les éléments de l'intégrale est un fadeur commun à tons les termes d'une somme, et peut, par conséquent, être mis en évidence; on peut donc écrire
(2) kjfix)
dx.
Réciproquement : lorsqu'un facteur commun est placé devant le signe d'intégration, on peut le faire passer so'!S le signe. Dans l'expression (2), par exemple, le facteur A alfccîe une somme ; on peut donc effectuer la multiplication, ce (jui revient à affecter du facteur A chacun des termes delà somme, et jieiit s'écrire sous la forme (1).
I6G. — II. Uintégrale d'une somme de différentielles est égale à la somme des intégrales de ces différentielles.
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Soit, par exemple, l'expression
Elle revient à la somme des quantités suivantes (162) :
f (a) dx -\- ^ {a) dx -hf{a-\-- dx) dx + y (a + dx) dx H- /■(« 4- 2 dx) fix -f- y (fl + 2 dx) dx -h f{a H- 5 dx) dx -^- a [a + o dx) dx
-h f[a-i- {n — 1 ) dx] dx -+■ ^ [a -\- {n— \ ) dx] dx,
en supposant b= a-\-ndx. Or la somme des termes qui forment la première colonne est égale à I /"(j;) (/j;, et la somme des termes qui forment la seconde colonne est égale à I o {x) dx. On peut donc écrire
fb rb rb
[f (•^) -^<f{:x)]dx= \ f {x) dx+ \ ? ix) dx.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
On étendrait sans peine la démonstration à la somme d'un nombre quelconque de différentielles.
iGî. — 111. L'uitégrale de la différence de deux différentielles est égale à la différence entre les intégrales de ces différentielles. C'est-à-dire que l'on a
rb rb rb
\ [f[x)~'f [x) ] dx = f{x)dx— 0 {x) dx.
La démonstration est la même qu'au numéro précédent; il sui'iitde remplacer lessignes -t- qui séparaient lesdeux termes de chaque élément de l'intégrale proposée par des signes — .
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Il résulte de cette proposition et de la précédente que Vinlàjrale de la somme algébrique d'autant de différentielles qu'on vaudra est égale à la somme algébrique des intégrales de ces différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des mêmes signes que les différents termes d'un même élément de 1 intégrale proposée. On aurait, par exemple,
dx
r[f^^)^,{x)-^{x)]dx= i 'f{x)dx-^ f\(x)
la Ja Ja
- r à (.r) dx.
iC8. — On a vu, dans le calcul différentiel, qu'il existe une règle générale pour la différentiation des fonctions (13). Il n'existe malheureusement pas de règle générale analogue pour l'intégration des diiférenlielles. Si l'expression qui est
sous le signe | est une différentielle connue, l'intégration se
trouve immédiatement effccluée; si cela n'a pas lieu, on peut, en employant divers procédés, chercher à ramener l'expression donnée à une différentielle connue ; mais on ne peut pas toujours ctre certain à l'avance qu'un de ces procédés réussira. Ces procédés sont au nombre de trois. Le plus simple consiste à multiplier et diviser par un facteur constant convenablement choisi.
Soit, par exemple, l'intégrale / x'^ dx.
Telle qu'elle se présente, l'expression sous le signe / n'est
[>as une différentielle connue ; mais on voit aisément qu'on la ramènerait à une différentielle connue en multipliant sous le siune par ?)H- 1 ; car (m -h \) x"^ dx est la différentielle de x'"^^. Or on peut effectuer cette multiplication sous le signe, à la condition de diviser par ??H- i hors du signe (165), car
eu sont (Jciix opérations contraires effectuées sur rinlcfirale proposée. On peut donc écrire
ic'" dx = — —r (m + \)x'" dx = — — - + C,
en ajoutant une const.mle arljilrairc C si les limites de l'intégrale ne sont pas indiquées.
Soit encore lexprcssion 1 a'^ dx.
La quanlilé sous le signe 1 n'est pas une différentielle connue, mais elle deviendrait une didërentielle connue si elle
lo'^ rt était multipliée rar -r-^^ — . Or on peut effectuer celte multi- ' log e
plication sous le signe, à la condition de multiplier hors du
Iqt g
signe par la quantité inverse; ^ '^ — ; on aura donc
log a
Cri log ^ r \ou. a ^ , log e , ^ I a' dx = T— — — a' dx = 7— . a^ -f- C. J log a J log e log a
IGO. — Le second procédé d'intégration consiste à changer de vai'iable, c'est-à-dire à établir entre la variable qui (iguie
sous le signe I et une variable auxiliaire une relation telle
qu'en remplaçant la variable donnée par sa valeur tirée de cette relation, l'expression |)Iacée sous le signe d'intégration se change en une différentielle connue.
Soit, par exemple, l expression | -
J v'ft- — X*
La quantité placée sous le signe I n'est pas une différen-
\ielle connue; mais si l'on pose :r=rt o;/, d'où f/x=:rt f/'/, et
qu'on fasse la subslitiilion, on trouve
/" dx _ r a (lu __ r du
1 X ou, en rcmcUanl pour u sa valeur -, ' a
- =:arc.sni U4-C,
dx . X ^
=: = arc . sni — v-L.
dx
boit encore 1 expression i — ^=
La quantité placée sous le signe n'est pas une différentio'le nnuc; mais si l'on substitue, on trouve
connue; mais SI 1 on pose x= -, u ou ax= ^ cl qu un
du dx i »;
= arc. eus «H- C,
OU, en remettant pour u sa valeur -, ' x
dx \
arc.cos — h C.
lîo. — Le troisième procédé est connu sous le nom d^'uitégraliou par parties, locution inexacte mais consacrée. On sait (pie si M et V sont deux fonctions d'une même variable x, on a (21)
d . nv = u dv -+- V du.
On en tire
u dv = d . uv — V du.
Les deux membres de celle égalité étant deux différentielles égales, si on les intègre entre les mêmes limites, les résultats seront égaux, puisque les deux intégrales obtenues se composeront d'un même nombre d'éléments égaux chacun à chacun. On peut donc écrire
/ iidv = j d .uv — / vdu
ou, attendu que les signes / et rf se détruisent quand ils se superposent,
{i ) 1 iidv = iiv — / vdu.
C'est sur cette relation que se fonde le procédé d'intégration
par parties. Elle exprime que si Von a sous Je signe j u
produit de deux facteurs u et dv, dont Vun dv est une diffé rentielle connue, l'intégrale de ce produit est égale au pre mier facteur u, multiplié par l'intégrale \ du second, diminue
d'une seconde intégrcde dans laquelle il y a sous le signe
l'intégrale v (pion vient d''obtenir, multipliée par la différen tielle du du facteur cpii n^ivaitpas été touché. Soit, par exemple, l'expression
xe'^dx, on trouvera, en appliquant celte règle,
xe^dx = x.e^ — / e^.dx = xe^ — d*4-C.
Il aï rive dans ce cas que l'intégration proposée est ramenée t; l'intégration d'une différentielle connue.
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Soit encore l'expression
arc tang x .dXf
on trouvera de même
dx
I arcian'j^x .dx = i\rciangx .X — x
ce qu'on peut écrire
Ixdx
1 Sivc tang X .dx=x ave lang X — ^ /
L'intégration proposée se trouve ainsi ramenée à une intégration plus facile. Car si l'on examine la quantité placée
sous le second signe / , on reconnaît que le numérattur 2xdx
est la différentielle du dénominateur 1 +ic*; cette quantité
est donc de la forme — .qui est la différentielle du logarithme u ' °
népérien de ii ; on a donc ici
/ arc tang x.dx = x . arc tang x — ^ log' (1 + x-) H- C,
en ajoutant toujours une constante arbitraire si les limites de Tinlégrale ne sont pas indiquées.
L'habilude du calcul peut seule suggérer le choix à faire dans cliaque cas entre les procédés que nous venons d'exposer; et il est utile de répéter qu'on ne peut pas toujours être assuré d'avance qu'on réussira à effectuer l'intégration proposée en employant un ou plusieurs de ces procédés.
lîi. — Différentielles algébriques eulières. — Considérons d'abord la différentielle monôme Ax'"dx. Pour l'intégrer, on
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emploiera le procédé du n° 168, c'est à -dire qu'on nmltiplicra par mH- 1 , sauf à diviser l'intégrale par ce facteur ; on aura ainsi (165,108)
Ax'^dx = ; I (m ■+- \ ) x'^dx = t + const .
On voit que la règle à suivre consiste à augmenler l'exposant de X d'une imiié, el à diviser par cet exposant ainsi augmenté. On trouvera ainsi
iOx'ulx = —g h const ^6ic' 4- const.
Remaiique. La règle est en défaut pour î7i = — 1, parce que le dénominateur ?n -h 1 devient nul. Mais, dans ce cas,
l'expression placée sous le signe 1 est une dinércntielle connue, celle du logarithme népérien de a;, c.ir on a
jAx~'dx=^X I — =: Alog' jc + const.
1Î2. — Supposons maintenant que la diriérenlielld soit pohnome. En combinant la règle ci-dessus avec le priiici] c du n" IGG, on trouve aisément
/ (Ax" + B^'"-'-f- . . . -^Tx +U) dx= li^ +^ -^ . . . J ^ m+l m
Tx-
H- — — h Ix -+- const.
Par exemple,
/x^ (x* — ôx--\- Gx — 7)(/x;=-p- — x^ -\- ox- — Ix -+- const.
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173. — Différtutic'lles uhjéhr'iques fractionnaires. On peut ne considérer que le cas où le nuinéraleur est d'un degré inlérieur à celui du dénominateur; car, s'il en était autrenient. on i)oiiirait efïectuer la division; le quotient se composerait d'une partie entière et d'une fraction avant pour numérateur le reste, c'est-à-dire un polynôme de degré moindre que le dénominateur proposé.
^U|!posons d'abord que le dénominateur soit du premier degré ; lI soit
Adx
mx -+■ n
l.i diiïérenticlle proposée. On multiplie le numérateur par m, et l'on divise l'intégrale par ce même facteur ; on a ainsi
A.(lx A /" mdx
I AUX A
J mx -{- n m J
mx
Mais alors le numérateur de l'expression placée sous le signe d intégration est la différentielle du dénominateur; celte ex-
nre-^sion est donc delà forme — , qui est la différentielle du ' u
(ouaritlime iiépérien de u. On a donc
= — log' {mx ■+- n) -+■ const.
mx-\-n m Par exemple,
/'y^ = 7log'(4x-i) + const.
J Ax — \ 4 ° ^ '
lî-a. — Supposons, en second lieu, que le dénominateur soit du second degré, le numérateur sera au plus du premier, et la différentielle donnée sera de la forme
{mx -h n ) dx ax- -h bx -\- c '
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Il y a lien Je distinguer trois cas, suivant que les racines du trinôme placé en dénominateur sont réelles et inégales , réelles et égales, ou imaginaires.
I. — Considérons d'abord le cas Dii ces racines sont réelles et inégales; en les désignant par a et p, on pourra écrire le dJiiominateur sous la forme
La méthode consiste à poser , . - mx -h 11 A B
a) {x — fi) X — a X — 3 '
et à déterminer A et B de manière que cette relation ait lieu quel que soit a:. En chassant les dénominateurs, elle devient
mx -\-n = \ix — (i) + B (a; — a).
Cette relation devant avoir lieu identiquement, on peut y faire
successivement
x = x et ic = p, ce qui donne
m-x-hn
my.-\-n=zA{x — [î), d'où A =
et
nîi3 + n = B(3— a), d'où B = ~'-^'''
en supposant a>»(i.
Les coefficients A et B étant ainsi déterminés, on aura, en vertu de la relation (1),
i" imx-hn)dx A r dx B r dx
J a {X — y.) {x — f,) aJ x — y. ~^ aj x — ^
= '- log' (^ — *■) + ^ log' (^ — (^) H- const.
INTÉGRATION DES DIFFÉREISTIELLES. 207
Par exemple, on trouvera en suivant celte marcIie
r__{jx^i)dx 15 r dx 9 r dx
c/5a;^— i5aj + 18 oj x — o 5./ x — '2
= -^ log' (^ — 5) — ^ Ioii'(a:— 2n-const. o o
On traitera de même rcxemple suivant, qui se rencontre dans les applications :
dx 1 r dx 1 /' dx
I ax 1 r dx 1 /'
1 r—dx
_j_f dx _^_ Ç -
2aJa-\-x 2a J a
= 2^ Jog' (a + a;)— ^ log' (a — a;) -h const.
= 77- log' h const.
'irt '^ a —X
II. — Si les racines du trinôme placé en dénominateur sont
réelles et égales, la différentielle proposée peut s'écrire
(}jix ! Il) dx
'■ —■, en appelant a la racine double. La méthode
consiste alors à changer de variaMe en posant
X — 0.= u, d'où dx = du.
On a ainsi
r (mx -\- n) dx r {mu ■+- mx + n) du
r (mx-hn) ax r
J aix—a)^ J
{x—af J au-
m /• du . my. H- n C du u^
m r du my. H- n Ç
aJu a J
m, , my.-j-n 1
=: — log . M — ■ . - -h const.
a ^ au
m, ,, , ???a-j-n 1 ^rr — log' o; — a) . !-con:
208 PUEJIIERS LLÉMEATS DU CALCUL LMÉGIiAL.
On trouvoia, par exemple, ainsi
/ ^- '-T7T = - log' (x — 2) 4- ô . ^ -I- const.
m. Nous supposerons enfin que les racines du trinôme en dénominateur soient imaginaires. On sait que dans ce cas le trinôme peut se mellrc sous la forme
• alix-y-Y-h':.'].
La mé'.hode consisle à poser x — x^^u, d'où dx^=^[idu\ en substituant, on obtient
r (mx H- n] dx __ Çim^u -f wix -+- n) ^jdu m Ç vin
mx-h n r du "^ a^ J ÏF+T*
La diffcrenlielle placée sous le second signe 1 est une diflé-
rcnlielle connue; on ramène celle qui est sous le|iremiir
signe 1 à une différentielle connue en multipliant par 2 sous
le signe et en divisant par 2 hors du signe ; car on a alors
sous le signe d intégration l expression -r j- dont le niimc-
râleur est la différentielle du dénominateur, d qui a par conhéqueiil pour intégrale le logarithme népérien de ce dénominateur ; on trouve ainsi
arc arc
{mx~hn) dx
mx -+- n
tang tans
-aY+{i'] 2a °
m , u -f- const = ^r- log 2a
X — a . — h const.
mx + n
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Par exemple, on obtient ainsi
(Ix
+ ^ . arc taiig — ^r— ->r const.
«93. — On pcul concevoir que l'on suive une m.ircbc analogue quand le dénominat(ur de la fraction est d'un degré quc'lcon'|uo. L'algèbre fournit des méthodes pour décomposer les fractions rationnelles en fractions simples; on peut donc, ihéoriijuement du moins, ramener ainsi l'intégration d'um; dilTérenliellc fractionnaire rationnelle, dont le dénominateur e^t un polynôme en x de degré quelconque, à Tintégralion de plusieurs différentielles fractionnaires plus simples. Mais cela suppose qu'on puisse trouver les racines d'une é(|uation de dcgi é quelconque, ce qu'on ne sait pas faire. Nous nccroyons donc pas utile pour les applications de déveloiipcr ici cette mélhode générale ; nous nous contenterons de traiter les exemples suivants, où le dénominateur est du troisième degré.
I. Supposons d'abord que la différentielle proposée soit [x^- — \)X-^ù) dx
{x-i-[){x — ]){x-2y Nous poserons
o;-^ — 5x- + 5 ABC
(x + l)(x — 1) (x— 'J) x-hl x — i x—2' ou
-hC{x + \){x-]).
En faisant successivement j; = — 1, x = +i, a: = -f-2,
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on trouvera
II. La mélliodc que nous venons d'employer est en défaut
lorsque deux racines du dénominateur sont égales.
Supposons, en effet, qu'on ait à considérer la fraction
mx^ -\-nx-hv . »
;^ f-r et qu on pose
(x — (t)ix--h)' ^ '^
mx--i-nx-hp A B C _
{x—a){x — b)- X — a x — b x — ft' en chassant les dénominateurs on obtient
mx- + nx +p = \{x — bf -i- (B + C) [x — a) [x — b),
relation qui ne sauiait élre une identité, puisque le second membre s'annule pourx = &, tandis que le premier ne contient pas le fadeur x — 6, si la fraction proposée a été réduite à s;i plus simple expression, ce qu'on peut toujours supposer. Dans ce cas, au lieu de décomposer la fraction proposée en trois fractions dont les dénominateurs soient du premier degré, on la décompose en deux fractions seulement, l'une ayant un dénominateur du premier degré {x — a), l'autre un dénominateur du second degré {x — b)^.
Soit par exemple à intégrer ^- — — — '-—-^ on posera
x'- — hx-^^ A Ca; 4- C
[x 4- \){x — 2)-^ x+{^ (x — 2)^' ou, en chassant les dénominateurs,
ic- — 5j;4-5 = A(x— 2)»+(Bx-f C) (x + 1);
et l'on déterminera les coefficients A, B, C en donnant à x trois voleurs distinctes, par exemple x^ — 1, a: = 2 etj; = 0: on trouve ainsi :
pour a: = — 1 , 9 = 9 A , d'où A = i ;
pourj; = 2, — 5 = Ô(2B + C); pour a; = 0, 4-5=iAH-C;
les deux dernières donnent C = — l,ctB:=0. On aura donc
{x- — DX-+- 5) (Ix r dx C dx
III. On emploie encore le même ordre de décomposition
quand le dénominateur a deux racines imaginaires. Soit, par
, , . , (x* — DX-\~ù)dx exemple, a mlcgrer-r -, — r- —: 77 ; on posera
^ ' ^ (x-hI) [{x — I)^+ 4J '
il' — 5j; -h 5 A ]\x -h C
(x + l)[(x — 1)^ + 4] x + l [(X' — I)^ + 4J ou, en cliassanl les dénominateurs,
x' — :^x + ù = k[{x — \y--i-A] + {Bv-\-0{x-{-\), et l'on fera successivement x= — 1, x = 0, x = -+-i;on
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pourj = — 1,9 = SA, d'où A = ^;
pour a: = 0, 5 = 5A -f-C, d'où Cr=5 — 5A = — ~; poura = l, — l=iA-h (B + C)2,
d'oùB = — i_2A — C=- ^.
On aura donc
(x- — 5a; -^ 5) dx
Jt-
L+1) [(1-— J)^ + .'iJ 8
9 r dx 1 r
sj X 4- 1 8 j
ix + 2\)dx
La prcmicfc iiilrgrale du second membre a |)our valeur log' (x+1); la seconde, traitée par la mclhodc du n" 1 74, llf,
donne ^ log' donc cnlin
llarclaiig — -— ; il vicwt
X- — 5xH-5)dj
— - log' (x -h 1 )
— T-. ou' 1(3 ^
Il , X-\
arc (ans — ^^ h const.
IV. Nous supposerons enfin que le dénominateur ait ses trois racines égales et qu'on ait à intégrer, par exemple,
(x- — DX-^7)) dx (x-2f •
On posera x — 2 = î^, d'où dx = du; et en faisant la substitution il viendra
(ir — Il — 7>) du du du ^ du
ou r- 0-^.
W H ir u
La première de ces trois différentielles a pour intégrale log' m,
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!a seconde - , la troisième, qtii rcvicnl à — ok ^dn, a pour u ^
iotégrale + 7, îi~^ ou ^.-z. On a do:ic
r(x--— 5x'H-5)rf.r , , , _ J (x-.)- -log-(x-2)
con?t.
lîc. Di II érenlielles irrationnelles du second degré. I.Ousnit que l'expression ' est la différenlielle de l'arc dont le sinus est a:; on a donc iiiiincdialement dx
vi— ^'
= arc sin x H- const.
If. Soit maintenant l'expression dx \\ — x* ; pour l'intégrer, on co:T:mencc par multiplier et diviser par y 1 — 1*, ce
i\ 1^2) (Ix
qui donne -^ — , et pai' conséquent
i*dx
La preniicre intégrale du second membre est connue. La
seconde peut être mise sous la lormc -h I x . —=;;== ; on a
J vl— ^*
ainsi sous le signe | deux facteurs dont l'un, le second, est
une diiït'rcntielle connue, car c'est celle de y 1 — x* (30). Si donc on applique .à cette intégrais le procédé de l'intégration par parties (170), on aura
ri) -]- I X. ~^^^z=:^ = X V 1 — X'' — I \ 1 — ^■- dxo,
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Substituant cette valeur dans la relation (i), on obtient
1 dx V 1 — X* ^ arc sin j; + x y [ — x^ — | dx \ 1 — x^.
On voit qu'on a ainsi reproduit en signe contraire dans le second membre l'intégrale qu'il s'agissait d'obtenir ; si on la fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera donc doublé, et, en divisant par 2, on obtiendra finalement
dx yj\ — x- = ^[ arc s'm x -hX\/\ — x*] + const.
dx <îî. — III. Pour intégrer -^=^= on change de variable,
\\ -hx*
et l'on pose
illevant au carré et réduisant, on obtient i=iC- — 1ux,
et, en différentiant et divisant par 2,
, , ,, . (/x du
0 = udii — udx — xdii, d ou = — ,
ou, ce qui revient au même en vertu de la relation (1),
dx da
\J\ + X- u On peut donc écrire
/^ ^ I — =^ lojT^ « -f- const
= log' {x ■+- \T+I*) -h const.
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(Ix On intéfrrerait de la même manière . et l'on aurait
(Jx
const.
/ -^== = log' {x-\-\x'-h k) + J \ X- H- A;
IV. Soit maintenant à intégrer dx \\-\-x^; on commencera
u- I- .j- • 1 ; ■ 1 (\-^.i'-)(lx
par multiplier etdiviserpar y 1 -4-a;% ce qui donne-^ — =r— .
On a donc
La première intégrale du second membre e^t conne ; la seconde peut s'écrire
xdx
la quantité sous le signe / est alors un produit de deux facteurs, dont le second est la différentielle de \ 1 -+- x- ; on a donc, en appliquante procédé de l'intégration par parties,
r xdx r. -, r -, ', 1
I X . — =: X \ 1 H- x- — 1 V 1 H- ^' . dx ;
et, en substituant dans la relation (2),
dx \j\-\rX- = log' {x 4- y 1+x*)
H-X\l4-X* — I s 1-hx* . f/aJ.
Le dernier terme du second membre est alors le premier membre cbangé de signe. Si on le fait passer dans le premier membre, et qu'on divise par 2, il viendra donc
/ (Ix \ 1 H- x-^: Q [log' {x 4- v/1 H- ^0 + 30 y'i + a,-] + consl.
On intégrerait de même dx \ x'^ k, et l'on trouvciait / ilx\^x--hk=^ [k\oii.'{x-\-\x^'i-k)-\-x\,'X--\-k]->rCùr,st.
Mais si l'on avait à intégrer dx\lx- — fc, on aurait
1 dx \x- —/.•:= [— k log' [x -\- \'x- — A') -^x\x' — k\ .
Ce résultat ne diffère du précédent , comme on pouvait s'y attendre, qu'en ce que k est change en — k.
iî8. — V. Si, dans les exemples qui précèdent, le radical portait sur un trinôme du second degré, ce cas pourrait être ramené aux précédents ; mais les résultats seraient de nature différente, selon que le terme en x- serait affecté d'un coefficient positif ou négatif.
Supposons-le d'abord négatif, et soitc + to — «x* le trinome placé sous le radical. Ce trinôme pourra s'écrire
[c h fl - -^ - .r
ou, en ajoutant et rcti aiiclianl ^ans la narcnt!:cse -j- ,
quantité qui est de la forme
c b^ car on doit admettre que — !- 7-^ est positif, autrement le
^ a Aa- ^
radical serait imaginaire pour toutes les valeurs de x. On
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pourra donc poser
a;^a+^u, d'où dx = -^du;
et, en fai>anl la substitution, on donnera au trinôme la
forme «|î- (1 — lû-)^ et le radical portera sur 1 — u-. On sera
donc ramoné aux cas traités au n° 17G.
dx Soit, par exemple, à intégrer ; en ajoutant
V 7 + Co; — X- €t retranchant sous le radical le carré de la moitié du cocffi-
, , « ,• fv . • dx
cicnt de x, c est-a-dire y, on pourra écrire
^10— (j; — 5)> On posera
X --=0 -\~ hiy d'où dx^=4du, et l'on aura
4 du . , . du
— , ou simplement :
V/IO — IG;/ s/[ — u'
on aura donc
r dx f du
I ■'-— = I = arc . sin u -+■ const.
J v'7 4-Oj;— ic* J \/\ — w-
.a; — 0 arc.sm — ; h const.
Soit encore à intégrer
dx y/Gx — x^ ; cil pouria écrire
dx y'9 — [X — 5)-.
On posera donc
ic = 5 + ou, d'où dx = Df/w, et il viendra
Zdii V 9 — y«- , ou 9(/// \> l — M .
'218 PREMIERS ÉLÉUEMS DU CALCUL LMÉGRAL
On aura donc
/ (Ix^iJx —x-^=d I (ln\f[ — M* t. f
'J r • 1 SI
= ^ [arc sin u -+- u y 1 — tr] -+- const.
x—ô x — o^ I. (cT — 5,* arc sin — = 1 ^ — \ / 1 —
arc sin
— = h n (^ — 5) \liJX — X^
+ const.
const
iî9. — YI. Supposons en second lieu que le coefficient dej;* .-oit positif, et soit ax- -\-hx -\- c le trinôme. On] pourra l'écrire
b* ou, en ajoutant et retranchant dans la parenthèse le terme y—^,
Y IlV £_iil
quantité de la forme
On posera
x=7. — ,3h, d'où dx = dz ^dii ; 2l, en substituant, le trinôme deviendra
aCt^'u^dzC^'), ou ay{ir-±\)-
et le radical portera sur u^zhl. On sera donc ramené '"ux cas traités au n° 177.
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Soit, par exemple, à intégrer
(ôx — 2)(Jx v/4a:- — lUx-f-20'
Le trinôme sous le radical pourra s'écrire 1
A{x- — 4x-h5), ou A[{x — 2)--hi\.
On j)Osera donc
x = 2-hu, d'où (lx=du;
et, en substituant dans la différentielle donnée, elle deviendra
(ou -+- 4) du 2vV-hl
On aura donc
/" (5a: — ^dx 5 f udn r du
J \/4a,-^ — lO.r + i>0 ~ 2 j ^ir-+-\ '^ " J ^/F+T
= ô\ '''-f- 1 H- 2 log' (w -h V M- -f- Ij -1-const.
^ ^ v/(a:-2r-+-l + 2 log' [{x — 2) -h vV- 2)^ + 1]
= 2 log' [[X — 2) +v{a.»— 4xH-5] + ^\/x-—4x-h5 -+- consl.
t80. — Diffcrcnlielles binômes. On donne ce nom aux différentielles de la forme
(1) x'^{a-\-bx''Y.dx.
On peut remarquer d'abord que si p était un nombre entier, on pourrait développer le binôme, et, en multipliant ses termes par x^dx, on aurait une suite de différentielles de la
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forme Ax'^ilx que l'on pourrait intégrer séparément. Nous n'avons donc à considérer que le cas où p n'est pas un nombre entier.
On ne diminue pas la généralité de l'expre.^sion (1), en supposant n positif, car si l'on avait
on pourrait écrire, en multipliant par a;" dans la parenthèse et en divisant par x"^ hors de la parenthèse, ce qui ne changerait pas le produit,
expression qui est de même forme que la proposée, mais où l'exposant n est positif.
On ne diminue pas non plus la généralité de l'cxprisi-ion (I) eu supposant m et n entiers. Supposons-les, en
effet, dj la forme — et - , de telle sorte que la difierenlicUe r s
proposée soit On posera
z*\a-\- bx' J dx.
x = u^\ d'où dx^rsu'^~Wu\ et, en substituant, il viendra
expression qui, au facteur constant près rs, est de même forme que la proposée, avec celte seule différence (pie les exposants ms et nr sont entiers.
En définitive, on voit que dans la différentielle hinouic (1) il est permis de regarder m et n comme entiers, et n comme positif.
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tcgrahle clans le cas de p entier. Elle l'est encore dans deux autres cas. 1° Posons, en effet,
Voù
fl + &X'''= u,
et dx — ^ /"-«)"""
du
En Mibsliluant ces valeurs dans l'expression proposée , en obtient
1ïl — L- I
et l'un voit que celle différentielle serait inté^rable si — ' —
était un nombre entier tt posit f.
2°Ladiffc!enticlle binôme peut s'écrirex'""*'"P. {b-\-ax~'^yi!x. Si on opère sur celte qiinnlilé comme nous venons de le faire, ou oijlient la condition d'intégrabilité en remplaçant 7n par m-\-vp du par — n. On trouve aussi que l'expression est intégrable si la (]uanlité
7,7 -^ jin -\-\ hn 4- 1 '- , ou — -4-
est un nombre entier et positif.
Dans tous les autres cas, la différentielle binôme ne j)eu être intégrée à l'aide des fonctions algébriijucs et logarithmiques. On se propose ordinairement alors de ramener sop. intégration à celle d'une différenlicUe de même forme dans laquelle les exposants met/} soient les plus petits possible en valeur absolue.
188. — Si l'on écrit la différentielle binôme sous la forme [a + bxy .x'^dx, on voit qu'elle est le produit de deux facteurs, dont l'un x'" dx
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c>t une différentielle connue; on peut donc appliquer le procédé de l'intégration par parties, et l'on aura
bxy.x''clx={a + bx"Y. ^
m -f- 1 [a-^bx'yx'"^'
pbn {a-^bx''Y-\x''-Ulx.
" r'" '"^ » bu r
La différentielle binôme placée sous le signe | danslese-
cond membre est de même forme que la proposée ; elle en diffère en ce que p est remplacée par p — 1 et mpar m-hn. Mais on peut déduire de la formule (2) une autre formule qui ramène l'intégration de la différentielle proposée à celle d'une dillLTcntielle de même forme, dans laipielle m con-etve sa valeur, et ]} est remplacé par p — 1. Pour cela, on observe qu'on a
Si l'on substitue celle valeur dans (2), on obtient
I [a -h bx")^ . x'^ilx = ^ '—,
FJL. / (a-\-bx"Yx'"dx
_^ïnia Çj;^(^a + bjfy-'dx,
et, si l'on passe le terme affecté du signe — dans le premier membre, on en lire après réduction
{a-hbx''yx (5
// / n^r, •. 7 [a-hbXyX"'^'
l la-hbx''Yx dx = ^ T-^
J ^ ' mH-1 -^pn
^-l^ fx''{a + bx''Y-'dx.
On peut renverser celte formule, c'est-à-dire en tirer la valeur de l'intégrale qui (igure dans le second membre. Si Ton l'ait ce calcul, et que l'on change ensuite p en p-t-l, on obtient
H- bx")'' . x''\lx = — -^^ —
li) / ^ {l) + \)na
{p-i-\)na J ^ '
Les formules (5) ou (4) serviiont, quelque soit le signe dep, à ramener l'inti'grnle proposée à une autre de même forme, où, m reslanl le même, la valeur absolue de p aura été diminuée d'une unité. Et, en répétant un nombre de fois suffisant cette opération, on ramènera l'exposant dej^àavoir jiour valeur absolue une fraction.
183. — La différentielle proposée peut être décomposée d'une antre manière en deux facteurs dont l'un soit une différentielle connue. MuUi[)lions et divisons, en effet, par la dérivée de &x", c'est-à-dire par nbx"~^ ; nous pourrons écrire
— . j:'"-"^' . ia -+- bx"")" . bnx"-'(lx. hn
Sous celte forme on reconnaît que le facteur {a-hbx"Y.bnx''-\lx
est la diflércntielle de {a + bx''y~^^^ divisée par^j-t-l. En appliquant donc le procédé de l'intégration par parties, on pourra écrire
X'" (a -h bxy .c1x = i- x""-"^' . ^ ;
/ ^ ' bn p-{-\
,'-r^ fx'"-"(a-hbx"f+'.(lx.
L'intégrale proposée se trouve donc ainsi ramenée à une
autre de même forme, tlans laquelle l'exposant m est remplace par m — 71, et l'exposant p parpH-1. Mais on peut déduire delà forme (5) une autre formule qui ramène l'intégrale proposée à une intégrale de môme forme, dans laquelle p conserve sa valeur, et m est changé en m — 1. Pour cela, on observe qu'on a
x^-n [a + bx"Y+'=x''-' {a -+- bx'Y . {a + bx")
= ax'"-" {a -h bx"y + b-"' [a -h bx'y.
On a donc
/ X'"-" {a -t- bx'Y^'' .(lx = a | x'"-" {a -f- bx^dx
-\-b x'^ia + bxyâx
Si l'on substitue celle valeur dans la relation (5), qu'on fasse passer le dernier terme dans le premier menibic et qu'on réduise, on en tirera
I x''{a + bx''Ydx =
-^ i ^ x''-"{a + bx''Vdx.
On peut ensuite renverser cette formule, c'est-à-dire en tirer la valeur de l'intégrale qui figure dans le second membre; et si l'on change alors m en m-\-n, on obtient
x''^'(a-hbx"Y^' bx'Vdx=:
^7j;c/ a(m-hi)
Les formules (6) ou (7) serviront, quel ([ue soit le signe 6m, à ramener l'intégrale proposée à une autre de môme
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forme, danslaquellc,p restant le même, la valeur absolue de??i sera diminuée de n.
En employant successivement les formules (5) ou (4), puis les fornuiles (6) ou (7), on parviendra à retrancher de p toutes les unités contenues, et de m tous les multiples de n qu'il renferme. Quelquefois l'opération peut être abrégée par l'emploi des formules (2) ou (5).
Remarque. Les formules (5) et (6) sont en défaut quand m + 1 -1-7!/) est nul; ou, ce qui revient au même, quand
\- n est égal à zéro. Mais alors la différentielle Ijinome
est intégrable directement (181, 2"). Le nombre /; étant fractionnaire, on n'a jamais ];-f-l =0 ; ainsi la formule (4) n'est jamais en défaut. Mais la formule (7) est en défaut pour m = — 1. Or, dans ce casencore, la dilïérenliellc binon^.e peut être intéfîrée directement (181, \°).
Prenons pour exemple la différentielle x^dx
(i-xY
On a dans ce cas
ou x*(l — X-) -.dx.
Pour diminuer d'abord la valeur absolue de l'exposant p et celle de l'exposant m, employons la fornuile (5) ; elle donnera
(8) fx'{\—x')'Ulx = -i-x^\ -x')''
— 5 / x''{\ — x')~\dx. .
Pour diminuer encore l'exposant do x dans le facteir hor^
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parcnllicse, faisons usage de la formule (G), en y faisant m = 2, n^ 2, ]; = — - ; elle donnera
I x*(l —X-) ' (lx=^—^x (1 — x-)- -^^ \ OU' {\ — x-] ' ih
= — 3 j:\ 1 — ■^i^' + ô arc sm x +const. Subslituant cette valeur dans (8), on obtient
/V (1 —x^y- cix=x' (i — x'y -^^x{\— x')^
— ^ arc sm x -+- const.
185, — Différentielles logarithmiques et exponentielles. L'inlégrale de \o^x.dx s'obtient par le procédé de l'intégration par parties. On a, en effet,
/f Jocr e log x.clx = log x.x — / —^— dx . ry
= X \o"X — X loîT e -+- const.
Plus généralement on trouve par le môme procédé
a;'" ioa . a; . dx = I02; . x . r — /
— loiïe.-; —r-f- const.
On a vu (108) comment on peut intégrer a'^dx en multipliant et divisant par une constante convenable. On a , en
clfet.
r , , b'' e rh^a , loge , a'dx = -i-^^ r^^ a'dx -- ,-^- a* J logaJ loge iof-o
-f- const.
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On trouve de la inème niaiiicrc
r _r; lo?^ r i'^?« r , ^02: e ^
/ a h]x=^ — '. — -^^ (r^dx^= — ~ — rt~^H-consl.
J logaj logd lo^^^a
Si a=ze^ il vient / f^rte = e*-4- const. et . \ e~^dx^ — d~-^ + const.
Il peut arriver que, dans ces expressions, x soit mulliplié par un facteur constant; comme, dans la différcntialion, ce l'acteur affecte la dérivée , il faut, dans rintéi,Tation, Unir compte de cette circonstance en multipliant et divisant par ce même facteur. On trouvera, par exemple,
j {e""^ -+- e-'^')dx = - C [me'"' + me-'"^) dx = - fi?™^ — d-'"^) + const.
et
|^(j^ „- Q-r^^) dx = f{me'-' — me-'^)
dx
= - (e'"'' 4- e-'"^) -+- const.
Ces deux formules trouvent leur emploi dans les applications.
L'exponentielle peut être multipliée par une puissance dex\ l'intégration par parties permet alors de diminuer d'une unité l'exposant de cette puissance. On a, par exemple,
( 1 ) j x"^ e^dx =rr x"" e^ — m j 'a;'"-' e'dx.
Si m est entier et pos'lif, en répétant un nombre suffisant de
fois celte opération, on obliendra exactement l'intégrale demandée. On trouvera, par exemple,
Çx^ ehlx = d" (x^ — 2a; + 2) + const.
Si m est négatif, on peut renverser la relation (1), c'està-dire en tirer la valeur de l'intégrale placée dans le second membre ; en changeant ensuite m en m H- i, on obtient
^ J m + 1 m 4- IJ '
et si m est entier, en appliquant un nombre suffisant de fois cette formule, on ramènera l'intégration demandée à dépendre
de / x~^e^dx. On ne pourra pas aller au delà, parce que la
fornuile (2) est en défaut pour w=: — 1 . On verra plus loin que celte dernière intégrale s'obtient par développement en série.
Si l'exposant m est fractionnaire, l'emploi des formules (1) ou (2) , selon qu'il sera positif ou négatif, permettra de ramener l'intégrale demandée à une intégrale de même forme dans laquelle l'exposant de x sera une Traction.
186. — Différentielles renfermant i'es fondions circulaires. H résulte immédiatement de ce qu'on a vu dans le calcul différentiel (44) que l'on a
I sinxdx = — cosx-l-const.
et
ces xdx=-\- sin x -\- const.
Soit à intégrer
tang X dx ou
sinxdx
cùsa;
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on remar(juera que le numérateur est, au si^me près, la différentielle du dénominateur ; si donc on écrit
— s>\nxdx
COSiC
on aura une expression de la forme — , qui est la différentielle du logarillime népérien de u ; on aura donc
/r — sinxdx , ,
t-mn,xdx = — | ■= — log'.cos ic + const J cosj;
On trouvera de même
/, r cosxdx , , .
coixdx= I — -. ■ = 1oî; . sino; +const. J iU)X
rour intégrer — — , on pose siiio;
x=^u, d'oij dx = 2du,
ce qi:i donne d'abord
2(/î( du -T-^^ ou -. .
MnlU SUIMCOSM
On divise ensuite les deux termes par cos-w, ce qui donne
du cos-Jf
laii" u
Mais — — est précisément la différentielle de tanffM ; ainsi cos-u '
l'expression à intégrer est la différentielle du logarithme né-
périen de tangw. On a donc
rdx \
— — = log' . Um u -+■ const. = los' . tang -^ x-{- const. sin X ^ ° '^ 2
L'intéffrale / se ramène à la précédente en posant
d'où
dx= — dy ;
et, par suite,
r fte r dy , , » i
I = — / -^^^ = — 10" tan^r k '/ -f- const.
J cos X J sin y ° ° 2 ^^
= — log' lang (^ -- 1 j +const.
187. — Il résulte de ce qu'on a vu dans le calcul diffé renlicl (44), que Ton a immédiatement
r dx
/ ■ ., :::= COt . iC-hCOnst,
J SUVX
et
r dx
i — r- =tanga; + const.
Quant aux intégrales
/ &'m'^xdx^ et / cos-xdx,
on les obtient aisément par addition et soustraction. On a, en effet,
/ cos-xdx-+- j s'm^xdx := I {cos^x-{-sln-x) dx= / <'/a;=a; + const.
et
/ cos^a.v'a; — / s'm-xdx
= / {cos'^x — s'm'^x) (Ix^ / cos'ixdx,
ou, en miillipliant et divisant par 2, afin d'avoir sous la signe (l la môme vnriable que sons le signe cosinus,
/ cos-a;(/j; — / ^i\i^x(lx = ^ / cos2x(l.2x
= lsi„2x + co„st.
Par suite,
/ co?,'X(Ix ^-x-{- j sin '2x H- const.
2x-i-sin2j; =rr h consl.
/ s\n-X(!x= xX — -rsin^cï H- const.
"2x — sin2j;
=r= h consl.
Si l'on avait à intégrer si;i-j;cos' j; Jj:, on pourrait écrire, en muUi[tliant et divisant par 4,
sin-ic cos-^ dx, 'iu -, sni-'Jx" dx
ou encore
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En vertu de la formule qui précède, il viendrait donc
r • o 7 \ r 4^ — sin 4jî
/ èu\^-x^iOi>'xdx=. ^ \ û\\^^xd.'ix=: ^-r hconsl
Si l'on avait à intégrer / — — dx, on pourrait écrire
^y C 0 is Ob
rs'uf- X , r dx r I ^
/ — --dx= 1 — ï / cte = tangj; — a; + const.
J cos^;r J cos^x J °
On aurait de même
rcos-xdx r dx r 1
I — ^^ — = -^-, dx= — cota; — a; + const.
J surx J sin-j; J
Plus généralement, si l'on a à intégrer s'in^xco^^xdx, et que l'un des exposants m ou p soit impair (on les suppose tous deux entier^), l'intégration pourraélre ramenée à celle d'une fonction algébrique entière. Car soit, par exemple,
On pourra écrire
sin'" x cos^* X . cos x dx ; et, en posant
sina;r=u, d'où cosj;=:(i — ?/-)', et
cos xdx=: du y
on aura à intégrer
u''{[—u-)''.dit,
diflérei:tielle algébrique, rationnelle et entière.
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Par exemple, on trouvera ainsi
I s'in^ X cos^ X (lx= I lâ (1 — u^y
du
= = M' — ?^ M H- TT W — T^ M^' + Tï ?r' + COIlSt.
7 9 11 iô 15
/ 9 11 lo
1 • ,5 + -i-c sin^x -h const.
lo
Plus généralement encore, et quels que soient les exposants m dp, on peut transformer sin'"x cos^a^Jj; en une différentielle binôme, en posant sin x = u. Car on peut écrire
siu"* j; cos^"^ X' . cos x dx, ce qui revient à
«""(l — U-) ^ .du.
188. — Les différentielles qui renferment des fonctions circulaires inverses, telles que arc sin xdx, ou arc langxdx s'intègrent par le procédé d'intégration par parties. On trouve, en efiéf,
xdx
r . . . r ^(Ix
arcsinx'aa.'=arcsina:;.x — _
= x arc sin x -+- y i — x- -\- const.
arc tan^î x . dx =arc tang x .x — l x . -. ;
1 rlxdx ^ arc tanna;, a; — -p^ | -, ;.
Dans le sicond membre, la quantité sous le signe / est une fraction dont le numérateur est la différentielle du dénomi-
(Ih natcur, c'est-à-dire une fraction de la forme — , qui est la dif-
férentielle du logarithme népérien du dénominateur w; il vient donc
/ arc tanjT^r . dx^x arc tangrc — ^ 'og'il -\-xr) H-const. On trouverait de même
/ arc cosic . dx=x arc cosa; — ^/l — x^-{- const., et
arc cot xdx^=x arc cot a; + ^ log' (1 -h x^) + const.
189. — C'est encore à l'ai'le du procédé d'intégration par parties que Ton intègre les différentielles simples qui contiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On trouvera, par exemple,
mais
Par conséquent
P'cosx,/x = ^(si„.-.cos.)-J'^cos.„.,
et, en passant le dernier terme dans le premier membre et divisant par 2,
e'' cosxdx^ç^ 6'^(smi; + cos ;;) -+- const.
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190. — Si, dans les expressions étudiées aux n°* 186, 187, 188, 189, la variable x était multipliée par un facteur constant, l'inté^çralc devrait être divisée par ce facteur. On aurait, par exemple,
/, \ r , i\\Mi]x cos mxdx^=— l cos mx .(lmx = h- const. m f m
r . , i r . , cosmx ,
I smmxdx = / —iiinwx.amx= H-const.
/, 1 r — sln mx d mx tanff mx .dx=: 1 m 1 cos mx
= lo";' cos???a; + const.
C , , 1 r cos mx dmx 1 , , .
lcoimxdx=~ 1 — ; r= — Iolt sm??î:c-h const.
/ m 1 sm mx m "
sin' mx dx=— i sin- mx . dmx m f
2 ma; — sin 2 ma;
— h const.
im
Jcos- mx Jx = — / cos^ mx . dmx mj
2mx-{->\n2mx
■■= 7 • -h const.
ft, ainsi des autres.
Considérons d'abord Fexpression / f{x)dx. Ceitc
expression est une fonction de a;, dont la dérivée est f {x) ; si
donc f[x) et ses dérivées successives conservent des valeurs finies de 0 à a;, on pourra développer l'expression proposée par la formule de Maclaurin (69) ; et, en remarquant que i"inlégrale s'annule pour ic=Û, on aura
La série qui forme le second membre pourra donc tenir lieu de la fonction dont fix) est la dérivée.
Considérons maintenant l'intégrale I f{x) dx. Si f{x) cl
ses dérivées conservent des valeurs finies de 0 à ic, on pourra remarquer que l'on a
f{x)dx= / f{x)dx— I f{x)dx.
Si donc on développe par la formule (1) les deux intégrales qui figurent dans le second membre, et qu'on opère la soustraction, on obtiendra
f[x)dx=a^)r-^+f' {0)-^ +r(0)
Si f{x) et ses dérivées conservent des valeurs finies de a à ic, mais qu'il ne soit pas permis d'y faire a; = 0, on pourra opérer comme il suit.
Posons
x=^a-\-ii^
et
na+u
j f{a-hu)dH=V{u).
Nous pourrons développer ia fonction F par la série de Maclnurin. Mais nous aurons
F(0) = 0, F{u)=f {a-hu), d'où P (0) =f (a), Y"{u)=f'{a-{-u), d'où F"(0) = /-' (a), V"'{u)=f"{a^u), d'où F'" (0 ) = /•'"(«),
et ainsi de suite. II viendra donc
(5) j^ f{a + u)du=0^f{a).'^+r^a)^^ + f"{a)
ou
192. — L'intériTation par développement en série peut encore être présentée d'une autre manière qu'il est utile de
connaître. Soit f (x) la fonction placée sous le signe / ; et
supposons qu'on puisse la développer par la série de Maclaurin, on aura
Multiplions les deux membres par f/j;,et intégrons entre les limites 0 cl a;, il viendra
f {X) dx = f (0) I + /" (0) ^^ + r (0) :j^5
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Or, soient a et 3 la plus grande et la plus petite valeur que prend R^ quand x varie de () à a; ; on aura
et, par conséquent,
«^> 1 ^Jx>^x.
La quantité / W^dx est donc égale à un certain produit Ix, dans lequel fe désigne une quantité comprise entre y. et p. Mais R„ tendant vers zéro à mesiire que n augmente, il en est de même de a et de p, el par conséquent aussi de la quantité intermédiaire k. Donc kx tend vers zéro à mesure que n augmente, c'est-à-dire que l'intégrale qui figure dans le second membre de Téquation (4) est un reste qui tend vers zéro. On peut donc se dispenser de l'écrire, et l'on retombe ainsi sur l'équation (1).
Si l'on intégr;iit entre les limites a et x, on retomberait de même sur l'équation (2). On pourrait aussi établir de la mém.e manière l'équation (3) en développantf (a 4- «).
192 bis. — Comme premier exemple de ce qui précède, proposons-nous de développer un arc en fonction de son sinus. L'application de la formule du binôme (80) donne, pour x, compris entre + 1 et — 1,
Multiplions les deux membres par dx, et intégrons de 0 à x, il viendra
\ .x'" \.7).x'' \.7).hx' 2.0 2.4.-) 2.4.0./
Pour a; = l, on obtient
!: — 1 X. AiL 1.5.5
Comme second exemple, cherchons le développement de l'arc en fonction de sa tangente. La formule du binôme donne
1 +iC'
Multiplions par rficet intégrons de 0 à x^ nous aurons
^5 A^5 tWi
(6) arc tanga:=:a; — ^"'"k ^-(-....
Pour ir = l, on obtient
193. Remarque. — Les formules (5) et (7) ne convergent pas assez rapidement pour servir au calcul du nombre?:. Mais on peut en déduire des formules plus convergentes. On démontre aisément, et il est facile de vérifier, que l'on a
d'où
arc tans .1=4 arc tan g p — arc tang . ^.-^r^^ .
:: = 4 ( 4 arc tang ^ — arc tang . ^„
On calcule arc tang - et arc lang ^^ par la formule (6), et
en substituant on obtient la valeur de tc. Il suffit d'employer les on^e premiers termes du premier développement, et les trois premiers termes du second, pour obtenir le nombre ~
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avec quinze décimales. (Voir les Traités d'Algèbre supérieure.)
19-1. — Au lieu de multiplier les deux membres de la formule de Maclaurin par dx, on peut les multiplier par x'"clx, m étant un exposant positif; et, en intégrant de a à ic, on obtient
^"WT:MïiïT5)+--
On démontrerait, comme au n° 191, que le reste de la série
tend vers zéro.
On peut appliquer une méthode analogue à l'intégration de
6^ dx la différentielle , que nous avons rencontrée au n" 185.
On a, en clfel,
dx , ,
Multiplions les deux membres par— et intégrons àe a a x, a
OC
étant supposé positif, il viendra e^dx
/ e^dx . , x X — a x- — a^ x^ — ff
L ~ôr~ ^^^ 'â^~[ ^ 1.2.2 "^1.2.5.5 x^ — a' C'^T, dx
Or, si a et ^ désignent, comme plus haut, la plus grande et la plus petite valeur que prenne R„ quand x varie de a à a;,
l'intégrale I R„ — sera comprise entre a I — et ^ I — ,
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2 il
c'est-à-dire entre a lo"' . - cl S lo«' . -. Elle aura donc iiour ^ a ^ a
valeur une qnaiililé telle (|iie k log' . - , fc étant compris entre
a et [S. Mais R„ tendant vers zéro à mesure que n augmente, il en est de même de a et de (3, et par consé(|uent aussi de
Jdx n„ — est un reste 0 ^
qui tend vers zéio, et que l'on peut se dispenser d'écrire.
CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES PAR APPROXIMATION
195. — Lorsqu'une intégrale délînie ne peut être obtenue par aucun des procédés d'intégration connus, on peut toujours en calculer la valeur numérique avec une approximation plus que suffisante en général pour les besoins de l'application.
C'est encore au calcul approché qu'il faut recourir lorsque, comme cela arrive fréquemment dans les questions qui tou-
client à la prali(iue, la fonction qui figure sous le signe i
n'est point connue sous forme mathématique, mais qu'elle est seulement donnée par des valeurs isolées ou par le tracé d'une courbe.
Il existe, pour le calcul approché de la valeur numérique des intégrales définies, plusieurs méthodes, dont la pins répandue est fondée sur les considérations géométriques suivantes.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'évaluer le trapèze curviligne AOQC, limité par une courbe AlîG qui n'est point donnée, mais déterminée seulement par les trois ordonnées équidislantes AO, BP, CQ, que nous appelle- rons ?/o, î/p "Di- Désignons [lar h l'intervalle OP = PQ des ordonnées.
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Si la courbe ABC est conlinuc, et si, entre les points A et C, elle ne présente ni inflexion ni aucun autre point singulier, on pourra, sons erreur nolable, la remplacer par une autre courbe quelconque remplissant les mêmes conditions, par exemple par une parabole ay-mt pour axe une parallèle aux ordonnées; c'est-à-dire que l'aire du trapèze curviligne limité pa:' celle parabole, l'axe des x et les ordonnées extrêmes, différera fort peu du trapèze curviligne pioposé. Et l'erreur sera d'autant moindre que la dislance h sera plus petite.
Si l'on met l'origine au pied 0 de la première ordonnée, l'équation delà parabole dont il s'agit sera de la forme
(1) y=ij,-{-ax + bx\
Et comme elle doit passer par les points B et C qui ont pour coordonnées
x=h,y = y^, et x = 2h,y = y^, on devra avoir
(2) y, = y,-h(ih-hbh\ y^ = y^ + 2ah^4bhs
équations qui déterminent a et b. Posons Aj = j/^ — y^, la première des équations (2) pourra s'écrire
(5) ^^ = ah-^bh\
Posons de môme
en rctianchant membre à membre les équations (2) on obtiendra
('f) A\ = ah-hobh-.
Posons enfin,
\ = ^', — \, en trouvera, en retraïubaul nwnibrc à membre les éqiia-
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lions (5) et (4),
(5) ^, = 2bhK
De cette dernière on tiic
2 h' ' et, en substituant dans (5), on ohticnt
h L'éqnalion de la parabole est donc
(C) y = yo + (^^-2 '^^j /t + ô ^- 1,1-
Cette équalion, dans laquelle les quanlilcs Aj cl. A, sont ce que l'on appelle la différence première et la différence seconde, est celle qui, dans la pratique, sert à résomirc le p: oblèmc de
l'iKTEnrOLAIlON *.
l'our obtenir l'aire de la parabole, il sullit (10''2) de multiplier les deux membres de l'é<iUi:tion (6) par dx, et dinlcgrer entre les liuiiles a; = 0 et x = 2]i, ce qui donne, en ^ppelanl U l'aire cliercliée,
U=2/,y„ + 2/î(^A-iA,)-f-L,/i OU, en remettant pour a, et A, leurs valeurs Aj := ij^ — y^^ et
(7) lJ^t>/,(^y^+((^_:jA_JLoj_^(y^ + ,'y^ + yj.
* Y MF ce mol (Jars noire ['Utionnaire des Malhcnialiqitcs ap-liqiircs.
PREMIERS ELEME.NTS DU CALCUL INTÉGRAL.
i«G, — Supposons maintenant qu'il s'agisse d'évaluer l'aire du trapèze AOCB limité par une courbe quelconque AB, Taxe des x, et deux ordonnées extrêmes y^, Y. Divisons Tinter-
ik
Fig. 3S.
vallc oc de ces ordonnées en un nombre pair n de parties égales, et soit /i l'une de ces parties. Par tous les points de division menons des ordonnées, que nous désignerons successivement par î/^, y.,, y.. . .î/;j_i. Soit «^ l'aire du trapèze curviligne limité par les ordonnées 7/„ et y^, \i^ celle du trapèze limité par les ordonnées î/^ ^^ î/ii et ainsi de suite; enfin, î/„ celle du trapèze limilé par les ordonnées î/„_2 et Y. Nous aurons, en verUi de la formule (7) établie au numéro précédent
«i = 5''(yo
^yi + yj.
Ajoutons membre à membre toutes ces inégalités, et soit U
Paire totale à évaluer. Le facteur- /i sera commun. Les or-
données extrêmes y^ et Y n'entreront ch'icune qu'une ?cu1c
fois dans la somme. Les ordonnées d'indice pair ?;,, y^,
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î/^,... ijn-i y entrent chacune deux fois. Les ordonnées d'indice im|)air ?/j, y., y^, ■ • • ?/n-n Y entreront chacune quatre fois. On aura donc
Vn-l)
Telle est la formule de Thomas Simpson. Elle s'énonce en disant que : Paire de la courbe a pour valeur le tiers de lintervalle de deux ordonnées consécutives., multiplié par la somme des ordonnées extrêmes., plus quatre fois la somme des ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des ordonnées d'indice pair.
Le résultat du calcul s'approchera d'autant plus de la vénlé que le nombre n sera plus considérable.
lOï. — Pour donner une idée de l'approximation, proposons-nous d'évaluer par cette méthode l'aire de l'hyperbole éqiiilalèrc xij=\, depuis l'abscisse 1 jusqu'il l'abscisse 11. Divisons linlervalle 1 i — 1 en dix parties égales; les ordonnées répondant aux abscisses 1, 2, 3..., 10, 11 auront pour valeur :
x = \ ij„=\MO
La somme des ordonnées extrêmes ^o + ^ ^^'^ égale à 1,091
La somme des ordonnées d'indice impair î/i -^ Vz -^ !/5 + ^7 + 1/9 ' a pour valeur 1 , 1 42 ; en mullipliant par 4, on obtient 4,508
A PiEror.TEii, . . 5,059
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PiEroiiT 5,659
I,a somme des ordonnées d'indice pair •/^ + yi + î/6 + 2/8 ^ P^""^ valeur 0,787; cnmultipliant par 2,on trouve i,574
La somme de ces nombres esl 7,253
En mullipliant par le tiers de l'intervalle de
deux ordonnées consécutives, c'est-à-dire par ^,
puisque ici /t=:l, on obtient 2,411
Or l'aire dont il s'agit est donnée exacte-
r'dx ment nnr la formule / — =log'.i 1^2,5979...
ou environ. ... 2,598
Il y a donc une erreur en plus, qui esl de. . . 0,015
Et l'erreur relative correspondante e^l q, ou un peu
moms (le 7-—.
198. — PiEMAnQUES. I. Si la courbe proposée avait des points d'indexion, il faudrait mener les ordonnées de ces points, f t év.iluer séparément les parties de Taire totale comprises entre ces ordonnées.
II. Si la courbe coupait l'axe des x, auquid cas une partie de la courbe serait siluée au-dessous de cet axe, il faudrait évaluer séparément les aires positives placées audessus, et les aires négatives (164, II) placées au-dessous.
III. La formule de Thomas Simpson s'applique à toutes les intégrales définies, car la fonction placée sous le signe /
peut toujours, si elle est conlinue, représenter l'ordonnée d'une courbe, et par conséquent l'intégrale proposée représente Taire de cette courbe.
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La formule n'e4 en définit que lorsque l'une des limilcs est infinie, ou qu'elles le sont toutes les deux.
III. — ArPLlCATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFliMES
§ I. — RTCTinCATION DES COURBES
flo». — Rectification des courbes planes. On cnlend par longueur d'un arc de courbe, la limite vers laquelle fend la longueur d'une ligne brisée inscrite ou circonscrite, terminée aux mêmes extrémités. On a vu (114) que si a', y «ont les coordonnées rectangulaires d'un point d'une courbe plane, et X-\- A2', y -+- Ay celles d'un jioinl voisin sur cette courbe, la corde (jui les joint a pour expression \Ax--\- Ay'- Si le second point se rapproche indéfiniment du premier, la corde tend vers l'arc iniiniment petit, que l'on désigne par ds, en sorte qu'on a
(;s = lim . y/Ax'-h \y- = dx\/\ -h y'-'
Cet arc infiniment petit est ce qu'on appelle un élément de la courbe, et ce qu'on appelle la lomjueur de la couibe, entre deux points donnés de cette courbe, est la somme de ses éléments compris entre ces deu\' points. Rectifier une courbe, c'estcalculer sa longueur, depuis le point qui a pour abscisse a, jusqu'au point qui a pour abscisse b. On a donc, en appelants cette longueur,
(1) s= ds=: f dx^X-hy'K
Pour faire le calcul, il faudra donc tirer de l'équation de la courbe la valeur de y' en fonction de x, et évaluer l'intégrale définie qui forme le second membre delà relation (i ). Nous en donnerons quelques exemples.
2«o. — Rectification de la paraboL'. Prenons l'axe de la courbe pour axe des y, son équation pourra être mise sous la forme
M=^, d ou î/=-.
Par conséquent, en comptant les arcs à partir du sommet, par exemple, on aura
Pour faire l'intégration, il est commode de poser x^pu, d'où dx=pdu.
L intéf^rale indéfinie
pdu\,^i-+-u* a pour valeur
p .^ [log' (m + ^/ï+û-) 4- u v/î+ï?] -I- const.
ou, en remettant pour u sa valeur -,
p. x[ ioo' . i '— -f — î — - — '— -j- const.
Celte valeur devant s'annuler pour a:==0, auquel cas la quantité entre parenthèses s'annule, il faut que la constante soit nulle. On a donc enlin
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«Of . — Rectification de la chaînetle. La courbe qui porte le nom de chaînette est celle qu'affecterait une chaîne infiniment mince, pesante, et parfaitement flexible, librement suspendue par ses extrémités. On démontre en Mécanique que l'équation de cette courbe est
af î -?\
on en lire
Par conséquent
I/'=ôl '^' — e
n , U ~ o --\ e'^ + e « i^if- = \^-i^e^ —o^e ^j = \ ^
On a donc, en comptant les arcs à partir du point le plus bas qui répond à ^ = 0,
(5) s= j dx(^^^^^J=~{e'^ — e «)>
sans constante, attendu que 1 expression doit s'annuler pour x^O.
I802. — Rectification de la cycloide. On sait que celte courbe est représentée par les équations
x=Y{ {x — sina), et î/ = R(1 — ccsa).
On en tire successivement
f/x = R (1 — cos a) dy., dy = R sin a dx,
" dx 1 — cos a '
\ — 2cosa H-COS^a-f-sin^a 2
1 — COS y.,^ 1 - • ces a
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On a donc, si l'on calcule la longueur de la cycloïde entière, depuis le point qui a pour abscisse 0, juscju au point qui a pour abscisse 2-R,
S= j R(i— cosa)(/y.. 1^
«^0 Y' 1 — cos a
= Rv'2 f \/y./l— cosa = 2R f's\nly.(h,
ou, en multipliant et divisant par 2, nfin d'avoir sous le signe d la même variable que sous le signe sinus,
''fr
L'intégrale iiuléfinic est — cos -a; cl, entre les Imiles 0
et 2z, elle devient 1 + 1 ou 2. On a donc enfin pour la longueur de la cycloïde entière
ou 8 fois le rayon du cercle générateur.
203. — Rectification des courbes à double courbure. Soient a:, y, 2, et x-j-AX, y-hMJ, z-h Az, les coordonnées de doux points voisins sur la courbe ; la corde qui les joint a pour expression ^/ax-+ Ay-+Az^ Si l'on conçoit que le second point se lapproche inLiéliniment du premier, cette corde tendra vers l'arc qu'elle sous-lend, que l'on appelle un élément de la courbe, et que l'on désigne par ds. On a donc
ds = lim . ^J^x^ + aî/ -^ \z^ = dz\^ \^\ ■^- \-fi) + 1 •
La longueur de la courbe entre deux points, répondant aux ordonnées z = a ci z^b, est la sonmie de ses éléments corn-
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IX\- /"''_
Pour faire le calcul, on tirera des é(|ualions delà courbe les
valeurs de -— et de -7^, et l'on évaluera l'intéi^rale définie dz dz
formant le second membre de la relation (5j.
201. — Nous prcmlrons |)0ur exemple la courbe qui a pour équalions
x=^azcosmz, et y=^(izs[nmz'j
c'est une hélice conique, intersection d'un cône de révolution avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe du cône, et qui a pour base une spirale d'Archimcde. On tire de ces c(juations
-— = a cos mz — maz sin mz,
dz
dy
-^ ^iz a sni mz + maz cos mz.
dz
Elevant au carré et ajoutant, on obtient 'dx^ . ((hf
, , . , . , — a- -h mur dzj
Par conséquent, on aura, en comptant les arcs à partir du plan des xij,
s= j dz \Ja^ + m- a^ z- -+- 1 .
Peur effectuer l'intégration, on posera
z = . M, d OU dz = ■ du ;
ma ma
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il viendra
s= I an Jl H- ir
ma J
= ^"^" flog' (m h- i/lH-uO H- M v/1 + m'] .
sans constante, attendu que l'arc doit s'annuler pour z = 0, et par conséquent pour u = 0. En remettant pour u sa ma2
valeur
v/1 + fl'
f-rt
, on trouvera
ioff'
2 ma
?ng:sv^-lH-Q'+m-a^:s^ 1 H- rt-
, fmnz -+- \J\ -^ a- -+- m- tr ^-^ V 1 + a'
ou
1 + a- , , maz -+- Ji + a- + m^ a' s^ s^=— los' ■
??r fl-^'
On traiterait de la même manière, mais plus facilement, l'hélice ordinaire, dont la rectification se fait d'ailleurs immédiatement par des considérations géométriques.
CALCUL DE L'AIRE DES COURBES PLANES
«05. — On a vu au n" 162 que l'aire comprise entre une courbe donnée dont l'équation en coordonnées rectangulaires est y^f[x), l'axe des x et les ordonnées qui correspondent à deux abscisses a et 6 est donnée par la formule
U = r f{x} dx.
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Nous prendrons pour premier exemple le ccicle, parce qu il est intéressant de retrouver par celte voie les résultats obtenus par des voies toutes différcn- tI tes. Proposons-nous d'évaluer l'aire comprise enire un arc de cercle BM, l'axe des x passant par le centre, et les deux ordonnées répondant à ic = 0 qui est l'abscisse ducentre, et ic = OP qui est une abscisse quelconijue.
Fig. 59.
On a dans ce cas î/ =r y/lr — x- , et par consé]uent U =
Si l'on pose
on obtient
x = r\.u, d'où dx = l\du,
U = n^ 1 (lu \/l — u- = Pi- ^ (arc sin u + w y/l — u') , sans constante, puisque l'aire doit s'annuler pour h = 0. En
remettant pour ii sa valeur ç , on peut écrire
U= ^ R2 arc sin r> -l- ^^ ^ v^B' — x-.
Ce résultat est conforme à la Géométrie; car si l'on tire le rayon OM, on a
surf. BOPM=:sc t. BOM -t- tri. OMP
= ^ Pl^ angle BOM -h ,^ OP . i\lP ,
expression qui coïncide avec la précédente.
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Pour x^R, on aurait le quart du quadrant; dans ce cas,
arc
sin f; = 7^, par conséquent U= -> ::Rn 2 4
attendu que le second lerme disparaît. L aire du cercle entier est bien ainsi représentée par zTl^
206. — Aire de rellipse. On pourrait opérer comme cidessus; mais le calcul se simidifie. Ou a, en effet, pour l'aire du quadrant d'ellipse
U = I - \ "' — J^^ ■ dx = - I dx Ja^ — X-.
Or, l'intégrale qui figure dans le second membre exprime l'aire d'un quadrant de cercle ayant pour rayon a; elle é.jui-
vaut donc à -, T.a~. On a donc
(J = - . 7 -(1-= 7 T.ab.
L'aire de l'ellipse entière est représentée ainsi par rMb.
On peut leniarqucr que si l'on compare des aires limitées aux mêmes ordonnées dans l'ellipse et dans le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre, les expressions de ces aires r.e diffèrent que parce que celle de l'ellipse est multipliée
par -. Laire prise sui- l'ellipse est donc à celle qui lui cora
rcspond sur le cercle dans le rapport de b à a.
aoî. — Aire de la para')ole. Calculons l'aire comprise entre la courbe, l'axe des x et une ordonnée quelconque. Nous aurons
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U= 1 \'2j) .x'dx = ^\'2i) .x^ ,
sans con>taiite, puisque l'aire doils'animlLT pourj;=0. Celle cxpicssion peut b'écrire
U = ^ \ '^l^.X .Xr=^ yx.
L'aire co!i>i;lcréo est donc les = du rcctande construit sur les
coordonnées X et y du point auquel correspond l'ordonnée
prise pour limite.
On peut remarquer que si, au lieu de la parabole du se-
cond degré y = \ 'ip.x', on considère une parabole de degré
quelconque y^rax"*, m étant un exposant positif quelconque,
l'aiic limitée par l'ordonnée correspondante à une abscisse x
est toujours une fraction ralionnelle du rectangle construit
sur les coordonnées x et y, car on a
\]= ax'''dx= - -,
mH-1 sans conslantc, ou bien
ax"" . X" _ yx
Dans la parabole y = (sx- pa cxeiiqde, on a
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208. — Aire de Ihijperbole rapportée à ses asymptotes. On se propose d'obleiiir l'aire comprise entre la courbe, l'axe des a; et deux ordonnées répondant aux abscisses a et x. En appelant ô l'angle des asymptotes, et prenant xy = m'^ pour l'équation de la courbe, on a
/dx X
m- . — = m* sin ô . lo"' . - .
Si l'on suppose m :^1 , a=\ et 6 = 90% il vient
U = log' . X,
c'est-à-dire que, dans ce cas, l'aire considérée est exprimée par le même nombre que le logarithme népérien de V abscisse qui répond à la limite supérieure; c'est pour cette raison que les log.H'itbmes népériens portent aussi le nom àe logarithmes hyperboliques.
Aire de la logarithmique. L'aire de la logarithmique
y = a\ogx prise à partir de x=\^ a pour expression
[=fl I log
X dx = a [x\ogx — {X — 1 ) log e] .
La même courbe aulrement disposée peut être présentée sous la forme
y = Ka~' .
L'aire de celte courbe, comptée à partir de a; = 0, a pour expression
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lo!ï e
"ua
Ainsi, l'aire dont il s'agit, quoique prolongée indéfinimenl dans le sens des x positifs, a néanmoins une valeur finie.
210. — Aire de la sinusoïde. L'aire de la courbe comptée à partir de ic=0, a pour expression
\}=a\ û\\mxdx=^ ~ {\ — cos
mx]
l'our x= — , elle prend la valeur — . Poura;=— , elle m ^ m m
prend la valeur zéro; ce qui lient à ce que de j;= — à
x ::=:: — la courbe présente, au-dessous de l'axe des x, une
portion égaie à celle qu'elle olfre au-dessus de zéro à — :
en sorte que la partie négative de l'aire détruit algébriquement la partie positive.
2fli. — Aire de la cydoide. On a vu que Ton a, dans ce cas,
y :^R(1 — cosa), et dx=Vi{\ — cosa)rfa.
Il en résulte que l'aire entière delà courbe, depuis x=:0 jusqu'à 01 = 2^11, est donnée par la formule
\}=n' f "''{[-cosy.fdx
= R- ( / dx — 2 1 cos a (/a H- | cos'adaj.
La promicre de ces trois intégrales a pour valeur 2z; la seconde est nulle; la troisième (187) a pour valeur r.. 11 vient donc
U = R^(2zH--), ou U=57:U^
c'est-à-dire que Va'ire de la cijcluide équivaut à trois fois l'aire du cercle générateur.
212. — Aire d'une figure irréguUère quelconque. Rapportons celte figure à deux axes rectangulaires tracés dans son plan; puis, par des parallèles à Taxe des y, supposons-la divisée en bandes très-minces, telles que MNN'M'. Si les cordes
MIN et M'N' sont suffisamment rapprochées, on peut remplacer la bande dont il s'agit par le rectangle MNIII, en négligeant les triangles curvilignes MIM' et NllN' infiniment petits par p p' Cl lapport à ce rectangle. On peut
Fig. 41. donc regarder l'aire jiroposée
comme la limite d'une somme de rectangles analogues, ayant pour hauteur la corde MN, que nous désignerons par u, et pour base la longueur Nil ou PP', qui n'est autre chose que l'accroissement AX de l'abscisse OP ou x, qui répond à cette corde. Soient OA' = Cf, et OB' = b les abscisses corrcsj)ondantes aux parallèles à l'axe des y menées tangentiellement à la figure donnée. Nous aurons
U = lim. ^?/Aa;= I n
.la
dx.
Comme la corde u ne sera pas en général donnée en fonction de a;, on emploiera la formule de Th. Simpson. On divisera l'intervalle A'B' en un nombre pair n de parties égales; par les points de division on mènera des parallèles à l'axe des y, et
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l'on mesurera les cordes telles que MN ; nous les désignerons par Uj, u^, î<3,...M„_i. Les cordes extrêmes seront nulles, puis(iu'ellcs correspondent aux tangentes AA.' et BB'. En appelant donc/< la n'^""' partie de AA', on aura, avec une approximation déj)endant de la grandeur tlu nombre n,
L'approximation sera toutefois limitée attendu que les cordes m^, î/j, î/^, etc., ne sont obtenues elles-mêmes que par un procédé graphique qui ne saurait donner des mesures rigoureuses. Néanmoins, ce procédé est fréquemment employé dans les applications.
«13. — Aires des courbes en coordonnées polaires. Quoique l'on fasse rarement usage des coordonnées polaires dans les applications, il peut être utile de savoir évaluer l'aire des courbes rapportées à ce genre de coordonnées.
On se propose ordinairement dans ce cas de calculer le secteur compris entre un arc AB de la courbe et les rayons vecteurs OA et OB menés à ses extrémités. Soit d'abord M un point quelconque de cet arc, et proposons-nous d'évaluer le secteur MOA. Si p et w sont les coordonnées du point M, le secteur MOA est évidemment une fonction de œ.
Désignons par u cette fonction.
Quand w croîtra de Aco, u croîtra de Au ; et cet accroissement sera l'aire du secteur M'OM compris entre les rayons vecteurs OM = p et 0M'= f -h Ap qui répondent à co et à o) H- Aw. Or, si l'on déciit du pôle 0 comme centre les arcs MI el M'il, on reconnaît que le secteur M'OM est compris entre les secteurs circulaires MOI et .M'OII, qui ont pour angle au centre Aco. On a donc
^ p- Aw < AU < ^ (? + Ap)- AW ,
d'où
Si l'on fait tendre Aw vers zéro, — tend vers -7- ; en même
Ao) «(j)
temps le dernier membre tend vers ^ p-, puisque Ap tend vers
zéro. A la limite on doit donc avoir
d'oij
Et si l'on intècrre à partir de w = AOX = a jusqu'à a)=MOX, on trouve
expression dans laquelle il restera à mettre pour p sa valeur en fonction de w tirée de l'équation de la courbe.
Pour w=:B0X = t3, on aurait, en appelant U l'aire AOB,
'f/co.
214. — Exemples. I. Prenons d'abord la spirale d'Arcliimède, dont l'équation est p = aw, on aura, en comptant les aires à partir de a) = 0,
ro> 1 1
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c'est-à-dire que l'aire du secteur de spirale considéré est le tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour angle un centre (o.
Considérons en second lieu la| spirale logarithmique
Nous aurons
expre sion facile à construire.
On peut remarquer que si l'on prend pour limite — to et zéro, on obtient
Ainsi l'aire indéRnie que décrit le rayon vecteur dans le sens des (j) négatifs, lorsque la courbe tourne indéfiniment autour du pôle en s'en rapprochant d'aussi près qu'on voudra sans jamais l'atleindie, a néanmoins une valeur finie.
CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES
«15. — On entend par Vaïre d'une surface courbe fermée la limite vers laquelle tend une surface polyédiale inscrite ou circonscrite. On peut toujours imaginer un polyèdre à faces triangulaires inscrit dans la surface proposée ; et si , par chacun de ses sommets, on mène des pians tangents à la surface, on détermine un polyèdre circonscrit. Si l'on multiplie indéfiniment le nombre des faces du polyèdre inscrit, et,
par suite, celles du polyèdre circonscrit, les aires de ces deux polyèdres tendent vers une limite commune ; c'est cette limilc qui est l'aire de la surface proposée.
Si la surface, au lieu d'être fermée, est terminée par un certain contour C, on peut concevoir qu'on ait pris sur ce contour un nombre indéfini de points pour servir de sommets au polyèdre inscrit, et qui seront en même temps les points de contact d'autant de faces du polyèdre circonscrit. Le polyèdre inscrit se terminera alors à une ligne brisée L inscrite au contour C, et !e polyèdre circonscrit se terminera à une ligne brisée L' circonscrite au même contour. (En négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on peut toujours admettre que deux tangentes consécutives de ce contour se rencontrent.) Quand on multipliera indéfiniment le nombre des sommets du polyèdre inscrit, et, par suite, le nombre des faces du polyèdre circonscrit, les lignes brisées L etL' tendront versleconlourC, et les surfaces des deux polyèdres tendront vers une même limite, qui sera encore l'aire de la surface proposée.
Il résulte de ces considérations que, dans une étendue infiniment petite, aux environs dun point pris sur la surface, cette surface peut être confondue avec son plan tangent en ce point.
On peut remarquer qu'on emjtloie des considérations du même genre dans la Géométrie élémentaire lorsqu'on regarde la surface latérale d'un c\lindre comme la limite de celle d'un prisme, celle d'un cône comme la limite de celle d'une pyramide, ou celle d'une sphère comme la limite d'une série de surfaces de troncs de cônes engendrés par les côtés d'une ii^ne brisée. «
216. — Surfaces de révolution. Soit AB la génératrice de la surface ; OX l'axe de révolution, AC et BD les traces des deux plans perpendiculaires à cetax ; et qui limitent la surface à évaluer. On peut, à l'aide d'une série de plans perpendiculaires à OX, diviser cet'e surface en zones élémentaires, telles
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Fi-
que celle qui serait engendrée par l'arc MM'. La corde de cel arc engendre la surface latérale d'un tronc de cône, dont la
mesure est ^ . 2tc (MP H- M'P') . MM'. Si M' se rapproche indéfiniment du point M', la corde MM' tendra vers l'arc élémentaire ds^ et la surface du tronc de cône tendra vers la zone élémentaire f/U de la surface considérée.
En même temps, si y représente l'ordonnée MP, l'ordonnée M'P' ou y -+- Mj tendra wrsy. On aura donc à la limite
(W = <2-y(Is',
cl si rt et & sont les abscisses qui répondent aux extrémités A et B de la génératrice, on en déduira
(1 ) \J=27: r y(h = 2- r y dx vT+T'-
L'équation de la génératrice étant donnée par rapport aux axesOX etOY, on en tirera y et y\ et l'on calculera l'intégrale définie qui forme le second membre de l'équation (1),
ait. — L Prenons pour premier (i\cVi\\i\c\^ zone S]}hérique . En plaçant l'origine au centre du cercle générateur, on aura pour l'équation de ce cercle
d'où l'on tire
x'-hy' = V.\
et
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Substituant dans la formule (I), on oblient
(2) \] = 2t. r i\clx = 2-\{{b — a)
Ce résultat est conforme à la Géométrie , car il exprime que
l'aire d'une zone spliérique a pour mesure la circonférence
i'zR d'un grand cercle multipliée par la hauteur b — « de
zone.
IL On peut, comme exercice, calculer la surface engendrée
par une cycloïdc tournant autour de ladroitesur laquelle roule
le cercle générateur, c'est-à-dire autour de l'axe des x. On
trouvera U =^:^zR*, R désignant le ravon du cercle généra- ,) ' " °
leur.
218. — III. Nous prendrons encore pour exemple la surface de V ellipsoïde de 1 évolution. Nous supposerons l'ellipsoïde aplati aux pôles, ce qui est le cas du globe terrestre ; c'està-dire que nous prendrons pour axe de révolution le petit axe. Nous pourrons écrire alors l'équation de l'ellipse génératrice sous la forme
d'où
mais nous supposerons & > c, et nous poserons
Nous aurons d'abord
b'x' a'b^-hb'c'x* i+y'- = \ -i- -7-. = r^ — t
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et, en substituant dans l'équation (1), et ne prenant que la moitié de l'ellipsoïde,
^ l a b dx s, a' -]- c-x' '^-b C"- , -—
= 2- / ^— = — - dx\(i^-^rc'x^.
,0 a' a^ Jo
Pour effectuer l'intégration, nous poserons
Cl' ,, , a'
X = — u, a ou ax = — du ;
et, en substituant,
fr/> r
u =z — — I du v'I + M-
Ir.n'b \
-7- • ry Dog' (" + v/1 + u-)-i-î<\/l +ît-]i
sans constante, attendu que l'aire doit s'annuler pour a'= 0 et, par conséquent, pour ?i=;0. Iveinettant pour u sa valeur
—, on trouve, après réductions,
-, r.arb , , ( ex ~\- ^ a* -h c- x-\ r.b x \, a' -+- r X'
C " \ (^ j fl*
aisant enfin x = a et réduisant, on obtient
,. -a -b ,fb-^c\ , J
L'aire de l'ellipsoïde entier en est le double, ou (0) — -log i---\+2r.h-.
Remarque. Cette formule doit redonner l'aire de la sphère quand on suppose b = a. Si Ton fait à la fois a = b et r. = 0, le premier terme de l'expression (5) prend la forme l. Mais le facteur variable de ce terme peut s'écrire, en regardant b comme constant, et mettant à part le facteur 2r&,
{b' — c') , .fA±J-\ b^—c^ 1, ,b-\-c :-- ^.loe' ITT. -:.] ou — ^ . ^ log'
c'est-à-dire
i ^ [log' {b + c)- log' {b + c)-\c los' l±l.
Pour 0=0, le second terme disparaît. Le premier prend la forme { ; mais, en remplaçant le numérateur elle dénominateur par leurs dérivées (81), on trouve
et pour c = 0, il reste
^ 6^ ^ , ou b,
La valeur de l'aire est donc
2t:&- + 2-b\ ou 4z&%
ce qui est bien l'aire de la sphère dont le rayon est b.
219. — Surface quelconque donnée par son équation. — Soit ABC une surface courbe dont l'équation est
Par des plans DEF, D'E'F' parallèles au plan des ^y, on la
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décompose d'abord en zones élémentaires telles que DEE'D'; puis , par des plans MPP'M', NQQ'N', parallèles au plan des zx, on subdivise cette zone en quadrilatères curvilignes, tels que MM'M'. Si les distances telles que FF' et PQ deviennent infiniment petitci-', ces quadrilatères seront ce que l'on nomme les éléments de la surface ^'S- '^^•
considérée, et la somme de ces éléments , prise entre les limites convenables, sera Vaire de cette surface.
Concevons que l'on ait mené le plan langent en M; les plans MPQN et M'P'Q'N' d'une part, et les plans MPP'M', et INQQ'N' de l'autre, détermineront sur ce plan tangent un quadrilatère qui sera la limite vers laquelle tend MNN'M'. Or, ce quadrilatère déterminé sur le plan tangent a pour projection le rectangle PQQ'P'; en sorte que, si l'on appelle d\J rélén:ent MNN'M', ou le quadrilatère qui !ui correspond sur le plan tangent, et y l'angle que ce plan tangent fait avec le plan des xy, on aura, par une propriété connue,
rfU.cosY = PQQ'P'=f/xJ|/,
d'où
dU
cos Y
Mais cosv a pour valeur (159)
cosY =
268 PREMIERS ÉLOIENTS DL CALCUL LNTÉGR.iL.
les lettres p et q désignant les dérivées partielles de z prises par rapport à a; et à y. Il vient donc
dU = dx dy \lf + ç- + 1 ,
ou
(2) d\^=dxdijJr-^\ -4-(^-) -hi.
dxj \dy
L'aire demandée est la somme des éléments représentés
par CCS formules, dans laquelle il faut supposer qu'on ait
dz dz mis pour y- cl 7- leurs valeurs tirées de 1 équation (1) de iijc iiy
la surface. Mais, pour obtenir celte somme, il y a deux intégrations à faire. Si Ton fait d'abord la somme de tous les éléments compris dans la zone élémentaire DEED', x ne variera pas; mais il faudra faire varier y depuis y :^0, qui répond au plan des zx^ jusqu'à l'ordonnée FE delà courbe AB. Pour obtenir cet'.e ordonnée, il faut, dans l'équation (1) de la sur'acc, faire z^=:0, et en tirer y en fonction de x, ce qui donnera une valeur de la forme y = ? [x) . Cette première intégration, doimant Taire de la zone DEE'D', devia donc être faite de[mis y = 0 jusqu'à y = s{x). C'est-à-dire que l'on prendra d'abord l'intégrale indéfinie, en y regardant x comme constant; et, pour avoir l'intégrale définie, on remplacera successivement y par ç {x) et par zéro, puis l'on retranchera le second résultat du premier. Le résultat de ce calcul sera une fonction de x, multipliée par le facteur dx.
Il faudra ensuite faire la somme de toutes les zones élémentaires analogues ; pour cela, il faudra faire une seconde intégration par rapport à x, et dont les limites seront x = Oy qui répond au plan des zy, et x = OX:^a, qui répond au point A. Le résultat de ce calcul sera l'aire de la portion de la surface comprise dans le premier angle des plans coor-
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'^' "=r^^j?"""V(^i'Mî)'-'
ou bien
Plus généralement, et c'est notamment ce qui arrive quand la surlace ne coupe pas les plans coordonnés, on se propose d'obtenir l'aire de la partie de cette surface qui se projette sur le plan des xy, entre les deux courbes ayant pour équation
y='h{x), et y = o{x),
et qui peuvent être deux branches d'une même courbe, elles deux parallèles à Taxe des y, qui ont pour équations
x=a., et x = b.
On écrit olors
dxj \dijj
Et pour faire ce calcul il faut, comme ci-dessus: [" rem-
dz dz placer j- et -r-^ par leurs valeurs tirées de l'équation (1) de la
surface; 2° intégrer une première fois en regardant \ comme constant; remplacer ensuite y par les limites g (x) et'h{\), et soustraire le second résultat du premier; o" intégrer de nouveau par rapport à x; et remplacer enfin x par les limites h 't a, et soustraire le second résultat du premier.
zzo. — Nous nous proposons, oar exemple, d'évaluer l'aire
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de la portion de la surface
qui se projette entre la droite ic + j/ =3, cl les axes des x et des y.
On tire d'abord de l'équation (5)
dz
Sj'-^' - J=\/^
clx V 2 ' f/y V 2
Il vient donc, en appelant U l'aire cherchée,
u = / I dx dy \lx -{-y->ri.
L'intégrale indéfinie prise par rapport à y est
.{x-^y+iy-
si l'on met pour y les valeurs 5 — a; et 0, et qu'on retranche le second résultat du premier, on obtient
Multipliant par dx, et intégrant de nouveau entre les limites 0 et 3, on trouve
ou, en effectuant,
-j-rr , ou 7,/DD...
Ce genre de calcul se rencontre rarement dans les applications.
CALCUL DSS VOLUMES TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES
«ai. — Volumes terminés par des surfaces de révolution. Soit AB la génératrice de la surface, OX l'axe de révolution, OY un axe perpendiculaire au premier, AA.' et BB' les traces de deux plans perpendiculaires à Taxe OX, et limitant le volume qu'on se |)ropose d'évaluer. On suppose la courbe AB donnée par son équation
Menons une ordonnée quelconque MP, et par cette ordonnée faisons passer un plan perpendiculaire à l'axe de révolution. Désignons par V le volume compris entre les plans MP et A A' ; ce volume sera une fonction de l'abscisse a; du point M,
Si l'on suppose que le point M se transporte en M', et que OP ou X augmente de PP' ou ax, le volume V s'accroîtra du volume élémentaire aV engendré par le trapèze curviligneMPP'M'. Mais, si l'on mène Ml et M'H parallèles à OX, il est aisé de voir que le volume engendré par ce trapèze est compris entre les volumes engendrés par les rectangles MPP'I et Hl'P'M', lesquels sont des cylindres ayant respectivement pour mesure
On a donc
d'oi!i
T.ifàx, et X (y H- mjYax.
T.fAX < aV < x (î/ -h mjY ao;, aV
aV Mais si l'on fait tendre àx vers zéro, — tendra vers la dé-
d\ rivce de V par rapport à x, c'est-à-dire vers y- ; en même
temps î/+Ay tendra vers y, et les membres extrêmes des inégalités ci-dessus tendront à devenir égaux; on aura donc, à la limite
^=rJf, d'où dY = rAfdx,
et par conséquent
(2) V=z rifdx,
en appelant a l'abscisse du point A.
Pour avoir la valeur comprise entre les pians AA' et BB', il suffiia de remplacer la limiter; de l'intégrale définie (2) par l'abscisse du point B, que nous désignerons par b. Nous aurons ainsi
(3) v=z r'ifdx.
Et, pour effectuer le calcul, il suffira de remplacer y par sa valeur tirée de l'équation (1) de la génératrice, et d'effectuer l'intégration entre les limiter indiquées.
Remarque. — La figure suppose l'ordonnée y croissante ; si elle était décroissante, les mêmes raisonnements subsisteraient ; il n'y aurait de changé que le sens des inégalités qui nous ont servi de point de départ.
288. I. — Nous appliquerons d'abord la formule (3) à l'ellipsoïde de révolution. L'axe de révolution étant, par exemple, le grand axe, et le centre étant pris pour origine, on aura
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dx-
2rt^
II. Nous prendrons pour second exemple le paraboloïdc de révolution, terminé par un plan perpendiculnire à l'axe de la parabole, qui est l'axe de révolution.
En mettant l'origine au sommet, on aura
if = 2px ,
et, par suite,
rx ^
(5) V = TT . 2]) / xdx = T:. p
r..if-X,
c'est-à-dire que ce volume est la moitié du c\lindre qui a pour rayon y et pour hauteur x.
III. On peut, comme exercice, appliquer la formule (3) au volume enjienJré parla cycloïde tournant autour de la droite sur laquelle roule le cercle générateur, c'est-à-dire autour de l'axe des x. On trouvera
R désignant le rayon du cercle générateur.
223. — Volume de VeUipsoide à trois axes inégaux. Ce volume peut être obtenu par une seule intégration, en remar- ([uanl que, dans l'ellipsoïde, toutes les sections parallèles sont des ellipses semblables.
Soit OABC la portion de l'ellipsoïde comprise dans le premier angle des axes ; soient OA = a , OB = & , OC = c les trois demi-axes.
Menons deux plans très-voisins MNP, M'N'P' parallèles
ail plan des zij; ils comprenJront entre eux un élément aV du volume que nous cherchons. Or, ce volume est compris entre les deux cylindres à base ellipti [uc qui ont poir hauteur commune PP' ou Ax, et j)our base l'un l'ellipse MNP, dont un quadrant seulement est représenté sur la figure, l'autre l'ellipse M'JS'P'. Si l'on fait tendre PP' vers zéro, ces deux cylindres tendront l'un vers 1 autre ; il en sera donc de même de l'élément aV compris entre eux; et à la limite on pourra écrire
(ly = ellipse MNP x dx
Si Q désigne l'ellipse CBO, et w l'ellipse MNP, on a, à cause de leur similitude,
o):q=mp'- .-ôc',
d'oij, en désignant MP par z-,
Par conséquent
Q d\ =z-z-dx.
Mettons pour z'^ sa valeur en x tirée de l'équation de l'ellipse AC, et intégrons entre les limitis — a et -ha, il viendra
y = ~r~- ia'—x')dx = ~.^a' = ^O.a.
MaisQ = z6c. Il vient donc enfin (6) "S^ïrMhc.
On peut suivre la môme marche pour obtenir le volume
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d'un segment de paraboloïde elliptique, terminé par un plan perpendiculaire à son axe principal. Si son équatioi es:
y* z* _ on trouvera pour l'expression du volume dont il s'agit
c'est la moitié du cylindre ayant pour base la même ellipse zî/2, et la même hauteur x.
22-5. Volume terminé par une surface quelconque dont on a ï équation. Reportons -nous à la figure et aux notations du n° 219. En employant le même mode de décomposition, on divisera le volume demandé en éléments prismatiques tels que M^'N'l^^P^Q'P. Soient i' la plus grande et z" la plus petite des quatre ordonnées MP, M'P', .\Q, rs'Q' ; l'élément de volume considéré aV sera évidemment compris entre les deux prismes qui ont pour base commune PQQ'P' et pour hauteur l'un 2', l'autre s", prismes qui ont pour mesure %' \x \ij Qi z"axmj. Mais si ix et Ay tendent simultanément vers zéro, z' ei 2" tendront vers l'ordonnée du point M, c'est-à-dire vers s ; on aura donc à le. limite
d\ = zdxdy,
el la somme de tous les éléments analogues à dV, prise entre les limites convenables, sera le volume V que l'on se propose d'obtenir.
Pour trouver cette somme, on aura deux intégrations à effectuer, comme au n° 219.
Dans le cas de la figure, on aura
fa /'y(x)
(7) V=j j^ zdxdij,
© (x) désignant l'ordonnée de la courbe AD, et a la longueur OA.
Si le volume cherché est compris entre les cylindres avnnt pour équation y = 'l)[x) et tj = z[x) , et les plans x = a, X:=b^ on devra écrire
Pour effectuer le calcul indiqué, on remplacera d'abord ^ par sa valeur tirée de l'équalion de la surface; on intégrera par rapport à y en regardant d'abord x comme constant, et, dans l'intégrale indéfinie obtenue, on remplacera y par les limites ç {x) et Cj {x) et l'on retranchera le second résultat du premier. On obtiendra ainsi une fonction de x, que l'en multipliera par dx, et l'on intégrera par rapport à x, entre les limites a etb; ce qui donnera le volume que l'on cherche.
Il est importa:U de se bien pénétrer du sens qu'il faut attacher à une inléfjrale double, telle que la formule (8) , sens qui est expliqué par la règle dont nous venons de donner le dé'.ail.
Remarques. I. Comme z peut être considéré comme l'intégrale de dz, on écrit quelquefois la valeur du volume V sous la forme
J a J'i'x, Jo
On a alors ce que l'on appelle une intégrcde triple. On intègre une première fois par rapport à 2, et Ton met pour zles limites f{x, y) et zéro, et l'on retranche ; on intègre une seconde fois par rapport à y, et l'on n:et pour y ses limites s (x) et à {x), et l'on retranche; on intègre enfin, une troisième fois, par rapport kx] on met pour x ses limites b et a, et l'on retranche.
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Il est rnre qu'on ait à effectuer un calcul de ce genre pour le besoin des applications.
II. Le volume, au lieu d'être limité infcrieurement par le plan des xy, |iourrait l'être par une autre surface donnée z=^f^ (x, y). Les limites de 2, au lieu d'être [{x., y) et zéro, seraient alors f{x,y) et fj [Xy y). Cela ne changerait rien à la marche du calcuL
225, — Proposons-nous, comme exemple, de calculer le volume compris entre la surface qui a pour équation z^xy^^ le plan des xy, les cylinJrcs représentés par les deux équations y = — \2px et y = — sj^iix , et les deux plans qui ont pour équation a: = 0 et x^=a. Nous aurons
= 1 / .xij^ . (Ix du
L'intégration par rapport à y donne i.,r + consl.; et, en substituant à y ses limites, et faisant la soustraction,
= .'C.2(2/a-)' ou ::{1p)-'.x\ o o
Multipliant par dx et intégrant de 0 à a, on obtient
^{-2pY.^^.(â ou ^^{2pay.a\
ou, en nommant b l'ordonnée de la parabole y^^2j)x qui répond à l'abscisse a,
22«. — Calcul des volumes par approximation. Lorsque les intégrations nécessaires pour obtenir le volume d'un corps ne
peuvent pas s'effectuer, ou lorsque le corps a une forme irrégulière qui se refuse à toute définition géométrique, ce volume ne peut s'obtenir quepar approximation. Atinden donner un exemple, nous supposerons (|u'il s'agisse d'obtenir le volume d'un monticule de terre donné par son contour apparent sur le plan vertical de projection et par la projeclion horizontale de ses courbes de niveau.
Concevons qu'on ait divisé ce volume par des plans horizontaux en tranches très-minces ; et soit M'^P'Q'. MINTQ lune de ces tranches. Désignons par w l'aire de la section M'N', MN, par z sa distance au plan horizontal de projection ; soit az la distance des plans M'N' et P'Q' ; w — Aw l'aire de la section P'CK, PQ- La tranche considérée, dont nous représenterons le volume par aV, sera comprise entre les deux cylindres qui ont pour hauteur commune az et pour bases co et q — Aw ; on a donc
Fi-. 47.
d'où
(OAZ > aV > (ci) — Aw) AZ ,
i3ij> — > w — Ao),
AZ
Mais si AZ tend vers zéro, les membres extrêmes tendent à
aV devenir égaux tous deux à w ; en même temps — tend vers
Ar'i'I.ICATlON DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFLMES. 279
-7- ; on a donc a la luriite (Iz
ilY
— = co , d'où rfV = MCh ,
et, par conséquent, si h désigne la hauteur totale du monticule,
ch.
Comme oi n'est pas donné en fonction de «, on fera usage de la formule de Th. Simpson (196). On divi.-eia la hauteur h en un iiomhre pair n de parties égales ; par tous les points de division on mènera des plans horizontaux, qui détermineront dans le monticule autant de sections, que nous représenterons, en les numérotant à pailirdu bas, par w^, w,, w, ... co,,; «n vertu de la formule citée, on aura donc
Oïl
Dans cette formule o)„ est nul , et nous ne l'avons conservé que pour la symétrie.
Comme les aires w^, w^, Wj, ... ne peuvent élre elles-mêmes obtenues que par approximation, l'emploi de la formule (9) est assez pénible. Mais comme, dans les questions oîi l'on a recours à celte méthode, dans les questions de terrassements et de transport dos terres par exemple, une exactitude rigoureuse n'est pas nécessaire, on a soin de ne pas prendre le nombre n trop grand, afin de ne pas avoir un trop grand nouibre de sections à déterminer ; et, toutes les fois que cela est possible, on se sert des courbes de niveau déjà figurées sur le plan du terrain.
aaï. — On ajipelle équation différentielle toule équation nui contient, iiidépciulamnient des variables, leurs dilTérenlit'lles ou leurs dérivées d'ordre quelconque.
Les équations différentielles que l'on rencontre le plus fréquemment dans les applications, sont celles qui ne renferment que deux variables, dont l'une est considérée comme indépendante, et les dérivées de la première par rapport à cette variable indépendante. Ce sont les équations différentielles ordinaires.
On rencontre aussi des équations différentielles renfermant plusieurs variables, dont une seule indépendante, et les dérivées des premières par rapport à celles-ci ; par exemple, quatre variables x, ij, z, ï, etles dérivées de x, dey et de z par rapport à t. Ces équations se présentent alors par groupes et forment ce que Ton appelle un système d'équations différentielles simullanées.
On peut avoir à déterminer une fonction de plusieurs variables indépendantes, deux par exemple, connaissant la différentielle totale de cette fonction exprimée, soit à l'aide des variables indépendantes seulement, soit à l'aide de ces variables et de la fonction elle-même. C'est ce que l'on appelle une équation aux différentielles totales.
Enfin, on peut avoir â traiter des équations différentielles renfermant trois variables, dont une fonction des deux autres. et les dérivées partielles de la première par rapport à ces deux autres; c'est ce que l'on appelle improprement une équation aux différences jiartielles.
Z'iS. — Intégrer une équation différentielle, c'est remonter
de celle é(]iiation enlre les variables et leurs dérivées à la relation piimilive qui lie les variables elles-mêmes. Celle relation primitive est dite \' équation intégrale de l'équation dilfcrentielle proposée. Ainsi l'équation dilïérenlielle
a pour intégrale
/ \^x, tj) = constante.
De même que l'on démontre en algèbre que toute équation a une racine, on démontre, dans le calcul intégral, que toute équation différentielle a son équation intégrale. Mais la démonstration de cette proposition peut être omise dans une j)remière étude, et nous renverrons, à cet égard, aux traités spéciaux, et particulièrement awCoursde calcul différentiel et intégral de M. Serret, tome II, page 555 et suivantes,
229. — Les équations différentielles ordinaires se classent entre elles d'après 1 ordre le plus élevé des dérivées qui y entrent. Si, par exemple, il s'agit d'une équation différentielle entre deux variables x et ?/, elle sera dite du premier ordre si elle contient y', du second ordre si elle contient y", du troisième ordre si elle contient y"', et ainsi de suite.
Il en est de même pour les systèmes d'équations différentielles simultanées.
Il en est de même encore pour les équations aux différences partielles. Si, par exemple, il s'agit d'une équation aux différences partielles entre trois variables x, y, z, dont l'une z est fonction des deux autres, elle sera dite du premier ordre, si elle renferme les dérivées partielles du premier ordre
-r^ ou r ; elle sera du second ordre, si elle renferme les dé-
,.'2 y ,12^ Ai^
rivées partielles du second ordre -t—„ , - — ~~ , ou -,— ; et de
* dx- (Ix dy dg-
môme pour les ordres supérieurs.
2Si PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL IMÉGRAL.
Nous nous occuperons d'abord de l'intégration des équations différentielles ordinaires, en commençant par le premier ordre.
§ 2. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES OU PREMIER ORDRE, A DEUX VARIABLES.
Z30. — On a vu, dans le calcul différentiel (51), que si l'on a une équation entre deux variables x et y, telle que ces variables y soient séparées, comme dans l'équation
(1) o(y)=^x), on en tire par la différentialion
(2) <f'{y)dy = 6'{x)dx,
c'est-à-dire que l'on peut égaler les différentielles des deux membres. Réciproquement, si l'on a une équation différentielle telle que l'équation (2), dans laquelle les variables sont séparées, elle exprime que les différentielles des fonctions primitives 9 et à sont constamment égales, et que par conséquent ces fonctions croissent de quantités toujours égales, d'où il résulte que leur dilTérence ne change pas, ou, en d'autres termes, que ces fonctions primitives ne peuvent différer que par une constante. On peut donc déduire de l'équation différentielle (2) la relotion
C désignant une constante arbitraire. La relation (3) est l'intégrale de l'équation différentielle (2) .
Ou voit que lorsque, dans une équalion différentielle du prs^mier ordre à deux variables, ces variables sont séparées, il suffit, pour obtenir l'équation intégrale, d'inté(jrer séparément les deux membres, et d'ajouter à iun d'eux une constante
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arbitraire. La relation ainsi obtenue est Vijilégrale générale ; si l'on attribue une valeur particulière à la constante arbitraire, on obtient ce que l'on appelle uneiittégrale particulière. Soit, par exemple, l'équation (liricrentiellc très-simple
( i) — = m dx.
on en tirera
log' .y:^mx-\-C,
d'où
(5) 7/ = e"'^+^, ou y — \e"'\
en posant A = e^. Si l'on attribue à A des valeurs particulières, on aura autant d'intégrales particulières de l'équation différentielle (4) ; et la relation (5) sera l'intégrale générale.
23 «. — La première cbose à faire pour intégrer une équation différentielle du premier ordre à deux variables est donc de séparer les variables s'il est possible. Il suffit le plus souvent pour cela de transformations algébriques analogues à celles qu'on fait subir aux équations du premier degré, qu'on veut résoudre, c'est-à-dire que l'on réunit en un seul tous les termes qui contiennent le facteur (/y, et en un seul aussi tous ceux qui contiennent le facteur Jx ; il ne saurait y avoir de terme indépendant de dij et de dx, car il faut pour Phomogénéité que tous les termes soient infiniment petits. En divisant ou en multipliant alors par un facteur convenable, on meltra l'équation sous la forme (2), et les variables seront séparées.
Soit donnée, par exemple, l'équation différentielle
^ (^IJ — y dx = dij \l \ -\- X- -\- dx v' 1 -h y%
on la mcllra sous la forme
(hj _ clx
Puur intégrer ensuite chaque membre, il suffira de mulliplier et (Je diviser le premier par y — \Ji-\-y* , et le second l)t\r X -T-\,/\ -{-X- ; nous ne nous arrêterons pas à achever ce calcul.
On peut remarquer que les variables se séparent immédiatement quand l'équation différentielle est de la forme
y'=^{x).à{y), car on en tire
—f~ = ç{x)dx.
Si, par exemple, on avait à intégrer
y'=x'{[-^f), on obtierdrait d'abord
(ly , , _
et, en effectuant les intégrations,
arc tang y= -x-' -h const.
Toutes les fois qu'on a réussi à séparer les variables, la question est dite ramenée aux quadratures, parce qu'on n*a plus à effectuer que des intégrations analogues à celles qu'il faut exécuter pour calculer l'aire d'une courbe.
233. — Quand l'équation différentielle proposée est homogène en X et y, c''est-à-dire quand tous les facteurs qui multi-
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plient soit rfjc, soit rfi/, sont du même degré, on parvient aisément à séparer les variables en posant ii = ux, u désignant une variable auxiliaire.
Soit
o [x^ y) clx -h ù {x, y) f/j/ = 0 ,
l'équation différentielle proposée, dans laquelle les fonctiono s et 0 sont supposées homogènes et du degré m. En mettant tix à la place dey, ces fonctions acquerront le facteur j;'", que l'on pourra supprimer; et, en remplaçant dij par sa valeur
iidx -i- xdu, il viendra
o(l,n) dx-i-à{[, it) {udx^xdii) = 0, d'où l'on lire
dx _^ 'J;(l, ?/K du)
équation dans laquelle les variables sont séparées. Pi enons pour exemple l'équation
X d\j — y dx = dx \x- -+- y- ;
on la transforme en
dx du
d'où
lo^' X = log' (» + \ 1 -h «-) -+- const.,
ou, en désignant par c une constante,
-=u -i- V l + ir = ^ -^- 4 /.) _^ yJ,
équation qui revient à
X- — -cy — c
L'équation différentielle proposée résulte, en effet, de l'élimination de la constante c entre celte relation et sa dilfércritiellc.
233. — On sépare encore les variables quand l'équation différentielle proposée est linéaire par rapport à?/' et à y, c'està-dire lorsque ces deux quantités n'y entrent qu'au premier degré et n'y sont point multipliées entre elles. Une équation de ce genre peut toujoura se mcltrc sons la forme
(1) y'^yo{x)=f{x).
On pose alors
(2) y = uv,
u et V étant deux fonctions indéterminées de x. On en déduit
dy = u dv -+- V du ,
et, en substituant dans l'équation (1), après avoir multiplié par dx,
(3) u dv H- V du -+- nv s [x] dx = f [x) dx.
On voit alors que l'on peut satisfaire à cette relation en posant séparément
(4) udv = f{x)dx et
(5) du-huo{x)dx = 0.
La relation (5), mise sous la forme
h o(x) dx := U
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log' .u-\- I o [x) dx = const.
uj./, en désignant par X l'intégrale / ç [x] dx , dans laquelle
on peut faire entrer la constante,
log'.M+X = 0, d'où
Mettant pour u cette valeur dans la relation (4), on obtient
e~^ . dv = f{x) dx ou dv=^e^f [x) dx, d'où
(6) v= Ce^f{x)dx.
Par suite, il vient
(7) y = e-^.Je^f{x)dx
Cette méthode conduira donc à l'intégrale cherchée toutes les fois que l'on pourra offectucr les deux quadratures exprimées pnr X = / 9 (^) dx, et par l'équation (6).
Prenons [)Our exemple l'équalion
y' -hy——ax.
On aura ici
o [x) = [ et f [x] = — ax'j
par conséquent
X= / 1 . dx=x ,
288 PRBIIERS ELEMEîsTS DU CALCUL LNTLGRAL.
d'où
11 = e et
v = — / e'^ . axilx=za{\ — x)e'-i-C.
Par suite
ij = c-' .[a{\—x)e'-{'C], ou
y=:a{[ — x) -+-Ce~^ .
On ramène au cas précédent réqualion diffcronlielle
î/' + ?/?(•») = 1/7 (^)- Pour cela, on pose
y = lâ, d'où y' = h u''~^ . n\ et, en substituant,
k II"-'- . u' ■+- u^ o'x)= II"" f (x) , puis en divisant par /eu*"',
le li
Pour que celte équation devienne de même forme que l'éiiualion (1) du numéro précédent, il suffit que 1 on ait
kn — fc H- 1 = 0 , d'où
835. — La séparation des variables n'est pas le seul procédé qui puisse être mis en usage pour intégrer les équations
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(lifférenliclles du premier ordre àdeux variables. Une pareille équation peut toujours être mise sous la forme
(!) Mrfar-hNJy = 0,
.M et N étant des fonctions de x et de y. Or il [)(iit se faire (]ue le premier membre de cette éf|uation soit la difforeiiticllc exacte d'une fonction des deux variables x et y, considérées comme indépendantes. Si/'(.i-,j/) est cette fonction, l'inlé/^rale générale cherchée e&t alors
f[x, y) = const.
Soit, par exemple, l'équalion dilférentielle X (hj — y dx _ Q
On reconnaît que le premier membre est la différenlielle acte de l'arc dont la ta grale générale en posant
exacte de l'arc dont la tanî::fenle est — ; on aura donc linté- ^ X
arc lang -^ const. ,
ce qui revient à y = cx^ c désignant une constante arbitraire.
Mais pour que le premier membre de l'équation (i) soit une différentielle exacte, il faut (55) que la dérivée de M par rapport à y soit égale à la dérivée de N par rapport à x ; car M et N bont les dérivées partielles du premier ordre de la fonction /'.
Cttlc condition est remplie par l'équation (2). Or elle ne le serait pas par l'équation plus simple
(5) xdu — ij dx=Oj
puisque la dérivée de x par rapport à a; est + 1, tandis que la dérivée de — y par rapport à y est — 1. Le premier membre de l'équation (5) n'est donc pas la différentielle exacte d'une fonction des deux variables x et y. Mais on la rendrait différentielle exacte en multipliant le premier membre par le fac-
teur . On démontre qu'il existe toujours un facteur
x^ -h îj* •'
propre à rendre M da; + N f/y une différentielle exacte; mais la recherche de ce facteur dépend de l'inlégiation d'une équation aux différences partielles, c'est-à-dire d'un calcul plus difficile que le calcul directement proposé.
D'ailleurs, les exemples simples que l'on donne d'ordinaire peuvent toujours se traiter par la séparation des variables. Nous n'insisterons donc pas sur la méthode du facteur propre à rendre le premier membre de (i) intégrable.
23C. — Lorsque aucune des méthodes précédemment exposecs ne peut réussir, on peut, pour se faire une idée de l'équation intégrale que l'on cherche, avoir recours à un procédé graphique qui, bien qu'il ne soit qu'assez grossièrement approximatif, rend parfois des services dans les applications.
L'équation différentielle proposée peut toujours être mise sous la forme
Or l'équation intégrale cherchée peut être regardée comme
l'équation d'une courbe, et la relation (lidonne alors la valeur du coefficient angulaire de la tangente à cette courbe au point qui a pour coordonnées x, y.
Cela posé, ayant tracé deux axes rectangulaires OX et OY, on mènera une série de droites èB, cC, dD, eE, f¥, éipiidis-
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tantes cl parallèles à l'axe des ij. Puis on prendra sur l'axe jIcs y un point arbitraire A, à une distance y^ de l'origine, et on admettra que la courbe chercliée passe par ce point A. On mettra dans le second membre de l'équation (1) les valeurs x = 0 et y=]JQ qui sont les coordonnées du point A; cette équation donnera alors l'inclinaison de la tangente en A à 1? courbe; et l'on pourra tracer celte tangente AT^. Son équation esl
Soit h l'intervalle de deux parallèles consécutives à l'axe des y. L'abscisse du point B où la tangente AT^ coupe b\j sera /t, et l'on obtiendra son ordonnée en faisant x = ]i dans l'équation (2). Soitî/j celte ordonnée. En négligeant les quantités tiès-petiles du second ordre, on pourra regarder le point B comme étant sur la courbe cberchée. On fera x = h et y:=:T/i dans la relation (1), qui donnera l'inclinaison de la tangente en B ; et l'on pourra tracer celte tangente BT^. Son équation sera
L'abscisse du point C où cette tangente coupe cG sera 2/i, et l'on obtiendra son ordonnée en faisant a;=^2/i dans l'équation (5). Soit 1/2 cette ordonnée. On admettra, comme ci-dessus, que le point C appartient à la courbe cherchée. On fera x=^1h et y^y., dans la relation (1), qui donnera l'inclinaison de la tangente en C ; et l'on pourra tracer celte tangente CTj. Son équation sera
{'^) y-y, = f{^Ky,){x-^h).
L'abscisse du point D où celle tangente coupe dd sera 5/i, et l'on obtiendra son ordonnée en faisanta;=5/i dans l'équation (4). On admettra encore que le point D est sur la courbe cherchée. En continuant ainsi, on obtiendra une ligne brisée
ABCDEF... qui approchera d'autant plus de la courbe cherchée que l'intervalle /i aura été choisi plus petit, et qui, dans beaucoup de cas, donnera une idée suffisante de la forme de la courbe. Le choix arbitraire que l'on fait du point A tient lieu dans celte opération de la constante arbitraire qui doit entrer dans l'équation iiitéi^^rale.
Si l'ordonnée devenait infinie, la construction serait en défaut ; maison peut faire disparaître cette circonstance en renversant l'équation (1) et écrivant
Au lieu de parallèles à l'axe des y, on emploierait alors des parallèles à l'axe des x. En employant avec discernement ces deux moyens, on peut presque toujours avoir, par aperçu, la forme de la courbe cherchée dans la région où l'on a intérêt à la connaître.
aaç. — Une équation dilférentielle du premier ordre àdeux variables peut être d'un degré supérieur au premier. Si, par exemple, elle ne contient que la première dérivée y', mais que cette dérivée y entre au second degré, l'équation différentielle sera du premier ordre, mais du second degré.
Dans ce cas, ce qu'il y a de plus simple à faire est de résoudre l'équation par rapport à y' ; on obtiendra ainsi deux équations séparées du premier degré, que l'on intégrera sépa rément, s'il est possible, par l'une des méthodes exposées cidessus. On obtiendra ainsi deux équations intégrales telles que
(1) !/ — fi(^, cj = 0 et y — fA^^C2) = 0y
c^ et Cj défeignant des constantes arbitraires. Et l'intégrale générale sera le produit de ces deux équations membre à
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(2) \y-fA^,c,)][,j-f,{x,c,)] = 0',
car en différentiant celle-ci, on oblient
r,^ 1 [>J-fA^.c,)\[y'-f,'{x,c,)]
relation qui est évidemment satisfaite, soit que l'on adopte la solulion
y — fi (^, ^^i) = 0, d'où
soit qu'on adopte h solution
d'où
On peut même remarquer que Ton ne diminue pas la généralité de l'intégrale (5) en supposant c^=c^, attendu que ces deux constantes n'entrent jamais à la fois dans la solution q l'on choisit.
Soit proposée, par exemple, l'éijuation
on en tirera
y' = a ± a\/\ — sin-j; = fi (1 ± cosa;), d'où, en intégrant,
y=(tx-hc±: osina;.
L'intégrale générale sera donc
{ij — ax — c — a sin x) [y — ox — c -h a si n ;r) =: 0 ou
(y — ax — c)* — a' sin^ x = 0.
Si l'équation différentielle proposée était du degré n en y', on verrait de môme qu'on obtient l'intégrale générale en déterminant les n valeurs de y', intégrant les n équations différentielles du premier degré ainsi obtenues, passant tous les termes de chacune dans le premier membre, et multipliant membre à membre toutes ces équations, dans lesquelles il est permis, sans diminuer pour cela la généralité de l'équation intégrale, de représenter les constantes arbitraires par une même lettre. Mais on rencontre rarement, dans les applications, une équation différentielle d'un degré supérieur au second.
Lorsque léquation différentielle ne peut être résolue par rapport à y\ ou lorsque les équations différentielles du premier degré en y' que l'on en tire ne peuvent être intégrées, Tinlégrale générale ne peut être obtenue, sauf les cas particuliers où l'on peut avoir recours à quelque artifice que l'habitude du calcul suggère. On en trouvera des exemples dans les traités plus étendus.
238. — Il peut arriver qu'une équation différentielle du premier ordre à deux variables soit satisfaite par une relation entre ces variables tout à fait distincte de l'intégrale générale; et ne pouvant pas s'en déduire ; ce n'est point alors une intégrale particulière, et on lui donne le nom de solution singulière *,
* Quelques auteurs adoptent le nom de solution particulière; mais, dans ce cas, il faut éviter de confondre ce nom avec l'expression d'intégrale particulière.
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Quelques considérations géométriques feront comprendre l'origine de ces solutions.
Soit
l'équation différentielle proposée, et soit
son intégrale générale. Celte éijuation (2) représente une famille de courbes, dont Venveluppe (106) a pour équation l'équation qui résulte de l'éliniinaiion de la constante c entre F (x, î/, c) =0 et sa dérivée par rapport à c. Soit
l'équation de l'enveloppe. On a vu que le caractère géométrique de cette courbe est dclre tangente à toutes celles qui sont comprises dans l'équation (2). Par conséquent, si ic et y désignent les coordonnées du point de contact entre Tenvcloj)pe et l'une des enveloppées, on obtiendra pour y' la même valeur, soit (|u'on la tire de l'équation différentielle proposée (1), soit qu'on la tire de l'équalion (5) de l'enveloppe. 11 en résulte que l'équation (3) satisfait à l'équation (1), bien qu'elle ne soit pas en général comprise dans l'équation (2). C<^ n'est donc pas une intégrale parliculière, comprise dans Tin légrale générale ; c'est une solution singulière. Considérons, par exemple, l'équalion
' cm — c
qui représente une famille de droites, lorsqu'on y fait varier la constante c.
Si on la différenlie, ce qui donne
(5) l+_?!_=:0, c VI — C
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et que l'on élimine c entre les relations (4) et (5), on obtient, après réductions, l'équation
(G) [xy'^-{x-hy-m)y' + y] = 0,
qui est l'équation différentielle de toutes les droites représentées p.ir l'équation (4).
On peut remarquer qu'elle est satisfaite par x^=0 ; mais celte solution provenant du facteur x, qui peut être supprimé, n'est point la solution singulière. Si l'on cherche l'équ.ition de l'enveloppe des droites (4) , et que pour cela on élimine c entre celte équation et sa dérivée par rapport à c, on obtient (108)
(7) (\/iC H- \/ï/)' = rn ou y^x-hm — ^s/mx,
qui est l'équation d'une parabole. Or, si l'on différcntie cette dernière, on en tire
valeur qui, substituée dans l'équation différentielle (6), satisfait à cette équation. L'équation (7) est donc la solution singulière.
239. — Lorsque, comme dans l'exemple précédent, on a l'intégrale générale, on voit (|u'il est facile d'en déduire la solution singulière, s'il y en a une, puisqu'il suffit d'opérer comme s'il s'agissait de trouver l'équation de l'enveloppe des lignc'^ représentées par l'intégrale générale.
Mais lorsqu'on n'a pas l'intégrale générale, il faut opérer d'une autre manière, que les considérations géométriques aideront encore à comprendre.
Soit M le point de contact de l'enveloppe avec l'une des enveloppées. Cette enveloppée est coupée par une enveloppée infiniment voisine en un point M' infiniment voisin du point M;
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et, au point M', ces deux enveloppées ont généralement des tangentes distinctes ; c'est-à-dire qu'au point M' la dérivée îf a deux valeurs dilférentes, selon que l'on considère l'une ou l'autre des deux enveloppées dont il s'agit. Mais, si l'on fiiit tendre le point M' vers le point M, chacune des deux tangentes dont il s'agit tend vers la tangente en M ; par conséquent, au point M lui-même, les deux valeurs de y' qui étaient distinctes se confondent en une seule, c'est-à-dire que l'équation /"(x\ y, y') = 0 donne, en ce point, pour y', deux valeurs égales. Or le caraclère des racines multiples, c'est que la dérivée de la fonction devient nulle ; au point M on doit donc avoir
et, si l'on élimine y' entre les équations /"(a;, y, if) =0 et -i-^ ^ 0, on obticmJrj une relation entre x e\. y qui appartiendra à tous les poiijls de l'enveloppe ; ce sera donc la solution singulière qu'il s'agissait d'obtenir.
Dans l'exemple du numéro précédent, si l'on égale à zéro la dérivée, par rapport à y' du premier membre de l'é(juation (6) débarrassée du facteur étranger x, on obtient
2iij' — {x-{-y — m)=0,
et, en éliminant y' entre cette relation et l'éijuation (6), on trouve
y = x-{-mzp^ \^mx,
c'est-à-dire qu'on retombe sur l'équation (7), attendu que, dans l'une ou l'autre , le radical porte nécessairement avec lui le double signe. Ainsi on retrouve, par cette méthode, la solution singulière qui avait été déduite de l'intégrale générale.
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Mais, pour le succès de la métliode, il faut avoir soin de préparer l'équation différentielle de manière à ne pas contenir de radicaux. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet.
§ 3. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE, A DEUX VARIABLES.
240. — Dans le cas le plus général, une équation différentielle du second ordre à deux variables x et y contient, indépendamment de ces variables, les dérivées du premier et du second ordre if et y". Mais nous considérerons d'abord quelques cas particuliers.
Le plus simple est celui où l'équation différentielle se présente sous la forme
En multipliant par dx et remarquant que y"dx=^dij\ on obtient
dy' = f{x)dx, et, en intégrant,
y' = ff{x)dx-^G.
Supposons que l'intégration indiquée puisse se faire, et soit o {x) l'intégrale obtenue, on aura
Multipliant de nouveau pardx, et remarquant que y' dj; = (/y, il viendra
dy=:(f [x) dx-i-C dXi
et, en intégrant,
y= j o{x)dx-+- Ce H- C,
C dcsifïnant une nouvelle constante arbitraire. Si l'intégration indiquée dans le second membre peut s'effectuer, on obtiendra ainsi y en fonction de x. La relation obtenue par ce moyen seraTinlégrale générale cbercbéc. Onromar(iue qu'elle contient deux constantes arbitraires C et C'. Soit pour exemple réquation différentielle
if^cosmx, on en tirera successivement
r , ^ sin mx ri
1]'= / cos mx dx -\- L =z h Cl,
et
\ r ' » n n, CO^mX r m
i} = ~ j i^mmx(Jx-+-Cx + C'= ; hCx-{-C'.
24i. — On traite aussi facilement le cas où l'équation dilférenlielle se présente sous la forme
On a, en effet»
Xi"— ^ = y^ = 1^ •
•^ dx y'dx dy '
on pourra donc écrire, en multipliant l'équation proposée par dij,
y'dy'=f{y)dy^
et, en intégrant,
ff{y)<^y + C'
Si l'intégration indiquée peut s'effectuer, soit 9 (y) l'intégrale obtenue, on aura
jy'^=2?(y) + 2C, d'où î/' = v/2?(y) + 2G
Remplaçant alors y' par -r^, on sépare aisément les variables et l'on obtient
et, en intégrant,
et, si l'intégration indiquée peut s'effectuer, on a ainsi x en fonction de y ; la relation obtenue est l'intégrale générale. On voit qu'elle renferme encore deux constantes arbitraires. Soit, pour exemple, l'équation diflércnticlle
on obtiendra successivement
= / a^ydy
d'au
puis
dx^=
dy
dy
et, en ii
itégrant, x^=
^og'(„ +
\Jt
24«. — L'équation différentielle du second ordre à deux variables se trouve immédiatement ramenée au premier ordre quand elle ne contient aucune de ces deux variables, mais
seulement les dérivées du premier et du second ordre. Car si l'on a à intégrer l'équal ion
en remarquant que y" est la dérivée première de if, on voit qu'on a affaire à une équation du [iremier ordre entre if itsa dérivée. Supj)Osons que l'intégration puisse s'effectuer, on obtiendra y' en fonction de x et d'une constante arbitraire C; soit
l'intégrale trouvée. En multipliant par dx et intégrant de nouveau, on obtiendra
y= jo{x, C)dx + C';
ce sera l'intégrale générale, avec deux constantes arbitraires, de l'équation du second ordre proposée.
Soit, pour exemple, l'équation différentielle
on en tirera, en remplaçant y par -p-, et séparant les variables,
adx= ^
et, en intégrant,
flj; + C^log'(y'-hs/r+7^), relation qui revient à
en remplaçant é" par A. — On tire de là
Multipliant par dx et intégrant de nouveau, ou obtient
c'est l'équation intégrale cherchée.
243. — L'équation différentielle du second ordre se ramène encore an premier lorsqu'elle ne contienl, avec y" et y', que l'une des deux variables x ou î/.
Supposons, par exemple, qu'elle soit delà forme
î/-l-9(rr).y'-|-.]>(a:) = 0.
En multipliant par Jx, on pourra écrire
f/y' + 0 [x] . ij' dx -h à (x) dx = 0,
équation différentielle du premier ordre entre y' et x. Si on peut l'inlcyrer, on obtiendra une intégrale de la forme
multipliant de nouveau par dx et intégrant, on obtiendra y= ff{x,C)dx + C',
et, si l'intégration indiquée peut s'effectuer, on aura enfin y en fonction de ic, avec deux constantes arbitraires.
Supposons, au contraire, que l'équation différentielle proposée soit de la forme
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y'dif-^?{y)y'dy-hàiy)(hj = 0,
équation Hiffôrentielie du premier ordre entre if et y. Si on eut l'intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme
y' = f{yi-hC.
dy Remplaçant?/' par -p, séparant les variables et intégrant, on
trouvera
et, si l'intégration indiquée peut s'effectuer, on aura enfin x en fonction de y, avec deux constantes arbitraires. Soit, pour premier exemple, l'équation différentielle
on en tirera
dy' _ dx y' + a " Y '
c>t, en intégrant,
log' (y' -\-a) = log' a; H- log' C = log' Cx , d'où
y' = Cx — a.
Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on trouvera
\ y = -Cx' — ax-hC.
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Soit, pour second exemple, l'équation différentielle
on en tirera
^ = y' iU -+- a) ou dif = (î/ + o) (hj ,
et, en intégrant une première fois,
Remplaçant y' par -j^ et séparant les variables il viendra
7/ -+- '2aij 4- 2G ' et, en intégrant une seconde fois,
X = - . arc tang — ^ H- L .
«44. — On rencontre fréquemment dans les applications un geiireparticulierd'équations différentielles du second ordre, ce sont celles où la fonction y et ses dérivées y' et y" n'entrent qu'au premier degré et ne sont pas multipliées entre elles, équations auxquelles on donne, à cause de cela, le nom d'équations différentielles linéaires.
Le cas le plus simple est celui oii tous les coefficients sont constants et où il n'y a pas de terme indépendant des variables ; où, par conséquent , l'équation différentielle peut
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p et q étant des constantes données.
Dans ce cas, on pose
d'où
y'=^Cme""' et y" = Cm^e'''i
en substituant dans (1), on obtient
Ce'"* {m^-\-mp + 9) = 0,
et l'on voit que l'équation différentielle sera satisfaite si m est une des racines de l'équation
(2) m^-i'mp-^q = 0.
Supposons d'abord que cette é(juation ait ses racines réelles et inégales, et désignons-les par m^ et m^. L'équalion différentielle proposée sera satisfaite par les deux relations
(5) y — Ce'"'' et y = C'e"-^ .
Mais il est aisé de voir, et cela tient a la forme linéaire de l'équation (1), qu'on satisfera encore à celle é(|uation en prenant pour?/ la somme des valeurs exprimées par les relations (5), et en posant
(4) î/ = Cd""^4-CV'"^^
Or cette dernière relation sera l'intégrale générale cherchée, puisqu'elle contient deux constantes C el C.
Si, par exemple, on a h intégrer l'équation différentielle
y"—{a-h-b)D'-i-abij=0,
on trouve, en suivant la marche indiquée, que l'intégrale générale est
«45. — Lorsque les racines de l'équation (2) sont égales, la niétliode tombe en défaut, parce que l'équation (4) revient alors à .
yu=(CH-C')^
et ne contient plus qu'une constante arbitraire C -h C On procède alors d'une autre manière. Soit
(5) y"-^2py' + p^y = 0
l'équation proposée ; elle se trouve dans le cas que nous examinons, puisque l'équation (2) deviendrait
m*— 2/jm+;)*^0 ou (m — ;;)*^0,
équation qui a ses deux racines égales. On pose dans ce cas
(6) y = e^{Cx-hC'), d'où
y' = me'^ (Cj; -h C) + Cd""et
y" = m'e""^ (Cx + C) -+- 2C me"".
En substituant dans l'équation (5), on obtient
[Cx H- C) (m* — ^pm -h p*) + 2C [m — p) = 0,
et l'on voit que cette équation est satisfaite en prenantm=]j. Ainsi l'intégrale générale est alors
y = eP'{Cx-hC').
t46. — Lorsque les racines de l'équation (2) sont imagi-
nains, on pourrait passer des exponentielles imaginaires aux lignes trigonométriques à l'aide des formules 'connues. Mais
on peut poser directement
on en déduit
y' = Cae''"^ cos {^x -h C) — Cpe^'^ . sin {^x + C), et
7/= Cx*e''^ co=;((3a;+ C) — SCaiid^"^ sin (^j; -+- G ) — C^'d^'"^ cos (fia; + C').
En substituant dans l'équation (1), on obtient, après avoir divisé par C e^^ ,
{a«— fi^H-])a + q) cos {^x-{-C')—^{'2a-hp) sin {^x+C')= 0,
et l'on voit que l'équation est satisfaite en posant
a« — [i*H-/)aH-(/ = 0 et '2x-hp = 0, d'où
La valeur de 3 ainsi trouvée est réelle, puisque, les racines de l'équation (2) étant supposées imaginaires, on a
«4». — Si, dans l'équation (1) du n" 244, le second membre, au lieu d'être nul, avait une valeur donnée, et qu'on eût
on ramènerait ce cas au précédent en posant y = u-l--'. car, en substituant cette valeur, il vient
u" -hpu' + qu=0.
«48. — Lorsque les coefficients de l'équation linéaire du second ordre sont fonctions de la variable x, l'inlégralion ne peut s'effectuer que dans des cas particuliers. On pose alors
yzrrg", d'où y' = €".11' et 7j"=e''u"-h e"u\
cl, en substituant dans l'équation (l) et supprimant le facteur e",
u"-^{\ +p)u'-h(j = 0, ou
du' 4- (1 -h p) u' .dx -h-q dx = 0,
équation différentielle du premier ordre entre ii' et x. Si elle peut s'intégrer par quelqu'une des méthodes exposées plus luiut et que son intégrale soit
u'=--f{x)-hC, on en tirera
u= l'f{x)dx-hCx-hC\
et l'on aura, par suite, la valeur de y. Ce sera l'intégrale générale, puisqu'elle contient deux constantes arbitraires C et C,
249. — Enfin si, par un moyen quelconque, on a réussi à trouver une intégrale particulière de Téquation différentielle proposée, la recherche de l'intégrale générale pourra être ramenée à l'intégrati-^n d'une équation différentielle du premier ordre à deux vat'iables.
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(a) jf'^p,y^(yj = u
l'éqiialiDn dirCérentielle proposée, et soit Y une intcprale particulière de cette équation, c'est-à-dire une fonction de x (jui, mise à lu place de y dans (a), salisfassc à celte relation. Un posei'a y = Yii, u désignant une nouvelle funclion de x. On en déduit
ij' = Y' n H- Yu' et y" = V" w + 2 Vu' -+- Vu",
et, en substituant dans («), on oi;tient
\n" + ( 2V' + p\) u' + (V" -4- pX' 4- f/Y) u = 0.
Or la dernièi-e parenthèse est nulle puisque, par liy[)otlièse, la fonclion V satisfait à l'équation [a) ; il reste donc
(6, YV' + ('2ï'+,,Y)„' = 0, o»^ + '-'''Y^"'^ = 0.
équation différentielle du premier ordre entre u' eix; les variables s'y trouvent immédialemant séparées. Si
est l'intégrale de celte équation, on en tirera, comme plus liaut,
u = j f(x) dx-i-Cx-{-C', et, par conséquent, la relation
I l{x)dx-hCx-hC'\
qui sera l'intégrale générale.
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La même méthode s'appliquerait encore si le second membre de réquation (a), au lieu d'être nul, était une fonction de X] mais l'équation du premier ordre entre u' et x serait moins simple.
DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES
«50. — Considérons d'abord deux équations diflérentielles simultanées du premier ordre entre trois variables x^ y et t, dont les deux premières sont fonctions de la troisième. Ces équations seront de la forme
et il s'agit d'en déduire xcty en fonction de t. Pour cela, la méthode générale consiste à diffcrentier les deux équations (1) par rapport à t. On obtient ainsi deux équations de plus, qui contiennent, outre les quantités contenues dans les
(l^x d'il relations (1), les dérivées du second ordre -7-r- et -—. Si,cn- ^ " dt' dC" '
tre ces quatre équations, on élimine les trois quantités ~ ,
-7^ et î/, il restera une équation ne contenant que —r-r-, t- eta;.
Ce sera donc une équation différentielle du second ordre, entre x et/. Supposons qu'on puisse l'intégrer, on obtiendra une intégrale générale de la forme
(2) x = f{t,C,Qf).
dx contenant deux constantes arbitraires C et C On en tirera -r-:
dl
et, en substituant dans l'une des équations (1) pour x et
dx pour -7- leurs valeurs en fonction de f, on aura une équatioc
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(iirférenlielle du premier ordre, entre y et t. Si elle peul, s'inlégrcr , on obtiendra une intégrale générale de la forme
contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2) et (5) seront les équations intégrales du problème.
251. — Celle méthode est rarement applicable dans toute sa généralité; mais il arrive souvent que les équations simultanées sont linéaires par rapport aux variables j; et y et à leurs dérivées, et sont de plus à coefficients constants. En éliminant alternativement entre elles les dérivées -r- et -^ ,
dt dt
on obtient deux équations différentielles simultanées, équivalentes aux premières, linéaires comme elles, et de la forme
(4) ^-|-f-u'j;-l-%=:C, -l + a'x-hb'ij = C'.
On fait disparaître les seconds membres en posant
x = u-hhj y = f -j- k,
et déterminant h et k par les relations
ah-\-bk^C, a'h-\-b'k = C^.
Il reste alors deux équations de la forme
(o) -n +-au-\-bv = Oy -f- -{- au-hbv=:0.
^ ' dt ' dt
Tirons v de la première, nous aurons
,a\ 1 <'" (' 1. > dv 1 d*w a du
^ ' b dl b ' dt b dt' b dt
Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon-
liant et chassant le dénominateur b, on obtient
^'^ ^ + (a + fe')^' + K-a'/.)u = 0,
équation linéaire du second ordre entre u et t, sans second ii:cm])i'e et à coefficients constants. Elle pourra donc s'intégrer parla itétliodo des n'"244 et suivants, et l'on obtiendra une inlé^iale "énérale de la lorme
avec deux constantes arbitraires. On en déduira -7- en fonc-
lU
tion de / ; et, en substituant pour u et -— leurs valeurs dans
' (tt
la première des équations (6), on aura ia valeur correspondante de V. On en déduira immédiatement les valeurs de x et d(! y.
Prenons pour exemple les deux équations simultanées
(8) ''^^+x-4y = \ et ^^+5a;-6y = 6,
qui ont la l'orme des équations (4).
Les équations (jui donnent h e[ k seront ici
h — Ak= 1 et ùh — Qk = G,
qui donnent
h = ô et k=^x.
On posera donc
(9) x = u-{-'5 et j/ = v-4-^
et l'on aura les équations sans second membre
^10) ^' + u_4î; = 0, et ^ + ^u — Qv = 0. (Il "f
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!^ti suivant la marche indiquée, on aura à intégrer i'équa • liun (lu iccouti ordre
d*îi , du , ^ ___5^ + 6,< = 0,
dent l'intégrale générale (244) est
u =z Ce'' + CV.
On en tire
||^ = 2Cd^'-}-5CV',
et en substituant dans la première des équations (10), on
rouve
r = y [2Cr' + 3C'e^' + Ce^' + C'e^'] = ^ Ce'' + Ce''. 4 4
Par suite
x=zCe"-hC'e''-ho et 7;r=^Ce^' + CV'-h L
«52, — Nous supposerons maintenant que l'on ail à intégrer un système de trois équations simultanées du premier ordre entre les variables x, y, z, f, dont les trois premières sont l'onction de la quatrième ; on conçoit que l'on pourrait suivre une marche analogue à celle du n" 250, On dilférenticrait deux l'ois par rapport à t chacune des équations proposées; on aurait ainsi neuf équations, entre lesquelles on pourrait éhmincr
, , .. .-,' d'il d^ii du d'z d^z dz .,
le. hu,t quanl.les -, ^„ -, y, ^,. ^,. j^, .; ,1 reslc.a.t
une équation différentielle entre ic et ï, mais elle serait du troisième ordre. Une fois cette équation intégrée, on mettrait jiour X sa valeur en t dans deux des équations proposées, et la question serait ramenée à l'intégration d'un système de deux
équations simultanées et du premier ordre entre y, z et t. Mais cette méthode, purement théorique, n'est jamais employée.
Nous considérerons sur-le-ch;unp le cas le plus simple, et qui se rencontre dans les applications , celui où les équations proposées sont linéaires et à coefficients constants; par une transformation analogue à celle du numéro précédent, on peut toujours les ramener à avoir zéro pour second membre. Elles sont alors de la forme
dx
-7- -I- ox -f- &y -f- C2 = 0,
(11) 'lll^a'x^b'y + c'z = 0,
Il existe plusieurs méthodes pour intégrer les équations de ce genre. Nous nous contenterons de faire connaître la suivante, qui pourrait aussi être employée dans le cas de deux variables.
On pose
x = Ce'^\ y = \W', 2=ixCc''', d'où l'on tire
dt ' dt ^ dt ^
On substitue ces valeurs dans les équations proposées; el, après avoir divisé par Ce"'', il reste
m -h a + \h -\- ]j.c = 0, ( 1 2) m\ -\- a' + W + ij.c' = 0 ,
Si l'on élimine a et [x entre ces trois équations, on obtient une équation du troisième degré en m. Soient m,, m, et m^, ses trois racines ; et soient Cj, C,, C^, trois valeurs arbitraires de C, correspondantes à ces trois racines. A cause de la forme linéaire des équations (H), on reconnaît qu'elles seront salisiaites par le système de valeurs :
(1 3) y = \C,e"''' -+- Ifi.e"'^' -+- \C. c'""-' ,
les lettres Xj, X, 'a,, y.^, [;,, \)^ représentant les valeurs de X et de \). qui correspondent respectivement aux trois racines de l'équation en m. Les équations (13) seront les intégrales générales du système d'équations différentielles proposées.
253. — Quant aux équations simultanées d'ordre supérieur au premier, elles donnent lieu à des calculs de plus en plus compliqués à mesure qu'elles sont d'un ordre plus élevé , et elles ne peuvent être intégrées que dans des cas tout à fait particuliers.
Pour ne parler que du cas d'un système de trois équations différentielles entre trois variables x, y et t , si l'une était du deuxième ordre et la seconde du [)remier, on pourrait différentierlapremière une fois par rapporta f, et la seconde deux fois; on obtiendrait ainsi cinq équations, entre lesquelles on pour-
•• M- • I . .-.' d^'l d-y dij . -, .
rait elimnier les quatre quantités -ry, -~, -p, y, et il reste-
tcrait une équation entre x el t ; mais elle serait du troisième
ordre.
Si les équations proposées étaient toutes deux du second
orilrc, on pourrait différentier deux fois chacune d'elles par
rapport à t ; on aurait ainsi six équations, entre lesquelles ou
... . •. , • ,-,- d*V f/'y d*ij du . .,
éliminerait les cinq quantités ■— , ~ , ~^ —- ci\j\n res-
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lerait une équation différentielle entre a; et t , mais elloscrait (lu quatrième ordre.
Nous renverrons, pour de plus amples détails sur ce sujet, aux traités plus étenius, le cas d'un système d'équations différentielles simullanées d'ordre supérieur au j)remier ne se piéstntant pas dans les applications usuelles.
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES
254. — Nous nous bornerons au premier ordre et au cas de trois variables x, //, z, dont la dernière est fonction des deux autres. Le problème à résoudre est d'abord celui-ci : étant donnée une dilféreiitielle exacte de la forme
( 1 ) dz=^o {X, y) dx -j- 6 (x, ij) dij,
en déduire la valeur de z en fonction des variables x et y. Pour que cette équation soit intégrable, il faut qu'elle remplisse une condition. Les fonctions 9 '.x, y) et à {x,y) doivent être les dérivées partielles de z par rapport à x el a y pour que le second membre de (1) soit une différentielle exacte. Or, on sait (55) que l'on doit cvoir, en général,
dx dy dy dx'
Dans le cas actuel, celte relation devient do (x, y) _ db {x. 7j) ,
dy dx
c'est la condilion d'intégrabdité que l'équation différentielle proposée doit remplir. Si on la suppose satisfaite, on a d'abord
dz , , ,. , d-z f/s (x,ii)
— = -; (x, y) , d ou -r—r = ' , ^ di -(^ '^1' dxdy dy '
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(lz=. G {x, ij) dx,
cl, en inlégranl par rapport à x, on oblicndra z; mais il faut bien remarquer qu'il ne suffira plus ici d'ajoutei- au i^eci ml membre une constanlc aibilrairè; car, dans ladifférentiatiori de z par rapport à x, une fonclion de y seul peul avoir disparu ; ce qu'il faut ajouter au second membre après l'intégration, 'î'estdonc une fonclion inconnue ôey. Si l'on réprésente par <l>(x, y) l'intégrale de 9 (.r, y) dx par rapportât, on devri donc écrire
(5) z = ^lHx,y)-hf{y).
/désignant la fonction inconnue.
Si maintenant on différentie [)ar rapport à y, on aura
dx. _ d_^nx^y) ^, , .
dy-' dj "'^''^^^•
Celle valeur devant être égale à ^ [x, y), on a «
(4) 'iâ^ + p^y,=^.,j„ d où f,y) =.Mx,j) - ^-^{^
Celte relation fait connaître f {y) ; et, en intégrant par rapport à y, on aura /'(y). Par suite, l'équnlion (5) donnera z.
Soit, par exemple, l'équation
dz= {2axy' -i- Inj -+- 2(j;) dx H- {2ax^ y-\-bx-{- ley) dy. On aura d'abord
-^=2 axy^ -\-by -\-1cx,
et
dy ^
Multipliant la première de ces relations par Jx, et intégrant par rapport à x, on trouvera
z=. ax^ y^ — bxy -h ex* -h /" {y) .
Par suite,
dz
j='2ax'y-hbx-hr{y).
En comparant cette valeur à celle qui est écrite plus haut, on en conclut
r{y)='2ey, d'où f{y) = ey'- + C.
Par suite,
» = flx* y' H- bxy ■+- ex- + ey^ H- C.
«55. — Soit maintenant l'équation plus générale
(5) Mdx + My-i-?dz = 0,
dans laquelle M, N et P sont des fonctions des trois variables Xj y et z. Si le premier membre est la différentielle exacte d'une fonction u des trois variables x, y, z, tout se réduit à trouver cette fonction, car alors l'intégrale demandée sera
î<=const.
Or, si le premier membre de l'équation (5) est une différentielle exacte, l'ensemble des deux premiers termes, ou Mcte -h Ndy, doit aussi être une différentielle exacte quand on y regarde z comme constant. Soit dv cette dilférentielle, et supposons que nous ayons intégré l'équation
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par la méthode indiquée au numéro précédent, nous auron v=s (x, 1/, z). Or la fonction u ne peut différer de v que par une fonction de z, puisque, en regardant z comme constant, du s'est réduit à dv. On peut donc écrire
u=o{x,y,z)-hf{z).
On en Jécluit
du _ d? {x, ?/, z) Tz-'~dz "^/ (^^'
Cette valeur doit coïncider avec P ; on doit donc avoir
p_ rf . ? ix, 1/, z)
d»oj
^ ' dz '
et, en intégrant par rapport à z,
r(.)=/[r-'ii(^]</..
Dès lors l'intégrale cherchée sera
9 (ic, î/, z) 4- /'(z) ^ const.
Prenons pour exemple l'équation différentielle
{ayz -\-hz-h hj) dx -h {axz -{- cz -\- kx) d\j H- [axij -\-hx-\- en -h ^ez) d^ = 0.
Or on aura ici
dv = {ayz -\-bz-\- ky) dx -h {axz -^-cz-h kx) dy
et si l'on intègre cette équation en regardant z comme con-
tant, la méthode du n° 254 donnera
V = {uz -f- k) xij -+- bzx -h czy -f- const. ; par suite
u = {az -+- k) xij -+- bzx + czy -+- const. + f {z). On en tire ■
£ = axy + bx+cij-^f'{z);
et, en comparant avec le coefficient de clz dans l'équation différentielle proposée, on en déduit
f [z] = 2ez, d'où f [z) = cz^ -t- C.
Par conséquent, l'équation intégrale cherchée est
axyz -+- bxz -t- cyz -+- kxy -f- ^2* = constante.
Nous renverrons aux traités plus étendus pour le cas où l'équation différentielle proposée ne satisfait pas à la condition d'intégralité.
DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES
256. — L'intégration des équations aux différences partielles forme un sujet très-étendu que nous n'avons pas l'intention de développer ici. Nous nous bornerons à traiter des équations aux différences partielles du premier ordre et à donner comme exemjde du second ordre les équations diflérentielles les plus simples que l'on rencontre dans les qurs lions de Géométrie ou de Physique mathématique.
Considérons d'abord l'équation différentielle
flx dy '
dans la(juelle X, Y, Z représentent des ibnc'.ions quelconques des trois variables x^ y, z.
Soit
l'intégrale de celte équation différentielle.
En la différcntiant, soit par rapport à a;, soit par rapport à y, on obtient les deux relations
di_^df iU^^ et '^W^.'^^ = 0 dx dz- dx ' dy dz dy
Si l'on en tire les valeurs de -r^ et de ~ pour les substituer
dx dy '
dans l'équation (I), et qu'on chasse le dénominateur introduit, on pourra la mettre sous la forme
^ ' dx dy dz
et si l'on pouvait tirer de celle-ci la valeur de f en x, y et z, le problème serait résolu.
Pour y parvenir, on considère les équations
^- dx _dy _ dz
qui forment un système de deux équations différentielles simultanées et du premier ordre. Concevons qu'on les ait intégrées, et soient
U (^' y» -) = Cl et /, ix, 7/, r = c,
les intégrales obtenues. On en déduit par la différentiation
dx dy '' dz
et
dx dy "^ dz
ou, en ayant égard aux relations (5),
' dx dy dz dx dy dz
Ces dernières expriment que les fonctions f^ et [^ satisfont toutes deux à l'équalion (2) et sont par conséquent des intégrales particulières de l'équation (1).
Or, on peut démontrer qu'une fonction arbitraire de f^ et de /"j satisfait également à l'équation ( 1 ). En effet, désignons par ç celte fonction arbitraire. Multipliant la première des
' • / / d G ] 1 UD
équations (4) par 77- , et la seconde par -y^ , puis ajoutons-les terme à terme, il viendra
\rt/j dz d{^ dz J
ou, ce qui revient au même, puisque ç est une fonction de f^ et de /, (27,25),
dx dy dz
c'est-à-dire que la fonction ©satisfaite l'équation (2) et que, par conséquent, l'intégrale générale de l'équation (1) est
?(fn/.)=0.
On la met souvent sous la forme
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6 représentant également une fonction arbitraire. Il est clair, en effet, que ces deux formes sont é(juivalen!es.
25Ç. — I. Prenons, pour premier exemple, l'équation aux différences partielles
dz dz dz dz ^
-r ^= a -r ou -. a -j- =0.
dx dij dx dij
On a ici
Par conséquent les équations (3; deviennent
dx + ^^ = 0 et dz = 0,
qui ont pour intégrales
y + ax = C^ et x^Cg.
Par suite, l'intégrale générale de l'équation proposée est
z = à{ij -{- ax) ; on a, on effet,
— = f/ -y (y + ax) et ^ = <]> (y -H ax) ,
valeurs qui satisfont à l'équation proposée. II. Soit, pour second exemple, l'équation
, (IZ ^ ClZ j~,
dx dij dans laquelle A, B, C sont des constantes données. On a ici
Les équations (3) deviennent
dx _ dij dx dz
elles ont pour intégrales
Ay -'-Ba; = coiist. et Az — Ca;=const.
Par conséquent, l'intégrale générale de l'équation proposée est
Az — Cic = (]; (Ay — Bx) ,
i^ désignant une fonction arbitraire.
III. Soit encore l'équalion
dz clz
On a ici
dx '' dy
On peut prendre pour les équations (3) les relations
dx _ dz dy dz
qui donnent
log'ic — log'2. = const. et log'y — log'2=con;t.,
d'où
- = const. et - = const.
L'intégrale générale de l'équation proposée est donc
ô désignant toujours une fonction arbitraire.
258. — I. Considérons maintenant l'équation aux différences paitielles du second ordre
^ ' dx- dy-'
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(2) 2 = ?'y — ax) -h à (y -h ax) y
ç cl 6 désignant des fonctions arbitraires. Car on en lire scucessivcment :
dz
-^ = — aV (y — ax) 4- oV (y 4- ax) ,
— ^-{-a- ?" (y — ax) -+- a\^" { y -f- oi;),
^= ?" (y— OJ'I -+-^"{y + ax),
et i'cqnalion proposée est évidemment satisfaite par ces deux dernières valeurs.
III. Soit encore l'équation
dx- dxdij dtj-
on V satisfait de la manière la plus générale en pasnnt 2= ? (Ay +Bx) +xà (Ay -t- Bx) ;
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car on en tire
d'z dx dij d-z
= AB9"+ A<{;' + ABj;<{;", = A*o"-i-A-a;6",
et ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier membre idenlirjuement nul.
IV. Soit enfin réqualion
dH
dH
dx^ ^' dx dy dif
on y satisfait de la manière la plus générale en posant
car on en tire
d-z dx'
d^z _ dx dij
dH
dif X- ' X '
et, en substituant ces valeurs dans la proposée, on reconnaît qu'elle est salisfaitc.
Il sullira de ces exemples pour donner une idée du rôle que jouent les fonctions arbitraires dans l'intégration des équations aux différences partielles. Pour la théorie môme de celle intégration, quand l'équation dépasse le premier ordre, nous renverrons aux traités plus étendus.
§ 7. — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE L'INTLGRATIC N CES EQUATIONS DirFERINTIELLES
239. — I. Trouver la courbe dont la sous-normale est constante. L'c.\j)rcs.'^ion de la sous-normale étant yy', réqiiation du problème est
WJ = V >
en désignant par ]j la constante. Celte équation revient à
ydij--=])dl',
cqnalion (llffércnticlle du ftrcmicr ordre et du premier degré à deux variables. Eu rintégrant, puisque les variables y sont séparées (250), on obtient
1^ = p j; + C ou f = 2px -+- 2G,
équation d'une parabole qui a jiour axe de ligure l'axe des:i'.
II. Trouver la courbe dont la sous-tangente est proportionnelle à Vabscisse. L'équation du problème est
~, = mx ,
m désignant une constante. On sépare aisément les variables et l'on obtient
dii dx m -^ =z —
V ^ et, en intégrant,
m log' y = h'^'x -h log' C r= log' Cx ,
attendu que l'on peut représenter la constante par log' C ,
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Cl enfin
tf=Cx.
C'est une parabole du degré m.
Si la sous-tangente est double de l'abscisse, on a 7n = '2, et la courbe clicrcbée a pour é(iuation
y'=Cx.
C'est la parabole ordinaire.
III. Trouver la courbe dont la sous -normale est proportionneJe à l'absc.sse. L'équation du problème est
yu' = mx eu
yd>j = mxdx.
En intégrant, on obtient
équation dune byperbole ou d'une ellipse, suivant que m est positif ou négatif.
aeo. — IV. Trouver la courbe dont la normale est constanie. L'équalion du problème est
a désignant une constante. C'est une équation différentielle du premier ordre, mais du second degré. Un eu tire
k radical portant avec lui son double signe. On peut mettre
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En intégrant, on obtient
— \/a- — if=x-hC ou
if-]-{x-hcY = a\
é(|ualion d'un cercle qui a pour rayon a et son centre sur l'axe (les X.
V. Trouver la courbe dont la tangente est constante. L'équation du problème est
d'oiJ
sa- — if ou, en séparant les variables,
dx=z
Pour effectuer l'intégration du second membre, il est commode de poser
î/=:asina), d'où dy = û cos to (/o),
et, par suite,
dx = a^ [ -. sin 0) 1 dui
\sin 0) /
530 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL mTÉGRAL.
ei
a; -h C = a- log' tang ^ w -f- cos w •
Remplaçant ensuite w en fonction de î/, on trouvera, toutes réiluclions faites.
La courbe représentée par cette équation porte le nom de tr actrice.
\'I. Trouver la courbe dam laquelle la longueur de Varc est jiroporlionuelie au carré de rabscis.se.
Eu désignant par s l'arc de la courbe, on peut écrire Téqua* tion du problème sous la forme
d'où
ds = ~-j~ ou dx \ 1 + y'- = — — ,
On en tire
pu
is
('y = ~r dx\x^ — li^
et, en intégrant (177),
y + C = ^. [ — fc* log' [x -\- v/i~' — r-) + X \x'—k'\ . 2Qfl. — VII. Tiouver la courbe dont le rayon de courbure
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(1 + iff
équation dilTérentielle du second ordre.
En multipliant par y", et remplaçant cette dérivée par
—~ , on a d abord
d'où
(hj if d])'
et, en intégrant, on trouve
On tire de cette équation
V' =z ' '— OU -- = (IX
Î/ + C ^/a'—(y-hcy-
ct, en intégrant de nouveau, on obtient
— \'(^~ (jj -^ cf = X -{- c' ou {x-'r-c'f-]-{y-\-cY- = a, équation d'un cercle de rayon a.
YIII . Trouver la courbe dont le rayon de courbure est double de la normale. L'équation du problème est
Cette équation se simplifie quand on supprime le facteur
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y 1 -h y'' ; et il reste
Multipliant par y", et remplaçant ensuite cette dérivée par
V' (^'J' -1 • t '^-~- . il vient
dij y l4-î/"*
En intégrant, on obtient
y,/l+y-=C, d'où l/ = y/!^,
= "Vc:^/
Sous cette forme, on reconnaît aisément l'équation différentielle de la cvcloïde. Si l'on pose, en effet,
x=^C(a — sinx) et y=-^C{\ — cosa),
on reconnaît que Icqualion différentielle est satisfaite.
IX. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de Parc est proportionnelle au coefficient angulaire de la tangente. L'équation du problème est
s = aif.
U faut d'al)ord la différcnlier , afin do pouvoir remplacer l'arc, ou du moins son clément, en fonction du coefficient angulaire do la tangente. On trouve ainsi
ds = dx V 1 -hy'^=a dy\
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dx _ ihf
et, en intégrant,
^±- = log' {y' -h VI + y'') • Eli passant aux nombres, on peut écriro
On lire de celte relation
ou
1 r Ë±9 _[j+c)-i dy=~\ e ^ —e " \dx.
En intégrant de nouveau, il vient enfin
En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes , et mettant l'origine au point qui a pour coordonnées x = — C et y= — C, on met cette équation sous la forme plus simple
La courbe qui est représentée par cette équation porte le nom de chaînette.
«62. — X. Trouver l'équation générale des surfaces dont réquation différentielle est
dz , dz .
dx (ly
Cette équation est une équation aux différences partielles du premier ordre; on aura donc à appliquer la méthode développée au n° 256. Les équations à deux variables qu'il faut d'abord intégrer sont ici
— =^dz et ~;^ = dz.
qui donnent
% — ax = Cj et z— b\j = C^.
L'équation intégrale demandée est donc
o[z—ax,% — bij) = 0 ou z — ax = 'l[Z- — by),
les caraclcristiqucs ç et (^ représentant des fondions arbitraires. Cette équation est l'équation générale des cylindriques (153).
XI. Trouver l'équation générale des surfaces dont léquat'ion différentielle est
dz dz
dx ' dij
Les é(pialions à intégrer sont ici :
qui donnent
dx dz dji _ ^3
- = C, et •"- = C„.
L'équation demandée est donc
ç désignant une fonction arbitraire. Cette équation est l'équation générale des surfaces coniques dont le sommet est à l'origine.
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XII. Trouver Véqualion générale des surfaces dont l équation différentielle est
dz dz .
'' dx dij
Les équations simultanées à intégrer sont ici dx d]} dz
elles reviennent à
X dx -{-ydij = 0 et dz = 0 €t donnent
X- -h if =^C^ et 2 = Cj
Par conséquent, l'équation chercliée est
z=zo{x^-h y-) ,
œ désignant une fonction arbitraire. C'est l'équation générale des surfaces de révolution qui ont pour axe l'axe des z.
2G3. — Pour terminer ces applications géométriques, nous traiterons encore le problème connu sous le nom de Problèine des trajectoires. Voici en quoi il consiste : étant donnée une famille de courbes dont l'équation est
trouver un courbe qui rencontre celles-ci sous un même angle donné V. (Cette courbe prend le nom de trajectoire ; si l'angle V est droit, c'est une trajectoire orthogonale.)
Le coefficient de la tangente à l'une des courbes données, au point dont les cordonnées sont a; et y, a pour expression
Le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire qui passe
nu même point x^ y est d'oilleurs —. On doit donc avoir ,
ilJb
d'après la condition du problème, tans V = —
ou, en mettant pour y' sa valeur ci-dessus, et multipliant les
. 1 r • (If
deux termes ue la Iraction par -/-,
' dx
,-, . ,, dx ' dy dx
dy dx ' dx
Si l'on élimine le paramètre a entre cette dernière relation et l'équation (1), on obtient une relation en a; et y, (jiii fst Icquation différentielle de la trajectoire. Cette équation différentielle est toujours du premier ordre; en l'intégranl, on obtient l'équation générale des trajectoires cherchées, puisque l'intégration introduit une constante arbitraire.
Lors<|u'il s'agit des trajectoires orthogonales, on a
lang V = 3o , et la relation (2) est remplacée par
^ ' dx dx dx
26-1. — I. Proposons-nous, comme premier exemple, de chercher les trijecloires orthogonales des paraboles qui ont même axe et même sommet. Ces paraboles ont pour équation
(4) y-=i'2px, ou if—2ix = 0.
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dx~ ^' dij ^' et. en snbstiluant dans la relation (5), on obtient
Celle relation donne
et, en substituant pourp cette valeur dans l'équation (i), on trouve
Cette équation différentielle est satisfaite par y = 0; et, en effet, l'axe commun des paraboles les rencontre toutes h angle droit. Si Ion supprime cette solution, il reste
ou
ydy -^ '2xdx=^0.
En intégrant on obtient
tf-\- 2j;- = const.
C'est l'équation générale d'une famille d'e)lipses semblables et semblablement placées, ayant pour centre le sommet commun des paraboles.
II. — Nous chercberons, comme second exemple, les trajectoires orthogonales des cercles de rayon R, qui ont leurs centres en ligne droite.
En prenant la droite des ccnircs pour axe des x, l'cqiialion générale des cercles considérés sera
On en tire
^"=2 (a; -a), et ^=2y.
(Ix ' ' dij "^
Substituant dans la condition (5), on obtient
y — î/'l-K — ^)=0, d'où x—'j. = ''l
et, en remplaçant x — a par celte valeur dans l'équation (5), il vient
Î/--+- ^, =:!!% d'oïl \I{V\^ — if) .ihj=i])dx. On sépare immédiatement les variables, et l'on a
dx=^- ^f?y,
et, en intégrant,
X =: log' . ^ + ^ -^ const.
(Pour faire l'intégration, il est commode de poser y=:R sin cj,
w étant une nouvelle variable.)
III. — EnHn nous nous proposerons, commedernierexeniple, de trouver les courbes qui coupent sous un angle donné, dont la tangente est k, toutes les paraboles qui ont même axe et même paramètre.
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(fil îf = 2}){x — a).
Un en tire
En substituant dans la condition (2), on obtient iiu' — p
équation qu'il convient d'écrire, en divisant par /.:, sous la forme
Celte équation ne contenant pas a, il n'y a pas d'élimination à faire, et l'on a ainsi immédiatement l'équation générale des trajectoires.
En séparant les variables, on la met sous la forme
dx-h ~ — ^0
Pour l'intégrer, on posera y H- t^u, il où (hj-=du, et, on
substituant.
ou
, , , \\ du du ,,
Eli iritégiant on obtient.
et, en remettant pour u sa valeur, et tirant celle de .r,
c'csl l équation générale des trajectoires demandées.
Si l'angle donné est droit, on a A; = x) , et l'équation des trajectoires orthogonales est
a; = C — ]}log'.y,
équation que l'on peut mettre sous la forme
c'est une lo^aritlimique ordinaire.
UN
APPEiNDlCE
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Notions sur la convergence des séries.
1. — Ou iiuiuiiic série une suite iiidédnie de nombres, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, qui se succèdent d'après une loi déterminée. Ainsi les [irogressions , soit arithmétiques, soit géométri jues, sont des séries.
Une série est di'.e convenjente lorsque la somme de ses termes tend vers une limite finie et déterminée, lorsque l'on en prend un nombre de plus en plus grand. Ainsi une progression géométrique décroissante est une série convergente , car on sait que la somme s de ses termes tend vers la limite
ff
a désignant le premier terme el q la raison.
Une série est dite divergente lorsque la somme de ses termes croit au delà de toute limite ou lorsqu'elle ne tend pas vers
une limite déterminée. Ainsi la suite naturelle des nombres forme une série divergente. Il en est de même, pour x = r., delà série
'] + cosic -+- cos2x + cosôa:-f- ...,
car elle devient, pour celle valeur particulière de iC,
série dont la somme tend vers + 1 ou \ ers zéro ^ selon que l'on prend un nombre de termes impair ou pair.
Nous considcicrons d'abord les séries dont tous les termes sont positifs.
a. — Pour qu'une série soit convergente, il faut avant tout que ses termes aillent en décroissant indérmiment, au moins à j;arlir d'un certain rang. Car si les termes restaient constamment supérieurs à une quantité fixe c, d'ailleurs aussi petite qu'on le voudra, la somme des n premiers termes serait sui)ciicure à no, quanlilé que l'on peut rendre aussi grande que l'on voudra en prenant ?i suffisamment grand ; la série ne serait donc pas convergcnle.
Mais cette condition de convergence, toujours nécessaire, n'est pas suffisante. Il suffit de le montrer sur un exemple. On choisit ordinairem.ent pour cela la série
qui porte le nom de série liarmonique. Elle remplit la condi-
lion dont il s'agit, puisque le terme général - peut cire rendu
aussi petit que l'on voudra. Cependant elle est divergente, car on peut récrire
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La première parcnlhcse a une valeur plus grande que
2 foM y ou ^ ; la deuxième parenthèse a une valeur plus
grande que 4 fois-ou^; la troisième a une valeur plus grande
que 8 fois 777 ou pr : et ainsi de suite. 1 u J
La somme des termes de la série se compose donc d'une
suite de quantités toutes plus grandes que ^, sauf le premier
terme; celte somme peut donc devenir aussi grande que l'on voudra en prenant un nombre suffisant de termes. Donc la série harmonique est divergente.
3. — On a donné divers caractères pour reconnaître la convergence des séries ; le plus utile dans l.i pratique est le suivant:
Une série est convergente si le rapport (Vun terme à celui qui le précède est constamment moindre qu'une quantité fixe k plus petite elle-même que funité. Soient, eu effet, w^, î/j, Mj, ' î/., .,., »„, etc., les différents termes de la série. On pourra écrire :
î'o=Woi
u. < ku^ < P ï/q,
et, en ajoutant membre à membre, et désignant par S^ la somme des termes depuis u^ jusqu'à m„,
^n<iio{^+k + k'-hk^-h...-{-k").
ou, puisque A; est moindre que 1,
s«<»o.-iTrF-
Or, à mesure que ïi augmente, le second membre s'ap-
pioche de plus en plus de it^. r. Donc la série est conver
gentc.
Il est facile, à l'aide d'un raisonnement analogue, d évaluer une limite supérieure de l'erreur commise en s'arrctant au terme m„. En elTet, le reste R, ou l'ensemble des termes qui suivent îf„, peut s'écrire :
R = u„^i + M„+j H- M„+5 4- . . . , ef, comme on a
Wn+2 <C fc''H+i < k^ t'n »
et ainsi de suite, on peut écrire :
ou
4. — On applique ordinairement ces règles à la série , 1 1 i 1
Le rapport du dernier terme écrit à celui qui le précède
est-, quantité moindre que l'unilé; et le rapport de deux
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termes consécutifs va sans cesse en diminuant à mesure qu'on
avance dans la série ; donc, en vertu du piincipc ci-dessus
ilémonlré, cette série est convergente. On désigne sa valeur
par la lettre e ; c'est la base dos logarithmes népériens.
Si l'on applique à celte série la règle ci-dessus relative à
l'erreur commise , on voit qu'en s'arrèlant au terme
on commet une erreur moindre que
ou
On reconnaît ainsi que les 12 premiers termes donnent le nombre e à moins d'une unité du neuvième ordre décimal. On trouve :
Ce nombre, qui joue un rôle important dans Tanalyse, est une f[uantité incommensurable. Car si sa valeur pouvait être
représentée par une fraction commensurable — et qu'on eût m . 1 1 1 1
ou aurait, en multipliant les deux membres par le produit 1.2.3...??,
i — 1) .1)1= un nombre entier
+ [ïrn"'"(?i+i)(?n-2) ■^"•J-
Or, la quantité entre crochets est moindre que la somme
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des termes de la progression géométrique décroissante qui a
pour premier terme j et pour raison j- , c cst-a-tlire
nu'ellccst moindre que -. On aurait donc un nombre entier
égal à un nombre entier plus une fraction, ce qui est impossible. Donc le nombre e ne saurait être représenté par une fraction commensurable.
On reconnaît aisément que la série
est convergente, quel que soilic. Car si l'on pousse la série assez loin pour que n soit supérieur à x, les termes suivants
se formeront en multipliant successivement par r , ^.
, facteurs infcricuis à -; donc, en vertu du prin-
n-ho n
cipc exposé au n° 5, la série est convergente Il en est de même de la série
Cjc Cx- Dx' Nx"
pourvu que les coeflicieiiîs A, C, C, ...,N, ..., restent finis et n'aillent pas en croissant indéfiniment. Si, en effet, on désigne par M le plus grand de tous ces coefficients, on voit aisément que la somme des termes de la série proposée est moindre que la somme des termes de la série
Or la quantité entre parenthèses a une limite ; et puisque M
est fini, il en est de mémo »ui produit de celte parenthèse par M. Donc la série proposée est convergente.
G. — Ce qu'on peut dire de plus f^énéral sur les séries dont tous les termes ne sont pas posilifs, c'est qu'une série est convirgente si, en prenant tous les termes avec le signe + , on obtient nue ^é^ie convergente, ce qui est évident.
Mais il se présente fréquemment une circonstance qui mérite d'être éludiécà p.irt : c'est celle où les termes de la série sont alternativement positifs et négalifs. D.ins ce cas, il suffit^ pour la convergence , que les termes aillent en décroissant indéjhnment. Considérons, en effet, la série
Désignons par S„, S„^,,S„+îla somme qu'on obtient en s'arrétant respectivement aux termes z/„, u„+i, Un+i' 0" aura
et
S„+2 = S„+i — ?/„+„ d'où S„+, < S„
S„+2 = S„ + (»„+! — î/„+î) , d'où S„+j > S„,
attendu que, les termes de la série allant en diminuant, Wn+i — "H+sest positif.
On arriverait à des conclusions analogues sile terme m„ étnit pré:édé du signe — ; il n'y aurait de changé que le sens des inégalités. Dans tous les cas, S„+2 est donc compris entre S„ et S„+i. 11 en résuite que S„+3 est compris de môme entre S„+i et S,(^j, et par conséquent aussi entre S„ et S„+i ; de même encore S„+i est compris entre S„+, et S„+5, et par conséquent aussi entre S„ et S„+i, et ainsi de suite. La somme des termes de la série tend donc vers une limite finie, puisqu'elle reste comprise entre S„ et S„^.i; donc la série est convergente.
Quand on s'arrête au terme ?/„, l'erreur commise est moindre que la différence entre S„ et S„+i, c'est-j-dire moindre que Wb+u ou moindre que le terme qui suit immédiatement celui
auquel on s'arrêle. L'erreur est par excès ou par défaut suivant que ii^+i est négatif ou positif.
Limite vers laquelle tend V expression
mj
lorsque m tend vers l'infini.
Pour trouver celte limite, on suppose d'abord m entier; on peut alors développer l'expression proposée par la formule du binoMie , et, si l'on désigne par S„ la somme des n H- 1 premiers termes, on a
„ , m 1 m(m — '\) 1 mhn — l)()?i— 2) 1 1 m 1 .2 m~ 1.2.0 nr
m {m — l)(»j— 2) ...(m— ?<-hl) 1 1.2.5...71 îu"'
ou, eu effectuant la division des divers numérateurs par la puissance de m qui figure au dénominateur,
m \ mj\ m
mj \ mj \ m
îi
On compare alors S„ à la somme des n + l premiers termes de la série e ; soit e^ celte somme, on sait que Ion a
On reconnaît aisément que, à partir du troisième terme do. CCS deux sommes, chaque terme de S„ est moindre que le terme correspondant de e^, et qu'il a pour limit» ce terme correspondant, lorsque l'on fait tendre m vers l'infini, le nombre n conservant une valeur fixe, il en rcsulle que ^„ est la limite vers laquelle tend S„ quand m tend vers l'infini. On peut donc écrire
^. désignant une quantité qui s'annule pour??i infini.
Mais, la série e élanl convergente, e est la limite vers laquelle tend ^,; lorsque le nombre des termes tend vers l'infini. On peut donc écrire
V désignant une quantité qui s'annule pour n infini.
Si maintenant on imagine que l'on fasse tendre à la fois )u et n vers l'infini, m étant toujours supposé extrêmement grand par rapport à ?j, les deux relations (1) et (2) ayant lieu à la l'ois, on aura en les ajoutant membre à membre
et, comme \). et v tendent alors tous deux vers zéro, il en est de même de leur somme. Il en résulte que la difrérence e — S„ tend vers zéro, et que par conséquent S„ a pour limiter, lorsque m et n tendent tous deux vers l'infini, m étant toujours supposé infiniment grand par rapport à n. On peut donc écrire
lim. ('l-f-^r=e = 2,718-281828....
On peut faire voir maintenant qu'il n'est pas nécessaire de donner à ni des valeurs entières. Quelle que soit, en effet, la
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valeur positive attribuée à m, elle sera comprise entre deux
nombres entiers consécutifs^ et]9 + 1. Or on peut écrire
p-\-]J \ ri' \ pJ
cl ces inégalités subsisteront quanJ on fera tendre m, et par suite p, vers l'infini. Mnis on a
p-\-M \ p 4- V \ ;j Hh
quanlilé qui a pour limite e, car, p-\-\ étant entier, le dividende tend vers e, et le diviseur vers 1. On a aussi
quanlilé qui a aussi pour limite e, car le premier facteur tend vers e, puisque p est entier, et le second tend vers l'unilé.
Il en résulte que ( JH 1 est compris entre deux quan-
lilés qui ont pour limite communes, lorsqu'oii fait tendre m, et par suite p, vers l'iiifini; donc cette quantité intermédiaire
( 1h ) a elle-même pour limite le nombre e.
On peut même faire voir que l'expression proposée tend encore vers e^ lorsqu'on donne à m des valeurs négatives. Ow a, en effet,
mj \m — \l \ m — 1/ \ m — 1/
quantité qui a pour limite e, puisque, m — 1 étant posiin, le premier facteur tend verse, tandis que le second lend vtr<> l'unité.
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II
Lorsqu'un pohjnome est ordonné par rapport aux puissances croissantes d'une variable h, on peut toujours donner à cette variable une valeur assez petite pour que le premier terme du pohjnome donne son signe à tout le développement.
Supposons d'abord (juc le premier terme soit constant, et que l'on ail à considérer le polynôme
11 s'agit de démontrer que l'oiisemblc des termes qui suivent le premier peut être rendu moindre que A en prenant h suffisamment petit. En eiïet, ?oil M le plus grand de tous les coefficients, en valeur nbsoluc, à partir de B; l'ensemble de tous les termes qui suivent A est évidemment moindre que
ou moindre que
expression qui revient à
et tend vers zéro en même temps que h, et peut par conséquentélre rendue moindre que toute qna-.Uité donnée, en prenant h suifisamment petit. Cette expression peut donc être rendue moindre que A; et, à plus forte raison, on pourra rendre l'ensemble des termes qui suivent A dans le polynôme proposé moindre que ce prem er terme. Donc enfin ce premier terme donnera son signe à tout le développement.
Supposons, en second lieu, que le premier terme contienne en facteur une puissance de /i, et qu'on ait à considérer le polynôme
on pourra l'écrire
Or, d'après ce qui a été démontré ci-dessus, on peut prendre h assez petit pour que la quantité entre parenthèses prenne le signe de A; donc le polynôme proposé aura le signe de A/i", c'est-à-dire le signe de son premier terme.
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