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PRÉFACE
I. — Jiuuvrago du Prof. ¥i. Czubkk, dont M. le Cap*" SciiUEKMANs donne aujourd'hui la traduction ('), a pour objet principal de grouper dans un cadre synthétique la classe nombreuse des problèmes de probabilités où intervient la notion de l'intini; c'est-à-dire ceux dans lesquels, sans pouvoir déterminer séparément les nombres de chances possibles et favorables, on peut, en général par un passage ii la limite, trouver le rapport de ces nombres, ou la probabilité cherchée.
Ces questions ont pour type le célèbre et classique Froblèvh J, /Aiguille, proposé et résolu déjà par Bufton, il y a plus d'un siècle, dans son Essai d' Arithmétique morale. Pour la plupart d'entre elles, ou bien les données sont d'ordre géométrique, ou les énoncés sont susceptibles de représentiit inii L:r.Mi II trique. Ce caractère géométrique a attiré la pensée de lauteur et dicté pour lui la définition du sujet et le titre du livre. Fidèle à son argument, il examine successivement 1. > i>F(>l)l<iMes qui se rapportent au point, à la droite et au plan. La portée de ces questions n'est d'ailleurs pas uniquement spéculative; comme presque partout ailleurs en probabilités, l'exploration métaphysique abstraite voisine avec la préoccupation d'une application concrète et utilitaire. Si l'on voulait de cela un exemple, il suffirait de mentionner l'application des probabilités par intégrales définies aux questions pratiques du tir.
( 1 1 (îtontftrische WahrscheinlichkeUen und MUtelicetie, Leipzig, Verlag
vou b. G. Tuubiier, 1884.
— rv —
TT. — L'exposé didactique de la matière précédente ne constitue qu'une première partie de l'ouvrage. La seconde partie n'expose pas des questions de probabilités proprement dites, mais elle traite d'une notion capitale en connexion intime avec leurs applications. Il s'agit de la Moi/enne, base des problèmes statistiques. On se propose ici la détermination d'une grandeur propre à représenter par un terme unique une collection donnée de grandeurs de même espèce. Ce n'est pas dans la Statistique proprement dite seulement que cette question se présente avec un but utile; on la rencontrerait dans toutes les branches des sciences appliquées. Telles seraient par exemple : en Physique ou en Astro-Physique la détermination de l'intensité moyenne d'un rayonnement (lumineux ou autre) sur une surface, dans des conditions données; en Géodésie, la question de l'éloignement moyen de deux triangles, des points d'un triangle à un sommet, etc.. Suivant l'ordre spécial de son sujet, c'est encore dans le domaine géométrique que l'auteur cherche et multiplie les exemples. En familiarisant l'esprit avec l'importante notion de la Moyenne, cette seconde partie constitue une utile préparation à la Théorie des erreurs ('); à cette théorie touchait d'ail l(ins déjà aussi, incidemment et par quelques problèmes, la première partie.
Nous observerons, en manière de parenthèse, que d'autres points, côtoyés ou même compris par le sujet, seraient dignes d'un développement plus étendu ou plus approfondi. Telle serait la question, ici fondamentale, de la représentation d'une collection de points par une surface. L'élucidation du paradoxe présenté par certains problèmes, qui semblent admettre pour la probabilité renseignée plusieurs solutions, gagnerait par l'usage systématique et l'énoncé explicite du
(i) M. le Cap' SchuorinHnsn aussi entrepris et à très peu près tiTinin»' la traduction d'un autre ouvrage du Prof. Czuhcr sur ce dernier sujet (Théorie der HooluichtungHfehier, i^eipzig, 1W>1), particulièrement intéressant par Texposé historique des différents essais relatifs à la théorie des erreurs. Il est fort à désirer que co nouveau travail du traducteur soit aussi publié.
principe fondamental de l'égale possibilité des chances, principe qu'il suffit de respecter dans chaque cas pour que ce prétendu paradoxe disparaisse de lui-même. De même on pourrait »!< -iK r pour quelques solutions l'emploi explicite du théorème du la Probabilité totale, et la décomposition de celle-ci au moyen des probabilités des différentes manières et des probabilités de l'événement considéré dans ces manières.
III. — Pris en lui-même, l'ouvrage actuel est essentiellement théorique. Pour défendre sa valeur pratique, redisons, comme déjà plus haut, qu'un point de vue inexact et très superficiel pourrait seul conduire à envisager le calcul des probabilités, même dans sa partie la plus abstraite, comme une sorte de hors d'oeuvre d'une portée et d'un intérêt purement spéculatifs : il est au contraire l'expression précise et nécessaire d'une science pratique, antérieure aux traités didactiques et, comme d'autres sciences, imposée par la nature des choses. De tout temps les hommes ont fait des probabilités, tout comme ils ont fait de la géométrie et de la mécanique avant qu'il existât des livres de géométrie et des traités de mécanique rationnelle. C'est même, on peut le dire, ce caractère humain des probalulit» >. qui, indépendamment de leurs applications pratiques et effectives, explique et justifie l'intérêt pédagogique de leur enseignement.
Pascal se moquait de l'esprit géométrique sans finesse qui lut tiil son iiifr, ''("-(ifcur j/'nir une pvoi>()siti(>it. En probabilités, on pourrait, ou appuyant sur l'idée, presque retourner le mot; car en chaque proposition on trouve un interlocuteur qui, sous des faces variées, scrute et exerce le jugement, et lui demande en quelque manière plus que de la géométrie.
C'est à ce point de vue intégral qu'il faut se placer pour apprécier, dans l'enseignement, la valeur et le rôle d'un ouvi.i-' '!• la liai me de celui-ci. Par son recueil aussi nombreux que varié de problèmes et d'exercices bien choisis, il y constituera un auxiliaire précieux, et, à ce seul titre pratique, il méritait indubitablement la peine qu'a prise son laborieux et savant traducteur.
Ch. Lagranoe.
PROBABILITÉS & MOYENNES GÉOMÉTKIQUES
PAR
EMMANUEL CZUBER,
Professeur à Técole supérieure polytechnique de Vienne.
AVAiNT-lMIOPOS
Ijo présent livir csl le premier essai d'une exposition méthodiqiienieiit résiuiK-u de rembrancbement le plus récent du calcul des probabilités : la tbéorie des probabilités géométriques.
l.;i jMcmière introduction de rapports de grandeurs géométrit|iu's dans le domaine du calcul des probabilités se remarque, .Hi> doute, déjà vers le milieu du siècle passé, dans quelques questions posées et résolues par Buffon dans son " Essai d'arithmétique morale „ ; une de ces questions, appelée plus tard le problème de l'aiguille, avec une question similaire plus difficile, a été insérée aussi par Laplace dans son œuvre monumentale. Longtemps on se tinta ces problèmes détachés; c'est seulement dans les dernières dizaines d'années que le sujet a été repris. Plusieurs mathématiciens anglais bien connus et quelques mathématiciens français s'en occupèrent surtout avec une certaine prédilection, et ont donné dans différentes publications spéciales de nombreux travaux s'y rapportant. Nous mentionnerons : le Colonel A. K. Clarke, H. Mc'CoLL, E. B. Seitz, J. J. Sylvester, S. Watson, Rev.
J. WoLSTENHOLME, W. S. B. WooLHousE, doiit les travail X ont été publiés dans l'Educational Times; puis E. Bahbiek, C. Jordan. E. Lemoine, L. Lalanne, qui, dans le Journal de Liouville, dans les Comptes rendus et dans d'autres recueils, ont donné des études témoignant de la compétence de leurs auteurs. Mais à leur tête doit être placé M. W. Crofton, professeur à l'Académie de guerre de Woolwich, lequel, abstraction faite de plusieurs articles peu étendus, a traité dans un mémoire fondamental (dans les Philosophical Transactions de 1868), les problèmes de la probabilité géométrique qui se rapportent à une droite menée arbitrairement et à des plans disposés arbitrairement. Les méthodes de Crofton se distinguent par l'élégance et par un haut degré de généralité; à lui aussi revient le mérite d'avoir introduit dans l'analyse, spécialement dans le calcul intégral, ces méthodes comme un nouvel auxiliaire et donné par là à cet objet un intérêt plus général.
Quant aux moyennes géométriques qui forment la seconde partie, la moins étendue, du livre, leur considération est pleinement justifiée par les étroites relations qui existent entre elles et les probabilités géométriques. Bases et méthodes leur sont communes; en outre, la solution de certains problèmes peut trouver avantage dans la transposition des points de vue propres à ces deux domaines.
Dans la première partie, les formes élémentaires de l'espace : point, droite, plan, ont été choisies pour argument de subdivision. Dans ces parties principales et dans leurs parties secondaires, les problèmes ont été ordonnés tant d'après le degré de leur difficulté que d'après les méthodes de leur résolution. Dans la seconde partie, une division explicite a été
.'•c.irt.'f : (•(•|M-ii(l.iiit ici riici.r.^ 1". 'tilde dos valeurs moyennes <lt s lignes précède colle des surfaces et, pour le surplus, les méthodes sont prises pour argument d'ordre.
Je tiens, en terminant, à remercier Messieurs les docteurs C. Ohrtman et FÉLIX Muller, de Berlin, pour l'amitié avec laquelle ils m'ont aidé de leurs connaissances littéraires, et l'éditeur lui-même pour le soin qu'il a apporté à l'impression (lu livre.
Prague, mai 1884.
PREMIÈRE PARTIE
Probabilités géométriques.
Introduction.
1. Los questions habituelles sur la probabilité à priori se rapportent à des totalités discrètes de cas favorables et de cas possibles ; le quotient des nombres de ces cas respectifs donne la probabilité demandée.
Il est toujours permis alors de percevoir la totalité des cas par un amas de boules, ces boules se différenciant par quelques caractères les unes des autres, le plus simplement par des numéros d'ordre écrits; ainsi, chaque boule individualisée est désignée et est différenciée des autres par son numéro d'ordre, et en prenant les numéros d'ordre pour les remplaçants des boules, on représente la totalité des cas par une totalité discrète de nombres, ou de combinaisons de nombres, selon que l'événement dont la probabilité est requise peut être ramené au tirage d'une boule ou de plusieurs boules.
A côté des questions de cette espèce, on trouve d'autres questions qui se rapportent à des totalités continues ou CONCRÈTES de cas possibles et de cas favorables. Ce sont les problèmes du calcul des probabilités dans lesquels les cas possibles et les cas favorables se laissent représenter analytiquement par des valeurs ou par des combinaisons de valeurs de grandeurs continûment variables; ils forment en conséquence dans leurs totalités des variétés continues, d'étendue simple ou multiple; ils existent en nombre illimité.
Si, pour commencer par le cas le plus simple, on demande : quelle est la probabilité pour qu'un point pris arbitrairement
dans une droite donnée remplisse certaines conditions V Tous les points de la droite représentent la totalité des cas possibles, et les points satisfaisant aux conditions imposées la totalité des cas favorables. Maintenant un point est-il caractérisé par ceci : on cote, rapportée à quelque unité, sa distance X à une extrémité? Tous les points de la droite sont représentés par toutes les valeurs de la variable x entre 0 et a (a est la longueur de la droite mesurée avec la même unité), c'est-à-dire sont représentés par une variété continue simplement étendue, et les points qui correspondent aux conditions proposées le sont par une seconde variété semblable, dont la délimitation résulte de ces conditions.
La question de la probabilité exige-t-elle qu'un point pris à volonté dans une surface plane, limitée, satisfasse à certaines conditions? On se représente la figure rapportée à un système de coordonnées rectangulaires, disposé dans son plan et on désigne les coordonnées d'un de ses points par x, ij; tous les points de la ligure sont représentés par la variété continue doublement étendue des variables ir, //, variété dont la délimitation résulte du périmètre de la figure ; les cas favorables à l'événement en question le sont par une variété de même forme, dont la délimitation doit être déduite des conditions que le point a à remplir.
En général, la probabilité doit-elle s'évaluer pour qu'une grandeur géométrique, dépendante de n variables indépendantes, satisfasse à certaines exigences? A la totalité de tous les cas possibles, correspond une variété des n variables, continue, n fois étendue, de délimitation donnée; aux cas favorables, une variété semblable, dont la délimitation est à déduire d'abord des exigences présentées.
2. De semblables probabilités qui ont rapport à des corrélations géométriques ont été appelées probabilités oéomé- TRiquEs (^). Mais au point de vue analytique, toutes les
(*) Local probability, oeombtrical probability sont les dénominations employées par des mathématiciens anglais (v. Crofton, Philos* Transaction», vol 158, page 181).
probabilités qui dépendent do grandeurs continûment variables, sont à compter ici; par conséquent particulièrement aussi les probabilités qui elles-mêmes servent de relations entre des nombres variables de manière continue.
:1 La solution analytique de pareilles questions a pour base uin pt ((position générale qui doit être développée aussitôt pour le cas de deux variables indépendantes.
K désigne-t-il le domaine donné des combinaisons possibles des valeurs des variables x, y\ K\ le domaine dérivé des conditions de la question, des combinaisons favorables à l'événement des valeurs des variables x, // V La probabilité demandée est une fraction dont le numérateur énonce la quantité des combinaisons de valeurs dans le domaine K' et dont le dénominateur énonce la quantité des combinaisons de valeurs dans le domaine K.
Comme le problème doit être réalisé, dans le cas présent il peut toujours être revêtu d'un habillement géométrique; c'est-à-dire que l'on considère a-, y comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan, de manière qu'aux domaines iiT, K' correspondent des parties (des deux côtés une ou plusieurs) délimitées de ce plan; aux cas favorables, des points dans la surface K'; aux cas possibles, des points dans K; la probabilité en question apparaît maintenant comme le quotient du nombre des points qui tombent dans la partie K' du plan et du nombre des points qui se trouvent dans K.
Attribue-t-on aux variables x, y des séries discrètes de valeurs, désigne-t-on deux valeurs se suivant l'une l'autre de la pi ornière série par x^, Xu-\-\, de la seconde série par y^^ y^-j-\, pose-t-on leurs différences positives
La valeur limite, de laquelle s'approche la somme étendue au domaine A",
pour des valeurs constamment décroissantes deJxajàeJyji^ est représentée par l'intégrale double, étendue au même domaine
j j dx dy.
Géométriquement, à ce développement correspond une décomposition du domaine K en rectangles par des parallèles aux axes; Jx^ Jyp signifie Taire d'un des rectangles,
/ J / iJxa Jy ^,]sL somme de toutes les aires des rectangles.
Mais les valeurs de x, y sont-elles choisies toutes de manière qu'elles soient des multiples d'une fraction -^ formée de
l'unité et d'un certain nombre entier JW, les différences des valeurs voisines par conséquent toujours et partout sont-elles
égales à -^? Alors apparaît le domaine K du plan décomposé en carrés de la superficie ^^ et si Z est leur nombre, on a
]^^ccJy^=~
ss
la décroissance des différences Jx, Jy est amenée par la croissance constante du nombre M] donc
1) / j dx dy = lim
pour une M constamment croissante. Maintenant Z est identique manifestement au nombre des points qui sont produits dans la décomposition décrite du domaine K par les intersections réciproques des lignes de division de celui-ci, pendant que l'intégrale du premier membre exprime l'aire de K, L'équation 1) signifie par conséquent :
La valeur limite de la fraction ^ dont le numéi-aieur énonce
le nombre des points tombant dans le domaine K, égale, pour vu nombre M croissant sans ^n, l'aire du domaine K. Etend-on la même considération au domaine À"' des cas
favorables et désigne-t-on le nombre des points tombant dans celui-ci par Z'? On a aussi ici
1) J J du- dy = lim -^f
l'intégration étendue à K'.
La probabilité, par conseil lu ut, est
/ ^ — ^^ aire du domaine K' " Z ~ J. Z aire du domaine K '""TtfT
L'avantage de la considération intuitive géométrique existe aussi pour une variable indépendante et pour trois variables indépendantes et l'on est conduit à des propositions analomu's, récapitulées dans la proposition suivante :
Le rapport des (fuantités des points ^'enfermés dans deux li(jnesy dans deux surfaces, dans deux espaces, est exprimé respectivement par le rapport des longueurs de ces lignes, '/< s (lires de ces .^urfacrs, des rohimes de ces espaces. Quand il y a plus de trois variables, il est vrai, l'interprétation géométrique n'existe plus, mais l'analyse demeure en principe la même et fournit le résultat suivant.
Une probabilité dépend de n variables indépendantes
x„ X,, Xn; K est le domaine donné des combinaisons
possibles des valeurs, K' le domaine dérivé des conditions de la question, des combinaisons favorables des valeurs.
On imagine, attribuées aux variables, des valeurs qui forment
des séries arithmétiques avec la commune raison -^7- Z, Z
sont les nombres des combinaisons des valeurs, lesquelles combinaisons, par pareilles mesures, s'ensuivent dans Ky K', Alors pour une M constamment croissante, on a
4) lim -^ ""JJ- • •/^•^« ^^% • ' ' dxn,
l'intégration étendue au domaine K(%
(i) Comparer au traita d'analyse de R. Lipschitz, tome II, pag. 544 et 562, et aux articles de Lejeune Dikichlet, dans le journal de Crelle, tome 19, page 392 et tome 24, page 356 et pages suivantes.
5) ///// J- ^//. • '^àx, dx,
<lj\
l'intégration étendue au domaine K'\ la probabilité demandée égale, par conséquent,
Z' Ht^ ff' ' 'Jdx^ dx. ... dx„ (domaine K)
I) 1 1 m — y, — -^^^ jy — ^^^^^ /» /» /» *
Ihn - — / •• h^-^i ^^-^i • • • ^•^'' (domaine K)
Par analogie avec les cas d'I, do 2, de 3 variables, on peut appeler l'intégrale n fois étendue à la variété K^
I f,,.l dxi dxi ... dxn,
le CONTENU Dv DOMAINE K; p s'écHt alors sous la forme :
^. contenu du domaine K'
^ ^ contenu du domaine K
En conséquence, le contenu d'un domaine de n variables peut être envisagé comme une mesure du notnbre des combifiaisons des valeurs, lesquelles combinaisons constituent ce domaine.
L'établissement d'une probabilité dépendante d'une ou de plusieurs grandeurs variables de manière continue, conduit donc à l'évaluation du contenu de deux variétés continues de même nombre d'étendues, c'est-à-dire à l'évaluation de deux intégrales définies plusieurs fois.
4. En dehors de la méthode générale développée actuellement, il y en a encore beaucoup d'autres qui évitent complètement ou qui simplifient essentiellement l'évaluation des intégrales. D'un autre côté, l'emploi de ces méthodes conduit à des propositions sur les intégrales définies, propositions, qui abordées autrement, ne seraient pas faciles à établir avec la même généralité. Par cela, cette branche du calcul des probabilités entre en relation importante et remarquable avec le calcul intégral.
Les méthodes particulières sont si vaiiées, qu'il n'est guère possible d'apprendre à les connaître que par leur application
il lies prublèmes particuliers. L'une des plus impoi-tantes consiste dans l'eniploi <!• - moyennes géométriques qui s'enchaînent aux probabilités géométriques par ce qu'à celles-là comme à celles-ci, des totalités continues de formes géométriques (ou des totalités continues de valeurs) servent de base. Aii--i ici uiif cnifi'latioii fxi-tc, | Moulant qu'inversement la détermination de moyennes peut être souvent ramenée avantMi^MMisenient à la découverte de probabilités.
"). 11 rst avancé itérativement que des problèmes sur des probabilités et des moyennes géométriques ont trouvé des solutions différentes. La cause de ce fait git toujours dans l'interprétation différente de la notion du mot " arbitraireiiit lit „ dont la signification, en réalité, n'est pas toujours tellement claire qu'elle exclut les divergences de conception.
Pieiidre " arbitrairement „ un point dans une droite donnée |K I iiK 1 l'unique sens : la distance du point k un point fixe de la (lioitc peut recevoir toute valeur que Ks limites de la droite tolèrent, et toute valeur avec le même degré de possibilité.
Mais déjà la demande de prendre " arbitrairement „ un point dans une ligne courbe donnée, peut être interprétée et réalisée différemment; ou elle peut être comprise : prendre un point dont la distance k un point fixe de la courbe, distance iiK -ui« ( If 1(»iil; (le celle-ci, peut avoir toute valeur admissible en raison de l'étendue de la courbe, ou : prendre un point dont l'abscisse — lorsque la courbe est représentée par son équation en coordonnées rectangulaires — peut prendre toute valeur admissible, et, dans les deux cas, toute valeur admissible avec le même degré de possibilité.
Pendant que dans le premier cas, l'arc de courbe est la variable qui forme à la fois une variété continue des cas favorables et des cas possibles, dans l'autre cas c'est l'abscisse et l'on doit être conduit à des résultats différents selon que l'on se décide pour l'une ou pour l'autre interprétation.
Il résulte de cet examen que l'interprétation du mot " arbitrairement „ s'accorde avec le choix des variables indépendantes.
Où le sens ne découle pas incontestablement des termes du problème, il peut toujours se discuter quelle interprétation correspond le mieux à la nature de la chose.
PREMIER CHAPITRE
Points pris arbitrairement.
6. Théorème I. Le nombre des points dans une ligne, dans mie surface, dans un espace^ d'étendue donnée, est mesuré respectivement par la longueur de la ligne, par le contenu de la surface, de l'espace,
La preuve se trouve dans les propositions du n« 3 de l'introduction; mais cette preuve peut être faite d'une manière indépendante comme suit : on imagine dans la ligne, dans la surface, dans l'espace, des points pris à volonté; avec leur nombre croissant, leur distribution tend toujours de plus en plus vers la distribution uniforme dans la ligne, etc., et leur distribution atteint cette distribution uniforme lorsque le nombre des points devient infini. On a à se représenter dès lors la totalité des points, à laquelle appartient un point pris arbitrairement, de manière que des parties égales, petites à volonté, de la ligne, etc., contiennent également autant de points ou que les quantités des points des parties inégales sont entre elles comme les grandeurs de ces parties.
La représentation de la compacité, de la densité uniforme des points ne coïncide pas nécessairement avec la représentation d'une distribution régulière de ceux-ci, mais est simplifiée et dégagée. La considération sur laquelle la preuve des propositions générales du n** 3 s'édifie, part en réalité d'une distribution régulière des points (généralement, des combinaisons des valeurs des variables); les points dans une droite sont équidistants et ont la distance réciproque
-w; les points dans une surface plane forment les angles
d'un roseau do carros également grands de la superficie
,., : los points dans l'espace apparai?<sont comme des angles de ( iiIm s (gaiement grands du volume -pj-. Et cette
disposition régulière demeure lors du passage à la limite, c'est-à-dire avec M croissant infiniment.
On parle souvent d'un point quelconque d'une ligne courbe dans un autre sens que celui qui correspondrait au théorème I. Par celui-ci, un point de la courbe est à caractériser par la distance d'arc s comptée à partir d'un point fixe; si l'on accorde à s des valeurs qui sont des multiples de la
fi-action — ^^ par cela, sur la courbe, est indiquée une série
do points, uniforme, qui demeure uniforme lorsque M croit au delà de toutes limites.
Mais la courbe, rapportée à un système de coordonnées rectangulaires, est-elle représentée par l'équation
et regarde-t-on, comme " quelconque „, un point qui correspond à une valeur quelconque de x? On donne, en raison de cela, par une série des valeurs de x, série dont les valeurs séparées sont
les multiples se suivant Tun Tautre de la fraction— j^» sur
la courbe, une série non unifonne de points, qui aussi ensuite demeure non uniforme, lorsque M croit à l'infini.
De nouveau d'autres séries de points correspondraient à la représentation de la courbe par les équations
•^ == y (")» y =^ ^ 00 ou par l'équation polaire
si chaque fois le point correspondant à une valeur quelconque de M, relativement de 6, de la courbe, est interprété comme pris arbitrairement.
Que Ton doive parvenir à des résultats différents lorsqu'on résout le mémo problème en ayant égard à l'une ou à l'autre de ces différentes totalités de points, se comprend de soimême.
Deux, trois, points sont-ils à prendre arbitrairement
dans une ligne, dans une surface ou dans un espace? On imagine un point pris tout d'abord; puis, indépendamment
de celui-ci, un deuxième; ensuite un troisième point Le
nombre des complexes de points est mesuré alors par la
deuxième, troisième puissance du nombre qui évalue la
grandeur de la ligne, etc.. De plus, il faut observer qu'un groupe saisi est à compter dans la totalité aussi souvent que les points, envisagés comme des éléments différents, fournissent de permutations; donc 2!, 3!, ... fois; car chaque point du groupe peut être considéré comme choisi le premier, le deuxième, le troisième
Un problème se rapporte-t-il à deux points pris arbitrairement dans une droite donnée? Les combinaisons des valeurs des distances de ces points à une extrémité de la droite, forment une variété du deuxième ordre; mais une telle variété correspond aussi aux points d'une aire plane, de manière que la question originaire peut être ramenée à une question concernant un point dans une figure plane.
De même, un problème relatif à trois points à prendre arbitrairement dans une droite peut être ramené à un autre qui se rapporte à un point dans l'espace.
Le cas d'un nombre à choisir arbitrairement entre des limites données est identique à la prise arbitraire d'un point dans une droite, dont la longueur correspond à l'intervalle des limites auxquelles le nombre est lié.
Pointai ilaiis lies lignes
7. Problème I. — Dans la droite AB = a un point est pris arbitrairement; quelle est la probabilité pour que sa distance de A soit renfermée entre les limites x et x -}- dx, ou comme on dit br lève meyit^ pour qu'elle soit égale à xï
dx
Solution. - La probabilité demandée est — •
^. Problème II. — Combien grande est la probabilité pour (jue le point pris arbitrairrinrnf rl(nis AB n -oit plus prh de A 71/e deh'^
Solution. — La probabilité di niainUr est — ^» parce qu'il
y il autant do cas favorables que de cas défavorables.
!>. Problème III. — Avec quelle probabilité deux points pris à colonie dans AB=a, se trouceront-Us au dedans de Vvloiynement b de A?
Solution. — La probabilité pour qu'un point se trouve au
dedans do l'éloignement ô de A est ; la probabilité pour
que deux points remplissent cette condition est p= — ^'
10. Problème IV. — Trouver la probabilité pour que de deux (toints pris arbitrairement dans AB-=a, le premier soit plus éloigné de A que le second.
Solution — La probabilité pour que le premier point tombe
dx dans l'éloignement / «U A est — -î la probabilité pour que
le second se trouve plus près de^, donc au dedans de l'éloigné-
ment x de A, est î par conséquent la probabilité composée
et totale (■>{
/xdx _ 1
une simpl» lélK xion sanctionne ce résultat.
11. Problème V. — Dans la droite AB^-=a deux points sont pris arbitrairement ; combien grande est la probabilité pu tir 'pie leur éloignement réciproque dépasse une quafUité donnée b.^
Première solution. — La probabilité pour que le premier point se trouve à l'éloignement x, le second à l'éloignement y
de Al est — ^; on suppose
ainsi survient un cas favorable lorsqu'on a
2) y-xyb,
La probabilité cherchée est donc l'intégrale, étendue à la variété limitée par les inégalités 1) ... 3), de l'expression ci-dessus mentionnée; l'intégrale cependant doit être doublée pour recueillir aussi les cas
donc
p ■-= I y jdx dy = (^)'.
Deuxième solution. — On peut envisager les éloignements iP, y des deux points de A comme les coordonnées d'uN point P qui a été pris arbitrairement dans le carré OABC (fig. 1) de côté a; la différence arithmétique de ces coordonnées donne l'éloignement actuel des deux points premièrement désignés. Construit-on OD=OE = b, DF et EG parallèles à 05? Un cas favorable surque le point P tombe dans un des la probabilité de-
vient aussi souvent
triangles DÂF, CE G. En conséquence
mandée est
DAF-\- CEG OABC
12. Problème VI. — Une droite^ dont la longueur est a, est partagée en trois parties par deux points choisis à volonté; trouver la prohabilité pour qu'aucune partie ne soit plus grande que b.
Solution. — On prend arbitrairement dans le triangle rectangle isocèle ABC (fig. 2), oii AB = AC= a, le point P; On mène par lui les lignes FQ^ ES respectivement parallèle-
ment et rectangulaireinent à AB, rç, PU, PS peuvent valoir comme les sections mentionnées de la droite a. Ensuite deux cas sont à différencier.
b <^ -^ a (Fig. 3). Les mêmes constructions que tantôt
conduisent à un triangle LMN qui Kig. a
contient les situations favorables de P. Par conséquent, pour ce cas,
LMN
ABC
13. Problème VII. — Un bâton de longueur a est brisé en trois morceaux. Quelle est la probabilité pour qu'arec les niorceanj un fritnn/h' puisst rfrc formé?
Première solution. Les longueurs j^, y, 2 des trois morceaux sont subordonnés aux conditions
desquelles, par élimination, résultent les nouvelles conditions
La question présente coïncide donc avec la précédente
lorsqu'est posé h = —y avec cette substitution aussi bien l'équation 1) que l'équation 2) du n** 12 fournissent
Deuxième solution. — Soient considérés .r, y^ z comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace; ainsi
l'équation 1) représente le triangle plan ABC (Fig. 4), dont les angles se trouvent à la distance a de 0, pendant qu'aux relations 3), pour le signe inférieur, correspondent des plans qui sont parallèles aux plans coordonnés et sont distants de
ceux-ci de -g-- ^©s trois plans parallèles aux plans coordonnées découpent dans le triangle ABC le triangle DEt\ qui visiblement en surface est quatre fois plus petit que ABC.
Les coordonnées de tous les points du triangle ABC donnent tous les cas possibles et les coordonnées des points du triangle DE F tous les cas favorables : la probabilité denian-
dee est donc p = . ,. ^-, = -j- • i i ' ABC 4
Problème VIII. — Arec quelle proba/jiiité trois lon
gueurs quelconques^ prises cependant sous une limite commune, peuvent-elles fonner un iriangle?
Première solution. — Soit a la limite commune des trois longueurs. On se la représente divisée en n parties égales; on désigne la grandeur d'une partie par Ja et on suppose
(*) Pour cette question posée par E. Lemoine, comparer à la dissertation de L. IjALannë dans le Journal de Liourille, 1879, p. 107 et pag. suiv., puis à la solution de E. Lemuinb môme, dans le Bull, de la Soc. Mathém. de France, t. I, p. 39. — Comparer aussi au problème du n" 120.
que les trois longueurs /•, //, z prises sont des imiltiples de Ja; puis on a len coiHlitioiis
( z = i . ^a ^ a, ou, à raison de a == n . //</,
2) ^ ^ ;/, 't ^ ii, C ^ n.
La question peut alors être exprimée sous la forme suivante :
7^-o/s ,i<>nll>rr.< > lifit ' '. /"//>■ /ro/.s' y^/(/.s- jilfifs 'jUf II. X'////
/^/■/.'^ a rliit 1(1 1 II nii lit ; <,nu"i,i, iji-iiinlv rsf la piofminl iti jinur '/i('/f>: f>ins.-<i /if ri'i>ri'si iift't' <its Honihrrs (h iursurts <irs côtis il' un f .
a) isi les répétitions sont admises, le nombre des groupes
possibles des nombres est — ^ h la probabilité
demandée, lorsque par i/„ le nombre des groupes favorables est désigné, est
Pour découvrir m„, on étend la limite jusqu'à w -|- 1; les combinaisons favorables à introduire nouvellement, au nombre de Ju„^ renfermeront toutes le nouveau nombre m + 1. Si l'on place celui-ci à la tête, ainsi Tambe encore restant peut se commencer par n -f 1 et se terminer par tous les nombres de n -f 1 jusqu'à 1, ou se commencer par n et se terminer par tous les nombres de n jusqu'à 2; ... enfin, lors de n paire, se
commencer et se terminer par — ; lors de n impaire, se com-
w + 1. . . w-fl n — 1„
mencer par — ^ — et se termmer par — ^ — ou — ^ — hn
conséquence, pour une n paire, on a
4 Juu={n-^ 1) -1 (// - 1) I ... -h 1 =- 4" ('^' ^ ^'' "^ ^^' pour une n impaire
h) Jiin - [)i -\ \) \ {n - Ij I ... f 2 = -|- (w* -f 4n + 3).
Les valeurs de m„ forment donc, avec indice pair, une série arithmétique du troisième ordre avec
de sorte que, pour une n paire, on obtient
4w» H- 18wM-20w b) Un = jg ;
de même les valeurs de u„ avec indice impair donnent une progression arithmétique du troisième ordre avec
u, = l, ^/'t/,=6, J'^u, = 9, ^'3w, =4,n par conséquent pour une 7i impaire il vient : in^ + 18w2 + 20w 4- 6
7) l/n = Jg
Par insertion de ces expressions dans l'équation 3), se livre pour un(î n paire,
8) Pn =
8w (n 4- 1) (n -f 2) 4 (w + Ij
pour une w impaire,
4n^ + 18m^ + 20n 4- 6 _ (2yg + 1) (^ + 3) ^^ ^" 8« (n + 1) (^* + 2) ~ 4w (w 4 2)
Les expressions 6) et 7) se laissent produire sous la forme indivise
puis s'écrit, pour une n quelconque,
^^ Su {n -I- 1) (n 4- 2)
P) Les répétitions ne sont-elles pas admises? -^ ~- — —
est la quantité des groupes possibles des nombres; si le nombre des groupes favorables est désigné par r„ on a
I») J'Ufi^JUfi 4- ^i«, -« 1 -[- 2= 3, Jut^Jit^-\-Jui = 44-6= 10,
J'u^ ^ Ju^-\- Jufi — etc..
(«) J'm, == Jm,-}- jM4--2-f4-=6, J'mj-- ^«5 f Ji44 = 6-f-9 = 15.
J' l/g — ^ «5 -f ^ M, a- etc..
Klargit-on, en vue de la détermination de Vh, la limite jusqu'à w -|- 1? Tous les groupes favorables à introduire nouvellement contiendront le nombre n -f 1, qui placé à la tête peut être combiné avec les ambes suivants : n et n — 1 , w — 2, ... 2, n — 1 , n — 2,n — 3,...3, w — 2 ;, n — 3, n — 4, ... 4,
donc avec n paire :
11) Jv, =(n-2) + (n + 4)-f ...-f 2==-^(n«-2n), avec n impaire :
Les valeurs de v», avec indices pairs, forment conséquemment une progression arithmétique du troisième ordre avec
fo = 0, J'v,==0, ^'«1^0 = 1, ^'^t?o = 4,0)
d'où
,^, 4w3 — 18««4-20« Id) t7« = jg ;
de même les r«, avec indices impairs, se tiennent en une progression arithmétique du troisième ordre avec
r, = 0, J'v, = 0, J"'v, = 3, J'^v, = 4, H d'où
4n^ — 18n^ + 20/1—6 Avec ces expressions l'équation 10) donne pour une n paire
4w^ — 18n« + 20n ^ 2n — 5 8w (w — 1) (w — 2) Mn — 1)' pour une n impaire
in' — 18m* + 20w — 6 _ (2n - 1) (n - 3) 8n (n — 1) (n — 2) 4w (« — 2)
Avec ces e:
)ur une 16) p.
[i) Jfr^ = Jro -[-//r| = 0 -f 0 = 0, //r, = ^r, -f ^p, = 0 -|- 1 = 1,
y^i = Jr^ -|- ^H = etc..
(«) ^r, = Jr, 4- Jr, = 0 + 0 = 0, ^p, = ^r, + Jr^ = 1 -f 2 = 3,
/fr» = ^r, + Jrg = etc..
Par réunion se livrent pour une n quelconque 4^3 — 18n^ + 20n — 3 + 3 (— \)„
Le passage au problème originaire a lieu maintenant par ce que l'on fait devenir les parties Aa infiniment petites, donc leur nombre n infiniment grand. Par chacune des quatre formules 8), 9), 15), 16) se donne, par ce moyen, la même
valeur pour la probabilité demandée, savoir '- p==-n-'
Remarque. — Dans le cas a), aussi bien que dans le cas /9), sous la supposition d'une n paire, les trois valeurs se suivant l'une l'autre
forment une progression arithmétique, dans le premier cas
avec la raison -j-, — , .,, . — -r—^i dans le second avec la raison 4 (w + 1) (n -f 3)
Deuxième solution. — L'étendue AB (fig. 5) représente la
limite commune donnée; AX, AY, AZ sont les trois longueurs
Fig. 8. quelconques, se formant par prise
- r -I Z „ arbitraire des points X, Y, Z dans
AB. Comme il est clair tout d'abord que la probabilité en question ne dépendra pas de la grandeur AB, il est permis d'envisager la plus grande des trois longueurs AZ comme la limite. Pose-t-on ensuite AX=x, AY = y^ AZ = a? On a l'unique condition
x-\-yy>a.
Mais à chaque couple des valeurs x, y, qui remplit cette condition, se rapporte une autre couple a — x, a — y — qu'on imagine mesurée cependant de Z au lieu de -4 — qui ne la remplit pas ; dès lors on a
(a — ar)4-(flr — .v)<^;
c'est-à-dire à chaque cas favorable se rapporte un cas défavorable, ou la probabilité demandée est
15. — Problème IX. — Trouver la prohabilité pour qu'avec trois longueurs choisies arbitrairement dans les limites données a et h, un triangle puisse être formé.
Solution. — Désignons par x la plus petite, par y la moyenne, par z la plus grande des trois longueurs ; ainsi, les grandeurs dénommées ont à satisfaire aux conditions suivantes :
On conçoit x, y, z comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace. Les cinq plans représentés par les relations 1) à 5), lorsque dans celles-ci le signe inférieur est pris, limitent un pentaèdre ou un tétraèdre, et tous les points de ce solide possèdent des coordonnées qui satisfont aux conditions dites. La contenance sextuplée du polyèdre — en considération des six permutations des lettres x^ y^ z — donne donc le nombre des cas favorables pendant que (h — af est le nombre des cas possibles.
Les équations 1) à 4) conduisent à un tétraèdre ABCD qui dans la fig. 6 (pag. 20) est représenté par ses projections A'B'C'D', A"B"C"iy\ A'B'C'D"' sur les trois plans coordonnés. Relativement au cinquième plan 5) dont les traces dans les plans YZ, ZX partagent en deux les angles YOZ, ZOX, deux cas peuvent arriver.
Est i > 2a, comme dans la figure? Alors le plan
découpe du tétraèdre A B CD un tétraèdre plus petit EFCG et produit ainsi un pentaèdre.
2. Est è<2a? Le plan 5) passe en dehors du tétraèdre ABCD, sans le couper, et tous les points de celui-ci satisfont aux conditions 1) à 5).
4ff' F
Les dimensions requises pour l'évaluation de la capacité sont à prendre aisément dans la représentation.
Le tétraèdre yli^ CD a pour base le trisnigle ABC =-^(b—aY
et pour hauteur CD=b — a; son volume est donc -rr- (b — of.
Le tétraèdre EFCG a pour surface de base le triangle
ËFC=-j^ (b—2ay et pour hauteur CG=b—2a; son volume
est donc -r*; (^ ~" 2«)^.
la
La probabilité demandée est donc pour ^ > 2«,
pour ô < 2 a,
-(fe-:)"-
le dernier résultat est confirmé par la simple réflexion (').
H KM ARQUE. — Le problème précédent VIII se donne comme cas particulier du présent problème, lorsqu'on fait dispai-aitre la limite a. En eflFet, la formule 1), pour a=0, de
nouveau donne p== -^.
16. Problème X. — Une droite donnée est dirisée arbitrairement en trois parties; trou ter la probabilité pour (fuarec 1rs sections un triangle acutangle puisse être formé.
Solution. — En d'autres mots, le problème s'énonce :
Dans une droite donnée deux points sont pris à volonté; combien grande est la probabilité pour que le carré de chacune des trois sections soit plus petit que la somme des carrés des deux autres?
Soit P la probabilité demandée, Q la probabilité pour que le carré de la section moyenne soit plus grande que la somme des carrés des deux autres, ainsi
Soient ensuite X Y les deux points choisis à volonté dans la droite AB = a; x^y leurs distances de A.
Deux cas peuvent arriver relativement à la situation réciproque de Xet de Y: X est plus éloigné de A que F; y, x — y, a — X sont les longueurs des trois sections; ou X gît plus près de A que F; les sections sont x,y — x, a — y.
(■) Comparer à la dissertation de L. Lâlanne: ** De Temploi de la Géométrie pour résoudre certaines questions de moyennes et de probabilités , dans le journal de Liouville 1879, page 107 et pages suivantes.
Si maintenant 7 désigne la probabilité pour que dans le premiercasdes cas indiqués, s'excluant mutuellement, la condition
2) (X - yy > !/' + (a - xf
soit remplie, cette probabilité est valable aussi pour la condition analogue dans le second cas; ou Q = 2q; par conséquent
Mais de la condition marquée plus haut, résulte
a* y doit donc être renfermé entre les limites 0 et a ^ — ou à
l'mtérieur d'un intervalle de l'étendue a jz — » et comme
toutes les valeurs de y sont également possibles entre 0 et a, ainsi
est la probabilité pour que la condition 1) soit remplie.
dx Multiplie-t-on cette probabilité par » la probabilité
pour que X possède l'éloignement a; de ^ ? On obtient la probabilité avec laquelle la relation 1) est remplie lors de la valeur particulière x.
Pour obtenir 7, on aurait donc à intégrer l'expression
(^ a \ dx
pour le domaine complet des valeurs de x, cela est de 0 à a. Maintenant, il est à prendre en considération
que l'expression 1 ^— qui représente une probabilité,
ùx
devient négative pour des valeurs de x entre 0 et-^; cette valeur négative est à estimer cependant égale à 0, parce que, lorsqu'on a a: < -^» la somme des deux premières sections
(>/: r >/) est plus petite que la troisième {n — x), par consé- <iu« lit ^iiiiéralement aucun triangle n'est possible. Eli se basant sur cotte remarque on a
-JV2x) a 2 2'-^
et, de par Téquation 3), la probabilité cherchée 5) P = Sl,2 — 2.
17. Remarque. — Le cas observé dans la solution du problème ci-dessus, la fonction qui exprime une probabilité dépendante d'une ou de plusieurs variables délaissant le domaine des valeurs des fractions positives propres, se répète fréquemment dans le traitement analytique de questions analogues. Le * devenir négatif » de la fonction montre que l'événement en question avec la valeur attribuée aux variables ne peut pas se réaliser, tandis qu'une valeur de la fonction, franchissant l'unité positive indique que l'événement DOIT SE RÉALISER nécessairement.
Pour de tels cas, Hugh M'Coll, dans le XV*^ tome de
1'" Educational Times „ page 20 et pages suivantes, a donné
un procédé dont les traits principaux doivent être développés
ici brièvement, pour pouvoir l'appliquer plus tard à quelques
questions.
l. La valeur limite de laquelle la somme ^^ ^{x).Jx s'ap-
proche, avec Jx diminuant infiniment, par conséquent avec le nombre de termes augmentant infiniment, supposé que pour des valeurs négatives de (f (x), 0 est posé, pour des valeurs de (p (x) positives, dépassant l'unité, l'unité est posée, doit être
désignée par le symbole f <p (x). px.
De cette définition résultent immédiatement les formules suivantes.
Entre les limites a et i, a-t-on constamment y (ic)< 0? Dans ce cas,
f9>{x)'Pr ^ ro,dx=^o.
La fonction y (x) reste-t-elle dans le domaine désigné des valeurs une fraction propre? On a
Ty (x) . px = ffp [x) . djé.
Le signe px peut donc être remplacé par dx,
La fonction (f (x), entre les limites d'intégration, est-elle constamment positive et plus grande que 1? On a b b
Ç<f (x) . px = Cl , dx = b — a.
Si plusieurs des cas cités se présentent ensemble l'intervalle d'intégration est à décomposer correspondamment.
Cela dit, y (x) indique pour chaque valeur de x entre a
et b la probabilité d'un événement dépendant de x; ensHite,
di* T est la probabilité d'une valeur déterminée de ic, sise
dx entre a etb; (p{x) . ._ marque la probabilité pour qu'avec
cette valeur particulière de x l'événement attendu se réalise et
—- ^ l^{x).px
la probabilité de cet événement lors d'une valeur de x arbitrairement choisie à l'intérieur des limites désignées.
3. La fonction (f [x] change-t-elle sa forme dans le domaine des valeurs de x, et la fonction y, (x) est-elle valable pour des valeurs de x entre a, et a^; (f^ (x), pour des valeurs de x entre a^ et a,; ... ff„-\ (x) enfin, pour des valeurs de a; entre a„-i et a„? La probabilité de l'événement attendu pour une valeur de x prise à volonté entre a, et a„ est égale à
4. La probabilité à déterminer dépend-elle de plusieurs grandeurs indépendamment variables à l'intérieur de limites données? On procède comme si tout d'abord toutes les variables, moins une, avaient des valeurs données, et on cherche la probabilité pour une valeur prise arbitrairement de cette seule variable. Avec cette probabilité, on procède de la même manière relativement à une seconde variable et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes les variables soient éliminées et la probabilité est exprimée en nombres donnés.
Dans l'application de ces règles au problème X, le calcul pour q se serait présenté ainsi :
18. Problème XI. — Une droite de longueur donnée a est partagée arbitrairement en quatre parties. Trouver la probabilité pour que la somme des carrés de quelques trois parties soit phis petite que le carré de la quatrième partie.
Solution. — Les quatre parties peuvent être désignées par XyyjZ.a — X — y — z. Chacune de celles-ci peut se trouver entre 0 et 3, par conséquent la probabilité d'une combinaison déterminée des valeurs est :
.. ^ dx dy dz 6 , , ,
1) D • — '— ' = — r- dx du dz,
en considération du nombre des permutations des lettres Xf y, z. Les combinaisons favorables ont à correspondre à la condition
2) x''-{-y^-\-z^^(a — x-y-zY
et encore à trois conditions semblablement formées; chacune est remplie avec la même probabilité. Il suffit donc de découvrir et de quadrupler la probabilité de l'une de ces conditions, par exemple de celle notée ci-dessus.
De 2) résultent les relations plus explicites :
^(a — xY — x^
La première s'obtient par la résolution de 2) suivant ^, la seconde par l'exigence que la limite ni de z doit être une quantité positive, de même la troisième par l'exigence que la limite y de y doit être positive. La probabilité totale est donc obtenue en multipliant par 4 l'intégrale de l'expression 1) étendue au domaine des valeurs, limité par les relations 3), c'est-à-dire est
dz
'{a — X — yY — X* — y^
Décompose-t-on la fonction artificiellement divisée en les parties constituantes
Il vient par suite :
P -^fl^" - ''^^ - ^' + i(«- «')*+«:'! l ■ %flt/] d-
et, par intégration par parties, en posant
s'obtient enfin facilement 4) />==6 4-7r— 12/.2.
19. Problème XII. — De n longueurs également longues^ on (iérou/H nrhifrairement de chacune un fr<nfinent; tromper la probfthilifé pour que la r'**"* puissance du nombre de mesure du plus grand fratf}np))f soit plus grande que la somme des r'*™*» puissances des mniihrc^^ de mesure des autres fragments.
Solution. — La longueur commune des longueurs données prise comme unité, soient x^^ x^, ... Xn les longueurs des fragments découpés. La probabilité de quelqu'une combinaison des valeurs de celles-ci est dx^ dx^ ... dxn-
Supposé que le premier fragment soit le plus grand, on doit avoir
et comme chaque fragment peut être le plus grand avec la même probabilité, la probabilité résultant de la supposition susdite n'a besoin d'être prise que n fois; la probabilité totale de l'événement en question est conformément à cela
2) p = n I dœ, 1 i... jda;idcc^,..dx„^
l'intégrale multiple étendue au domaine des valeurs des variables, caractérisé par 1). Par les substitutions
Xf = a?| Çj, Xj^^ = Xi^ ss; ... Xfi^ == x^ ç«, il vient
l'intégrale multiple étendue présentement à toutes les combinaisons positives des valeurs des nouvelles variables ?«,... ?« qui se concilient avec la relation
~ 28 — La valeur de cette intégrale est (*)
et comme de plus \ ^ /
on obtient finalement
Pour r = 1, on reçoit par la formule générale 4)
(') Après introducfcion des limites s'énonce l'intégrale :
Partant de l'intégrale triple générale
»/'=// / ip/— ï yin—l zn—l dx dy dz
se livre, par exécution successive des intégrations avec l'emploi de la formule suivante à démontrer facilement :
en premier lieu
! ^' = -i- Tv-i dx Cy"^-^ {\-x- yT dy
^ r(w) rHr(w + i) r (/) r (m -f h -|- 1)
r(n + l) *r(w + n-fl) * r(/-f m-fn + l)
et lorsque particulièrement 3 est le nombre des longueurs, il vient
manifestement cela ^est la probabilité pour qu'avec trois longueurs prises sous une limite commune il ne puisse être formé un triangle (*).
Pour r = 2, on obtient par l'équation 5)
')ii 1
et pour trois longueurs en particulier
c'est en même temps la probabilité pour qu'avec trois longueurs prises à volonté sous une limite commune un triangle OBTUSANOLE puissc être formé, c'est pourquoi la probabilité d'un triangle acutangle sous les mêmes conditions égale (')
et il est clair que cette marche peut être étendue à des variables nombreuses à volonté, par laquelle on obtiendrait
L'intégrale J, équation 1), de la résolution de laquelle il s'agit, se livre comme cas particulier de la présente intégrale, et cela en posant
r ' par conséquent, on a eifectivement
(*) Comparer au problème VIII, n» 14.
(•) Comparer au problème X, n" 16,
Les deux derniers résultats peuvent être vérifiés facilement par la voie géométrique. A la totalité des combinaisons des valeurs positives des variables x^, a:,, x-, laquelle est caractérisée par
Xt^l, Xi^l, iCs^l,
correspond géométriquement un cube OG (fig. 7), de côté 1; les totalités des combinaisons positives des valeurs des mêmes variables qui satisfont aux conditions
a;,« ^ V + ^sS ^«' ^ -^s' + x^\ x,^ ^ a-,« + x^^
sont représentées géométriquement par trois cônes, qui, en 0, ont leur sommet commun et dont les surfaces de base sont les quarts de cercle AEF, BFD, CDE.
De là résulte, pour la probabilité pour qu'une des conditions susdites soit remplie, ou pour qu'avec les longueurs x^^ a?,, a?., un triangle obtusangle se laisse former, l'expression
comme plus haut.
20. Problème XIII. — Dans les côtés d'un quadrilathe donnée sont pris à volonté quatre points. Quelle est la prohahilité pour que leurs lignes de jonction se couj)€nt dans l'inférieur du quadrilatère?
Solution. — Soit ABCJJ (fig. 8) le quadrilatère donné; AB = a, 30 = b\ CD = c, DA^d.
1. On se représente premièrement deux des points P, Q pris dans des côtés voisins et on pose BP = x, BÇ = y. Un troisième point li est-il choisi maintenant à volonté dans i^Çy
Ainsi, le quatrième point S, lorsque PC et RS doivent se couper à l'intérieur du quadrilatère, peut être pris arbitrairement dans le tracé des lignes PADC dont la longueur est c -{■ d -\- a — X, Le nombre de telles lignes RS est mesuré par (c -\- d -\- a — x) y. — Le troisième point R est-il pris dans P5V Un cas favorable a lieu lorsque S tombe sur le tracé des lignes ADCQ dont la longueur est c -\- d -\- h — y. La quantité de telles droites i?<Sest(c -f d -\-b—y)x.
Comme enfin la quantité des '^ ^
lignes PC qui, sur BA, sur BC, forment les sections x^ y, est exprimée par dx . dy, le nombre des cas favorables, qui résulte de cette adoption, est
\ff\{c-i-d-\-a-x)y + (c-\-d-]-b-y)x\dxdy
I ==±.ab\ab-{-(a-{-b){c-i-d) j.
Des expressions similaires pour les trois couples restantes des côtés contigus, s'obtiennent par permutation cyclique des lettres, savoir :
2) -^bc\b€-{-(b-\-c)(d-{-a)\,
3) ^cd\cd-{-(c-{-d)(a-hb)\,
4) ^da\da-\-{d-\- a) (b + c) j.
2. Maintenant les deux premiers points P, Q' peuvent tomber sur des côtés se faisant face; soit alors CQ' = z. Selon qu'à présent le troisième point R vient à se placer sur BP, BCj CQ\ les situations favorables de <S sont comptées respectivement par
rf + c — ^, a -\- c -\- d — X — Zj a -\- d — x.
Le nombre des cas favorables, qui résulte de cette deuxième adoption, est par conséquent ,
f f \((l -\- (^ — ^)^ -\- (n \- c-\- â —œ — z)b-\- (a~\ d -]-x)2\dûcdz
==-^ac\ac + 2bd-h{a + c){h-{-d)\.
Les points P, Q' sont-ils pris dans une autre paire de côtés se faisant face? De là naissent
6) ^bd\bd-{- 2ca ^ (b -\- d) {c -\- a) \
cas favorables.
Les cas favorables sont épuisés ; seulement les expressions 1) à 6) doivent être multipliées par 4, puisque P peut être permuté avec Q et R avec S
Comme maintenant les cas possibles sont comptés par (a -\- b -\- c -\- d)*, la probabilité demandée est
^2(ab -\- ac + ad -\- bc + bd -^ cdf —iabcd . ^ {a + b + c-\-dy
Pour un parallélogramme, oîi a = c, b = dji\ vient
{a^ -\- 4:ab + b^Y — 2a^b^
et pour un losp ige
^ S(a -\- by
21. Problème XIV. — Dans chaque côté d'un triangle régulier est pris à volonté un point. Trouver la probabilité pour que les trois points déterminent un triangle acutangle.
Solution. — Nous demandons premièrement la probabilité pour qu'en un des trois points, par exemple en P, dans /i(;((ig. 9), un angle obtu prenne naissance; si nous appelons celle-ci q^ la probabilité réclamée est
Manifestement il suffit de limiter en premier lieu le point P à la moitié CM du côté BC. Pour le dessein du compte des cas favorables on joint P à ^ et mène PH rectangulairemeut à FAf PK perpendiculairement h BC,
FJk. U.
Maintenant soit Q un point quelconque dans A C; on le joint il /' et l'on mène PR rectangulairement k FQ. On reconnaît sans peine qu'en P un angle obtu prend naissance lorsijue le troisième point ^' toinltc dans l'étendue Bit. Relati veinent à la situation de Ç, trois cas sont à distinguer. Ç est dans CH: toute situation de S dans A B est favorable; Q tombe dans rétendue HK : le nombre des situations favorables de S, comme cela est déjà dit, est mesuré par BB; enfin Q tombe dans la section KA : il n'y a pas de situation favorable de S.
Si l'on pose CP ^ x, CÇ = y, BC=CA = AB= 1, on obtient pour la quantité des combinaisons des trois points, favorables à la naissance d'un angle obtu en P, lorsque P reçoit toutes les situations dans CM, l'expression
j'CH .dx -\-fjBR . dx dy; o u tu
on obtient, pour les situations de P dans MB, la même quantité de cas favorables, et puisque la quantité des cas possibles comporte 1.1 .1 = 1, on a { 2) q = 2j [CH +fBB . dy] dx,
Pour le moment, soit l'angle BPB = a, l'angle BBP = ^: il s'ensuit dans le triangle BPB
sin et
BR
sin §
Du triangle KPQ, où QK = CK —
l'angle yA^P = 30^ résulte
CQ == 2x — y et
sm a =
par comparaison des angles dans les triangles BPR et CPQ, se donne ensuite
^ + u = lCQF + lCPQ,
ou
^4-a = 30«-f«4-Z CPQ,
d'où
^ = 30« + / CPQ et
5in ^ = -L ^o.«* CF(? + -Y" sin CPQ; dans cette équation,
stnCPQ = f^^^^^j^. ^osCPQ=y^^-^p^^^-pr^; parla
5) stn fi == 277^-
Si l'on substitue les valeurs de 4) et de 5) dans l'équation 3), on obtient
6) BR = (1 —x)(2x- y) ' X -]- y
Si R tombe du côté de A, Q vient vers H; par conséquent CH est la valeur de y s'obtenant en posant l'expression de BR égale à l'unité, c'est-à-dire que
7) CH=-y,-2x-\-^-\-^^;
enfin
8) CK=y,^2x,
On introduit les valeurs de 6), de 7), de 8) dans l'équation 2) ; il vient
la première partie de la dernuire intégrale est calculée facilement par intégration par parties.
Après cela, la probabilité réclamée suivant l'équation 1), est finalement .^-^^-^^
22. Problème XV. — Sur h trait iVune ellipse sont pris à rohtuiê trois points. Rechercher la cofidition sous laquelle avec Il s r<ii/iuis (h courbure de ces points^ arec certitude, un triangle peut rtic fortnê.
Solution. — Les rayons de courbure des trois points sont désignés par Çi, Çj, ç»; il doit être satisfait à la condition
Qx 4 ^i > Ç.V
ainsi qu'à deux conditions similaires. Si a, b sont les demi-axes
do rollipse,-y- est la plus grande, — la plus petite valeur de q;
par conséquent, les conditions de la question sont certainement remplies quand on a
ou
ou quand on a l'excentricité numérique *<(l-2"^)^
'2^. Problème XVI. — A une ellipse, représentée par les
équations
X = a cos d, y = b sin B,
sont tmnrrs des tangentes en deux points qui répondent à des ralriiis <iii/itraires de 0. Trouver la probabilité pour que le point d'intersection de ces tangentes tombe sur une surface annulaire limitée par deux ellipses données, semblables, semblablenievf placées cou cent riqvement à la première ellipse.
Solution. — Les équations des trois ellipses peuvent être écrites sous la forme :
Si d,, d, sont les arguments des deux points pris à volonté sur la première ellipse, les tangentes en ces points ont les équations :
y = cota u, . X -\ — -. — ^r'
f/ = — coig B^.x -\-
et leur point d'intersection a les coordonnées :
cos-^{e,-i-e,) sin l (6^.-h«,) x = a = » y = b . ;
il se trouve par conséquent sur l'ellipse
Un cas favorable se présente aussi souvent que cette ellipse vient à se trouver entre les deux dernières de 1), c'est-à-dire lorsqu'on a
ou
De cette condition, résulte la probabilité cherchée suivante :
2 71 fjn — 2 «
f (de, de.
f fde, de^
numérateur et dénominateur donnent ici seulement la demiquantité des cas favorables et des cas possibles, parce que l'un et l'autre sont formés sous la supposition e, > e,.
Pour a = 0 et /î == -ô-, comme ce doit être, /> = 1.
24. Les problèmes suivants de ce chapitre traitent des probabilités qui ne sont pas à désigner pour géométriques
(1.1 II- le sens étroit, mais qui y n|tp;ii ii» mimt on tant qu'elles (l»|)(inî('nt (le grandeurs variables d'wwr iiiiiiiît'''fr continue, en partitulici" de nombres. Comme il a «te nuntioiiin' déjà au n" 6, à un intiiil)iT pris arbitrairement, correspond un point dans une droite donnée, et c'est à ce point de vue que ces questions doivent être classées ici.
25. Problème XVII. — Trouver la probabilité pour que réfjuation z* +pz -hq = 0 possède des racines rhlleSy lors'/iir sry coefflcients p, q reçoivent toute valeur '/udronf/m' enfrr / >? /imites respectives it P, dr Q.
Solution. — On considère les valeurs de p, de q comme les coordonnées Xy y d'un point d'un plan; aux combinaisons des valeurs des coefficients, correspondent les points d'un rectangle dont les angles ont les coordonnées zfc P, i (>; la surface de ce rectangle, 4 PC, est une mesure de la quantité des cas possibles.
Mais les racines réelles sont liées à la relation q'^-r- P^ ou
laquelle, lorsqu'on prend le signe inférieur, représente une parabole qui sépare le rectangle mentionné des cas possibles en un domaine des cas favorables et en un domaine des cas défavorables.
a) Est Ç > -j- P*? La parabole a la position indiquée dans la
fig. 10 et le domaine (haché) des Fig- «o.
cas favorables a la superficie
2P(> + 2^P-^P^ = 2Pe+-^P3,
la probabilité demandée est, pour ce cas,
fi) Pour le cas Ç < ^ P*, la parabole prend la position indiquée dans la tigure 11 (p. 38); ie domaine des cas favorables a la superficie
la probabilité correspondante est
iPQ-2.fQ.2\/Q=iPQ-fQ\^Q,
2) /7_l_AV£.
Pour le cas limite Q =-j-i^, les formules 1), 2) fournissent
la même valeur, 7t = -^.
Le cas spécial P = Ç = 1 est à traiter par la formule 1)
Fig. n. . , 13 ,,,
qui donne ^ = qT ( )
Problème XVIII. — Utie
équation quadratique de la forme ax^ -h bx 4- c =0 est écrite au hasard, cependant avec des coefficients réels. Quelle est la probabilité pour que les racines soient réelles ?
Solution. — Pour la solution de cette question, un chemin semblable à celui suivi dans la question précédente pourrait être parcouru, et on serait conduit ainsi à des relations stéréométriques. Dans ce qui suit, une solution analytique, fondée sur le procédé donné par Hugh M'Coll (v. n"" 17) est communiquée.
Le " devenir imaginaire „ des racines de l'équation offerte est lié à deux et seulement à deux conditions :
1. que a et c soient écrits égaux; la probabilité de cela est-p- ;
2. que b soit numériquement plus petit que 2 V^^'î 1^, probabilité correspondante est appelée q.
Par suite, on a
(i) L. Lâlânne a donne la voie suivie ici pour la solution do la question présente dans le mémoire, cité déjîi en un autre endroit (n" 16), du Journal de Liouville, 1879; cependant il n'a pas effectué la distinction rencontrée ici des cas «), /S) et a présenté erronément la formule 1) comme valable pour toutes les valeurs de P, de Q.
la probabilité pour que l'équation écrite possède des racines iiiiauinaires. Il reste donc à découvrir seulement y, dans la supposition de valeurs positives de e/, de b^ de c.
En premier lieu, les trois nombres peuvent avoir une limite commune, finie, n. La probabilité pour qu'une valeur de b prise arbitrairement, lors de valeurs particulières de a et de c, satisfasse à la seconde condition, est exprimée, dans cette supposition de limite commune, par
2\ ac du de "^ n n w '
car — — est la probabilité pour que 6 possède une valeur
entre 0 et 2 \ac, et — , — sont les probabilités des valeurs
particulières de a, de c. La probabilité totiile pour que la seconde condition, avec des valeurs quelconques des trois nombres a, b, c, soit satisfaite, égale
1 /*pa {'2\ ac q = — / ^— / — ^^ — .pc; ^ n I n I n '^
les symboles />a, pc sont mis pour da, de, parce que, premièrement, il faut rechercher l'étendue dans laquelle la fonction se trouvant sous l'intégrale est une fraction propre.
Cette étendue est 2 V oc ^ ^
n = ' tant que
— Aitt
Cette condition est sûrement remplie lors des valeurs de a
pour lesquelles « ^ -j- w, parce qu'alors -j— franchit la limite
n de c; au contraire, si l'on a a > -r- n,-. — demeure consé-
quemment sous n, et 2 - — , jusqu'à la valeur c = -j— seule-
ment, est une fraction propre; au delà de cette valeur, une fraction impropre.
Conformément à cela, lorsque d'abord l'intégration est
exécutée par rapport à la variable c, pour a <^ . n, on obtient
1 h \IVc 1 /"2 V^ / 4 /"TT
— / — ^ pc = — / — ~ de — -.— \ / — ;
par contre, pour o^-j- ^i
1 r2\ac 1 I r2\ae, , T. , ) , n
- / —^ pc -= — / — ^ dc-\- / 1 . (Ir\ _ 1 — —- ;
il en résulte finalement
i-ilfW^p"-^- J{^--^h !
-i\fW^'^^f{^-^H
Si l'on introduit cette valeur dans l'équation 1), on a la
probabilité de racines imaginaires
et de là, la probabilité de racines réelles
l'une et l'autre sont indépendantes de w, par conséquent valables aussi pour une valeur infiniment grande de cette limite (•).
(») Voir dans l'Educ. Tim., tome XIX, page 26, une autre solution qu'a donnée J. J. Sylvbster de ce problème posé par lui.
27. Problème XIX. — Comhlcn grande est In prohahififé pitur <jU(: l'éff nation cubique z* -|- pz -h Q — 0» dont les coefficients peuvent avoir des valeurs quelconques entre les limites nspertives i: P, db Q, fie^ fournisse que des racines réelles?
Solution. — On envisage de nouveau p, q comme les coordonnées jc, y d'un point du plan; le domaine des cas possibles . >t iiniitt , en représentation géométrique, par un rectangle dont les angles ont les coordonnées ± P, ± (> et dont la superficie est donc 4 jPÇ.
Si les racines de l'équation doivent être réelles, les coeffi-
Oou
cients doivent satisfaire à la condition (^ ) + ( .i~)
pour le signe inférieur, cette condition représente une parabole semi-cubique, par laquelle le rectangle, plus haut mentionné, des cas possibles, est séparé en deux domaines, celui des cas favorables et celui des cas défavorables.
Fiif. 12.
a) Est Ç« ^ ^ P»? La parabole a la position indiquée dans la fig. 12 et le domaine (haché dans le dessin) des cas favorables a la superficie
2 T^_ 8 Va A
X dx^
la probabilité correspondante est
P) Pour y* < -^ P", la parabole prend la position indiquée
dans la fig. 13 (p. 42); le domaine des cas favorables a la superficie
2PÇ
-.feA.-
PQ
et la probabilité de racines réelles s'exprime par
^\çi
Fltf. i:{.
Pour le cas limite Q^ == ^> P^
les deux formules 1), 2) fournissent la même valeur, savoir
Au cas spécial P = Q = l, \a formule 1) est à appliquer et elle donne _
28. Problème XX. — Combien grande est la probabilité pour que toutes les racines de l'équation cuhlqve ax^ + bx + c==0 soient réelles, lorsque les coefficients a, b, c peuvent avoir des valeurs réelles quelconques.
Solution. — De la condition générale pour les racines réelles,
résultent les deux conditions particulières : 1) que « et 6 soient désignés inégaux; 2) quant à la valeur numérique, que soit
^(ib^Y '^\Wa) '
La probabilité de l'accomplissement de la première condition
(•) Comparer à la note du n» 25. Pour le présent problème, Lalannr n'a piis pris en considération la différence des cas «). ?) et a représenté la formule 1) comme généralement valable. Les valeurs spéciales de /7 pour P — Q =i\ (pour des équations quadratiques et cubiques) ont été communiquées par liALANNE déjà en 1876 dans un mémoire (v. Comptes rendus, 1876, page 1847 et pages suivantes).
est -^ ; relativement à la seconde condition, la probabilité
s'énonce o) ; puis, on a la probabilité demandée
La probabilité pour que, lors de valeurs particulières de a et de i, une valeur quelconque de c — supposé que a, ô, c se trouvent sous une limite commune — remplisse la condition susdite, est
J_ / ^^' y r^g dh n \ 27 a / n n *
par conséquent ^ ,
1 rpa ri /u^W
II reste de nouveau à rechercher l'étendue dans laquelle la fonction sous le signe d'intégration demeure une fraction propre.
L'étendue est ^ / ±hi\l
lorsque <
cette dernière condition est remplie pour toutes les valeurs admissibles de è, lorsqu'on a
3 (-J-I ^ '^ ou a ^ -^ w; par contre, jusqu'à la limite déterminée par 2), lorsque
^ 4 ou a ^ -^ M.
Donc on a pour a ^ -^ w,
et pour a ^ -„„- n,
= 1 il en résulte ensuite
mm''"^j{^-UTyV'
ici l'on peut remplacer dans les deux parties pa par da^ parce que la fonction intégrée dans l'intervalle d'intégration correspondant demeure une fraction positive propre. Après le calcul de l'intégrale, il vient
si l'on substitue cette valeur dans l'équation 1), enfin s'obtient
''-iV'-Tî-
Comme cette expression ne dépend pas de la limite n introduite primitivement, des coefficients, elle est valable aussi lorsque cette limite augmente infiniment.
29. Problème XXI. — Datis l'équation ax* + 2hxy + by* = 1, les coefficients a, h, b prennent des valeurs réelles quelconqves. Avec quelle probabilité la section conique^ représentée par cette équation^ est-elle une ellipse^ est-elle imaginaire ou est-elle une hyperbole^ paHicxdièrement est-elle une hyperbole qui coupe les deux axes coordonnés en des points réels ou ne coupe qu'un ou aucun de ces axes ?
Solution. — Le genre de la section conique dépend des signes de a et de 6 et dépend de la valeur numérique du déterminant ^ = ai — A«.
1) La section conique est une ellipse lorsque a et 6 et ^ sont positifs; par conséquent la probabilité y relative est
1 1 /• r rda (ih dh ^\_
_ Jl l i I — — —
2) La section conique est imaginaire lorsque a et h sont nogatifs et que J est positif; la probabilité y relative est donc l.i mi'ine que la précédente,
8) La section conique est une hyperbole qui coupe les deux axes coordonnés en des points réels lorsque a et h sont positifs et que J est négatif. Conséquemnfient
J^ ^ i' rr da db^ dh _ b
P'~ 2 ' 2 n 'IT' n ~'Së
" " yâb
4) La section conique est une hyperbole et ne coupe aucun des axes coordonnés lorsqu'on a « < 0, i < 0, ^ < 0; par conséquent
5) La section conique est une hyperbole et ne coupe qu'un des deux axes lorsque a, b sont désignés inégaux; par suite
6) Enfin la probabilité pour que la section conique représentée par l'équation proposée soit en général une hyperbole est exprimée par
30. Problème XXII. — Deux personnes, A, B, s'accordent pour se rencontrer, un certain jour, en un endroit déterminé, mais ne conviennent pas du moment avec plus de précision qu'en ir phtrant entre 2 et S heures; chacune promet^ en cas d'arrivée antérieure, d'attendre Vautre pendant dix minutes* Quelle est la prohnhilité pour que ces personnes se rencontrent?
Solution. — Pour obtenir une solution générale, on considère l'espace de temps dans lequel la rencontre peut avoir
lieu comme unité de temps. Compté du commencement de cet espace de temps, soit x le temps après lequel A, y le temps après lequel B^ au lieu déterminé, arrivent ; par suite, x Qiy peuvent prendre toutes les valeurs entre 0 et 1.
Dès lors, si l'on envisage x Qi y comme les coordonnées d'un point du plan, le domaine des cas possibles est délimité par un carré, dont le côté et la superficie sont 1.
Puis, deux cas sont à différencier.
1. A arrive antérieurement à ^ et attend pendant l'intervalle de temps a ; la rencontre a lieu lorsque
1) œ<iy <^x+ a.
2. B arrive antérieurement à ^ et attend pendant le temps è; la rencontre a lieu lorsque
2) y<oo<y + h.
Pour délimiter le domaine dont les
points correspondent à l'une des conditions 1), 2), on construit (fig. 14) OR = a,OT=b, liS et T U parallèles h ON. Les points à l'intérieur de l'hexagone OTUNSli satisfont à 1) ou à 2j, les points à l'extérieur de l'hexagone ne satisfont à aucune de ces conditions.
Par conséquent, la probabilité d'une rencontre est (')
Pour l'application au cas spécial de la question, il faut poser
^{l-by^a + h-^{a^^ + b^).
-^ et on obtient comme probabilité de la rencontre
(*) H. Laurent donne, dans son " Traité du calcul des probabilités „ (Paris, 1873), page 67, une solution analytique de cette question, solution qui cependant est erronée et conduit à un résultat de forme logarithmique. En désignant l'espace de temps, complet, par T, celui de l'attente par r, Laukknt pose, pour la probabilité pour que Ji rencontre A arrivé plus tôt
(au temps t, calculé du point d'oiigine du temps 7'), l'expression -yrr • ,„_ , alors que l'expression devrait s'énoncer ; ' — r
conimo probabilité de la non-rencontre
31 Problème XXIII. — Un diamant brut de poids & est dirisé arbitrairement en deitx, en trois fragments. Su^pposé que la valeur croisse proportionnellement au carré du poids, la valeur mathématiijue, respectivement des deux^ des trois fragments, est à dérourrir.
Solution. — 1. La probabilité pour que l'un des deux
dx fragments ait le poids x, l'autre, donc, le poids a-x, est — ; si
l'on désigne par k la valeur de l'unité de poids, la valeur présumable des deux fragments est
La..-|.(„_^.).j'^^=|.ia,,
de manière que la perte de valeur à craindre s'élève à -tt- de
la valeur primitive. Cela correspond à une division réelle en
4 1 deux parties d'environ — et -^ du diamant.
2. Dans le second cas, la solution géométrique s'établit plus intuitivement et plus simplement que l'analytique. L'équation
rapportée à un système de coordonnées rectangulaires de l'espace, échoit à un triangle qui découpe sur les trois axes coordonnés l'étendue a. Si l'on désigne la surface de ce triangle par F,, l'élément attenant au point x, y, z du dit triangle par dFj on a
kC(x^ + y^ + z^)^f
pour l'expression de la valeur mathématique des trois fragments; l'intégrale est à étendre à la surface complète du triangle. Si l'on appelle r la distance du point ar, y, z au pied
de la perpendiculaire dirigée de l'origine sur le plan du triangle /perp. ==0- «V^)' on obtient x^ + y^ -}- z^ = r* + — ; l'expression ci-dessus s'énonce alors
L'intégrale du premier terme à droite exprime le carré du rayon d'inertie du triangle équilatéral 1) par rapport à un axe passant par le centre de gravité de ce triangle et dirigé normalement à son plan; comme a \2 est le côté de ce triangle,
on a
dF a*
et la valeur présumable des trois fragments égale par conséquent
la perte mathématique de valeur s'élève conformément à cela, à la moitié de la valeur primitive. Cela correspond à une divi-
sion réelle en trois parties d'environ -^, -^ et-^ du diamant.
32. La courbe de probabilité. — Dans les questions présentées jusqu'ici sur les probabilités qui dépendent d'une grandeur continûment variable, les valeurs de cette grandeur, entre des limites données, étaient supposées également probables; en conséquence, la probabilité pour qu'une valeur prise à volonté des variables, tombe dans un intervalle désigné, infiniment petit ou lini, était indépendante de la place de cet intervalle par rapport aux limites des variables et était stipulée seulement par la grandeur de cet intervalle.
Mais il y a des cas où les valeurs des variables ne sont pas à priori également probables. La probabilité pour qu'une valeur choisie à volonté appartienne à un intervalle déterminé infiniment petit x .,, x -\- dx dépend alors non seulement de l'étendue dx de cet intervalle, mais aussi de sa place, qui est caractérisée par la valeur initiale x; cette probabilité se ropréseute aualytiquement sous la forme
1) /> = y W dx.
La courbe dont l'oq nation est
2) >j = kff(x)
— k signifie une constante — donne une image intuitive du cours, de la marche de cette probabilité et est dite, pour ce motif, la couKBE de probabilité; elle s'emploie avantageusement, fréquemment dans la solution de questions relatives à la probabilité'.
Si l'on se représente un grand nombre de valeurs de x prises arbitrairement et dans le sens de cette représentation géométrique, projetées comme abscisses, on est conduit, dans Taxe des abscisses, à une série irrégulière de points, qui demeure irrégulière aussi, lorsque la quantité des valeurs de X ou des points croit à l'infini. La multitude, ou compacité ou DENSITÉ des points dans un élément désigné dx, ou la probabilité pour qu'une valeur ultérieure, prise à volonté, de X, tombe dans cet élément, est proportionnelle à l'élément de surface de la courbe 2), à l'élément de surface se trouvant au-dessus de l'élément dx ou, lorsque dx est envisagé comme constant, est proportionnelle à l'ordonnée de la courbe de probabilité, à l'ordonnée correspondante à la valeur initiale de l'élément.
Dans quelques cas, l'abscisse, dont l'ordonnée correspondante divise en deux parties égales l'aire complète de la courbe 2), porte le nom de valeur probable de x.
33. Exemple I. — Deux grandeurs A, B ont été mesurées; chacun de ces mesurages est entaché d'une erreur^ et toutes valeurs de cette erreur^ qui est liée aux limites =t a, sont supposées également probables. Trouver la probabilité pour que r erreur de la somme A -{- B se trouve entre les limites données et trouver la valeur probable de cette erreur.
Solution. — On désigne par x l'erreur du mesurage de Ay par // 1(11(111 de B, et on considère a?, y comme les coordonnées <i iiii point du plan; le domaine des combinaisons possibles des valeurs de a* et de y est rendu percevable par un carré MSFQ (Fig. 15, p. 50) de longueur de côté 2a.
Na
DB
Fixe-t-on son attention sur la combinaison des valeurs x^ //, qui conduit au point /?? L'erreur correspondante dans la somme yl + 2^ est
e= X -\- y = OE;
mais toutes les combinaisons des valeurs x, //, qui appartiennent aux points do la transversale CD du carré, inclinée à 45°, donnent la même valeur « = 0 A' de l'erreur des sommes. Fig. is. On fait EE' = ch; on
T tire CD' par E' paral-
lèlement à CD; à tous les points du trapèze C D D C correspondent ilN\ j N. des erreurs entre les
\g^ X limites « et « -f de; la
probabilité d'une erreur C dans cet intervalle est
q donc proportionnelle à
l'aire de ce trapèze, et celle-ci — quand de est constant — est proportionnelle à la projection de CD sur XX' ou sur Y Y', à la longueur CM. Donc, fait-on l'ordonnée EF = CM'i^ Les points F donnent la courbe de probabilité de la somme des erreurs *; la courbe se compose des deux droites XY, X' Y qui sont inclinées également vers l'axe des abscisses.
La probabilité d'une erreur entre les limites s= OEei 6 -{- de = DE' est
EE'F'F EF.de 2a
SO is
XX' Y 4a«
la probabilité d'une erreur entre 0 et * ,, OEFY (4«-
OE
de,
XX' Y 8a« '
la probabilité d'une erreur entre les limites i e
De l'équation
résulte la valeur numérique de Terreur probable dans A -\- B, savoir ^-^--^^'"^^ „
Remarque. — L'hypothèse faite plus haut, que toutes les valeurs de l'erreur d'un mesurage sont également probables, ne se trouve pas réalisée ou, dans les cas les plus rares, se rencontre réalisée de manière approximative. D'après la théorie des erreurs fondée par Gauss, la probabilité pour que l'erreur d'un mesurage se trouve entre les limites x et jr \- r/o", est
La courbe de probabilité
est une ligne transcendante se composant de deux branches symétriques qui se rapprochent asymptotiquement de l'axe des abscisses, chacune avec un point d'inflexion.
34. Exemple II. — Dans l'étendue AB = 1 est pris arbitrairement un point Y et ensuite dans rétendue A Y un second imnt X est pris arbitrairement. Trouver la probabilité pour que la longueur AX se trouve dans des limites données, et dérouvrir la valeur probable de AX.
Solution. — La probabilité pour que les points Y, X possèdent les distances déterminées y, x de A, est -^ ' — = — — -:
par conséquent, la probabilité totale pour qu'avec une valeur quelconque de // le point X tombe dans l'intervalle x ... X -\- dx, est
p=- dx I —- = — l .X , dx.
Celle-ci est dépendante de x et la courbe correspondante de probabilité est une ligne logarithmique qui se rapproche asymptotiquement de l'axe des ordonnées.
L'aire AXC{Y) (Fig. 10), qui se trouve au dessus de l'abscisse w4 X == ir, a la superficie
xl. — »
l'aire totale yiB(Y) a la superficie 1. Par conséquent, la pro- ^,.^ ^^^ habilité pour que ^Xsoit renfermé
entre des limites données j*,, x^ est
La valeur probable de x se donne par l'équation
X 2 et s'élève à un peu moins que -y- do AB.
Point» daiiK ili^H snrfaroiii
35. Problème I. — Dans une fgxire plane rJont la dêlmitation est formée par une courbe K cenfralement symétrique^ trois points P, Q, R sont pris arbitrairement. Quelle est la probabilité pour que le triangle PQR enserre le imnt milieu deK?
.Soient P, Ç, (Fig. 17) les deux points choisis tout d'abord. On mène par ceux-ci les diamètres A B, (■!). Le triangle PQR n'enserrera le point milieu 0 que lorsque le troisième point /»* tombera dans le secteur B()J)K, c'est-à-dire quand il est séparé, tant par le diamètre A Bj de Q, que par le diamètre C/>, de F; comme chacun de ces événements sinjples a la probabi-
lité -^» la probabilité composée de leur rencontre ou do
levénement en question est -^* "ô"™ T" ^^'
36. Problème II. — Dans la surface d'un triangle êquilatéral un point est pris à volonté; de celui-ci sont menées des perpendiculaires aux côtés. Trouver la probabilité pour qu'avec ces trois perpendiculaires un triangle acutangle se laisse former.
Solution. — La somme des trois perpendiculaires produites <laii> la question égale la hauteur du triangle; à la prise arbitraire du point dans le triangle, correspond conséquemment la division arbitraire de la hauteur en trois parties, et la probabilité pour qu'avec ces parties un triangle acutangle soit possible, a été trouvée dans le problème X, N** 16, égale à
37. Problème III. — Une cible circulaire de surface A a été atteinte par un coup de feu ; la j)robabiiité pour que celui-ci soit arrivé dans une partie limitée à volonté, de superficie a est
p = -V- • Quelle valeur prend cette probabilité lorsqu'il est su
d'un autre coup tiré contre la cible, que ce coup a atteint la cible <i u/ir distance plus grande, moins grande du point milieu fjue le coup précisément considéré':;'
Solution. — 1. On se représente la partie a de la cible découpée par des arcs de cercle concentriques décrits du point mi h* eu comme centre, en bandes élémentaires; soient r,, r^ les rayons extrêmes de ces arcs; la superficie de l'élément auquel les rayons x et x -\- dx échoient se figure alors sous la forme f{x)dx, de sorte qu'on a
a= / f{x)dx.
La probabilité pour qu'un coup atteigne la cible dans
(i) Comparer à la solution circonstanciée de C. Jordan dans le tome I du liull. de la Soc. Mathém. de France, page 256.
f{x)dx l'élément mentionné est '~^-— g— , r désignant le rayon de la
cible entière; la probabilité pour qu'un coup atteigne la
cible à une distance du centre, plus grande que x, est —^ — ^;
de là résulte la probabilité pour que le meilleur coup (qu'il soit le premier ou le second) atteigne la cible dans la partie a ;
'f(x)dx n{r^ — x^
Jf(x)dx — Jx^f{x)dx
la première intégrale du numérateur donne la superficie a. la seconde le moment d'inertie w de cette partie de la cible, pendant que le dénominateur est égal au moment d'inertie M de la surface totale de la cible, les deux moments rapportés à un axe normal à la surface de la cible, passant par son point milieu. Par conséquent, on obtient
Mais cela est aussi la probabilité du premier cas se trouvant en question : car là le meilleur coup doit frapper la partie a de la cible.
La probabilité pour qu'un coup frappe l'élément marqué
ilXi d X plus haut de a est \ ; la probabilité pour qu'un coup
l'atteigne à un éloignement du centre plus petit que x est
— ^; par conséquent, la probabilité pour que le plus mauvais
coup (indifféremment le premier ou le second) touche la partie a est
f x^f{x)dx
J(x)dx nx* i^ m
r. i.i .'^i rii iii.'iiio temps la pi-<»lMl>iIii''' du second cas de la question : car là il s'agit que le plus mauvais coup puisse frapper la partie a de la cible.
REMABQue. ^=^0n a />, -f />, = 2 -^ = 2/? ; cela doit être,
puisque la somme du premier membre signifie la probabilité pour que de deux coups, l'un — le meilleur ou le plus mauvais — touche la partie a de la cible.
Si les rayons d'inertie de A et de «, par rapport à l'axe déterminé sont également grands, c'est-à-dire si l'on a
la relation intéressante
est trouvée.
38. Problème IV. — Dans la surface d'un cercle donnée deux points P, Q sont pris arbitrairement. Trouver la probabilité pour que le cercle décrit de P comme centre avec le rayon PQ soit dans le cercle donné.
Solution. — On choisit le rayon du cercle donné comme unité; la probabilité pour que le point P se trouve à l'éloignement x du centre, c'est-à-dire dans l'anneau circulaire ayant
pour rayons x et x -\- dx, est — — ^— = 2x.dx\ si Q tombe,
lors de cette position de P, dans la surface d'un cercle décrit de P avec le rayon l — x, il est correspondu aux conditions de la question; la probabilité de ce second événement simple
est '^-=^' = (1 _ x)«.
Par là, la probabilité totale, composée de l'événement en question s'obtient :
p= I 2x (l — xY dx =- -i-
39. Problème V. — Deiix^ points P, Q pris à volonté à l'intérieur d'un cercle donnée sont reliés entre eux et avec le centre 0 en un triangle. Trouver la prohabilité pour que la circonférence circonscrite à ce triangle soit renfermée dans le cercle donné.
Solution. — Que le point F vienne à se trouver à la distance OP = X (Fig. 18) du centre; la probabilité pour qu'il en soit 27txdx
ainsi s'élève à
TT
= 2xdx; lorsque, comme précédem-
ment, le rayon du cercle donné est pris pour unité. II reste à rechercher maintenant les positions favorables
de Q pour cette position de P.
On mène la corde AB rectangulairement à OP et on Fig. 18. décrit des circonférences sur les
rayons OA, OB comme diamètres; soient C, D leurs centres; la centrale CD coupe les circonférences aux points E^ F, On reconnaît aussitôt qu'aux conditions de la question il sera correspondu lorsque le point (? vient à se trouver dans une des surfaces FF OAF ou F EOFB. La probabilité pour que
lors de la position prise par P, le point Q reçoive une position
favorable est exprimé conséquemment par
ar . FFOAF + ar . FEOBF
Si l'on pose l'angle OxiF =^ 0, la somme se trouvant au numérateur, considérée comme double surface du cercle C diminuée de la double surface de OEVF, devient égale à
TT — ^ -\- sin 6 cos
La probabilité totale, composée de l'événement se trouvant en question est par conséquent
/ ^-n — B + sin S cas 6 2x dx . 1 n
^Jin^oe
+ 2 siti e cas S) si H 6 cas » ^/ d = ' — ( ')
40. Problème VI. — Dafis un rayon (juclrçnfjue d'un rercle donné, deux points sont pris arbitrairement et un troisième point est pris arbitrairement dans la surface du cercle; trouver la probabilité pour que les trois points soient les sommets d'un trianr/le acutangle.
Solution. — Soient P, Q (Fig. 19) les deux premiers points pris dans le rayon OA mené à volonté, lequel servira comme unité de longueur; on pose OP==x, 0 Ç -^ !/; dxdy est la probabilité pour que les points P, Q possèdent la position prise.
Pour obtenir les positions favorables, dépendantes du troisième point P, on mène par P, par Q rectangulairement à OA des cordes BC.DEei on décrit sur PQ comme diamètre un cercle. Aussi souvent (|iii' /»* tombe entre les cordes, cependant à l'extérieur de ce cercle, il est correspondu aux conditions de la question. La probabilité donc pour que lors des positions prises par P, Q une position favorable de P ait lieu, est
(*) Dans cette forme, le problème a été établi et résolu par le professeur Seitz, dans l'Éduc. Tim., tome XXXII, pag. 106. Le problème présenté par Watson dans rÉduc. Tim., tome XXVI, pag. 77, est identique au présent problème, la solution communiquée là, de C. Leudesdobf, donnant le
résultat -.-^' est inexacte, parce qu'elle ne correspond pas à une répartition
uniforme des points sur la surface du cercle.
r ii 11
\arccosx — (1 — x-^) î — \arccosy — (1 — if)'i
La probabilité totale, composée de l'événement susdit, à la considération de ce que P et Q peuvent être permutés, est conséquemment
Tt
j j \\(irccosx — x(i — x^)'i\ — \(irccosi/—{/(l — 1/^)'^\
-^-7r{y = xY dx dy
/ \(trccosx — x(\ — x'^)'i-\-xarccosx—(\—x^)'i-{--:^(\
nn ^ - --' r-^
2 1 -^^(^-xr\dx
41. Problème VII. — Le milieu de la base d*un triangle est joint au sommet opposé; dans chacun des deux triangles partiels ed pris à volonté unpjoint. Quelle est la probabilité pour que la ligne de jonction des deux points coupe la ligne de base du triangle?
Solution. — Soit P le point pris dans le triangle BCD (Fig.20), on désigne les coordonnées obliques de P, DP', P'P par X, y; on pose AB = 2a, CD=^b; la probabilité de la position désignée
de Pest donnée par la fraction ~, — r * ^ lab
Pour découvrir les positions favorables correspondantes à P, du second point Q, on joint P k A. Seulement ^ •'*' lorsque () tombe dans le triangle ^Z>i^,
la droite P(> coupera la base, à savoir la moitié ^42> de celle-ci. Conséquemment, la probabilité d'une position favorable de Q est égale à
J ADE ^DE a y J ADG DC ~ b ' a\-x
i'\ I.t |ii<»l»al»nil«' fofjilr (le r«'V('FM'm('nf produit dans le I' \tr. pniii" toiiti'.s lus po^iLJuiis ilu poîiil 1' diUis lo tt'iangle
lit 7^ rM v-a\v, à
/' /g , y dxdy o_l_.
La mémo probabilité s'obtient lorsqu'on donne au point Q toutes les positions dans le triangle A CD, de sorte que la valeur définitive de la probabilité est égale à
42. Problème VIII. — Dans la surface d'un parallélo- (jramme donné, <l(ur i>(>int.^ sont pris arbitrairement; trouver la f>r<>/>tih)lif(' pour (pK /, \i r ligne de jonction coupe des côtés i)l>j)<>.<('s ilu para/lélvyj'dniuii'.
Solution. — Soit P (fig. 21) un des deux points; on pose AB = (/, BC =- b, l'angle ABC = ce et les coordonnées obliques de P, AP =-= ./• = a^, PP= y = bij; ainsi la probabilité de la position marquée de
T» . . , dx dy sin a
Pest exprimée par — -riyn t\ '
Nous considérons les positions /
de Q pour lesquelles la ligne jl^
PQ coupe les côtés contigus
.1^, BC et tirons, à cette fin, les lignes AC, APE, CPF;
un cas favorable arrive lorsque Q tombe dans un des triangles
A FP, CEP et la probabilité de cela est
J AFP 4- ^ CEP "^ ABCD '
par conséquent, la probabilité totale pour que les côtés contigus AB, BC soient rencontrés par PQ s'énonce
Fig 21.
XDyjj
1) ï - (ABCDy i l(^^PP+^ ('EP) dx dy un ce.
l'intégrale étendue à la surface du triangle ABC.
Si l'on exprime les surfaces des triangles en fonction des grandeurs a, h, ^, /; et introduit les limites correspondantes, on obtient
(J AFP-V^ CEP) dx dy sin a
= i- a^b^mi^a C HJ _-'^ r^ + —^ (1 - ^) ] d^ dri,
ou plus conformément au but proposé, en changeant dans la première partie l'ordre des intégrations
\ a^f/sbr- «j fdrj r[^J rjd^ + fd^ T^ (1 - ^) dr^ j
=^-Y^a^b^ sin^ ce.
Et si l'on écrit abréviativement pour dx dy sin cc^ d (J ABC) 2) f f{J A FP-\-JC EP) . d [J A B C) -^(^ A BC)%
l'intégration étendue au triangle ABC.
Et si l'on introduit la valeur trouvée dans l'équation 1), on a
... 1 /JABCY_ 1
^^ "^-TUBCDj-W
Pour les trois couples restantes de côtés contigus se donne la mémo valeur, de manière que la probabilité totale pour que la droite PQ coupe une couple de côtés contigus du parallélogramme est égale à
et la probabilité pour que des côtés opposés soient rencontrés
(>) Pour ce problème et pour le problènio précédent, il peut être dit que la probabilité demandée est indépendante de la forme et des dimenbiona de la ligure donnée. Uar tout tnangle dérive, par projection parallèle,
==-ti,lBOC^a.
Flg Ti.
4:^ Problème IX. — Dans la surf/trr r/'un quadrilafh-e convexe dont hs diagonales se divisent dans hti proportions X : (t — X) et fi : (1 — ii)f deux jH)ints sont pris arbitrairement; fi-nur, r 1,1 innhuhilité pour que leur ligne de jonction coupe les
Jrii.r i/l(f(f(nialr< dans le quadrUath'e.
Solution.— Soit ABCI) (fig. 22) le quadrilatère donné; 0A_. OB AC ' BD
Nous partons d'une position de l'un des points P dans le triangle ^-BCet nous cherchons les positions du second point Q, pour lesquelles la droite PQ ne rencontre que la diagonale B I) dans le quadrilatère, c'est-à-dire ne rencontre que la section OB
de celle-ci; manifestement, cela arrive quand Q vient à se trouver dans l'un des triangles AFP, CEP. La probabilité pour que la droite PC ne coupe que l'étendue OB est donc
JA¥P-\-J CEP d(J ABC) ABCD ' ABCD
(J A FP I J CEP) d{JAB C),
BD
«l'ïin triangle équilatéral. tout parallélogramme d'un carré, et les relations, (lesquelles il s'est agi dans les questions mentionnées, sont de nature projcrtivc: conséquemment la probabilité pour les deux figures reste la même. \\m> il est clair qu'elle ne peut pas dépendre chez le triangle équilatéral. relativement chez le carré, de la longueur du côU'. l*ar conséquent, il est admissible de partir dans le problème Vil d'un triangle isocèle ou équilatéral, dans le problème VIU d'un rectangle ou d'un carré.
Semblablement, on obtient pour la probabilité pour que la droite PQ ne coupe respectivement que l'étendue OD, ou OA^ ou 0(7, les valeurs
1 0J2 ^) '^^^ == T ZCi'
OA'-}-OC' , 0J5M- OD
et la probabilité demandée pour que les deux diagonales soient coupées est
6) ,> == 1 _ ry = -1 j 1 + 2(A + /i) - 2(^2 + /(') |.
Dans un parallélogramme X = ju = — - et les formules
5), 6) donnent les valeurs spéciales
44. Problème X. — Dans chacune de quelques trois faces d'un tétraèdre un point est pris arbitrairement; tromper la prohahilité pour que le plan mené par ces trois points coupe la quatrième face du tétraèdre ou pour que la section faite soit un quadrilatère.
Solution. — La figure 23 (p. 63) représente le tétraèdre projeté sur le plan de base. Soient P, Q deux des trois points, se trouvant dans les faces latérales ACl), BCD. Nous nous donnons premièrement la tâche de découvrir les positions du troisième point R dans la face ABD, pour lesquelles le plan déterminé par P, Q, P ne coupe pas la surface de base ABC, A cet effet, nous menons un plan par C, P, Q, qui coupe le
FiK, 23
totraèdro suivant le triangle CFK, nous nous imaginons co plan tournant autour do la droito l*(^ (cordi' du tétraôdrt'K jii>|ii il t ( t|u il passe par A, pour laquelle position limite, il rencontre le tétraèdre suivant le triangle A EL. — De plus,
LA SUPPOSITION EST FAITE, que
la droite APK coupe l'arête C /> plus loin de 1) que la droite liijU. Pendant cette rotation, le plan coupe le tétraèdre suivant des triangles, sinon toujours suivant des quadrilatères.
Par conséquent, pour que le plan passant par P, Ç, R ne puisse pas rencontrer la face de base du tétraèdre, le point 7^ doit être pris dans le quadrilatère A F KL. Pour la position choisie des points P, Q, s'obtient donc, comme probabilité de la nonsection de ^-BC, l'expression
AFKL d(JACl)) djJBCJJ)
JABD'
JACD JBCD On pose maintenant AD = a, Bl) = è, CD
les
== ax,
coordonnées obliques des points P, (>, savoir I) F
FF =■■ cy, DQ= hx\ Q'Q = cy\ ensuite, pour l'instant,
Puis on a
AFKL DA.DL— DF.DK
JABD
en cela
DL=^- DQ' {- Q'L
DA,DB
hx'^^ DL,(Vo\xDL== n
hx'
DF=DF -^F F-^ax^y.DF.iVoM DF
ax
DK = DQ 4- Q'K = hx' + // . DK, d'où DK =
donc on a ensuite . AFKL
''^ JABD
puis il vient
hx'
Par introduction des valeurs de 2), de 3) dans 1) et par intégration, on obtient la probabilité pour que sous l'hypothèse DË^DH le plan PQR ne coupe pas la face de base du tétraèdre, savoir
<7' = 4i / / i\ -, 7z z-jz -I dxdudx' du'
l'intégration à exécuter d'abord par rapport aux variables iF, y', étendue à la face BDE, l'intégration à entreprendre ensuite par rapport aux variables x, y, étendue à toute la surface du triangle A Cl). Par les équations des droites BE, A C, lesquelles équations s'énoncent
se donnent les limites d'intégration, et après introduction de celles-ci, s'ensuit pour la probabilité ci-dessus mentionnée, l'expression suivante indépendante de «, h, o, par conséquent indépendante de la forme du tétraèdre :
^ ^ ^ /i-Vy'-r^« — Hb — Wî"^^<v
J Jn-x^^y(l-y) l-,/ + l-y- y. l^r'"'
lorsqu'on introduit dans le cours du calcul pour » la valeur, •- DE AD
résultante de la relation ,j, „ — ^ #>
L'évaluation des trois premiers termes se fait sans difficulté. Le quatrième terme s'écrit après transformation
if'''"'
on décompose l ^ en une différence et on applique
aux deux intégrales résultantes, l'intégration par parties, en posant
l . {l — X — y), relativement ^ . (1 — x) = u, ^x(l-y)-2x^-h Y^\^x = dv,
et on est conduit à des intégrales de fonctions algébriques rationnelles.
On obtient finalement
La même probabilité se donne pour la non-rencontre de la surface de base du tétraèdre sous l'hypothèse DH ^ DE, de manière que la probabilité totale de cet événement égale
De là résulte enfin la probabilité pour que la surface de base du tétraèdre soit coupée ou pour que la section faite soit un quadrilatère, savoir
45. La surface de probabilité. — Les problèmes traités jusqu'ici, relatifs à des points pris arbitrairement dans un plan, avaient pour base la supposition de la répartition régulière des points sur le plan. Mais la loi de répartition peut être différente de cette forme la plus simple. Alors, la quantité des points dans un élément du plan ou la probabilité pour qu'un point choisi à volonté tombe dans cet élément est
dépendante non plus de la grandeur seule, mais aussi de la position de l'élément.
On considère, par rapport à un système rectangulaire de coordonnées, l'élément du plan; les points d'angle de l'élément ont les coordonnées (:r, y), {x + dx, y), (x -\- dx^ y -\- dy), (x, y + dy). La probabilité pour qu'un point pris arbitrairement appartienne à cet élément, dépendra et du produit dx dy, qui exprime la grandeur de l'élément, et aussi de x et de y, et, aura la forme
1) /> = y (^» y) dx dy.
Si la valeur
est dévolue au point (x, y) comme troisième coordonnée rectangulaire au plan des deux premières, l'extrémité de cette coordonnée engendre une surface qui rend percevable géométriquement la marche de la probabilité et peut être nommée
la SURFACE DE PROBABILITE.
La probabilité pour qu'un point choisi à volonté tombe dans une partie limitée, comme toujours, du plan est mesurée par le volume du cylindre droit reposant sur cette partie, limité par la surface 2), lorsque l'espace total se trouvant entre cette surface et le plan des x, y est pris comme unité.
Les courbes dessinées sur la surface de probabilité, pour les points desquelles la troisième coordonnée z est constante, donnent par leurs projections sur le plan des x, y des courbes
d'ÉGALE DENSITÉ DE POINTS OU d'ÉGALE PROBABILITE; ollcS SOUt
comparables aux isohypses des surfaces de terrain.
Parmi les courbes d'égale probabilité, celle qui pai-tage en deux parties le plan de manière que les espaces se tenant au-dessus de ces parties sont également grands, peut être désignée comme la courbe probable d'égale probabilité.
46. Exemple. — Les coordonnées rectangulaires f , r; d'un point dans un plan ont été mesurées; à chacun des mesurages peut adhérer une erreur entre les limites zh a, cependant la probabilité d'une valeur d'erreur diminue en proportion de sa
Kig. 24.
grandeur. Il faut découvrir la probabilité d'une position du point à déterminer.
Solution. — L'origine O du système des coordonnées dans 1.1 ti-iiro 24 correspond à la position vraie (inconnue) du point il fixer. La ligne ponctuée ACA' représente la répartition <1< s t'rrours dans les abscisses, la ligne BIJB' égale à la piriiiitre la répartition des erreurs dans les ordonnées; de |.lu> (>A -= OA' = 0B= OB' = a. Toutes les positions du point dans le carré MNS T sont possibles.
Nous considérons la position Pdu point, laquelle provient d'une erreur x=^ OQ dans l'abscisse et d'une erreur y ==- QP dans l'or- (Idiiiu'o, ou dit plus exacteiiiiiit : nous considérons les positions se trouvant dans le rectangle haché, de surface dx dy^ lesquelles dérivent des erreurs ./' à
, y à y h dy dans les coordonnées. La probabilité (i imt' position ainsi réalisée du point, comme celle d'un événement composé, égale
QQ\ dx RB'.dy _ {a — x) (g — y) dx dy
La surfiut 2)
JACA' JBDB
(le probabilité
(|iii ( (n rospond à ce cas, d'abord valable pour le quart OA MB <lii ( ;u lé, est un paraboloïde hyperbolique; les deux systèmes 1' ' - génératrices sont parallèles respectivement aux plans XO/j, y OZ. Comme (lignes) directrices du premier système, peuvent être envisagées A M et une seconde droite qui se trouve dans le plan VOZ, passe par B et est inclinée à 45** -III !<-> axes; les lignes directrices du second système sont l'M i[ une droite dans le plan XOZ, laquelle droite passe
par Â et est inclinée de 45" sur les axes. En vertu de la symétrie, pour les trois autres quarts du carré, des rapports analogues sont autorisés, de sorte que la surface totale de probabilité se compose de quatre paraboloïdes hyperboliques qui se coupent dans les plans des x, z et des ?/, z suivant des lignes droites.
Les courbes d'égale probabilité ont l'équation générale
sont donc des hyperboles équilatères avec les asymptotes MA^ MB dans le premier quart, NB^ iV^',dans le second, etc. (fig.25).
Remarque. — Si les erreurs suivent, dans les abscisses et dans les ordonnées, la loi de Gauss, la probabilité d'une erreur àe x h x -\- dx dans l'abscisse est exprimée par
h -**^* —f=z e ax,
celle d'une erreur yky-\-dy dans l'ordonnée par
Fig. 25.
SItt
dy;
puis, la probabilité d'un point dans le rectangle élémentaire (x, y), (x + dx, y), {ce -^ dx,y-{- dy), (a?, y -f dy) est
hh' -ih^^^ + k'^y»)
p == e dx dy
et la surface correspondante de probabilité
est une surface transcendante qui s'étend à l'infini et, dans le cas spécial // = h ', devient une surface de révolution. Los courbes d'égale probabilité ont l'équation
sont donc des ellipses semblables, concentriques et semblablement placées, appelées ellipses d'erreurs ; dans le cas spécial h = h' y elles sont des circonférences concentriques.
Foi II (m iIuiim TcMpaee
47. Problème I. - Dans une sphère de rayon r deux points sont pris arbitrairement; trouver la probabilité pour que leur èloignement réciproque soit plus petit qu'une longueur donnée c.
Solution. — La quantité de toutes les couples de points
dans la sphère est (ô ^''^)*« Si l'on désigne par g la quantité des cas favorables, on a
Pour trouver </, nous cherchons le changement dg que ce nombre éprouve lorsque le rayon de la sphère augmente de dr pendant que c demeure invariable. Aux cas favorables antérieurs se joignent ceux chez lesquels un des deux points tombe dans l'enveloppe sphérique infiniment mince dont les rayons sont r et r -{- dr-, les cas oii les deux points se trouvent dans cette enveloppe sphérique peuvent être négligés puisque leur mesure est d'ordre infiniment petit plus élevé. Si l'un des points est par exemple P (fig. 26), un cas favorable a lieu lorsque l'autre point Q tombe Fig. 26.
dans l'espace lenticulaire qui est commun à la sphère donnée et à une sphère décrite de P comme centre avec la longueur c comme rayon. Si Ton désigne le volume de cet espace par F, comme P et Ç peuvent être permutés, on obtient
dg = 2ATtr^dr.V.
L'espace lenticulaire se divise en deux segments dont la sur-
face de base commune a le rayon ^y^^* — ^*î 1'"" segment
appartenant à la sphère de rayon r a la hauteur ^ > l'autre
appartenant à la sphère de- rayon c la hauteur -^^ -;
avec ces dimensions, on trouve facilement
et ensuite
Par intégration, se donne maintenant le g cherché
2) g = S7t^ (-|- c' r' - -^ c' r* + cY
dans lequel, C est la constante d'intégration encore à déterminer. Par substitution de cette valeur de g dans la formule 1), on trouve
La remarque suivante sert à la découverte de C : pour c == 2r, toute couple de points pris arbitrairement a un éloignement plus petit que c; dans ce cas, 79 devient égal à 1; donc
oii résulte
De manière
que,
, finalement,
Remarque. — La remarque faite par S. Koberts est intéressante, savoir
_ 2 segments JD 2? -\- segment Â PB ^ "" volume de la sphère C '
une semblable relation s'obtient dans la question analogue dans le plan.
48. Problème II. — Dans chacune de deux sphères égales se touchant un point est pris à volonté; quelle est la probabilité pour (jue Véloignement mutuel des deux points soit plus petit que le rayon des sphères?
Fig. 27.
Solution. -- A, B (fig. 27) sont les contres des sphères «loiHicesi, ;• leur rayon. L'un des deux points, P, tombe dans un l'iément de la sphère A, élément qui est découpé dans celle-ci par doux surfaces sphériques, décrites de B avec les rayons x et ce -{- dx; si Von désigne la surface du segment sphérique CPD par i/, la probabilité d'une position ainsi réalisée du point P est
u dx
Pour découvrir les positions favorables du second point Ç, on décrit de P avec le rayon 2r une surface sphérique, qui découpe de la sphère B l'espace lenticulaire FEGHF; aussi souvent que le point Q tombe dans cet espace, dont le volume peut s'appeler v, il est correspondu aux conditions de la question. La probabilité de cet événement simple est
TT r^
par conséquent, la probabilité totale, composée pour que soit PÇ<2rest
uv dx.
Maintenant, on trouve facilement
V = — - (4r a:* — 3r* x — ar*), 2r ^
(■(luemment, on obtient
Jç-irsf' — af)dx=-^'
49. Problème III. — Dans une sphère sont pris arbitraire' ment trois points. Trouver la probabilité pour que les poitifs soient les sommets d'un triangle acutangle.
Solution. — Comme la probabilité demandée est indépendante du rayon de la sphère, tt est permis de prendre le point le plus éloigné du centre de la sphère dans la surface enveloppe de la sphère. Soit P ce point et soient Ç, R les deux autres points. Alors il sera à découvrir pour chacun des trois points la probabilité pour que l'angle dont il est le sommet soit un angle obtu, et comme ces trois événements s'excluent mutuellement, la somme de leurs probabilités donne la probabilité totale pour que le triangle PQR soit un triangle obtusangle-
En outre^ il est à reconnaître aussitôt que les points Q, R jouent le même rôle, donc que les probabilités y relatives sont égales.
1. Recherche de la probabilité pour que l'angle en P soit un angle obtu.
Nous fixons le second point Q (fig. 28), menons la droite P^4 normalement à PC et reconnaissons que l'angle QPR sera obtu lorsque le troisième point/?
tombera dans le segment PAB; ce qui est à attendre avec la probabilité
Fig. 28.
volume du segment PAB
ou, en posant OP bilité
volume de la sphère '
= r, PC = ç, Z OPQ = e, avec la proba-
7Tr^{l—C0Sey (2 + 003
(1 — ra'î(9)«(2-f ro««).
L'élément en Q de la surface de cercle, lequel élément correspond aux changements dq, dS de o, de ^, est q dB dg; par conséquent, l'élément do la sphèir m (j égale çdOdç . 2tiq >ni 0; conséquemment, la probabilité d'une position caractérisée par les arguments q, S du point Q est
2n Q' sinO dOdo 3 . . /. j/» , ~l ^2?^ **'* ^•
Des deux probabilités simples 1) et 2), résulte la probabilité totale, composée d'un angle obtu en P
1 ircos
p^ = A r /*(! _ cos Bf (2 -f cos B) Q^ sin BdB dç
0 0 n T ircosfi
(2 — 3 cos d -}- cos^ B) Q^ sin BdB dç
= {2 — ScosB-\- cos^ B) cos^ B sin BdB
2. Recherche de la probabilité pour que l'angle en Q soit OBTU. Avec la position invariable de Q, l'angle PQB sera un angle aigu lorsque le troisième point R tombe dans le segment CDB qui est découpé par le plan CD mené par Q normalement k PQ; ce dernier événement est à attendre avec la probabilité
A rTïT) \-7i:^'^il — cosB-{-^U2. + cosB—^
d.segm. CD^ 3 \ ^/ V rf
volume
volume de la sphère
^(l^cosB + ^y {2^^cosB-^^
et comme la probabilité de la position marquée de Q est la même que celle qui a été trouvée tantôt dans l'équation 2), la probabilité totale d'un angle aigu en Q est
■i ir cos b
/>y = g|^ f f(l — case -]-^y^2 -j- cosB — ^\ ç-'sinededç
T >ir cas a
g^ r r ^2 — 8 cas e -\- cos^ <9 -h 3 ^ sin^ B » 0 +S-^cose — ^\Q^sinededQ
de là, la probabilité d'un angle obtu en Q
5) Pc = j^;
de même, on a
Par 3), 5) et 6), s'obtient la probabilité pour que le triangle
PQR soit OBTUSANGLE
7) p — Pp + Pq -\-Pr = Yq »
et par là, la probabilité demandée, pour qu'il soit acutangle,
50. Surfaces d'égale probabilité. — Comme dans des lignes et dans des surfaces, dans l'espace, la disposition des points peut s'écarter de la répartition jusqu'ici supposée régulière. La probabilité pour qu'un point, saisi à volonté, tombe dans un élément désigné d'espace, dépend alors non seulement de la grandeur, mais aussi de la position de cet élément.
Si l'on l'apporto l'o^par-c à un systômo de coordonnées i<(l;iiiL:iil.iii rs c't coiiMiln .■ rdcimiit [lai allt'lii)ip('dique dont I(> • (M.r.loiiiu'es d'origine >«'iit x, //, z et dont lo 'linK-nsions sont dx^ (///. >i:. la probabilité d'un point de cet élément apparaît sous la forme
1) p = q>(x,y,z) </■' <hj <h, et la fonction
est proportionnelle à la compacité, à la densité des points dans l'élément considéré. Interprote-t-on le mot densité dans le sens que lui attribue la physique, en se i . pf -, ntant l'espace empli de matière? La probabilité d'un point dans une partie limitée, d'une manière quelconque, de l'espace, peut être marquée comme le rapport de la masse dans cette partie d'espace à la masse dans l'espace, totale, venant en considération.
Soit u == constante = cÂ:, il vient
cette équation représente une surface dans laquelle règne une égale densité des points ou une surface d'égale probabilité, parce qu'un point pris à volonté peut appartenir avec égale probabilité à des éléments d'espace également grands se joignant dans une telle surface.
51. Exemple. — Les coordonnées redaufjul aires d'un point dans Vespace ont été mesurées; à chacun de ces mesurages peut adhérer une erreur entre les li mites ±a, cependant la probabilité (/' ^''/-niir diminue proportionnellement à sa gran-
iliu,. ihrnmnr la probabilité d'une position du point à déternn/irr.
Solution. — L'origine du système de coordonnées, pris pour base de la considération suivante, est la position vraie (inconnue) du point à fixer
Nous considérons une position P ou mieux les positions voisines de ce point qui naissent de certaines erreurs dans les coordonnées, quelles erreurs se trouvent respectivement entre x et x -\- dx, y et // -j- dy, z et z -\- dz. Les probabilités simples des erreurs dénommées sont (comp. au n<> 46)
r— dx^ r-^ dy, r— dz,
la probabilité de leur rencontre ou d'une position du point de la modalité décrite est
L'équation générale des surfaces d'égale probabilité s'énonce
2) (a — op) (a — y) (a — 2r) = c^.
Toutes les positions possibles du point remplissent un cube de côté 2a et de centre 0; les surfaces d'égale probabilité sont disposées symétriquement dans les octants de ce cube et les huit surfaces qui ressortissent à la même valeur numérique de c, sont liées l'une à l'autre dans les plans y z; z x; œ y\e long d'hyperboles équilatères.
Remarque. — Les erreurs dans les coordonnées suiventelles la loi des erreurs de Gauss? Alors, pour un point dont les coordonnées reçoivent des erreurs entre les limites x et X -\- dx, y ety -\- dy, zetz-{~ dz^ la probabilité s'écrit
hh'h" -(h^x^ + h".y^-k-h"^,^)
p =^ — T= e dx dy dz.
Les surfaces d'égale probabilité ont l'équation générale A2 x^ + h'-' y^ + h'"" z^ = c\ sont donc des ellipsoïdes concentriques, semblables, de position semblable; on pourrait les appeler, analogiquement aux ellipses d'erreurs dans le plan, ellipsoïdes d'erreurs. Lorsque deux des constantes sont égales à /i, ce sont des ellipsoïdes de révolution, et, pour le cas h = h' = h'\ des surfaces sphériques.
I>roite dans lo plan
52. Une droite est à désigner comme menée arbitrairement, dans le sens le plus étendu du mot, lorsque les conditions données auxquelles elle a à satisfaire ne suffisent pas à sa détermination.
Pour les droites dans un plan, trois cas principaux peuvent être différenciés.
1. Un plan est donné et dans celui-ci un point; par le point est à mener, dans le plan, une droite. La direction de la droite est indéterminée, peut donc être prise à volonté (droite de direction quelconque).
2. Un plan est donné et dans celui-ci une direction; dans le plan, une droite de la direction donnée doit être menée. La POSITION de la droite n'est pas déterminée, peut donc être prise arbitrairement (droite quelconque de direction donnée).
3. Un plan est donné; une droite doit être tracée dans celui-ci. Position et direction sont indéterminées, donc l'une et l'autre sont à prendre à volonté (droite menée arbitrairement).
Dans les deux premiers cas, l'arbitraire est limité ; dans le troisième cas, illimité.
Sous le premier cas, il faudrait aussi placer la question suivante : dans un plan donné, un point est à prendre arbitrairement, et par celui-ci, une droite est à tracer. Si ici tout d'abord la direction et la position sont indéterminées, cependant seule la direction est quelconque; car aussitôt que le point est pris — et cela précède le tracé de la droite — il subsiste seulement pour la droite un arbitraire limité.
Par contre, une droite, née par la jonction de deux points pris arbitrairement, ne peut pas valoir dans le sens susdit pour une droite menée arbitrairement; l'arbitraire complet adhère ici aux deux points, et dès que ceux-ci sont pris, la droite est déterminée.
53. Théorème I. — Le nombre des droites (rayons) qui peuvent être menées par un point donné entre deuœ droites (rayons) fixes, données^ est mesuré par l'angle de ces droites (rayons).
Les fondements de cela se trouvent dans les propositions générales qui ont été développées au n° 3 de l'introduction. On établit l'équation des droites sous la forme
X cosO -\- y sin 0 = 0 ou
y = tang B . x^
pendant qu'on choisit comme origine le point donné. Ainsi, les valeurs de ^, qui correspondent aux droites menées par ce point, forment une variété continue, simplement étendue, dont le contenu, lorsque ^,, B., se rapportent aux deux droites fixes, égale
jdB^B, — B,;
cela est l'angle des deux droites fixes.
Ce mode de mcsurage naît de la représentation suivante : la totalité des droites tracées par un point donné est composée d'un faisceau de droites, dans lequel les droites se suivant l'une l'autre, enserrent entre elles des angles égaux, diminuant à l'infini.
De la proposition énoncée ci-dessus, il résulte que le nombre des droites tracées par un point donné est mesuré par u, la quantité des rayons par 27i.
54. Théorème II. — Le nombre des droites qui, dans une direction donnée, peuvent être menées entre deux positions limites^ données, est mesuré par la distance des /)Ositions limites.
(Vest-k-dire que si l'on écrit l'équation des droites sous la fonne
.r cas B '[- fj sin 6 = p^ dans laquelle 0 correspond à la direction donnée, les valeurs do p échéant aux droites mentionnées forment une variété concrète, simpltim nt rtondue, dont le contenu, lorsque p,, p^ se rapportent aux positions limites, égale
fdp=^p,—p,; p cela est la distance des positions limites.
On a à se représenter la totalité des droites de direction donnée comme engendrée par un système de parallèles dans lequel les droites se suivant l'une l'autre se trouvent être à des distances égales, décroissant à l'infini.
Les deux totalités de droites, qui ont été traitées jusqu'ici, peuvent être conçues aussi sous un point de vue commun.
La totalité des droites de la première espèce découpe sur une circonférence décrite du point donné comme centre et avec un rayon quelconque une totalité régulière de points; de même, la totalité des droites de la seconde espèce donne avec une droite normale à leur direction (ainsi qu'avec toute autre • Iioit* ) une série régulière de points: l'adoption arbitraire <i Une droite s'accorde donc avec l'adoption arbitraire d'un point dans cette circonférence, relativement dans la transversale; conséquemment, la totalité des droites peut être mesurée par la totalité des points correspondants; on est ainsi ramené aux propositions établies.
55. La notion d'une droite menée arbitrairement dans un plan se compose de la notion d'une droite de direction quelconque et de la notion d'une droite quelconque de direction donnée.
On a à se représenter la totalité des droites de la troisième espèce comme engendrée par un réseau de droites, qui consiste en systèmes superposables, congruents de parallèles équidistantes; ces systèmes sont parallèles aux droites d'un faisceau isogonal de droites pendant que la dist^ince niutuello des droites dans les systèmes de parallèles, ainsi que la distance angulaire des droites du faisceau, décroissent à l'infini.
Un autre mode de formation de ce réseau de lignes résulte
de l'exposition suivante : on écrit l'équation des droites sous
la forme
X cos B -\- y sin 6 = p;
les combinaisons des valeurs de 6 et de p, qui correspondent aux droites du plan, forment une variété continue, doublement étendue. Si l'on fait S constant et donne à p des valeurs qui forment une série arithmétique, on est conduit à un système de parallèles équidistantes; si l'on donne au contraire, avec p constant, à 0, dans le même mode, des valeurs progressives, on obtient une série de tangentes à une circonférence qui, de l'origine comme centre, est décrite avec le rayon p; les points de contact sont répartis régulièrement sur le périmètre. On recueille donc les droites correspondantes aux combinaisons des valeurs de S et de p, en décrivant du sommet d'un faisceau isogonal de droites, une série de circonférences équidistantes et en menant à celles-ci des tangentes en tous les points oîi elles sont rencontrées par les droites du faisceau.
Nous nous occuperons ultérieurement du mesurage des totalités de la troisième espèce.
Problème I. — Combien grande est la prohahilité pour
qu^ime droite menée à volonté par un poird donnée ou pris
arbitrairement, enserre, avec une droite fixe, un angle se trouvant
entre les limites 6 et 6 -\- dO, ou abréviativement, l'angle 6'^
do Solution. — La probabilité demandée est —
57. Problème II. — Quelle est la probabilité pour qu'un rayon tiré d'un point donné ou d'un point pris à volonté^ forme avec un rayon fixe, l'angle S'^
ri fè
Solution. — La probabilité requise est ^^ •
Problème III. — Combien grande est la probabilité pour
qu'une droite menée arbitrairement dans une direction donnée
soit à la distance x de l'une des positions limites, lorsque a est
la distance des deux positions limites'i^
dx Solution. — La probabilité cherchée est —
59. Problème IV. — Bans une hyperbole dont l'angle des asymptotes est a (en mesure d'arc), un diamètre est mené arbitrairement. Trouver la probabilité pour qu'il donne avec l'hyperbole des points d'intersection réels*
Solution. — Comme de réels points d'intersection n'arrivent que lorsque le diamètre tombe à l'intérieur de l'angle des asymptotes, la probabilité requise est
pour l'hyperbole équilatère, p =-^ .
60. Problème V. — Bans le plan d'une hyperbole dont l'angle des asymptotes est a, U7ie droite est menée à volonté. Trouver la probabilité pour qu'il y ait des tangentes à l'hyperbole parallèles à cette droite.
Solution. — Si Ton trace le diamètre, parallèle à la droite menée, à la conjoncture de la question, il ne pourra être correspondu que quand ce diamètre tombe dans le supplément de l'angle des asymptotes, de manière que
TT 7T
61. Problème VI. — Par le centre d'uyi rectangle de longueur a et de largeur h, une droite est menée arbitrairement; combien grande est la probabilité pour qu'elle coupe les côtés de longueur, les côtés de largeur du rectangle?
Solution. - On trouve facilement
Pi = — atr tang j-j
Pi = — arc tang — »
d'oii, par suite do />, + Pi = It résulte la formule cyclométrique, connue
arc tang -j- -\- arc tang — = -g"
FiR. 20.
62. Problème VII. — Du centre d'un carré, trois rayons sont tirés; le premier est mené dans une direction arbitraire, le second à un point quelconque du périmètre, le troisième jfar un point quelconque de la surface; tous les trois sont arrêtés au périmètre du carré. Trouver la probabilité pour que le premier, le second, le troisième soit le plus long d'entre eux.
Solution. = Soit KLMN (fig. 29) le carré; 0 son centre; OA le premier rayon mené à volonté; OB le deuxième mené au point B pris arbitrairement dans le périmètre; enfin, OC le troisième tiré par le point Q marqué à volonté dans la surface. On construit OX, OY parallèlement aux côtés du carré ; on choisit LX pour unité et on désigne l'angle YOA^arS.
La probabilité pour que le rayon OA enserre, avec l'un des axes, l'angle 6, est
de
la probabilité pour que le rayon 0 B soit plus court que OA, ou pour que la longueur YB soit plus petite que la longueur YA, est
ri—-^ 7 = tang
périmètre du carre -'
la probabilité pour que le rayon OC soit plus petit que le rayon OA, ou pour que le triangle OXCtout au plus soit égal au triangle OAY, est
JOAY
surface du carré
tang 6;
de là, se livre la probabilité totale, composée pour que le rayon OA soit le plus grand,
p,=:— tangue , de = —
P.ir (lo somblahlos considérations, on trouve, avec Y B^y, la prohahiliti'' pour quo lo rayon O /? soit lo plus grand,
2) /' l y arc tang y dy =^\----
ot, avt'i; XC — r, la probabilito pour quo lo rayon 0 C soit le plus grand.
i>. == — I X arr
•^) pr, = ~ / -^ ^*'^'^' ^^'^^y '"' f^^ ^^
Noeossairenient, />, -[- p^ + p^ ^= 1.
(;:i. Problème VIII. — Découvrir la prohahilîté pour que, dans le plan, la résultante de deux forces arbitraires en direction et en grandeur soit la plus grande , la plus petite, la moyenne des trois forces.
Solution. — On désigne les composantes par x^ y; l'angle qu'elles enserrent par 6, et la résultante par z; ainsi, l'on a
1) 2;« = a?« 4- y* -{-2xy cos B,
Il suffit de limiter les valeurs de d à l'intervalle 0 à -p- et
celles de a? et de y à un intervalle fini 0 à at.
1. z est, parmi les trois forces, absolument la plus grande, aussi longtemps que l'angle 6 est aigu ; la probabilité de cela
s'élève à -^• Aussi ensuite, lorsque B franchit la quotité -^ti^z peut être
la plus grande. Si l'on pose ^ = -h- tt -|- g, z'^ s'écrit sous la
forme
^r* = y2 -f a; (a? — 2 y sin ç»)
et cela est x <^y <^ z, lorsque ar > 2y sin y; de plus, puisque
y est la valeur la plus élevée de x, sin if doit être au plus -^ î
donc y, au plus -7^ n. Comme la même probabilité est valable
aussi pour .y < ir < 2^, la probabilité totale pour que la résultante soit la plus grande des trois forces est
n j aja "3
0 0 iysin^
2. De z^ = x^ -\- y {y — 2x sin ç)), il résulte que z <^x <C, y, lorsque y < 2x sin(p; et comme x est la plus petite valeur de
i/, siw (f doit être tout au moins -^> ou ç» tout au moins -^tt.
Donc, la probabilité pour que la résultante soit la plus petite des trois forces, ou pour que devienne z<^x<^ y, ou z<^y <a:, est
a a ix sin ^
3. Enfin, la probabilité pour que la résultante soit la moyenne des trois forces, s'en ensuit
64. Problème IX. —(Problème de l'aiguille de Buffon)('). Un flan est divisé en bandes par des droites parallèles, éqttidistantes; une aiguille cylindrique^ fort mince, dont la longueur est au plus égale à la distance des imralUles^ est projetée arbitrairement sur ce plan. Combien grande est la probabilité pour que V aiguille rencontre une des lignes de division ? Solution. — Soient MN, PQ (fig. 30) deux lignes de Fis. :}(). division voisines, quelconques; leur
distance, AB= a. Admettons que le point milieu de l'aiguille tombe en C, de manière que l'éloignement de C do MN, c'est-à-dire AC^ soit x; la pro-
dx babilité y relative est — On décrit
(*) BuFPON dit : * Je suppose que dans une cbambre dont le parquet est , simplement divisé par des joints pnrnllèlos, on jette en l'air une baguette, r, et que l'un «les joueurs parie (jue la baguette ne croisera aucune des
il( ^avec la demi-longueur r de l'aiguille l'arc de cercle DF; ou dessine les positions DCE» FCG, de l'aiguille; la ligne de division M X est atteinte par celle-ci lorsqu'elle tombe dans
l'angle D^ 1- liç; la probabilité y relative est — —'
Il en résulte la probabilité totale, composée pour que la ligne UN soit rencontrée par l'aiguille, pendant que son point milieu tombe au-dessus de MN^
— I (p (ix = — 1
X , zr
arc cos — ax = ;
r • nu
la même valeur se livre sous la supposition que le point milieu de rkiguillo N'ienne à se trouver au-dessous de M N. La probabilité requis L>t par conséquent
65. Notice historique. — Le présent problème est l'un des premiers, posé et résolu dans le domaine de la probabilité géométrique. Il est remarquable que Buffon, dont la sphère de recherches était éloigné cependant des sciences mathématiques, fut celui qui parcourut la voie juste de la résolution dune question fort étrangère aux objets de cette sphère, et, par cela, donna naissance à une nouvelle branche du calcul des probabilités.
Il commence le XXIII® article de son " Essai d'arithmétique morale „ (^) par les mots : * L'analyse est le seul instrument y, dont on se soit servi jusqu'à ce jour dans la science des ^ probabilités pour déterminer et fixer les rapports du hasard : „ la géométrie paraissait peu propre à un ouvrage si délié ;
, parallèles du parquet, et que l'autre au contraire parie que la baguette „ croisera quelques-unes de ces parallèles; on demande le sort de ces deux „ joueurs (on peut jouer ce jeu sur un damier avec une aiguille à coudre ou „ une épingle sans tête). , Œuvres complètes de Buffon, édition Duménil, tome quatrième, p. 277.
(>) Voir une seconde solution, en même temps une généralisation, do ce problème au n" 82.
C'i Buffon's sâmtliche Werke, deutsch von B. Rave. 1840, 4. Bd., pag. 441 — 498. — Le traducteur a repris le texte français original, dans les " Œuvres complètes de Buifon ,, édition Duménil, tome IV, p. 275.
„ cependant si l'on y regarde de près, il sera facile de recon- „ naitre que cet avantage de l'analyse sur la géométrie est a tout à fait accidentel, et que le hasard, selon qu'il est modifié „ et conditionné, se trouve du ressort de la géométrie aussi „ bien que de celui de l'analyse.... Pour mettre donc la „ géométrie en possession de ses droits sur la science du „ hasard, il ne s'agit que d'inventer des jeux qui roulent sur „ l'étendue et sur ses rapports^ ou calculer le petit nombre de „ ceux de cette nature qui sont déjà trouvés. „ Il aborde ensuite la solution de quelques questions sur le jeu du " franccarreau „ qui consiste en ceci : on jette, sur un plancher parqueté de carreaux égaux, réguliers, une monnaie et on parie qu'aucun joint (franc-carreau) ne sera couvert ou qu'un, deux, trois... joints seront couverts. Le principe appliqué à la solution est juste, la démarcation des cas favorables et des cas défavorables, cependant, n'est pas toujours exécutée correctement (').
BuFFON remarque plus loin que " le problème demanderait un peu plus de géométrie „, si la pièce jetée possédait une autre forme que " la forme ronde „ ; puis il passe au problème de l'aiguille, qu'il résout d'une manière complètement correcte avec l'aide du calcul intégral. Mais il traite fautivement le cas du plan revêtu non plus d'un système mais de deux systèmes de parallèles équidistantes, qui le découpent en carrés égaux. (Comparer à la remarque du n*' 68).
Abstraction faite des exemples simples sur le jeu du " franccarreau „, au sujet desquels Buffon déjà en 1733 avait fait à l'Académie une brève communication (voir l'Histoire de l'Académie de France pour 1733, pages 43 à 45), la rédaction de r* Essai d'arithmétique morale „, d'après 1'** Histoire du calcul des probabilités depuis ses origines jusqu'à nos jours „, de GouRAND (Paris, 1848), serait à porter à l'année 1760 (*),
(») En outre, quelques-uns des résultats sont altérés par des erreurs d'impression.
(«) Comparera " A History of tho mathematical Theory of Probability from the time of Pascal to that of Laplace , from J. Todhunter (CambridjBre and London, Macmillan, 1865), pag. 344.
(|iii, (loue, seniit à désigner pour 1 epoquo de la fondation de la théorie des probabilités géométriques.
De 1760 à 1812, rien sur cet objet n'est à enregistrer. Dans sa * Théorie analytique des probabilités „ publiée dans l'année énoncée en dernier lieu, Laplace traite de nouveau dans les pa^'cs :i'>9 à 362 le problème de l'aiguille de Buffon, et un ( .i> (>Iii> (litlidle, à savoir le cas où le plan est divisé en une suite de champs rectangulaires égaux, sans cependant mentionner l'origine de ces problèmes ('). Ceux-ci forment dans la grande œuvre de Laplace la terminaison ^u V® chapitre, " Application du calcul des probabilités à la recherche des phénomènes et de leurs causes. „ Après avoir parlé de l'application du calcul des probabilités à l'astronomie, à la physiologie, à la médecine, à l'économie politique, à l'influence des causes morales, à l'examen des jeux de hasard, dans les cas dont la complication ne permet pas un traitement direct et auxquels des observations en grand nombre doivent venir en aide, le passage au problème considéré est ménagé par les mots : " Enfin, on pourrait faire usage du calcul des probabiy, lités pour rectifier les courbes ou carrer leurs sui-faces. „ Sans doute les géomètres n'emploieront pas ce moyen; „ mais, comme il me donne lieu de parler d'un genre particuy, lier de combinaisons du hasard, je vais l'exposer en peu de „ mots. „ L'insertion des questions dans le système est particulière et se fait en une place où l'on ne doit pas la présumer.
Depuis quelque trente ans, le nouveau domaine du calcul des probabilités est cultivé avec prédilection notamment par des mathématiciens anglais et français; les problèmes extrémeiiK lit nombreux qui ont été publiés spécialement dans des revues périodiques anglaises et dont les solutions ont donné, d'une manière répétée, Toccasion d'un échange de pensées intéressantes sur les fondements du nouvel objet, en rendent témoignage.
Deux travaux sur le calcul intégral, à savoir " A treatrise
(*) Ensuite de cela, Laplace, fréquemment, est désigné comme le créateur du problème de l'aiguille.
on the intégral Calcul us etc. „ (Cambridge and London, Macmillan, II« édition, 1862), de J. Todhunter et " An elementary Treatise on the Intégral Calculas, etc. „ (London, Longmans, IIP édition, 1880), de B. Williamson, ont consacré à la probabilité géométrique et aux moyennes géométriques un chapitre spécial; dans le dernier travail, ce chapitre a pour auteur Crofton.
66. Remarque. — Le problème de l'aiguille de Buffon présente un intérêt étendu par le fait que c'est l'un des peu nombreux problèmes sur la probabilité géométrique, qui furent confirmés par la voie expérimentale.
La difficulté principale, dans l'exécution de pareilles tentatives, réside dans l'exigence d'établir les expériences de façon qu'il soit tenu compte de la notion de l'arbitraire. Des points sont pris à volonté sur une surface plane, limitée d'une manière quelconque; plus grand devient leur nombre, plus régulièrement devrait s'égrener leur distribution. Mais on trouvera la compacité des points diminuée vers le contour de la figure, et cela, par le motif que l'exigence de devoir prendre les points à l'intérieur de la figure a par suite, en quelque sorte, un éloignement forcé de la limite, et par conséquent une compacité de points moins élevée à proximité de cette limite. Pour obvier à cette influence, on doit prendre les points sans avoir égard au périmètre de la figure, dans le plan agrandi, et laisser hors d'estimation tous les points tombés à l'extérieur de la figure. Des remarques semblables sont valables pour la prise de points dans des lignes, dans l'espace.
Semblablement, lors de prise de lignes droites dans un plan, une précaution spéciale doit être employée à ce que toutes les directions, éventuellement toutes les positions, puissent se présenter avec égale facilité, à ce qu'aucune tendance à la réalisation plus fréquente de ces directions-ci ou de ces directions-là, ou de ces positions-ci ou de ces positions-là, n'existe.
Le professeur D"" R. Wolf, de Zurich, qui a produit il y a des années de nombreuses séries d'épreuves pour l'affermissement de la loi des grands nombres, étendit ses observations au problème de l'aiguille de Buffon, qu'il avait appris par
* Vn million de faits , (Paris, 8* édit., 1843), de L. Lalannk, cependant sans la preuve du résultat('). Sur une table d'un pied carré, une série de parallèles à la distance réciproque de 45 mm. avait été tracée, et, un fragment de 36 mm. de longueur avait été découpé d'une aiguille à tricoter. Des trois séries d'épreuves, effectuées, la troisième seule a un intérêt ici; 50 fois 100 jets furent faits, et pour tenir compte de la * direction arbitraire „ de l'aiguille, la table reçut une rotation continue. Sur les 100 jets de chacune des 50 suites d'épreuves, le nombre dos cas oîi les parallèles furent atteintes fut : 41 fois dans 1 suite, 53 fois dans 2 suites,
3 suites.
1 suite.
2 suites,
1 suite.
7 suites,
2 suites.
2 suites,
1 suite,
ff
1 suite.
1 suite.
3 suites,
1 suite.
2 suites,
2 suites.
3 suites.
1 suite.
8 suites,
2 suites.
3 suites.
1 suite.
2532 fois dans 50 suites; 50 X 100 jets. Le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des jets est
pendant que la formule théorique pour 2 r =36 et a = 45 donne
La concordance de l'expérience avec la théorie peut donc être dite fort satisfaisante; la différence des deux résultats ne s'élève qu'à 0,0029.
WoLF a soumis, selon la méthode des moindres carrés, les nombres de la première rangée verticale à une compensation, m les considérant comme les résultats de 50 observations
(*) MitteiluDgen der Naturforschenden GeselUcbaft in Bern, 1850, pages 85 à 88.
également exactes ; suivant ce calcul (voir le " Handbuch der Matheni., Phys., etc., de Wolf, tome P, page 277), pour 100 jets, le nombre le plus probable des cas où les parallèles sont atteintes s'obtient égal à 50,64, avec l'erreur moyenne ± 0,84; ensuite de quoi, le rapport des épreuves favorables au nombre de toutes les épreuves se déplace entre les limites moyennes 0,5064 =fc: 0,0084, entre lesquelles la valeur théorique est comprise effectivement.
Comme Lalanne a fait la remarque qu'on peut parvenir par des épreuves du mode décrit à une détermination d'autant plus exacte du nombre n qu'on rend la série des épreuves plus grande, Wolf utilisa aussi les résultats de ses épreuves pour ce calcul. De la formule théorique, résulte
on établit ici pour p la valeur déduite de l'observation,
p' == 0,564, et on calcule, avec l'erreur moyenne de celle-ci,
^t = zb 0,0084, l'erreur moyenne de la fonction susdite; ainsi
s'obtient
aussi ici la valeur théorique de n tombe entre ces limites fournies par l'expérience.
Les expériences de Wolf donnent encore l'occasion de dire comment l'expérimentation est à disposer, pour prévoir à priori, avec un nombre donné d'épreuves, le meilleur accord avec la théorie. Lalanne affirme : " L'erreur sera la plus petite possible pour un nombre donné d'épreuves lorsque la longueur a de l'aiguille est égale au quart du produit de l'intervalle d des divisions par le rapport n „. Donc, lorsque
a = —7—^ et correspondamment à cette déclaration, Wolf
avait réglé les dimensions du matériel de ses expériences.
Dans un supplément (*) au travail cité antérieurement, supplément présentant un intérêt particulier parce qu'il com-
(«) Mitteilungcn tlor Niiturforschenden Gesellschftft in Bern, 18ô0, pajj. 210 — 212,
niuniquo une solution théorique, donnée parle professeur bàlois HuD. Mkrian. du problème de l'aiguille, Wolf dit : " Mkkian conteste la justesse do la déclaration de Lalanne et pose en principe que le plus grand accord entre l'expérience et la théorie doit se donner lorsque a = 2r, c'est-à-dire lorsque la distance des parallèles est rendue égale à la longueur de raiguille.„ Wolf combat cette opinion, défend l'affirmation de Lalanne et produit, suivant la règle de Merian, une nouvelle série de 50 X 100 épreuves qui fournissent un résultat moins favorable.
Mais effectivement l'assertion de Merian est juste. Car si p indique la probabilité à priori d'un événement, si parmi s épreuves organisées, m sont favorables à cet événement, on peut espérer, selon le théorème de Bernouilli, avec la probabilité
^'In sp (i — p)
que la différence p sera renfermée entre les limites
— —' Maintenant, ces limites atteignent avec
une valeur donnée de y fou de //) et de s, l'étendue la plus grande pour p = -X-, donc pour a = ^^^ ; la règle de
Lalanne est par conséquent complètement renversée; au contraire, elles gagnent réellement l'étendue la plus resserrée lorsque p reçoit la plus grande valeur compatible avec les conditions de la question, c'est-à-dire pour a = 2r ou pour
p =.- . Que la deuxième série d'épreuves de Wolf ait
donné un accord moins bon s'explique par le nombre médiocre des épreuves.
67. Problème X. — Bésoudre le précédent problème sous la condition que la longueur de l'aiguille est plus grande que la distance des parallèles.
Solution. — Soient MN, PQ, US (fig. 31, p. 92) trois lignes de division se suivant l'une l'autre; on mène à celles-ci la nor-
maie ABC; il suffit manifestement de limiter la recherche au cas dans lequel le point milieu de l'aiguille tombe sur l'étendue 0 0' qui joint les milieux de ^B et de -B C.
Par des arcs de circonférence, des points 0 et 0' comme centres, avec la demi-longueur r de l'aiguille comme rayon, Fig. -M. on coupe les parallèles aux points
1>, E, Z)', E\ et on mène DDE, D'O'E'; on reconnaît facilement qu'aussi longtemps que l'angle d'inclinaison de l'aiguille sur la normale est plus petit que l'angle BOD = a, PQ est rencontré par l'aiguille, quel que soit le point de l'étendue 00' oii son point milieu tombe. D'autre part, si l'angle d'inclinaison mentionné est plus grand que a, comme par exemple dans la position F H et dans la position F'H\ qui lui est parallèle, la parallèle PC est rencontrée par l'aiguille seulement lorsque son point milieu tombe dans l'étendue G G'.
Conséquemment, si l'on désigne l'angle que l'aiguille dans une position quelconque enserre avec la normale, par (p, la probabilité pour que la parallèle PQ soit rencontrée est exprimée par
2dg) , r2(l(p 2r cos g> 2a , 4/* .^ . . — ^ ' ' "^ "^ - I (l—sincc).
n a 71 Tta
En éliminant a de cette formule, elle devient a . 2
p = — arc cos ^ — | (2r — V-^'** — <**)•
Ainsi, on obtient pour r = «, ou lorsque l'aiguille est deux fois phis longue que la distance des parallèles,
Avec r croissant, la valeur de p s'approche de l'unité. 68. Problème XI. — Un plan est divisé par deux systèmes de droites parallèles, équidistantes en rectangles égaux; une
ahjullli' i>lus courte (jue chacune des deux distances des parallèles des deux systètnes est projetée arbitrairement sur le plan; combien grande est la probabilité pour qu'elle rencontre les lignes de division?
Première solution (•). — On désigne par //•> la probabilité pour que seulkment une ligne du I*" système soit rencontrée; par // la probabilité pour que seulement une ligne du 11^' système soit rencontrée: par />,,i la probabilité pour que l'aiguille coupe en même temps des lignes des deux systèmes. La probabilité requise est
Puis, p^ est la probabilité pour que l'aiguille rencontre en GÉNÉBAL une ligne de I, et p^ la probabilité pour que l'aiguille rencontre en général une ligne de IL Les valeurs de ces probabilités sont connues par le problème IX, n^ 64, à savoir
ainsi existent les relations
par lesquelles, l'équation 1) se transforme en 3) p = p^ Jf- p^—p^^^,
11 ne reste donc plus qu'à découvrir la valeur de p,,^.
La figure 32 représente un des rectangles. L'aiguille, pendant que son point milieu fu. 32. tombe dans ce rectangle, pourra rencontrer simultanément les côtés contigus en S de celui-ci seulement lorsque 1< }M>iiit milieu vient à se trouver à l'intérieur du quart de cercle SMN décrit de S comme centre avec r, la demilongueur de l'aiguille, comme rayon. Si le point milieu tombe par exemple au point 7^, dont les coordonnées sont SQ = FR = x et PQ = y, et si l'on
(') Comparer à la • Théorie aoal. des prob, , de Laplacb, p. 360 à p. 382.
^/^il
décrit, de P comme centre, avec le rayon r, un cercle, il est à
reconnaître facilement qu'un cas favorable se présentera
lorsque l'aiguille tombe dans un des angles AFB ou CPI).
La probabilité de cela est
arc cas ~ arc sin —
dx du la probabilité de la position prise du point milieu, — j-^'
En intégrant le produit de ces probabilités simples pour le domaine de valeurs limité par le quart de cercle SMN et quadruplant l'intégrale, parce que le calcul pour chacun des quatre angles du rectangle considéré fournit la même valeur, il vient
-^ f \\jr^'X^nrccos\/ l-^ 'X^~r-\l r^-x^arcsin -^\ (U
— £ / (r — x) dx = 7-
nao I Tinb
Par substitution des valeurs de 2) et de 4) dans 3), on obtient
Deuxième solution (•). — 6 est l'inclinaison de l'aiguille sur les lignes de la série I; ainsi se laisse spécifier, à l'intérieur du champ pris en considération, de la manière intuitive de la fig. 33 (p. 95), un rectangle AB Cl)^ dans lequel le point milieu de l'aiguille ne peut pas tomber lorsqu'elle rencontre les lignes de division ; au contraire, elle rencontre une ou doux de cellesci lorsque son point milieu vient à se trouver à l'extérieur de ce rectangle; la probabilité y relative est
(*) D*apiè8 1' • Hist. of the mathem. Theory of Probab. „ de Todhunteb, pftg.347et348.
P^^ ab—ia — 2r nin S) (b — 2r fios 6) ^ n ab
et la prol)abilitt' totale de 1 evéïiemont déterminé
cos e + bsine--2rsiu ti nos 6) de
71 a h Remarque. — Pour des champs quadratiques on trouve
tandis n*» G5)
que BuFFON (comp. au a trouvé
FIg. 33.
Problème XII. — Résoudre le problème précédent sous la condition que Vaiguille est plus longue que l'une ou que les deux dimensions des champs rectangulaires (').
Solution. — La considération sur laquelle se fonde la seconde solution du problème précédent reste existante ici ; seulement les limites d'intégration de l'expression (a) du n° 68 se changent, selon qu'une dimension ou que les deux dimensions du rectangle ABCD (fig. 33), prises dans le sens a — 2r sin 6, b — 2r cos ^, deviennent négatives. Ce cas indique que, pour de telles directions de l'aiguille, les lignes de division sont rencontrées, quel que soit le lieu ou le point milieu de l'aiguille tombe. Le deuxième facteur du produit (a) disparait donc.
1. Soit a < 2r < ô, c'est-à-dire soit l'aiguille plus longue que la plus courte, plus courte que la plus grande distance. Alors, seule la hauteur AB (fig. 33) du rectangle ABCD peut devenir négative; l'intégration de l'expression {a) est
(*) Les indications que donne Toduuntbb (1. c.) snr Ia solution de ce cas sont incomplètes.
par conséquent à étendre seulement au domaine des valeurs de d, pour lequel
2r siîi 0 <^ a, ou
6 < arc stn - — On a donc ^^
Soit a < 5< 2r, c'est-à-dire soit l'aiguille plus longue
que l'une et l'autre distances. Dans ce cas, les deux dimensions
du rectangle ABCD (fig. 33) peuvent devenir négatives.
L'intégration de (ce) est à limiter donc seulement au domaine
de 0, pour lequel domaine, simultanément est
2rsin6<^a et 2rcosO<Zb.
ou ^ ^ '
S < arc sin — - et © < arc cos ^z — ^ 2r 2r
Donc, pour ce cas, on a
arc cos — arc stn — —
r2de [ ir r, \ . . - n o - a a\^i^ . C^^^
f)= I — r / {acos6-{-hstn6'2rstn6cos6)dd-\- /
' / TT Tiab I 'In
arc cos — arc stn —
tr 8r
2 / a . i \ , a« -f- 6« + 4 r«-2 a V^ r« -i*-2 W4r«-a« = — [arc cos ^7- + «^c cos 5— I H ^L-^ 3—
TT \ 2r 2r/ 7ra6
Cette dernière déduction est valable de nouveau seulement
sous la condition
b ^ .a arc cos s— < arc stn s— 2r ^ 2r
ou
2r<V«* + ^*; aussitôt que celle-ci n'est pas remplie, que l'aiguille est donc
plus longue que la diagonale d'un champ, que l'aiguille dans
toute position doit rencontrer les lignes de division, il vient
Loi*sque les champs sont quadratiques, a^5<2r<a ^2, ]a formule 2) fournit
4 a , 2a«-f 4r« — 4aV4r« — a« 3) » s=a - arc co5^r- H r-'^
HEMARguE. — Si, dans la formule 1), on fait croître h à l'infini, on obtient
p = - arc cos 75- H (2r — \ 4r* — a%
s'accordant avec le résultat du problème X, n° 67, qui, par la transformation dite, devient identique au présent problème.
70. Problème XIII. — Dans la surface d'un rectangle, un point ijuelcomjue est pris et par celui-ci une droite est menée arbitrairement. Trouver la prohabilité pour que la droite coupe les côtés contigus, les côtés opposés.
Solution. — 1. Soit ABCD (fig. 34) le rectangle, AB=a, BC = b. Nous cherchons premièrement la probabilité pour que les côtés accouplés AB^ BC soient coupés. L'inclinaison de la droite à envisager sur ^^ se trouve entre
les limites 0 et arctang — ; on
mène par A une droite AE ayant
l'inclinaison représentée B; et on obtient, pour la probabilité
correspondante, l'expression
de JABE^aUange dB , n ' ABCD~ 2ab ' n '
d'autre part, l'inclinaison de la droite sur AB est comprise
entre les limites arc tang — et -^ î ou, sur CB^ entre 0 et
arctang-j- î on mène par C une droite CH de l'inclinaison
représentée 6', et on obtient comme probabilité pour que la droite menée arbitrairement par le point pris à volonté, avec cette inclinaison, rencontre les côtés AB, BC l'expression
dS' JBCH ^bHangS' dS' n ' ABCI)~' 2ah ' n '
par conséquent, la probabilité totale de l'événement mentionné est égale à
arc tang — arc tang —
1 j?!+l^.(,e + t,)_^';.„._|.U,j=.Wa,*)
Tiab} 4 -v ' ''-' 2 * 2 • ( nab
Cette probabilité est la même pour chacune des trois autres couples de côtés contigus; de manière que la probabilité totale de la coupure de côtés voisins égale
lorsque, par c, la diagonale du rectangle est désignée.
2. Les côtés opposés AD, J50 peuvent être coupés seulement lorsque la droite a une inclinaison sur A B entre 0 et
arc tang — ; et pour une inclinaison déterminée ô, la probabilité y relative est
2de AECF _2{ab-'a^ tang S) dO
~7^' ABCD~ ab ' n'
par conséquent, pour toutes les inclinaisons admissibles, elle est
arc tang —
\ J^ f2{ab-aHge)de = —-A2abarctg \- 2aUM-a''l.(a^ + b'')\
nab Par des considérations semblables, on trouve la probabilité de la coupure de ^ -B, Z> C, à savoir
arc tang —
-^ f2(ab-bHge')de' = ^ j 2abarc tg^-\-2b'l, b- />« / . (r/« -f />*) j
0 xplialb-]
nab
par 8) et par 4), s'obtient onfin la probabilit-é do la coupure do côtés opposés, c'est
p^==~^^\afm-\-2a*l.a+2bU.b—{a*-^b*)l.{a*-\b*)\
^ ~nab^'a*^'^b^^~^^ ^'"
F*our le cas spécial d'un carré, est
FIg. 35.
Ji
71. Problème XIV. — Dans un châssis composé de quatre vitres rectangulaires égales,, est pris un point, et par celui-ci est menée une droite dans une direction at'bifraire. Trouver la probabilité pour que la droite croise une^ deux,, trois vitres.
Solution. — La largeur des joints est supposée imperceptible, et par conséquent négligeable. ACE G représente le châssis (fig. 35) dont les vitres possèdent la largeur a et la hauteur b.
Pour la désignation abrégée de la probabilité pour que la droite menée coupe deux étendues, par exemple BCet CD, nous nous servons, dans la suite, du symbole p (B C, CD), puis nous écartons provisoirement pour la simplification ultérieure '' encore le dénominateur 4:71 a b commun à toutes ces probabilités, lequel correspond à la quantité de toutes les droites possibles. Alors se livrent pour les probabilités exigées, que nous désignons par />j, p^. p„ par l'examen de la figure et par l'utilisation des fonctions <p, xp trouvées dans le problème précédent et définies par les équations 1), 3), 4), les expressions suivantes :
p^ = ip(AB, DE) + 2p(AB, FE) + 2p (CD, H G
en cela
p(AB,DE)==p(AC,CE)—p{AC,CD)—p{BC,CE)-]-p{BC,CD) = (p{2a, 2b) — (p{2a, b) — <p{2b, a) + (p(a, b) ;
la probabilité p{BC, CD) doit être ajoutée, parce qu'elle est aussi bien la composante de piAC, CD) que de p{BC, CE), et par conséquent, elle était soustraite deux fois au lieu de simplement une fois;
p(AB,FE)^p{AC, GE)-p(BC, GF)—p(AB, GF)
-p(BC,FE),
et comme manifestement p(BC, GF) =p(AB, FE), ainsi on a ensuite
2p{AB, FE) = ip[{2a), 2b] — 2xp[(a), 25],
analogiquement
2p{CD, HG) = ip[(2b), 2a] — 2ipl{b), 2a];
conséquemment est
^.\p^ = M(p{2a,2b)-<f(2a,b)-ip{2b,a)^ip(a,b)\
^M -hip[{2a),2b] + ip[{2b),2a]-2\ifi(a),2b]-^xp[(b),2a]l
Finalement, les valeurs formées suivant les formules 1), 3) du n^ 70 des fonctions pai-ticulières <f, \p devraient être introduites dans les expressions 1), 2), 3) et le diviseur supprimé, 4:71 a b, serait à rétablir.
Pour le cas spécial où les vitres sont carrées, les formules se simplifient comme suit :
(?>i = 4ç)(a, a), 4)}p,==S\ip(2a,a)-(p{a.a)\-^4xp[{a),2al
(^, = 4jy(2a,2a)-2y(2ûr,a)-fy(a,a)j + 2ji/^[(2«),2a]-2V/L(«),2a]};
dans ces valeurs, par les notions préliminaires du n** 70, on a
yK«)==a«(i/.2).
y(2a,a) = a«(ÎM0~-y/.2), y (2fl,2i?) = o«(2/.2),
ip\{al2a] = a^iarctang\ 4- 8 / . 2 — 4/ . 5), tp \{2a),2a\ == a^ {271 — 4 l ,2);
si Ton introduit ces valeurs dans les expressions ci-dessus, on obtient finalement
/i, -=-p-| \2l ,2 — 6 1 .h -^ 16 arc tang \ |, ^;^ = -L j 6 / . 5 _ 14/ . 2 4- 47r — 16 arc tang f |;
la somme />,+/>«+ Pz, comme ce doit être, est égale à 1. Les calculs spécifiés, faits abrègement, donnent
Observation. — M'Coll trouve, par une autre voie (v. Éduc. Tim., tome XVI, page 31),
pour a = Î6, /), = 0,10833, p^ = 0,49251, p, = 0,39916 ; „ a = 2b,pt= 0,09955, p^ = 0,53100, i?, = 0,36945.
72. Remarque. — Pour la détermination expérimentale des probabilités qui correspondent au cas spécial a = b, l'auteur a disposé une série d'épreuves, dont les résultats sont indiqués ci-après. En considération du mode primitif de l'exécution des épreuves, l'accord des probabilités déduites de l'expérience avec les valeurs théoriques peut être signalé comme suffisant.
Sur une feuille de papier à écrire, orbiculaire, était dessinée la figure correspondante à la question par des lignes au crayon; ensuite, avec la pointe du crayon, en aveugle, un point était marqué et, en même temps que le crayon reposait encore sur le papier, une règle était appliquée contre le crayon et la ligne tracée. Se comprenant de soi-même, les points, à l'extérieur de la figure, demeuraient là. Après chaque épreuve, la feuille de papier était tournée.
Au total, 2120 épreuves ont été effectuées sur six feuilles;
dans 208 cas, la ligne atteignit une vitre, „ 1064 , „ „ „ deux vitres,
- 848 „ „ - - trois vitres.
Les probabilités d'expérience correspondantes sont
auxquelles font face les probabilités mathématiques
73. Problème XV. — Sur un châssis se composant de neuf vitres rectangulaires égales, est marqué un point et par celui-ci est tirée une droite dans une direction arbitraire. Déterminer la probabilité pour que la droite croise une, deux, trois, quatre, cinq vitres.
Solution. — Comme dans le problème précédent et avec l'utilisation des mêmes désignations abréviatives, on obtient par l'examen de la fig. 36 pour les probabilités requises Pu Pîj'" Ps les expressions suivantes, dans lesquelles le dénominateur commun 9nab est supprimé provisoirement :
1. p^ = ip (CD, DE), et comme p.(CD, DE) = (p (a, b), il wient
p, = ip {Ba DE) -f ^p (FE, CDY maintenant
Fie 30.
p(BC, DE)==^p(BD,DE)—p{CD, DE)^(f(2a,b)—q>(a,b), p(FE, CD)^p(FD, CD)—piCD,DE)=(p2b,a)-^{a,b); par conséquent
3. p, = ip{AB, DE) -h ^p(GF, CD) + 4tp{BC, EF) + ^p{AM, DE) + ^p(AB, KJ); en cela est
jjiAn, DE) ^p{AD, DE) —piBD, DE) -= y (3a, h) — y (2a, h);
P((t Fy CD) en résulte par permutation de a avec h\
p{BC\£F)=p(nD,DF)-p(BD,DE)-p(FD,CJ))-}-piCD,DE) -.«^ « gp(2a, 2h) — y (2a, b) - y (26, a) + y (a, 6),
— le terme p(CD, DE) doit être ajouté, parce qu'il venait en déduction comme composant de p (BD^ DE) et de p(FDy CD), deux fois, par conséquent une fois de trop;
p{AM, DE) = i//|(/>), 3^1, p(AB, KJ) = xp^a), 36]; par substitution se donne donc
p, = 4i>(^iî, J5;F) + ^p{G F, J5C) + 4i)(i?(7, HG
+ ^p(EF, A M); maintenant
p(AB,EF)=p(AD,DF)—p(AD,DE)-p(BD,DF)-\-p(BD,DE) = ç)(3a, 26) — y (3a, 6) — y (2a, 26) + y (2a, 6),
le terme p(BD, DE) est ajouté parce qu'il est aussi bien le composant de p (A /), D E) que de p (BD, D F), par conséquent il était déduit une fois de trop; p(GF, BC) s'obtient de l'expression précisément acquise par la permutation de a avec 6;
p(BC,HG)=p{BD,JG)'p(CD,JR)'p(BC\JH)-p(CD,HG),
ou, parce que manifestement
p(BC,HG)^p{CD,JH) et p(BC,JH)=p{CD,HG),
2p{BC;HG) = ï//L(2a), 36] — 2ip[(a), 36];
pour p(EF, A M) se livre une expression analogue par permutation de a avec 6; conséquemment, finalement s'obtient
5. p, = ip{AB, FG) + 2;>(^^, iy(?) + 2p{GF, AM); dans cette valeur, est
— p (BD^ DF) doit être ajouté, parce que ce ternie, aussi bien dans p (AD, DF) que dans p (BD, DG\ venait en déduction : par conséquent deux fois;
p (AB, HG) = p {AD, KG) —p(A (J, HK) - p [BD, JG) -p (CD, KJ) +p(BC\ JH),
etcommep(AB,HG)^p(CD,KJ)etp(AC,HK)==p(BD,JG), ainsi est
2p (AB, HG) = ip [(3a), 3 J] — 2 i// [(2a), 3&] + ip [(a), 36 1; pour 2^ (GF, AM), se livre une expression semblable par permutation de a avec h ; par conséquent est
p^^^4:\^(Sa.3b)—<f(Sa,2b)—(p(2a,U)-^(f(2a,U)\ + i//[(3a,361-2V^[(2a),3&] + i/^[(a),3è] + V/[(36),3a| — 2ipl(2b)/da]+ip[(b),3a).
Dans les expressions 1) à 5), les valeurs formées suivant les équations 1), 3) du n° 70 des fonctions particulières (p et ip seraient à introduire maintenant et le dénominateur commun, 97T ab, devrait être rétabli.
Nous nous restreignons dans le développement ci-après de nouveau seulement au cas le plus simple des vitres carrées; les fonctions particulières reçoivent alors les valeurs suivantes :
(f (a, a) ^ a' (il. 2),
y(3a,a) = a2(|/.10 — 1/.3), (f (2a, 2a) =^ a' (21.2), (fCda,2a) = a^ (VM3 — 1/.3 — 2/.2), g>(Sa,Sa) = aH^,l.2),
xp I (a), 3 a] = a* (6 arc tang J + 18/.3 — 9 /. 10), ip [(2a), 3a I = a« (12 arc tang \ + 18/. 3 — 9/. 13), ip [(3a), 3a] =- a* (> — 9/. 2);
pour les probabilités, se livrent donc les valeurs suivantes :
p, = -^{iOl. 10-301. 2), 6) / /,, = J- (62 / . 2 + 72 / . 3 - 51 / . 1(> H 36 arc laitg J),
y>. -0^(62/. 10-58/. 2-72/. 3-10/. 13 -f48[arc<^|-a/-c<(/|l),
p, = J-(24/.2 + 10/.13-18/.10 + 97rH-12arc/5r^48rtrc/</|).
Leur somme est nécessairement l'unité. Les valeurs réduites de ces probabilités sont :
74. Remarque. — Elise Blackwood communique dans le tome XVI de FEduc. Tim., page 55 et pages suivantes, les résultats qu'elle a obtenus expérimentalement pour ce problème proposé par elle. Les épreuves s'exécutèrent de la manière suivante : Sur un disque orbiculaire de papier fort, d'un côté du papier était mené un diamètre et au centre de celui-ci, de l'autre côté, était fixée une épingle. Autour de celle-ci, comme autour d'un pivot, le disque avait été tourné jusqu'à ce que le frottement eût été vaincu; de telle sorte qu'une légère impulsion suffisait à mettre le disque en rotation rapide. Sur une feuille de papier était dessinée une figure correspondante au châssis, par conséquent, divisée en tableaux. Sur l'épingle tenue avec la tête vers le bas, le disque était mis en rotation ; pendant le tournement, un point était marqué à volonté sur le châssis, puis le disque soudainement arrêté était posé sur le châssis de façon que la tête de l'épingle, le plus possiblement exactement, coïncidât avec le point marqué. On notait combien de tableaux étaient rencontrés par le diamètre imaginé prolongé. Semblait-il que ce diamètre passât par un point oîi quatre tableaux représentant quatre vitres se joignent? Dans ce cas, non pas deux mais trois
tal)l(inix ('taient comptés parce qu'il est certain moralement, avec la largeur à se représenter infiniment petite des lignes de division, que la ligne ne rencontrera pas exactement un tel point. La ligne paraissait-elle passer par un point oîi deux tableaux se touchent, du bord du châssis? Le doute subsistait réellement; une telle épreuve était notée conséquemment dans chacun des nombres douteux par y.
Au total 1150 épreuves ont été eifectuées avec le résultat suivant :
une vitre fut croisée 58 fois, deux vitres furent croisées 98 „ trois „ „ „ 391| „
quatre „ „ „ 405 „
cinq „ , „ 197^ „ .
Les probabilités expérimentales calculées avec ces nombres, 0,050, 0,085, 0,340, 0,352, 0,173. s'accordent étonnamment bien avec les valeurs théoriques 0,049 . . . , 0,079 . . . , 0,330 . . . , 0,374 . . . , 0,168 . . . ,
en considération du petit nombre des épreuves (comp. au n« 72).
75. Problème XVI. — Sur un châssis de quatre vitres rectangulaires égales^ une droite est menée arbitrairement, Touver la prohahilité j)our que la droite croise une^ deuXy trois vitres. '
Solution. — La différence entre ce problème-ci et le problème XI V^ du n^ 71 consiste en ce que là, après la prise du point arbitraire, il n'est plus à prendre arbitrairement que la direction de la droite, tandis qu'ici la position et la direction sont indéterminées et quelconques. Cependant le présent problème établi par Watson (Éduc. Tim., tome XVI, page 32 et pag. suivantes) fut interprété et résolu dans le sens premièrement indiqué. par M'Coll et J. W. Mûller (1. c), ceux-ci définissant une droite menée arbitrairement, une droite qui est menée par un point quelconque dans une direction quelconque.
Nous désignons les probabilités requises par />„ />«. p^.
A C KO (fig. 37) représente le châssis; AB = a, A H — h, A () = c; A X est une droite menée de .1 dans une direction quelconque, laquelle droite, avec A C, forme l'angle CAX = S; on mène par 5, D, F, H, C, G Fig. 87
les droites BJ, DK, FL, HM, NP, QR parallèlement k AX.
Aussitôt qu'une droite de la direction ^X tombe entre NP et J5Jou entre FL et QR, elle croise une vitre; deux vitres lorsquelle vient à se trouver entre BJ et DK on entre FL et H M; enfin trois vitres lorsqu'elle se trouve entre DK et H M. On construit Cmn, Gpq, Dr rectangulairement à AX; pour les événements rapportés, aussi longtemps que S est plus petit que CA 0 = a, s'obtiennent les probabilités
(Cw-f G2j)de _2asinede N N '
{mn -\- pq) dB _2 (b cos 6 — a sin 6) dO
Dr. de 2asmSde
N dans ces valeurs, on a
y= / \2a sinS ~{- 2 [b cosB — a sinS) -\- 2a sinS] d s
2 j{a sin S
-{-bcose)de = 2 {a + b).
Lorsque S devient plus giand que ce, a etb échangent leurs rôles et à la place de 8 vient son complément ; les probabilités poué ce domaine de valeurs de 0 et pour une direction déterminée sont donc
2hcosede 2iasin0 — bcose)de 2b cosO dB
Par conséquent est
pi = pi = _,_ . \a I sin6 dO + b 1 cosOdol l)et3)( a + bl J J ^
--^ — r-T \a~\- b —{acos cc-\-b sin a)\=^l ,— '
/>i = ■ J / {bcosB — a sin 6)d6-{- j (a sin B — bcosB)d b\
A l'aide de ces formules on trouve, par exemple, pour a = b,.. p^ =p^== 0,29289, p^ = 0,41421 ;
, rt = -i /> . . . p, = ^3 = 0,2857^, p, = 0,42875 ; „ a = 2b... p,=-p, = 0,25464, p, = 0,49071. (Comparer aux résultats du n** 71).
76. Problème XVII. — D'un point pris arbitrairement dans un cercle donné, une droite de longueur donnée, de directio7i quelconque est menée. Trouver la probabilité pour que la droite coupe la circonférence du cercle.
Solution. — Soit 0 (fig. 38), le centre du cercle donné, r son
rayon, a la longueur donnée. Supposé que le point marqué
Fig. 38. arbitrairement tombe à la distance x
^ ^^^ de 0, par exemple en P — la proba-
/ /y^r^ bilité correspondante est r— =
l \ \W/ —^xàx — ; on décrit de P comme
\^ ^^^—^ centre avec la longueur a comme
— rayon un cercle qui coupe le cercle
donné en A, B. La droite menée de P ne coupe la circonférence que lorsqu'elle tombe dans l'angle A PB = 2 / APC;
/ APC la probabilité y relative est Dans le triangle A OP,
on a
r« = a?« -f a* + 2a X cos APC;
s'en ensuit r* — a* x*
/ APC=^ arc cos ^
La probabilité totale, composée de l'événement en question est donc
p = — - I X arc cos ^ «^•
^ TTr* / 2ax
Par intégration par parties, se donne premièrement /• f«-a«-aT« x^ r^-a*-x^ 1 T r«4-a?«-fl« ,
/ jarCCdS—rr- dX=-rr- OVC COS —^ -x I , X(lX\
J 2a^ 2 2nx 2J \/4a*a-*-(r*-a«-a:«)«
si Ton fait usage, sous le signe d'intégration, à main droite, de l'identité
4a« x^ — (r« — a« — x*)* = 4a« r^ — (r« + a« — a;»)», il vient
i X arc cos ^ ax=-^arccos — =i 1 — ^ / =
J 2a.r 2 2nra^ 2 / ^/4^^,^,.(^, _|. ^..^.j,
J_ r-2{r^-}-a^'X*).-2xdx ^ J \Ua*r*-(r*-\-a*'X^Y
= -^r- orr cos — ^ ?r <^rc cos x
2 2oa? 2 2ar
Après introduction des limites, on obtient finalement
a , aV*»-* — o
^ = — arc stn -— H — ^^i ;
^ Tir 2r 2 7rr*
La déduction a été effectuée avec la supposition a <^ r; pour a > r, le môme résultat s'obtient après un calcul semblable.
Pour a = 2r, comme ce doit être, on trouve p — 1, et pour a =- r
77. Problème XVIII. — Sur la circonférence d'un cercle (lotmé, deux poinU sont pris orhitrairement et par chacun d'eux une droite de direction quelconque est menée. Découvrir la proha- Inlité pour que ces droites se coupent dans le cercle.
Solution. — Soit 0 (fig. 39) le centre du cercle, P un des deux points, POB le diamètre mené par lui, PA la droite menée arbitrairement. L'angle BPA est désigné par B. La probabilité de la
direction prise, PJ,est égale à —
FjK. 39.
tivement
Le second point Q peut tomber, ou sur l'arc P3//1, ou sur l'arc PNBA; les probabilités y relatives sont respec-
Tt -\-2e
PMA =
Dans le premier cas, l'angle
» dans l'autre cas l'angle PNA
sont une mesure de la quantité des directions favorables de la seconde droite. La probabilité totale, composée do l'événement en question est par conséquent
^yi;
i^fi^'-^dS^l-.
78. Problème XIX. — Par les sommets du grand axe d'une ellipse donnée sont menées deux lignes droites de directimis quelconques. Déterminer la 'probabilité pour qu'elles se coupent à V intérieur de V ellipse.
Solution. — Soit le rapport des axes de l'ellipse
On mène par^iet parJÎ(fig.40) des lignes droites qui se coupent
en un point Pde l'ellipse, et on désigne les angles PAB, PBA,
que ces droites enserrent avec A B,
par 9» et tp. Puis, si Ton désigne
les coordonnées du point P, par
rapport au centre de l'ellipse, par
X, y, on a
ta)igw = — 7 — ♦ ' *' —
d'oîi
fafig ip =
trnig <f tang \p =
En vertu de la symétrie de la figure, il suffira de chercher la probabilité pour que l'intersection des droites menées par A et par B advienne dans un quart déterminé, par exemple OBC^ et de quadrupler cette probabilité.
Tant que l'angle FBA = tp est plus petit que l'angle CBA = arc tang m, la droite BP est coupée par les droites menées par A dans le quart indiqué, lorsque l'angle d'inclinaison y de ces droites est plus petit que ip.
Mais l'angle PB A = xp devient-il plus grand que l'angle CBA = arc tang m> L'intersection dans le quart indiqué n'arrive que lorsque l'angle d'inclinaison (f de la droite menée par A demeure sous la limite marquée par l'équation 1), donc lorsque y < arc tatig {m^ cotg ip).
Conséquemment, la probabilité requise est
drc tang m ^u
arc tang («• cotg w,)
r-'lJ'-^pj-f'^J'^l
arc tang m l)
! {arc tatig my + 2 / arc tang (m* cotg xp) d ift
arc tang m
- lia -
La fonction cyclométrique sous l'intégrale, développée en série, donne
arctg(m^ cotg xp) = m^ cotg \p-{m^ cotg^ V' + i W<^ cotg^ tp-jin^* cotg'' ip-\-...;
on considère ensuite l'identité rnfg*' xpdxp^^ cont"'^ ip {cosec^ ip'\)dip = - cotg**-^ \p d {rofg ip) - rofg*''^ xp d ip;
ainsi devient
arc tang (m* cotg ip)d ip
arc tang m
Um* 2m* \l + w7*J •
1 uT 1
et
2 / arc tang {m^ cotg \p)d\p
arc tang m
arc t
Par introduction de cette expression dans l'équation 2), on obtient finalement
Pour le cercle, où m = 1, l'équation 2) s'écrit plus simplement
« '-IIS+^Af-")"*!-!
Pour de petites valeurs de m, la série développée de p est fort promptement convergente.
79. Théorème III. — Le nombre de toutes les droites arlitraires qui coupent une courbe plane^ fermée, convexe est mesurée par la longueur de la courbe.
Démonstration. — Nous nous représentons un des systèmes do parallèles, desquels la totalité en question est composée (v. n" 55); ce système peut, avec une direction fixe, comprendre l'angle ^. La quantité des droites de ce système est mesurée par la distance perpendiculaire des lignes limites AC et BD (fîg. 41), par AB = b. La quantité des droites des systèmes qui forment avec la direction fixe des angles entre 6 et 6 -\- dS est exprimée conséquem- ® ^
ment par bdO et la quantité de toutes les droites qui coupent la courbe par
1) fbde=^L;
dans cette expression, L signifie la longueur de la courbe.
Remarque L — La proposition ici utilisée est un cas spécial de la proposition générale sur la rectification des courbes planes, proposition générale que Cauchy a indiquée sans démonstration dans le XIII® tome des " Comptes rendus „ (1841, Juillet/Décembre, page 1060). Celle-ci s'énonce comme suit : " 0 désigne l'angle qu'une droite 0 0' menée à volonté , dans un plan forme avec un axe fixe XX' ; L, la somme , d'une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou sur „ plusieurs lignes droites ou courbes fermées ou non fermées;
r, P, la somme des valeurs absolues des projections des „ éléments de L sur 0 0'; on a
Pour obtenir la démonstration, il suffit de considérer une *''*^- ^'^' seule longueur L (fig. 42) mesurée
sur une droite qui forme, avec l'axe fixe XX', l'angle a; la projection de cette longueur — ou la somme des valeurs absolues des projections de ses éléments — sur 0 0' est P = Lcos(oc — e); par conséquent
f Pde= Lf cas {a — e)de.
Si l'on intègre des deux côtés entre les limites — tt et -|- tt, cependant pour des valeurs absolues de P, à droite donc pour des valeurs absolues de œs (a — 6), on obtient
Çpde = L . 4 fcos (a-e)de=4 L;
d'où résulte effectivement
L=-A- l PdS,
L'extension de la proposition à une courbe quelconque ne nécessite pas d'explication plus ample.
Particulièrement, la courbe est-elle fermée et convexe (fig. 43, p. 115)? Pou la somme des valeurs absolues des projections de tous les éléments est égale à la double projection AB = b de la courbe entière sur 00' ou à la double largeur mesurée dans la direction de 00' de la courbe. On a par conséquent
FlK. 4:i.
et comme, par le tournement de 00' tracé par les limites
d'intégration, toutes les valeurs
de h se présentent deux fois et
toutes les valeurs en général se
présentent entre 0 et n, ainsi aussi
est
L==fhde;
par quoi, la proposition plus haut utilisée est démontrée.
Remarque II. — Si l'on mène d'un point 0 (fig. 41) fixe, choisi à l'intérieur de la courbe, une perpendiculaire OE = p à la tangente A C, on peut écrire aussi pour 1)
f]>de
80. Théorème IV. — Le nombre de toutes les droites qui coupent une courbe non-convexe, fermée^ est mesuré par la longueur du fil tendu fermement autour de cette courbe.
Démonstration. — Car toutes les droites qui coupent la courbe AB'CD' (fig. 44) convexe, cernant ^ B CD, rencontrent aussi la courbe ABCD non-convexe et hors de ces droites il n'y a aucune droite qui com^^ ABCD.
81. Problème XX. — Une courbe convexe, fermée, de longueur L entoure une seconde courbe pareille, de longueur 1. Trouver la probabilité l><mr (pi une droite coupant L rencontre aussi 1.
Solution. — Sans explication plus ample, se donne
^ = T' la probabilité requise est donc indépendante de la situation iiutif. li'lative des deux courbes.
Remarque. — La rectification expérimentale d'une courbe
convexe, fermée pourrait être fondée sur ce qui précède.
(Rapprocher de la réflexion à la suite de laquelle Laplace
introduit le problème de l'aiguille. Théo. anal, des prob.,
pag. 359). On enceint la courbe à rectifier d'une autre ligne
(cercle, polygone) convexe, fermée, de longueur connue, L ;
on mène dans le plan des deux courbes un grand nombre s
de droites arbitraires coupant L et on compte celles qui
rencontrent aussi la ligne de longueur inconnue l; soit tw leur
nombre. D'autant plus grand est s, d'autant plus exactement
concluera l'équation
de laquelle, résulte l = — L.
82. Problème XXI, — Un disque, de périmètre convexe^ de forme qiielconqtie, est jeté sur un plan qui est traversé par une suite de parallèles équidistantes. Supposé que le disque ne puisse en aucune position rencontrer en même temps plusieurs lignes de division, déterminer la probabilité pour que le disque rencontre une ligne de division.
Solution. — Le présent problème permet l'interprétation suivante : le disque dont la courbe de contour a la longueur / est enceint d'un cercle L dont le diamètre est égal à la distance réciproque a des lignes de division. Actuellement, une droite est menée arbitrairement, qui coupe le cercle. Quelle est la probabilité pour qu'elle rencontre aussi la courbe /?
En vertu du problème précédent, la probabilité est
^ L na Le cas le plus simple du problème de l'aiguille de Buffon (v. n** 64) peut être interprété comme un cas spécial du présent problème, en supposant que l'aiguille est la limite d'un disque elliptique à axe secondaire s'évanouissant et à axe principal de la longueur 2 r, plus courte que la distance a des parallèles. Alors est / = 4r et
_ 4r ^ '^ na
Remarque. — Dans le problème ci-dessus, se trouve renfermée la solution générale du jeu de hasard appelé par les Français " Jeu du joint couvert „. Le parquet d'une chambre est divisé par des joints parallèles en bandes d'égale largeur; une monnaie est jetée sur ce plancher. Avec quelle probabilité rencontrera-t-elle un des joints, supposé qu'elle ne puisse jamais en rencontrer plus d'un?
Dans le journal de Liourille (1860, pag. 273), E. Barbier nous apprend que Lamé, dans ses leçons à la faculté des sciences, en 1860, comme jonction au problème de l'aiguille, a traité le cas plus général : un disque, au lieu d'une aiguille, est jeté, dont le contour est un cercle, une ellipse, un polygone
régulier. De ce que, dans ces trois cas, l'expression — est
obtenue comme résultat final. Barbier conclut que ceux-ci sont des cas spéciaux d'un théorème général. Barbier produit ce théorème, qui trouve dans la solution du problème actuel son énonciation, et le présente, quant à l'exposition, sous la forme d'un jeu de hasard. Il trouve d'abord que la probabilité de la rencontre d'un joint par le disque dépend de la longueur de son contour, et il indique ensuite la voie par laquelle on
peut parvenir a 1 expression
83. Théorème V. — Le nombre de foutes les droites arbitraires qui coupent en même temps deux courbes fermées, convexes, extérieures l'une à l'autre est mesuré par la différence des longueurs de deux fils sans fin les embrassant; le premier fil se croise entre les courbes. Vautre est en dehors d'elles.
Démonstration. — Dans la fig. 45 (p. 118), P QH, F'Q'W sont les deux courbes; le fil se croisant se compose des arcs PHQ, P'H' Q' et des tangentes communes intérieures PP\ QQ'; soit X sa longueur; le fil extérieur se compose des arcs RHS, R'H'S' et des tangentes communes extérieures RR', S S' ; soit Y sa longueur. Nous nous servirons ci-après, pour la désignation du nombre de toutes les droites qui rencontrent une courbe C, du symbole N (0), et pour la désignation du nombre de toutes les droites qui coupent en même temps deux
courbes C, C du symbole N{C, C). Avec ce mode de désignation, s'écrit la proposition à démontrer sous la forme N(PQH,P'Q'H') = X— F.
La totalité en question des droites est manifestement identique à la totalité des droites qui coupent en même temps les deux figures fermées, mixtilignes OPHQ et 0' F' H' Q'; car toute droite qui rencontre ces deux figures coupe aussi les deux courbes données, et il ne peut être imaginé d'autre droite qui rencontrerait les dernières sans couper en même temps les deux premières. On a donc
1) N{PQH,P'Q'H') = N(OPHQ, OPHQ'),
Dans la somme N {0 P H Q) -}- N (OP' H' Q'), est contenue, en plus de la totalité des droites qui coupent la figure croisée PP'H' Q' QH, la totalité des droites qui coupent OPHQ et OPHQ' en même temps. Car cette dernière totalité se trouve deux fois dans la somme considérée, parce que dans chaque terme elle se trouve une fois; mais dans N{PP'H' Q' QH) eWe se trouve seulement une fois; donc, pour établir l'égalité, elle doit être ajoutée une fois ; par conséquent, on a
N(OPHQ) + N(OP'H'Q') = N(PP'H'Q'QH) -h N{OPHQ, OPHQ')
ou en considération de 1)
2) N(OPHQ) + N(OP H' Q) = N(PP' H' Q' QH) + N(PQH,P'Q'H').
OPHQ^ OP'H' Q' sont des lignes convexes, la sonmne do leurs longueurs est X En échange, PP'H'Q'QH est une courbe partiellement concave; la quantité des droites qui la coupent est mesurée par la longueur du fil convexe l'embrassant; mais celui-ci est BHSS'H'R'R et sa longueur ]'. Introduit-on ces valeurs dans 2) V II vient
X^Y+ N(PQH.FQ'Il'); d'où résulte effectivement 3) N{PQH,P'Q'H')^X— Y.
84. Problème XXII. -= Trouver la probabilité pour qu'une droite quelconque qui coupe une courbe fermée, convexe, de longueur L rencontre une seconde courbe située dans le même plan, de même configuration, lorsque les deux courbes sont extérieures Vune à Vautre,
Solution. — En vertu de la proposition susdite et avec les désignations y employées, est
Remarque. — Si la seconde courbe se réduit à un point, on a X = Yetp = 0, c'est-à-dire qu'il est impossible moralement parlant qu'une droite quelconque qui coupe la courbe L passe aussi par le point donné, ou autrement dit, la totalité des droites qui, coupant la courbe L, passent par le point donné, est une fraction infiniment petite de la totalité de toutes les droites qui coupent L.
Cependant, inversement, la probabilité est-elle demandée, pour qu'une droite menée à volonté par le point coupe la courbe L? La réponse s'énonce
dans laquelle ^ désigne l'angle sous lequel la courbe est vue du point
85. Problème XXIII. — Trouver la probabilité pour qu*une droite qui coupe un côté d'un carré donné rencontre aussi le côté opposé.
Solution. — Le présent problème peut être envisagé comme un cas spécial du précédent en considérant chacun des deux côtés choisis du carré comme une courbe fermée de longueur 2o; a est le coté du carré. Ainsi, on a
par conséquent, _
86. Problème XXIV. — Trouver la prohabilité pour qu'une droite qui coupe une courbe fermée, convexe, de lomjueur L rencontre simultanément une courbe la touchant^ ayant les mêmes propriétés et la longueur L'.
Dans ce cas spécial du n° 84, on a Jl = L -\- L'; conséquemment,
Les deux courbes sont-elles, par exemple, des cercles de même rayon 1 ? On obtient
87. Problème XXV. — Trouver la probabilité pour qu'une droite qui coupe un côté d'un carré donné rencontre simultanément l'un (désigné directement) des deux côtés contigus.
Solution. — Les deux côtés contigus résultants peuvent équivaloir à deux courbes convexes se touchant, chacune de longueur 2 a, a étant le côté du carré, et, dans ce sens, on a
par conséquent,
88. Problème XXVI. — Trouver la probabilité pour qu'une droite qui coupe une courbe fermée^ convexe, de longueur L rencontre aussi une seconde courbe de même nature et de longueur L' coupant la première.
Solution. — 1. Les courbes se coupent en deux points (fig. 46, p. 121). Dans la somme N(L) -\~ N(L') sont contenues les droites qui coupent la figure partiellement concave ARHBH'A; parmi celles-ci, se présentent seulement une fois les droites qui rencontrent en même temps L et L\
pondant qu'elles apparaissent deux fois dans la somme dite parce qu'elles sont dans chaque terme sommé. Par conséquent, on a l'équation
NiL) 4- ^'iL') == N(ARIIBH'A) + iV(L, L');
le premier terme du second membre se rapporte à une figure concave, qui est à remplacer par *"'*? *'•
le fil l'embrassant, BHSS'H'R'R, de longueur Y. Par cette remarque, s'écrit l'équation ci-dessus
L-^L'= Y+N(L.L'); d'où résulte
2. Les courbes se coupent en quatre points (fig. 47). Dans la somme N{L) -f iV(L') sont comptées toutes les lignes qui coupent la figure concave ^P.BÇ Ci?' />SJ, parmi lesquelles deux fois celles qui rencontrent simultanément L et L' ; la figure concave est à remplacer de nouveau par le fil l'embrassant, PP'Ç'Çii^i?' 8' Sf, de longueur Y.
La conclusion est la même qu'auparavant ; par conséquent, le résulta-t est aussi iV(L, L) = L 4- L — Y.
La probabilité requise est donc dans les deux cas
89. Problème XXVII. — Une droite menée arbitrairement coupe une diagonale d'un carré donné; découvrir la prohabilité pour que cette droite rencontre aussi Vautre diagonale dans l'intérieur du carré.
Solution. — Les deux diagonales peuvent être envisagées comme deux courbes fermées, convexes qui se coupent en
quatre points, et dont chacune possède la longueur 2a V 2, lorsque a indique le côté du carré. Dans le sens du problème précédent, on obtient alors
L = L' = 2«\/2, Y=4a; par conséquent,
90. Problème XXVIII. ^ A l'intérieur d'un cercle donné, de rayon r, est pris arbitrairement un point; découvrir la prohabilité pour qu'une sécante du cercle ^ menée à volonté passe à une distance du point plus petite que v.
Solution. — Soit 0 (fig. 48) le centre du cercle donné, P le point marqué arbitrairement; si OP = (>, la probabilité de la Fi^ 48 position indiquée de P est
^i io\ jp) W" Un cercle est décrit de P comme
\ V v y centre avec le rayon r; on reconnaît
^^^^^i^^ qu'une sécante menée à volonté, du
cercle donné, ne satisfait à la condition
de la question que lorsqu'elle coupe en même temps ce
deuxième cercle. La probabilité y relative est à calculer
d'après la formule finale du n" 88 ; dans le cas présent, on a
L == L' =- 271 r, r= 2nr -f 2ç;
par conséquent,
nr — Q
-^ nr
Par suite, la probabilité totale composée de l'événement en question est
^= f^Q^Q-'^^^-^fi''^-- 9)9^9-'^^
91. Problème XXIX. — A l'intérieur d'un cercle donné de rayon r est pris à volonté un point; trouver la probabilité jwur qu'une sécante du cercle, menée arbitrairement soit à une distance du point plus petite que e.
Solution. — Comme dans le cas précédent, soit 0 (fig. 49), le centre du cercle donné, F le point pris arbitrairement
Premièrement soit 0 P= ^ > r — e; »"«« *'••
le cercle décrit de P avec le rayon e ^^ -v^
coupe le cercle donné ; les relations se / /''v^
trouvent semblables à celles du n*» 90 et, [ ^ avec les désignations choisies là, on a /y«=27rr, L =^2ney
Y=2nr—2rarcco8- y-2earcco8 \-2\l Q^ — (r^eY\
la probabilité relative à ce cas est donc
X 0 7ie-\- (r — e) arc cos \ q^ — (r — ey
^~T3 / (^^ + ('* — e)arccos — y Q* — {'' — f'YjQffQ»
Maintenant est
neqdq = -^ne\ r* — (r — e^ \ ;
si l'on pose dans le second membre = m, il vient
I arc cos çdç = — (r — ey j u~^arcco8udu,
et par intégration par parties
(r-é) I arccos çdQ'^—^ — -arccos q \r*-{r-ey;
enfin est
Qde-Y^\r*-{r-en
Conséquemment, on a finalement
Il reste encore à calculer la probabilité pour le cas oîi 0P= Q <C r — e.Le cercle décrit de P comme centre avec le rayon e est enveloppé alors par le cercle donné et toute droite qui le coupe satisfait aux conditions de la question. La probabilité y relative est donc (comp. au n^ 81)
71 {r — ey 'Ine ne (r — «)*
Tir* Inr nr'
La somme des probabilités 1) et 2) donne la probabilité totale de l'événement en question,
^^JT^ +~2 "'"'""'* T" "2 ^^^'■■^^
Le résultat prend une forme plus élégante et plus abrégée
lorsqu'on a égard à la position propre du point P (fig. 50). Le fil embrassant les deux cercles a, dans ce cas, la longueur
Fo = 2 TT r — 2r arc cos
Fig. 50.
-\-2earcco8 h2V'** — (** — <')*»
l'excès sur les deux périmètres de cercles est
r — fî 2nr'\-2ne— YQ=27ïe-\-2(r — e)arccos — ;
donc n peut être présenté sous la forme suivante :
et si l'on introduit enfin l'angle 20 que les deux parties rectilignes de la courroie sans fin enserrent, on obtient 27rr + 2ne— Y^ , cos^ 27ir "^ 371 '
Le premier terme du second membre représente la probabilité sous la condition que le point pris arbitrairement tombe sur le périmètre du cercle donné; si l'on désigne cette probabilité par //o, on a
Remarque. — Le cas spécial traité au n** 90 se déduit du cas actuel, en posant r = p et simultanément d = 0; en effet, on trouve alors de nouveau
92. Théorème VI. — La quantité des droites arbitraires qui peuvent être menées entre deux courbes fermées, convexes^ extérieures l'une à Vautre, sans couper l'une d'elles, est 7nesurée par X — L — L', lorsque X, L, L' 07it les significations introduites antérieurement (•).
Démonstration. — La totalité des droites qui coupent la figure convexe, RHSS'H'R'R, Fig. si.
(fig. 51) de longueur Y se compose des droites qui coupent L, de celles qui coupent L', et de celles qui passent entre les deux courbes.
Soit N la quantité des dernières.
Mais, de plus, les droites qui rencontrent en même temps LL et dont la quantité, suivant
(») Voir n» SJ.
le n° 83, égale X — Y, sont comptées deux fois, savoir tant parmi les droites qui rencontrent L que parmi celles qui coupent L'. Pour établir l'égalité, ces droites qui rencontrent en même temps L et L' doivent donc être portées en déduction une fois. Ce raisonnement conduit à l'équation
Y=L + L' + N'-X+ Y; de laquelle, résulte, comme il a été affirmé,
Si Ton observe que X = PP+ ÇÇ' L — arc PQ -\- L' — arc P' (?', on peut écrire aussi
2) iV =- PP' + QQ' — arcPQ — arc P' Q.
93. Remarque. — En vertu de la formule 2), la totalité des droites qui passe entre les deux branches d'une hyperbole est donc mesurée par la différence entre les asymptotes et les branches de l'hyperbole^ laquelle différence, comme on sait, a une valeur finie.
Soit A P (fig. 52) une branche de l'hyperbole, 0 le centre, PQ une tangente, OQ une droite menée perpendiculairement à PC; puis, a = OA désigne le demi-axe réel, e l'excentricité relative. On pose OQ=.p,PQ = u, l'angle XOQ = «; ainsi, />, u peuvent être envisagés comme de nouvelles coordonnées rectangulaires du point Pde l'hyperbole, rapportées à un système de coordonnées ayant même origine que le système originaire, tourné d'un angle h sur celui-ci ; conséquemment, on a p = X cos B — y sin 6, u = X sinO -\- y cos 0; puis,
1) -t§ == T^ • cos 0 — ~ sm 6 — X sin B — ycosB^ — u, (lu (IB do
^, (l^p du dx . ^ du ^ ^ , . ^ ds
car des relations
FiK. 52.
résulte
~ = cota 6 et -7- = cosec B dx ^ dx
dx a dy . ^ dx g. dx . ^ . ^ ^
et dx . ^ , dy ^ dx . ^ , dx ^ ^ _ dx _ ds
On intègre l'équation 2) dans les limites 0 et 6; ainsi s'obtient, lorsqu'on désigne par s l'arc A P,
f^^^s-Jpde,
et, en considération de 1),
u — * = / pdO.
L'intégrale du second membre exprime donc la différence entre QPet l'arc d'hyperbole A P. Laisse-t-on se déplacer le point P à l'infini, donc progresser 6 jusqu'à la valeur a =
arc sin — ? On obtient la différence entre une branche com-
plète de l'hyperbole et la demi-asymptote correspondante;
si l'on remplace p par l'expression connue a\l — «* stw^d, la différence dite devient égale à l'intégrale
a J\Jl — e^sin^ede,
et, par conséquent, la différence entre l'hyperbole entière et les asymptotes est
3) J^4af\/i—e* siw* BdO,
Par les substitutions
e8mo = sin<p, — «= x,
ou a
\ji:i7^ede^. r/^^^^y ^-^iriLzigM;
f\ll — «« sm« BdO^x f—^
et si l'on introduit, pour les intégrales elliptiques complètes Ej F, les développements connus, finalement
94. Problème XXX. — Une courbe fermée ^ convexe^ de lo'iigueur L enveloppe deux courbes formées de même^ extérieures l'une à l'autre, possédant les longueurs 1, 1'. Quelle est la probabilifé pour qu'une droite menée arbitrairement qui coupe L passe entre 1 et V ?
Solution. — On désigne par x la longueur du fil en forme
de nœud tendu autour de / et de l'; par la proposition du
n*» 92, est
Remarque. — Lorsque les deux courbes disposées à l'inté-
rieur de L se réduisent à deux points, dont la distance est e.
on obtient
par conséquent,
comme cela s'obtiendrait aussi par le n^ 81.
95. Problème XXXI. — Trouver la probabilité pour qu'une droite menée arbitrairement qui coupe un cercle domié rencontre aussi un diamètre donné de celui-ci.
Solution. — A cette question, s'adapte le cas cité dans la remarque du n" 94. La droite coupe le diamètre AB lorsqu'elle passe entre les points A et B. Si l'on désigne le diamètre du cercle par r, e = 2r, donc la probabilité requise est
96. Problème XXXII - Cidrul,,- la prohabilité pour qu'une droite menée arbUrairemetU qui coupe une demi-circonférence donnée rencontre aussi la demi-circonférence complétant la circonférence entière.
Solution. — La demi-circonférence donnée .4 C5 (fig. 53) représente une courbe fermée, partiellement concave qui est à remplacer (n*» 80) par le courbe convexe AOBC. Une droite qui coupe la demi-circonférence donnée rig. 53. .
rencontre aussi la complémentaire ADE, lorsqu'elle passe entre les points A et B^ Dans le sens de la remarque du n^ 94, on a
e = 2r, L = TTr -4- 2r; par conséquent, '^
97. Problème XXXIII. — Déterminer la probabilité pour que deujr sécantes d'une courbe fermée, convexe, menées arbitrairement, se coupent dans l'intérieur de la courbe.
Solution. — On désigne par N le nombre total des points d'intersection que donnent toutes les sécantes de la courbe dont la longueur est L; par Z la quantité des points d'intersection qui tombent dans la surface limitée par la courbe, dont l'aire s'appelle J. Ainsi, on a
Le nombre des sécantes est L; par conséquent, le nombre de leurs points d'intersection,
Pour découvrir Z, nous considérons les sécantes d'une direction déterminée et comptons les points d'intersection sur celles-ci en tant qu'ils sont contenus dans la surface. A cette fin, nous dégageons le groupe des sécantes mentionnées dont la distance à un pôle 0 (fig. 54, p. 130) se trouve entre les limites p et /? + dp; leur nombre est dp. Sur une de ces sécantes, gisent autant de points d'intersection intérieurs qu'il y a de droites qui coupent la corde AB; c'est 2AB;
par conséquent, sur toutes les sécantes, 2 A B.dp et sur toutes les sécantes de la direction déterminée /•« f2ABdp = 2J
points d'intersection. Comme ce nombre est indépendant de la yj jj^ direction, il y a sur les sécantes de
toutes les directions 27rJ points d'intersection intérieurs; mais chacun est compté doublement; donc on a 3) Z= nj.
Par introduction des valeurs de 2) et de 3) dans 1), s'obtient finalement ,, 2nJ
Par exemple, la probabilité pour que deux droites menées arbitrairement à travers un carré aient leur point d'intersection à l'intérieur du carré est
et, pour un cercle, la probabilité correspondante est
^27r2rg_ 1
un maximum.
Remarque. — On pose AB == C; l'équation 3), en considération de l'équation la précédant, peut s'écrire sous la forme
«) ffCdpde=^TtJ,
l'intégration étendue à toutes les sécantes de la courbe.
98. Théorème VII. — La densité des points d'imiter section réciproques de toutes les sécantes arbitraires d'une courbe fermée^ convexe est constante en tous les points au dedans de la courbe^ et est égale à n; en un point au dehors de la courbe, elle s'élève à 6 — sin 6, 6 indiquant l'angle sous lequel se projette la courbe du point considéré.
Démonstration. — 1. Pour découvrir la densité des points d'intersection en un point au dedans de la courbe, nous entou-
rons ce point d'un cercle infiniment petit ou d'une autre figure convexe d'étendue infiniment petite; soit dJ sa. surface. Dans cet élément de surface, le nombre des points d'intersection divisé pai- dJ donne la densité requise. En vertu de l'équation 3) du n° 97, la quantité des points d'intersection de toutes les droites qui rencontrent le contour de l'élément
dJ est exprimée par n. dJ; leur compacité est donc \ . =7r,
donc indépendante de la position du point, ou régulière, uniforme sur la surface entière, limitée par la courbe.
2. Une marche semblable conduit au but lors de la considération d'un point extérieur P(tig. 55a). La fig. 55b représente le cercle, à imaginer infiniment petit, qui a été marqué autour du point P; VÇ, WR représentent les ^^^- ^■'"•
tangentes AP, BP de la fig. 55 a; soit d J \ti surface du cercle.
Une corde CD du cercle, menée arbitrairement, laquelle coupe par son prolongement aussi la courbe donnée, est rencontrée par autant de sécantes de cette dernière qu'il y a de droites qui coupent simultanément la courbe et CD. La quantité de ces sécantes est mesurée, d'après le n« 83, par la différence X — F; dans la figure, c' D C D w' est une partie de X (du fil se croisant), v Cw une partie de Y (du fil extérieur), et avec l'étendue infiniment petite du cercle, vis-à-vis do son éloignement de /, t* 0, v' D, r^>, d'un côté, et wD^wC^ WR, de l'autre côté, peuvent valoir comme des parallèles. Sous cette supposition, on a
Fig. 55 1.
X— y =^2CD- CH— CK.
Pour les cordes à l'intérieur d'une bande de parallèles, se rattachant à CD, de la largeur dp, la quantité des points d'intersection est par conséquent
dp (2 CD —CH— CK) ^ CD. dp {2 — cas \e — a\ — cos a),
pour toutes les cordes de la direction CD^ égale
(2 — cos\S — a\ — coscc) jCDdp=(2 — cos\0—a\ — cosa)dJ,
enfin, pour toutes les directions admissibles de la corde, la quantité de tous les points d'intersection tombant dans le cercle égale
1) ^dj r,
(2 — cos\0 — a j — cosoc)da=(6 — sin 6) dJ;
le facteur | doit être introduit, parce qu'autrement chaque point d'intersection serait compté deux fois.
Par conséquent, la densité des points d'intersection en P est égale à
9^ A (^ — sin S) dJ .
comme cela a été affirmé.
99. Remarque. — Les mêmes considérations que celles de 2) du n^ 98, seraient à donner pour trouver la densité des points d'intersection réciproques de toutes les droites arbitraires qui passent entre deux courbes fermées, convexes; le résultat s'énonce aussi
â =- 6 — sin 6\ seulement, relativement à la détermination de l'angle ô, une remarque doit être faite.
Le point, duquel la densité est à découvrir, tombe-t-il dans un des triangles mixtilignes OTQ, OF' Q' (tig. 56), par exemple en ^? Ainsi, 6 est l'angle adjacent de l'angle que les Fig. 56. tangentes menées de ^ à la courbe se
trouvant le plus proche enserrent.
Le point, en échange, gît-il dans un des espaces infinis d'angles POQ\ F'OQ^ par exemple en ^? Alors, l'angle 6 vaut celui que forment les tangentes intérieures, menées de B aux deux courbes; brièvement dit, chaque fois, il faut prendre l'angle par le sommet duquel ne passent que des lignes de l'espèce indiquée plus haut.
Conformément à la proposition du n" 92, la quantité des droites passant entre les courbes est mesurée par PP' + QQ' — arcPQ — arcP'Q'; la quantité do leurs points d'intersection réciproques est par conséquent
-i- (PF + Ç Ç' - arc PQ -> arc P Q'Y; par cela, s'obtient la proposition remarquable suivante :
— sine)dJ=^{PP'-\-QQ'-'arcPQ-arcPQ')\
II
l'intégration étendue à la partie (du plan) que rencontrent les droites de l'espèce désignée préliminairement; l'angle 6 compté dans le sens expliqué plus haut. En appliquant cette formule à l'hyperbole, on obtient
2) / / (^ — sin e)dJ = ^ J';
dans cette expression, J désigne la différence entre les deux asymptotes et les deux branches de l'hyperbole (comp. au n**93); l'intégration a à s'étendre ici à la partie (du plan) se trouvant entre les branches de l'hyperbole.
100. Problème XXXIV. — Trouver le nombre des points d* itUersection extérieurs de toutes les droites arbitraires qui coupent mie courbe fermée^ convexe^ de longueur L et d'aire J.
Solution. — En conformité de la proposition du n** 98 ,2, la quantité de ces points d'intersection est exprimée par l'intégrale
fj{e — sin S) dJ,
étendue à tous les éléments du plan, qui se trouvent à l'extérieur de la courbe.
D'un autre côté, la quantité de tous les points d'intersection,
tant extérieurs qu'intérieurs, est -p- L* ; mais la quantité des
points intérieurs, suivant l'équation 3) du n° 97, est nj; consé-
quemment, la quantité des points extérieurs est -g- L* — nj.
Par là, s'obtient la remarquable proposition : " Si d désigne „ l'angle sous lequel se projette une courbe fermée, convexe, „ do longueur L et de surface J, d'un point extérieur de son „ plan, et si dJ est l'élément du plan en ce point, on a
{8 — sine)dJ=^ "2" ^' ~ ^*^»
„ l'intégrale étendue au plan entier, considéré extérieurement „ à la courbe (*). „
La justesse de cette proposition se laisse vérifier facilement par son application au cercle. Ici B demeure constant pour tous les points d'un cercle concentrique au cercle donné; dJ est donc l'aire d'un anneau circulaire infiniment étroit. En nommant r le rayon du cercle donné, q celui du cercle variable, on a
^ ^ ^ ^ rcos-^d-^
Q = ^; dQ=^ ^ , dJ=27lQdQ,
sin -rr- sin^ -^
donc,
/ {e — sine)dJ==7Tr^ (sme — S) ^dS
J J J a In?
4 cois-' ^ - 2e — I J rf -^ = ?rV
sm^
ce qui égale réellement la différence -^ (27TrY — n.nr^.
(}) Crofton a fait la première communication de cette belle proposition à l'Académie de Paris en 1867 {v. Comptes rendus, tome 65, pag. 994 et 995). Une démonstration analytique de celle-ci, faite par Serret, se trouve dans les " Annales scientif. de l'école norm. supérieure „, VI (1869), pag. 177 à 185 (aussi dans les Comptes rendus, 1869, pag. 1132 à 1187). Serret part d'un polygone convexe, rectiligno, d'un nombre quelconque de côtés et parvient par une voie intéressante, quoique circonstanciée, au résultat ci-dessus mentionné, qu'il étend aussi au cas du contour composé de parties curvilignes et rectilignes.
101. Problème XXXV. — Trouver la probabilité pour que les points d'intersection réciproques de trois sécantes d'un cercle, menées arbitrairement, se trouvent à Vititérieur du cercle.
Solution. — Soit C (fig. 57) le centre du cercle donné, A C = c son rayon. Nous mettons en relief MN^ quelqu'une des sécantes. La quantité des tri-sécantes favorables, auxquelles appartient MN, est égale à la quantité des couples de droites, qui, coupant la corde AB, ont leur point d'intersection à l'intérieur du cercle donné, et cette quantité, conformément à la proposition du n° 98,2, est exprimée par l'intégrale suivante étendue à l'aire du cercle donné :
" '\e — sin S) dJ,
If
Comme 6, en tous les points d'un arc de cercle passant par Ay By demeure constant, nous nous représentons le cercle donné décomposé en éléments par des arcs de cercle tels que A PB. Un pareil élément a la grandeur
dJ = d
ABP.
Si maintenant 0 est le centre de Tare A PB, AO = q son rayon, ^5 = 2a, on a
segm ABP -^(n — B) q^ -\- aq cos 6 = «« (^^^ + cotg e\ , d'oîi.
dJ^.—
stn
^{ 1 -{-{71— S) cotg 6 \ de.
Par conséquent, la quantité des tri-sécantes appartenant à J/iV, desquelles le troisième point d'intersection git au-dessus de MNy est
j \sin'0
, OcosO e^'osS 1 cosS , BcosS
sin^O sin^O sinS sin-B sln
Par l'exécution des intégrations individuelles, tout d'abord sans considération de limites, on obtient l'expression
2sin^e 2 ^^^ '^2sin^e'^ sine smè~ sinO
B^ — 7ie—\nsin2e ■^ 2sin''e
dont les deux parties pour la limite la plus élevée prennent la forme indéterminée -j-\ mais le premier terme composant,
sin$ sin (71 — 6) sinâ tend vers la limite 1, par â diminuant vers zéro, pendant que
le second terme composant a la valeur limite -^, comme on le
trouve facilement par la différentiation deux fois du numérateur et du dénominateur. Donc est
3 7t — ^_i_^^ — a^ -{- ^7t sin2a'^ 2 sin a 2sin'^a t
La quantité N^ des tri-sécantes favorables, dont le troisième point d'intersection gît au-dessous de MN, se donne manifestement lorsqu'on remplace dans l'expression précisément écrite a par tt — a. La somme iV, + N^ fournit la quantité de toutes les tri-sécantes favorables appartenant k MNj savoir
2) N'=2a^(s-^-{-^^^) = 2c*{Ssin*a-7tsina-\-7ra-a^). \ stnce sm^cc / ^ -'
Pour obtenir maintenant la quantité de toutes les trisécantes favorables qui en soi renferment une droite parallèle à MN, on a à multiplier N par la différentielle de C F, c'està-dire par c sin «g? a et à intégrer le produit par rapport à a
entre les limites 0 et n, qui correspondent aux deux positions extrêmes de MN. Pour recueillir toutes les direction» de M N, donc pour obtenir la quantité de toutes les tri-sécantes favorables, l'expression acquise est à multiplier par n, d'autre part à diviser par 3, parce que dans la marche suivie chaque tri-sécante est comptée trois fois, alors que chaque sécante de celle-ci ne joue qu'une fois le rôle de M N. Par conséquent, le nombre total des cas favorables est
2nc^ r TTC*
3) Z^^*^-^ j (3.sm*a-7r«ma-f-^a-«*)5ïwarfa=-ô-(16-7r*).
u La quantité des tri-sécantes possibles et différentes est
4) 3f = -^(27rc)^=-i-7r3c3;
la probabilité requise, donc _. Z 4 1
102. Théorème VIII. — La densité des points d'intersection de toutes les sécantes arbitraires d'une Fig. ssa. courbe fermée^ convexe avec la totalité des » droites arbitraires dans le plan illimité, qui A^.-<^^^ ne coupent pas la courbe, s'élève, en un y^^ \ /
/If coupent pas la courut, s Kit^va, vu un y^ \ i
point à l'extérieur de la courbe, à 2 sin 6, / j y 6 indiquant l'atigle sous lequel la courbe se l y^
projette du point; en tout point à V intérieur de la courbe, la densité, se comprenant de soi-même, est égale à zéro.
Démonstration. — Nous entourons le point considéré P (fig. 58 a) d'un cercle d'étendue infiniment petite (fig. 58b) et comptons les points d'intersection de l'espèce décrite, qui tombent dans ce cercle.
La corde CD fait partie d'une des droites du premier système ; la quantité des points d'intersection de celles-ci avec les droites du second système est égale à la quantité de leurs points d'intersection avec toutes les droites arbitraires du plan; c'est
2CD, à diminuer de la quantité des points d'intersection qu'il donne avec les droites du premier système même, et celle-ci s'élève, d'après l'équation w) du n'' 98, à 2 CD — CH— CK; conséquemment s'obtiennent sur CD
2CD—(2CD-CH—CK)=^CH-\-CK=CD{cosa-]-cos(e—a)]
points d'intersection; par suite, sur les cordes d'une bande de parallèles infiniment étroite se serrant à CZ), de la largeur dp^
\cos a -\- cofi (6 — ce)] CD. dp
points d'intersection ; et sur toutes les cordes de la direction CZ>,
[cos ce -f cos [0 — a)\ i CDdp = [ cos a -\- cos {0 — a)] dJ
points d'intersection, en désignant par dJ la. surface du cercle. Toutes les cordes du cercle, qui font partie des droites du premier système, fournissent par conséquent avec les droites du second système, des points d'intersection dans la quantité
1) dJ I [cos ce -\- cos (S — a)] da = 2 sin 6 . dJ,
donc de la compacité
o^ A 2sine.dJ ^ , „
2) o = 5-7 — = 2 sin 6.
dJ
La quantité des points d'intersection qui tombent sur une partie limitée d'une manière quelconque du plan est exprimée par l'intégrale
2 jy.sm e dJ
étendue à cette partie. L'intégration n'est exécutable que pour certaines formes; le cas suivant, en permettant le dénombrement des points d'intersection par un autre moyen, conduira à une formule générale de cette intégrale.
103. Problème XXXVI. — Une courbe fermée, convexe, de longueur L est entourée par une seconde courbe de même nature, provenant de ce qu'on pose autour de la première un fil sans fin de la longueur Y ^L et de ce qu'un style est conduit de telle manière qu'il tend le fil incessamment. Découvrir le nombre des points d'intersection que donnent les sécantes arbitraires de L avec toutes les droites arbitraires du plan qui ne coupent pas L, sur la surface annulaire limitée par les deux courbes.
Solution. — Nous considérons la cordo A B (fig. 50) de la surface annulaire; cette corde est une Kig. v».
partie intégrante d'une sécante de L; elle donne, avec toutes les droites arbitraires du plan, 2AB points d'intersection; avec les droites qui coupent L, elle fournit X — F de ceux-ci, X signifie dans cette évaluation la longueur du fil sans fin, embrassant ^-B et L; donc, on a
X= A'PABAQA' = L + 2AB; par conséquent, A B donne, avec les droites qui ne coupent pas L,
2AB — (X — V)=2AB — {L + 2AB— Y) = Y — L points d'intersection. Cette quantité est donc la même pour toutes les positions de AB; par conséquent est valable aussi pour A'B\ de sorte que sur chaque sécante de L se trouvent
2(Y-L) points d'intersection; sur toutes les sécantes, dont la quantité
est L, par conséquent
points d'intersection. D'un autre côté, cette quantité, en conformité de la proposition précédente, v^p. «<>. est égale à l'intégrale étendue à la surface annulaire
^ffsin S dJ;
de manière que sous les conditions stipulées dans le texte
(o) ffsin edJ = L{Y — L).
104. La foi-mule (o) peut être vérifiée par son application au cercle. Ici, S demeure constant pour tous les points P (fig. 60) qui possèdent la même distance q de 0; par conséquent, un anneau circulaire de la largeur dç peut être pris pour dJ, Maintenant, on a
rcos
d'oii
8in
sin 6 dJ =27tQ sin $ dg par conséquent, on a
f fslnedJ==i7ir'' Ç
co1f-^d-^
inr^
= 2Ttr \ 2r cotg a — r(n — 2a) j.
Comme
L = 27rr, Y= 2nr — r(7r — 2a) + 2r cotg a,
Y — L = 2r cotg ce — r (n — 2 a),
la valeur de l'intégrale devient réellement égale à L(Y — L).
105. L'application de la formule «) à une droite délimitée i^'F' (fig. 61), de longueur 2 c, cette droite étant envisagée
comme courbe fermée, convexe, de longueur 4 c, conduit à une intéressante proposition. Dans ce cas, la courbe engendrée par l'utilisation d'un fil de longueur F= 26* + 2a est une ellipse, pour laquelle les points terminaux F, F' de la droite délimitée, jouent le
rôle de foyers, et dont le grand axe possède la longueur 2a.
L'intégrale j j sin 6 dJ, étendue à la surface de cette ellipse,
a, conformément à la formule citée, la valeur 4c (2 c+ 2a— 4c)
= 8c (a — c), ou c'est l'intégrale
/ / 8171 S dx dy = 8c (a — c), (^)
étendue à la surface entière de l'ellipse.
106. Théorème IX — La densité des points d* intersection de toutes les sécantes arbitraires d'une courbe fermée, convexe avec la totalité de toutes les droites arbitraires du plan illimité y s'élève^ en un point à l'intérieur de la courbe^ à 2n; en un point à l'extérieur de la courbe à 26; 6 désignant V angle sous lequel la courbe se projette du point.
Démonstration. — 1. On décrit, autour d'un point quelconque à l'intérieur de la courbe, un cercle infiniment petit,
(*) Une démonstration directe de cette formule a été donnée par E. B. Elliott dans le tome XXVI de l'Éduc. Tim., pag. 79 et pages suivantes.
dont la surface est dJ\ toutes les sécantes du cercle conçues comme sécantes de la courbe, avec toutes les droites arbitraires du plan, à l'intérieur du cercle, fournissent 2ndJ points d'intersection [v. au n" 97 l'alinéa précédant l'équation 3)]; leur densité est donc
2. Comme antérieurement, la figure 62 peut représenter le cercle qui entoure le point consi- Fig. 62.
déré P; F Ç, WR représentent les tangentes menées de P à la courbe, tangentes dont l'angle d'inclinaison est B. La corde CD fait partie d'une droite dn premier système, c'est-àdire d'une droite qui coupe la courbe ; le nombre de ses points d'intersection avec les droites du second système, c'est-à-dire avec toutes les droites arbitraires du plan, est 2 CD; pour toutes les cordes parallèles à CD, ce nombre est
2yCD dp = 2dJ, et pour les cordes de toutes les directions admissibles 26 dJ, de sorte que la densité des points d'intersection égale
1. Remarque. — La deuxième partie de la présente proposition peut être déduite aussi des deux propositions du n** 98 et du n<* 102. Les points d'intersection que forment les sécantes de la courbe avec toutes les droites arbitraires du plan se divisent en deux groupes : celui formé avec les droites qui rencontrent la courbe et celui formé avec les droites qui ne coupent pas la courbe. La quantité des premiers points, d'après l'équation 1) du n^ 98, est
2{e — sin 6) dJ; le facteur { qui était placé là à gauche, parce qu'il s'agissait dos intersections réciproques des droites d'uN système, est omis ici, parce qu'il s'agit de l'intersection de deux différents systèmes de droites. La quantité des points d'intersection de la deuxième espèce, d'après l'équation 1) du n^ 102, est
2 sin e dJ;
par conséquent, la somme des deux quantités est
2edJ, comme plus haut.
Remarque. — La quantité des points d'intersection de
l'espèce ici analysée, qui tombent sur une partie donnée du
plan à l'extérieur de la courbe, est exprimée par l'intégrale
2ffedJ,
étendue à cette partie. L'évaluation de cette intégrale réussit cependant seulement dans des cas particuliers. Une formule générale pour elle est donnée par le cas suivant, dans lequel le dénombrement des points d'intersection est exécutable d'une autre manière.
107. Problème XXXVII. — Une courbe fermée, convexe est renfermée dans une autre courbe fermée, convexe^ de figure quelconque. Découvrir la quantité des points d^ intersection que donnent les sécantes de la première courbe avec toutes les droites arbitraires du plan sur la surface annulaire limitée par les deux courbes.
Solution. — Nous considérons une sécante quelconque AD (fig. 63) de la courbe intérieure ; la quantité des points d'intersection, de l'espèce décrite, déposés sur la sécante, est pj g3 2{AB -{- CD)\ conséquemment, il y a
sur toutes les sécantes parallèles k AD 2f(AB-^ CD)dp = 2 (0 — segin MNH— segm PQK) points d'intersection et sur toutes les sécantes n N==- 2^(0- segm MNH- segm FÇK)d(p u
points d'intersection, lorsque 0 désigne la surface de l'anneau et (f l'angle qu'enserre MN avec une direction fixe. Par amplification, on obtient premièrement
N==27Te^2f{segm M MI -f segm Pi^K) d<p;
mais la deuxième partie du second membre peut être obtenue ainsi : au lieu de tourner les deux tangentes MN, PQ dans l'intervalle o à tt, on ne tourne qu'une, par exemple MN, dans l'intervalle o à27r, parce qu'elle prend alors toutes les positions qu'a prises antérieurement PQ. Par conséquent, si l'on désigne la surface du segment MNH par ^, après cette observation, on a
I) D'un autre côté, à raison du n" 106, 2® remarque, on a
N = 2ff(^dx(ly; sous les conditions établies dans le texte, la relation remarquable suivante existe donc :
1) ff^^^ dy = 710 — f 2 ff(p.
Un cas spécial, intéressant se présente lorsque le segment MNH découpé par la tangente MN a une superficie constante; alors, il vient
ffe dxdy = ne — 27i2 = n(Q-^2 2), et comme MNH = PQH = 2, 0 — 22 indique la différence des deux parties en lesquelles l'anneau est décomposé par la tangente 3/ iV; d'oîi suit la proposition: " Lorsque deux courbes fermées, convexes, quelconques, dont l'une enveloppe l'autre, se tiennent en telle liaison que toute tangente menée à la courbe intérieure découpe de la surface de la courbe extérieure la même surface partielle; lorsque B est l'angle sous lequel la courbe intérieure se projette d'un point extérieur x^ y; lorsqu'enfin J est la différence des parties en lesquelles la surface annulaire constituée par les deux courbes est divisée par une tangente à la courbe intérieure ; la relation
2) Jf6dxdy = 7iJ
existe, l'intégration étendue à la surface de l'anneau. „
La conjoncture admise ici a lieu avec deux cercles concentriques, par conséquent aussi avec deux ellipses concentriques, semblables et semblablement placées, parce que ces dernières
peuvent être envisagées comme la projection parallèle des premiers et, comme dans ce cas A peut être déduit par la voie élémentaire, la proposition susdite conduit à la valeur d'une intégrale définie, dont l'évaluation ne serait pas aussi aisée par la voie directe.
C'est-à-dire que si l'on rapporte les deux ellipses, dont les demi-axes peuvent être a, h\ xa, xb {x > 1), à leurs axes comme axes cordonnés, on obtient tout d'abord
3) S = arc tang -^ , f ' ^7—
^ ic^ -f 2/2 — a^ — ¥
Les deux cercles (fig. 64), dont les ellipses peuvent être dérivées, ont les rayons a et x a; on mène au cercle intérieur une tangente MN; la différence des parties en lesquelles elle décompose l'anneau est J'=n{x^a'^-a^).2se(jmMNA=7ï(x'^a^-(i^)
- 2 1 x^a"^ ^'X^a^sin ^ cas ^ I
=^x^a^\ 7T II ^j — a -\- sin a[,
CO 1 ou, parce que cos -^ = ypr, = — » aussi
J' — x^ a^ In sin^ — a -\- sin a\;
le transfert aux ellipses résulte de la multiplication par par conséquent, pour celles-ci, on a
= X* ab Itt
sm
p- a + sin
inay
Par l'introduction des valeurs 3) et 4) dans la formule 2) de la proposition formulée plus haut, on obtient
5) i / firctg \.,^y,_^^,.^t dxdy=nx^abYtstn^-^'a-\^sma^^, oii a = 2 arc cos — et l'intégration est à étendre à la surface
de l'anneau.
Pour X* = 2, devient a — -j- et est
arc tang ^» ^ ^i _ a* ^ 6* ^^ "^^ «= ^tt a6,
c'est-à-dire égale la surface de l'ellipse extérieure.
108. Théorème X. — La densité des points d' intersection de toutes 1rs srnintes arbitraires d'une courbe fermée, convexe avec toutes les sécantes d'une seconde courbe, de constitution semblable, enveloppant la première, en un point à l'intérieur de la première courbe s'élève à 2n, en un point entre les deux courbes à 20, en un point à l'extérieur de la seconde courbe « Ufi + ç) + u« + V; — Uy — u^, lorsque S désigne V angle sous lequel la courbe intérieure se projette du point correspondant^ y, xfj les angles sous lesquels Vanneau se projette du point correspondayit et lorsqu'enfin, par abréviation, on pose a — sin a = u„.
Démonstration. — 1. On trace autour du point à l'intérieur de la première courbe un cercle infiniment petit de superficie dJ; toutes les sécantes de celui-ci, interprétées comme des sécantes de la courbe intérieure, avec toutes les sécantes de la courbe extérieure, ou ce qui est la même chose, avec toutes les droites arbitraires du plan, donnent, d'après l'alinéa avant l'équation 3) du n° 97, 27idJ points d'intersection sur la surface du cercle; leur densité est donc
2. La densité des points d'intersection de toutes les sécantes de la courbe intérieure avec toutes les sécantes de la courbe extérieure, en un point de la surface annulaire, est derechef identique à la densité des points d'intersection des premières avec TOUTES les droites arbitraires du plan; par conséquent, suivant le n** 106,
3. Sur une surface de cercle infiniment petite, de superficie r/ J, entourant le point F (fig. 65, pag. 146),. on compte les points d*intei*section réciproques des sécantes de la figure
convexe A CHDFA; leur quantité, conformément à l'équation 1) du n° 98, égale
\(e + ç)) - sin (6 + (f)\ dJ^Uffj^^ dJ; puis on compte les points d'intersection réciproques des sécantes de la figure convexe BEGFDB; leur quantité
1(6^ -\-ip)— sin (6 -\-ip)]dJ=Uff_^^ dJ; ainsi, les points d'intersection réciproques des sécantes de la figure convexe EGFDHCE sont comptés deux fois; mais ils doivent réellement se trouver deux fois dans la quantité cherchée, puisque chaque sécante de la figure indiquée en dernier lieu est à concevoir avec deux qualités, comme sécante de la courbe intérieure et comme sécante de la courbe extérieure; mais, parmi les points d'intersection comptés plus haut, se trouvent des points qui ne font pas partie des points en question; ce sont les points d' intersection réciproques des sécantes des deux figures convexes AEGFA et BCHIJB; leurs quantités
sont
((p — sin (f) dJ=^ u^ dJ,
{ip — sin \p) dJ =' u^ dJ.
Conséquemment, la densité des points d'intersection en P,
en réalité, est égale à
3) <^3 =Wfl + 9, + w^_^^ — 1/^ — t/^,.
1. Remarque. — Sur le périmètre de la courbe intérieure, est 6 = Tir; par suite,
(T, = 2;r = (J, ; sur le périmètre de la courbe extérieure, est y -J- d -f- y/ = tt; par conséquent,
à:, = e -\- <f — sin (e -\- (f) -\- e -\- \p — sin {e + tp) — (p sin (p — xp -\- sin tp = 26 = â^, parce qu'on a sin (0 -\- (p) = sin t//, sin {6 -\- \p) = sin (p; le passage de à^k â^et de â^ à â^ résulte donc de manière continue.
2. Remarque. — Si L désigne la longueur, J la surface de la courbe intérieure, L la longueur do la courbe extérieure,
la quantité de tous les points d'intersection est LL'; de ceuxci, cf, J = 27r J se trouvent à l'intérieur de la courbe intérieure; la quantité des points restants est donc LL — 2nJ, D'un autre côté, la dernière quantité est exprimée par
la première intégration étendue à l'anneau, la seconde au plan entier au delà de L'. Donc se constitue l'équation remarquable, suivante :
4) 2ffedJ-]-ff{uf,^^A-u^^^-u^-u^)dJ=LL-27Tj,
109. Problème XXXVIII. — Dans chaque cercle de deux cercles concentriques, dont les rayons sont a ef xa(x>l), wwe sécante arbitraire est menée. Trouver la prohabilité pour que le point d'intersection des deux droites produites se trouve sur la surface du cei'cle intérieur, sur la surface annulaire, à l'extérieur des deux cercles.
Solution. — Des LL' = 4:Tt^oca^ points d'intersection de toutes les sécantes des deux cercles, conformément à la proposition ci-dessus mentionnée, tombent
27rJ=27i^a^ points d'intersection sur la surface du cercle intérieur,
2 C ÇedJ =2n x2 a* Insin'^ -|- — a + sin cA
sur la surface annulaire (v. le n** 107), conséqueniment
Att^ xa* — 2 TT* a^ — 2 7r*x* a* {n sin^ —^ — a -\- sin ce) à Texté-
rieur des deux cercles; les probabilités respectives sont donc
/J, = p— I TT sifi^ ~z a -\- sinay I a = 2 arc cos — l>
Pi = l—Pi —Pi.
Remarque. — Pour x* = 2, on obtient
0,3535..., />,= ^ = 0,2251..., ps=0,42l4,
Lorsque x = 1, les deux cercles coïncident; les formules ci-dessus donnent alors
/>. = "2"' Pi=^^ ^''^~2' s'accordant avec le n"" 97.
110. Tangentes d'une courbe plane. — La^notion d'une tangente menée arbitrairement permet diverses interprétations; la notion est seulement arrêtée quand le mode de formation de la tangente est indiqué plus amplement.
Les deux interprétations le plus présentes consistent en ce qu'on suppose le point de contact pris arbitrairement, ou la direction de la tangente, quelconque.
Les points de contact des tangentes du premier mode sont répartis uniformément sur la courbe ; ils la décomposent en éléments également grands.
Les directions des tangentes du second mode sont réparties uniformément sur le domaine entier de la direction; elles forment des angles de contingence également grands.
111. Théorème XI. — La densité des pomts d'intersection de toutes les tangentes qui petivent être menées dans une direction
Fig. 66 a. quelconque à une courbe fermée j convexe, en
P un point à V extérieur de la courbe^ s' élève à
7p7p7> lorsque 6 est l'angle sous lequel la
courbe se projette de ce point, et lorsque T, T' désignent les longueurs des tangentes qui sont menées de ce point à la courbe.
Démonstration. — La fig. 66b représente le cercle tracé Fig. f.r.i. autour du point P (fig. 66a); VQ, WR
représentent les tangentes PA, PB de la fig. 66a.
Les tangentes de la courbe, qui coupent ce cercle, peuvent être séparées en deux groupes : P celles dont les points de contact se trouvent à proximité immédiate du points (fig. 66 a); à l'intérieur du cercle infiniment petit, elles peuvent être supposées parallèles à VQ; 2** celles dont les points de contact se trouvent
à proximité immédiate du point B; elles peuvent, pour le même motif, être envisagées comme parallèles à WR.
Si l'on désigne par ^ l'angle de contingence, exprimé en mesure d'arc, infiniment petit, constant, des tangentes voisines de la courbe, les tangentes du premier groupe, à l'intérieur du cercle, comme elles possèdent ici la distance T au point de contact, ont la distance réciproque T&, les tangentes du second groupe la distance T'x^,
La corde CD (fig. 66b) est une partie d'une tangente du
premier groupe; pour compter les tangentes du second groupe,
qui coupent CD, on mène DE parallèlement à WB, CE
perpendiculairement à WR; la quantité mentionnée est alors
CE CD sine
par conséquent, la quantité de tous les points d'intersection à
l'intérieur du cercle,
sine ^
rp, a — ^^»
mais comme ^ ^
2CD, T^ = dJ= T&2CD, lorsque rfJ désigne la surface du cercle, ainsi s'écrit la quantité susdite aussi sous la forme
. 1 sin e , j
la densité des points d'intersection est exprimée donc, avec élimination du facteur constant -^n-» par
< X r sin e
1) ^ = yt'
112. Problème XXXIX. — Trouver la quantité des points d'intersection réciproques de toutes les taiigentes qui peuvent être menées à une courbe fermée, convexe, dans des directions quelconques, à l'intérieur d'une partie donnée du plan.
Solution. — La question trouve sa solution générale dans 'intégrale /* f"sin e , j.
r rsine
étendue à la partie relative du plan. La considération de quelques cas spéciaux conduira à des formules remarquables de cotte intégrale.
113. — 1. La totalité de toutes les tangentes de la courbe est mesurée par 27r, puisque leurs directions, dans l'intervalle 0 à 27r, sont à concevoir réparties uniformément; la quantité
de leurs points d'intersection est donc -p- (Stt)* — 27t^; par suite est
1) f f^-^;^,dJ^2n\
r rsin e
l'intégrale étendue au plan entier à l'extérieur de la* courbe. Par application de la formule au cercle, est (fig. 67)
cos
T= r=-rcotg4-^ dJ=27t OP.d OP^Ttr^ ^dS,
par conséquent, en réalité,
n r rsin 0 j ^ r sinB
J J ^"^ J rHotg^^
cos
si'nr
de = 2
sinr
Par application de la formule 1) à l'ellipse, s'obtient la valeur Pig g^ d'une intégrale définie, dont l'évaluation,
^ p par une autre voie, ne serait pas aussi
simple.
U'' y A l'aide du cercle tracé sur le grand axe
comme diamètre (fig. 68), s'obtiennent, lorsque X, y sont les coordonnées du point P
considéré, pour les coordonnées du point associé P', x,^-y;
puis est
Fig. 68.
2ab\/b^x^-]-a^y*—a^à»
sin S'
par conséquent,
JA'B'P
Maintenant est
JABP^^r TT sinS^ — J A'B'P\ 2 a
par conséquent, avec utilisation de la valeur trouvée de JABF\
ensuite s'obtient par
tam ^=- -~r-i — \ — —* 1¥—
(v. le n" 107, équation 1), la valeur de sin^O, savoir
de manière que, finalement,
sin S _^ 2 {b*x* + Q^y')
TT' l(j;î^yîj^c^Y^ic^x^\\/b^x'-\-a^y* — a*b^ Il vient donc
b*x*-\-a*b* , , , — T- dxdy=- n\
lorsque l'intégration est étendue au plan entier à l'extérieur de l'ellipse.
114. — 2. Compter les points d'intersection sur la partie du plan, renfermée entre la courbe donnée et une courbe enveloppant celle-ci, le long de laquelle courbe enveloppante, 0 possède une valeur constante a.
Si Ton considère une tangente AB (fig. 69) de la courbe intérieure, on reconnaît facilement que la dite tangente est coupée dans rétendue A B par toutes les tangentes telles que CD, qui avec elle enserrent un angle ©, renfermé entre les limites a et 2 tt — a ; la quantité de pareilles tangentes est 2n — a — a = 2 (n — à); la quantité des tangentes ^-B est 27r; par conséquent, la quantité des points d'intersection tombant
sur la surface annulaire est -^' 2n,2{n — a) = 2n{7ï — a).
Par suite est 2)
r rsin s
-dJ = 2n{7i — «),
lorsque l'intégration est étendue à la surface annulaire.
115. — 3. Compter les points d'intersection sur la partie du plan, qui est enveloppée par la courbe et par deux tangentes fixes de celle-ci; ces tangentes forment l'angle a. AB{ûg. 70) est une des tangentes traversant le triangle *''«• '^^' mixtiligne formé par la courbe et par
les tangentes fixes PC, PB; cette tangente est atteinte dans l'étendue AB par chaque tangente qui avec elle, comme CD, enserre un angle 6 compris entre les limites Ô, et Of. Mais la quantité de telles tangentes est 6^ — B^ = n — « ; la quantité des tangentes ^ J5 est tt — a; par conséquent, la quantité des points d'intersection dans
PQR égale ^ (n — af. Donc est
r rsin e
dJ
'intégration étendue au champ indiqué plus haut. 116. — 4. Compter la quantité des points d'intersection Fig. 71. dans l'espace d'angle infini, formé par
J) m deux tangentes fixes.
MFQ, NPK (fig. 71) sont les tangentes fixes; leur angle est «; MPN^ l'espace d'angle infini sur lequel les points d'intersection sont à compter.
Nous considérons une tangente AB qui passe à travers cet espace d'angle ; elle est, dans celui-ci, rencontrée par toute tangente qui avec elle, comme CD, enserre un angle S plus petit que l'angle ti. La quantité de telles tangentes est u; la quantité des tangentes AB, de la direction prise, du; la. quantité des points d'intersection
réciproques, uilu; par suite, la quantité de tous les points
d'intersection du mode indiqué, / udu'^ -^ a*. Conséquem-
/ udu'^ -5- a*.
ment est „
4) J J TT'dJ-T''^
lorsque l'intégrale est étendue à l'espace d'angle infini MPN.,
117. Problème XL. — Trouver la prohahilité pour que deux tangentes menées dans des directions quelconques^ d'une ellipse, se coupent à V intérieur du cercle circonscrit au rectangle des axes, à l'intérieur du rectangle des axes même.
Solution. — La quantité de tous les points d'intersection des tangentes, d'après le n<* 113, est égale k27T^. Comme 0, le long du cercle circonscrit au rectangle des axes,
a la valeur constante -^ » sur la surface annulaire limitée par
le cercle et par l'ellipse, d'après le n<» 114, tombent 2n
iTT — — I = 7r« points d'intersection. Par conséquent, la
première des probabilités en question est
Le périmètre du rectangle des axes se décompose en quatre couples de tangentes fixes, dont chaque couple enserre l'angle
a= -^ î dans un des quatre triangles mixtilignes, que l'ellipse découpe du rectangle, tombent, suivant le numéro 115, -^
TT
TT — — -I =— TT* points d'intersection; dans tous, -k^^
points d'intersection.
La probabilité échéant au second événement est donc
118. Théorème XII. — La densité des points d'intersection de toutes les tangentes qui peuvent être menées à une courbe fermée, convexe^ en des points quelconques de celle-ci, est
exprimée, en un point à l'extérieur de la courbe, par ^^, sin S,
lorsque H est l'angle sous lequel la courbe se projette du points lorsque T^T' sont 1rs lomjueurs des tangentes menées par ce point à la courbe et q,q' les rayons de courbure aux jmints de contact de ces tangentes.
Démonstration. — L'établissement de ce théorème s'obtient
par la proposition du n" 111. La formule à) donne là pour la
quantité des points d'intersection tombant sur le cercle décrit
autour du point considéré P, cercle de surface rf J, l'expression
1 sin ^ 1 j
L'angle de contingence iî^, là, est constant; ici il est variable et, au point A (fig. 66 a) et aux entours immédiats de celui-ci, a la valeur
au point B et en sa proximité immédiate, la valeur
Q' Dans l'expression écrite ci-dessus est donc à mettre à la place de ^^
QQ par quoi, elle se transforme en l'expression
De celle-ci, résulte la densité — avec élimination du facteur constant ds'^ —
1) rf = |Ç,smtf.
Le compte de tous les points d'intersection conduit à une formule d'intégrale remarquable; la quantité de ces points s'élève, lorsque L désigne la longueur de la courbe, manifestement à -^ L^; de sorte que
2) f fp^r,Bm«dJ^\L\
lorsque l'intégration est étendue au plan infini au dehors de la courbe.
119. Théorème XIII. — La somme des cubes des cordes ^ découpées sur toutes les sécantes menées à colonie d'une courbe fermée, convexe est mesurée par le triple carré de la superficie de la surface limitée par la courbe.
Démonstration. — La totalité des sécantes est représentée analytiquement par la variété continue, deux fois étendue des variables p^ S : p signifie la longueur de ,r,^ ^^
la perpendiculaire abaissée d'un pôle 0 (fig. 72) sur la sécante, et S l'inclinaison de cette perpendiculaire sur une droite fixe; les limites de S sont 0 et 27r, celles de p sont stipulées par la foniie de la courbe. Si l'on désigne par C la longueur de la corde PC, qui correspond à la combinaison des valeurs p^ d, la somme définie plus haut est exprimée par l'intégrale.
f f C^dpdS,
qui est à étendre au domaine complet de la variété décrite. La considération suivante conduira à une seconde signification géométrique de cette intégrale et par là à sa valeur.
Pour découvrir la quantité des lignes de jonction de couples de points pris arbitrairement dans la surface de la courbe, nous partons d'une couple de points A, B, fixons d'abord un point de celle-ci. A, et menons par ce point une corde PC, dont la perpendiculaire a l'inclinaison 0, puis une seconde corde P' Q\ qui enserre avec la première l'angle infiniment petit dO. La quantité des lignes de jonction AB, qui passent par A et dont les directions sont comprises entre PQetP' Q\ est exprimée par
J AFF' ^ J AQQ'^^\r^^{C-rY\de,
lorsqu'on pose AF=r, par conséquent ^ Ç = C — r.
A change-t-il maintenant aussi sa position sur l'élément de la surface, lequel élément est enclos par PC et par une corde P" Q" parallèle à PC, à la distance dp"^ La quantité des
lignes de jonction AB, dont les directions se trouvent entre
celles de PC et de P' Q\ est égale à
par conséquent, enfin, la quantité de toutes les lignes de jonction AB^ lorsqu'on confère à la corde BQ tous les éloignements admissibles, de 0, et, à la perpendiculaire toutes les directions, est
àyd^.
^ir-
Mais d'un autre côté, cette quantité est identique à la quantité de toutes les couples de points, qui peuvent être prises à l'intérieur de la courbe, par conséquent est égale à J^, lorsque J désigne la superficie de la courbe. Donc, on a la relation
1) ~ c^dpde^JK
d'oîi résulte l'affirmation produite
2) f fc^dpde = SJH'}.
Problème XLI. — A V intérieur d'une courbe fermée
convexe, deux points sont pris arbitrairement et reliés par une
corde qui par eux est divisée en trois sections. Trouver la proba-
Fig. 73. bilité pour qu'avec ces sections un triangle
puisse être formé.
Solution. — Nous considérons, comme "PU-^^^t^ iffT* lors de la démonstration du théorème précédent, premièrement l'un des points A comme fixe, menons par celui-ci deux cordes PC, B' Q' (fig. 73), qui enserrent l'angle infiniment petit dB, et cherchons les positions favorables du second
(*) Crofton, en 1869, a communiqué cette proposition à Tacadëmie de Paris (v. Comptes rendus, 1869, pag. 1469). Serrkt a donné une démonstration analytique de ce théorème dans les annales scientif. de l'école norm. sup., 1869, pag. 177 (comp. à la note du n^ 100).
point B à l'intériour do la surface enclose par ces cordes. Pour ce dessein, on a à partager en deux parties égales PQ par le point Ky à porter PA en KM et à décrire de A avec A K et A M les arcs de cercle KL et MN; les positions favorables de B tombent dans le quadrilatèro KMLN, parce qu'alors est
PA-\-AB>?^, AB
liMir (iiiaiititc est conséquemment
= ^AP. AQ.de,
OU, lorsque do nouveau est posé PQ = 6', A P-^ r, est égale à
^r(C-r)de.
Si maintenant A change sa position sur l'élément de surface limité par PQ et par une corde parallèle à PQ à la distance '//'. [Hmv la quantité «les cas favorables correspondants à ces positions de A^ s'obtient l'expression
^dpde r
r(C—r)dr = ^C^dpde,
et enfin pour toutes les positions de^,à l'intérieur de la courbe,
^ffv^dpde.
-Il'
Si l'on introduit, pour l'intégrale, la valeur trouvée au n*» 119, équation2),on a finalement pour la quniitii( des cns favorables
^ J*, pour la quantité des cas possibles J^ de manière que
la probabilité requise
est indépendante de la forme plus ( xjilic it» do la courbe.
121. Problème XLII. — Al'hiti'r'nur d'une courbe fermée^ in,,i >.ir, ,h itj i„,'t,ih s(nif pris arbitrai nui mt ; trouver la probabilité pour qu'une sécante menée à roi ont/' (h h courbe les
ritrnpn'HHc.
Solution. — On appelle la longueur de la courbe L, sa
superficie J. L'un des points, A (fig. 74), est fixé de nouveau.
^'« "^^ La probabilité pour que le second point
B vienne à se trouver entre les cordes
PQ et P'Q' et à l'éloignement ^ de ^
est^— y — et la probabilité pour que les
points A^ i?, dans cette position réciproque, soient compris dans la sécante
s'élève à y • Etendues à toutes les positions de B entre les
Ij
cordes FQ, P'Q\ ces probabilités donnent la probabilité composée
Pour étendre celle-ci à toutes les positions de A dans l'élément FQ Q" F'\ pendant que la direction de ylJ5 persiste entre les directions de FQ et de F' Q\ on a à multiplier la dernière expression par la probabilité pour que A tombe dans l'élément
contigu dp dr, c'est-à-dire par ^j. , et à intégrer le produit
par rapport à r dans les limites 0 et PQ= C; par cela, on
obtient
^^dpde f\r^ + (C-rf\dr^^C'dpd«.
u Enfin, il en résulte la probabilité totale de l'événement susdit pour toutes les couples de points A, B; elle est
^jjC'dpdB,
l'intégration étendue à toutes les sécantes de la courbe.
L'intégration nécessaire pour l'évaluation de w est exécutable seulement pour certaines courbes.
Ci-après deux exemples.
122. — LA l'intérieur d'un cercle, deux points sont pris arbitrairement; trouver la probabilité pour qu'une sécante du cercle menée à volonté les comprenne.
Suivant l'équation a) du n° 121, est
Dans le cas présent, si r désigne le rayon du cercle et 2u l'angle sous lequel la corde C est vue du centre, est
C == 2r sin a, dp = r sin a da; par conséquent,
in 1 ^ t
c'est 128
123. — 2. Dans la surface d'un triangle équilatéral, deux points sont pris arbitrairement; trouver la probabilité pour qu'une transversale quelconque du triangle les comprenne.
La probabilité cherchée est de nouveau à calculer suivant l'équation à) du n« 121.
Le sonmiet A (fig. 75) est pris comme pôle, le côté AB = a comme direction initiale; ensuite FQ = C est une corde quelconque, AR = p la perpendiculaire menée à celle-ci; ainsi, par la relation
s'obtient ^ _
cos 0 cosi-^ 61
Si Ton limite l'intégration par rapport h 0 k l'intervalle g" à "g- (dans lequel la perpendiculaire prend toutes les
directions entre AE ±_ AC et A D), et par rapport k pk l'intervalle 0 k AR' == AC cos (^ — e\ = acos(-^—e\
en conséquence de la symétrie de la figure, on obtient la sixième partie de l'intégrale de la formule a); donc est
f fc'di)(ie = 6 fde f î'^ -sin'^djj
40 ^_^ cos*e
Maintenant est
['A^-j) ,^ \ ( de ^ . n [sinOde
r de r 1 sine , i , , /i , i Af i , i , o
/ cos^e [2 co.s^é^ 2 '^Vé 2/Jq 3'4
u ensuite,
et comme est L = -^-^ V3, on a finalement
124. Théorème XIV. — Si Von désigne par p la prohabilité pour (juuup nécantr mrnh à volonté d'une courbe fermée, conrexe comprenne deux points pris arbitrairement à l'intérieur de celle-ci, et par pi la probabilité pour ijue la sécante coupe un
triangle formé par trois points choisis arbitrairement à l'inforieur de la courbe, o« o p, = -^ p.
Démonstration. — ;>, est la probabilité pour que la sécante rencontre une couple de côtés déterminée — manifestement cette probabilité est la même pour toutes des couples de côtés — ; on a
1) Pi=3;?t.
Lorsque A, B, C désignent les trois points, avec les annotations symboliques employées au n° 71, est
p {AB) = p (AB, AC)-^p {AB, BCj^p, ou, parce que p {AB,AC) = p (yiB, B C) = pi,
si l'on introduit la valeur de p^ de cette équation dans 1), se donne effectivement
2) Pi==-2P'
Lorsqu'il s'agit d'un cercle, on obtient pour la probabilité se
trouvant en question, à l'aide de la valeur trouvée pour
» ( = a>) au n« 122,
Pi =
157r2 et lorsqu'il s'agit d'un triangle équilatéral, suivant le n<* 123,
125. Problème XLIII. — A Vintérieur d'une courbe fermée, convexe, de superficie J, deux points sont pris arbitrairement et reliés par une droite. Quelle est la jyrobabilité pour que deux points pi'is ensuite à volonté dans la surface v\g ?•;.
de la courbe se trouvent du même côté de la droite?
Solution. — Soient P, Q (fig. 76) deux points choisis à volonté, AB = C la corde les reliant; on désigne les coordonnées de celle-ci par p, 0; conformément à l'équation a) du n** 119, la quantité des lignes de jonction PQ dont l'argument 0 se trouve entre les limites d et (i -\- dB, pour
toutes les positions du point P entre ABqï une corde parallèle à cette droite, dans la distance dp^ est exprimée par
~(?dpde
et comme J* est la mesure de la quantité de toutes les lignes do jonction PQ, ainsi échoit à une droite P(>, de la condition proscrite, la probabilité
1) 3^-, C' dp de.
Puis, si 2 signifie la superficie du segment se trouvant d'un côté de la droite,
est la probabilité pour que les deux points J?, S à prendre ensuite arbitrairement tombent dans ce segment.
Si Ton intègre le produit de 1) et de 2) pour toutes les positions de la corde A B, entre les tangentes E F, CD (donc avec S constant), on obtient la probabilité pour que les points 7?, S, lors de cette direction de PQ, se trouvent tous deux au-dessus de PC, à laquelle probabilité, la probabilité pour que tous deux gisent au-dessous de PQ, manifestement, est égale. Par conséquent, pour rapporter tous les cas, on a à prendi'e pour ^ constamment le segment situé du même côté àe AB et à doubler l'expression gagnée.
La probabilité requise est donc
l'intégration étendue à toutes les positions de la corde et —
pris pendant l'intégration toujours du même côté de la corde (').
Comme application, prenons le cercle. Lorsque r désigne
(*) Si l'autre segment découpé par la corde AH est désigné par S\ Il se laisse représenter aussi sous la forme suivante :
le rayon et 2a l'angle sous lequel la corde AB = C est vue
du contre, on a
C = 2 r sin a,
2 '^ r* {a — sin a cas a), tlp = r sin a da^ n n C Cn ^2 dp du -= Sr^ffia — sin a cas a)* sin* u du dB n u
7ÏÏ
=^ Sn r" / (a* — 2« si)i u ros a -\- sin^ a ros* a) sin* u du. o l*ar intégration par parties, on trouve facilement
a* 8in* u du = —n^ — TT^'
/ '2u sin'' u ('(is u (ht
onlm "
/ N///' rf ins-udK =^ 2 / .s///*'' « '/" — 2 / XlV « //a = 77^^'^\
pour le cercle, est donc 4) i i 'c' -^ dp de = 7r« r« /tt^ _ -V
Si l'on introduit cette valeur dans la fbnnulc :i), collo-ci (loiino
Pour la prohahilité pour que les points R, S se trouvent de côté et iraiitre de la droite PQ, s'obtient, par des considérations analogues, la valeur
La somme de ces probabilités est
cela est, en considération de l'équation 2) du n° 119,
n 4- ir = 1,
Par là, la probabilité pour que les deux points pris en dernier lieu tombent aux côtés différents de la droite qui joint les deux points pris en premier lieu est égale à
c'est-à-dire que réduits, // = 0,61741, H' = 0,38259.
126. Problème XLIV. — A Vintérienr d'une courbe fermée, convexe, de superpcie J, trois points sont pris à volonté. Quelle est la p>rohahilité pour qu'un quatrième point choisi arbitrairement dans la surface tombe à V extérieur du triangle déterminé par les trois premiers points?
Solution. — Soient les trois premiers points P, Q^R (fig. 77). Fig- 77. Par igg cordes les joignant, la surface de la
courbe est divisée en sept parties. Si l'on désigne par p«, pui..., piit... les probabilités pour que le quatrième point, S, vienne à se trouver dans les parties respectives, la probabilité exigée est
1) n = peu + i?«2 + p«5 + p?i + Ph + Vh-
Mais on se convainc facilement que 2) P«i = P«2 = P«5 = P<h = p?, = /?/j, = vh '
car, pendant que p«5 désigne la probabilité pour que le triangle P(>aS enclose le point li^ pu est la probabilité pour que le triangle PQB recueille le point S\ par conséquent, manifestement,
pu^ ===pu ...
Puis, ppi peut être envisagé comme la probabilité pour que le sommet du triangle PQSwxàe PQ %q trouve à gauche du sommet du triangle PQB; ppi, comme la probabilité pour que le sommet du triangle PQS vu de PQ soit disposé à droite du sommet du triangle PQIi; par conséquent, réellement,
A la considération de 2), l'expression 1) peut donc s'écrire
Mais, d'un autre côté,
p(t + i>«5 + M + Ph =" 2 (/>«, + p^,)
de.
est la probabilité pour quo les points R et .Sf se trouvent du même cot«' «1«^ f*(^\ par suite, suivant l'équation ;i) du n" 125,
Par comparaison de 3) avec 4), on obtient enfin
5) n-y,ffc2'dp
dans laquelle expression, les mêmes remarques sur l'intégration sont valables que celles sur l'intégration dans l'équation 3) du n° 125.
La probabilité pour que le quatrième point S tombe dans lo triangle PQR des trois premiers points, par cela, est
Appliquée au cercle, on obtient, avec la valeur trouvée de l'intégrale double par l'équation 4) du n<* 125,
487r« 48 TT'^
127. Problème XLV. — A V intérieur d'une courbe fermée, convexe, fjuatre points sont pris (irhitrairement. Trouver la probabilité 2)our quils forment un quadrilatère convexe.
Solution — Les quatre points forment-ils un quadrilatère non convexe, c'est-à-dire un quadrilatère avec un angle rentrant? L'un des points, indifféremment lequel, doit tomber dans le triangle déterminé par les trois autres; si la probabilité relative à ce cas, cependant pour un point spécifié des quatre points, est désignée par 77 ', la probabilité totale pour que les quatre points déterminent un quadrilatère non convexe est
ou lorsque la valeur trouvée pour W au n^ 126, équations 5) et 6), est introduite, est
1) ç^i(i-^ C l'cs'dpdey
par cela, la probabilité d'un quadrilatère convexe est
2) p=i-ç=-i. r fc^ S* dp de -S.
CONVEXE
Remarque. — Les valeurs des probabilités déduites au n** 126 et au n^ 127 pour le cercle conservent leur valabilité pour l'ellipse, puisque celle-ci, avec les points pns arbitrairement dans sa surface, peut être envisagée comme la projection parallèle d'un cercle, dans la surface duquel des points sont pris arbitrairement. A chaque cas possible et à chaque cas favorable de l'une des figures, correspond un cas similaire dans l'autre.
Droite dans l'espace
128. Comme pour les droites dans le plan, pour les droites dans l'espace, trois cas de l'arbitraire peuvent être différenciés.
1. Un point est donné; par celui-ci, une droite doit être menée. La direction de la droite est indéterminée, donc peut être prise arbitrairement.
Toute totalité de telles droites peut être ramenée à une totalité de points, en coupant les droites par une surface sphérique qui a pour centre le point donné : la première totalité peut donc être mesurée par la seconde. Il en résulte immédiatement les propositions :
Dans l'espace, la quantité de toutes les droites qui peuvent être menées par un point donné a pour mesure 2n.
Dans l'espace, la quantité de tous les rayons qu'on peut faire jaillir d'un point donné est mesurée par in.
Une partie d'une de ces totalités est délimitée en généml, par une surface conique et est mesurée par la superficie de la figure que découpe cette surface conique dans la surface sphérique; le rayon de celle-ci sert d'unité.
2. Une direction est donnée ; une droite de cette direction doit être menée. La position de cette droite est indéterminée, peut donc être prise à volonté.
Chaque t-otalité de telles droites peut être ramenée à une totalité de points, laquelle on obtient en coupant les droites par un plan normal à leur direction : les deux totalités se laissent exprimer par la même mesure. La proposition^ suivante en résulte :
Dans l'espace, la (juantité de toutes les droites qui peuvent être menées dans une direction dominée, dans des limites données, est mesurée par la superficie de la section normale de la surface cylindrique les renfermant.
3. Une droite est à mener dans l'espace. Direction et POSITION sont indéterminées; l'une et l'autre sont à prendre arbitrairement.
On a à se représenter la totalité de telles droites absolument arbitraires comme un système géométrique de droites, qui se compose de faisceaux de la seconde espèce parallèles, suivant l'ordre, à toutes les droites d'un faisceau de la première espèce.
La proposition suivante s'occupe du mesurage d'une telle totalité.
129. Théorème I. — La quantité de toutes les droites arbitraires qui coupent une surface fermée, convexe est mesurée par Vaire de celle-ci.
Démonstration. — Nous nous représentons un des faisceaux de droites parallèles, desquels se compose la totalité en question; soit sa direction désignée par la droite AU (fig. 78). Ce faisceau est limité par la surface cylindrique parallèle à ^A/enve- ^ loppant la surface et mesuré par la supei'ficie ii de la section noimale de cette surface cylindrique.
Pour coordonnées angulaires de la direction A M, nous choisissons l'angle ZAM= S et l'angle d'inclinaison du plan ZAM sur le plan ZAX, c'est l'angle XAE = <f. La quantité des directions dont les coordonnées angulaires se trouvent entre les limites B ^t 6 -\- clB^ d'un côté, et y et y -f c? y, de l'autre côté, est mesurée par la superficie du quadrilatère F GHJ sur la surface sphérique décrite de A comme centre avec l'unité de longueur comme rayon, quadrilatère qui est délimité par les méridiennes correspondant àyetày -\- d(f et par les cercles parallèles correspondant à d et à ô -f- ^^^; si nous désignons cette superficie par JT, la superficie de la projection du quadrilatère sur le plan XA Y par Jr'» nous avons
et comme ^ "
y = sin 6 d(f d (sin 6} = sin 6 cosB dS d(f^ il s'ensuit que J ^ sinB dB d^.
La quantité des droites de tous les faisceaux parallèles, dont les directions tombent dans le champ élémentaire désigné, conséquemment, est exprimée par
iij = nsinBdBd(p,
et la quantité de toutes les droites qui coupent la surface donnée par
1) / f nsinBdBd(p = ^ 0,
/ [sisinB
puisque toutes les directions sont épuisées lorsqu'on fait varier d et y entre les limites 0 et tt. 0 signifie l'aire. Avec
suppression du facteur constant -^-, la quantité développée
peut donc se poser ainsi :
Remarque. — La proposition exprimée par l'équation 1) est un cas spécial de la proposition générale sur la complanation des surfaces; Cauchy, dans le XIII® tome des Comptes
rendus (•), a coinmuniquc sans démonstration cette proposition générale; adaptée aux désignations faites par nous, elle s'énonce : * S désigne l'angle que forme une droite quel- , conque A M avec un axe fixe AZ; ç), l'angle que le „ plan ZAM enserre avec un plan fixe ZAX; O, une somme » de plusieurs surfaces planes ou courbes; P, la somme des , valeurs absolues des projections des éléments individuels ». , de 0 sur un plan perpendiculaire à ^ ilf ; on a
;( il
P sine de d^.
Pour obtenir la démonstration, il suffit de considérer une surface plane de délimitation quelconque et de la supposer normale à ^Z. Si 0 désigne sa superficie, est
a) P=Ocose,
par conséquent
fi) ffPsinede d<f =ffO sine cose de d(p; l'intégration doit être effectuée par rapport à e entre les limites — tt et tt, par rapport à (p entre 0 et y, cependant pour les valeurs absolues de P, et à cause de a), pour les valeurs absolues de cos e. Maintenant, cos e atteint quatre fois, entre les limites d'intégration relatives à e, chaque valeur numérique et toutes les diverses valeurs entre 0 et 1, lorsque
e parcourt les valeurs de 0 à -^; on a à intégrer donc à droite
par rapport à e entre ces limites et à quadrupler le résultat; de manière que, sous les conditions établies,
r fPsinede2(p = ioC Csinecosededg^=4:7TO fsined{si?ie) = 2nO,
-no 0 0 0
d'où 7r 71
0 = -^— f fpsineded<f.
\}) Comp. à la remarque du n* 7V«
L'extension de la proposition à une surface courbe, ouverte ou fermée ne présente aucune difficulté.
Un cas spécial se réalise lorsque la surface est convexe et fermée. La somme des valeurs absolues des projections do tous les éléments de la surface sur le plan normal à J M est alors égale à la double aire 2 Si de la section normale do la surface cylindrique projetante ; par conséquent on a
- / fnsinededtf,
ou, comme dans le tournement de A M tracé par les limites d'intégration pour 0, la projection S2 atteint chacune de ses valeurs deux fois et toutes les diverses valeurs dans les limites 0 et tt,
— / I SàsinSdedif,
--ff
0 n par quoi, la proposition portée à l'application plus haut dans l'équation 1) est démontrée.
130. Problème I. — Déterminer la prohabilité pour qu'à un cône droit donné, parallèlement à une direction prise arhir trairement, des [dans tangents puissent être menés.
Solution. — On mène par le sommet du cône, dont les génératrices, avec Taxe du cône, enserrent l'angle a, une parallèle à la direction prise; il n'y a pas de plan tangent lorsque cette parallèle se trouve à l'intérieur du cône; la probabilité de ce fait est égale au quotient de la surface du segment sphérique que découpe la surface conique dans une surface sphérique décrite de son sommet, par la demi surface sphérique; donc est
4 71 sin* -^
la probabilité cherchée est par conséquent 2 y> = 1 _ 2 sin* ~
181. Problème II. — Par un point donnée une droite est menf'f nr^tifraireinvnt; trourcr ht in'ot)(thilité pour ((Uflle enserre, arec un u.rr fixe, passant par te point donné, un attgte entre les limites a et a -\- d ce.
Solution. Le q calculé dans le problème précédent exprime lii probabilité pour que la droite menée par le sommet du cône, avec Taxe du cône, fasse un angle plus petit que a; par conséquent, la probabilité requise est
dff == 4 sin -?c cos -7^ a -xr = sm n d n.
132. Problème III. — Sur la demi-sphère septentrionale, deux points sont désignés arbitrairement; découvrir la probabilité pour que leur distance dépasse 90" du plus grand cercle.
Solution. — Que l'un des deux points, P. ait la distance polaire a; la probabilité relative à ce fait, d'après le n<* 131, est égale à w = sin a da. On mène de P comme pôle le plus grand cercle de la sphère, celui-ci découpe de la demi-sphère septentrionale un fuseau de l'angle a et seulement lorsque le second point Q tombe dans ce fuseau, il est correspondu aux conditions de la question; la probabilité d'une telle position
de Q est —
Par conséquent, la probabilité totale, composée de l'événement susdit est
— ï a sm a d a =' — ni n
133. Problème IV. — A l'intérieur d'une sphère donnée, un [mut est pris arbitrairement et de celui-ci un trait de longueur domiée est mené dans une direction arbitraire. Trouver la probabilité pour que le trait coupe la surface sphérique.
Solution. — Soit 0 (lig. 79, p. 172) le centre de la sphère donnée, r son rayon, a la longueur donnée. Supposé que le point désigné à volonté tombe à l'éloignement a?, mesuré
de 0, par exemple en F; la probabilité relative à ce fait est
—7 X— = -T a;* dx. Pour obtenir le domaine des traits favo-
râbles, on décrit de P comme centre avec le rayon a une surface spbérique, qui coupe la surface sphérique donnée le long de la circonférence de cercle ADB; la surface du segment A CB donne une mesure pour les cas favorables. Or,
segm. ACB=-2na. DC;
FIjc 79.
DC
PD
du J OPA, résulte r* 2x . PD, d'où PD =x {a + xY -
+ a^ + -et
; de sorte que la probabilité
d'un trait favorable de P égale le quotient
(a 4- xY — r^ 2Tt a~ ^
(g 4- xY — r\ iax
Par là, s'obtient ensuite la probabilité de l'événement en question, savoir
/3 ., (a-^xY-r^ 3 r,, , ^, „ ^ 3 a 1 / « \'
j r^ iax iar^ j ^^ ' * 4r 16 \r/
Implicitement, dans cette déduction, est supposé a < r; pour le cas a > r, le calcul éprouve un petit changement, mais le résultat demeure le même.
Pour a =^ r, on obtient p = -^ et pour a = 2 r .../>== 1,
comme ce doit être (').
134. Problème V. — Trouver la probabilité pour qu'une sécante menée arbitrairement d'une surface sphérique donnée
[*) Comp. à la question analogue dans le plan (no 76).
sait à une distance plus petite qu'une longueur donnh a du centre de cette surface sphérique.
Solution. — La condition de la question est remplie lorsque la droite coupe simultanément une seconde surface sphérique, décrite du centre de la première avec le rayon a ; la probabilité requise est donc
47ra*
47rr'
135. Problème VI. — A rintérieur d'une sphhe du rayon r, un point est pris arbitrairement; trouver la pi'oba bit ité pour que Véloignement d'une droite menée à volonté, qui coupe la surface sphérique^ du ^mnt marqué, soit plus petit que r.
Solution. — 0 (fig. 80) est le centre de la sphère donnée
FlR. XO.
et le point pris arbitrairement tombe en P; il est correspondu aux conditions de la question lorsque la droite menée à volonté coupe aussi hors de la surface sphérique donnée une suiface sphérique décrite du point P comme centre avec le rayon r.
On pose OP = a*; la probabilité de la position supposée de P est égale à
f X* dx
Tr r^
X* dx;
la probabilité pour que la droite coupe les deux surfaces sphériques est égale à
inr^ — 271 rx 47rr*
(*) Il n'est pas difficile d'étendre la proposition démontrée au n* 88, relative à deux courbes se coupant et a leurs sécantes, à deux surfaces sphériques qui se coupent. A la place des longueurs L, L' des courbes, viennent les surfaces O, () ', à la place du iil sans fin. embrassant les courbes, vient une surface enveloppant les sphères ; cette surface, pour des sphères égales, comme dans l'exemple ci-dessus, se compose des demisphères KG S, H' H S' et de la surface cylindrique HSS' Ji': pour des sphères inégales, de deux segments sphériques et de Taire latérale d'un
par là, s'obtient la probabilité totale de révénement en question, savoir
TROISIÈME CHAPITRE
Plans menés arbilrairoinenl.
186. Un plan est " mené arbitrairement „, dans le sens étendu, lorsque les conditions auxquelles il a à correspondre ne suffisent pas à sa détermination; il est " mené arbitrairement „, dans le sens restreint, lorsqu'il n'est lié à aucune condition. Pour les plans de la première espèce, selon les conditions posées, divers cas peuvent être différenciés ; les plus importants de ceux-ci sont classés ci-dessous :
1. Une droite est donnée; par celle-ci, doit être mené un plan. Comme la position d'un plan est déterminée par deux points infiniment éloignés et qu'ici il n'est donné que l'un d'eux, l'autre demeure à prendre arbitrairement.
Chaque semblable totalité de plans peut être ramenée à une totalité de droites passant par un point donné, lorsqu'on coupe les plans par un plan perpendiculaire aux droites données.
tronc de cône. Si la surface latérale de cette surface enveloppante est de nouveau désignée par 1', l'expression de la probabilité pour qu'une
droite quelconque qui rencontre 0 coupe aussi O' s'énonce - ' . ^ — .
Dans le cas ci-dessus, 0 = 0' = 47rr«, r= 4nr2 -f- 27irar; par cela, l'expression écrite là se montre justifiée. (»} Comp. à la question analogue dans le plan (n- 90).
De cela, entre autres, résulte la proposition : La quantité de tous les plans pouvant être menés par une droite donnée est mesurée par 27r, la quantité de tous les demiplans par 4 n.
2. Un point est donné; par celui-ci, un plan est à mener. Ici la POSITION du plan est complètement indéterminée et par conséquent est à prendre arbitrairement.
Chaque semblable totalité de plans peut être ramenée à une totalité de droites dans l'espace, qui passent par un point donné, pendant qu'on élève des perpendiculaires aux plans au point donné.
D'oîi Ton conclut :
La quantité de tous les plans pouvant être menés par un point donné a pour mesure 2n.
3. Un plan est donné; lui donner un plan parallèle. Ici la position est déterminée, en échange la situation du plan est indéterminée et est à prendre à volonté.
Chaque semblable totalité de plans peut être ramenée à une totalité de points, obtenue en coupant les plans par une normale commune. Il en résulte :
La totalité de tous les plans de position donnée y compris entre des limites données, est exprimée par la distance {perpendiculaire) des plans limites.
4. S'il s'agit d'un plan " absolument arbitraire „, ni la position, ni la situation ne sont déterminées, l'une et l'autre sont à prendre à volonté. Une telle totalité de plans peut se représenter décomposée en des systèmes de la troisième espèce qui sont parallèles, suivant le rang, aux plans d'un système de la deuxième espèce; la proposition suivante traite de leur mesure.
187. Théorème I. — Si p désigne la longueur ^ si 6, <p désignent les coordonnées angidaires de la perpendiculaire (') que Ion tire d'un point fixe, situé à l'intérieur d'une suif ace fermée, convexe sur les plans tangents de celle-ci, la quantité N
(*) Dans le sens du n* 129.
de tous les plans menés arbitrairement qui coupent la surface est exprimée par l'intégrale
p siii S dOd(f.
Démonstration. — La quantité de tous les plans qui coupent la surface donnée et dont les perpendiculaires possèdent des coordonnées angulaires entre les limites 0 et 6 -\- dS, (f et (p -\- d(f, en considération des développements du n** 129, est exprimée par
p sin 6 dO d(f.
Pour rapporter toutes les directions de la perpendiculaire, on a à intégrer cette expression par rapport à 0 entre les limites 0 et 27r^ par rapport à (f entre les limites 0 et y et on obtient ainsi, pour la quantité de tous les plans coupant la surface,
N = j j psinOdSd^.
Lorsqu'il s'agit d'une sphère, les plans se laissent dénombrer de manière plus simple; un diamètre est coupé par 2 r plans, et comme 2n est la quantité de tous les diamètres, inr est la quantité de tous les plans qui coupent la surface sphérique; l'intégrale ci-dessus fournit la même valeur.
138. Problème I. — Un disque orbiculaire tourne régulièrement et fort promptement autour du diamètre vetiicaL On tire, en direction horizontale, un coup de feu contre ce disque, pendant qu'on vise un point quelconque de la surface circulaire sous la forme de laquelle le disque tournant se présente à l'observateur. Trouver la probabilité pour que le disque soit touché.
Solution. — Dans le plan normal k la direction du tir, dans le plan normal qui contient l'axe de rotation, nous choisissons un système de coordonnées rectangulaires, à savoir le point milieu du disque pour origine, l'axe de rotation pour axe des abscisses. Le point M visé et, comme nous le supposons, touché de ce plan a les coordonnées a?, y; la probabilité
de la réalisation de cette supposition est — -p^» lorsque r
désigne le rayon du disque.
Ensuite, supposé que le plan du disque enserre au moment du coup avec le plan des coordonnées l'angle B^ pour quoi la
ri fi
probabilité est — > le disque sera atteint, si le point M tombe
à l'intérieur de l'ellipse sous la forme de laquelle le bord du disque, lors de cette position momentanée, se projette sur le plan des coordonnées; l'équation de cette ellipse s'énonce
la probabilité de cet événement simple, dont l'arrivée est liée à la condition
— + — ^- < 1 r* ^ r* cos* e^ '
ou
— arc cos
V/';îlbs<«<"-'-"Vr-^''
clrvc a
— arc cos\ / -^ — i-
Par cela, se livre la probabilité totale, composée de l'événement plus haut spécifié
7ir«
- r Carc cos y/^TZI^» ^^ <^y^
intégration étendue à la surface entière du cercle. D'abord, on a
/arc cos \ / -r^ — zdy = yarcco8 , ^ — ^r'^ — x^—yS d'où
arc cos^ ' ^
par conséquent, finalement est
.2 >jj« ^/p =
4 Trr^_ 2
Si l'on désigne par w la probabilité pour que le tireur touche
le disque au repos, indifféremment en quel point, — « est la
probabilité pour qu'il atteigne le disque tournant ; la dernière
probabilité est donc environ les -^ de la première.
139. Problème II. — Trouver la prohabilité pour qu'une surface de cône droit à base circulaire soit coupée suivant une ellipse^ suivant une hyperbole, par un plan mené arhitrairemeiit.
Solution. — Nous désignons par a l'angle que les génératrices de la surface conique enserrent avec l'axe de celle-ci. On se représente mené par le sommet, au plan coupant, un plan parallèle; la section sera une ellipse, si le dernier plan et la surface conique n'ont en commun que le sommet, ou lorsque la perpendiculaire élevée au sommet à ce plan, forme
avec l'axe du cône un angle plus petit que -^ a; la proba-
bilité de ce fait est, d'après l'équation 1) du n° 130,
la probabilité d'une section hyperbolique est par conséquent
^ . „ / TT a\
Pour a = — > devient p^ q = -p-
140. Problème III. — On laisse tomber une monnaie vers un treillage illimité, horizontal, se composant de fils parallèles,
zh
équidistants ; trouver la probabilité pour que la monnaie^ dans la chute y atteigne un des fils du treillage.
Solution. — Il suffit de prendre en considération trois lils MN, FQ, RS (fig. 81) se suivant l'un l'autre; il est fait abstraction de leur épaisseur, ainsi que de celle de la monnaie; de même, la vitesse do rotation do celle-ci, relative à la vitesse de chute, est négligée. ABC est JEune transversale rectangulaire , commune; //, K sont les points milieux de ^^ = ^ C = a. -£-
Manifestement, il suffit d'exa- 10'
miner les cas dans lesquels le centre
de la monnaie, dans la chute libre, ^
marque un point de HK.
L'ellipse dessinée dans la fig. 81 représente la projection de la tranche de la monnaie sur le plan du treillage dans l'instant où la monnaie atteint le treillage et est en contact précisément avec le fil PC. 0 est le centre de la monnaie et on fait B0'= BO; le fil FÇ sera touché lorsque, avec la même LARGEUR BD DELA PROJECTION de la traucho, le centre de la monnaie passe par un point de 0 0'.
Si l'on désigne par p la probabilité pour que la projection de la tranche de la monnaie ait la largeur BD = 00' = h et par q la probabilité pour que le centre de la monnaie se meuve par un point de 0 0 ., la probabilité du concours des deux événements est
û) =^pq.
Premier Cas. — Le diamètre c de la monnaie est plus petit que la portée a des mailles du treillage. La largeur h demeure invariable aussi longtemps que la normale au plan de la monnaie forme, avec la transversale ABC, le même angle a, qui se donne par la relation h= c sin a; la probabilité y relative, en vertu du n^ 132, est
p = sin ad a; ensuite, comme //, pour toutes les valeurs de a, demeure plus petite que a, est
n = — = — sin ce , ^ a a
par conséquent
et la probabilité totale de l'événement en question
(û == — sm^ a da, a
1) P= — / sm* a da = -
' al a 4
u Deuxième cas. — Le diamètre c de la monnaie est plus grand que la portée a des mailles du treillage. On pose c sin «« == «; aussi longtemps que a < a^, devient aussi h = c sin a <^ a; p et q ont donc les mêmes valeurs que dans le premier cas. Mais est ce > «„, devient aussi // > a ; la monnaie doit alors nécessairement toucher le fil; /> conserve sa valeur antérieure, d'autre part, g est à égaler à l'unité. On a donc
— / sin^ ada-\~ i sin céda == ^~ la^^- — sin 2 «« ) f f'**^ «<
(0 «0 = -5- i-?^ + cos «0 ) = -TT ( — «^'^ ««*w — H V^* — «•)• 2 \sin a^ / 2 \ a ce. )
Ainsi, par exemple pour « = ttc (premier cas), est P= -j-;
pour a = c (limite entre le premier et le second cas), les deux
formules fournissent P = -— ; pour a = -^ (second cas),
devient P = -^ n -\- -r-V^- 0 4
141. Problème IV. — Trouver la prohafriïité pour qu*un plati mené arbitrairement qui coupe un ellipsoïde de révolution rencontre Véquateur de celui-ci*
Solution. — On désigne par n la quantité des plans menés à volonté qui coupent l'équateur, par iV la quantité des plans analogues, relatifs à l'ellipsoïde; on a
Évaluation de N. — Suivant lu proposition du n" 137, est
271 rr
y =- f fp8inededg>.
On choisit l'axe de rotation pour axe des Z (fig. 82); alors, .V peut aussi s'écrire, en considération du caractère spécial de la surface.
1 «îi
jY = 2ffp sitidde d(p = injp shiBdS.
La perpendiculaire p au plan tangent K apparait comme rayon vecteur de la podaire (rapportée au centre 0) de l'ellipse méridienne, podaire dont l'équation, lorsque a, b
sont les demi-axes (c = V «* — **» l'excentricité linéaire), s'énonce
pi = a« co.s'2 6 + 6* mi* 0.
Suivant cette remarque, est
iV = 4
n f\! aHo8''e-\-h^8ln^esinBde=^\Ti f\/b^-\-c*x*dx
Pour un ellipsoïde aplati, on trouve, par une voie semblable,
2) N=^27t(b -\-— arc sin -^V
Évaluation de n. — Une surface de cercle de rayon r
peut être envisagée comme la limite d'un ellipsoïde aplati
pour lequel a = c=^retb^O; avec ces valeurs, l'équation
2) fournit
n = Tt^r;
de manière que pour un ellipsoïde oblong
3) w = n*b, pour un ellipsoïde aplati
Avec les exjiressions 1) à 4), se donne la probabilité exigée pour un ellipsoïde oblono
pour un ellipsoïde aplati 6) p =
21 arc sin — I
Avec a ==^hi c = 0, c'est-à-dire pour la sphère, les deux
formules fournissent -r-
142. Problème V. — Un ellipsoïde de révolution est coupé par un plan quelconque; déterminer la probabilité pour que la ligne des pôles (centres des cercles) de Vellipsoïde soit rencontrée par le plan.
On désigne par n la quantité des plans qui coupent l'axe de l'ellipsoïde, par iVla quantité des plans qui coupent l'ellipsoïde même; ainsi est
1. Pour N, sont valables les valeurs de 1) et de 2) du n<* 141.
2. Évaluation de n. — Une droite de longueur 2r peut être envisagée comme la limite d'un ellipsoïde oblong pour lequel a = c=retè==0; aviC ces valeurs, l'équation 1) du n« 141 fournit
n = 27rr;
de manière que pour l'ellipsoïde oblono 1) p-
n = 2 TT a,
c " b pour l'ellipsoïde aplati
In h, h
arc stn — c a
Avec a -=- A, c ^^ 0, c'est-à-dire pour la sphère, les deux formules s'accordent et fournissent ^ « -7^-
DEUXIEME PARTIE
Moyennes géométriques.
Introduction.
143. La valeur moyenne ou la moyenne d'une totalité continue de grandeurs géométriques est à la moyenne d'une série discrète de grandeurs comme la probabilité se rapportant à une totalité continue de cas possibles est à la probabilité ayant pour base une série discrète de cas possibles. La marche à suivre pour la détermination d'une semblable moyenne géométrique s'appuiera par conséquent sur des considérations similaires de celles établies pour la découverte de probabilités géométriques.
Cette marche consiste à se représenter la totalité continue, remplacée par une totalité non continue de la même modalité essentielle, à former la somme de la série discrète des grandeurs géométriques et à diviser cette somme par le nombre de ces dernières; le quotient se rapproche, par la quantité croissante des valeurs séparées, saisies, d'une limite donnant la moyenne de la totalité continue.
Une condition nécessaire est que la série discrète qu'on imagine mise à la place de la totalité continue soit avec celleci de modalité égale, essentielle. Si la modalité n'est pas à conclure du texte même du problème, une indétermination subsiste, qui peut conduire, comme avec les probabilités géométriques, à des solutions contradictoires du même problème. Ainsi, la question de la valeur moyenne des ordonnées d'une courbe permet une double interprétation : ou les ordonnées résultent des points de la courbe pris arbitrairement, ou les ordonnées sont menées des points de l'axe des abscisses, pris à volonté ; dans le premier cas, les points de la
courbe, desquels les ordonnées sont tirées, ont à former une série régulière de points sur la courbe, dans le dernier cas, les points des pieds des ordonnées ont à former une série régulière de points sur la ligne des abscisses. Analytiquement, la différence correspond à celle entre les représentations de l'ordonnée comme fonction de l'arc et comme fonction de l'abscisse.
Pour transporter la détermination d'une moyenne géométrique dans le domaine de l'analyse, on représente la grandeur géométrique dont il s'agit comme la fonction d'une ou do plusieurs variables indépendantes, et on a ensuite la tâche de déterminer la moyenne d'une fonction pour toutes les valeurs ou pour toutes les combinaisons de valeurs des variables indépendantes qui constituent une variété donnée, continue, d'étendue simple ou multiple.
144. 1) La grandeur géométrique y est fonction d'uNE variable indépendante x-, c'est y = J (-p)» Soit limité le domaine des valeurs de x par les relations
a -^x ^ i; la moyenne M de y, relative à ce domaine de valeurs, est définie par l'équation
M ;,„^.T(«)+ar(«+^^)+y(«+2^x)+...+3F(&-^;r) »>"f3FW-^-^
Jx c'est-à-dire qu'est
7{x)dx.
L'expression de la moyenne permet encore deux autres interprétations qui peuvent être jointes ici au cas le plus simple.
Si l'on regarde les valeurs de la grandeur géométrique //, qui correspondent aux valeurs de la variable entre x et x -}- Jx, comme égales et s'accordant avec la valeur originaire JjF (^)» puisque Jx est une mesure pour la quantité de ces valeurs, y{x) Jx est une mesure pour leur somme, et
llm S^';^(x)Jx-^ Jj (x) dx
une mesure pour la somme de toutes les valeurs de y dans le domaine complet des valeurs de x; et comme /> — a est la mesure congénère pour la quantité des valeurs de x^ la moyenne peut être interprétée comme le quotient de la mesure de la somme des grandeurs géométriques par la mesure de leur quantité^ de leur nombre.
La fraction , exprime la probabilité pour qu'une
valeur // saisie à volonté de la grandeur géométrique dépende d'une valeur de la variable dans l'intervalle x..,x ~\-Jx\ suivant cela, la moyenne
M^UmYj{^)^^
peut être interprétée comme la valeur probable de la grandeur géométrique^ lorsque celle-ci est saisie arbitrairement dans la totalité.
Cette dernière interprétation de la moyenne a l'avantage de se laisser transmettre immédiatement au cas oîi le champ des valeurs de la variable indépendante n'est pas régulier, c'est-à-dire où la quantité des valeurs de cette variable, dans un intervalle, ne dépend pas seulement de la grandeur de celui-ci, mais aussi de sa situation dans le domaine des valeurs; alors, la probabilité pour qu'une valeur de y saisie à volonté dépende d'une valeur de ic entre les limites x Gi x -\- Jx apparaît sous la forme
y (x) Jx
5 if (x) Jx
et pour la moyenne de y se donne l'expression
^ ^(x\^lx !'S('>)<f(x)dx
, S<f(x)Jx Jif(x)dx
145. 2) La grandeur géométrique z est une fonction de deux variables indépendantes x, y. Dan^ cv cas, la moyenne d'une fonction z -^'^ (x, y), pour tout( > !• - < ombinaisoiis de viil.iiis (l'un (loinaîne donné K des variahlo ./•, y, est à déterminer. On convoit celles-ci comme les coordonnées rectangulaires d'un point d'un plan; une partie de ce plan correspond à K; cette partie délimitée d'une manière quelconque est décomposée en rectangles par deux systèmes de droites parallèles respectivement à l'axe des X et à l'axe des Y et distantes respectivement de Jy et de ^x-. les angles des rectiingles représentent un système des combinaisons de valeurs u;, y, auxquelles correspond un système des valeurs de ^ = y (j;, y). La valeur limite du quotient de la somme de ces dernières valeurs divisée par leur nombre, qui est égal au
nombre -^ — -j- des rectangles, donne la moyenne requise. /j X dy
C'est-à-dire que
JxJy et comme K = f f dx dy, on a finalement
j j dx dy
les deux intégrations étendues à la variété K,
146. 3) La grandeur géométrique u est une fonction de trois variables indépendantes x, y, z. Ici, la moyenne d'une fonction u = 3r (^» y» ^) pour toutes les combinaisons de valeurs d'une variété continue, donnée, K, des variables x, y, z, est à calculer. On conçoit de nouveau x, y, z comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace; une partie de l'espace correspond à K; on la décompose en parallélépipèdes par trois systèmes de plans, parallèles respectivement aux plans YZy z X, XY et distants respectivement de Jx, deJy, deJz; les angles des parallélépipèdes représentent un système des combinaisons de valeurs x, y, z, auxquelles correspond un système des valeurs de w = J (a?, y, z).
La somme des dernières valeurs divisée par leur quantité
-j — -j — -j^> se rapproche, avec /tx^Jy^^z diminuant à l'infini,
d'une limite qui est égale à la valeur moyenne exigée. C'est conséquemment
K fffdxdydz
JxJyJz J J J
les deux intégrations étendues au domaine de valeurs K.
147. 4) La grandeur géométrique u est une fonction des variables a;,, iCj, x^^... indépendantes, nombreuses à volonté. Pour déterminer la valeur moyenne d'une fonction w = 3F (^n ^«1 ^5;---) de variables nombreuses à volonté pour toutes les combinaisons de valeurs de celles-ci, toutes combinaisons qui constituent une variété donnée, continue, K, on imagine la variété continue remplacée par une variété discrète, dans laquelle les valeurs se suivant l'une l'autre des variables se différencient numériquemment, respectivement, de ^a?i, de Jx<i^ de Jxi,. . . A chaque combinaison des valeurs Xi,Xij Xz^... dans cette variété non continue, correspond une valeur de w; la quantité des combinaisons des valeurs est égale au quotient du contenu K de la variété par l'élément de celleci -^iCi Jx<i Jxt,,,. La valeur moyenne de la fonction est par conséquent
^_ ^^.^ 222...J(xt,x,,x,,.,.)J J j ''»y(u),,x,,x,,...)dxtdx,dx^...
^^^-^ f f f " d^i d^% dx^ •"
JXi JxiJx^ ... ./ ^ ^
les deux intégrations étendues au domaine de valeurs K.
148. Outre ce procédé général, il y a encore des méthodes particulières pour la détermination des valeurs moyennes. L'application de ces méthodes élude fréquemment des intégrations difficiles et embarrassantes. Ces méthodes s'appuient sur des considérations géométriques, sur des propositions générales relatives aux valeurs moyennes, sur la connexion avec le calcul des probabilités, laquelle permet parfois la réduction de questions sur les moyennes ep questions beaucoup plus simples sur les probabilités, etc..
PROPOSITIONS ET PROBLÈMES
149. Problème I. — Trouver la valeur moyenne des ordonnées d'une courbe, lorsqu elles sont tracées a) de points quelconques de la courbe, b) de points quelconques de l'axe des abscisses. La courbe se trouve d'un seul côté de Vaxe des abscisses.
Solution. — a) Si ron désigne par y l'ordonnée correspondant à l'arc s de la courbe, par ds l'élément contigu de la courbo, par .S la longueur de la courbe entière, on a
y ds 1) JA="— ^— =r.;
}', indique l'ordonnée du centre de gravité de la courbe.
Cela conduit à la proposition :
Théorème I. — La valeur moyenne de V ordonnée tracée d'un point quelconque d'une courbe est égale à l'ordonnée du centre de gravité de la courbe, supposé que celle-ci soit disposée entièrement d'un côté de Vaxe des abscisses.
l 'ar exemple, pour la valeur moyenne des ordonnées de tous les points d'une demi-circonférence, s'obtient l'expression
rsin 6 rdB
b) Si l'on désigne par y l'ordonnée correspondant à l'abscisse a:, par a?o et par Xo les abscisses des points terminaux de la courbe, on a
f y dx
Yi indique la hauteur d'un rectangle qui se trouvant sur la ligne de base X,, — Xq possède la même surface que la courbe. D'après cela, se formule le théorème suivant : Théorème II. — La valeur moyenne de l'ordonnée dépendante d'une abscisse quelconque d'une courbe est égale à la hauteur d'un rectangle qui reposant sur la même partie de Vaxe des abscisses a la même aire que la courbe.
Conformément à cette proposition, la valeur moyenne de toutes les ordonnées d'un demi-cercle de rayon r, élevées sur le diamètre, est égale à
150. Problème II. — Calculer le moyen rayon vecteur d'une courbe, lorsqu'il est conduit a) à un point quelconque de la nnirhe, h) suivant un angle quelconque avec l'axe polaire.
Solution. — a) On désigne par q le rayon vecteur qui
découpe de la courbe l'arc s, par ds l'élément adjacent de la
courbe, par S la longueur de la courbe ; on a
j Q ds
L'évaluation du moyen rayon vecteur d'une ellipse, tracé d'un des foyers de celle-ci, peut servir d'exemple, .r, y sont les coordonnées centrales d'un point de l'ellipse et on pose
x= a cos ff, y = /; sin (f. On a
Q = a X = a — c cos (f^ ds = \a^ sm* y -f ^* cos^ y r/ç»;
conséquemment
I (a — c cos y) \a^ sin^ y + ^^ cos^ (pd(p
parce que ^n
f \a^ sin^ (f -\- b^ cos^ (p d(f = S
et est 271
/ cos (p Va* 8m* <p -\- b^ cos^ tp d(p = 0 u b) On désigne par q le rayon vecteur qui correspond à l'amplitude 0, par 6, et par 0^ les amplitudes des points terminaux de la courbe. On a
/ Qde
La distance moyenne, mesurée dans une direction quoi-
conque, d'un point donné à l'intérieur d'un cercle, à la circonférence, peut être calculée comme exemple.
s.Mt () (fig. 83) le centre du cercle, A le point donné, OA = c, r le rayon du cercle, AB = ç la fik. 83
longueur du rayon vecteur mené suivant l'angle XAB = 0, on a
par conséquent,
sin* 6 — ccos 6;
c'est-à-dire que la distance moyenne demandée est le rayon d'un cercle qui a la même longueur qu'une ellipse ayant pour
domi-axes /• et \ r- — c- = A C.
151. Problème III. — Un point matériel y sous l'influence d'uiir forre centrale, décrit une trajectoire elliptique; déterminer la inlcur moyenne des éloignements de ce point, mesurés à des instants quelcotiques, du centre de force (qui coïncide avec. un foyer de l'ellipse).
Solution. — On désigne par q le rayon vecteur du point mobile à l'instant t (compté à partir du périhélie); on a
f Qdt
les deux intégrations étendues à un circuit complet ou à un demi-circuit. Maintenant, si dB est l'angle que le rayon vecteur parcourt en l'élément de temps le plus prochain dt, en ver^u de la deuxième loi de Kepler, est
^Q'^de^xdt,
dans laquelle expression x désigne une constante. A la considération de cette relation, est
j fde
Q*de
Si a est le demi-grand - axe , s l'excentricité relative, /î -= a (1 = «2) le paramètre de la trajectoire elliptique, avec la conservation du mode de calcul antérieur, est
et ^ \ — ecosO
/- ' j (l—eeosOf ^ j \l — s+{l + t)tanfi«\''
si l'on pose tcmg ^ 0 = x et par là (1 -\- s) x^ = (l — e) y*, 0 et 00 deviennent les nouvelles limites et
avec la substitution y = tang w, cela donne enfin
___22!_ i (1 -f f ro.<î2<w)2^a)
L'intégrale au dénominateur de l'expression de 3f, c'est-à-
dirojç^ cJQ, représente la superficie de la surface de l'ellipse;
u donc est
3) fQ^de^TTa^l — e^y-
Les valeurs 2) et 3) introduites dans 1), donnent
152. Problème IV. — JJéamvrh' réioujnemeiit moyen de deux points qui sont pris arbitraireine^it sur la circonféretice d'un cercle donné.
Solution. — Visiblement, il est loisible de fixer l'un des deux points (A) et do renfermer l'autre (B) dans une demicirconférence. Maintenant, si l'on désigne par B l'angle que la corde AB enserre avec le diamètre mené par A, par r le rayon du cercle, on a
AB = 2rcos6, ih = 2rde; par conséquent,
ir*fcosede
nr n
\h\\. Problème V. — Dans une droite limitée, trouver la ffisfauce uioyenne d'un point pris arbitrairement à une extrémité»
Solution. — La simple réflexion enseigne que la distance moyenne demandée est égale à la moitié de la di'oite donnée.
154. Problème VI. — Calculer V éloignement moyen de deux points pris à volonté dans une droite limitée AB = a.
Solution. — Soient P, Q les deux points, AF=x^AQ = y; on a
ffiy — ^) d^ dy
i i dx dy
155. Théorème III. — Dans chaque domaine de deux domaines A, B (lignes, surfaces, espaces), extérieurs l'un à Vautre, un point est pris arbitrairement. M désigne une valeur moyenne relative à la situation réciproque de la couple de points produite et M', Ma, Mb sont des valeurs moyennes de même espèce, relatives cependant à deux points pris à volonté respectivement dans le domaine total A -f B, dans k, dans B. La relation suivante existe :
(A -f B)* M' = 2 AB M 4- A« Ma + B« Mb.
Solution. — Nous décomposons la somme des grandeurs géométriques en question, qui peuvent provenir de la prise
arbitraire de deux points dans le domaine total A -]- B, en ses parties composantes. Celles-ci correspondent, par ordre, aux cas où le premier point gît dans A, le second dans B; puis aux cas inverses ; ensuite aux cas oîi les deux points gisent dans A, les deux points dans B; donc, si nous désignons les sommes correspondantes par Sa-^b, Saj etc., nous avons
Sa + B = Sa, li -{- Su ,a + Sa-{- Sb^
ou, à cause de Sa, b = Sb, a ,
Sa + B =■ 2Sa,b 4- Sa -h Sb.
Comme Sa = A^ Ma , Sa, b ^ ABM, etc., la relation affirmée plus haut s'ensuit, savoir
1) {A + By M' = 2ABM^ A^ Ma -f B^ Mb. Pour le cas A = B, cette relation se simplifie et devient
2) 2M'=^M-\-Ma.
156. Problème VII. — Une droite limitée AB =- sl est divisée en deux parties jjor un point jms à volonté et, dans chacune de ces parties, un point est ensuite man/ué arbitrairement. Tromper Véloignement moyen des deux derniers points produits.
Solution — xeia — x sont les deux parties de ^ J5 formées par le premier point; Mx est la valeur moyenne correspondant à cette division; suivant le théorème du n** 155 et avec prise en considération du n** 154, est
a^^ = 2x(a-x)Mx^x^^^-(a-xy^^^^^^
d'où, après simple réduction, résulte
la valeur moyenne est donc indépendante de la proportion de la division.
157. Théorème IV. — Dans chaque domaine de deux domaines A + C, C -j- B (lignes, surfaces, espaces) se couvrant partiellement, un point est pris arbitrairement. M désigne une
valeur moyenne relative à la position mutuelle de la couple de points produite, et M', Ma» Mb , Me aovf <h's râleurs moyennes de nature semblable, relatives cependant à deux points pris à volonté respectireinent dans le domaine total A -h C -}- B = G, dans A, dans B, dans C. La relation suivante est valable :
2 (A 4 0) (C 4- B) M = G* M' + C« Me — A« Ma - B« M».
Démonstration. — La somme des grandeurs géométriques qui peuvent prendre naissance dans la prise des deux points dans le domaine total A -\- C -\- Bse décompose en plusieurs parties composantes qui correspondent aux cas suivants : le premier point git dans A -\- C,\e second dans C -\- B; puis l'ordre inverse de ces points; ensuite les deux points se trouvent dans A^ les deux dans B. Mais les cas où les doux points se trouvent dans C sont comptés doublement; ces cas doivent donc être déduits une fois. Avec les désignations employées au n" 155, on a
^G = Sa + c,c-i-B-\-Sc-\-B,A + c — Se -\- Sa -\- Sb, et cela donne, à cause de Sa ^ c, c + b = Se + b, a -\- c, la proposition énoncée ci-dessus :
2 (A -{-C}(C-\-B)M= G^ M' -]- C^ Me — A* Ma —B^Mh. Avec C = 0, on est ramené à la proposition du n° 155.
158. Problème VIII. — Dans chacune des deux droites liiHitées AB, Cl), qui ont la partie commune CB, un point est pris à volonté; trouver Véloignement moyen de la couple de point f> produite.
Solution. — Par utilisation de la proposition du n** 157 et par le n*' 154, s'obtient l'équation
2AB'CD'M==IL'~ ^C^*~-ÂC^.^f--BD*~\
de laquelle, résulte
,, ÂTj^ -{-CB' — ÂC^^ B1> ^AB.CD
159. Problème IX. — Dans la surface d'un cercle donné, un point est [rris à volonté et par celui-ci est menée une corde dans une direction quelconque; trouver la longueur moyenne de cette corde.
Solution. — Si 0 est le centre, r le rayon du cercle donné, Pie point pris à volonté, OP = x et, 6 l'angle sous lequel la corde A B menée par P est inclinée vers le diamètre tracé par P, on a
AB = 2 (r^ — x^ sin^ 6)^,
et la somme de toutes les cordes est exprimée par n
ff2 (r* — x^ sin* e)^2nx dx dB
3 / sin^B 3 / l'Cos^O 3 / l+ro,v6
de
± 3 A ^^ 3^' / ^-{-cosede[= ^^nr';
leur quantité est exprimée par-^- nr- = ,.-/*-; conséquemment, la valeur moyenne requise est
160. Problème X. — Trouver la distance moyenne d'un point de la circonférence à tous les points de la surface du cercle.
Solution. — On choisit le point de la circonférence pour pôle, le diamètre passant par ce point pour axe polaire; on a
i ir cos 0 f Jq^ dOdç
,, ff^'^ -t ^ 32^.
161. Problème XI. — Trouver Vêloignement moyen de deux points pris arbitrairement dans la surface d'un cercle domd.
Solution. — On désigne par r lo rayon du cercle et par Af la valeur moyenne requise; la somme des éloignements de toutes les couples de points est exprimée par
Elle varie, lorsque r est augmenté do d r, de
Mais aussi par une autre voie, cette variation peut être
trouvée, puisqu'elle provient des couples de points, desquelles
l'un ou l'autre point tombe dans l'anneau circulaire résultant;
elle s'élève à
nr(lr
si - tk'signe la somme des éloignements d'un point de la circonférence du cercle donné, de tous les points de sa surface. Par utilisation de la valeur moyenne de ces éloignements trouvée dans le problème précédent est
Pour la détermination de M, se livre par conséquent l'équation
d\{nr^Y M\ = ^^nrUlr, de laquelle, par intégration, résulte
et ensuite
nr 128
4on
162. Théorème V. — Uéloignement moyen d*un sommet d'un triangle, de tous les points de la surface du triangle, est égal à la distance de ce sommet au centre de gravité du tria^igle, mesurée le lotig d'une parabole qui abatidonne le sommet dans la direction de l'un des deux côtés émanant de lui et atteint le centre de gravité dans la direction de Vautre côté.
Solution. — Soit ABC (fig. 84, p. 198) le triangle donné avec les côtés a,b,c;S son centre de gravité; et qu'il s'agisse
FiR. «4.
de réloignement moyen du sommet C des points de la sui-faco du triangle. On mène par C un rayon CL, on tourne celui-ci de la position CB à la position C^ et on transpose continûment la surface découpée à droite par ce rayon vers le sommet C. Par cela, le centre de gravité de la masse entière se mouvra de la position d'origine 8, le long d'une courbe, vers la position finale C, et cette courbe, comme maintenant il faut le démontrer, est la
parabole mentionnée plus haut.
Supposé que le centre de gravité de la masse entière se trouve en P, lorsque le rayon a atteint la position CL, pendant qu'il s'avance jusqu'à la position voisine CL\ P exécute un mouvement élémentaire PP\ qui est parallèle à CL, parce que le centre de gravité s de l'élément de masse CLL' avance vers C le long de CL. La grandeur de pe mouvement résulte de la proportion
PP
ABC
La longueur de la courbe décrite pendant la marche complète est
arcCS^2PP' = -^^2CLL''^ CL, la sommation étendue au mouvement complet de CL. Mais -^ CL est réloignement moyen des points de l'élément CLL',
de C; par conséquent, CLL' .-^ CL, la somme des éloigne-
ments des points de cet élément, de C; donc 2CLL',-^ CL,
la somme analogue pour le triangle entier ABC. Il s'ensuit
que -T-wTî* SCLL'- -^-CL est en réalité l'éloignement moyen
du sommet C de tous les points de la surface du triangle. Pour démontrer que la courbe CPS est une parabole, nous la rapportons à un système de coordonnées, dans lequel C est Torigine, CA l'axe des abscisses et une parallèle k AU l'axe des ordonnées; ensuite est C Q ^ x, QP= y. Comme P doit se trouver sur la ligne de jonction du centre de gravité S' du triangle ^L Cet de C, de la similitude des triangles CÇP, CA J/, résulte la proportion
d'un autre côté, parce que P est le centre de gravité de la niasse concentrée en C du triangle CLB et de la masse concentrée en S' du triangle CAL^ existe la proportion
CP:PS'= CAL: CLB = ALiLB,
de laquelle, résulte
AL : {AL 4- LB) = CP : {CP + PS
ou
AL:c= CP:CS' = x:^b,
ou enfin
AL _Scx '~2~~'~ïb
Si l'on substitue cette valeur dans l'équation 1), se donne
pour l'équation de la courbe CPS, qui par conséquent est une parabole. Qu'elle est tangentielle au côté ^ C en C et atteint S dans la direction du côté CB, ces faits s'obtiennent immédiatement par la considération précédente.
On dessine CD perpendiculaire b. AB, divise en deux parties égales A D par E; la parabole est coupée en un point 0; on mène par celui-ci GFY parallèle k AB, ainsi est OF = OG; par conséquent 0 est le sommet et OF Taxe de la parabole.
163. Problème XII. — Calculer Velolgnempnt moyen de tous les points d'un triangle rectangle^ d'une extrémité de Vhypoihénuse.
Solution. — Conformément à la proposition du n" 162, 1 eloignenient moyen demande est mesuré par l'arc de parabole CS(fig. 85). Par les coordonnées de son extrémité S, qui sont
x=CQ=^^h,
y^QS
on obtient le paramètre 2/> = -Q- —
La longueur de l'arc est donnée par l'expression
1 \x\l p^-\-x'' , ,,,a? + Vjo' + a;^).
-\-pl
on introduit, pour x et pour p, les valeurs assignées plus haut, et on obtient
164. Problème XIII. — Calculer Uéloignement moyen des points d'un triangle quelconque, d'un de ses points d'angle.
Solution. — On décompose le triangle donné ABC (fig. 86) par la hauteur CD=^h, abaissée de l'angle C considéré, en deux triangles rectangles. On désigne par M^ l'éloignement moyen de l'angle C, des points du triangle ADC, par Mj la grandeur analogue pour le triangle ^ DBC; la. valeur moyenne exigée est
M,,ADC+M,,DBC M,,AD + M,.DB
ABC ^ c
On introduit, pour M,, Jtf„ les valeurs formées d'après la formule de conclusion du n<* 168; il vient
^(^^,AD-^kH^-±-^^a.BD^hU^^-±^^
1 Ir I
{h \ M))(a-\-BU
maintenant ust
^« = rt« -\- c*^2c.BI), aï = 6« + c* — 2c,AD,
de là, après quelques transformations,
{b -\-AD){a + BD) a -}- b -\- c
de manière que, finalement,
1) jif = 4.|^+(^''-*')(«-^)
Pour un triangle équilatéral de côté a, se donne
h' ^ a-\-b-\-cj c a~\-b — ci
^ = tO+t'-^>
Problème XIV
Trouver Véloigiiement moyen des
FJg. 87.
IHjints d'un parallélogramme ^ d'un de ses points d'angle.
Solution. — Soit ABCD (fig. 87) le parallélogramme, AB= DC =^ a, AD== BC = b, l'angle BAD = «.
Si la valeur moyenne cherchée doit se rapporter au point d'angle A, on décompose le parallélogramme, par la diagonale AC = d, en triangles ; si 3/,, Mi sont les valeurs moyennes relatives à ces triangles, ABC, A CD, la valeur moyenne requise est
On introduit, pour 3/„ Mt, les valeui*8 formées suivant la prescription de la formule 1) du n<» 164; d'abord est
l\ 2 "^ 2b^ '^ h ^'a-\-d — bl
b-\-d (d^ — b^)id — b) b^sin^a , b-Jtd-\-a l' 2 "^ 2a« "^ a 6-1-rf— aj
en tenant compte des relations
c?2 _ «2 = 62 + 2rt6 cas a, d^ — b^ = a* + 2a^» cas a, on a
6 { ab ab b a-\-d—b
, è* sin'^a b-\-d-{-a
Pour un rectangle, plus simplement devient
De cela, par exemple, résulte Téloignement moyen des points d'un carré, dont le côté est a, d'un point d'angle,
3) 3f=-|-|2\/2 + /.(!+ Va)!,
et DU POINT MILIEU
4) M' = ^=^|2\/2 + ?.(H-V2Jl-
166. Problème XV. — Calctder V éloignement moyen de deux points quelconques d'un rectangle donné.
Fig. 88. Solution. — Soit ABCD (fig.88)
le rectangle donné, AB = «, AD = b,AC = d, P l'un des deux points choisis arbitrairement, AR=- Xj AS = y. On fixe le point P (0 et on renferme l'autre Q dans le rectangle A BPS; la somme des
JU
sn
éloignements relatifs P Q est exprimé par
(•) Dit plus exactement : on le renferme dans l'élément continu dx dy du rectangle.
m xy dx dy,
si m désigne l'éloigneraent moyen du point P, de tous les points du rectangle ARPS. Maintenant, pour épuiser toutes les couples (le points, on a à intégrer Texpression écrite dans les limiti - " i ■' par rapport à j;, et dans les limites 0 et i par rapport à y; et, à nmltiplier le résultat par 4. Mais comme d'un autre côté |a somme de tous les éloignements PC est exprimée par a* b^ 3/, lorsque M désigne leur valeur moyenne, on a, pour la découverte de cette valeur, l'équation
a* W- M = \ Il m xy dx dij ,
de laquelle, résulte, si on introduit pour m l'expression formée suivant la formule 2) du n*^ 165,
Pour la première intégrale, on trouve facilement
\x^ -\- y* xy dx dy
quant à la deuxième, si l'on intègre d'abord par rapport à //. l'intégration par parties conduit au but, en posant
3 , , ■ x-\-\lx^-\-y^ y3 dy = du, l ^ ^^ = v;
elle devient
fl
Y^ y dxdy^-^l.—^ T +T0
la valeur de la troisième intégrale se livre par celle-ci par permutation des lettres a et b.
Si l'on introduit les trois valeurs trouvées à l'instant dans l'équation ci-dessus écrite pour M, se donne, après réduction correspondante,
Pour un carré dont le côté est a, on a plus simplement 2) M=^(2 + V2 + 5/.|l+V2]).
167. Problème XVI. — Trouver la distance moyenne de deux po'mts pris arbitrairement à Vintérieur d'une courbe quelconque fermée et convexe.
Solution. — Soit L la longueur de la courbe, J la surface renfermée par elle.
On part d'une position des points P, Ç, pour laquelle ils ont la distance z\ on désigne l'élément de surface en Ppar dP^ en Q par c? Ç ; on a
ffzdPdQ
les deux intégrations du numérateur étendues à la surface
entière.
D'un autre côté,
2z dPdQ
L' J^ est la probabilité pour qu'une sécante menée à volonté de la courbe comprenne les points P, Q, lors de la position prise de ceux-ci, et la probabilité totale de toutes les positions des points P, Q s'énonce
o ffzdPdO
les intégrations étendues comme plus haut. Par l'égalité de 1) et de 2), se donne
par laquelle équation le présent problème sur les valeurs moyennes est mis en corrélation avec celui du n'' 121 sur les probabilités, de sorte que lorsque l'un est résolu, l'autre l'est aussi.
Pour la probabilité se trouvant en question, une autre expression peut encore être déduite. On considère une position particulière de la sécante ; par rapport à un pôle choisi à l'intérieur de la courbe, les coordonnées p^ 6 sont attribuées à cette sécante qui décompose la surface en les segments 2^ 2'; la probabilité pour que les deux points pris arbitrairement viennent à se trouver de côté et d'autre de la sécante s'exprime
par
^ dp de 22'
la probabilité totale, par conséquent, est
l'intégration étendue à toutes les sécantes de la courbe. De l'égalité de 3) et de 4), résulte
5) M= ^ f I 22' dp de.
:) du n^ 121
Mais, dans l'équation a) du n'* 121, est trouvé
oïl C indique la longueur de la corde découpée sur la sécante. Cette expression, dans la jonction avec 4), conduit à la relation remarquable
6) ff C* dp de ^6 ff 22' dp de,
qui, de nouveau, en liaison avec 5), fournit une nouvelle expression pour if, savoir
7) ^=67« ' ' c^fipde.
^^fl^
La distance moyenne de deux points d'un triangle équilatéral servira comme premier exemple. A l'aide de la valeur de la probabilité trouvée dans le n® 123,
on obtient, en se basant sur la formule 3),
lorsque la longueur du côté du triangle est désignée par a.
Comme second exemple, peut servir l'évaluation de la probabilité pour qu'une droite menée à volonté^ coupant le périmètre d'un carré, comprenne deux points pris arbitrairement dans la surface du carré.
Avec utilisation de la formule 3) et de la valeur trouvée pour M dans l'équation 2) du n° 166, se donne
a> = ^^-(24 V2 + 5^.LH-V2|).
168. Théorème VI. — La distance moyenne des points d'une fi(/ure plane à une droite disposée dans le plan de la figure ne coupant pas son périmètre est égale à la distance du centre de yravitf' de la figure à cette droite.
Démonstration. — On se représente la figure décomposée en bandes élémentaires par des lignes droites parallèles à la droite donnée; dJ est la bande dont les lignes de Jimitation ont les distances y et y + dy kla droite;
est la valeur moyenne requise; donc, comme les deux intégrations sont à étendre à la surface entière de la figure, réellement cette valeur moyenne est égale à la distance du centre de gravité à la droite donnée.
169. Problème XVII. — Une droite délimitée est divisée arbitrairement en trois parties; trouver la valeur moyi^nne de la plus grande patiie, de r intermédiaire et de la plus petite.
Solution — Soit a la longueur de la droite; soient désignées les parties, de grandeurs décroissantes, par a*, par y, par z = a — X — y; on à
On considère a;, y comme les cordonnées rectangulaires d'un point P par rapport aux axes OJJ^ OJJ (tig. 89, p. 207); le
FIg. 89.
point P, si X, y doivent correspondre aux conditions 1), doit
80 ronfornior dans \o trinimlo li K F i\\\\ ost U)V\\\6. par les droii<'>
QA ... ar -= y,
BC ,.. y = a — X — y,
BI)..,a-' X — y = 0.
Conformément à la proposition du n" 1()8 la valeur moyenne de x est donc l'abscisse, la valeur moyenne dey l'ordonnée du centre de gravité de ce triangle dont les angles ont les coordonnées
B(a, 0), K l-^ a, -^f/ L vl-y a, -^aV c'est-à-dire c'est
170. Problème XVIII. — Quelle valeur moyenne a respectivement le plus grand côté, le côté interméd taire et le j>lus petit rôfé (le tous les triangles de même périmètre?
Solution. — Si l'on conserve les désignations du numéro précédent pendant que a indique le périmètre donné, aux relations 1) s'ajoute encore la suivante :
qui, par l'interprétation géométrique (fig. 89), conduit à une droite
GF
laquelle, avec les droites antérieurement nommées, sépare le triangle A^i^'G^ comme domaine des points P dont les coordonnées satisfont aux conditions 1) du n** 169 et 2) du n" 170. Conséquemment, à cause de la proposition du n" 1G8, est
if 1/1 ,1 , 1 \ 13
171. Problème XIX. — Calculer la distance moyenne d'un point de la surface sphérique à tous les points à l' intérieur de la sphère.
Solution. — On se représente la sphère engendrée par la révolution d'un demi-cercle autour de son diamètre AB = '2r. Soient ç, B les coordonnées polaires d'un point dans la surface du demi-cercle, par rapport à A B, comme axe polaire, et par rapport au point A comme pôle; l'élément de surface QdSdç, lors de la révolution, décrit un élément d'espace, 2 TTC sin S.qdBdç = 2nQ^ sin SdBdç, dont tous les points possèdent la distance q de A. La distance moyenne requise est donc
'1 ^r cos fi Tt ' ■
i j 27Tç^sinSdSdç T
.¥ = "" =6'r / ros*esinSde=^^ r.
172. Problème XX. — Trouver la distance moyenne de deux points qui sont pris à volonté dans l'espace d'une sphère donnée»
Solution. — Puisque I -ô- ^^'^l est la quantité de toutes les
couples de points ou des distances, leur somme, lorsque M désigne la valeur moyenne de ces dernières, est
1) S'^l^-nA^M.
Cette somme varie de dS^ lorsque le rayon de la sphère s'accroit de dr; c'est-à-dire que s'associent à S les distances qui ont l'un ou l'autre point terminal dans l'enveloppe sphérique ajoutée. Pour la somme de ces distances, s'obtient, lorsque Mo indique la valeur moyenne des distances d'un
point de la surface sphorique à tous les points de l'espace spluM-iquo, l'expression
de sorti' que. lorsqu'on introduit pour 3/„ la valeur trouvée dans le n" 171, on obtient
dS=~^n^ r'dr.
r)r (rite r(|iiati()u, ivsiilt(\ |)ai- intégration,
2) S = -^ 7r2 A^. dr =-^n^ r\
et, par 1) et 2), se donne enfin
173. Théorème VII. — La distance moyenne des points d'un solide à un plan (/ni n'en coupe pas la surface est égale à ht </ist(/,n-r Jii ,; util il< (fravitéde ce solide à ce plan.
Démonstration. — Le solide est divisé en couches infiniment minces par des plans parallèles au plan donné et d I" est le volume des couches dont les plans de limitation ont les distances y et y -{- dy 3iU plan donné; ainsi se livre, pour la valeur moyenne exigée, l'expression
fydV
fdV
les deux intégrations étendues au solide entier. L'interprétation de V correspond effectivement à la proposition établie.
174. Problème XXI. — Calculer les valeurs moyennes des côtés rangés par ordre de grandeur de tous les triangles dont les côtés sont comjyris entre les limites données a et b.
Solution. — Les côtés rangés par ordre de grandeur croissante d'un des triangles peuvent être désignés par x, y, z; ces côtés sont liés aux conditions suivantes :
Si ic, //, z sont envisagés comme les coordonnées rectangulaires d'un point, les points qui satisfont aux conditions 1) à 5)
AO F
remplissent l'espace d'un pentaèdre ou d'un tétraèdre dont les plans de limitation sont présentés respectivement par les relations 1) à 5), par les relations 1) à 4), lorsqu'on y fait valoir les signes d'égalité ('). Les coordonnées du centre de gravité de l'un ou de l'autre de ces solides sont, en vertu de la proposition du n« 173, les valeurs moyennes de ic, y, z,
1. Est h > 2a, les plans 1) à 5) limitent un pentaèdre ABDGKF qui, dans la fig. 90, est représenté par ses
{}) Coinp. au no 15.
projections sur les trois plans coordonnés et peut être envisagé comme la différence entre les tétraèdres ABCD et EFCG, Les volumes de ces tétraèdres sont
et comme leurs points d'angle ont les coordonnées suivantes à lire facilement sur la figure :
au centre de gravité du tétraèdre ABCD, échoient les coordonnées
au centre de gravité du tétraèdre EFCG les coordonnées
l'ai la s( donnent, avec adjonction des volumes 6), les coordonnées du centre de gravité du pentaèdre /IB/XtA'/'', ou les valeurs moyennes des côtés a-, y, z, savoir
y^K^)— y_Y. — {b-af-\{h-2af
Les expressions se simplifient quelque peu lorsqu'on pose .a ^ 2a ^
elles s'énoncent alors
2. Lorsqu'est è < 2a, les plans 1) à 4) [les relations citées sont lues avec le signe inférieur] limitent le tétraèdre ABCJ); le plan 5) passe au-delà de celui-ci. Les valeurs moyennes de x, «/, ^ tombent d'accord donc avec les valeurs de X, F, Z dans 7), de manière que
M(x)^^{Sa-^b),
Les valeurs moyennes correspondant au cas limite b = 2a s'obtiennent aussi bien par les formules 8) que par les formules 9), savoir
10) Jtf(x)=-|-A, Jtf(y)=-|-i, M{z) = ^b.
175. Théorème VIII. — V désigne un domaine (ligne surface, espace) variable soumis à V arbitraire^ enveloppé par un autre domaine A invariable; M (V) est la valeur moyenne
de \, |> l<i i>r<>l"ihiHtê totale pour <fu'in/ point pris arbitraire-
nu'til (ht us A fonihe dans le domaine V ; la relation suivante est
valable :
Démonstration. — Les valeurs de V correspondent aux valeurs ou aux combinaisons de valeurs d'une variété continue d'une variable ou de plusieurs variables; cette variété peut s'appeler K. Si dK est l'élément de cette variété contigu à une valeur V saisie à volonté, la probabilité en question, quant à cette valeur particulière F, est exprimée par
dKV^ K A'
sa valeur totale est par conséquent
l'intégration étendue au domaine entier de valeurs de K.
fVdK Mais — ^ — représente la valeur moyenne de F, donc réellement est
Corollaire. — Par une considération semblable, on se convainc que la probabilité pour que /* points pris arbitrairement dans A tombent aussi dans le domaine F est égale à
lorsque, par M ( F"), on entend la valeur moyenne de V\
176. Problème XXII. — Sur un cercle fixe, donné, un second cercle est jeté arbitrairement. Calculer la longueur moyenne de l'arc (du périmètre du premier) que le second cercle couvre.
Solution. — Soient 0 (fig. 91, p. 214) le centre, R le rayon du cercle fixe; Q le centre, r le rayon du cercle mobile; ensuite
FiK. ni.
est ABC = s l'arc qui est couvert par le second cercle. Un
tel arc s'obtient
avec r < i?, lorsque Q tombe dans un anneau circulaire
limité par deux cercles décrits de 0 comme centre avec les rayons R + r et R — r;2. avec r > R, quand Q tombe dans un cercle décrit de 0 comme centre avec le rayon R -\- r (ici le périmètre entier du cercle fixe est couvert dans un groupe de cas).
On se représente, sur le périmètre du cercle fixe, un point P pris arbitrairement; conformément à la proposition du n« 175,
M{s) ^~~ 27rR
est la probabilité totale pour que le point F tombe sur l'arc s. Mais l'événement actuellement mentionné est identique à un autre consistant en ce qu'après que P a été pris, le centre Q du cercle jeté tombe à une distance de P plus petite que r; avec cette interprétation, s'obtient pour /?,
avec r y R
Par l'égalité respective des expressions 1) et 2), 1) et 2'), se donne la valeur moyenne requise
3) M(8)'^^ pourr<i?,
donc indépendante de la grandeur du cercle fixe; et se donne
4) M{8)^2nR (5^)' pour r > /?.
177. Problème XXIII. — Dans une droite Imitée, de longueur a, deux iwints sont pris arbitrairement; trouver la fdh'Hr nioffennc de la //•'""' puissance de leur distance.
Solution. — Soient A', )' Ks deux points; leur distance s'appelle z. On se représente n points ultérieurement pris dans la droite. La probabilité pour qu'ils tombent tous dans l'étendue XY^ conformément à l'équation 2) du n" 175, égale
h un anlK tôh'. p est la probabilité pour que parmi les (n + 2) (// + 1) arrangements possibles des {n + 2) points, un arrangement survienne dans lequel .Y, Y sont les deux points extïémes, et comme il y a deux arrangements tels, ainsi est
ox 2
De l'égalité de 1) et de 2), résulte
3) ilf(2«) =
Par exemple, se donnent M (z) = -jt-j s'accordant avec le n« 154, iV(^«) ^ — ^\ etc..
178. Problème XXIV. — Calculer la valeur moyenne du carré de la distance mesurée dans une direction quelconque d'un point j au'dedans d'une courbe fermée, convexe^ à cette courbe.
Solution. — Si ^ est la distance mesurée dans la direction d'inclinaison 0 avec une droite fixe, on a
fç^dS
•m comme i o^ dS — 2 J, lorsque J est l'aire de la courbe, la
valeur moyenne requise est
OU est égale au carré du rayon du cercle qui possède la même aire que la courbe, et dans lequel cercle aussi le point de départ des distances se trouve.
Il résulte de là immédiatement que l'aire moyenne des cercles qui sont décrits avec les distances ici considérées comme rayons est égale à l'aire de la courbe donnée.
179. Problème XXV. — 'Trouver la valeur moyenne du carré des distances de tous les points d'une figure plane délimitée à volonté à un point donné du plan de la figure.
Solution. — c? J est un élément de la figure donnée, Q sa distance à un point donné ; ainsi est
Çq^ dJ 1) 3/ = ^--^-,
l'intégration étendue à la figure entière. Si l'on désigne par x le rayon d'inertie de celle-ci par rapport à un axe normal à son plan, axe passant par le point donné; par Xq la grandeur analogue rapportée au centre de gravité de la figure ; enfin, par J la distance des deux points mentioimés, l'équation 1) peut s'écrire sous la forme
2) M = X2 = Xo^ + ^\
180. Problème XXVI. — Dans chaque partie de deux parties délimitées à volonté d'un plan, un point est pris arbitrairement; calculer le moyen carré de la distance de Vun à Vautre point de la couple de points produite.
Solution. — Les superficies des deux figures peuvent être désignées par J,, J,; leurs rayons d'inertie rapportés à leurs centres de gravité respectifs, par x,, x,; la distance des centres de gravité par J. Si l'on fixe Tun des points quelconques, par exemple P dans </,, et désigne par q sa distance au centre de gravité de la figure J,, le moyen carré de sa distance à J„ suivant l'équation 2) du n^* 179, est
conséquemment, la valeur moyenne demandée est
riiitégration étendue à J,. Lorsqu'on introduit, pour ^, la valeur do l'équation 1), devient
181. Problème XXVII. — Trourer le moyen carré de la distance de deux points qui sont pris arbitrairement dans vue figure plane ^ déliwitée à volonté.
Solution. — La question découle de la précédente lorsqu'on y suppose les deux figures J,, J^, congruentes et qu'on les fait coïncider. Alors x, = x, = x et ^ = 0; par conséquent, conformément à l'équation 2),
Ainsi, par exemple, le moyen carré de la distance de deux points dans la surface d'un cercle de rayon r est égal à
182. Problème XXVIII. - Trourer la surface moyenne d*un triangle sphérique.
Solution. — On fixe un sommet du triangle ABC, par exemple A, et l'angle ce en ce sommet; à chaque triangle ABC, correspond un triangle A' BC,et\s. somme des deux triangles est le fuseau ABA'CA. Mais comme la valeur moyenne de ABC, manifestement, est la même que celle de ^'jBC, chacune s'élève à la moitié du fuseau. De cette considération, résulte la valeur moyenne requise
f-^ABACA.da fr'ada
M = ' - = îî = 4r^^^
c'est-à-dire qu'elle est égale à la huitième partie de la sui-face sphérique ou à la surface du triangle trois fois rectangle. Corollaire. — Combien grande est la probabilité pour que quatre points pris arbitrairement sur une surface sphérique se trouvent sur la même demi-sphère?
On relie trois des points, par exemple A, B, C, par un triangle; avec ces trois premiers points, le quatrième D git sur la même demi-sphère lorsqu'il ne tombe pas dans le triangle opposé k ABC. Comme la valeur moyenne de ce triangle s'élève à | 0, lorsque 0 est la surface de la sphère, on a, conformément à la proposition du n*' 175,
183. Problème XXIX. — Trouver la surface moyenne des cercles tamients intérieurement au périmètre d'un polygo7ie donné circonscrit à un cercle.
Solution. — Les côtés AB, BC, CD,... du polygone (lig. 92) sont désignés par o, b, c...; le rayon du cercle inscrit Fig. 92. est désigné par r; son centre se
trouve en 0. On joint les extrémités d'un côté, par exemple A B, à 0; on mène MN, à la distance RS = X, parallèlement à ^^; la somme des surfaces de tous les cercles de rayon x, qui sont tangents au côté AB, est exprimée par
Ttx^.MN.dx;
r ' jj ce qui, parce que MN = a, équivaut à
— x^ (r — x) dx;
par là, la somme des surfaces de tous les cercles tangents intérieurement au côté ^jB s'obtient étcale à
na r — / ^
(r — x) dx ^ j^ n air;
par rapport au périmètre entier du polygone, cela donne
et comme la quantité de tous les cercles est exprimée par la surface du polygone, c'est-à-dir la valeui- moyenne cherchée est
surface du polygone, c'est-à-dire par -^ r (a + i + c + •♦•)>
TTr*,
ou est égale à la sixième partie de la surface du cercle inscrit au polygone.
184. Problème XXX. — Trouver la surface moyenne des cercles fjui peinent être dessinés dans vn polygone donné j circonscrit à Uti rrrrh .
Solution. — Les centres de tous les cercles de rayon x dessinés dans le polygone ABC»., (fig. 92) tombent dans un polygone MNP... dont les côtés sont parallèles aux côtés du polygone donné, à la distance RS = x; comme ce polygone est semblable au polygone donné, son aire est
2 (a + i + c -f ...) I I et la valeur moyenne requise
(a + b + €+..). x^r — xYdx
{a -hb + c -{-...) {r — xydx
nr*
185. Problème XXXI. — Trouver l'aire moyenne de lu podaire d^une courbe donnée, *■'«• ^^
convexe, fermée, par rappoH à un point quelconque de sa surface, comme pôle.
Solution. — Dans la fig. 93, soit C la courbe donnée, S le centre de gravité, /2 la superficie de la sui-face limitée par la courbe. Pie point pris arbitrairement; a?, y sont les coordonnées de ce point par rapport à des axes rectangulaires passant par S comme origine; F désigne la superficie do la podaire de C par rapport à P.
La valeur moyenne cherchée est
ifl
Vdxdy.
Si l'on considère une tangente quelconque de C,par exemple TT', et mène à celle-ci de P et de -S* les perpendiculaires PD ==■' Q et SB = r, ces dernières apparaissent comme des rayons vecteurs des podaires de C rapport par à P et à S. En posant l'angle XSB = y, on a
OU, à cause de ç = r — xcos cp — i/ sin y, aussi
^^^~2 I *'*^îP+"ô~ / (^cos(p -{-ysinipYdg)- 1 r(xcos(p-{-ysin(p)d(f
Il 0 0
= -2" / ^*<^y+-2~^(^^ + y*) — j r{xcos(p-\-y sing))dg),
Le premier terme du second membre de l'égalité exprime l'aire de la podaire de C relative au centre de gravité <S^ comme pôle; si l'on désigne ce terme par J et introduit la valeur de V dans l'équation 1), s'obtient
2) i¥=J+^-^ / I (oi^^-hy^)dxdy--jy j j j r(xcos(p-]-ysin(p)dxdyd(f.
Mais la double intégrale du second membre représente le moment d'inertie de la surface de C par rapport à un axe passant par S, dirigé normalement au plan de C; si le rayon d'inertie correspondant est désigné par x, est
3) ff (x^ + y^) dx dy = Six^;
l'intégrale du troisième terme disparait, parce qu*avec les axes choisis est
4) I j xdxdy = j j ydxdy = 0.
Si l'on introduit les valeurs de 3) et de 4) dans 2), finalement devient
5) M = J + ^nx^,
c'est-à-diro que la valeur moyenne des surfaces de toutes les podairos égale la surface de la podaire rapportable au centre de gravité, augmentée de la demi-surface d'un cercle ayant pour rayon le rayon d'inertie correspondant au contre do gravité.
Si la courbe donnée est une circonférence de cercle de rayon r, est
par conséquent M = -t- nr'^.
Pour une ellipse dont les domi-axes sont a, h, on trouve, après un calcul simple,
et par là 3f = -q- tt (a* + ¥).
186. Problème XXXII. — Calculer V aire moyenne de tona h s triangles de périmètre donné et de hase donnée.
Solution. — La base est désignée par «, la somme des deux autres côtés par b^ un de ces côtés par x; la surface du triangle est égale à
et sa valeur moyenne, puisque x est lié aux conditions
a + X y b — ic, a -]- b — X ^ X, est
L(h2_a2)i f{a^ — {b — 2xy\l béa
M = ? = -ArTra V ^* - rt\
187. Problème XXXIII. — Trouver la superfine moyenne de tous les triangles de péi'imëtre donné.
Solution. — Lorsqu'on désigne le périmètre donné par 2 s, deux des côtés par x, y, la surface du triangle est exprimée par
\s[s — x) (s — y)(x-\-y — s)\i; comme maintenant x^ y, sous la supposition x ^ y, sont liés aux conditions
^ + y>«» ^ < s la valeur moyenne requise est
f f{s(s — x)(s — y){x + y — s)\^dydx
/ I dy dx
■ f\^{s — y)\-^dy f\l s(y
.|jV,._,„if„|_
s) -\- (2s — y) X — a?* dx L y2 r dx
>•) + (2s — y)x — ir*
fy'\s{s^y)\\dy = ^^^ f(s^-z-Yz-dz^^J2s)\
Ce sont les ^ de la surface du cercle qui est inscrit dans
le triangle équilatéral se trouvant parmi les triangles. 188. Problème XXXIV. — Trouver la surface inoyeiine du triarigle qui est dêcou2)é d'un triangle donnée équilatéral par U7ie droite menée arbitrairement.
Solution. — ABC (fig. 94) est le triangle donné, s la longueur d'un côté de celui-ci, KF la droite menée arbitrairement avec les coordonnées p^ 0 rapportées à ^ et à un axe ^ A' perpendiculaire à^^, Fia surface du triangle A KF\ on a
f fVdudb
ffdpde
Si Ton pose A E = x, est
/' ./• Siwd, (//> = dx sind;
on introduit ces valeurs dans l'équation 1) et on limite, en considération de la symétrie de la figure, l'intégration par rapport à <?, à l'intervalle 0 à J tt; ainsi s'obtient 1 _
x*\/S8in*e
f fry'T:i.dxde
f fax sine de "
Quant à l'intégrale restante, la substitution \ tt -{- e = x^ conduit au but; on obtient
/ stn(\n'\-B) I stn^ / ( 4 4 '4 swi^\
= i \-e„g» — )l^in„&^^l .hi„g^i)-\^ =-4-(3'-3-2)
Donc finalement est
189. Problème XXXV. — Dans la surface d'un triangle donné, deux points sont pris à volonté et relits par ufie droite. Trouver la surface moyeyme de la plus grande des deux paiiies tn lesquelles le triangle est divisé par cette droite.
Solution. — Soit ABC (fig. 95, p. 224) le triangle; soient a,Z», cses côtés, D le milieu de BC^ l'angle CAD = a; P^ Q peuvent être les points pris à volonté et EF leur ligne de jonction. Nous posons
nous considérons d'abord P comme fixe et renfermons Ç dans
l'élément zdOdz entre les droites EPFet E' PF', dont l'incli-
ï"*» ^^ naison mutuelle l'une sur l'autre
estc?d. Si l'on appelle iv la surface
de la plus grande partie de ABC^
1) defwzdz
est la somme des w pour toutes les positions de Q dans EPE'.
A une variation de x de dx et de ;/ de dy, correspond un élément de l'aire du triangle en P do la grandeur sin Odxdy; conséquemment, on obtient pour la somme des ?/*, pour toutes les positions de P dans l'élément EE'F'F, l'expression
sinSdOdx i f wdy zdz.
laquelle expression est à doubler, puisque P et Q peuvent être permutés.
Si maintenant on pose
JABC=^1, JCEF=v est 1) w = 1 — t-, lorsque 6 demeure entre les limites 0 et ce et X entre 0 et b. En échange, si 6 se trouve entre les limites ce et A, est 2) w = 1 — v^ aussi longtemps que x se trouve
entre 0 et la valeur x' pour laquelle v devient ^ ; en compensation est 3) w = V lorsque x varie entre x' et h. L'expression complète de la somme des w, sur le domaine assigné des valeurs de x et de 0, est donc
2 ffff (1 — r) sine de dx dy z dz
fsine de f J dy z dz \f (1 — r) dx + J v dx j
l f f{l'r)stnedey'^dx + ^ f\ f(l'r)y'dx+ Çty'^dxUinei
le.
Maintenant est
x^ sin C sin B *" "■ 2 8in (C H- ef
X sin C sin 6 dx Dp =
8in(C-^e) , ^ bUin^-Cde 2 8in^(C-\-ef X sin C
^ sin {C -h ey
par là s'obtient 4) sin SâBy'^dx =^2 — dudv.
Par introduction de la valeur de 4) dans l'expression 3), les variables 0,x, auxquelles Tintégration est encore à étendre, sont remplacées par de nouvelles variables w, r. Et comme aux valeurs 0, a, A de 8, correspondent les valeurs 0, J, 1 de u, puis aux valeurs 0, x\ h de x, les valeurs 0, *, m de r, l'expression 3) se transforme en la suivante :
^' ' 2^'^ ^éu
f l'(l-r)uidi,tu/,+^ n ni-v)v(lr+ f,'(lrhr>
lj\i-o„),ul. + ^J(,r' + S,r-)J,.^^^ + ^l.2.
Cinq expressions semblables, indépendantes des angles et d(»s côtés du triangle, s'obtiennent encore, parce que, pour épuisoi- tous les cas, chaque côté est à combiner avec les deux angli > jHljaconts à ce côté, de la maiiitic pioduite. Donc, la valeur moyenne exigée, lorsque — comme cela a été supposé — la surface du triangle ABC est prise pour unité (de sorte qu'aussi la quantité des couples de points f, Q est exprimée par 1), est
190. Problème XXXVI. — Dom la surface (Vuu rrrric donné, deux j)oints sont pris arbitrairement et par nux-ri soiif menés des cercles qui sont tangents à la circonférence du cercle donné; calculer la surface moyenne de tous ces cercles.
FiK. %. Solution. — Dans la fig. 96, 0 est
le centre du cercle donné de rayon a; P, Q, une couple de points pris à volonté. Pour fixer ces points, on joint P à 0 et à Ç, et on pose
0P = ax, PQ = a//, / OPQ = y.
C est le centre d'un cercle qui passe par P et par Q et est tangent à la circonférence du cercle donné, r son rayon; ainsi est
oc" =. (a — ry =()P -\-PC^ — 2 OP . PC cos OPC
^a^x^-\-r^ — 2 ar x cos {(f — CPD);
si l'on décompose cos {(f — CPlJ) et observe que r cos CPU
^^ -^ ay, par conséquent que s in C1)P = "vl '*^ — T^'yf^\
s'obtient, pour la détermination de r, l'équation
{a — rf = «2 ^-2 _j_ ,.2 — (,2 ^.y f,f,f, fp — 2 r^ x sin (flr- —a- //- J '-ï ^
laquelle, ordonnée par rapport à r et avec utilisation des abréviations
1) Jl2 = 1 — x^ sin"^ (f, m^ = l — x^,
s'énonce
2) 4 A''^ r'-ia (t«* -f ^y cos (p) r -h a^ {m* -\- 2 m- xy cos(p-\-x^y')-^{).
Les racines r,, r^ de cette équation sont les rayons des deux cercles qui passent par Pet par Q et sont tangents à la circonférence donnée; la somme des surfaces de ces deux cercles est
i 7r(r,M-r,^)==^L(^'i+r-)2-2r,r,] 3) \ \a^(m^-\-xycos(fY a^(m^-\-2m'^xycos(p-\-X'y'^)\
Premièrement, si le point P est fixé, l'élément de la surface de cercle en Q est exprimé par ay d(f d (ay) ==- a^ y dy dif\
si l'on accorde ensuite au point /' tniites les positions dans l'intérieur de l'élément de surface correspondant, consistant en un anneau circulaire avec les rayons ax et ax -\- d (ax)^ et par conséquent égal à 27r a^ x dx, on obtient, pour la valeur moyenne des surfaces des cercles décrits, puisque leur quantité t'st '1 i'- >i\
i I I I '^('i'' ' i\-}a't/df/d(f.27ta^xdx=- l 1 i ^'^dxydydif,
II s'agit maintenant de trouver les limites d'intégration. 1. Lt's limites dey sont 0 et — ^; pour la dernière limite,
s'obtient, par l'équation (r. J OPE)
a^^a^xH Ph>— 2ax.PE.ros(p, la valeur
— i ^xros ff -hV ^* ^o*** y+ \.-x^ = xcos(p-\-y \'X^ sin^(f = X-\-x
rosif.
Lorsqu'on ajoute au résultat de cette intégration, le résultat de la substitution de tt — y à y, on n'a besoin d'étendre
l'intégration par rapport à (p qu'à l'intervalle 0 à
pour épuiser tous les cas où Q se trouve au-dessus de AB. L'introduction des cas oii Ç se trouve au-dessous de ^ -B a lieu simplement par doublement.
3. Les limites de OP enfin sont 0 et a, par conséquent les limites de a:,0 et l.
Cuiiformément à ce qui précède, est
TT
1 i X -{- X cos <p
5) M~2fx dx fd<f\f Vy dy -^S(n- y) j.
D'abord, on a
par cela s'obtient, lorsqu'on substitue simultanément à a^cos^ff la valeur A* — m^ résultante de l'équation 1),
X -{- X cas
JVydy + S(n-,f)
Par introduction de cette expression dans l'équation 5), devient
6) 3f=2ci2 / a:(/:r / k^ (3-i>/y2)X2-^ (2-,>/2),),2.i___^___.__ 1
Dans quoi est
7) i X'rfy = -J - T^' =T (^ + '"'^'
ensuite, avec x cos y = u, on a
y'f/ç' r du Tt
avec la même substitution, s'obtient
d(p r du
/d(p _ r du
et lorsqu'on pose ensuite = r, il vient
' ^ / X^ / ( 1 4- wiV)« / ( 1 î- m«r'')« "^" / (1 + wj«v«)«'" 4 7W ■*" 4
TT
Après introduction des valeurs de 7), de 8), de 9) dans l'équation Gj, on obtient enfin
10) ]f^na' I ll-^-,hi']j:Ux^K7ra^ / ( 1 -.^-V^^'l'/^-= r^a^
c'ost-à-dire deux cinquièmes de la surface du cercle donné.
191. Problème XXXVII. — Datîs un polygom donné, un srmur/ polygone de même nombre de côtés est inscrit de manière <jiir h s sommets du dernier sont pris arbitrairement, séparément sur les côtés du premier; calculer la surface moyenne du polygone inscrit.
Solution. — Soit ABC DE (fig. 97) le polygone donné, PÇRSTle polygone inscrit. On regarde seulement le point P ( >iimn' pris à volonté, les quatre Fig. »7.
autres comme tixés. Ainsi, du polyg(»nc' I*QBS T, il n'y a que le triangle yC^
TQP variable, et comme celui-ci $7^!^\>\
atteint sa surface moyenne, lorsque P r//7 / ...u^i*
tombe au point milieu F (centre de ^■sjL' / ^<^^^ gravité, v. n^ 149, théorème I) de a^^S<£^^^^/ Ali FQRST représente la surface rf ^
moyenne de PQIiST, tant que P seul est puis a volonté.
Si l'on considère dans FQ RS1\ Q seulement comme arbitraire, la triangle FR Q est seul variable et atteint sa surface moyenne lorsque Q tombe au point milieu G àQ BC\ par conséquent, FGRST est la surface moyenne de PQRST, LORSQUE P ET Ç SEULS SONT PRIS A VOLONTE, et aiusi de suitc.
Par continuation de ce raisonnement, on parvient au résultat suivant: la surface moyenne du polygone P Ç/^ 6' T, lorsque tous les sommets de celui-ci sont pris arbitrairement dans les côtés correspondants, est égale à la superficie du polygone FGHJK, dont les sommets se trouvent aux points milieux deAB^deBC...,
D'après cela, pour le triangle, est M =-]-«/; pour tout
quadrilatère, M = — J; pour un polygone régulier de n côtés,
M = cos* — J; lorsque J désigne, dans tous les cas cités, la surface du polygone donné.
FIg. 98.
192. Problème XXXVIII. — Trouver la surface moyenne d'tm hexagone, dont les sommets sont pris arbitrairement deux sur chaque côté sur les côtés d'un triangle donné.
Solution. — Les points P, Q (fig. 98) seuls sont regardés comme pris à volonté, les quatre autres sont fixés; le quadrilatère R U PQ seul est variable et sa surface atteint sa valeur moyenne lorsque les points P, Q divisent le côté BC en ^ ^ trois parties égales : car, pour toute posi-
tion de Q, le triangle BU F prend sa surface moyenne lorsque P tombe au milieu de B Q, et pour toute position de P, le triangle BPQ atteint sa surface moyenne lorsque Q tombe au milieu de PC; donc la valeur moyenne des deux triangles ensemble, ou du quadrilatère formé par eux survient lorsque P, Q divisent le côté BC en trois parties égales.
Par continuation de cette considération, on est conduit au résultat : la surface moyenne de PQRSTU est présentée par l'hexagone dont les sommets divisent chacun des côtés du triangle donné en trois parties égales. Par conséquent est
~^JABC,
193. Problème XXXIX. — Sur la circonférence d* un cercle donné, trois points sont pris arbitrairement; trouver la surface moyenne du triangle qui joint ces points. Solution. — L'un des trois points P, Q, P, par exemple P, (fig. 99) peut demeurer fixé; nous considérons le second point Q provisoirement aussi comme invariable et posons OA=r^ l'angle APQ = fp.Lo, surface moyenne de tous les triangles PÇR dont le troisième sommet R est pris sur l'arc PÇR est égale à la surface du triangle PÇS dont le sommet S coïncide avec le centre de gravité de l'arc PP Ç, et la somme de ces triangles est
I,^JPQS.arePRQ=PM,MS.arcPRQ,
ou, comme
r.PQ
et
^'"^^arcPRQ MS= OS—rsing>,
1) J?, .= r^ cas (p (2 cos (p — {n — 2 y) sin y).
La somme des triangles PQR dont le troisième sommet R tombe sur l'arc PR'Q s'obtient par suite en remplaçant y par — y, et s'énonce par conséquent
2) 2^ = r^ cos (p {2 cos (p -\- {71 — 2 (p) shi y),
de manière que la somme de tous les triangles PQR^ avec Q demeurant fixe, égale
3) j^ = 4 ;•» cos (p {cos (p -\- (p sin (p). Par cela, on obtient la valeur moyenne exigée
f2rd{2(p)
4) iV=
cos (p {cos fp -\- <f sin ff)d(p=^r- r
£tTC
194. Problème XL. — Sur la circanférence et un cercle donné, quatre points sont pris arbitrairement et refiés en utt quadrilatère convexe; trouver la surface moyenne de ce quadrilatère.
Solution. — Par des considérations analogues à celles employées dans la solution de la question Fig. loo.
précédente, on trouve, pour la somme des quadrilatères PR Q T, en fixant Q (fig. 100), l'expression
2=^ PSQS' , arc PRQ. arc PTQ, dans laquelle 5, S' sont les centres de gravité des arcs PRQ, PTQ.
Par calcul plus étendu, se donne
2=^PM.SS' .arcPRQ.arcPTQ -rcos<p(^^-^£:^)arcPRQ.^^^^^^^^
et par là la valeur moyenne requise, en tenant compte de la circonstance que les points 7?, Q, T peuvent être permutés de six manières,
6f2rdi2(f)
Sn^r^
— - j COS^ g) d(f =
elle est deux fois aussi grande que la valeur moyenne du
triangle du n'^ 193.
Problème XLI. — D'un point pris arbitrairement
dans la surface d'un triangle domié, des parallèles sont menées à deux des côtés jusqu'au troisième.
Trouver la surface moyenne du triawjle ainsi formé.
Solution. — ABC (fig. 101) est le triangle donné, P le point pris arbitrairement, C F =-- h, PG = 1/; on a
Fiir. 101.
JDEP
"* T VG £
mais, comme la valeur moyenne de //* égale
^JABC;
f/« HK dy
c dy
cJi
la valeur moyenne du triangle D EV égale
196. Problème XLII. — Par un point pris à rohntté dans la surface d'un triangle donnée des parallèles sont menées aux côtés du triangle et leurs extrémités^ quant aux côtés^ sont reliées en un hexagone; déterminer la surface moyenne de l'hexagone.
Solution Un regard jeté sur la figure 102 apprend que la
double surface de l'hexagone G DJF Eff est égale au trian-lf* donné ABC, augmenté de la sonimi «h^ triangles (i l>l\ ./ I I\ h'/ir-, comme la surface inovonnc de chacun de
ces triangles vaut le donné (v. n° 195), est j
J ABC ^ S, -^J ABC
d'oîi résulte
la surface moyenne de chacun
- fin triniiD'ÎP.
du triangle
J/- ^ JABC.
107. Théorème IX. — Udirr moifrtnn' (Vun triangle, formé LU unissant un point quelconque d'uHr fif/iirc plane délimitée à volonté avec deux points fixes d'une dmifr ijui se trouve dans le plan de la figure sans couper le périmètre de celle-ci y est égale à l'aire du triangle formé en unissant le centre de gravité de la figure avec les points fixes.
Démonstration. — Cette proposition est une conséquence du théorème du n^ 168.
19^. Problème XLIII. — Dans la surface d'un triangle, un point < st pris ((rhifndrcntcnt et est joint aux trois sommets; trouver l'aire un.^/mne respectivement de la plus grande, de l'intermédiaire et de la plus petite des trois parties en lesquelles le triangle est décomposé* ,
1« Solution. — ABC (fig. 103) est le triangle donné, S son centre de gravité, P le point pris arbi- vie- 103.
trairement ; le triangle A B P, se trouvant au-dessus de AB^ sera le plus grand lorsque F tombe dans le quadrilatère ESDC; il atteint par conséquent sa surface moyenne lorsque P coïncide avec le centre de gravité du quadrilatère ESDC ou avec les centres de gravité d'un des triangles ESC, DSC{yAe n° 197), parce que les trois centres de gravité spécifiés se trouvent sur une parallèle k AB, Donc est
Par des considérations semblables, on reconnaît que la valeur moyenne respective du triangle reposant sur A B, de grandeur intermédiaire, de grandeur la plus petite, se présente lorsque le point ï* coïncide respectivement avec le centre de gravité d'un des triangles A SE, BSD, avec le centre de gravité du triangle ABS.
Par conséquent est
Mf
2® Solution. — On désigne les distances du point P aux côtés BC = a, CA = b, AB = c, suivant l'ordre, par x, y, z, les hauteurs des triangles correspondant à ces côtés par A,, hi, /aj, la surface de ABC par J-, ainsi sont valables les relations
ax -\- hy -\- cz = 2J,
ah^ = bhi = chi = 2J, desquelles résulte la nouvelle relation
ht hi h^ Si l'on désigne les trois quotients du premier membre de cette égalité par ^, rj, f, la question se présente sous la forme: trouver la valeur moyenne de la plus grande, de l'intermédiaire et de la plus petite partie de l'unité divisée arbitrairement en trois parties. Si ^ est la plus grande, C la plus petite partie, en vertu du n'' 169, est
Mm^M{f)^^, M(,)=m(-|^)=A, M(t)=iir(A)==^,
donc, comme plus haut, on a
,./a \ lia. 11 . „/i \ 5 i . 5 .
199. Théorème X. — Da?is chaque figure de trois figures se trouvant dans le même plan, délimitées à volonté, dont les pérmètres ne peuvent pas être coupés en même temps par une droite, un point est pris arbitrairement; l'aire moyenne du
KiK. 104.
trinnffh déterminé par les trois points produits est égale h Vaire dit triangle formé en unissant les centres de gravité des figures.
Démonstration. — yl„ ^4^, A^ (fig. 104) sont les trois figures, •S^i, ^tj S^ leurs centres de gravité, P, (?, R les trois points quelconques. R seul est envisagé comme variable, pendant que Pet Ç sont regardés comme fixes; ainsi, la valeur moyenne des triangles PQR '( est le triangle PQS, (v. n« 197).
La valeur moyenne des triangles PQS^, lorsque Q seul est envisagé comme variable, est le triangle PS:^ S^.
La valeur moyenne des triangles PS^Si lorsque P prend toutes les positions dans ^4,, c'est-à-dire la valeur moyenne des triangles PQR, lorsque tous les points sont envisagés comme arbitraires, est donc de fait le triangle S, S, S..
Corollaire. — La proposition ci-dessus peut être étendue à plusieurs points et à plusieurs figures lorsque celles-ci sont disposées de telle manière que les périmètres de trois quelconques d'entre elles ne peuvent être coupés en même temps par une droite.
200. Problème XLIV. — Dans la surface d'un triangle d<ynnéf deux points sont pris arbitrairement et avec un sommet sont unis en un triangle; trouver Vaire moyenne de celui-ci.
Solution. — Soit ABC (fig. 105) le triangle donné, dans lequel les points P, Q ont été pris à Fig. 105.
volonté; 3/ désigne la valeur moyenne de la surface de PQ C. Si l'on joint le milieu D de AB avec C et désigne par M' la valeur moyenne de PQ C, lorsque Pet Q se trouvent de côté et d'autre de CDj par M " la même valeur moyenne, lorsque Pet Ç se trouvent du même côté de CD, en vertu de la proposition du n^ 154, est
2 jV/ = AT' 4- M";
maintenant manifestement M" = -^ 3f, parce que J ADC ==^ J DBC = -^ J ABC\ par conséquent
et comme enfin (suivant le n<* 199) M' égale la surface du
triangle formé en unissant les centres de gravité de -4Z>C et
de DB C avec C et par suite M' égale -x- J ABC, on sl
M^^JABC,
201. Problème XLV. — Dmis la surface d'un triangle donné, deux points sont pris arhitrairernent et avec un point quelconque d'un des trois côtés ces points sont reliés en un triangle; déterminer la surface moyenne de ce triangle.
Solution. — La surface moyenne correspondant à une position particulière, caractérisée par JiP =- a;, du point P dans le côté AB (fig. 106) est Mx. Si l'on sépare les cas dans lesquels Ç, R se trouvent l'un ,j5 et l'autre dans le triangle APC, l'un et l'autre dans le triangle FBC, enfin chacun d'eux dans un de ces triangles, et désigne les valeurs moyennes respectives par Mi, M^, M^, la proposition du n° 154 conduit à l'équation
1) (JA n Cf Mx - (JAPCfM, -f (^P/i Cy M, -\-2JAPC'JPBC- M,. Maintenant, on a (v. le n« 200)
M, = -^ JAPC, ^^-^^ ^B C,
puis (suivant la proposition du n*^ 199)
M.^^JABC-,
lorsqu'on introduit ces valeurs dans l'équation 1), il vient
(JABC)* Mx = 2^7 {JAPCf-\--^ (JPBC)^+ -|- JAPC-JPBC • JABC,
ou lorsqu'on exprime les surfaces séparées des triangles au moyen de AP= x, do AB = c et de la hauteur li du triangle yli^ Codent la superficie peut être représentée par»/, on obtient
2) J^M,^ {^^J^^af' + ^{c-zy+^cx{c-x)]^-
La valeur moyenne requise étend i de Pdans AB est
•Il tes les positions
Jj'M.dx
cJ»
Fig. 107.
202. Problème XLVI. — Dans la surface d'un carré donné deux points sont pris arbitrairement et, a) arec un sommet, h) avec le centre du carré, sont reliés en un triangle; déterminer la surface moyenne des deux triangles successivement formés.
Solution. — a) Le carré est décomposé par la diagonale A C (fig. 107) en triangles et M\ M" se ri\]^portent aux cas dans lesquels ]\ V • trouvent de côté et d'autre de AC et se trouvent du même côté de AC; conformément à la proposition du n" 154, est
puis on a M' = JASS' = -7^ du carré {S, S :sunt les centres
de gravité des triangles ABC, ADC), M" = ^ J ABC = ^
£ti 27
du carré (v. le n« 200); par conséquent M
du carré.
KiR. 108.
b) On décompose le carré, du centre du carré, en quatre carrés égaux (fig. 108); alors trois groupes de cas se différencient :
1. P, Q se trouvent dans le même carré; soit M.' la valeur moyenne du triangle;
2. P, Q se trouvent dans deux carrés différents situés l'un à côté de l'anti-e; soit M" la valeur moyenne du triangle;
3. P, Q se trouvent dans deux carrés opposés diagonalement; soit M'" la valeur moyenne du triangle.
Si la surface du carré donné ABCD est prise pour unité, il existe entre ces trois valeurs moyennes et la valeur moyenne requise M la relation suivante :
P.M^4(|yil/+4.2(jyM" + 2.2(|yj»r,
ou
M' et M'" sont égaux en grandeur, puisqu'à chaque triangle OPQ de la troisième espèce correspondant un triangle de même aire de la première espèce; 1 équation ci-dessus se simplifie donc ainsi
Fig. 109.
Mais en vertu du cas a), M par conséquent
du carré donné.
203. Problème XL VII. — Dans chaque coté d'tm 'polygone donné de n côtés , y n point est pris arbitrairement ; en nnissant les point produits, dans V ordre circidaire, un second polygone de n côtés prend naissance^ qui, du polygone donné, découpe n triangles. Dans chacun de ces triangles, est choisi de nouveau un point.
Trouver Vaire moyenne du polygone de n côtés formé par V union des derniers points.
Solution. — Soit ^^Ci)i.'(fig. 109) le polygone donné, PQBST le polygone premièrement inscrit. On prend à volonté dans les triangles ATP, BPQ, CQR, DBS, EST les points U, F, W, X, F, dans leur ordre; conformément à la proposition du n<» 199, lorsque PQBST DEMEURE FIXE, lo polygouo ^', S^ S^ Si ^\, qui est formé par la jonction des centres de gravité des triangles dénommés, représente la surface moyenne de U V WX Y, A présent; les points P, Ç>, B, <S, T peuvent s envisager
FF
comme variables aii>si r{ pu mi» K m» nt le point P seul dans ^5; alors, les points ^',. >, vaiient siniultanéniont; du polygone S, ... iS», le quadrilatcri' N^ S, ^'^ *S\ est donc variable et atteint, comme actuellement ce doit être montré, sa surface moyenne lorsque P coïncide avec le milieu F de A B.
Les centres de gravité *S,, S^ se meuvent, pendant la mutation de P, sur des droites parallèles k AB\ les chemins qu'ils parcHiiiciit se trouvent facilt'inciil. Si /' t()iii})e en ^ ou tombe inliniment proche de ^1, le centre de gravité du triangle A FI'
se trouve en 1 (do manière que A\ =^ -- AT), celui du
triangle BFQ en 2 (centre de gravité deABQ). En échange, si le point P vient en B, le centre de gravité du triangle APT se trouve en / (centre de gravité de ABT), celui du
triangle BPQ en // (de manière que Bll ==- „- BQ). Les
centres de graviu* >,, >, >r iii< iivint donc le long de l'étendue 1 /, 2 //, respectivement, et leurs positions sont réparties uniformément sur cette étendue comme celles de Psur AB.
Il en résulte immédiatement que la suiface moyenne du triangle -S's-S'iSj est représentée par le triangle 6^5 ^", /S'., dans lequel S\ est le milieu do 1 7; pour cette position de 6',, P tombe en F.
Aussi le triangle N, S^ S, atteint sa valeur moyenne, lorsque <S',, Si coïncident avec les milieux 8',, S\ de 1 /, de 2 //, car j S, SiS, = JS, L\S, — JS, U,Si — U, S, Si U^,
et tous les termes du second membre prennent simultanément leur valeur moyenne respective lorsque <S,, S^ tombent en S'i, S\.
Par la même voie, il peut être montré que le polygone S,... 83, pour toutes les positions des points P, Q, P, 5, Tsuv les côtés correspondants du polygone donné, parvient à sa surface moyenne lorsque ces points coïncident avec les milieux F, G, //, J, K des côtés.
Avec la prise en considération du n** 191, se réalise, par cela, le fait remarquable que les surfaces des polygones PQHST et V ]' HA ) atteignent simultanément leur valeur moyeiine.
Premier exemple. — (fig. 110) de surface J; M
La figure donnée est un triangle
KiK IK».
Deuxième exemple. — La figure donnée est un quadrilatère (fig. 111), dont la surface est J; on a
Troisième exemple. — La figure donnée est un polygone régulier de n côtés (fig, 112) dont le côté est a et dont l'aire est J; on obtient ,, i^L^Yj-
c omme >S', S»_= a ^ a sin* a, est
par conséquent, enfin.
sm
FiK. 112.
Problème XLVIII
Dcms l'aire d'un triangle donnée trois points sont pris urhilntircment et reliés en un triangle; déterminer la surface moyenne de celui-ci.
Solution. — Le triangle donné est ABC; son aire, J; le triangle variable, PQh*; la valeur moyenne demandée, M. La somme des triangles PQh\ c'est MJ\ croît de d (MJ^), lorsqu'on augmente le triangle ABC iVmi élément dJ limité par le côté AU et par une parallèle à celui-ci, à distance infiniment petite; et le changement do la somme mentionnée consiste en la somme des triangles PQJi qui ont une extrémité dans l'élément f/J (ou dans le côté ^l-i^J; ce changement est par conséquent, lorsque la valeui" moyenne de ces triangles particuliers est désignée par M', égale à 3 M' J^ dJ, Entre M et M', existe donc l'équation diMJ') = '6M' JUU
ou
IJ
et cnMiinc ^j. est COU vtaiii. >t' (loiiMe, après rexécution do la
tlillVi . iitiation du prciiiin' mciiibre,
Si 1*011 remplace M' par la valeur trouvée au n** 201, équation
3), on obtient tinalenient
Remarque. — La question, déterminer la probabilité pour que quatre points P, Ç, R, S désignés arbitrairement dans la surface d'un triangle donné déterminent un quadrilatère convexe, trouve dans la résolution de problème ci-dessus sa solution la plus simple.
On désigne par J la surface du triangle donné, par V la surface du triangle déterminé par trois points quelconques des quatres points, par exemple par P, Q, B; la probabilité pour que le quatrième point ^ tombe dans le triangle PQK ou pour que les quatre points déterminent un quadrilatère avec angle rentrant, conformément à la proposition du n« 175, est
c'est, avec l'aide de la valeur trouvée plus haut pour M{V)j
par la. se donne la probabilité demandée
2i>.'>. Problème XLIX. — Dam l'aire d'une courbe plane, vonrexe^ fermée, trois points sont pris arbitrairement et reliés en un triangle; calculer l'aire moyenne de celui-ci.
Solution. — L'aire du tnangle FQli est désignée par K, sa valeur moyenne par M ( V) et un quatrième point S est pris à volonté dans l'aire de la courbe; ce point tombe, en vertu de la proposition du n" 175, avec la probabilité
dans le triangle PQK lorsque J désigne l'aire de la courbe. Pour la même probabilité, l'expression
2) 77 = 1 _ -L r fc'^ V2 ,i^j ae
'"If-'^
a été trouvée au n" 126, équation (>); dans cette expression, C indique la longueur de la corde (de la courbe) dont la position est déterminée par les coordonnées polaires y^, ^; -2, le segment de la surface, d'un côté de cette corde; l'intégration est à étendre à toutes les cordes et de plus 2 est à prendre toujours du même côté de la corde.
Par l'égalité de 1) et de 2), s'obtient la valeur moyenne requise
3) M{V)=^J- -^3 f Ce 2-' dp de.
Pour un cercle de rayon r, par exemple, l'intégrale double |v. n« 125, équation 4)| a la valeur
volonté dans l'aire de ce cercle égale donc
la surface moyenne du triangle formé par trois points pris à
s égal
206. Problème L. — Sur un cercle fixe, donné, un second cercle est jeté arhitrairemetU ; trouver Vaire moyenne de la surface du premier cercle, couverte par le second.
Solution. — Soit 0 (fig. 113) le centre, R le rayon du cercle fixe, Q le centre, r le rayon du cercle jeté, VIsl surface commune aux deux cercles. Une surface commune se présente seulement lorsque Q vient à se trouver dans l'intérieur d'un cercle décrit de 0 comme centre avec le rayon i? + r, et ces seules positions de Q doivent être prises en considération.
Dans la surface du cercle fixe, un point est pris à volonté ; < <.iir«tt?nénient k la proposition du u" 175,
est la probabiliti^ pour que ce point tombe dans la surface commune aux deux cercles.
Cet événement peut être interprété aussi comme suit : Qy après que P a été pris, vient k se trouver k une distance de Py plus petite que r, et avec cette inteiprétation, la probabilité s'exprime
OA _ ^r^ _ / r y
-^ f'-^n{R + rr \R 4- r) *
De l'égalité de 1) et de 2), résulte la valeur moyenne exigée
^(n = -«^G-Vr)-
Lorsque les cercles sont également grands, un quart du cercle fixe est moyennement couvert par le cercle mobile. (')
207. Problème LI. — Un disque, dotU le périmètre est formé par une courbe convexe, a été jeté sur un plan dans lequel, par deux droites parallèles, une bande est délimitée. La surface moyetme de la partie couverte de la bande par le disque est à trouver, supposé que ne soient comptés que les cas oii le disque rencontre réellement la bande tracée.
Solution. — Soit Jla surface du disque, s la longueur de son périmètre (L), a la largeur de la bande parallèle dans le plan. Via surface couverte par le disque. La probabilité pour qu'un point P(fig. 114, p. 244) désigné arbitrairement sur le disque vienne se placer aussi sur la bande est
Cet événement peut aussi être énoncé ainsi : la bande parallèle jetée sur le disque fixe s'approprie le point P. Pour trouver 1» xpiession correspondant k cette interprétation,
(») Y comp. le n» 176.
de la probabilité, on considère qu'un cas favorable arrive
lorsque la ligne moyenne EF de la bande coupe un cercle
Fig. 1 14. décrit de P comme centre avec le rayon
a, pendant que sont à compter comme
^ possibles les cas où EF coupe une
courbe L' parallèle à L à la distance .^ a
de L. Comme la longueur de la courbe L' égale s -{- Tva (^), en vertu du n° 81, est
na
Par l'égalité des expressions 1) et 2), on obtient la valeur moyenne exigée
Tta
s + Tta
Le disque est circulaire et r est son rayon, on a
3/(F) = spécialement pour a == 2 r,
Ttr^^
M{V)=-^7Tr\
(«) Si GH = ds (fig. 115) est un él«Sment de la courbe L, les normales
Fig. 115.
par conséquent,
GG'= HH
-^ des extrémités de cet élément
délimitent un élément G' H' = ds' de la courbe parallèle L'. Lorsqu'on mène HH" IJGG', G' H' est divisé en deux parties, et, avec abandon des grandeurs infiniment petites d'ordre plus élevé est
G'H"^GH = d8, H"H' = ^dfi',
ds'
ds-i-^de
par intégration, résulte de cette expression la longueur de la courbe parallèle
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/probabilitsmoy00czubuoft. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Probabilités & moyennes géométriques. Traduit de l'allemand

		PRÉFACE

		PAR

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIER CHAPITRE

		Pointai ilaiis lies lignes

		b <^ -^ a (Fig. 3). Les mêmes constructions que tantôt

		Problème VIII. — Arec quelle proba/jiiité trois lon

		Est i > 2a, comme dans la figure? Alors le plan

		Cela dit, y (x) indique pour chaque valeur de x entre a

		BR

		Problème XVIII. — Utie

		PQ

		DB

		OE

		Point» daiiK ili^H snrfaroiii

		La probabilité pour qu'un coup frappe l'élément marqué

		TT — ^ -\- sin 6 cos

		BD

		OA'-}-OC' , 0J5M- OD

		DA,DB

		Foi II (m iIuiim TcMpaee

		I>roite dans lo plan

		Problème I. — Combien grande est la prohahilité pour

		Problème III. — Combien grande est la probabilité pour

		TT 7T

		ri—-^ 7 = tang

		Soit a < 5< 2r, c'est-à-dire soit l'aiguille plus longue

		p^ = ip(AB, DE) + 2p(AB, FE) + 2p (CD, H G

		p, = ip {Ba DE) -f ^p (FE, CDY maintenant

		p, = 4i>(^iî, J5;F) + ^p{G F, J5C) + 4i)(i?(7, HG

		a , aV*»-* — o

		L-^L'= Y+N(L.L'); d'où résulte

		II

		Remarque. — La quantité des points d'intersection de

		p- a + sin

		JA'B'P

		TT

		Problème XLI. — A V intérieur d'une courbe fermée

		PA-\-AB>?^, AB

		CONVEXE

		Droite dans l'espace

		f X* dx

		TROISIÈME CHAPITRE

		Évaluation de N. — Suivant lu proposition du n" 137, est

		Évaluation de n. — Une surface de cercle de rayon r

		DEUXIEME PARTIE

		PROPOSITIONS ET PROBLÈMES

		nr(lr

		PP

		AL : {AL 4- LB) = CP : {CP + PS

		M,,ADC+M,,DBC M,,AD + M,.DB

		Problème XIV

		AO F

		avec r < i?, lorsque Q tombe dans un anneau circulaire

		avec r y R

		fsine de f J dy z dz \f (1 — r) dx + J v dx j

		l'intégration par rapport à (p qu'à l'intervalle 0 à

		X -{- X cas

		TT

		Problème XLI. — D'un point pris arbitrairement

		J ABC ^ S, -^J ABC

		Problème XLVIII

		IJ

		GG'= HH

		Sources et licence





