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Problèmes aux limites en théorie des distributions
Le présent travail a pour but essentiel l’étude des problèmes mixtes au sens de M. Hadamard. Rappelons très brièvement le problème : on donne un ouvert ( de R" et sur cet ouvert un opérateur différentiel elliptique D, linéaire, à coefficients con-
stants ou variables; on considère le cylindre Q X(4= 0), & variable de temps; on cherche
Ô u(x,t), xEQ, t1>0, solution de D,u (x, t) + EN (ou D'u(L Fau-0) pour
t>0, les fonctions « (x, 0) (resp et en outre at o)] étant données (conditions
initiales) et w(x,t) étant assujetti à certaines conditions aux limites sur la frontière Tx(t>0), l'=frontière de Q (exemple : « (x, t) est donné sur l'xX(£>0)) (voir dans la bibliographie les travaux cités d’'Hadamard, Courant-Hilbert, Bureau, Petrowsky).
Il existe classiquement deux méthodes de résolution pour ces problèmes (sans
parler de la méthode des différences finies):
1° méthode. On effectue une transformation de Laplace en #{ (Doetsch [1]); on est ramené à l’étude de problèmes aux limites attachés à l’opérateur elliptique D + À,
À = paramètre.
27€ méthode (Méthode des fonctions propres; cf. Bureau [1]. On suppose que D est auto-adjoint, que l’ouvert ( est borné de frontière (régulière » de sorte que les fonctions propres de l'opérateur D (Dux;=/xu;) forment un système orthonormal
complet dans L?(Q) (espace des fonctions de carré sommable sur Q); on cherche alors
u sous la forme : u(x, t)= > ux (x) X4 (t).
Ces deux méthodes sont applicables sous des conditions différentes, mais il y a
toujours essentiellement les deux mêmes difficultés:
(1) Etude des problèmes aux limites relatifs à l'opérateur D +21.
(IT) Si l’on a une fonction « obtenue par transformation de Laplace inverse (ou développement en série de fonctions propres) la fonction % ainsi obtenue est-elle bien solution du problème, et notamment est-elle une fois (resp. deux fois) continûment
différentiable en £?
Le chapitre I de ce travail est une étude systématique des problèmes aux limites attachés à un opérateur (elliptique » D+M, le chapitre II apporte une contribution
au problème (II) par utilisation des résultats du chapitre I.
CHAPITRE I
Soit V et Q deux espaces de distributions sur un ouvert Q quelconque de R", V étant un espace de Hilbert, contenu dans Q; on donne sur V une forme ((w, »)), qui détermine & la fois un opérateur A (opérateur différentiel dans les applications) et des conditions aux limites relatives à À (la donnée de cette forme revient à se donner une formule de Green). On donne alors au N° 2 une condition suffisante très simple permettant d’affirmer que À est un isomorphisme de N sur Q', où Q' est le dual de Q et N un espace construit à partir de ((w, v)) et Q. Ce théorème, de démonstration facile, donne le critère le plus important du Chapitre I; il contient entre autres un théorème de Gärding (résolution du problème de Dirichlet); c’est d’ailleurs le travail de Gärding (ci. Gärding [1] à [4]) qui a été le point de départ du présent travail. L'opérateur inverse de A, soit G, est l’opérateur de Green de la forme ((u,v)). Diverses propriétés de ces opérateurs sont étudiées aux N°0 4 à 7: systèmes complets de fonctions propres, stabilité et régularité des opérateurs de Green.
L'idée de se donner la forme ((u, v)) avant de se donner l'opérateur A n’est pas nouvelle; elle est d’usage courant dans la théorie variationelle des problèmes aux limites : voir Courant-Hilbert [1], Chap. VIT, et les travaux de H. Weyl, Pleijel, Friedrichs, Aronszajn, Soboleff, etc... La méthode suivie est donc une systématisation, possible grâce à l’usage des distributions de Schwartz, de ces méthodes classiques.
Bien entendu, le problème pratique ne se pose pas de la même façon : on donne l'opérateur À ainsi que des conditions aux limites; il s’agit de voir si le problème aux limites correspondant admet une solution ou non. Il est donc nécessaire de donner une classe générale d'opérateurs À auxquels on sache systématiquement attacher des formes ((w,v)) sur des espaces de Hilbert convenables. C’est l’objet des N° 8 à 12 du $ 1.
Le N°0 13 généralise les notions précédentes : au cas des systèmes différentiels. Les resultats de ce N° sont généralisés, suivant une idée de M. L. Schwartz, dans
un court article, suivant ce travail.
Le $ 2 donne les exemples principaux : problèmes aux limites relatifs à des opérateurs différentiels d'ordre 2 (à coefficients bornés non continus, à coefficients non bornés, etc...), puis problèmes aux limites relatifs à des opérateurs d’ordre 2m, m quelconque; le cas de A*+1, A—laplacien, est étudié de plus près. On considère ensuite des problèmes aux limites sur un espace de Riemann. Pour finir, est étudié un système de conditions aux limites faisant intervenir des dérivées d’ordre arbitrairement grand, pour un opérateur différentiel d'ordre 2 (par exemple).
Quelques problèmes utiles dans la pratique, pouvant être résolus par des méthodes voisines, n'ont pas été donnés, pour ne pas allonger outre mesure : ces problèmes font l’objet d'articles à paraître.
De façon générale tout ce chapitre est élémentaire; il suppose seulement connu les fondements de la théorie des distributions de Schwartz (Schwartz [1], [2]. Rien n'est supposé connu de la très vaste littérature consacrée aux problèmes aux limites (sauf en quelques points précis, pouvant être passés). Dans le $ 2 on utilise certaines propriétés d'espaces fonctionnels, variantes de l’espace de Beppo Levi utilisé en théorie du potentiel (Deny [1], Brelot [1]); ces propriétés sont démontrées dans Deny- Lions [1] ou Lions [3] (voir aussi Soboleff [1], [2]).
Une méthode voisine a été donnée indépendamment par Browder [4] qui porte surtout son effort sur la différentiabilité au sens usuel des solutions — problème non abordé ici, où toutes les dérivations sont effectuées au sens des distributions.
Une autre méthode, basée sur la théorie des prolongements d’opérateurs non continus dans un espace de Hilbert, à été utilisée par Friedrichs [1] et Krein [1] puis Visik [2] pour les opérateurs d'ordre 2 (voir aussi Jennings [1]). Les travaux de Visik peuvent d’ailleurs être simplifiés et généralisés par utilisation des résultats de Gârding
ou des notres.
CHAPITRE II
Une fois en possession des notions du Chapitre I, on peut poser de façon rigoureuse le problème mixte au sens de M. Hadamard; c’est le problème mixte fin ($ 2, N0 1). Il y a lieu de modifier alors ce problème suivant la méthode de Schwartz pour le problème de Cauchy; on est ainsi conduit aux problèmes qui suivent. De façon générale on désigne D’, (t, X) l’espace des distributions en { à valeurs dans un espace de Banach X, de supports en # limités à gauche (le strict essentiel concernant ces espaces et notamment la généralisation du produit de composition en £ est rappelé dans le $ 1; pour plus de détails on se reportera à Schwartz [6], [7] et Grothendieck [1] et [2]).
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On pose alors le problème suivant : on donne A défini par la forme ((w, v)), ce qui définit N; puis on donne K, élément de l’espace D.(t, L(N; Q')). Trouver « dans D, (t, N), solution de
Au+Kxu=T,
A 2 / où T est donnée dans D, (t, Q').
Pour résoudre ce problème on distingue deux cas. Dans le 1% cas on suppose que
K admet une transformée de Laplace en t. On donne au N° 2 du $ 2? une condition suffisante générale pour que l'opérateur A+ K* (K*=— opérateur de composition en £ par K) soit un isomorphisme de D: (t, N) sur D. (t, Q'). On montre que la solution de l'équation proposée est fournie par u— GXT, où G est dans D. (t, L(Q'; N)) et admet une transformée de Laplace en t. La distribution G est dite : distribution de Green de l’opérateur À + X*. On donne ensuite deux théorèmes d'application du théorème du N° 2, et on étudie la stabilité des distributions de Green. Ces théorèmes sont ensuite appliqués aux opérateurs différentiels les plus importants de la physique mathématique (d’ailleurs considérablement généralisés); c’est l’objet des N° 5 à 10. Les resultats des No 2 à 10 sont les plus importants de tout ce travail.
On considère ensuite le 2% cas : celui où À n’admet pas de transformée de Laplace en t; un résultat général pour ce cas est donné au N° 12.
Une fois en possession de la distribution de Green, on constate au N° 13 qu'elle permet de résoudre une nouvelle catégorie de problèmes mixtes : les problèmes mixtes (explosifs ».
Les NO 14, 15, 16 reviennent sur les problèmes mixtes initiaux : les problèmes mixtes fins. Le N° 14 utilise pour cela la théorie des semi-groupes (Hille [1] et Yosida [1]). Les N° 15 et 16 utilisent une transformation de Laplace (bien entendu ces méthodes sont très voisines l’une de l’autre). Le N° 17 étudie la régularité des noyaux de Green, i.e. des noyaux (au sens de Schwartz) des applications TG XT. Enfin le N° 18 étudie rapidement la réflexion des ondes dans le cas du classique opérateur des ondes.
L'essentiel de ce travail a été résumé dans les notes (1) et (III) de Lions [1].
Quelques problèmes mixtes utiles ne sont pas résolus ici, comme par exemple les problèmes mixtes avec conditions aux limites dépendantes du temps, le cas d’opéra-
teurs à coefficients variables en {; ces problèmes feront l’objet d'articles prochains.
Je suis heureux de pouvoir remercier vivement ici M. L. Schwartz qui n'a cessé de me prodiguer ses conseils et ses encouragements; je lui suis redevable de très
nombreuses améliorations, tant dans le fond que dans la forme.
Je remercie aussi M. H. G. Garnir qui m’a fait bénéficier de sa profonde connaissance des problèmes aux limites.
Je remercie M. le Doyen Pérès, M. M. Janet et M. H. Cartan qui ont accepté de se joindre à M. L. Schwartz pour constituer le jury auquel cette thèse a été soumise. Ma reconnaissance va également à M. J. Hadamard, qui a bien voulu pré-
senter mes notes aux Comptes Rendus de l’Académie des Sciences.
Avant de donner la table des matières, précisons qu’au cours d’un même N° (example : N° 10) les théorèmes, propositions, etc... sont notés : Théorème 10.1, Théo-
rème 10.2, ..., Proposition 10.1, ete...
2— 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
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pol ([p |) — polynome en |p ,; (P—Ë+in) à coefficients positifs.
Hypothèses et problème
On désigne toujours par Q un ouvert quelconque de R”. On désigne par Da (D lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q, à valeurs complexes, à support compact, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz; on désigne par Da (ou D’) son dual (muni en général de la topologie forte), espace des distributions sur Q; on désigne par £a (ou €) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q, sans conditions sur les supports, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Q des fonctions et de chacune de leurs dérivées; on note £a (ou €’) l’espace dual, espace des distributions à support compact sur Q; on désigne par L? (Q) (ou L?) l’espace des classes de fonctions de puissance p°”° sommable sur Q, pour la mesure de Lebesgue da =dr dan (m=(x,..,2) ER"); si wEL? (Q), sa norme usuelle est notée PATIO
Sauf indication expresse du contraire, foutes les dérivations sont effectuées au sens de Do.
On donne maintenant un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, Q, avec :
DacQc Da
les injections ® Da—Q et Q—> DA étant continues et Da étant dense dans Q. Toute forme linéaire continue sur Q, soit T', définit par restriction une forme linéaire continue sur DA, donc une distribution TE DA; on a donc une application canonique du dual Q' de Q dans D, et cette application est biunivoque : si T =0, c'est que T est nul sur D, donc, D étant dense dans Q, T—0. On peut donc identifier Q’ à
un sous-espace vectoriel de D’; on a:
(1) Tous les espaces topologiques utilisés sont localement convexes; on ne le répétera plus. (2) Si Æ et F sont deux espaces vectoriels topologiques, avec EC F, l'injection de E£ dans F est l'application identique ee de E dans F.
DSQ'cD' les injections étant continues et D étant faiblement dense dans Q.
L'espace Q’ sera muni de la topologie forte de dual. Lorsque Q est un espace de Hilbert (cas fréquent dans les applications) il y a évidemment un isomorphisme canonique entre Q et Q’ qui permet d'identifier ces deux espaces; mais sauf dans le cas particulier où Q=—L?(Q), nous n’effectuerons pas cette identification.
Si TED', T désigne la distribution complexe conjuguée de 74). On suppose
que si T' est dans ©, alors T est aussi dans Q; même chose pour Q.
On donne maintenant un espace de Hilbert V, avec : DEVEO0SD
les injections étant continues. On suppose que si 7 est dans P, T y est aussi. L'espace D n'est pas en général dense dans V; si D n’est pas dense dans V, on n’introduira pas l’espace dual V’, qui n’est pas un espace de distributions. L'espace V est généralement muni d’une topologie strictement plus fine que celle induite par Q, même lorsque Q est un espace de Hilbert. Lorsque D est dense dans V, on prendra Q= V.
On donne ensuite une forme sesqui-linéaire ® continue sur V XV, soit : (11) (u, 0) — ((u,v)), u,v EP.
La donnée de cette forme est fondamentale.
Comme D est contenu dans V avec une topologie plus fine, pour w fixé dans
V, la forme semi-linéaire qg —> ((uw,g)) est continue sur D, donc du type :
(1.2) ((u, g)=<Au,p},uEV, pED, le crochet désignant la dualité entre D’ et D; (1.2) définit Au, élément de D'; on
a donc défini une application linéaire : u + Au de V dans DA, qui est continue (si u 0 dans V, alors ((w, o)) 0 uniformément pour œ demeurant dans un en-
semble borné de D, donc Au 0 dans D’ fort); par conséquent :
(1.3) AELC(V; Do) ®.
O Défini par T (HE (p).
(2) je: ((u, v)) est linéaire en w, et semi-linéaire en », c’est-à-dire : ((w, À v))=À ((u, v)) pour
tout nombre complexe À, À — complexe conjugué de À.
8) Si ZE et F sont 2 espaces vectoriel topologiques, £ (E; F) désigne l’espace des applications linéaires continues de Æ dans F. Cet espace est généralement muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de Æ (topologie qui fait de £ (Æ; F) un espace de Banach, si Z et
F sont des espaces de Banach).
DéFriNiTionN 1.1. L'opérateur À défini par (1.2) est dit : l'opérateur défini par la forme ((u, v)); réciproquement on dit que la forme ((w, v)) est une forme attachée à A.
L'opérateur À sera le plus souvent dans la pratique un opérateur différentiel.
La forme ((u,v)) définit A, mais la réciproque est généralement inexacte : la connaissance de A, élément de £(V; D') détermine ((w,)) pour tout € V, et pED, mais, sauf si D est dense dans V, ne détérmine pas ((w, v)), pour tout € V2 et vE V; il est facile d’ailleurs de donner des exemples (cf. ci-après) de formes ((w, v)) différentes et définissant le même opérateur A. Notons que si D est dense dans V,
alors À est dans l’espace £ (V; PV".
Les problèmes Notre but est de donner des conditions suffisantes portant sur ((w, v)) permettant de construire des espaces X, Y, tels que À soit dans £ (X; Y), et soit un isomor-
phisme de X sur Y.
Exemples simples de formes ((uw, v)).
EXEMPLE L.l.
© On désigne par Æ€ï: (Q) l’espace des (classes de) fonctions w, u E I? (Q), Le u € L?(Q) pour tout i—1,...,#, muni de la topologie la moins fine telle que les applica-
tions u—>4u et u — ni soient continues de €: (Q) dans Z?(Q); si uw, v, sont dans T;
Ei: (Q), on pose :
& @ 0 (u, v)ei, = (u, d)1i+ 2 (£ U, Fe v) Fe
L'espace €: (Q) est alors un espace de Hilbert (cet espace à été introduit par Gârding; cf. Gâärding, [1] à [4]; cf. aussi : Schwartz [3]; le fait que €7: soit un espace de Hilbert est immédiat; c’est d’ailleurs un cas particulier de le proposition 9.1 ci-après).
Ceci posé, on prend : V=Æ€ï: et la forme :
ET té, © ((u, v)) = b (u, v}r2 + D e U, 2e).
i=1 L'opérateur À défini par cette forme est :
n © ÂA=r A+0,, = 2 ne (Laplacien).
On prend V—£: comme dans l’exemple 1.1. On utilise en outre le fait suivant (Cf. Deny-Lions [1]) : on suppose que la frontière de Q contient un morceau [ de variété une fois continuement différentiable de dimension n —1; on suppose [ borné; on peut alors prolonger la fonction « (définie dans Q) sur F; soit y« cette fonction prolongée. Elle est définie de façon précise comme suit : on peut définir une application linéaire continue et une seule, u—yu, de €ï: (Q) dans l’espace L? (T°) des classes de fonctions de carré sommable sur [' pour la mesure superficielle, de telle sorte que yu coincide presque partout (pour la mesure superficielle) avec les valeurs de « sur
l', lorsque « est continue dans Q UT". On prend alors sur VX V la forme :
Q) 0 + ((u, v)) = D (u, ve + D È u, ae). | efyuye ds, ra
k— constante complexe, d s— mesure superficielle sur F. L'opérateur À défini par cette forme est encore — À +b, comme dans l’exemple 1.1. On voit donc bien qu’à des formes différentes peuvent correspondre des opéra-
teurs À identiques.
Le théorème d’isomorphisme
EsPAce Y.
On désigne par H l’espace des w€ V, tels que Au soit dans Q’; on le munit de la topologie la moins fine telle que les applications # — w et w — A u soient continues de # dans V et Q’ respectivement.
Si D est dense dans V, on prend V—Q, alors H coincide avec V.
On notera que si Q (donc Q’) est un espace de Banach, il en est de même pour H. Par ailleurs, si D n’est pas dense dans V, l’espace H peut à priori être réduit à {0}.
EsP4cE N.
On désigne par N le sous-espace vectoriel de % formé des fonctions « qui vérifient :
(2.1) Au, 5» = ((u, v)) pour tout vE V,
le crochet désignant la dualité entre Q’ et Q. L'espace N est un sous-espace vectoriel
fermé de # que l’on munit de la topologie induite par %.
Si D est dense dans V, l’espace N coincide avec V. En effet, par définition de À, la relation (2.1) a lieu pour tout v—ç € D, donc pour tout v € V par prolongement. Par contre si D n’est pas dense dans V, la relation (2.1) n’est pas vraie en
général pour « € H et vE V.
On prend V et ((u,v)) comme dans l'exemple 1.1, p. 4 On prend Q-—1?(Q);
H est alors l’espace des w € V, tels que Au soit dans Z?, et qui vérifient :
(—Au+bu, v)r:=((u,v)) pour tout vE PF,
(= A uv): 2 (£. U, _. o). pour tout vE Y.
Cette relation n’est pas vraie en général pour «€ H, vE V; elle n’est vérifiée que pour les « dont la dérivée normale (dans un sens généralisé, car aucune hypothèse n’est faite sur la frontière de Q) est nulle sur la frontière de Q.
On a done défini des espaces # et N tels que À soit un opérateur linéaire continu de # (ou N) dans Q'. On va maintenant donner une condition suffisante simple pour que À soit un isomorphisme de N sur Q’. Pour cela il est utile de
décomposer ((w, v)) en sa partie hermitienne et anti-hermitienne :
(2-2) (Cu, v))=((u, v)), +è((u, v)}2,
où :
On pose alors la
DÉFINITION 2.1. La forme ((w, v)) est elliptique s’il existe a 0, tel que pour
tout € V, on ait :
(2.3) ((u, u)), afufy ®.
Cette notion ne dépend done que de la partie hermitienne de la forme ((w, v)). I1 résulte de la définition 2.1, que si ((u, v)) est elliptique, ((u, v)), définit sur V un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente à Iullv.
On a alors le
] u [y = norme de dans V; de façon générale, si Æ est un espace de Banach, et si e€ X, | e Île — norme de e.
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THÉORÈME 2.1. Si la forme ((u,v)) est elliptique, l'opérateur À défini par cette
forme, est un isomorphisme (topologique) de N sur Q°®.
DÉMONSTRATION
a) Soit à résoudre (2.4) Au=f, f donné dans Q', w cherché dans N. Si (2,4) admet une solution, alors, pour v quelconque dans V, on à:
Réciproquement, si w est dans V et vérifie (2.5) pour tout vE V, alors (2.5) a en
particulier lieu pour tout v— dans D, donc :
((u, p))=<Au, p>=<f, p> pour tout pED,
done Au—f, ce qui montre déjà que « est dans H. Mais alors, puisque Au—f, on a, pour v quelconque dans V, Au, 8» = <f, ü> = ((u, v)) (par (2.5)), donc w est dans N; donc (2.4) équivaut à (2.5), u € Y.
Si D est dense dans V, alors N = V, Q'= V', et l’équivalence de (2.4) et (2.5) est évidente.
b) Pour f fixé dans Q”, la forme semi-linéaire :
est continue sur V, espace de Hilbert pour ((u, v)),, donc :
(2.6) CA, 59 =((Jf, v)h; ce qui définit J, élément de L(Q'; V).
Pour w fixé dans V, v — ((u, v)), est une forme semi-linéaire continue sur V, done : (2.7) (Cu, v))2 = ((u, v)),
ce qui définit H, élément de £ (V; V), opérateur hermitien pour le produit scalaire
(Cu, v))1. Alors (2,5) équivaut à :
(2.8) (Hat,
D Noter que ceci entraîne que N (donc a fortiori H) n'est pas réduit à {o}.
qui admet une solution unique, Æ étant hermitien, donnée par
(2.9) u=Gf, avec :
(2.10) G=(1+iH 1J,
ce qui définit ( comme élément de £(Q'; V). Mais en outre G opère linéairement de Q’ dans N, et continûment; en effet, si f 0 dans Q’ alors w — 0 dans V, et
comme Au—f, u—>0 dans #, donc dans N, donc :
(2.11) HÉLN\OS EN)
Le théorème est done démontré.
On a en outre construit un inverse bilatère G de À; on a les relations ;
fA-G=1, 1€C(Q'; Q,
G:A=1, 1EL(W; N
DÉFINITION 2.2. L'opérateur G est dit : l'opérateur de Green de la forme (Cu, v)).
En raison de son importance, explicitons dans le cas particulier où D est dense
dans V, l’énoncé correspondant du théorème 2.1 :
THÉORÈME 2.2. Si D est dense dans V, et si la forme ((u, v)) est elliptique,
l'opérateur À est un isomorphisme de V sur V'.
Comme A est élément de £(H; Q'), on peut considérer le composé: (2.13) G:A=P, élément de L(H; N).
On a: P?=P, done P est un projecteur de H sur N. A ce projecteur est associé la
décomposition en somme directe topologique de # donnée par :
H=PH+(-P)H, ou encore : tout “€ H s'écrit :
u=Pu+(l—-?P)u,
Pu est dans N, et APu=u, donc si v=(1—P)u, on a: Av=0, on a donc la
décomposition en somme directe :
où ja désigne l’espace des # € H solutions de Au —0. Lorsque A est fixe, les formes ((u, v)) attachées à À étant variables, alors H,
est fixe et N est un supplémentaire variable de #1 dans %.
On désigne par X un espace vectoriel topologique, contenant H, et on suppose donné un prolongement de À, encore appelé A, tel que pour tout u € X, À u soit defini,
et soit dans Q”’, de sorte que :
(3.1) MEL (RERO
On peut toujours prendre X=—% mais on pourra très souvent prendre pour X un espace beaucoup plus grand que %.
On pose alors le PROBLÈME 3.1. Trouver U dans X, solution de (3.2) AU=PF, où F est donné dans Q’, avec les conditions aux limites (3-3) U-—RhEN,
où À est donné dans X. La condition (3.3) ne change pas si l’on remplace À par h+Y, y quelconque dans N.
On a tout de suite le
THÉORÈME 3.1. Si la forme ((u,v)) est elliptique, le problème 3.1, admet une
solution unique, fournie par :
(3.4) U=h+G(F- Ah).
DÉMONSTRATION
Posons : u—=U—h. L’équation (3.2) donne alors : Au=f, f—=F—Ah, donc est dans Q', et on cherche « dans N; donc, d’après le théorème 2.1, u=Gf, d’où le
théorème. La fonction U donnée par (3.4) ne change pas si l’on remplace À par h+v, vEN, car y—-GAy—0.
(D) Ceci est une définition.
Si D est dense dans V et si X est un espace strictement plus grand que V, la
condition (3.3) se réduit à :
U-hE y.
On pose la
DÉFINITION 3.1. Si D est dense dans V, le problème 3.1 est dit : le problème
de Dirichlet relativement à ((u, v)), ou à A.
Dans le cas général on pose :
DÉFINITION 3.2. Le problème 3.1 est dit : le problème aux limites relative-
ment à la forme ((u, v)).
On prend les hypothèses et notations de l'exemple 1.1, p. 23, et exemple 2.1, p. 25; A= —A+b; on suppose b > 0; alors, on constate tout de suite que la forme ((&, v)) est elliptique. On prend pour espace X l’espace des distributions « telles que Au soit dans Z?, espace que l’on munit de la topologie la moins fine telle que les applications u uw et w > Au soient continues de X dans D’ et dans L?(Q) respectivement (cet espace est beaucoup plus grand que l’espace #). Le problème 3.1 est alors le problème de Neumann (généralisé) relativement à l’opérateur — A +b, b > 0;
il admet une solution unique.
Application de la théorie de F. Riesz
On suppose dans ce N° que les hypothèses suivantes ont lieu : (C1) QcLcQ (C 2) L’injection de V dans Q’ est complètement continue.
On donne la forme ((w,v)) sur V XV et l’on définit la forme sesqui-linéaire
adjointe, ((u, v))*, par :
(Qu, v))" = ((u, v))1 — à ((u, v))2.
Cette forme définit un opérateur A, adjoint de À, par :
Au, @> = ((u, g))* pour tout pE D.
On considère alors l’espace N* défini à partir de ((w, v))* comme N l’est à partir de ((u, v)): uEN* si uE V, A*uEQ' et vérifie :
ÇA u, 8> = ((u, v))}* pour tout vE .
Notons que la forme ((w, v))* est elliptique en même temps que ((u, v)). On pose
alors les problèmes suivants :
PROBLÈME P(À) (resp. P, (À)).
Trouver «€ N, solution de (4.1) Au+au=f (resp. f—=0),
où f est donné dans Q', et À un nombre complexe donné.
PROBLÈME P*(À) (resp. Ps (À)).
Trouver w E N* solution de (4.2) A*u+Âu=f (resp. f =0),
où f’ est donné dans Q’, À = complexe conjugué de À.
On a alors le
THÉORÈME 4.1. On suppose que (C 1) et (C 2) ont lieu et que la forme ((u, v)) est elliptique. Alors :
a) La condition nécessaire et suffisante pour que le problème P (À) (resp. P* (À)) admette une solution unique, est que le problème P, (À) (resp. P6 (À)) admette seulement la solution nulle. Il en est ainsi sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de À (le spectre du problème).
b) Si À est dans le spectre, le problème P, (2) admet un nombre fini v (dépendant de À) de solutions linéairement indépendantes dans V, soit u,, ..., u,. Le problème Pi en admet le même nombre; soit ui, ..…,u, ces solutions. La condition nécessaire et suffr-
sante pour que le problème P (1) (resp. P*(Â)) admette une solution est que l’on ait :
(4.3) {f, WD=0 pour i=1,.….,v (resp.
(4.4) {f,wD2=0 pour i=1,...,v).
DÉMONSTRATION
On utilise les opérateurs J et ÆH introduits p. 26. On désigne par J, la restriction de J à l’espace; J, est composé de l'injection de V dans Q' et de JEL(Q"; V). Comme l'injection est complètement continue par hypothèse, J, est complètement con-
tinu. En outre, ((J, u, u))}, =Cu, à) —|lu
Fa >0, donc J, est un opérateur hermitien positif pour la structure ((uw, v)),.
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 31 Si « est solution de (4.1), alors pour v quelconque dans V on a : (4.5) ((u, v)) +A Cu, 5» =<f, 5».
Réciproquement si « est dans V, et vérifie (4,5) pour tout v dans V, alors w est solution de (4.1), donc est dans #4, puis on constate que w est dans N, donc (4.1)
équivaut à (4.5) et cette dernière égalité équivaut à :
(4.6) (+iH+1J)u=Jf.
De même (4.2) équivaut à :
(4.7) (—-iH+ÂJ,)u =Jf!.
On transforme (4.7) comme suit : on pose :
(4.8) (1—iH)u'=U,
qui équivaut à
Alors (4.7) équivaut à (4.8) et
(4.10) U'+1J,(1—-iH) 'U'=J}f.
Si l’on pose : K—(1+2H) ‘J,;, son adjoint K* est donné par :
KT (1H
et par conséquent (4.6) (resp. (4.7)) équivaut à
(4.11) (+4K)u=(1+iH)!Jf (resp. à (4.12) (IE TRSIURENT),
Comme J, est complètement continu, il en est de même de X, donc les théorèmes
de F. Riesz sont applicables aux équations (4.11) et (4.12). Donc :
a) La condition nécessaire et suffisante pour que (4.11) ou (4.12) admette une solution unique est que l'équation sans second membre n’admette que la solution nulle; il en est ainsi sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de À : le spectre
du problème, i.e. le spectre de X.
b) Soit À un élément du spectre; soit %,,...,"u, une base de l’espace des solu-
tions de l’équation homogène correspondant à (4.11); de même U;,..., U, pour (4.12).
3 J'ITCTIONS
La condition nécessaire et suffisante pour que (4.11) ait une solution est que :
(A+iH) 1Jf, U)h =0 pour. i=1, 57, soit :
(WE U=iH) 0) 0:
Mais si l'on pose : =(1-—iH) U;, {u;} constitue une base de l’espace des solutions de Pÿ(4), et finalement la condition nécessaire et suffisante devient : ((J f, u;)), = 0, soit <f, u>=0 pour tout ?, c'est (43).
La condition nécessaire et suffisante pour que (4.12) admette une solution est : ((Jf', w)), =0 pour tout à, done : «f', &)—0, pour tout i, c'est (4.4).
Systèmes complets de fonctions propres
On fait encore les hypothèses (C 1) et (C 2), p. 29, et en outre on suppose que
la forme ((u, v)) est hermitienne : ((u, v)) = ((v, w)) pour tout , vE V. On la suppose aussi elliptique (déf. 2.1, p. 25).
On cherche les fonctions propres et valeurs propres de l'opérateur À relativement
à la forme ((w, v)), i.e. les solutions dans N de (5.1) Au=}u, pour des À convenables (valeurs propres).
Soit J l'opérateur défini p. 26, et comme au N° précédent, J, la restriction de J à £(V; V). Alors (5.1) équivaut à
(5.2) u=AJiu.
Or grâce à (C 2), J, est complètement continu, et c’est un opérateur hermitien positif; il a un ensemble dénombrable de valeurs propres, et les fonctions propres correspondantes forment un système complet dans V.
Soit :
(1 er PT PR PC la suite croissante des valeurs propres, chaque valeurs propre étant comptée autant de fois que son ordre de multiplicité; soit «x les fonctions propres correspondantes, complètement déterminées si on leur impose la condition de former un système ortho-
normal dans L?(Q); on a :
(5.3) ((Ux, Ux)) —)} (ux, Ux) re.
On a le THÉORÈME 5.1. Sous les hypothèses (C 1) et (C 2) du NO 4, la forme ((u, v))
étant hermitienne et elliptique, le système ux (resp. le système ux/ VAx) est orthonormal
complet dans L? (resp. dans V pour le produit scalaire ((u, v))).
DÉMONSTRATION
Le système "z est complet dans V; par (5.3), le système ux/ VAx est orthonormal. Enfin comme V est dense dans Z? (puisque V contient D) le système uw; est complet dans Z? d’où le résultat.
Donnons la variante suivante du résultat précédent :
PROPOSITION 5.1. Mêmes hypothèses qu'au Théorème 5.1, et en outre Q = L?(—Q). | Uk ; Alors le système pe est orthonormal complet dans N, espace de Hilbert pour le Ar + Ar produit scalaire :
(u, v}n=((u, v))+ (Au, Av).
DÉMONSTRATION
Soit J, la restriction de J à C(N; N). L'opérateur J, est complètement continu (il suffit même pour cela que l'injection de N dans L? soit complètement continue). Par ailleurs :
(ou, u)y=((Jiu, u))+(u, A u)2= full +((u, 2)
done J, est un opérateur hermitien positif dans N, espace de Hilbert pour la struc-
ture (uw, v)y. L'opérateur J, possède un système complet de fonctions propres, système
u 7 est orthonormal; or :
qui n’est autre que w,; reste à montrer que Y x + À
(ur, Ux)n = ((ux, Ux)) + Àk [lux |£ = À + Ài
d’où le résultat (1).
Propriétés de regularité des noyaux de Green
On revient aux hypothèses générales du N° 2, sans hypothèse de complète continuité. On a défini p. 27, l'opérateur de Green GEL(Q'; N) de la forme ((u, v)), supposée elliptique. Cet opérateur G définit en particulier une application linéaire continue de D dans D’; cette application est définie par un noyau distribution G, , ®
(cf. Schwartz [5]) élément de l’espace Da,+0, des distributions sur Q,x(Q,.
(1) Si D est dense dans Y, alors Q = V, Q’=V’ (et (C 1) s'écrit : VEL?€ V'); À est un isomorphisme de V sur V’ d’inverse J; si uw’, v’ sont dans V’, on pose : (w’, v’)y = ((Ju’, J'v’)), ce qui définit sur V’ un produit scalaire hilbertien. Alors Vax ux est un système orthonormal complet dans V’ (pour la structure (w’, v’)y). En effet il est complet, car V est dense dans PV”, et
Va etre aus) 1
(2) On note avec des indices en bas les distributions, des indices en haut les fonctions.
3— 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 26 octobre 1955.
Réciproquement si l’on connaît la restriction de G& à D, et si D est dense dans Q" (fort), alors G est complètement déterminé.
On pose la
DÉFINITION 6.1. Le noyau distribution G;,, correspondant à l'opérateur de Green G est dit : le noyau de Green de la forme ((u, v)) (ou de l’opérateur À pour la forme ((4, v)) ou encore de l’opérateur À sans plus lorsque D est dense dans V).
On veut étudier la régularité de G;,, (cf. Schwartz [5], pour la notion de régularité).
On introduit comme au N° 4 la forme adjointe ((, v)}* de ((u, v)), qui définit A* adjoint de A. On fait l'hypothèse (la forme ((, v)) étant elliptique) : (R 1) Toute solution dans N de Au=—}f, f donné dans Q'N € est dans NNE. (R* 1) Toute solution dans N* de A*u*=}f, f donné dans Q'NE est dans M*NE.
On donne ((w,v)) comme dans l'exemple 1.1 (p. 23). Alors : A=A*=—A+b (on suppose b>0). Alors (R 1)=(R* 1) a lieu, car toute solution distribution de — Au+bu=—f, est indéfiniment différentiable là où le 2°"%° membre l’est (cf. Schwartz [1] et [2])-
De façon générale : (R 1) et (R* 1) seront vérifiés lorsque À et A* seront des opérateurs différentiels elliptiques à coefficients indéfiniment différentiables, par application des théorèmes de Petrowsky [1], Friedrichs [1], John [1].
On désigne par G* l'opérateur de Green de la forme ((, v))*. L'opérateur G est donné par : G=(1+5H) 1J; alors : G“=(1-iH) 1J.
D'après la propriété (R 1), & opère linéairement de Q'NE€ dans NNE (et G* de Q'NE dans N*NE). Munissons tous les espaces intersection considérés de la topologie borne supérieure. Il faut voir si dans ces conditions, G opère continüment de QNE dans NNE. C’est vrai si le théorème du graphe fermé est applicable à ces espaces; en effet il suffit alors de montrer ceci : si fEQ' NE tend vers 0 dans QE, et Gf—X dans NNE, alors X =0 ce qui est évident, vu que f—0 dans Q, ce qui entraîne Gf—0 dans N, done X —0.
Pour pouvoir appliquer sans difficulté le théorème du graphe fermé on est con-
duit à l’hypothèse :
(R 2) L'espace Q est un espace de Banach.
Alors N est un espace de Banach, ainsi que Q’, ce qui fait que les espaces
NNE et Q'NE sont des espaces de Fréchet, donc le théorème du graphe fermé leur est applicable (cf. Bourbaki, [1], cor. 5, p. 37).
En résumé :
THÉORÈME 6.1. Sous les hypothèses (R 1) (resp. (R* 1)) et (R 2) la forme ((u, v)) étant elliptique, l'opérateur de Green G de ((u, v)) (resp. G* de ((u, v))*) est dans l'espace : L(Q'NE; NNE) (resp. L(Q'N E; N*°N E)).
En particulier :
(6.1) GeL(Q'nE:QNE) et (6.2) GhÉL(QNMÉ ONE)
On introduit maintenant (en vue d’une transposition de (6.1) et de (6.2)) l’espace dual de QNE, que l’on note Q'+E’, pour la raison suivante : toute distribution 4} de l’espace dual de QN € est de la forme : T-f+8, fEQ" et SEE"; cet espace est muni de la topologie forte de dual. On suppose maintenant que Q est réflexif (1e. le dual de Q' fort est Q); alors le dual de Q'N € est noté Q+E”; toute distribution
de ce dual est somme d’un élément de Q et d’un élément de €’. On aura besoin du LEMME 6.1. L'espace Q' est dense dans Q'+E.
DÉMONSTRATION
Il faut approcher un élément T de €’ par des éléments de Q'; or, par régularisation par exemple, T est limite dans €’ d'éléments de D, d’où le résultat.
Ceci posé, transposons (6.2); on définit tG*, élément de £L(Q'+E'; Q+E"), par : (6.3) Cas, P)=<s, af) où SEQ'+E', fEQ'NE, le premier crochet désigne la dualité entre Q+E et QUE,
le 27° entre Q'+E£E’ et QN E: ‘G* n’est pas un transposé au sens habituel à cause de la présence dans (6.3) des complexes conjugués.
On a maintenant le LEeMME 6.2. Pour tout f dans Q”, on a :
(6.4) tG* f=Gf.
DÉMONSTRATION
Soit f, quelconque dans D; il faut montrer que :
CE f h>=<G ff).
Or le 1° membre, par définition de ‘G*, vaut : (f, GS}. Si l’on pose : u=@f, u*=G" f;, u (resp. «*) est solution dans N (resp. dans N*) de : Au=f (resp. de A*u*=f,).
Il faut montrer que :
(6.5) Qu RD = 8) = hs 8).
Or
GA, 4")=((u, u*)), Gh, &)= (Qu, u))* = (Qu, u)}, +5 ((u*, u)), = ((u, w*))
d'où le résultat.
Donc G et ‘G* coincident sur Q’, et Q’ et dense dans Q'+E’ (Lemme 6.1) donc :
THÉORÈME 6.2. Sous les hypothèses (R 1), (R* 1), (R 2) l’espace Q étant en outre réflexif, l'opérateur de Green G de ((u,v)) se prolonge en un opérateur (encore noté G) élément de l’espace L(Q'+E'; Q+E').
Résultat analogue pour G*.0
Le noyau G;, est très régulier au sens de L. Schwartz; il peut s’écrire G, (y) où Œ(x)y; Gr, est une fonction indéfiniment différentiable de x, Y, pour x+y. On a : Gr (y) = G (dx (y)), où (y) désigne la distribution en x(€ Da,) masse 1 au point yeQ (donc : 8: (y)€Q'+E’). Le noyau distribution G,, est ce qu'on appelle ordinairement
la «fonction » de Green.
Il peut être utile de considérer des hypothèses moins restrictives que (R 1) ou (R* 1), à savoir : toute solution dans N de Au—f est m fois continûment différentiable si f est dans Q’ et m fois continûment différentiable (cf. les travaux cités de Friedrichs et John). Si m—0 (fonctions continues), on a : GEL(Q'+E'", Q+E'), où €’° désigne l’espace des mesures à support compact sur (), ce qui suffit pour
pouvoir former G(Ô, (y)).
Stabilité des opérateurs de Green
On donne l’ouvert Q fixe et sur cet ouvert les espaces V, Q, Q’, fixes. On donne une suite de formes sesqui-linéaires, notées ((u, v))*, k entier >1, ko. On fait
l'hypothèse :
® Note ajoutée à la correction des épreuves : M. L. Schwartz a démontré (non publié) que lorsque À et À sont elliptiques indéfiniment différentiables, @ se prolonge en un élément de l’espace
SE, (Q° TEL NT+ E') (et non seulement L (Q'+E'; Q + en)
je v))*—((u, v)) lorsque £—c, uniformément pour « et v (S 1) | demeurant dans un borné de V; autrement dit:
Lu, ©) — ((u, v))|<exflullvflvllv, 8x0 si 400. On suppose ensuite :
(S 2) [ La forme ((u, v)) est elliptique, i.e. : (il existe a>0 tel que ((u, u)), =allulfy pour tout we V.
Notons le facile
LEMME 7.1. Sous les hypothèses (S 1) et (S 2), la forme ((u, v))* est elliptique
pour k assez grand.
DÉMONSTRATION
De façon plus précise, on va montrer ceci :
a { Pour tout a, >0, avec a; <a, il existe k(a;) tel que pour £>k(a;) on ait : d. |
((u, u)}f >a, Ia |f% pour tout uw € V.
En effet, par (S 1) il existe k,, dépendant de a, tel que pour £#>k, on ait :
| (Qu, w)}i— (us u))|£a—as ue P, fully <1 donc (Qu, w))iZ (Qu, w))i— (a — a) Îlufs d’où le résultat avec k(a,)=k,.
La forme ((u, v)}* définit un opérateur A° (par : (A®u, p)=((u, p))*, gED). Du lemme 7.1 résulte que A* est un isomorphisme de N° sur Q, N° étant l’espace construit à partir de A et ((u, v))* comme N l’est à partir de À et ((u,v)). Soit G l'opérateur de Green de la forme ((u, v))‘; G° est dans l’espace L(Q'; N *), donc en
particulier dans l’espace £(Q'; V). On a le THÉORÈME 7.1. Sous les hypothèses (S 1) et (S 2), GG dans l’espace Lo (F”; V).M
DÉMONSTRATION
Soit f donné dans Q’. On pose :
ut =Gf, u=Gf; u* (resp. u) est solution dans N° (resp. dans N) de : Arur=}
(resp. de Auf). Pour tout v dans V on a les relations :
® Voir note (1) p. 21.
donc ((u*—u, v))* ={((u, v))—((u, v))‘; si l’on fait dans cette relation : v—u"—", et
que l’on prend les parties réelles des deux membres, il vient :
(u*—u, u*—u))i=Re(((u, u*—u)) —((u, u°—u))*)®.
Le 1* membre est =a,[[u*—"{|} pour &>k(a;) (lemme 7.1) et par (S 1), le 2°
est majoré en module par : ex [u||v|lu"—"{|y, d’où : k Ek
(7.2) ut—uly< = lellv.
Le théorème résulte de (7.2) : si f demeure dans un ensemble borné de Q, alors uw demeure dans un ensemble borné de V, et (7.2) montre alors que w*—w dans V? uniformément lorsque f demeure dans un borné de Q’, d’où le théorème.
On a en outre obtenu, par (7.2), une évaluation de l'erreur qui peut être utile.
Opérateur D + M
Comme on l’a déja indiqué dans l'introduction la situation pratique sera généralement inverse de la situation précédente. On donne d’abord l’opérateur A, et certaines conditions aux limites; on cherche si les problèmes aux limites correspondants admettent, ou non, une solution. Il est donc indispensable d’avoir un procédé systématique, permettant de construire, à partir d'opérateurs À donnés assez généraux pour couvrir les cas pratiques, les formes ((w, v)) et les espaces V et N. On est alors conduit aux notions des N°0 8 à 13.
On donne un espace de Hilbert E avec DC<E<D', D étant dense dans Z; le dual de Æ est un espace de distributions noté Æ”, qu’on n'’identifie pas à Z sauf si
E=I? (cf. p. 21 et 22). On donne l'opérateur À, avec :
(E 1) À, est un isomorphisme (topologique) de Æ sur L?. On introduit alors ‘4,, élément de L(L?; E'), défini par :
(8.1) CAot: 8) =, Age) = (f, Aoe)zs
où f est dans L?, e€E, le 1* crochet désignant la dualité entre Æ’ et Æ; ‘4 n’est
pas un transposé ordinaire à cause des complexes conjugués.
On donne maintenant » opérateurs,
E 2) AE LE ND') 4 AE CD: LI
D Voir note (1) p. 21.
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 39 On introduit ‘4;, élément de £(1?; D'), défini par (8.2) CA D=U, Apun 1EL, pED. On donne ensuite une famille d'opérateurs gi;, go : (8.3) de DB LL) EU) El:
EXEMPLE 8.l.
E=-L?(-E"); À, opérateur identique de L? dans lui-même, 4; = opérateur dif-
férentiel quelconque à coefficients constants, g:;— opérateur de multiplication : f—gi;}, par une fonction quelconque g;;€ L® (Q) (espace des fonctions mesurables essentielle -
ment bornées sur ().
OPÉRATEUR D+M
A partir des données précédentes, on fabrique l'opérateur D, élément de £ (D; D') défini par :
(8.4) Dœ-— > ‘4, (gis 4;p) À.
On considère ensuite l'opérateur :
(8.5) MA 9 À,; élément de £(Æ; E’). On pose alors (8.6) A=D+M.
Telle est la classe des opérateurs À auxquels on va attacher des former ((u, v))
sur des espaces V à définir.
ESPACE
On désigne par € (A) l’espace des fonctions u € Z, telles que A; u, à priori élément de D’, soit dans Z? pour tout î=—1,...,v; cet espace est muni de la topologie la moins fine telle que les applications u—>u et u—>A;u soient continues de € (4) dans
E et L? respectivement. Pour u, vEE (A) on pose :
(9.1) (u, v)e ca = (Ao% Aov)z + > (Aiu, Ai v)r:,
() JIlest immédiat de constater que D est élément de l’espace re (D; DA
(9.2) elco= lle +|l21f, où
(9.3) fee 16 = || 40 w |f2:
et
(9.4) Ile | = 2 Il Ai w]£..
Comme d’après (E 2), 4; est dans £(D; L?), l’espace D est contenu dans € (4).
On 2 la
PROPOSITION 9.1. L'espace E(A) est un espace de Hilbert pour la structure
définie par (9.1). L'espace E (A) est contenu dans E avec une topologie plus fine.
DÉMONSTRATION
La quantité (9.1) est un produit scalaire préhilbertien sur € (4). Si |[ul|eca) — 0 alors Açu—0 donc w=0 (par (E 1). On a évidemment €E(A)CE algébriquement; mais si e>0 dans € (A), alors A,e—0 dans L? donc, par (E 1), e—0 dans Z. Reste à montrer que € (À) est complet pour la structure (9.1). Soit w; une suite de Cauchy dans €(4);, donc Aux et A;ux, à fixé quelconque, sont des suites de Cauchy dans L? qui est complet, donc : AoUx vo et A;ux—>v dans L?; mais par (E 1), il en résulte que w;—>u dans Æ, d’où résulte par (E 2) que A; u;—A;u dans D’, donc v= A; u,
d’où le résultat.
EsPACE D(A).
C’est l’adhérence de D dans £ (A). Cet espace est muni de la topologie induite par €(4), c’est un espace de Hilbert. On peut avoir D(A)—E£ (A) mais les cas les
plus intéressants sont ceux où D n'est pas dense dans € (4).
ExXAMPLE 9.I.
LE Be T4 il tds ei i=1,...,n. Alors €(A) est l’espace El. (Q), de l’exemple 1.1, p. 23. L'espace D(4) est alors note Di:(Q); cet espace est strictement contenu dans €z:(Q) si et seulement si la frontière de Q n’est pas de capacité nulle (Cf. Deny- Lions [1]).
La proposition suivante est immédiate :
PROPOSITION 9.2. L'espace U (A), orthogonal de D(A) dans E(A) pour la
structure (9.1) est l’espace des solutions de l'équation
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 41 (9.5) 4, Aou+ > ‘A diu=0.
ei
COROLLAIRE 9.1. La condition nécessaire et suffisante pour que D ne soit pas dense dans E (A) est que (9.5) admette des solutions non nulles dans € (A). EsPpAcE D'(À4).
C'est le dual fort de D(A4); c’est un espace de Hilbert. On à la
PROPOSITION 9.3. Toute distribution TE D'(A) s'écrit de façon unique : (9.6) TEA A; 24/4,
où fED(A). Les conditions (f—0 dans D(A)» et {T—0 dans D'(A)» sont équi-
valentes.
DÉMONSTRATION
Soit Da l’espace D muni de la topologie induite par D (4) et g—>X (g) une forme linéaire continue sur D. Alors g—>X (g) est une forme semi-linéaire continue sur D4, done D4 étant un espace pré-hilbertien, il existe un élément f et un seul dans D(A) tel que: X(p)={(f, g}oca, ou encore X (g)=<T, o», T donné par (9.6). On peut done identifier X et 7', d’où la représentation (9.6). Pour tout « dans D (4),
on à alors :
(9.7) CT, 8)= (do b Aout © (dif, Ai ts
(1* membre désignant la dualité entre D'(4) et D(4)), d’où aussitôt la fin de la proposition.
On démontrera de la même façon la
PROPOSITION 9.4. Toute distribution du type
(9.8) S="Ai lot > ‘Aifs i=1
où fo et f; sont quelconques dans L?, est dans D’ (4).
10. Espace V, Q: produits scalaires et ellipticité On prend pour espace V un sous-espace vectoriel fermé de £ (4) contenant D (4) :
De Me ENA) =D?
On prendra pour espace Q l’espace Æ sauf si V—D(A4), auquel cas V —Q, donc Q'=D'(4); si Q=E, alors Q'=E". Le cas V—D(A) correspond au problème de Dirichlet.
Pour w,veV, on pose, lorsqu'il n’y a pas de confusion possible :
(LOL) (u, Ph en À (di; À; U, À; V)12 + (So AÇU, À, V) ze.
i,j=1 Sur VXxW on prend alors la forme sesqui-linéaire : (10.2) (Qu, v)) = (uw, v)4,9.
On voit facilement que :
(10.3) SR (ui, u, À; o)+ (Rita a, Av) (D.
L'opérateur À défini par ((u, v)) est D+ M; en effet, (gi; Aju, Aip)u= Ai gi; Aju, p), par définition de ‘4;, et (Jo Ao%; A5 Pr: = A0 90 Ao 4; P).
Etudions l’ellipticité de la forme ((w, v)); elle est elliptique si et seulement si : (10.4) > (eu: non Au) ifrie nee Au) lu i, 2 L2 2 La:
pour tout uEV, a>0.
Le moyen le plus simple de réaliser (10.4) est de supposer qu'il existe a, >0 et a, > 0 tels que :
(10.5) > (5 + gi) Aju, Aiu)2 2 a Îles
(10.6) (90 + 90) Ao%, Aou)z: > a || u|f6
pour tout ue V.
On peut poser la
DÉFINITION 10.1. L'opérateur M = ‘4,9, À, est dit de partie hermitienne stricte-
ment positive dans V s’il existe 4,0 tel que (10.6) ait lieu pour tout we V.
() De façon générale, si X est dans L (HER), xt désigne l’adjoint de X.
Reste à regarder de plus près la condition (10.5). Il faut d’abord noter — ce qui est important — qu'un opérateur donné D admet en général une infinité de dé-
compositions distinctes du type (8.4), p. 39. Voici un exemple : ExEMPLE 1lO.I.
On donne, sur un ouvert ( quelconque de R? (coordonnées +;, x,), l'opérateur :
EE © Ci == +- .
CH ot OO CT CT
Sous cette forme, on prendra :
©? Ca Ca
A s, A9= , A3= = L Ga 2 Ori k 0%, O0 La
Mais l’on peut écrire D sous la forme :
CRE RE ER CE Oxt Om 20x00 2002
et sous cette forme, il faudra prendre :
® Cu
A; 0x2? TE Oaè (pas d’opérateur À4;).
On voit done que (10.5) est une notion non seulement relative à D mais encore au mode de décomposition de D -— ou encore, comme il à déja été signalé, que la donné de ((u,v)) est davantage que la donnée de À, sauf dans le cas du problème de Dirichlet : D dense dans VW, ici V=D(A) — .
Supposons done D donné avec sa décomposition, alors la notion (10.5) dépend
encore de l’espace V (comme on verra sur les exemples). Finalement on pose la
DéFriNiTion 10.2. L'opérateur D défini par (8.4) est dit V-elliptique, s’il existe a, 0 tel que l’on ait (10.5) pour tout uE W.
Cette définition ne fait intervenir que la partie hermitienne de D.
En résume : si l’opérateur D est V-elliptique, et M de partie hermitienne strictement positive, la forme sesqui-linéaire ((u, v)) = (u, v)4,9 Sur VxV, qui est attachée
à D+M, est elliptique.
ExEMPLE 10.2.
On prend A;= , E=L?, A,=1, done E(A)=E%x:, et pour g;; l'opérateur de
multiplication par g; que nous supposons être une constante réelle, avec gi; = gi.
Une condition nécessaire de Di--ellipticité est alors (voir par exemple Visik [1]).
> gi & E>a|EP, (és DER.
La condition est suffisante, et même suffisante pour assurer la €ï.-ellipticité (immédiat). On voit done que dans ce cas la notion de V-ellipticité est en fait indépendante de VW. Même résultat pour des coefficients variables continus. Il n’en est plus de même pour des opérateurs différentiels d’ordre 2, comme le montre l’exem-
ple qui suit.
ExEMPLE 10,3.
On prend sur un ouvert borné de R?, l’opérateur D de l'exemple 10.1, écrit sous
la 1*° forme. Il est D (A) elliptique mais non € (4) elliptique, car :
e Ox2 w
Ox?
peut être négatif. Exemple : u (x,, x)=x,x,, fonction de € (A) car Q est borné. Lorsque D est V-elliptique et M de partie hermitienne strictement positive, toute la théorie faite dans les N°0 1 à 7 est valable. Explicitons la construction dans ce cas de l’espace N. C’est l’espace des w € V ® tels que (D+ M)u€EQ' (—ÆE' ou D'(À)) et qui vérifient :
&(D+M)u, ©) =(u, v)4,, pour tout ve Y.
On a donc d’après le théorème 2.1, le
THÉORÈME 10.1. Si l'opérateur D donné par (8.4) est V-elliptique et l'opérateur M donné par (8.5) est de partie hermitienne strictement positive alors D + M est un isomorphisme de N sur Q" (Q'=E" si V est différent de D(4), Q' = D' (4) si V=D(À)).
Opérateurs frontières; nouveaux produits scalaires
La notion suivante est fondamentale pour les applications :
DÉFINITION 11.1. Soit F un espace de Hilbert quelconque. Un opérateur y, élément de L(E (4); F), est dit opérateur frontière, si y est nul sur D (4) (et éventuellement sur d’autres éléments).
Tous les exemples utiles se déduisent du suivant :
On peut prendre ici pour espace H l’espace des w éléments de € (4) (et non seulement de V) tels que (D + M) u soit dans Q’.
ExEMPLE 11.1.
On prend, comme dans l'exemple 1.2, p. 24, € (4) — £5: (Q) et on suppose comme dans cet exemple que la frontière de Q contient un morceau [' de variété une fois continûment différentiable et que [' est borné; si l’on prend : F—1?(Tl"), espace des classes de fonctions de carré sommable sur [' pour la mesure superficielle ds, alors on a rappelé dans l’exemple 1.2 comment on pouvait définir une application «prolongement en moyenne», w—>y(u), de €x:(Q) dans F—1?(T); cette application est une application frontière; elle est en effet nulle sur D:(Q) (et aussi en général sur
d’autres éléments).
ExEMPLE 11.2.
On donne cet exemple à titre de curiosité. On suppose que les À; sont les opéra-
teurs différentiels à coefficients constants et sans terme constant; pour tout œ@ dans
D''enTa J Ai dx—0. Si l’ouvert Q est de mesure finie, l’application u—|] A;u(x)dx Q Q
est une forme linéaire continue sur € (À), nulle sur D donc sur D (A), et qui définit
donc un opérateur frontière, avec #—C, corps des nombres complexes.
Soit maintenant B un élément quelconque de l’espace L(F; F) : (111) BEEU FT); On définit sur V XV une nouvelle forme sesqui-linéaire en posant (11.2) ((u, v))= (u, v)4,9 + (Byu, yv)r ().
La forme (11.2) définit l'opérateur A=D+M. En effet, si v=p€D, alors yp=0, donc ((u, æ))=(u, )a,s et ceci vaut, comme on a déja vu : (D+M)u, p).
Ona la’:
PROPOSITION 11.1. Si l’opérateur D est V-elliptique, si M est de partie hermitienne strictement positive, et si B+B* est =0 ou bien de norme assez petite, la forme ((u, v)) est elliptique.
DÉMONSTRATION
On a en effet : ((u, v)), — partie hermitienne de (uw, v)44 (donnée par (10.1))
(* PS L YU, y V)r.
L’inégalité (10.4) a lieu. Si donc (B+B*)=0, on a tout de suite :
((u, u)), =a|lulléca, pour tout wE€ V.
(yu, y v)r désigne le produit scalaire dans F de y et de y v.
Dans tous les cas on a d’ailleurs :
((u, u)), =allullèca— cl B+B*1 uléca, c= constante,
d’où la proposition dans le cas où la norme de B+B* est assez petite.
Dans ces conditions la théorie des N9 1 à 7 s’applique. Explicitons encore la construction de l’espace N : c’est l'espace des € V, tels
que (D+M)uEQ', et qui vérifient :
(D+M)u, 0) =(u, v)4,9 +(ByU, yv)r; soit :
Du, 5)= D (gi; Aju, Aiv)u+(Byu, yv)r pour tout ve Y. i,5=1
Ceci posé, on a, d’après le théorème 2.1, le
THÉéORÈME 11.1. Sous les hypothèses de la proposition 11.1, l'opérateur (D + M)
est un isomorphisme de N sur Q'.
P= ZA
h EC (L; Q').
ExEMPLE 12.2.
On suppose que V—D(A). On prend alors P comme dans l'exemple 12.1, et
on peut lui ajouter un terme de la forme :
P=>'A k:, k EL (D (4); 4)
DéÉFiNiTion 12.2. L'opérateur de perturbation P est dit de partie hermitienne
positive dans V, si:
(12.2) <Pu, a) + Cu, Pu = 0 pour tout wE V.
On prend maintenant sur VxV la forme sesqui-linéaire : (12.3) ((u, v))= (uw, v)4,9 +(Byu, yv)r+<Pu, 5) W,
On a la
PROPOSITION 12.1. Si D est V-elliptique, M de partie hermitienne positive, si B+B"=0, et si P est de partie hermitienne positive, alors la forme ((u, v)) est elliptique.
La démonstration est immédiate. On peut remplacer dans cette proposition : B+B"=0 et P de partie hermitienne positive par le fait que ces opérateurs soient de norme assez petite (2),
Sous les hypothèses de la proposition 12.1, la théorie des N° 1 à 7, s'applique. L'opérateur défini par ((u, v)) est :
L'espace N est défini comme suit : c’est l’espace des 4€ V tels que Du€Q', et qui vérifient :
Du, DNS (di; A; u, Aiv)z: +(Byu, yv)r pour tout ve.
Ici encore, D + M + P est un isomorphisme de N sur Q'.
Cas des systèmes différentiels
Soit y un entier positif fixé quelconque. Si M est l’un quelconque des espaces vectoriels topologiques considérés jusqu'ici, on désigne par M* l’espace vectoriel topo-
logique produit M*-—Mx:..xM, y facteurs; tout mEM est de la forme Mm= (Ma... , My) = (Mi), mi EM.
Considérons maintenant les espaces D* et D'*. On donne Q, espace vectoriel topologique, avec :
(13.1) DÉSQeDr,
les injections de D* dans Q et Q dans D'* étant continues, l’espace D* étant en outre dense dans Q; tout g€Q est de la forme : 9=—(q, .… , q,), dE D'; alors g=(%); on
suppose que 4€Q. Le dual Q' de Q est un espace de vecteurs-distributions :
(13.2) DÉS OSDE,
® Si l’on ne peut définir d’opérateur frontière raisonnable, supprimer le 2°" terme. (2) Q’ qui est soit £E’ soit D (A) est toujours un espace de Hilbert, donc £ (7; Q’) est un espace de Banach.
les injections étant continues, D* étant faiblement dense dans Q’. On donne main-
tenant V, espace de Hilbert, avec :
(13.3) DÉSOCVSDE
D* étant dense ou non dans V, toutes les injections étant continues; tout w€ V est de la forme : à—(w), w € D'; alors &—(&); on suppose que &E€ V.
On donne maintenant une forme : %, d—>((#, )), sesqui-linéaire continue sur WV x V: on la décompose en partie hermitienne et anti-hermitienne :
(13.4) ((&, d)) = (à, d))1 + à ((%, D))ae La forme semi-linéaire : @—((%, æ)) sur D* est continue donc du type : (13.5) ((u, #)=<A à, g», AEL(V; D'?).
On dit que À est défini par la forme ((u, v)). ESPACE N.
C'est l’espace des 4€ V tels que A%E Q', et qui vérifient
(13.6) Au, d) = ((%, %)) pour tout vE W.
On dira, comme à la définition 2.1, p. 25, que la forme ((%, v)) est elliptique
s’il existe a 0 tel que, pour tout 4€ V, on ait : (13.7) ((&, à), = a ufr.
On démontre alors exactement comme au Théorème 2.1 le
THÉORÈME 13.1. Si la forme ((%, v)) est elliptique, l'opérateur À défini par cette forme, est un isomorphisme (topologique) de N sur Q'.
Désignons par l'espace des eV tels que A%E€Q', sans la condition (13.6). Supposons donné un espace vectoriel topologique X, tel que : D'cHcXceD'Y, et un prolongement de À à X, encore noté A, tel que AEL(X; Q'). Comme on a posé le problème 3.1 on pose le
PROBLÈME 13.1. Trouver L'ER solution de
(13.8) AU=F, F étant donné dans Q',
avec les conditions aux limites :
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 49 (13.9) U—hEeN
(problème inchangé si l’on remplace h par h+ élément quelconque de N). Sous les hypothèses du théorème 13.1, le problème 13.1 admet une solution unique. Les théorèmes des N° 4.5, 6.7, se généralisent aussitôt au cas actuel. EXEMPLE 13.1.
De façon générale, si A EL(E; F), E et F étant deux espaces vectoriels topologiques
quelconques, on définit un élément, encore noté À, de £(£7; F?), en posant, pour tout (CC) RS Ae-(4e,.. Ac)Cr?
On donne maintenant, comme au N° 8, un espace de Hilbert Æ, avec :
(13.10) D<EcT,
et on donne À, isomorphisme de Æ sur L?. Alors 4, est un isomorphisme de Æ7 sur (L?Y, et ‘4,€L((L?)'; (E')). On donne encore les opérateurs À:, avec (E 2) p. 38, donc :
(13.11) A,EL(ES D'?), EL(DE (L°ÿ9, i=1,..,v.
On donne maintenant les opérateurs (13.12) guys 90 EL ((L?Y5 (L°)), 1, 7=1,..., 7.
On considère l'opérateur D défini pour ge D* par :
(13.13) Dp= > ‘Ag; 4;@),
et l'opérateur M :
(13.14) M4 04e On pose enfin: A=D+M. On introduit les espaces (E (4)ÿ, (D (A)Ÿ, et V, sous-
espace vectoriel formé de € (4), avec : D'AYEMS<E (A);
Pour à, vEV, on pose :
(13.15) (, Dao > (is A5, Aid) + (90 Aod; A9 Ë zx + =
LA
L'opérateur D est V-elliptique si :
4— 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 27 octobre 1955.
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(13.16) aa ((gi5 + gji) A; à, Aiü)anx >= a [|%il, pour tout 4€ V
HAE ü=(w), 70.
L'opérateur M est dit de partie hermitienne strictement positive si (13.17) ((go + 90) Ao %; Ao ü)ezet Z Ge || ü 16, | ù fo mt 2 | ui |f6 = || Ice.
L'espace N est alors l’espace des 4€ V tels que A%EeQ’ et qui vérifient : (13.18) CA %, D = (à, 0) 9 pour tout ve V.
Il résulte du théorème 13.1, le
THÉORÈME 13.2. Si l'opérateur D donné par (13.13) est V-elliptique, si l’opérateur M est de partie hermitienne strictement positive, l'opérateur A = D +M est un isomorphisme de N sur Q'.
Ce théorème généralise le théorème 10.1, p. 44. Généralisations analogues pour les résultats des N° 11, 12. Exemple : on prend Æ=1?, A,= application identiqué de I? sur lui-même, 4;,— ., i=1,...,n. On prend pour y;; l'opérateur représenté par la matrice : |
ai=||gi; |," Lm=l,.., 7%, où gi; est opérateur de multiplication par la fonction g}? € L® (Q); de même on prend Jo =119%" |} g"EL® (Q).
On a dans ces conditions :
avec :
% Tee, EE 0h £ Wok== 2 (Sa qu) + D Un.
né NUE, Ôx; REMARQUE 13.1.
On peut généraliser davantage, en introduisant des espaces de fonctions à valeurs dans un espace de Hilbert quelconque, soit A; le cas précédent correspond au cas
particulier où Æ est de dimension finie y.
Plan général d’étude des problèmes aux limites
On suppose donné l'opérateur A, sous une forme quelconque. On suppose que cet opérateur peut être mis sous la forme: A=D+M, comme au N°08. $i c’est possible, on étudiera les problèmes aux limites suivant le plan qui suit :
Borne.
On choisit une décomposition du type D+M; à cette décomposition correspond un espace € (4). On prendra ensuite toutes les décompositions possibles. Cf. aussi Aronszajn [2].
Il faut alors étudier l’espace € (4), et d’abord :
POINT
L'espace D est-il, où non, dense dans € (4)? Si D est dense dans € (4), le seul problème aux limites à considérer (pour À écrit sous cette forme) est le problème de Dirichlet. Sinon, il faut construire des espaces V intermédiaires entre D (A) et £(A). Pour cela est nécessaire l'étude des deux points qui suivent :
POINT
Propriétés de sommabilité locale et globale des éléments de € (4). Exemple : cf. Chap. I, $ 2, N° 1 ci-après.
POINT 4
Définition d'opérateurs frontières, si possible à partir du prolongement des éléments de € (A), sur un morceau de la frontière de Q (cf. déja, N° 1, exemple 1.2). PoInNT 5.
Définition d'espaces V (on utilisera souvent essentiellement les propriétés du point 4).
PoInNT 6.
Propriétés de complète continuité : l'injection de VW dans Q' est-elle complète-
ment continue ?
BOENT EE
Formes sesqui-linéaires; V-ellipticité.
POINT es.
Exemples d'opérateurs de perturbation.
BorNT 9!
Choix d’un espace X (pour la définition de X, cf. N° 3).
PorxnT 10.
Conclusions : problèmes aux limites résolus
$ 2. Applications
1. Opérateurs différentiels du 2°" ordre a coefficients variables bornés On suppose que l’on donne un opérateur différentiel D avec sa décomposition :
LA) 0 a RUE
i,j=1 CFA T;
où ÿ:,—fonction quelconque de L®(Q). On donne ensuite, une fonction M avec (1.2) IELS(O).
On fait les hypothèses suivantes :
(1.3) 2 (Em) AGE af et. Da 0, ec i,j=1 (1.4) (M (x)+ M (x)) >= a >0, ces deux inégalités ayant lieu presque partout dans Q. Point 1 L'espace € (4) est l’espace €::(Q) (cf. $ 1, exemple 1.1) des fonctions de carré
sommable sur (2 ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre 1; les notations sont :
dx.
n Q) lue = fincoPas fuit à [lu i=1 Ti Q Q On pose souvent :
ie = Us Point 2 La condition nécessaire et suffisante pour que Da soit dense dans €. (Q) est que la frontière de (2 soit de capacité nulle (cf. Deny-Lions [1]). Exemple trivial : si Q = R",
D est dense dans €4. (R”) (régularisation et tronquature).
Point 3 Propriétés de sommabilité locale et globale.
On rappelle la définition suivante (cf. Deny-Lions [1]) : DÉFINITION 1.1. Un ouvert Q de R", n>3, connexe, est dit ouvert de Soboleff si pour toute distribution 7! telle que _ T soit dans Z?(Q) pour tout à (ie.
Test dans B L(Q), espace de Beppo Levi sur Q) il existe une constante C telle que T+CEL(Q), 1/g=1/2 -1/n.
Notons que l'introduction de C' est évidemment inutile si ( est de mesure finie.
Ceci posé on a la
PROPOSITION 1.1. Si Q est un ouvert de Soboleff dans R”, n =3 toute fonction u EE: (Q) est dans L'(Q), 1/q=1/2-1/n.
DEMONSTRATION
a) Conséquence de la définition si Q est de mesure finie. b) Q est de mesure infinie.
Soit uw E El: (Q); « est donc dans BZL(Q), donc il existe une constante c avec (1.5) y=u+cEeLT(O).
Soit Qx l’ouvert intersection de Q et de la boule [x|<R. Soit vx la mesure de (x.
On 2 :
ll ; — fu (x) dx| <||u||xvr ?
Ur 9R et 1} #ÿ —| |u(x) dx <|lollievr de Ur OR Or de (1.5) l’on déduit :
1l 1l — TRE, d ss fre 2 - fut x, 9R QR
d’où en faisant tendre R vers l'infini : c=0, v=u€L*®(Q), c. q. f. d. Signalons la propriété de sommabilité locale : toute fonction % de Er: (Q) est
localement L? si n > 3, localement L?, p fini quelconque si n < 3.
Point 4. Propriétés de prolongement
Soit l, une portion de la frontière I de Q; on suppose que [; est une variété à n—1 dimensions, une fois continûment différentiable par morceaux. Alors (cf. déjà le $1, Exemple 1.2), on peut définir une application linéaire continue et une seule,
ni
de £i: (Q) dans L?, (l,) — espace des fonctions localement de carré sommable sur F,, pour la mesure superficielle ds,, espace muni de la topologie de la convergence dans L? sur tout compact, ce qui en fait un espace de Fréchet (i.e. métrisable et complet) — telle que y,f coincide presque partout sur l, avec les valeurs de f sur
V, lorsque f est continue dans QU 1
On dira dans ces conditions que le prolongement en moyenne sur T', des fonctions de Eï: est possible, et que y,f est la prolongée en moyenne de f sur [,. Pour plus de détails, cf. Deny-Lions [1], Soboleff [2], Nikolsky [1].
Si [, est borné, on prend Z?([1,) au lieu de L?.(T,). Si l’on prend alors
F=1?(1,), on a ainsi défini un opérateur frontière y,. On a, pour tout fé: (1.6) || y1 1 ze <C Il Î Il : c= constante.
Si l, est la frontière entière de Q, tout élément w de Di: (Q) vérifie y, u—0. Réciproquement si w est dans €: et vérifie y,u—0, alors w est dans D: (pour un
résultat plus précis, cf. Deny-Lions [1]).
En fait les fonctions de €: (Q) sont de puissance qème sommable au voisinage de |, n2Z3, ce qui permet de prolonger les fonctions de €: (Q) dans un espace plus petit que Z?(T,) (au moins localement), à savoir l’espace L®*(T,), avec : g* —
= il * — D (cf. Deny-Lions [1]). On ne peut utiliser directement l’espace L®* (T,) comme espace F car ce n’est pas un espace de Hilbert. Noter que l’application u y," de 1: (Q) dans L"(T,) n’est pas sur.
On a souvent une majoration meilleure que (1.6), à savoir : (1.7) 91 Îles € If Îlo 1 1h + ca I f1G, 1, c— constantes.
EXEMPLE: Q ouvert de R* dont le morceau l, de frontière est porté par
l’hyperplan x, —0, et ( contenant l’ouvert : l,x)0, e(, & assez petit.
Point 5. Espaces V EsPpACE V,: V,=D;:(Q). Ensuite on prend ESPACE V,=E€: (Q).
ESPACE V,;. On suppose que ( possède un morceau de frontière l', tel que le prolongement en moyenne soit possible. On prend alors pour V, l’espace des fonctions w € Er: (Q) telles que y, u—0 (cet espace contient D et est fermé). Plus généralement : soit V,, un sous-espace vectoriel fermé de L?(T,); on prend pour espace
V le sous-espace de €: (Q) formé des « tels que yuE U:..
ESPACE V,. On prend pour Q le cube )]0,1(". On peut prolonger les fonc-
tions de €;:(Q) sur la face x, —0 (resp. &n— 1); soit yr (resp. y!) l'opérateur de
prolongement en moyenne. On prend alors pour V, l’espace des fonctions de €: (Q)
qui vérifient : y (u) — yn(u). On peut faire la même chose avec les autres faces.
ESPACE Ÿ
On suppose Q non connexe : Q=Q, UQ,, Q, et Q, ouverts (connexes ou non), sans points communs, ayant une portion de frontière en commun soit 2 telle que le prolongement en moyenne des fonctions de El: (Q,) et de Eï: (Q,) sur Z soit possible. On a alors un opérateur o, (resp. o,) de prolongement des fonctions de €5:(Q,) (resp. Eï: (Q,)) dans ZL?(E) (toujours pour la mesure superficielle sur Z). Toute fonction u E Er: (Q) peut aussi être considérée comme un couple de fonctions : w—(u;, %2), u EE: (Q;). On prend alors pour V; le sous-espace de Er: (Q) formé des fonctions u—(u,,%) telles que: o,(,)—ao,(w), à constante (plus généralement si VU; est un sous-espace vectoriel fermé de L?(2) on prendra pour V le sous-espace des
u=(u,, w) telles que 0, (u;) — à 02 (u2) € Us).
Point 6. Propriétés de complète continuité
On rappelle le théorème suivant, démontré dans Deny-Lions [1]:
THéoRdMEe 1.1. Si Q est un ouvert de Soboleff borné, l'injection de Es (Q) dans L?(Q) est complètement continue. Voir aussi Soboleff [2], Courant-Hilbert [1]. On voit facilement sur des contre exemples que pour que le théorème 1.1 soit vrai, il faut imposer à Q deux conditions : l’une du genre « () borné » l’autre du genre «Q a une frontière régulière». Cette 2% condition disparait si l’on veut seulement
avoir la complète continuité de l'injection de Di: (Q) dans Z?(() :
THéoRdMEe 1.2 (Cf. Gârding [4].) Si Q est un ouvert borné, l'injection de Di: (Q) dans L? (Q) est complètement continue.
A partir des théorèmes 1.1 et 1.2 on peut passer à d’autres cas. Exemple : Soit À un compact quelconque de À” contenant l'origine, et B une boule ouverte |æ|<R, contenant X; on prend Q=BnCX, et pour espace V l’âdhérence dans
1, de l'espace des fonctions continues dans (, nulles dans un voisinage (variable) de K. Alors l'injection de V dans L?(Q) est complètement continue, l'injection de
€}. dans L? pouvant ne pas l'être, si À a une frontière très irrégulière.
Point 7 Avec les notations du $ 1, N° 10, p. 26, on a :
(1.8) (u, vas= } fous ac+ J'arusar Q
56 JL ILIONS
La partie hermitienne de cette forme est :
Qi5 + Gsi OU OÙ MmEMm (1.9) COPA ED] "> 1 REA dx + [ 5 u 5 dx.
Grâce à (1.3) et (1.4) on a :
(1.10) (u, u)4,91 > al] u||f, a=inf (a, &), pour tout « dans €.
FORMES SESQUI-LINÉAIRES ATTACHÉES À D +M
Si y, est un opérateur de prolongement en moyenne et B un élément quelconque de CL(L?(T;); L?(T,)), on peut prendre, comme au $ 1, N° 11 :
(1.11) ((u, v))=(u, v)a9 + (Bniu)nvds.
Pr
Pour voir si la forme (1.11) est elliptique, on utilisera la prop. 11.1, p. 45. Pour fixer les idées, on pourra supposer : B+ B*=0.
Voici quelques remarques plus spéciales à ce sujet.
a) On suppose que () est un borné quelconque, et V =D: (Q(). Alors une ma-
joration élémentaire (cf. Gärding [4]) montre qu’il existe une constante c telle que : ulk <cllul, pour tout « dans D! (Q)
(majoration inexacte sur Æ€ï:(Q); exemple : w—1). Dans ces conditions |lx|, et Ilulll sont sur D: (Q) des normes équivalentes et ((u, v)) peut être D::-elliptique (évidemment il n’y à pas d’opérateur frontière à considérer) avec une fonction M telle que M+M soit négatif.
b) Supposons maintenant que () soit un ouvert de Nikodym, i.e. un ouvert connexe borné, tel que toute distribution TE BL(Q) soit dans Z?(Q) (cf. Deny- Lions [1]). Supposons en outre défini un opérateur frontière y,. Pour « dans €4.(Q),
posons CP12) ef = [fu + |loa el ro.
PROPOSITION 1.2. Si Q est un ouvert de Nikodym et si on a défini un opéra-
teur de prolongement y, [lulls défini par (1.12) est sur E4. une norme équivalente à
RAS
DÉMONSTRATION
Décomposons l’espace €: en €: —{c} ® V, {c}—espace des constantes, V —es-
pace orthogonal pour la structure hilbertienne (w, v), + (u, v);. Soit alors « dans
1: (Q); elle se décompose de façon unique en w—c+v, c— constante, vE V. Comme
Q est un ouvert de Nikodym, V est isomorphe à BL? (Q) — quotient de BL(Q) par les constantes — donc ||v||, < c, [|ull,, — constantes. Comme y, u= y, c+y,v =
CP te ODA
le| = | Yi u | LT) + viol LD) < Ia wlzecr + Ca IAE
done :
(re < Mol + Lol yat + (ei + ca) fui € ca [fees d’où le résultat, une inégalité de type inverse étant évidente.
APPLICATION
Sous les hypothèses de la proposition 1.2, si M—0, et si B+ B* est strictement positif dans £(Z?(1,); L?(T,)), alors la forme sesqui-linéaire correspondante est €::-
elliptique.
Point 8
On peut prendre comme opérateur de perturbation :
où M EL®(Q). On applique les remarques du $ 1, N° 12.
Point 9. Espace X
Si les g; et M sont dans €, on peut prendre pour X l’espace des distributions TE D' telles que (D+M)T (qui a un sens; il n’en est plus de même si g; € L°® (Q)) soit dans Z?(Q) (ou dans D’, dans le cas du problème de Dirichlet).
Variantes évidentes dans le cas où les g;; et M sont k fois continûment dif-
férentiables dans (.
Point 10. Problèmes aux limites résolus
On désigne par [la frontière de (Q. On donne d’abord une formule d’intégration par parties. On suppose pour cela que [' est indéfiniment (ou suffisamment) différentiable; soit w, v dans €%:, les fonctions % et v étant en outre indéfiniment différentiables dans Q. Soit s€T, n(s) le vecteur unitaire de la normale intérieure à l'en s. On désigne par cos (n (s), x) le cosinus de l’angle de n (s) avec l’axe des x:.
On désigne par ypn(u) la fonction :
die) S—ypu(s)= 2 gi; (s) À. u(s) cos (n(s), vi)
(où l’on suppose les g;; continues dans Q). La fonction yh4w est dite : dérivée nor-
male de uw par rapport à D sur L. On à alors la formule :
Ou 00 —— (1.14) (Du, v)1: = E [as + = dx+ frourvas Q L
où yv= valeurs de v sur T.
Si maintenant EE: (Q), vEEr:, Due L?, sans aucune hypothèse sur l', sans hypothèses supplémentaires sur les g;; la formule (1.14) n’a pas de sens : yv n’a pas de sens, et ynp% encore moins; on peut seulement utiliser (1.14) pour obtenir des interprétations formelles des problèmes aux limites.
Grâce aux hypothèses faites, fous les problèmes aux limites correspondants aux espaces ci-après admettent une solution unique.
EsPACE V, (p. 54).
C’est le problème de Dirichlet au sens de Gârding.
ESPACE V, (p. 54).
Alors, “EN signifie (formellement, on ne le répétera plus) J VD uyv ds—0 pour
ik tout EE: donc ynu—0. Le problème aux limites correspondant est (cf. $ 1, No 3):
trouver U dans X, solution de
(1.15) (D+M)U=F, F donné dans Z?, avec les conditions :
(1.16) U—RhEN,
où » est donné dans X, i.e., grâce à l'interprétation ci-dessus : (117) yoU= ph
c’est-à-dire que ynU, dérivée normale de U par rapport à D est donné sur T. C'est le problème de Neumann. La forme sous laquelle il est posé est celle indiquée en remarque dans Gärding [4]. C’est une généralisation des problèmes de Neumann sous la forme de Courant et Hilbert et Pleijel. b) B non nul.
La condition € N signifie alors :
fypu yvds ce fBynuyo ds 1 ï
pour tout v dans €!:, donc :
ypu = 0 sur l'—-F, you = By,u sur [.
Le problème aux limites correspondant revient à :
fyoU donné sur L['—},,
PS — By,U donné sur |".
Généralisation immédiate aux cas où l’on prolonge sur plusieurs morceaux de frontière.
EsPACE V, (p. 54).
On suppose B—0 pour simplifier. La condition «€ N signifie :
fyouyo ds — 0 pour tout v dans F,; T
comme y,v—0 sur |’, reste seulement la condition : | VD U TT ds —0 T-T et finalement, «EN (V,) signifie :
[you =0 sur P—[
[y uw =0 sur T,.
Le problème aux limites correspondant revient à : ypU donné sur F —1,, y, U donné sur [';; c’est un problème aux limites de
type mélé (terminologie de M. Hadamard).
EsPACE PV, (p. 54).
On prend B—0. La condition € N signifie :
Ulr,-o= le, tb Yul:,-0= —ypul:,-1; même chose pour les autres faces. (Cf. Minakshisundaram [1].)
ESPACE V, (p. 55).
La condition «€ N signifie (on prend encore B = 0) :
O1 U=AOU BUT À
Fee sur À
y =0 sur 00, -2
Le u,=0 sur 8Q,—XZ (8Q,;=frontière de ().
Le problème aux limites correspondant est un problème de transmission.
EE
(D Note ajoutée à la correction des épreuves: ceci ne réscut pas les problèmes de dérivée oblique (Bouligand, Giraud); mais on peut adapter la méthode précédente de façon à résoudre ces problèmes : ef. Lions, Sur les problèmes de dérivée oblique, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 240 (1955), p. 266—268. (Article détailllé à paraître aux Annals of Math.)
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Remarques particulières 1) On peut chercher à résoudre les problèmes aux limites relatifs à D, M —0. Pour cela, cf. Lions [4].
2) Considérons sur €: la forme sesqui-linéaire :
((u, v)) = (uw, v)4,9 + L (u, v)—fhuëdx,
où :
Te o Ô HS (nl rm.” DU 0 d , £ (u, v) 5 À L Gi uo “25 x a avec «#5 EL UNDIEESRPEILE ; fr EL EN) 2x. (Q) fonctions à valeurs réelles, et :
Si l’hypothèse (1.3) p. 52, a lieu, la forme ((w, v)) ci-dessus sera elliptique sur
A de
L(M+M) —h= a, 0 presque partout dans Q.
Dans ces conditions la théorie générale s’applique. Cet exemple ne rentre pas tout à fait dans les exemples des opérateurs de perturbation; si en effet N est l’espace construit à partir de cette forme sur V, la condition 4 EN dépend non seulement de D mais aussi de P; il n’en est pas de même dans le cas d'opérateurs de perturbation.
3) On s’est donné l’opérateur D avec une décomposition fixée. On va donner au N° suivant un exemple simple d’opérateur du 2ème ordre avec plusieurs décom-
positions.
Nouveaux problèmes aux limites relatifs à A
On se place sur un ouvert ( de R?, n—2; À est le Laplacien. Si l’on pose :
(2.1) Si
CEA “ 0% oo, à CEA (42 4)
on peut écrire :
(2.2) — A=a; "A; A;t+atA; Ads, 420, m+a=l.
On prend M — opérateur de multiplication par une fonction M € L® avec M (x) = u=0
presque partout dans Q.
1er cas : a, et a, non nuls
Point 1. Espace € (4).
C’est l’espace des fonctions & € L?(() telles que A,:u et A,-u soient dans L?,
done € (A)=— Er: (Q). Les points 2 à 6 sont alors identiques à ceux du N° précédent.
Point 7. L'opérateur — À donné par (2.2) est € (A)-elliptique. Diffère seulement de ce qui précède le
Point 11. Interprétation des problèmes aux limites.
On a la formule :
Q Q 5 (2.3) (— Au, v)r=(u, dat [(S ur (ds — da) Fu)sas
0 ; — u = dérivée normale, —— w = dérivée tangentielle. Ov 08
Prenons V = €7:(Q); la condition « EN signifie alors
2 u+i(a-a)z 0 SU Le
le problème aux limites correspondant est différent si a, + a, du problème de Neumann 2 a relatif à — A écrit sous la forme + Le Oxi x 2%, cas: do = 0.
L'espace € (4) — € (4,) est l’espace des fonctions w € L? (Q) telles que 4, :u € L? (Q). Cet espace contient €ï:(Q). On a : l’adhérence D (4,) de D, dans £ (4;) est identique à
D':(Q). En effet on voit directement que pour tout g dans Da on a:
I] 41: plz = I œ Îl;
d’où l'identité de D(4,) et Di: (Q), complétés de Da pour la même norme.
Pour l'interprétation des problèmes aux limites on fait a, —0 dans (2.3).
Opérateurs différentiels du 2ème ordre dégénérés
On considère l’opérateur
E à © , ; (3.1) DNS , RÉSULTE RE
gi i,3=1 OT 0%;
où : H,EL®(Q), à valeurs réelles, g;—=g;; (tout ceci pour un peu simplifier), et
l'opérateur M, multiplication par M € L® (Q) avec
(3.2) M (x) = u>0 presque partout dans ().
On suppose :
K (3.3) S gx) & & > «lEf? pour tout EEE”, x >0. i,j=1
L'opérateur D est dit : opérateur elliptique dégénéré (ceci parce que K <n). Point 1. Espace € (4).
Ô 2 C’est l’espace des fonctions w € L?(Q) telles que nd soit dans Z? (Q) pouri=1,..., X
ul
: Q Q sans aucune hypothèse sur RL u}.
26h TK1 OXn
Point 2. Densité de Do.
Désignons par À l’espace des (x,,...,æx) et R"-* l’espace orthogonal dans R”.
Soit Q, (resp. Q,) la projection de Q sur RŸ (resp. sur R°-*). On a la
PROPOSITION 3.1. Si la frontière de Q, n’est pas de capacité nulle, l’espace Da
n’est pas dense dans € (À).
DÉMONSTRATION
On utilise le corollaire 9.1, $1, p. 41 : il faut montrer qu’il existe « dans € (4)
solution non nulle de
(3.4) ce —#u+u=0.
ai € L?(«) pouri<K,
On considère l’ouvert o—=Q,xQ,=Q. Il existe U € L? (w) avec ‘ T;
non nul, solution de
(3.5) Al 0
En effet la frontière de Q, étant de capacité positive, il existe une fonction #,
non nulle dans €: (Q,), telle que
s tu =0.
ren ; Si alors «, est une fonction quelconque de Z?(Q,), la fonction U =u, @ u, vérifie (3.5). Soit « la restriction de U à Q; c’est un élément de € (A) non nul, qui vérifie (3.4) d’où le résultat.
Point 4. Prolongement des fonctions.
On peut suivre une méthode analogue à celle de Deny-Lions [1]; il faudra supposer que les directions des normales à l vérifient certaines hypothèses de façon à
pouvoir majorer sans utiliser les dérivées en %x:1,..., Zn.
Point 5. Espaces V. Exemples analogues à ceux du N°1.
Point 6. Complète continuité.
L'injection de €(A) dans Z?(Q) n’est jamais complètement continue; en effet il n’y a pas de condition de Lipschitz dans l’espace L? pour les translations parallèles AUX AXES ri. ne
Point 7. Grâce à (3.3), D est € (A)-elliptique.
Point 9. Interprétation des problèmes aux limites.
On opère comme au N° 1, en utilisant la formule :
(3.6) (Du, v)m=(u,v)»+fypuyvds 1P où K 37 BE 0 CO (es, di) (3.7) yD 2,9 2e (n, mi)
4. Opérateurs différentiels du 2ème ordre à coefficients variables irréguliers
On donne dans Qc R” l'opérateur
EC © (4.1) D Mer 8 x (o, di a; © .
où les fonctions g;; sont réelles dans L°® (Q), g;=g;i pour tout i,7, et où les di, A2, -., an sont des fonctions quelconques dans (), une fois continüment différentiables, à valeurs réelles.
On donne ensuite l’opérateur M de multiplication par une fonction localement
sommable sur (À, avec (4.2) M (x) = u > 0 presque partout dans {.
On suppose que
(4.3) DZ mi)hË&Zzaléf, «x>0, £EZ.
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Point 1. Espace € (4).
On pose :
(4.4) TNT
fonction positive localement de carré sommable; la fonction 1 /m est dans ZL® (Q) : 0 <1/m (x) <1/Vu. On prend pour espace Æ ($1, N°8) l’espace des fonctions f du type :
muni de la norme :
(4.6) If 11e = 119 Île -
Alors Æ est un espace de Hilbert, contenu dans Z? (c’est aussi l’espace des fonctions f telles que mf€E L? (Q)). On prend pour À, l'opérateur f > mf de E —> L?, isomorphisme sur (on a donc (E 1)). Le dual E' de E est l’espace des fonctions F du type
1l (4.7) F=mG, GEI?(Q) (ou encore telles que 2 Fel). On a: EcLcE'; sif€E, F EE, leur produit scalaire est : (4.8) Gr>= [(mf(=F)dx.
On prend pour g l’application identique.
OPÉRATEURS À
Q) On prend pour À; l'opérateur pur on définit bien ainsi un élément de î
, ; © £L(E; Do) (si fEE alors f est dans L?, et a; at est localement dans Di: (Q), donc
est dans Do) et de £L(Do; L?), done on a (E2), p. 38. L'opérateur ‘4; est défini pour fEL?(Q) par :
Aif= — — (af).
Î rs (ai f)
Donc € (4) est l’espace des fonctions « telles que mu € L? et a Er, muni de la T; norme dont le carré est
ou CEA
n 2 Île u |f5 + »> di .
Point 2. Densité de Do.
On désigne par d(x, l) la distance de æ€ Q à [° frontière de Q. On à la
PROPOSITION 4.1. Si la fonction m est continue et si
Se), c,=constante, x € (),
di (x) Le Ë (Dr lc)
alors Da est dense dans € (4).
DÉMONSTRATION
a) Soit F—ÇQ et F(e) l'ensemble des points de R” à distance <e de F; on
désigne par y. la fonction caractéristique de Ç # (2e); si 0 € Dyn, o (x) = O0 de support
Il 5 [x | < 1, de masse totale 1, on note op. la fonction + —0.(x) — c 0 (:). Alors 0, — Ô
(— masse 1 à l’origine) dans € €
dans € (4), et u.—b.u. On voit tout de suite que mu, mu dans L’10)2 Pour
.n, lorsque e—0. Posons : b.—7,%x0., fonction de
chaleur CF(3e), nulle sur #(e) (donc nulle au voisinage de F). Soit u donnée
; ù Q) Ou montrer que 4.—>w dans € (4), il reste à montrer que 4; =. met. pre dans Z? (Q), T; Ti ce qui revient à montrer que
d; (£ bju (ete) em +0 dans Z? (Q).
m OT;
Ô 2 ne (x) Cole par conséquent :
Ô d; AS =£ = a(r)r ce 24 D)| bte ÿ Imu|,
© s RU] x et ceci pour æ€ support de CEA b., ie. pour d(x, T) <3e donc grâce à l’hypothèse
© di ( r.) u
donc —>0 dans L? par le théorème de Lebesgue. Donc : Les fonctions de £ (A) nulles
est majoré par c;|mul| et tend vers 0 presque partout dans ©,
au voisinage de T' sont denses dans € (À)
ai (x) læ | m (x)
@ $i Q=R", il faut remplacer (4.9) par : est borné.
5—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
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b) Désignons par c une fonction de D,r,=1 pour |x|<1, et=0 pour [x|>2,
0O£c(x)<1 partout, et désignons par cr la fonction : æ—cr(x) =c(x/R). Soit
donnée dans € (4); posons ur=cRu; mur-—>mu dans L?(Q); pour montrer que
d; Ur —= Qi u dans Z? (Q), tout revient à montrer que 0%; CA 1 0 X=4 Na u = (un 32 cn) (mu) 0 dans 7? (Q).
o 1 A Or he Ca 7 ©b est nulle sauf pour R <|x| <2R. En écrivant : TL;
db 1 1 d'(æ, l) LE . rl F1 } (Ie er) ur
on voit que | X(x)| < c;|mu(x)| et done X 0 dans L? (Q) par le théorème de Lebesgue. Combinant avec le a), on à montré : les fonctions de £ (A) à supports compacts dans (] sont denses dans € (À).
c) Soit maintenant w € £ (A) de support compact dans Q. On veut l’approcher dans € (4) par une suite de fonctions de Do. Pour cela on va régulariser w. Soit 0. > Ô dans Er. On identifie dans le reste de la démonstration une fonction f définie dans Q avec son prolongement f à R" par 0 hors de Q. Avec cette convention la régularisée de «w par 0. est : w.=ux0, de support compact dans () pour e assez petit. La proposition sera démontrée si l’on prouve que w,—u dans € (4). Comme u.—>u dans 1?(Q) en gardant son support dans un compact fixe, w, uw dans Z.
Reste à montrer que
© © ne dans L?(Q), & — 0.
Or d’après le Lemme de Friedrichs sur les « Mollifiers » (cf. Friedrichs [1]) on sait que :
0 Q 2 di Cu) X Qe— di (£ ) —0 dans Z*(Q) (puisque w est à support compact); comme Q ) di; CE «) X Le > Gi es u dans Z? (Q), on à le résultat.
Voici maintenant un critère de non-densité.
PROPOSITION 4.2. On suppose qu’il existe un ensemble © porté par T', de capacité
positive, ayant un voisinage «w dans Q sur lequel les fonctions |a;
sont bornées inférieurement. Alors Da n’est pas dense dans E (A4).
DÉMONSTRATION
Soit FED,n, —1 sur un morceau de capacité positive de 2, et soit f sa re-
striction à æ. Si Da était dense dans € (A), on pourrait approcher la restriction f; de F à Q par une suite de fonctions de Da dans € (4); par restriction à « et en utilisant le fait que les lai | sont bornées inférieurement sur &, on aurait : f— lim. nr dans €5:(w), où les gr sont dans €,, nulles au voisinage de X, ce qui est im-
possible.
Point 4. Prolongement des fonctions de £ (4).
On se ramène à €: (Q) : soit |, un morceau de [sur lequel le prolongement en moyenne est possible (cf. p. 53 et 54); on suppose en outre qu’il existe un voisinage w de I, dans Q sur lequel les fonctions a; sont bornées inférieurement. Alors toute f dans € (A) a sa restriction à æ dans €z:(w), et prolonger les fonctions de € (4) sur
V, revient à prolonger les fonctions de €: (w) sur [”,.
Point 5. Espaces V. Ici encore on a des exemples analogues à ceux du N° 1.
Point 6. Propriétés de complète continuité.
Considérons d’abord le cas O—=R". On a la
PROPOSITION 4.3. On suppose que :
(4.10) Les fonctions a; ne s’annullent jamais ; (4.11) La fonction M (x) tend vers l'infini lorsque |z|— oo. Dans ces conditions l'injection de E (A) dans L?(R") est complètement continue.
DÉMONSTRATION
Soit B la boule unité de €(4); il faut montrer qu'elle est relativement compacte dans Z?(R") donc (cf. A. Weil [1]) :
a) Pour tout e > 0 il existe un compact ÆX de R" tel que
J | f(x) P dx < e pour tout fEB.
b) Pour tout € > 0 il existe un nombre 7 tel que tn (D —fllumn <e pour|k|<n,/€8
(tn f—translatée de f du vecteur h).
Montrons a); on à :
[let az - [imif 3 de CK
CK donc < max l/m, xECÇK, d’où le a) grâce à l’hypothèse (4.11).
Comme le a) est démontré, pour démontrer le b), il suffit de montrer ceci :
on donne un compact À et e; montrer qu’il existe 7 tel que
[lf(x—2)—f (x) P dx < e pour |[h| < 7 et pour tout fEB. K
Or grâce à (4.10) les fonctions f sont localement dans €5:, et demeurent dans un ensemble borné; l'inégalité résulte alors de Schwartz [2] théorème XVII, p. 42.
On peut généraliser la proposition 4.3 comme suit : PROPOSITION 4.4. On suppose que sur un ouvert Q de R" on a (4.10) ainsi que
il existe une partition de l’unité sur Q :
(4.12) n 1 = Dore XX ; BPEEa, = 0, k=1
les applications u — ax u étant compactes de £ (A) dans I? (Q) et
4.13) si l'; est la portion de frontière de () en commun avec le support de B, M (x)— co si |x|—-oo(rEQ) ou si Ts.
Dans ces conditions, l’injection de € (A) dans L? (Q) est complètement continue ().
DÉMONSTRATION
Soit B la boule unité de € (4); il faut montrer qu’elle est relativement compacte dans L?(Q), i.e. :
a) pour tout #0 il existe un compact K avec
lfÎluem <e pour tout /EB et
b) pour tout #0 il existe 7 tel que er f— fl
f désignant la fonction f prolongée à R* par 0 hors de Q.
nçrm < € pour ||h|| < y et fEB,
Par utilisation de la partition de l’unité, on est ramené à démontrer des majorations
analogues pour les fonctions &;f, et Bf. Pour «;f ces majorations sont vraies, puisque
La partition de l’unité permet de passer du local au global.
les applications f — «x f sont compactes. Pour ff on opère exactement comme dans la proposition 4.3, grâce à (4.13).
Les points 7 à 9 sont analogues à ceux des N° précédents.
Point 10. Problèmes aux limites résolus.
On utilise la formule d'intégration par parties :
Du, 5» = (u, v)p + [yo uyvds, nl où le premier membre désigne le produit scalaire (4.8), où
Ou 0v (u, v)p = 5 fau gta Par
et où
n © = Or S ; Fa) | yYDu PAL i Da cos (n, x) On a des résultats semblables à ceux du N° 1. Par contre les propositions 4.3 et 4.4 donnent des résultats de complète continuité différents de ceux du N° I. d?
dr?
L'espace €(A) est donc l’espace des fonctions w telles que Vx?+1 EL? ainsi que
Exemple : on considère sur A1 l'opérateur D — — et M donnée par M(x) =? +1.
d mur ; À ——u. L'injection de Æ€(A) dans ZL?(R1) est complètement continue, donc le système
dx
des fonctions propres :
dè da
Ur + (2? +1) ux = Àx Ux
forme un système complet dans L?(R1) et même dans €(4) (cf. $ 1, N° 5, p. 32). On retrouve ainsi le système complet des fonctions de Hermite (ef. Titchmarsh [1]). Les propositions 4.3 et 4.4 conduisent donc à de nombreux systèmes complets sur
L?(R1) ou sur Z?(Q), Q borné ou non. C’est une généralisation des résultats de
Titchmarsh [1], [2].
5. Opérateurs différentiels d’ordre 2 m On considère sur (Q ouvert quelconque de R" l'opérateur défini pour 9€ Da par
(5.1) DEPAE UE > D? (9»a D°p)
lp, 1al=m
où p et q parcourent tous les indices r—(r,, ..., r,) tels que
n fr= Dim, i=1
où ÿpa EL? (Q).
On donne ensuite M, opérateur de multiplication par une fonction M € L® (Q), avec (5.2) M(x)=u>0 presque partout dans Q.
Comparant avec les notations du $ 1, on a: 4; — D” (en ordonnant les indices p).
Point 1. Espaces € (4).
On prend Æ=1?(Q). L'espace €(A) étant important on lui donne une notation spéciale :
Espace £%:(Q)(=E€ (4)).
C’est l’espace des fonctions u € L?(Q), telles que D’u € L? pour tout p avec |p|=m,
sans aucune hypothèse sur les dérivées intermédiaires. On pose de façon générale : PS D 2 _ alé =2 Duc, [pl=k.
L'espace Æ7:(Q) est muni de la norme :
(5.3) Iecllm, = (ec flo + Ile).
C’est un espace de Hilbert (proposition 9.1, p. 40). On désigne par E%:(Q) l’espace des fonctions « dont toutes les dérivées d'ordre
<m sont dans Z?(Q), avec la norme m + + 6.4 Hull. -(S lui) - K=0
Les espaces Æ7:(()) et €7:(Q) coincident localement (et coincident localement avec l’espace des distributions dont les dérivées d'ordre m sont localement Z?), mais non
globalement (cf. point 3).
Point 2. Adhérence de D, dans Æ7,(Q).
Les topologies induites sur Da par #%(Q) et £7.(Q) sont identiques; en effet,
si pEDa, les normes pile, et [ph sont équivalentes (comme on voit par trans-
formation de Fourier et utilisation du théorème de Plancherel). On en déduit :
THÉORÈME 5.1. L'espace D(A) est identique à Dr:(Q), adhérence de Da dans Ex (Q).
THÉORÈME 5.2. Si la frontière de Q est de capacité positive, Da n’est pas dense dans E7:(Q).
Point 3. Propriétés de sommabilité globale.
On peut très bien avoir pour certains ouverts Q (de frontière irrégulière) l’espace
7: (Q) strictement contenu dans H7:(Q) ce qui conduit à poser la DÉFINITION 5.1. L'ouvert Q est dit: m-régulier m > 1 si toute fonction uEE7:(Q) est dans €7.(Q) (autrement dit si les espaces Z7:(Q) et €7:(Q) coincident, algébriquement). Mais si les espaces Æ7.(Q) et €7.(Q) coincident algébriquement, comme le 2°" a une topologie plus fine que le 1er, ces topologies coincident (Théorème de Banach, cf. Bourbaki [1] p. 37, Cor. 2) et done : si Q est m-régulier, pour tout q avec |g|<m,
il existe une constante À, ne dépendant que de q, m, et Q telle que
(5.5) Du
2 <Aal(llulé+llul%) pour tout uEeEr(Q).
Réciproquement, soit Q donnant lieu aux inégalités (5.5). Nous ignorons si ceci entraîne l'identité des espaces Z7:(Q) et Æ€7:(Q); la question se ramène à savoir si
7(Q) est dense dans ÆZ7%:(Q) (voir des problèmes analogues dans Deny-Lions [1]).
Exemples d’ouverts m-réguliers
On voit tout de suite par transformation de Fourier que (= R" est un ouvert m-régulier, quel que soit m.
Tout ouvert de Nikodym (cf. p. 56) est un ouvert m-régulier; il y a même alors beaucoup plus : toute distribution 7 dont les dérivées d’ordre m sont dans L? est dans €7.(Q) (évident). Exemple : les boules (ouvertes) sont des ouverts m-réguliers.
Nous démontrons dans Lions [3] le
THÉORÈME 5.3. Soit Q un ouvert de R" tel que toute parallèle à ox; coupe Q en un nombre fini ou non de segments ouverts, de longueur finie où non mais Za70, et ceci pour toutes les directions d’axes. Alors Q est m-régulier.
Exemple : les complémentaires des boules fermées sont des ouverts m-réguliers.
La propriété de m-régularité est une propriété locale de la frontière.
Point 4. Prolongement des fonctions de Æ7:(Q). Soit [, un morceau de la frontière [ de Q, possédant un voisinage « dans Q
tel que :
(5.6) « est m-régulier et le prolongement en moyenne sur [, est possible (cf. p. 53 et 54).
Si U est dans ÆZ7:(Q), sa restriction « à «œ est dans £7:(w) donc, æ étant m-régulier, est dans €7%:(w); on peut donc définir y,(u), .…, y, (Du) pour [pl < m—1, éléments de L?(T,).
Point 5. Espaces V.
a) Soit Z un morceau de frontière de capacité positive. On prend alors pour espace V l’adhérence dans Æ7:(Q) des fonctions qui sont identiques à 0 (ou bien dont certaines dérivées d’ordre <m—1l sont nulles) dans un voisinage (variable) de X.
b) Soit [', un morceau de frontière, avec (5.6).
On peut alors prendre pour V le sous-espace vectoriel fermé de Æ#7.(Q) formé des fonctions v telles que :
71(D°v)=—0, pour p parcourant un ensemble d'indices A, avec [p|<m—1 (plus généralement, on prend des sous-espaces vectoriels fermés V, de L?(T), pEH, et pour W le sous-espace des fonctions v telles que y, (D? v) € Ÿ, pour pEH). Ce procédé donne évidemment de très nombreux espaces V; c’est la généralisation naturelle des espaces V; (p. 54); on généralisera de même les espaces V, (p. 55).
c) Voici un autre exemple important :
On suppose que l’ouvert Q est m-régulier. On prend pour espace V l’espace des fonctions uE E7:(Q) et appartenant à Di:(Q), k<m (pour k=m, c’est D7.(Q)); comme Q est m-régulier, Æ7:(() coincide avec €7:(Q) et on définit bien ainsi un sous-espace vectoriel fermé de Æ7:(Q); c’est l’espace des fonctions dont les dérivées d'ordre
£k-—1 sont nulles en moyenne sur la frontière de Q.
Point 6. Complète continuité.
On suppose Q est m-régulier. On est alors ramené à voir quand l'injection de Er:(Q) (ou de ses sous-espaces V) dans Z?(Q) est complètement continue. On se ramène à m—1; exemple : si l’injection de €;:(Q) dans Z?(Q) est complètement continue, il en est de même de l'injection de €7:(Q) dans Z?(Q) (évident). On utilise
alors les critères des pages 54 et 55.
Point 7. V-ellipticité.
Explicitons pour ce cas particulier la définition générale de V-ellipticité : l’opé-
rateur D est V-elliptique s’il existe une constante «&, >0 telle que
(5.7) D fat) D'uD'udx > allul} pour tout «ep.
IPl,lal=m Q
(CE. déf. 10.2, p. 43).
Par application de la transformation de Fourier on à (Gârding, Visik) :
THÉORÈME 5.4. Si D est à coefficients constants, la condition nécessaire et suffisante pour que D soit D-elliptique est que (5.8) DT TR En.
pl, lal=m
Montrons maintenant le
THÉORÈME 5.5. Si D est à coefficients constants et si QÀ est borné, la condition nécessaire et suffisante pour que D soit E%:(Q)-elliptique, est que pour tout ensemble de
nombres complexes E,,|p|l=m, on ait :
(3.9) 2, Grababr 2% D Far 1Pl,1al=m Ipl=m
DÉMONSTRATION
Il est immédiat que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire :
si (5.9) n’a pas lieu, il existe un ensemble de nombres É£ tels que
> ee 2 0)
1P11al=m
Soit alors P un polynome tel que D’P—{%,|]p|=m. Puisque Q est borné, P est dans Æ7:(Q) et (P, P), <0, donc D n’est pas Z7:(Q)-elliptique d’où le résultat.
En comparant les résultats des théorèmes 5.4 et 5.5, un voit que la notion de
V-ellipticité dépend effectivement de V
Point 8. Opérateurs de perturbation.
On peut prendre :
(5.10) > map om, COLA L),
ou bien, si ( est m-régulier :
(5.11) DES ND Me CCD Li
IpI<m
74 J. L. LIONS On considère alors (cf. $ 1, p. 46 et 47) :
(Qu, v)) = (u, v)prn + (Byiu, YaV)ze as + PU, 8) (u, v)p=Z [gra Du D’vdx,
(u, vu = [ Muëdæ, (u, v)nim=(u, v)n + (u, vu Q et il faudra par exemple (prop. 12.1, p. 47 et déf. 12.2, p. 46) que P soit de partie
hermitienne positive. On peut définir V, sous-espace de €7:, par la condition : (Puy, u)rn+(u, Pu)n=0
(et, éventuellement, des conditions supplémentaires). Il faut que V contienne D, donc
il faut, que pour tout œ dans D, on ait :
(5.12) (Pp, pu + (gp, Ppu > 0.
P=(—1)ÿ" >: D'(ass D), ya =@as = constantes réellés, -2y = m. IPl,1a1=y Alors (5.12) a lieu si :
D'apae tte Oifpour. tout É€E7.
Point 9. Espace X.
On suppose pour ce point que
L’operateur D est à coefficients indéfiniment différentiables et I
est indéfiniment différentiable.
On prend alors pour X l’espace des distributions T' telles que (D+M)T soit dans L?(Q), ou dans D: dans le cas du problème de Dirichlet.
Les propriétés locales des éléments de ces espaces ne sont pas connues. Signalons toutefois le résultat simple suivant, du à Friedrichs (1), Théorème 1 : Si 7! est une distribution localement dans £€7: (sur Q) telle que D-:T soit localement de carré sommable, alors 7 est localement dans €”. Ce résultat vaut en supposant seulement les coefficients de D m fois continûment différentiables. Pour des résultats voisins, voir Browder [1], [2], [3], [4] et John [2].
Rappelons également le résultat suivant : si m>n/2 les fonctions de €7:(Q) sont (presque partout) égales à des fonctions continues (résultat immédiat en utilisant la
transformation de Fourier).
Point 10. Problèmes aux limites résolus.
On va considérer un opérateur D particulier :
n © æ n © & i, 510% O0 % OmÔ®; 1102 Où
où a>0,b=0,a+b=l1, L'espace € (4) est H%.(Q).
L'opérateur A° sous la forme (5.14) est H%:(Q)-elliptique. En effet, pour A? écrit
comme çi-dessus, on à (u, u)a = alu | +0|| Aulf=alu|l, a >0.
Donc tous les problèmes aux limites étudiés ci-après ont une solution unique.
Formule d'intégration par parties
On suppose pour l'instant que la frontière l de Q est assez régulière, les fonctions « et v suffisamment différentiables et petites à l'infini pour que toutes les intégrales çi-après convergent. On note s le point générique de l, ds la mesure superlicielle et n(s) le vecteur unitaire de la normale intérieure à l'en s. Si f est une
fonction une fois continûment différentiable dans Q UT, on pose :
e (a) nl) cos (n(s), x) (dérivée normale).
On à :
De 0 À he (5.15) (Au, D) 11 = 5, “ods—al(u, v) — b | (Au) 5ds + (u, va:
V J U T où l’on à posé :
n 0 $ (5.16) T(u, v) = = > | Lu) cos (n, CEE T
Transformons Z(u,v); on se ramène au cas où v est à support compact sur Q, de façon à pouvoir prendre des coordonnées locales au voisinage de ce support : on prend dans une boule de À” contenant ce support un système de coordonnées locales,
À; +, Ân_1, v, de sorte que » désigne la distance de x à T'; on a:
sè y (s) = cos (n(s), x) CA
et on peut écrire :
Ê a ra or @ TG UY= ST | . “4 COS (n, x) (5 2 — 55 © (08 (n, m)) ds.
On intègre par parties en À;. Si l’on pose
n 2 (5.17) T'(u) = . cos (n, x) cos (n, *;) et 0 ® 0 Àx L ;) — données locales), (5.18) S(u) 2,8% Ce cos (2, 07) (en coordonnée ) il vient:
On a finalement la formule :
(5.19) (Au, v)r = [au aS(w}5ds- farçtsau Ésas+ (una in Ë
Les fonctions S(u) et T'(u) sont indépendantes des coordonnées curvilignes choisies à cause de l’unicité de la décomposition d’une distribution en somme de dérivées transversales.
On va maintenant interpréter quelques-uns des problèmes aux limites relatifs à
V+M,M(x)=u>0, résolus par la théorie générale, en utilisant formellement (5.19). ExEeMPLE 1. V—Æ%.(Q) (problème de Neumann).
La condition EN signifie :
À (Au) a 8 (u)—0 et aT(u)+bAu=0 sur FT.
Le problème aux limites correspondant est : trouver U dans X, solution de (NM +M)U=F,
F donné dans Z?, avec les conditions aux limites : U—hEN, h donné dans %, soit :
® (AU) -a8 (0) = un est donné sur l Ov Ov
et aT(U)+bAU=aT(h)+bARh, donné sur F
(par la suite nous n’interprétons plus les problèmes aux limites mais seulement les conditions aux limites).
Les conditions aux limites actuelles généralisent celles de Pleijel [1]. Notons
toutefois que cette théorie sous sa forme actuelle ne marche pas pour M —0, cas
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS ÿl7
étudié par M. Pleijel (pour M —0 notre méthode marche en utilisant une généralisation de la notion d’ouvert de Soboleff).
On peut ensuite faire varier « dans 0<a<1l,(b—1-—a). On ne peut pas faire + Fe dis Ô a—0, de sorte que le problème aux limites avec les conditions : Auw—0, 3, Au=0 y sur [n’est pas résolu pour l’instant; cette lacune est comblée au N° suivant.
On suppose donné un morceau [, de la frontière avec (5.6). On utilise alors
les espaces V du point 5, b), p. 72.
1) vEV équivaut à y,(v)=0.
Alors 4€ N signifie :
yitu)=0 sur F,, À (Au) - a Su) 0 sur II", etuaT'(u) +5 Au=0"sur [,
C 5 A =0 pour i=1,...,n.
2) vEV equivaut à y, L %
Alors EN (N) signifie :
G) V1 CZ. «) =0 sur [, pour tout à,
aT(u)+b Au=0 -sur FT, (A4 aS(u)=0 sur T.
On peut donner des variantes évidentes à ces exemples.
On donne [',, avec (5.6) et sur [', les fonctions: c«, continue positive, c; une
fois continûment différentiables, =0. Pour w,v dans Æ%:(Q) on pose :
ie £ ou Cle (5.20) J (u, v) = Je yilu)y1(0) ds + 2 CEA G: cn C2 5) ds. r In On 2 :
(5.21) Ju, v)=(Byiu, Y10)z 0
ce qui définit BEL(L?(T,); L?(l;)}, =0, donc ((u,v))=(u, v)a.rm+J(u,v) est elliptique.
Interprétons alors l’espace N. Pour cela transformons J(u,v). Ecrivons pour
simplifier v au lieu de y,v. On pose :
(5.22) R (u) = br C pu?) -cyw (en coordonnées locales) Q (5.23) Q(u)= > au cos (n, x).
i 0%; Alors :
Q (5.24) J(u, v) = freosas+ fou sas ne 1
La condition EN qui est par définition :
(Au, v)1e= (ui, var + (By Vivre pour tout vEÆH5(Q))
signifie, en utilisant (5.19) et (5.24) :
0) f A(u) sur L, w SON D sue | Om eur rs et M TN be LI Ù O sur REC
EXEMPLE d.
On prend V=Di.(Q) n E5:(Q) (Q étant supposé 2-régulier; cf. p. 63). La condi-
tion EN signifie alors :
u=0 sur l, aT(u)+bAu=0 sur F.
C’est la généralisation des conditions aux limites du problème IT de Pleijel [1].
Si l’on prend pour V l’espace de la page 72, c), on peut prendre pour espace Q (cf. $ 1, N° 1 et suivants) l’espace D: au lieu de J?; alors Q'= D, et sous les
conditions d’ellipticité précédentes, D+ M est un isomorphisme de N sur Dx.
On peut considérer sur €7: la forme :
(wo) = > > (aD'u, D’v)n.
e=0 Ipl,1al=e Si l’ouvert Q est m-régulier, cette forme sera elliptique sur V sous les conditions
suivantes :
> ((a+ga) Du, D'u):>æ|luff
lpl.1al=m
> ((98a + ar) Du, D’u)x>0
((Jo + go), u)n = allu($, pour tout we y.
On peut alors appliquer la théorie générale. L'opérateur À défini par cette forme est :
m AR ER DAS TDR):
e=0 Ipl,1a1=e
On peut considérer l'opérateur D d'ordre 2m, de même nature que (5.1) p. 70, défini pour EDa par (5.29) DL Da a, Die) 1Pl1al=m
les fonctions g»4 étant les mêmes que précédemment, et les fonctions a» étant réelles, m fois continûment différentiables sur Q, pouvant être non bornées on d’inverses non bornées. On prend par exemple M comme précédemment. L'espace € (A) est l'espace des fonctions 4€ L?(Q) telles que a, D’u soit dans Z? (Q) pour tout p. Tout
ceci est la généralisation du N° 4 de ce paragraphe.
Autres problèmes aux limites relatifs a A? + M
On étudie plus complètement dans ce N° les problèmes aux limites relatifs à
A°+ M; au lieu d'écrire A? sous la forme (5.14), p. 75, on l'écrit simplement (6.1) A= AN Comme ‘(A)=A, cet opérateur entre dans la forme générale du $ 1, N° 8.
Point 1. Espace € (4).
On prend Æ=17(Q); E(A)=E(1, À) est l’espace des fonctions w dans L? (Q)
telles que A:u€L?(Q), avec la norme dont le carré est |u[f+|| Auf.
Point 2. Espace D(4).
Sur Do, les normes pl, et (wi6+1||Aoplé)? sont équivalentes (transformation de Fourier et théorème de Plancherel), donc D(A) coincide avec D3:(Q), adhérence de Da dans €%:(Q). Si la frontière de Q est de capacité positive, l’espace Do n’est
pas dense dans € (4).
Point 5. Espaces V.
Soit W un sous-espace vectoriel fermé de E,.(Q), contenant D5:(Q), soit y un opérateur frontière, yEL\ (0) FE), nubisur D, et B un opérateur hermitien dans £(F;F). On fait l'hypothèse suivante :
(6.2) il existe s > 0 assez grand tel que
(u,u)-a+(Byu, pur +sllulszellullf,
OU OU e>0, pour tout w dans W, (u, u)_1=— , | P 5 2 OX; OX; L?(Q)
(voir aussi pour des considérations de ce genre le Chapitre II, $ 2).
On considère alors l’espace N(W, B, — À) des fonctions uw € W, telles que A:u€ 1h et qui vérifient (6.3) (— Au, w)rz=(u,w)-a+(Byu,7yw)r pour tout w€ W.
On 2 la
PROPOSITION 6.1. L'espace N(W,B, — A) est fermé dans E(1, A). (On peut donc prendre V—N(W,B, — A) comme sous-espace vectoriel fermé de €(4), contenant D (A)).
DÉMONSTRATION
Soit w, une suite de Cauchy dans € (1, À), w.€E N(W, B, — À). Donc wy; > w dans Z?(Q) et A-wy, > A:w dans L?(Q). Donc — Aw,+sw;=fx > —Aw+sw=f dans L?(Q). Mais il résulte de (6.2) que —A+s est un isomorphisme de N(W,B,—A) sur L?(Q), soit G(s) son inverse.
On à alors : w;=G(s)-fx, et comme f, >f dans L°(Q), on a: G(s)-fx > Œ(s)-f
dans N(W,B, — A), et nécessairement : G(s):f—w, d’où le résultat.
Espace V,: V,=N(£x, — A)(B=0). C’est donc l’espace des fonctions v € €: (Q)
© telles que Ave? et = C0 (notation de la page 75). y
EsPACE V,: V=N(D}, —A). La condition aux limites est : v—0 sur F°.
Espace V,. Soit y un opérateur de prolongement en moyenne sur [";, morceau de frontière (p. 54); B=opérateur de multiplication par une fonction b € L® (1), de
sorte que (6.2) ait lieu (si on a l'inégalité (1.7), p. 54, la fonction b peut être de
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 81 signe et de norme quelconques dans ZL®([",), cf. Chap. II, $ 2). On prend alors :
V;=N(E5:,B, —A). Conditions aux limites :
EN 2 SUR D PURE
Point 7. L'opérateur A? sous la forme (6.1) est €(A)-elliptique. Tous les pro-
blèmes aux limites ci-après admettent une solution unique.
Point 10. Problèmes aux limites résolus.
On designe par N(V, A?) l’espace N défini à partir de la forme ((u, v)) = (Au, Av)r: + (Mu, v)z.
C’est l’espace des w € V avec Au € L?(Q) et (6.3) (Au, v)r = (Au, Av)rz: pour tout » dans V.
Pour les interprétations on utilise la formule classique :
(6.4) (Au, v) 1: = Î£ Auids— fai ©ds+{(Au, Av)r: Ov ov ñ 1 à
(ce qui suffit pour les interprétations formelles). On interprète seulement dans la suite les conditions aux limites. On passe de
là aux problèmes aux limites comme déja vu.
Espace N(E£(4), A).
La condition « € N(£ (A), A?) signifie, en utilisant (6.4) :
Q (a) Au=0O et —Au=0 sur l.
0v Pour les autres espaces V,, V,, V, signalés ci-dessus, on peut de même donner une interprétation à partir de (6.4). On peut toutefois préciser. Nous aurons besoin du
LEMME 6.1. Si V=N(W,B, — A) (cf. proposition 6.1) et si w est une fonction dans L?(Q) telle que AuEL?(Q), avec
(6.5) (u, Avr: =(Au,v)r: pour tout v dans V,
alors u est dans V.
6—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
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DÉMONSTRATION
Soit 4WEN(W,B, — À) la solution de —-Au,+su,=—Aut+su. Si donc w est
quelconque dans W, on a :
(6.6) (üo; W)-a + S(uo, W)re + (Byu; Yw)r =(— Au, W)r:+s8(u, w)z:.
Prenons w=v€EV. Grâce à (6.5) le 2ère membre de (6.6 vaut : (uw, —Avw+sw)z:. Par ailleurs, v étant dans VW, le 17 membre de (6.6) vaut : (w,, — Av)r:+s(us,v)r, et
donc :
(6.7) (uy—u, (—A+s)v)x=0 pour tout vEV.
Comme —A+s est un isomorphisme de V sur Z?(Q), (6.7) équivaut à (uw, — u, f)z: — 0 pour tout f dans Z?, donc w,=u, u est dans V, c. q.f.d.
On peut maintenant montrer la
PROPOSITION 6.2. Soùt V=N(W,B, — A) (proposition 6.1). Soit MN l’espace des fonctions u € V telles que AuEV, muni de la norme [ull, —|[lulf +|[[A ul) (c’est
un espace de Hilbert). Les espaces N(V, A?) et N coincident.
DÉMONSTRATION
Soit «EM. Posons Au=u,. La fonction , est dans V, donc si » est quel-
conque dans VW (il suffirait même pour l'égalité ci-après de v € W) :
(— Au; V)1: = (Uo, v)-a + (By; YV)r.
Mais w, est dans V donc dans W, et v est dans V, donc par définition de
V(=N(W,B, — A)) (— Av, Uo)1: = (0, Wy)-a + (By, yuo)r; (— Au, v)= (up, — Ad),
ie. (A?u,v)z=(Au, Av)z pour tout vE V, donc (6.8) HISNIC PONS)
et avec une topologie plus fine (ce dernier point est évident).
Mais soit maintenant « dans N(V, A?): posons Au—u,. On a (A Uo » d) rs EE (%o , AN V) za
pour tout vEW, donc par le lemme 6.1, #, est dans V, done H et N(V, A?) coin-
cident algébriquement. Mais ce sont deux espaces de Banach, dont le premier a une
topologie plus fine, done ils coincident topologiquement (théorème de Banach, cf. Bourbakt MN Cor par)
Comme conséquence immédiate :
uEN(V,, A?) signifie 0 © (b) —u=0 et —Au=0 sur l'; Ov 0v uEN(V,, A?) signifie (c) u=0 et Au=0 sur l';
uEN(V;, A) signifie
© Go) G) (d) —u—=bu sur |, —u—=0 sur FT, Au=bAu sur F, et Ov 0 Ov
Ô 3, A%=0 SIP EAN" REMARQUE 6.1.
Il reste deux problèmes non résolus; ce sont ceux correspondants aux conditions
aux limites :
o (e) u=0, Au 0 SUTSINNE 0 o) (f) —u=0; Au=0: sur].
Ov
Pour ces problèmes voir Lions [4].
Nouvelles conditions aux limites
On considère un ouvert ( de 2”, de frontière X qui est supposée une variété indéfiniment différentiable de dimension nr —1; on munit X de sa structure naturelle d'espace de Riemann. On considère sur Q l’espace €,:(Q), et W sous-espace vectoriel fermé de £;:(Q) :
(7.1) D'(Oemesr (0) Pour u,vEW, on pose :
7 0 0 (uv) À Gare CEA ) Fe
On désigne par D(X) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support
compact sur X et par D'(X) l’espace des distributions sur X. On a une application
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linéaire continue (prolongement en moyenne) de £ï:(Q) dans Li. (X)c D'(X). Soit
enfin W, un espace de Hilbert avec :
(7.3) D'XIEMTE DIR) et sur W, une forme sesqui-linéaire elliptique :
(7.4) ((p; y))w,, p, y € Wi.
On définit alors l’espace V comme étant l’espace des uE W tels que yu€EW;; cet espace contient Da (car si 4€ DA alors yu—0); pour uw,v€V, on pose :
(u, v)v = (ue, v)w + (yu, y v)w,;
muni de cette structure V est un espace de Hilbert (immédiat).
On considère maintenant sur V la forme sesqui-linéaire :
(7.5) (Qu, v)) = (u, v)w + (y w, y v))w,
et il est évident que celte forme est elliptique.
L'opérateur défini par la forme (7.5) est (7.6) A= —-A+c. L'espace N est l’espace des u € V tels que Au€ L? et qui vérifient : (7.7) (— Au, v)z=(u, v) +((yu,yv))w, pour tout vEV, L'opérateur À = — A +c est un isomorphisme de N sur L?.
INTERPRÉTATION DE L'ESPACE N
Formellement on peut écrire :
((yu, yo))wm= [Asyu-yuds
où À, est l’opérateur defini par ((y, y))w, — donc A, est par exemple un opérateur différentiel elliptique d'ordre quelconque, aussi élevé qu’on veut — et, toujours formellement, la condition (7.7) s'écrit :
CEE BL (7.8) | nids fayuysas pour tout ve.
W=—E(Q). Alors «€ N signifie : . u=A,;yu.
ExEMPLE 7.2.
Soit [' un morceau de X. On considère alors pour W l’espace des w € €}: (Q)
tels que yu—0 sur [. Alors 4€ N signifie :
yu=0 sur F, Sn = /AMYu SUN
Ces conditions peuvent être évidemment considérablement variées. Par ailleurs on peut remplacer — À +c par l’un quelconque des opérateurs différentiels considérés jusqu'ici. On obtient ainsi une généralisation et une simplification du travail de Shapiro [1].
CHAPITRE II Problèmes aux limites de type mixte
$ 1. Préliminaires 1. Distributions à valeurs vectorielles
Espace D'(t, L).
On désigne par { une variable de temps; t€R!. On désigne par L un espace de Banach (hypothèse qui nous suffira) et par D'(t, L), espace des distributions en t à valeurs dans L, l’espace £ (D (t); L) (on rappelle que si £ et F sont deux espaces vectoriels topologiques, £(Z; F) désigne l’espace des applications linéaires continues de ÆZ dans F, avec la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de Æ); D(t) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts sur l’axe des #, avec la topologie de Schwartz. Si L=C= corps des complexes, on retrouve les distributions usuelles (pour toutes ces notions, voir Schwartz [6]). Les notions usuelles relatives aux distributions scalaires se généralisent aux distributions à valeurs vectorielles (et sans difficulté, lorsque, comme c’est le cas ici, Z est un
espace de Banach). Signalons notamment :
— le support en & des distributions à valeurs dans Z se définit comme dans le cas scalaire.
d — si TED'(t, L), sa dérivée en t, —T' est définie dans D’(f, L) par:
dt
d d (1.1) LP -r(5), p€E D (é).
(Même chose pour les dérivées d'ordre supérieur.)
— toute distribution TE D'(t, L) est sur tout intervalle borné de l’axe des #, de la forme :
CAEN Gb
où {—f(t) est une application continue de t dans Z (dérivée au sens (1.1)). — si aEE£E(t) (espace des fonctions indéfiniment différentiables en £{ à supports
quelconques), a T' est défini par
(1.3) aT(p=T(ap, peD(E).
Si L est lui-même un espace de distributions (exemple : L= L?(Q)) done muni © d de dérivations, on écrira 27 au lieu de Ti? NE D'UeL): ESPACE SL).
C’est le sous-espace de D'(t, L) formé des distributions à croissance lente en t,
espace noté S’(f, L), défini par :
où S(f)—espace des fonctions indéfiniment différentiables à décroissance rapide (voir Schwartz [2]). Pour LZ=C, on retrouve l’espace S' des distributions ordinaires à croissance lente, Schwartz [2].
L'espace suivant joue un rôle essentiel dans la suite :
Espace D (fi, L).
On désigne par D-(t) l’espace des fonctions indéfiniment différentielles, de support limité à droite, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz (€ D_ (t) signifie : @ est nulle pour t<a, a dépendant de y). Le dual de cet espace est l’espace D (t) des distributions (scalaires) de support limité à gauche. On désigne alors par D,(t, L) l’espace des distributions en t à valeurs dans L, de support limité à gauche;
on peut le définir par (1.5) DE D)= 0 0) 0)
ce qui a l’avantage de munir D; (t, L) d’une topologie plus intéressante que la topologie induite par D'(t, L); T est dans D! (t, L) si elle est nulle pour t<a, a dépendant de 7.
Produits tensoriels Considérons le produit tensoriel D'@L, et désignons par D'@L cet espace muni TT
de la topologie { produit tensoriel projectif » de Grothendieck (voir Grothendieck [1], [2]
et Schwartz [7]); on désigne par D'@L le complété de cet espace. On démontre que : (1.6) D'&L=D'(t, L),
algébriquement et topologiquement.
De même :
(1.7) S'OL=S'(, D), DieL=D,(E D).
Ces résultats sont très commodes. Voici un exemple qui nous sera utile. On donne
deux espaces de Banach Æ, Æ' et un élément
F= 2) SLZ
MEL(E; E
On donne aussi :
(1.9) RERD SD)
Ces applications définissent :
(1.10) K@M eL£(D,8E; D:@E'),
(application produit tensoriel des applications À et M), de la façon suivante : en considère D,@E; si T=S@e, SED,, e€E, on pose: K@M(T)=(K:S)@(M:e), élément de D:@EÆ', et ceci définit une application continue de D,2E dans D,2F", done qui se prolonge par continuité en une application linéaire continue de D',@Æ
dans D'@Œ'; c’est l'application (1.10).
Produit de composition
On donne maintenant trois espaces de Banach, ZL, M, N, et une application bilinéaire B de Lx M dans N continue.
Considérons les distributions :
S—e@l, ee D, 1EL;, T=f@m, fED,, mEM.
Pour e et f dans D’, on sait définir leur produit de composition exf, ce qui définit une application bilinéaire : e, f—>ex f, hypocontinue de D’ x D’, dans D’ (Schwartz [2]).
On pose alors :
(2.1) SxT=(exfj®B(l, m), élément de D’ ® N;
on a donc défini une application bilinéaire (2.2) S, T=SxT de (D.@L)x(D,8M)-D,@N;
on montre alors le
LEMME 2.1. L'application (2.2) se prolonge en une application bilinéaire séparément continue, notée encore (S, TSxT» de D.,(t, Lx D,(t, M) dans D! (t, N). Cette application est hypocontinue.
La distribution Sx'T est le produit de composition des distributions $ et 7;
relativement à B. On notera parfois SX T, pour rappeler que l’on compose en £ et t,B
par rapport à B.
Berne 21:
Soit Q et R, deux espaces de Banach. Prenons L= £(Q; R), M =£(R; Q), N = £(Q; Q) et B(l, m)=mol, composée des applications / et m, EN. Cette application bilinéaire
est continue, le lemme 2.1 s'applique. On pose :
SXxT=TXKxS.
Explicitons le résultat en raison de son importance pour la suite
LEMME 2.2. On peut définir une application bilinéaire hypocontinue et une seule,
(2.3) S, T—TxsS de D: (t, C(Q; R))x D (4, L(R; QD: (4 L(Q; Q)), telle que (2.4) TXS = (exf)&(mol), S=e@l, T = fem.
Prenons maintenant N=£(R; R) et B(l, m -lomEenN, on a le
LEMME 2.3. On peut définir une application bilinéaire hypocontinue et une seule,
(2.5) S, Te SCT de °
D (4, L(Q:; R))x D: (4, C(R; Q)) — D; (t, L(R; R)), telle que
(2.6) SXT=(ekf)@(lom), si S=e@l, T=fom.
L'espace L étant donné on prend M—£(Z; N) et B(l, m mil), image de !
par m; B est continue, le lemme 2.1 s'applique donc encore et on a le
LEMME 2.4. On peut définir une application bilinéaire hypocontinue et une seule,
(2.7) S, T-TxS de D: (t, L)xD4. (4 C(L N))=D! (f, N), telle que (2.8) TXS—=(exf)@(m(1l)) si S—=eQl, T=fem.
3. Transformation de Laplace On désigne par $: l’espace des distributions (scalaires) T' telles que exp—ét:.TES pour tout £ > £,, muni de la topologie la moins fine telle que les applications T—exp —£t:T soient continues de $: dans S’. (Voir Schwartz [4].) On désigne par $:,(t, L) l'espace des distributions en { à valeurs dans Z, telles que exp—£t-TES'(t, L) pour tout £>é£, (le produit de exp—ét par T est défini
en (1.3)), topologie analogue au cas scalaire. On démontre que
(3.1) S: (4, L)=S:&L (algébriquement et topologiquement).
On peut alors former : S (exp—(pt)), p=£+im, £>£é, yER’', ce qui définit un élément de Z. On pose :
(3-2) S (exp (pt) — LS (p).
On a le
LEMME 3.1. L'application p—£$S(p) est holomorphe de £=E&, dans L (pour la notion de fonction holomorphe à valeurs dans un espace de Banach, voir Hille [1]);
la fonction n—=LT(E£+in) est dans S'(n, L) pour ET &.
DérFiniTion 3.1. La fonction p—£S(p) est la transformée de Laplace de S (si L=C on retrouve la notion usuelle).
Le lemme 3.1 admet une réciproque :
LEMME 3.2. Si une fonction p—F(p) est holomorphe de EE, dans L, la fonc-
tion n—F(E£+in) étant dans S'(n, L) pour tout EE, et demeurant dans un ensemble
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borné de cet espace lorsque £ parcourt un compact, alors il existe une distribution S dans
Se, (t, L) et une seule telle que LS (p)=F(p). On pose :
(3.3) SCA) (transformée de Laplace inverse).
On a des formules d’inversion analogues au cas scalaire.
Produit multiplicatif
Soit F=LS, SES: (t, L), et G=LT, TES:(t, M), avec une application bilinéaire B comme au N° 2. La fonction : p—B(F(p), G (p)) est holomorphe de > £&, — — sup (£,, &,) dans N, à croissance lente en 7 pour £>é, fixé. On désigne par F-G
la fonction considérée :
C’est le produit multiplicatif des fonctions F et G. La fonction F-:G est transformée de Laplace d’une distribution; on montre par ailleurs que le produit de composition SxXT a encore un sens, et on a les importantes
formules :
(3.5) L_'(F-G)=SXxT, L(SXT)=LS-LT, La distribution SxT est dans S: (t, N).
LEMME SUR LES SUPPORTS
Le lemme qui suit est fondamental pour la suite. Il se démontre exactement
comme dans le cas scalaire (voir alors Schwartz [4]).
LEMME 3.3. La condition nécessaire et suffisante pour que T, élément de S:, (t, L) soit nulle pour t<a, est que pour tout nombre b<a on ait : exp LE: F(£+in) demeure dans un ensemble borné de S'(n, L) lorsque £— + ©.
(Il s’agit en réalité des fonctions exp b£:F (£+in).)
4. Lemmes On va maintenant donner quelques lemmes qui nous seront utiles. LemMME 41. Soit E et F deux espaces de Banach et p—>a (p) une application holo-
morphe d'un ouvert O du plan complexe dans l’espace L(E; F). On suppose que pour
tout pEO, a(p) admet un inverse bilatère à ‘(p), ï.e. :
a(p)'a-"(p)=1, 1EL(F; F) et a !(p):a(p)=1, 1EL(E; E),
el on suppose aussi que [la ‘(p)|| (norme dans L(E; E)) est borné sur tout compact
de O. Dans ces conditions l'application pa ‘(p) est holomorphe de O dans £L(F; E).
DÉMONSTRATION
1) On va d’abord démontrer que l'application pa *(p) est continue de O dans
L(F;E). Soit »€0 et supposons que p tende vers », en demeurant dans un compact de O. On a:
a" (p)}—a "(p)= —a "(p)(a(p) —a(p6))& * (Do) d’où :
] a "(p)—a (Do) Ile «r;, 8 <C | & (p) — & (Po) Île «: r» U= Constante, d’où le résultat.
2) Montrons maintenant que l'application p—>a *(p) est holomorphe. On part de l'identité :
_—— a (po); P—P P — Po L
d'où résulte que, lorsque p—p,, le premier membre à une limite, qui vaut :
= (Po) a” (Po) A (Do) d’où le lemme.
LEMME 4.2. Soit M un espace de Hilbert, H,, H,,..., Hy, k opérateurs hermutiens positifs dans L(H; H) et «,... , «x, k nombres, € [0, 2]. Alors l’opérateur k
APTE CD UT
est inversible pour £>0; soit A '(p) son inverse. On a les majorations suivantes :
(4.1) [|AT (p)Î<e, E>O0, si & <2 pour tout i; (4.2) I] À À Ï : 2 pi HE ACOR ES +7 c ,|0|>x/4
si certains o« sont égaux à 2 (p=rexp (14). Les c; désignent diverses constantes
dépendant seulement des Æ; et des &:).
DÉMONSTRATION
Soit xE H, avec |[x||=1. Posons : k(x)=(H;:x, x). On à :
k 1+ © ri cos (x Ÿ) h;
2 % sin (oi Ÿ) A (x)
Lorsque Ÿ varie dans [ —x/2, x/2] les sin («; Ÿ) sont tous de même signe,
27 % sin (x; 0) h; (x
-+(>7 % sin (4 Ÿ) h; «))
et on peut supposer Ÿ > 0.
Distinguons deux cas :
A0 7 = 0 nr) EL L Alors cos (x; Ÿ)=0 pour tout 1, et les H; étant positifs,
1+ > r#ä cos (x 0) h(x)|>1.
Donc
14 (p):x]lZ1 pour tout xEH, avec ||x||—1.
2) %<0<x/2 (ce qui n’a de sens que s’il existe des &>1). On suppose p et x fixés.
a) Il existe à tel que : rh; (x) >1/2k4. On a alors :
= sin CRU
(4.3) IA (p)-æl2
b) On a :r#h;(x)<1/2k pour tout i. On a alors : (4.4) LA (p)-æ|| = 1-X/2#-1/2.
Les mêmes majorations ont lieu pour l’adjoint de A(p). Il en résulte comme il est bien connu (cf. par exemple Stone [1] ou Riesz-Nagy [1], p. 264) la première partie du lemme.
Démontrons pour finir les majorations.
Si tous les & sont <2, on a dans le cas 2), sin (oi M 2e d'où (4.1).
Supposons maintenant certains & égaux à 2. Pour [81 > , (4.3) donne : 2 LI
|| À (p):+|[>c,| sin (28)|=c;=
et || A(p)-æl=c>0 si & <2, d'où (4.2).
Les Eu lemmes suivants sont des variantes immédiates du lemme précédent.
LEMME 4.3. On donne les opérateurs H,; et les nombres «; comme au lemme pré-
cédent; en outre 0 <a; <2, et on donne 050. Alors l'opérateur
est inversible pour £>(20,)"* (ce qui n’est pas la meilleure constante) ef si À (y) est son inverse on a des majorations analogues & (4.1), (4.2), en remplacant £=0 par . 1/ £> (209) (0, LEMME 4.4. On donne les H, et «y commé précédemment, avec : 0 <a <2 pour k tout à, et on donne 6,0. Alors l'opérateur À (p)= 1 + D (Pi — 00) H, est inversible pour
£= sup (204) % et on «a des majorations analogues à (4.1) et (4.2) pour £ > sup (2 o,)”#. î î
LEMME 4.5. On donne encore k opérateurs positifs, H,, ..., H,; on donne égule-
ment un opérateur hermitien quelconque, K et un nombre positif, 05. On pose : k A (DA RE (ES CES pH, j=2
Où O<ax<1,x, 0. Il existe E, tel que A(p) soit inversible pour EZÉË,, son inverse
vérifiant :
(4.5) Amp):
D On a pour x E H avec Ie 1-2 ë
k 1 A (p) +]! > sup (he (cs (x 9) — =) ha @)+ Z r# cos (ai 9) A (x) |,
On prend Ÿ,= inf. a/3 œi.
Pour 0<#<%,, cos (x, ®) est =1/2, donc puisque £> (2 0,) /* on a : r* >2 9, donc : cos (œ À) —
k > ri sin (a; Ÿ) hi (x)
mi
ü, — —. >0 et donc || 4 (p) x || z1. Si 0, <Ÿ <x/2, ou bien il existe à tel que ri h; (x) > 1/2 k et alors, r 1
| A (p) x || > sin (œ Ÿ) * 1/2 k, ou bien rt h; (x) <1/2 k pour tout 4; or : | cos (04 Ÿ) — oofr* | <3/2 et
k 1 +77 (cos (oi n-%) Pa (æ)+ X ri cos (oi 8) hi (x)| >1/4,
œ Taie 1=2
d’où le lemme, car on a des évaluations analogues pour | A (p)* Gi Il. Méthode analogue pour le lemme 4.4.
DÉMONSTRATION
Soit «EU, avec [[x||=1. On a:
| (A (p)x, æ)| > [1 + (r% cos (a Ÿ) — 69) Ma (x) + Dr cos (ax; Ÿ) h; (x) |ne On peut choisir £,>0 tel que pour £=£, on ait : r# cos («; Ÿ)—0,=0 (et si 870, r% cos (x; Ÿ) =0, car les d; sont <1). Il en résulte que pour £Z Ë, on a: |A (oz, 2121, done [4 + >1 si [le =1.
Majoration analogue pour (4 (p))*, d’où le lemme. LEeMME 4.6. Soit H,, H,, H,, trois opérateurs hermitiens; on suppose : h; (x) = 0, æ)|<c?h, (x), |h3(«)|<cs (x) pour tout x dans H. On pose : A(p)=1+(p"-0) H,+pH,+1H;, 4 0 L'opérateur À (p) est inversible pour £>&, et vérifie alors :
ss ne À (p < TRE
DÉMONSTRATION
Soit x€E M, avec ||x||=1. On a :|(4A(p)x, x)|> sup (|X{, |Y|) avec : X=1+(Ë 7 — 00) (x) +É£h(x) +h(x) et Y=28Emh (x) +7 ha (x).
1 cas : |n|<no 700 fité quelconque.
On a: [Eh (x)+h(x)|< (co Ë + cs) M (x).
Or, il existe £,, tel que pour £>E,, et |n| <m on ait : (7-0, —-c£—-c3) >0. Alors : [X|>1 pour =
Den 7 | 1e;
On pose : r*—£ +7. Distinguons encore deux cas : a) (r?+o)h (x) >1/4.
On a:lhk(x)|<ch (x) <2£€h, (x) pour £>c,/2, donc :
[Y|Z=În| (2 £-— 0) A (x)
donc :
On a alors :
: BASSE CE SC MEN AE NO ENTER | (£ ll M (x) +R (x) +3 (x)|<1/ 4 (+ 0)
et ceci est <1/2 pour £Z>E£,, done |[X|=1/2 pour £>E,. On à des majorations analogues pour À (p)*, d’où le lemme en prenant £, assez
grand.
$ 2. Problèmes mixtes 1. Position des problèmes mixtes
On donne comme au Chap. I, N° 1 du $ 1, les espaces V et Q avec : D<cV< CQCD'. Pour éviter toute difficulté relative aux espaces vectoriels que l’on va introduire, on supposera toujours que Q est un espace de Banach. Sur V x V, on donne une forme sesqui-linéaire ((w, v)) — sans aucune hypothèse supplémentaire pour l'instant.
Soit H et N les espaces (de Banach) associés à cette forme, A j’opérateur qu’elle définit, élément de £L(Y#; Q').
On considère alors l’opérateur produit tensoriel : 1®@A, élément de L(D,8H; D:80Q').
La définition directe de cet opérateur (sans produits tensoriels) est la suivante : soit TED':(tH); pour tout ED, T'(p) est dans #4 et AT (p)EQ'; p—AT (y) est une application linéaire continue de D_ dans Q’, donc définit AT, élément de D! (t, Q'), AT=(1SA)T. En effet il en est ainsi si T—eQu, eED’., uEM. Sur les exemples nous utiliserons la notation A-T, mais pour la théorie nous conserverons la notation (18A)T.
On donne ensuite une distribution :
(L?) RIEDPHNCUH)O");
Cette distribution définit une application linéaire continue, notée K*, soit T—KXT,
de D, (t, H) dans D! (t, Q').
PROBLÈME 1.1. Pour quelles distributions K, l’opérateur
(122) 1SA + K* est-il un isomorphisme de D’ (t, N) sur D: (t, Q')?
Problèmes mixtes correspondants
Au problème 1.1 est attaché le
Pro8LèMe 1.2 Trouver U dans D: (t, H) , solution de (1.3) (18A+K*)U=S, où S est donné dans D! (ft, Q'), avec les conditions aux limites (1.4) h—UED’(t, N), où k est donné dans D! (t, H).
DériNiTion 1.1. Le problème 1.2 est dit : problème mixte attaché à l’opérateur 1@A+ K*, relativement à la forme ((u, v)).
Si D est dense dans V, alors V=Q=N, Q'= V’, le problème 1.2 est dit : problème mixte avec les conditions aux limites de Dirichlet.
On voit immédiatement que si pour À donné le problème 1.1 est résolu par l’affirmative, alors le problème mixte 1.2 admet une solution unique dépendant continûment
des données.
Les problèmes mixtes fins On a rappelé dans l'introduction la définition des problèmes mixtes au sens de
M. Hadamard. On peut maintenant préciser le problème comme suit :
PROBLÈME 1.3. Trouver une application &—>U (t), une fois (resp. deux fois) continûment différentiable de t-0 dans 4, solution de
(1.5) AU (t)+ 2U (é) (resp …. e U(t} au. lieu de # EU w) =S$ (t)
où les dérivées en { sont prises au sens usuel, où 8 (t) est une application continue
de t-0 dans Q', avec les conditions aux limites : (1.6) U (tj—A(t)EN pour tout > 0,
où t—>h(t) est une application une fois (resp. deux fois) continûment différentiable de
t=>0 dans H, avec les conditions initiales :
(1.7) U (tj U, dans #4 lorsque {0
(resp. et en outre
d (1.8) “ee U(t)=U, dans H lorsque 4-0), (U,—-A(0O)EN et U, — ER (0)EN).
) On peut remplacer H par HK, JXK étant défini p. 28:
DÉFINITION 1.2. Le problème 1.3 est dit : problème mixte fin attaché à l’opé- CT Transformons le problème 1.3. On pose u(t)}—U(t)—-h(t) et S(t)—AR(t)—
Q rateur À + ji (resp . | relativement à la forme ((w, v)).
& FU (t) (resp. n h w) —T(t). Alors le problème 1.3 équivaut à trouver tu" (t) une fois (resp. deux fois) continûment différentiable de t=>0 dans N, solution de
(19) Au (t)+ . u (t) (resp. + Le u w) =T(t) 1>0
avec les conditions initiales :
d u (t)->u, dans N (res. et en outre a (t)—u, dans x), > 0.
On utilise maintenant la méthode de Schwartz pour le problème de Cauchy (cf. Schwartz [1], p. 131 et sq.):on fait passer les conditions initiales au 2° membre. Pour cela on considère la distribution % dans D’ (t, N), égale à O0 pour £<0 et à u(t) pour {=0. Dans ces conditions si « est solution de (1.9) avec les conditions initiales voulues, % est solution dans D’ (t, N ) de :
(1.10) (18 (A)) à + 2 (resp =
æ ï]-7 +500, (resp. + 0’ Qu, + 0Qu:)
où TED: (t, Q') est nulle pour t<0 et —T'(t) pour {> 0, les dérivées en { étant prises cette fois au sens des distributions.
Sous la forme (1.10) on peut laisser tomber toute condition de continuité en t; on
est done amené à remplacer le problème 1.3 par le
PROBLÈME 1.4. Trouver à dans D’ (t, N), nulle pour t<0, solution de
Cl OM (1.11) (18 A) à + ET (resp. * Zü) =T,, où T, est dans D: (ft, Q') nulle pour £<0.
Mais les conditions nulles pour {<0» sont secondaires; on peut les remplacer par (de support en # limité à gauche», donc : trouver x dans D! (t, N) solution de
Ca , ; (1SA)u + Lu (resp DË «) =, T}donnéidans: Dit OÙ)
TOUR ot ot?
7— 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
Sous cette forme les opérateurs n'interviennent pas de façon essentielle (au
moins pour poser le problème); on peut donc les remplacer par des opérateurs beaucoup plus généraux de composition en { par des distributions À comme on à vue et
finalement on à remplacé le problème 1.3 par le
PROBLÈME 1.5. Trouver « dans D! (t, N), solution de (1.12) (1SA)u+Kxu=T,
où TED, (#, Q').
Ce dernier problème revient au problème 1.2 avec = 0.
En resumé : en théorie des distributions on voit que l’on est amené à remplacer le problème mixte fin 1.3 par le problème mixte 1.1. Si le problème mixte fin admet une solution elle est donnée par la solution du problème mixte. Par contre si l’on prend dans (1.11) à solution du problème mixte, elle n’est pas forcément solution du
problème mixte fin. Il y a donc tout avantage à s'attaquer d’abord au problème
mixte 1.1; le problème mixte fin pourra être étudié ensuite.
Théorème d’isomorphisme
La méthode de résolution que l’on va utiliser est d’effectuer une transformation de Laplace en { — ce qui suppose au moins pour commencer, que À admet une trans-
formée de Laplace en {. On suppose done :
(2.1) exp (— £t) KES L(H"0")) pour £=EE On désigne par À (p) la transformée de Laplace en t{ de K : (2.2) K(p)=K (exp(—pt))},, E>Ek.
On a : À (p)EL(H; Q').
Notons maintenant que l'opérateur 1®A + X* n’est autre que l'opérateur de com-
position en { par la distribution :
(2.3) ÔSA+XK, élément de D’, (t, L(H; Q')), distribution qui admet une transformée de Laplace en t, donnée par : (2.4) A+ R (p), élément de £(Y:; Q').
On fait alors les hypothèses suivantes :
ee
ŒL [Il existe &, tel que pour tout £>£,(£, > Ex), "" ‘ : à se (A4 Æ (p) soit un isomorphisme de N sur Q', d’inverse G (p)
(2.5) (A+R (p)G(p)=1, 1€L(Q'; Q'), et (2.6) G(p)(A+R (p))}=1, 1EL(N; N).
(Il existe un nombre b tel que exp (-b9||G (llecerw< pol (pl) @.
On a alors le
THÉORÈME 2.1. Sous les hypothèses (H 1) et (H 2), il existe une distribution et une seule, soit G, dans l'espace : D’, (t, £ (Q'; N)), admettant une transformée de Laplace en t, telle que (2.7) (ÔÉSA+K)xG—=081, 1EL(Q'; 9).
On a alors :
(2.8) GX(ÔSA+K)=081, 1EL(N; N).
DÉMONSTRATION
Soit G(p) la transformée de Laplace de G, supposée exister. On a alors : (A+ R (p)) G (p)=1, et done, grâce à (H 1), on a : G(p)}=G(p). Il reste à vérifier :
a) que la fonction p—G(p) est holomorphe de £=&, dans £(Q'; N) et est trans-
formée de Laplace d’une distribution € S4, (t, £(Q'; N)). b) que G est dans D! (t, £L(Q'; N)).
Si a) et b) sont vérifiés on aura (2.7), et (2.8) résultera de (2.6).
VÉRIFICATION DE à).
On a, grâce à (H 2) :
(2.9) IG (p) Il ce: » < exp (b 8) pol (pl),
done ||G(p)llo:m est borné sur tout compact du demi plan £=&,: alors par le lemme 4.1, $ 1, p. 90 et91, l'application p 6 (p) est holomorphe de £ > &, dans £L(Q"; N). Il résulte de (2.9) que G(p) est transformée de Laplace de G.
VÉRIFICATION DE b).
De (2.9) et du lemme 3.3, $ 1, p. 90, résulte que QG est nulle pour t< —b, ce qui achève la démonstration du théorème.
On déduit aussitôt du théorème 2.1 le
D On désigne par pol (| p l) divers polynomes en [p| à coefficients positifs.
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THÉORÈME 2.2. Sous les hypothèses (H 1) et (H2), p. 98 et 99, l'opérateur 1S@A+KX* est un isomorphisme de D, (t, N) sur D, (t, Q').
COROLLAIRE 2.1. Sous les hypothèses (H 1) et (H 2), le problème mixte 1.2,
admet une solution unique dépendant continûment des données.
DÉFINITION
a) La distribution G, donnée par le théorème 2.1 est la distribution de Green de l'opérateur 1@A + X*, relativement à la forme ((w, v)).
b) La distribution G définit une application linéaire continue : 1—=GxT de D'.(t, Q') dans D'(t, N); soit G* cette application; c’est l'opérateur de Green de 1@A + K*.
c) L'opérateur G* définit en particulier une application linéaire continue de Doxe, dans Doxe, (t)= axe des t; cette application est définie par un noyau distribution (théorème des noyaux de Schwartz), soit GQ:,4,: ce noyau; c'est le noyau de Green de 1SA +K*.
De ce qui précède, dégageons également, en raison de son importance pour les
applications (voir notamment les travaux de Garnir, cités dans la bibliographie) le
THÉORÈME 2.3. Sous les hypothèses (H 1) et (H 2), la distribution de Green peut
être obtenue par transformation de Laplace en t.
Sous les hypothèses (H 1) et (H 2), la solution du problème 1.2 (p. 96) est don-
née par :
(2.10) U=h+GXx(S-T), T=(TSA+K*)2.
Cette solution U ne peut pas en général être calculée par transformation de Laplace en {; en effet dans (2.10), k, S, T peuvent être à croissance quelconque en t; seule G peut être calculé par transformation de Laplace; dans (2.10) les produits de composition en { ont un sens pour des raisons de support, non pour des raisons de croissance à l'infini en t.
Notons maintenant le
THÉORÈME 2.4. Sous les hypothèses (H 1) et (H 2), si dans le problème 1.2, p. 96, S et h sont indéfiniment différentiables en t (ie. SED. (t, Q), AED, (t, H)) alors
U est indéfiniment différentiable en t.
DÉMONSTRATION
Conséquence de la formule (2.10) et des propriétés générales des produits de composition en f.
Comme G est dans l’espace S$: (ft, £(Q'; N)), elle est d'ordre fini ent. Cet ordre
est facile à préciser dans chaque cas particulier.
3. Premier exemple général d’application du théorème d’isomorphisme
On donne cette fois :
(3.1) KED (t, L (V; Q')) avec :
[çK admet une transformée de Laplace en t{, À (p), avec
ÜL£ (p)Ilev: 05 < pol (pl, £>8.
On donne AÀ défini par ((w, v)) sur V, et l’on considère la forme sesqui-linéaire :
((w, )) (p) = ((u, v)), (p) + à ((u, v))2 (p) la décomposition en partie hermitienne et anti-hermitienne : (ue, 0))s (p) = (Cu, 0) + 1/2 (CR (p)u, 5) + <u, À (p)o)). On fait l'hypothèse :
fe existe £,>£, tel que pour > &, on ait:
ST tout u€ Y.
LG où ET lle pour tout
On a alors la
PRroPosITIon 3.1. Sous les hypothèses (M 1) et (M 2), les hypothèses (H 1) et (H 2) (p. 98 et 99) ont lieu avec b=0.
DÉMONSTRATION
On cherche l'inverse de A+Â(p). Soit done à résoudre
(3.3) (A+R (pl)u=f, uen, fEQ.
102 JA ITIONS
Si (3.3) admet une solution, alors, pour tout v dans VW, on a : (3.4) ((u, v)) (p)= <f, 2».
Réciproquement, si w est dans VW, et vérifie (3.4) pour tout vE V, alors, (3.4) a lieu en particulier pour tout v—g dans D, donc on à (3.3), puis l’on constate que w est dans N. Tout revient donc à résoudre (3.4).
Or si f est fixé dans ©”, la forme semi-linéaire v—<f, #> est continue sur V, donc :
(3.5) G, 5) =((J (p) f v)h: (p), ce qui définit J (p) élément de £L(Q'; V) (1).
De même si « est fixé dans V, la forme v—{((u, v)), (p) est continue sur V, donc :
(3.6) (Cu, v))2 (p) = ((H(p) u, v)) (p),
ce qui définit H(p)E£L(V; V), hermitien, et (3.4) équivaut à : (1+2H (p))u=J (p)f,
qui admet une solution unique : si (3.7) G(p)=(+iH(p)) ‘J(p),
elle est donnée par : u—G{(p)f. Majorons maintenant ||G(p)|Lco: m. On déduit de 3.5
(7 (p)f J'(p)f)h (p)= P, J'(p)f> donc, grâce à (M 2),
IT (p) Île ce: » < pol (|»l).
Par ailleurs :
(+54 (p)) ‘]£1, done [|G (p)Îleco: »< pol (pl). Il reste à majorer G(p) dans £(Q'; N). Or si fEQ’, et si u=G(p)f, on a:
Au=f—R (plu, donc :
IA ue <|{fÎle + pol (pl [ul
(grâce à (M 1)) d’où l’on déduit : | @(p){L40: m < pol (pl) d'où la proposition. On a donc tous les résultats du N° 2, et notamment le
THÉORÈME 3.1. Sous les hypothèses (M 1) et (M 2), l'opérateur 1® A + K* est un isomorphisme de D’, (t, N) sur D, (t, Q').
L'opérateur inverse est G*, opérateur de Green, la distribution de Green G étant
obtenue par transformation de Laplace en t.
D ge CA LUS LH Re NT MN SR AT
® Grâce à (M 2), ((u, v))\ (p) est pour Ë>E, un produit scalaire hilbertien sur V, de norme correspondante équivalente à lu | y.
Etude de la stabilité On donne À et K comme précédemment, avec (M 1) et (M 2), on précise les
polynomes en 9 :
LÀ (p)llecv. e<P,(|»l),
CARRE j ul} pour tout we y.
P, (pl On donne alors une suite des distributions : KE D, (t, £L(V; Q')) (V et Q’ sont fixes), et une suite de formes sur VX W : ((u, v))*, qui définit A". On suppose que
les hypothèses suivantes ont lieu :
(SM 1) Fo (p) Île cv: e < Pi (pl), (SM 2) ((u, u))i (p) = 2 D 5 [ufr pour tout ue V, £<Eé,,
Al (»
(Ce, op) — (Cu, o) (m1 <ex Psp) ler ©
(SM 3) Üoù ex 0 si k—>c, P,(|pl) indépendant de k.
De (SM 1) et (SM 2) résulte en vertu du théorème 3.1; 1@A"*-+K"" esk une isomorphisme de D’. (t, N) sur D’. (t, Q'). Soit G la distribution de Green de cet opérateur. On a : G“ED.. (t, L(Q'; N*)), donc en particulier : ED, (t, £(Q'; V)). On a alors le
THÉORÈME 3.2. Sous les hypothèses (M 1), (M2), (SM 1), (SM 2) et (SM3), la distribution de Green G* de 1@A*+K* tend, dans l’espace D, (t, L(Q'; V)), vers la distribution de Green G de 1&A + K*.
DÉMONSTRATION
Toutes les distributions G* sont nulles pour #<0. On aura donc montré davantage que le théorème si l’on montre que G°—G dans Se (LC (QE) Or il résulte du Chap. I, $ 1, N° 7, qui si G* (p}f=u* ® et G(p)f=u, alors :
lu —ul|y <ex 2, (1pl) Ps (pl) [lullv,
d’où l’on déduit facilement le résultat.
4. Deuxième exemple général d’application du théorème d’isomorphisme
On donne, comme au Chap. I, $ 1, N° 8, un opérateur D avec sa décomposition :
(4.1) D= > ‘Aigi; À
M (us 2))° (p)= (Qu, 2) 4 CR (plu. 8).
2) G# (p (Se pme de Laplace Ge
On suppose en outre qu'est donné 4,, isomorphisme de Æ sur L?, de sorte que € (A) est bien déterminé (cf. p. 38 et 39). On suppose donné V, contenu dans € (4), et contenant D (4), et P, opérateur de perturbation : PEL(V: E") si V est différent de D (4); P=P;rP,, PEL (D (A) £").. P,€ LC (&; D'(4)} si F =D (A).
On prend alors :
Il n'y à pas en général (dans la pratique) de terme en M (avec les notations de la
page 39) dans les problèmes mixtes.
n2 - « « . . A g 7 | à On considère les problèmes mixtes relatifs à — A+ D? donc K=0"”, A= — À, M—P-=0:
Sur FXF, on considère alors la forme :
LA (4.3) (Ce, »))= © (gi; A;u, Avr + <Pu, D) +(Byu, yv)r
(on prend B—0Q si l'on ne peut définir d’opérateur frontière raisonnable u—yu, de Ë (4) dans l'espace de Hilbert F). L'opérateur défini par cette forme est A=D+P.
On prend Q=E si V+D(4) et Q=D(4) si V=D(A). Dans tous les cas, Q est un espace de Hilbert.
Pratiquement, il serait trop restrictif de supposer la forme ((u, v)) elliptique. EXEMPLE 42.
On considère le même opérateur que dans l'exemple 4.1. On prend
E (4) Li Er: (Q), et
et l'on n'a pas en général
(Que, w)), = ((u, u))Zal|u|fé., a>0, pour tout «€ F (,
a ——_—]—_]_ — — —"— —" — " —"—"——]— ——] |" — |. " } En = « + » \ a # D C'est toutefois vrai si par exemple V est égal à l’espace D7:((Q) et Q étant borné (Gärding).
Par contre l’hypothèse suivante est très fréquemment vérifiée dans les problèmes
de la Physique Mathématique :
{ Il existe un nombre 6,0 tel que
A I Ce. | ((u, w))1 + 00 (Ao%, Aot)m=allulfr, a>0, pour tout uw E VU,
On reprend l'opérateur de l'exemple 4.2. Alors 4, opérateur identique de L?
sur lui-même; tout nombre 6,0 convient.
Sous l'hypothèse (A 1) la quantité ((u, v)) +60 (Ao%; Aov}r: définit sur V un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente à [lu lv. Il y aura souvent intérêt, pour simplifier quelques calculs, à considérer le produit scalaire
((u, v))1 + Go (91 Ao & Aov)z, où , EL(L?; L?) est un opérateur strictement positif, 1.e.
(if, Pu>c ||fIl:, >0, pour tout fE Z?.
Au sujet de (Al), on a la
PROPOSITION 4.1. On suppose que l'opérateur D, sous la forme (4.1) est V-ellipti-
que (cf. p. 43) et que l’on a :
4.4) lyulë < elle (lulh+ ce |llfé pour tout à dans € (4) ©. Alors (A 1) a lieu, quels que soient les opérateurs B et P.
DÉMONSTRATION
On a en effet :
5 + 9 B + B* 2 —— ((u, u)), = se Asus Art) | 2 (== Vu, vu) + (Pau ar <u, Puy).
Le 1er terme est > a, ||w|.
Le 2ème terme est majoré en module par :
Ca [lt Îlo Île ll + ca fu flo:
Majorons maintenant | { Pu, &»|.
® Voir note 2, p. 21.
(2 Ceci a souvent lieu lorsque y est un opérateur de prolongement en moyenne (cf. Deny- Lions [1}).
106 J. L. LIONS Si PEL(V;: EE), on a: |<Pu, a)|<cllullvflulz, d’où :
FI Pu,a»+<u, Pudl< c(fullé + [full li).
Même majoration si P—P,+P,, dans le cas V=D (4).
Dans tous les cas on a donc :
ESE
vu ya) +5 (Pa 8) + Qu Pun)|< a (alé + lelollelh).
Or pour 0, assez grand, lle + oollelfé — ce (Ile flo + [fee Îlo fl 21h)
est = a [ul d’où le résultat.
On donne maintenant K € D’ (t, £(V; Q')), admettant une transformée de Laplace
en ?, et avec (M1), que l’on écrit :
(A 2) ILE (p) Ilccv.es < pol (|»l), £>&.
Cherchons des conditions suffisantes pour que A+ À (p) soit un isomorphisme
de N sur Q’. On a à résoudre :
(4.5) Au+R(plu=f, f donné dans Q", u cherché dans NW; si u est solution de (4.5), alors pour tout v dans V, on a :
(4.6) (Qu, v)+<É (p}u, 8D = <f,5)
et réciproquement, si « est dans VW, et vérifie (4.6), on montre par le procédé habituel, que « est dans N et vérifie (4.5). Donc tout revient à résoudre (4.6). Or on
peut écrire (4.6) sous la forme :
(4.7) ((u, ))1 + 00 (A0 % AV) + à ((u, v))a +
" <R (p) u, 0) — 09 (Ao %, A5 V)z: = <f, 8).
On pose :
(4.8) ((u, ))1.o = ((u, v))1 ua On) (45 U, À V)12.
Si (A 1) a lieu, on a les formules suivantes :
(4.9) C1 8) = ((J (oo) f; V)}io »
ce qui définit J'(o5), élément de L(Q'; V), puis : (4.10) (Cu, v))2 — (CA (00) %, V)}1,0, »
ce qui définit Æ(o,) élément de £L(V;V), opérateur hermitien pour la structure
((u, v))1,93 ON à enfin :
ue CR (p}u, 8) — Go (Aou Ao v)2s = ((L(p; Go) 4, 2)}n
Dans ces conditions, l’équation (4.6) équivaut à :
(4.12) À (P; Go) u — J (oo) f; où (4.13) ZX (p, 6) =1+14 (o,) + L(p. oc).
On peut multiplier les deux membres de (4.12) par (1+4/H (05)) * mais cette opéra-
tion n’est pas utile pratiquement. On est donc conduit à l’hypothèse suivante : is existe &, > £,, tel que pour £> &,, l'opérateur X (p, 6,) soit inversible dans (A 3) £L(V;V), et vérifie :
| IX (p, 60) Îlecv.n < pol (1»1) ®.
On peut maintenant démontrer la
PROPOSITION 4.2. Si les hypothèses (A 1), (A 2) et (A 3) ont lieu, alors les hypothèses (H 1) et (H2) (p. 98 et 99) ont lieu (avec b—0). DÉMONSTRATION.
On vient de voir que (4.5) équivaut à (4.12), donc, si (A3) a lieu, (4.5) admet
une solution unique :
(4.14) u=G(p)}f, pour £Ë, avec :
(4.15) G(p)=X (p, 00)" J (oo).
De plus G(p) est dans l’espace £(Q'; N). On a donc déja (H 1).
Il reste à majorer || G(p) [Lco,m. Or, par (A3), on sait déja que : 1 G (D) Îlccor: < £< pol ([pl). En outre si u=G{(p)f, alors Du+Pu+R(plu=—f, donc:
Du lle: <11fÎle +11 æ)ulle +1Pulle: < 1fÎle:+pol (pl) ler
d’où le résultat.
D On pourrait prendre plus généralement :
Lx (», ©) ‘Île mn <exp (6 8 pol (|»l).
La condition (A3) a notamment lieu si :
| ((X (P, O0) U, u)) | _ A I U le
et si on à une majoration analogue pour X (p,0,) . Ceci a notamment lieu si
; I : IN |A Ext) (RS RENE CNP TRS
ce qui n’est autre que (M2), p. 101.
Il résulte de la proposition 4.2 et du théorème 2.2, le :
THÉORÈME 4.1. Sous les hypothèses (A1), (A2) et (A3), l'opérateur 1@A + K* est un isomorphisme de D’, (t, N) sur D! (t, Q').
Ce théorème est le plus important pour les applications pratiques. La vérification de (Al) étant généralement triviale, et (A2) étant une simple constatation, {a seule difficulté pour passer du Théorème 4.1 aux applications pratiques est la vérificahion de (A3), qui est un problème d’inversion d'opérateurs dans un espace de Hilbert. Pour cela, on appliquera les lemmes du $ 1, N° 4, p. 90 et suivantes (ou au besoin
des résultats semblables).
Stabilité On donne une suite d'opérateurs A", définis par des formes ((u,v))* sur VxF.
On fait l'hypothèse :
( ((u, v))° — ((u, v)) uniformément lorsque « et v demeurent dans un en-
SA 1 ) | semble borné de V.
Si (A 1) a lieu, il en résulte :
| il existe 6, > 0 tel que (4.16) ((u, w))1 + oo (Ao%, Aoü)r2 > allu ||? | pour tout # E V et pour tout k.
On donne ensuite une suite de distributions KX*, éléments de D! ELiPRO)L
# 6 5 k & = admettant des transformées de Laplace en t soit À (p), holomorphe pour £>E,, &,
indépendant de k, et on suppose que
(S A 2) | K* (p) — À (D) [lecv: on < nr Pi(lpl), m0 si k—+ co.
On considère alors l’opérateur (4.17) X° (p, 00) = 1+5H* + L* (p, oo), construit à partir de ((u,v))* et X° comme X(p, do) l'est à partir de ((u, v)) et K. On suppose que
| Il existe &, indépendant de Æ tel que pour Ë>E,, X° (p, 60) soit inversible (SA 3) ! dans L(V: V), et que son inverse vérifie : IX (D, 00) * [lcev: m<e(|pl).
On a le
THÉORÈME 4.2. Sous les hypothèses (A 1), (SA 1), (SA 2), (SA 3), la distribution de Green G° de 1 & A+ K** tend, dans l'espace D! (t, L (Q'; V)) vers la distribution de Green G de 1@ A+K*.
DÉMONSTRATION
Comme les G° sont nulles pour 4<0, on aura démontré davantage que le théorème si l'on montre que G°—G dans Si,(t, L(Q'; V)).
Or, si G* (p)— transformée de Laplace de G', et si l’on pose G* (p) f=u",G(p)f=u
alors w* (resp. «) est la solution dans N* (resp. dans N) de
Au + RE (p)u*=f (resp. de
d’où l’on déduit :
| = ((uË, v)) — ((u*, 0) + CCR (p) — R* (p))u*, 5) pour tout vE V.
Or le 17 membre vaut : ((X (p, 05) (u* —u), v))1,4+ On introduit maintenant deux
opérateurs, Y* et Z*, définis par
(4.19) (ue, v)) — ((u, 0) = (FT uv) 0, et (4.20) CR (p)= Rl(p))u, > = (2 *e, 0),
de sorte que (4.18) donne :
(4.21) ui=u=X (po) TEE Z ut, NE Es.
Par ailleurs :
(4.22). nt Xp 0) LES,
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où (4.23) 1,8» = (JF f, io définit J".
On déduit de (4.23) et avec (4.16), que IJ* flv est borné lorsque f parcourt un
borné de Q', de sorte que (4.22), avec (SA 3) donne : (4.24) Lux [1 < pol ([»1) [[fÎler, pol (|p|) étant indépendant de k. Alors (4.21), en utilisant (SA 3), donne :
(4.25) Nuls < pol (pl) (HZ Île.
Or par (SA 1), on a:
| (Qu, o))— ({u, 1 < ex [ullvllolly, ex > 0 si k co, donc BARRE ET Ensuite, par (SA 2), on a :
LCR (p)— R* (p)),u, 8>| € me P1(1P1) ullv lvlle
done | À Z" lecin < 7x pol (pl) et done :
d fu —ully < pol (|p|) (ex + 1x) || fÎlo:
one :
|| @* (p)— G (p) [coin < (ex + mx) pol (|»|),
d’où l’on déduit le théorème.
Applications (1) : Problèmes mixtes non auto-adjoints
On introduit les distributions en { suivantes :
(5.1) Ke Cr (Da 0)
On a
(5.2) Fier ré f(& % ao, pour « non entier et
(5.3) K,=—0% pour «& entier (Schwartz [1], p. 43).
L'opératur KŸ: TK,xT, de D, —+ D, est dit opérateur de dérivation d'ordre
x; pour « entier, c'est un opérateur de dérivation usuel.
On donne maintenant une famille d'opérateurs :
(5.4) DÉCLIN Sr de 0,
et g, étant strictement positif, ie. :
(5.5) (gif, fl = flfffe, c>0, pour tout fe Z?. On pose :
(5.6) R;="A5 9; As;
et l’on prend :
(5.7) K =ÿ Ke, ® R;,
où l’on suppose :
(5.8) DES EL en to 0:
PROPOSITION 5.1. On donne un opérateur À =D +P comme ax No 4, et l’on
suppose que (Al) a lieu. On donne K par (5.7) avec (5.4), (5.5) et (5.8). Alors (A2) et (A 3) (p. 106 et 107) ont lieu.
DÉMONSTRATION
Comme Â(p)—Ep%R,, (A 2) est vrai. Il reste à montrer (A3). On prend ici (cf. remarque 4.1, p. 105) :
(Qu, 0))1, 0 = (4; 2))1 + Oo (1 Ao %; A9 V}z2. Prenons alors la définition de X (p,04). On a: a Ne CR (p)u,8) = © p% (Aoû Aov)ze.
Or : (9; Aou, A9 v)r: = ((H;u,v))1x, (H; dépend de 9) ce qui définit H;EL(V:V), opérateur hermitien positif; si Æ (o,) est défini par (4.10), p. 106, on a :
u (5.9) MP 0)E LH (oi) (pc) Hp H,
et alors (A3) est conséquence du lemme 4.5, p. 93, d’où la proposition.
Il en résulte que {ous les théorèmes du N° 2 sont valables ; en particulier :
THÉORÈME 5.1 Sous l'hypothèse (A 1), la distribution K étant donnée par (O2 avec (5.4), (5.5) et (5.8), l'opérateur 1 @ (D+ P)+K* est un isomorphisme de D. ({, N) sur D. (t, Q').
A chaque exemple du Chap. I, $ 2, le théorème 5.1 fait correspondre un théorème d’'isomorphisme, ce qui résout déjà de très nombreux problèmes mixtes. Signalons
notamment :
ExEeMPzLE 5.1.
On considère l’opérateur :
RO Ô “ 0 Q A— > Z( +5 etat gt i i
Gij 1,21 on) ae où l’on suppose :
Vi; EL (Q) avec :
> (di; (x) + gi (x)) é; = Ro a>0,{;EC, presque partout dans (2. 1,7 — a, a fonctions quelconques de Z? (Q), — g,€L® (Q), avec g, (x) Z ©, > 0 presque partout dans ©.
Soit V un sous-espace vectoriel quelconque de £:(Q), contenant D: (pour des
} on prendra pour N l'espace
exemples, cf. Chap. I, $ 2, N°1); si D— D (À T;
“1 des u € V, tels que Du€L?, et tels que :
Ô @) (Du, v)r: = 2 (ou à o). -(Byu,yv)r
où F—I?(T), y—opérateur de prolongement en moyenne, B opérateur quelconque si (4.4), p. 105, a lieu, et sinon, opérateur tel que B+B* > 0, ou bien de norme assez petite. Dans ces conditions, À est un isomorphisme de D’, (t, N) sur D’, (t, L?) (et aussi
de D (t, Di) sur D’, (4, Dx)).
On considère l'opérateur PTE RE AT ET D re = ) 2 (99a DN+ 2 MD +9 1P1, 1a1=m rm ot où l’on suppose :
— Jes fonctions g,4, sont dans L® (Q); si V est un sous-espace vectoriel fermé
de Æ%.(Q), on suppose que la forme
(u, V)9 = > (9, a Du, D? v) 1:
an 1p|,lal=m est elliptique sur P.
— les fonctions &, sont quelconques dans ZL*,
— n£€L®(Q), g(x) Zzc,>0 presque partout dans Q.
Dans ces conditions À est un isomorphisme de D’, (t, N) sur D, (t, L?). Notons
que si l'ouvert Q est m-régulier (cf. p. 71), on peut remplacer l'opérateur Y a, D' Ir=m
par > a, D' où cette fois la sommation est faite pour [r| <m et non plus seulement
rm pour |r|—m; les fonctions 4, sont quelconques dans L®. REMARQUE 5.1.
On peut donner de nombreuses variantes du théorème 5.1. Par exemple on
pourra remplacer K, par :
K'=£L=!(Vp? +1, &> 0).
La démonstration est en tous points analogue.
Cas du problème de Dirichlet
On donne A—D+P comme au début de ce N°, mais l’on prend pour espace V
l’espace D (4). On considère alors une familles d’operateurs :
RAS ALLER) EE OP LA
avec (5.11) hi; = 0, ho,o Strictement positif.
On pose alors :
(5.12) R;;="A; (fi; À;), € L (D (4); D’ (4).
On prend maintenant :
(5.13) IK = > K,;, (es) R;;, où (5.14) DSTI %oo > 0.
La formule (5.13) définit un élément de D (t, £L(V; Q')), car V=D(4), Q'=D'(4). On a la
PROPOSITION 5.2 On donne A =D +P comme à la proposition 5.1 et l’on donne K par (5.13), avec (5.11) et (5.14), V— D (A). Alors les hypothèses (A 2) et (A 3) ont lieu.
DÉMONSTRATION
On a: R(p)=> p‘i R;;, (A2) a lieu. On pose cette fois : He]
((u, v))1, 0 = ((%; %))1 + So (Ro0 A0 #> Ao V)z::
8—553810, Acta Mathematica. 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
Si alors
(hi; A; u, À; v)re= ((Hij U, %))1, 0 »
ce qui définit H;; élément de £(V; V), hermitien positif, pour la structure ((u, #))1, 5,3
on à :
(5 15) X (p, 99) = 1 + 5H (60) + (p* — 60) Hoo+, À 4 Hi,
et alors (A 3) a lieu, par application du lemme 4.5, p. 93.
Comme conséquence :
THÉORÈME 5.2 Sous les hypothèses de la proposition 5.2, l'opérateur 1 @(D + P) + K* est un isomorphisme de D’, (t, D (A)) sur D (t, D'(À)).
Signalons maintenant un cas spécial au problème de Dirichlet : PROPOSITION 5.3 On prend V=D%:(Q), Q ouvert quelconque de R,. Sur V on donne la forme :
(5.16) ((u, v)) = (9pa DU, D? v) 12 + >, = (&.D°u, D v)rs IP1,1al=m IrI+ISI<2 m1 ITI<m,1S1< m Où Ina € L(L?; I?), avec (5.17) (u, U)5,1 = 2 ((9pa + 95a) Du, D’u)x>a,||u |}, a, >0, pour tout uE Dr, et as EL(L?; L?), quelconques. Alors (A1) a lieu.
DÉMONSTRATION
On 2 :
((u, u)), = (we, w)o,1 + Z(as + ar) D° u, D’ u)z:,
et le 2°" terme est majoré en module par en Il à Cu he morme de w dans £f).
Or, on voit facilement par transformation de Fourier, que pour tout £ > 0, il existe A (€) tel que
m1 € € [Île ff + 2 (e) ff Îlo
pour tout w € D:
On prend & tel que c,e<a;. Il existe alors o,>0 tel que :
du Îln + oo fl fe — 6x fl 2 ll Ce Î 2e im + 2 (e) lle) soit Z a, [lufn, a <a-ce.
Si 0, est ainsi choisi, on a :
((u, w))1 + 00 | u 16 Z Ag Il u IE oq.f."d:
Considérons l’opérateur :
A=(=1)" ZX D'(gpaD)+ > -(—1) ID" (@s D')+
1p|,[al-m r|+1s1<2m-—1 Ir, 181<m © © Fe DDR SD:
nn + 55,201) D' Ur D)
où l’on suppose :
— les ga E L® (Q), avec (5.17), — les a, € L® (Q) quelconques, — la fonction g, est dans L®(Q), avec g, (x) = c, > 0 presque partout dans (, — les fonctions À; sont dans ZL® (Q), h, (x) = 0 presque partout. De la proposition 5.3 et du théorème 5.2 résultent que, sous les conditions ci-dessus, À est un isomorphisme de D, (t, D) sur D! (t, Dr).
Stabilité
On donne une suite de formes ((uw, v)}* sur V fixe, ((u, v))}* définissant A", avec
(S A 1), p. 108. On suppose que l’on donne:
(5.19) gj EL(L;L?), gj >=0, gi strictement positif, avec :
(5.20) gÿ => g; dans £(L?; IL?) pour la norme;
on donne ensuite, les nombres
(5.21) aÿ E(0, 1), «i >0, avec
(5.22) a > sik—+oo.
On pose :
et
(5.24) K'= ZK+@R}.
On désigne alors par (5.25) G*=distribution de Green de 1@ A*+K"*.
Sous les hypothèses ci-dessus, on montre que (SA 2) et (SA 3), p. 109, ont lieu, donc : G* tend vers G dans l’espace D'ACEAO PAT)
Le théorèmes 5.1 et 5.2 sont en général faux si certains des &; sont >1. Donnons un contre-exemple.
On prend Q=R", n=1 quelconque, D= —(1+5) À, A = Laplacien, 4,=1, Q=0. On a: E=L?=E, N=E%. Montrons que —(1+i)(1®@A)+K%@1 n'est pas un isomorphisme de D’, (t,N) sur D’ (t, L?), pour x >1. Pour simplifier on prend &«—2. Soit a une fonction donnée dans Z?; cherchons « dans D! (f, £%:) solution de
(5.26) -(+i)Au+ ue.
Effectuons une transformation de Fourier en x, y—variable duale; soit F la transformation de Fourier; c’est un isomorphisme de L£ sur L? et de €%: sur H?— espace des fonctions €L} qui sont encore dans Z% après multiplication par [yf. Soit v— Ju élément de D’ (t, D,); (5.26) équivaut à :
a (5.27) an (1+i) [yfv+5 30-68 4, A=#(a).
Résolvons (5.27) dans D, (t, D,)=£(D- (t); D,) :
1) il y a dans cet espace une solution :
= À (y) usa + (5.28) v(t)— an AO Era ee MP RARE OO Ne
| Os 0
presque partout en y, (1+4i)*—V2 exp (ix/S).
2) Cette solution est unique.
Cherchons en effet les solutions dans D: (4 D,) de |yPv+ ET
le facteur 47° (1+4)). Soit op dans D (t), v,—v x o est alors dans D. (t, D;), solution d?
de |y |? v, (€) + ae ()—0, et comme v, est nulle pour # assez petit, on a : »,(#,)—0,
d nu ()—0 pour {, convenable, donc, par Schwartz [9], p. 26, on a v, —0, donc
— 0 (on supprime
Donc si (5.27) admet une solution elle est donnée par (5.28). On aura donc démontré le contre-exemple si l’on montre que » définie par (5.28), n’est pas dans D;(t, H?). Soit done y dans D _;(t) On a:
l . *\1/ p(t) sin (2x(1+2)"|ylt)dt »
DENT RE eue 2x|y|(1+4)"" a|y|( +",
et, y sin (2x(1+1)"|y|lt) étant À croissance exponentielle en ly|, cette fonction n’est pas en général dans H, e. q. f. d.
Applications (Il) : Problèmes mixtes auto-adjoints
On donne l'opérateur A — D+P comme au N° 5, mais on le suppose cette fois défini par une forme ((u, v)) hermitienne. On suppose que (A1) a lieu. Résumons
ces hypothèses dans :
{ la forme ((w, «)) est hermitienne, et il existe o, tel que
(6.1) , ((u, u)) + oo (Aou, Ao ur > Gllullr(c >0) pour tout ue V.
On donne ensuite :
R;="A,g; A comme dans (5.6), avec (5.4) et (5.5) (cf. p. 111), et l’on prend :
(6.2) K = Ke @ R;,
où
(6.3) Or 2 0 On a la
PROPOSITION 6.1. On donne A = D+P, défini par ((u, v)) avec (6.1), et K avec (6.2) et (6.3). Alors (A2) et (A 3) (p. 106 et 107) ont lieu.
DÉMONSTRATION
u On a: KÀ(p}= > piR,, done (A2) a lieu. Il reste à montrer (A3). On prend j=1
cette fois :
((u, d))1,0 = ((%, ®)) + Oo (9x Ao%; À Ÿ)z:
avec 0, assez grand pour avoir ainsi un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente à [fuly. On a: (9; Açu, Av) —((H;u,v)h5, Ce qui définit
H, opérateur hermitien positif de £(V; V), pour la structure ((u, v)h1,%; On à alors : ZX (p, 60) = 1 + (p* — 00) Hi+2%%H et (A 3) résulte du lemme 4.6, $ 1, p. 94.
Il en résulte que tous les théorèmes du N° 2 sont valables et notamment :
TaHéorème6.l. Sous les hypothèses de la proposition 6.1, l'opérateur 1@(D + P) + K* est un isomorphisme de D: (t, N) sur Data 0):
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Supposons que l’on ait, outre les hypothèses précédentes, (6.4) À (p)= À (-—p).
Exemple : K—=0”@R,;.
Alors X (p, o))=X (—9p, 0), donc X (p, o,) est inversible pour £ < —£,, et avec les mêmes majorations pour l'inverse. On peut donc définir deux fonctions p — G(p), holomorphes respectivement dans £ > £, et £ < — £&,, à valeurs dans £(Q'; N). La 1re est transformée de Laplace de la distribution QG, élément de DUO
considérée jusqu'ici, la 2°% est transformée de Laplace d’une distribution G_, élément de D° (t, £L(Q'; N)) ®, nulle pour t>0. On a done le :
THÉORÈME 6.2. Sous les hypothèses du théorème 6.1 avec en outre : R (p)}— R (— p), l'opérateur 1 © (D+P)+K* est un isomorphisme de D! (t, N) (resp. de D (t, N)) sur D, (t, Q') (resp. sur D! (t, Q')).
ExEMPLE 6.1. (Analogue à l'exemple 5.1, p. 112.)
On considère l’opérateur
a à 9 pe 9 de : e dr (ur) +2 HT, 92 ou
— Gij=ÿ;: pour tout à, 7, et > 9 Ed = ho @éc — ÿ\(x) Zc, > 0 presque partout dans Q, g (x) = 0 presque partout.
Dans ces conditions, A est un isomorphisme de D: (t, N) sur D: (t, L?) (ou de
D CDR) D C0).
ExEMPLE 6.2.
On considère l’opérateur
m à D v So ) C © AMC DGA (=D ADD re 1p1, 1al=m 1Pl, 1al-» ot ot
où l’on suppose :
— les fonctions g, et g, sont comme dans l'exemple 6.1,
O Si Æ est un espace vectoriel topologique, on a : Le (4, H)=C(D, (t); E)— espace des distributions en { à valeurs dans Æ, de support en t limité à droite, où D, (t) — espace des fonctions indéfiniment différentiables en t{, de support limité à gauche, muni de la topologie de Schwartz.
— on prend Q—D':; pour espace V l’espace des « € Z7.(Q), en supposant que Q est un ouvert m-régulier, et w étant en outre dans D: (cf. Chap. I, 2 N° 5, p. 72),
— la forme :
(u, d).= 27 (00 Du) D) (ose Du, DPv)r:
est hermitienne, et on a (A1).
Dans ces conditions À est un isomorphisme de D, (t, N) sur D (t, Dr:). EXEMPLE 6.3.
Si dans les deux exemples précédents, g, —0, on peut remplacer D’. par D’ (Théorème 6.2).
2 2 s A Prenons Q— 17, et D+P comme au théorème 6.1. On montre alors par la même méthode que précédemment que
LCD IE (ai
(2) DË de re) @1.
où a >0, b et c constantes réelles, est un isomorphisme de D. (4, N) sur DAGALS:
On remplace les hypothèses g,=0, g, 0, faites jusqu'ici par : (6.5) G= 0,2 g; > 0, et les hypothèses &; E[0,2], &«, 0, par (6.6) x; E)0,2) pour tout j=1,...,u.
On a alors le
THÉORÈME 6.3. On donne A =D + P défini par ((u, v)) avec (6.1), et K par (6.2) avec (6.5) et (6.6). Alors l'opérateur 1 & (D+P)+ K* est un isomorphisme de D: (t, N) sur D: (4, Q).
DÉMONSTRATION
On prend cette fois :
((u, ©))1, 9 — ((u d)) + 00 2 (95 Aou; Ag).
Ceci définit bien, si (A 1) et (6.5) ont lieu, un produit scalaire hilbertien de norme
: :, < ! …. Je ; :
correspondante équivalente à [ufly en choisissant o, assez grand. Si l’on pose :
(95 Ao%, Aov)z:= (Hu, v)h,55 On à alors :
u ZX (p, )=1+ 2 (p*— 00) H; j=1
et (A 3) à lieu, grâce au lemme 4.4, p. 93.
On donne dans R”° un ouvert Q du type Q=Q, UQ,, Q, et Q, étant sans points commun, leurs frontières ayant en commun un morceau X, « régulier » (cf. Chap. I, $ 2, p. 55). On donne dans Q l’opérateur
| ee ê
eu)
3,510 % 0%; Où gi; =ÿn pour tout i,j—=1,.:,n, EL®(Q), avec Zg(x)tzaltl, & EC, presque partout dans Q.
La donnée de %; équivaut à la donnée de %;1€L°(Q,), et de ÿ,,2€ L® (Q,), donc, avec des notations évidentes, la donnée de D équivaut à la donnée de D, dans Q,, D, dans Q,, D, et D, étant élliptiques et auto-adjoints. On prend pour espace Q l'espace L*((Q) et pour espace V l’espace V;, p. 55. Toute fonction {€ L?(Q) est du type : f—(f1; 2), hi € L?(Q;); on considère les opérateurs g, et gs, € L(L?; L?) suivants : 1(f)=(f,0), et g(f)=(0,f). On a donc g,+g,—1, donc (6.5) a lieu. Il
@ Q 3 : / en résulte, par le théorème 6.3 que D + 2 .. 12 est un isomorphisme de D: (t, N) sur D;(t, L?) ou encore: on donne T, ED! (t, L°(Q,)), T,E D! (t, L(Q,)): il existe une distribution w—(",,%), € D; (t, N), et une seule telle que :
@ © Du, + Cr Le dix Daus + a Ta:
L'interprétation de l’espace N est donnée p. 60. Ce théorème résout un problème
mixte avec conditions aux limites de transmission.
Cas du problème Dirichlet
Les hypothèses sur l'opérateur A — D + P sont les mêmes que précédemment, mais avec V—D(A)(—Q). On peut alors prendre À comme à la page 113, avec en outre 0<w;<2 (au lieu de (5.14); on a alors un théorème d’isomorphisme analogue au théorème 5.2, p. 114).
On à des résultats de stabilité analogues à ceux de la page 115.
Applications (IIT): Systèmes différentiels
On adopte les notations du chap. I, $ 1, N° 13, et pour simplifier on considère seulement le cas de l'exemple 13.1, p. 49. On donne donc À, isomorphisme de Z?(Q) sur lui-même et 4,E£L(D;1?) et EL(L?; D'), puis les opérateurs gi; avec %j€ L((LY; (LY), et (7.1) JD = > ‘Aigy À
i,j On donne également V, sous-espace vectoriel fermé de (£ (4))* et (7.2) PEL) On suppose que D+P est défini par la forme ((u,v)) sur V, qui est supposée avoir les propriétés :
| ((«, v)) est hermitienne et il existe o, tel que
(F8) Ü ((u, u))+ oo Aoulrsx Zallulf} pour tout ue V.
(le 2°% point généralise de façon évidente (A 1), p. 105).
On donne maintenant la distribution :
(7.4) K ED! (4, L(V; (L)), du type suivant :
(7.5) K — SKR
où à
avec
| 9; € L((L?):; (1?)), opérateur hermitien positif,
FE 1, Us et Za>0.
On suppose enfin que les nombres x; sont dans ]0.2).
On a alors le THÉORÈME 7.1. Sous les hypothèses (7.3), (7.5), (7.6) et (7.7), l'opérateur l'OCDE P)EK A
est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D: (t, (L?)*).
J. L. LIONS DÉMONSTRATION
Pour w,v€V, on prend (en choisissant 0, assez grand) :
(0), 2, = (Qu, 2)) +60 © (gs dot, Aov)2
On a alors les formules : (9, Aou, Aov) = (Hu, v)hi,5 qui définissent les opérateurs A;
hermitiens dans £(V; V) pour la structure ((uw,v)h1,,,, et par conséquent : (D: 00) = 1% 2 (P®% — 00) À; î=
d’où le théorème, par application du lemme 4.4, p. 93. Le théorème 7.1 résout des problèmes aux limites de type mixte pour des systèmes différentiels. On a bien entendu un théorème analogue au théorème 5.1, dans
le cas où la forme ((w,v)) n’est pas hermitienne (cas non auto-adjoint).
8. Applications (IV): Equation des télégraphistes généralisée
On donne l'opérateur A, défini par la forme ((w,v)), que l’on suppose hermi-
tienne; on donne 4,, et des opérateur g,,9,93, E£(L?; 1?). On suppose :
{ (A 1) a lieu, donc ((w, u)) + ol Aoullz = alu
(8.1) | pour tout uE€E V,a>0, (82) { 9, est strictement positif, g, et g; sont des | | opérateurs hermitiens quelconques.
On pose :
(8.3) R;="A5g; 4; imire 3,
et on considère :
PROPOSITION 8.1. Sous les hypothèses (8.1), (8.2), les hypothèses (A 2) et (A 3), p. 106 et 107, ont lieu, relativement à l'opérateur 1@A + KY,
DÉMONSTRATION
On pose :
((u, v))1, 0 = (4; Ÿ)) + o(91 Aoû AoŸ)z:, Co assez grand.
On a: R(p)-pR,+pR;+R,, donc (A 2) a lieu. Reste à vérifier (A 3).
Or :
(95 Ao, Av) =((H;u, D} os j—=1, 2, 8, de sorte que
X (p, Go) =1+(2 —0)H;+pH;+H,;,
où H; est un opérateur hermitien dans £(V; V), pour la structure ((u, v)),,,, H, =0;
en outre :
(Hi u, u) ho =] (92 Low; Ao 2:
< c4]| Aou ll <e (Et ha
car ÿ, est strictement positif; majoration analogue pour ((H,;u,u)h,,; on est dans les conditions d'application du lemme 4.6, p. 94, d’où (A 3) et la proposition.
Comme conséquence :
THÉORÈME 8.Il. Sous les hypothèses (8.1) et (8.2), l'opérateur 1@A + K* est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D, (t, L?).
ExEMPLE 8.1.
On considère l'opérateur
p : 0 Ô ture D° gr D +953 + Je + 93
1pl, 1a1=m
où l’on suppose :
— (u, v)9 = (pa Du, Do) (v, u), (u, u), =allu|l}, l'ouvert Q étant m-régulier, — ÿ(x)=c; > 0, presque partout dans Q, g et 9€ L°(Q) à valeurs réelles. Dans ces conditions, À est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D’ (t, L?) (ou de
DVD) ar D (4 Dr) 0).
Applications (V
On donne A défini par ((w,v)) sur V, <E(A), (4, étant donné), et on suppose :
Fe { la forme ((w,v)) est hermitienne, et ((u,u))=a||u||} pour tout € V ie I (autrement dit la forme ((w,v)) est hermitienne et elliptique sur PV).
On donne également :
(9.2) g€L(1?; L>?), opérateur hermitien quelconque. On pose :
et
@ L'hypothèse « () est m-régulier » est alors inutile.
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, Ô (9.4) A=1@A + Pre On a la
PROPOSITION 9.1. Relativement à À, défini par (9.4), avec (9.1), (9.2), (9.3), les hypothèses (A 2) et (A 3), p. 106 et 107 ont lieu.
DÉMONSTRATION
On a: K(p)=ipR, donc (A 2) a lieu. On prend ici: ((w, v)h1,, = ((#; v)), indépendant de 0. Si: (Aou, Aov)r: = ((H uw, v)), ce qui définit H hermitien dans £(V; V), on à :
X (p, 6) =X(p)=1+1pH.
L'opérateur X(p) est inversible pour £>0 (resp. pour £<0) et son inverse est majoré par
x lei <1+ [2 £>0 ou EÉ<O.
On a donc démontré la proposition. Il en résulte le
THÉORÈME 9.1. Sous les hypothèses de la proposition 9.1, l’opérateur À est un isomorphisme de D',(t, N) (resp. de D’ (t, N)) sur D. (t, Q') (resp. sur D! (t, Q')).
£ par Ée dans À.
Le théorème 9.1 est généralement faux si l’on remplace 5 DË
10. Applications (VI) On donne l’opérateur A?='A A (chap. I, $ 2, N° 6), et on considère l’opérateur (10.1) A=18 AK, @A+K,@ 1; -«, &€)0, 2).
Les problèmes mixtes attachés à des opérateurs de ce genre sont en général, comme on verra dans un article prochain, des problèmes mixtes avec conditions aux limites dépendant du temps. Voici toutefois un exemple qui entre dans le cadre de la théorie actuelle.
L'espace € (A) est l’espace des w€ L? tels que AuE€ I?.
L'espace V est le suivant : on donne W, sous-espace vectoriel fermé de £!.(Q); on suppose défini un opérateur frontière : w ->yu de W dans F (—1?(T)); on donne
B, opérateur hermitien positif dans L(F; F); pour «,v dans £ï%:, on pose
eo © (u, v}a = (a v)-a = | eu).
—U 0x ‘Ox
Qt
Alors V est l’espace des € W, tels que AuEL?, et qui vérifient : (— Au, w)r=(u, w), +(Byu, yw)r pour tout wEW.
On définit ainsi un sous-espace vectoriel fermé de E(4), par la prop. 6.1, p. 80.
L'espace N est alors le suivant : c’est l’espace des 4 € V tels que A? € L? et (Mu, v)71 = (Au, Avr pour tout ve.
Ceci posé, on a la :
PROPOSITION 10.1. L'espace N étant défini comme ci-dessus, les hypothèses
(A 2) et (A 3), p. 106 et 107), relativement à l'opérateur À, défini par (10.1), ont lieu.
DÉMONSTRATION
On a: K(p)= —-p*A+p*, donc (A 2) a lieu. On pose : (Cu, D))1,0, = (A 4, À d) 12 + Go; v)22, 600 quelconque.
Ceci définit sur V un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente
à [[uly. On a:
(Æ (p)u, %)1:— oo (ue, ®)1 = p% ((u, v)} + (By, Y 0)r + (P%— 69) (u, v)r2.
On introduit alors les opérateurs Æ, et H, définis par :
Cu, 0) +(Byu, yo)r= (Hu, v))i,0, et
Cu, v)n= (Heu, d))1, 0 5
les opérateurs Æ, et H, sont hermitiens positifs. On a :
X(P,0)=1 "pH; % (pp 0) A;
donc (A 3) a lieu par application du lemme 4.3, p. 93, d’où la proposition. On en déduit le
THÉORÈME 10.1. Sous les hypothèses de la proposition 10.1, l'opérateur À, défini par (10.1) est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D, (t, L?).
Sur une hypothèse de M. Hadamard
Ce N° généralise et précise les considérations faites dans Hadamard [1], p. 484, 485.
Du lemme 4.1, p. 90, résulte le
Lemme 11.1. Soit æ->L(w) une application continue d’un espace topologique X (EX) dans D.(t, L(N; Q')). On suppose que pour tout EX ù existe G(w) élément de D'(t, L(Q'; N)), avec :
(11.1) L(o)*xQ(o)=08S1, " LEL(Q’; 0), el (11.2) Go) e LS) ESS LE CU N).
Si G(w) demeure dans un ensemble borné de D. (4, £L(Q'; N)) lorsque « parcourt un
compact quelconque de X, l'application w — G(w) est continue de X dans DCR L (ON).
Application
On donne À défini par la forme ((w,v)) sur V, et on suppose :
(Ha 1) la forme ((u, v)) est elliptique sur V.
Il en résulte (Théorème 2.1, p. 26) que À est un isomorphisme de N sur Q': soit G son inverse, opérateur de Green de la forme ((u,v)); GE £(Q; N). On donne ensuite K, élément de D! (t, £L(H; Q')), et on pose :
(11.3) L(w)=8® A+, ol:
On suppose que
| Pour tout « = 1, il existe G(w) (distribution de Green) avec (11.1) et (Ha 2) | (11.2), et G(w) demeure dans un ensemble borné de D: (t, £(Q'; N))
pour © Z I.
On a alors le
THÉORÈME 11.1. Sous les hypothèses (Ha 1) et (Ha 2), lorsque wæ— ©, la distribution de Green G(w) de L(w) tend dans D’, (t, L(Q'; N)) vers Ü8G, G étant l'opérateur de Green de A.
DÉMONSTRATION
Si w—0co, L(æ) tend vers Ô@A, et il est immédiat de voir que :
(ÔSA) x (0SG)=081, 1EL(Q'; Q'), et (6@G)x(0SA)=1, 1EL(N; N) donc G(=)=-086,
d’où le théorème.
ExEempPLze 11.1.
On donne
A=D+M, D = > FAigi 45, M='A,gA,,
1,1=1 avec (Ha 1), et
Kxs D'ESORS, j=1
er R; S A9; À, , avec :
HELP L) 51. L D=0, 70 (6 p. (11) et æE(0, 1); x 0;
Lee SL ; Alors —K=—Z2K,@-—R;, et R,/w— ‘Ao[®) 4, et comme Ne les mêmes pro- (@) DC) (@) (@)
priétés que g;, il résulte du Théorème 5.1, p. 111, qu’il existe G(æ) avec (11.1) et (11.2).
Montrons que l’on a (Ha 2), ie. que les G(w) demeurent dans un ensemble borné de D’ (t, L(Q'; N)) lorsque w >1.
Les distributions G(w) sont nulles pour t<0. On aura donc démontré davantage que (Ha 2) si l’on montre que les G(w) demeurent dans un ensemble borné de S:(t £(Q'; N)). Pour cela, on va majorer les transformées de Laplace G,(p) des G(w), dans l’espace L(Q'; N).
On prend ici: ((u,v)}1,9, — ((#,v)};, puisque par (Ha 1), la forme ((u, v)) est elliptique.
En se conformant aux notations du N° 5, p. 111, on a: H (00) = H défini par : ((u,v)) = ((Hu,v)),, H; défini par (9, Açu, Agv)r: = ((Hj;u, v)),, et, avec des notations
évidentes, on à alors :
Lu Xe (D, Cp) = Xo(p)=1+iH à > p* H;/w j=1
et Go(p)=Xa(p) "J, E>E—0.
Du lemme 4.5, p. 93, résulte :
1 Xs (D) Îlccevim < F
1 (p)Îlcce:n < pol (pl),
d’où l’on déduit :
polynome indépendant de k, d’où aussitôt le résultat. Le théorème 11.1 est donc
applicable.
On établira par la même méthode des résultats analogues pour les exemples des
12. Un résultat général d’inversibilité Soit À une distribution dans D! (t, £L(H; Q')). On désigne par 4* l'opérateur :
T-AxT de D.(t, H) dans D'(t,Q'). On suppose qu'il existe un sous-espace vectoriel fermé N de # tel qu’il existe G dans D’ (t, £L(E’; N)) avec
(12.1) AxG=6@1, 1EL(Q'; Q) et
(12.2) GxA=06081, 1EL(N;N) et enfin
(12.3) G est nulle pour {<0.
Des exemples d’une telle situation sont donnés par les résultats des N° 2 à 10. On donne maintenant une distribution L dans D'(t, £L(H; Q')) et on désigne
par L* l’opérateur T=LxT de D'(t, H) dans D! (6, Q').
Ceci posé on va montrer le THÉORÈME 12.1. Sous les hypothèses (12.1), (12.2), (12.3), et si L est nulle pour
t<a,a>0, l'opérateur A*+ L* est un isomorphisme de D'.(t, N) sur D. (t, Q').
DÉMONSTRATION
Cherchons un inverse à droite À et un inverse à gauche S de 4 +2, donc R, S éléments de D! (ft, £L(Q'; N)), avec
(12.4) (A+L)xR=0@1, 1EL(Q';Q') et (12.5) Sx(A+L)=ô0@1, 1EL(N;N).
Composons à gauche les deux membres de (12.4) par QG. Si l’on pose :
(12.6) GXL=X,x «ED, (HC(NSUN))
(12.7) (ÔS1+X) x R=G.
OrvXmestunulle: pour t<a,. donc-X'Ë= Xe x w..0 x (£ facteurs) est nulle pour
t<ka, et comme a>0, ka— + avec k, ce qui assure la convergence dans
D+ (4, CIN; N
de la série
(12.8) 0 (lo 01) Kk=0 On a (12.9) (ÜSl+X)xX—5@1, Xx(081+X)—-0@1.
Alors (12.7) donne :
(12.10) R=XxG.
Si maintenant l’on compose les deux membres de (12.5) par G à droite, en posant
(12.11) LxG=Y, MED LOF tO))).
on à (12.12) SX(0@1+7Y)=—6G.
Mais Y est nulle pour {<a, ce qui assure la convergence dans D’ (t, L(Q'; Q')) de
la série :
(12.13) PDO k=0
d’où
(12.14) S=GxY
Comme X**xG=Gx Y** on a R=S.
On a donc le théorème, avec en outre un procédé de calcul de l’inverse de
A+L, une fois connu l'inverse de À.
Soit G(L)(—=R=—S) l'inverse de 4+ZL. C’est la distribution de Green de À +L. Cette distribution ne peut en général être calculée par transformation de Laplace
en {, puisque Z peut être à croissance quelconque en {. Pour inverser 4 + Z seul
intervient le comportement de Z (nulle pour {<0) au voisinage de t—0.
ExEMPLE 12.1.
> 9 (&)®SC4 où :
On prend : L—
9—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
— 6"i(a;) — dérivée d'ordre n;, de la distribution en f{, masse +1 au point &, avec 4 =a>0 pour tout ?, a— +0,
— (C;—élément quelconque de £L(H; Q').
Problèmes mixtes « explosifs
On adopte les mêmes notations qu'au N° 12 : 4 est donnée dans D; (t, L(H; E")),
nulle pour t<0, et il existe N tel que
[AxG-081. 1eC(#:#) (13.1) Ceci),
la distribution de Green QG étant nulle pour {<0.
Soit a un nombre positif donné, L un espace de Banach. On désigne par (1952) D'(t<a, L)=£(D-(t<a); L))
l’espace des distributions T' en { dans l’ouvert t < a, nulles pour t < b(T) (quantité finie dépendant de T) à valeurs dans Z; D_(t<a) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables dans <a, nulles au voisinage de 4, muni de la topologie de Schwartz usuelle.
Si T est donnée dans D ({, L), elle définit par restriction un élément noté 7, de D'(t<a,L). Mais réciproquement, une distribution T de D'(t<a, L) n’est pas en général la restriction à £<a, d’une distribution définie sur l’axe entier. Toutefois, si « est donnée dans D_(t<a), et T dans D’ (t<a, L), x T se prolonge à l’axe entier, en une distribution notée (x 7”), définie pour € D-(t), par (x T)7 (g)=T(«p).
Soit maintenant T dans D'.(t<a,Q'), et @ dans D_(t<a). La fonction :
t— QG, p(t+s)>=f(E)
est dans D-(t, £(Q'; N)), et elle est nulle pour {=4a, si g est nulle pour =, Ce qui à lieu avec a,<a. On peut donc trouver x E D_(t<a), «—1 au voisinage du
support en £ de f, et l’on peut poser :
CE, Die (el) Pare
le gème
membre ayant un sens et définissant un élément de N (cf. Schwartz [6]). On a donc défini une application g—><T,f> linéaire continue de D_(#<a) dans N, done
une distribution de D’ (t<a, N), notée G4T'; on a la formule :
C4 T, p> = Ti, KG, p(t+s)»).
L'application T— G£T est continue de D'(t< «a, Q') dans D'A(EIGNN) notes 7%
2 Coin JE
Soit maintenant &,; une suite de fonctions de D. (<a), «x étant définie avec les conditions :
ul si t<a—1/k, ax(t)=0 si t>a—-1/2k.
Il résulte de la définition de G4T que :
(13.3) GxkT=lim (Gx(«xT) 7), dans D,(t<a, N), k— 00
et que si Test dans D’ (f, Q'), on a :
(13.4) Gx (Ta) =(G + 102
On en déduit (pour ED _(t<a,N), A%u est défini par le même procédé que cidessus) :
(13.5) A G*T=T pour tout T dans D'(t<a, Q').
En effet :
AS GS T=Ilim 4$(G x (ax T)7)a par (13.3).
Mais par (13.4), avec À, on a :
A (GX (ox T) ja = (À x GX (ox PT) )a = (ax T)S = 0x T
(l'avant dernière égalité grâce à la 1° relation (13.1)), d’où le résultat.
De même, pour tout « dans D’ (t<a, N) on a:
(13.6) Gx Axu=u.
On a donc les relations :
À” a, G?: a — jl 1 — application identique de D’ (t<a, Q') dans lui-même et Ga a, À” (ar, 1
1 — application identique de D’, (t<a, N) dans lui-même.
On a en particulier le
THÉORÈME 13.1. Sous les hypothèses (13.1), À et G étant nulles pour t<0, A*% est un isomorphisme de D'.(t<a, N) sur D'.(t<a, Q'), a 0 quelconque.
Ce théorème d’isomorphisme résout le PROBLÈME 13.1. Trouver U dans D',(t<a, H), solution de
AU=S
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(A4 U est toujours défini de la même façon que ci-dessus), où $ est donné dans
D'a(t<a,Q'), avec les conditions aux limites : (13.8) h—UED'(t<a, N), où h est donnée dans D’ (<a, H).
DéFiniTion 13.1. Le problème 13.1 est dit problème mixte « explosif », relativement à l’espace N.
Il résulte aussitôt du théorème 13.1 que l’on à le
THÉORÈME 13.2. Sous les hypothèses du Théorème 13.1, le problème 13.1 admet une solution unique, fournie par U—=h—GXT, avec T = A4;h—S.
DÉFINITION 13.2. L'opérateur G*® est dit opérateur de Green de l’opérateur 4*°,.
SIC EL) Q
f la forme ((w,v)) étant donnée sur V, il existe 0,0 tel que
SG 2 ) U((u,u)), +ollulzalulf pour tout € V et DacN.
Soit À l’opérateur défini par ((w,v)). Pour « dans N, on pose : (14.1) DRE
et on considère 4 comme opérateur non continu de domaine de définition N, muni de la topologie induite par Z?, à valeurs dans Z?. Le domaine N est dense dans L? (car N = Do) et l'opérateur À est fermé c’est-à-dire : si u,->u dans L?,u, EN, et Aux —v dans L? alors uEN et Au—v; pour cela notons d’abord qu'il résulte de (SG 2), que AÀ+s est pour s assez grand, un isomorphisme de N sur Z?; soit G(s) son inverse; alors (A +s)ux =sux; — Aux =f;—su—v dans L?, donc ux = G(s)fx tend vers w—(G(s)(su—v) dans N; nécessairement u—w, d'où le résultat.
De façon générale si X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques, on désigne par £L;(X; Y) l’espace L(X; Y) muni de la topologie de la convergence simple forte.
Ceci posé on a le
THÉORÈME 14.1. Sous les hypothèses (SG 1) et (SG 2), l'opérateur À défini par (14.1) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe : t—X (t), représentation continue
de t=0 dans L,(L; I?) et L,(N; N).
DÉMONSTRATION
Comme on vient de le signaler, À— 4 est un isomorphisme de N sur L? pour 6 assez grand (1—o+irt); soit R(1) son inverse, élément de £(1?; N). On majore R(42) dans £(1?; L?). Soit pour cela f donnée dans Z?; R(1)f—u est la solution dans N de (A +A)u—f d’où l’on tire
(Qu, u)) +olfufi— Re (4 w)2:
d'où en choisissant 6 > 0, assez grand :
allulf$ + (o— 00) |fu1l8<||f lol lo d’où
(14.2) LR) ler rs = ne pour 6>G:
Ceci montre par application du théorème de Hille-Yosida (cf. Hille [1], Yosida [1], Philipps [1]) que 4 est générateur infinitésimal d’un semi-groupe t—>X (t) représentation continue de #=0 dans £,(L?; I>?), une fois continûment différentiable de 4>0 dans £,;(N;1?) (on note en effet que sur l’espace N, la norme [ul +|| Aull, est équivalente à la norme initiale); on en déduit que {> X(f) est continue de {470 dans £,;(N; N) d’où le théorème.
On a la relation, pour f€ N :
(14.3) XI AX (Of, > 0.
Considérons l’application
co
p—> [X(#)p(t)dt de D_ dans L(L?; 1?) et L(N; N). û Chacune de ces applications est continue, donc définit une distribution XCD LU EL) et ED (t L(N; N)). Si f est dans N la distribution w—X x (d,(a)@f) est dans D. (t, N) et vérifie (conséquence de (14.3)) : © — (1@ A) u + be t (a)®f
donc
À (de (a)8f)— G x (dr (a)®f) 8 3 si G est la distribution de Green pour V et B de 18A+-@1. Donc X=G
sur D,@N donc X—G dans D!(t, L(N; N)) donc aussi dans D! (t, C(L?; L?)), ce qui montre que X est dans D! (t, CL(L?; N)) et le
THÉORÈME 142. Sous les hypothèses (SG 1) et (SG 2) la distribution de Green de l'opérateur 1 @ À + Lo 1 relativement à V et B est presque partout égale à une représentation continue t— G(t)(=X(t)) de t=0 dans L;(L?; L?) et dans L;(N: N).
Notons également ceci qui peut être utile :
IG (lee: ro <exp (ct).
Problèmes mixtes fins (D
Comme dans le N° précédent, on suppose que
(di à) Q=1(=0Q") on donne A=D+P (cf. Chap. I, p. 47), défini par ((u,v)), sur V, (F 2) sous-espace vectoriel fermé de €(4) et il existe o, > 0 tel que
(Qu, u))h +ollufé=allul} pour tout wE€ V,a>0 (M.
Il résulte de (F 2) que pour 6 = 6, D+P +0 est un isomorphisme de N sur Z2.
On considère l’opérateur
On sait que c’est un isomorphisme de D’ (f, N) sur D’ (t, L?) (Théorème 5.1): soit G la distribution de Green; si done f est donné dans Z? il existe une solution unique dans D’ (t, N) de l'équation :
(15.2) (1@(D+P)}u+ Fa
n—9ef.
On va montrer sans utilisation des semi-groupes (ce qui a l’avantage de permettre, comme on va voir, des généralisations) le :
THÉORÈME 15.1. Sous les hypothèses (F 1) et (F 2), et si f est dans N, la
solution dans D',(t,N) de l'équation (15.2) est (presque partout) égale à une fonction
® On pourrait remplacer (F 2) par (SG 2); on a pris (F 2) parce que c’est peut-être plus commode sous cette forme pour les applications.
continue, t—u(t) de t = 0 dans V. Lorsque t—0, u(t)—f dans V et lorsque t— ©, exp (—ét)u(t) 0 dans V pour tout £Z= 0.
DÉMONSTRATION
On désigne par Y la fonction de Heaviside en {(—1 pour {> 0 nulle pour { <0).
On introduit la distribution (15.3) v= Y@f, ED! (1, N).
On pose w—u—v; c'est un élément de D'(t, N) qui vérifie :
(15.4) (Ae(D+P)}w+ Lu Y@h où (15.5) h= —(D+P)f, élément de L?(Q).
La solution de (15.4) est : w—GXx(Y®@h) mais, comme Y@h admet une transformée de Laplace en t, la solution peut être calculée par transformation de Laplace ;
soit alors ©(p) la transformée de Laplace de w. Pour simplifier l'écriture, on pose :
On a donc :
(15.7) (D+P)g+pg=Rh/p, gEN, & assez grand,
d’où l’on déduit, en prenant le produit scalaire des deux membres avec g dans LÀ et
pe
séparant les parties réelles et imaginaires :
fie
(15.8) (a, 9) + Ella =R e
(15.9) (9, Daniel tn (2 (2
sl AE
Grâce à (F 2) on peut choisir o, tel que (9: 9)h + co916Zcllg > Co > 0, donc (15.8) donne pour £> 0, :
ll +(E-s)lglh<E, pl ll
d’où
Œ) On rappelle que [ln IE = fecfl6 + |lec (fr.
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(15.10) gl < ue lle llgll, Ë>o
( désigne toujours une constante). Il en résulte que : | ((g, 9))|< ETES AU
y Ill.
et (159) dome [n/glf<e pe Alellalh+ pa lAloliele done Ilalo< pf
A l’aide de (15.10) on en déduit :
(15-11) (EAP ES [1P# lo
dr donc : la fonction 7—{|@6(£+m)||,(—1glll) est pour £>0, dans l’espace ZA (n, V) (on a évidemment une majoration sans terme en 1/ |[n| au voisinage de n=0) des classes de fonctions sommables en #7 à valeurs dans V; par transformation de Fourier en 7, il en résulte que la distribution exp (—Æ£f)w est en réalité une fonction : t— exp (—Ët)w(t), continue de 4€ R, (axe des t) dans V, nulle pOur tr cer "0; et nulle pour {<0.
Comme v(t)—f pour 4=0, et que w—u—", on en déduit le théorème.
COROLLAIRE 1. On suppose que (F 1) et (F 2) ont lieu et qu’en outre
(E 3 D+P est un opérateur différentiel à coefficients indéfiniment
différentiables.
Sous ces hypothèses, si f est donné dans Da, la solution du (15.2) est une fonction indéfiniment différentiable de t=0 à valeurs dans N: lorsque t 0,
a EC DUREE); dans N.
DÉMONSTRATION
Si l’on pose u, — 1% élément de D'(t, N),u, est solution de : Q (1@(D+P))u, + ga 0'ef.
Si alors l’on pose : v,—0@/f (élément de D!(f, N)) et Wi—U,—v, élément de D’. (t, N) qui vérifie Q) (1@(D+P))w, + LT (DAT,
équation du type (15.2) et où (D+P)f est dans Da (car f est dans Do, et on a (F 3)); donc en particulier (D+P)f est dans N; d’après le théorème 15.1, w, est
fonction continue de {=0 à valeurs dans V, et w,(t}—=—(D+P)f dans V si t—0. Or u;(t)—w,(t) pour t-0, donc “, est continue en #(=0) à valeurs dans V:; or (D+P}u(t)= —u,(t) pour t>0; on en déduit que w(t) est continue en {(t=>0) à
valeurs dans AN.
: 0 On pose maintenant : w, — —
gi" est dans D’, (t, N) solution de
(1@(D+P))u + Luy= 8":
on pose : v,—0"®/, et w,—u;—v%,; d'après le théorème 15.1, w, est continue en t à
valeurs dans V, d'où résulte que (D+P) u, est continue en é({f> 1) à valeurs dans V
et done que #, est continue en {(£-0) à valeurs dans N.
On opère de même pour les dérivées suivantes d'où le résultat.
COROLLAIRE 15.2. On suppose que les hypothèses (F 1) et (F 2) ont lieu, avec en outre (dans (F 2)) la possibilité de prendre 6, <0. Il en résulte que D+P est un
isomorphisme de N sur L?; soit G son inverse. La solution dans D’. (t, N) de © 2 ER ne MST ÉEN GET
est alors une fonction continue de t=0 à valeurs dans V, et lorsque br 0, 1(t)
— = (g) dans V.
DÉMONSTRATION
Ô & Posons : w=u—Y@u,. Alors (18(D+P))w + a = 08 — Uo), done par le théo-
rème 15.1, (f—u;) étant dans N,t—wt(t) est continue de t>0 dans V et puisque 6, <0, on a: w(t) +0 dans V lorsque £—> + ©; comme u(t)=w(t)+u,(t) pour t>0,
on à le résultat.
16. Problèmes mitxes fins (II) On suppose encore dans ce N° que (F 1) a lieu; rappelons cette hypothèse : (F’ 1) OL (= 0).
On fait ensuite l’hypothèse
On donne A=D+P, défini par la forme ((w,v)) sur VeE(4); (F” 2) on suppose que ((w,v)) est hermitienne et qu'il existe 6,0 tel que :
((u, u)) +oollullé: = allulfy pour tout wE V,a>0.
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Dans ces conditions l'opérateur
est un isomorphisme de D'(t, N) sur D'(t, L?) (cas particulier du théorème 6.1,
p. 117). On va successivement étudier le comportement en £{ de la solution des équa-
tions :
(16.2) (1@(D+P))u + D U= "8 fo f, donné dans N, ©
(16.3) (@(D+P)u su=0@f,, f, donné dans N.
ot On commence par (16.3). On a le
THÉORÈME 16.1. Sous les hypothèses (KF' 1) et (F° 2), f étant donné dans N, la solution dans D'(t, N) de (16.3) est (presque partout) égale à une fonction une
fois continäment différentiable de t=>0 dans L?, continue de t=0 dans V; lorsque
t—0, u(t) 0 dans V, et TES dans L?.
DÉMONSTRATION
On désigne par Y, la fonction de #, égale à £ pour {>0 et nulle pour t<0; on pose : v= Ÿ,@f, et w—=u—v; w est dans D’ (ft, N) et vérifie :
Ô 1@(D + P\w + = Vo Y,@h, où h,=— (DESQN
On peut calculer w par transformation de Laplace en f{; on pose encore w©(p)—g. On à donc, pour £ assez grand : (D+P)g+p°g=h;/p". On prend le produit scalaire
des deux membres avec g dans L? et on sépare les parties réelles et imaginaires :
(16.4) (@, 9) + — n°) 1gÎo— Re É ins 9e)
(6,5) 2er lol (0h, ou) De (16.5) l’on déduit :
9 lo = SATEIENRE h ll < pr elélh
ce qui en utilisant (16.4) donne :
FAIR SC pl
donc: —{l#(£+im)| est dans L1(y, V) d’où suit que exp (—£t)w est continue en {, à valeurs dans V, et est nulle pour { < 0 (lemme sur les supports); on en déduit déjà que « est continue pour {>0, à valeurs dans V, et w(t) 0 dans V si É—0.
On à par ailleurs la majoration :
à : 1 LALE (£+ém)|]u <= Ca a lo
d . \ D s / A done : di (exp (—£t)w) est continue en # à valeurs dans Z?, d’où le théorème. Passons maintenant à (16.2). On a le
THÉORÈME 16.2. Sous les hypothèses (F’ 1) et (EF 2), si fo est dans N ainsi que (D+P)f, la solution dans D'(t, N) de (16.2) est (presque partout) égale à une
fonction une fois continûment différentiable de t>0 dans V: « (t)—f) dans V et
Lu (t) 0 dans V si t—0.
DÉMONSTRATION
a) On pose: v—Y@f,, Y — fonction de Heaviside, et w—=u—v, d’où résulte que w est dans D’ (ft, N) et solution de
19@(D + P)w + Du YO, ho= —-(D'+0Q)f, EN.
On peut encore calculer w par transformation de Laplace en t; si l’on pose : © (p) =, on à:
(D+P)g+p°g=ho/p; d'où l’on tire :
]l ((g, 9)) + Em) Ilglh= Re (o, q) 1 et énlplenn ( fie; d’où l’on déduit :
119 Îlo = ser lolh
done : m—>{l@(£+im)|lz est dans L'(y, L?(Q)), done w est continue en { à valeurs dans Z?(Q), nulle pour #4<0, d’où résulte que w est continue en {,t>0, à valeurs
dans Z? et tend vers /, dans L? lorsque t +0.
d , Re b) Posons maintenant : —w—"#,; c’est un élément de D. (t, N) qui vérifie:
dt e CHE P)u 3 ap 0 So;
& si l'on pose: v—=0@f, et w—=u, —-%, on a: (D+Pju, +=su—08(—(D+P)f) et comme par hypothèse (D+P)f, est dans N, on est dans le cas du théorème 16.1. Done w, est continue pour &>0, à valeurs dans VW, une fois continüment différentiable de 4-0 dans Z?(Q), on en déduit le même résultat pour %, d’où le
théorème.
CoROLLAIRE 16.1. On suppose que (EF 1) et (F° 2) ont lieu; on suppose en outre
ce 3 D+P est un opérateur différentiel à coefficients indéfiniment ) différentiables.
Alors si fo et f, sont donnés dans Da, les solution des équations (16.2) et (16.3) sont
fonctions indéfiniment différentiables de 10 à valeurs dans N.
DÉMONSTRATION
1) Prenons l'équation (16.2).
On pose : u, = CYLE alors w, est dans D’ (t, N) solution de
a 11 (19(D + P))u, + ET Le @fo-
Si l’on pose : ,.—0@f, et w=u,—v,, w, est dans D’ (ft, N) et est solution de
(S(D + P))w, + sun = 8® —(D+ Phjo.
Puisque f, est dans Da et (D+P) à coefficients indéfiniment différentiables, (D + P)f, est dans N, donc le théorème 16.1 donne :
u, est fonction une fois continûment différentiable de 4-0 à valeurs dans V.
: 0 : ; ’ On pose ensuite : uw, — TA c’est toujours un élément de D; (ft, N), solution de
© (1@(D + P))u, + SÉ— d'""@fo:
On pose %, =0'@fo et W—=U2—1%. On a:
(1@(D + P)}u + _ wy= —0 @(D+P)f,
et comme (D+P)f, est dans Do, (D+P) (D+P)f, est dans Da done en particulier dans N, et on peut appliquer le théorème 16.2, donc : w, est une fois con-
tinûment différentiable en { à valeurs dans V, donc « est trois fois continûment dif-
: : ’ @ férentiable en t,4-0, à valeurs dans V. Comme pour t>0 : (D+P)u= — Jp on voit que « est continue en {,4=0, à valeurs dans N.
On peut continuer par la même méthode pour les dérivées successives.
2) On suit une méthode analogue pour l'équation (16.3).
Régularité des noyaux de Green
On aura besoin dans ce N° de l’espace (Ek.je défini comme suit : Soit Q un ouvert quelconque de R", Qz une suite de compacts contenus dans
Q de réunion Q(; on désigne par (L?),. l’espace des fonctions w sur Q de carré som-
. . 1/2 mable sur tout compact, muni des semi-normes : ( [ lu (x) dx) ‘; c’est un espace de Q; K
Fréchet (métrisable et complet); on désigne alors par (£%:h6e, k entier positif quelconque, l'espace des fonctions 4 E(L?),. dont les dérivées distributions D? , sont dans (L?ho pour |p|<#%, muni de la topologie la moins fine telle que les applications u—D?u soient continues de (£%:)x. dans (L?),.:; c’est un espace de Fréchet. Notons par €° l’espace des fonctions sur Q qui sont s fois continüment différentiables, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de chacune de leurs dérivées d'ordre <s; €*—€. On désigne par L?+ €’ l’espace dual de L?N € (toutes les intersections sont munies des topologies borne supérieure) (cf. Chap. I, $ 1, N° 11) : toute distribution de L?+£' est somme d’une fonction de L? et d’une dis-
tribution E£’. Notons le
LEmMME 17.1 (Soboleff). Si k>n+s/2 (n= dimension de l’espace) alors (Ek.) est contenu dans E° avec une topologie plus fine. (Une démonstration facile de ce lemme est donnée par transformation de Fourier.)
On se borne pour simplifier à l'étude de l'opérateur suivant : (17.1) 1@D + K°@M!
où D= ÿ FA;gi; A; (et. Chap. I, $ 1, N° 8), M'—opérateur de multiplication
(17.2) î,j=1 par une fonction M'(x)EL® (Q), M'(x)=u>0 presque partout.
Il en résulte que À, est l'opérateur identique de L? sur lui-même : (17.3) Q=1>?.
On suppose que
on donne V sous-espace vectoriel fermé de € (4) et soit ((w, v)) une forme attachée à D; on suppose qu’il existe
R 1) | 090 tel que ((u, u)}, +o,(M'u, u)x =alluffr, a>0
pour tout € VW.
Il résulte de cette hypothèse que D +0, M! est un isomorphisme de N sur L?; soit Gy son inverse.
On suppose toujours que 0 <ax<1 si ((w, v)) n’est pas hermitienne, et que 0 <ax=<2 si ((u.v)) est hermitienne. Donc, l'opérateur (12.1) est un isomorphisme de D. (t, N) sur D’, (t, L?), soit G sa distribution de Green. De plus :
D +p* M' est un isomorphisme de N (17.4)
sur L? pour £>£,, d'inverse G (p).
On fait maintenant les hypothèses fondamentales suivantes : M est une fonction indéfiniment différentiable et D est un (R 2)
opérateur différentiel à coefficients indéfiniment différentiables.
On se propose dans ces conditions de donner quelques propriétés supplémentaires pour la distribution de Green G.
Notons d’abord qu’il résulte de John [1] et Friedrichs [1] que si « est dans N, avec (D+M)uEEa (resp. EE: (Qc) (À paramètre complexe quelconque) alors % est dans NN Ea (resp. dans NN (E5i")xe si D est d'ordre 2m).
Il en résulte, en utilisant le théorème du graphe fermé, que G@, et G(p), £- &, sont dans les espaces C(LNE; NNE) et L(L?N (Eh; NN (EZ*”"ho) pour tout k=0. On pose
(17.5) G,M'= —C'; C a les mêmes propriétés.
Donc C” est dans L(L?N (EThoe; N N (EL: "hie) et comme (faire &k—0) N est contenu
dans (£%:)10c> On a, grâce au lemme 17.1 le
LEMME 17.2. Pour (v+1)m>s+n/2, C” est dans l’espace L(N; N NE).
Montrons maintenant le
LEMME 17.3. Lorsque p parcourt un compact K quelconque du demi-plan &£> &s, G(p) est borné dans L(L?N E NNE).
DÉMONSTRATION
L'espace L?NE étant tonnelé, il suffit de montrer que G'(p) est borné dans Ls (NE; NNE) (ie. pour la convergence simple forte), donc ceci : soit f donné dans LN €, fixé; il suffit de montrer que G(p)}f—u est borné dans N NE lorsque p parcourt K. Or « est la solution dans N de (D+p* M')u=f, done
(D+o, M'ju+(p*—0,) M'u=f, d'où :
u=Gof+(p*— 09) Cu donc (17.6) u= Xu(p)f+(p*— 00)" Cu où (17.7) XL. (p)I=Gi 0) Cr =) EC Co:
Lorsque p parcourt K, X,(p)f demeure dans un ensemble borné de NN E. Pour ({u+l)m>s+n/2, (p*— 0)" C"u demeure dans un ensemble borné de £°(Q) lorsque p parcourt KX; done « demeure dans un ensemble borné de N N £* lorsque p parcourt
K et ceci quel que soit s (en prenant w assez grand) d’où le lemme.
CoRoLLAIRE 17.1. La fonction p—G(p) est holomorphe dans le demi-plan Ë > &5, à valeurs dans L(LNE; NNE).
DÉMONSTRATION
L'application p—D+p*M' est holomorphe dans tout le plan, à valeurs dans L(NNE; L?NE) et son inverse est borné sur tout compact; la démonstration du lemme 4.1, p. 90 s'applique, d'où le résultat.
Soit maintenant ££, fixé; on désigne par G: la fonction 7G(£+in) de R, (axe des n) dans C(LNE; NNE). On a le
LEemme 17.4. Pour € firé, >Æ&, G: est dans S'(n, L(P NE NN E)) et demeure
dans un ensemble borné de cet espace lorsque £ parcourt un compact (Ë> &5).
DÉMONSTRATION
Montrons d’abord que G+ est dans S’(n, C(/ NE; NNE)). Soit y donné dans D (7); on pose :
G(p)=[G(E+imp(mdm élément de L(P NE; NNE).
Il faut montrer que l’application @—>G@:(g) est continue de D(S) (—espace D muni de la topologie induite par S) dans L(L?N E; NNE). Comme la topologie de D ($) est métrisable, il suffit de montrer que si g demeure dans un ensemble B de D, borné dans $, alors G:(yp) demeure dans un ensemble borné de L(L?NE; NNE). Comme l’espace L?N € est tonnelé, il suffit pour cela que G:(y) demeure dans un ensemble borné de L,(LNE; NNE), c’est-à-dire : soit f fixé dans L? N €; il faut voir si Ge (œ)-f demeure dans un ensemble borné de NAN E. On sait qu’il demeure dans un ensemble borné de N (car G:€S'(n, C(L?; N)) — et ceci uniformément lorsque £ parcourt un
compact. Reste donc seulement à montrer ceci :
(a) G:(y)f demeure dans un ensemble borné de €. Pour cela on va démontrer :
GE (b) Pour tout entier s il existe un entier &=k(s) tel que nn f demeure dans un ensemble borné de &*° lorsque 7 varie sur R,.
Voyons tout de suite que (b) entraîne (a) : puisque les fonctions @ demeurent dans B borné dans $,
FG L ; Gi | _. (+) p(n))dn
est dans un ensemble borné de &€”; ceci (en changeant k(s)) est valable pour tout s, on aura donc (a).
Reste à montrer (b). On sait qu’il existe un entier k, tel que (avec les notations du lemme 17.3) w(p)(1+7°) * demeure dans un ensemble borné de N. On déduit de (17.6) que :
U (p) X (p)f (D*— 06)" c" uw eh OPA SEEN ETS EN IAE
Le 1° terme est borné dans NN &; le 2°" dans &* si : (u+1)m>s+n/2, d’où le lemme. Considérons maintenant la distribution de Green G, élément de D’ (t, L(L?; N)); elle définit par restriction un élément (encore noté G) de l’espace D’ (t, L(L?n E; N)), de la façon suivante :
Si œ est donnée dans D_, G(p) restreint à Z?N£E définit un élément de L(LNE; N) et l'application g—>G (y) est continue de D_ dans cet espace d’où le résultat. Evidemment G considérée dans D’ (t, L(L? NE; N)) est nulle pour t<0, et
admet une transformée de Laplace en t. Ceci posé on a le
THÉORÈME 17.1. Sous les hypothèses (R 1) et (R 2), la distribution de Green G de l'opérateur (17.1), relativement à V et B, définit par restriction à L? NE un élément noté encore G de D, (t, L(NE; NNE)).
DÉMONSTRATION
Considérons G dans D: (t, L(LÈNE; N)). Elle a pour transformée de Laplace en t, la fonction p—>@(p), holomorphe de £>£&, dans C(L?NE; N). Mais G(p) est dans L(NE; NNE), l'application p—G (p) est holomorphe de £ > &, dans cet espace (Corollaire 17.1) et par le lemme 17.4 admet une transformée de Laplace inverse en p, soit G;, élément de
SEC DUDAMTE ANNE)
donc G—G, est dans Dy(t, C(L NE: NN E)), co. q.f. d.
Il résulte du théorème précédent que l’on peut en particulier considérer G comme élément de D! (ft, L(LNE; NE)).
Considérons maintenant la forme adjointe (cf. p. 29) ((w,v))* de ((#, v)), qui définit D*, adjoint de D. Si N* est l’espace construit à partir de ((w, v))* et D° comme N à partir de ((w, v)) et D, l’opérateur 19D*+K,®M! est un isomorphisme de D.(t, N*) sur D.(t, L?); soit G* la distribution de Green de cet opérateur. L'opérateur D* est évidemment encore un opérateur différentiel à coefficients indé-
finiment différentiables, donc on a encore :
GED CLINE NONE))
et en particulier :
GED, (6 CL NE LNE), et eSk (LC (NE Din E)} Considérons alors pour g—D- fixée, TEel?+£' fixé, la forme semi-linéaire u><T, G*(p)u) sur L?NE. Elle est continue, donc définit tG* (y) T élément de L°+E,
avec :
CG'(@)T, a) =<T, (plu).
L'application : 1—'G*(p)T est continue de Z?+£€’ dans lui-même, et l’application g—'G*(g) est linéaire continue de D. dans L(L?+E'; L?+E'), donc définit : G*
élément de : ; | ! D n DALIC UPS ELITE) et également élément de 10—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
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Cherchons la transformée de Laplace G; (p) de ‘G* :
CG* (exp (—p#))T, &)=<T, G* (exp (—Phu>=<T, G(pju), où G*(p) est la transformée de Laplace de G*.
Ceci posé on va montrer que :
pour tout f dans L?NE, on a : Gf—-"G*f dans
D, (t, L°+E') et dans S4, (t, L
En effet, il suffit de montrer que, pour £>&,, on a : G(p)f—G,(p)f. Or, pour tout g dans L?NE, on a :
Si donc : G(p)f=u, G*(p)g=v, il faut montrer que (17.10) (, v)12= (u, 9).
Or « (resp. v) est la solution dans N (resp. N*) de
(D+p* M") u=f (resp. de (D*+D*M')v=9), d’où résulte :
(f, v)z = ((u, v)) + p* (Mu, v) 12 et (g, u)xe= (0, u)) + p* (M v, u), d’où le résultat.
Soit alors g dans D. (t), on a : G(œ):f—"G*(œ)-f, pour tout f dans Z? N £; done l'application f—G (g)-f est continue de Z? N € muni de la topologie induite par L?+€' dans L?+€’ (puisqu'il en est ainsi pour l'application f—>tG* (œ):f); comme Z? NE est dense dans L?+Æ€', cette application se prolonge par continuité en une application notée encore f—Q (y):f, continue de Z? + €’ dans lui-même (et coincidant avec *G* (œ)): l'application y—G(y) de D_ dans C(L?+E'; L?+£') est continue car elle coincide avec p—>'G (œ), donc :
THÉORÈME 17.2. Sous les hypothèses (R 1) et (R 2), la distribution de Green de l'opérateur 18D + K,@M, soit G, relativement à V et B, définit par prolongement par continuité, une distribution G élément de D', (t, L(L+E'; L?+E£')).
En résumé : on pourra considérer G comme élément des trois espaces suivants :
D+(, C(L5 N)), Dit, C(PNE NE), D! (4, C(L+E": + E')).
Considérons la distribution Ô,(s)@0,: (y), produit tensoriel de la distribution en t masse L au point s et de la distribution en x masse 1 au point y, y€ 0); l’application (s, y) —> ds) & 6, (y) est indéfiniment différentiable de R,XQ dans D, (t)& (L?+E) et donc
CoROLLAIRE 17.2. Le noyau (au sens de Schwartz) de l’application définie par
G* ® (noyau de Green) est :
GX (dr (s)S dx (y)) — Ge (S)x (y),
(on met les indices en bas pour les distributions, en haut pour les distributionsfonctions) ow encore Ge sx(y); l'application s, y—Ge_s,x(y) est indéfiniment différentiable de R,XQ dans D, (t, L°+E).
On a des résultats voisins pour les conditions aux limites de Dirichlet.
Soit pEDa; on a:
(6aD+K,@M')xGx(ô (0)2p) = à (0)2p.
Si l’on prend une suite de y tendant vers d,(y) on a, à la limite :
(SD + FM (y) = dr (0)8 0 (y).
Hyperbolicité; réflexion des ondes
On se borne dans ce N° à l'étude du classique opérateur des ondes : —-1@A+ 2 & + 2Ë @1, que nous écrirons simplement — À + É
Soit f, donné dans un espace N choisi, et soit la solution dans D; (t, N) de
Ô (18.1) — Au+ LOUER Comme on a vu au N° 16, w est (presque partout) égale à une fonction é—>u (t) continue de #=0 dans Z?(Q) (et même une fois continûment différentiable). On veut
étudier le support de ut) pour {0 fixé quelconque. On a le
EEE
@ js est ici l'application T—GXT; à ne pas confondre avec la distribution de Green de 18D*+K,®@M'.
THÉORÈME 18.1. On suppose que la fonction f, a son support contenu dans la boule |x—x,|<a, contenue dans Q. On désigne par dy=d(xo, T) la distance du point
x) à la frontière T' de Q et par u la solution de (18.1). On a : a) pour t<dç—a, le support de ut) est contenu dans la boule |x—x,|<a+t. b) pour t=d,—a, le support u(t) est contenu dans la réunion des ensembles : E,={xeQ, |r-x|<a+t E,={x€EQ, d(x, T)<a+t-d}.
DÉMONSTRATION
a) Soit Q”® la distribution de Green de A+ pour Q=RX" (voir son expression explicite dans Schwartz [S]), soit f, le prolongement de f, à R* par 0 hors de Q; f, est dans €%:(R"). Posons :
on obtient ainsi une fonction &—U (t) continue de 4=0 dans €%:(R") et ayant son support dans [&—x,|[<a-+t pour tout f.
Il en résulte que la restriction Ua de U à Q et pour t<d,—a est dans D: (t<d, —a, N), donc en vertu du théorème 13.1, on a : u=U, pour t<d,—a, d’où le résultat.
b) Soit £=1, fixé, =d,—a, et y&E, UE, donc:
(18.2) [y—xl>a+t, et (18.3) d(y, T)>a+t—d,=r.
On choisit £>0 assez petit pour avoir
(18.4) d(y, l)>r+2e et (18.5) ly—æl>a+t+2e
puis l’on prend &, avec 0 <e, <e.
On considère maintenant la boule : B :|r-y|<r+2e.
Grâce à (18.4) cette boule est contenue dans Q. Posons :
(18.6) t=d—-a—en
PROBLÈMES AUX LIMITES EN THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 149 Reprenons la fonction U du a). La fonction U (4) a son support dans [æ—x,|<a+t,=
= dy —e, et il en est de même pour la fonction (£ v) (t)=U,; (&) (qui est encore
dans N). Dans ces conditions, B ne rencontre pas le support U, (t) (car [y—x| > >r+2etd—-e=a+t+2e—e, d’après (18.65)).
Soit alors v la solution dans D’ (t, N) de
® (18.7) —Ao+ 23 0 di (H)®U: (fo).
Comme «, considérée dans {>1f, et prolongée par 0 pour £<{, vérifie aussi (18.7),
on a :u(t)—v(t) pour ét, et tout revient à montrer que (18.8) v(t)=0 au voisinage de y.
Or soit «E Da, «=1 pour |x—y|<r+e, —0 hors de B, la fonction «v est dans
D. (t, N), et a U,(t,)=0 (les supports de « et U;(t,) ne se rencontrant pas). Donc:
(18.9) —A(av)+ 25 (av)=R, où 0 à Ov R 2 5 (A @) »,
done À peut être considérée dans D’ (ft, D;), dépendant continûment de f, à valeurs dans Z?(R"), nulle pour t<t, et nulle pour |æ—y|<r+e (car «—1 dans cette boule), et
(18.10) tu OR,
fonction continue de 4>t, à valeurs dans L?(R”).
Donc (18.8) revient à montrer que
(18.11) G°XR (t)=—0 au voisinage de y, 1.e.
(18.12) LG r,eR,sdtd£=0 au voisinage de y.
On va montrer que l'expression donnée par (18.12) est nulle dans la boule |x— y|< <e—e#,, ce qui achèvera le théorème.
Or cherchons le domaine d'intégration; on doit avoir : 4 —T2>0, [x—é|<t,—7+ et r>t,|E-y|>r+e. Il en résulte :
[x—yl>r+e-(h-T)Ztotr+e-h=e—e,
ce qui fait que si [v—-y|<e—e, on intègre sur un ensemble vide d’où le résultat.
COROLLAIRE 18.1. Le support en x et t de G:(x,) est contenu dans le réunion des ensembles F,={xeQ, |r-|<t}, F;={x€0Q, dx, T)<t-do dy=d(xs; L)}.
DÉMONSTRATION
On prend une suite f* de fonctions de Do, f* ayant son support dans |x—x,|=
<1/k (k assez grand); on suppose que f*—0(x,) dans £a lorsque k— +. Alors : u* = Gx (08) Gex (vo) dans Doxr,
et w*, solution de
© , — Au + DE HET dans DA N),
a son support donné par le théorème 18.1.
Soit @EDoxr, de support dans Ç(F;U F,); il existe & tel que œ ait son sup-
port dans le complémentaire de la réunion des deux ensembles : Fi={xeQ, |r-x,|<t+1/k}, Fi={xeQ, d(x, T)<t-d,+1/k}.
Par le théorème 18.1, 4°’ est nul dans ce complémentaire pour tout k'>k, donc se
uw” (g)=0 pour tout k4'>% donc
Ge, x (&o) (g)=0, Cod.
Le corollaire 18.1 ne peut en général étre amélioré. Considérons en effet le cas très simple : Q—)0,1( sur R, n—1. On prend V —espace des fonctions w € €: (Q) telles que u(0)=u(1) et pour N l’espace des 4€ V telles que
d : d e d d qu “EL et que — fev) (Eu nu).
pour tout vE VW. On va montrer que dans ces conditions le support de G::(x,) est exactement l’ensemble F,U F,, F; défini comme au corollaire 18.1. Ce résultat peut être obtenu par un calcul direct de G,,(x,) en effectuant une
transformation de Laplace en { — ou plus naturellement : soit f donnée dans Do et 2 2
è + su 0@f.
u la solution dans D’ (t, N) de a VE
La fonction « est indéfiniment différentiable de {> 0 à valeurs dans NW (cf. N° 16); rer Q @) or u(t)EN signifie : wu(0,t)—=u(l,t) et Po (0, t) = 2x4 (1,t);, donc si l’on désigne par tk (t) la fonction x—>u(x—k,t), k—entier positif, et si l’on pose :
à(t)= Drut), f= > tk, k
la fonction à est solution dans D! (4, D,) de
LR een à = Sa | D ù = 0®f done à = G°x(0®Sf).
Si maintenant f tend vers 0, (x) dans £a, f—2 7x dx (x9) dans D;, et ü—+ D Tasse (GE) k done, si l’on désigne par (G?:)a la restriction de G%: à Q, w tend vers
2 Trot (GEr)a k et vers Gex (to) d’où
Ge, x (Go) = Z Terre (GPr)o
d’où le résultat.
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