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Transformer |, — ER TE dx, en prenant pour va
mp
(Paris, juillet 1905,
riable y — rer Montrer, sur la nouvelle forme, qu'il existe une relation linéaire entre L,,, 1,_, et [,_. Calculer I,. (Toulouse, juillet 1908, pratique).
dx # RES RE EN RE RS En ARR | —— (a) ! \ r se pet pour & — 32046". (Nancy, —— ]
novembre 1904, pratique).
** Calculer
L dx 8. Caleuler [ PS Ne) (Paris, novembre 1903, pratique).
9. Calculer / Sp dx. (Paris, juillet 1902, pratique). + 1 10. Calculer [7 L (° en (Paris, juillet 1904, pratique).
cé “ é ; 11. Calculer ss dx. (Paris, novembre 1907, pratique).
Calculer 4 , Vs (Paris, novembre 1905, pratique
x +5} 13. Calculer F VE rs du. (Bordeaux, juillet 1908 pratique).
+- co 14. Calculer li Pr — par la théorie des résidus. 2° En dé-
duire 1 DA (Lyon, novembre 1go6).
I + cos? x
+ 00 19. Calculer 1 + ap dx. (Lyon, novembre 1903).
age.
2 *, C À Ha CR .
16. Calculer |. À 2H dx. (Toulouse, juillet 1907, pratique). / 0 J
Calculer, en employant le théorème des résidus
I COS x .
TEST dx. (Bordeaux, novembre 1910, pratique). o (19 — 5 cos x)
©o as td dE 21. Galeuter | EE. oùo<a<1; 2° Calculer, avec 4 déci- [e)
° pn. to. Ê] 2 males, la valeur de a pour laquelle cette intégrale est égale à -
(Toulouse, juillet 1902, pratique).
dé 2 3 . L L1 L] 22. Calculer 2 e7* sin xd. (Paris, juillet 1007, J 907
LED
pratique).
23. À quelles conditions doivent être assujetties les constantes
2T réelles a et b pour que l'intégrale . ui a
a is de A ARR M EE EVE cos æ + a) (cos x — b) us
sens. Calculer sa valeur en posant z = e”, et en appliquant la théorie des résidus. (Poitiers, juillet 1907).
ra
MT ain r cos ST 2h. Calculer a — 0. (HOrdeAUx, COS“ Z —- 2 sin Æ COS Æ + I
juillet 1909, pratique).
axb— 1 = dx ait un sens ;
Condition pour que Î
2° Démontrer qu'on peut mettre cette RE sous la forme
p—i A = fe dx.
Re en C7
c ve Ï e. e. CRC] D'AIDES RDS p satisfaisant aux conditions trouvées, an
nr?" I “e ATEN dx.
ON TEE
. (Marseille, juillet 1911, pratique).
montrer que
4° En déduire I —
sin a
(ee) x" ’ , .
26. Galeuler [| SR dx, a étant une constante réelle, choisie 6 1 12 (e)
de façon que l'intégrale ait un sens. (Toulouse, juillet 1905).
| a—1 See. — à dE: ; “b Galeuter | SANT rar) dx, a étant choisi de façon qu'elle [e)
è TRE ! 1 Le ji 2 ait un sens. Cas particulier où a — 3,» b—2. (Poitiers, Juillet 1905,
pratique).
DR
La droite y — x divise sa surface en deux parties d’aires A et B.
Calculer le rapport à (Bordeaux,
novembrer906, pratique).
31. Construire l’une des courbes définies par l'équation différentielle
AR LAN DE TERRES dx = DENT dy. di Evaluer l’aire limitée par cette courbe. (Caen, juillet 1910, prat.). 32. Calculer l'aire de la portion du cône z? + y” — x”, située
au-dessus du plan æoy, qui se projette à l’intérieur de la courbe
(x? + y?) — 2a°xy, dans l'angle æoy, des parties positives des axes. (Grenoble, novembre 1905, pratique).
33. Calculer la surface de la portion du cylindre y? — 2px, qui est intérieure à l'ellipsoïde
NU, a? + y? + 2 — pe (a + —).
(Montpellier, novembre 1905, pratique).
34. Étudier la projection, sur æoy, de l'intersection des deux surfaces :
a? + y? + 2? — 007 et ax? + by? — 2°.
Evaluer l’aire de la portion de la première, qui est intérieure à la seconde. On suppose a > b > 0. (Grenoble, juil. 1905, pratique). 35. Aire de l’ellipsoïde de révolution &°? + y? + 427 = 1.
(Lyon, juillet 1906).
Déterminer l'aire de la portion de la surface
Aa e @ +7)
qui se projette sur le plan xoy, à l'intérieur du triangle dont les côtés ont pour équations æ = 0, y — 0, & + y — 3. (Toulouse, novembre 1906).
37. Calculer l'aire de la portion de la surface 2az — x? — }?, qui se projette, sur le plan xoy, à l’intérieur de la courbe qui a
pour équation, en coordonnées polaires, p = a V4 cos 4. (Nancy, novembre 1904).
38. On donne le paraboloïde : e es = A7, US 0, D T0 et le cylindre ?, --% — e*. Calculer l'aire de la portion du paraboloïde intérieure au cylindre, et le volume intérieur au cylindre compris entre le paraboloïde et le plan x 0 y. (Montpellier, juil. 1908, pratique).
39- Calculer l'aire de la portion du paraboloïde z — æy, qui se projette sur le plan des «y, dans l’angle des parties positives des axes, à l'intérieur de la courbe représentée en coordonnées polaires par @ — cos w. Calculer le volume du cylindre projetant cette aire, compris entre le paraboloïde et le plan xoy. (Toulouse, nov. 1907, pratique).
ho. Un solide est limité par le cône 2? — 2xy et le cylindre VE FA V7 — 1, où les radicaux ont les valeurs positives. Calculer son volume, l’aire de la surface conique qui le limite, l'aire de la surface cylindrique qui le limite. (Bordeaux, juillet 1910, pratique). 41.Calculer le volumeintérieur à la fois dela sphèrex?+7?-7—1R?
et à l’ellipsoïde , Sin? & , COS? « sin 8 Ÿ cos 8
+ = R?, OLILB< =.
(Montpellier, juillet 1903).
42. Calculer le volume du solide commun aux deux paraboloïdes 2 2 = _. — 92, F Le a — 2 (2 — 2). tue noY. 1909, prat.). 2 2 43. On donne l’ellipsoïde _ + F - . — 1et le paraboloïde
JY — < ; ON suppose — a LÀ < a. Mon-
pra u— À a trer que le paraboloïde divise le volume de l'ellipsoïde en 2 parties. Evaluer ces deux volumes. Déterminer À de façon qu'ils soient égaux. (Montpellier, juillet 1902, pratique).
44. Trouver le volume limité par la surface, lieu des cercles de courbure des sections normales en un point d’une surface, sachant que le rayon de courbure de la section normale qui fait avec un plan normale fixe l'angle w, est
EE © — —— its ne - 35.
ot ET ant (Poitiers, novembre 1905, pratique).
45. Calculer la surface du paraboloïde xy — az, qui est intérieure au cylindre (x? + y”)? — 2a°xy. 2° le volume intérieur au cylindre, limité par le paraboloïde et le plan xoy. On supposera a > 0. (Montpellier, juillet 1907, pratique).
6. On considère la surface z — D — aCOSW, X—D9 COS 6, Et snow, a >0,et un solide S, limité par cette surface, les
: . T T plans z—0, z—a, et la condition — à COURS 2: Calculer
l'aire d’une section par le plan z — c, le volume du solide, les coordonnées de son centre de gravité. Montrer que la fonction z vérifie l'équation
+ y? &3 —0. (Rennes, juillet 1909, pratique).
h7. Déterminer une courbe plane passant par O, telle que l'aire engendrée par la rotation de l’arc OM autour de OX soit dans un rapport constant K avec l'aire engendrée par la rotation de la tan-
gente MT limitée à OX. Examiner le cas particulier où K — “ (Paris, novembre 1903). |
48. Une hyperbole équilatère, dont les asymptotes sont ox el oz, tourne autour de oz, et engendre une surface S. 1° Evaluer le volume compris entre la surface S, le plan xo y, etun cylindreayant pour section droite une courbe c du plan x0 y. Ramener le problème à une intégrale simple. 2° Si la courbe c entoure l’origine, le solide a des points à l'infini, montrer que le volume est fini. 3° Calculer le volume lorsque c est une ellipse dont un foyer esten o. (Marseille, juillet 1907, pratique).
49. Sur le paraboloïde z = k T , on considère l’aire limitée par quatre génératrices, dont deux sont des axes de coordonnées, les deux autres sont dans les plans æ — 1, et z— 2. Calculer le volume du cylindre compris entre cette aire et sa projection sur le plan æoz. 2° Calculer À sachant que le paraboloïde se raccorde le Jong de oz avec la surface
x = ËÊ(r +u,)z + t(i + u,) z —=t(2 + u)z + Ê(I + uw)
OÙ U,, U,, Us, u, sont des fonctions uniformes du paramètre {, qui s'annulent pour £ — 0. (Marseille, novembre 1906, pratique).
Calculer le volume limité par le plan æoy, la surface
xY DM EICE 2 2 2 = 5 V/a PC A)
où æ et y restent positifs, et Le cylindre x? + y? — a?, 2° Le centre de gravité de ce volume homogène. (Rennes, juillet 1906,
pratique).
Intégrales multiples. — 51. Calculer l'intégrale double na J ay V/1 — 2x5 — y dx dy étendue à la région définie par les
inégalités x > 0, Y>0, x +y LI.
Calculer l'intégrale double | | LINARRTE NV IRN mener
rieur du quadrilatère curviligne limité par les arcs des À paraboles de foyer o :
dx d es à l’inté-
Vu y = 0 = Ori ya {re
pour lesquels y > 0. On pourra faire le changement de variables
TENUE 0, — auv. (Paris, novembre 1904, pratique). b5: “lie + 3y + Oz) dxdydz, prise à l’intérieur »°
del ellipsoïde — " ep 2° — 1 — 0, (Bordeaux, juillet 1906, pratique).
56. Galeuter f | f | Le +7 + 7)? — © a a * [de dy de, lorsque æ, y, z prennent loutes les valeurs vérifiant les deux inégalités : a + y?— 2az Lo, x? + y? + 2? — 3a? Lo.
(Montpellier, novembre 1898).
dx dy 07. Caleuler [1 — 1 — étendue à l’aire du triangle limité st Ve
par les droites = 1, y=—10, 55 —y-+4a, 0 <aKu.Waleur limite pour a — 0. (Besancon, juillet 1907, pratique).
58. On donne un cercle de rayon a. Soit « l'angle des tangentes issues d’un point P du plan, de l'élément d’aire entourant le point P. Calculer [ (o — sin w)de, étendue à la partie du plan extérieure au
cercle. (Toulouse, juillet 1906, pratique).
da d 59. Evaluer à 0,1 près la valeur de l'intégrale [| = , dans : zV/|yl la portion de l'ellipse TRS = 1, comprise entre les droites
æ—1, æ— 2. (Montpellier, novembre 1906, pratique).
INTÉGRALES CURVILIGNES
60. Démontrer qu'il existe une fonction analytique f(z)—u+vi,
: ; COS © —- sin TZ — ee Ÿ de la variable z — x LE TEE — Lt de, q 2: COS — el — € ?
qui s’annule pour z— =. Déterminer les fonctions uw et v de x et y,
et /(z). Calculer J] : pa , et les diverses valeurs qu'elle prend quand
la variable z suit un contour arbitraire, (Montpellier, novembrer906).
Gr. Trouver la valeur finale de u — arc tg ÿr — 7, lorsque la variable complexe z décrit le segment de droite allant de z — 0: 4 ME: ° T .
àz—1+Yÿ— 1, Siu — 7 Pour 2 — 0. (Paris, novembre 1903).
62. Appliquer le théorème des résidus au calcul de l'intégrale
a dz J ee Je long d'un cercle ‘de rayon 4, de
(2 — 1} (2— 2) Vz +5 | centre o. (Bordeaux, novembre 1906).
; dz Jo (2—+1)VA2 +2 1° quand z va du point o, au point 1, sur l'axe réel ; 2° quand z
va de o à 1 sur un arc de cercle qui passe par lé point 2 3 :
Calculer à 0,0001 près l'intégrale u
ae ARE PEL 3° quand z suit un arc de cercle qui passe par le pont z= 7. (Marseille, juillet 1906, pratique).
64. Onal = | (y? + 2°)dx + (2 + x°)dy, intégrale curviligne, le long d'un contour € allant de o au point (x, y). Déterminer la
fonction z, la plus générale, de x et y, telle que T ne dépende pas de c, mais seulement de l'extrémité (x, y). Déterminer celle des fonc-
tons z, qui se réduit à y?, pour &æ — o ; Calculer l'intégrale I correspondante. (Nancy, novembre 1904).
dz 65. Gt a 1° le long d'un cercle de / 5 " 3 (z — 2) \/22{1 — 2) centre o, de rayon supérieur à 2 ; 2° le long d'une couronne circulaire ayant pour centre o, un rayon supérieur à 2, l’autre entre 1 ne ie , fe dx et 2 ; 3° en déduire l'intégrale réelle | Ne eme À 9 (æ—2) \/æ?(1 — x)
(Bordeaux, novembre 1905).
3 1 DA eo 66. Calculer à e*dz, sur un cercle de centre o, de rayon 2.
Résidu pour z — %. (Lyon, novembre 1906).
On forme 1 e—#dz sur le contour d’un triangle ayant pour
côtés l'axe ox, la bissectrice des axes, et une droite x = a >> 0. er
Démontrer que 1 — e%° + s | e>*dy reste négatif, si æ > o, et
en déduire que d e—<*dz, sur le côté x — a du triangle, tend vers
zér0, pour a — + , Trouver la limite de l'intégrale sur la bissec- O0
trice des axes, sachant que || e—2dx > Vz. (Marseille, juillet O0
1907, pratique).
nm a dx, où | est prise le long [e)
On a f(2) = | Œ | dre
d’une courbe c, de sorte que £ est un point variable. On suppose
en outre jf prise sur la partie 0Ë de c. Quand c varie, quelles sont [e)
les différentes valeurs de f(z). Comment serait changé le résultat,
nn È Ç
si on abandonnait la seconde hypothèse, sur | . (Poitiers,
juillet 1909).
69. Le point z décrit un chemin allant du point z, = ÿ— :, au I Ho + ee pont 4 — 1 + ë (e ei x à V== 1, sur une chaïnette symétrique par rapport à l’axe des y. Calculer la longueur de ce chemin à 0,001 près. (Marseille, juillet 1905, pratique).
70. Une circonférence de centre 0, de rayon R, coupe l’axe 0y
RL ns 0,
en À et B, la partie positive de l'axe ox en G. Calculer l'intégrale
I z°dz 3 . el ÿ d I ‘ fé —. ——— = 5 > :
mi | je D, 2% + Ji: 1° le long de la circonférence précédente ; 2° le long du contour formé de la demi-circonférence ACB et du diamètre BA. On supposera p < R° << p + 1, où p est entier positif. (Bordeaux, juillet 1906).
z’dz APS EE fe des x, et d'une demi-circonférence de centre o, au-dessus de cet
axe. Déterminer la limite de l'intégrale sur la demi-circonférence xd
On considère sur un contour formé de l’axe
Co lorsque son rayon devient infini. Calculer dé , et sa O0
valeur numérique à 0,001 près. (Marseille, juillet 1909, pratique).
72. On fait décrire à la variable complexe z le segment de droite joignant l’origine au point z — + 1. Quelle est la valeur finale de la fonction arc sin z, si la valeur initiale est + 7. (Paris,
novembre 1905).
73. Soit f(x, y) une fonction continue de # et y. Démontrer que
l'intégrale double F{x, y) = fre v)dudv étendue à l'aire du
triangle limité par la bissectrice de l'angle xoy, et les parallèles aux axes menées par le point variable M, est une fonction des coordonnées æ et y de ce point, qui satisfait à la relation :
èF ÔtY
En déduire une intégrale de l'équation
qui soit égale à æ?, et dont la dérivée soit égale à er, lorsque M est sur la bissectrice de l'angle xoy. (Paris, juillet 1907).
d a le long d’un contour V{z—1)( (z — 2) (z — 3) fermé simple entourant les trois points 1, 2, 3, en précisant la détermination du radical. (Bordeaux, juillet 1909).
7h. Calculer
Calculer l'intégrale curviligne
filer + 9) — avide + (yet + 79) + aridr J CE)
prise le long d'un chemin joignant le point A(x = 1, y — 0) au point P(x, y) situé dans l’angle xoy, en contournant une fois l'origine dans le sens positif. (Paris, novembre 1903, pratique).
— 2x COS (x — $) + x de #, en supposant x réel ct &° << 1.
; sutvant les puissances
Développer
2T adx x 2° Calculer —.—,, où f5 est constant.
(Toulouse, novembre 1908, pratique).
77. Déterminer la fonction u— p + qi, de la variable 2— x + yr, vérifiant la relation
2cyp + (y — 2)q + 2æy(x? + y) — 0.
(Besançon, juillet 1910, pratique).
78. Appliquer le théorème des résidus au calcul de l'intégrale
1 1 fémersanr ae EAN
sur un cercle c de rayon R compris entre 1 et 2. (Bordeaux, juillet 1904, pratique).
79. Soit f(u) une fonction uniforme n'ayant que des singularités isolées, c un cercle de centre o sur lequel il n’y a aucun point sin-
gulier : 1° démontrer que F(z) — L e“f{u)du prise sur le cercle c,
dans le sens positif, est une fonction entière de z; 2° qu'on peut, sans changer F(z), remplacer /(u) par une fonction n’ayant aucune singularité extérieure à c à distance finie ; 3° f(u) étant dans ces conditions, soit
J{u)= + Aou + Auf + À + Auf + Aou? +
le développement dans le domaine de u — ©. Former la série qui représente F(z) dans tout le plan; 4° Q(u) étant un polynôme de degré q, dont les zéros sont tous intérieurs à €, on suppose:
FONCTIONS ANALYTIQUES. INTÉGRALES CURVILIGNES 15 fu) — RE Montrer qu'on peut supposer le polynôme P de Q(u) degré g — 1 au plus. Montrer que ces fonctions, où P est un polynôme arbitraire, vérifient une équation diflérentielle linéaire à coefficients constants d'ordre g ; 5° Trouver l'expression générale de F(2) qui correspond à un polynôme Q{u). (Besançon, juillet 1905). 80. Déterminer tous les zéros et tous les pôles de la fraction rationnelle
RME z2+1 D a ee era at 1)
dont { est un pôle simple. 2° Calculer f {EN autour de chacun
des pôles. 3° Montrer que la somme de ces intégrales est nulle, et qu'on peut en déduire la décomposition de la fraction
+: ; tal aol "01 4# 1?
4° calculer sa fonction primitive. (Marseille, novembre 1907, pratique).
À es) Es
a définit une fonction uniforme et méro- LA I
morphe
2e fu) = + Be + Ban + Ba +
au voisinage de z — o. Calculer les coellicients A, B,, ..…. jusqu'à
\ 7 — és oal à
B,, en supposant + 1, pour z — %. (Bordeaux,
novembre 1904, FrRUREe
82. Calculer fe LE an de PEN NCENT sur un cercle c de centre o, de
rayon 1, en supposant n entier positif, et |a|<1<|b |. (Rennes, juillet 1906).
f 2 83. Calculer nn _— À; | a dz, où a est 24 AN euh (EEE art + 1) réel, et positif, prises sur un cercle c de centre o, de rayon 1. 2° Calculer net _ SA a en posant efi — 2, o A—+icos » o (a—+icoso)
(Rennes, juillet 1906).
Séries. 84. Déterminer les différents développements en séries de
Maclaurin et Laurent, suivantles puissances de z, de en}
(Toulouse, novembre 1905).
Intégrer le système d'équations
dx k dy dz RAC ee AVE "SUR at ee Déterminer x, y, z de façon que, pour {= 0, on ait æ — &, Ne D a Où B, 7 sont trois constantes données. Montrer que la courbe décrite par le point (x, y, z) est plane, et que, lorsque 4, 5, y varient, son plan passe par une droite fixe. (Montpellier, novembre 1909, pralique).
PFasnrx:— Anal —"1} 2
o1. Intégrer l'équation :
soit par la méthode de Laplace, soit en la ramenant à une équation du sixième ordre à coefficients constants. (Nancy, novembre 1909,
pratique).
On a le système d'équations différentielles
D yVr—R = (0), avr = Re k=0, dz AS HA SCC)
où O << k << 1, o(f) est une fonction connue. 1° Si (1, 1, 21) (Go, Vs, 2) sont deux systèmes de solutions des équations sans second membres (9 = 0), &i%, + Y;Y2 + Z122 reste constant, et l'on a une nouvelle solution en posant :
L3 — Y122 — ZiY2s Ya —= 12 — Lilo, Z3 = LiŸo — Y1L2;
2° Trouver trois systèmes de solutions des équations sans second membre tels que, pour { — 0, on ait :
LL — V1 th K?; Yi — O, Zi —= k:
To — 0, Ye — 1, LAN 9 L3 —= — k, Y3 — 0; Zy — VI ES
3° Indiquer les quadratures qui donneraient ia solution des équations avec second membre, achever le calcul en supposant ot) = — a ÿ1 — R sin (kt). (Rennes, juillet 1908).
93. Intégrer l'équation différentielle : d'y 2 Y al, # Le Ds +21 — ax Te NE (a Dr) = be + cas particulier où a — 1. (Montpellier, novembre 1907).
Intégrer l'équation
4 dy Fa 2 dy (æ*—1) ne — (52 +x+x+r) du + Sa(8zt +2 ++ x +2) —0.
Trouver la courbe intégrale passant par l’origine, et admettant ce point comme point d'inflexion. (Besançon, juillet 1905, pratique). LD & e l ñ D b] 97. On donne l'équation _ Gi — 2) — y? — x°y — ax. d:
1° Déterminer une solution de la forme y — ax? ; 2° La solution. générale ; 3° Trouver les solutions de la forme y — ax + b, et s’en servir pour retrouver la solution générale. (Nancy, juillet 1906).
On donne l'équation
dy _(æ+ 1} HI à, +3 DD en, a cu UE
Déterminer la fonction f(x) de façon que l'équation admetteune solution {5 telle que, posant y — 8 + :, z dépende d’une équation de Bernouilli. f étant ainsi déterminé, calculer l'intégrale générale. (Grenoble, juillet 1910, pratique).
ALAY : Res x CE + y?) = a(xy — 1). Cas particulier a — 1.
(Montpellier, juillet 1909, pratique).
Soit l'équation
; d? l 24 + 1 (E,) mie — 1) 3 + (a +ae—a— 1) + YO
où a est constant. 1° Montrer qu'elle admet deux intégrales
Yo? t) ir %(— a, x),
où ga, x) est une série de puissances entières de x, dont les coefficients dépendent de a, égale à 1 pour æ — 0; 2° Trouver la
limite de 2 pour. a==10 939 Déterminer la transformée de
E;, par le changement de variables x — 7 y = T4 et comparer à E_, ; 4° Etudier les intégrales de l'équation E,, pour a = 0, dans le voisinage des points x — 0, 1, et . (Rennes, juillet 1905). 109. Intégrer l'équation : 2x°dy — (y + 3x?y)dx. (Grenoble, juillet 1904, pratique).
Vérifier que l'équation
est satisfaite identiquement, quand on pose :
dy J=s(+E), = (+ E)(r + 32).
Etablir une relation entre æ et {, et trouver l'intégrale générale de l'équation donnée. (Marseille, novembre 1909). ie RS V dy | 107. Soit l'équation Le Pay t Woùpetq sont des foncons de æ. Quelle relation doit-il exister entre p et g, pour qu'il y
ait deux intégrales linéairement indépendantes, liées par la relation
Pya ur Dans Ié Cas où p'— ce déterminer q, et l'intégrale générale. (Paris, juillet 1902).
Intégrer l'équation
ge UN 20 À — by — & sin æ + (a + bot) cos 2 où a, b sont constants. Quelle relation doit-il exister entre a et b pour que l'intégrale générale soit uniforme. Montrer que, dans ce cas, on peut obtenir cette intégrale sans signes de quadrature. (Paris, novembre 1901).
dy dy
I RE Ce 2 0)
Si dx? dx
admet la solution y — x?. Déterminer la solution qui s’annule, ainsi que sa dérivée, pour x = — 1.
Considérant x comme une variable imaginaire, déterminer les points singuliers de la fonction obtenue, et la manière d'obtenir ses diverses déterminations. (Marseille, juillet 1902).
Intégrer le système d'équations différentielles
dy dz NA PT + æV3— sin!
dz dx F.< .
ÉTAT VU SELLE _ — de + zÿ3 — sin 4. (Toulouse, novembre 1901). 111. Intégrer l'équation différentielle :
RSR NN RL TPE er ro Er
2° Déterminer la solution qui représente une courbe tangente à l'axe des y, et construire cette courbe; 3° Calculer le volume engendré par cette courbe en tournant autour de l'axe oy. (Nancy, juillet 1905)
112. On considère deux fonctions u et v, de x, définies par les équations :
e—: sin 21 zT © 673 COS 2% HN SAONE RS A Ke
1° Montrer ee satisfont à deux pl différentielles du premier ordre, linéaires et homogènes.
2° Intégrer ce système d'équations linéaires, et en déduire les valeurs de u et v. (Lille, juillet r9o1).
On donne l'équation (1) y” + Ay' + By
1° Vérifier que la transformée, définie par la relation Ÿ — 2, est l'équation de Riccati 7° + 2? + Az + B= 0;
2° Soient y, et y, deux solutions particulières de l'équation (1). On pose
É (74 LR Je, DREETES Ji u \ 2y; , Er.
Montrer que v — -— À — Feu et que vest déterminé par une
équation de Riccati.
3° À quelles conditions doivent satisfaire les fonctions A et B de
æ, pour que (1) admette deux intégrales dont le rapport u soit égal à l’une des expressions suivantes :
Non A (8) u — tg (ax):
QLEE Ch(azx)
Montrer que, si l’une de ces conditions est remplie, l'intégrale de (1) dépend d'une seule quadrature. Achever le calcul en NERO sant À constant pour les conditions (&) (f) (y), ou A = — = pour pour la condition d', m étant constant. Rd juillet box
On donne l'équation linéaire
(1) fy'—Xy +y=0
où f est une fonction donnée de x, et X une fonction à déterminer. 1° Faire le changement de variable { — w(x) de façon que l'équa- : FOUR d?y Fr se tion se réduise à la forme hi + K?y — 0, K étant constant; que doit être la fonction X pour que cette transformation soit possible. Déterminer &(x) et intégrer l'équation (1) ; Déterminer X de façon qu'en multipliant (1) par 2y' le premier membre soit une dérivée exacte. En déduire l'intégrale générale. (Lille, novembre 1908). 116. Déterminer les deux fonctions P({) et Q(#) de façon que la fonction :
V= (ed) [7 PGO + (e — 0) [” rot
soit une intégrale de l'équation . — f(x), pour toute forme de /{x), quelles sont les conditions qui déterminent cette intégrale particulière. (Paris, novembre 1903).
117. P et Q étant deux fonctions de x et y, trouver la condition pour que la différentielle Pdx + Qdy admette un facteur intégrant fonction de u—7y* — x. Dans ce cas, montrer que ce facteur peut s’obtenir par quadrature. Application au cas où
— (2y? — 2x — 1)et + (2y? — Sxjer Q— 27e + 2x(y? + y — x}et.
(Bordeaux, juillet r910).
(es — y") D — Ty == O,
. $ és L LA L en prenant pour variables y et à Les courbes intégrales c sont uni-
cursales et n'ont aucun point à l'infini: 2° Définir les diverses
SA dz significations de | -5———— = sqt lécri hegnifications A paa 2 pa), lorsque z décrit un che
min, dans son plan, du point z, à z; 5° Si le chemin suivi est l’une des courbes unicursales fermées c, distinguer les groupes de courbes qui différent par les valeurs d'intégrales qu'elles fournissent. (Marseille, juillet 1910).
119, Intégrer l'équation y = 2xy' + y”.
Trouver une courbe intégrale passant par un point donné du plan; condition de possibilité. Solution singulière. (Grenoble, novembre 1906).
st , dy \?
On donne l'équation fi fa (à) ) + 2% == 0. T
1° Intégrer cette équation par diverses méthodes et vérifier l'équivalence des résultats.
2° Former l'équation différentielle des polaires réciproques des des courbes intégrales de l'équation proposée par rapport à la parabole x? = 2y, et intégrer cette nouvelle équation.
3° Vérifier que les courbes obtenues sont bien les polaires réci-
proques des premières, par rapport à la parabole. (Grenoble, novembre 1905).
121. Intégrer l'équation différentielle y" — y" — y M y (oh aie. 4) e? + 3x.
Déterminer l'intégrale qui satisfait aux conditions initiales suivantes :
DO) YU MEN Es NT NO) OU:
Calculer à 0,001 près l’ordonnée du point d’abscisse x = 0,8, et le coefficient angulaire de la tangente en ce point. (Lille, juillet 1911, pratique).
CHAPITRE V
122. Déterminer une courbe plane telle que la distance de l’origine des coordonnées à la tangente soit proportionnelle à l’abscisse du point du contact. (Bordeaux, novembre 1904).
123. La tangente en un point M d’une courbe C rencontre ox en T. Déterminer C de façon que le milieu de MT décrive la parabole y* — 2px. Construire la courbe C lorsque la constante d’intégration est nulle. (Lille, novembre 1909).
12/4. Déterminer une courbe plane telle que, si un point M de Ia courbe se projette en P sur OX, la tangente en M coupantOX en T, on ait la relation OP . PM — PT?. (Montpellier, novembre 1906).
120. Par un point M d’une courbe plane, on mène une droite MD de coefficient angulaire égal et de signe contraire à celui de la tangente. Déterminer la courbe telle que MD reste tangente à la parabole y? — 2px. Calculer le rayon de courbure en un point de cette courbe. (Bordeaux, juillet 1908).
126. Déterminer une ligne plane C, dont la tangente coupe les axes aux points À et B tels que
OA + OB — a.
1° Former l'équation différentielle des lignes CG; 2° Calculer, _ pour la courbe C qui correspond à l'intégrale singulière, la longueur À de l'arc compté à partir du point situé sur la droite y—x. (On prendra pour variable l'angle © de la tangente avec la droite y — x); 3° Former l’équation différentielle des trajectoires orthogonales des lignes C. Intégrer cette équation. Interpréter géométriquement les résultats. (Rennes, novembre 1908).
127. Etablir entre les constantes & et K une relation telle que l'équation (1) y = x tg « + Kx°
soit l'intégrale générale de l'équation différentielle
(2) + {es } — Ax(y — h) si + 2? — hhy + 4y° = 0.
2° Vérifier que l'enveloppe des paraboles (1), quand & varie, est l'intégrale singulière de l'équation (2) ; 3° On pose x — { cos &, de sorte que l'équation (1) donne y en fonction de {. Pour une valeur donnée de % on a ainsi une représentation paramétrique de la parabole (1). Si on considère 4 comme une fonction de t, _f{æ, !) = 0, ces équations représentent une courbe quelconque S. Déterminer f(x, t) de facon que cette courbe soit une trajectoire orthogonale des paraboles. (Marseille, novembre 1908).
128. On donne le cercle x* + ÿ* — R°, et la parabole x? — 2p7 ; par un point M du plan on mène une tangente MP au cercle ; P étant le point de contact, le rayon PO coupe la parabole en Q. Déterminer une courbe telle que la tangente en tout point M de cette courbe passe par le point correspondant Q. (Bordeaux, juillet 1904).
129. Déterminer une courbe plane telle que le rayon de courbure soit égal à quatre fois la normale limitée à ox. On étudiera deux cas, suivant le sens du rayon de courbure. Dans chaque cas : 1° étudier la forme de la courbe et former ses équations en fonction d'un paramètre ; 2° calculer l'arc de courbe ; 3° calculer l'aire comprise entre la courbe ox, oy convenablement choisi, et une normale quelconque ; 4° chercher la relation entre le rayon de courbure et l’ordonnée. (Montpellier, novembre 1904).
Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes
Ce or à et où b est constant, et a est un paramètre variable. (Toulouse, juillet 1907).
131. Trouver une courbe plane telle que sa normale, limitée à l'axe ox, soit dans un rapport donné K, avec la distance de l'origine à la tangente. Cas particuliers où K — 1, 2, 3. (Grenoble, novembre 1903).
132. Déterminer une courbe plane C telle que la projection sur 0x du centre de courbure en M, et le point de rencontre de la tangente avec ox, soient symétriques par rapport à la projection P de M sur ox.
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2° Vérifier que la distance de P à la normale est constante.
3° Construire la courbe G et sa développée.
4° Calculer l’arc de la courbe C.
5° Calculer l'aire comprise entre un arc de la courbe C, l'axe ox et deux ordonnées. (Toulouse, juillet 1903).
133. La droite x sin 0 — y cos ÿ — 0 — cos Ÿ enveloppe une courbe C, dont on donnera la définition géométrique. Soit « le centre de courbure au point M de la courbe C. Sur la normale M, on prend le point P tel que wP — K.wM. Le point P décrit une courbe. Construire la tangente au point P en supposant d’abord K constant, puis K variable avec ÿ. Déterminer les courbes qui coupent les normales M sous un angle constant % ; et, en particulier, celle de ces courbes qui, pour Ÿ — o, passe par le même point que la courbe C. Déterminer sa développée. (Lille, juillet 1911).
134. La tangente au point M d’une courbe plane coupe l'axe 0x au point T, par ce point T on mène une parallèle TP à la normale -en M, qui rencontre en P la perpendiculaire à l'axe ox menée par M. On joint le point P au centre de courbure C de la courbe en M. La droite PC coupe ox en un point Q.
1° Déterminer la courbe connaissant l’abscisse X de Q.
2° Si X est fonction de x, cette détermination se ramène aux Quadratures ; on posera X — xf(x).
3° Traiter les cas suivants :
Ho KR Je, JG=z
où K est constant. (Lille, novembre 1910).
139. Déterminer les trajectoires orthogonales des cercles de rayon R, qui passent par O. (Caen, novembre 1905).
136. Une courbe C est représentée par l'équation y = f(x). Soit P la projection, sur ox, du point M de la courbe ; D la parallèle à la tangente en M, menée par P.
1° Calculer les coordonnées du point de contact N de la droite D avec son enveloppe.
2° Déterminer la courbe C telle que l’ordonnée de N soit les deux tiers de l’ordonnée du centre de courbure de la courbe en M. (Nancy, novembre 1905).
137. Soient MN et MT la normale et la tangenteenun point Md'une
courbe plane, limitéesà l'axe desx. Déterminer les courbes C telles que ON.OT — K?,
chercher les trajectoires orthogonales C’ des courbes GC. En un point de coordonnées posilives x,y, passent une branche de courbe GC et une branche de courbe C’, qui limitent une aire plane ; calculer cette aire. (Lille, juillet 1903).
On donne, dans un plan, un point O et une droite D
1° Déterminer les courbes C du plan, telles que la distance du point M de la courbe à la droite D soit égale à la distance du point fixe O à la tangente en M.
2° Par un point A du plan passent deux courbes. Trouver le lieu des points À tels que les tangentes en A soient confondues. Etudier la forme des courbes au voisinage du point A. (Paris, juillet 1903).
139. Condition pour que les courbes f(x, y, 4) — o aient un contact du second ordre avec leur enveloppe. Vérifier que les courbes
(y — aVa) 2 (x —— aV2—1) (2œ RE 5 jouissent de cette propriété. (Grenoble, juillet 1909).
140. Déterminer une courbe plane telle que la tangente et la normale en un point M interceptent sur la perpendiculaire menée
Là al 2 PNVE 4 par O sur le rayon vecteur OM une longueur égale à = OM, où a
est donné. Construire et rectifier une de ces courbes. (Lille, novembre 1906).
141. Soit æ sin & — y cos & = f(x) une droite mobile. Soit M le point de contact de cette droite avec son enveloppe. Etablir l’équaton différentielle à laquelle doit satisfaire la fonction f(x), pour que la longueur OM soit constamment égale au rayon de courbure en M de l'enveloppe. Montrer que son intégration se ramène à des quadratures. (Caen, novembre 1909).
1/42. On transforme homothétiquement une courbe (S) Y —{X), par rapport à un point P qui décrit une courbe {S,), le rapport K d'homothétie variant avec le point P. Déterminer K en fonction de la variable qui définit le point P sur (S,) de façon que les courbes transformées aient un contact du second ordre avec leur enveloppe.
Application : la courbe ($,) a pour équation y = 2x,, et la courbe {S), Y? — 4X. (Grenoble, juillet 1909).
CHAPITRE VI
143. On considère les courbes c, représentées par l'équation : (2 + y°}? > # 24a°(x? LA y?) —= O;
où a est une constante arbitraire. Former leur équation différentielle. Déterminer leurs trajectoires orthogonales. Soit M un point d’une courbe c, 0 et & les angles de OM et de la tangente en M,
T avec OX. Montrer que « + = — 30. Calculer le rayon de courbure
en M, R = s étant l’arc de courbe :
2° On considère les surfaces S définies, en coordonnées semipolaires, par l'équation (5? + 2°) = (5 — 2)flo), où f'est une fonction arbitraire. Former l'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait la fonction z de p et w.
En supposant f{w) — 2a? constant, on a une surface de révolution. Calculer ses rayons de courbure principaux en un point de la méridienne, dans le plan w — 0. (Rennes, novembre 1909).
144. Déterminer les rayons de courbure et de torsion en un point de la courbe x — 32°, y — 62°; montrer que cette courbe est une hélice. (Montpellier, juillet 1904, pratique).
DR ESC EUN
où {est un paramètre variable. Calculer l'arc d’une portion de la courbe ; 2° Déterminer le centre de courbure, les rayons de courbure, et de torsion ; 3° Calculer la surface du cylindre parallèle à oz, ayant la courbe c pour directrice, et limité à la courbe c, au plan xoy, et à deux génératrices. (Montpellier, novembre 1907).
146. Déterminer les trajectoires orthogonales des cercles qui
touchent l'axe oz en 0, et ont leurs centres sur la droite z— 0, x — 4. Montrer que ce sont des cercles situés dans des plans parallèles à oy. (Caen, juillet 1907).
I I ty. Sul surface À / co = + sine ZI
1° Déterminer les courbes c, v — f(u), telles que la tangente fasse avec 02 un angle &, ig « — 2. 2° Par un point M de S passent deux courbes c ; calculer les cosinus directeurs des normales principales et les angles qu'elles forment avec la normale à la surface. 3° Calculer les rayons de courbure et de torsion de la courbe c. (Lyon, juillet 1906, pratique).
148, On donne une courbe c et la sphère &° + y? + 2? = a. Montrer que la condition pour que les tangentes à la courbe soient tangentes à la sphère est que les coordonnées d'un point de la courbe vérifient la relation différentielle
(a? + y? +2 — a) de? + dy? + de?) = (xdx + ydy + zdz}°.
Calculer la longueur d'un arc de la courbe c, en fonction des coordonnées des extrémités. Montrer géométriquement que le plan osculateur à c est tangent à la sphère. Déterminer la courbe c par la condition qu'elle soit sur un cylindre de révolution autour de oz, et de rayon donné b. Dans ce cas déterminer le plan osculateur, les rayons de courbure et de torsion. (Bordeaux, juillet 1907). 149. Une courbe c a pour projection sur le plan æoy la sinusoïde y — sin x. Former l'équation différentielle à laquelle doit satisfaire z, considéré comme fonction de æ, pour que les normales principales de € soient parallèles au plan yoz. 2° Prouver que les tangentes font alors un angle constant avec ox. Ce résultat dépendil de la forme sinusoïdale de la projection de c. 3° La projection de c étant la sinusoïde donnée, indiquer la nature de c sachant que les tangentes font un angle de 45° avec ox. (Rennes, juillet 1906). 150. Une courbe $, tracée sur un cône de révolution, rencontre les génératrices sous un angle constant. Trouver le lieu S, des centres de courbure $. Démontrer : 1° Que lestangentes aux courbes S et S, aux points correspondants sont rectangulaires. 2° Que la courbe S, est sur un cône de révolution, dont elle coupe les génératrices sous un angle constant. (Grenoble, novembre 1904). 151. On considère les cercles passant par deux points fixes
COURBES ET SURFACES 3r de oz, symétriques par rapport à 0. Leurs équalions sont : YU y + 2 — aix — di — 0
où 4 et 9 sont deux paramètres arbitraires. On pose 0 — f({) : 1° Démontrer que les cercles ainsi déterminés sont les caractéristiques d'une famille de sphères S. Former leurs équations. Il y a exception pour certaines fonctions /, quelles sont ces fonctions ; 2 Si f n’est pas une de ces fonctions exceptionnelles, déterminer les lignes de courbure de la surface engendrée par la famille de cercles ; 3° Déterminer / de façon que le lieu des centres des sphères $ soit la courbe æ — F(y) du plan des xy ; cas particulier de la courbe x — y*. (Besançon, juillet 1906).
152. Sur la normale principale, en chaque point M d'une hélice circulaire S, dans le sens de la concavité, on porte une longueur constante MM, — / ; on considère la courbe S, lieu du point M. On demande de déterminer / de façon que les courbes $ et S, jouissent de l’une des quatre propriétés suivantes :
1° Les courbes $S et S, ont même courbure ;
2° Elles ont même torsion absolue ;
3° Les tangentes MT et M,T, aux points correspondants sont rectangulaires ; 4° La tangente MT, à S, est parallèle à la binormale MIX en M à $S. (Grenoble, juillet 1904).
e ARS à 153. On donne la courbe y — x°, z — 3%. 1° Trouver le lieu
des parallèles aux tangentes menées par l’origine, et l’enveloppe des plans parallèles aux plans osculateurs ; 2° Calculer l'angle de la tangente à la courbe avec la bissectrice de l'angle xoz ; 3° Déterminer les développantes de la courbe. (Nancy, juillet 1905).
Sur la surface z = X — nt où X est une fonction donnée
de x; 1° Déterminer les courbes c conjuguées des sections de la surface par les plans parallèles au plan z0y; 2° Déterminer les trajectoires orthogonales des projections des courbes c sur le plan z0y. (Bordeaux, novembre 1910).
Lignes géodésiques. — 159. Former l'équation différentielle des lignes géodésiques d'une surface de révolution représentée par les équations
T—pCosw, yY—psinw, z— /f(p)
sa PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE
Montrer que l'intégration se ramène aux quadratures. (Poitiers, juillet 1905).
156. Le point M d'une courbe plane se projette en P sur l'axe oy. Ce point P se projette en Q sur la tangente en M. Déterminer la courbe telle que l’on ait QM = a constant ; 2° Trouver les projections sur un plan perpendiculaire à oy des lignes géodésiques de la surface engendrée par cette courbe autour de oy. (Poitiers, Juillet 1905).
On donne la surface de révolution autour de oz
œ==1400s,6:c0s 0. %y — lsinio sin");
= IL g(S +) — 1 sin 0 2 a où set Ÿ sont des paramètres variables, et / constant. Calculer les cosinus des angles a, b, c de la normale avec les axes, en fonction de ÿ et ©; 2° Sur cette surface, on considère les courbes satisfaisant à la relation :
do Ve sin 0
UE. cos? 0 VAE cos? 0 — c
Calculer, pour l’une de ces courbes : ds°, les cosinus des angles a, (5, y, de la tangente avec les axes, les différentielles de ces cosinus, le rayon de courbure, et les cosinus des angles de la normale principale avec les axes ; 3° Démontrer que les lignes considérées sontles lignes géodésiques dela surface. (Marseille, nov.1906).
Intégrer le système d'équations
dx dy
T— MY Y+me. Z
où m est une constante posilive. Montrer qu’une courbe intégrale c,
qui passe par le point M, (a, o c), peut être représentée, en cooru) (a)
, . . F , LS He données semi-polaires, par les équations o = aem, z—-em. a
Calculer l'arc M, M de la courbe c, les coordonnées du centre de LE : f C gravité de cet arc, et la portion de la surface du cône 2 == p com-
prise entre les génératrices OM,, OM et l'arc MM de c ; 2° Monirer que la tangente et la normale principale à la courbe c font des angles constants avec OZ. Quelle propriété présente cette courbe sur
le cylindre qui la projette sur le plan XOY. Une surface, lieu d’une infinité de courbes c, peut-elle admettre toutes ces courbes comme lignes géodésiques ; 3° Lorsque M, décrit la droite z — px + Qq du plan XO7Z, les courbes c engendrent une surface S, exprimer les coordonnées d'un point de cette surface en fonction de a et w. Montrer que les lignes © — c sont des droites qui coupent chaque
courbe c sous un angle constant.
Démontrer que, le long d'une courbe c, la normale principale fait un angle constant avec la normale à la surface. (Rennes, nov. 1907).
Fasrr, — Anal, — I è
LIGNES DE COURBURE
159. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface z = a*yf ; cas particulier de la surface z — xy?. (Montpellier, juillet 1905, pratique). |
160. De l'expression du rayon de courbure d’une section normale en un point d'une surface, déduire l'équation différentielle des lignes asymptotiques : 1° six et y sont variables indépendantes ; 2° si &—rcos0,y—=rsin6,z—/f(r, 0). Trouver les projections sue plan xoy, des lignes asymptotiques de la surface :
PE POAEC ge _ d L(x? + y?)}. (Poitiers, juillet 1902)
161. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface : 2 — H(x°? + y?). (Rennes, juillet 1902, pratique). 162. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface : x?y?z + x? — y — 0,
et montrer que ce sont des cubiques gauches. (Toulouse, novembre 1901).
NEC
Déterminer la fonction © de façon que l’une d'elles ait pour “équation {xt + y*) = (y? — x?}?(y? + x?). (Besançon, juillet 1910, pratique).
164. Une courbe de forme invariable, située dans un plan passant par 07, tourne autour de cet axe, en même temps qu'elle
glisse parallèlement à l'axe suivant une loi quelconque. Déterminer dans quel cas les lignes planes x == c sont des lignes asymptotiques de la surface engendrée. Quelles sont alors les autres lignes asymptotiques ; 2° Former, dans le cas général, en coordonnées rectangulaires (x, y), l'équation différentielle des trajectoires orthogonales des sections de la surface par les plans : = c. Dans quel cas cette équation est-elle homogène. (Toulouse, novembre 1908).
165. Par chaque point de la courbe x = t, y —#?, z-— 1, on trace la droite D parallèle au plan xoy, et rencontrant oz. Montrer que cette droite est dans le plan osculateur au point M de la courbe, Déterminer les lignes asymptotiques de la surface, lieu de la droite. (Nancy, novembre 1907).
166, Une surface $ est définie par les équations :
Ve 719 Me 0, Z—= a + uUX
où west une fonction des deux paramètres &, (5. 1° Former les équations du plan tangent et de la normale en un point de S; 2° L'équation différentielle des lignes asymptotiques ; 3° Montrer que les courbes & = c et f — c sont conjuguées ; 4° Que la développable circonscrite à S, le long d’une courbe 4 — c, est un cône dont le sommet est sur 0z; 5° Que, si u == AB + «B, + B, où À ne dépend que de &, et B, B:, B> de f5, la développable, circonscrite à une courbe B — c, est aussi un cône ; 6° Montrer que, si B, et B: sont des fonctions linéaires, la détermination des lignes asymptotiques dépend de quadratures. (Grenoble, novembre 1907).
167. On donne la surface : = à are tg Ÿ, et le cylindre paral-
lèle à oz, (x? + y°}? = ax? — y?), Calculer l'arc de la courbe c d’intersection ; 2° Calculer le volume situé dans l'angle des coordonnées positives, limité par le plan des xy, le cylindre, et la surface donnée ; 3° Calculer le rayon de courbure de la courbe c, et étudier ses variations. (Besançon, novembre 1902).
Une surface $ est définie par les équations
a sin 0 x = a(1 cos Ü) cotg o, = qi cos 0 LE + (r4 ) CR h ( qu h sin ® Calculer les cosinus directeurs de la normale, Déterminer les lignes asymptotiques. (Bordeaux, novembre 1905).
169. Une surface a pour équation z — f(xy), f étant une fonction du produit æy. Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques, et ramener leur recherche à des quadratures ; 2° Appliquer les formules générales à la surface Lz — aÿxy ; 3° Déterminer / de façon que l’un des systèmes de lignes asymptotiques se projette sur le plan xoy suivant les courbes y — ex", et déterminer le second système de lignes asymptotiques. (Montpellier, novembre 1905).
170. Rechercher les surfaces telles que les deux systèmes de lignes asymptotiques se projettent sur le plan xoy suivant les deux familles de droites et de courbes y — c, xf(y) = c', où f est une fonction donnée de y. (Bordeaux, juillet 1909).
171. Déterminer les lignes asymptotiques ‘y, autres que les génératrices rectilignes, de la surface
L'ecINIILER,
et montrer qu'elles coupent orthogonalement la génératrice 07 ;
2° Trouver les trajectoires orthogonales des courbes ‘/; 3° En un
point M de oy passe une courbe y. Déterminer le centre de cour-
bure, le rayon de courbure R, et la droite polaire À de 7 en M;
4° Variation de R quand M décrit oy; 5° Lignes asymptotiques
de la surface décrite par À quand M décritoy. (Besançon, juillet 1907). 172. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface
& colg = — 1 — z colg £
On pourra prendre pour variables z et ï). (Lyon, juillet 1910).
On considère la cubique x — t, y — l?, z
Le plan osculateur au point M coupe l'axe oz au point A. On considère la surface réglée S engendrée par la droite MA. Déterminer ses lignes asymptotiques.
Dans le plan xoy on a les deux points B(x — y — 1), et C (x — 1,7 — 2), par chacun de ces points passent deux lignes, pro- Jections des lignes asymptotiques de S. Ces quatre lignes forment un quadrilatère curviligne BECD, dont B et C sont deux sommets opposés. Déterminer le volume du cylindre parallèle à oz. ayant pour base ce quadrilatère, et limité à la surface S. (Lyon, novembre 1910, pratique).
LIGNES ASYMPTOTIQUES 37 174. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface æ— (1 +u)chv, y—=(1 —u)shv, HA US
2° Même question, en remplaçant le cosinus et le sinus hyperboliques par le cosinus et le sinus ordinaires cos v, sin v; 3° Rapprocher les deux questions. (Marseille, juillet 1911, pratique.
175. Soient R, et R, les rayons de courbure principaux en un point M d'une surface de révolution $. R\ étant le rayon de courbure qui correspond au centre de courbure situé sur l'axe. Former
$ A : Hat H30 l'équation diflérentielle de la courbe méridienne pour que }> soit
égal à une fonction donnée de l'angle © que fait avec l'axe le plan tangent à la surface au point M. 2° Intégrer cette équation en m 2 cos ®
176. Déterminer les rayons de courbure, et les centres de courbure principaux, en un point de la surface z — y tg x&. 2° Déterminer ses lignes asymptotiques. 3° Chercher le lieu des centres de courbure principaux en M, lorsque ce point décrit l’une des lignes asymptotiques. 4° Pour chacune des courbes obtenues, calculer la longueur de l’arc compris entre deux points donnés. (Montpellier, novembre 1908).
177. Soient &, (3, y les angles avec les axes 0%, oy, 07, de la normale à la surface z — f(x) + o(y).
1° Déterminer les fonctions f et © de façon que les rayons de courbure principaux soient liés par la relation (R + R,) cos y — C.
2° Montrer que l’on peut choisir ces fonctions de façon que (R —- R;) cos y tg x tg {5 soit, en mème temps, constant.
3° Déterminer les lignes de courbure de ces dernières surfaces, et les centres de courbure principaux. (Montpellier, juillet 1906).
178. On considère la surface S, enveloppe de la sphère variable
Re
supposant p — 1. Cas où m— 0. (Paris, novembre 1907).
G— a +(y—for+a=r
Trouver géométriquement une famille de lignes de courbure. 2° Démontrer que la seconde famille est formée de courbes planes, qui se projettent sur le plan xoy suivant des courbes parallèles. 3° Déterminer les centres de courbure principaux en un point des. (Bordeaux, juillet 1910).
38 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE 179. Vérifier que les deux systèmes de sphères :
ax}? + (x? + y? + 2? — a?)À + 2ay = 0 a + y? + 2? + a? — aa(x + y) cos 4 + 24z Sin pr
où À et x sont des paramètres arbitraires, ont même enveloppe. Déterminer les lignes de courbure de cette enveloppe, les centres de courbure principaux, et le lieu de ces centres de courbure. (Marseille, novembre 1907).
Une surface a pour équation
Soient C et C’ les centres de courbure principaux au point M, À le milieu de CC’. Déterminer les fonctions f et w de façon que la projection de MA sur oz soit constante. Calculer les rayons de courbure principaux pour les surfaces obtenues. Déterminer leurs lignes asymptotiques. Si &, {5 sont les angles de la normale en M avec ox et 07, D la projection de CC’ sur oz, montrer que, parmi les surfaces obtenues, il y en a pour lesquelles D tg x tg £ est aussi constant. (Montpellier, juillet 1908).
181. Les courbes planes formant une famille de courbes paral-
lèles ont même développée. Application aux courbes parallèles à la courbe :
æ — Yu) cos u — V/{u) sin u, y —= Yu) sin u + Y(u) cos u.
2° Lignes de courbure et rayons de courbure principaux de la surface engendrée par la courbe
æ —= Yu) cos u — V'{u) sin u +- w(z) cos u
y = Ÿ{u) sin u + Ÿ{u) cos u + o(z) sin u
quand uw varie, Mode de génération par chacun des systèmes de lignes de courbure. Montrer que la surface est une surface moulure. (Grenoble, juillet 1908).
182. Déterminer les lignes de courbure de la surface k : ° u ' æ == SIN ü SIN v, Y —= SIN u COS v, z—cosu+Lits: + f{v).
Montrer que l’un des systèmes c, est formé de courbes planes, et l'autre c: de lignes sphériques. Déterminer f de façon que les plans
des courbes c, rencontrent la surface sous le même angle. Quelle est alors la relation entre u et v qui détermine les courbes c;. (Grenoble, novembre 1908).
Montrer que les normales à la surface S
cat + y + 2) — aa(a? + y?)
coupent les plans xoy et xoz en des points dont le lieu, sur chacun de ces plans, est une simple ligne. En déduire, sans intégration, les lignes de courbure de S. (Caen, juillet 1906).
18/4. On a la surface $ :
x == — uŸ + Suv° + 3u, y = — Bu°v + v° — 3, z == Ju? — 3v°.
où u et v sont variables. Déterminer : 1° le plan tangent ; 2° l’arête: de rebroussement d’une développable circonscrite à S, le long des. courbes u = c, ouv= c; 3° les lignes asymptotiques de S ; 4° les lignes de courbure ; 5° les rayons principaux en un point de S. (Grenoble, juillet 1907).
Un plan a pour équation
æ cos 0 cos & + y cos Ô sin ? + z sin 0 — f{0).
Déterminer les coordonnées du point de contact de ce plan avec: son enveloppe. Trouver les lignes de courbure de cette surface enveloppe. (Bordeaux, novembre 1906).
186. Déterminer les lignes de courbure de la surface représentée par les équations :
æ —= Su + 3uv? — u?, y = Ju + Su?v — vi, z — Ju? — Jv?,
montrer que ce sont des cubiques situées dans des plans parallèles. à OX, ou OY. (Caen, novembre 1907).
187. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface S, z — x?y. 2° Soit L l'intersection de la surface S avec le plan tangent en un point M{a, b, c). Calculer la courbure de L en un point quelconque, en fonction de l’ordonnée y de ce point. 3° Former l'équation différentielle des lignes de courbure de la surface S, et déterminer les cosinus directeurs des directions principales en ur point de l'axe ox. (Rennes, juillet 1909).
ho PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE 188. On donne la surface aa? + y? + 2?) + u(z? — y?) — ux — 0
où u est constant. On considère les droites À rencontrant les deux droites
DT EL UNE 0, et D RME ES ET ner er aux points À et B, dont on représente les coordonnées par Yi /2u et Lau
1° Une droite A rencontre la surface en un point; donner ses coordonnées en fonction de v et de w.
2° On considère la normalé en un point de la section par le plan DA. Calculer l'angle de cette normale avec le plan.
3° Quel résultat peut-on en déduire pour les sections par les plan DA, et de mème par les plans DA.
° Montrer que ces sections sont des circonférences. (Besançon, juillet 1909).
189. On donne une famille de courbes C, dépendant d'un paramètre v, tracées sur un cylindre de révolution de rayon r, d’axe oz. Ces courbes passent par le point À de rencontre de ox avec le cylindre, leurs équations sont :
Te=TLosL, saint, z — ry(u, v).
On porte sur la tangente en un point M’ d’une courbe C un segment M'M tel que arc AM + M'M — /, où l'est une constante donnée. Lorsque M’ décrit la courbe C, M décrit une développante de C ; lorsque C varie, cette développante D engendre une surface à.
1° Si les courbes GC sont des hélices, trouver les coordonnées d'un point quelconque de ?. Montrer que cette surface reste normale à M'M, trouver ses lignes de courbure, en déduire des générations simples de la surface.
2° Les courbes C étant quelconques, déduire des propriétés des développées que, pour que les développantes D soient lignes de courbure de la surface À, il faut, et il suffit, que la normale en M à
la surface fasse un angle constant avec la direction MM’. (Rennes, juillet 1907).
LIGNES ASYMPTOTIQUES {x
190. Trouver les projections sur le plan xoy des lignes de courbure du paraboloïde hyperbolique °
x — a(u + v), y = b(u — v) Ft QUt
Ja
c — Va? "ER,
(Poitiers, juillet 1903).
CHAPITRE VIII
192. On a le plan P variable 18u°x + y — Guz — Su'. Montrer que l’arête de rebroussement de la développable enveloppe du plan P est une hélice. Trouver les trajectoires orthogonales des. génératrices de la développable, et montrer qu'elles sont dans des. plans normaux aux génératrices du cylindre dont l'hélice précédente est une géodésique. (Caen, juillet 1908).
193. On considère les surfaces développables dont les génératrices font un angle donné # avec oz, et qui passent par la parabole z — 0, ÿy*— 2px. Montrer que ces surfaces sont des cylindres, excepté une surface développable S. Montrer que S est l'enveloppe: des cylindres, et chercher géométriquement ses lignes de courbure. (Bordeaux, novembre 1909).
On donne les équations
Te Me) RARE VE CU ee.
où v est une fonction du paramètre &. Déterminer la fonction v de: façon que la surface engendrée soit développable, et former les. équations de l'arête de rebroussement. 2° Calculer les cosinus. directeurs de la normale en un point de la surface, et les dérivées: partielles p, q, r, s, t de z; vérifier que l'équation différentielle des. surfaces développables est satisfaite ; 3° Déterminer les lignes de courbure etles rayons decourbureprincipaux. (Grenoble, nov.1910). 199. Une surface $ est définie par les équations :
LT — pPCOSW, Y —P sin &, &(z) — aw + f(P).
Déterminer la fonction » de façon que le triangle omn, ayant pour sommets l'origine o, et les traces rm» et n, sur xoy, de l’ordon-
née d'un point M de S et de la normale en M, ait une aire propor- _tionnelle à l'ordonnée z ; 2° Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de S, et déterminer la fonction Jp) par la condition que S soit une surface développable ; 3° Former les équations des génératrices et montrer qu'elles font un angle constant avec 02, et sont à une distance constante de cet axe. (Grenoble, novembre 1910).
196. Un cône de révolution autour de OZ a pour sommet l'origine, ses génératrices font l'angle & avec OZ. Par un point fixe de OX on mène une droite formant l'anglez avec OX, dans le plan XOY; et, par cette droite, un plan P parallèle à OZ, qui coupe le cône suivant une courbe c. Former l'équation de la surface engendrée par la courbe c lorsque % varie ; montrer que cette surface est réglée, chercher les trajectoires orthogonales de ses génératrices reclilignes. (Caen, juillet 1917).
197. Trajectoires orthogonales des génératrices d’une surface réglée. Former leur équation différentielle dans le cas général ; et, en particulier, pour un hyperboloïde à une nappe. Intégrer pour l'hyperboloïde de révolution. (Marseille, juillet 1909).
198. On considère les courbes c dont la tangente a pour paramètres directeurs Zx, By: 7z. Ces courbes sont les solutions du système :
d&æ, dy dz TL ET
où &, (5, / sont constants. Démontrer que les courbes c sont les trajectoires orthogonales d’une famille à un paramètre de surfaces du second degré ; 2° Les courbes c qui rencontrent une courbe directrice D engendrent une surface S. Lorsque la directrice D est une droite, montrer que la surface S est réglée. Déterminer les droites D pour lesquelles la surface est développable. Déterminer les arêtes de rebroussement ; 3° Si la directrice D est une courbe, solution du système
der dat: dz
AE
GTR Te
analogue à (1), la surface S admet une seconde génération analogue. Trouver, dans ce cas, les lignes asymptotiques. Montrer que chacune des familles d'asymptotiques est formée de trajectoires ortho-
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gonales d’une famille de quadriques, et que la surface $ est orthogonale à une infinité de familles de quadriques. (Rennes juil. 1908). 199. On donne les droites :
b3 LA t-p, VRP NE"
1° {et p étant indépendants, combien de droites réelles passent par un point de l’espace ; 2° Comment doit-on choisir p, fonction de {, pour que ces droites aient une enveloppe. Trouver alors l’arête de rebroussement de la surface, et la trace sur le plan xoy de la surface formée par ces droites. Lieu des arêtes de rebroussement. (Nancy, juillet 1906).
200. Trouver une courbe c, tracée sur le cylindre y — x", telle que le plan osculateur en chaque point M de la courbe passe par la projection P de M sur l’axe oy. On considère la surface engendrée par la droite MP quand M décrit la courbe c. Trouver les lignes asymptotiques de cette surface. (Dijon, novembre 1907).
Un paraboloïde S est représenté par les équations
L'=—=3ÀD COS ©, y = 240/Sin er
z — 2 ?(p cos” © + q sin?)
où p et g sont constants, À el © variables ; 1° Quelle relation doit exister entre À et © pour que la courbe c, tracée sur la surface $, soit telle que le plan tangent à S le long de cette courbe fasse un angle constant avec le plan xoy; 2° Le plan tangent à S le long de c engendre une développable Ÿ, montrer que ses génératrices font un angle constant avec oz. Exprimer, en fonction de o, les coordonnées d'un point de l’arête de rebroussement ; 3° Déterminer, sur la développable À, les courbes normales, en chaque point, à la génératrice de Z qui passe en ce point. Montrer que ces courbes. sont planes, et que leurs projections sur le plan des æy ont pour développée la projection de l’arête de rebroussement de Ÿ. (Bordeaux, novembre 19406).
On donne les deux paraboles
ro ME) Es pr et DENON CO Paye
Les droites qui s'appuyent sur ces courbes dépendent de deux paramètres. S1 on établit une relation convenable entres ces paramètres, elles engendrent une surface développable ; 1° Déterminer les surfaces ainsi obtenues ; 2° Il existe une de ces surfaces qui ne se réduit pas à un cône. Soit M un point de l’arête de rebroussement de cette surface S, P le point où le plan osculateur en M à cette arête de rebroussement coupe oz. Exprimer les coordonnées de M en fonction de la coordonnée z du point P, que l’on représentera par {; 3° Le plan osculateur en M coupe le plan xoÿ suivantune droite À ; exprimer, en fonction de {, les coordonnées du point où la droite A touche son enveloppe; 4° Que devient la surface développable S lorsque a — b. (Bordeaux, juillet, 1906).
203. Recherche de la ligne de striction d’une surface réglée dont les génératrices sont normales à une courbe donnée S. Cas des normales principales et des binormales. Si O0 est l'angle de la génératrice qui coupe la courbe S en M avec la normale principale MN, on exprimera la distance MN du point central de la génératrice à M en fonction de 0 et des coordonnées de M ; 2° Déterminer © de façon que la surface, lieu des normales considérées, soit développable. (Grenoble, juillet 1906, pratique).
204. L'arête de rebroussement de toute surface développable circonscrite à une sphère est une ligne géodésique d’un cône concentrique à la sphère. C'est aussi une courbe enveloppe, sur le cône, d'une droite tangente au cône et à la sphère concentrique. Démontrer ces théorèmes en répondant aux questions suivantes :
1° Déterminer, par le coeflicient angulaire m', la position limite de l'intersection du plan tangent à l'origine et du plan tangent voisin en un point satisfaisant à y — mx, la surface étant représentée par un développement en série entière :
z = ax? + 2bxy + cy? + …
2° Cas où la surface est développable ;
3° L'arète de rebroussement d’une surface développable circonscrite à une sphère de rayon R est une courbe c dont les tangentes touchent la sphère ; 4° Si l’on prend pour origine le centre de la sphère, la courbe c satisfait à l’équation différentielle
(ydz — dy)? + (cd — xdz)? + (xdy — ydx)? — R?(dx? + dy? + dr?)
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5° Une ligne géodésique d'un cône de sommet o satisfait à la même équation différentielle, où R a une valeur convenablement Choisie ;
6° Conclusion. (Marseille, novembre 1903).
205. Une courbe c, située sur le paraboloïde z = æy, a pour projection, sur le plan xoy, un cercle de centre 0. On mène le plan tangent au paraboloïde au point M de la courbe c. Montrer que, lorsque M décrit la courbe c, ce plan forme avec 02 un angle constant. Trouver l'enveloppe de sa trace sur le plan x0y, l'arête de rebroussement de la surface développable qu'il enveloppe, et les développantes de cette arète de rebroussement. (Nancy, juil. 1903).
LEE AE 0 SN AE Et UMA — - f(0)
où r et ÿ sont des paramètres variables, déterminer une courbe telle qu'en chacun de ses points la génératrice coupe sous un angle constant. l’une des deux lignes de courbure. Déterminer la projection
L 1 HALLE A de cette courbe sur le plan xoy, dans le cas où 4 — G: (0) = a cos 7.
(Caen, juillet 1911).
207 Déterminer une surface vérifiant l'équation aux dérivées partielles
et passant par la courbe x — y, z — x°. Chercher les lignes asymptotiques de cette surface. (Besançon, novembre 1907). 208. Déterminer l'intégrale générale de l'équation :
ES [NS Ôz Ôz /
dd dy
Déterminer la surface intégrale qui passe par la parabole x — 0, y — 22. Déterminer ses lignes asymptotiques. (Toulouse, novembre 1903).
Déterminer l'intégrale de l'équation += +DE
qui se réduit à z — y pour x = 1. (Caen, novembre 1907). 210. Intégrer l'équation
où » est un nombre entier positif ou négatif. Déterminer la surface intégrale qui contient la droite z — 1, & — yÿ2. Examiner les cas particuliers n — 0 etn — Er. Dans le cas n — — 1, indiquer les lignes de courbure de la surface. (Marseille, juillet 1907).
211. Intégrer l'équation 2y(2a — x) à + (ae? + 2 — y? — ljax) 2e + 2yz — 0 à ÔT ; Ë A OV £ d
Montrer que les surfaces intégrales sont engendrées par des cercles ; calculer le cosinus de l’angle du plan tangent avec le plan du cercle générateur, et interpréter géométriquement le résultat obtenu. Déterminer la surface intégrale qui passe par la courbe x —0,
che == Ca (Caen, juillet 1911).
Intégrer l'équation
æ Y Var + y — a
où a > o. Montrer que les surfaces intégrales sont réglées. Déterminer celle qui passe par la courbe æ — 27, x? + y? — ha. Exprimer les coordonnées d’un point de cette surface S en fonction de u et v, en posant æ = u cos v, y — u sin v. Déterminer ses lignes asymptotiques et les trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes. (Besançon, juillet 1911).
Intégrer l'équation
Le tn 15
2° Déterminer une surface intégrale admettant pour ligne de courbure sa section par le plan yoz.
3° Déterminer les deux systèmes de lignes de courbure de cette surface et ses rayons de courbure principaux. (Nancy, novembre 1909).
21/4. Intégrer l'équation
mode de génération des surfaces intégrales. Déterminer une surface intégrale passant par l’hyperbole æ — a, 2° — y? = a*. (Caen, novembre 1909).
_ 215. Intégrer l'équation
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES h9
2° Montrer que les lignes asymptotiques des surfaces intégrales s’obtiennent par quadrature.
3° Déterminer toutes les surfaces intégrales admettant une ligne asymptolique qui se projette sur le plan æoy suivant une courbe donnée. Déterminer explicitement ces surfaces et leurs lignes asymptoliques dans le cas où la courbe donnée est &æ — y = a.
4° Déterminer les surfaces intégrales admettant comme ligne asymptolique la section par le plan z — b, où D est donné. (Dijon, juillet 1909).
2p ch & + 2q sh æ — z sh x — 0.
2° Déterminer la surface intégrale qui contient la droite x—7y=—z. 3° La surface intégrale qui contient la parabole
Lit 0; Z
4° Qu’arrive-t-1l si l'on cherche à déterminer une surface intégrale passant par la chaïnette NEA ®, M =Adrele Tv:
(Lyon, juillet r9r0).
Intégrer l'équation
PT ei {Y = 27.
2° Montrer que les lignes asymptotiques des surfaces intégrales s'obtiennent par une quadrature.
3° La fonction soumise à la quadrature contient un radical. Dans quel cas ce radical est-il constant.
4° Eflectuer la quadrature dans le cas où la surface intégrale passe par la courbe
MES AU 2 Ye
5° Trouver les trajectoires orthogonales des projections sur le plan æoy des lignes asymptotiques de la surface précédente. (Lille, juillet 1910).
Intégrer l'équation p?y — z. (Bordeaux, novembre
219. Déterminer la surface qui satisfait l'équation aux dérivées partielles
ôz Ôz LR + Y 5 —= 0, OT 0Y
Fasry. — Anal. — I [A
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et qui passe par un cercle donné dont le centre est sur ox, et dont
le plan est perpendiculaire à ox, Déterminer les lignes asympto-
tiques de cette surface. (Marseille, juillet 1905). 220. Intégrer l'équation :
ôz
rs hs
Ôz 2 En 2 ES" Z = (y x? + 2x2) PR 2y( æ) Mode de génération des surfaces intégrales. Déterminer celle de ces surfaces qui contient l’ellipse
RS NO RTE
et chercher ses lignes de plus grande pente, en supposant le plan &oy horizontal. (Caen, juillet 1904).
Intégrer l'équation CHA 0Y
2° Déterminer une surface intégrale telle que les courbes caractéristiques forment une famille de lignes asymptotiques, et trouver la seconde famille.
3° Ces surfaces dépendent d’une constante arbitraire. Trouver l'équation générale des surfaces qui les coupent orthogonalement. (Paris, juillet 1904).
Intégrer l'équation Ôz
Ôz La rt ss Mode de génération des surfaces intégrales. Déterminer celle de ces surfaces qui passe par la parabole y — 0, 2°? — ax, et trouver
ses lignes asymptotiques. (Caen, juillet 1902).
On nl
22/4. Intégrer l'équation 2yZz È LE
2° Déterminer la surface intégrale S, qui passe par le cercle PO) FES LS Cnil à
3° Déterminer les lignes de courbure de cette surface S. (Toulouse, novembre 1904).
225. Parmi les surfaces qui satisfont l'équation aux dérivées partielles
n NS OZ CZ
TX ü J% DUT —= (BA OT 0Y
déterminer celles qui satisfont aussi l'équation
Ga AN REZ | a?
LE SL M MEUCT ddr dy x? + y?
et déterminer leurs lignes de courbure. (Marseille, juillet 1906). 226. Montrer que l'équation
EE anen à à fou _ = 0
admet comme surfaces intégrales certaines quadriques, ayant pour axes les axes de coordonnées.
2° En déduire l'intégrale générale.
3° Déterminer la surface intégrale qui passe par la courbe Hair, a+y =; (Lille, juillet 1907).
| ed # D à Le 227. Trouver l'intégrale de l'équation
p? — = 22, qui se réduit à (1 + y)” pour & — 0. (Caen, novembre 1903). 228. Intégrer l'équation :
p°—2pq +29 =
et déterminer une surface intégrale passant par la parabole x — 0, 2z — y*. (Toulouse, juillet 1905).
Intégrer l'équation
Z — pt — qY —=p*.
Signification géométrique des intégrales. (Toulouse, juillet 1902). 230. 1° Déterminer la fonction f(x, y) telle qu'en éliminant a et b de l'équation 2— ax + by + f(x, y), on obtienne z= pe + qy + fe, y).
2° Trouver l'équation aux dérivées partielles du second ordre, indépendante de a, b et de la fonction F, à laquelle satisfait
2 a + by + FL):
œ 3° Trouver la surface $S la plus générale satisfaisant à l'équation
Cr rt ns
et la surface particulière Z passant par la courbe ANR x + y? + Saxy — 0.
4° Chercher les projections sur le plan xoy des lignes asymptotiques de S et de S.
5° Dans ce cas on a des droites et des coniques. Trouver le cercle osculateur à l’une de ces coniques, le point de contact étant l'origine O. (Poitiers, juillet 1904).
Intégrer l'équation
pq=T+)y.
Donner une méthode pour obtenir les surfaces intégrales qui passent par l'origine. (Lyon, novembre 1906). 232. Déterminer l'intégrale de l'équation
PTE
qui se réduit à ÿ1 + y? pour & = 1. (Caen, juillet 1905). 233. Intégrer l'équation
27 — pX + qy + q— 0.
(Toulouse, novembre 1900).
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 93 234. Intégrer l'équation
(Poitiers, juillet 1909, pratique).
On considère le système
où A, B, C sont des fonctions connues de x, y, z. On demande quelles sont les conditions d'intégrabilité. Lorsqu'elles sont satisfaites, fixer l'économie des conditions initiales qui suffisent pour déterminer une intégrale. Calculer cette intégrale en faisant
ARENA Et 27, B — 2? + x?, PR rude 2
(Caen, juillet 1908).
Que devient l'équation
ef
Re y ef 8 | CESSE,
quand on remplace les variables æ et y par z et 9, liées aux premières par les équations :
Te" cos, Dee CSITR 0 vérifier que, l'équation proposée étant vérifiée par
u = fle + yi) + g(e — Ji), l'équation transformée sera vérifiée par
u — f1(2 + Où) + pi(z — Où)
où /, et #,, de même que f et o, sont des fonctions arbitraires. (Grenoble, juillet 1908, pratique).
On considère la fonction f{(s) où
ce Va? + Y? + 2.
1° Calculer, en fonction de P
Fo A
ÿx? dy? Ôz?
2° Evaluer l'intégrale triple
[IT CL SE + 2) ambre
étendue au volume compris entre deux sphères de centre o, de rayons a et b.
3° Déterminer la fonction /() de façon qu'elle satisfasse à l'équation
(Nancy, novembre 1907).
238. Trouver les surfaces z — f(x, y) qui vérifient l'équation p'& + g°y — 0, et qui passent par la courbe y — 4(z) du plan æ —0, qui vérifie l'équation
345) Ÿ + 2ÿ? — 3zy + 3z — 2 — 0 et qui contient lé point & = 1, y == ;, z = 0/A(Poiters: novembre 1909, pratique).
239. Déterminer une surface passant par la parabole x = 0, z? — 947 V2, et telle que ses coordonnées vérifient l'équation
Ôz \? É) 3?
(32) Fi (3 nt (Caen, juillet rg11).
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
241. Trouver une surface $, passant par la parabole x —R, y? — 2, telle que le plan tangent au point M coupe la projection de oM sur Le plan xoy, à la distance constante R de l'origine. (Caen, juillet 1907).
2/42. Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces S telles que la projection de l’ordonnée z d’un point quelconque sur la normale ait une longueur constante a; 2° Montrer qu’on peut considérer la surface S comme l'enveloppe d’une famille de surfaces représentées par l'équation :
Z + ÿz2 — a.
æ cos u + y sin u + f(u) — aL LP PR
3° Déterminer les lignes de courbure de $ ; 4° Déterminer f(u) de façon que la surface contienne le cercle z — a, x? + y? — 2x; 5° dans ce cas, ramener à une quadrature la recherche des lignes asymptotiques. (Marseille, juillet 1908).
243. Le plan tangent au point M d’une surface coupe oz au point P. La droite PM coupe le plan xoy en Q. Former et intégrer l’équation aux dérivées partielles des surfaces S telles que le point Q ait une abscisse donnée 4. Démontrer que ces surfaces sont réglées ; 2° Déterminer celle des surfaces S qui‘ contient le cercle 2 = 4,2? + y? = ax; et les projections sur le plan xoy de ses lignes asymptotiques ; indiquer la forme de ces projections ; 3° Déterminer
celle des surfaces $ qui contient la droite æ — _ y + z = 0. Cette
surface est du second degré, les génératrices rectilignes de l’un des systèmes rencontrent oz. Déterminer les projections, sur le plan æ0y, des trajectoires orthogonales de ces génératrices. (Montpellier, juillet 1909).
244. Soit OP la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan tangent en M à une surface, N le point où la normale coupe le plan XOY. Déterminer la surface telle que le produit OP x MN —OM*. Parmi ces surfaces, déterminer celles dont les sections passant par OZ sont des lignes de courbure. (Lille, juillet 1909).
245. Trouver et intégrer l'équation aux dérivées partielles des surfaces S telles que la droite oM et la normale en M à la surface forment un angle qui se projette sur le plan xoy suivant un angle droit; 2° Déterminer les lignes asymptotiques des surfaces S ; 3° Soit À une aire prise sur S d'un même côté du plan xoy. Soit v le volume du cylindre projetant A sur le plan xoy et v’ le volume du cône de sommet O limité à la même aire A. Démontrer que u — 3v'. 4° Déterminer celle des surfaces S qui contient la courbe
Cuir as, et calculer v en supposant que l'aire À se projette sur XOY à l'intérieur du triangle limité par les droites x — 0, y — a, y = x. (Montpellier, novembre 1909).
26. Le plan tangent au point M d’une surface coupe oz au point T, le plan xoy suivant la droite D.
1° Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces $, telles que oT — az, où a est donné ; 2° Intégrer l'équation obtenue et former l’équation générale des surfaces $ ; 3° Si P est la projection de M sur le plan æoy, montrer qu’il existe des surfaces intégrales telles que les droites D et oP forment un angle constant ; 4° Déterminer les lignes asymptotiques de ces dernières surfaces. (Montpellier, juillet 1904).
247. Déterminer une surface telle que chaque point M soit le centre de gravité du triangle situé dans le plan tangent en M, et dont les sommets sont sur les trois axes de coordonnées. (Poitiers, juillet 1903).
248. Trouver une surface $ telle que le plan tangent en M contienne le point symétrique par rapport à o du point de rencontre de la normale en M avec le plan x0y. On formera l'équation À que doit vérifier l'équation z — f(x, y) de la surface ; 2° Les cylindres
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS, ETC. 57 dont la section droite est une parabole de foyer o et de directrice parallèle à oz, sont des surfaces S ; 3° Indiquer une intégrale complète; 4° Intégrer le système différentiel des caractéristiques de l'équation À. (Dijon, novembre 1910).
249. La normale au point M(x, y, z) d'une surface coupe le plan æoy en N, le plan tangent coupe xoy suivant une droite D. Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces S telles que la distance d de N à la droite D soit une fonction donnée de z,
2° Montrer qu'en prenant pour inconnue une certaine fonction
Z de z, on peut ramener cette équation à la forme P? + Q? — x,
Ôz Ôz à LAS x P=—,Q— re Intégrer en appliquant cette remarque ; 3° For-
mer l'équation différentielle des projections sur le plan æoy des trajectoires orthogonales des sections d’une surface S par les plans z —= c. Intégrer cette équation et interpréter géométriquement le résultat. (Poitiers, juillet 1907).
250. Une surtace S a pour équation æ? + y? — x/f(2). On considère le volume limité par cette surface et les plans z — 0, z — ec > 0. Indiquer les quadratures à effectuer pour calculer le volume de ce solide, les coordonnées du centre de gravité, le moment d'inertie par rapport à oz ; 2° Achever les calculs en supposant f(z) —vc?— 2?; 3° Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces S ; 4° Mon-
trer que les plans tangents aux points d’une section z — const. rencontrent oz au même point. (Rennes, juillet 1908, pratique).
291. La normale au point M d'une surface S coupe le plan xoy au point N, le point M se projette en P sur le plan xoy. Déterminer l'équation aux dérivées partielles des surfaces S telles que PN — a longueur constante; 2° Trouver une intégrale complète de cette équation aux dérivées partielles ; 3° Déterminer la bande caractéristique d'éléments linéaires (æ, y, z, p, q) définie par un élément CRIME 4) dont les coordonnées satisfont à l'équation aux dérivées partielles. Quelle est la nature des courbes caractéristiques ; 4° Chercher l'équation du cône T, enveloppe des plans tangents aux surfaces intégrales qui passent par un point donné (x, y, 2). En déduire l'équation aux différentielles lotales des courbes inté-
grales; 5° Chercher la surface intégrale engendrée par les courbes caractéristiques issues du point x = y — 0,2z—h; 6° Déterminer les deux surfaces intégrales qui passent par la droite x — y = 2; 7° Chercher les courbes intégrales situées dans le plan z = x; et, en Ke ne la courbe intégrale c, de ce plan, qui passe au point
— z2—=u,y—0; 8° Déterminer la surface intégrale qui contient la courbe c. (Lyon, juillet 1911).
252. Former l'équation d'une surface passant par la parabole æ—=b, y* — 2az, et telle que le plan tangent au point M rencontre à une distance d de l’origine la droite qui joint cette origine à la projecuon de M sur le plan xoy. (Caen, juillet 1907).
253. Soit M un point d’une surface, m sa projection sur le plan æ0Y, N le point d'intersection du plan tangent en M avec la droite menée par 0, perpendiculaire au plan 02M. 1° Déterminer l'équation générale des surfaces S telles que oN — om; 2° Parmi ces surfaces 5S déterminer celle qui passe par la courbe y — 0, z? — 2x; 3° Trouver les lignes asymptotiques de cette dernière surface. (Paris, novembre 1905).
254. Trouver l'équation générale des surfaces dont le plan tan-
| à ON: :
gent en M rencontre OZ en un point N tel que {7 soit un rapport
constant. Déterminer une surface particulière qui passe par une hélice donnée d'axe OZ. (Grenoble, novembre 1904, pratique). 99. Soit S une surface intégrale quelconque de l'équation
1e —+- RÈe DUTY, LP = —
où U est une fonction donnée de x et y.
1° Démontrer que les caractéristiques situées sur cette surface coupent orthogonalement les sections planes de la surface par des plans parallèles au plan æoy ; 2° Les caractéristiques se projettent sur le plan xoy suivant une famille de courbes (y) dépendant de deux constantes arbitraires. Former l'équation différentielle du second ordre dont ces courbes (7) sont l'intégrale générale ; 3° Déterminer la fonction U(æ. y) de façon que les courbes (y) soient des circonférences orthogonales à l'axe des x ; 4° Trouver une intégrale complète de l'équation obtenue, et une intégrale particulière se réduisant à zéro pour æ — 0. (Paris, juillet 1905). 256. Trouver, sur un cylindre de révolution autour de oz, une
Lé
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courbe c dont les tangentes rencontrent un cercle de centre €, situé dans le plan xoy ; 2° Rectifier un arc de la courbe c; 3° Calculer l'aire de la portion de surface conique balayée par le rayon vecteur 0M quand M décrit un arc de la courbe c; 4° Déterminer une surface passant par la courbe c, et coupant orthogonalement les sphères tangentes en o au plan xoy. (Lille, novembre 1905).
257. Trouver les surfaces telles que le plan tangent en tout point M rencontre oz en un point équidistant de o et du point de contact M. (Marseille, novembre 1904).
258. La normale au point M d’une surface coupe le plan x0y en À. Ce point M se projette en P sur ce même plan xoy. 1° Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces telles que la bissectrice de l'angle AoP se confonde avec la bissectrice de l'angle des axes xoy ; 2° Intégrer cette équation, et former l'équation générale de ces surfaces ; 3° Déterminer la surface particulière S, qui passe par la circonférence x — y,
(x — a)? + (y — a} + 2 — ha’;
f° Déterminer les lignes de courbure de cette surface;
5° Montrer que les lignes de courbure de chaque système sont des circonférences, qui passent par deux points fixes, (Montpellier, juillet 1907).
259. La normale au point M d'une surface coupe le plan xoy -en P. Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces telles que PM — PO; 2° Intégrer cette équation, et former l'équation générale de ces surfaces ; 3° Déterminer les lignes de courbure de l'une de ces surfaces, et montrer que celles d'un système sont des circonférences dans des plans passant par oz; 4° Montrer que, pour chaque surface, le point P décrit une courbe du plan xoy, -qui peut être arbitraire, et déterminer la surface pour laquelle cette courbe a pour équation y — ae-*. (Montpellier, juillet r902).
260. On considère les sphères tangentes au plan xoz, aux divers points de l'axe oz.
1° Montrer qu’elles satisfont à une même équation aux dérivées partielles du premier ordre (E).
2° Indiquer la génération de la surface intégrale la plus générale de l'équation (E), et ses caractéristiques.
60 PROBLÈMES D’ANALYSE MATHÉMATIQUE 3° Déterminer la surface intégrale qui passe par le cercle — 2 2 a LEO, +2 — 2y = 0.
4° Démontrer que la section, par tout plan passant par oz, de toute surface intégrale est une ligne de courbure de cette surface. Quelles sont les autres lignes de courbure. (Nancy, juillet 1909).
261. On considère les sphères tangentes au plan xoy, qui ont leurs centres (x, y, z) sur une surface donnée. Elles enveloppent une surface S, lieu d’un point (X, Y, 2).
1° Calculer les cosinus directeurs de la normale au point M à la surface S, au moyen de æ&, y, z, p, q.
20 Intégrer l'équation aux dérivées partielles
X(x, y, 2 pq) = 0
où X est l’abscisse du point M. (Intégrale complète, intégrale générale).
3° Former l'équation différentielle des lignes de courbure de la surface qui représente l'intégrale générale. (Toulouse, juillet 1909).
262. Déterminer les surfaces telles que, en un point quelconque, les deux tangentes principales d’une part, les deux directions principales d'autre part, se projettent sur le plan xoy suivant deux angles ayant leurs bissectrices parallèles à ox et oy. Lignes de courbure de ces surfaces. (Bordeaux, juillet 1906).
263. Trouver les surfaces telles que la normale forme avec oz un angle V :
cos V —
AIN
(Bordeaux, novembre 1903).
264. Déterminer une surface $ telle que, si un point M deS se projette en P sur le plan æoy, et en Q sur l'axe oz, le plan tangent en M soit parallèle à la droite PQ.
2° Chercher si, parmi ces surfaces, il y en a qui sont de révolution autour de oz.
3° Trouver une surface S qui passe par la courbe
LRU SIT
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4° Trouver les lignes asymptotiques de cette dernière surface. (Montpellier, juillet 1906).
Vérifier que l'équation
(z + sin ÿ)z sin y cos æ dæ + (z + sin æ)z sin x cos y dy +- + (sin æ +- sin y) sin æ sin y dz — 0
est une équation aux différentielles totales exactes. Intégrer cette équation. (Besançon, juillet 1909, pratique).
267. Montrer qu'on peut, par un changement de variable, réduire la différentielle totale
(202? + à? + yz)dx — 22? + x)dy + (2 — 222? — xy)dz.
En déduire l'intégrale de l'équation obtenue en l’égalant à zéro. (Bordeaux, juillet 1909).
Intégrer l'équation
3(2y — 3z) (8yz — x?)de + 12a (x? + 42? )dy — 2x(9x? + 16 y?)dz — 0.
(Grenoble, juillet 1909, pratique).
269. Vérifier que la condition d'intégrabilité est satisfaite pour l’équation aux différentielles totales
(yz + a?) : + (xz + a?) =. — (x + y)dz = 0.
2° Intégrer cette équation.
3° Déterminer une fonction À(x, y, z) telle que le premier membre, multiplié par À}, devienne une différentielle exacte. (Rennes, juillet 1907, pratique).
On considère l'équation aux différentielles totales
dz — (Az? + 2Bz + Cjdæ + (Az? + aB,z + Ci)dy
où À, B, C, A,, B,, G, sont des fonctions des variables indépendantes æ el y.
1° Former les conditions que doivent vérilier ces six fonctions pour que l'équation soit complètement intégrable.
2° Ces conditions étant satisfaites, comment achèvera-t-on l’intégration si on connaît une ou plusieurs intégrales particulières.
3° Exemple. — Etant donnée une famille de courbes C représentées par les équations :
Mr 0! Dy$ —- Hax°?z3 + ma°z + hi — où a et b sont des paramètres arbitraires, et m un coeflicient constant, déterminer m de façon que les courbes C soient les trajectoires orthogonales d'une famille de surfaces et trouver cette famille. L'ÉRTRESE à (Paris, juillet 1907).
On considère l'expression
Ni n
+ y)dx + (x - + æ — 227 + 2yf'(2 — x))dy
où z est unc fonction des variables indépendantes x et y, et f'(z— x) la dérivée d’une fonction f donnée de la variable z — x.
1° Former et intégrer l'équation aux dérivées partielles que doit vérifier z pour que cette expression soit une différentielle exacte.
2° Déterminer l'intégrale de cette équation aux dérivées partielles qui, pour & = o, se réduit à y?; montrer qu'elle est indépendante de la fonction f; intégrer Ja différentielle obtenue, si z est cette fonction particulière. (Toulouse, novembre 1906).
273. Déterminer la fonction z des deux variables indépendantes x et y, de manière :
1° Que zdx + z?dy soit une différentielle exacte :
2° Que z se réduise à ÿx, pour y — 0. La fonction z étant déterminée, intégrer celte différéntielle. (Nancy, novembre 1905).
274. Deux surfaces S et S, se correspondent point par point de façon que les normales aux points correspondants (x, y, 2) (os Yos 20)
soient parallèles, et qu’on ait, entre les diflérentielles des coordonnées, les relations
de? + dy? + de? = de? + dy? + da dxdze, + dydy, + didz, = 0.
1° Montrer que z, regardé comme fonction de æ et y, vérifie une seule équation aux dérivées partielles du second ordre, qu'on formera, et dont on indiquera la signification géométrique.
2° Chercher si la surface S peut être de révolution, trouver sa méridienne. Déterminer la surface S, correspondante.
3° Montrer que les lignes de courbure de S correspondent aux lignes asymptotiques de S, et réciproquement. Trouver ces lignes. (Toulouse, juillet 1908).
CHAPITRE XII
FONCTIONS ELLIPTIQUES
279. Réduction de l'intégale u 2 où À —xt — 142 + 7x? Dax + = | —— où = xt — 142 + rx? — 154x + 120.
(x — 3) VA Ê
(Grenoble, novembre 1903, pratique).
276. Former l'équation différentielle des lignes géodésiques de l'hélicoïde engendré par une droite qui rencontre constamment une hélice circulaire donnée, ainsi que son axe, et reste perpendiculaire à cet axe. Montrer qu'on peut l'intégrer par les fonctions elliptiques. (Dijon, novembre 1907).
Soit = X = 4 — quù
bd SRB dx Ym VX , n (æ — ay VX VX
Exprimer y, et y, en fonction de y, et y, ; puis z, en fonction de Z,, Yo; Y1, en distinguant les deux cas où a est, ou n’est pas, zéro de X.
on pose :
En posant PuNUr— pa), quelles formules en déduit-on relativement aux fonctions elliptiques. (Lyon, juillet 1910, pratique).
Fasry, — Anal, — I 5
Exprimer p(2u) en fonction de p(u
uU r r r
2° On donne p(u) — a, calculer p (2) — {. Interpréter géométriquement la signification des racines de l'équation en { obtenue, en utilisant la cubique
3° Soient 2 et 20) les périodes de la fonction elliptique p(u), on !
suppose w et — réels et positifs, et a réel ; à quelle condition les
4 racines de l'équation en { sont-elles réelles ? S1 4 <14,< 1, <<, sont ces / racines, et si {4 — p(vs), déterminer v,, v,, v,, v,, v étant un nombre tel que p(v) = a.
4° Sie, est le plus grand zéro du polynôme 42? — q,z — q3, où 4, et g, sont les invariants relatifs à p(u), on suppose, en particulier, a — e1. Etudier ce cas spécial, et calculer
w tu) 1 p(?) et P (P +).
(Lyon, novembre 1910).
On peut poser
'+pr+q _ À B (® D E (æ—1}(xæ+2}? (x—1) a (&æ— 1)? He te (æ + 2)? Fxra Sion multiplie par (x — 1}°,et si on pose x — 1, le second membre se réduit à À, qui est égal à la valeur de
RE nr AGE Pete (x + 2) 9 De même, en multipliant par (x + 2)°, et posant x — — 2,
On à :
D en Te, ÉL Sie
En chassant les dénominateurs, la première identité devient :
x? + pr + q — A(x? + 4e + 4) + B(a° + 32° — 4) + + Cat + 20 — 3x? — he + 4) + Dax? — 3x? + 3x — 1) + Eat — à — 3x? + 5x — 2).
En égalant les coeflicients des puissances de x dans les deux membres, et tenant compte de E — — C, on a :
C+E—o, BÆ3CED— 0, À + 3B — 3D — 1—…1 GA — 90 + 3D—p, 4A — 4B + 6C — D — g.
En remplaçant À et D par les valeurs déjà calculées, on trouve successivement :
où 1—AÀ _p—2q +4 __ B+<D _q—p BREST TR IS PR QE ETT Dee AE LA ATS Lee ren LG D ER RE | 2) Pa ASS Drag are cd (x + 2} Ft
et rt" qui
donneraient des logarithmes, disparaissent, c’est-à-dire si q = p.
le r l 5 4 e Q k T L'intégrale est algébrique si les termes =
On a alors :
perte le.
(æ — 1)(& +'2)}? 27 (x — 1} T—1 X+2) —}(— 1 + 2p se p — 4 2 — 2p — 3x ma ae = Dee ri ° fa? +p(e + 1)lde __[ 3— 9p — 3x ÿ LT rs cire er BARS CDD ep men ame À se 2{} 24 51 0n'a
__æ@? + Ga + 1)x + ga + 8 M N'Q — NQ' JEU (x: +6) (ar a); Wan Q?
Q—x+3, P— (ax + 1)(x +3),
Q étant du premier degré, N est une constante, N'— 0 ; et l’on a l'identité :
M(æ+ 3)—N(ax?-+1)—( +3) — 1 + Ba(ax + 3).
NL — +0), ON AN hi:
M(xz + 3) — ax? + 1 + (x + 3)? —1 + 3a(2x + 8) — (a +1)(x +3)? JO rer (ar)
frou- 3 He arc tg (x Va), De OÙ
ST AT ue à fou : PRE nt Mr
x + 3 AVS ANOREE LUE L'intégrale est algébriqüe si le terme #5", d di intégrale est algébrique si le terme — as 7 de f(x), dispa-
raît, ou conduit à une intégrale algébrique, ce qui a lieu dans les deux cas suivants :
ne dx 1 (æ +3}? x+3 0 + 6x +8, I ; RE 0, jh ÉRIC di (: mr ap)e = TA te
= est infinie, car, si x est voisin de zéro, elle
s. Fes
: dx _—1 L He.
est de l’ordre sf na LUE reste pas fini. D'une façon
plus précise, sie > 0, on a:
nes af se) aies Va 2 Va
qui devient infini, si e — 0.
| Lette D'aute part, [” = </ PCTE .
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Si on pose æ — tg {, puis sin { — y, ona:
dx —_ = G— sin G— sin t) cos tdt — as Vi + x? le : re Ten LC
FULL GPL = mr FT 4 1 à Code (A ur Papin Et
da I CE PE Es Rare les 2 Te — atfi + 2) + et = pi V
Pour æ — , cette fonction a la même limite que
35 +1, ou 3e. Pour œ = 1 elle est égale à à (/2.
AMEN NET 70 V1 de HV 0 SO
5. Pour & — 1, à — \/2x — 1 devient nul, de sorte que le fac-
eur æ — 1 reste au dénominateur à une puissance inférieure à 1, et l'intégrale a une valeur finie.
En posant \/2ù — 1 — y, puisy — 1—22,0n a:
SR a. d J Ve = f N RE a ui rue Fe ydy V2 LEA) = jf. En OU ire va LEE DT 6 — \/2 nf (6: + ï EE z TÉTERn A ape + 7?) OS | PS RSS bn Je
LE a | 3 MC L(r +7) — 5 L(r — Z + 2) — 3 arc tg = |"
[e) AR Va) (EVA) ES 2 Va —1 = 6 + ER ya vs (ane DE are 1e)
On peut calculer la valeur numérique de l'intégrale, en la mettant sous la forme :
À ; _ rÿx br 3/à Ÿ PSE “ De Ch une 8 ae TRUE V3 [ (2 a)e AS ra [ dr.
Siz< 1, on pourrait développer suivant les puissances de z, ce qui conduit à séparer l'intégrale en deux parties. Si on pose
De; ON 0:
V 2 fe V2 LR |: 2NPS É ds à DIR RAT SU UT PRot mn , FA D EEE AN dz Mr | Fe VS TE x" ob ik er bar LR HER hdz V2 dz
I Ù I I , Adz 2dy _&4 NTI | 2e jh hf (+ h es
1 I I I I ; Re 8(: MB Haillionn) 15.2 NE LÉTEL 12)
6 termes de la première série, et 8 de la seconde, suffisent pour
cette approximation.
6. IL faut a => 1, pour que I, soit fini, de façon que a — x ne s’annule pas entre æ = — 1 el + 1. On peut supposer a > I ;
car, en changeant x en — x, on a: | = FA. Cape TEE (1 — xp = — dx — (a — æ)"t:
se + 1 L — x?" = Gr US il a dr
le cas où a — 1 se ramène ainsi à celui où a > tr. Supposons donc a >> 1. Soit:
1 — x? dy __1—2ax + x?
2(a— x)" dx a(a— x}
cette dérivée s'annule, entre o et 1, pour x = b = a — \/a re pour cette valeur 1—b 1—a +aÿa —1:1 ST CRE RUN Tr ssl ET, Vent Lorsque æ varie de — 1 à b, y augmente de o à b. Si x varie de bà + 1, y diminue de b à o. Inversement, on a :
X? — 2XYÿ + 24Y — 1 — 0, = y EVy? — 207 + à.
Si y augmente de o à b, la valeur y + \/y? — say + 1 diminue de x à b. La valeur y — y? — ay +1 augmente de — 1 à b.
dæ a— x a — x ————— , dy = 2 —— © dy = a — x I — 207 + x 2%? — 247 + 2y(a — x)
Tex: | HV = +i
y reste compris entre o et b; on a le signe — si b << x << 1, et le signe + si — 1 CL X < b.
b 2\n d TB: ne NT NES Du LEE Q 7 R = (27) VY? — 2aÿ + 1 AI ES) < # 2 dy b CRT A 2% OT 791 — Vy? es dm mn b AN LE re Nn dre d £; dy as fie) au, f (an) Vy? — 24ay +1
a l, RE TIL (2y)"—{ Vy? — 2ay +1 ay
en intégrant par parties, On à :
— eme frere
— (an) fr à
le radical s’annule pour y — b. Sin > 1, le premier terme est nul aux deux limites o et b.
b b n n—1 n—2 ie Jane d ti — 7 Je PR ON TRI" A d + Vy? — 2ay +1 mas o Vy?—2ay +1 à
b Ro n—1 n—?2 DR en) RARE eo MEL MD ou Fi Vy? — 2ay +1 ne (I LS n) A2 we: hal,_; je lo).
nf, — sa(an — 1)1,-, + 4fn — 1)1, 2 — 0.
En particulier :
31; — 10401, — 8L,, al 6al, à Al, 313 — 2(15a? — 4)l, — 20al,.
Pour nr — 1, on aura :
E, — oal, — 4 ne dy = DE Las PT D
(Us RE L= [" < = (—L(a—c)), = L—— 31, — 8(4 — 15a?) + 12a(5a? — 3)L À!
CEA
L = 2 — font + Ga(5a? — 3)L ET.
En posant x — cos 9 + z sin æona
ne ; LEE à. EEE VI + x? — 27 cos 9 sin? © + (x — cos v)? Lire — L(z + Vi + 2) — L(xz —cose + 1 + x? — 2x cos ?) — Lsiny
LA de LA 1 cos DIV (Ie os pa _, Vi+æ—o2xcose — 1 — cos ? + Wa(1 + cos y) . e . . — . (D sin À + sin? Ÿ 2 sin À cost + ; r—9p = Li — = LD — #5 = L {cotg Ÿ cotg + = © o ® BA, © Â COS + — COS“ + 2 COS - sin“ + 2 2 2 &
— L cotg 8°11'30" + L cotg 36°48/30"
74 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE on trouve, dans les tables, les logarithmes de base 10 :
log cotg 8°11'30" — 0,84178 log cotg 36°48'30" — 0,12591
© (ee) PT TRS Q © + OR =l-6 Q © ee (oo) Les Re 77
La 1 — (LIO = 5—— = 0,2302565 log a log e ; dæ »
y V1 — 2x cos ? + x° 8. En posant I Ï HET H 9 4 Pme) 5 ? = LES 1407 æ On a :
Ds RE ES POP lemme on = [° E — (a FA I 1 \
=_!f er Pr
= 4 (ar te (eV) + are te (1/5) = 5 EE.
Pour calculer la valeur numérique, on peut développer n
suivant les puissances de x, ce qui donne :
fx nor. "e (1 — Ha (sa et ñ) 4 + 2} Fe: cs L es I HET dz pe é ha 2h fx rt 7 lai Mais dz nu z (2 + 1) — 2 Jet JE eme Tee AE NOR rs. Pn-28) De A (+ ap 2n — © Fr PE TE DA .(an— 2} 2 I — Aie ke nd s Rares 1,114——0,8760- Dh A 3 AGENT NE ME | PME NMÉ2a0
les 5 premiers termes de la série suffisent pour cette approximation
En intégrant par parties, on à
æLæ Le } — 17 \ Lr dx dx = fra a
(1 +?) (1m) et de PEUT LL AN MOSS ap) ape M. ME DL TREK ai et ER 3 :
— (à amp na) Le L(1 + x*) + T5) xLx Pan I UT EN ET Lx CIS US EE et At + m7
Pour æ — ®, cette fonction tend vers zéro, car Ft tend vers zéro. On peut aussi la mettre sous la forme :
I 22? + x I J 8(1 + x?) iQ cu) RE 6 + 2)
0 ?P LT I La et, pour æ — 0, elle devient égale à g> Car xLæx tend vers zéro.
de æLæ LUN ES à
AT a°dx À ; 10. On peut considérer ae DL différentielle, pour LR
Donc :
intégrer partie.
xd Eee SANT 4
Vi +3 (1-2)
PL = fr) -
L “tr 2 Vi
La formule de Moivre
(cos & + 1 sin x)? — cos 3x + i sin 3x donne :
cos 9x — cos æ — 3 cos x sin? x — 4 cos? æ — 3 cos x
cos 3% _ 4cos®æ — 3 cos x : 26 ——— — ——— —— —— — y cos? x — 8 COS & + 13 — ———— 2 + COS Z 2 + COS X 2 + COS x
æ RE” 3 COS? — + sin? — 2 2
cos 3x LATE
— 15 — 8 cos x + 2 cos 2% —
: ; : A M QE : 1 x Si æ varie de o à T, tg ; are de o à, et arc tg ee tg :) varie de o à T \ [ cos 3x pie 6 2 —- COS TZ 3 1? € = | dx 2dy Na , Gcosæ+5}? |, (gcost® + sin? Er ÊTES y +sin?y} T a tee EAP, a nt | JP 077 S} (9+tg?y)? 2 |. Ba RATES) Lise
Ed FALSE 7 at 4x \® 5x me mes Le. Barctge— —=—.
hd. - Ales ER, “pére dt
dt ce sn
Posons
l nf 29 REY stez—tgy, SN BP tons
pee ae TEA RE N PERS FORT ER PUS COR EN Due ce | 10cos®y+25sin?y cosy
de LS pue Men )cos ie (16+-gsin?y}(1—siny) 16—-gsin?y ‘ 1—sin?y AE
LE
8} ; =? f a SIN ÿ + J{ 1 s: 1 ) sin y = A ne Ë siny) 2 1+SiNny 1—sny
3 a 1 + sin — Ÿ arctg (à sin y) + Émis
Lorsque æ varie de o à a tg y varie de o à =, etsinydeoà
2 3 1, Var +4 fe Ve + = 7 arc HP te
PTS peui, et si z/(z) tend vers zéro, pour ps =, lorsque 0 < uw < 7. L'intégrale
fre A = fat z)iduw,
prise sur un demi-cercle de rayon p, de centre o, tend vers zéro, pour p—©. S1 /(2) est une fonction uniforme, n'ayant pas d’autres points singuliers que des pôles, il résulte du théorème de Cauchy
que + 00 J{a)de = 2m,
où >R est la somme des résidus des pôles de f(z) situés au-dessus
, Lé , x; . 1 de l’axe réel ; c’est-à-dire la somme des coeflicients de ——— dans le développement correspondant à chaque pôle z — z,. La fonction Hi remplit ces conditions, elle a 4 pôles 2K +1 :
gt — 1 — eEK+iri Fete
où K — 0, 1, 2, 3. Il y en a deux au-dessus dé l’axe réel : Ti ete 4. Soit z — 2, un de ces pôles, qui sont simples
A . —— + A, + Az — 2%) +
d'après la règle de
À est la valeur de Ras POUR , . ? FA L'A F4 . , J'Hospital : À — D Aa (TI 7 puisque 2j = — 1
Ti 3x1 mi mi Ti SR PR TRE nt PR PUR GE 7 ee ps RTS fé or
On peut également arriver au résultat par la décomposition en
fractions simples :
1 V2 + x PNA ES DIT "+ IT EE a Va et + x?
1+2 292 \r + xva + x?
(e++)+x (2 .) SP D EM A ET E 2 V2 RQ ee 7 ; ioL re ES Tee ei por "a Va, - ( V2 a
Mais To + co V2 + co V2 A SN di — [ à dx TP (a+) +- ER DRE :
Gene DAME car on peut poser x —= y — -- et les variables x, æ + —- varient 2 2 en même temps de — c à + 0 . On a donc dx
—m———— ne — 5 —— L'ÉGLISE AIRES ue van * 1 ; NS Na Re
et, en posant x + Ta — y pour la première, æ — . —"y pour la seconde, + 0 + 0 à AL = D = LL (actgyVs) = nr Po re ti A) V2 —o … V2
9° Je ENG fa SN ER 7 AR TENNA amer ORNE — OCR ES ei” Dear HEART 22
Si on pose & — tg y, on a :
T pe CNET RE cos?y Hs o 1+aæt ], cosy + sin‘y +2 u e 2 cos?y gt 12608 2ÿ à o (Cos?y + sin: RG y} o 1—+cos?2y __ fr + cos x dx ME Co ru a Sion pose æ — 27 — y Fr + cos x CRT COS Y PT + cos ——— du = | — 7% dy — —_——— A COST A RE COS Y SLI COST PET EEV COST. # dx 26 ——— dx = a — 0.
o I1+cos?r Ur at , ei : !
US Soit (9) = pme Si Mes Dé, ORNE T,
p(icos w — sin w) b
AR L
2f(2) = pe
(x se *t he p sin & > o. Ilen ne que zf(2) tend vers zéro, pour p = ; etque l'intégrale J. f(z)dz, sur un contour formé de l'axe réel, et
a un module inférieur à Ti ie car
d'une demi-circonférence de rayon infini, se réduit à
+ 0 e’i Fr de.
RTE) Elle est égale, d’après le théorème de Cauchy, au produit par 27 du résidu du seul pôle z — 1, intérieur à ce contour.
Soitz—=i1+t
e*i CRT UDE LOMME (: di = (+ É(ai+E) e(u)e al
TENTE US FPoosz+isine 7.
: 16e” ca (1 2?) se ; Teint À ; Il en résulte : G+aæÿ dx = o, ce qu'on peut démontrer —
en changeant & en — x, et :
® cos?r Ê cos?x ATO: —— de — ———— ss dr — k (1 + x?) + æ°) et (5e cos?x RP SET ES HS RES enr GTA TEE D ; se LU SEE TT RTE PE Soit J(z) — TE siz—pe", le module de
fe) fe De 1 + e2et COS u) — Sin v)) Z (1 R pe”)?
tend vers o, pour p—= ©, si 0 < & << 7, car alors ce module est ARE ; 29 \ inférieur à o3 = p: f(z)dz est donc nul, sur un demi-cercle de /
rayon infini silué au-dessus de l'axe réel.
+ œ 2ri L É Jp fr [e’+)
où R est le résidu du pôle z — 1, situé au-dessus de l’axe
réel.
QUADRATURES 81 Soitz—1i+it
Ne os + et) 1 He ?(r + oil + ie vu JC + ) — P(ai + 1) CU — ht? dur Lite e_? + I 1 + 3e? , +8 ( ) DA Er IE ht
FPE cos 2x + à sin 2 UE AR RARE (1 + x°)° 2
et, en égalant les parties réelles :
“gi 2 + © 2 COR nl [cos 22 0 + e?
RAT TC = + RE RSR Te Do nee (TE a) Be®
17. Si on change a en — a, l'intégrale change de signe. Supposons a > o, et b > o. Considérons la fonction imaginaire 2} 1h? azi
JO Ve HNTEN LT qui a trois pôles : z = —Æ bi, et z — 0.
Prenons 1k f(z)dz sur un contour formé de l'axe réel entre
æ—=—pet— 2, un demi-cercle de rayon &, au-dessus de l’axe ‘réel, cet axe entre x — € et p, et un demi-cercle de rayon ? audessus de l’axe réel, pour revenir au point z = — 9. Sur le cercle
ut ns et 1) de rayon p, ona: ze
FT 20201 2 ; , 0°€ _ ; f(e)dz — il a GPA OS ET SR %dw, dont le module est
Hi pret} b?
plus petit que
+ 07 sine ARLON os ne b 3 !
Far pe € p du ef D? — b? AT E Sin tu) dw
; T Sin w . RE CURE 2 si 0 < 0 < = varie de 1 à =, sin w > = w. On a donc un S o T
module inférieur à
T 24 0° 5 2 0? + b? = x p? + b? de MER (ie RENE SR As (9)
qui tend vers zéro, pour 9 — ©.
Fasry. — Anal, — I (0
. pus À , 4 z — o est un pôle simple, de Lésidu — 1, pour f(z)s€ est-à-
dire que :
ZT
D ere Ones PRE ARE She
Nr, Re Z
7? Les b? edsi CT ;
: SL NO Sur le demi-cercle de rayon 6; entre —"œ et ++, OR
où® varie de 7 à O
oO .
frou=-[? — [aide += [ te — a | ce tidw +...
le premier terme est égal à ri, les autres tendent vers zéro, avec €.
On a donc
O0 0 2 2 pari Ah axi DD E ë æ e 4 VOLE RMITRERESEEEE ——— #5 dx — 27iR 4 DRE x +b æ — © () où R est le résidu du pôle simple z — bi, c'est-à-dire la valeur de 2? We b°? etii ï : 3 sa PRE ob? e— 16. F - Our me 0 Ÿ | 5 — uv® RAT FR A F : ob bi ©0 . (e +] € :
CIRE A. TT ac 22. bp? et ; — ——— 75 dx + — Plidx race = 1] = [ a? + b? «x : re DT ( ) d
eo < DE 9 eee
AL Die PAL: - x? — b? . dx CA DT 7 feari_ eat) —— — 21 pal sin ax — [ a? + L? \ ) æ > x? + b? a
: t 9 L2 « x? — b? sin ax 1 TROT dix = "%T e-Wn], XL LED 1h 2
iaz?
. e . 3 cr .
Soit f() = Biz == pe, 0 € u <,. SIP 20 > O
ap? (i cos 20 — sin 26)
QE ui af) EU $ 1 —- prehui
eo pre * p . r a un module inférieur à TRUE qui tend vers Zéro pour 0 — @.
p* Formons | f(z)dz sur un contour formé de l'axe réel, de x = 0
à 0, d'un quart de cercle de rayon p, allant de z = L'r A— OÙ et de l'axe oy, du point pi à o. Le seul pôle intérieur à ce contour est
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le pôle simple z — e, dont le résidu est la valeur de ne
" PEER ILES 143 + I * fi ou de — ee — Az
Eds “x. À
AA == — - € 1e h Â Sur le quart de cercle, l'intégrale tend vers zéro, pour p =. On a donc :
[e 2] NO . ‘+ .
f eair? __dæ 5 | e—aiy? idy DEEE Nid, ea I cr t ve Pete US Lo cn à 2 V2 PE Le air?
ns Le 4e at
; © cos ax? — sin ax?
(Géo 1! d O0
EH 2 V2 Res 2 2
COS ax? — sin ax T
19. Si == pevi, 0OZwLT,E=0<7F, la fonction Lez Lo + it ; à Lz reste uniforme. La fonction f(z) —
Qi + 2} a ün seul pôle au— , , . j Lz dessus de l’axe réel, z = 1. Formons sue
EEE dz sur un contour formé de l'axe réel, entre —
et — €, un detmi-cercle de rayon , l'axe réel entre + e et p, et un demi-cercle de rayon 5 au-dessus de l’axe réel. Sur ce demi-cercle, on a z — peio
J Lz &= [” Lo + ut
qui tend vers zéro, pour p — .
Sur le cercle de rayon pb —&€,ona
MOUES wl , “æ Es ce" id x (1 + 61%!)
84 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉM ATIQUE
dont le module est plus petit que
et tend aussi vers zéro, pour € — 0. On a donc :
[e] Lx + ri ot fe Lx fe ent UNE Re)
Ti où R est le résidu du pôle z —e? — 1. Il faut en eflet remarquer que, sur la partie négative de l’axe réel, z = erip, et Lz = Ti + Lo Ti
où p est variable. Soit z —1+t= a (DS)
Ti ù T2 ; +L(G—t)
LS Yet AE Lo “vise ne Ge (ie) ie +...) APR RE ENT TTat Ti — NA TUE NP PTT EN 81 179 32 + n'+121 e 8
RENE Tri #1 Tl — 2 FL
1 a+ 10 ST ET
En égalant les parties réelles, on a :
DER AENE à D RNTQUES DORA ET) ARE à
e ES l .
Soit z — e%, 2 cos x —z + =. Lorsque x varie de o à
z décrit la circonférence c, de rayon tr, de centre o.
Ar C0 ONE = ft TL m2 AP
o (13 — 5 cos x)? 267 — 5 — 57} DIF TS
=? [ leve 5] *
s Ro pes . 1 à l'intérieur du cercle c, il y a un seul pôle z — 5°
Siz—g+{,ona:
= nm + Got (D) +.) (1 +R. ) 5) = met PS …).
Le résidu est CT L'intégrale, sur le cercle c, est égale à
CD UACOET RENE TES oo (3—5cos x)? 48 21. Soit z — pevi, oO << 27, 24 — pieai a une valeur bien
déterminée, et peut être considéré comme une fonction uniforme, lorsque la partie positive de l’axe réel est une coupure, que l'on ne
za z(1 + 2) z = — 1 — ef, pour lequel le résidu est égal à — et, Considérons
traverse pas. a, outre le point singulier z — 0, le pôle
za 1 :
1 Hs dz, prise sur un contour formé de l'axe réel, entre + € et
+ p, un cercle de rayon £ décrit dans le sens positif, pour revenir au point z — P l’axe réel de ? à e, et un cercle de rayon € décrit dans le sens négatif, pour revenir au point z — €. En considérant l'axe réel positif comme formé de deux droites infiniment voisines, on a ainsi un contour fermé, z — o n'est pas intérieur à ce contour, et l'intégrale est égale au produit par 271 du résidu — esti du seul pôle intérieur. Sur le cercle z — pewi, on a
2% a ai o“e f de RARE o 1 + pe
qui tend vers zéro pour 9 = ®, cara< 1. Sur le cercle z — eevi,
(e) a_aui € € :
f 1 + set one ut 2x l ce
qui tend vers zéro pour € = 0, car a >> 0. Après qu'on a décrit le
on à
premier cercle, z prend la forme pe2ri, et 24 — fte’sñi, On a donc :
CO oO " æ9T 1 e?Tipa—1 aas dx + a 0 == me QRIE MR Los + a—1 aa TA ; À Î Les de (es ef) ge — ami Oo
@ a 4 no per T dx = - e 0 OR ot sin aT
T 2 2° Il faut déterminer a de façon que 7;
, + , € COS X — Sin € dérivée SE NAT JR
, qui reste négatif si 0 <x < 7,
sin æ
: 1 a alors de 1 à,et passe par la valeur. Mais,six > 7%, nel <; —
Il y a une seule valeur positive de a, comprise entre = et 1, posons
LE 9 ——— —————— ——————————————.————— —“#%— _ _—____
Une première approximation donne
__—1+V2,7168 _ 0,648 “h 1 MD ARS — 6,2832 — 0,103.
Posons :
1 € l'UE: -)
a Gp es _ TT POO ES Gage 8 2, 64g ) nec er EE UPS 6,2832 "v ge?
Mer 5% 7355 (3,298) je 6,2832
8 = — 0,0024 + 3 (re) — Fe (xx)
en remplaçant æ par 0,103 ; (rx) est négligeable, et
e — — 0,0024 + 0,0036 — 0,0012 ___o,64936 33 “HR LE RARE A ONE)
I — ù Là ni gr a 2 ef : ap) sn œdr
, Urstn+s hrs)
En intégrant par parties, on a :
A LME IR Re Lin) (a Re 2 (1 + x) COS æ — sin æ Dar sin æ + = ———_—;— e "dx a1+ zx) (1 + x) co AD À : 1 COST —SINT 2É AL eT* sin sde; | DR PRO RDPCT M rdec 0 DT de CINE sin x | cosæ + sin æ Es Res A Een PC (se 2(1 + x)
QE : 1 RRET Eds à C0 À DD 8 [' cos © + sin re? af )= = 2(1 + x) ui rer
SR ra te (cos x + sin æ)e* — pu cru Tia(i + x) 1+x
2° . CO: | cos x sin © 1 SITES Eh en SEL e—*dx © = — e dx à AT) 2 : + æ
= a+ ir + $ ee sin x de =>.
pd
23. Il faut que a et b ne soient pas compris entre— ret+r, de façon que le dénominateur ne s’annule pas lorsque æ varie de 0427; Car si, par exemple, a = — cos &, — 1<La<C'1, pour
Fan là 1 (cos æ — cos x) (cos & — D) tend vers sin a{b — cos a) . Il en résulte que l'intégrale n’a pas de sens, elle comprend des parties infinies, même dans le cas où sin #(b — cos 4) — o, c’est- O0 LI OU 0 ——- d.
1 + cos æ
æ = & le rapport
Si a est égal à + , par exemple, tend vers 2,
(cosæ+ 1)(cosx — b) est de
pour æ = 7, et lorsque x est voisin de 7,
l'ordre de eue NE dont l'intégrale est infinie. De même si
tan, | re n'a pas de sens "J, (cos x dé
— COS
Supposons @& > 1, b? >> 1. En posant e" — z, on a:
: dz MOT =
COS © — Z
2T d oT j (cosæ + a)(cosxæ —b) a+b }, cosz—b cost La) oo
de 21 ( l 1 Ve Din i6 2 ot 40 2 ta Dr L
lorsque x varie de o à 27, z décrit la circonférence de rayon 1. Cette intégrale est alors égale au produit par 271 de la somme des résidus de la fonction
oi 1 1 ro DE Via abr + :) pour les pôles intérieurs au contour. Il y a 4 pôles réels :
; HET CS D z— — a + Va? — 1, z —="b Æ \/b? — 1.
Il y en a deux intérieurs au cercle de rayon 1, car les racines de l'équation 2° + 2az + 1 — o ayant pour produit 1, une seule est comprise entre — 1 et + t.
Sia >> 1, pour ce pôle simple z = — a + \/a® — 1, le résidu L'EAU ad
, pour le pôle z = b — /b? — 1 inté-
D AE ee Ni CRU ÉCHlAN lente emo pour cette valeur de z, ou zŸ + 2az + 1
D ET ee > MEL
rieur au cercle de rayon r, a le résidu — PRE 2Vb? — 1
On a donc:
D dx ARS ot gl 4 1 : > à (cos x Fa)(cosx —b) — ” ‘a +b aa 7e) =
Si a, ou b, était négatif, le radical correspondant serait changé de signe.
En posanttgxæ—t,;ona
COS? Æ + 2 Sin Æ COS Æ + 1 PSE DIN SUR
1 — 2 + | A RE INTEL | a + ——, \dt — — —— d0 —= je Me en) L Pen NE : rer LUS
Midi AREA Li Da UN:
1 a+ RL te PAPE
feet af RE DE PA dt [e] O0
AU TES The A 1 Tu à .
Ex D aan)
,; I k x? dx 1 $ ë AT 29. s x? —{d ui est infinie si è J HSE à [ zx, qui e esp < O
axr—tdr s eh 1 p—1 | — — p>o, | re <[ æ?—1dx a F
D'autre part :
œ? œPr— 1 dx >> de — - xr-2dx 1x MR a
qui est infinie si p > 1.
Si :
cO A1 AA A —{ x?! Le) ns i peu f de < | FA RE ll SELS
æ?T 1 Il en résulte que I Ares = dæ a un sens, et une valeur finie, S0<p<1I; à 1 2° Si on pose & — =, ON à :
FE ce = dx = ie ele En 1 + ZX
3 Soit p = "——
tifs nm << n. En posant & — y”, on a :
, où met x sont deux nombres entiers posi-
2m1 F Jen PE : p any?" de OUR Nr — ———— dy.
0 1 = FORCE 1 ; ve Si on change y en — y, TE y LE change pas
Es "70 ve d f Tr d 118 1e 0 CU Mer D APR UE nt
+ co nr?" Te sta Mr D
ser 17 1 Pour calculer cette intégrale, on peut considérer
sur un contour formé de l’axe ox entre — R et + R, et d’un demicercle de rayon R.
Zr
Si 2mui ; z—i\hRe ” , Dante à 5 ? — RATE ; are € a 1: +27 I 2nwi R2* a expression qui tend vers zéro, pour R — ©, can —m>1, 2(m— n) + 1 < — 1. Il en résulte que l'intégrale sur le cercle
+ 2m 0 nx° y tend vers zéro, et que d 7 = mn dæ est égale à la somme des intégrales autour des pôles intérieurs au contour, ou au produit nz?n
TZ pour les pôles situés
par 27% de la somme des résidus de ——; ‘ : ; (2k +1) _ l au-dessus de l’axe réel. Ces pôles sont les points z— e DUO, 10, JL Ale
Pour l’un de ces pôles z,, le résidu est la valeur de n2°" 1 pr "702 ou de 2m 2m+1 FA = Fu = —— 1 gm+1 onz2{ 27? 2 f Ti om
(2k+1) — ; y (2k+1) Pour le pôle e ‘le résidu est — > e *" ,lasomme
des résidus des n pôles est
f am. am+] . 2M+-1 .
Re ee LUE 567 e + +... re = omi)ri om à: 7 ) — ] ne À Ti 1 RC Co LEFT UNT EP 2n PT ER TR Etam ar Pc D - Ti — ——— Ti eh ESS e 2? ES 2n e 1 1 10 + + Mo Jo 1 sin pr AUS TX 2n xb—t Tr : 2M —- 1 1 — =, sp 1 + sin pr? 2n
at + x : 1 4° L'intégrale fe PE dx est une fonction continue:
de p, si o < p < 1. En effet, soit
I p+s—1 —p—E£ J — —"*— de, ER me le ont) er, “Rs + x
ESC G ° ID UE ne : 1 — € 1—x restenégalif, x? HP est positif si p < HA
. . 1 Tr € ’ L4 négatif si p > re Pour toute valeur de x, entre o et 1, l’élé-
ment différentiel conserve le même signe, il en résulte que la
valeur absolue de J —— I est inférieure à celle de
1 1 (arte TPE — XP — x?) dx — a re ca dnes Ù ete pP+s 1—p—e
Mel PT v 1 w? 1 les poi—p (a pipe ph+</—
AN PET Let Mb PA PER + + Est pipe) pjû pe)
‘expression qui tend vers zéro avec €.
Si 0 < p < 1, on peut choisir un nombre n aussi grand que l'on voudra, 2np sera compris entre deux nombres impairs 2m — L et 2mn + 1
ÉD ans fu
On peut toujours choisir n assez grand pour que : <m<n— 1,
il suffit que : n > tn => afp}
Soit J — | œ
AN Wen.
L = -———— 1l+x SIN (p + e)x
[TN RTE RAS EPP | EE po pen , J 2 sin À cos “2 #
sin(p—e)r sinpr sin pr Sin (p + €)"
€ F8 1400 (P Et =}
| 2p—-1| ne
| — | L'AIR ATEN NE NI RENTRRRREEES Sin pr n pa—pli—p—i) n sin pr Sin (D + er
qui est aussi petit que l'on voudra, si n est assez grand. Il en T
résulte quel = =" sin pr
Si æ devient infini, l'intégrale est de l’ordre de
xt 1 El rh , a—1I
LA L LA d L2 LA LL qui reste finie si a <C 1. Pour a — , [S — L x devient infinie.
ati a-+-1:
qui reste finie pour æ = 0, si a + 1 >> 0. Il faut donc que a soit compris entre — 1 et 1, — 1 << a << 1. On a alors, en effet :
I 2 _. 5 FD EE ds xt 1 fe I o (1 +x) Mer MORT IN. bed Jo M AT
O0 O0 sh A Ne [ ax ?dx — Dar he 2 MÉCLEEENDT Ji a — 1/1 1 — a
ii jortne 2 Jl (1 on ren
Siz= pe, o < w << 27, 4 — pte“*! reste bien déterminé. For-
Si & tend vers zéro, on a unc intégrale de l’ordre de % xtdx —
ons PR le mé ] blé mon G +2 z, Sur le même contour que le problème 21,
contour formé du cercle de rayon p décrit dans le sens positif, du cercle de rayon € dans le sens négatif, ces cercles étant réunis par deux droites infiniment voisines, coïncidant avec l’axe réel de £ à p. L'intégrale sur ce contour fermé, décrit dans le sens positif,
est égale à 271, multiplié par le résidu du seul pôle z — — 1 —e . ni (—r tri) — ei (r — ac +1) FU ee 1)+...) PAST AU Li l re ROUE AL) [UMA TETE (1 + 2)? er 2 ar ht Rene ae"
si z — pe", sur le cercle de rayon 5, On à
lez,
Si p devient infini, p®! tend vers zéro, us a <T 1, Si o tend vers zéro, pt! tend vers zéro, puisque a >> — 1. Les intégrales sur les deux cercles tendront vers zéro, pour £ — æ, et : — 0. On aura alors :
ART RTE GBA
AC +1)ui ARE
An © O ,2aTi med ange ar +) 5 de — — sarie ET G+ zx) g oo car, après avoir décrit le cercle de rayon p, on aura z — pe", et za — pag2aTi NT en DAT OU OU ZA) 0 MAR UT ' (1 ct 1) à 1 — et et p—AT sin at
27. Il faut que b ne soit pas compris entre o et 1, pour que le dénominaleur ne s’annule pas. Il faut, en outre, o < a 1. Car, si æ est voisin de 1, on a une intégrale de l’ordre de
1— x)" f LR RAR (Em PE f GENE qui reste finie si a <Z 1, mais deviendrait infinie, pour æ = 1, si re dx a >> 1, et aussi Si a —= 1, car } : ee 2m LUI — x) devient
94 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE infinie. Si æ est voisin de o, on a une intégrale de l'ordre de xt ‘ . o æt—idx = —, qui reste finie si a > o.
a Posons :
OA T de A by ri a — dy 2e b—i b—1+by" x—b (1+y)(b— 1 +by)
Comme on a b > 1, ou b 0, dans les deux cas
y variant de o à + ©, x variera deoù1
Der ie D
intégrale déjà calculée (problème 21)
æei(r — x) Al 4 sai: ce 2 T b Ya f b—x He el ETAT ST Dim =) -
SU Ps ae nul ——— mr .
2 (2 — Se — )Va(r —*) V:
re 28, S1/z — pe}, 0 Low & Tr, Le 2e” a une valeur bien déterminée. Formons | 2 D dz sur un contour formé de l'axe (2 + à) réel entre — p et — €, un demi-cercle de rayon € décrit dans le sens négatif, entre les points z = —- € et «, l'axe réel de + € à », et un demi-cercle de rayon p, dans le sens positif. Sur ce cercle ÿ : AS ‘ON à : pe H
; a + pervi te zoozqui tend vers zéro pour p —, et aussi
pour p — o. Sur la partie négative de l’axe réel, on aura z — pe‘, ï I :
seouse
2%— b°e$. On a donc :
os FA AIRE AUDE. 3 — x°e* de x° dx : JL, Fa 7 (ee PP} à Qi
DEN “A rl ra on Ch ‘ Fa : de:
ROMANE NOUADRATURES” | | 9.
R étant le résidu du pôle z — ai, qui est intérieur au contour d'in-
3 Ti tégration, sia > 0. Soitz:—a+t— ae” (: 12 a)
2° Ds ae AD (22 + a)? Po + 1}? (: HUE à 5 j Mimet 3,6 se AE a € IE pme de )(—— +...) = 5 ri MN LE RS ON) EVANS 21 dr LU Ve (aan) 8 mw Do es à pre are e 09 8 pis 3 LE 23dx Pa + Or ef ner ra e TUE Ces d Ts UT VS À ses 6a cos &
CHAPITRE Il
Surfaces et volumes. — 29. Soit { —tg 0, æ — cos 26,
T : ï Te Ve cos 20. Pour 0 —7, L=7) ee 0. Si 0 varie de z a 3° © Va-
rie de o à — 1, y de o à — ©, B est dans l’angle x'oy'. Si on change 0 en — 0, y change de signe, A est sur la branche symétrique dans l’angle æ'oy. La courbe est une strophoïde, une droite passant par o la coupe en un seul point, autre que le point double 0.
L’aire comprise entre l'axe ox, l'arc oA de courbe, et Fordonnée
de À est :
RAR [e) 1 ïÉ ydx = — f 2 tg 0 cos 20 sin 20d0 — T /X
Le À ele [ 2cos20{1— 005200 | "(1 — 2 cos 20 + cos 46 \d0 — (4 x
Le
T. , LR te, Ta TR RME
Ne L'aire comprise entre la corde oAÀ, l’axe ox, et l'ordonnée de A est, puisque x est négatif :
Ty Mer I sin 2% d — Ra Lo à COS?224 — — — to a PRECOS SAN 2 d'A 1 1 1 A sin 4% am rs oœ —— À x ga —+- Sin 2 à
L'aire S,, comprise entre la corde oA et l'arc o A, est la différence de ces deux aires, ou :
ST +a— 1" (tg a+ sin 22).
Poe
INTÉGRALES MULTIPLES. SURFACES-VOLUMES 97 L'aire S,, comprise entre la corde OB et l’arc OB, est donnée par [e) la même formule ; mais, dans l'intégrale J ydæ, y serait négatif T
et donnerait l’aire changée de signe. On a donc
S——;—$+ 1 + > (tg B + sin af) il est facile de vérifier que, si 7 PS = SLT OÙ L'aire du triangle ayant pour côtés les droites OA, AB, BO, de sommets A(x, y) et B(x', y’), est égale à
(xy' — yx') — . cos 24 cos 28 (tg 8 — tg x) >> o.
En retranchant $, + $,, on a l’aire limitée par la droite AB, et les deux arcs OA, OB :
S— = (188—tg «) (cos 22% cos 28 —-1) + —a— > (sin 28— sin 24) —
— $— a+ sin (8 — a) (cos (mn me —— =).
On a l’ellipse Di My
On peut poser :
x = ÿ3 cos t, ÿ=1+ sin, OZ 7.
La droite y — x coupe l’ellipse aux points déterminés par l'équation :
1 + sin té — ÿ3 cos é
1 — cos" 4 — (V3 cos ! — 1})?, 4 cos? t — 23 cos t — 0 à 4 A; sl cos { — 0, Sin", LT, GS Yi 0 : V3 j 1 T 3 sl CH er smi—:, =; SU ES
En transportant l'origine au point (0, 1) centre de l’ellipse, on a l'ellipse :
X — V3 cos t, M ÿ 1 = sinif; Fasry, — Anal, — I 7
98 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE qui peut être considérée comme la projection du cercle
X — V3 cos t, Y — ÿ3 sin 4,
, , I l'angle des deux plans ayant pour cosinus 75° La corde donnée
est la projection de la corde du cercle qui passe par les points
et — — le plus petit arc qui correspond à cette corde
2T pre su Pt Sera CS ET EL Cette corde divise le cercle dans le rapport B
puisque les aires sont proportionnelles à leurs projections. L’aire du cercle est 37. L’aire comprise entre l'arc de cercle et la corde, si l’angle au centre est 2%, serait :
R?(4 — sin à cos à)
comme R— 43, & — 3, cetie aire est r —2VS a. 3 V3 AT E _ür—3vs pie 3V3 8r + 3V3 HN DL DOI DENY AU, d& “_a+vVa—y a. V Ke a?
dy % PA NS tnt Y PR.
æ —= aLy + ya? — E—y —a(f +VE—i)+e
En choisissant l’origine, nous supposerons c — — aLa
On aura toute la courbe en changeant le signe de Va? — y?,eten
faisant varier y de — a à + a.
Si 0 < y < a, l'expression (1) donne
dx __a + Va — y?
= == 0) y y cr
æ augmente de — © à o ; ce qui donne la branche AB, asymptote à l'axe des & (fig. 2). En B la tangente a pour coefficient angu-
laire 1. Si on change y en — y, on a la branche symétrique par rapport à ox. En changeant le signe du radical, on a
(2) gai QT 3 dx _a — Wu y?
dy J'
Si yaugmente de o à a, x augmentedea(— 1+L2)——0,307a
Fre. 2
à o. De — à à o on aura une partie symétrique ; ce qui donne la
courbe BB’.
À une valeur de y correspondent deux valeurs de x, (1) et (2),
dont la différence est
— 2 Wa? — y? + oaL
a + Va? — y?
L'aire comprise entre les trois branches de courbe ABB'A' est :
« ps LR qu aa [ (ve + EE ©) dr
En intégrant par partie, on a :
2 toner.
Le VE y
EE nv Den — y 8 + LT Ty fs Va? — y? ET à
a à Var — y? dy.
ie a [°° COMORES ef (1 + cos 2t)dt — ra°.
Sur la surface 2° — x? — y?, on a zdz — dx — ydy
Soit y — à Sin f,
ua
Le plan tangent forme avec le plan xoy un angle ”,
cos = S 4 Vi + p? + q°
une aire do a pour projection dxdy = dc cos ‘y, et l'aire de la surface est donnée par l'intégrale double
a as re rnes DPS NUe affa ffvr + q? dxdy — | x? + y? ji 2x?
intégrale prise à l’intérieur de la courbe représentée, en coordonnées polaires, par 6? — a? sin 2w. Mais, pour avoir des points réels du
cône, il faut y* < x°?, 0 Lo < + On a donc :
2 COS? w AVE ; — dodo COS“ W — sin“ w' ‘
a V/sin 26) Î ed2 — a? sin w cos w O
T LRU au ha? SIN & COS" & V3 tg «w dos re D L1 ps ATES TE En TP A o Vcos?w — sin? w o (1-+tg2w)?4/1 —tg?w Cos* 0
Est va [| td o (1+P) Vi 8
el, en posant : tg? & = {= 1 — 2u°
OÙ Oo <L p << a f/sin 2w, OC AD
A AL (a+ LG + Va)
33. L'aire à calculer est symétrique par rapport aux plans xoy
Tr
et «oz ; elle est limitée par la courbe :
Y— 20) A ap — 2), o<r<pe
Le trièdre des parties positives des axes comprend le quart de la surface du cylindre à évaluer.
Sur la parabole, base du cylindre, y* — 2px, on a :
YAY par, ds = Vdx? + dy? — VE “+ £ dx.
L'aire comprise entre deux génératrices infiniment voisines du cylindre, la base ds et la courbe
AT IBINET = \/apE — x) es :
zds — VAE +È) pe b? — ) dx 2 2 L’aire totale à calculer est :
pe Fa au | /(e+2) (Eu —s)a Posons :
pb? — 2x
fyte+9 (BU 2) de = — (084 8 f snt cost dt — 2 / \o 2
= (pe 9,2 | COS4f— 1 b + 1\? , /sin 4t
RE EN EC ROC TN
tg & doit varier de b à o, et { de arctgbào.
Se LR z Rat cos? { — sin? {)
NC NEC NET EURe Aire x +1)? (t—sin {cost cos 21)
Lo [(b2+ 1)?arctg b+ b(b?— 1).
34. La projection, sur le plan xoy, de la courbe d’interseclion, a pour équation :
(22 pa 1 Aves ax? + by?}? — Lc?(ax? LE by?)
102 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE et, en coordonnées polaires :
a cos? © + b sin? w
F ï (1 + a cos? w + b sin? w)?
Posons ut a+ bb a—1b u — «a cos? w + b sin? w — + cos 24
Vu 20 L p —= 2€ = = Vu +— en P u
en prenant les dérivées par rapport à «, on a :
s 5 I 1 a—b| —; FAUNE ut A rs U — SIN DE
a — b 1 —"4cos w —b sin? w .
— ee SIN) DC)
2 u Vu 1\"_(a—0b}}3—u ., 1 —u DCE 3 20 + (a — b — cos 2 (5) h u? Vu " «a ) u V/u %
RO Cr mA are D CLP mt rc Let Ne:
ONCE M | u Vu D NUE (oaEr ab ana b u? Vu + () = BE ta ie P P ocu? Vu
a(ab + 2a — b) cos? w + b(ab + 2b — a) sm
2cu? Vu
La courbe est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. L' peut s’annuler pour te” —"—},u—1,9—c.Sit Ÿ f P P 8 TR 1-2 1h? FL P .
n'est pas compris entre a et b, te w est imaginaire, ct p ne peut Va
, # T s 4 pas s'annuler. Lorsque w varie de o à -, g varie te 20 77 78 ñ rt Vb E A di nee PT OR MINE" AL SRE b => 1, et en décroissant si
1>4a>b>o. Dans ce cas il peut y avoir 4 points d'inflexion symétriques pour a ab+oa—b
te? w—t-
DER CNET HD"
ils sont réels si «a 2 +\a
OT D <T NL
on a alors
a spaserAt on ab
De sorte que si << b<aïl n'y a pas d'inflexion, la forme
de la courbe est analogue à celle d’une ellipse. Si
en 0e ti Ge
PL entre w — o et le point d'inflexion la concavité est tournée vers SAC AR \ : : T LEE à l'origine, entre le point d’inflexion et w— - elle est du côté opposé
à l’origine. Si o <b<1< a, p passe par la valeur maxima p — c
pour tg © = + — Dans le cas où ob < —— <1<a
il y a aussi À points d'inflexion symétriques par rapport aux axes. Sur la sphère &? + y* + 2? — 2cz, on a :
æde + ydy = (c — 2)dz Ôz æ Ôz | c?
Dar ‘ g=s =, Eat a rene ts
TL Cine L’aire do de la sphère a pour projection l'élément
dedy = ds cos Y = - . = ds == - dxdy.
VAE DAT UE
L’aire d’une portion de la sphère est donnée par l'intégrale
cdxd y
Le cône ax° + by? — z?, dont les sections z — c sont des ellipses, coupe la sphère, qui est tangente au plan xoy, suivant une courbe représentée par les équations
Vu hi . U — a COS? w + b sin? w, Z = »
Li LE LL + u
j 2u Supposons 1 < b << a, de sorte queu > 1, AE CNET Tous les points de la courbe sont au-dessus du centre de la sphère
L’aire de la sphère intérieure au cône se projette à l'intérieur de la
courbe o — 26 , Chaque point correspondant à un seul point
1 +u de la sphère. On a l'aire
cododu Vu T
Le trièdre des axes positifs comprend, en effet, le quart de cette aire.
. (ven) titi 20 Ve? — p . U+I1 u+i
NON ue _ Four oo (tt +a) cos w + (1 +b) sim uw
TU Qc? me 1 0 à ri Arc:
A res pe ol 18 (V4 ))° V{i +a) (1+b)
SD AD TE TO D FL ETS << 1, & NC, MOUSRIER
1e points de la courbe sont au-dessous du centre de la sphère. L’aire
de la sphère intérieure au cône se projette sur tout le cercle
Vu 1 +u un seul point de la sphère, et deux points pour les parties extérieures à cette courbe. La portion de la sphère extérieure au cône a pour projection l'aire intérieure à la courbe. On a donc dans ce cas
a? + ÿ* — c?, à l'intérieur de la courbe 5 — 2c correspond
À — re? — is Vire at Tb). S10 1-00 NIET 4) On A ZE, 11, 701, AOTSQUE DE —+. Le point M, tg © — V - — 5 , p — € est sur la circonférence,
projection du grand cercle de la sphère. Entre M et © — = LA
courbe est au-dessous du centre de la sphère. De sorte que, si
(ie 1 re e | MAS tx \/* PES lorsque o << 6 << & l'aire intérieure au cône se
Vu DRE PTTe
T H e. CT x 4<0< ;ilya,en outre, deux portions d’aires de la sphère,
projette à l'intérieure de la courbe 5 — 2c Mais si
dont les projections sont superposées entre la courbe précédente et le cercle 9 — c. On a donc :
AL 89 Ares AU sf] _cede de du ke ocvu _< e < ju
5 Vi Ha) + b) Er À 5 red” ue 0 d> du a HR on Jai in orge Le T RD (ai de ee : (1 + a) cos? w + (1 + b) sin? w
ei Gt | we) A fr + a arctg Lt
4 1+ba—i NO Eole are tg \/ + 4 |
35. Soit l’ellipsoïde 2 + = — 1, dont la huitième partie est située dans le trièdre 1 axes positifs.
cl d On à 2 __ædx ra s'4 a NN RME LR OA en RER me pie: OCDE A
4 2 2\ D2 2 5 + (ec — a)p? ORDER 48 a Si on pose Geo ED TRE ARTE 3 dt Le ED CEE
Supposons & > C
Fe LE + cc? — a?
SR RS Lee 091 1 ES | — TA C? La + —— | — E+c—a y hs
“ il 2 A—sat || Gras + Pr 324 ju=
— © 4+ya —0c ir 2 2 c a— a? —c? à 2TA C A TA 20 — —_— L ue = ITA —- SALE LS Re Pr va —c a+Va—c Va? —c c
DIN RO UNCIS
Les dérivées partielles de z sont
CEE
p—q= Very +p+g=i+e+).
a= ff Vi+e +de,
QÙÛT+Y<3, æ>0o,
On a l'aire :
Ti dedr. 3—x ee ben Va a MEL sh NRA a
37. Les dérivées partielles de z sont p — _ q = TÈ, on à d'aire :
aff r “eu nr |
0 <Lp Lawÿcosw,
ue
car en dehors de ces limites 9 est imaginaire,
a Vcosw 4 aVcosw ae ” Fe [ Va TE Fi p dp |} up | = (ais 1) d 3 ;
os? 3 to) vos COS — “AT 2
= + F r w w Qu , cos 3 + 5 cos — Er RAR EN Po 7 DJ du Es : AL:
x AO 2 SR 38. S=ffVi+5+r 1+— Us : dæ dy, 2 + % dr dy intégrales prises à l’intérieur de l’ ellipse © rs ÿ on 2 2 Posons x = ap cos w, y — bo sin o, “a + FR — — P?, le déter- = o cos sin 4 : RATER p minant différentiel | | da = ab — abp, - e re ane p Cos tu
s= [fvi+e abp do dw, V — [face w + b sin? w) abe° de du,
OÙDETGET IT, OLPC,
S— at |” def Vi +p? ode = + (a + ct) ab — 2 ab
ve [T La + b + (a —b) cos 2 wjdo = FE (a a + b) c!
Le
à = % s=ffrser dx dy
v—ff+ dx dy,
ou en coordonnées polaires, dx dy étant remplacé par » do do,
s— [fur 6 de de. = ff sin w cos» d de,
e peut varier de o à \/cos Oo S'eL'D <UURES 1 pour que , soit réel.
5 # Vcos «D Vcosw JE fa Ne a+ e) | ass e O0 O p—=0
js re) du 212 CDS PEU RE
DR NN EE 46 Va Vo Pr
T À sin w cos ? at k 3 LES z Edo — (cost w) =.
* nm 16 o 64
4o. Le cylindre a pour base la parabole (x — y)? — 2(% + y) — 1, tangente aux deux axes ox, oy. Mais on ne considère que la portion comprise entre les deux points de contact. Ce solide est symétrique, comme les deux surfaces, par rapport au plan æoy. La moitié du solide est dans l'angle des parties positives des axes.
Ona::
à ff Va de dr où ve + V5 <
Al a (5e de (3 »° y!) jo if Vox (1 — ÿx)? dx — TON 3 ( UN UO : 6 NA +) — 2 Va mie a bone A
Pour la surface conique 2 D 2 2UYR ON AE
ce Ms ff Vi+) HAE LE HE = 2 — dæ dy, Væ Vy< ai 14 2 5 QG va) = [| V2 dx ET L 4 0
Sur la parabole /x +- y A RAD AN APTE po 0) Væ Vy de (a +- 2). Le cylindre est limité à la surface conique z —
+ \/2æy, en décomposant la surface par les génératrices parallèles à oz, on a la surface :
S,—» Î ds = 1 ay ide V2 1 Var + vr)de O (e) ou, en posant x — ({”
SET EN D (Gi —t)Va1 — ot F2Ë ot dt
soit 1 — 24 — 0,
S, = /1 (a —@) TT
L'intégration par parties donne :
; fo Vi Hi Ba | où 1-02)? —0G(1 DENT ES (1+-02)d0
i fevit + 02 dd — 0 (1-02)? — fier + 0? dû
LEA
cn dnive, | (1 — 62)ÿ1 + 62 d6.
fa — 02) Vi +8 d = —2 (1 + + ARE
D'autre part :
RUES M RE 1 à do ru Ë fi dd—41 +06 RUEX ere
LA
à (TER dE + LE + VTT) FRA a nt eneeess 3 LA fou FF dù —ÈL(0 + Vi + Em) —ÿ (10) + DOVE
S, = || a 28) dr Ed CEE [e)
4x. La courbe d’intersection de la sphère et de l'ellipsoïde est sur la surface
sin? $
(sin? à — sin? $) — -X RD : >
cos? 8
J'en ELibots
cos? 8 — cos? 4)
L'intersection est formée de deux cercles.
On aura 70 9 ë Sin” & CUS QU sin? f 4 cos* 8
lorsque y* << x° cote” f5. C'est-à-dire que, pour un point (x, y) situé dans l'angle des deux droites y = + x cotg f, qui comprend l'axe ox, ou son prolongement ox’, le z de la sphère est inférieur à celui de l’ellipsoïde. Dans l’angle dièdre correspondant, la sphère est intérieure à l’ellipsoïde. Dans l’angle dièdre, formé par les plans y = + x cotg f, qui comprend l'axe oy ou oy', l’ellipsoïde est intérieur à la sphère. Le volume commun est donc formé de la 3 | = n 140 2 fé portion de sphère comprise entre les deux plans, lorsque ne <cotg 6, . . ï ex et le volume de l’ellipsoïde compris dans les angles dièdres supk 2 ti èr plémentaires, pour lesquels . > cotg B. La portion de sphère est. . 54, 1 f Il 3 L < la somme des NO— limitée par un angle dièdre égal à 2 (= —f}; Y 2 : 5 est lumes de sphère compris dans les deux angles opposés
: R'(x — of). Si z est constant, l'ellipsoïde est coupé suivan”
l’ellipse représentée par
D; — cos B .
cos L = VRAI — 22" sin !
a , Y V COS x :
et, pour la portion comprise dans le dièdre à évaluer
Ÿ 2 (2) —= tg? 1 cotg* f tg°
doit être supérieur à cotg? (5, tg? { >> cotg? «, { peut varier T T : Ha eee :
entre - — «et : + &. Si on considère | ellipse comme la projec-
tion du cercle TX 7 tn ALU Lis cts 8 cos É Sin £ sin &
l'aire de la portion de cercle correspondante aux deux angles opposés est
sin? 8
sin? &°
et l'aire de l’ellipse comprise dans l’angle dièdre considéré est
sin B cos 8 sin & COS %
Le volume de ce dièdre, limité à l’ellipsoïde, est :
s R An ee di il (R? — z°?)dz —
1h20 tas ME
LE (Re) 8, sin 2 BR.
sin 2%
Le volume total est :
42. La courbe d’intersection des deux surfaces a pour projection, x?
ra jette à l’intérieur de l’ellipse, une parallèle à oz le coupe aux
sur le plan xoy, l'ellipse -- + Ds 4. Le volume commun se pro-
deux points
intégrale prise à l'intérieur de l’ellipse, c’est-à-dire que
DANONE r APN
Effectuons le changement de variables :
ve MipicOs 4, y = \6psimit, RU)
On aura les points (x, y) intérieurs à l’ellipse, si { varie de o à 27, p de o à 1. Dans l'intégrale double on doit remplacer dxdy par D(x, y) | D, y) D, Ÿ dedt, où D. 5 représente le déterminant des dérivées partelles de x et y par rapport à set {
4 cos t, 6 sin { — osint, 6p cos {
af fau p?)2460 dedt — 10; S (1 — p?)25 do = SAIT.
43. L'intersection des deux surfaces est formée de deux coniques situées dans les plans :
D Ai À et La conique située dans le plan x — y St imaginaire, la
partie réelle de l'intersection est la seule conique, dans le plan æ — [1 Considérons le volume limité par le paraboloïde où À << æ < p., et la partie de l’ellipsoïde pour laquelle 4 < x < a. Lorsque x est constant, la section de ce volume sera une ellipse
située sur le paraboloïde si À << x < 11, l'aire de cette ellipse est
DTA A pi
HirES EE
Si y. <C & < a la section est une ellipse de l'ellipsoïde, sa surface est rbe( à —— it On a donc :
a? ra: 2 SV à À 2 LE mhe +. 7— dx + sbe(1 — >) de = Fe
A — 2 eo PE = ne Et (u 2) + she (a — pu — LE) =
Le volume limité par le paraboloïde et l'autre partie de l’ellipsoïde est :
rbe
Va à rabe— Vi= 3 nbo(a + p) — 9 (at — p2) (u — 32).
On aura V, = V,, ss À——u rt ce qui suppose ARR a(\/4 ae 1) pour que — a <<.
44. Si on prend pour origine le point de la surface, oz étant la normale, æ0z le plan fixe ; la surface est engendrée par les cercles
y=arigu, x’+y + (z-—R) = FR.
Le volume, compris entre deux cercles infiniment voisins, peut ètre considéré, en négligeant des infiniment petits du second ordre, comme le volume d’une sphère de rayon R, compris entre deux plans formant l'angle do. L'ensemble des volumes compris dans
les deux dièdres opposés est : à Rdo. On a donc :
V AUTRES c°dw F4 J, (a? cos? w + b? sin? w)°
Fasry. — Anal, — I 8
En remplaçant w par 7 — w, puis en posant tg w =}, On a:
ie 8 2 du 8 , ( (b?+ «8 V— ;0c —— —— 5 — = 3% C :
3 eo (at cost w + bsinw) 35) ab5i +28)
Mais on a :
Lol 1 — À t HR.
Ja Ends Se APE TERTT E " En TO (o €] 1 — 31° t RE 2 Je en Gap Î A ME ©0 CO CO di L? t* Î a + à) [ A+" il. (De
RS PU ane 3 ur NT TE 0 JUMENT OM CA
Er «lu bi ob? + ail ,, rc . :
Vpn | EP NOR DRASS (3b! + 2a?b? + 3at).
On pourrait également chercher le volume V intérieur à la surface
ri À 8 es 4 ——
TR PE ie TES 1 PRE RAP ER NO Er : 2 2 ny ax? by? 5 M peau LT ss À ras V—/|2 ne (a? cos? w + b? sin? w)?
c3 O, << 0 KT
[a] —EPREERES AUS LS SORT RP ET ER SH TE AUS
après avoir intégré par rapport à p, on retrouve la même intégrale
par rapport à c).
Sur le paraboloïde on a
adz — ydx + ædy, ju at, 1 + p? + LA eee * 4 ROIS n'en ‘Op où +
On a la surface
a [fr + RSR ddr — ff Va +E FE edpdu
à l’intérieur de la courbe 5 = a /sin 0, qui comprend deux boucles , , nt , PT . * T symétriques par rapport à l’origine, qui correspondent à o < 5 < ;
FT o L2 L LS me On a ainsi, pour l'ensemble de la surface com-
prise à l’intérieur des deux nappes du cylindre :
Vsin 2 ge = sf of Va? + £? = | ° [(1+- sin 2w)
tale
—1] du.
Si on pose WT +a LE SIN 10 — 1 “+ COS 2x — 2 Cc08” iv, T 2 je h RTE At "cos? odx 3 v T Pr T TK T & h 1 mn 5 L costadaa | (i—sin?a) cosada= » | sin a— ; sin? a) = —— T (9) 0 3V2 —° 20 — 3T À = ——— «?, a
2° \ = [ [Ed = ff 5e sin & cos w do dw
à l'intérieur des deux boucles de la courbe 5 — a ÿsin 26.
‘i a Vsin 26 A2 DS a, A.
= sin & cos w ds pd == sin 20 dw — a Jo o 4 Jo
_* (2e, 20 COS =
TO 2 A6. Si z >= o est constant, on a la courbe
T TC 0 =ZEH COS. 0, NE
comme ÿ£ > 0, l'aire est
AL T 20T 2 1 —- COS 2w À — 0°de — (2 902 COS & + Qu — ue # 2
a? a == (20 —- 24az SIN &W —- ne + —- sin du)
ÿ Tr 2° ra? \a 57 V — Ad = (at + + D 2) — où + — a.
à d\r — 2 + (2 + —)- 2 sd)
Le centre de gravité (X, Y, Z) est donné par les relations :
NAS [ff era = fire cos w d2 dw dz —
= [fat +acosuyr= [| ce du [+ acosu)tf —
T 24 COS « =| a[(1 + cos w)* — cost wl —— do — O / ( f 7
PDA, DE duw il (7+ 11 cos w + 8 cos 26 + 8 cos 8w + cos Au) —— (e) TR 120 ; = —— —— G* 2 NPA 42120 44 MCE SR ÉTAT ea
YŸ — o à cause de la symétrie du solide
VZ = [ff zare [[f edeaod= | [dut + a cos w )? —=
T au ENT: 2 cos? &\ = à) Rega + = T a* 107: , 3 à 8 = (io+ sine +sinav) =T (x +5) 7ENOR TS
7 Br + 12
Si «æ et y sont variables indépendantes, on a :
dz — d2 + a sin w dw dz — d'9 +- a cos w du? + a sin w d_w
DA DIE EU pdp = xdx + ydy, ES VE 0
ne 2 de = des + de — a = dr re 1e SP EE APP mn
LU
Bu", ædæ + ydy) de — xdy} de — xdy}? Le
de DO + PROD + 0 LD (ad + dy) =
[y?(e? + Sax)dx? + y(— hax? + 2aÿ? — 2xp°?)dx dy +
p5 (st — 2ay + axt)dy?] CPS xy? 0?z “A 2x? —Y° AE ol 5 ? Ôxy apte ps 3 OPA De 2y? — à? pe Ô2z ire DA CR PE T No (EEE AR
L’aire engendrée par l'arc de courbe OM, autour de OX
est x a —————— 2x frds=as [ y Vi + y? dx.
La tangente Ÿ — y = y (X — x) engendre un cône de sommet
Y = 0, X — x . sa hauteur est x — X = 5: le rayon de base Fr est y, sa surface latérale y 7: + 7e On à :
T 2 à [ yVi+y? de=K Vi + y.
Cette égalité étant une identité, les dérivées des deux membres,
par rapport à æ, doivent ètre égales :
0,1 DEP ER (27 Vi Fr E—)
LUE ty dr (Ra ER) NET y a(K — 1) dy _ dy! (5 y! )& KT ENT LE PATRON EEE LAURE LE 1) Ly = 2Ly — Li + y?) + Le DORE" A 1—K 1 K 1 LS rer RE ne Kg 4 D Cy — 1
FT ei = Vis RE rit y O
FRA Era 2 | AT à.
s LPEE 4
SiK = 2
Si on pose
CR ne y —=c cos” À,
e—— | c(1 — cos 2{)dt == (r — oi + sin 2{)
ou, si 2 — — 6,
TC € . C — — = — {9 — ) —ÿY— (1 — Co:
Mir À sin 0), ES FE (1 — cos 0) cycloïde dont la base est y — c, tangente en O à OX. 48. L’hyperbole a pour équation æz — a?, elle engendre une surface de révolution, dont l'équation est
"= || de = à | | dd.
Cette intégrale double peut se remplacer par l'intégrale curviligne
V — a | ado
le long de la courbe fermée c, dans le sens positif. 2° Si c est une circonférence de centre o, p est constant,
M ana’:
Il en résulte que V est fini pour toute courbe fermée. 3° Si c est une ellipse de foyer o, on peut supposer que son axe est ox, son équation est
HS Nr ee
TV
2T dw 2T dw vers | Er D On D OU Det nn — ET Q cos © | 1—e+ (1e) te ©] 2 2
2 y\ \27 2pTrA?
ne Se aBldi arc tg (ES gt) = Vi — € one Pau le Vi — e?
car tg = varie de o à +2 puis de — © à o ; arc tg (\/
varie deoà-etàr.
49. Le paraboloïde passe par les axes ox et oz. Les quatre génératrices, qui limitent l'aire, ont pour équations :
Elles se coupent aux points O, A{1,0,0), B(x, L 2), G(0,0,2),
le quadrilatère OABC se projette sur le plan xoz suivant le rectangle de sommets C, O, A et B'(x1, 2) projection de B, dont les côtés sur les axes sont x = 1, z = 2. On a le volume
V— [fra $ [far
le point (x, z) étant intérieur au rectangle, on a
v=rf cs | zdz —=
PS
2° Si, U, Us, U, SOnt nuls pour { — 0, la surface
x = (1 + w)z + (1 + w), y = (2 + us)z + E(1 + u;) contient l’axe oz, qui correspond à { — o. Sur cette surface, on a :
de — {1 + u)dz = otfr + u)sdt + (1 + w)dt + (Pu!z + tu;')dt dy — t{o + u)dz = [(2 + us)z + tuyz + ot(i + u,) + Pu,'ldt.
En éliminant d{, et en supposant { —0o,on a
Le plan tangent au point (0, o, z) a pour équation Ni lazX) Le plan tangent en un point du paraboloïde a pour équation ZIK +0»
ou x(Z — 2) + zAX — x) — K(Y — y)
en un point (0, 0, z) de oz, cette équation devient Re NT Les deux surfaces ont même plan tangent en tout point de OZ, si LE Dans ce cas, V — 2.
5o. On a le volume
v=|# Var — x? — y? drdy
OÙ 2? + y? L'a,x > 0, y > 0. Et, en coordonnées polaires :
v= [fr —; Sin w COS wp ds du
ou 0LP< a, 0<w<-
= . I . 2 I ?sin & cos & dw — — (sin?) "— = 2 oO 2
a I LIRE D — — | Var -- 6? pdo ef
La
et, en posant p — a sin {
Tr os TU EU -& (2 a . a .
V— — | “cos’t sin*tdt — — | (cos?t — cost) sin tdt — 2 [e) 2 0 T Pia rcos"! COS RUN FA VAED NE ORNES 156
— V Hs as DV ra VX — If ædxdy de = [f# Va? — x? — y? dx dy — ge = a Va? — pi pe sin & cos wdw — ra À ot Va? — — 5ido de VAE IE dæ dy dz — Eva — ap [° sin?w COS ww — af pa — pds 22h zdx dy &= [f= œo= || Fe Re (a2— x? —y?)dx dy — LAN HS qT se = fe Hs
= pS\a sine 1 — COS 4 } Modus _ aa*\ 6 HE A = 3x 5 2 MORE VE Te
En posant 5 — a sin {, on a :
Die
sin?uCos?wdw is
= T VX—T | sintt cost & —© |” ER di ee à Jo 3 () us FLE ee s TT: (Et — sin?2{ cos a!) a 2 4 à 2
ee ————
x a É sin 4{ sin ) TGS
Le volume étant symétrique par rapport au plan y = x, on pourrait prévoir que X — Y.
Intégrales multiples. — Dr. Si y est constant, æ varie de o à V1 — y?
fers à } (it — a — y):
V1 — 73 sets I % il CNIL A PES LEERPEE O
Cr +
et l'intégrale double devient :
I CAL Posons y — 4, CRE
Soit - — Jus 6%, dt —— 3640, (1 — tjdt — — Pt
en intégrant par parties, on a :
+ yRs 2 — 1 -— 0* 2 0°d8 lo 1» TELLE éa+op 3) Q+wp En ne (EL et me MALE) D AANREENSE
Re en DA FES A Le Pi tu dû (a+ 0 0/03 er NUL 55107) es Dre der Ne RU NE 18), 140 I + 1 Li 6 — 2 2 = > SAS Fac 2: Tu dd RL TE AU LES 04 1] He 41/0 AE © 2300 00) = RCE A LOUE ER PAT) 1— 0 + 0? 18 V3 Fe TE ),
— —3;5—= (arc {go — arct PE 2 18 V3 ( 8 SN Pare Va — 0,0671777.
INTÉGRALES MULTIPLES. SURFACES-VOLUMES 123 b2. La surface est un tore, engendré par le cercle (x — a} + 2? — b?
tournant autour de oz. Sur cette surface, on a :
dx — — (a + b cos 0) sin © de — b sin 0 cos + dû dy = (a + b cos 0) cos © de — b sin 8 sin + d6 dz — bcos 0 dô
dæ, — sin ®, — sin 0 cos &
dy, cos ®, — sin 0 sins | — 0
dz, O0; 2 #e0s.f
cos © cos 0 dx + sin © cos 0 dy + sin 0 dz — o. La normale a pour équations
And Y— y _Z—z
cos © cos Ü sin © cos 8 sin 0
Si on prend l'intégrale de surface, sur la surface extérieure, soit dc l'élément de surface sur le tore, on aura :
dædy — sin 0 ds, dydz — cos y cos 0 ds, dzdx — sin # cos 9 ds
1 ff aupae +ydzdx +2 deb | [ (æcos®cos0 +ysinvcos0 +zsin6)ds
= [fx a + b cos Ô) c060 -baint tds | (a cos + jar
Mais, le tore étant symétrique par rapport au plan xoÿ, sion change Ÿ en x + 0, cos 0 change de signe, et do ne change pas.
ETES 10 ff à
ç étant l’aire totale du tore, que l’on peut calculer en prenant la partie correspondant à z > 0, sinÿ > 0
16 ff où OST ET A, O<LYP<Ÿ2T
sin 0 ?
le déterminant différentiel
Ôx Ôx
ÿo 00 — siny, —sin0cose ï — {a + b cos 0)b Lu : ?
ôy dy cos ©, — sin D sin &
ôœ Ôÿ
—= (a + b cos 0)b sin 8 T far :
== a [ s (a + b cos 0)d0 de — hrb?( ao + b sin 0) — {r?ab?.
1 da Al dx 1 + ÿ CO ar Us (y + 1) cos? — + (1 — y) sin? ©
Pr VER LE = ets ( Re T 2 dx «is 2 I — y ASE lHYCOST Vi — y 8 1 +7’ S1 4, En
Posons 1—Y 1 —t@ lt ALES Vi rit, AR our bne Lo te 0 — Ta à ER Vie ° ee ul Vi Ut a OR
; r: 1 —= — it = & — > (arc cos a)? — r 2
n ? e Tr .
ces arcs élant compris entre o et. On a aussi, en changeant
(rx — arc sin a) arc sin a
ais
l'ordre des intégrations :
pi + 'UYODR RS ‘à Pa L(1+acosx) AL YCOST+I se TS cos æ M Tr?
— ; (arc cos a)°.
STa88 hate
LA Là . 4 1 à ] :
L'intégrale double a un sens bien déterminé, puisque ycost +1
reste fini, et inférieur à 1, ce qui justifie l’interversion de l'ordre d'intégration.
. 1 r ,. , SU 7» pour calculer la valeur numérique de l'intégrale, on
peut former les séries :
MAR LANDE TES UE D US POP EC TUE EU RS UE ant Anh rat TE 2.4... (an — 2) a?" (arc sin a)? — a RAC Ve EU an Ep 2 VERS 1 s D arCSN >= > +75 + + —7% +... —0,252680 CE NN CONS TA RENE RS ENS 1 s. 1 arcsn-| = +3 s + +. — 0,06384 ( i) RUSSES A NSS AT 7 5 Li + cos x) S UT e ; ; de —Taresin } —} (arosin }) — 0,36/498.
É cos æ 2 At o 4
54. Le point (x, y) doit être intérieur à la première parabole et extérieur à la seconde, qui n'ont aucun point commun. Il doit être intérieur à la troisième parabole, et extérieur à la quatrième. Il faut ainsi :
AO MIRE RTE VUS At À; À — 4x < y} < 9 — 6x.
Les sommets du quadrilatère curviligne sont les 4 points
A(o, 2), B(2, va). Ci, va),
(fig. 3). Si on pose
MU AU, Mi — AU,
; ; ; D'x, le déterminant différentiel est D »)
Dans l'intégrale double il faut remplacer dxdy par 4(u? + v?)dudv, les inégalités entre x et y deviennent :
uv >> 0, (au? + 1) (au? — 1) > 0, (u?+1)(1—v) > 0, (u? —1) (+1) >o, (ou? — 3) (av? + 3) Lo.
Si on changeait u et.u en — u et — v, x et y ne changeraïient pas. On peut donc supposer u > 0, v > o et l’on aura :
1 3 = U 1 PA I U Er rh ce < <\/° Comme Va? + y? = u? + v?,
l'intégrale double devient
te À FE DRE Mere (1 + u? — v°)?
entre les limites précédentes. On a alors :
Î | udu jus — 1 FT Re V1 + u? — v?
et l'intégrale double devient :
V2 à ON Va _ 4(V6 20 V5. V0) 0201.
55. L'ellipsoïde étant symétrique par rapport aux plans de coordonnées, en changeant x en — x, on voit que
FF arderé = 0. TETE de même [f Frsdrdra = 0, et :
= [ff ee+ dy + 6rdrdyde= [ff (iet+ av -+36edrdyd. Ca
Si on fait le changement de variables
x = 3p sin 8 cos +, y = 2? sin 0 sine, 2== pions 0,
l'équation de l’ellipsoïde devient p — r. On a tous les points intérieurs en supposant
DR TE A OR DS ar PO E Q <CCT.
Le déterminant différentiel
D 3 sin 0 cos y, 2 sin Üsinv, cos Ô RES — | Jpcospcos?, 2pcossine, —psin0 | — 6? sin @ a) — 3>sin0sine, 22sin 0 cosv, Oo
l'élément de volume
dx dy dz — 6p? sin 8.d>düde
Ce ruar T , Le 3622.62? sin 6 d>d0d— 6% zar PAPER [e) [e) (e) 9 O 6)
Comme on peut changer æ en — xet y en — y, on aura
dd 4] [I] æy dx dy dz— 0, DIET DEUTEE
car ces intégrales contiennent des éléments symétriques, qui se détruisent. Si on pose
T — f COS w, Ÿ —='p SIM On aura :
DNA, p? <Z 3? — 71, O <T w <T 27
LT [(x + y + 2)? — 9 ; d'Jdxdyd = = (x? + y? + 22 — É d)dx dy dz — & [f (+ 2 — 5 a)pdedud = — = [ (p? + 2? — e a) pds dz.
Si on suppose d'abord z constant, lorsque o z << 4, on aura
op < Vaaz << V3a — À
Lorsque a < z < aW3, OL p << Ia — 7 < V2az.
Siz<o,ouz>>aÿ3,iln'y a pas de valeurs réelles de p. Ona ainsi :
a KT 005222 Vaaz ay/3 pt 2252 /3a?— 72 le) £ eo £ p à Â 2 10 n . Â 2 10 a a V3 4% UT 229 + az —Ÿ a di + 2T Tu Dr EU fe + a 3z)dz + 1 rat en à À at}dz
az at 9 2 ( D UD es 1 PEER = —— + RTE L ee 117 =—-#" TA”, ar ( 3 Â Las) ci dat é 30 57. Si æ est constant, y variera de o à x — a, qui est positif,
L'ARRLe MAUNnA::
I dome 4 À ' En az [. Rs Fe a o Vx+vy Si y = ,
NOT [ otdt de jé ads ie one lie L elE — 2 y — 2Vx L(Vx + y).
T— a 1 x lx — a J TE = ave a — ave x L'EES ; o VIE
Va + vx RS M LU NE EN
I — » [ (ve a — ÿz L PRET }dæ a F 7
far RE an3 fL(s + \/1 AIRE LOS ET Re ur PV
= (10) —ÊL (+10) + à (ET -)e-
æ dx
SO DEL à Qi Laÿ
SIN
To
remplace 9 par 5» ? variera de x à o, lorsque b varie de a à .
sin À On aura :
a do do — — cos Ÿ dr sin? ? FSU rO Pair cos u I | je Ge — sin 9) 2 dodo = sat | (> — sin ®) do a re) O sin? T à cos À à Lt J (9 — sine) = dé = f (p—sins)d == sin + V sin? ?
2 2 sin ® — 1 — COS sin © — © Le, ra à fe MF RTE +20 ts 9 9 O 2 © sin? i sin? À sin? < 2 2 2 Lorsque « tend vers zéro I Re = F a SUIS il SUD NU PAT 5 Close) let Lu Sin D 9 ; limite Ç TP © tend vers zéro.
sin? © Pr 0.
59. Si on change y en — y, l'élément de l'intégrale ne change pas, elle est donc égale à :
CHAPITRE TI
6o. Entre les fonctions u et v, des variablesæet y, on doit avoir :
èu res Ôu Ô(u—v) 2 — (cos x — sin re’ — (cos x + sin x)e-v — RE ——" EE ————————— — — —————— ————————————
da : dy Cds (2 cos x — e — e1)?
du Ôuù _ (u—v) __—2 + (cos x + sin re + (cos x — sin x)e-v DO NU (2 cos æ — e — e—v)?
a) ôu __2— (e + e7v) cos æ Ou __ _(eY — ee") sin x 0x (2 cosx —e —ev)}}" Ôy (2 cos x — e! — ev)??
S1 x est constant, on a :
sin æ | EE A A Tac y +f)
LE
Ô en calculant _ , On trouve f'(x) — 0, f(x) est constant,
Si
sin Z e7Y — cos x
— th x 2 COS X — € — e7Y ? 2 COS Æ— EÙ — e
du , ou Gxy Ôyx” déduites des expressions (1), sont égales ; c’est la condition pour que le problème soit possible. Mais cela résulte de l’expression obtenue pour u.
On aurait pu
1e Y — ei L(eTv — eri) L
u + vi rar ar et Das Ps PV te 7 — ei) CRE GE Cet
la solution générale est
re
il faut :
T l 1 fE)= +0 ÉNTITE
nl lei 1 1e"
DE Te Ce 2 ei—]1
gi
(2 . é’ 174 1 , Pour z—0, Li est supposé nul. La fonction =;——; n’a que des
A = " T PV M4 pôles simples AO Cris © a €” —1, pour lesquels le résidu
. T z — 2K7 + - 2 0 , qui prend la valeur
est la valeur de (ei — :) = CTREEEET
1 | G—1) 53, ou 1 — i.
d à k qi E autour d’un pôle, dans le sens positif est (1 +i)(i —i) om = fui,
L'intégrale sera augmentée de Anti si on fait le tour de n pôles dans le sens positif.
eui res eu
Sion pose u — arc (97; VOn A LU US D — eu + eu
A er ab PTE EL ONE LCR ESS 1er LH nl LA
u es HOT PL PR
Si u — 0 pour z— o,etsiz décrit un contour à partir de o,
LH Z F—; décrit un contour correspondant partant de la valeur 1,
Ne le ; l'H2 duquel on déduit la valeur du logarithme, en posant = — pe”
+ et L : - —= L2 + io, où w varie d’une façon continue. La fonction arc nie z a ainsi les points singuliers z — + 1. L(r + z) ou L(1 — 2) changeant de valeur lorsque z fait le tour de l’un de ces points.
S1 z décrit la droite qui joint les points o et 1 +1, 1 — z décrit la droite qui joint les points 1 et — : 1 — z décrit une arc d'hyperbole qui joint les points 1 et - ‘x . On peut poser :
z—(1+ 1), Vi (ii iZ=X Vi, X— Y— 1 —1, OXY = — 1 — X2 — Y? — 1,
Cette hyperbole a les asymptotes Y = X (— 1 1/2), les deux points sont sur la même branche, comme on peut le prévoir.
Entre cet arc d'hyperbole et les droites joignant ses extrémités à l’origine, il n’y a aucun des points singuliers Æ :. La fonction
arc tg v, oùv—\/1 — 2, aura la même valeur, si au lieu d'aller du
» Al 1 VE: L L , e » Lé point rà —— par l'arc d'hyperbole, on suit l'axe réel de 1 à o, V2
. . CE , L 1 Er l , , , puis la droite qui joint o à ET . Sur l'axe réel, arc tgv varie de arc
T « FL OUT . . ° t& 1 — à arcigo—o. Il reste à étudier la variation de arc tg v 1 — 1 x l U de v—oûà ra ,ona : arcigo—! L! ce V2 Le v.
: SUR, Soitu—{(1 —1){, {variant deo à ve
+ uv Hifi —i) 1 —9û — ” 0 —b{+ii +) 1 +28 Re Horn 1 — 2{? hé CT
PET ner t Mer aps X? H(Y — 1} — 0,
Lorsque { varie deo à _ , le point (X, Y) décrit un arc de cercle
du point 1 au point à QUE V2), cercle de centre i, de rayon \/2.
Si on pose «©?
Lis u
— pe, p varie de 1 à 2 — 7, et w de o
. On a ainsi, lorsque z == 1 + à,
me are tg VE à Lé(r VB) FÉES +).
On peut aussi effectuer les transformations suivantes :
eV A 2 COS 2u 2 — L' — {g Po No MANU EE UE u == arc tg'\/ 1 ete DE 1 tg”u 1 HE cos ou À TR Z sin | 2U — - |} — — COS 2U — 2 Z — 9 T U—- + -— arcsin À Z — 9
si z — (1 + 1) décrit la droite dd{—oà 1,
A SP A AO rent M et oo mir. | NES PEUR TS y décrit un arc de
cercle de centre - , de rayon —- 73 qui joint les points © et — à;
cet arc est situé dans FA des axes négatifs, car
CE CRIE tr SR QG +dt—e (—i) + Comme la fonction arc sin z — — iL(zi + \/r — 2?) n’a que
les points singuliers z = Æ 1, la variation sur l'arc de cercle est la mème que sur la corde qui joint les deux points 0, — 1 ; car il n'y a pas de points singuliers entre ces deux contours.
Alors z — yi, arc sin (yi) = — iL(—y+ \/1 + y?) comme y varie dé (o-à — Fj pOur Y— — FT, 0n a:
Pirates T &. - .
—— e x ho. on. r Eu u —arcigÿ—i=z; +; C Sin (—1) =—
ET
62. Supposons | z | <5et4/z +5 positif pour z = o. \/z +5 conserve une valeur bien déterminée, son argument reste compris
T u: Q r . ù entre — > ct tant que la partie réelle de z reste supérieure à
— 5. L'intégrale prise sur le cercle z — 4e, dans ie sens direct, estégale au produit par 274 de la somme des résidus des deux pôles
Z2— 1, 2 — 2, intérieurs au cercle. Soit z — r -+
1 E.o 1 (—1)(G—2) Vz+5 P(t— 1) 1/6 +14
cms | À F+ en = (I — 1) u —
ee EL TRES VE (+ St+ GE + …)(1 Fat +)
Vatane
S12—— 911, on aura:
É À TE
EE ———— are t\—2 ee — EG osyye+rs eyr 0 (us
L Sy 1:43 À se DAY RNTEE “MEN Ent PE ir Eee RE ar er .)
PUeNS 20 )
Les résidus sont — et (5+3 à 59 SI 12 V6 9/ V7
L'intégrale est égale à Ge 6 SR 59 ri 196 /7 6 //6 63. Supposons 4/2? + 2 ayant la valeur -+ 1/2 pour z— 0, il y a 4 points singuliers z= +1, z = + i/2. Aucun n’est ME PAT dans la circonférence de centre —— die qui passe aux points oO, 1 el.
Il en résulte que, sur l'arc de cette circonférence, et sur la in qui vont de z — o à 1, les intégrales, ont la même valeur, z étant
réel, posons æ — 1/2 tg t.
dr roi AS We COS LR (a? +) ai a (UE et 1) cos Pet E sin En
CSI) — arc tp
- dx 1 T a — mes —— 2 —= 0,5236.
CN a Va D
. [4 1 À) L2 L2 L1 La circonférence de centre ; + 34 qui passe par les points 2 3 , 3 comprend, à l'intérieur, le point z = 1. L'intégrale, sur
l'arc qui joint les points 0, + et 1, est égale à l'intégrale, sur la
corde o 1, augmentée de l'intégrale autour du point singulier z — i, prise dans le sens négalif, qui est égale à — art multiplié par le résidu, ou par la valeur de
1 1 G+ivVé+a à
On a alors, sur cet arc :
| Ol QG
Il faut, en effet, remarquer que les points z = +1 \/2 sont hors du cercle ; lorsque z décrit l'axe imaginaire z = yi
Vai+a— va — y, de y—oùr, 4/2 — y? varie de + \/2 à 1,1/2 — y* reste positif tant que z n’atteint pas l’un des points singuliers, et 1/2? + 2 prend la valeur + 1 au point z — 1. L'intégrale sur la corde o, 1, suivie de l'arc 1,0, qui comprend le point z — 1 à l’intérieur, serait égale
à l'intégrale + x prise autour de ce point singulier. 64. On a
"= | (x? + y? + 2) (de + à) — f 2 sde — | a =
= + fe ++ sde +») Il faut donc
a + Has (ze Hy) M
x? + 8 — +7 + frte+ mate».
SIZ— y? pour æ = 0,0na:
RNA Er PB da
nd y° y?
Jo) dy = +
RE Rec au sy, (er) ue E y) Kansas
A Un . IE oy(e + y) + EH.
On peut également exprimer que
(y? + 2?)de + (22 +- x°)dy
est une différentielle exacte ;
la résolution de cette équation aux dérivées partielles conduit au même résultat.
65. Supposons d'abord \/z(1 — 2) réel, et négatif, lorsque z est réel et supérieur à 1. Lorsque z reste extérieur à la circonférence de rayon 1, z faisant en même temps le tour des deux points singuliers o et 1, ce radical reste uniforme, car si z fait un tour
2 3 % ra , 3] ° ra 3 l'argument de 25 a augmenté de 5 27 celui de (1 — z)5 de 5 2
l'argument du produit aura augmenté de 27, ce produit, multiplié par e?7i, n'aura pas changé. Sur tout cercle de rayon supérieur à 2, l'intégrale a la même valeur, car il n’y a plus de point singulier. Cette valeur est nulle, ce que l'on voit en faisant augmenter le rayon indéfiniment. Si z — pevi, le module de
14 pe*"idu o (pet — 2) V/prervi(r — pevi)
est plus petit que
eh. _ du pH TA 2 p IF Jo (p—2)Vr{@—i} PT?
qui tend vers zéro, pour p — .
2° Soit un contour formé d'un cercle c, de rayon compris
entre 1 et 2, décrit dans le sens direct, et d'un cercle €, de rayon: plus grand que 2, décrit dans le sens inverse. Si on réunit ces deux cercles par une coupure formée de deux rayons infiniment voisins, qui seront décrits dans des sens opposés, la fonction restant uniforme, puisque | z | > 1, les deux intégrales sur ces rayons se détruisent. Mais le contour fermé ainsi obtenu peut se transformer, sans jamais traverser un point singulier, en un contour qui entouze
le pôle z — 2 dans le sens négatif. Le résidu de ce pôle est la 1 4 ; valeur de —— pour z — 2, ou, d'après les conventions. V/2z?(1 — 2}° . ROUE 1 faites, ———. On a donc C2] A
27 Ye i ne f-l==* 8, [= [= ris.
ci C \/4 ca Vel
dz 4 Formons | 57 Île long d’un contour formé:
Le]
de l'axe réel de z — € à 1 — €, en supposant VAT — x) réel et positif. Puis un demi-cercle au-dessus du point 1, l’axe réel de: 1 + € à une valeur r comprise entre 1 et 2, le cercle c, décrit dans le sens positif, l’axe réel de r à 1 +€, un demi-cercle au-dessous de z — 1, l'axe réel de 1 — € à €, et un cercle de rayon €, pour revenir au point initial . Dans l’intérieur la fonction conserve une valeur bien déterminée, et l'intégrale sur tout le contour est nulle, car il n'y a pas de point singulier à l'intérieur. Sur les cercles de: centres o et 1, et de rayon €, les intégrales tendent vers o avec £&, Car si z — eebi,
wi.
— — £° 6 id,
Si Z — I -+- cevi
Les deux parties d’intégrales entre 1 +& et r, décrit en sens inverses, se détruisent ; puisque le radical reprend la même valeur quand on
a décrit le cercle «,. De & à 1 —#, on suppose Ÿ/x°’{1 — x) réel et
positif. Sur le cercle de centre 1, on a :
S 3% T; : DRE TS 'RETIE TT Zu tpeet, 1200 Th, fi zieee 9 , u) variant de + r à o, car ce demi-cercle est décrit dans le sens.
négalf pOur 2 —"1-+"e
D ODE
GES TPE
f=sivs. 3 , |
Après avoir décrit le cercle c,, le radical conserve la même valeur. Mais, quand on décrit l’autre demi-cercle autour de z — 1, continue à diminuer de 7, et arrive à la valeur — 7. Lorsque z — x,
CPROUR DÉNRENT Va— zx (1 — ze VE, ’ où (1 — x)° est la valeur réelle. On a ainsi pour l'intégrale, sur tout le contour :
J ee des: 8 ES ds + o (æ—2) fi — x)
DT ART EST Ue dx ART AE A ” 6 TR 0 (x — 2) Va(1 — x) Dar 4 OUT S rte (/8 V5— 1.
3m SALE . 3r ui 2/5 6 ET: 2, SE - x e” —e 3*x
Cette valeur de sin “g peut s'oblenir en exprimant que
| da Ts Sin 1 La —= O.
. r . . 1 66. Si | z | >> 1 on peut développer suivant les puissances de -
de 1 1 1 1 I PS ON A Tr DE EU, s SR RO NRA Re SE 2 NEO MTS Û
A 9 r + . ]l RS LL l z = © estun pôle, d'ordre 2. Le résidu est le coefficient 3 de ——:
| REA , 1 On peut vérifier qu'en posant: —-ona
PL esge | Pre SN SR ERA Une SE Et) TES 100 EE OC ST TON
pour { — o le résidu est
jt
sr
ART constante ; qui est la valeur sur un cercle de rayon infini. Si z décrit un cercle dans le sens direct, le sens est inverse par rapport
CRE À L —_— e°dz, sur un cercle de rayon supérieur à 1, a une valeur
à la partie extérieure, ou z = © . L'intégrale est égale à — 3 mi. 67. La fonction 9 9 De —é+ef e* dy O est nulle pour x — 0, sa dérivée zx x W——oxe + | e dy +xe” —— ve + | e) dy Lo LEA [e) LE (a) car Aa Rx y2 x? 7 Fey<e | Ayo ere re [e) / O
u reste négatif.
On a un contour formé de ox de o à a, la droite x — a sur laquelle z — a + yi, de y — o à a, et la bissectrice y — x sur la-
quelle z — (1 + ijt de { — a à o. Sur ce contour || es" Vues nulle, car il n’y a pas de points singuliers intérieurs. On a :
a *q o fl coude | T7 A NT MEET Ÿ + [ fai "ht + ijdt = 0. O U a
DO
Le second terme a un module plus petit que
a out nl [ met a? ” 2 2 pu Te > CRT CUVE CN M er [e)
qui tend vers zéro, pour a—.0Ona ainsi, à lo limite :
Le) TO : ;
o1r2 ae LT —
(1 + ) | de ni e Cd == "Vr O0 (e] œ
mn [ (cos 2x? — 1 sin 24° )dæ = (1 — 1) ÿr
1 cos (2x? )dæ = jo sin (ares —— me [e)
je cos (x?)dæ il sur) : Ve
M PE Ut LT as 68 Te Jet
Rs ot à
TA
$ x (FES de =1———+Ll(i+t=;- RS MURAT
1} (+ LG + ) dé — 2L(1 + 2).
Pour préciser la valeur de cette fonction, on peut poser
z——1+pe%, zL(1 + 2) — z{L2 + iv)
OÙ w — 0,p— 1, pour z— 0, lorsqu'on suit un chemin déterminé, w varie d’une façon continue, et reste déterminé en chaque point, si la courbe ne passe pas par le point singulier z — — 1. Les diverses valeurs, obtenues au point z, s’obtiennent en ajoutant 2Krz, K étant un nombre entier positif ou négatif, qui
représente le nombre de tours du point — 1.
$ Si J peut être prise suivant un chemin quelconque, qui corres- [e)
pond au chemin c, précédé d’un certain nombre de tours du point
— 1. On peut avoir
2+x ë Ge NE LEA) RE et JG) = 2zL(1 + 2) + 2Kriz.
Les valeurs que peut prendre f(z) sont les mêmes, on peut ajouter 2Kriz, où K représente l’ensemble du nombre de tours du point z, faits par la variable &, et par la variable z.
69. Une chaïnette, symétrique par rapport à oy, a pour équation
a YEAR eut
dy = à (e® — e7*)dæ
ds? — di° + de = 7 (e + e7*)?dx?
mnt(—) ne + e En 7 LE Lu 1 2! 3! ” DL 1 1 1 € RS dau Le A et : HS NE 70 2.3 2.3.4.5 NAT RER
: Z 70. La fonction RTS les pôles simples z — + Ÿn pour
lesquels e274* — 1, n étant un nombre entier. Le résidu du pôle Ï I
"ae A | ‘ SU: ar z—Ÿn.est la valeur de 2 =, ou de €" 1 De NET ÿn PELLE Gri? rl (Er)
z—Oo nest pas un point singulier. La somme des résidus des deux pôles + Ün et — /n est nulle. Il en résulte que l'intégrale I est nulle sur le cercle de centre o. Sur le contour fermé comprenant le demi-cercle décrit dans le sens direct, on a :
somme des résidus des p pôles intérieurs au contour,
Sur la demi-circonférence z — Re**, on à : dz — Reid
ù Res d TER dont le module est inférieur à oO l
Réehvi Rte
ù Rd FAT _rR? Peter UE
et tend vers o, pour R — w. Il reste
à sa ad , x?da LEUR PES ET ENS CNRS RAR QT
qui est égale à la somme des intégrales prises autour des pôles intérieurs au contour fermé, ou au produit par 27% de la somme des résidus de ces pôles. Le dénominateur z* + 7? 4-1 est nul si
_HEitis … y a deux
nl 2,8 Ez,-bti 0
La]
m pôles intérieurs au contour fermé :
1 + 13 Le — 1 + V3 ee ee à à Do ON, 1 2 1 — 2 u un d’eux ési limite de 22 -———"°— ou la Pour chacun d'eux le résidu est la PR
z Valeur de Er = Gr A + 2e
Ti
Pour z — e 3 le résidu est
ete) NA 1 VEr DT NS RE TS TRUE h& + 2e 5 À Ÿ 271 [3 GE Æ re pm de | —, | RSR 10 — Pour z = e 3 , le résidu est Ti = a TS — Nr d Se: — 1 d h-+ 2e j La somme des résidus est — 2 V3 AA = a? dx T r V3 5 — = —>© = 5 — 0,906.
SR LS ee Et 2 V3 (6)
72. Soit p + pres — arc sin (x + yi) æ + Ji sin (p + qi) — sin p cos qi + cos p sin qi —
| el + e71 1 el — e71 — Sin P US rene OCR
P» 9» ©, ÿ étant réels, on a :
bi 61 et — e71
— sin p TE NAN EDED
En éliminant g, on a :
(æ cos p}? — (y sin p}? — (sin p cos p}° sintp — (1 + à? + y?) sin?p + æ?— 0
sin?p a deux valeurs séparées par 0, I, + w , on a donc
sin p— + /: + 2? + y? — Vi ee him ne 40 Me \ 3 comme et + e71 > O0, sin p doit avoir le signe de æ. On a ainsi pour p des valeurs de la forme p, + 2kr ou 7 — p,+ 2hkr, à chaque valeur de p correspond pour q une seule valeur, donnée par l’équation L Y
e1 = -—— ; sin p cos p
En particulier, ji 20, OU A MN Pp—0, DAT el UaAlsICe
cas, € — e71 — détermine q. Si, pour z—0o,ona
ne p
arc sin O — 7, p conservera la valeur 7 tant que z décrit l'axe 07.
On a alors ENT ee 0 e°1 + 2yel — 1 —0
comme e2 doit être positif, on a
EEE Ve VE + q=L(- 7 + vi + y) arc sin (yi) = 7 + iL(— y + TIR Y'}e
Lorsque y — r, le logarithme étant réel, on a :
arc Sin t —= 7 iL'/2 — I1)=T iL(1 + V2).
Tandis que, par des contours arbitraires, cette fonction peut
prendre les valeurs 2ke + iL(i +2) et 2kz + r — iL(i + Yo).
On pourrait encore se servir de la formule :
Si, pour z — 0, arc sino — +, /1 — 2? qui représente le cosinus
de arc sin z est négatif, et l’on aura
arc sin z = T — ———— , / }
ÿ1 — 22 parlant de la valeur + r. On a alors, si z = yi
I d É Énpemendent LT arc sais | Tears y — (LG + Vi AR A RTE
Si y est constant, x prenant l'accroissement dx
F(x + de y) — F(x, y) — 11 JL fu, v) du du
dans une aire comprise entre les ordonnées des points x et x + dx,
Fasny. — Anal, — Ï 10
en DS
y variant de y à æ sur la bissectrice. Cette intégrale se réduit à
ZT & [ f(x, v) dv,
donc F E d le mi [(r, v) dv E (ec, v) du In D A
La solution générale de l'équation
N OXY
peut se mettre sous la forme .
rai CE Pt 2 CE Mb
où o et sont deux fonctions arbitraires,
5z d 4 D il f(æ, v) dv + &'(x).
OT
Sur la bissectrice de l’angle xoy, on a y — x, et F(x, y) devient nul, on doit donc avoir :
ox) + dx) = x OC Pc VO) = y? — 0 z —= € + y? — ou v) du dv.
7h. Pour z — o, prenons la valeur réelle — {/6 du radical. Si on considère la droite qui joint les points z — 1 et 3 comme
une coupure, que l’on ne peut pas traverser, entre ces deux points, VONT A) EE reste une fonction uniforme, qui reprend la même valeur pour chaque valeur de z. Sur tout contour fermé qui entoure les 3 points l'intégrale à la même valeur. Supposons que la variable z décrive un cercle de centre z — 2, et de rayon
FONCTIONS ANALYTIQUES. INTÉGRALES CURVILIGNES 147 supérieur à I, On pourra poser :
CR CURE ANEIR : R—t -H
— (1 + z + 2°) dz = (ue VU(a—:1)(— 2) — 3) AD he Vatu?— 1)
AN es PE 3 DOUTE OU ENT, Vu(u? — 1) = u \/: LS doit 3 /n k 1 r ,.
prendre la valeur — \/6, et / 1 —:, reste réel et positif lorsque u prend des valeurs réelles entre — 1 et — ©. Si|u|>> 1 on
peut développer
VRE
L L 1 suivant les puissances de >.
"rire A ui?
Lorsque x décrit un cercle de rayon supérieur à r, 1 u du =.
DA
est nulle Î du — u est aussi nulle, parce que ces fonctions sont
2T [ à = j tu ae AT.
Jul 23 JG ec cs “re ie wi 0) 2WL ls 9e e
La valeur est indépendante du rayon 9. Si on fait augmenter p
a : 44 indéfiniment, on voit qu elle est égale à 3 Fi.
uniforme,
Il reste
En posant x = ? cos w, ÿ—? sin w,ona
, 2 ri 13 (x dx + ydy)L(x sus ÿ) + a (xdy — ydx) nie date COTE (c° +7") P d L> 1 —+- COS 26 Lo 1 W sin 2
Lorsque le point M(x, y) se déplace, à partir de Ar, o), sans passer par o, L? reste une fonction uniforme, qui, en particulier, est constante sur un cercle de centre o. Quand on décrit un cercle
[an autour de 0, , augmente de x. On a donc :
Lo 1 sin 2 A AN re RDA SE EE p 201100 4 — L(x? ? a? + ÿ? — 1 œ 1 EE AT 5 Y RS APR RS PR 2(x? + y°) 2 (x? + y?) 2 x 4 14 . T Où @ — arc tg * est compris entre o et -.
se 2 6 L Last 1 RE Par icos (2 0) Fate (are TP) (re PE Aa er — 2) l Nr ON PRE EP ER Re PA Car 2 PMP on EE (o ®) e2) 1 N° (n + 1)(a—8,i \" (n+1)(R—ai | — neue , x'e ŒTE — ae À = où sin (x — D) | Ai >, C [e) (ee) D ANNEE EE A > aæ"i sin (n + 1) (x — B) — ot sin (x — f) [e] — sin (a — æ sin 2(a — $ + ap Gin Ce — 8) + œ sin af — #) + + x" 1 sin n(x — B) + ...) (+) 27 d ct 25 sin na — 8 he [ 1 — 2X cat B) + æ? 4 > AT | sin Le — . se ve nest Vip as nz sa Eu “ne ME 4 RASE cn etn=s}si RP ee ane sin Z et — 67"
2 cos (n — 1)z + 2 cos (n — 3)z
le dernier terme étant 2 cos z si n est pair, et 1 si n est impair.
den
Si p est un nombre entier
2T AU 1 1T a cos pla — Bd | Fsin px — 8) + 2 cos pla — 8) | — Le)
h O Ce Ein p3 JR ' sin 2n4 — 8) , il qe a — di — Par —= 2 | a|cos(2n—1)(1—3)+cos'2n—3)(4—$8)+...+cos(2—8)1d1 =
sin(2n—1)3 sin(2an--313 TC an — 1 on — 32
[Te Lao A im 2 M AQU
sin (2 — $)
+... + sin 4)
ds à [ a[cos on(x — $) +... + cos 2(2 — B) + sl dr =
fes [e) = n :
___ ,_fsima2n8 sin 2{n — 1)$ sin 26 À — — Ar "©" cé ant NE R 0,1 TT enr 27 ee an \1) an 2 a KA Une :
ELA sin 2 MINS NU arr tut +...) —4rinsin Br ant | ÿ-+sina)+ sinn3 sin(n—92)2 — 2 ea + x" (UE —+ Ma, | + nie n n — 2 9 s+ o 3 IDE A Lie , Y sin A; 9 k 2) M Re ER re) n—=I 2T : x? : æ!" = —— [nr — 9(x sin 3 + — 5 —+. — si pasrmpe, À { Poe SIn2p + sinni +...) Si on pose æ(cos 3 + 1 sin 8) —7z, on a | os — Li =z+ + + ….
2 s, ee) 1; % HUE; æsin 3 x" ee —-Li+x?—2rcos) Hiarctg = D —_ (cos n3 +isinn3) 2 1— ZX COS 3 n
Le +)
TRE, æ sin 8 Me sin n$ — arc tg ———.
où l’on doit supposer — 1 << x < 1, l'arc étant compris entre ie T — — et -:
ct adx Ar [7 æ sin 8 l — PT TT NTI ES create Un re LC LD FPE ile 0 I1—2æcos(a—f$)+x? 1 —x?\2 1 — x cos À SANTE, — x cos B I : RACHID D
ce dernier arc étant compris entre o et x.
On a
NAS x?
DE nn
ARS free 0
p et q étant deux fonctions réelles de x et y. Si on prend les dérivées partielles par rapport à æ et à y, en tenant compte des relations :
ôp __Ôq ôp __ èq Ô ày Ye On à :
Ô Ôq y? — x? + x 2 2 ah CUBE. | ax(x* ns Ôy Fi 2TY 2T?Y RE 7°)
dx SE a A AO Eau 14 0 y! 2TY LA 2xy° Arte
— T _ Bry?
AREA h à TE 8yx?.
DONNE
On peut facilement vérifier que ces équations vérifient la con-
2 02 e . L2 dition . — =, pour que le problème soit possible, Mais cela
résulte aussi de la suite du calcul. On a :
Ô Ôc dx + xd dq = SL de + dy = qu
— ydy).
Æ >y é + 8xy(xdx — ydy)
Si on pose g == æyv l(xy | LS fn CG en rem —= Axyd(x? — y?) v — A(x? — y?) + 20
u—p+qi= ct + Aayi— Gay? — Axyi + y} + c(x? + oxyi — y?) — = (x + pit + ce + pi)? = 2 + cc?
où c est une constante réelle.
On peut aussi éviter de former les dérivées, en cherchant les relations qui existent entre les quantités réelles x, y, p, q, et les imaginaires 2 = x + Yi, up + gi. On a :
. x? + oxyt— y? + 29 RE en ep de EE 1 A SAN PR NOR Se dt L'URL T ONE E pi Le 9% a EN ROVER AE Pa pe FT 2xy 2(x i 4.
Une fonction imaginaire ne peut être identiquement égale à une fonction réelle, que si elle est égale à une constante réelle, ce qui
donne us + et (x + yi)f + ex + yi)?
P = x* — 6x?y* —- y* nues c(x? LT PA y?) Q = daylet — y?) + amy.
78. Gelte intégrale est la somme des intégrales autour des deux points z—oet r. Autour du point z = 0, on a :
[= fe dit h 2? + a32°)ef dz = e/ C C
1 1 1 — [a + di + 1 267 a + @37°) (a SE T —- je — 23 ne .}dz C # 4
En effectuant le produit, on a des intégrales qui sont des fonctions uniformes, et ont une variation nulle sur le cercle c, sauf le terme
De même, autour du point z = 1, on a, en posant z — 1 —{
Wei fe + «17 + 22? + as ee! dz —
ee [ (a+at + td) + ai + ot + À) + ai + 314-312 +8) )et dt —
e/ C REY: CR Le: ds O0 EU dz 1 2 3 | ) REP k 3 ) NP
= (a+a+a+a+ 2 6 24 Ze (l
— (a+ a+ Tete +i +) ai
1 du fe + 47 + 422? + ay2) (is —+- ei +- e° …) dz —
a a as
— (4a + {a + a 6 79. F(2) est la somme des intésrales prises autour de chacun des
points singuliers intérieurs au cercle c, dont le nombre est limité.
Soit u — a un de ces points, f(u) peut se développer en séries de
puissances positives et négatives de u — a. Soit
La série Q(u — a) est convergente pour toute valeur de z, sauf u — a. Autour du point u — a, sur un cercle ne contenant aucun autre point singulier intérieur, on a :
‘LEE du ml + z(u — k +- AR + .….)Q(u — a)du —
AT AS (B
, LL LA! LA LI Gh c'est une fonction entière, car la série D By est convergente pour
F(2) est la somme d'un nombre fini de fonctions analogues, pour chaque point singulier, c’est une fonction entière.
a fle:ftu)du sur le cercle c est égal à fe" Q(u — a)du sur
tout contour fermé comprenant u — a, et aussi sur €. On peut ainsi remplacer /{u) par la somme des fonctions Q{(u — a) qui corres-
De 2" i toute valeur de z, et aussi »à
pondent à chacun des points singuliers. Cette somme est une fonction n'ayant pas d'autres points singuliers à distance finie. CNE
3° En remplaçant e“ par la série 1 + uz + — + ..., on peut faire le produit des deux séries, u restant sur le cercle c qui fait partie du domaine z — © , car il n’y a pas de point singulier extérieur. En laissant les intégrales qui donnent des fonctions uniformes, il reste les termes contenant”
el
AE NES ns 2,9 RS PEU
e“=fu)du — (A; + : 2 4 2n—1 + jan.
4° Si f{u) est un polynome, F(z) — o. En retranchant un polynome, on ramène P(u) au degré g — 1. Si u — a est une racine
k À P ; , d'ordre r de Q(u) — o, en décomposant Qu en fractions simples,
on a les termes
et dans F(z2),
e(B, AB de ré0h tango pr com cr) Es De même pour chaque racine de Q. Il en résulte que F(z), où les coefficients B seraient arbitraires, est la solution générale d’une équation différentielle linéaire, pour laquelle Q(a) = o est l’équation caractéristique qui permet de déterminer les coefficients a des solutions e”.
5° Si Q(u) admet les racines a, b ..., on aura Pia D er(c, + C7 + + Cn-12 71)
la racine a étant d’ordre n, et les coefficients c arbitraires
ANR M RRR 7 TL ras a QE (Éeru) (2 — 1) (2 + 1 il y a 3 pôles simples z=tet + i, et un pôle double z — 1. Il doit y avoir aussi 5 zéros, qui sont z — — 1, et z — © qui est un zéro d'ordre 4.
2° Les résidus sont :
pour z — !, PEUR 1 tee
CDN) M5
ERA AG
L + 1 ha el Bo +oË—ot+ri (t—i1)} (Hi)
Pour z — 1, on peut poser z—1+u
Je) — Sr
SAN Era u de 2e UTC TARS PRES pire t— 3 Le résidu est UT
free est égal au produit par 27 de chacun de ces résidus.
3° La somme de ces intégrales est égale à l'intégrale sur un cercle assez grand pour contenir les 4 pôles. Mais, z°/{z) tend vers zéro,
pour z — . Il en résulte que ro tend vers zéro sur un cercle
de rayon infini, cette intégrale est donc nulle sur tout cercle qui
comprend les 4 pôles. En écrivant que la somme des résidus est nulle, on a :
t+ 1 ___1+i 1—1 3—t __ t—1 3—t ob ol ot AU) AG) af 2 pi) 2)
ans) DE FERA 1 1 LUTTE fers it ae Sarcigi pi) Se
CLQTT
1 (tes 1 QE PRE get VE à 4 ES À ER ; arcigi j
Si on pose = — U + CU? + ui + ….,
en substituant, et exprimant que les deux membres sont identiques,
, L FES on voit que l'expression de - se réduit à la forme
== — uù + aùÿ + bu? + cutè + …
CA
= — u® + oau° + 5(b — 2a?jut + ….
25 TU + qau —- ..., er: Pan MER re .….
1 a 1 1 (4 ee ET D Msn, 10 2 24 120 , b à ga 5 11 = — —,4* — ‘— —°% = — — 2 24 19210 13. 1200 22 SCC ART IS & uls — ,..
ST uz — ; .
U* u Il 12 D pin u 10 120 13.1200 RS LAS u° # SRE uÿ TE tif js ur 10 120 13.1200 100 600 ODONE PU Re r u ul wi uit OUT 10 600 26000 ur
82. Le point z — a est intérieur au contour c, pour avoir son résidu, posons z — a +
LA RE ent I ER OL OT IT el 1 LS Eure (z ee a)"(z — b}" Fa EU LT L'Re b)" 4 lr(a Nr by" b SI — — 4 nv, n(n +1) t 2 a ta — b)" (a 1 Fed UC (= sc. “+ n(n + 1)... (on — 2) g \n—i | " DRE NON CEE TA dr] tie D n(n Te 1) es LAN >) (— 1}
Donne si) (Oo aÿart
L'intégrale prise sur c, dans le sens direct, est égale à 27R.
LE
156 PROBLÈMES D’ANALYSE MATHÉMATIQUE 83. Le pôle z = ia + Va? +1) est extérieur au cercle de rayon 1, le pôle
z = — Va? + 1 — a) est intérieur.
1 Pire A te : idu d Ôle est la v POUR 7 le résidu de ce pôle est la valeur de
z — ia + Va? +1)
dz ir ei — Lai +1 a )
— Va +1 —a) =,
ou
LE
Posons
Va? + 1 + a) — 8, z
= À + l Em a CO Von cent De (A sat pa} af} PR MEET À Le résidu an (a ES) = 2 PAPER i CL 2 —$ Bb ea } 2 + 1 —T PE CUT > dz =— TT; * Jets ah) (1 + a?) Vi + à
2° Si & varie de o à 27, z — ef! décrit le cercle c
1) — 4 Je d AU 1 dz — odz 27 a+icos® — L RU A PET PR TO NT TE o Aat+icos? Vta+i(i+i)" Jet 2aU+ 1 V1+ a
Le À …
JE cos ®do RER A2 t Ne N0e — ri cn
a +icos®?)
Cr bou EN) Te EE ah
SÉRIES
SHRAMEMITS OA:
ee D on en l I … z# Z2n 4 — 2 dr EVE AE PNR ME EU tes 1 1 z° >+ , 2 ARR de er a ANR Pare: ue a ER CO fa=> ee Mr 2) 7 n +2 9 [e) Si1<|z|<2, ! 2 pi A 1 1 1 À NN ONE dr SPA Re 0:
1 - 1 re AN + 7 z2n een Din Fix d (e) Si|z|> 2, HUMAN ee UN een) 1 1 4 4?
PTE VUE Nr AUS NN TE à) Va el | i ES PAR d'air tt es
Les coefficients de la fonction
f(x) — a, +(a, cos x + b, sin x) +...+ (a, cos nx + b, sin nx) +...
Là
peuvent se déduire des intégrales :
TL — Cruel
LE
2700 — Hitidétro f(x)cosnxdx, rb,— f(æ) sinnxdzæ —T —T x
Soit
f(x) = La cos ?), cos © >> 0 I —r<L<T,
En remplaçant x, soit par 7 — y, soit par y — T,ona:
gra TH 27 \. L (2 cos 2)de — L (2 sin *)dy = | L(2 sin *)dy — O 2 le) D) — 2 2T 1 MU = fl L ( sin = }de
O ne j h (2 cos 2 Jde = | L (2 cos 2e — 0 TT 2 o 2
1 T X\ A —= — f L (a cos © )dr — 0 2 /
STE Ce
pm — Te
LE T f rl; = il L (2 cos =) SLT AT 0, —T &
MIT
_ 1 . æ 1 re
TOn = — sin nœ bg < dr — | (erti — en) —— dx. DRUIISS ) An l'#+ 67
en pa : | 2
Si on pose À Mesa PU 1 nes 1 — z dz TE : LE eme à mn . fi us.
ÂTR Z 1+2zz
intégrale prise sur le € de rayon 1, à l’intérieur duquel il y a le
seul pôle z — 0,
DT ll 7
. 2 3 2n—1 9 a — + nn 0.Ÿ 22° ne. PA A 7 DR = (it añ tot t..+ )
cette fraction, pour z = 0, a le résidu 2(— 1}**", et
2n Z "Al 4 T2 .
PERS à = ie Cort
M4 1 (— 1) +1 Un = ———————— M n COS2T COS3X cos nT El LR À EC BE Ce Tu
œ L 2cos 2) —COSX— - 2 2 4
T ÇA
La fonction L(2 cos :) a une dérivée — - tg = qui ne change de signe que pour æ = o etx — +7, elle reste finie, sauf pour x— nr, ce qui suffit pour que le développement en série de-
Fourier soit possible.
Sion posexæ—2KTr+7y, cos -— (— 1)" cos —, mais la série 2 2
ne change pas de valeur, lorsque x est augmenté de 2K7. On a
donc, quelque soit x, 4 COS 2T cos nTx 2 cos © = cos x — ME + + (—i)rit po Di
pour æ — (2K + r}rles deux membres deviennent égaux à — « ;
pour toutes les autres valeurs de x, la série est convergente. On peut encore déduire cette série du développement de la fonction
72 23 LA+D=z—< +5... +(— HE + wi
où Li — 0, pour z = 0, et | z | 1. Sion posez —pe ep sin w
L{1+ p?+ 29 cos w) +iarc megane
L(1 + ? cos w + 12 sinw)—
160 PROBLÈMFS D'ANALYSE MATHÉMATIQUE
. LA à DE ST TOR à . | . Sit+z—re", L(r + 2) = Lr + œi où & restera compris
T T entre — js ét + 5: Car, pour Z— 0,4 —0,r —]1 etz ne sort pas
du cercle de rayon 1. Si ? tend vers 1, on a :
, (DTA PA u) (Q) Lo L(i+e Jar en EDS ce de
En égalant les parties réelles, on a :
w\ COS 210 T (®) rs [hé — | — cos & — Lis FEU — (2 COS cos À À Qu Sn 86. Si RUN = <|t| Je * D1 ON pose z —;, »,0na:; pa 1 1 1 1 1 1 Poe as AS SAS Se 1 + ANS l Zz +1 Fe —{) si(e+ à) 1 2 Roi oil au ji 2) SIN ESS (3) pris ) l = BW 1 — —— 2 )
CHAPITRE IV
87. En supposant d'abord le second membre nul, si on pose y = ex" On à, en divisant par ex" :
ala— 1)(a—2)+a{a—1)—2a+2—o (a—1)(a —a—2)—0o (a—1)(a—2)(a+1)—=o se NE — Az + Br? + -.
TL Dans l'équation complète, substituons cetle expression de y, où À, B, C sont des fonctions de x, en posant :
DANLR dA ST dO
D dede de + dA dB AC RAT Det de cu On a alors :
D A + Br — =. Te = 2B + © dy , dB 3 dG' 6C de =? dx ‘ xdx x?
et
— 2 + 4x sin x + 2! COS æ.
dA dB dC On a ainsi trois équations linéaires qui déterminent dx” dx’ dx
IE dB 2 7)
de æ dx
NA UR , dB dG 1 _. 4 — 9% 32° — —6— — — + {x° sin x + x* cos x TN dx dx a?
G A MONT ER A CMEENECS
où À. B, G sont trois constantes arbitraires. 88. Formons le système d'équations homogènes
l d do
ne =uU + UV — W, LE — — Ju + Ju — w, + — — ju + 20 dx dx dx
et
d(au + bu + cw)
de (a — 2b — chu + {a + 3b}v + (— a — b + 2c)w
déterminons les constantes &, b, c de façon que les cocfficients de u, v, w soient proportionnels à a, b, c AR RE Te 00 NE DE OL “ ; b == È NA a(i — À) — 2b — 3e —0 a+ (3— 6— 0 a+ b+ ei — 2) —0
À sera donné par l'équation
1 — À, ds — 3 1 21 4 }, 0|—0, (À — 2).(X? — 41 + 2) — 0.
1 k LA NX 'a
On a les trois solutions
AS, OS
À — 2 + Vo, be — af + V5) = Va "x
À — 9 — yo, b—=—c— a(1 — Y2) — TR | ‘ V2 +1
CS
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 103 Du système d'équations données, on déduit ainsi :
— Qa(3u — Ju + w) + 23 cos & + sin
du Va — U + U—W) da ru — (2 + Vo) (uVa—u+v— uw) + (212 —5)cosæ —(1-+V2) sin x.
Or l'équation d d
; À == ay + À cos x + B sin x
a une intégrale de la forme y — ce% + A'cos x + B'sin x
où B' = aA! + À, At a Be B ; Aa -+"B Ba Y = CEE — — — ER SIL D Ê HI a* —| - < 7 PEU A 3u — 3 + W —= ce?" — È COSMPRE= SIT J
U(V2 — 1) £ 0 —wù —
a Me Ta To Va — ceC +vVale dé oh ESP En 9 V2 in æ, 17 17 Et en changeant ÿ2 en — ÿ2, on a :
TUE En mi NS mt Va} È 14 V2" hs OV de — eV (e RAA ) COS T — onde sin æ.
17 17 On en déduit :
! _ 1 _ G C l'a - / C D Vs 1/ 3c :
EL CRONFS CARRE LR CRE ET PRE 2 cos æ + °T sin 2V2 2 V2 17 17 c Va—1, (2 + Va)z ENTER Re Ve 247 194 .
Ù —=——0% + ce Due Aa 174 L cos x +- — "sin x 2 4 65 89 C SACS (2 + Va)x se (2—Y2)r 192 irA.
W —=— — 6e — ce — = Ce + ge COS © + - SIN T.
En posant y — x”, on a
ex are, — a(a — 1)27 ?,
dx
L’équation, où le second membre serait nul, donne, en divisant par x” :
a + 190? + 48a + 64 —0, (a+ 4) —0 ce qui donne la solution y — ext. Pour savoir quelles solutions correspondent aux racines multiples, on peut faire le changement de variable x — et, qui donne :
AMEN LATE: à à 4 VAE dy _ dde di de Med een
1 SHARE? D dy dy door dy x A Re Ce, 2 ae PRE no de À RE CN Ve ET ee tre pour déterminer y en fonction de { on arrive ainsi à une équation linéaire, pour laquelle la racine triple a — — / donne les solutions :
y—=e{c+ct+ ec") où y —=xTt#{(c + c'Lx + c'L?x). Pour avoir une solution particulière de l'équation complète : À donnée, on peut posery = 7 +3, et:
En éliminant y et z, on a
d'en dye ds dx mt t+m=m+y+z— RENTE die de DE AE en RON
équation linéaire, dont les solutions sont de la forme
z—et, a —a—2—0, (a+i)(a—2)—0 x — AeTt+ Be?!
dy CUIR dx dy ET CRU EN bES
équation dont la solution générale est
y = Ce”t+ Be?t
= : — y = — (À + Chert+ Be?!
Pour { — o, on doit avoir :
ASP D EEE MAC DOM AT CAD = Ye Donc :
BA tan 08 —4y, 3B—a +8 + y,r 30C— 928 — a —7
RP ue tre P te s 3 RL Een AR EU Bag = ER en Re y 2 { 2Y—2—$ ; 2 — A UE 3 e
ce plan passe toujours par la droite
XL — Y —7Z
gr. La méthode de Laplace, pour résoudre les équations linéaires dont les coefficients sont des polynomes en x, du premier degré, consiste à poser :
Pi y =] f{:) es dz, intégrale prise sur ur contour fixe, indépendant (à
der “ = | ffeher cd, ce = {À te) era x a — À ÿ — xy = (2) est (az? — 4: — x) dz.
Cette intégrale représente la fonction f{z) e** (2° — 1) si l'on
choisit f (2) de façon que
JC — 1) + 2zf() = — 40 ME NN te Tu HENI RER EE TT" f() (
T° r Qi et L'intégrale
gr — 4z — x) dz — y ) (z° ae
fonction uniforme ; sur tout contour fermé qui ne passe pas par les
CE ip ( 1? est une
: 5 F ; sas Ée e* points 2 — + 1 cette intégrale est nulle, y = | cree dz RÉ
est uné intégrale de l'équation donnée. Si le contour comprend le seul point singulier z — 1, l’intégrale est égale à 271 multiplié par
— + Si on pose z—1-F/, On a:
le résidu de ---- GB e= 1 ; fc 15 648 MR = pet fi ce + = Dr 8 db Ac (z22—1) (2+1) 85° (+ ie )C # La JE
Pour z— — 1, on a de même R, — + (x? +. 3x + 3).
L'intégrale générale est ainsi :
y certe? — 3er + 3) re (aps)
Deuxième méthode. On a successivement :
dy , dy NT Dm: dy dy AB 008 A TOR PRE DS IR en 3 2y ô ; 3 ' D PTE NÉE Ie PERRET RTE TRS
T D) a le dx* dx? dx?
En ajoutant la première et la dernière équations, on a ::
a(os say y C1 20 à ;) sf (TX ve de) it (Fr _- da)
dx dx* dx? de ” dx dx" dx d5y , dty dy : 2 NS arr um Tv A D — VY = di dx" dx? /
équalion dont la solution générale est
y—= et(ar? + bx + c) + (ax V'x Æ 6) dy der y ee —e"(ar?+ br +c+/{ax+2b+oa)+e-"(a'x?+b'atc—fax— 2b' +20) dx?
— et (ax? + bx + c+a2ax + b) — et (aa + b'x + cc — oax — b'}
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES y sera une solution de l'équation donnée, si l’on a les identités :
Ga! — ab!) x + 4(b° —c!') — 0
(Ga + 2b) æ + Ab + c) —0 pis 0e" 00.
RUE
dz. dz, Zi "’ + za fra = (z172 - 22Y1).
La somme est nulle ; &,%, + y,y, + 2,2,, ayant une dérivée nulle,
reste constant. On a aussi :
d _——% , di (Pazs Ya) — Vi — h? (ZiT2 — 122)
a) = Vi RE us — 2) + AU — y)
Y1T2) — k(ziT2 ee L122)
qui montrent que æ;, ÿ:, z, forment un système de solutions. 2° Des équations (1) on déduit :
dx dz
d? , PRET
lt?
VITE
d Equation qui a la solution générale :
y —=Acost+Bsin!
z — fra — Ak sin { — Bk cos t + c ke
se 24 dy = eee La ] — — — — (re +) = vi (4 sine B 008 ÿ —
RC rrer
On aura, en particulier
DR NT cos 1,0 y, = Sim, Ms cost
À, — Vi — k? sin 4, NANCOS NE, A TO Hè UT TTS
Tarn h, Ne 0) MT FE
3° Si la première équation (1) est remplacée par
PV = 9(0) on aura dy / HET 2 2 EL AR ONES TE DST AVR 2 (y Vi + of) — y = -— y — g(t) Vi — Si on pose
y = u cos { + v sin {,
où u et v sont deux fonctions de t, et
u' cos { + v' sin { = 0, on en déduit :
Y—=—usint+vcost, y"— —u cost —vsin { — u' sin {+ v'cost y+ y = —u' sin t+ v cos 1 — gt) ÿr — 2 u' v' ———— 5" Sn deco U)NRS
ce 2]
u = | g(t) sin t V1 — k? dt, Dee = 1 o(t) cos 1/1 — A? dt.
En particulier, si
ft) = — a ÿ1 — 2 sin (kl), On à :
pe RUN, ut) fsinisintt=a z À fcos(h—ntcos(h rt
= (k + 2) sin (k— 1} — © (k — à) sin (k+ 1) + A
v=a(i—W) | cos {sin ltd —a ” ; Jin )e-+sin(t+1)pdt=
== (k + 1) cos (k— 1} + © (k — 1) cos (k + 1) + B
y = u cos { + v sin { — a sin kt + À cos t + B sin {.
Ce résultat peut aussi se déduire de l’équation y" + y = ali — À?) sin kt
en faisant la substitution
Y—=ecanñe On a ensuite :
z — [pdt = — a cos ht ++ Ah sin LB cos 4 +
CL (ke n a) RS une Pons
Dir /1 — À?
93. Si, dans l'équation sans second membre, on pose y on a, en divisant par æ”" :
nn —1)(n — 2) + 2(1 — ajn(n — 1) + an — 1) —
(n — 1) (n? — 2an + à) —
ce qui donne les solutions y = x, y — x", et y = x‘Lx. Si, dans l'équation complète, on pose
— AzxLze + B, on obtient :
Ax(1 — a)— a B—br+ce, À —
la solution générale est :
b C De 2
où &, 5, y sont trois constantes arbitraires.
AC RATE
En prenant les dérivées, on a une équation différentielle entre æ éLy
nb OS ca Æ 12 PE PTE AGEN ET Pt — 3) : We 2 — y = SE (y? — à) (e + 37°).
La solution y"? = 1, y! — + 1, donne, en tenant compte de
l'équation différentielle donnée, y = Æ (x — 1), C’est une solution singulière, que l’on obtiendrait en exprimant que l'équation donnée en y a une racine double. En supprimant cette solution, il reste :
S1 x est considéré comme fonction de la variable y', celte équa-
; RTE L ONE fs s tion est linéaire entre x et sa dérivée dy L'équation sans second
membre aurait la solution x — cy', Si on pose x — :y', l'équation complète devient
Ÿ T5 — 3", Zz — 3y' +00 Li DY A Cye
De l'équation différentielle donnée on déduit :
Si y’ est un paramètre variable, ces deux équations représentent la courbe intégrale. Les dérivées de x ct y s’annulent en même temps si 6y' + c« — 0. Posons :
c € 13 4 c A" y+i=t x—3P — —, y=n—id+t+(s).
Si on déplace l’origine des coordonnées en posant :
x Eee SN de a ris PLV S CT NN At 65” on a la courbe REC Te, SR OO EE EX 2 D] BAL D ESTT ; cl si; V5
la nouvelle origine est un point de rebroussement, la tangente à
, EVE r NES l'origine est Ÿ — — G À.
En particulier, pour y! = 0, { — a IN . Les conditions de l'énoncé donnent c — — 2, VE JAM : 1 | z—X—;, :
S.26 | y= Y\ — te or o , DÉC x Macs Xi sr V3:
: /X Vie + \/ _ | / 3 [+ 76 A = y La valeur S x , X ANUOUN VAR ie ce ET / augmente avec X de À — o à + ce. L'autre Fi L AMAR HORAEES D e valeur augmente de X — o à X — 3, puis diminue et devient
"LR 4 : 3 à négative à partir de X — 3° Les branches sont paraboliques, 0y est la direction asymptotique (/iq. 4).
96. On peut chercher si l'équation peut être vérifiée par un polynome. Comme y n'entre pas dans l'équation, on peut chercher
, Al L4 ? d > 4 F 4 d'abord à déterminer y . Soit ax" le terme de degré le plus élevé
d 0 ‘7 C2 | 4 de de , dans le premier membre de l'équation, les termes de degré le plus élevé sont : afn — 5)x"+% + 9x°. Pour qu'ils puissent se réduire 1l faut, oun —5,ou n = 2.
Posons alors :
ly à D = a2t + bat + cx + dx? + ex + f.
En substituant dans l'équation, et écrivant que les coefficients des puissances de æ sont nuls, on a :
b+a—=o, CISND0: 3, the, b+f—o
et trois identités. Le coefficient a reste arbitraire, et l’on a la solution générale
1 , ; . — 8x? + af — xt — x +1)
x 1 ve x?
NS er
Cette équation représente une courbe qui passe par l'origine si b—0o, y — 6x + a(5xt -— 4x — 1)
o est un point d'inflexion, si, pour « = 0, y" = — a = 0. Ona la soluhon = 2.
En posant y — ax°, l'équation différentielle donnera
(a? + a)xt — ox(a + 1) — 0
elle est vérifiée si a = — 1, y = — x° est une solution: 2° L'équation donnée est une équation de Riccati, qui doit se : : MU AT l ramener à une équation linéaire, en posant : y = — x? + -. On aura, en eflet :
dy 1 dz y(y — x?) — 2% 1 -— 322?
D = — où — Se 9 Ve TL OEM dx 2? dx Le z?(1 — xt) dz Le l
uU -, elle donne
, dz L'équation, homogène en z et, aurait la solution ————;, Si
on pose, dans cette équation complète
tù
du er 6 À ,2
dx Sr
3° Si, dans l'équation donnée, on pose y — 4x - b, elle donne :
ai — à) = — ax + (a? — be? + 2(ab — 1)x + L°
qui sera vérifiée, quelque soit æ, si
b = a, a? Are
1, on a les trois
fa ne STE ss
Soit se his ad Le À ia 2 — 2 2)
solutions PR A an EG Ve à 1
En exprimant que le rapport anharmonique de quatre solutions
est constant (propriété de l'équation de Riccali) on aura la solution
r Lé générale y :
0) nd Le MEN Ye CET Ya æ(1 — &) +1 — x — Ta? + 1 RP ere D 'AN Fom oi —am + ca— x) cd —x ot c' ét ee ü = ————.
98. Si y — 5 + 7, on a l'équation Got 2, (T°+3 +1 +): He 3x Pr cg +3 Deere
dz ‘{ SÉsie æ+1 1 RE —(:
Cane PME æ° es ?
EUR ST RES rt et CUP A CE
— —.,— On appelle équation de Bernouilli une équation de la forme
AT mix) E—101
Ici n — 3, et il faut
xt 43 ; T + I JG) =$ — 3% ire FHforu T3 sb œ ES _:3{x +1)? 27(x +) On a alors :
dr, (es 2 ARE ER RRr dx x° T2 dx xz? FE du u (rit) AN g—.
et, en posant Ga AQU ES ET Equation linéaire, dont la solution s'obtient en faisant la trans- 1308 4 à : L — - où c serait une fonction de x. Ce qui revient
formation u — D
à poser :
dv VNERENDEE L'EAU à ‘ lx ( ) dv 1 — —=(t +2 + -}dx v' x I x? c | — —, = — + 2x + Le — av? 2 2 AE x FE ; S
V6 — x? — 4x — ol
z dy 1 dz z à OR AUT® ;
G:SLON DOS VE he RES ARE 99 [ J x da x dx
dz $ y —2+2=a(z — 1) dz dx 1 1 \ dz 4 pl A | pe LAS Er Las ( )(a ) œ %— 1 ZM AU
z — Œy 1] z Ty — a
nt à |
1 — acxtTi
VE ) 1 — cat 1
Si a = 1, l'équation qui détermine z devient
LAS PR à CAR Or € de SON is (rca
100. En remplaçant y par x", l'équation différentielle donne :
1\? Fi — (an+:) et + n (n + si) Ti 0, nn = — 2 A
on a lasolution y — ÿ . Si ON pose y == ve , l'équation onnée PA . æ
devient :
He SAMU Le æ (1 DS MS PE ANS ZUNE e DER LA 1 1 HOLD DJ A4 -— à 27 dz € ee 7 20 . ( ) [ ÉD ee — _e EN av CG arc sl ant STE dx V rs x) \/1 — (ox — 1} C ; c' PES arpieu (met joie Ve Ve
cette formule suppose o << % << 1. Si & n'est pas compris entre o et 1, la solution peut se mettre sous la forme
+ C 20 urnes d s 22m /a(x — 1))
de V/x(x — HR tr 1)? — 1
pa — \ !
= AETENEE Vrix — 1) arr :
Vr Ve
En posant MIXTE, dde LA AS ET
l'équation différentielle devient :
GROVE 45 + dB MX (al OX a br CUMY 0,
on peut choisir & et {5 de façon qu’elle soit homogène, si
az + b8 + c—0, a3 — bi + ce = 0 be" — ac à ac! + bc (en 5 es). MT a? + b°?° £ Sn A €
aiXdX + YdY) — b(XAY — YdX) ad(X? + Y°) __ XdY — YAX RCE CRD CES €
A à b Y L(X? + Y?) — 2 arctg y He.
Par un déplacement déterminé de l’origine, on ramène les courbes intégrales à avoir, en coordonnées polaires, l'équation
œn TU |
Une rotation de l'axe polaire OX, autour de l’origine, ramène
celte équation à la forme
spirales logarithmiques que l'on peut faire tourner arbitrairement autour du pôle.
Si On pose y D) Ant
et si on écrit que l'équation est vérifiée, le cocfficient de x” donne
la relation :
(n + 1) (p + q -— nan = (p — na.
Le degré le plus élevé doit être n = p, car alors a,., — 0, on
aura. :
p(q +- 1)a, ile (p — 1) (art a)es ans
2(p + q—1)a = (p — 1), (P + q)u = Pas-
Il suffit que p soit entier pour qu'il y ait une solution ainsi déterminée LE p(p—1)...(p—n+a) a do.
Si on pose y — e’z, l'équation donnée devient
d?z dz D RU D EU D Rs STATE EU Si on pose x —= — |, dr (Ne dz VA d?z FRERE" À dx? dE’ on a l'équation d?z
de même forme que l'équation donnée, qui sera vérifiée par un polynome en {, ou en æ, de degré q, si q est entier. Si p et g sont entiers, la solution générale sera de la forme y = cP(x) + c'erQ(x).
; : rte d?
En retranchant les équations, pour éliminer LRO dt
ID: hr UT dy TT vue ù e 2 ne ) me ox ne
[l'est facile de vérifier que c’est une solution commune. Si on pose
< — Vi + x EAU Ù [/ ! I LEE (2 —- :) les équations deviennent : Ft é qui donnent : ra PAR ALAUES RE PRE à 2 \/x x \ 2'ERaoTE PR CREF'E, et C — gs 2, ==. eVz, Ch ceVz + ce 2 Væ
À à se : é 104. Si on pose y Di ax", dans (E:), le coefficient de x" sera :
— (n + 1) (n + a + denis + (a +) (n+; +a)e = 0. à
On aura l'intégrale
= Yo = v(a, æ) art
(on + 1) (an + 2a +1) g fn+ij(u+a+i)
1.3...(an — 1) (aa + 1) (2a + 3)... (aa + 2n — 1), nes QI (2a + 2) (2a +- 4)... (2a + 2n)
d Es Ve dat: SES
Un —
Fasryx. — Anal. — I 12
La série y, est convergente, si | x | < 1.
En remplaçant n par n — a, ou, en posant
co y > outre, (o)
on aura __ (2n re 1)(2n — 2a+1 ) 14 Pres 4(n à à 1)(n — a + 1) bn, by —"1 he Leau(an en à) (a — 29) (3 — 26)...(an — 20 — 1) nie 2.4... 3R | (2 — 94) (4 — 2a)...(an — 2a) ou Y, = 2x7" 9(— a, x) 00 3 À é © == SN sai Be 1 moe M, n 2 2(0, æ) Dai! SR: ) æ.
Pour avoir la limite } de
(ax) — #(0,2),
pour a — 0, on peut développer a, suivant les puissances de a
d = (nier D) [id sa(r — 2 LCA ÈS 2.4Â...2n S polie RON RD = ASE
MorrYy 1e PO TE) — pair) 1— x 4 RES a ds g(a, æ)
g(a,æ) — g(— ax) __ g(asr) — v(0,x) | p— ax) — (0,7) a a a
. . . . 1 a a Te . h a pour limite 29. La limite de ——— , qui se présente sous la O » e à és L4 forme © =, s'obtient en prenant le rapport des dérivées, par rapport
à a, — x7'L = ou Lx, pour a — 0. La limite de 2000 e LAPS
P,0, æ)Læ + 2p —
RUES) an [Le +4(1 14.1)
Ad
3° Si on pose
1 dy dé dy d pe î t de ta var? dx? dt? Je dt
l'équation E, devient :
a dy (1 — 6 TRUE a + t— al) -5 + —
di 1 Et, en posant :
; dy PAutTE pe T y — T4, ar di Vt + VrE.
on a, aprèsavoir divisépar é (/L :
ŒT dE 2a — 1
AT — rx ((@—2)—a+a) + r ARTS
Cette équation est identique à l'équation E_,, elle a donc les solutions
D D OUT, — ele Die LL Tr
Il en résulte, pour l'équation E,, les solutions
4 \ Mrs (—ai Leu t e(a,> xl:
4° Pour a — 0, on a l'équation d?y (E,) fe — 1) 9% 2 (am — 1)
sa solution générale est
y = c{(0,x) + c'p(o, x)Lxz + 27°]
Yi
pour a — 0, » et +’ sont deux séries
, 0 Yo AS y est la limite de —
convergentes si | æ | <1.
Si|æ|>=>1,0on peut appliquer les mêmes principes à l'équation qui donne T, lorsque à = 0, elle aura les solutions :
g(o,t) et 2z(f) + &(0, t)Lt.
F0 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE L'équation E, a ainsi les solutions / / I I I 1 I — #(o, : ct —— (#2) — % Lo, L]Le |
ces séries sont convergentes si | & | > 1.
Pour étudier les solutions dans le voisinage de # — 1, posons
1 3 DUR dy d'y dy
En posant ÿy — {x, on a
dx dx 2 dr — _2dt" — 9 È LP. PRET € ja T (+ I l 1 + (?
Lx — 2Lt — L(i + 1?) + Le 5 {2 y? À 23 ce An Ter TE ee En
/ TA: lv (@) be 3) Be 27(1 4e a (1 te ae (44 2 3t*) 9y° + 127 = 27lG + PJ T4 + 278 + EP}
expressions identiques, l'équation différentielle est vérifiée. On a :
dy a 14% LUE dy dx us dx . é :
l ET di eue, . to { = nie x —arcigl — ec, L— tg(x + 0)
3 sin(x + c) —_—— Lo »2 _— TE" Y< 79 8 CRD NRC" CEE 107. On a :
EME ENS RoC et a A ie (a) 2 “ 3°
de — deyir di de ÿi
Il doit donc exister une solution y — y1, vérifiant les deux
équalions :
dy 2 ai me dy , de y CE Sp SD 2 UNE À dy dy de Pas TP ou :
A UN dy RCA AEMEN 1:
(jen, Gers
dæ
On en déduit :
dy = HS t 1/ dx PP à E
où ÿq peut représenter les deux valeurs du radical.
PS EN dy y- HE dq AS | iQ n.) dx? dx Vue RE à rage > Vq dx
d’où la relation :
dq Ua dr Ex di Si cette relation est vérifiée, on a les deux solutions + [Vq dx bia Supposons p :
S S une PP Î de de} 24 d à de LE onne — Aax>?.
dx Ge 1 4 L'équation :
d?y 1 d 1512 # 2 — + ax dx? a dx FRE a la solution générale ? Va , —x?Va
Mr nice pr a Si a est négatif, la solution de l'équation
dy 1 dy ;
y Ve mue ax? , dx? æ dx ess
peut se mettre sous la forme
y = c cos (ax?) +- & sin (ax?).
108. Si on pose y — x", le premier membre de l'équation s'annule, lorsque
nn —1)—92n—4—=0o
Ni LRO ORERTT
Posons PUR EI DTAN ct L'LNEAITIIEQ on aura Vi qux" — var?
y = 1aux? + avc? + Aux — vx?
L'équation donnée devient :
Que —v = x sin x + (a + bx?) cos x
æ sin æ + (a + bx?) cos x D
u'x° === — v'! mr
——; ft sin x + (a + bx?) cos & dx — a . n0
LA el 1 LL = —;%sinx—-pasinr + (sinx— x cos x) +e
1 Rue à . dæ u=} fine + (a + bx?) cos T| 3°
Si on développe suivant les puissances de æ, on a :
$ 4211207" 1 su — | (£ OS RER PR “dx
1 6 2AÂT
Le seul terme qui donne une intégrale non uniforme est a — 19 — } En LV Il faut donc que l'on ait :
Dans ce cas, on à :
I æ sin © + 4 cos æ +- b(x? :
ET
cos x p Sin — 5 cos æ 5æ* 5x*
F7 # sin æ sin æ y = cat + ext — —— — b|cos x + 2 put
PES CLÉ RC ET U'T
AGREE de it Ath di Pour æ = — 1, on doit avoir c — 4, c —7T—1 1 + x? + A arct 1 + t° + 4 AE t=T— arcte tr = + — a i° ) à e MAUHRERTE
Les points singuliers sont x — + 1. Si are tg x est la valeur de l'intégrale sur un chemin déterminé, en faisant d'abord le tour du point æ — 1 on ajoute à l'intégrale la valeur 47; et en faisant le tour du point — 1, la valeur — 47, car la fonction
ASE 4 1H (æ—+i) (x —1)
a pour résidu, = pour æ = i, et —— pour æ = — 1. On peut ainsi
ajouter à y un multiple de 47.
En ajoutant les 3 équations, on a
z + y +2 V3 sin ti.
En retranchant les deux dernières :
dy . de dr J = ra. dx A ON AD MN Ce ii cos 1 dt de V3 +:2—7y—cost Q ÉD à L'ÉMNES 1 ° 3 EN DE 0 ET RE cn 'È de Vt SP Proille EL — xV3.
L'équation dx dE ++ T0
a pour solution :
= MCE D sin dx = Pr GE Yr—2— di V3 — Cos { — (bV3 —— 1) COS { — ay3 sin
Yy+2z—=V3sint—x— — a cos t — (b — ÿ/3) sin t.
On peut aussi remarquer que y et z ont la même forme que æ, à cause de la symétrie des équations. En laissant les six coefficients arbitraires, et en exprimant que les équations différentielles sont vérifiées, on peut mettre la solution sous la forme symétrique :
x = Fe — av3) sin { + (b — c) cos {
V3 Vo (3-05) sin {+ {ce — a) cos l le sin { + (a — b\ cos!
VE
oùa+b-+c—o.
Si On prend la dérivée de l'équation
On à
ly
dy' ( rs en remplaçant Le par y’ “=, et en considérant y comme une foncda “ dy
tion de y’, on a l'équation linéaire :
d: : 2y' y! \ É—u(%r) D) NO deco — 94 34 — + —— +0 (SEM me 7) 3a 24 C De + = —
On en déduit :
pa
La courbe intégrale est représentée par les deux équations
2al cl 1 + 3? c GE V0 cer 0 CT RE EP Er er où { — æ est un paramètre variable.
°Sil— ©, x — —0c,y—o. La langente parallèle à oy, qui correspond à { — ©, est x — — c, elle coïncide avec 0y si c — 0. On a alors la courbe :
2al 1 + 9 TNCÈE Ep PRPATE y dx 1 — 3l? dy dx CÉMRENOT EATR UP Ie PR QI)
Sion change { en — {, on a deux points symétriques par rapport à
0Y. Si { varie de o à V3 , X augmente À J
ne /3 \ 9 deoàgay3, y augmente de a à a.
SV S1 { varie de — à œ, æ et y dimi- V
nuent Jusqu'à zéro. La valeur { — -= ; \ 3 (a) de
correspond à un point de rebrousse- Fic. 5
ment (fig. 5).
. , [ À là ; 3° Le triangle formé par les arcs 0 À, oA! et la corde AA engendre, en tournant autour de oy, un volume égal à
Ja V3 - 8 1 — SÈ EN RNA QE RTE 21e V, 54 rx? dy — 8xa le ie DY
L'aire comprise entre l'arc ABA' et la corde AA’ engendre un
volume :
à 3 LAS 3 V: “he ra?dy — 8ra 1 GE dl.
L'aire comprise à l'intérieur de la courbe oABA'0 engendre un volume égal à la différence :
AN RRANAE SNS Da NE CRuE Gun) Pdt.
a 86 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE
Si on pose { — cotg & T
W— Sxa* f (3 cos? a — sin? a) cos? « sin? &da Ô
+ ii (1 + 2 cos 2x) (1 — cos 22)? sin° 2xdx
ae TA 2 — [ (1 — 4 cos? 24 + 2 cos 24 + [e]
+ 3 cost 22 — 2 cos” 22) sin 22x44
3 I — SJ (1 — 40? + 205 + 30 — 205 d9
CNE Ta l ” o 66\° 191 à LE TPE ER ES EE 8 3 Ft 5). 15 112. On a NRA 00 = te | es W/z cos eee f PCR Riche LE D ps Le pe È \ 4 Lie) A . 1 (£ e7 * sim za) x | (- Vz4- ) sin (24° dz T PC AN PT A 4 2 Vz et comme ÿz e—* est nul pour z—0,etz—, ADO di LOTUS TT FN ee e-= Vz sin (zx) dx.
De même :
l CO 00 Vz D — [ es ÿ/z sin (zx) dz = | eT = et cos (70)
LE
25e {= l — — {| — 2 + >) cos. (zx)dz I, 2 me) Es
PY ES EU —5ÿ% / 7 Lt il e5 Vz cos (zx)d
On a ainsi les deux équations :
Tr — +-—=ea dx dx 2 U
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et
d(u +- av) dv — au) u +- av ———— - + —— = dx dæ 2
PR one So quiet cons on peut choisir la const AÇON Que
tant, 1l faut a? — — 1, a — Hi, On a ainsi :
… d(a + vi) u + RE ce ter 0 da 2
y et z sont des fonctions de x; on a
y’ as ZY
p1! z'y + y'z ee am Ay' ar By G'+By=—(+Aÿ=— (+ Apr.
En divisant par y, qui n'est pas identiquement nul :
gi + 28 AZ + BP 0.
DUON AE ! ! Ve ge nrgioé a Ve PTE EPL PE RMS RE Y1 [ RE » lv l'y ar , Lu = Li — yiy3) — 217 14 I! 1 ne RE 1) J'1 PRET ? / ?’ 4 t 4 p H da Fo aa 1 Mais DRE A Gr PE Ya = — Aÿs — By; "M !
uU * V—= -——AÀ — 2" — — À — 27, u 4 à DA ARE + Aires En exprimant que z, = — -—,— vérifie l'équation de Riccats
précédente, on a :
vd — — + A + — —2B—0o 2 2
c'est une équation de Riccati, puisque leur forme générale est Y+XY + X,y+X, —0o, où X, X,, X, sont des fonctions de x.
20 1* Fa , . , A .
DST =; est une fonction donnée, on connaîtra la fonction
v — 5, et on devra avoir la condition
(x) u—ax + b, ee 0, 2B— A ——— (BV trac), v— Ja ls ar, aB 2 Mg"
shax et — eat A?
(y) u— ns gr V—= — 20, 2B — A — — ——-00?
ch ax er + eur 2 1 A2 :
(nl U—= — -, 2B — A — — — —..
L'équation (1) prend alors la forme
! 2 y'+Ay + ++ D)=0 ANNE EE RP
et si
= =2, Z++Az+-+—-+D—=o
Soit z + à Eh, >
on aura
Ge QD 0:
Dans les quatre cas considérés, on aura
(2) D — 0, 5 + dæ= 0, s=T+e
ÉTAPE PL do elle Co à
T RE ap y = L(x +0) Sd +e
do f)
OHUDE=— a, Éreepte QU SU arcig=—=c—ax
na ae (ent) Ly=Lens(e— a) — f Dd+e ART SA ES _ DE du) (9) D——c, g—% +dæ—o, Li = 207 + Le
! Â + ce?ar e—?ar 2ar Li a— Sur — =. Et ue ù 2 l + ce (3 té Tdi CC Re N 1 = | ; de _ Ac e" #4) + dE et + cefor) + c! — A Le / ° — — Lee FE 0 5 Dee AA AP RARE En posant :
1 1 ont on à RCE
Buse Tr (PA SA LL 0 ee lTr, HR in Te)
D NS A NP EP NN AT Ti A SE RAR TEA, Ly Lt + Lic+ Lx) fur
Si À est constant, dans les trois premiers cas, on a :
Az (a) = (Pre )e ne LS (8) y = (c, cos ax + c sin axe ?
et rte) (x) TTC Ur SAT ef C
# : 2 Dans le quatrième cas (9), si À — THON à
Vél GaeeeLe,.
Si on différencie l'équation donnée, on a
FAO EN Li CRE dy! Le TL 12 14 14 or dx (æ y? Es Bat à ES ie
La solution
Tormée des deux droites
JET En Es, a ain HO GE Ce
En supprimant cette solution, il reste :
(Es ) . y — de ER
En considérant æ comme fonction de la variable y’, on a : LE FE 3 dr équation linéaire, dont la solution générale est
Z—2CY + y?
De l'équation donnée on déduit alors :
‘ 2 -} l DRE Re JPA PS TE
Ces équations représentent les courbes intégrales en fonction du paramètre y. La courbe passe par l'origine si l’on a, en même
temps :
pe NA nt ; Ad 2 13 EU yY'(ec+y)—=0, c(1 AN Ha FU SI D @ CE > . !
Si — — SC, TR ie
Cette équation n'a qu’une racine réelle, que l’on peut calculer par la formule de Cardan
POULE — ;»0na la courbe :
Be le, Néon F0 pm
qui est langente à ox en o, et coupe
oÿ au pomti— 1, x —0,} —;;
elle a un point de rebroussement B
bee mes ; ; sur cette courbe, on a Fa. 6
dx — (2t — 1)dt, dy = (at — 1 tdi ds — (at — 1)ÿ1 + Edit.
La longueur de l'arc OBA est :
= [ (2t— 1)1 + Edit — D PR NE NT VER — | 1 + td(t?) — | dt — E LFA 2/1+È 24 :
EM re = {3 « CP na es. ES
HR) 6 ER J
L'équation Le ;
a pour intégrale Y = © cos { + © sin {.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 193 d 0 ET 2: IN CAUSE MÈRE ETF DE [2 FANS 12/N !
2° 2yY OC Re y CR ff)
c'est une dérivée exacte, quelle que soit la fonction y de æ, si l’on a À = — ff, valeur déjà trouvée.
Dans ce cas, l'équation (1) devient
d(y'? ( Et D 4e st
2 Fo ue ru 2Y}
LAN dy
f(x) tee) RE Dh: D 4 à arc sin ® — rie)
c'est la solution déjà obtenue.
On a
y = (x — ) [”roPcoa + (x — ) [roc
7 = [JOPO + (> — DftP( + [ro + + (e — Df(x)Q() = 2f(e)P(e) + (e — a) PQ) + JP(o)] + 2f()Q(e) + + (e — bi (@)Q (a) + fe) Qc) et :
J(2) = f(a)aP(s) + 2Q(e) + (e — a)P'(e) + (e — b)Q)] + + fe(e — dP(a) + (e — DQ(n).
Pour que cette relation soit vérifiée, quelle que soit la fonction f(&), 1l faut que l’on ait les deux relations
2P(&) + 2Q(x) + (x — a)P'(x) + (x — b)Q'(x) = 1 Ce — a)P(æ) + (e — b)Q(x) — 0.
Fasry. — Anal, 13
La première équation devient : P(æ) + Q{x) — 1.
PP RRQ) Rene
ptCe DE dr Ia
ie SH RESUME = | FD dat + ET f(E) ( — a)dt
y est la solution de l'équation y” = f(x), qui s'annnle pour += a, et pour æ — b.
117. L'expression RPdx + RQdy est une différentielle d’une fonction F(x, y), si l’on a l'identité (RP) _ à(RQ)
Ôy Ôx
car ces deux expressions représentent
SF Dp
DR ER et TRES
OTY OYT Si R est une fonction de u — y? — x, et R’ sa dérivée par rapport à u, cette condition devient :
SDS AA CARS 5Q ôP HE NT
KR spye 0
Il faut que le second membre, comme le premier, se réduise à une fonction de ÿy* — x, on a alors :
BAS cliPleu.
Si P— (27? — 2x — rer + (27? — 3x)e” Q — 27e? + 2x(y? + y — x}ev e — È = — 2ye — (2y + x)ev 2Py + Q = 4y(y? — cc} + 2(279 — 2x7 + xy? — her — — Âuye® + au(2y + x}ev
èQ oP R'_ ox OP ME R 2Py+Q 2u LR EE IT RE
On pourrait multiplier R par une constante, mais on peut la choisir égale à 1. En remplaçant & par y* — u, dx — 2ydy — du; on à :
FPE OP PE Ode Vu Vu — 2 Vu 2yer"—u + (ay + y? — ue dy — (ou — 1 )ev*—u + du
LES Vu
Pour intégrer cette différentielle exacte, on peut d'abord supposer y constant, dy — o, l'intégrale est alors : CR ra 3 PP NURT AERNE
En formant la différentielle totale de cette fonction, et en comparant à la différentielle précédente, on trouve
L'intégrale de l’équation différentielle Pdx + Qdy = o est donc : eu Vu + (y? — u) Vu = c (er + me)Vy —x— 0.
118. Si on pose æ = {y, l'équation (x? — y*)dy — xydx = 0 devient
(2 — y?)dy — Etdy + ydt) = 0
ydy + tdt = 0, +=
on peut représenter cette courbe par les équations Ve 0 ain Ÿ, De 4° sin0 Cos.V GA VE Ou, Si tg Fi een ,
2 al ti — À)
RANTATET À RÉ TOME YU
ce sont des courbes unicursales du quatrième degré. On peut supposer a > o, car la courbe reste la même si on change a en — a.
Elle est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. Si on suppose x et y positifs, l'équation :
——— ., dx _x?— y" a — 27?
x — y Va? — y, —— DR es) PR OR NE Er dy xY Va? — y?
4 a 1 montre que, lorsque y augmente de o à y; ta, & augmente de o à —, puis diminue jusqu'à o. Les parties symétriques donnent deux boucles fermées, les tangentes à l’origine sont les droites x = + ay. L2 L2 L! T 3 L LJ L2 Si ÿ varie de o à — et 7, le point (x, y) décrit, dans le sens positif,
la boucle qui correspond à y > 0. Si Ÿ continue à augmenter de rà2r le point décrit la boucle symétrique dans le sens négatif.
Si a augmente de oc, les boucles sont de plus en plus grandes, et ne se coupent qu’à l’origine.
l l 1 + — 1] — — 1 ia V3 Le V3 1 I \ (La) eo) al la NUS RNA US ENT RE 2 2 2 2 ler ce 7 A Va A ES Var 1 FE — L(2z +1 L —L(z+ 1), 2 ÿ3 2 V3 2 )
Sur un contour déterminé z,z, l'intégrale est la variation de cette fonction. Sur un contour fermé décrit dans le sens positif, elle est
égale au produit, par 271, de la somme des résidus des pôles intérieurs au contour. Il y a 4 pôles
D RELAILS ee
Pour les pôles z — Æ : le résidu est la valeur de
1 A M à (2+z+i) TE ARS puisque LE] - Pour les pôles Lan CANIO RIRES, +iz+i1—=0o,
le résidu est la valeur de
VE O
Si on décrit la boucle supérieure, dans le sens positif, de o à o,
lorsque a 1,1 = 0.
Si
tà
si
RCA EE
on fait le tour du pôle z = it, on a [= — 71.
ne sont in
Sia > LES les deux pôles z — 1, et z —
. T térieurs au contour, | — EL
Si on décrit la boucle inférieure, dans le sens négatif, 9 variant de + à 27, lorsque
L'ME ON RE 0 0. SI da
I + x, si SU fes
Si on décrit les deux boucles en faisant varier Ÿ de o à 2r, on a
1 LA 3 fu 7 a we V3 . Fi
a !, L 4 13 Le À » ° a ne doit jamais être égal à 1 ou V > car l'intégrale n'aurait plus de sens, comprenant des parties infinies. 119. Si on diflérentie l'équation y = 2xy' + y?, on a: !
| | de os NOR R dy! we FFSA È
S1 on considère x comme une fonction de y’, c'est une équation linéaire, dont la solution __. générale est
AJ
RE at T y + PALLe Sa on en déduit :
; Î 12 ' 20 FO Là Y = 22% ES TA CC
Ces deux équations représentent la courbe intégrale en fonction du paramètre y. En supposant € >> o el faisant varier y’ de
x A VESTE — © à — \/3c, 0,4 PSE
on a deux branches de courbes (fig. 7). On peut aussi éliminer y,ona:
p=—2 + Vy+
ce)
= ay Sy = ay + Sa)
3C + æy —2(y + x?) (— x + y +!) (Ge + 3xy + 2x) — 4(y + x°)
on aura une courbe passant par un point {x, y) donné, en prenant
une valeur de € vérifiant cette équation. Il y a deux courbes passant par un point donné ; mais, pour qu'elles soient réelles, il faut que
Y+æ > 0 c'est aussi la condition pour que les valeurs de y’, déduites de l'équation donnée, soient réelles. Le point doit être extérieur à la parabole y + x? — 0.
La solution singulière s'obtient en exprimant que y’ a une racine double, mais pour y = — x?, y — — 2 x l’équation n'est pas vérifiée. Cette parabole est le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. Il n’y a pas de solution singulière
L'équation
MA At Lee
est homogène entre x et y, si on pose y — {x, on a:
J=i+ap = + VS ii ES 7 — tdt
Fo ORAN AT OEIL
Posons :
SAUT Pie cos 0, = si 6 dæ __—sin6 cos 9 d0 sin 8 cos 8 dd 2 — cost 0 + cos (1 + cos Ü)(2— cos) 1 2 sin Ü ge Te
3 Le — — L(1 + cos 0) — 2L(2 — cos d) + Le
D — Ve "ra810 00
(1 + cos 8) (2 —- cos f)}2?
ces deux équations représentent les courbes intégrales. On peut aussi éliminer 9.
c = 2°(4 — 5 cos? 0 + cost 0) — à? + 3xy? + (x? — y?) (e pi 3xy?)* —— Éc ru 4°?
€ — 2ex(x + 3y?) + y#y? + 32°) — 0
Deuxième méthode. — L'équation donnée peut s’écrire
JEU Tr
si on la différentie, on a :
1e 4 LT YU FR DA OP NIET RER AT Ven dyUEue, UE SAS PARNTE Si on considère æ comme fonction de la variable y', c'est une
équation linéaire :
RE Te
3 Lx — 3 L(1 + y?) — 2 L(3 + y?) — 2 Ly' + 3 Le tea Dee AE) L VAS an (3 + y one fe
De l'équation donnée on déduit
! 13 ARLES + Su sé 1 + 2 2 J (3 +y°} ces équations représentent les courbes intégrales. Pour les ramener à la première forme, il suffit de poser
) PERMET re y —=—cCotg E on a :
cotg :
NE RTr — x sin 0 FR 1 + cotg x RS e FO 20" TU TAN Joe 0 CL ADN Ter is Die Ne sin* ? cos? ? (3 + cotg? :) CIE) ) 2 2 2 2° Par rapport à la parabole &? — 2y, le point (x, y) a pour polaire la droite Xx — Y + y. Inversement, la droite y = mx + p a pour pôle le point X — m, Y — — p. Si une courbe passe au
point (æ, y) et a une tangente de coeflicient angulaire y”, la courbe polaire réciproque doit passer par le pôle de la tangente
"6 = Xy' + y ex xY', pôle dont les coordonnées sont X — y’, Ÿ — xy — y; en ce point Ja tangente doit être la polaire du point (x, y}, de sorte que son
coeflicient angulaire doit être Ÿ’ — x, ces valeurs X, Y, Y’ doivent vérifier l'équation différentielle donnée :
Y(i E Y?) + oXY — 0
ce qui donne, pour les courbes polaires réciproques, l'équation différentielle :
(ay! — y} (1 + &) + 2ye = 0 Ya + x)=7Yy(1 Ex?) dy 1 + x ir 1 dx y —2G +) e= (+) 3 3Ly = Lx + L(3 + x?) + Le VOTE").
3° La polaire d’un point (x, y) de cette courbe a pour équation NÉ D EE V/ex(3 + x):
L'enveloppe de cette droite s’obtient en prenant la dérivée par rapport au paramètre & :
:: 0 È Ée pR (é E . 27 \/c SEE NES Y — — V ane me SE 2 a(3 + à°)|* [3 + x?)]°
Il suffit de poser c — c'* et x — y’ pour reirouver les courbes intégrales sous la seconde forme.
L'équation sans second membre
Peer) bread admet la solution y — ex’, où ai — à? — à + 1 — 0, (à — 1} (x:+1)—=0o ce qui donne la solution générale y = cet + e(c'x + €”).
Pour y = ax +- b, le premier membre devient égal à b — a + ax qui sera égal à 3x si a — b — 3.
Pour avoir la solution générale de l'équation complète Morditn— (24e —4j#it 5x
on peul poser
y = cet + ec'e + ©) + 3x + 1) + eïz
où z est un polynôme tel que e*z rende le premier membre égal à
e(24x — 4). Comme le premier membre s’annule lorsque z est du premier degré, il faut prendre pour z un polynôme du troisième degré, et il est inutile d’y introduire les termes du premier degré qui resteraient arbitraires. Soit :
y = e(ax + bx?), = (ax + ba? + ax? + 2bx)
y — y = (Sax + 2bx)
ÿ" — y! = e(3ax? + 2bx + Gax + 2b)
Y" — y" = e(3ax? + 2bx + 19ax + 4b + Ga)
yY—Y —ÿ + y" —= e(12ax + 4b + 6a) qui sera égal à e"(24x — 4) a—92,b—=—1.
La solution générale est
= cet + ex? — Ha? + c'æ + €") + 3(x + 1).
Pour & — o, on suppose :
Vo Cr CS ai
Yu=—ec+e+a+3=—i Yo =c—8 +20 +c—0o UE De ee 3 3) y === Let + er (ax — 4x? + 50 — ©) + 345) RUE Par AE NA VE + 3 ES * £ > JE !
Pour æ = 0,8 on:a :
Ÿ nes 1 e 1,8 »0,8 - 0,4 — 5,4 + 0,464(1 es + 2. + a) — © 6,636(0,8 DE +R Faut — 5,4 + 0,464 X 1,337 — 6,536 X 0,8881 — 0,216: y’ — — 1 670,8 —_:0,636e08 + 3 —
CHAPITRE V
GOURBES PLANES
122. La distance de l’origine à la tangente Y—y—=(X— x est De D VT + y?
ce qui donne l'équation GQ—ay}=(G+y'asx où a est une constante donnée d?y'(a? — 1) + 2xyy' + ax? — y — 0
1 _—y Ha Ge DER (a? — 1)x
c'est une équation homogène entre x et y, que l’on peut ramener à une équation linéaire en posant
dt rare) € LIU rl = ER 14 Lx, 1 U sE:
DEN to Et 8 2 a?
Cie = = ° dx a? — 1
En prenant le signe + du radical,
en tas} QUÉË + 1 — 40?
rad # a(1 — a*) (1 + À) sb
Posons { — \/1 — a? te 0
ï. EN SE DER di a —3 d ap TRE ont ai HE) a cosÜ(1—a?sin)
l r s 0d9 es
le — . sin?6 a(i— sin? 5) id (= CE 040 — —( 1 1 ) cos db
sept de 1—sind “1-+sn0) a
NOR VER DET US VERT CU sin 0 — = —— y VEHi—a yy + (1 — a)r?
pe (REC RES) per) Vi + QG —a)rt — ay] \Vy + — ax + y,
RE OT CL TG — GE — ay)? = (1 — «) fu E A07
(1 — ax ou 2 (RTE — ape = ECS — y.
123. La tangente au point M(x, y) a pour équation : ets dr CV a 1 £ le point T a pour coordonnées :
Y — o. ru ar y
Le milieu de MT est :
X — x — in Y —Ÿ.
FO EE à Hp — Ne .
NS On, V=Rb (e D) Cette équation différentielle peut s’écrire :
d' () ps +i—o.
or » 4p Si æ est considéré comme fonction de la variable y, cette équa-
tion est linéaire entre x et . En intégrant d'abord. l'équation h " dæ __ 2x
omogène 7, — =, On 4:
Le — 2Ly + Le, Dec CyRS
Si on pose x — zy”, où z est une fonction de y, l'équation (1) devient :
dz __—1
dy — 4py
dont l'intégrale est
Si c —= 0, on a la courbe
La Lo à ARTE a LE Rd 0 deg 2 La pe DORE OT TMC EVE CAE AS
ay âp Il faut y > o, pour que x soit réel. Si y tend vers zéro, yLy tend vers zéro. st y croit de o à
æ croît deo à $.. Si y croit de
7è+e, æ décroît de ; ri GO, À l'origine la courbe est tangente à oY, la direction asymptotique est parallèle à oX. 11 y a un point d'in-
flexion (/iq. 8)
VER Pen ( ele ôpe* 124. L'abscisse de T est XP gun Ÿ
On à :
s à XY — (L) ou = VE 1: TL T c'est une équation homogène entre x et y. En posant, pour éviter
les radicaux, y = x, on a :
der odl
ou
système de paraboles tangentes aux axes de coordonnées. La
206 PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE corde de contact x + y — c reste parallèle à la bissectrice de l'angle X'OY.
La droite MD a pour équation Y=—yX + y + xy
Elle coupe la parabole Y*°— 2pX aux points déterminés par l'équation
(AY — ay — 7} = 2pX,
Cette droite est tangente à la parabole, si l'on a : (PRE PE ET ee p + 2ÿy! + 2xy"? — o.
Equation du premier degré entre x et y
dont la dérivée s'écrit :
Si on considère æ comme fonction de y’, cette équation est
; k Vs dx linéaire entre x et sa dérivée dy En posant
elle devient :
rs 2 MD LUE NES NA RE RE DR er MEET AT 24 VA PM 1 FETE, ANS 6yP et RE PE ROUTES E DA PERRU et de PRIE AE AE TL) 2y' CV) 3y!
En posant y — À, on peut représenter cette courbe par les équations (fig. 9) :
Ge — p P 1 __—€C , 2p BE Ta Ni she) AT
10PN + TX NU, pue juste
Le rayon de courbure
3 3 D OP On GT ea SR RE el ” cl°).
La tangente Ÿ — y —(X — x}y coupe les axes aux points
PACE JE et Y — y — xy'.
Fie. 9
On a donc l'équation différentielle
; 1 (y nr EC
ou
c'est une équation de Clairaut, dont la solution générale est formée des droites (o C— 1
Y—=Crt+a
qui coupent les axes aux points À et B, tels que OA + OB — 4. Pour avoir la solution singulière, enveloppe de ces droites, il faut exprimer que l'équation, mise sous la forme
ct +- ca — x — y) +y—0
208 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE donne pour c deux valeurs égales :
go Ty
Ces! une parabole de sommet x = y — F 2° Sur cette parabole, on a :
(x — y)(dx — dy) — a(dx + dy).
Le coefficient angulaire de la tangente est
— Sn mm" ©
Elle forme, avec la droite y — x, un angle “4
Îg a — 1 a
Tr gente)
En prenant ® pour variable, on a :
y —x— a cotg y, he SL + cote") a : a JE AM EDS RE à (CO PI to Les
dy = — ARE œ, UT a Rire
s 2 sin? ® 2 sin? ® Ne Mamans RL Ms Cu .2 $ asint® ‘Ÿ 2sin p
_ yasin°9
j i L L LA AE TUE ere ne cos 4 1 cose 1 — cos à
AE MURAT: a I 1 LC ?
S—= — - = > | — ——— — À, ———— Var 5n°9 4yÿa\!+cos? I — cos p 1 — COS %
cos ©
Enr AP HERE (2 85 — sin :)
3° L’équation différentielle des trajectoires orthogcnales des
lignes L (système de droites) s'obtient en remplaçant y’ par \! , . . ’ . .
mi dans leur équation différentielle, ce qui donne :
æ 4 POTENEE
"ere TL «d NA a irraas Pour intégrer cette équation, on peut d’abord la différentier, on à :
Hs
LOS UNC AT a MANS AT Ge y ou, en considérant æ comme une fonction de la variable y” :
F Les ay D LUE MMA CREER EE
Pour conserver la même variable, en remarquant que la direction des tangentes a tourné d’un angle droit, posons
On aura :
elle devient :
du _, 1 — tg° © ___ a (cos? © — sin* v) cb dp APR RATER Au ? h tg? 6 sin (2 —©) 2V2 sin? ? (sine — cos +) re cos © + sin % a fcosy 1 es PNEUS d'csl Ps FREE œ 2V2 sin? 9 PANDA PAU à * V V 2 lg © cos À
Fapny. — Anal,
nr à d — Ltg+e)
sin
L’équation diflérentielle, où l'on remplace æ et y en fonction de w, donne :
5 PMU À T 1 = sin (r—;) (Le
a RAT QE © — COS 2 Re 2 ee —- L 9 ir Cite 2 Vo 4/ \smo 2
Ces équations peuvent se mettre sous la forme a : ( Lt SA (1 — cotgw)|1 FR tale 8:
Ve : (1 + cotg )[: — sin ele — Ltg #)|:
Elles représentent les trajectoires orthogonales des tangentes à la parabole, ou les développantes de la parabole, que l’on obtient en portant sur chaque tangente une longueur égale à "c—s, ce qui donne le point :
a I — cot2 © . cos © (0) T'es Ur Cote)" de © sin ee MN OT AE n ge) + ï > ( me = a , 1 + coto © . / cos v (9 — (1 4 coôtev) —)a 2: mo le Re rE PE #\.
Par ve go}? - a 4e
Une simple réduction montre que ces formules sont identiques. 127. L’équation différentielle {2) peut s’écrire :
d 1 d s de D — 2ÿ) + 4h(z — }) I PM € Si on pose y — x tg « + Kx° d TR —Y——xtpa
On à a? tg? à + hhKa?+ x —o
qui est vérifiée quel que soit æ, si
aRK = — 1 — tg° 0.
COURBES PLANES | 211 L'intégrale générale de l'équation donnée est 1 +tg a , = gtga— T8 Ty,
2° L'enveloppe de ces paraboles doit représenter la solution
singulière. Cette enveloppe, obtenue en exprimant que tg % a une racine double, sera :
(ahx)? — (x? + Ahy)x?, hhy = 4h? — x?
On arrive à la même équation en exprimant que l'équation
RER dy | différentielle donne pour 7; deux valeurs égales, ce qui donne-
rait l'équation équivalente .
ou
Il est facile de vérifier que cette fonction est une solution de l'équation différentielle.
3° La solulion générale peut se représenter par les équalions :
He DICO: PET Ep:
où & est constant, on a alors :
‘ l By sin 4 — 2h dx cosa
Si & est une fonction de {, le point (x, y) décrit une courbe sur laquelle on à : 4
dx — cos «dt — | sin 2dx
de (sin a — n)t + { cos «da 2h
: l (sin M jt + t cos «dx 2h
dy
der cos à dt — t sin ada
au point ({,œ) cette courbe a sa tangente perpendiculaire à celle
. A = : dy de la parabole qui passe au même point, si les valeurs de}: ont
pour produit — 1, ou :
sin % —+) (sin 4 — D ja cos 2d2 À cos? {cosdt — { sin xd1) —0 2h 2h
( ra Fe FUME cos xda — 0 AS 1m) oh Fe
Fr \ OA:
(: A jt See (at sin dt + l? cos adx) — me d'é? sin a)
k? 2h URSS a 12h? oh
Les trajectoires orthogonales sont représentées par les équa-
tions :
; a A laut 2 Sn a 12h l {2 2ch\?
DE F2 A UT x l (an + & .)
Soit une tangente au cercle (1) æ COS W + y sin w —= R
Le rayon du point de contact, y = xtge, coupe la parabole x? = 2py au point Q
DER ni Me antrxs.
Supposons que x et y soient des fonctions de & qui vérifient l'équation (1}, le point M engendrera une courbe, dont la normale a pour équation
NE LS T0, elle passera par Q si l’on a :
(ap tgw — y}y + (ap tgw — x)x = 0 en tenant compte de l'équation (1), où x et y sont fonclions de w,
on aura :
x! COS w + y! Sin W — ZX SIN W + y COS w — 0
18 Si y' (4 æ SIN © — ÿ COS w de 2pt& w—7y x—2ptgw (2ptg w—7) cosw+(æ—2ptgw)sinw | dE = pig o— y, Y=T —a—pteu N LS PUS PAPA EUL es ET PE AT GIE
équation linéaire du second ordre, dont la solution générale est
Y = — 2p + € COS W + c' sin w
æ = 2p {ge + y! — 2p tg w — c sin w + c/ cos w. IL faut que le point (x, y) soit sur la droite (x) æ COS w + y sin w = € —k.
Il ne reste qu'une constante arbitraire c. Ces équations représentent les courbes cherchées en fonction du paramètre . æ —= 2p tg & — c sin w + R cos w à;
Le centre de courbure au point M (x, y) a pour ordonnée
— — 2p + c cos & + R sin w.
La normale coupe oX au point N d’ordonnée Y — 0. Si M est entre N est le centre de courbure c, l'ordonnée du centre de courbure sera égale à 5y. Si N etc sont du même côté de M, l’ordonnée de ç est — 37. On a ainsi
= + yy y v RTE Me Li +y?)= + =Ly + Le 1+y?—cyy ou Te
| | 1 1° Cas, M entre N et c, en posant y! — {, a -= 3 On aura IRENCT CES vo
de = Ÿ = ja (Gi + À) dt
t3 TXT — sale -- 5)
La constante que l’on pourrait ajouter à & étant supposée nulle. En changeant { en — {, on voit que la courbe est symétrique par rapport à oy. Si { augmente de o à © , x et y augmentent, on a des branches paraboliques (fig. 10).
ds du +, dy? — H°a°(1, + (°)°dt?
ds — 4a(i + e)?dl.
S1 t — to 9, d6 a 9 2 3
ET Eee a. DR > D LE
4 cos” &\(a — sin 0)? as (1 + sin 0)’ % (1. — sin Ü)?
3 3 3 . ee . : 6
3 (1 + sin 0)? “: sim 0 = l + sin jee do
a 1 1 3 3 1—+-sin 0 Ph on Er PE à LC : ä G ra - —+oL : =
4\(G—sim0} (1+sin0)? 1—sin0 1--simb0 Me
(s p2 +3 cos? 0 3. 1 + sin 0:
lin es + HE ss af 2 cos* Ù 2 cos )
La normale à pour équation :
INC ee à (15 + 100 + 31).
nt
Elle coupe ox au point X — . 1(15 + 100 + 34), Si { varie de dt, le point N se déplace de dX = a(5 + 101? + 5tt)dt = 5a(1 + F)dl.
Deux normales infiniment voisines se coupent au centre de cour-
bure dont l'ordonnée est 5y, elles forment avec ox un triangle de surface
RE GP EEE NA
. r A L 2 r La portion cM de la normale est égale à : CN, il en résulte que
l'aire comprise entre les normales infiniment voisines et la courbe
; 16 Ce) RC ER ‘4p :
est égale aux == de l'aire limitée par 0, et l’aire comprise entre les
deux normales, la courbe, et ox est égale à
SR: HNUMRÈNEE 2 SE . + dX — ©? a°(1 + (?)tdt.
æoi t à 2 NA TA
L'aire comprise entre oy, ox et une normale sera l'intégrale de cette expression de o à {
a f «a + AU Gtt + AUS + dt (Q 9» hs LE k ; LT RP MOT À "TA FE DU
Le point N a pour coordonnées Ÿ — 0, À = x + ly.
La longueur MN A UT + d,
le rayon de courbure est
RE Aa
VUS tr 0, y Rae 7 COS
de Ts dt = — dia cos 6d8 — = (3 +- 4 cos 29 + cos 40)d8
x = — © (30 + 2 sin 29 + 7 sin 49)
le point x, y de la courbe est exprirné en fonction de 0. Si on change Ÿ en — 9 on a deux points symétriques par rapport à oy. Si on change Ÿ en 0 + 7, y ne change pas, x augmente
3 x de — , 4% la courbe se reproduit par un déplacement parallèle
A] . . v na h e + à oœ. Supposons 4 > 0, si 0 varie de o à >, æ décroit de o à
3ar FE ; € — —,—,7 décroit de a à o. La tangente a pour coefficient angulaire
ni
Tr
tg 0, pour 0 — + K7, on a des points de rebroussement
(fig. 11)
ds? == (1 + tg°0)16a? cos 0d0? — 164? cos 040? ds — ha cos O4) — Ha(1 — sin? 6) cos 040
6 LAS s ya {sin 6 == 3 sin”).
La normale a pour équation
Y sin0 + X cos 0 — y sin 0 + æcosÿ —— > a cos à (0 + sin Ô cos Ü)
y | r elle forme avec ox l'angle 9 — =,
/_. deux normales infiniment voisines forment l’angle dÿ.
La normale limitée à ox a pour
14 longueur e a ——— Fic, 11 MN — y Vi + — a cost 0
le rayon de courbure est R — a cos? 0.
L'aire comprise entre deux rayons de courbure infiniment voisins et la courbe est
: R?dû — 8a2 cos! 6df
3 RE CAE .
comme cN — z CM, l'aire limitée par ox est les " de cette aire,
et l'aire comprise entre la courbe ox, et deux normales infiniment
voisines, est 2 a? cos® 0dÿ. L’aire comprise entre oy la courbe, ox
et une normale est
) () Ad [ cod = Ze | (10 +15 cos 20 + 6 cos 40 + cos 66)d8 0 0
LEA
; ns ñ a2(10 0 + =. sin 20 + - sin 40 +$ sin 60).
Le rayon de courbure est
R — Aa cos? 0 — Aa (2)
130. L'équation différentielle des courbes données est (Ge? + y?) (de + ydy) + bydy — xdx) = 0
on à l'équation différentielle des trajectoires orthogonales en rem-
| dy ) dx plaçant 7; par — dy (a? + y?) (xdy — ydx) — he + dy) —
Pr NAr — 2 (xdy dx) (2 +2)= RS
sn tan to
Fees DE — 2? + D? — cxy.
La distance de l'origine à la tangente Y—y—y(X
est
Vi + y
la normale = 10)
D Cm coupe oæ au point N, Ÿ — 0, X — x + yy'. La distance MN de ce point à la tangente, supposée comptée dans le même sens que celle de o, est
— LÉ ER yy"?
Fun y on a donc la relation :
HER TARN) 3°? + Kay + y(i — K)— 0
PE KrÆE VRE 2 UR = 7) F0 Equation homogène entre x et y. Si on pose y — {x, on a: ; SUN QE 2 RARE 2 CES 2 1 dt
Posons 21VK—1—Ktg8
en supposant K => #, on a :
dr __ —K sin 6 d æ cos ÜK + (K — 2) cos 0 Æ 2(K — 1) cos 8]
En changeant 0 en 0 + *, tg 0 ne change pas, et cos Ÿ change de signe ; on peut ainsi prendre seulement le signe +. dc K sin 0 dô æ cos Ü(1 + cos 0) (K + (K — 2) cos 6) ba K (K — 2}° sin 0 dO0 Re [+ cos 0 tes
Lu)
PA
Le Li + L( + cos Ô) + À L(K (KR — 2) cos 0) + c
DH
COS 0 — Le x? + y?
() us —+ cos fa cos 4 2 Fr 2 a(s | Va FT) æ Go — ae = aa? y) mic -2a)= ay.
DIN g- — CARE cos FT DA Le — — L cos + © L(r “cos 6) — = L(3 + cos 0) + 0 De (O0 RSS na j 7 cos? 6 (3 + cos 0)’ RENE NE |
Lorsque K r, on peut poser { = ————— sin u I si 2 [l Ï o V1 ge: K FER K sin u cos u du AS K sin u cos u du ab x K—2-+-Kcos*u+2{(K—1)cosu (i1+cosu)(K—2+Kcosu) — ( pe Arr Ve sin u du CAEN IPET-LCOS K—2+Kcosu/ 2 | K K — 2 : “ Le — — . L(1 + cos u) + - L(K — 2 + K cos u).
Le centre de courbure a pour abscisse
mn mi PRE X et) y °
La tangente coupe OX au point X — x — 7:
La demi-somme de ces abscisses doit être égale à x.
UE CINE Es Ki mA ae 2Y D LT = — 5) y PILE TE) LE TRUE CR AT Mel Ep EC y Dy — Le UTP: Cr s 10 C) ANT y”? ’ ) cy° qe de = gr de (RU )# Vey? — 1 Vey?— 1) 2
2% —= yVcy? — 1 — e L(yVe + Vey? — 1) + €.
É , L I CE] Cette courbe c peut se représenter, en posant ce — =; ,et en choisis-
sant l’origine, parles équations :
a a / cos t 4 HET Re (rs Lig:) d (4 COS dx cos? d a de tel di sin? { dE sin° { l
2° La normale a pour équation :
Y sin t + X cos { — y sin { + x cos {.
La distance du point P(x, o) à cette normale est :
ysint=—a elle est constante.
30 S; re 3° Si on change { en 7 —{, y ne change pas, x change de
4 PASSE ; l
signe, la courbe est symétrique par rapport à oy. Il faut que tg > . .\ . ° , . . T
soit positif, pour que son logarithme soit réel. Si { varie de o à 4
ae à d æ-diminue de + oo à o, ct y de + à a, comme tg =
varie de o à , la courbe a un point de rebroussement (0, a) sur oy, et des branches infinies paraboliques (/iq. 12).
le,
Fie, 12 F
En prenant les dérivées par rapport à 4, on a :
2 2 HACOSE 12 19 L —- Mit e 2.
J sin { x 2 + cos* { +; ; na +- cos? L sin* s 4 sin? { 9 2 a” cos” { TRE 1 I 12 12 TL — VE = ——— = LT” + y".
4 J sin! / J
Les coordonnées du centre de courbure sont :
: m'y? a/3a cos! l À=z--y J —o—y = "er +Lte;:)
x'y" — y'x sin? { “12 12 sue) 2 l * RS A 6 ; SAND CON Nues L'—— "= Yy+L —=a . .
CPAETT ay" y'z' nf sin? /
Sur cette courbe, on a :
, 1 + 2 cos“ { Xp 2 ae SRE
J sin°
1 +92 cos" 1 T/ U (74
— ES: ns" COS: er \ og . sin‘ { 2 dx V4
LA
Lorsque { varie de o à ; , À diminue de -- © à 0, YŸ augmente
de — à a, de { — : àaronala partie symétrique par rapport à
OY. La courbe a ainsi une forme analogue à une parabole, dont l'axe serait sur OY.
° Sur la courbe € on a
a cos Î ds — JR dl sin” { l'arc s, compté à Re du point de rebroussement { — sera :
2 cos { PA a e S — = {-—- —1)—=- cote? 1.
sin? £ 2\SsiIn” 2
5° L’aire ER entre un arc de courbe, ox, et les ordonnées des points / el ,, sera :
lo 2 lo a? cos? { : 2e dt A" |rydr =}; ri dira [ cotg ir —
= T (cotg? { — cotg* 1).
133. L'enveloppe de la droite æ sin 0 — y cos 0 — Ü — cos 8 s'obtient en prenant la dérivée par rapport à 0. æ cos 0 + y sin Ü — 1 + sin 0; de ces deux équations on déduit les coordonnées du point M :
æ — 0 sin 0 + cos 0 y = 1 — 6 cos 0 + sin 0.
Ce point peut être obtenu en considérant le cercle de centre {o, 1) et de rayon r, et en portant sur la tangente au point
x — cos 6, y — 1 + sin D,
une longueur égale à l'arc 0. Le lieu de ce point M est donc une développante de cercle. La normale à cette courbe est la droite
Mcos De sin 0 — 1 + sin 0, c'est la tangente au point
D —1c0%0: y —=1 + sin 0
du cercle, qui est le centre de courbure © au point M. Si, sur la normale M, on porte une longueur
wP — K.wh, les coordonnées du point P seront :
x —= cos 0 + KO sinû y —= 1 + sin 0 — KG cos 8.
Si K est constant, ce point décrit une courbe, dont la-tangente a pour équation :
NL — y ETRES VO, cos 0 — K{cos 0 — 6 sin 0) — sin 0 + K(sin 0 + 0 cos 0)
La normale a pour équation Y{(1 — K)cos 0 + K9 sin 6] — X [{(1-— K) sin 0 — K0.cos 0] — — (1 — K) cos 0 + KO(K + sin 0).
En réunissant les termes en Ÿ, on voit qu'elle passe par le point d'intersection des deux droites
Ÿ cos 8 — X sin 0 — cos 6, Y sin 0 + X cos 0 — K + sin 0
Ou :
X=—1K cos, Y—,1 + K sin 8
ce point est sur le rayon du cercle qui passe par le pointe, rayon qui a pour équation y — 1 + æ tg O, et à la distance K du centre, ce qui permet de construire la normale et la tangente.
Si K est une fonction de ÿ, l'équation de la normale à la courbe, lieu du point P, est :
Y{(1— K — K/0) cos 6 + KO sin 01 X{(1— K — K'0) sin 0 — K0 cos 0] —
—(1—K —K'0) cos0 + KO(K-+-sin 0 — K'0)
elle coupe le rayon y — 1 + x ig Ü au point
X — (K — K'06) cos 0, Y—:1-+(kK — K'6)-sin 0
k n K 8 on portera sur ce rayon la longueur K — Ÿ “5, pour construire la normale en P.
La tangente à la courbe, lieu de P, forme avec ox l'angle f,
1—K—K0 #4 8 (1—K—K'0)cos0 + Kôsine _ 77 KO 1 HU PE K6co50—{1—K—K'6)sin0 1—K—K6, g(0+u)
K — K'0 RE —— = 8 (B
tg u —
\ “ T La normale M forme avec ox l'angle 0 + , et avec la tan-
; T gente en P l'ange =0—f+-=-—u K9 to L? à — Bi 7 SF — AU AT 1 — K — K'0
formule qui donne aussi une construction de la tangente. Si l'angle % est constant, K sera une fonction de Ÿ déterminée par: cette équation différentielle :
K'6 + K + KO cotg x — 1 — 0 (K0)' + (K6) cotg & — 1 dont la solution générale est KO — Ce 08% Ltg x ce qui donne la courbe :
æ — cos 0 (Ce 008% LE to) sin 0 y — 1 + sin 0— (Ce 08% L tes) cos 0.
Pour Ÿ —o,onaxæ—1, Y—1—tg7— C, qui coïncidera avec le point M, x = y—1, C0 = —1g x. La tangente à cette courbe forme avec ox un angle 5 — 9 + : — 4 dont la tangente
est égale à cotg (4 — 0), ce qui est facile à vérifier, en prenant les dérivées de æ et y; quelle que soit la constante CG, la normale à cette courbe a pour équation :
Y cos (x — 0) + X sin (a — 0) — cos (a — 0) — C cos ae 08, La développée, enveloppe de cette normale, s'obtient en prenant la dérivée par rapport à 0.
cos?a
: — À cotg x SIN @œ
Y sin (a — 0) — X cos (x 0) — sin (4 —0) + C
ces deux équations donnent :
X —— C cotg se 0184 cos 0, Y — 1 — C cotg ae 0182 sin 0.
Si on prend pour origine le centre (0, 1) du cercle, cette déve- 4 sb 1 x 4 r "à L\ « loppée a pour équation, en coordonnées polaires (5, 0) :
à = — C cotg ae cols à
spirale logarithmique.
Le point T à pour coordonnées
dE) X = x — À La parallèle à la normale, menée par T, a pour équation Y+X— x na elle coupe la droite X — x, perpendiculaire à ox, au point P, D = XL, Y = — MER Le centre de courbure C a pour coordonnées :
1+7y* 1+7y* La droite PC a pour équation :
one " X— x , 1 + ve 1 STE (3; + ) A er Re GOT EEE LT elle coupe ox au point : + EN yy' ar ME
Lyy = L(x — K) + Le, yy = «x — K), = ce — K} + ec, la courbe est une conique de centre x = K, y — 0, ox étant un axe. La droite PC passe par le centre.
S1 f(x) — x, ona
1 1 by = (1 — x) JE
xx = G = C(— — 1) = 20(— x — L(i — x)) + C
Rey it
199, Les cercles de rayon R, qui passent par O, sont représentés par l'équation :
(æ — R cos 1)? + (y — KR sin #}? — R?
où { a une valeur constante, arbitraire. Un point de ce cercle peut se représenter par :
æ — R(cos { + cos 8), y = K(sin t + sin 0)
où ÿ est un paramètre arbitraire. À chaque valeur de { correspond un cercle. Sur ce cercle, on a :
dy + cos0
dé -4in:0
Si t et Ü sont variables, x et y représentent un point du plan, qui n'est réel que dans le cercle de centre O, et de rayon 2R. Si on établit une relation entre { et Ÿ, ce point décrira une courbe. Cette courbe coupera le cercle, qui passe au même point, à angle droit, si l’on a :
te 0 — dy. cos ldt - cos 0d0 d& _ — sin tdt — sin 040
Fagrx. — Anal, 15
(cos { dt + cos 049) cos 0 +- (sin {dt + sin 040) sin 0 — o d8 + cos ({ — 6)jdt = 0
mm!
d(t — 0) — (1 + cos (4 — 0))dt = 2 cos! !
t—090 LESNE erT + C.
Si on pose
on a :
D'rUVEP 2R?(1 + cos(t — 0)) EL CON AT
METAL ACID RES NA ARE EN BUS col MOT Tr
On peut représenter ces courbes, en coordonnées polaires, par les équations :
p— 2kR cos u, w — tgu — u + C.
Lorsque la constante C varie, la courbe tourne autour de l’origine. En choisissant l'axe, on peut supposer C — 0 ; si u augmente
at . L t A! ’ . .
deoà,, p diminue de 2R à o, w augmente de o à œ, l'origine
e e T \ { . É est un point asymptotique. De — ; à 0, on à une portion de courbe symétrique par rapport à ox. Si u augmente de 7, « diminue de x, on a une courbe symétrique par rapport à l’origine. Si w augmente de 27, on retrouve les mêmes points.
136. La droite D a pour équation NE son enveloppe s'obtient en prenant la dérivée par rapport au ‘paramètre variable x :
Le poirit de contact N, de D avec son enveloppe, a pour coor-
données :
y 2° L’ordonnée du centre de courbure en M est :
X= 8 +9. Ne
Y —., ne : 4
La courbe G devra vérifier l'équation différentielle :
HART 1 + y?
= 2 Die Le ) ol y! ! € à pipi Ta D = 1/2 dr, Pere Vy+e C V2c
Parabole, dont la tangente au sommet, y + c« —0, est symétrique
EE = ou $ nan ok ! HMRPrEN F1 de l'axe ox par rapport au foyer ( 6}, :)
137. La tangente et la normale ont pour équations : ES r er dus dr 2 = 0 elles coupent OX aux points d’abscisses X=OT=e X — ON — x + yy' on a l'équation différentielle (& +77) (x — » ) Mt à
Si on considérait y” comme fonction de la variable «&? = {, on aurait une équation du premier degré entre x° et y?
dy") \ [us _ ya ET) _ Ke Pas) as) TE c'est une équation de Lagrange, qu’on doit différentier. Mais il est
alors plus simple de diflérentier la première équation, ce qui donne :
De on Per re Ar) (e —+) ne 2 1x) PE = 9
dont l'intégrale donne :
L(cy! — y) + Ly — Le, DY = ÿ + ; ;
En remplaçant y’ par cette valeur dans la première équation, on a sa solution générale
L'équation différentielle de ces coniques peut s’écrire : x? — y? — K?° 19 !
Elle ne change pas si on change y’ en —-, les trajectoires Y orthogonales sont les mêmes courbes. En chaque point (x,, y,) passent deux de ces courbes, qui sont des ellipses et des hyperboles ayant les mêmes foyers fixes y — 0, x — + K, et qui sont orthogonales. Les deux valeurs de c sont données par l'équation
c? + (ai + yè — K?) — K?y5 — 0.
L'une c — — a, comprise entre — et o, donne une ellipse. L'autre c — b, entre o et K?, donne une hyperbole. Et l’on aura K?y? — ab. Une parallèle à ox coupe les arcs de courbe qui se
coupent en %5ÿ, AUX points
a—/@- (À) Ti) De /6+0 (F3) +0) ( — 1):
On a l'aire Jo À — à [ (ti — x)dy [e] Y nr MOT Te PLU ——— pes J Va—y?dy— are [ ae PNA ne ren. 2 dy— 7 bay? -+b sta) ÉTTARE Y HV 20 AE N rem ee vs + a arc sin a VEN CTIENE; IEEE) où y — Vab A se réduit à
KY
A — ya(a + K?) arc sin VAR VIRE D LAS
138. On peut choisir o pour origine, la droite D ayant pour équation æ + a — O0. La distance de o à la tangente
7 d . On a l'équation différentielle My
Y— av = (x + a) Vi + y?
c'est une équation de Lagrange, du premier degré entre x et y, que l’on intègre en prenant d’abord la dérivée :
dy' ( ,T+a j | dite MVL HEY— Oo.
da Y it FA) PATES Si on considère æ comme fonction de la variable y’, c'est une
équation linéaire
dæ nn ay!
TT DT Ten AM TETE
En supposant d’abord a nul, on est conduit à poser :
(y + Vi + y?) Vi + y? =
du = a k ! ce ya dy’ (2 FE) "RS NE ere re . [>° + y Vi + y? —L Gr} nl Ur ri cr ANA ENS Vi+y? c
L'équation différentielle donne
VE
D A rs EI L EVE] Vi + y? He ge
ces équations donnent æ et y en fonction du paramètre y’, \/1 + y”? peut être changé de signe, c étant alors négatif.
Les coefficients angulaires des tangentes aux courbes passant par un point A(x, y) sont les racines de l'équation :
Y'a + 2ax) + oy'ey + (x + a) — y = 0 elles sont confondues si
x?y? = (a? + 2ax) (C + a) — y°)
ou (x + a)? (y? — 2ax — &) — 0.
S1 le point À est sur la parabole
y° = 24ax + à on à
Comme on a toujours
y? >> 2ax + a°,
À est un point de rebroussement. La valeur de c, qui donne la en
courbe passant par À se déduit des expressions y — — Fi Viry =È TT 7 Pa A EN, + Meta y
AS Het A RU cy a
On peut vérifier que et a s’'annulent en ce point, qui est un dy! dy! point, qui est u point de rebroussement. Une seule courbe passe par A. Au point &æ — — a, y, les deux valeurs de y’ sont égales 12 . Y — x}!
# * mais ———— étant indéterminé
D D NET x + 4
Ps ÿ° V1 Ep = + \/ na
a deux valeurs, il y a deux courbes passant par ce point A, ces courbes ont même tangente en À, qui n'est pas un point singulier, 4 ED der
dy et dy prennent les valeurs
ét Pr sen nr
TEE Re RE VE du 4 &
139. L'enveloppe des courbes f(x, y, 4} — o est déterminée par les équations :
EU
Je; y; a) =—"6, PET, y; HET
où y et sont des fonctions de æ. En un point de l’enveloppe x, y « ont des valeurs déterminées. Sur la courbe qui passe en ce
point, & a la même valeur, mais reste constant sur cette courbe, on a alors fe tYfs = fe + ayfe +7 +, = 0:
Sur la courbe enveloppe & est fonction de x, la première équa-
tion donne :
V7 RE TRE
mais, en tenant compte de la seconde, il reste
l Es Je + Yf, = 0 el LP 19 H£1 ÿ4 1 re PP ap) en AR PR EE ET fyal= 0
au point considéré, æ, y et &« ont la même valeur sur les deux courbes, y a aussi la même valeur, les deux courbes sont tangentes. Pour que le contact soit du second ordre il faut que y” ait aussi la même valeur, ce qui donne
! 1 ! eu.
AGE + Yfya) — 0 cette équation détermine les points où le contact est du second ordre. Cela aura lieu pour tous les points de l'enveloppe, si cette
équation devient une identé, et comme ne peut pas être constant, il faudra que l’on ait, en éliminant y’ :
— 1 li HER 1 f= 0; Ja = 0, xA J Y — J YA) X
pour tout point de l'enveloppe, c’est-à-dire que ces trois équations doivent se réduire à 2, ou que, si on exprime # et y en fonction de #, la troisième équation doit devenir une identité. Pour les courbes données, l'enveloppe sera définie par les deux équations :
7 A FE ae a V2 LE pe — an FT ot? l+ 4x — y —0o PTE UT — ; . Fa à DR pt pu fe 1}aV? — 223 — 1222 — 0, La seconde donne :
a (4 Æ œ — x — (V2 + 1) = [y + a"? VE (V2 +-1)] 2 / 2
et, en portant cette valeur de x dans la première équation, on a :
+2y(+V2) (23 _ 45) + (1 Paacier Vaar + Va 2)
ou [y + (1 + V2) (2? — 42) = 0.
La courbe enveloppe est représentée par les équations :
y = (1 + V2) (ay2 — °°), æ — (1 + Vo}a(a
On a :
J(æ, 7,4) = y = av? )2 — o(1 —— a3—1) (ox Va +: f,= {y — #°) A Me) PROPRES en. Le al Jx “0 DE. V2 aV2 — 1! (V2 pe 1 }aV? —?
fi pe fs = 80°? [(V3 — 1)y + a)? — ya].
TX J y
Expression qui est nulle en tout point de la courbe enveloppe. 140. Le rayon vecteur forme avec la tangente un angle v donné
par la relation tg v — + La tangente coupe la perpendiculaire OT
au rayon vecteur en un point T, OT — ? tg v — je. La normale
coupe TO au point N,
ww
ON = p cotg v — p', NTEOTEE ON—s +5.
Ona:
2 02 NP p? — — p°p' + p° 10 dp _p? , P RUE ee LC EAU Er age P du Te je j do— — ads LAPAN RE do={ 1 + p Fe Ch P(pEVp?— a?) ao | Ve TT ANR
D € pui 5 (ve — a? + arc sin “Es ns p:
En choisissant la direction de l'axe, on peut supposer c — 0. On peut représenter cette courbe par les équations :
a Æ (cos {+ {sin t) P—= -—, ME sin | sin
Supposons qu’on prenne le signe +, et qu'on change {en 7 — {, e ne change pas, et w devient :
1 — cos {+ (r —-t)sini 1 — (cos {+ {sin t)
GW Tr + sin l sin
De sorte que, en faisant tourner l'axe de l'angle 7, on retrouve la courbe qui correspond au signe —.
Ces courbes sont donc représentées par les équations
a D — -—, uw — { + cotg Sin À du 1 cost PT EU RTMTETETE 9 SIn? — 2 sin? oduw sin l TN 1 to ut — - — Cols —, V — :
d> TAN 2 2 a sin? — D
L’arc s de courbe est donné par la formule
cos? L a? cos? t ; dt +
APT ER rai PET 2 ds de? + p?duw? ge ” ae 4 sin* { sin‘ — tal l dépens, A /i NAPPES es dt sin“ 2 Prat :
4 sin A TOPES | di a sin — me pere dent Et 34 2 À 2 ve sin 2, COS sin? — 2 2 2 =? à ; + : Ris — sin - dt a(: — COS -) al: —- cos :) COS? — 2 sin° — 2 2 di NPA AU e FU REREn AN ee + c 1 —+- COS — he cos, cos - à a/3— cost l
sin { sin — D)
Pour construire la courbe, 1l suffit de faire varier { de o à 7, car en augmentant { de 27, on retrouve les mêmes points; et, en changeant { en — {, pe et w changent de signe, on a des points
. A ° > T Y symétriques par rapport à oy. Si { varie de ; à 7, s augmente de T ; 4 , a à © , et w augmente de cn à r. Pour déterminer l'asymptote, il faut chercher la limite de p sin (ù — +) — TT sin (4 +- cotg sin { Re : ù 0 pour { — 7 celle expression se présente sous la forme = ,eta la
même limite que
1 Rs |
x A 2 Sin? —
Il en résulte que l’asymptote est la droite dont l'équation est
(41 Y =; Comme
LAN
{ æ cos * + y sin a — j'{x)
(æsmz—7ycosa
ou {+ — f(«) sin à + f(x) cos x ty —=— f(x) cos a + f'(2) sin. a.
Pour calculer le rayon de courbure R de la courbe définie par ces équations, on a, en prenant les dérivées par rapport au paramètre & :
a = (fG) + fes a, y = (fe) + fe)) sine Pre (f (x) + f”(o) ) « COS 4 — (fc) k + f'(&) )) sin à y = (f{e) + JC) sin a + (fe) + JU) cos a nee +fe) vy— ya" = (76) + fo) RE = fa) + PC) OM = Va? + y? = Vfte) + fleÿ.
On a l'équation différentielle fete) = MC) + Fe} Si on changeait le signe du radical, cela reviendrait à changer le signe de f, ou de æet y; ce qui correspond à un changement
de direction des axes.
Pour intégrer cette équation, posons :
fG) = feu f+af + fa — fVx + et, en remplaçant /” par fu et.divisant par f :
on aura
? du p——— > Pat AT VIS u;
2 NAS res du Te Dal VE Vi +u—1—u — u? (1 + u?) | = AA — net = du 3 be u\/1- L 1 SES Gen Us males QE A = F D"
Cette équation définit la fonction u de &, et l'on a :
ANSE" a) ==} °uda ==" LI(& — c) —n Ou Le fun = ue 1 f= de 1)
On peut ainsi obtenir l’équation de la droite mobile en fonction du paramètre &.
142. Entre les coordonnées x, y du centre d’homothétie P, X, YŸ d'un point M,et X, Y, du point homothétique, on a les re-
lations :
PM NC EE VAN LT
PM, X—x Y,—7y
X = x(1 — K) + KX,, Y = y(1 — K) + KY, æ, y, K sont des fonctions d'un paramètre {. Si le point X, Y décrit la courbe Y — o(X), la courbe homothétique a pour équation :
QG — K) + KY — o(x(1 — K) + KX) — 0
à chaque valeur de {, ou de x, y, K. correspond une courbe. Si f(X; Y, Ù est le premier membre de cette équation, on a :
fr =—Ky, fL=K = — Ke —Kix(i—K)—K{z—X)9, fi =K!.
La courbe aura un contact du second ordre avec son enveloppe, si l'on a :
dy = fr fxr où &'( —K) = K'(x — X).
Cette relation ayant lieu pour tout point de l'enveloppe, pour laquelle on a : | ÿQ —K) — K'y — Y) = [et — K) — Ke — X)J.
On en déduit :
, K—: ie K—:1 X—=x +7 RUE Y=y+7y Ke.
et
On a
xdx + ydy «dx — ydy SN TUN OU TR > ete 1N a? — y (1) (x? — 3y*)xdx + (3x? — y?)ydy = 0.
d 1 MY 4 . S , = En remplaçant d par — D , on à l'équation différentielle des trajectoires orthogonales :
(ae? — 3y?)xdy — (3x? — y?)ydx = 0.
Équation différentielle homogène. Si on pose y — {x, elle devient :
dx re Lee DOS D ht MEL) en (ee re )t 2Lx = Lt — oL(i + &) + Le, DEL EAP SSTET
(er + p) — cap.
La tangente à la courbe c forme avec OX un angle v, la relation (1) donne :
x æ—3y?__cos0—3sin*0cosû _ cos30 _, (257) y y?— 3x? sin*0—3sin6cos 8 —sin30 ô 2
Le rayon de courbure
ds ds Re 2
En coordonnées polaires, la courbe c a pour équation :
r? — 24? cos 20, rdr — — 2a? sin 2040
nirs CT) MER di?, Re V ra ds RTE cos 20 Ke cos 26 3r
9 2\9 pe + 2) Per EU AA) ee el , en prenant les dérivées par rapport à p \ LA FN 4 # : , .
l'équation (1) montre que l’on aura :
Ôz FN RTC aY er NS Ne te (& 32 )2 LD (3: ) Se 0
Les rayons de courbure de la surface (9? + 22}? — (92 — 2?) 20? sont le rayon de courbure de la méridienne, déjà calculé
ai 24?
et la normale limitée à Faxe oz, LL ef Rue p is 27 sing —cos 39 32? —p? 144. & et y étant considérés comme fonctions de z, on a :
DL y a 36714 18428 1 = (a + 187°)?
ax" + y'y" + 2/2" — 3671 + 187?) DAY Es — 906 + 9677!
Fes (22884 - (1 + 182?)* > RE rie PRE 0 0 36 DS. der + ue ne + he | DR TN RE ENT CE 0750 2770 0h et x" 40 2 J/1 0 36 0 pt — (ae _ (or (+ 18e) D DR? 6 5 —= 1 étant constant, la courbe est une hélice. Les cosinus directeurs de la tangente sont :
cos « L cos 6 — A COS y — :
7 1-+ 382?° 1 + 18°? TTatusé
cos (5 + cos / — 1, la tangente forme avec la direction
Les dérivées de æ, y, z sont
a! — 2ab, de se z! — 9 b?1 !l a? > € — 0, \ A eue TE 20 On a :
ds 2 12 19 19 9179 a* 442 a° 2 :
di Robe b + pr Gad + AB (Tab
< | ds — É + 2 b°lde, s — Lt + b(P — 1)
si ON SUPPOSE $ — O, pour { — 1.
2° Le plan osculateur a pour équation :
X—ax, Y— y, Z—:
a2 b à 2 2ab, 2b°?l N
24abI{X — x) — 202P(Y — y) — a(Z — 7) — 0 et le plan normal :
(X — &) 20 + (Y — 7) + (Z —abt= 0
a droite, intersection de deux plans normaux infiniment voisins, s'obtient en y joignant l'équation dérivée par rapport à / :
a? è a? 2 —Y-NT HUB pa 20)
ces trois équations déterminent le centre de courbure, intersection du plan osculateur, et de la caractéristique du plan normal. Elles
donnent :
= Y— y PARTE:
a — GE — aabt(a? + 20%) — oabl(a + 20°P) oÙUS X or 0 EN VEN 7 1204 a = sb O0 SE Bt METAL Se oabl
On en déduit le rayon de courbure
(a? + ob?) LES 2abt
et les coordonnées du centre de courbure :
- 2b° a : ; à ù X—aabt——+r——, Y—alLt— ar: Z— a+ 3b8û, a 2bl
Le rayon de torsion T peut se déduire de la formule
TOR NAIL 7 CARRE I 7”. y" n — Sa*b5 1 PRIE TIC dITU A AOL ET AT NTRS NM 101 ER (æ TA Y + Z ) x" y" 7"! PS + #1) R JE eue
Il en résulte que la courbe est une hélice. Et, en effet, la tangente forme un angle égal à q> avec la droite dont les équations sont MO dr 2 3° Soit do l'arc infiniment petit de la base du cylindre, projection de la courbe sur le plan æoy.
EEE A 2 ln LUE se D VAR "ACT mr Ve
l'aire comprise entre deux génératrices du cylindre, qui correspondent à deux valeurs 4, et { de t, sera
{ A = fx = [ | ab? Va? + Ab? 1dt — © t)
— [ar + 02) — (ar + 008).
146. Les cercles tangents à oz en o, et dont le centre est sur la droite z — 0, x — a, ont pour équalions :
(1) OV =, a? + y? + 2? — 2ax +- 20ÿ
où À est une constante arbitraire. Ces cercles restent sur la surface :
(2) Re? + y + 2?) = oa(x? + y*).
Sur le cercle (1), on a :
Fasnyx, — Anal,
Une courbe tracée sur la surface (2) est orthogonale au cercle(r), si l'on a :
azde + Azdy + (a? + 2 — ax — }y)dz = 0
ou, en remplaçant À et a en fonctions de x, y, z :
ART 2 a AT ; adx + ydy + zdz
Lo Er Et à 2? + y? + 2?
En tenant compte de (3) l'équation (2) devient cxz — az(2c — 2).
Les deux surfaces (2) et (3) ont en commun le cercle de rayon nul z — 0, x + y? — o. Les trajectoires orthogonales déduites des équations (2) et (3) sont ainsi représentées par les équations
CT + az — 20, L'ÉVIHZ = 22
cercles situés dans des plans qui passent par la droite z = 0, æ — 24, parallèle à oy.
r/47. La surface S est un hyperboloïde de révolution
EE L'ARN EE REES
1° En considérant v comme fonction de u, on a :
uU ls.
g' = — 12 cos v — fut + À sin v.v’
’ u . a 1 ; = Sin V + Rae OST
Le
si on pose u — {g L
Vu? +1 odl 1 cos l Eve — ut — 5 || ‘ à cos{{1 + sin? {) it: + sin? jt Fa
+= 15 1 2 d sin { | = [it th) DEN T7 DU si
a Rs to 1 ZE arepe me ar g(sint)+c
vu L(u + Vi + u?) +arctg eee Vi +u? 2° Soit
vu— € + Liu + ÿai + u?) + are tg 7 —,
. T T arc compris entre — - et»
PE HE He ù Vu? Fa 3 2 rm = —u = : 1 , NEVERS u + = (u +) Vu? +1 2 D) COS v au Sin v.v 1 :
À — \/x re (cos v.v'? + sin v.v”) — 2 2 F1 (ut +}) \/u ren COS V u Sin v = 1 | I k Era rge u? + = À /u? +1 FR sin v u COS V #4 2 I 9 2 1 ollien re Me U"2-H# 01
gi+yt+lt=s, x +yy +72—=0.
Les cosinus directeurs de la normale principale sont proportionnels à %, » ax" — x" be œ— — 3x", — 37", — 32"
12 112 12 LH YE R— ——— 4 u? + 1
Vu? + 1cosv +usinv COS —_— ,
Voau? + 1
— Vu Lisinv-tucosv Voau? Hi
COS =— HOUSE
Le plan tangent à la surface S à pour équation :
X—X, ———— cos v, —sinv à 1 | u + - | 2 u ; 0) Y— y, —————sinv, cosv ; 1 u? +- Z — 2, 1 0
$ #1 + - D EE EE EDS VV SN , 1 . 1 \ u* + — 2 u* + — 2 2 les cosinus directeurs de la normale sont :
Qu? + 1 AU SL uy2 Eee TANT ZE COS V, FF RENNES sin v, RP es Qui Eu EU EA Vu? + 1
Si V est l'angle de cette normale avec la normale principale à la
la courbe, on a :
HOT MS NPATE cos Wie Yon Pa JU fu? +- 1
Par le même point {(u, v) de $ passe une autre courbe c’
v— ce — Lu + ÿ1 + 0?) — arc tg ———, Vi su v' et v” sont alors changés de signes.
u 1 usinv \ A ———— SNCOSD
Vu+! ACT nt
u sin u — Vu? + 1 cos v
COS 4 —= = —— , Vou? + 1 __—u cos vu — Vu? + 1 sin v COS PB — ——— — " " " " — , COS ÿ— 0 Vau? +1
cos V à la même valeur.
3° En un point de la courbe c, on a :
A ed 27 9) ROME r2 20,
112 119 12 x LI7 + Li ———— .
Le rayon de courbure R est donné par l'expression :
(Sr?) +1
Zx'222%"2 (2x'x"}° ÿ 2
Pour calculer le rayon de torsion T, on a :
Vu? Lisinv—u cos, CARE EE PT Bar
5 3 ——< — Sin VU + 2 2 3 1 PE A he ES TA 1l 5 2 2 (a+) (+) (+ 1)? VE mm Vur+1 u? + - 2 :
= 3 = SIN U u° + 1 Fe u? + - 7 LEUR 2 té = 5 3 COS V u* + 1 u° —x y! Si ! 2 Tasse y" PUAN LEE z'y" dy pe :
"1 y" [7 (u? ae Bi Y'r/2\3 , (5) ete Ê PARLE Ur re re DER?
Les courbes c peuvent se déduire de l’une d'elles, par une rotation autour de oz. Les deux courbes qui passent par un point M sont symétriques par rapport au plan MOZ.
148. Supposons x, y, z fonctions de {, les équations de la tangente à la courbe c sont
X—x Y—y-Z—z (re CRC DES QUE
la distance de l’origine à cette tangente doit être égale à a
TR CLS en en ay +2
Où :
(ae? + y? + 2? — a?) (dx? + dy? + dz?) = (xde + ydy + zdz)°.
246 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE Pour l'arc s de cette courbe, on a :
she xde + ydy + 2d7 pd?
VRP +R Ver — à CUT
p —= Var +2 s —= Ye? p? — a? — Vo — a.
L'arc s est la différence des tangentes limitées aux points de contact avec la sphère.
Soient MT, M'T' les tangentes aux points M et M” infiniment voisins, T et T’ les points de contact avec la sphère. MT" une parallèle à M'T", et T” la projection de O sur cette droite. T'T" est la distance de M à la tangente M'T'; elle est infiniment petite du second ordre par rapport à l'arc MM. L’angle de TT’ avec TT est infiniment petit. Le plan de MT et MT" a pour limite le plan tan-
gent en T à la sphère, qui est le plan osculateur en M, limite du plan passant par MT parallèle à M'T”.
Si la courbe c est sur le cylindre x? + y* — b?, en posant
x — b cos w, — b sin w, Dar
(22 + D? — a?\b?dw? — (a? — b?\dz?, b<La
dz a Pre —= L(z + V2? + b? — a?) — L Va? — D? pe er é Re
bu z + Vz? + b — à? — eva —
bw — 2 + Va + b? me e VER bw e Ole bu = EE + —— e Va? — b2 |
En faisant tourner les axes autour de oz, on peut choisir la valeur de c. Supposons
æ, y, z sont des fonctions de w, le plan osculateur à cette courbe a
pour équation :
X—x, —bsinw,
—— COS Y—y, bcosw, —- sin / bw 2 06 bu __ bu Paz b(e =) b (re, Va? — b?
ne AT
DR EE du 22 + (X sin w — Y cos w) (es LDES à) FR
a Al a + (X cos w + Y sin Er +de Fi) EY HE De
on a:
L'EY+Ÿe
L 2bw ___2bw REA LS ee la2 — b2 CEA E x'x" + y'y = z'7! — n Ve . (a 0 Va )
? bo bo 2 b‘ ( 1 5 Mrs ) "2 12 EE 2 Va? — b Va? —b D * + 2 = b x) à as A 4e D?) het 3 ÿ LED M Cr js CETTE tem) TANT TS bé b5z? (u? — b?) a° a? b? (a? b?)?
ETES SA — sin w cos w 2!
D ere bd scope laine 2" Le ANR. REA. SIL UN 28 COS OU a?b?
Bas ! à 0 EP !
= b?(z + 7 ) = PCR D A 2bo bo T — BA) à b? NP eve Eee NMEMPS PORT Pa Tu de DERS
RC EN 1) ARTE TE at a EN NE Cane |
248 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE . r , à ù 1/49. Si une courbe est représentée par les équations Vo nin, ARE
Le plan osculateur a pour équation :
X — x, ré (ù Y— y, cosæ, —snx|—o f > ! I Z F4 "A z
(X — x)(2" cos à + 2’ sin æ) — (Y — y): — (Z le plan normal à la courbe a pour équation :
(X — x) + (Y — y) cos & + (Z — 2) — 0.
La normale principale, intersection de ces deux plans, a pour équations :
z'—sinxcosæ z2'cosx+(1+2?)sinx z'sinæcosæ+-2"(1+cos?x)
elle est paralièle au plan yoz si
z'z" — sin x cos x z? — sin? x + c.
2° Les cosinus directeurs de la tangente sont
L cos æ VE T+c V2 + c V2 + c a -c elle forme avec ox un angle constant.
Pour une courbe quelconque, si y et z sont des fonctions de x, le plan normal
X—x+ (NY — y)y + (Z 2) 0 et le plan osculateur DR — 2) (2 — 2 y) — (Y — y + (2 oy" — 0 ont leur intersection parallèle au plan yoz, si l’on a
Z c ré sas yy' re z'z! — 0, de LE pe — c,
la tangente fait un angle constant avec ox; c’est une propriété de toute hélice.
3° La tangente forme un angle de 45° avec ox pour la courbe
Y——sint, BEN E
C—= 0, = — sin r, die COS Lib
En choisissant l'origine, on aura Z —= — COS T, y La courbe est une hélice tracée sur un cylindre de révolution, de rayon I.
150. Si oz est l'axe du cône, on peut représenter un point du cône par les formules :
æ — © COS w Sin à, ÿ =? sin w sin @, 2 =) COS
où « est constant, c'est l'angle des génératrices avec 02, , et w sont variables. Si » est fonction de w, ce point décrit une courbe, les cosinus directeurs de sa tangente sont
p'cosw—psinw . b' sin w + 2 cos w po! cos à sin &, sin 4, :
/ QT ; Le ar 5 PEUR V p'?+ p? sin? « Ve'?+ c?sin? x V LE Çè sin? &
Ceux de la génératrice qui passe par le point de contact sont : COS w Sin %, sin w Sin à, cos 2%.
Si f5 est l'angle de ces deux droites, on a
! ! à 0 sin 4 COS CON Ë = + RENTE Fa V2? + p? sin? « ñ Sin ;
a est constant,
Si on augmente & d'une constante, la courbe tournant autour de oz, la constante c est changée, et on peut la supposer égale à 1, on a la courbe :
e . , at) D COS ISIN, y = e“” sin w sin a, 2 ea COS
æ — e% sin 2{a cos w — sin w), y = €” sin «(a sin w + cos w) 2e" aCosc, dc + y? +2? —e"(a + sin? à) x" — e"" sin x(a? cos w — 24 sin w — COS w) y" = e*° sin a (a? sin w +- 24 cos w — sin w) 2" — ea% a? cos à, AVR 7 — eat + (aa? +- 1) sin? a) ed
CA NM sr de (a -+ sin? a).
Le centre de courbure (X, Y, Z) est donné par les formules :
X — x ne Y— 7 3. Z — 2 TI x'Ex'x" = x'Ex'2 de d Vox Pr Fat ri NE - z'Ex'x" RS z'Ex'? NE ZT DRE Se (Are) GS Sx'222"2 X — x D ee Er __Z—z æ+sin?a ee“ ä SIN W.—- COS © — SIN w — 4 COS W ©. O2 sin à 1 + a? X — — RUE ire [a cos w cos? à +- (a? + sin? a) an w| (1 + a) sin a Y — — PT [a sin & cos? x — (a? + sin? «) cos w| (1 + a?) sin x | LE €" e08-x.
On en déduit :
ae :
X—— Be [(a?+a*cos"a+sin?x)cosw+a(a?+sin?x—cos?)sin w] ae® ré ne [(a?+-a*cos?a+sin?a)sinw—a(a? +sin?4x—cos?1)cos w] Z'— ae" cosa X' cos w + Y’sin w) sin a AE Re tee De ei COS w to): = — - 3 LÉ r1 A LR à 9 2 x\e%0 (— X! sin w + Y' cos w) sin a — ——; (a? + sin? « — cos? x)e
1+a KE LEN Er D
ce qui montre que les tangentes aux courbes S et S, sont perpen— diculaires.
29 Posons 1 € 79 Es d'en 2 + DANS ee R'—= X NY HE ES re — sin a)+e COS 4 = e?4u
Rs k FU ni 2 RO (at + a? sin? a + sin? « cos? a)
et
a cos? a a + sin? « RE PR Dee a RP — COS Y, (er em me Pan ST ŸQi + a?) (a? -- sim o) V(i + a?) (a? + sint a)
== sin Y.
Les équations de la courbe $, peuvent s’écrire :
a? + sin* « a* —+- a? sin? & +- sin? à COs? à a? + sin‘ « :
Y = — Ra (/— EEE Le ;— Sin (w — y) a* + a“ Sin“ à + Sin“ & COS“ & Z = R sin a cos a |/— Rte © Ce at + a? sin? «à + sin? à cos? « a UF. DM TELE NN D COR OU NOR LE VERS sin? x + sin? à cos?
sin « 1 + a? À Si on pose
a? +- sin“ a At RON re RE DA NS 2 si 7 lu, a* +.a* Sin « + SIN” X COS“ X ol e LEGS { BEN COS, — COS À
a* + a? sin? à + sin? « cos? « et si on fait tourner les axes de l'angle ” autour de oz, ces équations prennent la forme des équations de la courbe $. Elles représentent également une courbe tracée sur le cône de révolution 2/2 ET" ! a’(a? + sin X?2 —- V2 == Penn) Z?
(1 + a°) sin* a cos? «
dont les tangentes forment avec les génératrices un angle constant 5’ donné par les relations : |
R' ss [ !
sin & cote = q 8 À R LIN TE & + sin « O pi % DpEC ere NEl rend CE at + a° sin° ü | sin & COS* d
151. Une sphère passant par le cercle Mo a? + y? + 2? — 2xf(t) = 0° a pour équation x? + y? + 2° — 2xf(l) — a? — 2(y — tx)h — 0 où À peut être une fonction de 1.
La sphère mobile a, en général, une enveloppe, et les courbes
caractéristiques s’obtiennent en prenant l'équation dérivée par rapport à {
: À æf'(D) — aÀ + (y — (x) Ne)!
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Cette équation représente le plan du cercle caractéristique. C'est le plan y — {æ, si l'on a À — f(1). On a ainsi les sphères
+ 8 +2 — af — W()}e — af O7 = ai
qui passent par les points fixes
DiEAY RO, A ee a et dont le centre décrit la courbe æ = f(t) — u(L), 18 HU RM Das le cas particulier où f est une fonction linéaire
s ; d'A JC) = at + b, AE DER Tr 0
il n'y a plus d'enveloppe, l'équation de la sphère devient
a? + y? + 2? — obx — 2ay =
elle ne contient plus { et reste fixe.
2° En remplaçant # par =, On a l'équation de la surface, enveloppe des sphères œ? + y? 2e? = saf(L\,. RES le Sur cette surface on a :
xdx + ydy + zdz = f(L)de+f(f) dy — ydx
x x La normale, qui passe par le centre de la sphère, a pour équations :
EEE { —
TO TO DE OI L'équation différentielle des lignes de courbure est
x—f+tf", dx+tf'dt, dx Y—f", dy—-f'dt, dy |—=o
Z, dz, dz
AE Y— 7 Z — 2 dé oé
qui se ramène à la forme :
EN ME Didt op —1, dy}dt=o.
Z} O dz
L'un des systèmes de lignes de courbure, { — c, est formé des cercles caractéristiques, ce que l'on pouvait prévoir, car les normales forment un cône de révolution. Pour l’autre système, on a :
Atdy + dx) = (x + ty — ft )dz. Mais, pour toute courbe de la surface, on a :
ds _ œde + ydy — fdx — xf'dt DANSE PERS GREEN
On aura donc :
den (dy di}e— xdx — ydy + fdx + af'dt: fdx + xf'di 2 (x ty —[}e — x — y Ha + oxf xf + Lz — L(a? + xf(t)) + Le 2CtAs + LJ(E)):
Ces lignes de courbure, qui sont les trajectoires orthogonales des cercles, sont les intersections de la surface avec les sphères
x? pr - “ts 22 AE a? Le
SIL
3° On doit avoir, pour la courbe, lieu du centre de la sphère :
ER OT ONN Er O)
La fonction f({) sera déterminée par l'équation de Clairaut :
U _p( Jia = TE) dont la solution générale Re ct + F(c) est une fonction linéaire, qui ne convient pas au problème. La solution singulière, déduite de la relation t—+ EF'(c) = 0 détermine la fonction f. Si F = y?, on a l'équation f—ÿ=f" dont la solution singulière, obtenue en exprimant que /f” a une
racine double, est :
On a alors les sphères :
mp4 PE x + ya
2954 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE et la surface enveloppe | A Te EN or Soit l’hélice = COS y = & sia l, z at.
Le plan osculateur a pour équation :
ND dl LU COS Y— y, cost, —sint|—o, Z EE Z h, O
X sin {— Ÿ cos + Ë — ul
X sin { + YŸ cos { + hZ —= ah't.
Le plan normal est :
La normale principale, intersection de ces deux plans, a pour
équations :
X — acost Y —asint Z — aht cos { at sin { SA re) c'est la perpendiculaire à l'axe oz du cylindre, menée par M. L'intersection de deux plans normaux infiniment voisins est donnée par l'équation | X cosif = Y sit ah
et coupe le plan osculateur, et la normale principale, au centre de courbure, déterminé par les équations
X — acost _Y—asint Z—aht PAPE D Cost. ee Sint ip -Nf nus A
Le rayon de courbure est R — «1 + h?).
Le rayon de torsion T est donné par la formule
T "hi Ée _— er re 00
DR
! ! l ke RS ET: — € Sin fl, a Cos {, ah D = da TPE TE cos aiSin LED En L'ue YA a sin é, —acos it, © 1 he sk rare a LERET HS
Le point M, obtenu en portant la longueur / sur la normale principale, vers l'axe du cylindre, a pour coordonnées :
X — (a — Î) cos t, Y— (a — 1) sin t, = ah l étant constant, ce point décrit une hélice, que l'on déduit de la
1 ah première en remplaçant a par a — {, et h par =: 1° Les deux hélices S et S, ont les rayons de courbure : a*h?
Rs ati <E), PR CL
Les courbures, inverses des rayons de courbure, seront égales. en valeur absolue, si l'on aR — +R.
SiR, —=Rona ah?
a — | KL — à + ak} — 0
ah? rer
[ — o donne deux hélices $ et S; identiques ; la seule solution est
SiR, =—RkR,ona 2,2 af +) + TE al 0
PE — a + kR)l+ 901 + R) — 0 ({— 2a) (1 — a — ah?) — 0
| — 2a donne une hélice égale et symétrique à $ par rapport à l'axe oz.
Si {= ali + h?), M, est le centre de courbure de S, de même que M est le centre de courbure en M. de l'hélice S:. Cette hélice S: est symétrique de la première solution, pour laquelle
| — a(1 FF h5}:
En résumé, on obtient l’hélice S1 lieu des centres de courbure de S, et deux hélices symétriques de S et S; par rapport à oz.
2° Si les torsions sont égales, les rayons de torsion T, inverses des torsions, sont égaux. Pour les deux hélices ces rayons de torsion sont :
5 l Res (a — 1° T=ali+}), Pr ES TAN
on doit avoir
ru MP ou (a né 15
ah
a ou “20h + h
La première équation donne { — o et ! — 2a, c'est-à-dire l'hélice S et l'hélice symétrique. La seconde équation donne :
(a — 1 = — {1 + 2h) et n’a que des solutions imaginaires.
3° Les cosinus directeurs des tangentes aux deux hélices sont :
sin l cos h V foi he V1 + h? V1 pe h2 RS LET cos, Le Vie EN vi El ah he 7 D
ces deux tangentes sont perpendiculaires, si l'on a : 1 + hly = 0, [= ali + h?)
on retrouve l’hélice S;, lieu des centres de courbure.
4° La binormale MH est perpendiculaire à la tangente et à la normale principale. Comme les normales principales aux deux hélices coïncident, MT, est parallèle à MH si elle est perpendiculaire à MT, et on retrouve la question précédente.
La tangente a pour équations
T T 9 - > «9 <a NT 7 Ye 3 1 ant 22?
Le plan osculateur
X — x, DEEE Z— 30
Les parallèles aux tangentes, menées par o :
REALE e2
2x 20" engendrent le cône 2XZ — Y?.
COURBES ÆT SURFACES 207 Le plan, mené par o, parallèle au plan osculateur : 2Xx? — 9Yx + Z—0
enveloppe le même cône Y? — 2XZ, c'est la condition pour que les deux valeurs de x soient égales.
2° La bissectrice de l'angle xoz, & — z, y — 0, forme avec
la tangente un angle &, les cosinus directeurs de la tangente sont
CT PE SL TU STE Fe COS a 2 == 1 + 27% D mt 1 + 24
Il en résulte que la courbe est une hélice située sur le cylindre
3° Sur cette courbe, on a ds — (1 + 2x°)dx; l'arc, compté à partir de l'origine, est :
Une développante s'obtient en portant sur la tangente, dans la
direction de l'arc allant de M à o, une longueur s + c. On obtient le point
1 2 au —c 2 M LS 3 — ee Cr ST (0 SE Sol 1 + 2x?
2 2 ñ re : DAT UT UE — 202 OS ns _— EN ie NA oe. 1 + 24?
À dr je Se — 9x?
APP RE RE ER TS Cr PS Lx =; — Érauete Re OUR dE 67 1 + 22° qui décrit une quartique dans le plan X +Z2=— c. 154. On a :
se P \giue — YY d2 = (: + d)Xér a et, si æ et y sont variables indépendantes :
Xs)X — da FAN OUI dr i+3x) + cdy — Y
Fasrx. — Anal.
au point (æ, y) de la surface, l'indicatrice a pour projection, sur le plan xoy, la conique
v al 2X' 2 yX' 9 M L(: +) — “+ Ti + Dia — %
où æ,y, sont les coordonnées courantes. Le diamètre conjugué de 1 = MX, à pour équation :
2Y/2 f ri | ( Là Fe }x'— Y nr [an + Le Yi + CS Xi — +.) = 0
entre les coefficients angulaires m et m', de deux directions conjuguées, on a la relation :
S "A X’ y mm (1 + XX — Ne HR (nm + m) TR = 0
Les sections parallèles au plan ÿoz ont pour projections les
droites x — c, de coefficient angulaire nm — w , la direction conjuguée est déterminée par m — SE Les courbes c doivent vérifier
l'équation diflérentielle :
Y Ch, RS 5)
Les courbes c se projettent sur le plan ÿoz suivant des droites passant par l’origine, dont les trajectoires orthogonales sont des cercles de centre o.
155. Une ligne géodésique d’une surface est une courbe dont le plan osculateur reste normal à la surface. Ce sont les courbes qui, en chaque point, ont le plus grand rayon de courbure, parmi celles qui joignent deux points infiniment voisins. Il en résulte que ces courbes forment le plus court chemin d’un point à un autre de la surface.
Sur la surface
ZT — p COS W, RSR, z—.f(p) on à :
— f'(p}de — f'(p) (cos w dx + sin w dy).
Qt (den
La normale a pour équations :
Xe #17 Yen 00 Ai 7 f'le) cos w f)snme —1" Supposons w fonction de p, le point (x, y, 2) décrira une courbe sur la surface. Le plan osculateur à cette courbe a pour équation : À — x, cos © — 5 sin w.w/, — 2 sin &.w/ — 9 sin w &"— 5 cos ww? Y—y,sinw + pcosw.w, 2 cos &.w/ + p cos w w’— psin ww? | —0 Z—:, Je), f'(e) Ce plan contiendra la normale à la surface, si l'on a : f'(o) cos w, cos w— p sin &.w/', — sin w(20" + pw”)— p cos w.w/? Fos (p) sin w, sinw+pcosw.w, cos W(aw + pu”) —p sin w.w?|— 0
JC), Je) La” wlo(1 us f'2) QUE p2w/3 + w!(pf'f" — À 2f'?) Le à
al:
2) _— 20" NE Né d ) I 2p FAT" FE 1 + f"2 c I + f"?
r . . pr + ) . , 0 I . se A équation linéaire qui détermine y en fonction de +, et s'intègre
par quadratures. On est conduit à poser :
Te uU de M DMC RO on aura :
dur wa ANSE Ep Es I p?
D eg prrarer NC n ?
na nl A do C2? — 1 p 156. La tangenté a pour squation Y—y—7y(X — x). La distance PQ, du point P(o, y) à cette tangente, est ! ——— =— ol : on a QM°— x? — PQ?
Vi + y?
24/2 2 a — x? — TJ 5 —= ss 5 4 ASS Es 1e à ENTÉ dau nu a de a° ax? — a 2x? —
= + free — a? — où = ve a > Le + va a) + €
Il est inutile de prendre le radical avec le signe —., cela revient à changer le signe de y, ou le sens de l’axe 07.
En choisissant l’origine, on peut supposer c — 0.
2° En représentant par oz l'axe de la surface de révolution, on peut la représenter par les équations :
X — P COS W, Yy=?Psnw 1 2 2 rte 2 ii 2= — — a — - L(e + — Ja VP mnt Ve a*)
, \ 4 À 4 À r paie Æ D'après le problème précédent ses lignes géodésiques seront représentées par l’équation
(D) = [2 — = L(co + V'c2p? — 1) + dc
ayc?p? — 1 (g 167. Ona” de = — l'sin » cos Gde — L cos & sin 040 dy = L'cos ÿ cos üde — [sin © sin 040 ie Il — COS o \do — 177 qd cos Ô / cos à dx, —sinv, — cos y cos 6 dy, cos &, — sin cos 0 | — © dz, O, sin 0
cos © sin 0 dx + sin © sin Üdy + cos Üdz — 0.
Les cosinus directeurs de la normale sont :
cos w sin 0, sin © sin 0, cos 0.
2 bi AR Ve sin 6d0 Fe sin 0d0 F7 cos 8 VE cos? 0 — c È WE 1 COS DATES SRE C cos? 0 On à :
; he I en 254 C —_—…— re ET if C cos? 9
sur cette courbe, on a : ;
ds? dx? dy? 2 2 29 de? te? 0d0?) — l* sin? 046?
s— x + dy? + dz — lP(cos pv? + Îg Jtenéee sin Üdô
dde s—-UL PR
VE cos 0 — c, l cos 0 + WE? cos? 0 — c
On peut supposer c'— 0, ce qui revient à faire tourner les axes autour de 0z. On peut alors poser :
ke 1 sin 0d0 __ Ptg 040 = — _ —— ——;, d = — —— = L V cos? 0 j ® cos® 0? Fe pe.
de = — 1 sin 0 (cos & — nat ) : w cos? 0 , os dy = — l sin 0 (sing + RE) do
les cosinus directeurs de la tangente sont :
cos a, COS Den Ee PET ds l cos 0 = COS 9 HAE TP ) UE — —- © sin Ô ds l
a x COS ® dcosa—=T cos Ü cos & — 9 cos 8 sin 9 — DEF) de —
— WP (y sin 0 cos 8 + en ) do — l cos? ( Ve ( SCT DANS == —— | — ô ?
me Pr ) sin 0 cos dû - in &\ sin 0dô d cos B— — Le (cos 0 sin © + © cos 8 cos © — ae à] TT
+ (—esin0 sing +2 SE sin 0) dt —
EC SNS RE ; =T (- ® + LOT ) sin Ü sin ®d0 AT d cos y — — ve (sin 0d? + + cos 0d0) — Æ Ce ® + Re ;) cos 6d0.
Le rayon de courbure R est donné par la formule
1 Lke d?x 2 dy 2 (a) + (a) I ( sin? ( c? cost 8 — c
E 7) Fig 0 — P cos’ 0 sin 0°
dz\? _ (dcos a)? + (d cos B)? + (d cos ;)° (a) — FL PT OP RER TES
La normale principale a pour cosinus directeurs
d’x d cos « !
R San — sin 0 cos v,
ds? ds LUE A DD dz … Rs -R-yemsssn bem, R 75 — cos 0.
Elle coïncide avec la normale à la surface. Il en résulte que la courbe est une ligne géodésique. Comme elle dépend de deux constantes c et c', elle peut représenter une ligne géodésique quel-
conque.
On a
LRO MEN EE EE dx + idy z OR my. y LE MET (x + iy) (1 + im) L(æ + y) = (1 + nu)Lz + C
où C est une constante imaginaire, qui sera égale à
C—= La — (1 + mile si la courbe passe par le point (a, o, c)
e+yi= (© er
ou œ
o RTL) p— ae",
L'arc de cette courbe est donné par la formule
20) ds? — de? + pidu? + dé — (as Lu "= ) e" de?
2 2 UV Er à nes d. e" do — Va + ce + am? (e" — 1). [e]
Le centre de gravité de l'arc est déterminé par les formules :
S n xf Us f'œus vf = | yds, z [a = fs O y D
uw
At "À 20 20 x | e"dw — | _acosuwe * do — le sin w —- 2 COS w} € "[ 0 o iH+n o É à zu X(e" — 1) — Z ee. [m sin we ” + 2 cos we " — 2]
w u) EN 20) FU) (a , f er do — asin ve ” do bi .[e sin W — M COS ox" | 0 Jo - An o o 2 vu Nien rs) — re [2 sin we ” — m cos we ” + m] ue 1 z | e do — [ ce ” du to) 24) tu)
p À te AC ne À irmat du — 1), Fer ti) L4 Lé Le L, ° C
Les génératrices du cône de révolution z —” 5 forment, avec
À ms ‘ son axe 0z, un angle}, tg y — L =". L'aire dA, comprise entre deux
génératrices infiniment voisines et un arc de courbe c, a pour pro-
. . 1 uni.
jection = p?do, donc dA = - à —— 2 SU HE." 17
D pe du da EH (e" — 1) [e)
2° La courbe c est donnée par les équations, où w est un paramètre variable :
ü) ü) [8] m m LR GC COS w, 4% = 4 Sin ©, bé ne
tu) , CO sin uw)
w x! — ae” M (ES — sin w), y = ae |
+ cos s), A
La tangente forme avec oz un angle y constant
[4 PE AR EEE gt "Vi + m° ü) w
à m1 —mÈ 26 , 1—m° .
MiemGep Re COS = SNL |, y en 7 sin w +? cosw m° m mè m
c + a? ns +- me} m?
x!? we y? + 22 —
20) 2 2 à Re an OU Li xx" y'y'- 27 ë Sea ns. m
Les cosinus directeurs de la normale principale sont proportionnels aux expressions :
D'OÉDIE T'ALS, UV DL om YILD is z'Ex'x" — 727? ou à œ x! — ma — ae" (sin w + m cos w) y! — my" — ae"(— cos w + m sin w)
z! — mz! — 0.
La normale principale est perpendiculaire à oz. La courbe est une hélice tracée sur le cylindre parallèle à oz,
dont la base est la spirale 9 — ae.
Les lignes géodésiques, qui forment le plus court chemin entre deux points d'une surface, sont caractérisées par la propriété que leur plan osculateur est normal à la surface, ou que la normale principale à la courbe coïncide avec la normale à la surface. La courbe c contient deux constantes arbitraires a et c, m étant supposé donné. On a une surface engendrée par ces courbes, en supposant a variable et c — w{a). On a alors :
vu) u)
— [cos à E dx — ae" ( SD w)do + e” cos wda nm
m [Sin w m dy ae ( + cos ) dw + e" sin wda
dz —e" (2 do + c‘da) m
dx, a(cos © — m sin w), cos w
dy, a(sin w + mcosw), sin w | — 0.
ue: “hs c
Les équations de la normale à cette surface sont :
X — x Y— y MT es à
(ac — c) sin w +- amc'cosw (c— ac’) cos & + amc'sinw —am
Elle ne peut pas coïncider avec la normale principale à la courbe c, qui est perpendiculaire à oz.
QT
3° Si le point M, décrit la droite 2 = pX + q; c et a seront liés par la relation C — pa + q-
Si & est constant, le point (x, y, z) décrit la droite [Q)
COS W Sin w P
x ” y _z—qge"
cette droite forme avec la tangente à la courbe un angle V, a + PC os VIE pve dar Emi se a (1 p°) + pq Vi + p? V(pa + q} + a(1 + m°)
cos V sr
cet angle est constant pour une courbe donnée, il varie avec a ou avec les différentes courbes qui engendrent la surface. La normale à la surface a pour équations
X — x Y— y _ZL—2z
— 4 SIN & + apm COS & _ Q COS W + apm Sin — am Elle forme avec la normale principale à la courbe un angle, indépendant de w, dont le cosinus est — q + apr Vi + mt Vq? + (i + p'amt
CHAPITRE VII
199. z étant fonction des variables indépendantes x et y, l'équa-
tion différentielle des lignes asymptotiques est :
02z d2Z ÿ2 , 0x? de? + 2 ôxdy piste ôy? dy? — 0, ou d?z — 0: S1 "AS a, 8 L dy STATE AU +8%) 0 8(8 1 GE qe)
RAT Lcibenmte. AE Ge y ( dx? + 2 ee dxdy +
on a donc o(a — 1)y*dx® + 22Bxydrdy + B(B — 1)x?dy? = 0. Soient a et b les deux valeurs — 08 EVaf(a + p— 1) B(B — 1) (xdy — aydx) (xdy — bydx) — 0.
Si MAD. ds Ly = aLx + Le, yet.
y F Les deux systèmes de lignes asymptotiques ont pour projections
sur le plan xoy les courbes :
“4 == ca, +4 —— c'x?.
Pour la surface
Les lignes asymptotiques sont les droites :
Y — C; 21 CT, et les courbes :
C Huye A Énne À Re:
160. Si la surface est représentée par trois équations donnant æ, y, z en fonction de deux paramètres u et v. Le plan tangent a pour équation
A(X — x) + B(Y — y) + C(Z — 2) — 0, où À, B, C, sont les déterminants différentiels :
— DO 2) _ D(z, &) __ D(&, y), be Du, v)’ LE D(u, v)’ ir Du, v
Si on pose l'identité dAdx + dBdy + dCdz — Ddu? + 2D'dudv + D'dv?
elle détermine les trois fonctions D, D’ et D' de uet v. Le rayon
de courbure R d'une section normale à la surface est donné par l'expression
VA? + B? + C? Dduw + 2D'dudu + D'dv?
R EL ds?
où ds est l'élément d’arc de la courbe de section. Les directions asymptotiques correspondent à n — 0 ; l'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
Ddu? + 2D'dudv + D'dv? = 0.
Mais, le point x, y, z restant sur la surface, on a les identités :
Adzx + Bdy + Cdz = 0 Adx + Bd?y + Cd?z + dAdx + dBdy + dCdz = 0.
De sorte que l'équation différentielle des lignes asymptotiques peut s’écrire :
dAdæ +- dBdy + dGdz — o ou Adx + Bd?y + Cd?z — 0
ce qui donne les expressions :
Le
O2 y O2 O2 O2 gs 218 818
DEP EN
re O2 TRS
O2 Cia t2 Nez 4 a O2 ©2 (=
Lei S ee ©?
& (md O7 & CS
DR
Si z est fonction de x et y, soit & = u, y — v. On a: 1 DE Meet OT 0Y
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est
Ô?z Ô?z d?z Sr dx? + 2 =— dxdy + Del dy:
Ôxy 2° Soit x — r cos 6, Vers, 2 f(r,0), el à à VE AD] S2 ©?z 02z Ôz 02z Ôz + = 3 Fr — D'—. rs, — D'= Sr PS on or? ? ôr0 60 c02 ns èr N2 N 99 n d?z Ôz 0?z TA ES rdr? + (5 Fr — — drdô + ro 0 + — r? d0? = 0) orÛ 00 00° or
Pour la surface z = rô cos 8 + r sin 6Lr
On a :
Ôz à Ôz ,
5, = Ÿ cos Ÿ + (1 + Lr) sin 6, 5 —= /(cos 0 — 6 sin 0 + cos ÜLr) 022 ANISIN Ô?z :
nr 5 = C2 + Lr) cos 8 — 6 sin 6, d2z
— r(2 + Lr) sin 6 — r6 cos 0.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques devient :
sin Odr? + or cos 6drdô — r? sin 0d0? — o
dr — cos La se 1
nr 10.
a sin 0 d
Les deux solutions sont :
DA
dr 0 dr 0
& ts . d0, et THERE cotg ë do
. 0 0 Lr = — 9L cos- + LT, Lr=—o2Lsin-+L—
Les projections des lignes asymptotiques sont les paraboles
En posant
T==T COS 0, VW rsiNn6, z = Ver Ôz 1 Ô?z — 1 FMC d Ô?z 02z s.
Fe Smet 2 3 5.5 EN Cr ES , Rosie Sn ares à N 0 Vor Ôr or Vor 0 orû à
D'après le problème précédent, l'équation différentielle des lignes
asymptotiques se réduit à
92 Ô CZ dr? + 7 rdb? — 0, ou dr? — 2r°%d6? — o dr? èr
dr . ba
= V2 di, Lr = +H0V2+ ec.
Les deux systèmes de lignes asymptotiques ont pour projections
les spirales logarithmiques :
/ Le r — ce)V2 et r—ce VV, NEO 1 Ô?z 6 d?z Ô?z D = — — 0 > = — —— —— a — : NO E De Li Ôxy Ôy?
L’équation différentielle des lignes asymptotiques est :
PA 2 CPU ET dn dy Crau da, 194 + xd J He En prenant le signe +, on a le premier système : 1 1 1 LT 1 M = — — —= —, im (+= Y ORNE AN ARS C(x — y) ces courbes sont l'intersection des deux surfaces du second ordre col 2% CV —%) =2x+7y
qui passent par l’axe oz. Ces cubiques peuvent se représenter par
les équations :
Fe inyent LENS EL AES nn su FR A: E— 1!
TM 0 TU? Ta Vds CONTRE
Le second système de lignes asymptotiques sera donné par
1 L mise qe et se déduit du premier en changeant x en — x. 163. On a DEL EN Te de: = F (2) 4 ’ 4 — #(2) EE) 2 (2) cdy — Jde q
car on suppose d’x — 0, d'y — o, si x et y sont variables indépendantes.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques, dz —— o, se décompose ; ædy — .ydx — o donne y = cx, z = g(c); les génératrices rectilignes de la surface forment le premier système de lignes asymptotiques, ce que l’on pouvait prévoir. Le second système sera déterminé par la relation différentielle :
nf Y EN, «HN ER EE (a (2) (xdy — ydx) = 29 (2 }ruz #h
g’æœdy — ydx __, da ‘À a? CN x Ly(1) —,2Lx + Le
La courbe
Fes ar nE )
sera la projection d’une ligne asymptotique, si l’on à :
=" 007 a =T( à ROUE MAS N MAT (Gi +ËA)(i—ËR 2 \1 +6 {à — À)?
ca? 2 1 L ré ( | D + E —+ € ) LR ot À (
ca? 1 I OR a — RENE + 2 arc tg ) + c!
A K( 7 F + arc to *) + c'
où K et €” sont des constantes arbitraires.
164. La courbe mobile sera représentée, dans son plan, par l'équation z = c + f(p), où c est une fonction de l'angle w que forme ce plan avec le plan xoz. La surface peut ainsi être représentée par les trois équations :
(1) M 0. (080, yÿ = P sin w, z = f(e) + g(w)
où 9 el s sont deux paramètres variables. On en déduit :
du D) mue UE NC Je
P P° ,\ 2 FA 2 à ,\2 dx = f'(p) (= Le ar) + f'(e) (Æ S de (xdx . ydy) ) se RTE (= — eo PR rdy _ ydæ hier ne En posant d?z — o, on a l'équation différentielle des lignes
asymptotiques, ou l'équation qui détermine les deux directions asymptotiques en chaque point de la surface. Pour qu'en tout point de la surface l’une des directions asymptotiques soit dans le plan æ = c, dx — 0, il faut que le coefficient de dy? soit identiquement nul :
COS” COS? «w. siN © COS w
+ ge) DE — 291 (0) ES
cette relation doit être vérifiée pour toutes valeurs de w et 5. Si u) = 0, elle devient
f"{e) sin? ub + f'(2)
2179 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE et l'on aura :
— a sin? w + a cos? t + p'{(w)cos? w — 2%/(w) sin w cos & — 0
Equation différentielle linéaire qui détermine '(w). Si on pose
+ 4 Med u es Toto ee devient :
U = — A COS 2w ii | , b dr Pin 20 te, plu) naiss
fe) = aLe, g(w) — aL cos w + b tg vw.
1l est inutile d'ajouter des constantes à f et w, si on choisit l'origine des coordonnées, sur oz.
Dee ele cdy — ydx ydx œ x?
Les lignes asymptotiques sont déterminées par les équations :
dx —0, T—=0€, et = de + 2b 0
œdy — yde 21 NS
ar robot œ
sur la surface (1), pour les sections z— c, on a:
mn de SN PRE AR ANNEES ap'(uw) + ypf(e) — y? (w) — xef'(e) 0
Pour une courbe orthogonale à ces sections, on a : (æg(w) + yef'(e))de + (y#(u) — ef/(e))dy = 0 6) = arc tg 2 est de degré zéro. Pour que cette équation soit homogène entre x et y, il faut que pf(p) soit constant
pf(p}==a, "Ouf (p) —tabp-Pc.
LIGNES ASYMPTOTIQUES. LIGNES DE COURBURE 273 On a alors l'équation différentielle
g'(w)pd> — as dw — 0
du Lo af
En particulier, pour la surface (2),
du : a cos? t COS 240 + 1
—= ; (ONE TE, LEP ns p b — a sin w cos w 20 — a sin 2w
Lo+2L(2b—a sin 20)— a AUTAN 2 Ft E2 ; 2 a sin 20—9b © atg CRT (1+ to? w)
er mie avai — 4h?) \gw—a tguw—$
où LORS ne ET sa rent aBe A ANT ERMUES a = A . to (0) ne © [e À Pol asin ami + 2:17 LT 1:29 + c:
\ Va? — 4h? tg &ù — $
SIG co H0 OA
: 1 . ae d'tg uw) Le + À Lab — a sin ao) = ac [te a ee ob tg w — a.
maybe _ gè 18 V4b? — a?
165. Le plan osculateur à la courbe y — x°, 2 = x", a pour équation :
BXx? — SYx + Z — x
il contient la droite D, Z = x°, Y = Xx.
Cette droite engendre la surface
y mal sur laquelle on a :
Au = YaX FIVE PUS DA OU D IX) 2e Ci ER
Fagry., — Anal. 18
Les lignes asymptotiques vérifient l'équation (XdY — YaX) (XdY — 2 YdX) — 0.
Le premier facteur donne les génératrices Y — cX, Z — ci. Pour le second système de lignes asymptotiques, on a :
r Fe rA 3 2 “ = a£ X2— cY, 2= ()
ce sont des cubiques, que l’on peut représenter par les équations
Nr à RS PEU,
Sur la surface S, on a
dy — Pdx — xd8 di — udr = (1 + uéw)de + œu'd8 = œu'.d8 — u'a(dy —— fdx} di = (u — Bu’ a)dæ + u'ady.
Le plan tangent a pour équalion :
(1) Z— (a — Bua)X — us Y — a.
Les équations de la normale sont : :
X —2x _ _Y — fx
RE mr Ps ur 2°. et B étant les variables indépendantes, on peut mettre l'équation différentielle des lignes asymptotiques (problème 160) sous la forme :
5 Al A PR ‘| dæd(u — fu a) + dy due oh u' dade + (dy — fdx)du!l, —:0 d Le _ (u” da + u”,843) + æ dé(u”.gda + u” 9248) — 0 (e 4 dde — ue dé? — 0.
3° Le terme en dzd manquant dans cette équation, il en résulte que les courbes 4 — cet f5— c' sont conjuguées; ou que les directions du — 0, d5 — o sont conjuguées par rapport aux directions asymptotiques en tout point de la surface.
4° Si est constant, l'intersection du plan tangent (1) et du plan infiniment voisin s'obtient en formant la dérivée par rapport
u'e(EX — Ÿ) = 0.
Cette droite :
à DEA 0. ES Z—uX = a passe par le point D, PS ENT E EEE et engendre un cône ayant ce point pour sommet.
5° Si u — AB + 4B, + B, le plan tangent (1) a pour équation :
BB RANK DAY AR 6D NX E pY|— GTR ee 6 BE BAY Sval= 0,
Si 5 est constant, la droite caractéristique de ce plan mobile est déterminée par l'équation dérivée par rapport à & :
A'T(B — 8B')X B'Y] + (B, — BB)X + BAY Hi 0.
La droite définie par ces deux équations passe par un point fixe, et engendre un cône, dont le sommet est ce point donné par les 3 équations :
On peut représenter la courbe c par les équations
x — a cos { Vcos 24, y = a sin { Ycos 2/, z = at dx : cos { sin 2{<+ sin { cos 24 ; sin 3 dy cos 3t RE Ve lines © —————— — —_—_—_——————— ———— —— — ., nd = 4 | = dt cos 2! | Vcos at dl Vcos 21 dz ds 2 a, = a\/i+ LUN a V3 cos !
e { COS 2 /1 2 sin’ f{
s —aæarc sin (V2sin {) + c.
on
a ÿ/cos 20 ‘ F V— [fard = — fe wd: A pd =5 | w COS 2w6dw — O
a ñ as /r = 24 sin 26 + COS 20) —= = — 1):
3° Sur la courbe c, on a :
I + cos 24 a? sin 2t 12 12 PPT NE Een” x! PRE SR EPA LE TL, SNL En —cosa er OÉ LE 14 cos? 2{ g'— ——— (3 cos 3 + sin 3 tg 2t) Le 2l Vies (3 sin 34 — cos 31 tg at), rat — al a? + y + 7 — PET (9 + tgal) RP? — (Ex)? F4 38 (1 + cos 21)? DHOERE + cos 2{)? Ex/?2x"? — (2x'x")? 1 +- 9 cos 2{ + 8 cos? 2t 1 + à COS 24 d(R?) La (1 + cos 21) (3 — 4 cos 2) say LRNTE (1 + 8 cos 21)? \
Pour que xet y soient réels, 1l faut cos 24 >> o, la dérivée de
R° s’annule pour sin 2{ — o, et cos 21 — : SIN TE ES S1 { varie de o à F R diminue de à a à la valeur minimum © V7,
qui correspond à sin { — . puis R augmente, jusqu'à R — a, pour { — 4:
: . T SK DT ARR Si { varie de — r ao, ou de “ à K les variations sont anaê.
logues, R repasse par les mêmes valeurs.
On a
dx — — a sin 6 cotg ÿd0 — a(r +- cos 8) ne dy — — a sin 0 dû NRC CR vd sin sin?
dx, — sin 8 cotg®, 1 + cos 0 dy, — sin 6, 0 se).
cos 0 ; 3 dz, Pr sin Ü cos
Sin
— dx sin? 0 cos ® + seu (sin? 0 cos? © + cos O(r + cos 0)) +- ?
+ dz sin 0(1 + cos 0) — 0
cos? © —- cos Ô sin? v
: dy + sin 0 dz — 0.
sin ©
— cos o(1 — cos Ode +
Les cosinus directeurs de la normale sont :
CG
— (1 — cos Ô) sin # cos #, cos 8 -— cos? © + cos Ô sin? #
COS
cos — sin Ô sin +.
En considérant 9 et comme variables indépendantes, on a :
cos? © + cos D sin? v sin ©
d?y — sin 04? z —
cos O(1 — cos O)d?x —
UE (x — cos Ü) sin gd? — cos © sin 040) —
TES" OI 9 | ns &(° —- sin _ : COS ) cos ede —- sin 0 sin ©d0) + cos Odz:d8
de l'A (d0? + 2 sin 0 cotg & dûde — sin?0de*),
sin ©
l'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
d6? + 2 sin 0 cotg & dû d? — sin? 6 de? — 0
de ——— cos © HI — — cotg 9 E Vi + cote? o = — ——
sin 0 do sin © Le premier système est :
cos — «9 —i—cose; — d 2 je SN TT ie = duo, == sin sin © u de ® é 2 te — cos“ — sin — AE 2
— Lig=2 al sin À + Le, cotg = — c sin
Pour le second système
di = f'(xy) (x dy + y dx
dz — 2 f'(ey)dx dy + f'(xy) (x dy + y dx}.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est : dz—0o, ou 2/f'dxdy + f(x dy + y dx} — 0 sion pose xy — {, on a :
x f"(t) dE + no dx (æ dt — tdx) = 0 GTRE ‘he nn (T en. Fa À di 0
RE Ce net À pe de \ + se 5
TS
TONER
I +\/i + dr
Le ee pa, 2t
2° Si z — ever, ft) Le ewi, f'O LE etvt Ps 2 VE LJ(O = avi+ Li: Li PAXEe abs or JC) ORES, PT AN DUT ANT Le Læ = TEEN CP ONE EN 21 2 LÈ Æ 4va ÿay + 2c= 0 Qu y = d'a + Vañer.
3° Les courbes y — cx" ou Ly = Le + nLx vérifient la relation différentielle
dy dx
En ——
TL
en exprimant que l’une des directions asymptotiques vérifie cette relation, on a :
2 “2 f'(e7) + (= #7) fn) —= 0 ACTES os
JE Let on RE HOME TE 5 dE on LE SRReE 2n A + 1
fO=et MF, fO=amtiÈ Le,
En déplaçant l’origine sur oz, on peut supposer ©” = 0
Les lignes asymptotiques sont alors :
Les deux systèmes sont :
LT Z — C,ÿ”
170. Soit la surface z — F(x, y), l'équation différentielle des lignes asymptotiques
62F “In EF
= de +2 — dxdy + dy? = 0 ox OXY 0
doit admettre les solutions dy — 0, J\y)dz + af (y)dy —e.
Elle doit être équivalente à l'équation
JO) de dy + x f(ydy? — On aura donc :
Pat) + 4). UE ED + HO.
Pour que cette équation ait lieu quels que soient æ et y, …l faut que l'on ait :
PANNE AE op) D TON LE NU M A EU 6 = F7) = + b+ ee | GE + de 171. Sur la surface z — y sin æ, on a :
dz = y cos x dx + sin x dy dz — 2 cos x dr dy — y'sin x dri.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques dæ(2 cos æ dy — y sin & dx) — 0
donne les génératrices æ — c, z — y sin €, et les courbes y déduites des équations :
NUS dx, Y COS æ 2Ly — — L cos x + Le VACDS Ti 0; 2 SI
au point x — 0, y — + Ye, z — 0, la tangente est perpendiculaire à O0Y.
2° Sur cette courbe ‘/, on a :
dy —— A dx
| AA 2 Sin ZT 1 + COS“ dz = y{ cos x + ———" |de = y ——— à AUCOS Es ATCOSEL 1 RON 2 à dz
2COSX YSINX y{1 + cos? x)
Une courbe, tracée sur la surface, sera une trajectoire orthogonale des courbes /, si l'on a :
2 cos æ dæ + y sin & dy + y(1 + cos? x)dz = 0.
et. comme dz — sin x dy + y cos x dx
(2 + y? + y? cos? x) cos x dx + (2 + cos? x) y sin x dy = 0.
Si on considère y? comme la fonction inconnue, c'est une équation linéaire entre y? et sa dérivée ; on est ainsi conduit à intégrer d'abord l'équation homogène
ANUS Sin COST ( sin æ à (\SCOS ALU VAT USE sante sine Li AS sin Sin TE 3
dont l'intégrale est
Din Et Sin x) =
de sorte que, si l’on pose :
Yi 8 x(3 — sin? x) 7
L'équation précédente se réduit à :
3 Tù
du = —4sin*x(3— sin?x) * cos x dx
En prenant pour variable sin° +, c’est une différentielle binome,
ce qui conduit à l'écrire :
9 3 COS du = — 4 È —— | ses x.
sin? © sin æ or PR axes 3 Posons sec == 0 6 dv 2 1 #01 3 du = ——, = -t- + + - dy + uv 70 HT Lee ve
u — 2L(i + v) — L(r PP) HAVE are ec
Les trajectoires orthogonales ont pour projection les courbes ee, I (r + uv) r& 2U — 1 JeRD Te L'=———5> + 2y3 arc LR En AE
v — \/2 + 3 cotg? x.
3° La courbe ‘y qui passe par le point M, & — z — 0, y — a, a
pour équations :
a a sin æ M pre = —— cos x cos x sur cette courbe, on a :
! a sin æ ; 1 + cos? x de ZA —— 2 cos æ cos æ 2 cos æ cos x . 2 + sin . 2 sin x .
Hd ©, 2—=a re sin x.
h cos? x cos x 4 cos? æ ÿcos x
Le plan normal a pour équation :
2X cos x ÿcos x + aŸ sin x + aZ(1 + cos? x) —
RG SRE 2 cos" ue.
— 2x cos xVcos & —- a? RUE sin x y cos æ au point M, le plan normal est :
L'intersechion avec le plan normal infiniment voisin s'obtient en prenant la dérivée par rapport à x, qui, pour æ = 0, se réduit à
aY = 3 + 3a?.
202 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE La droite polaire À au point M a pour équations : 2 / Ad PET X — — az.
Au point M, on a :
(y me. ons, = a y —0, ER PS
Le plan osculateur en M a pour équation :
ne A Fe ; a : f :
Hird, 00 0: 7 0x Z, a, 0
La droite polaire coupe ce plan osculateur au centre de cour- ‘bure :
EEE 0, Y= 3a +” -0y est la normale principale, / I eh (a Pt =):
a 4° Si a augmente de o à 1, R diminue de © à R— #4. Si a augmente de 1 à + æ, R augmente indéfiniment. Si on change a
en — 4, R prend la même valeur absolue. 5° Si a varie, la droite A engendre la surface
Si on considère y comme fonction de x et z, supposées variables indépendantes, on a :
dy = (ædz — ae) ($ — a)
dy = (xdz — dx) (LS _— A
L'équation différentielle des lignes asymptotiques
hdx
x? z° donne les génératrices rectilignes :
OÙ
(xdy — ydx? __ sin z — zcosz d2— 12087 pa MS CV T sin ° z "Ne sin? Z ; x sin° Si on pose y RER x — {g ufr — 2 cotg 2) On à :
du? dz?
er EU ar sin tar sin? z Tee ie RACE sin z sin u ÿcos u SOI COS U,=— {?:
dz ur out M HR 2 ï I jar RE 1 — (! + 2(i1—{i) 2(1+Ù 2 tg — cos* — 2 2 Z 1 1 + { Lig-=+{arctgt+,L )+e 2 2 1 — où
ce \/c0s 2.
DEV E, PEN
La droite MA a pour équations :
VENT; Dit
Elle engendre la surface z — (2) TL
Sur cette surface, on a :
NE à 7 dz — 6(xdy — ydx)y pr :
L'équation différentielle des lignes asymptotiques :
(ædy — ydæ) («dy — 2ydx) = 0
donne :
dy dx ES He SN Y — CX A4 XL
génératrices rectilignes.
dy odx 2 “= = — , 4 hf 8 ee 14 LA
Les lignes asymptotiques du second système peuvent se repré-
senter par DE dant PA Cr A rh LS
Les projections des lignes asymplotiques qui passent par le point B,æ—7y=— 1, sont la droite y -— x, et la parabole y — +2. Celles qui passent par le point C(r, 2), sont la droite y — 2, et la parabole y — 24°.
La droite y — x coupe la parabole y — 2x° au point D, L —=Y— = La droite y — 2x coupe la parabole y — x° au point E,
x — 2, y — . Le quadrilatère BECD (fig. 14) est limité par la parabole y — x? entre les points B(x, r)et E(2, 4), la droite y — 2x
LIGNES ASYMPTOTIQUES. LIGNES DE COURBURE 285 tt entre E et C(1,2), la parabole y — 2x° entre G et D (L 5) etla droite DB entre D et B. L’aire intérieure à ce quadrilatère est définie par les inégalités LS MC 2!
Le volume est :
v = ff) drdy
à l'intérieur du quadrilatère.
Si = LT<i on a TA YA" Si =D 4 RE D On a donc
4 ; Lac nn 2 * Le 1 ( —?) = (3= “+ ve) LR EVENE DE EN TA
Sur la surface x —(1 + u)chv, y = (1 —u)shv, DT
e e —e ch u = =, sh u — —————, 2 2
si u et v sont les variables indépendantes, on a :
dx = ch vdu + (1 + u) sh vdv dy = — sh vdu + (1 — u) ch vdv (1 — u) ch vdæ — (1 + u) sh vdy + (u — ch? v — sh? v)dz = 0 (1 — u) ch vd?x — (1 +u) sh vd?y — (ch vdu — (1 — u) sh vdu)dx + — (sh vdu + (1 + u) ch vd )dy — (du — 4 ch v sh vdv)du — —= 4 sh v chududv + (1 — u*) (ch° v — sh° v)du*,
Les lignes asymptotiques, obtenues en exprimant que leur plan osculateur est tangent à la surface, ont pour équation difiérentielle | |
Ad + Bd°y + Cd —
où À, B, C sont les coefficients de l'équation du plan tangent, ou :
4 sh v ch vdudv + (1 — u*)du® — 0 l'un des systèmes, v — C, est formé de droites; pour le second système, on a :
HO ee dv dt sh pb ch a 1 A 1 Fi sh v chv\,, 1 +u RE: rich sh v h nu es 2 Pure pur LOT I Dares /ch v 1—u sh v SE sh v Mn D cle
uU
echo + ÿsho
2° Sur la surface
x — (1 + u) cos v, y — (1 — u)sinv, Ziani on à :
dx — cos vdu — (1 + u) sin vdv, dy = — sin vdu + (1 — u) cos vdv (1 — u) cos vdx + (1 + u) sin vdy + (u — cos’v + sin?v)dz = 0
(1 — u) cos vd?x + (1 + u) sin vd*y — = (cos vdu + (1 —u)sin vdv }dæ — (sin vdu +--(1 + u) cos vdv dy — — (du + 4 sin v cos vdv)du — — À sin v cos vdudv + (u? — 1)dv?
l'équation différentielle des lignes asymptotiques 4 sin v cos vdudu — {u* — 1)dv° — 0
donne v — € pour le premier système, et :
hdu HA du LA dv ÿc u?— 1 sinvcosv tg uv cos? uv L u 1 u - À ra 2 — "Lier 4, ce — cycotg v U——.u 1 0 _ eycos v — ÿsin v h
ce Vcos v + sin v
3° Si, dans les équations de la première surface, on change v en: vi, elles deviennent
Ps (1 + u) ch vi = (1 + 0) = (1 + à) cos
y—={i—u)shui—(i — — (1 — ujisinv
il suffirait de remplacer y par y pour retrouver les équations dela seconde surface. D'autre part, on a les lignes asymptotiques :
Leu ; PERS AR ON ésInv
et comme c est une constante arbitraire, en remplaçant c par c4/i
on retrouve les lignes asymptotiques de la seconde surface. Ces deux surfaces se correspondent, à la valeur vi correspond le point ima-
inai z: del iè le point réelæ, =, z del d ginaire æ, y, z de la première, et le point réel x, DZ de la seconde,
l'équation entre u et v qui représente les lignes asymptotiques est la même, pour les deux surfaces, v et c étant réels pour l’une, imaginaires pour l’autre.
175. Soit z — f(x), y — 0 l'équation de la méridienne de la surface de révolution autour de oz. est l'angle de la tangente à cette courbe avec 0z
La normale à la coupe méridienne (Z— 12 +X—x—o coupe l'axe au point - TL AO" LI +, Z le rayon de courbure R, est la longueur de cette normale T res le RAS SA TPLE
R: est le rayon de courbure de la courbe méridienne
On a ainsi :
on en déduit une relation entre x et w, ou une relation différentielle
dz ‘ m entre etæ. Si f(p) = 5 DR
ee sin ode ve
Lx =[ is FRONT L(cos & — m) + Le
L(COS 6 == m) — €, Brie QE SIN Ra
Va? — (e + mx)?
Cc + ma(i — m?) — cm?
RE — dæ.
1 — m°) Vat(i — m°) — 2cmx — €
Pa o] SU er
fre s Va — (ec + mx) + 1 — m C cm x? — (c + mx) Ne PR RER (1 — mi — m° Hu nn À DUT el m en —————— € . A(M—1)+cm RS VER? — (0 + mr) — ——— arc sin Re Pt LEA (m?—1) y m?— 1 cÿam? — 1 Sim C+ æ L 2C, /2X + c Les si Er 5 v Rene V— (ax + c) pe AE Si m —
chaïnette. On peut supposer “ LS c — — cLe, pa (ane ;
La normale a pour équations
X—x _Y—y Z—ytgxz _
yG His) tgæx — 1 :
à chaque valeur de u correspond un point de la normale. Le centre de courbure est le point d’intersection de deux normales infiniment voisines, que l’on peut obtenir en faisant varier x, y, u de façon que dX, dY, dZ soient nuls :
/ 4 auy udy + ydu Ne M EST ( Co Huy ) PUS ir
u COS? x
de + dy + tg «du = 0
ydzx Cost T
+ tg «dy — du = 0.
En éliminant dx, dy, du, on à :
cos? æ + 2uy Îg %, u, s; u, cos? #, COPAINS DL =10 y cos? œigæx, — cos? x
u — y? + cos° x
à chaque valeur u — + y}? + cos’ x correspond un centre de courbure X, Y, Z; les rayons de courbure sont égaux, et de sens contraires,
R— n\/(1 gt à) (Abe
2 2 re = \1\ + a .
COS” æ COS”
2° Sur la surface, on a :
ydæ dz = ——- + to xd cos? æ A odædy sin x dz = —- 2Y —— dx cos? x cos? æ
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est : dx(dy + y tg xdx) — 0.
Le premier système est formé des génératrices LESC 2 —= Y t@ C.
Pour le second système, On a :
SIN x y COS æ
BASE COS RE NLE,\. P Co
Fagrx. — Anal. 19
3° Si le point M{x, y, z) décrit la courbe y — € cosx, z —csinx on au #y1 + cos æ, les centres de courbure principaux sont : X—x—+evi + ec, Y — c cos x + Vi + c? sin Z —=c.sinx = Vi + c'cosx.
Ils décrivent deux hélices situées sur le cylindre de révolution Y2 + Z8— 1 + 207.
En faisant tourner les axes autour de oX d’un angle &, tel que
cos a ; sin = LRNaee ne AO 4 — rep AC becs Mi La et déplaçant l'origine sur oX, de Æ cÿ1 + c*,on ramène les équations de cette courbe à la forme :
Ê en iZ ie 2 HER ee :
Ye EE = Vi 208 cos X:
HYViLe + eZ ie
dis cie : — — 1 + 2e? sin X, VE 26
A MA ec Var OUEST; Un arc de cette hélice est s—Wo(r + ©) (x — x).
Si M décrit une génératrice de la surface, x reste constant. On a les centres de courbure :
x + 2Y cos? x
X Vy* + cos? x
Y= y —ÆEtgz Vy + co x L—= year vy4 608 x,
En faisant tourner les axes de l'angle constant x, autour de oX, et déplaçant l'origine sur oX, on a :
Y, = Y cos æ + Z'sin z — Y
COS æ L'HPREERERES Zi —=— Ysin x + /Zcos x = + Vy? + cos x COS æ XX —r— HT 2 + cos? x : RE T
Yi— 7/2 +1—=o, Yi + Xi 0 courbe du quatrième ordre,
4° Sur cette courbe, si y varie, x restant conslant, on a :
x CLÉ ÿ k # dy 1 Ge ét (#5 LR Ace Vy2 + cos? à cos? æ
/ rs to d ; a=(ie TES) à a =(ser 1) Vy? + cos? x \ Vy? + cos?
dei AN NA MAN A7 NN TT ENN PET
cost x s Vas 8. ; 47 + cos A fi se Vay? + cos? x (1 2 rs CO ZX Ti Dies æ 7 ee L(y V2 + V2y? + cos? + cos? x x) —+- C.
177. Les rayons de courbure principaux R, R1 sont donnés par l'équation :
(ris )R2— 1 pq {fa pt)t—-2pqs+ (1 +R + (1 +p?--q°)—0 p=f@) go) r=f@) 0 ty)
COS NE tn he An cotg 4 — AU AL à cotg Ê — ARÉRUr PE Vi + q Vip 2 2 (R +R) cosy = TP + Le 2 L 1 ee JE 2 A comme - _ est une fonction de x, 7 + une fonction de y,
leur somme ne peut être constante, que si ces deux fonctions sont constantes :
AMOR Le Polo) de
— b, k GE VAN GC) it a arctgf'(x)—axz+A, f(x)—=tg(axz+ A), fe)=—5 L cos (ax+ A)
0) = — ;; L cos (by + B) 2 = — L cos (ax + À) — L cos (by + B).
20 p—tg(ar+-A), q=te(by +B), " cos(ax + À)? cosy EE)
pére | ] 1 RE Ce Re RyI Ep (+) +. le = O
(R — R;) cos y —
lait (1+tg* ax+AÀ)+te*(by+B))cos?{ax+A)cos?(by+B)
=/ ER ) +4 sin?(ar + A)sin?(hy+B)
PET PS Meur Aa ta. Aus Pr tui ® © sin (ax + A) sin (by + B)
Le produit (R — R;,) cos "y ig & te {5 est constant si a — b. En déplaçant l'origine des coordonnées, on peut ramener l'équation de la surface à la forme :
Sly À Hs L(cos ax cos ay).
3° Pour cette surface, on a :
p = îig ax, q = Îg ay.
L'équation différentielle des lignes de courbure est :
dx + pdz _ dy + qdz
dp a dq dx | dy ( dy dx fe ax ns IS dy) cos ay \cos? ay Ja Hauhi:1 4 dx) cos? ax dé de cos? ay Cos? ax dy Due dx COS ay cos ax dy Pr on m4 2 T — 24Y FT — 90 T — 20% T — 24% 2 18 — "© co — "7% 2 9 "7" cos DER î AT: ñ
On a les deux systèmes de lignes de courbure : tre BUY TE 207 424 to AE D tg + a C.
Les rayons de courbure se déduisent des relations :
2 2 Sin ax sin a : R AR SAS ENT & COS Y a COS Y
178. La surface enveloppe est déterminée par les deux équations :
Gerry fa) Mn a qe (y f(a)) fa) = 0:
Pour chaque valeur de a, elles représentent un cercle de centre DU Je f(a); 4-74 0
et de rayon 1. Le plan du cercle reste perpendiculaire à la courbe, lieu du centre, qui a pour équations
HO AIT = ft)
C'est une surface canal. Si a reste constant, les normales à la surface aux points du cercle, qui sont aussi normales à la sphère, restent dans le plan du cercle. Ces cercles forment un système de lignes de courbure.
2° En un point M(x, y, z) de la surface, la normale est la droite qui joint ce point au centre C du cercle (1), MC = 1, si y est l'angle de la normale avec oz, on a cos y — z. Si z reste constant les normales forment un angle constant avec le plan de la section, il en résulte que les courbes z — c sont des lignes de courbure. Pour ces courbes, on a, en eflet :
dz = pdx + qdy = 0, M Dh CEE D pdp + qdq = 0 et l'équation des lignes de courbure dx + pdz _ dy + qdz Lie HN QUE est vérifiée. Les projections de ces courbes sont des courbes parallèles à la courbe lieu des centres, obtenues en portant sur les nor-
males une longueur constante, égale à V1 — À.
3° En un point de la surface S, l’un des centres de courbure est le centre C (a, f{a), o) du cercle (1). Si, par l’autre centre de courbure principal, on abaisse une perpendiculaire sur le plan Z — z, le pied de cette perpendiculaire est le centre de courbure de la section. Cette droite passe donc aussi par le centre de courbure de la courbe parallèle, lieu du point C. Le second centre de courbure principal est donc l'intersection de la normale MC avec la parallèle à oz menée par le centre de courbure, en G, de la courbe plane, lieu du
point C.
179. L’enveloppe de la sphère ax}? + (2? + y? + 2? — a°)] + 2ay — 0
s'obtient en exprimant que cette équation en À a deux racines égales :
(1) (a? + y? + 22 — a Ÿ — Bn?xy.
Pour avoir l'enveloppe de la sphère a? + y? + 2? + a? — oa(x + ÿ) COS pu + 2az Sin on formera la dérivée par rapport à pr
(x + y) sin H — 2 cos {x
sin COSp a+ y? +7 +
l'élimination de 1. donne la surface enveloppe (re? + y? + 2 + a)? = Aa(e? + x? + y? + 2xy).
Pour reconnaître qu'elle est identique à l'équation (1), 1l suflit d'ordonner par rapport à a?. Les lignes de courbure sont les cercles, intersection de deux sphères infiniment voisines, dans chacun des systèmes de sphères. Car les normales aux divers points de ces cercles sont normales à la sphère, et forment un cône de révolution. On a ainsi les deux systèmes de cercles :
es) a + y + 2 + oakx — a — 0 s vd L'hen cou 2 (& +,ÿ) ig de, x° + y + 2 + a? = 24 A A COS 1
Les centres de courbure principaux, intersections des normales infiniment voisines aux points d’une ligne de courbure, sont les centres des deux sphères :
«À a TE = — ZE — — Z at Y y'a
et
Dee N'COS L y — a Cos k, Z'="G'sin À
où À et 12 sont des fonctions des coordonnées d’un point de la surface. Le premier centre de courbure décrit l'hyperbole
AY SL Z = O
Le second décrit l'ellipse =) LT? + Z
180. Les rayons de courbure principaux R sont donnés par l'équation (rtS)R V1 + pq [+ pt aps (1 +R +(1+pt+q})—0 où
p=f@), r=fa), q—=+90) t—=+{(y, s—o 1+p nan
2MA = R, + R: — UV p+ q (+ + i
La projection de MA sur oz sera
MA PA TRE (E) Hart (Ut
ae A 29"(y)
pour qu’elle soit constante, quels que soient æ et y, il faut que l’on ait
À DRE De (x) = te a el fol == te (an + ce), 14 I) À L cos (ax + c) + c: et, de même 0) = — EL cos (by + e)+ 0:
en choisissant l'origine des coordonnées, on peut ramener l'équation de la surface à la forme :
2 = — —L cos ar — ;-L cos by MA 1 3 Vi pre pou ob on a alors :
p—tigaz, q=—tg by, PE = 0; = Lan _ Vi-Htgaz+tgby R+ = G +-tg* arte" by}? cos’ ax cos” by—
de — tg (ax)dx + tg (by)dy
“AN BA a 9
pi AR Ra; 2 74008 ax EE à cos? by “
les lignes asymptoliques sont données par l'équation :
1 1 adz +\/° 1 1 bdy Vel Apr +ig-— JC TR ‘ te bte 7 cos?
; b 1+t8— Da 1 +tg 7 d Voir Se 2 a. l'—ig .
On a :
D — DIE pr Je COST [a k cos 8 — ‘| Vi +p° = q° Vi + p? + q° Vi +pi + da. AREA ET SEEN AE Ÿ D tg x tg 8 — a R, OR D aus a Vi + p? + P q
HF ds 2 — =/(5 SE 2) ait . 7) (cote? ax + cotg? by + cotg? ax cote”? by)
qui sera constant si a — b.
La normale à la courbe plane
x — Yu) cos u — Y/{u) sin u, y —= Yu) sin u + Y/(u) cos u a pour équation :
Y cos u — X sin u — Y'(u).
La développée s'obtient en prenant la dérivée par rapport à u Y sinu + X cos u — — d'{u).
Si on remplace d{u) par V(u) + c, on a des courbes parallèles, qui ont la même développée, qui se déduisent de la première, en
prolongeant la normale de la longueur c.
2° Sur la surface
(u) cos u — Ÿ'(u) sin u + Y(z) cos u — Ÿ(u) sin u + Yu) cos u + v(z) sin u On à :
dx = — (Yu) + d'(u) + e(z)) sin udu + &'(z) cos udz yes (y(u) + Y'(u) + g(z)) cos udu + %/(z) sin udz cos u dæ + sin udy = v'(z)dz 02 NRCOSNL Ôz sinu
CR RAT TT
L'équation différentielle des lignes de courbure est :
dx + pdx __ dy + qdz FAN AE
— (in) + d'u) + 8(9)) sin udu + (4(9 + 29) cos ude
— sin uv'{z)du — cos uy’(z)dz
(Yu) ke L'(u) SA e(2)) cos udu +- (4) Ps 7) sin udz
cos uv'(z)du — sin ug"(z)dz qui se réduit à (Yu) + Vu) + 9(2))8"(2) + 1 + g'(z)*ldudz = 0. Les lignes de courbure sont les courbes u = c, z = c'. Ge résultat peut aussi se déduire des équations de la normale :
X—x Y—y ZL—7z cosu sinu —w{2) Siz— €, la normale aux points de la section forme, avec 02,
un angle constant, dont le cosinus est
Vi + 922)
Il en résulte que ces courbes planes sont des lignes de courbure. Les projections de ces courbes sur le plan xoy sont des courbes parallèles. La surface est engendrée par ces courbes parallèles assujetties à rencontrer une courbe qui peut être arbitraire.
Siu— c, on a une courbe plane
æ cos u + y sin u — Vu) + ?(+) y cosu — x sin u — Y(u)
les normales aux points de cette courbe sont situées dans son plan, c’est donc une ligne de courbure. Lorsque uw varie, le plan de cette courbe se déplace en restant tangent à un cylindre parallèle à l'axe 0z ; chaque point de la courbe, correspondant à une valeur de z, décrit une section droite de ce cylindre. La surface est aussi engendrée par une courbe plane, dont le plan roule, sans glisser, sur un cylindre; c'est donc une surface moulure.
Lorsque z reste constant, le point de la surface décrit une courbe dont le centre de courbure a pour coordonnées
X——V{u)sinu—'{u)cosu, Y—%'(u)cosu—%'{u)sinu, Z—z
ce point est, d’après le théorème de Meusnier, la projection, sur le plan de la section, du centre de courbure de la surface situé sur la normale, et qui est ainsi déterminé par les relations ;
Mir), Need Zi ter L/ COSU sinu AN CU — Ÿ(u)
L'autre centre de courbure principal est le centre de courbure:
de la section plane u — c, qui est donné par les équations :
X—x Y—y Z—z _1+9%(2) cosu sinu —%(z) (2)
Sur cette surface, on a
dx — cos u sin vdu + sin u cos vdv
dy — cos u cos vdu — sin u sin vdv
dz — She du + f'(v)dv
sin u dx, cos u sin v, sin u COS V dy, cosucosv, —sinusinv| à cos? u ; dz, ———— , f'(v) sin u
(cos vf'(v) + cos u sin v}dæ + (— sin vf'{v) + cos u cos v) dy — — sin udz = 0.
La normale a pour équations :
X — x ou Y— y __ Z—3z cos vf'(v) + cos u sin vu — sin vf'(v) + cos u cos v — sin u.
En représentant par À, B, C les dénominateurs, l'équation difié-rentielle des lignes de courbure peut se mettre sous la forme :
À. dA, dæ PNB RUE" CUT, Pr , cosuf+cosusinv, (f"+cosu)cosudu—f"sinvdv—sinusinvdu, cosusinvdu+- +-sin u cos vd —sinvf'+-cosucosv, —(f'+cosu)sinvdu-/f'cosudu—sinucosvdu, cosucosvdu—| —sin u sin vdv : cos’u —sinu, --- cosudu, — du+f'dv sin u
Si on multiplie les éléments de la première colonne par f’{v)dv, de la seconde par cos u, de la troisième par sin u, et si on ajoute, on obtient, pour les trois lignes :
(1 + f? + f' cos u) cos vdv, — (1 + f? + f' cos u) sin vdv, o.
On peut donc remplacer les éléments de la dernière colonne par cos vdv, — sin vdv, o, et l'équation des lignes de courbure de-
vient :
cosusinv, (f'dv + sin udu) sin v, cosv | du | cosucosv, (f'du + sin udu) cosv, —snv|—o — sin u, cos udu, 0 dv(du + f'(v) sin udv) — o.
Le premier système v — cest formé de courbes planes «,
y = æ cotg v. Ce résultat peut s’obtenir en remarquant que la normale à la surface forme avec le plan æ cos v — y sin v — o un angle 4 dont le cosinus est
he pe ut to ax — f'( n COS à F4 Pop cotg a —= f'(v)
angle qui est constant pour les courbes planes v = c.
Le second système de lignes de courbure c: est déterminé par la relation :
a + f'(v)dv — 0
JU) + Lig=—e, z=—=C+cosu cette courbe est située sur la sphère EH PE ze cp = 7.
L'angle & sera constant si f'(v) = cotga, f(v) — v coig a + c’.
Les courbes c: sont alors définies par l'équation : vootgz+Lty =
ou
La normale a pour équations
NEC 7 Y— y Z — 7
AP FOOT EN OR En PE Pl 2 UT: gi si z) y(æ 24) za
Elle coupe le plan Z — o au point :
qui décrit la parabole
Nef X).
Et le plan Ÿ — o, au point :
L cc? 1 hye az? ; 242 x LR EE rt — x(2a — x) (2a — x)? 24 — &
qui décrit la parabole LE UAUN Par chacun des points de ces deux courbes passent une infinité de normales situées sur un cône, les pieds de ces normales sont donc sur une ligne de courbure. La normale au point (x, y, 2) passe par le point X — ai — E), MARRON TE LE 0 de la première parabole si l'on a :
LUN 0 x? + y? + 2? = oax(1 + l?)
ces lignes de courbure sont des cercles, dans des plans passant par oz.
La normale passe par le point
X — al Z — sal, Y—o
de la seconde parabole, si l'on a :
al ar 1 Nr Sal= y? end ft 27 mn? EART FE y? — Px(2a — x) — x?, z — l(2a — x)
ces lignes de courbure sont aussi des cercles, dont les plans passent par la droite x — 2a, z — o.
On peut aussi obtenir ces résultats en remarquant que la surface S est l'enveloppe de chacun des deux systèmes de sphères :
x? + we —b- z? ar + 24A2(1 = l) SE. 4aly 2? + y? + 2? — oaxl + halz — a.
Les lignes de courbure sont les cercles caractéristiques, intersections de deux sphères infiniment voisines. 184. Sur la surface S, on a :
de = S(1 +-v? — u?)du + Guvdv, dy —=— Guvdu + 3(v°? — u? — 1)dv
dz = G(udu — vdv)
dt T + vu? — u?, au dy, — JU, v'—u?—-1|—0o 7, AU, — 2V
ou, en divisant par 1 + u* + v?, 2(udx + vdy) + (u? + v? — 1)dz — 0.
Le plan tangent a pour équation : auX + o0YŸ + (nu? + 0? — 1)2 — (u? — v°) (3 + u? + v?).
2° Si u—c, ce plan tangent enveloppe une surface développable, dont on aura l'arrête de rebroussement en prenant deux fois les dérivées par rapport à v.
ME AIS = OUR 201 ZL = — 3 — Gr.
Cette courbe est du quatrième ordre, on peut la représenter par les équations :
!e 2 .3 L' LV Z=—3—6wù, Y—4, UOTE CUP en U'rdt à
où v est seul variable
Si on permutte u et v, æ se change en — y, y en — xet zen — 2. De sorte que, siv — c, le plan tangent enveloppe une surface dont l’arête de rebroussement est :
LA
AOPQE, u+u" 2v
RRQ NS LE LS Pt ARE Pr
où u est seul variable.
3° Sur la surface $, si u et v sont variables indépendantes, aux + avd?y + (u? + v? — 1)d?z — — 2(dudx + dvdy) — — odz(udu + vdv).
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est : dudx + dudy —- (udu -- vdv)dz = 0 (1 + v? + u?) (du? — du?) = 0 er me US Si on pose U + VU — 2%, U— V0 — 928.
Les équations de la surface deviennent :
D == (a + B) (3 202 + 26? — 8uf) y = (B — 5) (B-+ 2? + af? + Baf) Zap Les lignes asymptotiques, obtenues en supposant # ou {5 cons-
tant, sont des cubiques.
4° Les cosinus directeurs de la normale étant proportionnels à
Qu au, u + uv — 7,
l'équation différentielle des lignes de courbure est :
dx, ou, du dy, av, dv 0 dr, 0° + 014, udu- vdv
Si on remplace dx, dy, dz en fonction de u et v, les coefficients de du” et dv* sont :
I + v? — w?, au, I 9 — uv, 2v, al" #=,0, | au, + VU — 1, UV, au 0 SV — u — 7, av, 1 | — 0.
ie Di U + 0? — I, v
L'équation des lignes de courbure se réduit à dudv — 0, U— €, v — c’,
ces courbes sont des cubiques.
5° Un point de la normale peut se représenter par les expressions :
— u + Suv? + Su + aut = 0} — Suu? — 3v + aul = Ju? — Ju? + (u? + uv? — 14.
NS
Si u reste constant, le point (u, v) décrit une ligne de courbure, le centre de courbure correspondant s'obtient en exprimant que
dX = dY = dZ = o.
Suvdv + udt = 0 3(0? — uw? — 1)dv + 24dv + ovdt — 0 — Gvdv + avidv + (u? + v? — r)dt — 0.
ces trois équations se réduisent à deux :
3vdu + dt — 0, = ti + u? + v?) à cette valeur de { correspond le centre de courbure :
X — x + Su(i + u° + v°) Y— y + 3u(1 + u° + v°)
EEE ne (u? + uv? — 1)(1 + u* + v?) et le rayon de courbure
Re
D | QS
(1 + nu? + v°}2,
Si v est constant, on a des équations analogues, que l’on peut obtenir en permuttant uw et v, et en changeant { en — t, de sorte que le rayon de courbure a la même valeur, mais une direction opposée.
18. La surface enveloppe s'obtient en prenant les dérivées par rapport à Ÿ et ©. On aura les trois équations
x cos 0 cos © + y cos 0 sin © + z sin 6 — f (0) — æ sin 0 cos ? — y sin 0 sin ® + 2 cos Ü — f'(8) cos 0(y cos ? — x sin &) — 0.
Le point de contact du plan (9, &) avec son enveloppe a pour coordonnées :
æ —(f(0) cos 0 — f'(0) sin 0) cos »
y —=(f(0) cos 0 — f'(0) sin 0) sin 2 = f(8) sin 0 + f'(8) cos 0
ces équations, où ÿ et o sont variables, représentent la surface enveloppe. La normale a pour équations :
X—x "Y—Y7y L — 7 cos Ü cos © cos 6 sin © sin0
Elle forme avec le plan x0oy un angle égal à 5. Si 0 est constant, z est aussi constant ; les normales aux points de cette section formant un angle constant avec son plan, c'est une ligne de courbure (problème 178).
Si © est constant, on à une courbe siluée dans le plan
æ SIN © — y COS ? — 0.
La normale est située dans ce plan. Les sections © — c sont des
lignes de courbure.
La surface est une surface de révolution autour de 07, car
Va? + y? — f(0) cos 0 — f'(8) sin 0 est une fonction de z. La méridienne, dans le plan y = 0, est l'enveloppe des droites æ cos 0 + z sin 0 — f(0).
Les lignes de courbure sont les méridiens © — c, et les paral-
lèles 6 — c.
Des équations données on déduit
de — 3(1 + v? — u*)du + Guvdv dy = Guvdu + 3(1 + u? — v?)du dz = 6(udu — vdv) |
audr — 2vdy — (1 — u? — v°dz.
La normale à la surface a pour équations X—x Y—y Z—:
QU —20 HT Si a, b, c sont les dénominateurs, l'équation différentielle des lignes de courbure peut se mettre sous la forme : ŒNOY, MU 0 2 T0 ct EE da, db, de (14 v—u)du + auvdv, ouvdu+(1+u?—v?)du, oudu— avdv | 2u — 2V uv? — 1 EUR da — dv udu+-vdv
ES D: 2 + Fr
qui se réduit à
— 9{1 + u? + v°)dudo = 0.
La ligne de courbure u = c est dans le plan
æ + cz — 3c + 20° parallèle à oy si on pose € — {g %, ses équations peuvent s'écrire æ COS à + z Sin 4 — 3 sin à + 2 sin x tg? &
CSI L —— 2 C0S-4 — — sin z ty a
= à OR T UT CINE
et, en faisant tourner les axes de l'angle & +- : autour de OY,ona
d'équation de la cubique, dans son plan :
CORAN : s : à te (ee | (X + sin x (ga) (x + sin a tg* « — ét :
COS” 4 La ligne de courbure v = c est une cubique dans le plan
y — vz — 3v + ov° parallèle à OX.
187. Sur la surface z — x*y, on a ; dz — oxydx + x°dy, dz — 2ydx? + 4xdxdy.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est : dx(ydæ +- 2xdy) = 0.
Les lignes asymptotiques sont les génératrices & = €, 2 — c*y, et les courbes :
trie 0 RM A à
qui sont des courbes unicursales du quatrième ordre, situées sur des paraboloïdes yz = cæ.
2° Le plan tangent au point (a, b, c) a pour équation :
z — 2abx — ay + 24°b — 0.
La projection de l'intersection sur le plan xoy
(x? — a?)y + 2ab{a — x) = 0
Fagry. — Anal. 20
se décompose, l'intersection est formée de la droite
et de l'hyÿperbole dont la projection est (x + a)y — 2ab, que l’on peut représenter par les équations :
En considérant æ et z comme des fonctions de y, on a :
2ab ab?
T—= — p * WE à Z = da Lee , Aab ; Ga? 0?
De hr Ale Je Haras ST CEA Y 3 ik 1202 3b æ'y" cs dan — RTS Vie" = z' 7 eee Ba”b° z'x" ASS x/z" —— (LE TE De APRES.
1* ! 1 Si on représente la courbure par pe Ona :
Fi) Aa?b? b?\ 2 (: + mere V aë(à ve vi) as À 4 s 5 à
ni VAS ER os La Mot EN ONE y’: AE E(æ y — ya") () (1 + 4@b? + a!) A fab! RAT re Ur ou O1 + 4a°b? +.at | Aa°b? J à De À 3°:0n'a:
D EY, er
L'équation différentielle des lignes de courbure est : de + pd: __ dy + qdz dp dq (dx + 2xydz)xdzx = (dy + «°?dz) (xdy + ydx) ada® — ydxdy--xdy? = 2?{(xdy — ydx)dz— 2 (xdy —-ydx) (aydxe + xdy)} a(1 + 22°? )de? — y(i + x')dxdy — (1 + xt)dy? = 0
dz = oxydx + x°dy.
En un point (x, 0, o) de la génératrice y — 0, z = 0, les directions principales sont déterminées par les rebours
de = (1 + at), de = dy
LIGNES ASYMPIOTIQUES, LIGNES DE COURBURE 307 Les cosinus directeurs sont proportionnels à dæ, dy, dz.
a FT oil I
MVL at Fe D 'EN Var at)
Les cosinus directeurs des deux directions principales sont :
ac V2(1 Het) Volt + æ*) — I I Em NE ; Vo(r + x!) | Val + xt)
188. Un point de la droite A qui joint Jes points A(u, 2v, o), B(— u, o, 2w) de D'et D, a pour coordonnées :
C— u — oui PEAU — out EE à 14
À et B correspondent aux valeurs { = 0, et { — 1, du paramètre: 1° Ce point est sur la surface si l'on a :
ur — 21) + Gui — ot) (1 — 6) + uoŸ(r — ot) + Au — u?(i — 1}? — u(n — 20) = 0 hi — t){ au°t — ov°(1 — !) — uw (1 — 2t)| ET La droite À coupe la surface aux points À et B, {— oet1r,et en un autre point C :
cn u? —--ov a(u? + v? + wè) wè —-v? uÀ ou u? + av?
pur pur Tu pupu TU tu tu
2° Les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels à 32? + y +2 —uù, 2y(x — u), az(x + u).
Au point G on a :
LACET SRE EE a Ci —v°}2-put(ut + aw?)+uw(u? + av) n° (éè + v? + w°)° (u? + av?) (u? + aw?) (— u? + v° + w°) (u? + v? + w°)?
— ouv(u* + ow?) (u? + av?) (u° A v be w?)?
euv(u? + av?) (u? + 2w°)
Les cosinus directeurs de la normale au point C sont :
v? —- ww? — u° — Qu auw ie Tests ot ES qi 50 Se Se u® —+- v° + w° u? + v? + w? uv vw
Les points de la section par le plan DA s'obtiennent en supposant w constant, et v seul variable, on a alors des droites À passant
par le point fixe B.
Le plan BD a pour équation
(x — u)w + uz = 0, la normale à ce plan, dont les cosinus directeurs sont
w u EE 0 ER Te
= 3 D > Vu? + w? Vu? + w?
forme, avec la normale à la surface, un angle V dont le cosinus est :
cos V — -—" .
Vu? + w?
Cet angle est constant pour tout point de la section, il ne dépend pas de la variable v.
3° Il en résulte que les sections par des plans passant par la ‘droite D sont des lignes de courbure de la surface.
Le même résultat s'applique à la droite D,, car les formules ne changent pas si on permutte v et w, y et z, en changeant uen —u. Le plan AD, à pour équation (x + u)v — uy — 0, sa normale, dont les cosinus directeurs sont
V EU Vu? + uv? Vu? + v?
ATX
forme avec la normale à la surface un angle dont le cosinus est Vu? “+ v?
si v est constant, la section par le plan AD, est une ligne de courbure.
4° Supposons w constant. Des expressions de x, y, z on déduit
(æ — u}w + uz —0, plan BD,
et :
Re 8 ee (ut — 2}? + v(u? — out)? + w(u? + ov?)? y An Qu Hu + DORE =
W(u? + fu?) + uw?
De cette expression et de celles de x et z, on déduit, en éliminant v :
a? + y? + 2 —= 2wz — ux
sphère qui coupe le plan suivant un cercle.
En permuttant y et z, on a, pour les sections par les plans pas-
sant par D;, les cercles :
(x + u)v — uy — 0 D? + y? + 2? — 2vy + ux.
189. Lorsque v est constant, le point M'(x, y, z) décrit une courbe; pour u — 0, on aura #(0, v) — o pour que la courbe passe par A(r, 0, 0). On a :
U nr UE ox du.
Les cosinus directeurs de la tangente sont :
TT nt. cos u Ou DE nr p BEF SERRE , RES ETRRE ses NE 12 n/2 Vi + Lu VI Pr VT Te
Le point M a pour coordonnées :
X = r cos u — l—s V1 nr
Ve dsine ue (l—s) V1 sa 7 PR
ep!
ZL=re(u,v)+ "© (1 — 5).
Si u varie seal, ce point décrit la courbe D, si u et v sont variables, il engendre la surface 5,
1° La courbe G est une hélice, passant par A, si 9 — u/f(v); en choisissant la variable v, ce qui ne change pas les surfaces engen-
drées, on peut supposer e(u, v) = uv.
On a alors :
s— rfi + Vu
en choisissant u, — 0; ct :
AI==TACOS Ut SIN ee EU
Vi + v?
Ÿ l \ YŸ — rsin u + cos u ee FU V1 + v? ) 1 mo AE) Va + v?
Si uet v sont variables, on aura, sur cette surface :
dX — (E — ) cos udu +- ie d V1 Le u”, (a Le v?)?
dY = HU ——- Ares sin udu — je Pi 4 dv VITE (1 +)?
dZ — Hu dv (1 + v°)?
— sin uëX + cos udYŸ -+ :vdZ, —:0.
Ce qui montre que le plan tangent est perpendiculaire à la droite MM’, dont les cosinus directeurs sont proportionnels à — sin u, cos u,v. L'équation différentielle des lignes de courbure est :
#2 sintn 2 "cos lu MAX COS u — sin udu dY | — 0.
v dv dZ
En remplaçant dX, d\, dZpar leurs valeurs, al est facile de voir que les termes du? et dv* disparaissent, et que l'équation se réduit à dudv — o. Les lignes.de courbure w — C sont des développantes du cercle de rayon r, dans des plans parallèles au plan x0y; cesont des courbes égales, qui coupent le plan x — r (pour u — 0) au point
x LOTIR AR à
/ Vi + v*
ces courbes s’appuyent ainsi sur le cercle Y? +22 =, Siu = G, on à : | (X — r cos u — ru sin u)? + (Ÿ — r sin u -- ru cos u)? +- Z? — l Ysinu+ Xcosu—=r.
Ces lignes de courbure sont des circonférences de rayon / constant, dans les plans tangents au cylindre. Le centre du cercle
X = r(cos u + u sin u), Y = r(sin u — u cos u), L==0
décrit la développante du cercle de base du cylindre, qui passe par le point À,u — 0 (r, 0, 0).
2° La courbe C est une développée de la courbe D. Toute courbe D a une infinité de développées, que l'on peut former en menant dans le plan normal une droite formant avec la tangente MM à l'une des développées un angle constant. Si cette droite est normale à la surface lieu de D, comme elle engendrera une surface développable, D sera une ligne de courbure. Inversement si D est une ligne de courbure, les normales aux points M de D engendrent une surface développable, et sont tangentes à une courbe qui est une développée de D. Il faut donc qu’elles forment avec la droite MM, tangente à la développée C de D, un angle constant. Cet angle, qui est fixe pour chaque courbe D, peut varier avec la courbe D.
dx — a(du + dv), dy = b(du — dv), dz — c(udv +- vdu)
dæ, a, a dy, b, —b|—% 7 EURE cu
be(u + v)dxe + ac(v — u)dy — 2abdz — 0 les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels à befu + v), ac(u —u), — 2ab, L'équation différentielle des lignes de courbure est :
beiu +-v), bc(du + dv), dx ac(v — u), ac(dv — du). dy |—=o — 24b, 0, dz
adx(dv — du) — bdy(du + dv) + edz(udv — vdu) — 0
pra PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE
et, en remplaçant dx, dy, dz en fonction de du et dv :
(a? + D?) (dv? — du?) + c’(u?dv? — v’du?) — o (1 + u?)dv? — (1 + v’)du?
dv du L(v + Vr +) = L(uÆ Vi Fu) + LK vu + Vi Hu = K(u + 1 + ui) (ou — Ku} = 1 + uv? + K?(1 + u) Æ 2K Vi n° Vi + v? (1 + K? + oKuv} — 4K°?(1 + u° + v° + u’v°) (tr — KR?) + 4K1 + K?juu — 4K(u? + v°) — 0
el, comme au — © ++ ov— = —Ÿ ME Font METRE (1 — K?} + Ki + K?) (ET) — ok (F ++ AR ie
= l ou, en posant K + = À
ba 4h07
Système d'hyperboles. Car si — 2 x < 2 ce sont des ellipses imaginaires. Il faut donc supposer 2? > 4. Par tout point du plan passent deux hyperboles, si x et y sont donnés, on a pour À deux valeurs comprises, l'une entre — © et — 2, l'autre entre 2 et +.
Les deux systèmes de lignes de courbure correspondent aux valeurs
sl i0,
positives et négatives de À.
Considérons le système de surfaces
2 L d z 26 2 SAT USS Se € HN a EEE + LL ue (1) @? + y RARES QD OUR
où À a une valeur arbitraire. Par tout point de l’espace passent trois surfaces réelles; car, si (x, y, z) est un point donné, l'équation qui est du troisième degré en À donne trois surfaces passant par ce point, Si a > b => c, lorsque À varie de — a à — b,
AC N D S
varie de + © à — oo.
L'équation (1) a une racine À entre — a et — b, une entre — b et — c, et une entre — cet + © . Soit une seconde surface
Ge) @+p+2=
Siæ, y, zest un point commun aux deux surfaces, on aura :
sun E.. (| 2 ) ï pis pe) (— — 1 ——)= ef au, TJ Gi b+u hi LA CH 3 x? 2 2?
J = CERICE NEEDS CE RTE TRS
Il en résulte que les plans tangents aux deux surfaces sont rectangulaires. En effet les cosinus directeurs de la normale à la surface (1) sont proportionnels aux dérivées partielles :
2 l à 2 9 9 1 ea + 2 F2 >'a + nn) (a TAN IT =)
ss MoN # AUL L 4 7 Déco)
Pour la surface (2) il suffit de changer À en 12. Pour exprimer que les deux plans tangents sont perpendiculaires, on a la relation :
Sæ?l r? ?2 SIN . ) Ce #2 LUE 1 )= # (a DA LE OT {a +) Rs 0 de na + p) O
(ay) — (a +7 +2 LE Et 2 \aHA a+ 4 (a+) (a+)
Mais les équations (1) et (2) donnent
à: > — {ry° vi z2\?
ETES PAC (x? + y} + 2?) et l'équation se réduit à
LEDIGLCE qui est vérifiée pour tout point de l'intersection.
Par chaque point de l'espace passent trois surfaces qui se coupent deux à deux à angle droit. D'après le théorème de Dupin elles se coupent suivant leurs lignes de courbure.
En particulier, les lignes de courbure de la surface
CD ue
sont les intersections avec les surfaces (1), ou encore avec les cônes
du second degré
aa +0 LUN pa
Si on suppose a >> b > c > 0, la valeur À — o étant comprise entre — c et + © , l’un des systèmes de lignes de courbure correspond aux valeurs de À comprises entre — a et — b, l’autre aux valeurs comprises entre — b et — c.
CHAPITRE VII
192. L'enveloppe du plan P est une surface développable définie pard'équation du plan P et:sa dérivée par rapport au paramètre u :
18u°x + y — Guz — Ju*
Gux — z — ou.
En prenant encore la dérivée, on a x — u?, ces trois équations déterminent l’arête de rebroussement
mr=M?, y —=@qu*, 2. du Sur cette courbe, ‘on a :
dx — oudu, dy — 36udu, z— au"du ds — oudu V1 + 360" + 18°u* — (1 + 18u?)oudu
les cosinus directeurs de la tangente sont :
je 1 MUeLTBU RS Gu PME roue FIPHERTONR" NN ETOT a + b— 1, la tangente forme ‘un angle constant avec la droite z — 0, æ —7y; la courbe est une hélice tracée sur un cylindre
parallèle à cette droite.
Une génératrice de la surface développable a pour équations :
T _Y+qu* _z4+ 20° Me DR DR à 7 7 - On \ où u est constant.
Une courbe tracée sur la surface sera représentée par
y = 18u°x — qu". z = Gux — ou où u et æ& sont variables.
dy = a8u°de + 36u(x — u°)du, dz — Gadr -+ 6(x — u)da
celte courbe est perpendiculaire à la génératrice en un point (u, x} ie |
dx + 18u°dy + Gudz
(1 + 18u°)dx + 36u(x — u°) (1 + 18u*)du
(1 + 18u°)dx + 36u{x — u*)du
de — 36udu + 18(u’dx + 2rudu)
æ — Qu' + 10u°x
| COQ RrOM OT CO
cette courbe, trajectoire orthogonale des génératrices, est définie par les équations :
c + qu* 18cu? — qu“ Gcu — au + 18u° PE PRE EYE LE : 1 sm re ARMES Ye ; M —— MTS LP »7 à D J'N — 1'=H+ LOU 1 180 1-00
où u est un paramètre variable. Elle est dans le plan & + y — c, perpendiculaire aux génératrices du cylindre.
193. Une droite passant par un point de la parabole, et formant l'angle & avec oz, a des équations de la forme :
: + 5 Nes ) 2 PNA Fret HUE 4 sin 4 Cost sinasint{ cos x
cette droite engendrera une surface, si y est une fonction de {. On peut écrire ces équalions :
: de | X =: + Zigacos!
) 2p Y—y+Zigasinit
(1) ; 2 v cette surface réglée sera développable si les coeflicients Ru et
tg à cos {, tg & sin {, ont leurs dérivées, par rapport à {, proportionnelles :
\ X=Ét#t+7 tg x cos L | Y=—ptigt+ Zigasint.
S1 {reste constant, dans les équations (1), y étant seul variable, la droite (1) engendre le cylindre parabolique 0 1, P Ï
(Y — Z sin ltog a) — 2p(X — Z cos ltg >).
On aura l'enveloppe de ces cylindres en formant la dérivée par rapport à /, et l'on obtient deux équations équivalentes au sys-
tème (2), qui représente la surface développable S, enveloppe des cylindres.
Les génératrices (2), où { est constant, forment un système de lignes de courbure.
Le plan tangent en un point de la surface développable (2), qui est aussi tangent au cylindre parabolique, a pour équation :
(X — x) cost ! + (Y — y)sint—(Z—z)tga—o.
Il forme avec le plan XOY un angle constant : — 4. Il en résulte
que les sections planes Z— c sont des lignes de courbure. Car, pour ces courbes, on a :
dz = pdx + qdy = 0, p° + qŸ —= cotg* a, pdp + qdq = 0. L’équation différentielle des lignes de courbure
dx + pdz _ dy + qdz AL ONE ET ETS est vérifiée.
La droite
Lo
XL —ZCOS a He” cos x — v sin æ
Y—=2zsNnx+e sin à + v cos a.
engendre une surface développable, si les dérivées, par rapport à &, des coeflicients sont proportionnelles
& — sin _e”(xcos 4 — sin x) — v cos « — v' sin COS LOT VUE
e” (x sin % + cos x) — v sin & + v’ Co5 x
équation qui se réduit à :
on a alors, sur cette surface développable :
dx — cos adz — [z + e* (2 + à?)] sin dx
dy — sin adz + [z2+e* (2 + «?)] cos xdx
dz — cos «dx + sin «dy.
SE te) PROBLÈMES D'ANALYSE MNTHÉMATIQUE
Le plan tangent: en un point, défini par les valeurs de &'et z, æ& pour équation :
w|R LE
Z = X cos a + Y sinax —e
L'enveloppe de ce plan est la surface développable. L'arête de rebroussement s'obtient en prenant deux fois les dérivées par rapport à &.
— X. Sins: Ÿ COS a — ae: —:0ù a?
X cos à + Y sin PA Er + a?) — 0:
En résolvant: ces trois.équations par rapport à X,.Y, Z, on a :
X——e” jasin x + (1 + «?) cos 7] x?
) Y—e” fx cosx— (1 + æ)sina] Une \iZ = —e? (2 + «)
on en déduit :
CE
dX = — e* a(4 + a?) cos «da
dY = — e* a(f + a?) sin xdr, dA= — e * a(f + 2?),.
Il en résulte que la tangente à cette courbe forme avez oz un angle égal à : . L’arête de rebroussement est une hélice, tracée sur un cylindre parallèle à oz.
2° La normale en un point de ia surface a pour équations
KT Ne Pre
“cCosa sim« tr
ses cosinus directeurs sont
La relation
dz — cos xdx + sin «dy
donne, pour les dérivées partielles de: z :
P —= cos à, Je 0e
où +, de même que z, est fonction de x et y, donnée par la relation:
ÿ COS & — x sin a — ae * a cos ady — sin «dx = [y sin x + x cos à + e ? (1 + 4?)]da —
—.{à + e° (2 “su 2?) da.
Les dérivées secondes de z, par rapport à æ?, xy, y?, sont :
pes dp y PR dx AM sin? à Jus PONT OMAN ETS z + (2 + ae?
dp 3 da Sin % COS à S—=-- == — S]n D RE Et PT ETES AN ET dy dy a?
z + (2+ a?)e * dq dx cos? x l= 2 —COSAa -— — ——— — dy dy a?
z + (2 -+ Je
Elles vérifient l'équation différentielle, ré — s?, des surfaces développables. La relation g = f(p), qui ici se réduit à PP + gr, conduit au même résultat.
3° L’équation différentielle des lignes de courbure
(de + pdz)dq = (dy + qde)dp:
devient :
(dx +- cos xd) cos ada + (dy + sin «dz) sin #d4 — o
et se réduit à odzda —= 0.
Les lignes de courbure sont les génératrices & — ce, et les sections. planes.z — c.
Les rayons de courbure principaux sont donnés par l'équation : GREC -p) apps ag) VTFPET TER + (ip io comme rl — s°, le rayon de courbure correspondant à la direction de la génératrice est infini, l’autre est :
Kaeve L. + (2 + na)
199. dx — cos wd? — p sin wdw, dy = sin wd; + b cos wdw pd — cos wdy — sin wdæ, d> — sin wdy + cos wdx
g'(e)dz=adu+-f'(o)de == (cos wdy— sin wdz)+f'(e)(sinwdy+coswdz),
La normale au point (5, w) de la surface, a pour équations : X—x Y—y Z—7z
P q er À
pz'(z\ = f'(e) cos w — > sin &w
q2'(e) = fe) sin & + Ÿ cos vw.
Les coordonnées du point n sont, dans le plan xoy : À ==i% + pr, Viry Tr celles de mn sont, (x, y).
L’aire du triangle omn est az
: av + HN 2 (zY— yX) F 9 (gæ Py) 2%/(7)
Pour qu'elle soit proportionnelle à z, il faut que z'(z) soit constant o
@=br—e), 2=iuo+e+ fe).
Mais on peut supposer b -— 1, a étant une constante arbitraire, et f(p) une fonction quelconque.
2° Sio(z) —z, ona:
dz — adw + f'(e)ds, p°do — xdy — ydx, pd> = «dx + ydy
Si x et y sont variables indépendantes,
CL 0, yen pd?w — — 2pdpdw, pp = dx? + dy? — d°? = £?dw?
de = ado + JE + JE = ef (Du — EE dede + J'(de.
En égalant dz à zéro, on a l'équation différentielle des lignes asymptotiques
En tout point d'une surface développable les directions asymptotiques sont confondues, ce qui donne la condition :
1 9 MON ES PES Ni TE
TT —5; ser SE) = ve? — à + a arc sin PA b.
On arriverait au même résultat en exprimant que p est fonction de g, où qu'en éliminant w entre les expressions de p et q la relation
: : | a ne doit plus contenir °; de sorte que f"? + > est constant.
3° La surface développable est représentée par les équations Din COS 0! YŸ = P Sin w
D 0 _ n° ) z — aw + Vc?o — d + a arc sin = + b \ i
a? ane p=\/e —% cos0 — € sin w p? 0
ur à AN, a Der C* — — Sin W + - COS w p° ?
Posons D — 0 cos x, q = cCsin x
. L a c sin (4 — w) — q COS & — p sin ù — - P
e RC = W "arc SIN —* C2
L’équation du plan tangent, pX + qYŸ — Z = px + qy — 2, devient :
eXcosa+cYsina—Z—cocos(a—w)—2— Yep? —a—7—— ax — b. La surface, enveloppe de ce plan, s'obtient en prenant la dérivée : (2) cX sin 4 —- cYŸ (08 4 — a.
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Ces deux équations, qui représentent une génératrice lorsque z est constant, peuvent s'écrire :
COS « Sin «&
c\ — a sin « cYŸ + a cos x PR ae crue es Gr Rae CE MS EL M 248 Sn
elles sont équivalentes aux équations (1), où w est remplacé en
fonction de &, et 5 — Va? + y?. Cette génératrice forme avec oz
| un angle dont le cosinus est er et dont la cotangente est c. Vi +e
Le plan (2) passe par la génératrice, 1l est parallèle à oz. La plus courte distance des deux droites, distance de o au plan (2}, est égale à æ quantité constante. L’arête de rebroussement de la surface est l'hélice
R ; a X— =sin a, Ÿ=— cos «, Z = aa + b.
Le cône et le plan P ont pour équations
on UN nl SE Y—=(z—a)tga
où a est constant, 4 variable. L’élimination de to œ donne l équation de la surface :
Sp (a + 72) (e — a) Ceite surface est engendrée par la droite
le radical peut être pris avec le signe +. Une généra-
trice, pour laquelle { est constant, a ses cosinus directeurs proportionnels à
1, Be Fr Viet Si Let x sont variables, on a :
dx ætdl dy RAR Te soccer rAlelg PAT MU eee à dz = tdx —- (x —— a)de.
T Q . Là L4 L..
Une courbe de la surface sera perpendiculaire à la génératrice
ee |
au point ({, x), si l’on a :
ly dx + — RES) + id = 0 VL 1 FL {2 E dx —- (at: (2 AL Pre a) tdt —=,0 dx (ee 2 a Pre 1 DROIT PASS TU AD UE
Equation linéaire ; si le second membre était nul, on aurait \
d 2 t =d(—i+ nt), Lei) ali
Si on pose, dans l'équation complète :
elle devient :
du A at a Pt Ve es 2 pe de dt l \ <
uU— a (VE —— L + arc sin i) 4e
r= VE — 1 mé (e— 1+VE 1 arc sin +) et comme a 1 Sn os La 3) AE NE
a? + y? —= cy + a (e + y arc tg A 197. Une surface réglée est engendrée par une droite : (1) ed CA v diet ee É où 4, 3, p, q sont des fonctions d’une variable {. Pour une courbe de la surface, on a :
dx = adz + (az + p'\dt dy = fdz + (5z + g'idt.
En un point de la surface, la tangente à cette courbe est perpendiculaire à la génératrice (1), si l’on a :
adx + 6dy + dz = 0 (a? + RE + 1)dz + (auz + Bf'z + ap' + Bq')dit = o
(2) Ca A D à + (au + BB) + op + Pq' — 0.
Equation linéaire, qui détermine z en fonction de £. L'hyperboloïde
NSaz a a 2X NUIBEUN a Fe HUBERT 1 + À?? AT RAEA C 1 + À?
t ou, en posant À = tg = :
a s PTS æ—"20cos {+ a sin {, y —=:zsint— b cost.
L'équation (2) devient :
(a? cos? L + b? sin? { + c?) ; + (D? — a?) sin { cos { z +
+ (a? cos? t + b? sin? £) c — 0.
Si l’hyperboloïde est de révolution b — a, cette équation devient :
dz a?c dif ere dont l'intégrale est Z— — - del AA o a? + c? a
où À est une constante arbitraire. La projection de ces trajectoires orthogonales des génératrices sur le plan xoy est représentée par les équations :
æ— a Sin { + 1 et cosi —— a cost + | À qe I — He) , Y — nn) sin é.
Si on pose X — x sin{— ycos{— «a YŸ = x cos {+ y sin { = ñé — & COS { + y sin { — À — a Eee
X, Y sont les coordonnées du point (x, y), après que les axes ont
r L T Là . A tourné de l'angle { — >. Il en résulte que le point (xy) peut être
considéré comme relié invariablement à une droite d’un plan mo-
AT
. L L . a bile qui roule sans glisser sur une circonférence de rayon FT VArEEe À 198. Les courbes c sont représentées par les équations : È ê (1) x = ciŸ, Yiczi, Une surface est normale à la courbe c en un point (x, y, z) si l’on à :
P — 3 ANTON CE AN NON
yzdz = — axde — Bydy ax? ie By? xs V2É — Ç
Par tout point de l'espace passe une surface de ce système, et la normale en ce point a ses cosinus directeurs proportionnels à on, BY, "yz.
2° En exprimant que la courbe (1) rencontre une courbe D, on aura une relation entre c et c’, et en éliminant c et c’ on aura l'équation de la surface $ engendrée. Soit la droite D :
W=='a2 tp, y=bz+q.
La courbe (1) rencontre cette droite si, pour une valeur z — {, on à :
‘a Ô at+p= cl, bt+q—cit si on exprime c et c’ en fonction de {, la surface $ sera représentée par les équations :
IR
x = (at + p) (7) HO y = (TE q) (?)
ou, en posant z — {61 : (æ& = a8 T7 + p0° ly POP AE qé° La surface S est engendrée par ces droites, lorsque Ÿ varie. Elle
est développable si les dérivées, par rapport à Ÿ, des quatre coefficients, sont proportionnelles.
QC en ae ES PaUT el HO NE ARNNE er
RD a(B — y)b pau nv f(a — yja:
Ps]
Les équations de la droite D peuvent se mettre sous la forme
(æ— az + aj(a — yje y = br + ba(p — vJe
a, b, c pouvant être arbitraires, ces droites forment un complexe du second degré. La droite
x = a0% Ÿz + acf(a — y)0* == DO TZ + bea(s — +30?
engendre une surface développable, lorsque 9 varie. En prenant les. dérivées par rapport à Ÿ, on a deux relations équivalentes,
z + caB0 —0.
L'arète de rebroussement est ainsi représentée par les équations : x —= — act”, Y = — bexy0, z — — cap,
3° Soit la courbe directrice D, représentée par les équations : : Ë x — az, = bzŸ.
La courbe (1) rencontre cette directrice, pour z — #, si l’on a : AE VA tte alt Vo Cle BIT
En éliminant c, c’ et {entre ces deux équations et les équations (1), on a l'équation de la surface S :
Cher TP —RT JyAeT TE aÿ"— po (2) su LA (2) z B :
Cette surface est également engendrée par les courbes = ï æ = ci, y=c2T,
où cet c’ sont liés par la relation
e\YË—ET ( ay — Ya (GRR) Te re
de sorte que ces courbes rencontrent la courbe directrice
au point déterminé par ET ME DUTY rer E JT.
L'équation (2) de la*surface S peut s’écrire
« À 8 — $ ! 4v! —— vou NME es A où À = Lg En BU z 27 j 2 2 2 NP Gr == (<) —1(®) NÉS z x y : z x y
L'équation diflérentielle des lignes asymptotiques est :
dx dy \? . jdx\? APT CR EN ASE
2 Jay \ 2 A(A — 1) (+ + oÂu (er) +- u(u — 1) (Ÿ) — O0
dy dx — }u + Vu + p — 1)
Y x m(H — 1) Soit MAT nr _—An E Vau(i+p—i1) dE CR NA TT CE ARE “ v HAE — 1)
on a les lignes asymptotiques == 20, 2 — han TPE,
Si cet k sont deux paramètres variables, on a le système de lignes asymptotiques des surfaces (3), ces courbes vérifient les équations :
RU CDR RS PE
z pye (+ ph)z et sont orthogonales au système de surfaces
a? + py} + Q + pu) = c.
La surface (3) et la surface
Az? + By + C2 — c sont orthogonales, en un point commun (x, y, z), si leurs normales,
Ax By z À m AE"
sont perpendiculaires, ou si Aù + Bu — C— oo.
La surface (3) est donc orthogonale à toutes les surfaces Az? + By? + (AA + Bu}? — c
où les rapports de À, B, c sont deux paramètres arbitraires.
199. Les droites passant par un point (x, y, z) sont déterminées par les valeurs de p et £ :
p=x—t, L — 32 + 3(xz — y) — 0.
Il y aura 3 valeurs de {, et 3 droites, réelles, si he — 9(es — y} > 0 ; ARE ; : 2 c'est-à-dire si y est compris entre les deux valeurs æz =£ à 23. 2° Si p est fonction de f{, la droite a une enveloppe, et reste : | t tangente à une courbe, si les coeflicients, {, p et p, go ont leurs
dérivées proportionnelles :
CAEN Mt EEE PA RC Lt ANNE RE ra qe Soit la droite :
{* te L° De re NE SE ECC EE NS
L'arête de rebroussement est le lieu des points d’intersection de deux droites infiniment voisines
z —= — |E, xm—=c——{Ût, DR trHenEe
c'est une cubique.
La trace de la droite sur le plan xoy est le point : L?
Z — 0, FE NEO VER qui décrit la courbe 97? —= 8t(x — c)*,
En éliminant {, on a les équations de l'arête de rebroussement
rer * 72 PIE UE T—=C-— 12 2e 2".
En éliminant c, on a le lieu de ces courbes TZ — ÿ + 3 ét 0
ou SOA À er es mA LA 200. La courbe sera déterminée par les équations Y = x", LE SE Le plan osculateur ), Y: 0 Ne One OUEN AR ERP EE RES 0 Le 2 AR 2°
passera par le point P(0, y, o), projection de M sur 0, si l’on a :
L, 14 0 | 0, æ n— 1 | — 0 7: 2!, à g?2"— (n — 1) (xz! — :) — 0.
Cette équation différentielle a des solutions de la forme X— 1 ou
2%, fa — 1)—(n—1)(t— 1) —=o,
La solution générale est AT A CS MS one A 0
La droite MP à pour équations :
Z = X(axv—? + b).
Elle engendre la surface
Sur cette surface, on a :
se) Eee AR ELLE JaX La XY "dy
dir= (, + aY
Br A RENE) CES % dY)dY.
dZ — 2a
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
Les lignes asymptotiques sont les génératrices
et les courbes :
Ye" cAn, Z—=5@X Han * Xe,
Le paraboloïde a pour équation
re Nr Nr teRe 07 P q Le plan tangent a pour équation :
(1) aÀ(æ cos ® + y sin &) — z — 2}?(p cos? & + q sin? ©).
Il forme, avec le plan xoy, un angle r},
Pour que cet angle soit constant, il faut que À soit constant. 2° Si À est constant, le plan tangent enveloppe une surface dont la génératrice est déterminée par l'équation (1), et sa dérivée — æ Sin ® + y COS ? — 2À(q — p) sin y cos ».
L'arête de rebroussement s'obtient en prenant une seconde fois la dérivée æ cos © + y sin ® — 2À(p — q)(cos* © — sine) ces trois équations donnent :
æ — 2À(p — q) cos’ & (2) y = 2À(q — p) sine z = p— q + 3(p— q) cos 26] La génératrice a pour équations
Fi D } Gen Y— y FAR"
pue + ,
cos © she 2À ù À elle forme avec oz un angle dont le cosinus est =. 1 Vi +4
3° Un point de la développable À, ou un point de la tangente à la courbe (2), est représenté, en fonction des deux paramètres o et {, par les expressions :
æ — 2À(p — q) cos? © + cos © y = 2À(q — p) sin*o + {sin ?
2 = (— p — q + 3(p — q) cos 29) + 2
SURFACES RÉGLÉES 331 ce point décrit une courbe normale à la génératrice, si l’on a : cos © dx + sin © dy + ad: = 0 ou, en remplaçant dx et dy en fonction de » et £ : — GÀ(p — q) sin © cos © do + dt + 2kdz — 0
bc — 22 — © Xp — q) cos 20
Ô LAC D) COS 2® + € on à la courbe :
m = À(q — p) cos’ ? + (BI +- €) cos ©
3 = À(p — q) sinÿ © + (3X IE + c) sin ?
z = 2kce — }(p + q)
située dans un plan parallèle à xoy. La projection sur le plan xoy est définie par les deux premières équations, qui donnent :
_ dx | — dy — (c+ 3 AE Eos 29)de.
— sin Cosv 2
La normale à cette courbe a pour équation :
— X sing + Ÿ cos ? — 2À(q — p) sin y cos
projection de la génératrice, tangente à l’arête de rebroussement.
202. 1° Les cônes ayant leur sommet sur l’une des paraboles, et l'autre parabole pour base, répondent à la question.
2° Soit À un point de la première parabole, B un point de la seconde. Si la droite AB engendre, en se déplaçant, une surface développable, le plan tangent le long de AB contiendra les tangentes en À et B aux deux paraboles, et ces tangentes, étant dans un même plan, devront couper oz au même point ; soit z — { ce point. La tangente à la première parabole à pour équations :
SALE
Visio) Z(z — a) — pX =” F
po
Elle coupe oz au point Z = 1! — La tangente, qui passe par le point (0, o, {) de l’axe oz, a pour équation
2(2 — D (t— a) = pÂ
le point de contact a pour coordonnées z = 21 — a,
LL = ) — 2P P De même, la tangente à la seconde parabole, qui coupe oz au même point, a pour équations :
X—0, 2{Z—+t)(t—b) — qY
son point de contact a pour coordonnées :
Ge — by
Tes 10 z— A — b, 2 Ù 3 q Le plan qui passe par ces deux tangentes a pour équation :
NUE PAUR D qY A D A te Pre Lorsque { varie, l'enveloppe de ce plan est la surface dévelop pable S. En prenant la dérivée par rapport à {, on a l'intersection des deux plans infiniment voisins, génératrice de la surface. X qŸ
P: A Gay |
On peut vérifier que la droite définie par ces deux équations passe par les deux points de contact des tangentes aux deux paraboles.
Pour avoir l’arête de rebroussement de la surface, il faut prendre une seconde fois la dérivée
DX u TEL Cr
En résolvant ces trois équations par rapport à x, y, z, on a les coordonnées du point M de l’arête de rebroussement, dont le plan osculateur est le plan mobile, qui passe par le point P(0, o, t). On a ainsi :
p\ qY (ENORME 0) EC t—a b—t b—a . _ 2(t— a) 7 __ 2(t — b des DE Dee eh Z—=3— a — b.
Le plan osculateur est le plan mobile
3° Ce plan coupe le plan xoy suivant la droite | px % (il
Pour avoir le point N où cette droite touche son enveloppe, point d'intersection de deux droites infiniment voisines, il faut prendre la dérivée par rapport à 4
px (his)
qY
Em?
ces deux équations donnent :
RNA ET El) OV CR CARLA CHENE PP tr TT TT 4° Si a — b, les deux paraboles ont même sommet, le plan tan— gent commun devient :
2(Z2 — i)(t— a) = pX + qY
B— KZ + à) + a + > (pX + qY) — 0
ce plan reste parallèle à la droite fixe
Il en résulte que l'enveloppe est un cylindre. En exprimant que { a une racine double, on a l'équation de ce cylindre
(Z— a) = 2(pX + qŸ); c'est un cylindre qui passe par les deux paraboles.
203. Soient æ, y, z les coordonnées du point M de la courbeS, qui sont fonctions d’un paramètre variable. Soient x, f5, ‘ les cosinus directeurs de la tangente, &', f5’, y’ ceux de la normale principale. On a :
be MRUUY M de SRE Pr rie Ur He RE dx IN LR dB / dy J'EN Si»
où R est le rayon de courbure. La binormale est perpendiculaire à ces deux directions, son sens élant tel que ces trois droites forment un trièdre pouvant coïncider avec celui des axes positifs, de sorte que les cosinus directeurs de la binormale sont :
(1 dl sb 0 Cl !
& —p, — y}, Go 0, == 45 — 62.
Les formules de Frenet donnent les dérivées de ces cosinus par rapport à s :
d2" ts a’ d3" LA G' d" EN y!
HT AU DUT dx ni d _u d3’ ne 6 8" dy tal y 7!
RS D aute P US) OGn dE d ee d s C Ux
où T est le rayon de torsion.
Si par M on mène une droite dans le plan normal, formant
de T l'angle ÿ avec la normale principale, et > — 9 avec la binormale.
Si, sur cette droite, on porte une longueur MM, — /, le point M, à pour coordonnées X = x + (a! cos 0 + &" sin 8) Y = y + [(f! cos 0 + F" sin 0) Z—23+lI(;" cos 0 + y” sin 0).
car MM; a pour projections / cos 6 et ! sin O sur la normale principale et la binormale. Si 0, ainsi que x, y, z, est une fonction du paramètre f, et si l'est un autre paramètre variable, ces trois équations représentent une surface réglée. Sur cette surface, on a : dX — (x cos 0 + &" sin 0)dl + . ( + a(r — - cos 0)ds +- [(2" cos 0 — a! sin 0) É — ré dY = (Ë' cos 6 + 6" sin 6)dl +
+ B(r — ë cos 6)ds + {(" cos 6 — $’ sin 0) (% — LS dZ = (y! cos 8 + y" sin 6)dl + + y — À cos #)ds + Î(y" cos 0 — y’ sin 6) ( se ré
En éliminant d{ et ds, on a la relation entre dX,, dY, dZ, qui détermine le plan tangent en un point de la surface. En tenant compte des relations qui existent entre les 9 cosinus directeurs d'un trièdre trirectangle, on a :
adX + BAY + yd£ — (1 — k cos 0)ds
R dix DUT NU Sn dE (Te 1) bd:
do
a COTON AZ ER DD dire fr fa 1) AU ds TE
(D — 1 )GAX —- BdY +- + dZ) A (1 — - cos 6) sin O(%! ax B'dY +" dZ)
— ( — Le) cos O(2'4X + B'dY + y'dZ) — 0.
Les coellicients de X, Y, Z, dans l'équation du plan tangent, ‘sont :
a(T = 1) + (2° sin 0 — %° cos 0) (1 — à cos 0)
et les expressions symétriques, obtenues par permutation circu- Jaire. Si le point M, se déplace sur une génératrice, le point M est fixe, / seul varie, lorsque / augmente indéfiniment le plan tangent a pour limite le plan dont les coefticients sont les expressions Eux dx Het
Le point central, sur la génératrice, est le se où le plan tangent est perpendiculaire au plan tangent au point à l'infini, sur cette génératrice. En exprimant que les deux plans sont perpendi-
( {TR — ï — (x! sin 0 — «" cos 0) —
culaires, on à *
DIÈÉ cu — à) + (x sin 0 — 4" cos {) (a _ ù cos ) | LE — 1) — (2! sin 0 — à” cos 0) — Lan | = 0
qui se réduit à
>| cos? 6 + R° ci \ds 7)
Le lieu du point central ainsi déterminé est la ligne de striction de la surface.
En particulier, si la surface est engendrée par la binormale,
la ligne de striction est la courbe donnée.
Si la surface est engendrée par la normale principale,
do RT° au Re
6 — 0 = ds
2° Pour que la surface engendrée par les normales soit développable, il faut que le plan tangent reste le même en tous les points d'une génératrice; c'est-à-dire quel que soit /, lorsque le point M ne varie pas. Pour / = o, ce plan tangent a pour équation
(X — x) (a' sin 9 — x” cos 0) + (ŸY — y) (5' sin 0 — BE" cos 0) + + (Z — 2) (y! sin 0 — y” cos 0) — 0.
Pour que le plan tangent reste le même quel que soit /, il fau-
(Te ui r) ne 7) 1e Us ET Pas à ds me. t)
: | ; RQ UE 70 he:
soient proportionnels aux coflicients de X, Y, Z. Si . — T n'était
drait que
pas nul, il faudrait
a! sin 0 — 2” cos 8 $' sin 0 — B’cos 8 y! sin 0 — +” cos Ô
S p Ÿ équations incompatibles. Car, en ajoutant les termes de ces fractions multipliés par &', É”, y, ou &”, f;”, y", on obtiendrait
SIDE cos 0 — o.
On doit donc avoir :
ds Ace dy, ik T° la normale considérée reste tangente à l’une des développées de la courbe donnée.
204. Ces théorèmes se déduisent immédiatement de considérations géométriques. La surface est l'enveloppe d’un plan tangent à une sphère aux points d'une courbe déterminée. Soient À, A’ deux points infiniment voisins de cette courbe. Les plans tangents en A et A’ se coupent suivant une droite dont la position limite passe par À. La surface développable est engendrée par une tangente AM à la sphère. Soit M le point de contact de AM avec l'arête de rebroussement. Le plan osculateur à cette courbe en M est le plan tangent à la sphère en À. La normale principale est parallèle à la tangente en À à la sphère qui est perpendiculaire à AM.
Le cône, passant par cette arête de rebroussement, dont le sommet est le centre O de la sphère, a pour plan tangent en M le
plan AMO, la normale principale à la courbe est normale au cône, c'est la propriété caractéristique des lignes géodésiques. En second lieu, MA est la droite tangente au cône et à la sphère, qui passe par M, l’arète de rebroussement est une courbe du cône enveloppe de telles droites.
1° Par la méthode de l'énoncé, on doit considérer une surface
tangente à l'origine au plan xoy, dont l'équation peut se représenter par la série
z = ax? + 2bxy + cy? + … dz = 2(ax + by + .….) dx + 2(bx + cy + ...)dy. Le plan tangent au point (x, y, z) a pour équation Z—z—0(ax + by + ..)(X — x) + 2(bx + cy +...) (Y — y). Il coupe le plan tangent Z — o, à l'origine, suivant la droite
2X(ax + by +.) + 2Y(bx + cy + .….) = ax? + 2bxy + cy? + …
Si æ et y tendent vers zéro, ”: tendant vers m, cette droite a pour
limite la droite
X(a + bm) + Y(b + cm) = 0 de coefficient angulaire m',
a + b(m + m') + cmmn' = 0.
2° Pour une surface développable, le plan tangent dépend d'une
seule variable, il en résulte que p — f(q), et, entre les dérivées secondes Fr, $s, {, de z, on a la relation r{ — s°. Ici on a :
p = 2(ax + by) + … q = 2(bx + cy) + … PE UN Tres «05 SES
2b + …, ER € PE donc ac — b?, la relation précédente devient a? +- ab(m + m') + bmm'— 0 (a + bm) (a + bm') — 0 a , . . Û a m'— — 7, excepté dans le cas particulier où m—— 7. Le plan
tangent dépend d’une seule variable, l'intersection de deux plans tangents infiniment voisins est la génératrice de la surface déve-
Fasny. — Anal. 22
loppable. Si le point de contact décrit cette génératrice les deux plans tangents coïncident, leur intersection est indéterminée. 3° Il en résulte que la surface enveloppe des plans tangents à la sphère est engendrée par une droite tangente à la sphère; l'arête de rebroussement est une courbe dont les tangentes restent tan— gentes à la sphère.
4° La tangente à la courbe c, nr QU es:
EE MN DONUPS NRPETE
doit être à la distance R de l’origine, centre de la sphère.
Ses (ædx + ydy + 2zd:)?
dx? + dy? + dz?
R°(dx? + dy? + dr?) — Zx?2dx? — (Exdx)? — — (ydz — 2dy}? + (zdx — xdz)? + (xdy — ydx)?.
2? + Yi + 2 —
b° Sur un cône de sommet O, une ligne géodésique doit avoir pour normale principale la normale au cône, qui est perpendiculaire à la génératrice OM.
S1 les coordonnées æ, y, z d’un point de la courbe sont exprimées en fonction de l'arc s de cette courbe, les cosinus directeurs de la normale principale sont proportionnels à
dx d'y d?z D is , Le AE >] ds: ? ds? ds?
Pour qu'elle soit perpendiculaire à la génératrice OM du cône, il faut que l'on ait :
d'f ce y NE NA let CNT Ale à dy\? {dz\°?
aeatrat:a)-(r) + (7) + (à) pre
da dy 1 APN An Nr 'oir ° t7
x? HP + a (s + a} + b où a et b sont deux constantes.
(ydz — 1dy} + (2dr — xdz) + (dy — ydeŸ _ Sa?Sda?t —(Erdr) dx* + dy? + dt 04 Sd une
2e De
H faut choisir b = R?, Toute courbe tracée sur un cône, dont les tangentes restent tangentes à une sphère dont le centre est le sommet du cône, est une ligne géodésique.
6° L’arète de rebroussement des surfaces développables considérées est une ligne géodésique du cône, parce qu'elle vérifie leur équation différentielle,
SP
L'enveloppe de la trace du plan tangent sur le plan xoy est donnée par les équations :
X sin + Y cos 4 À sin 24
X cos { — Y sin { — R cos 21
Me=rR'C0s T7 then ou
X=7( cos { + cos 31), Y=7 (3 sin { — sin 3),
Cette courbe enveloppe est une épicycloïde, engendrée par un
LRU e SE ON à point d’un cercle de rayon 7; qui roule sans glisser à l'intérieur d’un cercle de rayon R, de sorte que le centre du cercle mobile décrit le cercle “ L’arête de rebroussement de la surface développable, enveloppe du plan tangent, s'obtient en prenant deux fois les déri-
X — KR cos!t, Va.
3/0 PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE vées par rapport au paramètre {, ce qui donne les trois équations :
yR cos t + © R? sin 2{— 0
| z— xRsint!
) — æ cos { + y sin { + R cos 21 — o æ sin é + y cos t — 2R sin 2 — 0
(3 cos { — cos 31)
| x — R(cos 2{ cos { + 2 sin of sin {) —:
| ZEN Sin dl.
RE
y = R(— cos 2t sin t{ + 2 sin 2{ cos {) — " (3 sin {+ sin 3!)
Ce
Sur cette courbe, on a :
RE : R(sin 3€ — sin t)dt — 3R sin { cos 2tdt
dy= k R(cos 31 + cos t)dt — 3R cos t cos 2tdt dz = 3R° cos 2tdl.
Soit s l'arc de courbe compté à partir du point {— 0, (R, 0, o). ds? = gR?(1 + R?) cos? 2df?
ds — 3R V1 + R? cos 2tdl
s—ŸRV + R? sin 24.
Les cosinus directeurs de la tangente sont :
sin { cos É R
Une développante s'obtient en portant, sur la tangente au point M de la courbe, une longueur MN telle que MN + s soit constant. Les
coordonnées du point N, qui décrit la développante, sont :
= à (3 cos £ — cos 31) + : R sin {(c — sin 2t)
AURA À
Y=, (3 sin {+ sin 31) + © R cos {(c — sin 21)
54 3 sin 24 + 5 Ra(o Le PAITI 2Ù) 2 2
ou ; (4 X —R cos? { + sin f R : ne a VS sin l+ poosi À Hd:
Cette courbe est la trace de la surface développable sur le plan z — a, résultat que l’on pouvait prévoir, en remarquant que la courbe est une hélice, sur un cylindre parallèle à oz ; ce qui résulte de la propriété des plans tangents au paraboloïde donnée dans l'énoncé.
Pour toute courbe tracée sur la surface, on à
(1) dx—cosôdr —rsin6d6, dy—sin0dr + r cos 6db, z = f'(6)d8
cos Üdy — sin Üdr D — 0) © — .
de = ÿ(0) Les lignes de courbure sont déterminées par les relations : sin Ü cos 0 p=— "pe, 9%
dx + pdz — cos Odr — (r + = J'(®) ?) sin 0d8 dy + qds = sin Odr + (r + > f'(0)?) cos 640.
L'équation différentielle des lignes de courbure : dx + pdz __ dy + qdz PANNE (Le devient :
(cos8dr Dar AO ee (0) cosûdr+-r( f"(8)cos0—f'(6) sin 0)d0 — PU sin 0d0){— f'(0) eos ddr-r( f'(0) cos 0 —"(0)sin0)d0) = 2+f'(0)2 | | — (sin 6dr + nr cos6d8)[ f'(0)sin dr — r{ f'(0) sin 0+-f"(0) cos 0)d8! (a) — f'(0)dr? + rf"(6)drd0 + f'(6)(r? + f'(8))d0? — o. Sur une génératrice M 6; A0:-0; dx — cos 6dr, dy = sin dr, LU 0) Une courbe, dont la tangente est définie par les équations (1), forme avec la génératrice, au point (r, 9), un angle & donné par la
relation F cos Üdæ + sin Üdy dr
VE dé + di Var rdi fu d8
cos «
Si une ligne de courbure forme en ce point l'angle & avec la génératrice, on a l'équation (2) et
dr\?2 9 2 1/n\2 di) tar? + f'(0). PARUS dr :
En éliminant dr 00 obtient :
rte JO) — (rt + SUEDE) (lg à — 18
4f'(8)* cos? 2a
°2 — L AJ NO" sin 2x 41 (0 con as Si : af'(6) 4a* sin* 8 0) — ; es de D EE 7 f(6) —acos6, a gr 3/0) — 4f (0) 3 cos? 0 — 7 sin? 6
c’est l'équation de la projection en coordonnées polaires : 2a sin? 0 6 cos? 0 -— sin? 0
re r! — 2a sin 0 cos 9 “he V3 cos 0 — 4 sin 0 s (3 cos? 0 — 4 sin? 0)?
: : , 3 cr Il suflit de faire varier Ÿ de o à &, tg 4 V3, car, de œ à—,rest 2 ” 2
imaginaire, et la courbe est symétrique par rapport aux axes. La
droite y — — x est une asymptote.
SEE
Les surfaces intégrales sont z — x/f{xy), obtenues en posant b — f{a), où f est une fonction arbitraire.
Pour exprimer qu'une courbe caractéristique rencontre la courbe donnée, 1l faut éliminer æ, y, z entre les équations (1) et les équations & — y, z — «x de cette courbe. Ona alors : &? = a, x°= b, et a — b. Donc, si /(a) — a — b, la surface, lieu des caractéristiques (1), passe par la courbe donnée. On a la surface :
Les lignes asymptotiques de cette surface sont déterminées par l'équation différentielle :
2 F ? ù DR STE dx? + 2 ue dx dy + Se EI 2ydx® + 4xdxdy — 0, de (Te ce 2) — 0
qui se décompose et donne les deux solutions :
DMIERS Le + 2Ly == Le’.
Le premier système de lignes asymptotiques est composé des
droites TS, 2 — c*y.
Le second système est formé des courbes
208. Les équations différentielles des courbes caractéristiques
sont :
URL EAU 2Y 3x? — Gx?y
qui donnent :
LE y Va, z + y? —= bd
l'intégrale générale s'obtient en posant b — f{a), ou : Anne dE LC Home A
Une courbe caractéristique passe par le point &æ — 0, y — 1/22,
étant arbitraire, si a — — 2z, b — 3z. Cette caractéristique ren- 4 34 AR À ; contre la parabole si b — — ce qui détermine la surface, lieu
des caractéristiques qui rencontrent la parabole : 2 Durs ANNEE ENT
ou
L'équation différentielle des lignes asymptotiques de cette
surface est :
Ô?z Ô?z 0?z 2 «= dr +2. dedy + >= dy? — 0 65 0TY OV“ v — grdx* + dy? = 0, dy = E 3Vxdx
VTT Vic Les lignes asymptotiques sont les intersections de la surface
et des cylindres paraboliques 8z == y? + Gcy — 3c°.
Par tout point de la surface passent deux de ces courbes.
209. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
A Li a oo EL CN EM CE G+) =jÿÿ+ 0
comme z peut être supposé constant, puisque z — à est une intéorale, on a :
Lie + 2) = L(y + 2) — Ly + Lb Ye + 2) = by + 2).
L'intégrale générale est
(x +2) = (7 +2) fc).
Une courbe caractéristique rencontre la parabole x = 1, y — 2
si l’on a, en même temps :
1 + 2 ce
Z = 4, Hey NE (A Y+z a+ a
ce qui donne f{z) — z, et l'intégrale
TYI=Z= 7°, ou
AP Væy.
210. Les équations différentielles des courbes caractéristiques
sont :
dx dy dz
SES REZ n Sin < 1, les courbes caractéristiques ont pour équations .
tin AIRE No — a, giTn Lee EN xi—n = b.
L'intégrale générale est gen = ie fiat — Jin) où f est une fonction arbitraire.
Pour qu'une courbe caractéristique rencontre la droite z — 1, æ — y\/2 , il faut que l'on ait, en même temps : NM]
Me D red AU» b—1—xt"
ONE * A
la surface intégrale est n— I
Fed LAN Ve LE te 0 2 ) (4 Men SLT TE rie Ds)
Net
1—n 2 Î—n ui CL < 91 — 2! N — ] { 4 L
DL=10; x — y/9 NE
DL ère
2 = 1 — x +oy
hyperboloïde de révolution autour de OY, dont les lignes de courbure sont les méridiens, et les parallèles, situés dans les plans
Eee CT, à 4 =) c'.
Sin —1,les caractéristiques ont pour équations différentielles
da: dy dz V
L Tr. PA L
BI
Les surfaces intégrales sont z — ef(s), cônes de sommets 0.
Pour que ce cône contienne la droite z — 1, æ = yV2 il faudrait qu'ii se réduise au plan x — yV2 : iln'y a pas de fonction z de x et y correspondant à ce cas particulier.
211. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
dx dy dz
ail tr — y? — ax — 2yz
que l’on peut mettre sous la forme :
SRI Es FAIR 2ydy __ 2(xdx + ydy + 242) LT— 24 2 ÿ—a—2 +har a+ y} +2
ce qui donne les intégrales :
L(x — a) — Lz + Le, Lx? + y° + 2?) — Lz + Le
TX — 94 —= CZ. a? + y° L— c'z.
Et l'intégrale de l'équation aux dérivées partielles :
Cette surface est engendrée par le cercle T — 24 —= CZ, a + y? + 2 — zf(c).
Le plan tangent à la surface a pour équation
(X—x) Ce PE) 0-02 y +2) arf + TE j' }o.
En un point du cercle générateur, cette équation s’écrira X— &) (22 — f'{c)) +(Y — y) 27 + (2 —2) (22— fe) + ef'(c)) = 0 il forme, avec le plan du cercle, un angle z :
Pre Aer 2% — [ (C) = car UE cf”)
Vi + eViox — f'} + (ay)? + (22 — f + cf) Du UE 3 men 1. LR 1 Vi + cf — 8af + (f — cf?)
æ e$t constant en tout point d'un même cercle. La surface est cir-
conscrite à une sphère le long de ce cercle, et sera l'enveloppe d'une sphère variable.
Une courbe caractéristique
T — 24 — C1, CH y +a— cz rencontre la courbe
Es À z(y? + 2°) — 8aÿ, si l'on a, en même temps
CZ — — 924, QU C2, (lt 11 (re on aura la surface, lieu de ces courbes :
‘2 € € £ T-— 2; Re eue
cette surface est l’enveloppe des sphères :
x? + y? + 2? — 2 Vaa(x — ga)t + z® = 0.
212. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
due dy pda (Va? +yi—a) _ «de + ydy dx? + y?
ee RAA EN ner T 14 zVx? + y? me |
qui donnent :
Ly — Lx + Le, Lz — L(ÿa? + y — a) LC Vite 2e c'(Vx? + y? w a).
Les surfaces intégrales sont
= (Va + y —a)f(À)
elles sont engendrées par la droite y 22 (RL d)fe Une courbe caractéristique rencontre la courbe HAUTS a? + y? — ha?,
si l’on a :
et FC QE oO RC NE — lz3(1 + c?) CANER CE
Le lieu de ces courbes caractéristiques est la surface :
ra ?— a x V AA Re ax? — (2 — x}? (a? + y?).
Cette surface sera représentée par les équations : æ —= U COS V, YuHsnp, z — (u — a) cos v.
Les droites v — C, sont des lignes asymptotiques.
On à :
an Li ns n ns s Ôæ ÔY Ôz Ôx Cy Ôz CR ne NE TS Ne SES êu ou du êu ôu ou Ôx ÔY Ôz Ôx ÔY ÔZ \ DA AC PRES et D . ie = = AsInmr ôv Ôv Ôv Qv OU Ôv 02x 02y 022 Sr? d2z > S 2 NE sn 5) x Su n Qu? ou? 0u Guv UV CUV + n ns x Ôy Ôz Ôu Ôu Ôu x Ôy Ô2 RL LES =uU COS ôU Ov ÔU Q°x 02y Jz ùu? Qu? cu”
l'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
— odulv sin vu + dv’u cos vu — 0.
Le second système de lignes asymptotiques est donné par Mae du cos vdv 2du sin v — u cos vdv, 2——-.—uU SIN VU
2Lu — L sin v + Le, u? — csinv
(@e mx y”) —_ CN A Une génératrice rectiligne a pour équation v — c, sur cette
droite &y —= sin vdu, dz — cos vdu
dx —= cos vdu,
ses cosinus directeurs sont
COS U sin v COS UV fire se ges mass | | Ma RETARDS OT SENN PE Tl | MAR TRIES RENTE EE Vi -+ cos?v V1 + cos?v 1 + cosv
Pour une courbe quelconque de la surface, on a
dy = sin vdu + u cos vdv,
dx — cos vdu — u sin vdv,
dz — cos vdu — (u — a) sin vdu
en un point (u, v) cette courbe est perpendiculaire à la génératrice,
si l’on a :
cos vdx + sin vdy + cos vdz — 0
Lord D L(u — a) + . L(1 + cos'v) — Le
U— 4 1 + cos’v
V1 + cosv
ces courbes sont situées sur les surfaces HD) us CCR RER — a donne les équations différentielles
L'équation py — gx des courbes caractéristiques
dz _ ydx — xdy
TN CR yd PORN a x? + y?
e 9 LL 4 de “y niCt, ;
En posant æ — 9 cos «), y — 5 sin w, on peut mettre l'équation générale des surfaces intégrales sous la forme :
z — — aw + f(p).
ue ædy æ ydæ fe) ædæ + ydy
sin + f'(p) cos w, = = cos w + f'(o) sin w.
5 De dz —
La normale forme, avec l'axe OX, un angle & :
pf'{e) COS &W —+- a sin w CRETE)
COS
, Soit une ligne de
Dia
Pour que la section plane, æ — 0, w —
courbure, il faut (probl. 178) qu'en tout point de cette section la normale fasse un angle constant z avec OX. On a alors l'identité
enp° D PEN = Va igr a PR ONE € PACS P b2 JE) — p° Vb? — 0! | 2 2 FUNAT TES Dernie PC et b pe OR AP ET he PAL SS 55 Né nan er PL Fes 3° On a alors :
ds dz = — adw + ÿb? — Fee Les équations de la normale sont :
X — x DA Y— y _Z—2z a sin & + ÿbt — 2 cos w — a cos w + Vb — p'sinvw ner
ses cosinus directeurs sont égaux à ces dénominateurs multipliés
COS (e à EN 0 par ——. Elle forme avec la droite pate ECS Ra Sin & —-COSW Oo
perpendiculaire au plan MOZ, un angle égal à &. Il en résulte que
fn" FOR FE CE Ds a. Hi
les sections & — €, par des plans passant par oz, sont des lignes de courbure.
L'équation différentielle des lignes de courbure est :
‘ D — ed Le — E F F4; , E p .
a sin wW—-Costw ÿ b?-—p?, adw— TR ) cosw—sinwdw ÿb?—5?, coswde—psine de
2 A2 V oi te
# F, 9 De Eu F
M eee edo — .
— a COS W+-sintw y b?— 0°, (atu—"#$ sinw-}-coswduw y b—0?, sinwdo+ocoswdw | —=0: \
9, — d;, — adu-+ VE P
Si on remplace les deux premières lignes par les sommes obtenues en les ajoutant après les avoir multipliées, d’une part par cos et sin ©), d'autre part par — sin & et cos W, celte équation devient :
VD? — ? adw — —— d
2 Vb2 jus c? 0
— 4, Vb? — 52? du, 2du —= O
— », — d, — adw + ÿb? — pi ss CR DURE MA ane
Le premier système est w — c. Pour le second système, on a : b? do — adw + —— © —0o
b? p Dh TA F
nr,
ou b A VS ee D? ne ce" cots (à
bi ME Sn een
var ce” cote (7 “ia 1 ep uw cotg æ
ef
Pour déterminer les centres de courbure, on peut représenter un point de la normale à la surface par les expressions :
X — p cos w + (a sin w + ÿb? — p? cos w) Y — p sin © + ji a cos + ÿb? — 5? sin w) Z = 2: — pt.
Le centre de courbure peut s'obtenir en supposant 5 fonction de «), de façon que le point de la surface décrive une ligne de courbure, { étant déterminé en fonction de w par la condition que dX, dY, dZ soient nuls, ou que le centre de courbure est le point d'intersection de deux normales infiniment voisines.
Sur la ligne de courbure w = c, de) — 0, on a :
s l cos wWd? + (a sin © + ÿb? — p? cos w)dt SE ERS edp = 0 vb — p?
: = —— {si sin wdp + (—acos w + Vb?— 53sin & }dt — = s = Pd— 0 2 — 09
VER À — eat — ip = 0
dd —"0, L'R
Le rayon de courbure est
Ver — M ne .
p COS x
t Ja? + b? —
Pour une ligne de courbure du second système, on a : b’do p vb? ur p?
F IAE te d (de +VE—E di ue \ ÿb? EE pe?
— (sdw — adt + 1/02 — pi du) sin w — o
(ae + Vb? — 7 dt — D + at) sin © + br —
ÊLe (pd —"adt 410% 12 do) COS w — 0
aduw —
+ at) COS © —
ou
Pts panel ee
edw — adt + 1ÿb? — 6? dw — 0.
En éliminant dt, et remplaçant do par
P = — ——— Vb? OMS Le rayon de courbure correspondant est :
LUNA ao EVE HP = —— Va + cos & ÿb? — p?
214. Les courbes caractéristiques sont déterminées par les équations :
de. dy di dz __ ædx + ydy + zdz 2%Z 2Y2z Z—a —y zx + y" + 2) FA POULE RG Pa terme D.
x y x? Dane LE ZE et: D +y + — 0cax.
Les surfaces intégrales a? + Y + 2 — af(*) sont engendrées par les cercles NET a? + y? + 2 — xf(c) qui sont tangents en o à l'axe oz. La surface passera par le cercle æ— a, 2 — y? —= a, si l'équation
20? + 2y? — af(2)
est vérifiée pour toute valeur de y.
On a la surface :
D? + y? + 2? — al +£).
Les équations différentielles des caractéristiques
ar Ne: dz MRGE EN de _,d@œ — 7)
HULL Hz 2 z x — y PE
donnent x +Y—=0c, z — c'(x — y}.
Les surfaces intégrales sont :
2 = (2 — 7) fe +7)
Fagrx, — Anal. 23
304 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE ou mer u), T—Y—=U, T+Y—=U.
2° Si u et v sont les variables indépendantes, on a :
dz — ouduf(v) + u?f'(v)du dz — af(v)du? + 4uf'(v)dudu + u?f"(v)
l'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
Jo +4 do + 1 a — 0
— af'(v) LT -- 2f(v)f"(v) de
u TO)
Lui L/() = VE T0 ue doc.
3° Une courbe du plan xoy peut être donnée par l'équation u — p(v), c'est la projection d'une ligne asymptotique si l’on a : ro (EN + 4e 0 + jo 2 f{v) es + 4j 0 2 + fl) = 0
c'est une équation différentielle linéaire, qui détermine la fonction
QE
Si la courbe donnée est
D Ve= NUE o{u) —1a, DU) 0, l'équation f'(v) — o a la solution générale f{v) = x + fv. On a la surface 2 = ua + Bb) — (x — y} [e + Be + y)].
L'équation différentielle des lignes asymptotiques (4 + Bu)du? + 28ududv — 0 se décompose :
du — 0, da PAPE bd u Gate DU Les deux systèmes sont les droites ME z — c?(x + fv) et les courbes dont les projections sont
u(a + Bu)? — 7".
!° La section = b, u?f{v) — b sera une ligne asymptotique, si l'équation différentielle des lignes asymptotiques admet cette solution, pour laquelle
du. f'C) u TU) CR ce qui donne :
y — 3 JT CŸ SI ait PEL eo EN:
DS tft, f)= ft) 3 1 f *df—= cd, HSE Rare
On peut mettre cette solution sous la forme
= pm ef):
L'équation différentielle des lignes asymptotiques devient : (a) 4€ <a et dv nt Fr. uv+b 0 + s) ai
(e dv du 3 dv cs St ee +) =
On a les deux systèmes :
u — c(v + b), u — c{u + b}°, Le premier est formé des courbes situées dans les plans z — ac. 216. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
EN: Pi AIR ON EZ APCE TAN SE SN SIL où éhes sin Ti _e —e *
CH TL —= COS ie — —— ——, sh æ — — +$e 2 l 2
On en déduit les équations des courbes caractéristiques : (a) Re D ÿ == 6 0h x
Les surfaces intégrales sont
2° Les courbes caractéristiques (1) rencontrent la droite
LT — Y —2Z
si l'on a :
C— x b — D put TR ich each ces caractéristiques :
2? — CY, PS SPC Y J ch c
engendrent la surface intégrale 2?
y? ch Fe RE (CRE
3° Les caractéristiques (1) rencontrent la parabole T — 0, 2? — 2m(y — à) si l'on a :
VD, 2 = ch — 2m(b — a)
2am ramené ces caractéristiques :
AE + 2am | 2m C engendrent la surface intégrale :
omy — 2° = 2am ch x {4° La chaïînette 0) M RRACU CE
est une courbe caractéristique, qui correspond à C0; b — «.
Par cette chaïnette passent une infinité de surfaces intégrales qui ont pour équation Fe r=f(+) Ch, QU (ON EST 217. Les équations différentielles des courbes caractéristiques sont :
CEA AE
L'an LT Te
x PT az
dont les intégrales sont :
VENTE: Ho,
D'où l’on déduit les surfaces intégrales
re)
d de aef(L)de + (ady — vds) (2)
ur 2f(Y de +ap'(Y Jode ed) R + + (EE) re) — 2/f(t)de? + 2xf'(E)dide + x?f"(t)dé?
où y — x. L’équation différentielle des lignes asymptotiques est :
_ 8Si
On a :
ou
AO) + a 0 À + JO = de 2 — 0 2 PT YPO y SIL
A pe QE CAO BE OTAG L [= D dt.
FO) — 2fOf D = 0,
d FO po AO FO: JO DT) = OO IE = pis LUN MON
HO NO EN Eee 701
Ve YO =? 14 à
f( = AP + 2Bt + C,
À, B, C étant trois constantes arbitraires. On a alors :
JE — aff" — AB? — AC).
La surface
z — Ay? + 2Bxy + Cr°
est un paraboloïde, dont les génératrices rectilignes sont les lignes asymptotiques.
4° Les caractéristiques (1) rencontrent la courbe
MO, ve si l'on a :
C'ÉNS, CNT LE
La surface, lieu de ces courbes, est :
nee Fe À + 2%, ft = at.
L'équation (2), qui détermine les lignes asymptotiques, devient :
FENTE, dé dt dx 7 Ale h Ye Tr =, 21(1 Æ V3) LE = 2(1 + /3)Lx + Le y = cx5+2v3
5° L'équation différentielle de ces courbes, obtenue en éliminant c, sera :
dy qe de dx (3 2 293) ee L'équation différentielle des trajectoires orthogonales, obtenue dy dx en remplaçant 7 par — à és ue xdx + (3 + 2Y3)ydy — 0 a? + (3 + 23)» — e systèmes d’ellipses et d'hyperboles homothétiques.
218. p v ÿ — V z est une équation linéaire. Les caractéristiques sont déterminées par les équations :
PR RE PASS LIN Y —= 4, x — 2/a2 + b.
Les surfaces intégrales sont :
hyz= (x — f(y)).
219. Les courbes caractéristiques sont déterminées par les équations ::
— = —, Y = CT, z—
L'intégrale générale est
Soit le cercle DE S'én AR rl 2 à
les droites caractéristiques rencontrent ce cercle, si l’on a : ac? + e!? —= R?.
Le lieu de ces droites est la surface conoïde : y \ 2 y?
(aL) +2 = ou Po ie E
Si on pose
o(t) — VRE — 8 les lignes asymptotiques sont les génératrices y = cæx, et les courbes dont les projections sur le plan xoy sont {problème 163)
Tr
il ee NA MEN \/R —#i
220. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
cx ou Ve crie av).
dx 1 dy ne dz Y— 2x + 2xz 2y(2— x) o on en déduit :z—c dy a(x — c)dx a(x — c)dx + 2ydy
Va x? 270 — y° x? — axe + y?
Ly = L(x? + à” — 220) — Le!
Les équations des caractéristiques sont :
pet, a? + y? — 2x2 = c'y.
Les surfaces intégrales : a? + y? — 2x2 — 2y/f(2) sont engendrées par un cercle dont le plan reste parallèle au plan æ07y, dont le centre sie y—/f( décrit une courbe dans le plan x — z, ce cercle rencontrant l'axe oz.
Les cercles caractéristiques rencontrent l’ellipse D '==\0) Vip ie, si l’on a A Vaion ct EU = Aa.
Le lieu de ces cercles est la surface :
(x? + y? — 2x2) — hy*(a? — 2?)
ou
Les courbes de niveau sont les cercles z — c, dont les projections sur le plan xoy peuvent se représenter par l'équation : (x -— a cos t)}? -- (y — a sin t)? = &à a? + y? — 2a(x cos { + y sin t) dont la dérivée donne :
ædæe + ydy — a (cos t dx + sin { dy) on en déduit :
2a(ydx — xdy) cos t — 2xydx + (y? — x°)dy 2a(ydxæ — xdy) sin t = — 2xydy + (y* — x°)dæ.
L'élimination de { donne l'équation différentielle de ces cercles :
4a*(ydxe — xdy}? = (dx* + dy?) (x° + y?}?.
À d d A TALN AS SR UANE En remplaçant par — D , on a l'équation différentielle des
trajectoires orthogonales, projections des lignes de plus grande
pente :
4a?{ydy + dx)? = (dy* + da?) (x? + y?}?.
En coordonnées polaires, cette équation devient : ha?dp? = p'{dp? + pduw?) do — VAa? TATTY p° Fi — CN TE Te 11 PE UP RE Re Vin? — p?
V pe?
Aa? Pa + W) == =— Pen ee SA LG SLI PSS EE ? 24
équation des projections des lignes de plus grande pente.
221. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
ERA 1 dz DU OU par 0 (AN ETS) adz — ydy __ydx + xdy dz 0 EEE Y') VMe(EE HP?) d(xy) de TY z
Les équations des caractéristiques sont :
A A de Quye Les surfaces intégrales : 2 = af — y) TAC dt dz— 2f(a* — y*)dxdy + 4 fa — y*)\xdy + ydx) (xdx — ydy) + + af — p°)ey (de — dy?) + fe — 7er (cde — ydy}.
L'équation des lignes asymptotiques, dz — 0, doit admettre la solution
DV EC) ædx — ydy — 0,
id laçant par 2:
ce qui donne, en remplaçan Fe par y .
fe? — y) + (y? — 2°) f(x? — y?) = 0 ou
ir Ja
z — axy(x° — y?).
L'équation des lignes asymptotiques est alors :
(x? — y°)dx dy + 2(xdy + ydx) (xdx — ydy) + xy(dx? — dy?) = 0 3(xdx — ydy) (xdy + ydx) — 0.
Les projections des deux systèmes sont :
DEVIS C: TRES Ce
3° Le plan tangent à cette surface a pour équation :
Z — aXy(3x? - - y?) — aYx(x? — 3y?) — 3axy(y? — x°) ou :
dns 2 PSN BP x 97 y x PRRNE
Re vs ax — y?) re)
Une surface z — f{x, y), dont le plan tangent est : Z—z=pX — x) + q CE — 7), la coupe orthogonalement, si l'on a :
32? — y? TA re en ae y) PE 17)
c’est l'équation aux dérivées partielles des surfaces cherchées. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
MT A AU à A Ce à 1 BA — y a — 37? y? — x° LL — ydy __ adx + ydy “zdz a (D IR NAG RIRE JDE MEET Da? — y} — (a? + PP — 6, a + +=.
Les surfaces orthogonales ont pour équation : Œ? + y + 4 = f{at + y* — Gx°y?).
222. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
dx Ur AN DRE ET OU a ae
Les deux premiers rapports donnent une équation homogène. En posant y — {x, on a :
dy _ ydæ — ædy __ —1dl LS 2 CHA 2 TEE ET NA GE MN ES
Les équations des caractéristiques sont :
AE A (Ge PS dl à SET
L'intégrale générale est :
Les courbes caractéristiques rencontrent le cercle x? + y? = R?, Z=—= a) s1l on a%
pire Rae — c(R?c? — a).
Le lieu de ces caractéristiques est la surface :
aR°z = (2? + y?) (R?z2 — a?y?).
223. Les équations différentielles des caractéristiques sont. :
dx dy. __ dz .:ædx + ydy
— A TEE
CRE et D ONE AE LA) A ei ES US Ces caractéristiques sont des cercles, dont le plan reste parallèle au plan æoy, qui rencontrent oz, le centre décrivant.une courbe du plan xoz. Les surfaces intégrales, engendrées par ces cercles, Sont :
ee)
La section, y = 0, sera la parobole 2° — 2ax, si f(x) — ax. On a alors la surface :
D — 20 — TA æ Sur cette surface, on a :
zdz — a(dæ + 2 L dy — E dæ) y 2 2d?z — — de? + zaæ à x .
l'équation des lignes asymptotiques, d?z — o, donne : de = + Vaaxd TL = + © 4T 1 Vx? SE, 2 L d} =
Le
Ed UE ; Pass . D.
Les projections, sur le plan xoy, des lignes asymptotiques sont :
PA) M Et Mets Pt
zx x ou, en coordonnées polaires :
2 3 c* cos? À ST ] = 7, = ccos0 t( 2 8 =).
(he sn 0) 4 2
Les équations différentielles des caractéristiques
de GE ÉEPREE E
2YZ —Xz —xy
LA
564 PROBLÈMES D'ANALYSE MATIÉMATIQUE
ont pour intégrales :
AY TR == in V ee Ce L'intégrale générale est 2 — y — f(2y? + x°), 2° Les caractéristiques rencontrent le cercle z—0, x? +=, si l’on a :
VC LE Ce CS (c+ ce) = — 06 La surface, lieu de ces caractéristiques, a pour équation : (a? + y? + 22} = y? — 22, S'en posant à? + y? + z? — D on a, sur cette surface : 20%{xdx + ydy + 2dz) = ydy — zdz.
Les équations de la normale sont :
À es D EUX NN TE z 2m? (20 — 1) z(22? + 1) L'équation différentielle des lignes de courbure est : DT, 2p?dx + Axpdo, dx (22? — 1), (20? —1)dy + Ayedr, dy | 2(22? +1), (22? + 1)dz + 4z:d2, dz
ou ser 0, dx JP? — 1), —vpdy +2yd, dy|—o 222% + 1), + çdz— 2:dp, dz (zdy — ydz) j2dx — 2xd?] = 0.
Le premier système est formé des cercles
LS Cr m+p+— LE yyi — oc,
car 2yd> — pdy __ 22do — 5dz 2dy — ydz en evil Pour le second système, on a :
Ce eo UE NE de
Les projections sur le plan xoy sont les coniques 27°? + (1 — c)x? + ex — 0.
Les caractéristiques d d dz Es a ; y 0m; Zz —,cC
O + Y \ donnent les surfaces z = f an
= aarcto (1). z — a arc tg:
Sur.cetle surface, on a :
TER xdy — yde
Les équations de la normale sont :
ay OT TS x? ere de L'équation différentielle des lignes de courbure est : ay, ady, dx — ax, DES adz, dy dy — yde | ï a+ y?, oxdxæ + 2ydy, a US
re (ed — do)? + alt 2 y?) (dat + dy) = 2a(ede + YA ou, en nd polaires :
adw? + sdw? — d5?
du + —. w = L(p Æ pr? + a?) —- Le Ce RU à
PRE Ca? "te
PEVF+a———e
CHEN 20 —= ce ——e 1
366 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE En choisissant la direction de l’axe ox, on peut multiplier c
€ LA LL par —, et ramener celte équation à la forme
Les projections des lignes de courbure s’obtiennent par la rotation de cette courbe autour de l’origine. Par chaque point du plan passent deux courbes.
Si on pose
‘On à :
Ôz ax Ôy by Rs —=p—= —; en Et Z OZ Z
on doit avoir :
et, en remplaçant 2? par ax? + by° + c, © + b—o, ce qui donne l'intégrale complète :
2 — ax? — c°y? + ce.
2° Pour avoir l'intégrale générale, on cherche l'enveloppe des surfaces obtenues en posant a — o(c) :
22 — oc) — y? + ec
Oo — x?p'(c) — 2cÿ? + 1.
Une surface intégrale est représentée par les équations
1 + æ°v/(c c C D ee ), FES tn æ(o(c) — rs o'(c))
où c est un paramètre variable.
3° La courbe
D TEEN ts Ed:
coupe cette surface aux points déterminés par les valeurs de c que l'on obtient en éliminant æ, y, z. On a ainsi :
D'IQ
— anti taf), 1 — = + a(g(c) — 2 (ce)
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 367 en ajoutant ces deux équations, on a :
C 4 C — 2) w'(c) + pc) + 20 + 1 = 0.
La courbe sera située sur la surface, si cette équation est vérifiée quel que soit c ; c’est une équation différentielle linéaire qui détermine la fonction w(c). On est conduit à poser
on a alors :
du 2H I 10 Aa de (c— 2}$ (ec — 2)? (ce — 2} 5 À 3 — Ac U — ÿ — /. \ 5 (e — 2)? C— 2 (e — 2}?
o(e) —= 3 — c on a la surface Et c PT, = + (3 — 2x
Où :
GE — Bat) — (1 — fat).
227. Pour intégrer l'équation aux dérivées partielles J&, 7,2 p, 4) 0, on forme les équations différentielles des caractéristiques :
7 OC A dz D —dp ! —dgq
PNR A NP AN SENTE ee Rte Cned je dont une intégrale est f(x, y, z, p, 4) — c, la constante c devant être nulle. On a, pour l'équation p° — q? = 22
Ad ORNE LD RE dé
Cr ue er nu
On en déduit les équations des caractéristiques :
D Xe bg bp, y cg, Van D q°
qui donnent p, q, yet z en fonction de x ; a, b et c sont trois constantes arbitraires.
La fonction z, qui se réduit à (1 + y}? pour x — o, est une surface intégrale qui passe par la courbe x — 0, z = (1 + y}. Mais
il faut en outre que, en chaque point de cette courbe, la tangente dont la direction est donnée par les expressions
dx — 0, dz = 2(1 + y)dy,
soit située dans le plan tangent à la surface intégrale, dont l'équation se déduit de la relation dz — pdx + qdy. C'est-à-dire que l'on aura, en chaque point de cette courbe, 2(1 + y) — q. Ona ainsi 7 équations qui doivent être vérifiées en même temps, et donnent :
WE 0: De 0: Teaut, y = c— ab, 22 = a? — ab?
a? — ab? — 2(1 + c — ab}, 2(1 + ce — ab) = ab. Il reste ainsi deux relations entre a, b, c.
La solution a — 0, c—— 1 donnerait x —=2z=0, y—=—1 et des caractéristiques qui passent par le point fixe (0, — 1, o) de
la courbe donnée. La surface intégrale, lieu de ces caractéristiques, ne contiendrait pas la courbe donnée. Il reste la solution :
b—æ+\/2, A ae 3 2 et les caractéristiques y + dx + a) — 06, 27 — (1 — D?) (x + a)?
En éliminant a, b, c, on a le lieu de ces caractéristiques, qui est la surface cherchée :
=(i+yte/À)
Il ÿ a deux cylindres paraboliques qui répondent à la question. 228. Les équations différentielles des caractéristiques sont : EN PONT IT ME dz DR Par MR mb NA Pi re AT AT ap NU
dx __ dp — dq dy d(29 — p)
P—q 2{p—q) 2qj—p 224 —Pp)
Les équations des caractéristiques sont :
P—I—=2X + a, 29 — p — 2} + b, Pt 47 = p°? — 2pq + 24°.
Pour en déduire l'intégrale générale, on peut remplacer les constantes a, b, c en fonction des valeurs initiales, Soit %) — O0, On aura :
= dre (2—cg =20 +, 41 = qi — 20 + 2) qui donnent oi = et, a — 42, — qà, b— 99 — 2) — V4 — 4q$ Les équations des caractéristiques prennent la forme : Sont Eine 2 — FAST (ox + V4, — qè).
La solution générale de l'équation aux dérivées partielles s'obtient en posant :
Moi Z = (1), Go —= ?(L) où © est une fonction arbitraire. On a ainsi, en fonction du paramètre {, la surface intégrale :
g'(1) ) = LE T k Créer. |
La parabole x — 0, 2z — y? rencontre cette surface au point
En he TO (AR
La parabole est située sur la surface, si la fonction w({) est égale
ie de façon que l'équation 22 — {? soit une identité. On a alors :
=, gt) =t
V ho — 9? peut prendre les valeurs Æ {, ce qui donne les deux solutions :
ve À 25 (Ra) — (y ax) et Vente as (0120) y",
Fagryr. — Anal. 2/
Les deux cylindres 22: = yÿ?, 22 = (y + 2x) répondent à la question.
229. L'équation z — px + gy + p° admet l'intégrale complète z = ax + by + aŸ, qui donne p — a, 49 — b.
L'intégrale générale est l'enveloppe du plan
2 = af(t) + D + (0.
Dans le plan y — 0, la droite z — ax + a reste tangente à la courbe 4x* + 272° — 0. Tout plan tangent à cette courbe est une intégrale complète. Les équations :
y=— af") — 3f QG f' (1) 2 = a(f{t) — (1) + (0 KO — (0) qui déterminent l'intégrale générale, représentent une surface développable passant par la courbe y — 0, 4x + 272 = 0. On peut aussi former les équations différentielles des caractéristiques :
di en OM dz dp _ dq
Dé pt) Ly pa + qy + 3p° Fe O
qui ont pour intégrales :
DEA, =D. y —= c(x + 3a°), z = ax + by + af.
POUTT — 0, 0nt#:
E— SELLE, b= qu 2
J'odo) Ke 3 Les équations des caractéristiques prennent la forme :
YoT
Re JT Ga Jo ZT + Qi) + Lo —— Vider a == \/20 — J'odoe
En posant Yo: ==) D = JE):
On a la surface intégrale :
tn i +1
ETORTIN ed ON
SI
z —= ax + by + f(x, y}, on a
Paie, J—0 +).
L'élimination de a et b donne :
D PA ENT ET NN RE fe ce qui conduit à l'identité Cfa + Yf y = 0
c'est une équation entre les dérivées partielles de f(x, y), dont la solution générale est
ce qui donne l'équation
z — ax + by —+- F(:)
°° on en déduit :
2Y pu ) # = gs = 3 - — F" + F (OH ou Où :
TL F
ont pour intégrales
VA Ce
Lu
La surface S a pour équation
Les caractéristiques rencontrent la courbe z — 0, AE y e(i + (:) |] + 3a‘- — 0, wn T si l’on a :
30 — 1 + cc.
Le lieu de ces caractéristiques est la surface Ÿ, dont l'équation est
4° Sur la surface S :
On à :
1 [Y\ | di — (xdy — ydx) _. vil ( Fee de |
L° XL
tte er ne à miditnns de
L'équation différentielle des lignes asymptotiques, d?z — o, se décompose, le premier système est formé des génératrices rectilignes
PASSE Eh z —= ac + xf(c).
Le second système, en posant y — 4x, sera représenté par l'équation :
ous |
ë 1 + 4 Si /(1) = —3—, on a, pour la surface Z :
ri nine, Y? — cx? + 2ax — 0 coniques dont l’origine est un sommet.
5° Le cercle osculateur en o a son centre sur ox. Le cercle ÿ? + x? + 2bx — 0 coupe la conique en deux points confondus en o, et deux points r . , . 2(a Cr TA b: ° symétriques d’abscisse x — ——-—. Ces points tendent vers 0, lorsque b — a. Le cercle osculateur a pour équation
il a avec la courbe un contact du troisième ordre. Ces coniques sont osculatrices à un cercle fixe, en leur sommet o. 231. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
de _ dy _ de _ dp _
et AE 1 HOME 1 Si on prend l'intégrale p — q — 24, on aura :
pq} = (p— 9} + 4pq = ka + Ex + y) p—a+ va Ezx-+7y, qQ=—a+vVèe +x+y on peut en déduire une intégrale complète :
di = pde + qdy = ad(x — y) + Va + x +7 dx + y) ae —y)+ ia +z+y+e.
La solution générale s'obtient en posant c — f(a), et en cherchant l'enveloppe de ces surfaces
2 = af — y) + & (at + æ + y)5 + f(a) x — y + 24 Ya? + x + y + f'(a) = 0.
Pour que cette surface passe par l'origine, il faut que l’on ait, en même temps :
(a) et w'(a) étant nuls pour une même valeur de a, c’est-à-dire que l'équation o(a) — o doit avoir une racine double, qui correspond à l'origine.
On peut également intégrer les équations des caractéristiques, et mettre ces intégrales sous la forme :
3 (az — b) + €
CAE
P — q = 24, DL Q == z — Âax +
On peut chercher la surface passant par une courbe donnée, qui passe par l'origine ; on exprimera les coordonnées d’un point de la courbe, æ, y, z, en foncüion d'un paramètre {, om exprimera que la caractéristique rencontre cette courbe, et que l’om a
2 = pr’ i- qy' ou 2 — 247 + Et + y) V2T — b
ce qui donne trois équations entre a, b, cet {. L'élimination de t donne deux équations entre a, b, c, qui définissent les caractéristiques qui doivent engendrer la surface intégrale. 232. Les équations différentielles des caractéristiques sont : de __ dy d _dp. dq Ÿ "4h 1 APG ET AREE on en déduit :
VE y? =p? —b xy? = pq? = (a? — a) (y? -+ bh ay? — bx°? + ab — 0 ay® — b(x? — æ) —= bq?.
On peut alors poser :
VUE D cr et Îz = 300 CEA L IE EE CARRE
Les équations des caractéristiques sont :
Ve ct: Et À Y— Cr? — 9, Lex +18.
Ces courbes rencontrent l'hyperbole
LT —= 1, PNR le GP si l’on a
ce qui donne, entre les trois constantes c, &, B, la relation a + 1 — R? + 908.
Mais il faut, en outre, qu'en chaque point de l'hyberbole, la tangente, qui se déduit des relations ed À
z YO
soit dans le plan tangent à la surface, déduit de l'équation d = pdx + qdy, ce qui donne : | Y = Q7 et Pie Core CIE donc
Les caractéristiques z — cr?, ÿ? — Cr +i1—=Oo
engendrent la surface intégrale
2 ar + ÿ°) ou 2 œ ÿr + y,
qui, pour æ — 1, donne
233. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
A NAN AE dz CO AU me SE ri, CAR en Da QE D 480. 10 (2%;
qui donnent :
= (27 + qe — b, q VA 22 = PT — qÿ — 4°.
Douriri= L QN 2 A — ge b—:2ÿ5 + os C— Po — 2% + 4o)Ÿo + Gé
Les caractéristiques sont représentées par les équations :
(27 + Ge )e = 2Y6 + 22 (229 + Qe)o + QE — JE Y — T°.
En posant Yo 8 2 = f(L), do = J'(),
on a une courbe qui engendre une surface intégrale.
On peut également former une intégrale complète en prenant les relations :
J= ur, D ax?y + ax 27 À re k dz == L + ay + aa’ dx +- ax*dy
xdz — 2zdx
3 — a(yde + dy) + a x°dx
En posant b — f{a), une surface intégrale, enveloppe de ces surfaces, est donnée par les équations :
SERIES ONE ES NE RTE
= a (a) — af'{a)) — La
où a est un paramètre variable.
234. Les équations différentielles des caractéristiques sont :
(L'URL dz dp __ dq PT VOD TTL PAR E ou dp dq dz ph UE)
On peut mettre les intégrales sous la forme p =2 cos a, (traine. æ —= (b + Lz) cos a y —=(c+ Lz)sin a.
En prenant les intégrales p = z cos a, 4 — z sin a, qui vérifient Ë Ô P » , l'équation p? + qg° — 2°, on aura une intégrale complète :
dz
Pret ce a dæ + sin a dy Lz — x cos a + y sin a + b on en déduit la solution générale :
Lz — x cos { + y sin { + f{t) æ sin é — y cos t — f'(t).
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 377 On peut aussi déduire la solution générale des courbes caractéristiques ; en prenant la valeur initiale # — 0, on aura
q 2 b— — Lz,, sin a — D, C—= yo © — Lz,.
Zo Jo
En fonction des trois constantes y,, Z, gv, les courbes caractéristiques ont pour équalions
En posant Yo —=b =), Qo = %(1);
les surfaces intégrales seront définies par les équations
o(4) ) où est une fonction arbitraire 235. Ona Su À Pa 0B Sa 3 OyÔzT dx 020x0y dy? Cxôyoz Ôz ,
S1 la fonction u existe, on doit avoir identiquement :
Si ces conditions sont remplies, en considérant y et z comme
constants, S- est une fonction de x dont la dérivée est B, èu r = Je Bdx + f(y, 2).
du
La dérivée de &- par rapport à y doit être égale à À :
y) D de + fl= [de fi =A (y) — Alone) +f Top T
fi (Y> 27) = Alf, y, 2), nf(r, 2) — J A, y, 2)dy + (7)
Yo
n TT 34 ôu _ [ Bdx + 1 Aro. Y, 2)dy + (2) v Yo
To
où w'(z) est une fonction arbitraire. En considérant z comme seul variable, on en déduit :
= def. Be & [OA Gros y 2)dy + (+ Ve, »).
En prenant la dérivée par rapport à x, on a :
ie Bdz + VC, y)
sa dérivée par rapport à y doit être égale à C
SN
c= | purrs= de + pa, = C— C7, 3) + 4;
La]
TY ÔZ ° Ty
LA (e 7) = C(x, y, 20)
Me n= [de [7 Ce y. sd + fic) + 0.
To Jo Il existe donc une fonction u(xæ, y, z) à laquelle on peut ajouter
fie) + 0) + 6), ces trois fonctions étant arbitraires.
On peut ainsi choisir arbitrairement la fonction de z, u(xo, Y,» 2) pour les valeurs initiales de x et y, et de même les fonctions analogues de x et y
u(æ, Jos Z0) = Fifz), ut 7, 20) = Fr), u(tor Yo 2) = (2)
ces trois fonctions étant telles que Fit) = Five) = F;(20)-
En particulier, si l’on a :
x? °3 ou ; | è?u
PNEU. Nes DE SRE Syèz : ÿ5 7 A à Cœèy J
on en déduit :
ad gs — [ (2? + x°)dx + (y? + 2?)dy + v'(2) =
a + y ET Le + 7) + y n° se y° Pl
243 (ep) + e(2) + Ve 7)
et
ST Mt:
EE + fie) + f,0) EL RE ETES f(n) + fi(y) + fat) que l'on peut mettre sous la forme
D AE m0 Un le = (a + + 28) + Qi(x) + PA() + Ea(2) 236. Si on considère u, ainsi que æ et y, comme des fonctions de z et 9, considérés comme variables indépendantes, on a : dx — e“{cos 0 dz — sin 0 dû) dy — e“(sin ( dz + cos 6 dû) dx — e“(cos 0 dz? — 2 sin 0 d8 dz — cos 0 d&?) dy — e“(sin 0 dz? + 2 cos 0 d0 dz — sin 0 d6?)
du
ou
RE — de + di Ho] OV
le
du o?u o?u du ou Dir —— NS SA STE rs sa 14: | Aa RER 2 du= ss - Da Ph HR AE
D'autre part :
ô2 62 te
ou ‘ o°u ou 402 du — dr + 2 — didd + ap}.
Ôz DEA 0 0
En remplaçant dx, dy, dx, d'y par leurs valeurs, et en écrivant que, dans les expressions de d'u, les coellicients de dz?, dzdÿ et df? sont identiques, on a les relations :
2 Su o?u ?u RS e?z ç—5 COS? 0, + Fe sin 0 cos 0 the ; Sin? 0 C2? 0x? Ît ôy°
_{ôu ou .
+ e%| — cos Ü + -— sin 6 0 ÔY
d?u d2u . OBIT ô2u .
sn = 6% — sin 0 cos 0 + =— cos 29 + —, sin 0 cos 6) + 0x Ôxy dy du ôu + e(— +<- sin 0 cos o) ÔX Ôy
d?u d?u HN PU, ras — e5| «= sin? 0 — 2 &— sin 0 cos 0 + &— cos* 0 ) + Û dx? Ôxy Ôy |
_/ûu LA — e4.— cos Ô +- — sin Lee de CY
on en déduit :
de sorte que l'équation ; Sa
Si
ie o conserve la même forme :
u = f(& + yi) + p(x — yi)
fet o étant des fonctions condes, on en déduit :
èu en M o2u RER SV Ph Ô2u o2u
l'équation 322 + pe
On aura
æ + yi e(cos 0 + 1 sin 0)
tx —yi—e
J(æ + yi)
analytiques, qui ont des dérivées se-
ou
dr EE
= MP = fr
CMOS a 4 — o est vériliée.
Fu Gi x — (; e? Ur
(cos Ô — 1 sin 0)
— fle Fi) sera une fonction arbitraire de z + &, et
o(æ — yi) devient une fonction arbitraire de z — ÿi.
JATACHTEES
LE pe tre) 1 (e) LE po + C2)
EE
El + pd = SE + 0)
2° Si on pose, en coordonnées es 3
æ— p sin 0 c05®,
y = ? sin Ü sin », RS
o cos 0
l'élément de volume est a sin ÿ do do de
Dee ve 4) J dxdydz — ff 1 + J") p? sin 6 do dû de.
Entre deux sphères de centre 0, de rayons a et b, on devra faire varier 0 de oh r,#deoà 27, p deaàb.Ona
ie & [© sine [7 L2f" + apf')do =
= hn(e2 fo) = 4R(DUŸ'E) — af).
3° La fonction /(o) devra vérifier l'équation différentielle
fe) + 5 SE) + pat) = 0
c'est une équation linéaire, qui a des solutions de la forme
f=p", où Der A fe at ER
ee
1 r = Le L4 Lé — , étant une racine double, la solution générale est
NA GEEN 7 NE Pen PE 238. L'équation aux dérivées partielles pVz + qV—y—=o
donne les équations différentielles des caractéristiques :
ARC Ne Vx Vert) (e) (1) Va + V— y = c, NN re Dans le plan ÿoz, l'équation différentielle donnée peut s’écrire : dy 4 dz DA dy — dz 2 — 2ÿ? — 301 —7Y) 2—32+2 —2y + 5yz — 2° dy dz dy — 2) 1 — y QUE 2 y «fe 2
d'où l’on déduit :
dy ur odz d(y — 2) Le NE M Z — 2 À art PTT OS 2 (y Ab G—2} SAS DIE AO :
Une courbe caractéristique (1) coupera cette courbe, si l'on a : Vic (ce? + ©") (ec! — 2)? — a(i + 6°).
En éliminant c et c’ on a la surface, lieu de ces courbes :
(Vz en V— y) [ (a — 2)? — a| — a — zx{z — 2)
cette surface passera par le point
RS RU EN RES sl 4(4 — a) = a, a=—
16 — Dz(z — 2)
RO ETS TES
On pourrait remplacer ÿ— y par —ÿ/— y, ce qui donne la surface (x — y — 2V— xy) [(z — 2} — a) — a — 2(z — 2)? qui passe par le point donné si a — 0, on a alors la surface conique (x — y + 2)? + 4xy — 0 qui passe par la droite x — 0, y — 2, solution de l'équation donnée. 239. L'équation aux dérivées partielles P(p° + q°) = 80 donne les équations différentielles des caractéristiques LCR y De dz ___ —dp — dq Dé qe (pq pp +4) qAp +4 Pz pd Ph TE PAP CR (PEU qui donne g — cp; en tenant compte de l’équation donnée, on aura :
zpV1 + © = ay3 ne. zdz GC ay 3{(i + €)
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 383 ce qui donne le système d’intégrales des caractéristiques :
Y= CE + c, 22 — oax V3(1 + ©) + c’
: vi 3 RU Vope- a
à GE VE Fer Vis
qui déterminent les courbes caractéristiques, et le plan tangent à la surface en chaque point d’une caractéristique.
Une caractéristique rencontre la courbe
si l’on a :
doit, en outre, être dans le plan tangent à la surface, ce qui donne la relation :
de x » As q= avi =) +, ce — Vo, et c' — 9ac! V2.
Le lieu des caractéristiques définies par ces deux relations sera la surface intégrale, cylindre parabolique :
2 — Gaz + 2a Va (y — CNE) ou 2e QE 24Y V2.
240. Les équations différentielles des caractéristiques de l’équation
sont :
dr dy é: dz — 2dp P pp F4 pé
L'intégrale q — c'p donne, en posant c = tg c :
———— cos © in <tsin C p= va — À F q = Ve — À ——
on en déduit une intégrale complète par la relation
ra z = pdx + qdy — “osier (cos cdæ +- sin cdy)
Va —z—c —zxcosc—7ysinc ou
& — 2? + (x cos c + y sin c — c'}°?
c'est l'équation d’un cylindre de révolulion autour d’une droite du plan xoy, et de rayon a constant. Tous ces cylindres restent tangents aux plans z — + a, et l’on peut vérifier que z = + 4, p = gq—o est une solution de l'équation aux dérivées partielles, c'est la solution singulière.
2° La solution générale sera donnée par les équations :
Var — 73 — f{t) — x cos t — y sin!
f'O) + œ sin t— y cos i= 0.
La surface représentée par ces deux équations coupe le plan z — b, suivant une courbe qui est l'enveloppe de la droite
æ cost + y sin t— f(t) — Va? — D.
Pour que cette enveloppe soit le cercle x? + y* — R?, il faut que HU) — Va — BE —R
ft) est constant, et la surface est représentée par les équations
æ cost + ysint—=R + Va? — b? — Ya? — à æ Siné — y cos { — 0
Va? + Re Va? — D? — Ya — 7
c'est un tore, surface de révolution autour de oz, la méridienne étant le cercle
(y — KR —- Va? — D} + 2? — a?.
3° L'intégrale complète considérée représente un cylindre de révolution de rayon a, dont l'axe est dans le plan xoy. Si cet axe reste tangent à une courbe c, l’enveloppe du cylindre est engendrée par un cercle de rayon a dont le centre décrit la courbe c, le plan reste normal à la courbe c. En particulier, si c est un cercle de centre o, la surface engendrée est un tore.
ï v Di uvÉEs PARTIELLES
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
2h41. Le plan tangent Die PO) Ut 0)
ra RAA coupe la droite Z/— 0, y ren un point donné par les équa-
tions :
EN he à M G. _Ÿ | | pr + y RL UN Vite UE eriRe ETES VX + ape Va? +)
ce qui donne l'équation aux dérivées partielles : pale — R) + qy (VE +R —R) = eve En.
Les courbes caractéristiques sont déterminées par les équations
différentielles ed nee RE MR
Ly — Lx + 0, Le—L(YE+p—R) +.
Les équations des courbes caractéristiques sont : Ve ETe Li (Va + y —Rjer.
Cette courbe rencontre la parabole x — R, y? — 2az, si l'on a : 2az — c?R?, L— C'(VR? 2az en R) CRE SAR ( 1 + c? — 1).
Le lieu de ces courbes est la surface cherchée : P'R(Ve? + y — R) É aazæ(Vxt + y? _ x) (x? + y?) (Ry? -— 2axz)? = (R°y? — 2ax°z)°
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES et, en divisant.par y? :
ha n?z? — haxzR(2? + y? — Ro) -+ R?y2(x? + y? — R?) — 0 Se = R a? + y? — Re Æ (R — x) x? +].
Surface engendrée par la droite
ci Z 1 ». Pas
forme avec oz un angle dont le cosinus est
Vi + p? + q°
La projection de z sur la normale est
Le À
L'équation aux dérivées partielles des surfaces S est :
RSR pe sont à
ÊEE
2° Siuet v sont deux constantes arbitraires, la relation :
gr 2 +Vz* — a? à LEE à cos u + y sin uv
est une intégrale complète ; on en déduit, en effet :
adz -—— — cos udx + sin udy Vz? — a? - cos u —— Sin u 2? — a?
— Ya — a —, = ÿzt — a? ——, 4 As :
p—V ne IV Pa MAN cn " Il en résulte qu'une intégrale quelconque est définie par les équations :
ES 2H Vz — a
À æ COS u + y sin u + f(u) (
@) — æ sin u + y cos u + f(u) — 0
qui donnent l’enveloppe de la surface précédente.
3° Ces deux équations déterminent x et y en fonction de u et z. On en déduit :
\ cos udx + sin udy = -——— (5) | Van A
sin udx — cos udy — (f"(u) — x COS U — y sin u du
COS UN Sin u p=— Vaeas Je Vz? — ai
EE pd NA TEEN L'EOEE Vas avi? — a? \ a
LS Ÿ z +2? — a dy + qdi = ——— dr — cos u( + f — aL EE
L’équation différentielle des lignes de courbure peut s’écrire :
dx + pdz _ dy + qdz
dp dq MR rire dz + sin n + f — aL a Le avz? — a re —, z COS u
— sin uÿz? — a? Pre aa dz
z? sin u z + Vz ——— dz — cos u| f" 20e à ir) du
_avr—é (r+ f cos u V2? —- a? du + A cn à
V2? Un
En développant, les termes en du? et dz? disparaissent, et cette équation se réduit à dudz — o. Les lignes de courbure sont définies pau—c,etz—c!.
Ce résultat pouvait se prévoir, car la normale en un point de la
surface S, re ra Ar A Tir COS u Sin u CL est aussi normale à la surface mobile, définie par la première des équations.
S1 u est constant, elle décrit le plan
— X sin u + Ÿ cos u + f'(u) — 0
et on a bien une ligne de courbure.
Si z est constant, la normale à la surface forme avec le plan XOY
a HAE un angle constant, dont le cosinus est —. On peut en déduire que
cette normale engendre une surface développable. 4° La courbe rencontrera le cercle z — a, à? + y? — 2x, si les 4 équations en x, y, z sont vérifiées en même temps. On en déduit :
æ COS u + y sin u — — f{u), fHft= 2 + y = 2x f? + f?= 2X(f' sin u — f cos u) (f'(a) — À sin u}? + (f(u) + À cos u}? — X?
f'(u) — À sin u — VA — (fu) + X cos u}?
arc cos (fe —+ cos u) Ont C ( a — /| PRES Ps À 1 v. 1 2, J{u) À cos (u + c) À cos u 2À sin = sin (u dia k
On aurait pu prendre le signe Æ devant le radical, mais on arrive au même résultat en changeant c en € + x. 5° Des équations (2) on déduit les relations (3) et, si u et z sont considérés comme fonctions des variables indépendantes x et y : zdz°? Vz? — a?
ue
2 De (te
d?z — (cos udy — sin udx)du.
Les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle,
Le plan tangent AE ROBE) EE JO SU) coupe 0z au point P
X— 0, V0; L = 23 — pr — qy.
La droite PM a pour équations :
NO re de nd mutrunt LA Er PT + qy Pour le point Q, on a :
ee We % PERTAU ce qui donne l'équation aux dérivées partielles :
Pr + qÿ —
Crus Les équations différentielles des caractéristiques sont :
de “ y "Er — à
æ y xZz
VCD, z — c'(x — à).
Les surfaces intégrales 2=(—0/(}) sont engendrées par les droites VE, z {x — a)f(c).
2° Une courbe caractéristique rencontre le cercle Zg — Q, m4 y° —\ AT, si l’on a :
æ(1 —— c?) SU; ce = - ZE -—— DEERTI C
le lieu de ces caractéristiques est la surface : TJ Q TE A (resserre Sur cette surface, on a :
2 — 4 dz = — (a + Far + ao(a — a) le 2 dr — ee [— 4xyde + a(a — x)(ydx — 3xdy)] — 0.
Pour une ligne asymptotique dz — o, la première solution ydx = xdy donne les génératrices
VE tECe (as) (1+ à)
ce que l'on pouvait prévoir.
Pour le second système de lignes asymptotiques, on a : 2dr dx 2 1e : #
a — © th
y = aa — x)
Y — Cx = CT Ses Apec ras “ + x V/x(a — x} + (a — x) \/æ°{(a — x)
pour x— , cette expression tend vers — : ac, il y a une asymptote
Sauce
OR
ne a Supposons «a et € posilifs, de x = o à x —z, y augmente.
a AC FR UNSUEE De x — sàt—=a,}y diminue, puis augmente indéfiniment. O est
un point d'inflexion, &æ = a, y — 0 est un point de rebroussement. 3° Une courbe caractéristique
Vie CE, z— c'(x — à) rencontre la droite Ds ie are 0 se et 1 Ve Rss, , à 14 si | on a :
ac , a ; — —C——=0O, Cie 2 2
la surface, lieu de ces courbes, a pour équation : az = y(x — à).
Les génératrices rectilignes Vi cu z = c(x — à)
rencontrent oz. En un point x, y, z de la surface, cette génératrice a pour équations X—x Y—y ZL—:z
ere ?
puisque c —
Pour une courbe quelconque tracée sur la surface, on a : adz = (y — z)dxe + (x — a)dy cette courbe est perpendiculaire à la génératrice au point (x, y, 2),
si xdx + ydy + ydz = 0.
Les projections sur le plan xo7 seront déterminées par l'équation différentielle
| (cdze + ydy) + y = de + (æ — a)dy — 0
(x + ay?)dx + xy(2x — a)dy — 0
dx PNA OMIS En o(a a) MOV ER ar Rasta re) (= in) & = En mA LUMREEEHIOTE x? + 2Y
La normale
EN St ANT PA Gé,
‘ 4 au de coupe le plan z — o au point N,
X = x + pz, Yi y 2 La distance MN de N au plan tangent PAT) +=) Ze 0 est :
Vi+pi+g
La distance de l’origine à ce plan tangent est : 2 — PE — y, M Le 2m?
Si les points O et N ne sont pas du même côté du plan tangent, on a la relation :
OP X MN = z{px + qy — 2) = 2°? + y? + 2?
x? + th us 22?
pt + qy = ;
Pour intégrer cette équation, il faut former les équations des caractéristiques
dæ __ dy zdz __ xdx + ydy + zdz
Œ Y Eyi+oz {ai + y +2)
Meicte DRE — 0".
Une surface intégrale est :
x? HE V2 Liz — #f(2) É TL La normale
AT Y— y Aves 2
forme avec la droite Nr Ve T VARIE
y SE 0
perpendiculaire au plan MOZ, un angle dont le cosinus est
Le fe (2) + (a? + y'a? fl (2)
COS"X — a : ——— — Va E yE V— romtf 16a0f? — Bayff! (x? + y'}x'f
Pour qu'une section plane soit une ligne de courbure, il faut _ qu'en tous les points de la section cet angle soit constant. Pour que les sections y — cx soient des lignes de courbure, il faut que cos &
soit constant en même temps que, ou soit une fonction de” Soit y — Éx Eux l 2\ f!
RATE sf) + (à + #)f
VE /— fe 16f — ff + + ef
Comme /{(t) ne peut pas être identiquement nul, cos & ne peut être indépendant de x, et fonction de { seul, que s’il reste nul, alors
fo _ _4
LE Mrhitt
on a les surfaces x? + y? + z? — ere su Le
Surfaces de révolution autour de 0z.
Si on avait supposé les points O et N du même côté du plan tangent à la surface, on aurait l'équation :
2(Z — pr — jÿ)—= À + y + À
a »2 qui donne les caractéristiques :
de __ dy __— 215 _ mdr + ydy
x PANNE EAP x? + y?
We cr CL +y + z —0c!
et les surfaces intégrales 2 SRE SN TRE Le mel Se A: =f(?)
Les surfaces dont les lignes de courbures sont les sections passant par oz sont les:sphères
x? + y? + z — R° pour lesquelles OP — CN MN æ y SRE ; RU À : à :
et la droite OM, = — ÿ” Ces deux'droites sont perpendiculaires si
La normale a pour projection la droite
() PT +- y — 0.
Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles, 1l faut former les équations des caractéristiques :
ce. dy «dd (2) oo
: VEECT, Z2—=C,
2° Les génératrices y — cx, z — f(c) sont des lignes asymptotiques. Celles du second système seront données par l'équation (problème 163).
L'intégrale générale est
3° à cause de la relation (1) l'équation du plan tangent se réduit à :
p\ ES qYŸ — L+z—=o il forme avec le plan XOY l'angle ”,
OS Ye — ++
la distance de l’origine à ce plan tangent est :
——— — 2 COS }
Vi + p° +4?
Soit ds un élément de surface infiniment petit, ds — do cos sa projection sur le plan XOY. Le volume v, qui projette cette aire sur le plan XOY, est vu — zds. Le volume » du cône de
sommet O et de base dc est
1 1 U v'= 32008 vds = x zds =
La même relation V — 35 V’ a lieu entre les volumes de base c,
somme d'éléments de surfaces do.
4° Les courbes caractéristiques (2) coupent la courbe x — a
si Y—= at dt, c' = aLc.
La surface, lieu de ces courbes, est z — al 8 ù æ
On a alors :
v— fai? dry, 10 SUR DST OLT<LA
Ve a [ & | (Ly — Lx)dy af dx (yLy—y— le) —
a 9 a ra a æ a
EN: (e—a—aL Ÿ)dr = a( — al £ = —:.
“ a 2 GONE
Le plan tangent, Z — pX — qYŸ — z — px — qy, coupe
02 au point Z = z — px — qy; on a l'équation aux dérivées partielles :
pt + qy = 21 — a) 2° Les caractéristiques sont déterminées par les équations
de dy d
EN z(1 — a)
les surfaces intégrales sont :
PONT Pns LA ; To (2) 3° Les droites D et oP ont pour coefficients angulaires — ; et Ÿ, elles forment un angle &, PAU da 2e
O qe — py Pour ces surfaces, on a
po ee 10) ane le eo y(T) CT EE 0]
ex
S1 & est constant, soit . EM, TON
Lf(t) = (1 — a) Ë Li + €) + cotg « arc tg ) nv À
3 à FT — c! Vi+ré ecotgaæarctgt
Les surfaces intégrales sont représentées par les équations :
M P'COS W, y = P sin w
. w cogt & £ 00 Re
4° Sur cette surface on a, si o el « sont les variables indépendantes :
D de td — — — + cotg adu Lin OZ d)
PA MUNIE à VE CA | dp\?
pe x (©) 6
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
dz d2 TR Re ER EE - Ho Vi a QUE cots do = (— ÉD ) p Pa
NA Cie NIUE (o a
2/7. Le plan tangent Z— pX — QY — 2 — pr — qy
coupe les axes aux points,
jé Duiy art 8 enculer e LEUE P Te GER Nr 06 et L = 2 — px — qy, X—=Y— 0:
Le centre de gravité du triangle, dont ces trois points sont les sommets, a pour coordonnées :
5 A SN LÉ Ne 0 0 Peuoi dream 3p 3q Pour qu'il coïncide avec le point (x, y, z), il faut que l'on ait :
don DE eu RE AE 3 )
2PX — {Y + z—=O, 20Y =" pT 7 — 0, PT + qgÿ + 2: = 0- Mais ces trois équations se réduisent à deux :
PT + z—0, gY + z—= 0.
Si elles ont une solution commune, on aura :
z z RENNES CAR
de = pde + dy = — 2(E + ©)
dx dy dz
Li pe trs PUS æ y z et la surface ya EC
La normale
coupe le plan xoy au point LE 0) X = x + pz, Y = y + qz.
Le point symétrique par rapport à o.
X = — x — pz, Y = — y — qz, 20 sera dans le plan tangent Z—5=pX — x) + qY— y) si l’on a :
z = p(2t + pr) + q(2y + qu) (1) a(pe + qy) + zp? + q—1)= 0.
2° Un cylindre parabolique parallèle x oy, dont la base serait une
parabole de foyer o, de directrice parallèle à oz, a pour équation
D — 2 — 9ax.
pa £
Si on fait tourner les axes autour de oz, on a l'équation générale des cylindres qui correspondent à l'énoncé
(2) 2? — a? — 2a(x cos a —- y sin 4)
cette fonction z est une solution de l'équation (1), car on en déduit :
pz = — a cos 4, gz = a sin « 2? NS a?
(p? + q°?)z? — a?, (px + qy) = à(y sin a — x cos 4) — à
3° La solution (2), qui contient deux constantes arbitraires a, &, est une intégrale complète.
4° Les équations diflérentielles des caractéristiques de. (1) sont :
Le US ER ARE ee A em DE a ON TM L'an le er Re D Jar qe GE RARE à ee ER dz Ac 2(T<+pz) LKF+-q) pe Hp Ep + 2) — dp AE — dq
TC CONTRE à En tenant compte de l'équation (1), le dénominateur de dz se réduit à z{p° + g?° + 1), et l'on a :
dz _—dp _— dq = TL — 4, DT — €, z — c!.
ah q F :
On a alors dx dy
Ted eq y+e—= c{x + c).
L'équation (1) donne enfin : (cr + c'y) = 2? — € — 6?
249. La normale A a QE re p q — I coupe le plan xoy au point N,
À — x +-pz, Y = y + qz.
Le plan tangent le coupe suivant la droite RÉ x) + AY TH 2,0.
La distance de N à cette droite est
AAES DO RE) VIN
in OU
on a ainsi l'équation aux dérivées partielles des surfaces S :
24 +p +) = (p + q)f(G) ou
oo PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE
2° Soit Z — w(z) la nouvelle fonction inconnue; on a
00 ; ; PR E py(e Q= gets)
pe que pu ( OV e |
FA
Si l'on pose
eu) = sn J@) EVIGP —
on sera ramené à P? + Q? — r.
Cette équation admet l’intégrale complète
Z—=xcosx+7ysina+c pour laquelle P E=NCOSIG OO —
Et pour l'équation (1)
p(z) = & cos a + y Sina + c.
L'intégrale générale de l'équation (1) sera donnée par les deux équations :
(2) o(z) = x cos à + y sin à + F2) (3) 0 — — x sin a + y cos à + F'(a).
S1iz est constant, ces équations représentent la courbe enveloppe de la droite (2), dont la distance à l’origine est F(&) — o(z). Lorsque z varie, les projections de ces courbes sur le plan xoy sont des courbes parallèles.
3° Pour une courbe quelconque de la surface S, définie par les
équations (2) et (3), on a :
n Ç æ — (w(z) — F(x)) cos « + F'(4) sin « (4) ( y = (2(2) — F(a)) sin à — F'(x) cos a
Çç de — %(z) cos à dz — (4(z) — (a) — Fa) sin da : dy — y{z) sin x dz + (o(z) — F(a) — F'{(:)) cos «da si
Z—C, di = 0, dx LANSNOr PAS Sin à ——Cos a
une courbe a sa tangente perpendiculaire à celle de la section z—c, si l'on a :
sin à dx — cos a dy — 0
(e(e) — F(2) — F'(e)jd2 — 0
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES foi
c'est-à-dire dx —= 0, ta == C.
Et, en effet, la surface est engendrée par des courbes situées dans les plans z — c, dont les projections sur xoy sont des courbes parallèles. En chaque point d’une de ces courbes, la normale à la
surface NAT Y— y VASE
cos 4 sin & — (2)
forme avec l'axe oz un angle constant, dont la cotangente est g'(2). Les trajectoires orthogonales sont représentées par les équations (4), où & est constant et z variable.
Si z est constant, la section est un cercle
619) er ire
de rayon = fG); dont la surface est AG) Le volume est :
=: | FC
Le centre de gravité de ce volume est donné par les expressions :
XV — NEC sv ff réayas a || z dx dy dz
à ee mu A À HE CA et O2 ee
Lorsque z est constant, on peut poser :
= Z D ; PA À) 1 a LEE COS t y=P?psnu, OT <UaT, 0 LP<Ef(7)
le point (æ, y) restant à l’intérieur du cercle, section de la surface par le plan z — const. On a alors, dans ce plan, l'élément de surface sdodw, qui remplacera dx dy, et
FA XV = [ff (re + 9 cos w)ede du dz JA He sin w d2 dw dz, ZV = [ff rsardu.
FaBry. — Anal. 26
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2T 2 jh sin & dw — 1 COS w dm — 0.
On a donc Ÿ — o, ce qui résulte de la symétrie du volume par rapport au plan xoz.
avr [| ae = (re ed à [| f*()dz
20 ar | [ed = ETES rpA2 / (e)
x fre [pee Z k fo: = dl po.
Si y est la masse de l'unité de volume, le moment d'inertie par rapport à oz est
10 [feras F1 (GPAE)+fie)e cosu+ot )pdedude LA ae ) + 6*)ed: ; dE | (pt) + apte
Mais
\dz:
ou
2° Si f (2) —— \/e° — Z?, on aura le volume :
à Xe — (e? — 2°) \/c? — 2° dz 2 €
En posant z — c sin {, on a:
T co ue ‘cost {dt — Ÿ f{ro cos 21)°dt — 3 o b Jo
FAX 3 l AT sf ( —- 2 COS 2 + + EE ae ee ÿ dr 0 AT
MARNE Le
TC, 7 E.0: Z
3° Sur la surface S, on a
o(x dx + ydy) = f\z)de + xf'(z)dz
ARE 2m — f(2) DA NAT PER Jo 17530 AL EE ermeol OUR tp
q 2y 2TY
l'équation aux dérivées partielles des surfaces S est
2%Y p + qÜy? — x?) = 0.
Les courbes caractéristiques sont les cercles DAY TEE OM: 2 4° Le plan tangent à la surface S a pour équation : (2x — f(2))X + 2yY — x f(2)2 = ox? + y?) — x f(z) —xzf'() — — a(f(z) —zf" (2) il rencontre l'axe oz au point X — YŸ — o, fe JU) qui est le même pour tous les points de la section circulaire
—= COnsi.
La normale à la surface
M iv dirt 2 PDC UNE
coupe le plan xoy au point KT pr, Y = y + qz- Z — 0.
La distance de ce point à la projection (x, y, o) de M est
=\/p° + 4 ee ET
Lol PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE on a l'équation aux dérivées partielles (p? + q) = à.
2° Les équations différentielles des caractéristiques sont :
dæ dy LE — dpi OS ag
D VTT p? q2
OL
Ne
Si on prend l'intégrale de l'équation dq
fa , q EP:
de l’équation aux dérivées partielles on déduit
on peut poser » = Ÿ cos — sin} FR DATE AE a !
dz — - (cos y dx + sin y dy)
on a l'intégrale complète
2? — 2a(x cos y + y sin y) + c’
où y et c' sont deux constantes arbitraires.
3° En tenant compte des relations gz — a sin }, pz — a cos y, les équations différentielles des caractéristiques donnent :
SU adx = 2 cos Y dz.
Les caractéristiques ont pour équations :
VE IC He OUT 92 = sin 2? cos Ÿ — 24% 4 4b où b, c, y sont trois constantes arbitraires. Ce sont des paraboles, dans des plans parallèles à oz, dont les axes sont dans le plan xoy. Ces paraboles sont toutes égales, en
faisant tourner les axes de l’angle 7 autour de oz, on ramène en effet leur équation, dans leur plan, à
— 24C Sin Ÿ.
COS y
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES Ao5
On peut remplacer les trois constantes en fonction des valeurs
initiales # ' 2 1 a” Los Yo» <0» Po’ do» ou Po = To — 22 4 "a Z 3 Z z cos y — Po , sin y — 1070, OT Lois anne PERRET PA À i 4 Po
les équations de la courbe caractéristique sont alors
Ü ; Y—Y)= (xx), sax — x) — (2 — 23)
PPS Pofos 2 Goéos Ces équations définissent une parabole, et, en chaque point (x, y, z) de cette courbe, le plan
Ds =pX — a) + qe y) = px + QoY — por — A ) qui est perpendiculaire au plan q(X — x) — po(Y — 9) de la parabole. L'élément donné définit un point M(x,, Yo, Zo) et un plan P,(Po, 4) passant par ce point. La caractéristique correspondante est dans le plan passant par M,, parallèle à oz, et perpendiculaire au plan P,, son axe est dans le plan xoy. La tangente en M, est dans le plan P,, cette parabole est ainsi déterminée, car elle est égale à la parabole ayant pour équation (dans son plan) y” = 2ax. En chaque point de cette caractéristique les valeurs p, q déterminent le plan passant par la tangente à la parabole, et perpendiculaire à son plan.
4° Les surfaces intégrales qui passent par le point (x, y, z) sont tangentes au plan a?
Z—2z—=piX — x) + q\ — y), où p+g—
PA
Ces plans peuvent se représenter par l'équation
où y est une constante arbitraire. L’enveloppe de ces plans, lorsque y varie, est le cône de révolution
Gp) + — 7).
On appelle courbe intégrale, une courbe qui, en chaque point,
est tangente au cône qui a son sommet en ce point. Ces courbes doivent vérifier l'équation différentielle :
z°dz? — a°(dx? + dy?) . 0 A L4 r 4 qui exprime que la tangente à la courbe est une génératrice du cône. Pour déterminer ces courbes intégrales, on peut choisir arbitrairement la relation y — /(z) et l'on a une équation différentielle entre x et z.
5° L ji SRE RNS ; Der . . :
9° Les courbes caractéristiques qui passent par le point (0, 0, z;) ont pour équations :
VE Een (2? — 75) cos y — 2ax.
Le lieu de ces courbes est la surface : 2? — 72 — 24 Var? + y}.
Il est facile de vérifier que c'est une surface intégrale. 6° Si une surface intégrale contient la droite x = ÿy — z, en un
point æ, — Yo == 2, le plan tangent doit passer par la droite, ce qui donne ; L: 2 ss Po. tee: art honte "D re ons sb PSV TE On a les caractéristiques pe FAN RS TE ne 2) Re GE Y — To = (t — %) PEUT, (2 — x)poto = 24& — %5)
ou, en posant x, — l:
(x +y— bp, = zx —1t, (22 — PE 2a(x + y — où)
3 /oa?
ME Panel Copa demi AV Pr ee
aux deux signes + correspondent deux nappes de surface, qui se coupent sur la droite x — y — z, et correspondent aux deux plans tangents.
7° Les courbes intégrales situées dans le plan z — x doivent vérifier l'équation différentielle
ady? = (x? — a*)dx?
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES ho7 La courbe qui passe par le point x = z — à, y — o sera : ; LT LT? — a RME à Dar VX ++ 05
=: 2} Æ 9ay = xVx? — a
cette courbe c peut se représenter par les équations :
a M fete ÿ ET sin? {
ni 216 L cote =) O 2
le signe Æ est inutile; car, si on change { en x — {, x ne change pas, et y change de signe.
8° Une surface intévrale peut être engendrée par les caractéristiques qui sont tangentes à une courbe intégrale. À chaque valeur de { correspond un point de la courbe intégrale €, la tangente en ce point est déterminée par
a cos £ cos* £ d —— 17 =—t4— Mod — — RARE Mes dr ue de, dy APTE
di
la courbe caractéristique
Y=Lgi+ec, Z
passera par ce point, et aura même tangente, si
tg y — cote i, COS Re sin
s FT qui donnent y — Ce l, et
a af cos L b— — ——, = — ie L cot :) sin t 2\sin? { ur 5 on a les caractéristiques :
a/ cos | t — x cotg { — ee L cotg - J à 2\sin*? in D 9 FH a?
z* SIN {= 20C —— sin £
ces équations, où { est un paramètre variable, représentent une surface intégrale.
Le plan tangent
Z— = px — x) + qÜY — y) coupe le plan x&oy suivant la droite
pPX + qY = pr + qy — z.
La droite qui joint o à la projection de M, a pour équation
doi APR a elle coupe le plan tangent au point :
D MN nt MAN PA A NULS NRE Ne Rene PEN P& + qÿ
la distance de ce point à l'origine est
on a l'équation linéaire aux dérivées partielles :
(pe + q) (Ve + —b) = Ve + y
où le radical peut être changé de signe.
Les équations différentielles des caractéristiques sont :
dx __dy dzVx?+y?—b xdx + ydy
CNE ADN ANNE page in EE RES
LÉO ds | dVr + y
ni ES LS Vip) g qi V a ue ee b).
ne surface intégrale sera le lieu de ces courbes, sta— Une surf tégral le lieu d bes, obtenu en éta blissant une relation arbitraire entre c et c’. Les courbes caractéristiques rencontrent la parabole Lie b, Y° — 242, si l’on a :
M 0e Ve 2ac' (V0? + y? — b) / 2 | | 1 REU b?e? — 2ac'b(Vi + €? — Hi = b ENT.
On a ainsi les courbes caractéristiques
Memo 2= (Va y — bjp IE ET
qui engendrent la surface intégrale :
AR A 6 2 — be + (x — b}yx? + y?
2aL
où ÿx? + y? peut être pris par le signe Æ.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 4o9
203. Le point m a pour coordonnées x, y, 0, le point N est l’intersection de la droite, Z = 0, Ÿ = — ; X, perpendiculaire au plan OMm, et du plan tangent
DEP PER Er QUE) ce point a pour coordonnées,
CE ER a A NE RUN Let 2 Are
? , AAC ÉHESUE PYERTR
Dé"
on à donc :
Bis Dh ne wh ailes mg A er Soit l'équation PT + Qy —1=p} —q® PORTE SR AE TI 7 c'est une équation linéaire aux dérivées partielles, dont les caractéristiques seront déterminées par les équations : MANIUEC dVIAT Lede D AE VAE
xædy — ydx __xdr + ydy dr
T° —+ M pt x? + y° EX Z
L(c® + y?) = arc tg ? + c
Dim
ou, en employant des coordonnées polaires dans le plan x07 :
à p— Pa Ve pflse sé
S1 on prenait le signe — pour le radical, il suffirait de changer le signe de y, celui de q changeant en même temps, ce qui revient à une transformation d’axes.
2" Les caractéristiques rencontrent la courbe
V0; 2 mil, ou HPE at à à 26 SON
si l’on a :
Le lieu de ces caractéristiques est la surface :
3° Sur cette surface, si p et o sont les variables, on a :
z— Vase”, de — (de + pds)
tu)
< SA EN CE nat ED 2V2p P
L'équation différentielle des lignes asymptotiques est :
d3? — 2pdodw — p?dw? — 0
Lo — (1 +ÿ2)w + c.
Les projections des lignes asymptotiques sont les spirales ? — Ce)
MA Ms re V2.
Le plan tangent
Z — p\ coupe l'axe OZ au point
QY= 1 — px — qy
PQ san 2 à
ZL = 2 — px — qy.
On a l'équation :
o—pe— q = EVE FT
équation linéaire aux dérivées partielles, dont les caractéristiques
sont déterminées par les équations
de ju de de __ sde + ydy A TR RO AVE re A AS on CLIN EUR L pdz — zd9 Jen per RE
f p° LE kLo — c!.
L'intégrale générale est
{4 z + kilo — 1
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 1x
ou = Ve RQ) — EL + y).
Soit l’hélice == COS LE, Messie 2= ah:
La caractéristique Were, rencontre l'hélice si l'on a :
c' — kLa + harctge,
tg l— x,
Le lieu de ces caractéristiques est la surface intégrale :
= + kLo — kLa + harc Lg 4 P TL
Ou NL == NI COS 0, V0 Sn; 0
\ surface engendrée par des hélices, qui correspondent à p — c, et dont la tangente forme un angle constant avec oz. Les sections z = c sont des spirales logarithmiques.
= 255. Les équations différentielles des caractéristiques sont A NN A dp __ dq SRE pluie
(EL © + hu) £
Les courbes caractéristiques sont définies par des équations donnant y, z, p, q en fonction de x, la tangente en un point a ses cosinus directeurs proportionnels à p, 4, 2U(x, y). Soit une surface intégrale z — f(x, y) passant par cette caractéristique, la section z = C aura sa tangente définie par l'équation o — pdx + qdy, ses cosinus directeurs sont proportionnels à g, — p, 0, ce qui montre qu'elle est perpendiculaire à la caractéristique.
2° Sur une courbe caractéristique, on a, si æ& est la variable indépendante
FAN ARENA 2 PANIER , 7 detinp pi + y?) = 2U(x, y) dq dp A QE be nr mr
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Comme U est une fonction donnée de x et y, c'est une équation différentielle du second ordre entre y et la variable x, que vérifient les projections des caractéristiques.
3° Si les projections sont
y? + 2? + 2ax + b — 0, on aura
9 4 RG np ENT T NT LEO
On doit avoir
y Le NE M ce Lx YU!
LM NN RUE 2U La relation 2U Ua Du y'ES == 0
doit être une identité, il faut donc U,’ — o, U est une fonction de y seul,
mon D dope 2 U—“< LUN Le 4° Si à l'équation ' 4 24 Paie y
on Joint l'intégrale des caractéristiques p = c, on a
ENERE 1 P
dz — cdx ri Ve Ty if c? dy ES cdx + RES ES 7 PET QUES dy _. NÉ , Voa—cty?
ANT at — 24 5a — c?vi 2 68 + Vars — voa AVE c*Yy ue
c'est une intégrale complète.
Les caractéristiques sont déterminées par les équations
EE An ART PE y°dq
D'OR NNIO ENS UN ‘1 qui donnent :
puis cydy 2ady dx RS dz — — DT FT Ta fi. D OM f2a — c'y* 24 L ) y? NM fev Dee START M — —— ROLE AL eee CE VS ex + aa — c°y? — c!, dan ons EE ir
\ Une caractéristique rencontrant la droite x — z — o engendrera
une surface intégrale, si le plan tangent passe par cette droite 0Y, ou si g — 0, ce qui donne :
à 24 —- 24 Dies c'e Cho, Perl Lee et c' — ÿo2a Le.
On a alors les caractéristiques :
LA ERA 0) re Em Cy
ex + V2a — = 0,
qui engendrent la surface
ou
256. Un point du cylindre d’axe 0z a pour coordonnées LR cos tu, y =Rsin v, Z
supposons z fonction de w, ce point décrira une courbe dont la tangente a pour équations :
— KR sin w R cos w z'
cette tangente coupe le plan xoy au point :
Z—0, X=R(cosw+sinu), Y=R(sinw— * cos w).
Ce point sera sur un cercle de centre 0, si sa distance à o est constante
Re (x —- Fa) — C
1h PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE
ou si — est constant. Soit
a pa à enr vie Des a On a la courbe € : ba æ — R cos w, y = KR sin ©, a 5e dont la tangente coupe le plan xoy au point | Ne LAURE 1 X = R(cos w + a sin w), Y = R(sin w — a °08 w) æ: T2 R à 92\ NU Ni (à) (1 + &).
a 2° Sur cette courbe, on a :
dæ — — R sin wduw, dy — K cos wdw, dz — be” dw ds? — (R? + be) du?
R? —— au) 2 240) :
ds re RL ANR SE de —+- b Ë di EAU VRe— 24 + p2 VR2 LL pre R / _— RAT ES, 2e 24e, $ —= — rh L CRE CE VRe— 240 pe pb) + L VR? ie b2e?2° + c: a
3° L’aire comprise entre deux rayons vecteurs infiniment voisins est celle d’un triangle de base
ds = Ya? + y? + 7?du
dont la hauteur est la distance de l'origine à la tangente, distance dont le carré est égal à
le carré de cette aire est donc égal à
(Zx°2x"? — (Ex'x)?)du?
El
pi a+ y +2 —R+ ca ART ax! + yy + 22! — Pres
x'? Le pa Ze. z'? = R° TA be?
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES A x5:
Si À est l’aire conique balayée par OM,
lA \? D 9 b? 240) 2 > 240) bi au) (TR) = +50 ) (R? + b?e | ==
pr % 2 b° 2au) = RS Re m5 (1 + a?)e 2 — au) 2/ pe 2\ .24u) RES RON SA I AT a su a jé 2 Va2R?e— 24% + b2(1 + a?) a Va?R? + D'(1 + a°)e*"® EVE se (aRe—" + VarRie 2% D b(1 + &))
+ Va2R? + b?(1 + a?je + c!.
4° Une sphère tangente en o au plan xoy a pour équation x? + y? + 2? — 217 — 0.
La normale a ses cosinus directeurs proportionnels à x, y, et
Une surface, dont le plan tangent est Zip) + NY —7)} coupe cette sphère orthogonalement si l'on a :
LR À it a
équation entre les dérivées partielles p et q de z, dont les caractéristiques ont pour équations diflérentelles :
FMC sa 2zdz __ a(rdr + ydy QE cd) CAR AM Et + + y D CRAN me rN GE,
Une surface intégrale a pour équation x? + y? + 2° = f(À).
Une courbe caractéristique rencontrera la courbe. c si l’on a em même temps
æ—Rcosw, y—cx—kRsinv, + +aset cer
ces { équations déterminent «, y, © et ure relation entre c et c’. En éliminant x et y, on peut exprimer c et c' en fonction de w.
Fu b Hi R cos w Q
c — Îg w, (3
En conservant le paramètre w, on a les courbes caractéristiques
uns 2 2 Lot T 9 b? 240) y=ctgu etyt pee pe (RS 600)
qui engendrent la surface intégrale LA
* x? + y2 À b? 2aarc 2) Days A a Rs À (mn Le
257. Le plan tangent DT ÈS 0) UE coupe 0z au point L = 2— px — qy.
On a donc :
GE PTE ON) AN RAP EEE 2APE HE Qy) = a = y?
équation linéaire aux dérivées partielles, dont les courbes caractéristiques sont données par les équations :
D AURA 2242 __ 2(xdx + ydy + zdz) REA ANNE 2 POEMN* PLNINE ÊvE) m+y+s PA RE + y +z—=0c'x
Les surfaces intégrales ont pour équation :
x? Erin dé 22 2? ss xf() i 4j;
elles sont engendrées par des cercles tangents en 0 à oz. 258. La normale X—x Y—7y ZL—7z
P q ere | coupe le plan xoy au point À de coordonnées x + pz, Y + qz, 0. Le point P a pour coordonnées x, y, 0. Les droites OA et OP
T forment avec ox des angles & et {5 tels que & + f — F
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES on a l'équation :
APT — qy) = y} — x.
2° Les équations différentielles des caractéristiques sont :
de ru Lan, Di TE STE rx
a NT p EE BAT yE Les équations des caractéristiques sont
DREETT: LC + y +206!
Les surfaces intégrales :
Sp + À = (ay) 3° Les caractéristiques coupent la circonférence D, a + y? + 2? = 2a(a + x + y) si l’on a :
EN © — 2a(a + 2x), (c' — 24°)? — 16a°c.
Le lieu de ces caractéristiques est la surface S :
(a? + y? + 22 -— aa?) — 16a?xy
ou
a? + y? + 22 — 20? — La Yxy le radical pouvant être pris avec le signe Æ. 4° Sur cette surface, on a :
Vxy Vzy
An PE = a CET ù dpi y de ; xdy — ydx SAT ee Re . Es dx — xdy d(x + q:) = a Y Ke dat ve
L'équation différentielle des lignes de courbure peut s'écrire :
dix + pz) __ dy + q2)
dp dq OU :
(ædy — ydx) (ydq + xdp) = 0.
Le premier système est
y = CX.
Fagry. — Anal. 27
Pour le second système, on a :
xdp + ydq = 0, dz = pdx + qdy = pdx + xdp + qdy + ydq de pr ip) UT RERO EE
2e à 17 ox z —- a TT pm — y — C 7\ Vaxy a + y sa ÿxy — cz.
5° Les lignes de courbure du premier système peuvent se représenter par les équations :
Mere, x? + y? + 2? = aa? E facx circonférences qui passent par les deux points fixes
Die 0, z— + a V2.
Les lignes de courbure du second système sont représentées par les équations :
2? + y? + 2? + 20? — 20z ha?xy —= (cz — 24°)? = c?2? + aa? — cz)
mais on peut remplacer la seconde par
, \ c?z2 Grise
et représenter ces lignes de courbure par les équations z+y—=}X D? + y? + 22 Hg? — + az Wa(i + À?)
double système de cercles passant par les points imaginaires
A me M0 Lee Ya.
. Les plans passant par chacune des deux droites
Zz —0O, TH+Y—=O, et T—Y—O coupent la surface suivant deux cercles, qui sont des lignes de courbure.
PE +Y
2° Les équations différentielles des caractéristiques sont :
CE RER À AR 2zdz ___ 2(xdx + ydy + zdz) x y LP D — 2 De 4e y? + 2
on a les surfaces 2 2 2 x ER A +2 af(d).
3° Sur cette surface, on a :
(ep = f(2) — 27 (2) LI ap GER CL):
L'équation différentielle des lignes de courbure peut s’écrire :
de + pz)dq = dy + q2) dp ou, en posant y — {x :
— tf"(bdtdq = f'(t)dtdp di(ydq + xdp) = 0.
Le premier système J=cm, ++ a/f(o)
est formé de circonférences. On peut vérifier qu’en chaque point d'une de ces circonférences le plan tangent forme, avec son plan, ‘un angle constant, ou que la normale à la surface,
AT __ YŸ — FE der 2 Jo +dO 7-JO
passe par le même point
AO) x—1o— 0, LC) à
Pour le second système, on a :
xdp + ydq = 0 2 = pdz + qdy = d(pz + qy) dust RAR M AP 2) SA MAN EE AG md à z LR (Z 1 0S ou :
ef(2) + 202 — 9(x? + y? + 2?).
4° Le point P a pour coordonnées, si = EAU ÉE X=e+pr= = (f() — f(D) Y=y+qg— JO PAS €) ces équations définissent une courbe.
Cela résulte aussi de ce qu’on peut considérer la surface comme “enveloppe de la sphère
gp? 28 — a (f(t) — PE) — »f (D = 0.
Pour tous les points de la caractéristique y — {x le point P est le même, c'est le centre de la sphère.
Le point (X, Y) décrit la courbe LÀ +zxr=o, a si l’on a l'identité :
21 0) + f(E) — tf'(Ù) = 0.
En prenant les dérivées, on a :
ro (= de
Si f'(0) = 0, on aurait f(t) — dt + c, X et Y seraient constant: et, en effet, la surface serait une sphère. On a donc :
fO—=?, SK) —32 + 2L(a) et La surface :
ac}
2? + y? + 2? — 2ùL À
260. Les sphères tangentes au plan xoz, en un point de oz, ont leur centre dans le plan yoz, leur équation générale est : 2 + (y — a) + (2 — b} — 0° (1) a? + y? + 2? — de 5 ra 20z + b?— 0 l°ona 2 + pz — bp = 0 Y+g:—a—bq —=o en éliminant a et b entre les trois équations, on a : p—?t+pz B
et l'équation aux dérivées partielles (E)
} aa
DA TRE (RU
dont les sphères (1) représentent une intégrale complète. 2° Une surface intégrale, enveloppe de la AE )où a== f(b), est définie par les équations :
a+ y? + z— 2yf(D —olt+E—o () à
Yf(O +z—t—=o
à chaques valeurs de {, f et f' correspond une caractéristique. Ces courbes sont des cercles passant par un point (0, 0, {) de l'axe oz, la tangente en ce point étant parallèle à ox.
3° Le cercle & — 0, ÿy* + z° — 2y coupe la surface (2) en des points qui correspondent aux valeurs de { obtenues par l’élimination de æ, y, z, ce qui donne :
y + —o Ja =f+p)=E ne ME EE EE
Le cercle est sur la surface (2), si cette équation est une identité
h22 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE
en {; c’est alors une équation différentielle, qui détermine la fonction f(t). Elle peut se simplifier :
J'OE — JO + FO — JO + Ë = 0 ro —so] = ro —*.
Si on pose Lt?
FC à ER On a :
tuu —u— Eu NET Das 40 à 0 ou = 0 SOIÉ 1 1 nuit, Ver, VE} HE
A PA
1 x ‘ 1 VASE :
Car v° == fé Æ c) , mais le signe Æ est inutile, puisque c est une
constante arbitraire.
Le point d'intersection de la caractéristique et du cercle est alors : æ — 0.
L2 2 HOT AA TP) _fEtf) 1 +4 Le y _ —Æ#c z =! nee Ter lc?
ce point ne dépend pas de {, c’est un point fixe du cercle donné, qui n'est pas sur la surface.
La seule solution est
l à HE 0, JG) = Fe On a la surface définie par les équations :
CT ET TE RO dy + 22 — 2 — 0 ou, en éliminant t :
ae
ou :
A PR de Na dune à On peut arriver au même résultat en remarquant que le plan æ — Oo coupe la surface (2) suivant la courbe enveloppe du cercle .ÿ? + 2? — 2yf(t) — 25 + Ê —=o
qui doit ainsi rester tangent au cercle donné y* + z° — 2y. Ces deux cercles sont tangents à oz; il faut que la distance des centres soit égale à la somme des rayons
JO—IP+E=JO+ 1), fO=E:
La sphère x° + y? + 2° — 2y est une intégrale, qui répond aussi à la question.
4° Sur la surface (2) on a :
ad + ydy + 2dz — f{t)dy — tdz — (yf' (Et) + z — dt = 0. La normale passe par le centre de la sphère, elle a pour cosinus directeurs
Elle forme avec la droite X—x Y—y Z—:z
f — x O qui est perpendiculaire au plan MOZ, un angle & dont le cosinus
est :
COS —= Le re A
Var y
Pour tout point de la section y — cx cet angle est constant. II en résulte que ces sections sont des lignes de courbure.
Les autres lignes de courbure sont les cercles caractéristiques (2) qui correspondent à { — c. Car les normales aux points d'un de ces cercles passent par le centre de la sphère (0, f(#), t).
Soit z — f(x, y) la surface donnée, et la sphère
qui dépend des deux paramètres x et y. La surface enveloppe s’ob-
tient en prenant les dérivées par rapport aux deux paramètres : X—x+pl—o, Y — y + qg4 — 0.
L'équation (1) peut alors se remplacer, en supprimant la solution évidente Z — 0, par :
Z{1 + p° + q°) — oz.
Ces trois équations, qui donnent X, Y, Z en fonction des paramètres æ, y, déterminent la surface S. En un point de cette surface,
la normale coïncide avec celle de la sphère, et passe par le centre æ, y, z. Les cosinus directeurs de cette normale sont :
X—x AO 2p Y—7y 2q ZA NÉ PRNT MO E DOTE 2 Ta pr Pa ZL—: 1—p—9q 4 LD q"
2° On a l’équation aux dérivées partielles QG+pt+q)(c— x) +2p=0 les équations différentielles des caractéristiques sont :
dx dy dz dp __—dq
ap(c—x)+2z oqg(o—x) 2{x—c—p) 1—p+q 2pq
mais z + p(e — x) 1 DL =D Re 2, Î 1 P TRANS et l’on a aps dx p zæx—c
Si, à l'équation aux dérivées partielles, on joint l'intégrale
p = a(x — c), on aura — — 1 + 2az — «(x — c)?;
on obtiendra une intégrale complète, en posant : dz = a(x — cjdx +-ÿ— 1 + 2az — ax — c? dy d(oaz — a?(x — c}?)
2/2az — 1 — ax — c)? Pub ppt A ARE ON RS NU TEE OMAN La SN UNE c) D Arr À b)
intégrale complète, qui contient les constantes a et b.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES h25 En posant
MES", et Vie CE
on peut représenter l'intégrale générale, enveloppe de ces intégrales complètes, par les équations :
at = 1 + (@ — 0 + (y — JS) 2=i— (y — fO)f (0.
3° Ces équations expriment les coordonnées æ, y, z en fonction de deux paramètres, par exemple y et {. La première équation, en tenant compte de la seconde, donne :
tdz = (x — c)dx + (y — f}dy et la seconde : d = dt — (y — ff'dt — f'(dy — f'd.
La normale à pour équations :
tome 10 AE ba Mas 2e M ir OT NT a
L'équation différentielle des lignes de courbure est :
T —0c, de, dx y — f(b), dy — f'dt, VE 0 | — {, Pi (LE, dz
où l’on remplacera dx et dz par leurs expressions en fonction de y et {
Ge — de = (f— 7 — 1} + di — y —Nf" + fl
on à l'équation :
RO CP Ne Rs pr trio) Y —f, — f'di, dy O0, LAN l, f'd —(2 —yf"+ff"+f"?2)di, —f'dy+{ i—yf"+ ff "+ f)dt
262. On nomme directions principales les tangentes aux lignes de courbure, qui correspondent aux sections normales dont le rayon de courbure est maximum ou minimum ; et tangentes principales les ‘lirections asymptotiques, pour lesquelles les sections normales ont un rayon de courbure infini. Si z est fonction des deux variables indépendantes x et y, les dérivées de z étant p et q, et les
dérivées secondes r. s, {, les directions asymptotiques, ou les tangentes principales sont déterminées par l'équation
rdx® + osdxdy + tdy? = o.
Leurs projections ont des coefficients angulaires racines de l'équation Lin 9sm += O0!
ces deux directions sont symétriques par rapport à ox et oy, si m + m — 0, ou Ses du
Les directions principales sont déterminées par l'équation :
(+ p'ldx + pqdy __ pgdx + (1 + q°)dy rdx +- sdy UE sdæ + tdy
Les coefficients angulaires de leurs projections sont donnés par l'équation Logt— s(a + q?) m2 [Gr pr) — (gr me + G + p°}s —pqr = 0 ces deux directions ont leurs bissectrices parallèles à ox et oy, si le coefficient de m est nul :
GRO Qi qe Mais s — o montre que z = f(x) + +09)
on à alors :
r A f" ST) t A g'
PE RS ETES
comme ces fonctions dépendent l’une de x, l’autre de y, elles sont constantes, et
Re or es En FTP S PT np rem LOU arc tg f(x) —= ax + b Je) = tg (ax +b), f(x) = — 2 L cos (ax + b) + ce! el o(y) = — : L cos (ay + c) + c"
az — — L cos (ax + b) — L cos (ay + €) + c!.
En choisissant l'origine des coordonnées, on peut ramener l’équation de cette surface à la forme
az = — L cos ax — L cos ay, ou cos ax COS ay — € **
on en déduit :
z — ig axdx + tg aydy a a
— (LOST, — {gp ay FE MR REIN A nnone RRE SE a0) P ] 1 8 4 cos? ax” cos? ay?
L'équation différentielle des lignes de courbure est :
QG +itg” ax)dx + 1g ax tg aydy (1 + tg”* ay)dy + 1g ax tg aydx
ai + tg? ax)dæ a(i + tg* ay)dy dt _ dr cos? ay cos? ax NO Re ME, COS. 1 COS ax dy DARITE I _ PRES dx 1 2 1 cos? J) il tg Y 1 PA ar cos?—-\ 1 19 + {g Are “ T a T ax LÉ = Ltg(7 + Ÿ)—e + L ef ei ay l 2 2 1 — Îg ee
Les deux systèmes de lignes de courbure ont pour projections :
t( €: %) = 6 tg(T + æ). ts( + el 0 cotg( —+- æ)
Z 1 cos V — - — - a OVi+p + pr Net fn er
Les équations différentielles des caractéristiques sont :
da 24 GRR dz __—z2dp _ — :°dq
es — 9
PIN LUE pa qa”
428 PROBLÈMES D ANALYSE MATHÉMATIQUE Si on prend l'intégrale Lp = Lq + 0’, Dee
en tenant compte de l'équation aux dérivées partielles, on peut poser
COS Y sin y) ere g=——vVi—A,, p=qgtey—=—tlva—2
où est constant. On en déduit une intégrale complète : zdz
Var — 2°
— Va — 2 = x sin ÿ + y cos ÿ + c.
— sin ydx + cos ydy
De cette intégrale complète on peut en déduire une autre en posant c— — sin ÿ — Ê cos y — Va? = 72 — (x — a) sin y + (y — B) cos y et en cherchant l'enveloppe de ces surfaces, où ‘y est variable, c'est-à-dire en formant la dérivée par rapport à 7
(x — a) cos y — (y — $) sin * —o l'élimination de y donne :
Qt (na) y — 6)°
Une surface intégrale est l'enveloppe d’un système de ces sphères de rayon fixe a, dont le centre:x, f décrit une courbe plane. La surface est engendrée par un grand cercle, de rayon a, dont le plan reste perpendiculaire à la courbe décrite par le centre. C'est une surface canal.
264. La droite qui joint les points P(x, y, o) et Q(o, o, z) a pour équations
Le plan tangent Z—2:—=plX — x) + q(Y — y) est parallèle à cette droite, si
PE FC +2 = 0
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 429 ) 1 . . AVE r + n .
cest une équation linéaire aux dérivées partielles, dont les caractéristiques sont déterminées par les équations :
de 5 4 Eté di
2° En posant T — © COS W, Y—= ? sin w,
on peut représenter cette surface par l'équation
T pp———/f(ge), ou pz=e(w).
Pour qu'elle représente une surface de révolution autour de oz, il faut que z soit une fonction de 5, ou que {w) soit constant. On
a la surface
engendrée par l'hyperbole équilatère &z — a tournant autour de
son asymptote oz.
3° La surface
passe par la courbe
si l’on a :
On a la surface
4° Sur cette surface, on a :
ady — ydx dx
dr = € ( x =)
= /(xædy — ydx}? xdy —- ydx dx?
. _ s{(œdy — ydx) , xdy — yd NOUS de \
30 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE l'équation différentielle des lignes asymptotiques est : (xdy — ydx)? — hx(xdy — ydx)dx + ax°dx? — 0 xdy — ydx = (2 Ses V2)xdr EE (+)
TL ee (2 + ÿ2)Lx + C.
Les projections sur le plan x0z ont pour équation re = a? EVa 60 ou PRE Ve | 265. La projection du point M'(x, y, o) sur le plan tangent DENT RPORT ANNE CA est donnée par les équations :
RS Re À hs enr
P q DR ESP EP CN 1 QE de on a l'équation :
RE DS GTS
1 PRET TOR EE 0, Equation aux dérivées partielles dont les caractéristiques ont pour équations différentielles :
CR PEUT dz adp __ adq PAIE JE tu 1) 1 q a qui auront pour intégrales :
2ap = & + À, 2aq = y + B, 2 = a(1 + p? + q°), q — Cp.
Pour x — o on a :
B — 2aq, — Yo
1e LS D A Zo 2 __ 0 > 24% À = 2üp, = 20 \/T — 1 — qi; C— 1 — s
CLÉ
Les équations des caractéristiques s’obtiennent ainsi en fonction des 3 constantes yÿ,, 26, Qo :
Une surface passant par la courbe
DE AOMOUL AS (00) s'obtiendra en posant
Yo —= À, Zo En J(1}s Jo = J'(t).
On a ici :
LAB Z T7 da + 24
0 4a ju To 24 À — 2, B — 0, C— —
ce qui donne les caractéristiques :
24p — & + 24, NE À JU Dis z == a(1 + p° + q) et, en éliminant p et q :
Fi e (x + 24), 4az = 4a? + y? + (x + 2a)°.
La surface demandée est le paraboloïde
4a sur lequel les caractéristiques sont les sections par les plans SANS RUN met me
On peut encore, en joignant à l'équation
z — a(1 + p°? +4?) les relations 2ap = x + À, 2aq = y + B
(équations des caractéristiques), former l'intégrale complète 4az = 4a? + (x + A) + (y + B} qui donne, er effet, x + À — 2ap, y + B — 2aq.
Pour x — 0,on:a y? + 2By + B? + A? + 4a° — az qui est la parabole donnée si Bb AE An
ERES
z cotg x, z COtg y
LA ee dé LU 4 < Le Ôz LI à L2 on en déduit, en prenant la dérivée de <: par rapport à y : z z — sin x} sin y
22 + sin y dæy (sin x + sin y}?
sin Æ —- Sin y
ns (o) z cotg y coitg x — otg x 5
__ 22? + 2z(sin © + sin y) 14 (sin æ + sin y}?
z cotg x colg y.
On peut calculer, de même, te ; et comme les expresssions Ôz SE
Ôz Z O°Z de 3 © 5, Se permuttent en permuttant x et y, et que Sxy a une
valeur symétrique entre x et y, on retrouvera le même résultat. Ce qui montre que la fonction z existe.
SLON Dose sin X, sin yetY, l'équation donnée devient :
(22 Y}zYdX (X + 2) X2dY (NH X)YXd = 0
Ou :
ZCYAX + XAŸ) + X?(2dY + Ydz) + Y{Xdz + zdX) — 0 ZU(XY) + X'd{2Y) + Y?d(Xz) — 0 d'XY d(zY di Xz en te 24 ur 2 dE
de PME ANR ra à DNA ER AE sin sin y “TN eXY — 1 cSsin æsiny1
267. En remplaçant zdy par d(y2) — ydz, on a la différentielle :
(axe? + à? + yzidx — (2? + &)d(yz) + 22(yz — x?)dz —
— yid(e + 2?) — (x + 2° )d(yz) + (2x2? + x?)dx — 2x?zdz —
= (yz — 2° )d{x + 2?) — (x + 2?)d(yz) + 2x(x + 2?)dx —
= (2 — ee + 2) — (0 + 2)dlyz — 2?) — — udv — vdu
u — yz — x?, WE LH 2.
re
udv = UOILE= O ON AUrTA U— cv
yz — x? = c(x + 2?).
268. On pourrait vérifier si la condition d'intégrabilité, résultant
d culs. L'équation peut s’écrire :
3(2y — 32) (8yz
ou, en posant 2y — 32 —u
3u(8yz — x?)dx + Garda + 16x(32°dy — 2y°dz) — 0. Mais 32? dy — 2y*dz = (2y — u)zdy — (3z + u)ydz — — yz{2dy — 3dz) — u(zdy + ydz) = yzdu — ud(yz).
L'équation donnée devient alors :
3u(8yz — x?)dx + 2x(3x? + Syz)du — 16xud{yz) = 0 (3x? + 8yz) (3udx + 2xdu) — 12ux?dx — 16uxd{yz) — 0 (3x? + 8yz) (3udx + 2xdu) — auxd(3x°? + 8yz) = 0 dx du d(Sx? + 8yz 3 NT 2 ne — 3Læ + 2L(2y — 3:) — 2L(8x? + 8yz) — 2Le ex one ARR
32? + OyZz
ne 2Y — 3cVx
Zz — J ee ° 3 + 8cyx ?
Fanny. — Anal,
e 5e A? est satisfaite. Mais cela résultera de la suite des cal-
x?)dxe + 6x*(2dy -— 3d2) + 16r{3:°*dy — 2y?dz) — 0
434 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE 269. Si z est considéré comme fonction de x et y, on aura :
De My À êz æ+ c a+) Je +)
équations qui ne changent pas si on permutte æ et y. On déduit de la première :
NN D
Say a+) a@+ypy +
cette expression étant symétrique en x et y, on retrouve le même 0?z . . r LD ER f fus Lé résultat en formant Det et la condition d’intégrabilité est vérifiée.
2° L'équation donnée peut s’écrire
d(xy) LT + 2 a —— —© 17 RS em E pomena Œ —— a æyzd “ (x + y}dz —
a? DRAC 2 æy(zd Has CAGE A dzÿ== 0 x 1 xY
et, en divisant par xy :
dont l'intégrale est :
a a — — Z mt A7 ou L Cxy — a?
LP
3° L’équation différentielle a été intégrée, en la multipliant par ea on peut donc prendre À — D Son premier membre peut s'écrire — xyd (Her se te ax D), La forme générale du facteur À est
= CE + un”. TY # TY
Si z est une fonction de x et y, on doit avoir
ÔZ ÔZ 9 Sz — Az? + oz + C, y re AZ —- 2B,z —+- C, Ô?z OA , dB èC Ôz a ME EE SA AAA ( RAA »BA, )s se
# 1 Li Dee 2BB,) his e PE
v SA , 0B, 2C = Hate RE + a(Ais + B,) (A2 + oBe + C) —
ee + (es pr ere A) +3 ( PC ABD )z+ + -.2B;,C.
Pour que la fonction z existe, il faut que me — = je é — BA; st + 2 DRE ee (Er «C): +
ie ee BG = BU — 0
Si cette équation n’est pas une identité elle détermine 2, et ül faudrait que cette fonction vérifie l'équation donnée, mais il n'y aurait alors qu'une fonction z déterminée. Pour que l'équation soit complètement intégrable, c’est-à-dire pour que la solutiou contienne une constante arbitraire, 1l faut que la relation obtenue soit une identité en z, ce qui donne les trois conditions :
= qu — (BA — AB) D MANGA
CUT
ra — Fr ee 2(CB, BC).
2° Si ces conditions sont satisfaites, en considérant x ou y comme constant, z serait donné par une équation de Ricati. Soit z — 21 une solution supposée connue, fonction de x et y, on est conduit à poser
136 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE Comme 2, vérifie l'équation donnée, on en déduit : dz — dz, = [A(z? — 2?) + 2B(z—2,)|de + [A(z?— 25) + 2B(2— 2))dy
1 à ES EOr I d=— : A (az -— :) - 2B dx + : [A1(2z + à) +- 2B,]dy
du = — [oAzu + À + 2Bu)dx — [oA;zu + À, + 2B,u]dy
à ou
Se = = 2(Az, + Bju —- À, # — — 2(A 171 ge B,)u —B;;: TL
Equations linéaires que l'on intègre par quadratures. On peut d’abord considérer l'équation homogène entre u et ses dérivées partielles | du — — — 92(Az, + Bjdx — 2(A,z, + B,)dy
pour laquelle la condition d'intégrabilité est aussi satisfaite, ce qui est facile à vérifier. On intègre d'abord en supposant ÿ constant, la constante d'intégration, fonction de y, se détermine par une seconde intégration. Soit u — cu, l'intégrale ainsi obtenue. On pose u — uv, et on obtient, pour déterminer v :
u,dv —= == Adx — Ady
équation qui détermine v par quadratures.
Si on connait deux solutions distinctes, z,, z», de l'équation
donnée, on connaîtra une solution u, — 2 ne UE l'équation en u,
sHan et, en posant u — u, + v, on cst conduit à déterminer v par quadratures. On obtient une solution de la forme
U —=Uj + uv, 2 = 2 +
Si on donne à la constante À quatre valeurs déterminées, on peut vérifier que le rapport anharmonique des 4 solutions z est constant. Donc, si on connaît trois solutions 21, 2, 23 indépendantes, on aura la solution générale z, en posant :
Tire A à
3° La tangente à la courbe
x? — 97 — 4, 5y$ — 5x2 + maÿz + 4% — b
est déterminée par les relations :
«dx — 22dz
15y?dy + (3mx?z — 10x2°)dx + (mx + 202 — 15x°z°)dz = 0 19y*dy + (6maxz? + ma? — 15x°?2°)dz = 0 dx dy d:
30zy? 17 x2(19xz? — Gmz? — mx?) a 1522
S'il existe une surface z — f(x, y), normale à cette courbe en chacun des points de la surface, on devra avoir :
10xy®dz + 2°2(15:2? — Gmz? — mx?)dy + 30zy°dxr = 0
27 2m — 5x mar Pen ee A1 A 0e (ES Lz? + Pa )d æ 9}? 19y?
c'est une équation aux différentielles totales de la forme donnée, Où :
PS omx — 5x? ma ACIDE 0, | VE RE ÀA= ———— G= =>:
æ 9y 19y Les trois conditions trouvées se réduisent à : RE CG, —2 C êa Gas RANCE ; elles sont vérifiées si m — 0. On a alors 2Z RATS d = — = dx — — 20} dz dx , dy _— 2 — + zx = — Aa d(zx?) Ga (AI h 2 RAT RE J ES ÿ 13.3 isa Ps. VER my CEE
Gette équation peut s'écrire
(y — 2) (3yz — x°)dr + 2x%(dy — dz) + 2x(2dy — y?d7) — 0 mais g'dy — ÿ°dz = (z — y)d(y2) + yz(dy — de) on a alors :
ax(a? + yz)d(y — 2) + (y — 2)(8yzdx — dr — oxd(y2)) — 0 2@(a? + yz)d(y — 2) — (y — 2) 2xd(x? + y2) + 3(y —2) (yz + x? )dr — 0
d(y — 2) d(x? + yz2) deu A na
ce qui montre que l'équation est intégrable, et donne 2L(y — 2) — 2L(x? + y2) + 3Lx = Le (y — 2)? — c{x? + yz} DU SUC EU
ï __ yaVxz —cx?
xx + dy Une méthode plus directe consiste à partir des relations ï 24 AE st 2 sx LÀ m2 DE De RE UN NUS PR ‘He “Hé —+- y) OV x? + y°
Si on considère d’abord x comme constant, la seconde équation donne
dz dy A? 4-22 x? + y?
FA ‘4 D rimes 4 arc tg = — arc tg À — arc tg 7 XŸ —0c x œ
ou Z— y x? | YZ
Emre 14 | |
cette constante uw étant une fonction de x,
y + au 1 —yu ;
La première équation donne alors :
02 _ 2œu(1 — yu) + (x? + yet ( p sie En | DL (1 — yu) TE) 2m(x? + y) | a? — 3y? — Auyr?
2x(1 — yu} |
Pour que le problème soit possible, il faut que cette équation puisse être vérifiée quelque soit y ; et, en effet, elle se réduit à (x? + y?)(3u + axu') — 0
u 3 7e Re mn U—CX À.
272. Si la différentielle donnée est la différentielle d'une fonction (x, y), on aura |
= LR + y, eg te sep + agf(e — à)
RE
Pour que + existe, il faut que l’on ait
Ôxy Ôyx OU :
Loi LG EE9 PA 24 Hi ay + af jf" OT OYx 0Y LC Bay ES" at + f)
Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles, où z est la fonction inconnue, on forme les équations des caractéristiques :
CDD LV dz _*d{z — x) 2y f” 2y(1 + f") 2y p+o—i=e, 2—f{c—c=6.
La solution générale est r—f(—2)=çbt+e— 9
où f(z — x) est une fonction donnée et g(y*? + æ — 2) une fonction arbitraire.
2° Les caractéristiques coupent la courbe æ — 0, z — ÿ?, si lonac—o, c —— f'(2) restant arbitraire, on a donc l'intégrale, lieu de ces caractéristiques :
Z = ZX + y° qui est indépendante de f. On a alors la différentielle Ge + y}de + (ec + ay fy*))dy
qui est la différentielle de la fonction y +f
zdx + z°dy est une différentielle exacte, si l'on a
D a 0 22) Ôz Ron < RON — 0Y 0X 0X Ôz Ne 0Y ÔT
est une équation aux dérivées partielles, les caractéristiques sont données par les équations
ho PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE La solution générale serait x + 27y — f(z).
Les caractéristiques passent par la courbe y — 0, : — ÿx, si l'on a :
== Le lieu de ces caractéristiques est :
2? — 22ÿ + &, Z = y EVYE qui, pour y — 0, se réduit à z — ÿx.
2° Soit :
du = (y + VE) de + (0 + ay VITE 2) — ydx + xdy + 2y°dy + Vy? + x(dx + 2ydy)
u= &y +3) +30 L &) Yy? + x.
274. On peut considérer %, Yo, +, et z comme fonctions des deux variables indépendantes x et y. Posons :
dz = pdx + qdy, dx, — Adx + Bdy, dy, = A'dx + B'dy dz, — A'dx + B'dy.
Les identités deg + dy, + di = dx? + dy? + de?, dedx, + dydy, + dz dz, — donnent A? + A + A —1+p | À — — pA' (1)? B?+ BB? + B'? —7:7 + q? (2):
CAB AB AB" = pg B ——4#
Les plans tangents aux deux surfaces, aux points correspondants, ont pour équations :
Z—:—plx — x) + q(Y — y) NET OA ER
Les normales, et les plans tangents, sont parallèles, si l'on a :
G) A'B'— B'A' A'B-_B'A AB — BA P ‘A q mr
En représentant par u une fonction auxiliaire, les équations (2) donnent
Are
pA”, B——pB'+u, A'——qA"—u, B' = — qB".
En éliminant A, B, A’, B', les équations (1) et (3) deviennent :
jp A" + p° + q°) + 2A'qu + uw? = 1 + p° B"°(1 + p? + 4?) — 2B'pu + uw? = 1 + q° A°B"(r + p° + q?) + (qB°" — p Au — pq
2 PAT Da ee tu — u(pB" — qA" — u).
Si u — 0, en éliminant A” et B”, les équations (4) donnent 1 + p° + q° — 0, ces équations (4) sont alors incompatibles. On a donc :
D // 1/4 hpies Et — pB"— qA'"— u P q
équations qu'on peut résoudre par rapport à A"et B':
(5) MP AE) uQ CBC + p° + q°) = up En éliminant A' et B", les trois équations (4) se réduisent à une seule ul + p +gq?.
On a ainsi :
NEPAL B REEe FN de es AUDE LS PAL PQ U U uU U NES ei au E yi + p? + Q?.
Il faut encore exprimer que x exactes, ou :
w Yo & sont des différentielles
n AE Ps ee SL 5 a (SE NRRT q
SPA Ô q Nebee ne el Ô 5E PRE u Ru FC:
DRE RE D CA OR 0Y D
En représentant par r, s, { les dérivées secondes
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ces trois équations donnent :
D + qS hs + qi 2qS — ‘
Ru AA Re BE EN Ge ue
2pS ps Piste D A0 ADS AE pr + qS
u ER u s RTE EUR l JS + qi r rs
Si on multiplie par u”, en divisant les termes de la première équation par p, ceux de la seconde par q, ces trois équations se réduisent à une seule :
(6) Ur + p°) — 2pqs + r(1 + qg°) — 0
cette équation exprime que la somme des rayons de courbure principaux est nulle. En tout point de la surface S les rayons de courbure sont égaux et de sens contraires.
2° Cette propriété est indépendante des axes de coordonnées. Soit z — f(o), p° — x? + y? l'équation de la surface S de révolution, autour de oz, elle doit vérifier l'équation (6). On a :
p More ER NT, p=f@e 1=f@ a If rl) + fes s= ft ET Fr 2 PURE + = fe) +)
‘équation (6) devient :
JE
) LEE rar
do me ORNE" FE Da p)df Ro CURE AMEN 2 T oLo = L(r + f'?) — 2Lf" + 2Le SL EIRE ; :
2 FE ; db Sue pie cdo
f= cL(: + re? — Det) 2 C
DIFFÉRENTIELLES TOTALES 13 La méridienne de la surface a pour équation
2 = Lx + Va? — &) + c ou
1 èà Q
x + Va — © — ke, Ki 0,5
mais on en déduit :
: CSC m— Var —-e ° k k - c? St Mo Ne ee pont © 2 2k
En déplaçant l’origine sur oz, on peut multiplier À par une constante arbitraire, ou choisir la valeur de k£. Sik —c,ona
A “A C _— — LS ES (ee —+- € ) cette courbe est une chaïnette, qui tourne autour de sa base. Ce
résultat pourrait se déduire de la propriété de la chaïînette d’avoir
son rayon de courbure égal, et de sens contraire, à la normale limitée à la base. On a alors :
FAR ie Paie si as, fe) = —©
CL CY 0 FRE DER, = ee AA 2 AA À A2 TT VF —e Ve D] 2 9 2 ; nt ir ; CE Gt C A, AE, A=—% pe? -— c? mu aa pp? — c? ji Ce 2 2 CL B — ee den = = B'— — A, Dis P pi — Si on pose LT — f COS w, Y=psinw, On aura :
Li En PS pre ma CE ne 0
pp? — c?
o#(sin wd2 —--0 COS du) — ca dte w eo — 1 À 8
cdp Se os — sin) EE peer —c?coswdw PMR Vr?—c?
To Ee Va 4" sin u)
on pourrait ajouter une constante, mais cela est inutile en choisissant l'origine
dy Se À'dx ee B'd DD — otdx -— cy(ydx Nat ædy) Jo T — PVR
d> : à | = — — COS Rate —- VE° — c? sin wdu
Vp? — c?
Yy = — COS w dy — ydx dz, — C D RE Er —= cdw, Zo —= CU.
p° L4 » ON 4 Le: t Z La surface $,, représentée par l'équation x, = — y, tg =, estun
hélicoïde engendré par la droite
Zo —= CC: Lo — — Yo to
ec © qui reste perpendiculaire à oz, et dont chaque point décrit une hélice.
3° Dans le cas général, les deux surfaces $,, S ayant leurs plans tangents parallèles, on a :
re nur, Le qdy,
20 — pdrs — qd?y, = dr(rdx + sdy) + dy,(sdx + tdy).
L’équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface D, este
(Adz + Bdy) (rdx + sdy) + (A'dx + B'dy) (sdx + ty} ==10 pqde + (1 + q°)dy (rdx + sdy) = [Qi + p')dx + pqady\{sde + tdy]
c'est l'équation différentielle des lignes de courbure de la surface S. Réciproquement, l'équation des lignes de courbure de la surface S, peut s’écrire :
DT Apritire JAMEON CAT TEA0
— 1 0 dd,
P: rdx +- sdy, pqdr + (1 + g)dy VE sde + ty, — (1 + p?)dx — pqdy | = o.
— 1, O, — qd + pdy
NES
En ajoutant à la deuxième colonne les éléments de la première, multipliés par pdy — qgdx, on a P, rdæ + sdy, (1 + p? + q°)dy a sdæ +tdy, — (1 + p? + q')dx | = o.
— 1, 0, 0, ou rdx? + 2sdxdy + dy? = o.
Équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface S. Pour la surface particulière du numéro (2)
(S) 22 PCA A Em
F : LT — 9 COS w, Y —= P sin &
(S)'x Ve —csinw, y, — — yo? — ci cos w, AE ch Les lignes de courbure de la suface $ sont les méridiens w — c’ et les parallèles o — c’, auxquels correspondent, sur $,, les génératrices rectilignes, et les hélices.
Sur la surface S, on a :
cd c(xdx + ydy)
Ar = — —— — ,
Et, si æ et y sont les variables indépendantes :
RE —— (da? + dy? + (xde + ydy) ————< de) ne AE — €) .C c? — 92?
EE — (de an e?dw? a sd) == VAE due r2A1-2 SEE = \i 2 3 ]* p Ve? — c? CDUE L'équation différentielle des lignes asymptotiques est ds? do dw? — : Dé 3 du — = p° TS C À D? 2 2x, C=
Cette équation représente les lignes asymptotiques de la surface S, et les lignes de courbure de $,.
CHAPITRE XIL
FONCTIONS ELLIPTIQUES
275. En cherchant les racines entières du polynome X, on trouve X— (x — 2)(x — 3) (x — 4) (x — 5).
On ramène les racines à être deux à deux égales et de signes contraires, et en même temps deux racines aux valeurs Æ 1, en
posant :
EN ST EL Tr Die 9 9 DR be MR or NÉE dæ
Posons Ce (: —Ÿ) = Ÿ En formant la dérivée de SATA ,ona Aa fa at ni — 3) (9 — 9) y, — (1 ie sn 1 «4 y}" VY
ge NT n — par ee Dim dy mi CEE DMC FD op +pe tn pe) A Pour n=9 2 OIL — ho 8 6 ) dy VY + + — Je UMR PC EP GHPRU IE NX HALEREY "ah ya VY J (a + Ti El or EE = —i+ y) dy pie VY RO rats DEN
FONCTIONS ELLIPTIQUES h4T
En ajoutant ces équations multipliées par 12, 4, 11, pour éli-
miner À dy ; f dy ——— et er (1 + y)VY ACC + y)2VY
Ie LI 15) = 7 DE SA XX eu ELYATS
ES à à D CR 16 dy 1 27+26Y+11Y? iy—15 U—= -- —_——#û"—Ù>ÙÛ À 9 J Y Y+ | dt Men ; d ; 3 (1+y)VY | (1+y) V à) OVY J is et Jay VY VY sont les intégrales réduites de première et de seconde espèce de
Legendre.
L'hélicoïde a pour équation
MERS il est engendré par la droite Z — C, 4; es Yi tg ps qui rencontrera l'hélice DR CONNUS y = R sin w, Zz — aw au point & — -.
a Un point de cette surface peut être représenté par les équations T —= P COS w, y =? sin w, Z —= Aw
où p et w sont deux paramètres variables. Supposons 5 et w fonctions d’un paramètre {. Le point {æ, y, z) décrira une courbe de la surface. Le plan osculateur à cette courbe a pour équation :
X—x, p'cosw—ow'sinw, p'cosw—2p/w/ sin w—pw/? COS w—pw” sin w
\e Re fé L'ReSE l psyl JO ll 5 :
—Y, P SNuw+pw COSW, P SINw+29 W COS W—pw SIN 6 +puw ES
7, au’, aw
Pour que cette courbe soit une ligne géodésique, il faut que ce
h A8 PROBLÈMES D'ANALYSE MATHÉMATIQUE
plan osculateur passe par la normale à la surface, dont les équations sont :
ou X—x Y—7 PAR
& SIN & — 4 COS W p ce qui donne l'équation :
asinw, _p'Ccosw—pw sinw, p’cosw—2p/w"sin w—5w"?COs w—pw"SiNntw
—acosw, p'sinw+pucosw, p'sinw+22/0'Cc0s w—pw'?sin w+pw"COSu|=0
! [4 P , au ; (410)
(Or SPP ONE (TON CE a Re CEE CSST
Si on considère ÿ comme variable indépendante, et w comme fonction de p,ona
L l LU L L2 En considérant Le comme fonction inconnue, on aura une
LA LL L2 F L équation linéaire. Posons
FTAMEE 2 IT NES M TL
nr Mine du 4° do aie et NUE En posant u = v(a +)", on a:
sh 29 HS T do (a? + p?}?° DCE Me dE te u — ca? + p?}? — (a? + p°) duw I de do ES du — EE P va TOEICCENER Posons pie 0e do ___ —dt RIDE AMV Net — di duw TE ————
Va = Ca 0
FONCTIONS ELLIPTIQUES 449 Posons
es kdl k2”° RÉ ne Va 0 ts)
CR
cr f Va = G Fr _— RE)
On pourrait changer le signe du radical, ou de w
C'est une intégrale elliptique, fonction inverse de sinus amplitude {, de module À supposé plus petit que 1
b— Sn(c = re)
c'et k sont deux constantes arbitraires Sik > 1, on pourra poser kt — 0
TAUPE, (: — 7) SR RO A MO Ce 4 VOOR TEEES
| 1 Si Sn u a pour module jo On a
ki — 0 — Sn(c' — w)
La fonction dn amplitude u étant définie par la relation
dnu — V 2 3 Snu
L 1 si Snu correspond au module ;
Fasry. — Anal.
ae
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En particulier, si À — 1 on a :
PRE dt =(+)
1 — (? 1 — { 1 +{)/2 Cale RE sn te) 1 — 1 — | loi FN HR PIC ETS REED
Les lignes géodésiques ont ainsi leurs projections représentées par les trois systèmes de courbes :
uw Mn à RL Cr) Sn (e +- F) k Sn(cÆw) “his 24 P D RER g—{w+c)
où Snu, Cnu, dnu sont les fonctions elliptiques de module À < 1, k et c sont deux constantes arbitraires. En outre les génératrices, pour lesquelles « est constant, sont des lignes géodésiques.
Posons x
dx — dy
GR RS Ver e + 1e EN) GES 0 CET
1 ‘ . c ety—2—, pour avoir, sous le radical, un polynome en — dz
su 1 TON :
DORE j de façon que, la forme de la différentielle étant
conservée, æ — 0 corresponde à { — 0 de
VOD D
On à :
dl
= |" de “ou MP TS CES DC M in Vér?+x+1)(82x +x+ 1) V{ (i+$e)frrte) e)
FONCTIONS ELLIPTIQUES G51
Pour ramener le radical à avoir des racines réelles, on peut poser :
RES ture A 11 Prs4 la d9 Lin 72 do ct Su Vi Je — (Ë 0:
3 \ 1) Fe —:) PCA PE PLITE 8 ; UE NUPNOTe ne mr mA i do
Si on pose
la fonction Snv est définie par l'intégrale
il DR DS Uv, Don vien CES FT) Soit
4) = f. & -}- WE pour, F5 RE RE) J Va 0 —#0
ÿ suivant l’axe réel, en passant au dessus pour éviter le point 9 —1,
de sorte que “ fes V7 1) à — #07) if Eu.
: TETE = f RSS
D Sfr ai + + ui).
Mais on peut employer la formule d’addition
SnuCnvdnv + SnvCnudnu
Sn(u + v) — = (a + v) 1 — k2Sn?uSn?v
Si
U = W + wi,
Sn(u + &© + w'i) =
dn? fe hp — y —1e "à 7 Cn? È
Sn(w + wi) —
dn(w + w'i) = 0
Cn(o + wi) = Vi TR:
Sn(w + w'i)Cnudnu 1 = Sn
# dn É vi) kCn ( vit)
vai)
dnu kCnt
ed
ul
va)
— (1 —h?) (L ee nil 4/4 — Sn © Vrr Ve Ne On = vai l = ge ns Sn (5 vu)
EN eme
27010n 4% D par
HUE D Sn (5 Vi) :
— U — LES ViiCn (fvir) — Sn (ini) = X = 4ai — gx — 93 AA TR D A | ee Vies Va de ee VE @ Y'3 Ve
FONCTIONS ELLIPTIQUES 153
La dérivée de æ*/X est
nant VX + 12 X ment: qn — 400 + 3)x° — (an + 1)g42 — 2n93 ani, 2VX 2VX
Si 2 — 0, ou 1, on en déduit :
pue ee PE Men
VX = fre 2 de = 107, — Ÿ guys — 9
2VX Ou :
, . 392 n=En+Evr 7, tag enr
La dérivée de (x — a)"/X est
Æ ait EU ORNAaTE n(æ — a) V (æ ) VX __ 2n(4x° — 92 — 93) + (x — a) (12%? — gs À Le 2(x — ar yX __4{an +3)(x—a)+2/{(n+1)a(x— a)+-(an+-1) ( (124°—g2)(2—a)+an(4a—ags—9s) a(x—a)t/X Si a n'est pas un zéro de X, 4a° — ag, — q, n’est pas nul. Pour Nn — — I, On à :
VX Xts 4e — aÿ — (12 a? — g2) (x — à) — 2(40Ÿ — ag: — 93) se T—a a(x — a) VX
—2(y;—4)5)— (6a— ie Vol —({a salle aÿ? VX
ce qui donne ee de
Lot dx Ru (x — a} VX
Si Aa — ag; — g3 — 0. Cette équation donne
de PARA VE — 2, + 24}, |.
J @—ayvX g—1i24\x—a : :
Pour n — — 2, on a alors :
RER TER 2 ie fe (œ — a) # (æ — a)VX à J (æ—a} vx
3 ; da ie
3 (2 a° 0 fr — (92 — 12 a?) (2 7: En “e
+ 9244 (5 TE —+- sam)
Si on pose
æ— plu), y —=YX—= pu).
on en déduit :
shEvr — Sand 3254 VX PSS te QE
en choisissant u de façon que la constante d'intégration soit nulle. On a alors :
J rod = 2 u + a P{u)
20 | peau = 2q,u -+ 2p(u)p'(u) + 3g, | peur
(4a° — age — 0 [ot a) ER
RDA R) ANUS D fa US AN ETES f du Sen er 2au + à [toc (64 A de 0
Si e, est l’une des racines de X,
Lei — cg: — gs — 0
du EE 2 4 p'(u) fr Nb, ae pu) — €, mm op à [ pendu
3 Crus du LT EN A RUE du Te ner es CCS
On a les relations
pu +) + pe) + PQ) = (ES)
p'°(u) = 4p°(u) — g:pu) — 93.
FONCTIONS ELLIPTIQUES Â55-
Si u tend vers v, le rapport p'(u) — p'(v) | p(u) — p{v) a pour limite p'(u) __ pp" _ 12p(u)— ge,
p(u) p? 2p'(u) On a alors :
(3p° G— ge) (1) pau) — AT 2p(u) Es Apu) — g2plu ) — 93 Te AP) + > PHu)ge + (E) + 2p(u)gs (» Cu) + æ) + 294p(u) A A LS AREA TL Lu Lai FES (u) — gp) — 9: Ap°(u) — gp) — 9; 2° SI
pa, pft) 4
est donné par l'équation du quatrième degré
(1) a+2i—= AL se (2) Le — ha + a + (age + 293)t + 493 + () = 0. La tangente à la cubique ep, y=pPU, = —ge— gs a pour équation :
p'(u) AN D CU) ve DA LE pUu) p'(u)
Y — p'(u) — (X ns p(u)) CIRE S
Supposons que cette tangente coupe la cubique en un point X=p{u),, Y=pt)
on aura tn — % po) — plu) _ PU, p(v) — Le om p'(u) (ap?) pra 2)
PRE 570) AG) PO) an)
Cette équation est vérifiée si v — u et aussi si v — — 2u, car p(u) est une fonction paire, p(— u) — p{u). D'autre part p(u) a deux périodes
plu + 2%) = plu + 20) = p(n).
. u S1 on remplace u par >, v par — u, en posant
on retrouve l'équation (2). Si par le point u de la cubique on mène des tangentes, les points de contact de ces tangentes sont les points
u +- 2Kw + 9K/w ARE Matte PL mb RE à
DIE Le c'est-à-dire les 4 points u np Bu RAR AL 2 ; 91 < 2 - 2 ‘
les abscisses sont les 4 racines { — HÉ — Ko — Kw) de l’équation (2).
2 à re :
3° 20 et — sont réels lorsque l'équation
BP IP AUTO a ses racines réelles, 2 3 27 93 — 93 < 0.
Soient e,, e, ete, ces racines
(OT PE SEC TES ei + ee + 6e = 0.
On peut définir la fonction p{u) par l'intégrale
= dx af dx æ VA? reel SET æ 2V(x os ei) œ— e2) (x — e;)
æ = pu). Les périodes sont :
ef e, V(æ--e,Xx—e)(x—e:) e V(ei—x\x—e)(x —e;)
Lorsque x est compris entre e, et æ , uest réel et varie de « à o.
FONCTIONS ELLIPTIQUES
Pie Are e
= ü DT Re nn. I “+ [7 SEL a a A æ 2V(a—e;)(r—e2)(x—e;) el 2(aæ—e,)(x—e)(x—e;) u — west réel et varie de o à ©.
Inversement, lorsque u varie de o à w, p(u) reste réel et varie de o à &, p'(u) varie en même temps de 0 à o. Si u — «' prend des valeurs réelles, de o à w, p(u) reste réel, et varie de e, à e,. La courbe
J=P@u), æ—=p(u) comprend une partie fermée pour e, < x << e: et une branche infinie pour e, < æ << , elle est symétrique par rapport à ox. Si a — plu), par le point u on peut mener 4 tangentes dont les points de contact sont
2 ” ae + Kw + K'w’, Si u est réel, ou < 0, e Lx Lo, aux 4 valeurs
u u ul - u :
Er RE Geo EN Un: ÉCRIRE 2 2 2
correspondent 4 points de contact réels, et A valeurs réelles de
U - Lt — Pts) deux sont comprises entre e, et &, et deux entre e, ct
vo . On a aussi & << a oo. Si u — 0) est réel, e, << x << 62, soit u = 0) + &, les 4 points
vs _ Ra Ril
sont imaginaires. Les { racines sont réelles lorsque a >> e1, u est réel, et on peut supposer o u < 4). On a :
NU), VU = — — + vw), DE ie Deus U U DR y CPE EN FRE 2) 2 AS:
Hu, = DIU EL
les 4 valeurs de !{ sont
; w ; u) u) Er & u=plo —°©), AA ANT EEE re ere t GP Le)
On a alors
É uw) * À ) e=p(u ANR =p(s—*)=4 et kb = L,.
Le premier membre de l'équation (1) doit être un carré. On a, en effet :
€y + € + 65 — 0, gr = — (ere: + 6263 + yes) = Â(e? —-eses) 3 — leseses.
L'équation (2) où a — e, devient d* Pr 4e,t° —- 2(e} — e2e3)l? —- hei(ei —+- ee3)l —+- (e° — 263)” 0) (E? — 2eit — ef — e,e3) — 0
PR + ÿ2e1 + 0,63 = e V(e; — €,) (€ — 63)
(E)= a + Ve ee =)
(Q) 1 LT Lens Ie Ceres SPAtR UE 1 pa Re ) = €, — (es — e) (ei — e;) le point 1 6) T—e.,, y=ple)=0
étant sur ox, les tangentes menées par ce point sont symétriques: par rapport à 0x.
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		Transformer |, — ER TE dx, en prenant pour va

		Calculer 4 , Vs (Paris, novembre 1905, pratique

		Calculer, en employant le théorème des résidus

		LED

		Condition pour que Î

		DR

		Déterminer l'aire de la portion de la surface

		Calculer le volume limité par le plan æoy, la surface

		Calculer l'intégrale double | | LINARRTE NV IRN mener

		INTÉGRALES CURVILIGNES

		Calculer à 0,0001 près l'intégrale u

		On forme 1 e—#dz sur le contour d’un triangle ayant pour

		On a f(2) = | Œ | dre

		On considère sur un contour formé de l’axe

		Calculer l'intégrale curviligne

		Développer

		Intégrer le système d'équations

		On a le système d'équations différentielles

		Intégrer l'équation

		On donne l'équation

		Soit l'équation

		Vérifier que l'équation

		Intégrer l'équation

		Intégrer le système d'équations différentielles

		On donne l'équation (1) y” + Ay' + By

		On donne l'équation linéaire

		On donne l'équation fi fa (à) ) + 2% == 0. T

		CHAPITRE V

		Déterminer les trajectoires orthogonales des courbes

		On donne, dans un plan, un point O et une droite D

		CHAPITRE VI

		DR ESC EUN

		Sur la surface z = X — nt où X est une fonction donnée

		On donne la surface de révolution autour de oz

		Intégrer le système d'équations

		LIGNES DE COURBURE

		NEC

		Une surface $ est définie par les équations

		On considère la cubique x — t, y — l?, z

		Une surface a pour équation

		Montrer que les normales à la surface S

		Un plan a pour équation

		CHAPITRE VIII

		On donne les équations

		AE

		Un paraboloïde S est représenté par les équations

		On donne les deux paraboles

		Déterminer l'intégrale de l'équation += +DE

		Intégrer l'équation

		Intégrer l'équation

		Intégrer l'équation

		Intégrer l'équation p?y — z. (Bordeaux, novembre

		Intégrer l'équation CHA 0Y

		Intégrer l'équation Ôz

		Intégrer l'équation

		Intégrer l'équation

		On considère le système

		Que devient l'équation

		On considère la fonction f{(s) où

		APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

		APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS, ETC

		AIN

		Vérifier que l'équation

		Intégrer l'équation

		On considère l'équation aux différentielles totales

		On considère l'expression

		CHAPITRE XII

		Soit = X = 4 — quù

		Exprimer p(2u) en fonction de p(u

		On peut poser

		a l, RE TIL (2y)"—{ Vy? — 2ay +1 ay

		En posant x — cos 9 + z sin æona

		En intégrant par parties, on à

		La formule de Moivre

		Posons

		AR L

		Soit f() = Biz == pe, 0 € u <,. SIP 20 > O

		Soit z — e%, 2 cos x —z + =. Lorsque x varie de o à

		LE 9 ——— —————— ——————————————.————— —“#%— _ _—____

		I — ù Là ni gr a 2 ef : ap) sn œdr

		COS © — Z

		En posanttgxæ—t,;ona

		Si æ devient infini, l'intégrale est de l’ordre de

		CHAPITRE Il

		On a l’ellipse Di My

		Sur la surface 2° — x? — y?, on a zdz — dx — ydy

		RE EN EC ROC TN

		VAE DAT UE

		Les dérivées partielles de z sont

		à = % s=ffrser dx dy

		LEA

		Sur le paraboloïde on a

		T TC 0 =ZEH COS. 0, NE

		L’aire engendrée par l'arc de courbe OM, autour de OX

		TV

		x a É sin 4{ sin ) TGS

		Comme on peut changer æ en — xet y en — y, on aura

		SIN

		CHAPITRE TI

		Sion pose u — arc (97; VOn A LU US D — eu + eu

		É À TE

		D ODE

		a YEAR eut

		Sur la demi-circonférence z — Re**, on à : dz — Reid

		Si y est constant, x prenant l'accroissement dx

		VRE

		En posant x = ? cos w, ÿ—? sin w,ona

		On a

		DONNE

		AT AS (B

		ERA AG

		CA

		SÉRIES

		Les coefficients de la fonction

		MIT

		T ÇA

		CHAPITRE IV

		G A MONT ER A CMEENECS

		AS, OS

		En posant y — x”, on a

		En éliminant y et z, on a

		XL — Y —7Z

		RUE

		VITE

		AC RATE

		En posant y — ax°, l'équation différentielle donnera

		En posant MIXTE, dde LA AS ET

		Si On pose y D) Ant

		En retranchant les équations, pour éliminer LRO dt

		En posant ÿy — {x, on a

		PES CLÉ RC ET U'T

		En ajoutant les 3 équations, on a

		Si On prend la dérivée de l'équation

		SV S1 { varie de — à œ, æ et y dimi- V

		y et z sont des fonctions de x; on a

		Si on différencie l'équation donnée, on a

		HR) 6 ER J

		On a

		RANTATET À RÉ TOME YU

		VE O

		L'équation

		L'équation sans second membre

		CHAPITRE V

		La droite MD a pour équation Y=—yX + y + xy

		La tangente Ÿ — y —(X — x}y coupe les axes aux points

		F Les ay D LUE MMA CREER EE

		Soit une tangente au cercle (1) æ COS W + y sin w —= R

		Le centre de courbure au point M (x, y) a pour ordonnée

		RE GP EEE NA

		LEA

		La distance de l'origine à la tangente Y—y—y(X

		DH

		Le centre de courbure a pour abscisse

		K — K'0 RE —— = 8 (B

		Le point T à pour coordonnées

		EU

		V7 RE TRE

		LAN

		PM NC EE VAN LT

		On a

		Les dérivées de æ, y, z sont

		EE L'ARN EE REES

		COS =— HOUSE

		SIL

		DR

		La tangente a pour équations

		On a

		CHAPITRE VII

		DEP EN

		En posant

		Au = YaX FIVE PUS DA OU D IX) 2e Ci ER

		Sur la surface S, on a

		On peut représenter la courbe c par les équations

		On a

		di = f'(xy) (x dy + y dx

		TL

		OÙ

		DEV E, PEN

		Sur la surface x —(1 + u)chv, y = (1 —u)shv, DT

		La normale a pour équations

		AY SL Z = O

		La normale à la courbe plane

		CR RAT TT

		Sur cette surface, on a

		La normale a pour équations

		D | QS

		Des équations données on déduit

		Considérons le système de surfaces

		AC N D S

		CHAPITRE VII

		La droite

		CE

		Le cône et le plan P ont pour équations

		P — 3 ANTON CE AN NON

		RU CDR RS PE

		Le paraboloïde a pour équation

		SALE

		SP

		RE

		AURA À

		Pour toute courbe tracée sur la surface, on à

		SEE

		ONE * A

		L'équation py — gx des courbes caractéristiques

		Les équations différentielles des caractéristiques

		LT — Y —2Z

		Les équations différentielles des caractéristiques

		Les caractéristiques d d dz Es a ; y 0m; Zz —,cC

		Si on pose

		SI

		TL F

		L° XL

		SERIES ONE ES NE RTE

		EE

		APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

		Le plan tangent AE ROBE) EE JO SU) coupe 0z au point P

		La normale

		La normale a pour projection la droite

		Le plan tangent, Z — pX — qYŸ — z — px — qy, coupe

		La normale

		AAES DO RE) VIN

		Si z est constant, la section est un cercle

		TC, 7 E.0: Z

		La normale à la surface

		PA

		Le plan tangent

		Le plan tangent

		PE +Y

		DA TRE (RU

		A PA

		Soit z — f(x, y) la surface donnée, et la sphère

		tome 10 AE ba Mas 2e M ir OT NT a

		PE RS ETES

		CLÉ

		ERES

		NN D

		Si z est une fonction de x et y, on doit avoir

		CUT

		Gette équation peut s'écrire

		zdx + z°dy est une différentielle exacte, si l'on a

		DRE RE D CA OR 0Y D

		JE

		NES

		CHAPITRE XIL

		L'hélicoïde a pour équation

		FTAMEE 2 IT NES M TL

		Posons x

		On a les relations

		ÉNONCÉS

		UNIVERSITY OF ILLINOIS-URBANA 11P

		Sources et licence





