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Si =n , ce qui répond à l'énoncé
Trouver sur la ligne qui joint deux points donnés un troisième point tel, que le carré de sa distance au premier soit équivalent au rectangle construit sur sa distance au second , et une longueur donnée ;
AK se change en AL , et la construction s’achève comme précédemment.
5. Enfin , quand on a à la fois m = netA = / = a, la construction , modifiée d’après cette nouvelle condition , fournit la solution du problème :
Diviser une ligne en moyenne et extrême raison.
4 . Si l’on substitue, dans la valeur précédente de A=: a , on trouve
d’où l’on déduit la construction donnée dans les éléments de géométrie.
Comme il est souvent utile de pouvoir reconnaître dans une formule algébrique l’expression d’une construction facile , nous écrirons de la manière qui suit la plus grande partie d’une longueur divisée en moyenne et extrême raison :
Le coefficient numérique constant de a fait voir que , si l’on divise deux longueurs quelconques en moyenne et extrême raison , les deux plus grands segments seront proportionnels aux longueurs.
S, Construire un carré , connaissant la düTérence de la diagonale au côté.
Soient et af la différence donnée et le côté demandé -, d-\- x sera la diagonale, et l’on aura x^.
d’où , résolvant par rapport è d ,
donc la différence de la diagonahi d’iin carré à son côté est la plus
Digilized by G(X)gI
grande partie de ce côté divisé en extrême et moyenne raison.
Il suit de là que ces différences sont proportionnelles aux côtés eux-mêmes.
Delà cette construction facile (fig. 2) : Construisez un carré quelconque AXYZ, menez la diagonale AY, portez YX en YH, et prenez Al égale à la différence donnée de la diagonale an côté du carré cherché ; menez HX et Ifi sa parallèle, et le côté demandé sera Afi.
Si l’on résolvait l’équation du problème par rapportât;, on obtiendrait
ce qui fournit cette construction moins élégante (fig. 8) : Au point B de AB = élevez la perpendiculaire BO = ^ ; du point O décrivez la circonférence OB , et menez AOI ; AI sera le côté du carré cherché.
6. Étant donués trois points sur une même droite, trouver un quatrième point tel , que le rectangle fait avec sa distance au premier point et une longueur donnée soit dans un n-ipport donné avec celui qui aurait pour côtés ses distances aux deux autres points.
Soient a et A les distances des deux derniers points au premier, et X la distance du point cherché , Z ei — étant la longueur et le
rapport donnés , on aura pour équation du problème
Ix m
soit fait — l :
h , l’équation deviendra hx
Et le problème est ramené à trouver sur la droite des trois points un quatrième point tel , que le rectangle fait avec sa distance au premier et une longueur donnée soit équivalent à cdui qui aurait pour côtés ses distances aux deux autres. *
Développant l’équation précédente , bn obtient ,
Connaissant la somme et le produite dés deux racines de cette équation , ou en cousiruira les valeurs ainsi qi^suii
(Fig. à.) A, B et C, étant les point;^ donnés, 4W^Qricl9^pu BD/
‘'vt
Dk
et ensuite DK = A , quatrième proportionnelle à »t , n et L = / ; de sorte que AK = a -f- A ~}“ A. Sur AC on décrira une demicirconférence, et, élevant BV perpendiculaire, on aura ÂV^ = o A. Sur AK, nouvelle demi-circonférence, au point A, on élèvera la perpendiculaire AV', sur laquelle on prendra AV' = AV, et parle point V' on mènera HV'H' parallèle à AK ; enfin , abaissant HI et H'I', les ponts 1 et I' seront les deux points du problème.
Quand s= « , ce qui est le cas du problème réduit, on n’aura qu’à porter DK = /, et l’on achèvera la construction.
PR«Bt,ÈME.
7 . Étant donnés trois points sur une même droite, trouver un quatrième point tel , que le carré de sa distance au premier soit équivalent au rectangle de ses distances aux deux autres.
Si l’on suppose que le point cherché tombe entre les deux premiers , les données étant les mêmes que précédemment , on aura = (a — x){b — a?) ,
d’où
et
par conséquent
ab
De là cette construction : Divisez AB en deux parties proportionnelles à AG et AB ; le point de division I sera le point cherché (tig. 5). Deux manières d’opérer cette division.
Mais il peut se faire que le point cherché tombe entre B et C ; alors l’équation de condition serait
d’où l’on obtient
1 /o 4- An I / 1 /a 4- b'Ÿ ab
Cette valeur peut se meltre sous la forme
donc , entre B et C (fig. 6) , cherchez un point I tel que BI X IC = AB X 40 : le point 0, milieu de AI, sera le point demandé. Le problème est. susceptible de deux soluiions, à moins que
8. Étant donnés trois points sur une. même ligne droite, trouver un quatrième point tel , que le carré de sa distance au premier suit dans un rapport douné avec le rectangle de ses distances aux deux autres.
Si le point doit se trouver entre le premier et le second , l’équation de condition
développée et ordonnée , donne
ab —'0-,
Et le problème est ramené à trouver entre deux points faciles à déterminer un troisième point tel , que le rectangle de ses distances à ces points soit équivalent à un rectangle donné.
Si l’on demandait que le point cherché se trouvât entre les deux derniers points , il faudrait changer comme précédemment (o-ar) en (a;-a) , et l'équation ainsi modiüée ,
donnerait — (o -j- b) -4- — ^ — ai = 0,
4 équation qui se construit par une méthode analogue à la précédente.
9. Étant donnés quatre points sur une même ligne droite, trouver un cinquième tel , que le rectangle de ses distances aux deux premiers soit dans un rapport donné avec le rectangle de ses distances aux deux autres.
Si O, b, c, représentent les distances des trois derniers points au premier , et x la distance du point cherché , en supposant qu’il tombe entre le second et le troisième , on aura pour équation
(b — Xj (c — x) n ’ développant et ordonnant , on trouvera
x^ — r — — — (i -}- c) * H — Ae = 0.
Si m = » , on n’a plus qu’une seule valeur de x , qui est
bo
Nous laissons au lecteur le soin de construire ces valeurs, et de discuter les cas particuliers du problème général.
10. Étant donnés quatre {Joints sur une même ligne droite , trouver un cinquième f>oint tel , que le rectangle de ses distances aux deux points ex* trêmes soit dans un rapport donné avec le rectrangle de ses distances aux deux points moyens.
Les données étant les mêmes que dans le problème précédent , on trouvera pour équation de condition
(X — a) {A — «) n ’ qui donne . par son développement ,
r_JÎÎ_(„ + A) ü_e"|a._|__^_aA=:0. (1)
\jn — ^ m — n } ' m — n
On construira les racines de celle équalion du second degré comme il a été indiqué précédemment.
11. Il est facile de trouver la valeur minimum du rapport — . qui correspond à la plus petite valeur de x : en effet, si l’on résond l’équation précédente, on trouvera x =
~ ^ m—n J i\jn-n m—n J m—n
or celte valeur de ar devient minimum si ; . t
Lhi — m — wJ («t — «)
divisant tous les termes par , après avoir chassé le dénominateur commun , on aura ,
d’où^^^ (fl-|-i)* — 2^(fl-}-i)c-}-c^— 4 ^ ab-\-U — ah — Q\
et toute réduction faite
(4 — fl)^ — 2 [fl (c — 4) — 4 (c — fl)] ^ c* £= 0 ,
,, , m aie — b)— Ve — fl) . I /f a{e —b)—b[c—a) Y
(4-fl> L 05^0)^ J ih—aY
Égalant à zéro le radical , on aura
[fl(c — 4) — 4(c — fl)P = c*(4 — fl)*,;
m aie — 4) — 4 (c — fl)
et mettant dans la valeur minimum — = (i — aÿ~
la valeur de(b—a^, on obtiendra enCu , après réduction,
n a (c — A) — i(c — a)'~~ a — b* valeur minimum chercliée.
, ab .
Lorsque m — n, on a a: = ^ ^ ^ ^ , quatrième proportion-
nelle tacile à construire.
Inscrire un carré déterminé dans un carré donné
Soient a le côté du carré donné , o le côté du carré à inscrire, a> la distance d’un des sommets du carré inscrit au sommet du carré .donné , on aura pour équation
dou jr — at-| — = 0;
et le problème est ramené à diviser le côté du carré donné en deux segments dont le rectangle soit équivalent à une surface donnée (fig. 7). On trouvera par la discussion que le côté du carré à inscrire ne peut être plus petit que la moitié de la diagonale du carré donné; dans ce cas particulier le carré s'inscrit en joignant les milieux des côtés du carré donné.
15. En général, si l’on divise successivement les quatre côtés d’un carré dans un même rapport , il est facile de démontrer qu’en joignant les quatre points de division , on forme un nouveau carré inscrit au premier. 11 s’agit de chercher la relation qui existe entre les côtés et les surfaces de ces deux figures.
Et d’abord il est facile de voir que, si — désigne le rapport donné , o le côté du carré donné , et x, le côté du carré inscrit , on
Et par conséquent si un troisième carré est inscrit de la même manière dans le second, un quatrième dans le troisième, un cinquième dans le quatrième , on aura successivement
La somme de tous ces carrés sera donc exprimée par m? -f- w im -j-«/
et ; après N inscriptions , la formule de la somme des carrés d deviendra
etc.
1 \(wi-|-n)V
(wi-
i wi^ + n* ?
Il serait facile , d’après cette formule , de résoudre le problème suivant : Aprh combien d’imcrtplions la tomme de tout let earrét tera-t-elle équivalente à une turface donnée ?
Mais, sans s’arrêter à ce problème général, on peut se demander de trouver la limite vers laquelle tend la somme des carrés inscrits ; or la formule connue L = devient , pour la progression dé-
croissante qui précède ,
et la limite cherchée
—tH-
(m -\-nJ
Win
Si mnzn , la limite de la somme de tous les carrés inscrits, en
divisant successivement en deux parties égaies les côtés des carrés,
est égale au carré primitif (fig. 8).
Quant aux côtés, on a
J/ »i^-)-w* ar. = — c,
' Wî-|- w
• \ wi4-n J
etc.
qui est vrai aussi pour les contours ; par conséquent
wt-|-
A la limite
g ;_(/ Tr?-\-n wi-f-n
ni
ïT^pn J
etsim = M, S,==^— |^c==p;|^c = c(l + K2^
la limite de la somme des contours des carrés inscrits est égale à la somme des contours du carré donné et du carré construit sur sa diagonale.
i4. Par un point donné mener une sécante k deux circonférences concentriques telle que la partie comprise dans la ouronne soit d’une longueur donnée. -
Soient OA=:r, OBrsîr', PBAA'B'la sécante cherchée , 2/ la longueur donnée, et s; == OR perpendiculaire abaissée du centre commun sur la sécante. On devra avoir ‘
BR — AR =: 2 ^ ou — x* = 2i ;
d’où l’on tire facilement, après avoir élevé deux fois au carré,
[ -f rO — ^ ('^2 _ .
développant et réduisant
— <'r'-fr+2/) (r'4-r— 2f) (r’-f 2f— r) (r+2f— rQ
d’où l'on conclut que cette valeur est constante pour toute sécante telle , que la partie comprise dans la conronne soit égale à 2/.
De là cette construction (fig. 9). Par un point quelconque M portez par une ouverture de compas ML = 2/ , prolongez cette sécante, et abaissez OR' perpendiculaire ; du point O , avec ce rayon OR', décrivez une circonférence , et les deux tangentes menées.
• du point P à cette circonférence seront les sécantes demandées, lis. Remarquez que 2/ et x étant la base et la hauteur du triangle ^ OAB , dont les côtés sont r*, r et 2^, on a
et si l’on fait r'-j-r-j-2/ = 2p, d’où r'-j-r— 2/= 2(p — 2/) ,
*^-1-2/- r= 2(p -r) , r-j-2/-rt=2(p -r'),
on retrouve la formule connue
Surf OAB — P {p — 2/) (p~r) {p — r*).
Si l’on fait r=r’ dans la valeur de on trouve
surf OAB= = I y Ç2’'+H-20 (z^+r-20 (r»-l-2/-rXr4-2/-r')
ce qui démontre que, si du centre O avec un rayon égal à |/ (2/j* on décrit une circonférence , toutes les tangentes à cette circonférence seront telles , que la partie eoniprise dans la circonférence OR' sera égale à 2^, construction analogue à la précédente (fig. 10).
On peut donc facilement résoudre le problème suivant, qui n’est qu’un cas particulier du problème qui précède :
Par un point donné mener à une circonférence donnée une sécante telle , que la partie comprise soit d’une longueur donnée. '
17. Par un point M donné sur la droite qui divise un angle donné A en deux parties égales , mener une sécante 1° la plus petite de toutes celles, qu’on peut mener par ce point , 2° telle que le triangle intercepté soit le plus petit eu surface. ,
1® Soient Xi\ÏY une sécante quelconque passant* par le point A , AY = y, AX = X , YAX = k (fig. 11) , on aura généralement
XY’ = i^x'^ — Ixy cos A , ' ' '
XY = 1^ + y^ — + 2xy — 2a:y cos A , ‘
XY = — yj^ -j- ixy (1 — cos A) ;
et à cause de la formule
- cos A . , 1 ,
— =z sin^ - A ,
XY _ y/' ^ sin^^A.
Si l’on mène MN parallèle à AY , on aura AY ; AX ; ; MN ; NX ; et , si AN = a, MN zzzb , y \ x \ a \ {x — b) ,
dou y — Z — V
Mais, puisque AM divise l’angle A en deux parties égales, ANî= MN et y =: ^ -■ ; substituant cette valeur dans la formule précédente,
F CL
on trouvera * ^
XY = [/ {.X — ia? -{-ka(x — a) sin^i A ;
développant le radical , réduisant et remplaçant ai^ par
on obtiendra XY
sin^ ^ A C06^^ A ,
expression générale de la partie comprise d’une sécante quelconque passant par M.
Or, il est évident que la quantité sous le radical aura la plus petite valeur possible si (a?— 2o)= o, d’où x = 2a, et par conséquent y = 2a et X = y.
Il sufOt donc pour trouver cette sécante minimum de mener, par le point M , XMY perpendiculaire à AM.
Celte, valeur minimum est XY = ha sin - k.
18. 2° Pour résoudre la seconde question , il faut rendre mini-
I» . xt/sinA: ... . , . . .
mum 1 expression — , qui est 1 expression du triangle intercepté XAY.
Substituant à y Sa valeur trouvée précédemment, et égalant à une nouvelle inconnue x l’expression résultante, on aura '
«x^ sin k'
d’où l’on voit que la plus petite valeur de x est x= 2«* sin k.
On a de plus x = 2a , d’où y = 2a et x y.
La ligne trouvée précédemment a donc la double propriété d’être la plus courte sécante comprise, et d’intercepter la plus petite surface triangulaire.
La surface du triangle AXY XY . AM ; ' x
et^mme AM = 2a cos ^ A et XY = ùa sin - /t ,
AXY = ha^ sin 4 k cos - k.
Si on compare celte expression avec la valeur de X,
X = 2a^ sin A , ,
, on trouvera, comme vérification , la formule connue ' •
sm A = 2 sin - A cos - A.
D après ce qui précède, on peut facilement résoudre ce problème : Mener au travers de deux droites données qui se coupent une sécante minimuna qui détermine un triangle d’une surface donnée.
19. De Ions les triangles de même base et de même hauteur , trourer celui du plus petit contour. :
Soient la base douiice, h la hauteur, et x l'un des deux segments delà base formée par la perpendiculaire abaissée du sommet, hi somme des deux autres côtés du triangle étant représentée par 2s> on aura évidemment
X- — xf -j- A^= 2«i
faisant passer le premier radical dans le second membre, pais élevant au carré et réduisant , on trouvera d’abord
, — b^) hx y^x^
Elevant une seconde fois au carré, et ordonnant par rapport à ar, x^ — lb(s^ — h^) x—(»^ — ,
d’où {x — — A* — h ^) ,
et enfin ar=; A±«J/«2 — i
On voit par cette dernière expression que la plus petitp, valeur de«est d’oùa?=A.
C’est-à-dire que la perpendiculaire abaissée du sommet da triangle cherché doit tomber au milieu de la base. Le triangle sera donc isocèle. Donc : • •
De tous Ips triangles de même base et de même hauteur, le triangle minimum encontourest celui daus lequel les deux côtés inconnus sont égaux.
20. De tous les triangles qui ont même base et même angle du sommet, déterminer le maximum en surface.
k étant l’angle du sommet , 2A la base, ar et y les côtés inconnus, on a les deux équations
ùA^ = ar^ -f- y^ — 2a?y cos A , (1)
= s , surface du triangle. (2)
L’équation (1) prend la forme (x — y/ -{- bxy sin^ ^ = ûA^;
et à cause de l’équation (2),
flf = y ± |/^ UP —
8* sin^ 7 k sin k
La plus grande valeur de s sera donnée par la relation
8i sin^ -k
UP
sin k ’
d’où , à cause de sin A = 2 sin - iA cos i A,
kP
1 1 ùtang-A tang-A
et de plus xz=y.
Le triangle maximum est donc encore le triangle isocèle.
21. Étant donnés deux côtés , et la ligne qui divise l’angle compris en deux parties égales , construire ce triangle.
Si a, b et l, représentent les deux côtés et la ligne donnée, et xeiy les deux segments formés sur la base par la ligne qui divise l’angle du sommet en deux parties égales , on aura (Legendre 3* livre, prop.xxxi) les deux relations
- = ^ et xyzzTab — P.
Connaissant le rapport et le rectangle de deux lignes , on déterminera sans peine l’une et l’autre de ces lignes, et par suite leur somme, qui sera la base du triangle demandé : le problème sera donc ramené à construire un triangle dont on connaît les trois côtés.
22. Seconde solution. — Ce problème peut se résoudre d’une manière plus élégante en faisant entrer pour inconnue l’angle compris par les côtés donnés. En effet , les données étant les mêmes que pour la première solution , et |3 l’angle compris, on aura évidemment
' X *4- P — îa/ cos ^ p ,
y = 2W cos i ,5 i
et comme - = on obtiendra pour équation unique
— ial cos - P
P — 2i/ cos - P
On tire de là , en chassant les dénominateurs et élevant au carré ,
P (o^ — = 2oA/ (o — b) cos - P,
d’où
cos - P =
Le problème est donc ramené à construire un triangle rectangle dont on connaît un des côtés de l’angle droit l , et l’hypothénuse
-p- , que l’on construira (fig. 12) ailfci qu’il suit : on portera
âK
BC = i de B en G , et l’on cherchera un point K tel que ^ ;
BK sera l’hypothénuse demandée.
Après avoir construit le triangle rectangle KBD , on achèvera le triangle cherché.
23 . Étant donnés l’angle du sommet , la hauteur et la ligne qui joint le sommet au milieu de la base , construire le triangle.
X, ÿ et Z étant les trois côtés inconnus, z représentant la base, Zla ligne qui joint l’angle du sommet Â au milieu de la base, et h la hauteur, on aura ( A étant obtus ou aigu ) les trois équatio ns
2 ^ =z -j- ±: 2xy cos A , (1)
arv sin A Az . ,
Si l’on substitue la valeur de + y^ de l’équation (3), celle de xy de l’équation (2) , dans l'équation (1-) , ou trouvera , toute réduction faite ,
z^zç.U- — î— T * = tiP. ■ - \;‘ tang A *
On tirera facilement de cette équation la valeur de ? , et le problème sera ramené à construire un triangle dont on connaît la base , l’angle du sommet et la hauteur.
24. Etant donnés un angle , l’un des côtés adjacents, et la somme ou la différence des deux autres côtés , construire le triangle.
1“ Soient A l’angle donné, a le côté' adjacent , m le sommet des cdtés inconnus x et y , on anra , pour déterminer ces côtés , les équations
y* = _j_ ^2 — ^ax cos A , ( 2 )
y^ — x^ =1 lax cos A ,
et à cause de l’équation (1 ) , m (tA — 2a?) ?= q: 2<w cos A ,
d’où enfin x = — ^
2 (wiqiacos A)'
Il ne reste plus qu’à construire cette quatrième proportionnelle mise sous la forme
X— (»» + «)(”» — a) i a cos A)
pour résoudre le triangle.
Seconde tolulion. — On tire de la valeur de x
g: 2ma cos A -f-
et
d’où
2 qr a cos A)
{m — x) =z « cos A)^ -{- sin^A
2(wqrocosA) ’
^I<^//iq:acosA}‘'-)-a^sin-‘AX2J^(w*^acosA)^-)-a^sin^A
mq:acosA
ce qui fournit celte » onstruction bien simple ( fig. 13 ) :
BAI étant l’angle donné , et AB=a , on prendra AI=:m, somme donnée des côtés inconnus ; on joindra BI, et menant par H, milieu deBI , HX, perpendiculaire à BI même, on aura IX=m — x,et AX:= X , d où le triangle cherché ABX.
En effet, • BK = q sin A , AK = n cos A ,
d’où Kl = w - a cos A et BI = \m - a cos'a)^ sW A ;
Et les denx triangles semblables BRI et HIX donnent , IK; = ;*.IB :IX,
PROBLÈME. JI
26. Déterminer le rapport entre l’excès du carré de la somme descdtés d’un angle d’un triangle sur le carré du troisième côté et la surface du triangle.
1° A, B, C, a, A , 0 étant les angles et les côtés du triangle , on aura , d’après la formule connue
O* -f- — 2oA cos C = , (A)
d’où (a -|- — ùoA cos* ^ = c*. (1)
Si P désigne le demi-contour du triangle , on tire de cette dernière équation la formule connue
2 ab
On a d’ailleurs, pour la surface du triangle ^
, oA sin G
surf =;
kab cos*^
’ G G' 2ai sin - cos - 2 2
Et désignant par R, le- rapport cherché ,
tang - G
D’où l’on peut conclure que ce rapport est constant pour lotis les triangles qui ont le même angle , quels que soient la base et les côtés qui comprennent cet angle.
Dans ions les triangles rectangles ce rapport est égal à U.
■ 2» Si l’on désigne par R, le rapport de l’excès du carré d’un coté sur le carré de la différence des deux autres et' la surface du triangle, on aura
■D — (a — iy 1
“■= — àrf-^='““SîC,
car l'équation (A) doone(<i — liai sia^5—
d’où
sin -C
le — ~ a){p — h)
ab
Multipliant ces deux rapports ,
R R =z [ (g + — c^1 fc^ - (o — __
surP ■ —
d’où l’on tire encore , p désignant le demi-contour ,
surf = 1/^ - a)(j>~b)Çj, — c)-,
divisant ces rapports , = lan^^ - ~ ^ — {a — by
«. 2 (a-hby — c^'
d’où lang 1 r~ !^(P — ^)(p — b )
27. Construire un triangle équilatéral dont les trois sommets reposent
sur trois Circonférences concentriques données ( fig. 14).
Soient AO = r., OB = r,, OCrrr-j, et a? le côté du triangle équilatéral ABC ou A'B'C- (carie triangle demande peut avoir l’une et l’autre de ces deux positions); si l’on considère l’angle A et son correspondant A' , on aura évidemment
cos BAC = cos (OAC -f- BAB ) et cos BA’C = cos (t/A'C — OA 'B').
Or les triangles OAC, OAB, OA'C', OA'B', donnent
cos OAC = AC^ + OA^ — OÇ^ _ -f __ ^.,2 _ 2AC.OA _ ^
cos OAB = AB^ -j- OA^ — QB^ _ aé* -f - r.^
2AB . OA ^ ^ a
cos OA'C'= r2
OA
en^OA'R— fll'^ +OA'^-OC'^
2A'l!' . UA'
'ir.x
et comme
cos BAC = cos B'A'C' = cos - 5 — = cos
l’équation de condition, d’après la formule connue, sera 2 V -‘f.x ) V. 2r,x
Avant de résoudre cette équation , qui doit donner la valeur du côté du triangle équilatéral en fonction des trois rayons , ou remarquera que , si sur une ligne quelconque MN , inscrite dans la couronne des cercles r* et , on construit les deux triangles équilatéraux MIN , MI'N , on aura, après avoir mené les lignes OM, ON, 01, 01',
cos MIN «= I = cos (OIN + OIM ) , cos Ml'N = cos (OI'N — Ol'M) ;
et si MN = l, et 01 ou 01' = y , les valeurs de y dépendront de l’équation
ily )\ 2/y J
équation qui devient identique avec l’équation (A) si d’où
l'on peut déduire cette construction : inscrivez dans la couronne des cercls i\ et r, une longueur MN égale au plus petit rayon r, ; construisez sur celte ligue les deux triangle^ équilatéraux MIN , MI'N , et le côté du triangle équilatéral cherché sera représenté par 01 ou 01 '.
On peut déduire de l’équation (A) une valeur facile à construire ou à calculer en nombres. En effet , après avoir isolé le radical , et élevé les deux membres au carré , on trouve , toute réduction faite ,
diéveloppant et ordonnant par rapport à « , on a l’équation finale (»•.’+ r.*4- r.<-f r* — r,^
d’où l'on lire x —
Cette valeur , facile à calculer en nombres , peut se construire aussi facilement, en la mettant sous la forme qni suit: x=.
On se souviendra qu’une expression de la forme — représente le carré dont M est la diagonale, comme 3K^ est le carré du côté du triangle équilatéral inscrit au cercle dont le rayon est K.
Si , au lieu de considérer l’angle A et son correspondant A', on considérait l’angle B ei son correspondant B', on aurait
CM ABC = CO, (OBC + OBA ) =
cos A’B'C'= CO. OBO - OB'At=(îit;^îi) et par conséquent l’équation du problème serait
rx^-\-r,^ -
équation qui ne diffère de l’équation précédente (A) qu’en ce que r, y remplace r,. Il est facile de voir que si dans la couronne des cercles r, et r, on inscrit une longueur égale à r,, et si sur celte ligne on construit deux triangles équilatéraux, les deux valeurs de X seront égales, comme précédemment , aux distances du centre commun aux sommets intérieur et extérieur de ces triangles.
D’aillenrs le changement de r, en r, dans la valeur de x ne chan-
géant pas cette valeur, fonction 'symétrique des rayons r , , r. et la valeur de x tirée de l’équation (A') sera la même que l’expression (C).
En6n , si l’on considère l’angle C et son correspondant c*, on obtiendra une équation analogue aux équations (A) et (A'), et l’on en conclura sans peine , comme ci-dessus , que , si dans la couronne des cercles r, et r, on inscrit une longuehr égale à les deux valeurs de X seront les distances du centre aux sommets intérieur et extérieur des triangles équilatéraux construits sur cette longueur. Ces trois valeurs de x étant égales, on en déduit ce théorème :
Trois circonférences concentriques étant données , si l’on inscrit dans la couronne formée par deux d’entre elles une longueur égale au rayon de la troisième , et que sur chacune des trois longueurs ainsi inscrites on construise deux triangles équilatéraux, les trois sommets intérieurs et ex- ' térieurs se trouveront sur deux circonférences concentriques entre elles et aux trois circonférences données.
S8. Étant donné , un cercle O, et un point D sur le diamètre AC, faire passer par ce point D un cercle X tel , que , si de l’extrémité C du diamètre on lui mène une tangente CTB, la partie BT soit égale à AD ( (ig. 15 }.
Soit X le centre du cercle cherché sur le diamètre AC. Si AO=r et OD = , on aura
AD — CD = r — d -,
et enfin , si l’on représente par p le rayon inconnu DX , on aura
AX {t — |- cT) -(- P , ex (î* — </) — P , CY (t", — d) 2p.
Le problème étant supposé résolu , et CTB la tangente demandée, les lignes AB et TX seront évidemment parallèles, et par conséquent CT ; BT = AD ; CX ; AX ;
or CT = kCD . CY = (/'(r- rf) [(r — rf) — 2p ] :
remplaçant donc les quatre termes de la proportion précédente par leurs valeurs , on trouvera
t^(r — d) [(r— d) — 2p] : (r-f-rf) : [(r — </)— p] ! p] ,
d’où l’on déduit , après avoir élevé au carré ,
[ (r— d) ~pf = [(H- «0+p]^ [(»•— df— 2p (r— d) ].
Si l'on effectue les calculs indiqués , on trouvera , toute réduction
Jaile , l’équation 'ordonnée par rapport à p d’où eiiGn
,=- [^+;r+.0]± 1/ [;^-KM-«] +(-+'0('- *•
Cette valeur se construit facilement ainsi qu'il suit :
Soient pris, sur le diamètre, CF=OD = rf, et sur DI, perpendiculaire à AC , DG = OD = ; si l’on mène CG et sa parallèle FH ,
TV, T ‘ rd , '
on aura DH= ,, ' ' ’
rd
et par conséquent , si DE = DH , AE c= ^ (r -j- <Z).
Or DI = (r-j-d) (r — d): donc AK représente le radical. Les deux valeurs de p sont par conséquent KL et KM ; si l’on porte ces deux longueurs l’une à droite , l’autre à gauclie du point D , les points X et X' seront leg centres dçs cercles demandés. '
On discutera sans peine cette double valeur de p, et l’on trouvera qu’elle se réduit à une seule lorsque dc=±;rp^2 , auquel cas p:=r. Passé cette limite , le problème est impossible.
Lorsque = 0 , la valeur de p est la différence ou la somme de la diagonale et du côté du carré construit sur r.
20. Étant donné un demi-cercle AB , et une perpendiculaire CD en un point donné C du diamètre , on décrit sur AC et CB deux demi-circonférences ; trouver l’expression des rayons des cercles X et T , tangents k la fois à la grande demi-circonférence , à la perpendiculaire et k la demi-circonférence décrite sur le segment correspondant ( fîg. 16).
1° Pour le cercle X , soit
OC = rf, 0P = «, XP = p, XT=p, et OB = R , 0'C = r , O'C = r>. ^
La condition de tangence entre la circonférence X et la grande demi-circonférence sera OX = OT — TX , ou p. • ( 1 )
On exprimera de même que X et O' sont tangents, par la condition >
Or, .
Q,X— 1/ XP2-f-0'F= ^ XP^-KOO'— >
donc
Enfin,’ si le cercle X et la droite CD sont tangents ,
X< = pi '
et comme X/ = CP = OP — OC = a — rf , la troisième équation de condition sera ,i\
' Les éqüâïions (1) , (2) et (8) , serviront à déterminer « , |3 et p. • A cause de l’équation (3) , l’équation (2) devient
' Kir— py +
d’où - P^ — Urp.
Substituant pour a sa valeur tirée de (3), et la valeur de p dans l’équation <1) , on trouve.
; (p + dj^ hrp = (R — p)* ; et à causé de OC = rf = R — 2r,
et, toute téduCtldn faite , ^p = > jj" »
ou en fonètion de rf , ‘ ' p — — ‘ ' ’
2* Pour le cercle Y, soit
OP' = «', YP:.tt=^', YT' = p'.
On verra de même que les conditions de tangence de ce cercle avec le ceircle donné, avec le Cercle du segment et avec la perpendiculaire , seront exprimées par les trois équations,
-rs R p' ,
d’où l’on tire par élimination
On remarquera que ces deux valeurs de p et p' sont égales ; en effet de ce que 2r* 4- 2r = 2R , on a, pour la valeur de r», r'= R — rj et la valeur de p' devient, comme la précédente,
Donc les deux cercles (an^'enls sont également éloignés du centre <îu grand cercle donné.
Il sera d’ailleurs très facile en construisant la quatrième proportionnelle , qui représente la valeur du rayon , de déterminer la position des centres des cercles cherchés.
On discutera facilement les divers cas particuliers du problème.
On trouvera, entre autres choses, que, si la perpendiculaire passe par le centre du cercle donné, les cercles tangents auront chacun pour rayon le quart du rayon du grand cercle (lig. 17); par conséquent la somme des quatre circonférences inscrites sera égale à la circonférence donnée , et la somme des surfaces au quart de la surface du grand cercle, ou à la surface du cercle décrit sur le rayon de ce cercle comme diamètre.
39. Etant donnée dans un cercle O une corde DD’ perpendiculaire sur le diamètre AB , déterminer le centre et le rayon des cercles tangents à ’ la fois au cercle donné, au diamètre et h la corde (Cg. 18).
On voit d’abord qu’il y a quatre cercles, symétriques deux à deux, qui répondent à la question; en ne considérant que le demi-cercle supérieur, si l’on désigne par R le rayon du cercle donné , par d la distance OC , par a la distance au centre du point où le cercle ' demandé touche le diamètre , par p la hauteur à laquelle il touche la corde donnée; et, enfin, par o le rayon inconnu, les deux solutions du problème seront exprimées par l’ensemble des trois équations
d’où l’on tire par une élimination facile
0 = - (JR±(D±: I/2R (R±rf) ; ' ,
et , séparant les valeurs ,
pour le segment de droite, p_ zz: ±: l/’2R (R -|- rf) — (R + 'O !
pour celui de gauche , P, =z ±. t/2R (R — d) — (Il — d).
En ne prenant que le signe supérieur du radical, chacune de ces valeurs représente la différence de la corde au segment non éorrespondant; ce qui fournit la solution du problème particulier dont il s’agit : .4D — AC pour p, , et pour p^ BD — BC.
I.e signe moins correspond à un énonce plus général , dans lequel on considère le diamètre et la corde comme deux lignes indé-
finies perpendiculaires entre elles, dont une seule passe par le centre du cercle donné ; alors les valeurs
P. = -(|/2R (R + rf)+R + rf),
P.= -(t/2R(R-J) + R- d), représentent la somme de la corde et du se^ent , et les cercles touchent extérieurement la grande circonféren ce.
Si d = 0 (fig. 19.), les cercles sont égaux , et le problème est ramené à inscrire un cercle dans chacun des triangles XOY.
31.. Déteminerles côtés d’un triangle connaissant les angles et la surface.
Soient A, B, C, les angles du triangle, s sa surface; a. A, c, les côtés opposés. D’après la formule connue de la surface du triangle, on a
ai sin C := 2« ;
— ^ on trouve pour la Valeur de a sin B A
et comme
V SI
sili A sin C ’
I / 2# sin C
V sin
sin A sin B' ^ ^
Chacune de ces valeurs peut servir à calculer la surface du triangle lorsqu’on connaît un côté et les deux angles adjacents; en effet on en déduit
O* sin B sin C
Y sîolB 'Ÿ^) ’
A^ sin A sin C
2 sin (A C) ’ sin A sin B 2 sin (A-j- B)‘
52. Si l’on retranche l’une de l’autre les deux premières équations , après les avoir élevées au carré , on obtient
2 ^ / sin A sin B \
a s JJ Q ^ qJ ,
•> 1-, » / sin^ A — sin^ B \
ar — A* = 2* 1 -r— r — : — n— : — T ) j \sin A sut B sin LJ
et comme
il en résulte
sin* A — sin* B = sin (A 4“ B) sin (A — B) et sin C = sin (A 4- B) , ‘
sin A sin B
. 2 sin (A — B) ’
formule de la surface du triangle dont on connaît deux côtés et les angles opposés.
D’après les valeurs générales (1), (2), (3), si a^, «q
Cq et
représentent les côtés et la surface d’un triangle semblable au pro-
pose , on aura
1/ 2*0 sin A
^ sin B sin C ^ . I / 2^0 sin B~
° ^ sin A sin P. ’
sin A sin G ' 2«o sin G sin A sin B ’
et par conséquent — 5 = — et — =-r- = — .
On pourra donc construire facilement un triangle dont on connaît la surface et les angles -, car, ayant construit un triangle quelconque dont les angles soient A, B et G , on déterminera sans peine sa surface ; et si est le côte du carré équivalent , et A le côté d’un carré équivalent à la surface proposée , la proportion
fera connaître a ; le triangle s’achèvera sans difliculté.
Le produit des équations (1), (2) et (3) donne
abc
sir
sin A sin B sin G ’ mais , R désignant le rayon du cercle circonscrit (Legendre, liv. ni, prop. XXXII) , on aura
abc = « . AR ,
d’où
V Rir
sin A sin B sin G’
et « 2R^ sin A sin B sin G ; (M)
formule qui fera connaître la surface lorsqu’on connaîtra les angles et le rayon du cercle circonscrit.'
5S. Si L’on fait la somme tics mêmes équations , on trouvera successivement
r i / sin'A~ ; ' \ / ^sin f! .1 / sin’C 1
^ siuBsinC , ^ sipAsinC”' sinAsinB .J’
|~sin A -|- sin B -|- sin C~ ] '
* L p^stn A sin B siii G' J ^
or, d’après la même proposition , ' . . .. <i. jr. i ; , •
« — (a -1- i + c) — , r étant le rayon du cercle inscrit :
, fsin A sin B + sin C] r
donc « = K 2* . 1 / • - T t" 9
, sut A sin B sin G J ^
|/ 2sin A sjn B stn C
= [sin A -f- sin B -j- sin C] ,
et , par suite de la valeur précédente de s,
« = (sin A -j- sin B + sin C) Br. ' ” (N)
,36,. , En divisaatpl) ipar (N), on trouve ce résultat asjsqji .pur,ieux R sin A -}- sin B + sin C ’ > -’ oi d . u
2 sin A sin B sin C
c’est-à-dire que
Dans lout tri.angle , le rapport du rayon du cercle circonscrit h celui du cercle inscrit est égal au rapport de la somme des sinus des angles au double de leur produit.
On peut vérifier celte formule en en faisant l’application à un triangle quelconque, au triangle «qu(latéral pour plus de facilité :
danscecas,A=B=C=:
— ^ etsinA 2 =sinB=;sin G=sin— — 3 • A
priori.
, d’où il résulte R = 2r, ce qu’il est facile de reconnaître à
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DEUXIÈME SECTION
THÉORÈME
' 57. Dans un cercle quelconque, la somme des carrés des segments formés par deux cordes perpendiculaires est constante et égale au carré du diamètre.
En quelque lieu que soit le point de section des cordes , si on les prend pour axes des coordonnées, l’équation du cercle sera
(or — a?-\- {y — bŸ ~ R* , (1)
a cl b étant les coordonnées du centre et R le rayon.
Les deux segments formés par la première corde, prise pour axe des X, se trouvent en faisant dans l’équation du cercle , ce qui donne
De même , en faisant or = 0 pour obtenir la valeur des segments formés par la deuxième corde prise pour axe de y ,' on trouve
et , faisant le carré de chaque valeur, puis ajoutant, on obtient S.2 + S.2 + S,2 + S, 2 = 4R2 = D2.
Ce résultat , étant indépendant des coordonnées a et & du centre , fait voir qu’il en sera de même de tout autre système de deux cordes perpendiculaires , en quelque point du cercle qu’elles se coupent.
THÉORÈME
58. Si l’on mène une sécante quelconque k deux circonférences concentriques , les deux parties comprises dans la couronne sont égales.
En effet , si dans l’équation précédente (1) on fait y = 0 , on trouve l’équation du second degré
ar2_2<M?-f o2 + i2_R2_0, (2)
dans laquelle le coefGcient du second terme , pris en signe con-
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traire , représente la somme algébrique des deux racines , c'est-àdire des distances des points de rencontre de l’axe des a? et du cercle à l’origine des coordonnées.
S,et«, désignant la sécante entière et sa partie extérieure, on aura S. + *. = 2a.
Ce résultat, indépendant de R, montre que pour un autre cercle, ayayit même centre que le premier , on aurait de môme
S, et désignant la sécante entière et sa partie extérieure pour ce nouveau cercle. i . • < >
Si l’on retranche maintenant ces deux égalités, on aura
c’est-à-dire que les parties comprises dans la couronne sont égales.
Ce résultat, indépendant des coordonnées du centre, exprime qu’il est le même pour toute ligne prise pour axe des x ou desy , '
quelle que soit d’ailleurs l’origine des axes. • *
, THÉORÈME
59. Si d’un point donné, extérieur ou intérieur à un cercle, on mène une sécante quelconque , le produit des deux segments form& sur elle par la circonférence est constant. '
Le dernier termé de l’équation (2) étant le produit des racines , on aura , en se servant des mêmes notations ,
Ce résultat ne dépend que de la distance de l’origine des axes au centre du cercle. Si donc l’on suppose que les axes rectangulaires tournent autour de leur point d’intersection immobile , on obliïndrait pour une autre direction quelconque de l’axe des x et des y
et en général " S« = cP — R^.
Il est évident que , si le point était intérieur , on aurait S# = R2-<P,
abstraction faite du signe — , qui indique un changement de direction des segments.
Le résultat trouvé précédemment
Si = (<P— R=*) ou S* = R2— <P, ne change pas si d est constant ; ce qui fait voir que si du centre du cercle donné et d’un rayon égal à d on décrit une circonférence.
tous les points de cette circonférence seront tels , que les deux seg = ments de toutes les sécantes menées par ces points formeront un produit constant.
40. Si la sécante ne rencontre le cercle qu’en un seul point, les
deux segments étant égaux , et t désignant la longueur de la tangente , on aurait S — sz=t et — — r^,
d’où <2 _j_ ^ ^ .
d’où il suit que la tangente, le rayon et la distance du centre au point d’où la tangente est menée, forment un triangle rectangle, dont la distance est l’hypoihénuse; donc la tangente est perpendiculaire à l’extrémité du rayon. De là la méthode iconnue pour mener par un point donné une tangente à un cercle donné.
ün observera de même que , pour tous les points situés à une distance d du centre , toutes les tangentes sont égales.
Il sera de plus très facile de déterminer le lieu géométrique des points tels, que la tangente menée de chacun d’eux ait une longueur donnée. Ce lieuüst un cercle concentrique au premier,- ayant pour rayon l’hypothénuse d’un triangle rectangle dont le rayon donné et la longueur de la tangente sont les deux autres côtés.
41. Déterminer les conditions de tangence d’une ligne droite et d’un cercle.
Soient ÿ=:Aa?-|-B, (1)
(ar — = R2, (2)
les équations les plus générales du cercle et de la ligne droite, dans lesquelles on indiquc|par les mêmes coordonnées que ces lignes ont au moins un point commun. On cherchera les coordonnées de ces points communs , et l’on exprimera que ces points communs se réunissent en un seul. L’équation finale offrira la relation qui doit exister entre les constantes A, B, a, b, R, pour que la ligne droite et le cercle soient tangents.
Substituant la valeur de y (1) dans l’équation (2), on trouvera , après avoir ordonné par rapport à x ,
x'i (1 + A2) — 2 [a - A (B - A)] ar = 11^ — [a^ -|- CB — ,
_ a-A(B-ô) ^ KB^(l-hA^)-[Ag-f(B-Z.^ 1-fA^ “ l-fA^
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, B+A(AH-a) ± R" (1 + A^) — FAg-f-fB — 8l1^
1+A2 l^IÂS •
Telles sont en général les valeurs des coordonnées des deux points de rencontre de la ligne droite et du cercle’ Ces deux valeurs ne seront réduites à une seule que dans le cas où le radical sera nul : donc
R2(14-A2)— [Aa + (B— i)]2 = 0 (T)
sera l’équation finale qui doit exprimer les conditions de tangence. On en tire d’abord
U H Aa -f(B — h)
, où l’on reconnaît l’expression de la perpendiculaire abaissée du point (a, b') sur la ligne dont l’équation est
y Aa? :
donc la tangente est perpendiculaire à l’extrémité du rayon.
43 .. On parvient au même résultat par la 4pnsidéralion suivante. L’abeisse du point de tangence, après avoir annulé le radical, est
et son ordonnée , qu’on obtient en substituant cette valeur dans l’équation (1) ,
désignant par a?^, y„ les coordonnées du point de tangence, on trouve facilement
Xi — a~
A[Ao + (B-8)] 1 + A^
I [Aa ( B — i)]
d’où
iv=— r ~ “ 1 = î
où l’on reconnaît encore que la tangente est perpendiculaire au rayon : car 1 équation de ce rayon , passant par le centre (a, b) et le point de tangence ( a?. , y. ) , serait évidemment
Xt — a
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et la tangente de l’angle que ce rayon fait avec la ligne prise pour axe des j; est , '
xV — « ’
et par conséquent la relation 1-j- AÂ' = 0 est satisfaite.
45. Si donc l’on suppose le cercle déterminé de grandeur et de position, c’est-à-dire a, i et R donnés, l’équation de condition (T) ne contiendra plus qu’une indéterminée B.
On peut déterminer B en assujettissant la droite à certaines conditions, par exemple de passer par un point donné (a, p). Ces coordonnées devant satisfaire à la relation
y = Aj7 B ,
on aura p = A« -j- B , d’où B = p — A«.
Substituant cette valeur dans l’équatiou (T), on trouve R2(1 4_A2)_[A(a-„)-(é-p)p=0, h — A (a — a)
ou
développant et ordonnant,
.42 [R2 — {a — uf] 4- 2A (a — «) (A
et enfin A^ — 2
Celte équation indique qu’il y a deux tangentes qu’on peut mener d’un point donné à un cercle donné , et elle résoud facilement le problème qui suit :
44. Trouver le lieu géométrique des points tels , qu'en menant de chacun d’eux les deux tangentes à un cercle donné , ces tangentes soient perpe'ndiculaires entre elles.
Eu effet, A,, A, désignant les deux racines de l’équation A, et représentant les tangentes des angles que tes langenles au cercle fout avec l’axe des X, d’après l’énoncé on doit avoir
le dernier terme étant égal au produit des racines , cette équation de condition devient
d’où
(A - fy (n
équation d’un cercle concentrique au cercle donné , et ayant pouf rayon la diagonale du carré construit sur le rayon du cercle donné.
43. On a donc plusieurs manières de déterminer la tangente, soit au moyen des points de tangence , soit en fonction des coordonnées du point donné , du centre et du rayon du cercle donné t En fonction des points de tangence, car la tangente a pour équation
•P I CL m
et les coordonnées ar, , y, , seront déterminées par les équations
(ar, — a) ,
(yt — b)
{y.-bf + {x,-ay=,W-,
mais , sans effectuer l’élimination , on voit que la première de ces deux dernières peut se mettre sous la forme
équation d’un cercle dont le centre est au milieu de la ligne qui joint le centre du cercle donné au point donné, et le rayon la moitié de cette distance. L’intersection de ce cercle et du cercle donné déterminera les points de tangence.
En fonction des données de la question , car l’équation de la tangente ' y — P = A (a? — «)
sera complètement déterminée quand on aura résolu l’équation (A) , fonction des coordonnées a, A; «, p, et du rayon R.
46 . Si l’on suppose l’origine des axes située au centre du cercle donné , o = 0, A=0 , l’équation (A) deviendra
— R2 ' a"— R2 et si de plus S =: 0 , celle-ci se changera en
d’où , ,
et l’on conclut que les deux tangentes font des angles égaux avec la ligne qui joint le point donné avec le centre ; ou , plus généralement, le lieu des centres des cercles [tangents à deux droites don-
nées, est la ligne qui divise leur angle en deux parties égales. Ce résultat fait voir encore que la tangente est perpendiculaire à l’extrémité du rayon , et fournit la même construction géométrique que .précédemment.
En résumé , l’équation la plus générale de la tangente
lorsque l’origine est au centre du cercle donné , devient
y - P = - - (x — «) , ÿt
les coordonnées or, , étant données par l’ensemble des équations
ou y, — P = — — ‘ (a>, — a) ,
y.î + ar 2 = R2 ;
ou bien encore , réduisant la première de chacun des deux couples d’équations au moyen de la seconde ,
(P — *) (yi —*) + (« — a) (^‘ —a)=R^, (yt-i)^-i-(ar.-a)^=RS et Pyi duTi = R* ,
Chacune des deux premières équations représente la corde des points de contact , sia:^ et y, sont considérées comme les cordonnées courantes de la droite ; ou la tangente elle-même , si p et a sont les coordonnées courantes.
Les cordes de contact sont perpendiculaires à la ligne qui joint le point donné au centre du cercle.
D’après ce qui précède on résoudra facilement le problème suivant :
48. Étant données deux circonférences concentriques de tous les points P de l’intérieure , on mène les tangentes IP(’ , et par tous les points ( et C les tangentes à la circonférence extérieure M( , (M’ : trouver le lieu géométrique des points de rencontre M de ces tangentes (fig. 20).
Soient -j- , (A)
y2-far^ = RS (B)
les équations des cercles donnés , l’origine des axes étant placée à leur centre. ,
La tangente tPf aura pour équation
yq-\-xp=t^, (1)
yetx étant les coordonnées courantes de cette ligne considérée
comme corde de l’autre circonférence.
D’un autre côté cette corde , par rapport aux tangentes /M, i'M, aura pour équation
Ces deux équations devant donner les mêmes valeurs pour x et y, si on les résout par rapport à y et qu’on égale les coefficients , on trouvera
d’où
r! —II!
Eliminant enfin entre les trois équations (A), (3) et (4), les indéterminées et y , on trouve
équation d’uu cercle concentrique aux cercles donnés , et dont le rayon est une troisième propurlionnelle à leurs rayons , qu’on pourra construire comme il suit :
Mener la tangente RS parallèle à l'axe des ar , et le point I , où ' les tangentes RI et SI se rencontrent, déterminera le rayon cherché 01 : en effet, le triangle rectangle OIS donne
OS^ = OH X 01 , d’où 01 = — •
49. Trouver l’expression analylicjue de la corde comprise dans le cercle.
Ou a trouvé précédemment pour valeurs des coordonnées des
points de rencontre d’un cercle et d’une sécante, dont les équations les plus generales sont (a: - o)=> + fy - = R2 , y - ^ g "
^ — (B — 5)A-±(XR2fi-|_AVf- |A/.-|-rp . f,\ÿ>
A" ~TT
y ~ B + A(AA + o) ± A (1 + A=‘') - i A«--f-Yh nru
- «Memmea, p„„r
îpnes"'’X^;"‘^H’ correspondantes aux
gnes -f- et dans les valeurs générales de x et de y.
Or, X —X = — fAffi-l-rK— A'iV \
y, — V = jA A^(i+A^j — r aV- 4- rti - 1 511 2
^^Efëvantau carré et substituant, on trouvera, toute réduction
~ ï> — [Aa+ (B — A)] 2. .
Si l’on substitue pour B sa valeur fl — a sé^n^ passe par L p„i„. t
80. Lorsque C a uue valeur donnée, l’équaliou développée A> _ s - to-.)(i-S) k - fl
"ée Eu erre, V„ f ^S»'" “ »"« 'onsuenr den-
En erre. , en la eomparan. à |•éq„a,ion (A) des .an'enKs
A2_g(«^^«KA^ (i-j3)2-_R2
onreconnatlsans peine que les sécantes qui jouissent de la propriété demandée doivent être tangentes au cercle dont le rayon est et concentrique au premier, c’est-à-dire décrit avec un rayon égal à la perpendiculaire abaissée du centre sur une corde égale à C : de là la construction connue.
81 Trouver sur la ligne qui joint les centres de deux cercles donnés un • tpl nu’en menant par ce point une sécante commune aux deux
longueur donnée.
D’après la valeur générale
nn voit flue pour un second cercle dont les coordonnées du cent™ eelen. i', e> le reyon R', la corde inureeplée par la
même sécante sera
C' = ± i-?==5 KR'"vi+Â";-[A(»'— «) — (A'- P)] *•
Si l’on place l’origine des axes au centre du premie r cercle , Taxe dl /pa»a« A le centre d„ second, eltfaUlcnrs le potn. cherché devant se trouver sur cet axe , on aura a = 0 , 4 = 0 , 4 ’= 0 , p = 0 ;
enfin, si l’on désigne par 2Ha longueur donnée . on trouvera facilement les valeurs ^ _
Égalant ces valeurs , et , pour abréger, posant
OD aura ^
d’où l’on tire
(d = a' désignant la distance des centres).
De là cette construction : Cherchez sur la 4igne des centres les deux points tels , que leurs distances à chacun des centres soient entre elles comme les longueurs h clh' , et par ces points menez à l’un des cercles une sécante telle, que la corde interceptée soit d’une longueur 2 C : la corde interceptée dans l’autre cercle sera de la même longueur.
Mener une tangente commune à deux cercles.
Il est évident que la sécante sera tangente à la fois aux deux cercles dont les rayons sont A et h'. En général, si l’on suppose 2/ =3 0 , on trouvera
Donc, pour mener la tangente commune à deux cercles , cherchez sur la ligne qui joint les centres les deux points tels, que le rapport de leurs distances à chacun des centres soit le même que celui des rayons , et par ces points menez les deux tangentes à l’un des cercles : elles seront aussi tangentes à l’autre.
Cette construction est très facile. Menez (lig. 21) un rayon quelconque 01 et le diamètre parallèle l'O'I' ; joignez II', II* : les points T, et T, sont les points cherchés. Le point intérieur correspond au signe -|- ; ces points ont reçu le nom de centre» de »imilitude des cercles , parce que les rayons vecteurs menés de ces points aux circonférences sont proportionnels aux rayons.
Si le second cercle était situé d’une manière quelconque dans le plan, a' et J' étant les coordonnées du centre, il serait facile de déterminer les coordonnées des centres de similitude. En effet, les coordonnées n’étant autre chose que les projections sur les axes d’une longueur déterminée rf , si l’on désigne par v l’inclinaison de la ligne des centres sur l’axe des ar, on aura
x = p^-grfcosr,
mais puisque la ligne des centres passe par l’origine, et par le point
dont les coordonnées sont a', b', on aura
d’où
Sin » = yz=
par conséquent
S5. On a trouvé précédemment pour la corde des points de contact des deux tangentes menées par le point « , au cercle ^ l’équation
fy -f- ax = r^.
Si l’on remplace a par ^ a' , p par ^ A' , et r par R , on aura
équation de la corde de contact des points de tangence déterminés pai' la tangente commune sur le cercle, dont le centre est à l’origine.
Si i' = 0 , xz= — i -,
Pour la corde de contact d’un second cercle , dont l’équation est on a de même trouvé l’équation
a et P étant les coordonnées du point d’où les deux tangentes sont menées. Remplaçant j3 et « par leurs valeurs, on obtient toute réduction faite ,
b< (y _ y) 4- a' (x - a') = q: R' (R' ± R) , corde de contact de la tangente commune sur le second cercle.
En général , les centres de similitude de deux cercles
Çx-A.y + (y-B.7=R.S
(ar-A^ + (y-BJ2=R.^
oni pour coordonnées
ft = 4, + (A.-A,)j^-j-,
En effet (fig. 22) , pour l’abscisse du centre de similitude c , on a
cFc = OD = OP -j” 01 — OP -j- OC cos v= k,-\- d ^ ^ cos v,
rf=oo'= (/ (A. - k,Ÿ + (B,
Mais de ce que tang v = , on conclnt
cos V — — = = ■ — ^
(/1+tang^i, I / (B-jB.j^ J/(A _A,)^+(B.-B/ _A-A. ^
et par conséquent a?e = A,-j- (A.— A,) ■+.' p •
On aurait de même
y, = CD = 0P+ IC = B.+ OC sin » = B.-f d
ÉT
et à cause de
tang» A— A.
Sin»= , > ■ -* j=r = 7 - ■ ' ■
I/l_}_tang2» I ^ (B -b;/
K(â;=âj+(b1b.)^
yc — B, -f- (B. — B,)
THÉORÈME
88. 1® Les trois centres de similitude extérieurs de trois cercles situés d’une manière quelconque dans un plan sont en ligne droite , deux intérieurs et le troisième extérieur ; 2» les lignes qui joignent le centre de cl» a-
que cercle , et le centre de similitude extérieur des deux autres , se coupent en un même point.
En général, les coordonnées des centres de similitude de trois cercles quelconques
auront pour expression
a?,= A, + (A 3 — AJ J. _j_rj ,
(Fig. 23.) Si l’on place l’origine des axes au centre du premier cercle , l’axe des x passant par le centre du second , les équations précédentes des cercles seront , à cause de
A. = 0, B. = 0, B. = 0, A. = rf, A, = a, B3=i, ar* + y^ = R.S {x - df + f {x - a^V ~ h? =V i
et les coordonnées des centres de similitude
Or, l’équation de la ligne qui passe par les points {x., y, ) ,
donne, pour y = c , la valeur de l’abscisse du point où elle coupe
l’axe des x ,
— gjy.
Vb - y.
Si l’on substitue pour a?,, y, ; ar, , y, leurs valeurs , on iroftvera successivement
• ^ïï;±r; - ^ ïïj + (« - rf)
Cette ligne droite passe donc par le centre extérieur ou par le centre intérieur , le signe — correspondant aux signes semblables des valeurs des deux autres centres de similitude , et le signe -(- aux signes dissemblables. Si, des trois cercles donnés, deux étaient égaux , la valeur de Xq deviendrait infinie pour R, =: R,. Lor'squ’on prend le signe — dans le dénominateur , on voit que la ligne des centres de similitude extérieurs est parallèle à la ligne des centres des cercles égaux.
3» Les lignes qui joignent le centre de chaque cercle et le centre de similitude intérieur des deux autres ont pour équations
bR.
d-\- (fl — d)
ST+X
On verra par le calcul que ces trois droites ont deux à deux les mêmes points d’intersection.
86. Étant donnés deux cercles , trouver le lieu géométrique des points tels que , menant par chacun d'eux une tangente à chacun des cercles , ces tangentes soient égales .entre elles.
L’origine des axes étant placée au centre du premier cercle, les équations de pes cercles seront
+ ( 1 ) (ar' 0)2 (ÿ' — A)2 = R'2. (2)
Si le point M (fig. 24) est un des points cliei cliés, on aura l’équation — kV— |/(„ — aj2 + (S — A)2 — R'2.
Elévant au carré et réduisant , il vient
■ — 2oa — 2iÇ -f- o2 -J- — R'2 -J- R2 — 0
et
équation d’une ligne droite perpendiculaire ü» la ligne des centres. Pour déterminer sa position , on supposera le centre du second cercle sur l’axe des x : alors 0, et l'équation devient
^ Mais on a trouvé précédemment pour les équations des cordes de contact formées par la tangente commune, les axes étant disposés de la même manière (fig. 25) ,
_R(RrhR')
d’où il suit que
le lieu géométrique cherché est donc une ligne droite parallèle aux cordes de contact , et à égale dislance de l’une et de l’autre. Il sera donc facile de la construire.
On a donné à cette ligne le nom de dUhamologue , parce qu’elle
correspond à la fois aux cordes de contact des tangentes communes menées, soit du centre de similitude intérieur, soit de l’extérieur.
On la nomme aussi quelquefois l’axe radical , et le point où elle rencontre la ligne des centres , centre radical.
Lorsque les cercles se coupent , la dishomologuc se confond avec la corde d’intersection ; ce que l’on reconnaît facilement en combinant les équations (1) et (2), après avoir fait x—x', y — y'. L’équation finale est la même que l’équation (3) , dans laquelle les coordonnées a , @ sont remplacées par x et y.
En général, si l’on combine les équations (1) et (2), en supposant qu’elles s’accordent, on obtiendra l’équation delà dishomologue.
THÉORÈME
S7. Les trois dishomologues des trois cercles donnés se coupent en nn même point.
En effet , d’après la remarque précédente , si les cercles ont pour équations
celles des dishomologues seront , pour les cercles R, , R, ; R., R, ;
Rj, Rj :
-2(A.-A,)y-2(a,-fl>-l-(a'24-A.2 -R.^) - (û3H-V-Rs")=«»
- 2(A.-A3)y-2(a.-a,)^-K(a.2+A/-R.^)-(a,^+*s^- Rs^= «• Si l’on fait pour abréger
les équations des dishomologues deviendront '
2 (A, — Aj y -}- 2 (a, — oj X 4 t — k,^ — 0 , (1)
2 (A. — Aj) y -j- 2 — Oj) a; 4" k,^ — = 0 , (2)
2 (A. — A,) y -}- 2 (a, — Oj) ar 4- A,2 — *3^ — 0 : (S")
~ Uh ~
or on sait que , si trois droites
"}" ^3^ “t~ Cj = 0 ,
se coupent en un même point , on doit avoir entre les constantes de leurs équations la relation
c. (A.B3 - B.A3) + C. (A3B. - B3A.) - C, (A.B. - B.Ap = 0 ;
si l’on substitue dans le premier membre de cette équation les valeurs
A.= 2(i,-iJ, B, = 2(a,-aJ, C, = k?-k,\
A.= 2 (h, — *3) , B, =: 2 (a. — flj) , C. = k,^ — *3*,
A3 = 2(A.— Aj), Bj=2(a. — a^), C^ — k^ — k^^,
on trouvera que tous les termes s’entredétruisent , et par conséquent que la relation est satisfaite. Nous laissons au lecteur le soin de faire ces calculs , qui u’offrent aucune difÜculté.
On peut d’ailleurs reconnaître à la seule inspection des équations (1), (2), (3), que chacune d’elles comporte les deux autres : il s’en suit donc encore que ces trois lignes droites concourent en un même point.
Ce résultat fournit un autre moyen bien simple de construire la dishomologue de deux cercles donnés O , O' (lig. 26). En effet , si l’on coupe à la fois les deux cercles par un troisième cercle quelconque 0*, le point de concours des trois dishomologues sera le même que celui des cordes d’intersection CD , C'D', de chacun des cercles donnés par le cercle auxiliaire : si de ce point M on abaisse MM' perpendiculaire à la ligne des centres , celte perpendiculaire sera la dishomologue.
Remarque» tur te» corde» d» contact et le» dUhomologne».
On a vu que pour deux cercles dont les équations sont
les cordes de contact sur les deux cerles ont pour expression __R,(R.±R.) a^rFR.(R,±R.
— us —
et la dishomologue
Si le second cercle se réduit à un point , c’est-à-dire si R, = 0, la corde de contact du premier cercle devient^
et la dishomologue
Rï_®+ „
toutes deux sont perpendiculaires à la ligne qui joint le point donné et le centre du cercle , et la dishomologue passe par le milieu de la distance entre le pied de la corde de contact etje point.
La corde de contact sur le second cercle se réduit à a?, = a , et se confond avec la perpendiculaire élevée au point donné sur la ligne qui joint le centre.
Si le second cercle devient une ligne droite, c’est-à-dire si R. = 00 , en résoMIlnt l’équation (2), on trouve
x-a±.yV.,^-y^ = a±\ [/î - ;
et à cause de R, = 00 , ' a? = a±:R,
X exprime la distance de l’origine à la droite , laquelle se confond avec l’uqf|ret l’autre des tangentes perpendiculaires à la ligne dés centres : donc d=.a±. R, , d’où a = ( d q: R, ) ; dans cette hypothèse la corde de contact sur le premier cercle aura pour expression
_B.(R.±R.)_p (îii-O dq:R. ‘ '
et à cause de R.= Qo , af, = q:R.; t
les cordes de contact deviennent les tangentes au cercle parallèleâ à la ligne donnée.
Quant à la dishomologue , son expression devient _ (d RJ2 -f R 2 - R.2 _ q: 2dR.-f R.=*
2(dq:R.) ““ 2(d=pR.) ’
et se réduit à a ==:d, c’esl-à-dire qu’elle se confond avec la droite elle-même.
Il en est de même de la deuxième corde de contact.
69. D’un point'donné Mon mène k un cercle donné O des couples de sécantes MAB , MCD , et l’on joint directement ou réciproquement les points d’intersection par des droites AGI , BDI , ou AHD, BHC : trouver le lieu géométrique des points 1 oti H (fig. 27).
* Soit
l’équation du cercle , l’origine au centre.
Les droites MAB, MCD, menées du point donné M ( a, 6), auront pour équations
a', étant les coordonnées inconnues du point I ou H , les équation des droites de jonction AGI et BDi , on AHD et BHC , seront de la forme
Pour obtenir une équation indépendante de x, y, A, A', B, B' , si l’on multiplie entre elles les équations (2) et les équations (5) , on aura
(y _ 6)2 - (A 4- A') fy - 6) (x — «) 4- AA' (X - «)2 = 0 , (y— 60^— (B -j- B') ry — eO (x— AA'(x — a')2=0;
ajoutant entre elles ces deux nouvelles équations, après avoir posé, pour abréger ,
. A-j-A'=2R, AA' = S,
B-j-B' = 2R', BB' = S'; et divisant tous les termes du résultat par 2, il vient
-(e+e’-f aR-f«’R')y _ (6R -f. 6'R' -f aS -f-a'.S')x 1 = 0. 4- 62 -f 6'2 -j- 2«eR -f- 2S'e'R' -}- g2 s -f g'2 » [
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Cette équation devant donner pour x et y les mêmes valeurs que l’équation (1), et étant du même degré qu’elle, il faut nécessairement qu’elle lui soit parfaitement identique. Égalant donc entre eux les coefficients des puissances semblables des mêmes inconnues, on trouvera pour équations de condition
(6+e')-|-aR-f-a'R' = 0, (C) -
êR -f e'R' -|- «s 4- a'S' = 0 , {d)
qui sont en nombre suffisant pour qu’on puisse éliminer entre elles les indéterminées R, R', S, S'.
Si l’on substitue dans les trois dernières équations les valeurs de R' et S' tirées des deux premières , il viendra
L’équation (c’) donne R = — , ce qui change les deux
autres en
A cause de
cette dernière équation prend la forme
4“ (« — a')2 (a 4“ a') s 4“ 2ot'2 -|- 2r2 = O ;
et remplaçant S par sa valeur
(« — «')* S =; (g 4- g') (g — g') — 2 [a' (a — a')] , ' on trouvera d’abord
(g2 4_ 6'2) („ _ „/) _ (g 4- g') [(« 4- «0 (e - g') 4- (« - «') (e 4- gO] -f- (a 4“ «') [(<5 4" ^') (a — «')]
et successivement, à cause des réductions , -
(gs + g»2) (a _ „I) — (g + g')2 (a — «') — 2a' (a — «»)(« + a')
(g2 -j- 6'2) — (g -{- gi)2 — 2a' (a -j- a') -f- 2 (a'^ = 0 ;
d’où en6n
gg' 4- aa' — r* = 0, (P)
équation d’une ligne droite perpendiculaire à la droite qui joint le point donné avec le centre du cercle donné.
60. Si le point donné ( a, g ) est extérieur au cercle , l’équation P représente, comme on l’a vu, la corde de contact des tangentes menées au cercle par ce point. Cette remarque fournit le moyen de mener les deux tangentes au cercle sans se servir du compas. En effet , par le point donné M on mènera une couple de sécantes quelconques MAB, MOD ; on joindra les points de section^ directement ou réciproquement, par les cordes BDI , AGI, ou BHC , AHD, et la ligne IT'HT déterminera les points de contact T etT'j il n’y aura pins qu’à mener les tangentes MT , MT'.
61. Si l’on suppose que chaque couple de sécantes se confonde . en une seule MAB , les cordes de jonction diverse deviendront les tangentes BI , AI (6g. 28 et 29 ) , et l’on en conclura le théorème suivant :
THÉORÈME
Si d’un point extérieur ou intérieur on mène des sécantes , et , par les deux points de rencontre de chacune avec le cercle des tangentes à ce cercle , ces couples de tangentes se couperont sur une même ligne droite perpendiculaire k la ligne qui joint le point donné au centre du cercle.
Si le point est extérieur, la droite est intérieure, et n’est autre chose que la corde de contact prolongée.
Si le point est intérieur , la droite est extérieure, et se construit facilement : on mènera la corde -TMT' perpendiculaire à OM ; le point de rencontre !„ des tangentes TI. , T'I. , déterminera la droite cherchée HH' , perpendiculaire à OMI. (6g. 29).
THÉORÈME
G&. Si de tous les points d’une ligne droite on mène des couples de tangentes à un cercle , les cordes de contact se couperont toutes en un même point.
Ce théorème , réciproque du précédent , n’est qu’un cas particulier de celui qui suit. ^
Si dans l’équation finale (P) on fait = 0 , on trouve «' =;
Ce résultat , étant indépendant de |S , démontre que,
si de tous les points M, d’une droite GG' on mène des couples de sécantes M, A, B, , M'.A'.B',, et qu’on tire les cordes de jonction directe et réciproque, A, A', , B, B', , et A’, B, , A, B,' , les droites Ijl'j se couperont toutes eu un même point P ,
Qui a reçu le nom de pôle de la droite (fig. 30), parce que les droites IJ,', qui s’y coupent, semblent tourner autour de lui. La droite GG' s’appelle polaire.
63. Lorsque la ligne GG' est intérieure (fig. 31), les droites I.P, se coupent an pôle extérieur P ; de là :
THÉORÈME
Si tant de quadrilatères qu’on voudra, inscrits au même cercle , ont un côté commun , les droites qui joignent le point d’intersection des diagonales et le point de concours des côtés adjacents au côté commun concourent toutes au pôle du côté commun.
Les théorèmes suivants ne sont que des corollaires de ce qui précède :
THÉORÈME
D’un point quelconque donné on mène des sécantes en nombre quelconque à un cercle , on joint directement et réciproquement les points d’intersection des sécantes et du cercle; des deux points d’intersection de chaque sécante on mène les tangentes ; tous les points de rencontre des cordes de jonction directe, réciproque et des tangentes, se trouvent sur la polaire du point donné (6g. 32 et 33).
THÉORÈME
Dans tout quadrilatère inscrit, les côtés opposés et les tangentes menées par les extrémités des diagonales se coupent sur la polaire du point de rencontre des diagonales (fig. 34).
Ce théorème n’est qu’un cas particulier du théorème général qui précède, lorsqu’on suppose le peint intérieur.
Rimarqun sur Ut pôles et les pelosres.
D’après ce qui vient d’élre démontré ci-dessns
Le centre du cercle et le pôle sont toujours sur la même ligné perpendiculaire à la polaire, et le rayon est moyen proportionnel entre les distances au centre de la polaire et du pôle. La corde de contact des deux tangentes au cercle est la polaire du point d'où elles sont menées.
THÉORÈME
La droite qui joint deux pôles est la polaire du point d’intersection de leurs polaires.
^ (“i > Pi) > (“. les coordonnées des pôles , et r le rayon
du cercle , les coordonnées du point d’intersection des polaires seront déterminées par leurs équations
d’où l’on déduit
et par conséquent
ce qui prouve que la droite qui joint le centre et le point d’intersection est perpendiculaire à celle qui Joint les deux pôles.
D’ailleurs
d’où
à la droite des pâles ,
exprimant la distance du centre origine
0& voit que le rayon est moyen proportionnel entre les distances du centre à la droite et au point : donc , etc.
Il est facile de conclure de là les théorèmes suivants :
THÉORÈME
Les polaires d’un nombre quelconque de pôles en ligue droite concounnt en un même point.
THÉORÈME
Si tous les pôles sont sur des droites également distantes du centre , tous les points de concours des polaires seront sur une circonférence concentrique à la première , et dont le rayon est une troistèine proportionuelle au rayon du cercle donné et à la distance constante des droites au cenU-e.
tl5. Trouver la plus courte et la plus grande distance d’un point à la circonférence d’un cercle, et déterminer les conditions de tangence de deux cercles.
Soit — 1) l’équation du cercle douné ; (a, h) et {x, y) '
étant les coordonnées du point douné (iig. 35) et d’un point quelconque M de la cireonférence , la distance de ces deux points aura pour expression
(ar — o)2 4- (y — b)^ = d?. (2)
L’élimination directe entre ces deux équations donnera pour y _ (g^4-y4-r^ — <f) — 2aar
et substituant cette valeur dans l’équation (1) , il viendra
A*)»2 - 4o(o2-f A2_|_ d^)x-=kb-r^^ (aî+ 4*+ r»— ;
d’où , toutes rédactions faites ,
_ o(a2+i2_j_^ -d?)± r"— {a^+P-\^~æy
Si d était déterminé , cette valeur de x serait celle des abscisses des points d’intersection des cercles (1) et (2) ; mais d restant indéterminé , la limite de cette valeur de x lui sera assignée par lu relation
qui servira à déterminer en même temps l’inconnue d. On en tire
PA et PB sont donc les limites des distances du point P à la circonférence.
D’ailleurs, si l’on observe que l’équation (B) est la relation nécessaire pour que les deux valeurs de (A)|se réunissent en une seule, on reconnaîtra que l’expression (C) est la condition de tangence des cercles (1) et (2''. Si l’on désigne a^-|- par D et d par r', cette condition deviendra ' = r' r ;
si l’on substitue à d sa valeur (G) dans les valeurs de or et y, on trouvera
ar
br J. . y A
. ; dou.2 = -,
qtii n’est que la condition (C) sous une autre forme.'
66. Par trois points donnés faire passer un cercle, ou déterminer le centre et le rayon du cercle circonscrit à un triangle donné (Gg. 36).
L’origine des axes rectangulaires étant placée à l’un des angles A du triangle, et le côté AB étant pris pour axe des x, si l’on désigne par 0,0; 0 , o ; a , A , les coordonnées des points A , B , C ,
Les équations des côtés seront
y = 0 , (AB) ; y = ^ a? , (AC) ; y = - — (tr — a), (BC).
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Enfin ,.a,p, étant les coordonnées inconnues du centre du cercle ' demandé , et p son rayon , l’équation de. ce cercle sera
Ce cercle devant passer par les points A , B et C , on aura^our dé terminer les inconnues de l’équation A les trois équations de condition
d’où l’on tire , en les combinant par soustraction ,
(2) — (1) ï= — 2ca = 0 , » (A)
(3) — (1) = a^ — 2a«+i2_. 2Ap = 0, (B)
(3) — (2) = — 2(o — c)a-|-A^ — 2ip = 0. (C)
L’équation (A) , mise sous la foi me
représente la ligne MO perpendiculaire sur le milieu du côté AB. L’équation (B) prend la forme
et représente la ligne M'O perpendiculaire sur le milieu de AC.
Enfin l’équation (C) peut s’écrire
et si on la compare à celle du côté BC , on verra de même qu’elle représente la droite M'O élevée perpendiculairement sur le milieu de BC ; d’où l’on déduit la construction géométrique connue.
On conclut encore ce tliéorèine:
THÉORÈME
Les perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés d’uQ triangle concourent en un seul et même point, qui est 'le centre du cercle circonscrit.
Les coordonnées de ce centre s’obtiennent facilement à l aide de
deux quelconques des équations (A), (^)et (C), et l’on trouve
c • — ac
La valeur de p devient nulle si = ae , c’est-à*-dire si le
triangle est rectangle en C ; et le ceûti-e se trouve au niUieu de la base.
Si |/a2-j-A^=:e=2a, c’est-à-dire si le triangle est équilatéral,
.et le centre est ^ué aux deux tiers de Ja hauteur , à partir du sommet.
A cause des valeurs de « et de ^ , on a
d’où et
4iV=(a2-f-A^) 2ac -f-a^) -4- i^] ya^+'P y{c-ay+l^ _AC.CB
AC.CB.AB
surf ACB =
De là le théorème :
La surface d’un triangle est égale au produit d« trois côtés divisé par le double du diamètre du cercle circonscrit.
Diqiîir' ^ CïûiJ^I
67. Décrire ud cercle tangent à trois droites donnéés (fig. 37).
Les axes étant disposés de la même manière que dans le problème précédent , et les notations étant les mêmes , le cercle demandé aura pour équation
(s — af + (y —
K , ^ et P, seront déterminés par les relations qu’on obtiendra entre ces inconnues et les constantes du problème , en exprimant que les porpendiculaires abaissées du point («, ^) sont toutes les trois égales au rayon p.
D’abord la perpendiculaire abaissée du point « , p, sur le côté AB , dont l’équation est y = 0, étant égale à l’ordonnée elle-même, on aura
La perpeudiculaire abaissée soi‘ le côté AC , dont l’équation est
* OjS — ia
a pour expression 3: 1|_ ^ 2 - ^
et la seconde équation de condition sera
ap — Aa
Enfin , pour la perpendiculaire sur le troisième côté BC , dont l’équation est
- c — a on obtiendra la troisième équation ,
(ar — o),
Le système des équations (1), (2) et (8) , peut être remplacé par le système des trois équations suivantes , qui sont le résultat de leur combinaison : . .. !
aS — ba Ka^ 4- *2
a^ — bx ^ (c — a) ^ — Afc~ a)
Vfl" + P
|/rc— aj2 + A2
Pour délerminer ces lignes droite^, sur lesquelles le centre du cercle tangentdoit se trouver, on observera que les deux premières prennent la forme
'-i/‘+ar '
mais de la formule générale
. „ , 2 tang A
tang 2A = R-„—
” 1 — tanq^ A
on tire
tang A =■
tang 2A
1 l/l -j- lang^ 2A ' .
On voit , par conséquent , que l’équation (A) est celle de la droite AO, et AO, passant par A , et divisant l’angle CAB et son supplément en deux parties égales.
De même l’équation B) renferme à la fois l’expression de deux droites BO, et Bü^, qui divisent l’angle CBA et son supplément en deux parties égales.
Quant à la troisième équation , elle est évidemment satisfaite par « = a , et j5 = A donc la ligne droite qu’elleVeprésenie passe par le point c.
De plus, si l’on y fait p = 0 , pour déterminer le point où elle coupe la base du triangle , on trouve
d’où
(c — àf -j-
ce qui montre que les deux sej^ments qu’elle détermine sur la base du triangle sont dans le rapport des côtés adjacents : donc celle ligne divise l’angle du sommet ou son supplément en deux parties égales.
De là la construction connue , et ce théorème :
Dans tout triangle, les trois droites qui divisent les trois angles intérieurs ^ en deux parties égales , ou bien deux suppléments et un intérieur, concourent en un même point.
S’il était question de décrire un cercle qui retranchât sur chacune des droites données une corde égale à 2 m, on déterminerait les quatre centres comme précédemment ; et de ces points, comme centres , et d’un rayon égal à
-}- le carré du rayon tangent ,
on décrirait les quatre cercles qui répondent au problème. Ilfcst facile de se rendre raison de cette construction si l’on se souvient que les cordes égales sont également éloignées du centre , et que par conséquent le problème revient toujours à déterminer les points à égale distance de trois droites données.
68. Si l’on remplace ^ par sa valeur tirée de l’équation (1) dans le% équations (2) et (3) , et si on élève les deux membres au carré , on trouvera , toutes réductions faites ,
ha^ — 2asa — — 0 ,
b{c — «)^ — 2 (c — o) (c — a) P — bp^ = 0. (5)
L’équation (5) , à cause de l’équation (4), se réduit à
d’où
2 a (A — p) — [Ac — 2 (c — o) p] = 0 ,
Ae — 2 (c — a) P
substituant cette valeur dans l’équation (4) , on obtient successivement
h \hc — 2(c — a)py — ûao(A — p) {hc — 2(c — a)’f] — khp\b — pŸ ~ 0 ; et ordoauaut par rapport à p , après avoir effectue les calculs ,
AV
.[c^—a{c — a)']p^-{-bc^p ^ (F)
Cette équation du quatrième degré fait voir !• qu’il y a en général quatre cercles tangents à trois droites ; 2“ que trois d’entre eux ont leurs centres au-dessus d’un même côté et le quatrième en dessous : en effet , l’équation a trois variations de signes et une permanence; 3" que le produit des quatre rayons est égal au carré de la surface du triangle formé par les trois droites , car le
( hc\^
Yj , abstraction faite du signe, qui indique un changement de direction.
De plus , si le triangle est rectangle en c , on a
— ac = 0 ,
et le second terme s’évanouit. D’où l’on conclut ce théorème:
théorème.
Dans tout triangle rectangle le rayon du cercle tangent aux trois côtés , et extérieurement à l’hypothénuse , est égal h la somme des trois autres rayons. .
Au moyen des équations (6) et (6) , on trouve l’équation finale en a
— 2éa.^-\-a.\(e+a) (c — a)-^ac—V^^-^b‘^ — a[e — o)]c«— 0 , (F) qui démontre que
Les quatre valeurs de multipliées entre elles , donnent pour produit le carré de la surface du triangle, et que leur somme algébrique est égale au double de la base.
Nous engageons le lecteur -à tirer d’autres conséquences des équations (F) et (F') , en faisant diverses hypothèses sur la forme
- — — BtqitirtclïT tîoogk'
du triangle formé par les droites: On trouvera, entre autres choses, que,
Si des trois droites deux sont pataHèles , les centres se trouvent sur la ligne 5 égale distance de ces paralMes , et que les quatre solutions se réduisent 5 deux. • .
Les équations Jde condi^on
. _£izii?L — „ .
— Pi
donnent directement les coordonnées des centres et les rayons des cercles tangents. En effet , à cause de l’équation (1). les deux équations suivantes prennent la forme
ap — Aa ± (3 (/ -j- ,
(c — a) (3 — A (e — — «)^-f-A*j d’où l’on tire sans difficulté
^ c(azf:l^a‘-\-P)
c zf — af ’
P zpl^(c — a)^-|- A*
Si donc l’on désigne par A le côté e = AB ,
par B le côté -f A* = AC , '
par C le côté (/(e — a)^-j-A^=BC, par 2P la somme des côtés (A -f B -f C) ;
et observant d’ailleurs que Ac= 2 surf ABC, les valeurs des rayons, abstraction faite des signes, seront
surf
pour le cercle O, , p, = pour le cercle O, , p* =
P ’ surf
fP— A) 5
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pour le cercle O. ;
pour le cercle O, ». p, = :
^llî’P 4
doù P. X P. X Pj X ^ _ J 3 ^ (-p _ .
et à cause de surf = |Xp (P -a' A) (P — B) (P — C) ,
P. X p.X Pj X p, = sürî ^ vérification de la remarque précédente, r désignant le rayon du cercle inscrit , on a
surf ACB=:(A-f,B + C)
De là le théorème connu :
La surface d’un triangle est égale à la somme des câlés multipliée par la moitié du rayon du cercle inscrit.
A cause de la formule
iHFf2 = rX p.X PaXpa,
on déduit cette autre expression de la surface du triangle
snrf P» X P3 X p^
70. Par deux poiuts donnés faire passer un cercle tangent à une droite donnée (tig. 38).
La droite donnée est prise pour axe des x , et l’origine des coordonnées rectangulaires placée au point d’intersection de la droite qui joint les points donnés A (a, b) et B (a', b') et de l’axe. L’équation du cercle sera toujours
et l’on aura pour déterminer «, p etp les trois équations de* condition
Si —
^a'~ .y + {b'-py = P^. ( 3 )
En vertu de l’équation (1) les deux autres deviennent . (a — «)^ = 0 ,
(a' — af — Ib’p = 0;
substituant dans la première lat valeur de p tirée de la seconde, on obtiendra, après avoir développé et ordonné ,
(b' — b') a — 2 (ab’ — a' b) a -|- (a^ - 1- — b{a'^-\- b'^ ; (F)
mais puisque la droite AB passe par l’ori{jinc , on a
d’où 1* ab' — o'A = 0 , et le second terme s’évanouit ; ^
„ a^^b^ ql^b’^ 2. J.2N 12 («''+*'")
et enfin A' (a* -j- A^) — A (a’^ — A’^ = — (A' — b) (a'^ -j^ A'^^ i j
l’éqnation précédente (F), en verlu'de ces réductions, prend la forme *- * ♦
et
r 2 _ p/a" + P ya'2 -f A’2 = o|
A' ya'2 + A'ï ' ,
donc enfin
Or «, d’après la disposition des actes^ dési{fne à la fois l'abscisse du centre et du point de tangence , et d’ailleurs ^
Ka^-fT' = = ÜB : J
■'âih-
' — 6 « ' les points de tangence , et les perpendiculaires T,0, , T.,0^, seront donc déterminées. ,
D’un autre câté, si l’on retranche l’une de l’autre les équations (2) et (3) , on trouve
(a2_a’2)-2«(a— 2i3(J — i’) = 0 ; équation qui prend la forme
et qui représente la droite 0,M0, , perpendiculaire sur le milieu de AB. * ■
De là cette construction : ,
Prolonger la ligne qui joint les points donnés jusqu’à sa rencontre avec la droite donné. Chercher une moyenne proportionnelle à OA et OB, qu’on^portera à droite et à gauche du point O en ’T, et T,; élever les perpendiculaires T.O, , T,0,, et les points O, et O., où ces pcrpci^culaires seront coupées par la p^||^diculaire 0,M0, élevée sur le milieu de AR, seront les centres ^ cercles cherchés.
Au 1^ de chercher par la méthode ordinaire une moyenne proporlion^lle à OA et OB , on peut faire passer par les points A et B une circmférence quelconque et la tangente menée du point O à cette cinCûnférence sera encor.e' la valeur de a.
Si b , c’est-à-dire si les deux points sont sur une ligne parallèle à ^ droite donnée , l’équation G devient celle d’une ligne perpendiculaire à l’axe des x , et le point de tangence est le point d’intersection de cette perpendiculaire avec l’axe. Le problème est ramené à faire passer un ccia:le par trois points donnés.
U PROBLÈME
71. Pa j.un point donné faire passer un cercle tangent à deux droites données (St. 39). r,
. L’origine, dés axes rectangulaires est au point d’intersection des droites données, et la ligneu}ui divise leur angle en deux parlièa égales est prise pour axe dte x, le point donné étant dans cet angle. W
Les droyes OB , OC , auroMMur équations '
Digiii^pOa ! .*Gi‘OgU
■* . ' ' y= Ax,
' y=z — Ax, * '
A étant la tangente de la moitié de l’angle des deux droites.
Les perpendiculaires abaissées du centre du cercle cherché, dont les coordonnées sont a, S, sur ces droites , auront pour expression, P étant Je rayon du cercle cherché ,
ki+A^ /
On remarquera que les perpendiciriaires ont une direction inverse l’une de l’autre , ce qu’exprime la dilTérence de signe.
D’ailleurs le cercle demandé devant passer par le point A (a, h), la troisième équation de condition sera
Les équations (1) et-(2) donnent 6 = 0, ce qu’on savait à priori, puisque le centre du cercle tangent aux deux droites doit se trouver sur la ligne qui divise leur angle en deux parties égales.
Cette condition change l’équation (3) en .•ü (o - a)2 -}- A2 = , '
relation qui convient à la fois au point A ( a , A ) et à son symétrique A' (a, — A). Le cercle cherché passe donc par ces deux points, et le problème est ramené au précédent, c’est-à-dire à faire passer par les deux points A et A' un cercle qui touche l’une des droites ; ce cercle sera aussi tangent à l’autre.
Deuxième solution. A cause de 6 = 0 , les équations (1) et (2) donnent à la fois (ç;
= fx = p ;
et comme
: sin (± A) ,
Kl-fA^
a sin (± A) — p. \
Or, si d’un point quelconque de la ligne qui divise en deux
parties égales l’angle des deux droites , D par exemple, pris pour centre , on 4écrit une circonférence tangente aux deux droites , en désignant la distance OD par , et le rayon DS par r , on aura aussi
</ sin (d; A) = r ,
dou - = — .
Si donc on joint OÂ , qui coupe les cercles D , C, et C. , aux points I, I'; G, A J A, H, on aura
H. — 2E DI _OD
AC, “OC. HC.“üC.’
et par conséquent DI et DI' sont parallèles à GC, , AC, , et AC, , HC,.
De là cette autre construction : . '
Joindre le point de rencontre des droites données avec le point donné ; diviser l’angle des deux droites en deux parties égales ; d’un point D de cette ligne , pris pour centre , décrire un cercle tangent aux deux droites , qui sera coupé par la droite OAH en deux points I et I'; joindre ID et l'D , et par le point A mener parallèlement à ces rayons les droites GC,, AC. , qui détermineront par leur rencontre avec ODC,C. les points C, et C., centres des cercles cherchés.
Troisième solution. Le parallélisme des droites IS et l'S avec Al, et AI, fournit une troisième construction.
Quatrième solution. Enfin, si dans l’équation
on substitue à sa valeur î/
p — a sin A ,
l’équation résultante , toute réduction faite , donnera
O I yf a Y g^-|-
* cos^A ~v Veos^Ay cos^A'
Pour construire cette double valeur, on prolongera AA' jusqu’à sa
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rencontre avec la droite OM en M ; point M on élèvera MN pcrpendicalaire à OB , et on aura
OM=r
OP cos A
cos A
et
OK
cos A cos A
le radical sera exprimé par NK ; enfin , du point N comme centre , et avec ce rayon NK , on décrira un arc de cercle qui coupera OX en deux points C, et G, , qui seront les centres des cercles demandés.
Si les droites données sont parallèles , h étant leur distance , l’équation générale (3) se change en
qui représente le cercle décrit du point A (a, i) (fig. 60) comme centre et d’un rayon égal à L’intersection de ce cercle et de la droite OL , à égale distance des détfx parallèles, déterminera les centres C, et C,.
On peut encore employer la première construction du problème général.
On voit facilement ce qu’il feut faire si le point donné est sur l’une des deux droites , ou sur la ligne qui divise en deux parties égales l’angle qu’elles forment.
72. Décrire un cercle tangent à deux droites et ii un cercle donnés.
Si le cercle donné est coupé par l’unê des droites (fig.‘ 61), soit cette ligne prise pour axe des x , l’origine des axes rectangulaires au point d’intersection des deux droites. i
Soient A l’angle des droites, j'
air, les coordonnées du centre et le raywi du cercle
donné , ’
e, P, les coordonnées du centre et le rayon du cercle
demandé.
Ce cercle devant être tangent à la droite prise pour axe des ;r, on a pour première équation de condition
la condition de tangence avec les deux droites à la fois sera exprimée par.
e = atang-r
ou g = a tang
enfin, la condition de tangence du cercle donné par le cercle cherché fournit la troisième équation
U n’v a dans ce cas qu’à considérer la tangence extérieure. Ces équations étant en nombre suffisant pour déterminer les inconnues », 6, at „ il ne reste plus qu’à éliminer entre elles.
Pa,U8«l»ümûo„ te valeur, de 6 et, Urée, de» e,«auous ( 1 )
et ( 2 ), l’équation (3) devient ^
développant et ordonnant, on obtient, toute réduction faite,
„2 - 2 [a -f (i + r) tang ® »
A ces deux valeurs il faut joindre les deux autres
, , /^200° - «’.= fl-h (i+ r) tang ^ )
Ces quatre valeurs se construisent facilement, ainsi qu’il suit : On divisera l’angle des deux droites, et son supplément, en deux parues égalés par les droites OS , OU ; par le point P , projection
PS'^'^PÜ^ naraîl'l'* ’ P”'® ^es :r, on mènera
Pn _ pi’I . bissectnces OS , OUj sur OX on portera
de s7rte qi;; ^ indéûnie IDP, ID = (i 4- r) tang ^ ,
DP
:(r + A).ang(^^)
PL'-”pT"‘ OX . et prenant PL = P«
PL =FH', on aura
OL = a -}- .
OL
^ ~h (^-h*") tang
Sur ces deux longueurs , comme diamètres , on décrira des
ép™rsToT P"'*'®"" OT’, OT»,
égalés à OT tangente menee du point O au cercle donné • les ra
T P.’ T - ^ l ^ ‘•'■«'«e et à gauche des noints
L et L , onobtiendra les quatre points V, V’ V” ’V”’ m't Ipc ^ i
cherchés doivent toucher la droite OC axedesir p/i
'8'"“ '“"8" .1“ 8roi.es «’
Si le cercle donné est compris entre les deux droites Ipc i derntères solutions sont remplacées par la valeur ’
« («+(*-r)tang0'_(a2+A2_^j ,
résultat provenant de l’équation ■ ' .
ay + (C~i)2~(^ _
: la condition de tangence des deux cercles est en général -■ • ■ (« - a;^ + (e A)2 - ^ " . ' ,
les équations de condition spront , en embrassant tpus les cas pos-
sibles ,
Si l’on retranche successivement les deux dernières équations de la première, on trouvera
2a.“+2i^q: 2(r,±:r,)p==a.2-j-i,2-t-rj2— r,2. (5)
Cela posé, soient x, y, les coordonnées du point de tan{;ence du cercle avec le cercle dont le centre cherché est l’origne des axes : ce point devant se trouver à la fois sur la circonférence de ce dernier cercle et sur la ligne qui joint les deux centres, on aura les deux relations
L’équation ( 7 ) donne
et à cause des équations (1) et (6) ,
Maintenant, si dans les équations (4) et (5) forme •
mises sous la
2o,«-f 24j3._^.2(r,±:r.) (pnLr,)==a.2+A,2-|-r,2— r,q;2(r,±r.)(±^^^ , • '
2a a+2A.prp2(r,±r.) (p±:r,)=o.2-f-i.2- (r 3 -r.)qr 2 (r 3 rhr.) (±r,),
on substitue les valeurs de k et j3 trouvées précédemment , on obtiendra
Soien t C, , C, , C, , les cercles donnés ; 0(,, , 0( ,, , 0^,, j) , les centres de similitude extérieurs correspondants aux cercles indiqués par les notations. Les polaires se coupent en P, , P, , P, , dans les cercles C,, C., C,, et les dishomologueseu un même point D(n°.57). Les droites PjD, P,D, P.D, détermineront les points de tangence Tj, T., T,, par lesquels le cercle tangent devra passer.
On peut encore déterminer le centre en menant les rayons CjTj , C.T. , C,T, , qui concourent au même point.
Cette conclusion ne donne qu’un cas particulier du problème , celui où le cercle cherché est touché extérieurement par les trois cercles à la fois. On trouvera les sept autres solutions en combinant les polaires entre elles , et en remarquant que les droites qui joignent les points de rencontre des polaires et celui de concours des dishomologues coupent chaque cercle en deux points. Il est en effet facile de voir, p#r les équations (9), (10) (fig. (11) et 12) , que les problème est susceptible de huit solutions.
74. Décrire un cercle tangent k deux cercles donnés , et passant par un point donné (fig. 45).
D’après ce qui a été dit (n® 58) , il nous suffira de renvoyer à la figure pour la solution de ce problème et des suivants.
75. Décrire un cercle tangent à un cercle donné , et passant par deux points donnés (fig. 46).
76. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés et k une droite donnée (fig. 47).
Les polaires sont les tangentes parallèles aux droites.
77. Décrire un cercle tangent à un cercle donné et ï deux droites données (fîg. 48).
Les polaires sont les tangentes au cercle parallèles aax droites données. Les disbomologues se confondent avec les droites Q, C, ; l’intersection du cercle Cj avec DP déterminera le point de tangence T, J le centre du cercle cherché sera à l’intersection du rayon QT, et de la ligne DC, qui divise l’aqgle des droites en deux parties égales.
78. Décrire un cercle tangent à un cercle et à une droite donnés, et passant par un point donné (fig. 49).
Le point de taugcnce T, étant déterminé par l’intersection itvec le cercle C, de la droite PD , qui joint les points d'intersection des polaires et des dishotnologues, le point de rencontre du rayon et de la droite TC, perpendiculaire sur le milieu de la droite C,Tj , sera le centre du cercle cherché.
Lorsque chaque flgure ne présente qu’une solution du problème qui leur correspond , il est facile d’y suppléer pour trouver toutes les autres solutions que chacun d’eux comporte. Au surplus, la ligure (50) réunit les quatre solutions du problème 77.
TROISIEME SECTION
PROBLÈME. ' î
79. Étant donnéjin nombr e qûeltonque de points dd»? upplan, trouver la relation qui existe entre les cdtés du polygone (brmé par la jonction de ces points et les sinus ou cosinus des angles que ces côtés font avec une droite quelconque menée dans le même plan. -- ‘
SOlCIlt y J y y ^ Aj j Ct^ y y étC. | üa y ^0 y
les coordonnées des points, en nombre n -, rapportées à d^ux axes rectangulaires situés d’une manière quelconque dans le plan. .
Les dryiles qui joignent ces points auront pour équations
A* rV _ V
(Xj — Oj) , etc. ;
et les distances respectives seront représentées par les valeurs >
C. = (A. — Aj)* -|- (a. — ayf
Cj = K(*3 — Co, — etc.
Or, la droite qui joint deux des points donnés (a. ,' et (a, , ÿ par exemple , fait, avec l’axe des x, tut angle ^nt la tangente est b— b
et à cause des formules ,
sin A c: -r , cos A = * — • ,
K 1 + tang* A |/l -j- ^"6* ^
lU —
ou trouvera sur-le-champ cos (C, , x) —
cos (C. , x) =
y (fi. — olf + iK— ’
cos (Cj , x) =
, etc. ;
sin (C, ,x)x= ~ . — — ,
• w. tf «•
sin (C, , x) =
sin (Cj , x) éz
V' (a, — (hŸ -t- — ij)*
K(o,- a,)^ + Ci3- V
par conséquent , !•;•;■:•• • *• üi.
C. cos (C. , x) = a, a, C, sin (C. , 'x) = i, i
Cj cos (Cj , a?) zzi Oj — Oj J Cj sin (Cj', x) ij ij >
Cj cos (Cj , x) == flj — Oj , etc. ; C, sin (C, , x) = Aj — A, , etc. ;
si le polygone est fermé , = a,, A_^^_ = A;
et par suite, ajoutant les équations précédentes membre à membre, on trouve . '
C. sin (C, , x) -f- Cj sin (C, , x) -}- Cj sin (Cj , x) -|- etc. = 0 , (A)
C. cos (C. , x) -j- C, C 08 (Cj , x) -|- Cj cos (C, , x) -f- etc. = 0. (B)
De là ce théorème : -
Dans tout polygone fermé, la somme algéhriqne des produits de chaque côté par le sinus ou le cosinus de l’angle qu’il fait avec une droite quelconque est égale h «éro.. - ' .
- Si le polygone était régulier , on aurait ‘ ' ’ ■
sin (C. , x; -J- sin (Cj, x) sin (C, , x) -j- etc. := 0 , cos (C, , x) -j- cos (Cj , x) -j- cos (Cj , x) -f- etc. = 0.
Si la droite à laquelle on rapporte les angles devenait parallèle ou se confondait avec l’un des côtés du polygone,. G, par exemple, la formule (B) deviendrait
C, Cj cos (C^ ) C,) -j- Cj cos (Cj , C,) cos , C,) elc . 0 ;
et par couséquent si a, b, c, d, etc. , représentent les côtés d’un polygone fermé quelconque , on aura les formules générales des polygones ^
a-\-b cos (i , fl) c cos {e , a)-\-d cos {d,a)-\- elc. = 0 , b-\- a cos {a,h)-\-c cos (c , i) ^ cos (<i, h) -f- etc. = 0,1 O -j- a cos (a, c)-\- b cos (A , c) -|- d cos (d, c) -f- etc. = 0 , etc. , etc. . I
00, Étant donné un nombre quelconque de joints , mener au traverj de ces points une droite telle , que la somme algébrique des perpendiculaires abaissées sur elle de chacun de ces points Mit égale à unedoqgueur
donnée.
Les notations étant les mêmes que dans le problème précédent ,
soit
IK. 'I.' ■..'.l-
y = Aar -f- B
l’équation de la droite cherchée. ■ ; i- ’
Les perpendiculaires menées des points {a^,b,), (a,, A,),
etc., à cette droite, auront pour expressions v
(B — A. ) Aa, (B — A.) -j- Aa, (B — A,) -{- Ag,
Kï+p- ’ ’ |/r+p ’ ’
ét , d’après l’énoncé ,
(B-A.)+Aa. ; (B-AJ4-Aa. (B-A3) + Ai7, . ,
Celle équation , dans laquelle A et B restent indéterminés, montre qu’il y a une infinité de droites qui répondent à la question. Mais si l'on suppose que la droite cherchée passe par un point (?,$), on aura
f=AÇ,"4"®» d'où B = 9 — A5»
et l’équation précédente deviendra fy^A.l— A (g— a.) . (y— A,)-A(g— g,) , (y-A 3 )-Ag-g,)
l/ï+p l/i-fA*
OU bien epcore ' , ■ ■ i
T+T+.fitÇ--,— +•••)— («.■+q.+«s--Q] ^ , et les points donnés étant en nombre n,
d’où enfin ■ ■ ' ■ ■ '
,«)■*» :ti î‘*. J. •>; 1 . *■'•.'* ••fiit tJ- ‘ V •» ' ‘ ' ■ 1.1 - '■■J -i'
Si l’on se reporte aa n'ùS, éqnation (1) , on reconilaîtra dans cette expression que la droite passant par le point (y , Ç) est tangente au cercle dont le centre a pour coordonnées
" .1 : I 'i. -I i. .! I ..L'.liJi
A, + ù. -I- A 3 -I- etc. a, 0 , 4- «J etc. . l ‘
~ — • ^ ^ ^ et pour rayon - .
Sans rien spécifier de la droite cherchée , l’équartion ( 1 ) ÿ mise sous la forme
(équation T' dun®/U), indique encore que toutes' les droites cherchées sont tangentes au cercle désigné ci-dessus.
Si /= 0, l’équation ( 2 ) devient
, , _ ù.-fA.-f Aj-l-etc. _ ^ / a, -h a, -h fl 9 +-etc. \
la droite cherchée passe donc par le point
/ b, 4- A, A 3 + etc, fl, + a,4- Cj-l-eRî. X \ n ^ ’ , n /
82. Ce point, qu’on a nommé centre des moyennes distances > se trouve facilemcmt par la construction suivante :
Soient A, , A, , A,, ’A, , etc. les points donnés; OY et OX,- les axes anxquels les coordonnées (a, , A,), (oj, ij) , (^7^, ,
etc., sont rapportées.
Par le milieu I, do la droite A, A, on abaisse l’ordonnée I.H. , et si on la représente par B, , on aura-
joignant I, et A, , et divisant I.A, en trois parties égales , l’ordonnée I.H.= B, , à cause des parallèles I,H., AjP, , sera déterminée par la proportion.
d’où
De même joignant I.A^ , et divisant cette ligne en quatre parties égales , l’ordonnée = B^ , correspondant au premier point de division à partir dn^int I, , sera déterminée par la proportion
d’où
On voit facilement comment on étendrait, cette construction à un nombre quelconque de points.
Il est évident que les mêmes relations existent pour les abscisses de ces points. tk
85. On appelle centre de figure d’un polygone un point tel , que toute sécante y est coupée en deux parties égales.
Il ne faut pas confondre le centre des moyennes distances des sommets d’un polygone avec le centre de ligure. Tous les polygones réguliers d’un nombre de cêtés pair ont un centre de ligure qui est le même que le centre des moyennes distances, qui se confond avec le centre du cercle circonscrit. Les polygones rt^uliers d’un nombre de côtés impair n’ont point de centre de figure.
84. Trouver le lieu géométrique des points tels, quels somme des carrés det distances de chacun d’eux à un nombre quelconque de points donnés soit égale à. une surface donnée m’.
Si V et € sont les coordonnées d’un point quelconque du lieu géométrique cherché , on trouvera tout d’abord , en conservant les mêmes notations,
+(? — + (? — oO’
etc.
et développant
équation d’un cercle dont le centre a pour coordonnées
coordonnées du centre des moyennes distances.
Si l’on transporte l’origine à ce point , l’équation du cercle prendra la forme
, Le lieu géométrique est donc un cercle qui a son centre au centre des moyennes distances des points donnés , et pour rayon ^ la racine carrée de l’excès de la surface donnée sur la somme des carrés des distances du centre des moyennes distances à chacun des points donnés, divisé par le nombre des points.
8tS. Si le nombre de ces points est pair , et qu’ils soient les sommets d’un polygone régulier, le centre des moyennes distances se confond avec le centre du cercle circonscrit au polygone; alors, R étant le rayon du cercle circonscrit , on aura
d’où tn^~n (R^ -4- e‘). ,
De là ce théorème: ‘
Étant donné un polygone régulier d’on nomJire de cdlés n pair inscrit dans luie circonférence de rayon R , si on décrit une autre circonférence concentrique et de rayon p, la somme des carrés des distances de chacun des points de cette dernière circonférence à chacun des sommets du polygone sera (R^ -j- p^') , c’est-à-dire constante.
, THÉORÈME
86. Si d’un point quelconque intérieur à un polygone régulier on abaisse des perpendiculaires sur chacun des côtés de ce polygone , la somme de ces distances est constante.
L’équation d’un des côtés du polygone étant
la perpendiculaire abaissée du point y , ï , sur ce côté , aura pour expression ■
y (a. - af -r
de même pour les autres distances
n — Cy — — gj) - — «.) (^. - ^3)
n (y — i}) (« 3 — q« ) — (g — «3) (^3 — etc.
d’on D, -f- D. Dj -f etc... =
f/(a,-a,y+[b-bf AA)' ^
lf/(a,-a^^-h(6,-b.y ^
I («A- «A) I A^.-flA) _ [ 4..
Or, d’après l’énoncé , •
et les termes efl ^ et ç s’évanouissent ; la somme des distances devient donc, en désignant par e le côté du polygone régulier,
D,-f D.-j-Dj-f-..
TI r .1 1 . — tt,b.
Il est facile de voir que - — , etc. , sont les
expressions des perpendiculaires abaissées de l’origine sur chacun
des côtés (a, A, , a.Aj , aj >^ , etc, ; et si l’on suppose l’origine
au centre du polygone régulier, r étant le rayon du cercle inscrit ,
on aura
— a fi, afi, — a,bj afi^ — afi^
de là , par conséquent ,
n exprimant le nombre de côtés du polygone régulier.
On vient de voir que
afi, — afi .
\^(a,-ay-\-Çb.-by
est l’expression de la perpendiculaire abaissée de ^origine sur la longueur
Or (fig. 52) ,
\a, a,)^ -|- (ô, — b,i^ =2 2 surf OA,k,—a,b , — a,b, :
de là surf OA, A. = ~ ,
expression de la surface d’un triangle en fonction des coordonnées de deux sommets, l’origine étant au troisième.
THÉOKÈME^
89. Dans tout quadrilatère la somme^es carrés -des côtés est éeale à I. somme des carrés des diagonales, plus quatre fois le carré de la droite oui joint leurs points milieux. ^
En effet, si lV)n conserve les mêmes- notailons qqe précédemment , le développement de la somme des carrés des quaire côtés sera ’
l~Sa.a,~Sa,a,—Saja^—2a^a,
Les deux dernières lignes du développement prennent la forme
et par conséquent en ajoutant et retranchant les doubles produits 2a.a,+2o.a«7f-2A,i,-f2i.i,,
on aura
La première ligne représente la somme des carrés des diagonales , et la deuxième quatre fois le carré de la ligne qui joint leurs points milieux. u j
La distance des points milieux sera nulle si
ÎSràTaTb.'’' ‘ 1"’“"
d’où l’on tire
et k'(o7^=^^i:-i.)^ = i^(o,-o,)4(*s-A4)^ ,
V' (o.— 03 ) 2 -f(ù— ^3)2 = 1/ (a^_a,)24-(6.— * 3)2 , c’est-à-dire à moins que les côtés opposés ne soient égaux ou pa- , rallèles : donc
Dans tout parallélogramme , les diagonales se coupent en deux parties égales , et la somme de leurs carrés est égale à la somme ^es carrés des quatre côtés.
91. Le milieu de la ligne qui joint les milieux des diagonales est le centre des moyennes distances des quatre sommets.
' En effet, ce point a évidemment pour coordonnées
o.-Hoa I ^.+^4 I
THÉORÈME
02. Dans tout trapèze , la ligne qui joint les milieux des diagonales est parallèle aux deux bases.
En effet , le parallélisme des deux côtés étant exprimé par la relation
on en tire
(ù,— ù.) -f- (bJ—b^) _ b— b, _ Ù3— Ù4
(«.—fl.) +(«3— «4) fl.— fl. «3— «4*
Le premier membre peut se mettre sous la forme
ffl.+fls
et celte fraction est l’expression de la tangente de l’angle que la ligne des milieux des diagonales fait avec l’axe des ar ; ce qui démontre le théorème.
THÉORÈME
dS. Si l’on divise les quatre côtés d’un quadrilatère, en allant dans le sens du périmètre , en parties proportionnelles , mais en renversant le rapport pour les deuxcôtés4u même angle , les ligues qui joignent les quatre points de division forment un parallélogramme.
TJX
Les coordonnées du point de division du côté (o, A,) (a^ «
étant le rapport , sont évidemment
a,n-j-a,m A.n-j-A.m m-j-n ’ tn-\-n ’
et celles du point de division du côté suivant , le rapport étant renversé ,
et par conséquent la ligne qui joindra ces deux points fera avec l’axe des x un angle dont la tangente sera
rA,n-f-A,wil rb,m-\-b^n L m-\-n J l_
_ r g.wt-|-a,7t '
expression qui se réduit à
donc la droite qui joint les points de division est parallèle à la diagonale sur laquelle les deux côtés reposent.
Il en serait de même de la ligne de division des deux autres côtés: donc ces deux ligues sont parallèles.
On démontrerait de la même manière que les deux lignes de division des quatre côtés qui reposent sur la seconde diagonale sont parallèles à cette diagonale, et par conséquent parallèles entre elles.
Si m=n , on a le théorème suivant
Si l’on divise les quatre côtés d’un quadrilatère en deux parties égales, les lignes qui joignent les points de division forment un parallélogramme.
9t$. D’a[>rès ce qai précède , soient
c, , c, , Cj , C4 , les côtés d’un quadrilatère ;
d, , d, , les diagonales f
les droites qui joignent les milieux des côtés op> posés ;
p,, Pt, les côtés du parallélogramme inscrit ;
l la droite qui joint les milieux des diagonales :
on aura les relations
c.^+c.^+o,^+e^^ = 2(OT.2-f-wi.2)-|-4P,- THÉORÈME.
96f Dans tout triangle les trois perpendiculaires élevées sur le milieu des côtés concourent en un seul et même point.
L’origine des axes rectangulaires étant à l’un des sommets du triangle , O par exemple (fig. 53) , et l’axe des x étant dirigé suivant le côté 06 , on aura
0,0, pour coordonnées du point O ,
a, h, du point A,
b, 0, du point B ;
et les côtés 06 , OA , AB, auront pour équations
OB
OA
AB
et les perpendiculaires MI, M’I, M»I,
MI
Ml
Si l’on combine deux à deux ces trois équations, on trouvera toujours
pour coordonnées du point commun 1 des trois droites : donc, etc.
THÉORÈME
97. Dans tout triangle les trois perpendiculaires abaissés des angles snr les côtés opposés concourent en un seul et môme point (6g. Si).
Les perpendiculaires AP , BP*, OP', ont pour, équations
AP a:=a, (1)
BP»
IA
Ajoutant et remplaçant Ich par sa valeur, » étant la surface du triangle , on aura
10 1 Li 1 ic—
TA I ¥A I TA c'c'^-j-c'c^ —
lU-f-lA-J-lti — ;
ajoutant et retranchant au numérateur 2ce'e*, on trouve
lO+IA+IC = *
c'c*^+c^c' — c’^-^-ee’^-^-ec'^ — c^-|-c^c'-|“«*é’^ — — 2ce'c'
3cc'c*
"ir*
Le numérateur de la première fraction peut se mettre sous la forme
(c*-{-c’ — c) — cO (c-|-e'—
Multipliant le numérateur et le dénominateur par c-j-c'+c»» on obtiendra ,
lO-f lA-l-IC =
(c-j-c'-J-c*) (c-j-c' — e*) (c-|- c' — c') (c'4-c" — o) , Sec'c'
~ k» (c-|-e'-j^; kt ’
mais on a
donc
enfin
IO+IA+IC = ^^ + ^i
io+iA+ic=2^^:j:^+f£f^
Or, en désignant par R et r les rayons des cercles circonscrit et
inscrit, on a
cc’c*
donc 10-f-IA-j-IC = 2r+2R.
Et de là le théorème :
La somme des distances du point de concours des trois hauteurs aux sommes d’un triangle quelconque est égale à la somme des diamètres des cercles inscrit et circonscrit.
Diqitized by G
VJ
On démontrera facilement par un calcul analogue cet autre théorème :
Dans un triangle rectangle quelconque , l’hypothénuse est égal^ à la somme des deux côtés de l’angle droit , moins le diamètre du cercle inscrit.
V THÉORÈME
98. Dans tout triangle les trois droites qui joignent les angles avec les milieux des côtés opposés concourent en un seul et même point ( 6g. 55 ).
Les équations des droites AM , OM' , BM' , sont AM y:
OM
BM»
deux donne toujours les
mêmes valeurs
09. Si 1 on exprime, au moyen de ces valeurs, les distances du point de concours au sommet du triangle , on trouvera
oi=K^TO=i/ (J) +(4-‘y>
M=y = |/ (a- îyy+(*I|ÿ
et Jes oarr^t.,
!œ-^IA»+IB 2 =|[A 2 + 62 _a(é— o)]
=^a2+A2;+[(fi-a)2+A2]+6^^0A2+AB2+0B2).
Si le triangle est rectangle au ^wint A , on a
et par conséquent
ÎÜ24-IP4.ib2=|62;
d’où l’on déduit ce théorème :
Dans tout triangle rectangle , la somme des carrés des trois distances du point de concours des droites des milieux aux sommets est égale aux deux tiers du caiTé de l’hypothénuse.
100. De plus , il est facile de voir que lesdistances IM , IM' , IM', sont le tiers des lignes entières AM , OM' , BM* , ou la moitié des distances IA , 10 , IB.
On a donc
IM +IM' +IM' =|(IA 4-10 +IB ) ctïM24-m'HîM'^J(îï24ïô2-fÎB2)=^(ÜÂ24ÂB24-ôB2).
101. Enfin, si l’on exprime par <f, , <2., , les trois distances
du point de concours aux côtés du triangle , et par A, , A, , A, , les hauteurs , on aura
Si le triangle est équilatéral , on a
d’où
fl2+A2 =b^=(b - ay+h ^ ,
ÏÔH-ÎÂ^+ÎB^A'';
et comme
comme IO = IA=IB,
rf.+rf.+rf,=|(A.+A.4-A0, d,^+dy+dy = i (A 2+A.^4A^.
105. 11 estfacile de dcmonlrer aoaly tiquemeDl le théorème comm :
Dans tout triangle la somme des carrés des côtés qui comprennent un
angle est égale à la somme des doubles carrés de la ligne qui joint le ^in-
met de l’angle au milieu du côté opposé , et de la moitié de ce même côté. /
En effet, ■ AM^=^a — d’où 2AM^=2a^ —
et 2Â5P+2^=(a2+/12)_j_(6_a)2+A2;
or, a^-j-/t^=OA*, (b — aŸ-\-hh=.Piîi^ et -=OM :
donc ÜÂ 2 -|-ÂB 2 = 2 ÂM 24 - 2 üM 2 ,
106. Si donc fn,, m,, wtj , représentent les trois longueurs des
droites de milieux, et A, , 'A., A, , les trois côtés, on aura les trois équations ^
on tire de là
I (A ,2-f-A.24*Aj2).
104. Étant données les longueurs des trois droites qui joignent les sommets aux milieux des côtés opposés , déterminer ces côtés et constmire le triangle.
Les formules (A) fournissent un moyen bien simple de résoudre cette question. En effet, on trouve facilement 9A 2
= 2m,^-|-2mj^ — ,
Équations , qui prennent la forme • '
2 , > CAO
par où l’on voit que , si l’on construit un triangle avec les côtés 2m,, 2m., 2m,, les lignes des milieux seront trois fois la moitié des côtés du triangle cherché.
De là cette construction ( fig. 56 ) : Sur AA'= 2m„ comme base , construire le triangle AA'B' , tel que A’B' = 2m, , AB’ = 2m, , et achever le parallélogramme AO'A'B' ; diviser la diagonale O’B' en trois parties égales , et joindre en&n AO, AB : le triangle OAB sera le triangle cherché.
THÉORÈME. '
iOâ. Dans tout triangle les trois points de concours des hauteurs, des droites des milieux et des perpeudiculaires élevées sur le milieu des côtés, sont en ligne droite (6g. 57).
£n effet , on a trouvé , pour coordonnées du point de concours : des perpendiculaires sur le milieu des côtés , b
On trouve facilement
y, — y, _ ba(1} — a) — h^ ar, — X, A(2a — b)
des hauteurs.
ar. = a,
des droites des milieux ,
et
par conséquent On a encore
~ y ‘ . — -h h ; donc, etc.
"sF
d’où
et I.Ï 3 = ^Us,.
résultats qui sont l’expression de deux nouveaux théorèmes. '
106 . Inscrire dans un triangle donné un rectangle dont les côtés soient dans un rapport donné.
Les notations étant les mêmes qu’au n® 96, soit y= |S, l’équation d’une droite parallèle ù la base du triangle , prise pour axe des X , dont la partie MN (fig. 58) , interceptée entre les côtés OA et AB, sera la base supérieure du rectangle inscrit. La combinaison des équations des droites
MN y.=p
et
OA
donne pour coordonnées du point M M
do même en combinant les équations des droites MN y.=p
AB y,=^^(x.—b),
et
on trouve
Cela posé , la partie comprise MN = PQ est évidemment égale à
Digilized by GoogI
X — X,. Si donc on la désigne par B , on aura, toute réduction fuite ,
Désignant en même temps parH la hauteur inconnue du rectangle inscrit , on aura les deux valeurs n=p,
entre lesquelles on pourra se proposer diverses relations.
• , , fïl
lOy. Et d’abord , pour résoudre le problème propose , si — représente le rapport donné, ou obtiendra tout de suite l’équation de condition
d’où l’on tire pour première solution
quatrième proportionnelle facile à construire.
Deuxième tolulion. La valeur précédente peut se mettre sous la forme
et cette nouvelle quatrième proportionnelle, plus simple que la précédente , donne une seconde solution , plus simple aussi que la première.
Troisième solution. Enhn si l’on substitue la valeur (A) de p dans les expressions des coordonnées du point N , on trouvera
^bh
Divisant ces deux équations membre à membre, il viendra, après avoir réduit , .
équation d’une ligne droite qui passe à la fois par l’origine et par le
point dont les coordonnées sont h, a •{ A. Or, ce dernier point
n’est pas autre chose que le sommet U du rectangle AHVU, dont la hauteur AH == A et la base HV =z — h, c’est-à-dire dont la hauteur et la base sont dans le rapport donné,
Donc : portez sur la base HA'=AH=A; sur AH prenez HL=»i, HK = n ; joignez LA' , et KV parallèle à LA’ ; achevez le rectangle AHVTJ ; joignez Oü, et par le point d’intersection N de cette droite et du côté AB menez MN parallèle à la base , et les perpendiculaires MP , NQ , a^èveront le rectangle cherché.
108. Si m = w,|I|b rectangle à inscrire se change eu carré ; les deux premières solutions se confondent en une seule , qui a pour expression
_ f)Jl /T\\
et la troisième ne diffère qu’en ce que le rectangle AHVU se change en carré AHA'V' , le point N’ étant d’ailleurs déterminé , comme précédemment , par l’intersection de OU avec AB.
109. Çln doit remarquer que , l’énon^ du problème ne déterminant pas , en général , le côté sur lequm la base du rectangle doit reposer, il faut, pour obtenir toutes les solutions , renouveler pour chaque côté la construction qu’on a faite pour un côté particulier.
On peut se demander quel est celui des trois rectangles inscrits dont la surface est la plus grande. Pour résoudre cette question , on substituera dans les valeurs de H et de B la valeur de (3 (B) , et l’on trouvera
bh
^bh
et par suite
BXH =
et, désignant par R et T la surface du rectangle iiiscritet du triangle, I ■
/i!Lx2
Telle est eu général la surface du rectangle inscrit lorsque sa base repose sur le côté h , pris pour base du triangle.
Si donc b,, b,, b^-, h , , A, , A, désignent les trois côtés et les trois hauteurs correspondantes du triangle, on aura pour expression des surfaces des trois rectangles qu’on peut inscrire dans le triangle
La grandeur relative des surfaces- dépendra des dénominateurs seulement ; c’est-à-dire que celle-là sera la plus grande dont le dénominateur de la fraction qui cxprimme sa valeur sera le plus petit, et réciproquement ; R, , par exemple , sera plus petit que R, si
d’où
et
Mais on a d’où
h fi. = hfi,— hfi, = 2T ,
^ — ^ Af
par conséquent R, sera plus petit que R. si l’on a
ou b,'^—h,.
D’où l’on voit que les trois surfaces des rectangles intcrits seront équivalentes si les hauteurs et les côtés ont entre eux les re-
lations
Dans les triangles isocèles deux des rectangles inscrits sont équivalents , et tous les trois dans les triangles équilatéraux.
Quant aux trois carrés inscriptibles, leurs surfaces sont plus faciles à comparer. En effet, le côté du carré inscriptible étant généralement
fi—
on aura pour les trois surfaces i >
et par conséquent C, sera plus petit que C, si . : .
(é.WXW)'.
d’où ' ù.-f A. > ,
L’égalité des carrés dépendra de la relation
' Dans tout triangle rectangle deux des carrés inscriptibles sont égaux , et SC confondent en un seul.
On aurait pu arriver plus rapidement au résultat en faisant m = n dans les équations (E) et (E').
1 10 , Inscrire dans un triangle donné un rectangle [d’une surface déterminée.
et
et enfln
Soit Ic^ la surface donnée , l’énoncé B X II = devient , par la substitution des valeurs de B et H (106)',
• ÈÆz£.|3 = a2.
dcveloppaot et ordonnant,
îtk^
d’où
valeur qu’ou peut construire directement.
bk
On voit que le problème est impossible lorsque ^ c'esf-â-
dire plus grand que la moitié de la surface du triangle , et qu’il n’a qu’une solution lorsque la surface donnée a cette valeur. D’où il suit que le plus grand rectangle qu’on puisse inscrire dans un triangle est celui dont la surface est égale à la moitié de celle du triangle ; ce qui sufflt pour déterminer le rectangle dans ce cas particulier.
Deuxieme solution. Si l’on fait k^ — bl, ce qui revient à convertir la surface donnée en un rectangle dont la base soit la même que celle du triangle donné , on obtiendra
valeur qui se construit ainsi qu’il suit (fig. 59) :
DOEF étant le carré équivalent à la surface donnée, on mènera BD et sa parallèle FL , et le rectangle LOBL* sera équivalent à A * et HL' = l ; sur AH on décrira une demi-circonférence, et HK sera 1 A
égal à Ih ; sur CH = -"^11 = - on décrira une demi-circonférence,
et portant par un arc de cercle HK en HK', on aura CK'= l/f -/À;
enfin du point C comme centre , et d’un rayon égal à CK' , on décrira une circonférence qui coupera AH en deux points I et I' , et les’ longueurs HI et HI' seront les deux valeurs de j3.
Troisième solution. La valeur précédente de p peut se mettre sous la forme
ce qui donne une construction plus simple que la précédente.
D’après la remarque du problème précédent « on voit que le problème général est susceptible de six solutions.
111. luscrire dans un triangle donné un rectangle d’un contoui- dé terminé.
Soit 2/ le contour donné ; d'après l’énoncé , 2(B-f H)=2/,
et par conséquent
d’où
et
par conséquent
et la hauteur du triangle est divisée en deux parties dont le rapport 1 — b
Donc (%. 60), achevez le rectangle OHAA'; sur OA' portez OB' = OB et OL = l, moilié du contour donné : alorsLB'=/— 6 et LA’ ~h — l. Joignez HB', qui rencontre AA’ en D, et menez DL, qui déterminera par sa rencontre iivec AH le point I, tel que IH=p :
en effet ,
lü — î£'
IA “ LA
112. La valeur de |3, qu’on peut encore construire directement, peut être négative, ou positive et plus grande que A. Dans ces deux cas l’analyse douai une solution plus générale que l’énoncé. En effet, on ne peut regarder les rectangles M'N'I^Q', comme inscrits au triangle. Il est facile de déterminer les conditions de posnihilité du problème d’après la valeur de jS.
Au surplus , on voit de quelle manière ou pourrait généraliser l’énoncé pour qu’on pût se servir de la valeur générale , et comment, d’après cet énoncé général , les deux problèmes précédents acquerraient des solutions nouvelles.
il2. Inscrire dans un triangle donné un rectangle dont la Base et la hauteur aient une différence donnée.
B— H=rf:
(Fig. 61.) Portez 0.\' = ^ en OH', après avoir achevé le rectangle OBA'A'; prenez OL=rf: alors BH' = A-1-A, ct BL=A — d.. Joignez H'A% et menez LG parallèle à H'A* : IH = BG sera la valeur de
En faisant la même construction pour chacun des côtés du triangle , on obtient les trois solutions du problème. Cette remarque se rapporte aussi au numéro précédent.
donc
et
1 15. iDScrire dans un triangle donné on rectangle dont la somme ou la différence des carrés de la base et de la hauteur soit égale à un carré donné.
Les deux énoncés B* ,
deviennent, an moyen des valeurs de B et H , t' i fji — f
et, tonte rédnction faite.
et les solutions des deux problèmes sont ramenées à des constructions d’hypothénnses, ou de côtés d’angles droits et de quatrièmes proportionnelles.
Nous laissons au lecteur le soin de faire ces constructions , qui n’offrent aucune difGculté.
On doit remarquer encore que chacun des deux problèmes est susceptible de six solutions.
D’ailleurs on reconnaîtra facilement , par la discussion des va-
leurs , les cas d’impossibilité qui peuvent se présenter , d’après la forme du triangle donné.
114. Étant données trois droites OA, OB, AB ( Gg. 62), qui se coupent deux k deux, mener parallèlement à l’une d’elles OB, une droite MN telle, que MN OM + BN , 2» que M’N’ = OM* — B’N’.
L’origine des axes rectangulaires étant placée au point O, et la droite OB prise pour axe des x , si l'on se sert des mêmes notations , on aura toujours pour les coordonnées des points M et N (n» 106)
fc-f
ttl3-}-&(A— 13) ]
de sorte que* et si l’on désigne par c le côté OA du triangle OAB ,
De même BN:
OM = d=Ç.
et désignant par & le côté ÂB ,
BN:
Déplus MN = PQ=ar.-a:.=^^^^^--Ê :
donc, d’après l’énoncé du problème,
d’où , eu égard au double signe , les deux valeurs
bh
expressions (n° 69) des rayons des cercles tangents anx trois droites : la première répond au cercle inscrh , et la seconde au cercle tangent extérieurement au côté OB.
• De là cette construction : divisez les angles 0 et B et leurs suppléments en deux partis égales , et par les points de rencontre C, et C, des bissectrices menez M,M, , M.N., parallèles à OB.
2« L’équation de condition du second problème sera
d’où les deux valeurs
dont la première représente le rayon du cercle tangent aux trois droites, et particulièrement langent extérieurementau côté AB = e', et la seconde , le rayon du cercle tangent extérieurement aux côtés OA = c. '
Donc , prolongez la bissectrice de l’angle O jusqu’à sa rencontre avec la bissectrice du supplément de B, et la bissectrice de B jusqu’à sa rencontre avec la bissectrice du supplément de O ; par les deux points C, etC^, ainsi obtenus, on mènera, parallèlement à OB, M',N', et ^ qui satisfont à la question.
On résoudra sans difliculté le problème suivant ;
PROBLtME.
Mener une ligne droite parallèle è la base d’un triangle , et telle , 1* que la somme des parties interceptées sur les côtés, b partir de celte base , soit égale b une longueur donnée ;
2° Que la différence soit égale à une longueur donnée ;
3° Que le rectangle soit équivalent b une surface donnée.
THÉORÈME
118 . Dans un triangle quelconque OAB (Bg. 63), si l’un mène des sommets trois droites AP, BR, OQ, qui se coupent en un même point quelconque intérieur I , la somme des rapports des parties de ces droites comprises entre le point commun et les côtés respectifs aux droites entières est toujours égale b l’unité, c’èit^MÜre qu’on a toujours.
O. J. IQ -4
1° Les axes étant disposés de la même manière, et les notations ■ étant les mêmes , si «, p, désignent les coordonnées du point commun 1 , on aura
IR = K(y^M-
et BR= {x — bf ^
J? et ÿ étant les coordonnées du point d’intersection R des droites OA et BR , dont les équations sont
OA
BR
Pour éliminer plus facilement , on peut mettre ces équations sous la forme
d’oùrontire {m — a)!" — — -1 = -»— p L« — ® oj O
Cl _ .
enfin , _ p = p ,
et par conséquent
D’ailleurs l’élimination entre les mêmes équations (1) et (2) , dont la première prend la forme
donne
d’où
et
(j? — b) [a^ — b (k — A)] a= bh (« — b), x — bt=. — ^ — -r-iC» — *);
■ajS— A(a — êr bh
ap — A(« — ifr)
donc BR Ky^+(^~ by = ^ , ■
'"'T* IR ha — aS
«parsmM BR=-M •
2° On a de même IP (x — «)* ,
AP = kA" + (a!— a)^ et pour déterminer x , les équations OB y = 0,
AP
et — (t
A cause de l’équation (3), l’équation (4) donne
et par conséquent
IP = = fîri kfp-4)^+(« - 0)2.
De plus, l’équation (4) peut se mettre sous la forme
et faisant y= 0 , puis réduisant,
d’où AP = |/A2-|-(ar — 0)2 r= |.^(j3 —A)2 -)-(« — o)*, et par suite
JP _p AP “ A
résultat que la fi{];ure aurait pu donner directement.
8° Enfin ' IQ = (a? - ,
OQ = I/i^+p,
les valeurs de a: et y étant données par l’élimination entre les équations
AB
OQ
qui prennent la forme
rp (a — b) — h(u — b)- i
d’où Ji-p{a — b)
rs fg — />) — ^(« — ^)1 -, et (y — P)— P a/t — p(a^^) J ■
donc IQ = |/'(® — «y + (y — — «A — p(o — />) »^“+P * et d’ailleurs l’élimination directe entre (8) et (A) donne
bh
d’où
et
d’où
ah — P (a — b)
bh
y ~~ ah — p{a — b)
bh
OQ — l/jf^ + y^— „/, _ P(a_
et par suite •
Réunissant tous ces rapports , on aura
IR IP IQ_ A«-g^ I P ■ ^(a — b)-h(a — b) _
BR “■ AP ÜQ bh h~' bh
réduisant au même dénominateur les fractions du second membre, on obtient
iRriP-uiS-l
br~*"ap"‘“üq~ ’
indépendamment d’aucune valeur de a, p, et des coordonnées des sommets du triangle.
THÉORÈME
iie. Dans tout triangle , les produits des segments non contigus formés sur les côtés par les lignes menées des angles à un même point mt rieur sont égaux entre eux , c’est-à-dire qu’on aura (fig. 63)
OP. BQ . AR = PB . AQ ' OR
= t ^(ar — «)
En effet , 1° OP = ar , abscisse du point où la droite AP
rencontre la droite
OB y = 0 ,
axe desar, s’obtient en faisant y = 0 dans l’équation (2) , et on a
OP — « (P — 4) — )5(a — a) — ah
P — A ~ ^ — h JS >
et ' PB — *— r— — —
2» et
a; et y étant les coordonnées du point d’intersection R des droites OB
BR
On obtient , en retranchant (3) de (4) ,
^(_P 4 \ pb
d’où
et
et par suite-
abp
ap — h (a — b) ’
OR
et AR= =
3« BQ = Kÿ^+(;a:-4)%
AQ = Ka-* 4- (o — 4)2 - (i‘11 b'^ ;
et pour déterminer x et y. , on a les équations
Retranchant l’équation (6) , mise sous la forme
■ OQ y=-x.
y=^(ar — A)-f ^ ,
de l’équation (5) , on trouvera
d’où
et
par conséquent
y — oA_|3(o_i) •
et
AQ==|ÆK^=*-ki;q:(^
Réunissant les valeurs des segments non-continus, OP_ «P —
AR- K a* + A* .
PR — ù (g — />) — P (g — 5)
on voit facilement que leurs produiu sont égaux.
V TBÉORÊME.
117 . Si d’im point quelconque , dans le plan 4e trois droites qui ae coupent , on mène une transversale quelconque , les produits des trois segments non contigus sont égaux entre eux (6g. 64).
Les axes étant disposés de la même manière , les équations des droites seront toujours,
OB ys=0, (1)
OA
AB
et celle de la transversale passant par le point donné P («,
Eliminant successivement entre chacune des équations (1), (2), (3),
et l’équation (T), on trouvera :
pour coordonnées du point N ,
Aa — P ^ ~
et par conséquent
BN = .
pour coordonnées du point L ,
i I . g (Aot — j
Ag — h
Ao — h
et par conséquent
Ag — h
enfin , pour coordonnées du point M ,
y = /,rAj!lzJIzJ1
^ U(g-i) — aJ
et par conséquent
Les segments non contigus sont :
AM
BN = è.C?.--^- P ■
nw — ^
b’où l’on voit que le produit des trois premières valeurs est parfaitement identique an produit des trois autres , et cela quels que soient A , « et p.
118. Étant données deux droites OA et AB qui se coupent (fig. 65), d’un point P, pris dans leur plan , on mène des couples de sécantes PO : PL ; déterminer le lieu géométrique des points I d’intersection des droites OM et BL qui joignent réciproquement les points de rencontre des sécantes avec les droites données.
k/«* + (a-ft)S
Soit l’une de ces sécantes transversales , PO par exemple, prise pour axe desx , et l’origine des axes rectangulaires placée au point d’intersection' O de la sécante avec l’une des droites données OA.
i (a, A) les coordonnées du point A
la sécante PL aura pour équation
et les coordonnées des points L et M seront ce que deviennent les coordonnées de ces mêmes points dans le théorème précédent lorsqu’on y fait 0 j c’est-à-dire qu’on aura pour coordonnées du point L ;
Agg
Aa— A
ÀÀg
Ao — A .
et pour celle du point M ,
A (a — h) a. — bh
A {a—by^
Cela- posé', les droites OM et BL auront évidemment pour éijuations
OM
BL
OU bien , remplaçant a?, , ÿi > ®t a:, , y. , par leurs valeurs , — A (g — b) h
' A (a — A) g Aha
bh
^ Aa (g — A) -j- AA '
Si l’on élimine entre ces deux équations l’arbitraire A, qui jdétermine une sécante particulière , l’équation finale en 7 et ç sera évidemment le lieu géométrique cherché.
, Or la première de ces deux équations donne
(a — b) uf — (a — A) /ij ^
valeur qui , substituée dans la seconde , la change en
ûhh?<s
_ {a — b) gy — (g — A) AÇ
aAAy (g — A) ,
d’ofi l’on tire , toute réduction faite ,
7 [o(g— A)-j-g (o — A)] — Ç[A(g — A) -j- gA] -j- gAA ” 0 , (F)
équation d’une ligne droite , dont il ne reste plus qu’à déterminer la direction.
,1°I1 est assez facile de voir que cette équation finale peut se mettre sous la forme
(7 - A [2flg — A (o g)] - (? — a) (2Ag - AA) = 0 ; (F')
d’où l’on voit que la droite , lièït géométrique, passe par le point (a, A), c’est-à-dire par le point d’intersection des deux droites données , quelle que soit la position du point P : en effet l’équa-
lion (F') est satisfaite par
indépcnclanimentd’aucune valeur de et. ,
Il suit de là que, si l’on veut mener par un point donné I une droite IA , qui concoure au point de rencontre de deux droites qu’on ne peut pas prolonger , on mènera par ce point I deux sécantes quelconques LIB , OIM ; on joindra les points O et B , L et M , par deux droites, qui se rencontreront en un point P ; de ce point on mènera les deux sécantes PBO, PQR , et les sécantes réciproques OQ , BR , qui se couperont en un point K ; et la droite Kl ira concourir au point A de rencontre des deux droites.
2° Si dans l’équation (F) on fait y 0 , on trouve * '
OG
et de là GB =;,5, =
' ? et
d’où l’on lire ^ = r
ub , ,
~ la — b ~ 2a — bl’
et E,« = E, (a — b).
La sécante PO étant quelconque, ce résultat indique que toutes les sécantes donneront la même relation pour les différents points correspondants , c’est-à-dire que chacune d’elles sera divisée en trois segments OG, GB, RP, tels , quejle produit du segment moyen parla, sécante entière sera égal au prodwUr des segments extrêmes: ^ r. ...
GB. OP = OG
Chaque sécante est dite divisée harmoniquement , ét les quatre lignes AO , AG , AB , AP, forment un faisceau harmonique.
119. Divisant tous les termes de l’équation (F) para, on obtient
et, désignant par t la tangente de l’angle AOB, ' ■ :
î |^(à — J — — b)1-\-tab = 0.
Faisant dans'cette dernière équation a= e» , ee qni exprime que les droites données se rencontrent à l’inGni , c’est-à-dire qu’elles sont parallèles , on trouve
d’où l’on voit que ,
Si les droites sont parallèles (Bg. 66) , le lieu géométrique deS; points 1 est une droite parallèle aux droites données.
D’ailleurs les sécantes transversales sont , comme dans le cas général , divisées harmoniquement : en effet , si l'on fait p = 0 , on trouvé
d’où ■ ’ a|. = (« — i) 5. , GB . OP = OG . BP.
Ce résultat peut , au reste, se déduire comme conséquence du problème général.
tao. Dans l’équation (F') (118) , si l’on divise tous les termes par « , on trouve
(p- h) [aa-A + l)] _ (Ç_ a) (sa - = 0 ; et , faisant « =: os ,
d’où l’on conclut que ,
Si l’on mène à deux droites données OA , AB (6g. 67 ) , des transversales parallèles OB , LM , les points de rencontre I des sécantes réciproques BL, OM , seront tous situés sur une droite qui passe par le point de concours des deux droites données. ^
De plus , l’équation (ï^ mise sous la forme
if—h=j — -Çi — a),
prouve que cette droite des points I divise toutes les transversales parallèles en deux parties égales.
Ce qui est d’ailleurs encore une conséquence du résultat général *
OP =3 OO
BP OO et GB OG :
Donc ,
Si l’on mène des transversales parallèles à un côté du triangle, les points d’intersection des sécantes réciproques seront tous sur la droite qui joint l’angle opposé au milieu du côté (fig. 68).
Si l’on mène des transversales parallèles aux côtés parallèles d’un trapèze , le lieu des points de rencontre des sécantes réciproques est une droite qui passe par tes ipilieux des deux côtés parallèles , et par le point de concours des côtés qui ne le sont pas.
121. Si les deux droites données sont parallèles (fig. 70) , le lieu géométrique des points I sera une parallèle à égale distance des parallèles données.
Si donc on mène des transversales parallèles aux côtés d’un parallélogramme , les lieux géométriques des points de rencontre des sécantes réciproques seront les deux droites qui joignent les milieux des côtés parallèles, et les deux diagonales seront chacune è chacune les lieux géométriques des ' points de rencontre des sécantes réciproques par rapport aux transversales qui leur sont parallèles (6g. 71).
PROBLÈME. ,r
122. Par deux points donnés mener & une droite donnée de position deux obliques qui soient également inclinées sur elle-
A (a , A) et B (a', h') étant les points donnés (fig. 72), les équations des deux obliquese seront ,
y. — i = A(ar.— o) , (1)
y,~b’~ A' (ar. — a') . (2)
Si l’on prend la ligne donnée MN pour axe des x , on exprimera que ces deux obliques se rencontrent sur cet axe en posant
de plus , d’après l’énoncé , APM = BPN ou A' = — A : les équations (1) et (2) deviendront par conséquent — b = A. (x —a ) ,
— A' = — A (sf — fl') ;
et ajoutant , il vient
l’oblique AP passe donc par le point ( a', [ — A*] ) symétrique du point B.
De là cette construction : du point B abaissez la perpeiidicït laire sur la ligne MN , et prolongez d’une quantité égale à ellemémej joignez AB' : les obliques AP, BP, satisfont à la qaestion.
On voit qu’on aurait pu faire la même construction pour le point A. ,
On reconnaîtra de plus que ce point P est tel , que AP PB est le Chemin le plus court pour aller de A en B , en passant par qn point de 1a ligne MN.
■ 158. Par un point donné mener une droite qui fasse des angles égaux avec dCMi^ ideintos ftoRoén*. >
Si l’oa prend l’une des droite» OC pour axe des ar (6g. 7S) , l’ori» giaedes axes rectangulaires étant à leur point d’intersection, l’équation de la seconde droite sera ‘ y, — Ax.,
et celle de la transversale cherchée , passant par le point A (a, 4) , ^ y, — i = A' (a?. — A),
Or , d’après la formule connue ,
tang OMP = ^ - _^
et comme tang APO := — A' ,
on aura , d’après l’énoncé ,
tang OMP =î tang APO ;
équation dont le développement est identique avec l’équation (1) si l’on suppose
tang 2A = A et tang k =: A*.
De là celle construction : Divisez l’angle des deuk droites et son snpplénewl M deux parties égales, et parle potàt donné menez deux droites parallèles aux bissectrices.
ou
AA
AA'* -f 2A' — A = 0.
Mais on a généralement
, „ , 2 tang h
On voit aisément que les 'deux sécantes sont perpendiculaires l’une sur l’autre , ce qui est indiqué à la fois par la construction graphique et par l’équation (1).
124. Par un point donné mener une droite telle , que les segments interceptés par les perpendiculaires abaissées sur elle de deux points donnés soient dans un rapport donné.
Si l’on prend pour axe des a? la droite AO (Hg. 74), qui joint l’un des points donnés A avec le point O, par lequel doit être menée la droite cherchée , l’origine des axes rectangulaires étant à ce dernier point , l’équation de cette droite sera
y = Aar ;
celle delà perpendiculaire abaissée du point A(-a,0) sur cette droite y= — |-(ar+a) ,
d’où OM = ,~J— .
l/rpp»
et l’équation de celle abaissée du point B (c, t
Ki+a=“
d’où
donc , d’après l’énoncé ,
Â3+"c~ n ’ rapport donné.
Si , dans l’équation de BN , . ^
on fait ÿ = 0, un a
— Ad c OA' :
donc
OA' n' ^
De là cette construction ; joignez AO , que vous prolongerez d’une quantité OA', telle que
AO m
AO
joignez BA' , et par le point O menez MON perpendiculaire à BA' : cette, ligne seiu telle que
, OM m
Tm~n'
Si w“ «, OA' = AO, et la construction s’achève comme ci-dessus.
ISij. Diviser un triangle en deux parties : : : n , par une ligne parallèle
à la base (fig. 75).
- Soit y—^ l’équation de la droite MN demandée. Si l’on se sert des mêmes notations qu’au n» 106 , on aura
et comme, d’après l’énoncé de la;question ,
AMN m
d’où
et que d’ailleurs
OMNB ~~ AMN m
OAB m-\- n’
et
OAB
l’équation du problème sera
lê/.
3 ^ Mt ♦
d’où
(A — py __ m 7 ? »i -j- » ' et le problème est ramené à^ouver ^ la ligne AH ou sur la ligne
AP AM* ..... X
AO un point I ou M tel que ou soit égal a ^
On observera que
IÏ2 ÂÜP ■ + »)
AI JE m {Tn-\- n)
ÂH AO m-\-n
et
donc prenez , sur AB , AP = w, , PQ = » ; décrivez une demicircoiiféreiice sur AQ comme diamètre; élevez la perpendiculaire PQ, et menez AR, qui sera éjyal à V m ; portez AR en AS ;
joignez QO ou NH , et par le point S menez parallèlement à ces droites SM ou SI , qui détermineront le point M ou le point I , par lequel la parallèle à la base demandée, MN , devra être menée.
Si m = n, Al = A — (5 est égal au côté du carré dont AH = /t est la diagonale.
126. Divi.ser un triangle en n parties équivalentes par Hes parallèles à la base (fig. 76).
On trouvera facilement pour solution
ÂL— 1 Â~F _ 3
et la construction n’offrira aucune difficulté d’après le problème précédent.
127. Diviser un triangle en deux parties : : m : n par une droite perpendiculaire è la base.
Si ar =; a représente la perpendiculaire MN (fig. 77) , à cause de l’équation du côté OA , y = - a; , la longueur de MN sera ^ ; et , d’après l’énoncé ,
ONM
d’où
par conséquent
NMAB~ w ’ ONM m
OAB
' wi -f- «
il , b
d’où
ab m (wt-j-w)
et =
ab m + n
Solution. Sur OB décrivez une den»-ciconférence , prolongez AH , et menez OG ab. Sur une droite quelconque tirée du
— 116 — ^ point O, OPQ, par exemple, prenez OP=/», PQ = n; décrivez sur OPQ une demi-circonférence , élevez la perpendiculaire PR , et menez OR ac (m -j- n) ; et il ne reste plus qu’à chercher par la méthode connue une quatrième proportionnelle à OR, OP etOG. Enfin , portant cette quatrième proportionnelle 01 sur OR , on déterminera le point M , par lequel la perpendiculaire cherchée devra être élevée, ç _ GO
bl m -/i , a =:
Ks
12R. Partager un triangle en deux parties : : tn ; n par une droite menée d’un point donné sur un des côtés.
Le point G (/>, q) étant le point donné sur le côté OA (fig. 78) , on aura la relation
d’où
et , d’après l’énoncé ,
OCD _ m OCD _ m ACDB ~~n ’ “ OAB
Si donc ar représente OD , on aura >;v qx
bh m-\-n h
et enfin , d’après la relation (1)
f zre-j- w ‘
Or, = OC , -1- = OR , — -j— b est le segment
de la droite OB divisée en deux parties ; m ; On aura donc cette construction :
Divisez le côté OB en deux parties qui soient entre eUes dans le . rapport donné , joignez le point donné G avec le point de division
M ; par le point A menez AD parallèle à CM , et la ligne Gï) sera
, „ OCD m
la ligne cherchée , telle que ^ n ‘
PROBLÈIVÏE.
1S9, Trouver dans l’intérieur d’un triangle un point par lequel les droites menées aux trois sommets divisent le triangle en trois triangles équivalents.
Les notations étant les mêmes qu’aux numéros précédents , soient (a , j3) les coordonnées du point M cherché (ûg. 79) : l’ex-
pression du triangle 0MB sera celle du triangle OAM (n® 88) ,
2 ’ ah — ajS
bh
et enfin celle du triangle donné , OAB = ■
de sorte que l’énoncé du problème conduit aux deux équations
pb — ah — cp.
et
De là première on tire
et, substituant cette valeur dans la seconde , on obtient
d’où l’on voit que le point cherché , dont les cordonnées sont
et
n’est antre chose (n® 98) que le point de concours des droites qub joignent les sommets du triangle aux milieux des côtés opposés.
Deuxième solution. On peut remarquer que la droite passant par ce point «, p, et parallèle au côté OA, aurait pour équation
et , faisant ÿ = 0 , a? = -r , c’est-à-dire qu’elle rencontre le côté OB
au tiers de cette longueur.
Déplus, l’cquation d’une seconde droite menée par ce même point parallèlement au côté AB serait
équation qui , pour y = 0 , donne a: = ^ ; et par conséquent la
droite qu’elle représente rencontre le côté OB aux deux tiers de sa longueur.
De là cette seconde construction :
Partagez l'un des côtés quelconque, OB par exemple, en trois parties égales , et par les deux points de division D et E menez deux lignes DM , EM, parallèles aux deux autres côtés du triangle OA, AB. Le point d’intersection .M des deux parallèles sera le point clierché.
150. Partager un triangle en trois parties équivalentes par des droites menées d’un point donné dans l’intérieur de ce triangle.
I.es notations étant les mêmes , soient (p, q) les coordonnées du point donné.
Si l’on suppose que les droites demandées soient PC, PD et PA (fig. 801, a et a', étant les abscisses inconnues des points C et D, on aura pour première équation de condition
r N èô ...
De plus , le quadrilatère OAPC se compose du triangle 0.\C , dont la surface est exprimée par ^ , et du uiangle ACP, dont la surface jest facile à calculer : en effet, la distance du point P (/>, q) à la droite AC , dont l’équation est
étant exprimée par
l’expression de la surface du triangle ACP sera
et par conséquent celle du quadrilatère AOCP sera ha .h Çp • — a) — q {a — a)
OU , simplifiant,
2 ‘ 2 hp aq -\-aq 2 ■
la seconde équation de condition sera donc hp — aq aq hb
On obtient par une simple élimination cuire les équations (l)el(2) « = (,*)
Ces valeurs faciles à construire donneraient une première solution de la question.
Mais on peut en trouver une plus simple à la fois et plus élégante en observant que les équations (A) et (B) prennent la forme
or, , ; , sont les tangentes des angles que font les lignes
AC et AD avec l’axe des a:, OB ; et leurs valeurs font voir que ces droites sont parallèles aux lignes PE, PF, qui joignent le point P avec le tiers et les deux tiers de ce cèté OB.
De là cette construction : divisez un côté , OB par exemple, en trois parties égales; joignez le point P et tes points de division E et F, et par le sommet opposé A tirez les droites AC, AD, parallèles à PE, PF : les droites PC et PD seront les droites cherchées.
151. Par un point donné mener une droite qui intercepte sur deux
parallèles données, è partir de deux points donnés sur ces parallèles, ileux segments qui aient entre eux un rapport donné.
On prendra l’une des parallèles OC pour axe des a? (fig. 81), et pour ajte des y la droite qui joint les points O et P donnés sur les parallèles ; alors, si a, b, sont les coordonnées du point donné A, et 0, P, celles du point où la sécante demandée rencontre l'axe des y , OPy , l’équation de cette sécante sera
car l’équation de la ligne droite ne change pas de forme pour un système d’axes obliques.
Soit OP = d ; si l’on fait dans l’équation (1) successivement y = d, y =; 0 , on obtiendra
a?,=:PB =
et par conséquent , — étant le rapport donné , l’énoncé du problè-
me conduit à l’équation
ap
d’où
De ce résultat on tire cétte construction : sur les deux parallèles prenez PS = wi , OR = « , et menez RSI : le point I sera le point cherché , et la sécante demandée sera lABC.
Si le point donné A se confondait avec le point I , le problème aurait une iutinité de solutions. •
TL
EnOn , si m — n, la valeur de p , p = d , devient in-
finie , et la sécante cherchée serait parallèle à l’axe des y, OPy.
iS9, Deux droite* qui se coupent étant données , mener par un point donné une droite qui détermine sur elles , è partir de leur point de concours , des segments dont le rapport soit égal è un rapport donné. '
Les coordonnées étant rapportm aux deux lignes données, soient
(o, i) les coordonnées du point donné A (fiff. 82) , (0, p) celles du point I , où la sécante cherchée rencontre l’axe des y , l’équation de la sécante sera , comme au numéro précédent ,
et faisant y = 0 , on trouvera
._pp ■p-A-
D’ailleurs 01 = p : par conséquent l’énoncé — = ^ donnera l’équation
qui se réduit à
Or l’équation de la ligne MN, passant parles points M(0, m), N (n, 0) serait »
yz= — ^ (jf — ») : (2)
les deux droites (1) et (2) sont donc parallèles.
De là cette construction : prenœ OM = w, ON = n , et par le point A menez lAH parallèle à luR.
135. Deux droites qui se coupent étant données , mener par un point donné une sécante telle , qui les segments qu’elle détermine sur ces droites , à partir de deux points donnés sur celles-ci , soient dans un rapport donné (Gg. 83).
Soient OP = , OQ sc </' , ‘
on aura , comme dans le numéro précédent ,
OI = p,OH = ^,
et par conséquent l’équation
qui prend la forme
et, si l’on fait
cette dernière équation
, ordonnée par rapport à p, deviendra
p^ — {b-\-d-\-h— k')p — b{k-d) = a, et P { [i+rf4-(A— ^-)] — =*(</-/:)
ou PCP — (i ~ ~ ;
et le problème est ramené à construire un triangle dont on connaît la surface , et la somme ou la différence des côtés , suivant que d est plus petit ou plus grand que k.
La construction suivante correspond au cas d'^ k.
Si du point A (fig. 8ù) on mène AB, AC, parallèles respectivement aux droites données OX , OY, ou aura 06 = i, OC=a. Du point 0 menez-OMN perpendiculaire à OY, et prenez OM =w, ON=n ; puis joignant NC, NQ, et menant les parallèles MC', MQ', on aura
0Q' = -</' = *, OC' = -a = A, ti n
et par conséquent Q'C'=/i — Af|!|de plus, si l’on porte OQ' en OQ" , PQ»= d — k.
Ces constructions préliminaires étant achevées, prenez BP' = OP = d , et P'C" = Q'C' = k — k , alors
D’ailleurs , si l’on prend OK = PQ' = d — k , que sur KB on décrive une demi - circonférence , on aura OR^ = OK. OP = P {d — A), et enfin sur OC’ décrivant une autre demi-circonférence, et par le point R menant la droite RST parallèle à OY, les perpendiculaires SI', TI , détermineront les deux valeurs de p , OP et 01. Les sécantes du problème sont, donc lAH , H'I'A.
On a supposé que les points donnés sur les droites Pet Q étaient dans le sens des coordonnées et des abscisses positives : pour chaque cas particulier on devra faire attention aux signes des quantités ef et d', et on trouvera facilement une solution analogue à la précédente.
De plas, l’une des quantités rfetV peut être nulle. On voit de quelle manière l’énonce du problème et la solution sont modifiées par cette condition.
Enfin , si d -=2 0 et = 0 , on retombe au cas du n» 131.
1S4. Étant données deux parallèles et une sécante, mener par un point donné sur cette sécante une droite telle , que tes segments interceptés sur les parallèles entre elles et la sécante forment un rectangle d’une surface donnée.
GM étant la droite demandée (fij. 85) , qui passe par le point G (0, h) donné sur la sécante prise pour axe des y , et M (a, 0) ; le point inconnu où la droite cherchée rencontre l’une des parallèles données OMX prise pour axe des x , l’équation de cette droite sera
y = — ^Qc — a)i ( 1 )
et , si OP = , en faisant y~d dans l’équation (1 ) , on trouvera a? = PN = ^^«:
or , d’après l’énoncé, OM . PN = ,
de condition sera donc *
surface donnée : l’équation
d’où
Première solution. Chercher le cûté du carré qui soit ^ carré donné dans le rapport de i à (i — d), c’est-à-dire de GO à GP , et porter cette longueur à droite et à gauche du point O en M et M'; puis mener GM et GM', qui seront les droites demandées.
Deuxième solution. Si l’on fait m^ = (b — d)k, la valeur de a deviendra a.^— b k, moyenne proportionnelle facile à déterminer.
Troisième solution. L’équation (1) prend la forme
et, substituant à « sa valeur,
on Mra
y èîr-'+*'
équation satisfaite par x — ±m, ety=A — (A — d) :
donc portez , de G en I' , GI' == GI , moyenne proportionnelle à A = OG , et A — d = GP ; du point H menez K'PK parallèle aux parallèles données ; prenez l'K = l'K' = m , et joignez GKM, GE'M' , qui résoudront le problème.
Quatrième solution. Enfin , on voit encore par l’équation (3) que la droite qu’elle représente est parallèle à la ligne qui passe par le point 0 (A — rf) et (±: »n , 0 ) : donc portez de Oen H, OH, moyenne proportionnelle à GO et GP; prenez OT = OT' = m ; joignez HT , HT’ ; et les droites GM , GM', parallèles à HT et HT', satisferont à la question.
ISIS. Par on point donné mener une droite qui intercepte sur deux parallèles données , et k partir de deux points donnés , deux segments dont le rectangle soit égal k une surface donnée.
Les axes étant disposés comme au n° 131 , et les notations étant les mêmes, soient («, 0) les coordonnées dir point où la droite cherchée rencontrera la parallèle OCX prise pour axe des x (fig. 86) , ou OC = « , l’équation de cette droite sera
Si l’on y fait y = J = OP , on trouvera
et par conséquent , étant la suriace donnée , on aura l’équation
d’où l’on tire, toute réduction faite ,
ad
n — mf
et enfin
A — rf’
De là celle conslraction : prenez à partir du point O
ad Oar . OP
cherchez le côté du carré HD tel que
yP b — d’
et enfin déterminez le point G ou C' tel que
OC . RC = Hï)2 ou OC' . RC' = HD.
Les droites lAC, APC' , seront les droites cherchées.
La lig. 86 offre toutes les constructions réunies.
156, Deux droites qui se coupent étant données , naener par un point donné une sécante telle, que les Segments qu’elle détermine sur les droites, à partir de leur point de concours , forment un rectangle d’une surface donnée.
Soit OH = a (fig. 87), l'équation de la sécante cherchée lAH sera
faisant jr = 0 , il vient
on aura donc, pour déterminer a ^quation ^
■=: , surface donnée.
Si l’on fait = A , cette équation deviendra a* — ka — — ak ou a (A — «) = oA :
donc , prenez
OK'=-j-= ^ = OKV ' '
et cherchez un point H tel que
OH . HK = ÔP'2 = ÔP2 = aK = Oj? . OK.
Les deux points H et H' que donne la dernière opération déterminent les deux sécantes lAH , AH'P.
137. Partager un triangle en deux parties : ; m : n par uue droite menée d’im point donné.
Soit IPH la doile cherchée (fig. 88).
La surface du triangle donné étant exprimée par O.A. . OB sin 0 2 »
et celle du triangle OIH par
CO
m-^n b ’ h = k, on trouvera
et
u^ ku “1“ kci nu 0 .
a kt- a) = ka.
Le problème est donc ramené à construire tlh rectangle dont oa connaît la somme des côtés k et la surface ka. Nous laisserons an lecteur le soin de construire et de discuter les valeurs de a.
158. Par un point donné mener une sécante telle, que, par ses intersections’ avec deux droites données qui se coupent , elle forme un triangle d’une aire donnée.
Les axes et les notations étant comme au n® 136 , et l’aire du triangle lOH étant exprimée par
• 10 . IH sin 0 onx
(fig. 89) ,
si est lu surface donnée , l*^équatiou du problème sera
bd. .
a sm ü
et si l’on change en bk sin O , on aura
a?- — 2A« -(- lak = 0 , (1)
d’où l’on tire ' a — ki. l^(k — o)^ — a^.
De là cette construction : changez le carré donné = OMNP en un parallélogruinme OyRK équivalent , et dont l’un des cètés Oy~b -, sur ¥kX — k — a décrivez une demi-circonférence , et prenez xv—a;0=:a, de sorte que kv ~ ^ (k — ; du
point k, enfin , comme centre , et d’un rayon =z kr, décrivez un arc de cercle qui coupera OX en deux points, H et H' : les deux sécantes du problème seront lAH , l'AH'.
Il est facile de voir qu'il n’y aura qu’une solution lorsque O/c sera égal à 20:r , et aucune si OA 20jr.
On peut déduire une autre construction , moins élégante , de l’équation (1)
139. Deux droites qui se coupent , '^étaut données, ainsi qu’un point sur chacune d’elles , mener par un point donné une sécante telle , que le rectangle des segments interceptés , h partir des points donnés , soit égal à une surface donnée.
, Soit OD = d, OÛ^= d' (fig. 90), et, comme précédemment , OH = a, 01=
l’équation du problème sera
(« -}- a) ^ surface donnée.
Développant les calculs indiqués et ordonnant , on trouvera , — ad' -1- dd'\
et si l’on fait ?n^ = kd' , on aura , toute réduction faite ,
- a) - c/]- « I = a . (A + cO-
et le problème est encore ramené à trouver les deux côtés d’un rectangle dont on ccnnalt le contour et la surface.
De là cette construction : prendre OK = * , tel que OK . OD' = OMNP, c’est-à-dire tel que wi^ = kd' , on aura
xK — k — a et jrK' = ^ (K — o) ;
enfin si l’on porte DX de K' en K" ,
OK* sera égal à k — a) — •
On voit facilement que
afO’ =z Oj? — T = « î jî ;
xy' b — a"
et par conséquent si l’on a pris DT = XO* , on aura
ï)U^=:DT.DX = a J^,{k-\.d).
Donc : décrire sur OK" une demi-circonférence ; élever, au point D, DU’ = DU perpendiculaire à OX ; mener U'VV' parallèle à OX , et des points d’intersection V et V' de la parallèle avec la demi -circonférence OK" abaisser les perpendiculaires VH , V'H', qui détermineront les droites cherchées lAH , l'AH' , telles que D'I . DH = ou D'I' . DH' = m2.
Il est aisé de voir comment l’équation dn problàne et la solution se modifient lorsque la position des points D et D’ est diffé^^ rente ; dans tous les cas la construction ou la discussion immédiate de l’équation finale feront ressortir les cas où le problème n’a qu’une solution , et ceux où il est impossible.^
140. L’une des quantités d et d ' peut être nulle, et alors le problème répond à l’énoncé :
Deux droites qui se coupent étant données , mener par un point donné une sécante qui détermine sur elles deux segnaents dont le rectangle soit d’une surface donnée , ces segments étant comptés , l’un à partir du point de concours des droites données , et l’autre à partir d’un point donné sur l’une d’elles.
Enfin , si les quantités d et d ' sont nulles à la fois , on retombe dans le cas du n» 136.
On pourra , pour ces deux derniers cas particuliers , se servir de l’équation générale (F); mais après avoir substitué à A sa valeiH
tn^ '
k . Par exemple, si d' — 0, l’équation F, mise sous la forme
devient
{ r/ wi^ d' \ “I ) am? udd'
et , faisant <i' = 0 , \
équation dont on construira facilement les racine^ après avoir fâit h»
Enfin si l’on suppose de plus d — 0, on retrouve l’équation / N »i*
qui est la même que l’équation (l) du n»136 , lorsqu’on pose
-j=ik.
141. Les données étant les mêmes qu’au problème précédent , mener une sécante telle , qne la somme des segments , à partir des deox points donnés , soit d’une longueur donnée.
Si les points donnés sont dans le sens des abscisses et des ordonnées positives ^p’est-à-dire sur les côtés de l’angle dans lequel se trouve le point donné , on aura pour équation de condition
(a — d) (~ZT^ — d’'^ = l, longueur donnée.
Développant et ordonnant , on trouvera
a[[(/-|-d-f-d')— (*- û)]-«) = o(^+,‘^.+ <f) . d’où l’on déduit cette construction (fig. 91) :
Achevez les parallélogrammes ODED' , Oa?Ay ; portez D'E en D'E' et y A en yA' ; alors OE' — d-\-d' et OA' — b — a ; prenez OL = / , et menez LM parallèle à Ay , E'M à AX et E'K à A’L ; en portant I.K en LG et LM en LF , il est évident que OF = f -jetOG = /-f rf-j-d'-(i-a).
•' Sur OF et OG décrivez des demi - circonférences ; au point x élevez la perpendiculaire DU ^ et joignez DU : DU^ = Oa; . OF =:
a (/-f- c? -}- </'). Snr la perpendiculaire OU' prenez OU' = OU , et menez U'V'V parallèle à OX ; enfin des points V' et V abaissez les perpendiculaires V'H' , VH, et les deux valeurs de « seront OH' et OH ; les deux sécantes cherchées seront lAH , l'AH'.
142. Cette solution est modifiée par les différents signes qui peuvent affecter les quantités d, d\ o et A ; de plus d et d' peuvent être l’un ou l’autre , ou tous les deux à la fois nuis : dans ces cas particuliers on verra facilement comment l’énoncé et la solution se modifient.
Si l’on suppose par exemple rf = 0 , rf' = 0 , l’équation de condition devient
d’où l’on tire facilement
(«t — a)^ — [/ — (« 4" ^)] — a) + ai = 0 ,
et de là la construction suivante :
Sur la longueur donnée l portez la somme de l’abscisse et de l’ordonnée du point donné o-j- A ; et snr l’axe des x , à partir du pied de l’ordonnée , portez la différence l — (a -j- A) ; sur cette nouvelle longueur décrivez une demi-circonférence ; aux extrémités élevez des perpendiculaires égales à a et à A , et joignez les extrémités de ces perpendiculaires : enfin , par l’un des points d’intersection de cette droite de jonction avec la demi-circonférence , menez à cette même droite une perpendiculaire , qui partagera le diamètre en deux segments tels , que leur produit sera égal au produit des perpendiculaires.
En effet , soit généralement . ®
= (2R — ar) ar , (1)
l’équation d’nn cercle décrit sur un diam èt r quelconque 2R ; aux extrémités de ce diamètre si on élève des perpendiculaires pelp' , la droite qui joindra les extrémités de ces perpendiculaires aura pour équation
Et si par le point (af, y) où cette droite rencontre la circonférence on élève sur cette droite une perpendiculaire qui rencontre le diamètre en un point dont l’abscisse inconnue soit « , l’équation tle celte perpendiculaire sera
Il ne reste plus qu’à éliminer x et y entre ces trois équations pour obtenir la valeur de «.
En multipliant entre elles les équations (î) et (3) , on trouve
—py= —
et réduisant à l’aide de l’équation (1) , on obtient Jf(2R— a)=/)ÿ,
d’où
Cette valeur , substituée dans l’équation (2) , donne pour y la valeur
et enfin ' x = — ..
Si l’on substitue ces deux valeurs dans l’équation (1), on trouvera successivement ;
PgR 1
(2R — a)2 = 2R (2R - a)—p{p< — 2Ra -\-pp' — 0 ,
et enfin « (2R — a) = pp'.
D’où l’on voit q^e le rectangle des segmeuts est égal au rectangle des perpendiculaires.
Ce qui fournit un moyen très simple de construire sur une longueur donnée un rectangle équivalent à un rectangle donné.
145. Par un point donné mener une droite telle, que les parties de cette.droite terminées à deux ligues données soient entre elles dans un rapport donné. ^ .
L’origine des axes rectangulaires étant au point de concours des deux droites données (lig. 92 , et l’une d’elles , OX, prise pour axe des x , soient (a, b) les coordonnées du point donné A , A la tangente de l’angle MON , et enfin « l’abscisse du point où la sécante demandée rencontrera l’axe des l’équation de la droite ON sera
y Aor,, ■ (1)
et celle de la sécante AMN ,
or, la partie ^
an = l/r^-aTTCT - et AMr=k(a-«)^ + A";
d’aUleurs les équations (1) et (2), mises sous la forme
(y — ft) = A (a? — a) 4" ^ ’
donnent par un calcul très simple '' '
Si donc - esl le rapporl donné . la condition do problèmo n
AN — m '
TC
Aa — b
on reconnaît sans peine dans l’expression Pabacisae d» point C, oit la droite AC. parallèle S ON , rencontre . l’aae dea n , OMX ; par conséquent l'cqnation finale (F) devtent
OC __m „ _ OC « ’
D’où cette construction : Menez AQ parallèle à ON , et pienez CM Kl que OC 1 CM 1 ; » : ». Le point M étant detemme la ac-
cante NAM le sera aussi. _ , _._;i
144 On arrivera plus facilement ,a ce résultat ® P les droites données pour axes des coordonnées , généralement
obUques. ^ ^ ^ les’coordonnées du point A (fig. 93),
0 , celles du point H,
Digilized by GoogI
on aura comme précédemment
0 , J pour coordonnées du point I ;
et AI = [/^ ^ ~ ( a — a — ^ =
— a)^ — 2i (« — a) cos A + ,
AH = |/(a — af—^b (« — a) cos A -|- A* ,
J, . AI a , a m
a ou = et par conséquent = — ,
ce qui ramène à la construction précédente.
Ce résultat, indépendant de l’ordonnée A , fait voir que pour un point qiîelconque de la droite a? AG, la sécante cherchée passera toujours par le point H (fîg. 93).
Lorsque les droites sont parallèles, il est évident que lesjrapports
IA l'A , . iAB,„
ÂÏÏ’ Aïr ’ égaux entre eux et a (fig. 94).
14S. Étant donné un faisceau de trois droites OA, OB , OC , mener par un point donné P une secante telle , que
IA m
^=-(hg.95).
On prendra sur la ligne OB un point quelconque M; d’après le problème précédent , on mènera la sécante KS telle que i et du point P on tirera la droite PI.\H parallèle à RS.
146, Par un point donné mener une sécante telle , que le rectangle (les segments interceptés sur elle par deux droites, données Mit égal à une surracc donnée.
Touléiantcomme au n» 143, elles valeurs de AN et AM (Og. 96) AM = l/'P 4- (o - «)^ ,
si représente la surface donnée , on aura l’équation
Développant les calculs indiqués , et ordonnant par rapport à a , on trouvera
Or, toute équation du second degré à une seule inconnue étant ' toujours résoluble par l’intersection de l’axe des x ou des y et d’un cercle , il s’ensuit que , si «. et a. représentent les abscisses des deux points où le cercle auxiliaire rencontre l’axe desa?,OMX, ' on aura , d’après la théorie des équations ,
d’où l’on voit que, si l’on prolonge OA d’une quantité AE' telle, que
AE' = — , le cercle auxiliaire passera par les points A et E' , et OA
par conséquent son centre se trouvera sur la perpendiculaire HH' , élevée sur le milieu de ^E'.
De plus , le coefficient du second terme , avec un signe contraire, étant la somme des racines , on aura
et cette dernière expression étant celle de l’abscisse du centre du cercle auxiliaire , il suffira de construire sa valeur
et élevant par ce point une perpendiculaire à l’axe desar , la ren-
contre des deux perpendiculaires déterminera le centre du cercle auxiliaire cherché.
On a vu (143) que
AE
puis , par le milieu de AE élevant la perpendiculaire 1 1', la distance 01 sera l’abscisse du centre du cercle auxiliaire , et la rencontre de IIH' et 1 1' achèvera de déterminer ce centre. Donc du point H, avec un rayon AH ou HE* , on décrira une circonférence , qui déterminera par ses intersections avec l’axe 0.\1X les points AI et M', et enfln les sécantes cherchées MAN , M'AN'.
Deitxième toluUoti. En résolvant l’équation (F) on trouve
OG = OD
et les deux points M’ et M sont de nouveau déterminés par l’intersection du cercle décrit de I , avec un rayon égal à IG, et de l’axe OMX.
Troisième lolution. D’après la première construction , le cercle auxiliaire passe par le point E. De là cette autre construction ;
Prolongez OA de OE’ = et Bà dp AE = ^ ; puis faites passer un cercle par les trois points A , E' , E ; l’interseetion
de ce cercle avec la ligne OMX délerminera les points M et M* et les sécantes MAN , M'AN'.
Quatrième tolution. D’après l’énoncé , on a AN . AM = = OA . AE' ,
d’où AO : AN : ; AMA : AE'.
Les deux triangles OAN et AME' sont donc semblables , comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels; donc l’angle AME' = AON.
Donc , prolongez OA de AE' = ^ , et sur AE' décrivez un segment capable de l’angle AON.
Cinquième solution. On a de même
AN.AM = BA.AE
et AN : BA ; : AE : AM :
les deux triangles BAN et AME sont donc semblables , et Tangle
NBA = AME.
Donc , prolongez BA de AE = ^ , et sur AE décrivez un segment capable de l’angle des droites.
Sixième solution. EnOn , on pourrait encore , après avoir joint EE' , décrire sur EE' un segment capable de l’angle AOX : car l’angle EME'=AOX.
147. Au reste , l’analyse indique la cinquième solution. En effet, si l’on cherche le segment décrit sur AE capable d’un angle donné V , c’est-à-dire si l’on cherche le lieu géométrique des points V tels, que , joignant chacun de ces points avec A et E , les angles ainsi formés soient égaux entre eux et à V , on aura , d’après la formule connue ,
K ét K' étant les tangentes des angles que les droites AV et £V font avec l’axe des x.
Or les coordonnées des points A et E sont A (a, 6),
et par conséqueot droites AV et EV auront pour équation AV P — i = K (a — a) ,
EV P — A = K'[(«-c)- /].
En faisant , pour abréger, = / ,
d’où
K = tzl et K’=
Substituant à K et K' leurs valeurs dans la formule précédente, il viendra
— a ' (a — o) — / Réduisant et ordonnant , on trouvera
(P - A)^ + (a - ay - /(a- a) + ^(p _ A) = 0.
Telle est l’équation du cercle , lieu géométrique cherché. Si l’on fait p= 0 , pour avoir les points où ce cercle est rencontré par l’axe de s X , on aura
(a— o)2_f(a — o) + A2 — :|:Ar= 0 ; mais l’équation (1) (146) doni^
équation qui devient identique ù la précédente , si V = A : donc , etc.
148. Par un point donné mener une sécante qui soit divisée dans un rapport donné par la circonférence d’un cercle donné.
Si l’on prend pour axe des x la droite qui joint le point donné A au centre du cercle donné O ( fig. 97 ) , l’équation du cercle en coordonnées rectangles, l’origine étant au point donné , sera
d étant la distance du centre au point donné.
Substituant à x et à y leurs valeurs X = r cos V, y = r sin V,
pour passer à on système de coordonnées polaire, l’équation (1) deviendra , toute réduction faite ,
— 2cf cos Vr-|- = 0. (2)
Or, d’après la propriété des équations,
r.. r.= cP_R2.
et d’après l’énoncé du problème ,
multipliant ces équations membre à membre , on trouvera
d’où
Si le point donné est extérieur au cercle d^, — R* est le carré de la tangente ; s’il est extérieur, R *' — <P est le carré de la demi-corde perpendiculaire à la ligne qui joint le point donné au centre , et passant par le point donné.
Donc , chexcliez le côté d’un carré qui soit au carré de la tangente ou au carré de la demi-corde dans le rapport donné ; et, du point donné , comme centre , avec ce côté pour rayon , décrivez un cercle qui coupera le cercle donné en deux points , par où passeront les sécantes demandées. «
Deuxième solution. L’équation (F)
à cause de — R^ = AB . AC (lig. 97) , et R^ — =
(R -}- d) (R — d) = AB . AC (fig. 98y , donne
r.2 = -AB . ACi w
AM
et, si l’on fait — AB = AD , r.2 = AD . AC.
ÂO Tit
Donc, cherchez sur ABC un point D tel que , et la moyenne '
' proportionnelle entre AD et AC sera la valeur de r, j le reste de la construction comme précédemment.
140. Par un point donné , mener une sécante telle , que le rectaugle de la partie extérieure et de la partie comprise dans un cercle donné soit égal à une surface donnée.
D’après le numéro précédent ^
r, . r. = rf* — R. = /S j si le point est extérieur ,
I étant la partie comprise , et la surface donnée , on aura
ou ’ -j- r, / =
Or, d’après l’énoncé , = '
donc — — m*.
De là cette construction (fig. 99) :
Décrivez sur la tangente AT une demi-circonférence , et portez
TI = m ; alors , avec le rayon
AI
du point A comme centre décrivez un arc de cercle , qui coupera le cercle donné aux points M et M' : les sécantes cherchées seront AMi\ , AM'N'.
Deuxieme solution. On aurait encore
r.2=AB . AC - m^rrAC ^AB —
Prenez AD tel , que AD . AC = AP=: et cherchez une moyenne
proportionnelle AI' entre AC et BD ; achevez la construction comtne ci-dessus.
II est facile de voir comment la solution se modifie si le point donné est intérieur au cercle.
IBO. Par l’extrémité du diamètre d’un cercle donné, perpendiculaire à une droite donnée, mener une sécante telle , que la partie comprise entre la droite et la circonférence soit d’une longueur donnée.
Si l'on prend pour axe fixe le diamètre AB perpendiculaire à la doiteMN (fig. 100), le point fixe étant en A, l’équation du cercle en coordonnées polaires s’obtiendra facilement en faisant = R dans l’équation (1)(168) , et sera
— 2Rr C08 r r= 0 ; (1)
et celle de la droite dbnnée MN
r* cos v' — a,
a ~ AP.
Or , d’après l'énoncé de la question , les deux rayons vecteurs suivant la même direction , on aura v' — v,
et d’ailleurs r'—r=:l,
longueur donnée, si la droite donnée est extérieure au eercle. Les équations du problème seront donc
— 2Rr cos r =z 0 ,
(r -1- i ) cos V — 0 = 0.
ËlTaçant le facteur commun r dans la première, et substituant, dans l’équation simplifiée , la valeur de cos. v tirée de la seconde , on trouvera
d’où, r (r-f- 0= 2R . O.
Les racines de cette équation se construisent très facilement, ainsi qu’il suit :
Chercher une moyenne proportionnelle AI entre AP et AB ; porter AI de A en H ; élever, au point H, HH’ = /; sur HH' décrire une circonférence et joindre AC : AS sera égal à r. Donc , du point A , avec un rayon égal à AS , décrire un cercle , qui coupera généralement le cerclé donné O en deux points M', N' , et les sécantes demandées seront AM'M , AN'N.
On discutera facilement les cas particuliers de la question , et l’on ne pourra assigner à i de plus petite valeur que BP. Il évident qu’on ne doit tenir aucun compte des valeurs négatives de r.
Si la droite donnée était sécante au cercle , on aurait r — r' — I ,
et la valeur de r serait donnée par l’équation r (r — /) = 2R . «.
(Fig» 100 bis.) On prendra
AH = AI = ^’^APTaB = |/(2R77) ;
après avoir décrit un cercle sur HH'=f, enjoindra AC, et AS' sera la valeur de r.
181. D’après cela il sera facile de résoudre les problèmes suivants :
Construire un triangle , connaissant la base , l’angle du sommet et la - ligne qui divise l’angle en deux parties égales (fig. 100 bis).
Sur LI , base donnée , on décrira un segment capable de l’angle du sommet donné. Par l’extrémité A du diamètre AB , perpendiculaire à la corde LI , milieu de l’arc supplémentaire , on mènera la sécante AMM' telle , que MM' soit égal à la ligne qui divise l’angle du sommet en deux parties égales , et le triangle LM'I sera le triangle cherché
182 . Par un point donné sur la ligue qui divise en deux parties égales l’angle de deux droites données , mener une sécante telle , que la partie
comprise entre les deux droites soit d’une longueur donnée (fig. 101 ter). • « *
Sur une longueur MN égale à la longueur donnée décrire un segment capable de l’angle des deux droites données BOC. Par le point I du diamètre perpendiculaire à MN mener la sécante IA, O telle , que A,0, = AO , distance donnée ; achever les triangles MO.N, MO,N, qu’on portera dans l’angle BOC : les deux sécantes demandées seront MAN, M'AN'.
185. Au reste, la solution précédente ne répondant qu’à un cas particulier , voici comment on pourrait résoudre analytiquement le problème en embrassant tous les cas (fi^ 102).
La ligne AO qui divise l’angle des droites en deux parties égales étant prise pour axe des x , soient cl = AO, et A = la tangente de la moitié de l’angle des droites.
y = — A (ar — </) , y'= A {x' — d),
seront les équations des droites CON , BOM, l’origine des coordonnées rectangulaires étant au point A.
Passant aux coordonnées polaires , sans changer l’origine , par la substitution des valeurs
y =r sin » , a? = r cos » , et y' r= r' sin v', x’ = r' cos »' , les équations des lignes deviendront' i - )-' .• . l 't-
CON r sin w = — A (r cos v — d) ,
BOM » r' sin »' = A (r" cos v' — d).
C«ia posé , les deux rayons vecteurs devant se confondre en ane seule et même droite CAB , on aura
angle OAC — v, angle OAB = »' = 200° -j- » , et par conséquent sin »' = sin (200° -J~ = — sin ® ,
cos »' zz: cos (200° -f- ») = — cos®.
La deuxième équation se cbauge donc en
— r* sin ® = — A (r* cos v -f-d).
Si donc l représente la longueur de la partie comprise , on aura les trois équations
rsin » -[- Ar cos w — A<fz=0, (1)
r* sin » — Ar'cos® — Âç{z=0, (2)
au moyen desquelles on pourra déterminer r, r* , et l’angle v par l’une de ses lignes trigonométriques. •
Pour arriver à une équation finale qui ne contienne plus qu’une inconnue le mode d’élimination n’est pas indifférent.
. Retranchant et ajoutant successivement les éqaations (1) et (2), le système des équations (1) , (2 ) , (3) , sera ramené au système des équations suivantes :
(r* — r) sin v — (r* -j- r) A cos ® z= 0 , (A)
(r* -j- T) sin V — (r* — r) A cos v — 2Ad tzz 0 , (B)
dont les deux premières, en vertu de l’équation (C), deviennent
(r* — r) sin » — kl cos ® zz: 0 , . < ;t:J >
/sin® — (r* — r)Acos» — 2Ac/z=0.
La première de ces deux équations donne - i lang ® =z:-jAL
d*oîi
cos »zr-
substituant cette valeur dans la seconde , noise sons la ibraie ... ^ ^ „
/tangv — A(r' — r; = 0, ,,
" . . y ' ...cos » ’ (
on trouvera kP
2Arf
d’où , en faisant disparaître les dénominateurs , isolant le radical et élevant ensuite au carré ,
équation du quatrième degré résoluble à la manière de celles du second. On trouve en effet , toute réduction faite ,
Mais on a , ' , '
r' -j- r = / , d ou ~r—l — 2r.
Égalant cesdeux valeurs, on obtient
/ _ 2r = ± + 2rf (d it Kf-' [1 H-
ét enfin ,
expression qui donne en apparence quatre valeurs pour r ; mais r, longueur absolue, devant être essentiellement positive, et plus petite que l , la seule combinaison de signes admissible^ sera
r = i I f K iP - 2ei (Kf' [1 4- A^]”+ d^-d)^ , expression qu’on peut écrire ainsi qu’il suit :
P -?2rfr y' I ^ ^ ‘
Obnstrùction : Prenez OL = / , ^ élevez LP perpendiculaire àOL, • - U- v
OP
PL cos POL
car tang. POL —k . Sur la perpendiculaire PA', prenez PA' = OA = rf, et portez A'P en AI sur l’hypothénuse AQi i .;n i'
Dmiii '
' Cj(«
01 sera égal à
Sur OAL prenez AD AO ; portez 01 en OH , et menez OT tangente au cercle décrit sur DH comme diamètre, alors
or
Cherchez le côté de l’angle droit LS d’un triangle rectangle dont 0L=/ est l’hypothénuse et OT l’autre côté de l’angle droit, et portez LS en LM' et LN' par des arcs de cerc : le 0 V = et OV' = ^ ON' représenteront les rayons vecteurs AC et AC.
Il est à remarquer que AC' = AB et AC = AB' , ce qui dispense d’une partie de la construction ; en effet de r* -{- r = on tire
r, et
la acL.aui.C UUUlUUUet? a 1 uue UC» pU9lUUU9
AGf alors, les deux rayons vecteurs étant dans la même
dire ctton, e' = ® , et les équations de condition sont r sin ü Ar cos » — Arf = 0 ,
r' sin ® — Ar* cos v — A<i =3 0 ,
et par une élimination semblable à la précédente on obtiendrait la valeur de r correspondante à ce cas partifulier.
On trouvera plus bas une solution plus complète encore de ce problème.
Si 1 on considère les valeurs négatives des rayons vecteurs cqmme . répondant aux portions des droites au-dessous de la ligne ligne AO, 1 équation (F) , avec toutes les combinaisons de signes, représente toutes les solutions possibles , et répond à la question générale :
^ Étant données deux droites, mener, par un point donné sur la ligne qui divise leur angle eu deux parties égales , une sécante telle, que la somme ou la différence des segments interceptés sur elle par ces droites soit d’une longueur donnée. ' • .
— IftS —
1^. Dans un demi cercle ADB ( fig. 103) , la demi - corde EF e t le rayon CD étant à angle droit sur le diamètre AB., on propose de mener la ^ droite AG , de telle manière que
' 3ÂG=' = IÊï + ËB2 + m
L’origine des coordonnées rectangulaires étant placée au centre du cercle, et le diamètre donné pris pour axe des x, l’équation de la droite AG sera
y=ï=A(ar+ r),
et par conséquent les coordonnées du point G seront x=zO,yz= Ar. Mais si l’on fiait CE = on aura '
A£2 = (r — EB2 = (»•-}- rf/, EF2 = (r* — </2) , et de plus AG^ = r*-|-î^ = r^(l-|-A^:
on aura donc pour déterminer A la relation
Sr* (1 -|- A^) = (r — «0^ -{■
et, toute réduction faite , 3 A^r^ = , ou 3y^ = ; '
et enfin CG = y =
CG est donc le rayon du cercle circonscrit au triangle équilatéral* dont EC est le côté.
Donc , sur EC construisez un triangle équilatéral , e\ portez en CG le rayon CO du cercle circonscrit au triangle : la droite AG sera la droite demandée.
Deuxième solutian. Si l’on joint EG , on a
tangCÉG
_CG_(k3) _ ±_ - yi-
BH2 — BH
donc l’angle B.AH = CEG.
De là cette autre construction :
Portez le rayon BC de B en H , joignez AH , et menez , par le point E, EG parallèle à AH : AG sera la droite demandée.
iH». Trouver, sur le diamètre d’un cercle donné ,^un point tel qu’en menant de ce point , sous une inclinaison donnée , une droite terminée à la circonférence , le carré de cette droite soit dans un rapport donné avec le rectangle des deux segments du diamètre (Gg. 1 o4).
Soient d la distance du point cherché au centre du cercle , A la tangente de l’angle donné : l’équation de la droite sera
ÿ = A (a? — rf) , (1)
et celle du cercle
La distance du point (rf, 0) au point (ar, y) où la droite rencontre la circonférence sera exprimée par
et l’on trouvera facilement, par l'élimination entre les équations (l)et(2), ' '
qu’on jfteut écrire sous la forme
k(r" — (1 + A^) + — rf
D’un autre cijté , le rectangle des deux segments du diamètre
' (r -{“ <0 (»* — d)-=zi^ — d? •.
si donc — représente le rapport donné , l’équation du problème sera
L Kl + A2 J
(^2 _ rf2)
Elevant au .carré , et faisant disparaître le dénominateur , on trouvera
(r*— rf2)(i_j_A2)^l- 4- 2d2 = 2rfK(r" - d^) (1 + A^) + (P ;
élevant une seconde fois au carré , et divisant tous les termes du résultat par (r^ — «P) (1 -|- A^), qui devient facteur commun , on aura
(r2 _ rf2) (1 4 (l- J) + kd^ (l- =r 0 ,
d’où
dz=±.
hmn
expression qui prend la forme suivante :
in
Or, si du point A du diamètre, dont les coordonnées sont( — r, 0), on mène une droite sous l’inclinaison donnée, la partie comprise AI aura pour expression . — ; ce qu’on voit facilement en rem-
plaçant (f par — r dans la valeur précédente de (x —'df ,
ou bien encore directement sur la figure , où l’on a
AI =: AB cos lAB =
f/l -j- tang* lAB |/l +
De plus , si l’on prol^e Aï d’une longueur IK telle , que
Kl : KA ; : wi ; « , on au Kl
KO
Le point K étant déterminé , comme on l’a vu ci-dessus, ainsi que KO, par le pointCon mènera CD parallèle à IA et DO = d. En effet , DO I OA ; OC ; OK , et DO = ^ : portant donc OD en OD', les sécantes demandées seront D'E' et DE.
187 . Étant données deux circonférences qui se coupent, mener par un de leurs deux points d’intersection une sécante telle, que
1. La somme des cordes interceptées par les circonférences soit d’une
'”2»*Que la différence des cordes soit d’une longueur donnée ;
3» Que les cordes soient dans un rapport donné.
L’oritnne des axes rectangulaires étant placée au centre de 1 un des cercles , et l’axe des ar passant par le centre du second , si l’on exprime par d la distance des centres, les équauons des circonférence données seront
Soient C 4 et p les coordonnées du point d’intersecüon , on aura, pour les déterminer , les relations
(a - rfy ^
rela oosé, on a trouvé (49) pour expression de la wrde intercepte par un cercle situé d’une manière quelconque dans un plan, sur une sécante menée par le point C^p) , la valeur
c ±rÿ=4=n - «) - (P
Si dans cette formule on fait successivement c = 0, i = 0,R=r, et fl = rf , * = 0 , R = n les expressions
c =— 4-Â=*) — (Aa— py> .
X 1p« longueurs des cordes interceptées par les cir-
St“ “““
“"ÂcâiS' to équalioD, (1) ei w, de voir que ceu
formules deviennent
e. e-«. sur ces nouvelles valeurs qu’on toUlra les hypolhèse. du problème.
1» Soit donc 2S la somme des cordes données ou "■ C -|- C’ — ,2S.
Toutes les combinaisons possibles des signes seront exprimées dans la formule
Il est nécessaire d’avoir égard aux différentes combinaisons des signes pour ne pas omettre quelques unes des solutions ; on sait , d’ailleurs , que la différence de direction de deux longueurs s’exprime par la différence des signes de leur valeur algébrique. Au surplus , on peut ne tenir aucun compte du premier double signe > puisqu’on doit élever les deux membres au carré pour dégager A, l’inconnue du problème. '
' Ob aura donc à examiner séparément les deux équations
; [Ap -j- a -|- (Ap -f- [a — ] )f] y
Kl + A^
^[Ap-|-«_(Aj3+[«-cf])],
Kl + A^
dont la première correspond au cas où les cordes sont du même côté du point par où la sécante est menée, et la seconde à celui où elles sont de différent côté.
L’équation (3) développée et ordonnée par rapport à A devicn * (S2 — Ùp2) A2 — A|3 (2a — <0 A -f S2 - (2« — = 0 ,
d’où A 2 . ùp.(rf— 2«) . (rf— 2«y — S^ _
Au lieu de résoudre cette équation , qui donnerait lés tangentes des angles que les sécantes demandées doivent faire avec l’axe des X pour satisfaire à la question , on peut trouver une construction facile en la comparant avec l’équation (B), du n» 46
Ces deux équations deviennent identiques si R == S , « = 2p ,,
Or, a et ^ dans l’équation (B) sont les coordonnées du point par lequel on doit mener les tangentes au cercle R dont le centre est à l’origine. De là cette construction (fig. 106) :
Portez, en OR'. OR' = 20Q — 2AP =: 2,3 , et élevez la perpendi-
culaire R'I; prenez ■??’ = OP , et élevez la perpendicnlaire P'C' = P'C = d — 2a ; menez C'I parallèle à OC. La rencontre de eelte droite avec R'I déterminera le point I , dont les coordonnées sont y = {d~ 2a).
Décrivez du centre O , avec un rayon OS = S , demi-somme donnée, un cercle auquel, par le point I , vous mènerez les tangentes IT, IT'. Les lignes ANM, AM’N' , menées par le point é, parallèlement aux tangentes , seront les sécantes demandées.
Le minimum de la valeur de S est S = 2]S = AB.
On peut encore adopter la construction suivante ;
Décrivez le cercle symétrique au second cercle donnépar rapport au point de section : car le nouveau centre a pour coordonnéées a' = <i — 2a, P' — 2|3 , et achevez la construction comme à l’article suivant, relatif à la construction de l’équation (A).
Quant à l’équation (A) , elle donne , toute réductitJn faite , ^
'S2(l-fA2)=rf2 ,
S = rf cos X.
S est donc l'un des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle dont d est l’hypothénuse.
Donc (fig. 106) , sur OC = rf , comme’ diamètre , décrivez une circonférence ; portez OS et OS' = S , et par le point A , menez les sécantes NAÀI , IVJ'AN' parallèles à OS et OS'.
La valeur maximum de S est S = cl ; les deux sécantes se confondent en une seule , parallèle à la ligne des centres , ou perpendiculaire à la corde d’intersection.
2“ La différence des cordes égale à une longueur donnée 2D. Les équations de condition se réduiront comme précédemment aux deux équations véritablement différentes
D = p^^^ [Ap-}-a -f (A^-f [a - d])] ,
et les,constructions sont en tout les mêmes que les précédentes , après avoir remplacé S par D.
3“ Le rapp ort des cordes égal à un rapport donné ^
C'~fT’
en substituant à C et C' leur valeurs , on obtiendra
~ (A^ -J- a) — rf n ’ qu’on peut mettre sous la forme
(Ap 4 “) ~ ^ — ** ’
d'où
et
Ap ^
d mq: n
Cette expression se construit très facilement si l’on observe que la droite passant par le point d’intersection des deux circonférences dont les coordonnées sont a et p, et le point de la ligne des centres tel , que le rapport de ses distances aux deux centres
soit égal à — , a pour équation
wi J \. mzp n J J
ru a
Les sécantes demandées sont perpendiculaires aux lignes repré- sentées par l’équation M.
Donc , prenez sur la ligne des centres les quatre points tels, que le rapport de leurs distances respectives à chacun des centres soit
égala— ; joignez ces quatre points avec le point de section des
circonférences , et par ce même point menez quatre droites perpendiculaires aux quatre droites de jonction.
Ces quatre solutions se réduisent à deux , si l’on particularise le
C C' rapport ^ou
138. Étant données deux circonférences situées d’une manière quelconque l’une par rapport à l’autre, mener, par un point donné de la ligne qui joint les centres, une sécante telle, que la partie comprise entre les deux circonférences soi^’une longueur donnée , le point donné étant tel, que' le rapportée ses distances aux deux centres soit égal au rapport des rayons.
Soient l’origine des coordonnées polaires située au point donné ,
d la distance de ce point au centre dn cercle R, d la distance de ce point au centre dn cercle R' , la ligne des centres étant prise pour axe fixe , les équations des cercles seront
— idr cos » — R^ = 0 ,
— 2dV cos »' + d« — R'2 = 0.
Si le point donné esttel, que les deux rayons vecteurs se trouvent du même côté , par exemple si le point donné est le centre de similitude extérieur des deux cercles , on aura v' = v, et de plus , r* — r = m, longueur donnée.
Les trois équations du problème seront donc
— 2dr cos P -f" — R^ = 0 , (1)
— 2(fr' cos » — R'^ = 0 , (2)
d, 'd' , R , R' , étant d’ailleurs liées entre elles par la relation
Si l’on susbtitue dans l’équation (2) les valeurs de cos v tirée de l’équation (1) , et celle de r* de l’équation (3) , on trouve
développant et ordonnant, après avoir sabstitné à ^ sa valeur
on obtient successivement
(R_R<)r34- [m(2R— R')]r2-4- (m^R- [R'(rf2_R2)— R(</)2_R'2] ) r — mR'(d^ — R^) = 0 ,
. , rf R .
mais de ÿ = g; on tire
l = B- (i'=-R'=)=|rV-B‘)>
et par conséquent JR'
de plas , le dernier terme
D’après ces rédactions, l’ëqnation précédente devient
rH-l
Cette équation se décompose en deux facteurs ,
et par conséquent le problème est' résolu par les deux systèmes d’équations
— 2«fr cos© -j- — R* = 0 ,
-wi— 0 ;
— 2rfr cos ©-j-rf2 — R2— o ,
Le système (A) se compose de l’équation du cercle R, et.de l’équation d’un autre cercle dont le centre est au point donné , et le rayon une quatrième proportionnelle à R' — R, R et m. L’intersection des deux cercles déterminera les sécantes demandées.
Le système (B) se compose de l’équation du même cercle R , et ^ de deux autres cercles dont l’origine est au point fixe , et les rayons les deux côtés du triangle , dont la différence des côtés est m , et
la surface g-' (cP — R2).
Les données étant les mêmes, mener par le point oii l’une des circonférences est coupée par la ligne des centres une sécante telle , que la partie comprise entre les deux circonférences soit d’une longueur donnée.
Tout étant comme au numéro précédent , on voit facilement qu’il suffit de poser , dans l’équation (M), <2 = R, et cette équation devient
(©-j-jw)* — R’^ = 0,
d’où • t^{d' — R)-J-m(rf' — 2R)r — R^rf'* — R'^=0, ’
et j^(rf'^-R«) = 0;
équation de deux cercles dont les rayons sont les côtés du rectangles dont la différence des cotés est ^ , et la sur-
face^p- (rf'^ — R'^) , le centre de ces cercles étant au point fixe.
La combinaison de ces cercles et du cercle R achèvera de déterminer les sécantes du problème.
Nous laissons au lecteur le soin de construire , pour chaque cas particulier , ces valeurs, qui , comme celles du numéro précédent , dépendent trop de la grandeur des données pour comporter une construction générale.
De plus , on examinera le cas où les rayons vecteurs ne sont pas du même côté, et l’on aura ainsi résolu le problème : par un point donné mener une sécante à deux circonférences telle , que la somme ou la différence des segments intercèplés sur elle par les circonférences données soit égale à une longueur donnée, le point donné étant dans une position particulière, comme on vient de le voir (158), (159).
Le problème, dans le cas le plus général, conduit à des équations fort compliquées, et généralement d’un degré au-dessus du second.
160. Trouver sur la circonférence d’un cercle donné un point tel ,
1» Que la somme de ses distances h deux autres points donnés sur eette circonférence suit égale à une longueur donnée ;
2» Que la différence des distances soit d’une longueur donnée ;
3» Que la somme des carrés des distances soit égale à une surface donnée ;
4’ Que la différence des carrés des distances soit égale à une surface donnée ;
5° Que le* rectangle des distances soit égal à un carré donné -,
6» Que le rapport des distances soit égal à un rapport donné.
1® Soit l’origine des axes rectangulaires au centre du cercle donné , et l’axe des x parallèle à la corde qui joint les points donnés, dont les coordonncsc seront (o. A) et-( — a. A). Si donc x et y représentent les coordonnées du point cherché , l’équation du problème sera ,
longueur donnée, (A)
X, ÿ , a et hj devant de plus satisfaire âax équations
Développant l'équation (A) , après avoir fait passer le second radical dans le second membre et élevé au carré , ou obtiendra , toute réduction faite,
élevant une seconde fois les deux membres au carré, r» [(x-f-a)2-l- (ÿ— é)2] ==»* + 2a*2x-f oV.
A cause des équations (B) , on a
-{-fy — A)2 r= 2r* 2ox — 2iy ; susbtiluant et réduisant , on obtiendra
oV -J- 2A«2y _j_ j4 — 2r^«2 c= 0 .
Enfin , remplaçant oV par sa valeur — «y , on aura pour équation finale en y
ay — 2ér>y=: ** — -f- oV ;
d’où , ù cause de -j- ,
bi^ dtr{»^ — aF)
et enfin y — b:=(b ± r) — ^ .
Cette expression prend encore une forme plus simple si l’on remplace par sa valeur — IF , car on trouvera
y-i=z(i±r)^-p et enfin y —
orpr
Les points cherchés se trouvent donc sur deux droites parallèles à la corde qui joint les points donnés , cl dont les équations sont
les points d’intersection de la circonférence et des parallèles seront les points cherchés.
Pour construire les équations (1) et (2), A et B (6g. 107) étant les points donnés, sur PRI et PN, comme diamètres, décrivez deux , cercles ; du point A, portez AI = «, demi-somme donnée ; du point P, comme centre, et d’un rayon PI, décrivez un arc de cercle , qui coupera ces cercles PM et PN en K et K' , et par ces points menez UHKV , U'H'K'V' , parallèles à AB , qui représentent les équations (1) et (2) ; les points demandés seront U, V, Ü', V’.
En effet ,
Pï^ = PR2 = PK'2= Âî^ — ÂP2 = «2 _ a2 ^
PR2=PM.PH=(r-A)PH etPH=i^^,
PK'2=PN.PH'=(r-|-i)PH' et PH'=^q^^.
2« La différence des distances égales à une longueur donnée Zd. " L’éqaation
développée comme la précédente, conduit au,méme résultat ; seulement « est remplacée par d : donc /
bz^r
et comme d est nécessairement plus petit que a , les équations des parallèles seront
^ De là cette construction :
Sur AP, PM et PN (6g. 108))j décrivez trois circonférences; prenez AD = ; du point P comme centre , avec PD pour rayon , décrivez un arc de cercle, qui coupe les cercles PM, PN, aux points G' , G. De ces points abaissez les perpendiculaires G'P , GI , et portez PI en PH , PP en PH'. Les équations précédentes seront représentées par lesdroites UHV, U'H'V', parallèles à AB, et les points cherchés seront ü, V, U', V.
3» La somme des carrés des distances égale à un carré donné 4K2.
L’équation du problème
(x — a'/ 4- (y — i)2 -f. (a? + a)2 -j- (y — A)2 = Uk^
• devient, toute réduction faite, au moyen des équations (B)
4r2 — 4iy=ft*2,
Si k<C.r, sur OC et OP (fig. 109) décrivez deux cercles; portez CD = A, et du point O comme centre, et d’un rayon = OD , décrivez un arc de cercle , qui coupe le cercle OP en I : la parallèle UIV déterminera les points cherchés U et V.
Si A ^ r , la valeur de y devient négative , et se construit ainsi : du point N on portera NG = A ; on joindra PG , et du point G on mènera GP perpendiculaire à PG : la parallèle U'I^V' donnera les points cherchés U' et V'.
4» La différence des carrés des distances égale à un carré donné UP.
L’équation
[(* — fl)2 -f - (y — i ) 2] — [(a: a)2 -f (y — i)2] = dz 4 ^2
donne • — Uax = UP
donc, sur AP (fig. 110) , comme diamètre, décrivez une circonférence ; portez PD = ^ , et abaissez- DVIV' perpendiculaire à À B. Les deux points V et V' étant déjà déterminés, les parallèles VU, V', U' feront connaître les deux autres.
5° Le rectangle des distances égal à une surface donnée.
A cause des équations (B) , l’équation du problème
— a)2 -|-(y — b)^ t^(a? -j- o)^ -j- (y — surface donnée devient 1 ^ 2 — Ay — oa?) 2(r^ — j6y-|-aa!) = surf; d’où 4 (r* — 2r2 Ay -j- A^y^ — o^ar*) t= (surf)2.
Remplaçant <Px^ par sa valeur
il vient 4r2(y — A)^ — (surf)^. ,
Faisant surf, donnée z=.'irp, cette équation deviendra y — A = ±/>.
Donc, par le point A (fig. 111) , menez le diamètre AOG ; portez AD = le côté du carré équivalent à la surfacp donnée , et abaissez DH perpendiculaire à : AOG AH sera égal à p. Portez AH en PI et ' PI', et les parallèles ÜIV, U'I'V' détermineront les points cherchés.
6« Le rapport des distances égal à un rapport donné ^ L’équation de condition
— aŸ {y — bf devient , à cause des équations (B) ^
ax — by m,y
y 7^ — ax — by »
Élevant au carré et réduisant, on obtient
L’intersection de cette droite et du cercle donné
y‘- '=zr^
déterminera les point eherchés.
Or, cette droite peut se cpnstruire de plusieurs manières: si l’on fait dans son équation (C) a: = 0 , on trouve
C’est l’ordonnée du point où la tangente au point A (fig. lia) rencontre l’axe des y. Cette valeur, étant indépendante du rapport donné, fait voir que toutes les droites semblables à (C) passent par le même point F.
Pour avoir un second ,^3oint de cette droite, on pourra faire y~b, ce qui donne , toute rédution faite ,
— nr
pour abscisse du point D où la droite (C) coupe la corde AB. On fixera la position de ce point en observant que
BD =a+ a = 2a
AD=o-'a^t^! = 2a
in? -j- n* m*
d’où
d’où résulte cette première construction :
Divisez la corde BA au point D en deux parties qui soient entre
elles dans le rapport des carrés des lignes qui forment le rapport donné ; menez par' le point A ou B la tangente BF , qui rencontre au point F la droite OPF perpendiculaire au milieu de la corde ; et enfin joignez les points F etD par la droite FMDM', qui déterminera par son intersection avec le cercle donné les points cherchés MetM'.
Deuxième tolulion. L’équation (^C) peut être considérée comme la droite des points de contact des tangentes menées au cercle
par le point dont les coordonnées sont
AI
.Le point K, milieu de l’I , sera le point cherché ; menant les les deux tangentes KM , KM' , la corde de contact MM sera la droite. (C) , et les points M et M' les points demandés.
Le point K est le milieu des points tels , que le rapport de leurs
distances à B et à A =
Troitième solution. Si l’on désigne par (ar,, y,) les coordonnées du point M, (ar, , yj celles du point M', et qu’on joigne le point C' (0, — r)avec M(ar, , y,) j etC(0, r) avecM' (a?,, y.), les équations des droites seront
CM
, et ^ , étant les coordonnées courantes de ces droites.
Si l’on fait z= 0 , p' =: 0, les équations précédentes donnent
Ces valeurs expriment la distance du point P aux points où chacune des droites C'M , CM', coupe la corde AB.
De plus , si l’on désigne par a" l’abscisse du point de rencontre de c^s droites , on trouvera , par une élimination facile entre leurs équations , ^
»•— y. , r+y, a?. ar. »
et , en vertu des valeurs de a et a' ,
, 2 race'
d’où l’on voit que , si a = a' , on a a' = et = «'.
, Il s’agit donc de démontrer que « = a'.
Pour cela , si l’on substitue , dans l’équation du cercle donné -J- y2 = ,
la valeur de y tirée de l’équation (C) ,
1 ra{m? •\-n^)x — r^(w»^ —
. — 7lr
on trouvera , toute réduction faite ,
[(wi* -j- n^) x — a (m? — — h,rn?Ti?h^x^ ;
et , extrayant la racine carrée des deux membres ,
r (m^ q: 2mnb ,
et par conséquent
‘ r (wi^ -|- w^) — imnb ’
r {tn? ■-{- n^) -j- imnb ’
substituant la valeur de x dans celle de'y , on trouve , toute réduction faite ,
b (m^ Imnr ^
. ^ r (m^ q: 2/nnA ’
et par conséquent
b w^) — 2m nr
r — 2»mA
n^) -| -2mnr
r{w?'\-'n?)-\-^m'nb ** ’
donc
(r-fA)
a{m^—n?) r{m^-j-n^)—imnb
’*'+y. ’ - , J b(m}+n^)-^mnr \ (r+i)(,^n=*-2»«n) •
Lr(mH-w^) — 2m«Aj ;
et
' L»" (»»H- w^) —Imnb m-l-n
Si on avait pris une autre combinaison de signes on tarait trouvé
On a de même
X ÎZZ . i
et pour une autre combinaison de signes ,
donc
a ou — ; — a, m — n m-f-n ’
et par conséquent : ‘ '■
Cherchez sur BA les points I et l' tels que
BI BP
AI AI'““n ?
et par le milieu.C' de l’arc BC'A, menez C'IM , CWP,' qui détermineront les points M et M' cherchés. > •:
On peut encore prendre le milieu C de l’arc supérieur BCA, et joindre CIM', CMP. ’
Le problème qu’on vient de résoudre renferme , comme cas particuliers, les problème^suivants : •' > ■<
Construire un triangle, connaissant : un angle , le côté opposé, et l*la .carrés , 5» le rectangle , fi» le rapport des deux autres côtés.
lei. Mais on peut résoudre directement^ et d’une manière
P us simple , ces problèmes , en adoptant un autre système daxes. '• •’
• ‘ Il
Construire un triangle, connaissant un côté , l’angle opposé et la somme . oi^la différence des côtés qui le comprennent.
On prendra pour axes deux droites faisant entre elles un angle supplémentaire de l’angle donné A.
1° Si a et P représentent les côtés inconnus de l’angle, b le côté donné, et «la somme donnée, on aura les deux équations
— 2a^COSA = i^,
. dont la première est celle d’une droite qui coupe les axes à une distance de l’origine égale à « , et la deuxième l’équation d’un cercle dont le centre nst à l’origine et le rajcon — b.
\De là cette construction (lig. 113) : ^
Sur deux droites OX , OY , qui se coupent sons l'angle A denné, et du côté du supplément de l’angle , prenez OS , OS’ , égales à s. Joignez SS' , et du point O comme centre , avec un rayon = b , côté donné , décrivez un arc de cercle , qui coupera généralement SS' en deux points 1 et I'; pur ces points menant IH , l'il' , parallèles à OS' , ou aura les deux triangles OIH , Ol'H' , qui seront les triangles cherchés.
2 ® Pour la différence donnée èf, la première équation de oon- - dition
nfontre qu’il fapt prendre sur l’un des axes et sur le prolongiement de l’autre des longueurs OD , CiD' , égales k'd, joindre DD| , et açhever la eonstruction comme précédemment (dg. llà).
* Deuxième solution. Si l’on observe que l’angle ISO, dans le premier cas . est la moitié de l’angle donné A , et IDH = 1/2 lUX, dans le second , la moitié du supplément de l’angle donné , on aura cette construction modifiée : *
1 ® Pour la somme (fig. 113) : Sur une ligne quelcpnqpe. , prenez OS =: « , et menez SS’ faisant avec OX un angle moitié ^de l’angle donné ; du pohil O, eomme centre, et d’un rayonOIzaA, décrivez on arc de cercle , qui déterminera les points I et P , et par ces points menez IH, PH', tels, que SIH = SPH' = ISO.
2® Pour ladilTërqnce : Sur une droite (fig. llû), prenez OD=rf, et menez DI tel, que IDH = 1/2 (200® — A), c’est-à-dire égal à
la moilî? du supplément de l’angle donné ; du point O comme centre, et d’un rayon 01 = A, décrivez un arc de cercle, qui détermine les points l , r, et enliu menez IH, l'H', tels, que DIH —
Troisième solution. On peut eucore résoudre ce double problème de la manière qui suit :
Pour la somme (lig. 115) : Sur AB = A, côté donné , décrivez deux segments ACB , AIB , capables, l’un de l’angle donné, l’autre de la moitié de cet angle. Du point A ou B indifféremment , et avec un rayon égal à la somme donnée s, décrivez un arc’ de cercle, qui coupera généralement en deux points I et P l’arc du segment capable de la moitié de l’angle donné , et menez BCI BC'I. Joignant enfin AC et CB , et C' , les deux triangles ACB , AC'B , sont les triangles demandés.
Pour la différence (lig. 116) ; Sur AB = A, côté donné, décrivez deux segments capables, le premier de l’angle donné, le deuxième du supplément de la moitié du supplément de l’angle donné , autrement dit d’un angle égal à 100» augmenté de la nioilié de r’angle donne. l’un des deux points A ou B , et d’un rayon égal à la différence donnée d , décrivez un arc de cercle qui coupera le second segment en un point I, joignez BIC et AC , et le triangle demandé sera ACB. “
162. Construire un triangle, donnaissant un edtJ*^ l'angle opposé et le rapport des côtés qui le comprennent. 1
Les axes étant disposés de la même manière , on aura pour équations de condition ’
2b^cosA = A2,
dont la première représente une ligne droite passant par l’origine et par le point dont les coordonnées sont p = »i, a = n.
De là cette construction (fig. 117) ;
Prenez, sur OX, ON = «; par le point N menez NM parallèle à OY, et prenez NM=m. Joignez OM; du point O comme centre, et dun rayon égal au côté donné A, coupez par un arc de cercle cette droite en deux points I et P, par lesquels menant IB , PB', parallèles à OY , les triangles cherchés seront OIB, OPB'.
PROBLÈME. ï
^165. Construire un triangle, connaissant un côté , l’angle opposé et le ^ produit des côtés qui le comprennent.
Si représente le rectangle des côtés inconnus de l’angle, on aura , les données étant les mêmes ,
— 2a|3cosA = i^.
Or la seconde équation prend la forme
( j3 -j- — 4^a cos* I A = , et à cause de Ja première , • '
(|3 + a)^ = -j- 4K* cos* i A
ou ’
et le problème est ramené à construire un triangle dont ^ connaît un côté , l’angle opposé e{ la somme des côtés qui le comprennent. Quant à cette somme des côtés
"w (/A*+4K*cos*iA,
il est facile de la construire : on divisera l’angle YOX'(i)g- 118) en deux parties égales. Sur la bissectrice OD on prendra OK'= 20Kn= 2K, et abaissant la perpendiculaire BA sur. OX, OA sera égal à 2K cos 1/2 A; de sorte que si AB = A , côté donné , la somme A construire sera OB , et le problème s’achèvera comme au n“ 161.
164. Étant donnés la base , la hauteur et le rectangle des deux autres côtés , construire le triangle. ,
La base étant prise pour axe des abscisses, et l'origine des axes rectangulaires au milieu de sa longueur 2a , si « , représentent les coordonnées inconnues du sommet , l’équation de condition sera
V' (« +aj* + m* , surface donnée.
Effecluant le calcul indiqué, et élevant ensuite au carré , oh trouvera, toute réduction faite,
et si l’on fait ot* = 2a . K , on aura , en extrayant la racine carrée des deux membres ,
Cette équation prend la forme
\kK*-ÉV
et peut être ramenée au système des deux équations
— hy
dont la première est l’équation du segment capable de l’angle dont ZÎL h
la tangente est — — , et la seconde une parallèle à l’axe des x
à la distance /< , hauteur du triangle cherché.
On serait arrivé.plus promptement au même résultat en observant que, si ar et y désignent les cêtés inconnus du triangle demandé , et o l’angle compris , la surface de ce triangle peut s’exprimer par
ory sin V
d’un autre côté cette surface est encore exprimée par 2a . h 2 ’
et par conséquent
sin 27 2a . A
et comme , d’après l’énoncé a?y = m’ = 2a . K, on trouve , après avoir réduit,
sin V = ,
on a et
cos* « = 1 — ^ =
lang*27 = ^^^, dou tangt7 = p;^p^.
Quelle que soit la méthode qu’oii adopte , voici la construction géométrique qui en résulte (fig. 119) ;
Giangez le carré BS-y = m^, surface donnée , en un rectangTe équivalent , dont la base soit AB = 2a ; portez B^ = K sur le prolongement de AB en BD ; décrivez sur BD une, demi-circonférence; prenez DE = A , hauteur donnée : l’angle du sommet du triangle ciierclié sera EBO.
Décrivez sur AB un segment capable de l’angle EBD, et menez par le point H (DH = A) HMM' parallèle à AB ; les triangles ABM , ABM' , répondront à la question.
Si H'NN' rencontre le segment inférieur (DH' = A ) , les deux triangles ANB , AN'B , répondent encore à la question.
Au surplus ces quatre solutions se réduisent à deux véritablement différentes. • '
Deuxième eolution. Dans tout triangle le rectangle de deux côtés est égal au rectangle de la perpendiculaire abaissée de l’angle compris sur le troisième multipliée par le diamètre du cercle circonscrit. On aura donc, en conservant les mêmes notations , xy = A . 2R ;
et comme xy = m^. m^ = A . 2R ;
si l’on fait = A . , on aura R = E
Donc , changez le carré donné en un rectangle BHl^ (fig 1 20)
équivalent, et dont un des côtés BH=A ; failespasser par les points
BK
A et B un cercle dont le rayon soit égal à BO = — • les points M et M', où le cercle sera coupé par la droite MHM', parallèle àxVB , seront les sommets des triangles cherchés , AMB , AM'B'.
16i>. Par l’un des sommets d’un losange donné mener une sécante telle , que la partie comprise entre les deux côtés opposés à ce sommet soit égale à une longueur donnée.
On a pris pour axe des abscisses la base inférieure du losange (lig. 121).
L’origine des axes rectangulaires étant placée au sommet donné , A la taugeiite de l’angle de ce sommet AOC , c la base ou fe côté OC = OA ,
A la hauteur AP ,
et enfin « l abscissc du point N où la sécante cherchée
rencontre la base supérieure, on aura '
(1) y = h, équation de cette base supérieure ;
(2) y'= A {x’ — c) , l’autre côté du losange opposé au sommet ;
( 3 ) - Ç , équation de la sécante.
Les coordonnées du point (N) sont x,r= a , y,z=h, et celles du point (M) d’intersection des droites OMN (8) et CB (2), données • par l’élimination entre les équations des deux droites, mises sous la
forme *
' lii
J. Il
'ur 1
sont
kc kc r.
»-=Ât=nr*' ■
Par conséquent, si l représente la longueur donnée, l’équation de
condition
deviendra , par la substitution des valeurs de or, , y, , , y, ,
et, toute réduction faite ,
Telle est l’équation finale qui doit donner les valeur de « ;
celte équation, élant du quatrième degré, ne peut être résolue par les méthodes de la simple analyse.
Voici l’artifice que l’on pourra employer :
L’équation finale (A) peut se mettre sous la forme
mais
Soit fait
K élant une indéterminée ; alors l’équation (A), après l’avoir élevée au carré et réduite en vertu de l’équation (B) , deviendra
Dit - " ' Cj
et ordonnant par rapport à ,
L’équation (B) , développée , peut s’écrire ainsi qu’il suit :
Il est facile *de voir que les derniers termes des équations (M) et (N) sont identiques. En effet
: = OA = c.
AP
' sin AÜP
A=*(l+A2)_ hr _{ h y
Il est donc possible de rendre ces mêmes équations (M) et (N) parfaitement identiques entre elles, puisque leur identité ne dépend que de Pégalité des coefficients des seconds termes , c’est-à-dire de l’équation ~
d’où l’on tire
équation qui donnera toujours des valeurs réelles-pour K.
L’équation (A) se trouve ainsi décomposée en deux facteurs égaux du second degré , et le problème est ramené à la construction des racines de ces facteurs , ou de ces facteurs eux-mêmes.
Et d’abord l’équation (B) ,
peut être considérée comme le résultat de l’élimination entre les équatipns
dont la première est l’équation du segment capable de l’autre angle
du losange , dont la tagente est — A , décrit sur la longueur K ; et la seconde , celle de la base supérieure du losange.
Pour déterminer K , ou observera que l’équation (D) peut être regardée comme provenant de l’élimination entre les équations
dont la première représente un cercle , facile à déterminer do grandeur et de position , et la seconde , l’axe des abscisses , ou la b;isc inférieure du losange.
Ce cercle a pour coordonnées du centre
et pour rayon
Le centre est donc au point B , sommet opposé à celui qu’on a pris pour origine , et le rayon est égal à la racine carréeMe la somme des carrés de la diagonale OB et de la longueur donnée , car
üB2 = OP' 2 +P'B 2 z=:[OC+CP'] 24 -piB 2 = •
les valeurs de K seront donc les segments déterminés par le cercle sur la base prise pour axe des X , à partir de l’origine.
Il suit de ce qui' précède cette construction géométrique facile : Du sommet B du losange opposé au sommet donné (fig. 122), et d’un rayon BL égal à la racine carrée de la somme des carrés de la diagonale OB et de la longueur donnée ÜL , décrivez un arc de cercle, qui coupera la base du losange prolongée en deux points E et G. Sur le segéaent OE = K, , situé du côté des abscisses positive^, décrivez un segment capable de l'angle snplémentaire OAB. Les points d’intersection M , M' , de la circonférence et de la base supérieure, détermineront les sécantes OMN, ON'M' , telles, que MJV = N'M' = OL = L
Quant à l’autre valeur de K, — K, , on observera que la première des équations (F) devient
et représente le segment, construit sur la Jongucur K, prise du côté
des abscisses négatives , capable de l’angle dont la tangente est A.
Donc , sur le segment OG décrivez un segment capable* de l’angle AOC. Les points M” , M’" , où ce segment rencontre 1a base supérieure AB , détermineront les deux nouvelles sécantes M”ON’ , ,M’"ON’” , telles, que M”N” =: M”’N’” = l.
On peut entjpre trouver les valeurs des cordes sur lesquelles les segments s’appujent en résolvant l’équation (D), qui donne
et fournit cette nouvelle construction :
Au point O, élevez la perpendiculaire OH = l ; du point P’, pour lequel«=c+^, tirez la ligne P'H, qui sera égale à J/ et enfin du point P' comme centre , et avec ce rayon P'H , décrivez un cercle, qui coupera la base inférieure aux mêmes points G et E trouvés parla première construction.
Il est bien évident que ce problème renferme la solution générale do problème 152.
Si le losange se change en carré , les segments se changent en demi -circonférence , et la construction s’opère comme précédemment (fig. 123).
160. Diviser un triangle quelconque en quatre surftices équivalentes par deux droites perpendiculaires entre elles (Gg. 124).
Soient l’origine des axes rectangulaires à l’un des sommets, O, du triangle, l’axe des X se confondant avec le côté adjacent OB , (h, a) les coordonnées du point A , (0, b) celles du point B, enfin ( a , (3) les coordonnées du point inconnu *lVI où les perpendiculaires se reucontrent, et (0, t) celles du point où l’une d’elles IH coupe le côté OB pris pour axe des x.
Les équations des côtés seront
OB ÿ = 0,
OA
celle de la sécante ,
IH y =
et de sa perpendiculaire , •
GH y — /3 = — p-4— n
D’après l’énoncé du problème , ou a '
triangle IMG = - triangle OAB ,
quadrilatère DKMI triangle OAB = quadrilatère MGBH,
et quadrilatère AKMH = ^ triangle OAB = OKMI = MGBH.
Il est facile de voir que ces conditions peuvent être ramenées aux suivantes ;
triangle OKG = ^ triangle OA5,
triangle IHB = - triangle OAB , triangle IMG = ^ triangle OAB ,
qu’il s’agit d’exprimer analytiquement.
OG KP
Or, triangle OKG = — ^ — ; KP est l’ordonnée du point d’intersection des droites OA et GK ; c!est!-à-dire la valeur de y prove-' nant de l’éliminaiion de x entre les équations de ces droites ; et OG est l’abscisse du point G, ou la valeur de x dans l’équation de GK quand ob y fait y = 0.
EUminant donc x , entre les équations
OA
GK
on trouvera sans difficulté
y = KP = A — SI
D’ailleurs, si l’on fait y = 0 , dans l’équation de GK, on aura
_ nr —
de sorte que Texpression analytique de la surface du triangle OGK
sera
2 ' a(a - 5 jJ ' L “ — Ç J
et comme le triangle OAB a pour expression de sa surface
la première équation de condition sera , toute réduction faite ,
HR
A (a — Ç) — ^ (a — A) ’ IB . HR 1 Ap (A — lY
et par conséquent IHB = — - ^ - g) - p (a
La seconde équation de condition sera donc, toute réduction faite ,
A(« - 5;— P (O - A) 2‘ Reste à exprimer la troisième condition
Or
triangle IMG = ^ OAB.
IMG = - - - g MP=p, IG = OG — 01;
et d’après la valeur précédente de OG ,
« — ? ^ et la troisième équation de condition sera
On a donc trois équations pour déterminer les trois inconnuMs O, jS et 5, qui donnent la solution du problème; mais ces équations étant du second défère , l’élimination directe conduirait à une équation linale d’un degré généralement égal au produit des exposants , c’est-à-dire du huitième degré, et , de toute manière, intraitable par aucun moyen soit arithmétique, soit géométrique. On peut obvier à cet inconvénient en observant que les équations (1) et (3) , développées et ordonnées par rapport à (a — 5 ),
devant donner pour « 6t pour Ç , et par conséquent pour (« — ç), les mêmes valeurs , doivent être identiques. Égalant donc les coefficients des [mêmes puissances de (a — ?)> obtiendra les équations
ràaj3 — /iAl_ hb ^ L2a^ — ab\ ~
qui se réduisent à
— ab ° ’
de sorte (jue le système des équations (1) , (2) , (3), est ramené au système des équations
A(«-Ç) — -(a — A)~2* Les équations (A) et (B) donuent
et comme le point M doit être dans l’intérieur du triangle , les seules valeurs admissibles seront
valeurs ^ue l’on construira sans difGcultc ; et, au moyen de l’équation (C) , qui , ordonnée par rapport à ? , devient ■
on obtiendra la dernière inconnue du problème.
167. Décrire une circonférence qui coupe par le milieu trois circonférences données (6g. 1 25).
Soient , en général , les équations des trois circonférences données
(x, — fl,)’* (y, — i,)2 = r,2 ,
(arj — aj)^ -j- (ÿj — = r,2.
La corde de section déterminée par le tcrclc clierché sur chacune des circonférences devant être, d’après l’énoncé, égale au diamètre, si a , |3 et p, désignent les coordonnées du centre et le rayon du cercle cherché , on aura les trois équations de condition
(«_aJ2-|-(ÿ-i.)» = p’‘-r.% . (2)
■ ■ („-a3)*-l-(p-A3)2 = P^-nS (3) ■'
qui serviront à déterminer les inconnues du problème a , §, p.
Digilized by Googl(
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Retrancliaut successivement l’une de l’autre les équations (1), (2),
(3) , on trouve
— 2(i, - Ajp— 2(a,— a.)«-f<a O— (a.*4-V— 0=0 ,
— 2C A,— ij)p— 2 (a. - a.)a+(a.^+i,^— — (0+*3^~ O = 0 >
— 2(A.— i,)p— 2(a.— üj-a-Ko r.2)— raj=*+*3^— »*3^)=0 , •
équations des dishomologues des cercles donnés (57). Le centre du cercle cherché est donc à leur point de concours. Ce centre étant déterminé , il sera très facile de déterminer le rayon. En effet, on n’aura qu’à joindre le centre C avec le centre de l’une qiifelconque des circonférences données ; C,, par exemple. La corde d’intersection sur cette circonférence sera évidemment le diamètre fi.D', perpendiculaire à ÇC, , et parconséquent CD, sera le rayon du cerclé cherché.
16U. Par un point donné faire passer une circonférence qui coupe par le milieu deux circonférence» données (fig. 126). ,
Si la circonférence Cj se réduit à un point , on pourra toujours construire les dishomologues, (n“ 58), dont le point de concours sera le centre de la circonférence demandée, et la construction s’achèvera comme précédemment.
169. Enfin , si deux circonférences se réduisent à la fois en un |M)int , une construction semblable donne la solution du problème suivant :
Par deux points donnés faire passer une circonférence qui coupe par le milieu celle d’un cercle donné (Cg. 127).
170. Étant données quatre droites AP , AM , BN , CQ, situées d’une manière quelconque dans un plan , mener une transversale PMNQ tellq , que les segmt nts interceptés PM , MN , NQ , soient entre eux comme m, n et P (6g. 128).
On prendra pour axe des x l’une des droites extrômcifc CQ , et pour axe des y l'autre ligne extrême , AP , lesquels axes seront généralement obliques , l’origine des coordonnées à leur [joint d’iulersection C.
Alors si l’on désigne CD par a ,
AC par A , . * "
CE par c ,
CK par d , *
. Dit li , Cciit^ll
des quatre
droites données seront
AP
AM
BN
CQ
De plus , on voit facilement que le problème serait résolu si l’on connaissait le point I de concours des droites MI , NI , menées par les deux points M et N , par où passe la sécante cherchée PMNQ , oarallèlement aux axes. Soient donc ar = a, y = p , les coordou-
. , . . , ...I .!■ Ti :
nées inconnues du point 1.
On trouvera les coordonnées du point M en combinant les
•iî.’rr
équations ^
AM y = — <■
IM y = p,
et l’on obtiendra . ,
En combinant de même les équations - -
BN y = — c);
IN ar=a,
011 trouve pour coordonnées du point N
yj=-(c-^«t), »,= «. : . ;;;ir
L’équation de la transversale sera donc facile à exprimer en fonction des coordonnées des point M et N, et l’on aura . , , .
'>'• :i!ioo
. v> iri ^
i't . fi
. j: Oi. » '.l'-.j
VI
y ie — a) —
-Ab-s)-
éqnation de la transversale PMNQ. ,
Si l’on fait successivement jr= 0 , y = 0 , dans celte équation, on obtiendra pour coordonnées des points P et Q ...
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Ces coordonnées étant trouvées, on a , d’après la formule connue pour les axes obliques , v étant l’angle des axes ,
PM = |/' (a: — y.)^— 2 (x.— a? J (y.— y J cos v ;
remplaçant a?, , a?. , y, , y. , par leurs valeurs , on obtient , en représentant par K l’expression
|^^-^(c-a)JcOS»,
et toute réduction faite ,
PM 7« MN
MN*~n’
et en vertu des valeurs de*PM , MN , NQ , *
jS - ^ (c — a)
D ^ * ; ..i (5y Coogl
Telles sont les équation» finales qui serviront à déterminer les coordonnées , du point I.
Mais sans avoir recours à l'éliminatioii on peut construire lei droites que ces équations représentent ; et d’abord l’équation (FJ: prend la forme
Si l’on fait a = 0 , on trouve
donc cette droite passe par le point A.
Si l’on fait ^ = 0 , on trouve .
donc, cette droite passe par un point H tel , que CD ; DH \ \ m\n-,
ce second point étant déterminé , la direction de la droite (F,) sera connue.
Quant à la seconde équation (F.), on voit d’abord qu’elle est satisfaite par a=zc: donc la droite qu’elle représente passe
par le point £.
De plus, si l’on fait dans l’équation (3) ar==a , on trouve
et si l’on représente cette ordonnée par jS' , l’équation (F.) deviendra
|3 et (3' étant deux coordonnées de deux droites différentes , mais cGfrespondant à la même abscisse, ces deux droites d’aijleurs passant par le même point £.
Il sera donc facile de construire la seconde en prenant une longueur £/ quelconque , à partir du point £ , et élevant l’ordonnée tu , qu’on prolongera d’une quantité uv telle , que uv \ tu \ \ n\ P •, puis mettant la droite Ef>l. Le point I étant déterminé , on mènera IN, IM, respectivement parallèles à AP et CQ, et la’transversale cherchée sera PMNQ.
• • 1 ’ CD m
ün remarquera que , si le point £ était tel , que jyj. = — ,
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le point H se confondrait avec lui, et par conséquent les deux droites n’en feraient plus qu’une. Dans ce cas particulier, le problème aurait une infinité de»solutions , puisque tous les points I se trouveraient sur une même ligne droite , qui serait la droite de jonction des points A et £.
171 . Par deux points donnés sur la circonférence d’un cercle mener à un autre point de la circoufciencc des droites qui coupent Un diamètre donné en deux points également distants du centre.
Soit pris pour axe des x le diamètre donné , l’origine des coordonnes rectangulaires étant au centre du cercle ; alors si (a, A) ,
( a ' , A') , sont les coordonnées des points A et B (fig. 129) donnés sur la circonférence , et (a?, y) celles du point M cherché, on aura les relations
et , de plus , les équations des lignes droites AM , RM , ♦ y — h = A{x — a), i
Si l’on fait y = 0, on aura pour les distances OE, OE' , Aa — A Aa' — A'
et,
ou
d’après l’énoncé du problème , at, — 0 , Aa — A . Aa' — b'
sub stituaht dans cette équation les valeurs de A et A' équations (2), on trouvera
o-fA
tirées des
chassant les dénominateurs, et réduisant en vertu des équations (1), OH trouvera
(«-fa'Jyi-(A-fA')a-y— («A'-j-o'A)y4-2AA'a: = 0. (F)
Mais, en vertu des mêmes équations (1) , on a
fy-i]
La:-aJ
Ly+*'J
substituant dans l’équation (3) , et réduisant , il vient
ajoutant les équations (F) et (G) , on obtient , après avoir réduit ,
• 2 (a+®) {r^-\-€M'-\-bb'')x=. 0
».îi< ^
rr^-j-aa'-|-AA 1 ’ %
équation d’une ligne perpendiculaire à l’axe des x , dont les intersections avec le cercle donné donneront les points cherchés.
Si l’on fait , pour abréger,
' 7^-^aa'-\-bb' ^
la valeur de x devient
et représente une droite parallèle à la polaire du point x . K , « = 0 , à égale distance de l’origine.
Or ce point, dont l’abscisse = K , est facile à déterminer. On trouve en effet par un caclcul fort simple ^
7 ?' aa' -\-bb' ah' — a'b
et cette dernière expression représente l’abscisse du point I où la droite AB rencontre l’axe des x ; car l’équation de AB étant ^
I A' — b . V it ■■
si l’on y fait /. = 0 , on trouve . oA' — a'b
De là , par conséquent , cette construction r ‘ ‘
Prolongez la droite qui joint les points donnés jüsqn’à sa 'rencontre avec le diamètre donné ; par ce point me«ez les deux tan-
{lentes et la corde des points de contact, et de l’autre côté du centre, et à égale distance , menez une parallèle à celle corde de contact. Les points où celle droite rencontrera la circonférence seront les points cherchés.
On préférera cette construction , qui rentre au fond dans la précédente :
Après avoir mené les tangentes IT , IT' , on joindra les points de tangence avec le centre par les diamètres TOM ,‘ T'OM' , et les points cherchés seront M et M' tels , que OE = OE', , OE, = OE',.
17S. Par deux points donnés mener k un même point de la circonférence d’un cercle donné deux droites telles , que la corde de l’arc qu’elles interceptent soit parallèle à la droite qui joint ces deux points donnés.
L’origine des axes rectangulaires étant placée à l’un des points donnés , Â (iig. 130) , et la droite AB , qui joint les points donnés, prise pour axe des a?, si a et sont les coordonnées du centre O du cercle donné, et r son rayon , l’équation de ce cercle sera
(x — ay -i~(ÿ — h y — r^.
Soient a, ^ , les coordonnées du point M où la sécancte AP rencontre le cercle ; ce point étant sur la circonférence , ses coordonnées satisferont à l’équation
{^-ay + (p-by = t^. ' (ij
On a d’ailleurs, à cause du parallélisme des droites MN et AB ,
AP _ AB . AP _ AB • AP _ AB PM “MN ’ AP — PM “AB — MN ÂM~AB — MN ’ et, multipliant les deux termes du premier rapport par AM,
AP . AM __ AB ÂFP ~ AB - IVLN*
Or, AP . AM = A’P = fi , AM^ = -|- p* ,
donc et enfin
AB — MN r= AB — 2MG = rf — 2 (a — a) :
fi _ d «^ -|- d — — aj ’
équation d’un second cercle , dont les intersections avec le cercle (1) détermineroni les points M cherqtiés.
L’éqnation (1) est celle du cercle donné ; l’équation (2) prend la forme
et à cause àe f =.a? -\-h^ — ,
* ^2 le centre de ce second cercle est donc à une distance -r du
t cc
‘ point A , origine , sur la droite AB , et il a pour rayon la tangente menée de ce centre au cercle donné.
De là cette construction :
Prenez sur AB « à partir du point A , AT tel , que AB ; AT AT : AI ;
de ce point, comme centre, et d’un rayon égal à la tangente IM , décrivez un arcle de cercle, qui coupe le cercle donné en deux points M et M'. Les sécantes du point A , AMP, AP'M', détermineront les sécantes BNP, BP'N' , telles , que MN et M'N' seront parallèles à AB.
On peut se dispenser de décrire l’arc du cercle , les points M et M' étant déterminés par les tangentes IM, IM'.
Deuxième tolution. On a encore . AM _ BN AP~BP'
ou, multipliant les deux termes du premier rapport par AP, et ceux du second par BP ,
AM . AP_ BN . BP AP ~ BP^ ■
Or ‘ AM.AP = Âf*=<^ BN.BP=BÏ'2=V:
donc
t'~BP’
Le point de concours P des deux sécantes AP , BP , est donc tel , que ses distances aux points donnés sont dans le même rapport que les tangentes menées de ces points au cercle donné.
Ce lieu géométrique , comme on le verra plus bas, est un cercle qui à son centre sur la ligne qui joint le^ points donnés A et B, et pour diamètre la distance entre les deux points de la doite AB tels , que le rapport de leurs «jiaiances aux points A et B soit égal
sm rapport des tangentes ÂT et BT'. Les points communs à ce cercle et au oercle donné seront les points de concours P et P' des sécantes. * '
Si les points A et B étaient intérieurs au cercle , la première construction serait modifiée , ainsi que la seconde, eu ce que les tangentes seraient remplacées par les demi-cordes passant par ces points perpendiculairement au rayon qui les joint au centre.
Troisième solution. Enlin , il est facile de voii- que ce problème revient à faire passer par deux points A et B un cercle tangent au cercle donné O j les points de tangence deviennent les points de concours des sécantes. En effet, les points de tangdnce étant des • centres de similitude , les rayons vecteurs sont proportionnels , et les cordes des arcs interceptés , parallèles.
Au reste , ce problème n’est qu’un cas particulier du problème , général auquel donne lieu la question suivante :
i75. Par deux points donnés on mène à un même point de ta circonférence donnée deux sécautes qui la coupent chacune eu un second point : déterminer la corde de jonction de ces points.
L’origine des axes rectangulaires étant an centre du cercle donné , et (o , A) , (o', h') , (a , p) , étant les coordonnées des deux points donnés A et B (fig. 131) et du point de concours P des sécantes AMP , BMP, les équations de ces sécantes seront
AP (Y_^) = ^(X-a), ■
BP (Y-j3)=^;(X~a).
En exprimant par les mêmes coordonnées courantes que ces droites ont au moins un point commun avec le cercle donné, dont l’équation est
et , de plus , le point P (« , j3) étant sur la circonférence , on aura la relation
Or, l’ensemble des droites AP , BP, peut s’exprimer, par le produit de leurs équations mises sous la forme r
lequel produit sera
-f- {p—b)(P—b')t=zQ ;
et à cause des équations (1) et (2) , qui donnent
l’équation précédente devient
Chassant les dénominateurs , on obtient
(Y_p)*(a— a)Wa')-(X— a)(Y-p)[(«-a)(p-iO+(“-«'XP--*)] +(X-«)2(^-A)(i3-A')=0, . '(A)
(X+«y{«-a)(«-a')-HX+a)(Y+i3)[C«-o)(p-i’)-H«-«0(P-A)] +(Y+(3y(p-A)(p-A0=0. (B)
Ajoutant maintenant terme à terme les équations (A) et ( B) , et réduisant en vertu des équations (1) et (2) , on trouve («-a)(«-aO(r*-f«X-^Y)-|-[(«-a)(|3-i'>|-(“-«')(P-i)]'PX-faY) ip-b>) +.|5Y-«X) = 0 ,
équation du premier degré en X et Y , qui représente la droite de jonction des points M et N.
Séparant les variables , pour donner à cette équation la forme ordinaire aux équations de lignes droites ^ on obtiendra , toute réduction faite ,
[(r^ —aa'-\-bb'')p-\-{ab'-\-a'b)(i. — (A^i')r^] Y |
-|-[(r2-j-aa' - C^)
+ [(r2-|-aa'-j-AA') a a')^-(b-\-b')p]t^)
Telle est l’cquation de la drofte MN , qui sera entièrement déterminée par ses coefficients, lorsque le point de concours des sécantes , P lu, p) , est donné.
M ais si l’on particularise à priori quelque condition à laquelle celte droite doive satisfaire , le point P n’aura plus sur la circonférence que des positions déterminées par la nature même de cette condition.
'DiQiîi-iod bv
Avant d’entrer dans cette question , on pourra donner à l’équation (C) une forme plus simple en supposant l’axe des x parallèle à la droite qui joint les points donnés. Dans ce cas b' = b , et l’équation , résolue par rapport à Y , devient :
—aa'-\-bi^)P-\-b{a-\-a’)oi — ibt^ 2A^(q 4 apa - (r^-f ^
' (r^ — aa'r\-b^)[i-\-b{a-\-a')K — 2Ar*
174. 1® Si l’on veut que la cordé de jonction MN soit parallèle à la ligne des points donnés, c’est-à-dire à l’axe des or , l’équation
servira à déterminer le point de concours des sécantes sur la circonférence.
Cette équation (a) peut se mettre sous la forme
et sous cette forme elle représente la polaire d’un point de la droite AB , facile à déterminer.
En effet , du point H , on prendra H.V = HA = a (fig. 132) ; sur la demi - circonférence décrite sur BA' = a' a on portera BT = BT' , et , abaissant la perpendiculaire TI, on aura
Du point I , on mènera les tangentes IP, IP' ; la polaire sera PP', et les points de concours des sécantes cliercliée^ seront P et P' ; en effet, si l’on mène APM, BPN, et.LM'P', BN'P', les droites MN, M'N', seront parallèles à AB.
Lorsque le point B est intérieur au cercle j l’équation de la polaire , mise sous la forme
donne lieu à une construction analogue à la précédente (fig. 133).
178. 2° La corde de jonction perpendiculaire à la droite des points donnés.
Cette condition sera exprimée par l’équation
(r^ — aa'-j-P) P-j-b(fi-j-a'J« — 2br^—0, (b)
HI=nB— IB=a'
' D"j»i/ed by Goôglc'
qui devient
et représente la polaire du point dçiit les coordonnées sont , — «■'(«' — o)i
nr» — •
176. 3® La corde de jonction passant par le centre du cercle donné.
L’équation de condition
’ 3ijS-)-(a + a'}a — — 0 J (e)
si l’on y remplace par sa valeur -j- > devient
o.a' ~\-V ^ — — (o-|-a')a = 0, et , toute réduction faite ,
(.-4^}+iP-*)-=(^y.
équation d’un cercle décrit sur AB comme diamètre (tig. 13/i). Les points d’intersection de ce cercle et du cercle donné seront les points de concours des sécantes APM, BPN, et AM'P', BP'N', telles, que les cordes de jonction M^’ , M'N' , passent par le cenu-e O du cercle donné.
k° La corde de jonction parallèle à une droite donnée
Si A représente la tangente de l’angle que la droite donnée fait avec la droite AB ,* l’équation qui déterminera a et p sera {a-\-a')7^—{r^-\-aa;—b-) a— h{a-{-a')p _.
(r* — aa'+i^;p-|-ÎCa+a')a — ïbr^ ’ ^
d’où l’on tire , toute réduction faite ,
Digilized by-C>
équation de la polaire du point dont les coefficients de |3 et de a sont les coordonnées.
178. 5° La corde de jonction passant par un troisième point donné C (fig. 135).
L’équation (C) (n® 173) prend la forme symétrique
Y [i(A'^+a'a — — ^{bh'-^aa' — r^)] 1 ■^'^\a[b'p-\-a'a—T^)—a\bp-\-aa—f^)—a.{bb'-{-aa' — r^)] >=0, — r^[ {b'p-\-a’a. — r*)-}- (Ap-j-aa— r*) — (bb'-\-aa' — r^)] j
d’où
(AY+flX-r^) (A'iS-l-a'«- 0+(A'Y+a'X-7^
— (pY — «X — r^} (AÎ'-j-aa' — r^) = 0.
Si le troisième point donné C a pour coordonnées a" , b" , l’équation précédente, dans laquelle on fera X i= a’, Y = b’, deviendra, toute réduction faite,
P \b[b'b’-\-a!a'—r^]-\-b'(bb’-\-aa'—t^—b’(J)b'-\-aa' — r^)]
-|-a \a{b'b’-^a!a'' — r^)-\-a'(l)b’-\-a(f—r^)—a''(J>h'-\-aa' — r^)]
— r^[ (A'i*-|-a'a‘' — (AA'-j-aa* — r^) — (bb'-\-aa' — r^)]
Cette équation finale se simplifie si l’on renprque que , la polaire du point B (o' , b') ayant pour équation
l’expression de la longueur de la perpendiculaire Q.p, abaissée sur elle du point C (a*, i”), sera
De même
P bb"-\-aa"
représentera la longueur de la perpendiculaire abaissée du point C sur la polaire du point A (a, b) , comme
„ bb'-\-aa'—r^
est la distance du point B à la polaire du point A. ^
Donc , si l’on désigne C/> , , Br , par k,h', A* ,
OA = ka*4-i^ OB = k'a«-j-A'S par a, d' , l’équation précédente deviendra
P [ Arf'A-j-i'rf*' — iV*»] )
[ ad'k -}- a'dk' — ] > = 0 ;
— r2 [ d'k\- dk'— dkr\ j et faisant d'k ~ dl, le facteur d s’évanouit , et l’on a
rbl+b'k’—Iyk«-\ , ral4-a’k' — a’k’-\ , „
I* [ 4t'iH +“ L-^— i.-j - .
équation qui représente la polaire du point dont les coefficients de « et P sont les coordonnées.
L’intersection de cette droite et du cercle donné déterminera les points de concours des sécantes du problème.
179. La recherche des polaires des numéros précédents donnant lieu à des constructions peu élégantes , on préférera les solutions purement géométriques qui suivent .-j
Par deux points donnés mener à un même point de la circonférence d’un cercle donné deux sécantes telles, que la corde de l’arc intercepté soit parallèle à une droite donnée.
Soit supposé trouvé le point de concours P (fig. 136) des sécantes AP , BP , telles , que la corde MN soit parallèle à la droite donnée RS.
Si l'on mène NH parallèle à AB , et HM prolongée jusqu’à sa rencontre avec AB au point I , on aura les deux triangles AMI et APB semblables , et la proportion
d’où
AM ; AB : ; ai : ap ,
_ AM. AP _ AP ~ AB ~ AB
et le problème est ramené à mener par le point I , déterminé par la valeur précédente de AI , une sécante telle , que la partie comprise dans le cercle donné O soit d’une longueur déterminée. En effet, si , par un point quelconque N' de la circonférence, on mène deux cordes N'H', N'M', respectivement parallèles à AB et RS, les angles N et N' seront égaux et la corde H'M' = HM.
ongle
Par deux points donnés mener à un même point de la circonférence
d’nn cercle donné deux sécantes telles, que la corde de l’arc intercepté passe par uu troisième point donné.
Soit P le point de concours des sécantes AP , BP , et la corde MN passant par le troisième point C (fig. 137). Si l’on mène NH parallèle à .AB, et HMI, les triangles semblables AMI, APB, dônncront la proportion
Al : AM :: ap: AB,
Al =
AB
qui déterminera
et par conséquent le point I. Il n’y aura plus qu’à mener par les points l et C des sécantes IM, CM, en un même point. M de la circonférence , et telles, que la corde NH soit parallèle à une droite donnée AB.
Si le point C était sur la droite AB (lig. 138) , après avoir déterminé le point l comme précédemment, on mènerait par les points I et C des sécantes IM, CM, telles, que la corde HN fût parallèle à IC.
On peut énoncer différemment le problème qui précède, en disant : inscrire dans un cercle un triangle dont chacun des côtés passe par un point donné, et appliquer la solution au problème général : inscrire dans un cercle un polygone dont chacun des côtés passe par un point donné.
180 . Étant donnés nn cercle et une droite , trouver un point tel , que toute sécante y soit divisée' par le cercle et la droite en deux segments dont le produit soit constant; déterminer ce produit.
La solution de ce problème dépend de cette question : par un point donné mener une sécante qui soit divisée par la circonférence et la droite données en deux segments dont le produit soit une surface donnée.
L’origine des coordonnées rectangulaires étant au centre du cercle donné , et l’axe des ar perpendiculaire à la droite donnée, les équations du cercle et de la droite seront
Le point donné ayant pour coordonnées a, b, la sécante passant par ce point aura pour équation
r ^ i- Sfi jy C.nogl
La distance du point donné à la circonférence sera représ^tée par D. = y {y,- by-\- (a?. - af ; et, en Tertu de l’équation (3) ,
D. t= (ar. — a)
De même le segment compris entre le point donné et la droite aura pour expression
y, , X,, étant les coordonnées du point d’intersection de la droite ar, = rf , et de la sécante y, — b — A (x^ — a ) , ces équations donnent b — y.;=A(a — d), a — a?, = a(o — d)-, et par conséquent D, = (a — d) y i -|- A^. Si donc P représente la surface donnée , l’énoncé du pro&lème D,D, = P donnera l’équation
dans laquelle il ne reste plus qu’à substituer la valeur de x, provenant de la combinaison des équations = ÿ. — ^ = A (x, — a). On trouve facilement
A (Ao — b)± (1 -f- A*) — (Aa — b}
de là
r(AA 4 a) qt yr^{iJf.A^-{Aa-bf\
L’équation (4) devient par la substitution de cette valeur , et toute réduction faite , i
[d - a] ([A&4 a] qr [1 4 A^j - [Ao — i]) = P. ■ Isolant le radical , et élevant au carré , on obtiendra l’équation , ordonnée par rapport à A ,
(o2-|-A2_r2) (d-a)2A*- 2 (d-a)iZ'-*A 4 (d-a) 2 (o 24 i 2 -r>) 4P[/2~2(d-a)a] = 0. (F)
Cette équation donnera généralement les deux valeurs de A qui satisfont à l’énoncé de la question.
Cette question n’a plus qu’une solution, si -\-b'^ — r^=:0, c’est-à-dire si le point donné est sur la circonférence du cei de donné; dans ce cas , la seule valeur de A ,
devient, si l’on fait — o)K,
Enfin , pour résoudre le problème propose , A sera indéterminé si on a à la fois dans l’équation (F)
P — 2 (rf — a) a = 0.
On tire de ces équations
a = rh r
et P'=z±1r(r'zç.d).
Le point cherché est donc à l’interséction de la circonférence donnée par le diamètre perpendiculaire à la droite donnée , et le produit constant est é{;al au diamètre multiplié par la distance de la circonférence à la droite donnée (fig. 13'9).
181 . Étant donnés un cercle et un point , en peut toujours déterminer un second point tel , que les droites menées de ces deux points à un même point de la circonférence soient dans un rapport constant ; déterminer ce rapport. *
On résoudra d’abord ce problème :
Etant donnés deux points , A et B, déterminer sur la circonférence d’un cercle donné O un point M tel , que le rapport des droites AM et BM soit constant et donné (fig. 140).
Soit le centre du cercle pris pour origine des axes rectangulaires, f axe des x passant par le point A.
Soient OA = </ ,
a,b , les coordonnées du point B,
— le rapport donné :
la condition du problème sera évidemment exprimée par {^{d— xy^ -|- m
[y'[a — xf-\-{b—yf~'n'
La combinaison de celle équation et de celle du cercle
déterminera le point cherché.
Oigitized by Ck)ogk
Or l’équation (1) est le lieu géométrique des points tels , que leurs distances à deux points donnés soient dans un rapport constant et donné (voir plus bas ce problème, quatrième section). L’intersection de ce cercle ( lieu géométrique ) et du cercle donné fera connaître le point demandé.
L’équation (1) , simplifiée au moyen de l’équation (2), devient
k (o=“ -4- — 2«x — lby-\-7^ «’
et , développant,
équation d’une ligne droite, corde d’intei-section des deux cercles. Au reste, cette équation, pouvant se construire à priori , le problème est résolu par l’intersection du cercle (2) et de la droite (3).
Mais , pour revenir à la première question , puisque la position du point {x, y) sur la circonférence est quelconque, il faut que cette équation (3) soit satisfaite indépendamment d’aucune valeur de ces coordonnées. Les coefficients de y et de x et le terme tout connu doivent donc [être nuis , ce qui donne les trois équations A = 0, (A)
qui serviront à déterminer les coordonnées a et des points B ,
ainsi que le rapport, — ,
En vertu de l'équation (A) , l’équation (G) simplifiée donne m? -}- eP
et par conséquent l’équation (B) devient
il’oii
• (a — d) (ad — r^) = 0 , . (D)
équation satisfaite par a — </= 0 ( solution étrangère, puisque le point B cherché doit être nécessairement distinct deA } , ou par ad — , d’où r*
. tn d
et par suite — = - ;
Donc, en résumé, le point cherché est le pôle conjugué du point Â, et le rapport constaui est égal au rapport entre la distance de ce point au centre et le rayon.
182, Étant donnés un cercle et une droite, trouver la position d’un poin^ tel, que , si l’on mène par ce point une sécante quelconque, la partie cora* prise entre ce point et 1e point de section de la sécante avec la droite donnée soit moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure.
La solution de ce problème dépend de celui-ci :
Par un point donné M (fig. 141) mener une sécante EMDC telle, que la distance MC soit moyenne proportionnelle entre CD et CE.
Soien! -j- l’équation du cercle ; l’origine des axes
rectangulaires au centre , et l’axe des x perpendiculaire à la droite PQ ; a? = </, d — OG ; a , p, les coordonnées du point donné, cl par conséquent l’équation de la sécante.
y— P = A(ar — a).
Cette sécante rencontre la droite donnée en un point C, dont les •coordonnées seront déterminées par la combinaison des équations
^x—d, y,=^-j-A(<i— «)=A éÎ— (A« — P);
d’où l’on tire
af, — a — d — a,
y.-p=A(rf-«),
et la distance
MC = K(ar. - «)* -1- (y, - = (rf - «) Kr+p. !
Celte même sécante coupe le cercle en deux points , dont les coordonnées sont données par l’élimination entre les équations
(y. — ^) = A (ar. — a).
Di ..
by Googli
On obtient facilement
__rAa— (3) ± Ak»^(l+A2) — QA« — P)2 1+A2 .
Si la sécante entière , comprise entre le point C (a?. , y) et l’un des points de section de la sécante et du cercle , est exprimée par
la partie extérient^ le sera par ■ •
K^.-^3)"+Cy.-y37,
les valeurs x,,y,, et y^j étant rassemblées dans les expressions générales (A).
< On tronvèra par la subtitution
d(14-A2)-rA(Aa— P)— k"r^(l+AV(Aâ-(3)2 ,
\^iW > ^
Or on doit avoir, d’après l’énoncé , -
V.- «)2-f(y P)2 = K (»,-ir,)^+(y — y.y • K a^3)*-4"(y — yj)^;
substituant ponr(«, **-«)* + (?, — P)* > etc. , leur valeurs, on* trouvera
(rf-«)2(l+A2) ={rf(l+A2)- A(A«- p)]2- [r2(l+A2)-(A«-p)2] > développant les calculs , réduisant et ordonnant,
'■ 2p(rf-a)A+p2-(d— (F)
Telle est l’équation qui résoudrait le second problème; mais puisque la proposition énoncée dans le premier doit être vraie pour tontes les sécantes qui passent par le point M, U fout que l’équation ( F ) soit satisfaite indépendamment d’aucune valeur de A : donc ,
, !p(d— *t)ii=o, • " >• <i)
L'équation Cl) est satisfaite soit par p 0 , -soit par (d — «) = 0.
i® Si P = 0 , l’équation (2) donne
rf— :
ce qui indique que le point cherché est sur la droite OGX , à une distance du point G égale à — r^, que l’on construit facile-
ment en portant en M, et M. la longueur de la tangente GT.
2® Si (cf — a) = 0 , l’équation (2) devient
seconde solution , particulière au cas où la droite donnée coupe Je cercle donné , et qui place le point cherché à l’fntersection du cercle et de la droite. Eu effet , pour ce point , l'une des parties de la sécante étaut nulle ^ la condition de l’énoncé est satisfaite.
On arrive plus rapidement au môme résultat en prenant pour inconnue du problème l’ordonnée du point C, où la sécante demandée doit rencontrer la ligue donnée.
En effet , le produit de la sécante entière CE par sa partie extérieure CD étaut égal au carré de la tangente CS , menée du point C j dont les coordonnées sont (d, y) , on a tout de suite l’équation
(d-a)^+(y-^y = d^+y^-^, et, toute ^jj^uction faite ,
(ti — a)2 — 2py 13* — (<£2 _ r2j = 0 i et , puisq&e y est arbitraire ,
d’où d-«z=:±y~d^ — r2,
môme résultat que précédenuueul , mais débarrassé d’une solution insignifiante.
On peut voir par cet exemple combien le choix de l’inconnue influe sur la simplicité des calculs.
185. Étant donné un point A sur un diamëU'e donne d’|f||| cercle donné O (Bg. 142), on peut toujours déterminer un autre point Mfcl, que si par le premier point A on mène une sécante quelconque£AC, les angles COA et EDA soient constamment é|aux entre eux.
n sera facile de trouver la solutiou de cette question si Ton résout le problème suivant :
Étant donnés deux points A et D sur un diamètre donné d’un cercle donné O, mener par le point A une sécante telle , que les angles CDA rt EDA soient égaux. '
Le diamètre donné est pris pour axe des x, et , l’origine des axes
^ _ 1 . . nii /.onipo <ln cprclft donné . l’éauation
de ce cercle sera
Soient OA = d , , OD
= «; y., etar,,y.
points G et E , où la sécante passant par équations des lignes CD et DE seront
CD
DE
et puisque , a apres i enoucc , «c» dujjics ^ égaux , réquation du problème sera
_jns laquelle il faut substituer à la place des x, , y., et at., y. , leurs
valeurs tirées des équations
y2 = cercle donné ; #
y = A (ar — <0 »
On obtient par l’élimination -
-Arf± At/r^(l+A^)-A^rf^ .
et, séparant les valeurs , ,
r l/^(l4-A*)-A^^ — Arf+At^VÇl-f A^)-A^d^ .
-f^d-Py r^(l+A=Q-A ^ , *.= T“ï+Â? — ' 1+A^^
et par conséquent
, N_ A2rf-a(l4.A2)-Kr^l+A")-A*«i2
“>- qiÂ^ ^ • •
L’équation (A) , par la substitution des valeurs y, , y, , — a ,
», — «, deviendra , toute réduction faite ,
Cette équation finale résout à la fois les deux problèmes.
En effet, s’il s’agit de déterminer A, on a la relation 1 + A2 = 0, .
qui indique que les deux directions des sécantes qui résolvent le second problème sont perpendiculaires entre elles , et leur angle divisé en deux parties égales par le diamètre donné^Il sufbradonc de mener par le point A deux sécantes AC , AC', faisant d’un côté et d’autre du diamètre des angles de 50°.
Quant au premier problème , on voit que l’équation (F)est satisfaite, quel que soit A , par la relation
r^ — arf=0 ,
d’où “ = ^ :
le point D est donc le pôle conjugé du point A. On le délemiinera , comme on l’a vu précédemment , en menant d’un point quelconque I de la droite AI , perpendiculaire à OA, les deux tangentes IT , IT' , et joignant T'T jusqu’à sa rencontre en D avec OAD ; ou bien en menant par le point A deux sécantes quelconques VAU , V’AÜ' , joignant U'U, V'V ; et, de leur point de rencontre G , abaissant GD perpendiculaire sur OAD.
-vaa. hs ■ .
QUATRIEME SECTION
184. D’un point donné on mène des droites à une ligne droite, donnée, et l’on partage ces distances en deux parties qui soient danf un rapport donné : trouver le lieu géométrique des points de division.
L’origine des axes rectangulaires étant au point doniié A , on prendra pour^axc des x Ja droite AP perpendiculaire ^ la droite donnée MN (lig. 1&3). .v, .
Soit AP = : l’équation de la droite MN sera ’ * ‘ ^ "
et, si (« , P) représentent les coordonnées d’un dés pOihiS dé division I , l’équation de la sécante AIE sera
AI = D, = |/«^+p2;
eti’ooaura; dè'plns’,' ' '■ ’ ^
si /dope ^ exprime le rapport donné, l’énoncé . !' ./ '
deviendra , toute réduction faite ,
équation d’une ligne droi^ perpendiculaire à J’axe dés x , et parallèle par conséquent à la droite donnée,. passant par le point où la distance d — est divisée en deux parties qui soient entre elles dans le rapport donné.
Ifô. D’un point donné on mène à un cercle donné des sécantes , que l’on divise en deux parties dans un rapport donné : trouver le lieu géométrique des points de division. <
On placera l’origine au point donné A , en prenant pour axe des X la droite AD qui le joint avec le centre du cercle donné (fig. ihU).
Soient AO — </ , a et J3 les coordonnées du point de division I sur une sécante quelconque AB , et enfin x , y , les coordonnées du point de rencontre de la sécante et du cercle.
Les équations du cercle et de la sécante seront *
Or, d’après l’énoncé ,
l/'(x—a.y-^(y—py
, rapport donné.
X ely étant fournies par les équations (1) et (2) , on dttient par une simple élimination
_ ( («24-^2) - cPf i s
d’où
Cl par conséquent l’équation du prubièiue (3) deviendra par la substitution de ces valeurs
ud — ± -1 «
réduisant , isolant le radical , élevant au carré , puis effaçant
, facteur commun à tous les termes du résultat, on aura expression qui prend la forme
équation d’un cercle dont le centre est sur l’axe des x , à une
distance du point A égale à , et dont le rayon^^est égal à
'De là cette construction' :
Joignez le point donné avec le centre du cerce donné ; divisez cette distance AO en deux parties qui soient entre elles dans le rapport donné : le point de division C sera le centre du cercle, lieu géométrique cherché. On déterminera le rayon en menant par le point donné une sécante AB au cercle donné , le rayon OB , et , par le point C , Cl parallèle'à OB : CI sera le rayon.
Ces deux problèmes sont renfermés dans cet énoncé :
D’un point fixe on mène dans toutes les directions des rayons vecteurs, <;^e l’on divise en deux parties dans un rapport donné , si les points extrêmes des rayons vecteurs sont 1* sur une même ligne droite donnée, sur une circonréreuce donnée : déterminer le lieu géométricpie des points de division.
Dans celte question , comme dajis toute autre de ce genre , on se servira avec avantage des coordonnées polaires.
1* Soit l’origme au point donné, et pour ligne fixe la droite •perpendiculaire à la droite donnée , dont l’équation sera
r sin V = eî , ; (O
d représentant la distance des points à la droite.
Soient r le rayon vecteur enlieV, r* la distance du point fixe au point de division : l’énoncé de la question
devient ^ . . . ~ . .
r' tn
•* .• -i 'f î -'iiiw At' •/<
• :••• * . Digrtized by
et, à cause de l’éqaation (1), .• v
r'sin v=: — ; — d, m-\-n
équation d’une droite perpendiculaire à la ligne fixe, à une distance
du point fixe égale à — ■. — d.
2° La ligne fixe passant par le centre du cercle donné, réqualion de ce cercle sera
— idr cos v -\-d} — = 0 j • (2)
substituant la valeur de r tirée de cette équation dans l'équation de condition
on trouvera d’où r** — 2
d cos)
— (P sin^r
r rfT
\jn-\-n\
équation d'un cercle dont le centre est à une distance du point fixe
égale à — ^ — rf, et le rayon égal à — ^ — r , même résultat que m-j-n » ^ J U m-\- 7 i ’ ‘
précédemment.
1 86. D’un point fixe donné on mène des couples de rayons vecteurs , dont l’angle est constamment égal k un angle donné , et dont le rapport des longueurs est ausssi donné , si l’extrémité d’un des rayons vecteurs décrit une ligne droite : quel sera le lieu géométrique des extrémités de l’autre ?
L’origine des axes est placée au point fixe donné A (fig. 165), et l’on a pris pour axe des x AP, perpendiculaire à la droite donnée PQ.
L’équation de ccitg droite sera
d étant la distance AP du point fixe 6 la droite donnée.
Soient x,y, et les coordonnées des points extrêmes des rayons vecteurs : leurs équations seront de la forme
y = kx ,
IS
et enfin , d’après l’énoncé , ■ . ; » .
«^ + jS^ m ' . ,
VnV^o.K. ^
i _[_ ^ > tangente de l’angle donné. (5)
On aura donc pour éliminer a? , y , A et A' , les cinq équations précédentes , et l’on obtiendra pour équation finale en a,p, l’équation du lieu géométrique cherché.
D’abord, en vertu des équations (2) et (3), l’équation (5) devient
y + «) = iT (P — Aa) , et, à cause de l’équation (1) ,
par conséquent .
l’équation (ü) , parla substitution de cette valeur, devient donc, toute réduction faite , ••
équation d’une ligne droite , lieu géométrique cherché.
Pour déterminer sa position, on mettra l’équation précédente sous la forme
Cette ligne est donc perpendiculaire à toute droite qui fait avec laxe des a? un angle dont la tangente est A, c’est-à-dire l’angle donné. »
Déplus, soit P = A« Téquation du rayon vecteur AL tel , que ~ l’angle donné , et par conséquent perpendiculaire à la droite (F) ; on 'trouvera sans peine
d’où résulte cette construction ;
Par le point fixe donné A abaissez la perpendiculaire AP sur la droite dojinée PQ que décrit l’extréniilé de l’un des rayons vecteurs ; par le même point A menez une droite AL qui fasse avec cette perpendiculaire un angle LAP égal à l’angle donné , et
prenez AL = — rf, et, par ce point L ainsi déterminé , menez SR,
perpendiculaire à AL, qui sera le lieu géométrique demaudé.
On serait arrivé plus promptement au même résultat en observant que , pour p = 0 , l’équation (F) donne
AG = a —
' cos de l’angle donné.
187. Les données étant les mêmes, si l’extrémité d’un raÿbtt vecteur de chaque couple décrit un cercle , quelle ligne décrira l’extrémité de l’autre ?
L’origine des coordonnées rectangulaires au point fixe ,. et l’axe des X passant par le centre du cercle donné , que décrit l’extrémité de l’uii des rayons vecteurs , les conditions du problème seront exprimées par les équations suivantes :
(1) y = kx,
AA
rayon vecteur dont l’extrémité décrit le cercle donné.
second rayon vecteur qui décrit le lieu géométrique cherché.
le rapport des rayons vecteurs égal au rapport donné.
cercle décrit par le premier rayon vecteur ; rf = AO (fig. 146).
l’angle des rayons vecteurs constant et égal à l’angle donné dont la tangente est A.
On a donc encore cinq équations pour quatre inconnues ; l’équation finale sera le lieu géométrique cherché.
Substituant dans l’équation (5) les valeurs de k et k' tirées des
Dj jy f'ülidc
équations (1) et (2) , on trouvera , comme au numéro précédent ,
AP
élevant au carré, et substituant dans l'équation (4) , on obtiendra d’où
et l’équation (6) deviendra
y—fR — Aa) ) (Ap-|~«y±:k^r^[(Ap-)-a)^(^ — A«)^] -(p — Aa)^<f ( .
par conséquent
l>rm_ (Ap-K)rf±k^r^[( Ap +«)^+(P-Aay]-(i3-Aay^
KÂFHÔ^t|S-A«)2
substituant dans l’équation (3) , on aura l’équation linale cherchée
j (AM-“)rf±k'r^[(ArH-«)^+(|^-A « )^]-C^-A«y</^ (
1 KAP+^j^-KP-A*)^ (
Cette équation se simplifie si l’on observe que
(AH-«)"+(P - Aa)2 = («^+|5^) (1+A^j ; substituant , isolant le radical , et élevant au carré , on obtiendra («='+p^)^(l-{.A^) - 2^|/ï+F(«='4-p^XAp4-«}rf-{-^' («H|3^:(1+A2)(f2
Effaçant le facteur commun (a^ PO* divisant tous les termes par ( 1 -J- A^) , on aura
rf + - O
équation d’un cercle , Heu géométrique cherché.
Pour déterminer le centre et le rayon de ce cercle , on observera que l’équation précédente peut se mettre sous la forme
=-^=4= iY =('îîrYi
d’où il suit que ce cercle a pour coordonnées du centre ^ m A ,
tn
CCe — —
" Ki+a^
et pour rayon pz=z — r.
On lire des premières valeurs ^ = A
et
le centre est donc sur une ligne droite passant par l’origine A, et faisant l’angle donné avec AO , et de plus à une distance du
point fixe exprimée par— AO.
De là celte conslruciion :
Joignez le point donné A etde centre du cercle donné que décrivent les extrémités des premiers rayons vecteurs. Par le même point A menez AC telle , que CAO = l’angle donné , et prenez AC
telle, que ^ ^ : le point C sera le centre du cercle cherché ;
de ce point comme centre, et avec un rayon qui soit au rayon du cercle donné dans le rapport donné , décrivez un cercle , qui sera le lieu géométrique demandé.
188 . D’un point fixe ou' mène des rayons vecteurs , sur cliacun desquels on prend deux points tels , que le produit de leurs distances respectives au point fixe soit constant et donné. Si les points les plus rapprochés du point fixe sont sur une ligue droite donnée, quel sera le lieu géométrique des autres points ?
L’origine est au point fixe A , et l’axe des x est perpendiculaire à la droite PQ (lig. 147) , dont l’équation est x — d (1), AP = rf.
(«, y) , (et , ^), étant les coordonnées des points pris sur chaque rayon vecteur , l’équation de condition sera
.^üy
Googtî-
et eniÎD on aura
pour exprimer que les deux points sont sur le même rayon vecteur. ’ De l’équation (3) on tire
d’où + =
et, a cause de l’équation (1),
de sorte que l’équation (2) deviendra
et a2 + p*-^«=:0,
équation d’un cercle , lieu géométéflÇue cherché.
On voit facilement que ce cercle passe par l’origine , et que son diamètre est égal à j on peut donc le construire ainsi qu’il sui^:
Du point fixe A menez APX perpendiculaire à la droite PQ des premiers points ; de ce même point, et d’un rayon AM = ?«, côté du carré donné , décrivez un arc de cercle , qui coupe PQ en deux points M et M' , et par M menez MD per^ndiculaire à AM. AD sera le diamètre du cercle cherché.
189. Lorsque , par une condition nouvelle , les points sont assujettis à 8e4ro(nrei’ sur une ligne quelconque donnée , l’intersection du lieu géométrique et de la ligne tlonnéc par condition détermine les points cherchés , et le problème n’est plus indéterminé. • «
S’il s’agissait , par exemple, de mener par un point donné A une sécante à deux ligues données PQ , RS , telles , que le produit des rayons vecteurs AU, AV, fût égal à une surface donnée, l’intersection du cercle , lieu géométrique trouvé au numéro précédent , et de l’autre droite RV , déterminerait la direction de la sécante cherchée AÜV, AV' U'.
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190. Les données étant les mcines , si les premiers points sont sur ime circonférence donnée , sur quelle ligne se trouveront les seconds ?
L’origine toujours au point fixe, et l’axe des a? passant par le centre du cercle donné , les étiuations du problème seront les mêmes que dans le n* (188) , à l’exception de la première, qui sera remplacée par
équation du cercle donné.
On aura donc pour éliminer * et y , outre c^te équation (1) , les équations
De celte dernière ôn lire - >
OC
et la première devient
(«2 -j- — 2a^<iar -j- = 0
d’où
et y=!3 par conséquent
a.d dz ^ r^(g^
l''PT?=
Substituant dans l’équation (2)., .qn aurp
ad ± Kr» (a* 4- lî») — = m» ,
et, toute réduction (aile.
équation d’un cercle , lieu géométrique cherché.
Cependant si le cercle donné passait par le point fixe , comme
alors rf = r , l’équation (F) donnerait
Le lieu géométrique serait une droite perpendiculaire à l’axe des X , à une distance du point fixe déterminée par la troisième proportionnelle au diamètre du cercle donné et au côté du carré représentant le produit constant des rayons vecteurs.
Si le cercle donné ne passe pas par le point fixe , le lien géométrique est un cercle représenté par l’équation (F) , qui prend la forme
et si l’on fait = (rf-f- r) k, ce qui change le carré donné en un rectangle équivalent dont l’un des côtés est (rf -J- r) , l’équation du cercle deviendra
Ce cercle , d’ailleurs facile à construire directement, est le lieu géométrique des points pris sur les rayons vecteurs menés du point fixe à la circonférence donnée, tels , que leur distance au point fixe soit au rayon vecteur total dans le rapport de A à — r).
De là cette construction :
Du point A (fig. 148) menez AOX ; cherchez une longueur AH= A telle, que AD . Ali = décrivez le cercle, lieu géométrique des points tels', que AI ; AB : AH ; AC ; ce «ercle sera le lieu géométrique demandé.
Au lieu de foire
= &, on aurait pu faire
rf + r“", cl — r
et l’on aurait trouvé une construction analogue , qui aurait douué
le même cercle.
191 . D’un poiut fixe donné un mène des couples de rayons vecteurs , dont l’angle est constamment égal à un angle donné et le produit à une surface donnée ; si l’extrémité des premiers décrit 1° une ligne droite, 2° une circonférence donnée , quelle ligne décrira l’extrémité des seconds?
1° En employant le même système d’axes rectangulaires, on aura les équations
(1) X — dy ligue droite donnée ;
(2; |/ , surface donnée ;
= A , tangente de l’angle donné ,
et A étant les tangentes des angles que font avec l’axe des x les Tayons vecteurs (4) y=*x,
£n vertu des équations (5) et (&) , l’équation (3) donne
re — AbI
^=Lâh:”J*’
et , à cause de l’équation (1) , , . ,
d’où , enfin , _________
-et l’équation (2) devient , par la subtitution de cette valeur ,
+ rf (/Thh?“ kTfF ’
équation d’un cercle qui passe par l’origine.
Cette équation prend la forme
[-KÏRbïï+t-K?pèp)T=(«T'
le diamètre est donc une troisième proportionnelle à et m.
De plus, les coordonnées du centre
"'-2Ld
“'-iLrf Kï+âO’
-donnent
le diamètre passant par l’origine fait donc avec l’axe des x l’angle donné.
De là cette construction :
Du point fixe A (fig. 149) menez AP perpendiculaire à la ligne donnée PQ, et AP'D telle, que DAP= l’angle donné. Prenez AP'= AP =d, élevez la perpendiculaire P'MK-, et prenez AM = m^ et menez MD perpetidiculaire à AM , jusqu’à sa rencontre avec
AP', D en I>. AD sera lë diamètre du cercle-, lieu {;éométriqae de>mandé.
< 192. 2° Pour le second cas , il suffit de remplacer l’équation (1) par
équation du cercle que décrivent les extrémités des premiers vecteurs.
On a trouvé (n* 187) f
^A6-}-«) d ± [(A6-f-g)* -|- (6 — Aa)^] — (6 — Aa)^<P
et , à cause de
k(Ap+a)î+(p — A«)2==Kc?+^kTTÂ*.
t ^Trr-î-r, |3^)(1+A^)- (p-A»)V^
• par conséquent l’équation de condition
- deviendra , après une première réduction ,
( Ap 4- a) d ± k r* (a"' + j3") (1+ A^) — (P — Aa)2 rf' .
kï+A*
•Isolant le radical et élevant au carré, on obtient, toutes réductions -faites,
et enfin
«^-f-6* 2 -JS — ^ . r - a — 2 -J 5 j. v =. B -4* n _2 ~ ® >
fP — r^kl+A* «P— r^ kl+A**^ ' ^
équation d’un cercle , qui peut se mettre sous la forme ,
^ m^d 1 , f„ rn^d A f vPr \
kï+Â^/ “ V'P-W ’
et , si l’on fait = A ,
âil’ou se reporte au n* 187 , on reconnaîtra dans celte équation
Digilized by GoogI
le lieu géométrique des seconds rayons vecteurs, quand les premiers décrïvent une circonférence , et que le rapport de ces rayons vec-‘
leurs est constant et égal à
105. Si = r , c’est-à-dire ai le point fixe est sur la circonférence donnée , l’équation (F) devient
équation d’une ligne droite perpendiculaire à toutes les droites qui font l’angle donné avec l’axe des x. Si du point fixe on mène une droite inclinée de cette manière sur cette axe , cette droite aura pour équation
p-:Aa=:0i CH)
élevant (G) en (H) au carré et ajoutant, on trouvera
(AP+ - A«f = (^')'(1+A*) , et , réduction faite,
oe qui achèvera de déterminer la droite , lieu géométrique dans ce cas particulier.
On mènera par le point fixe une droite faisant l’angle donné , avec celle qui le joint au centre di^ cercle donné ; on prendra sur
cette droite une longueur égale à — , et par ce point extrême
on mènera une perpendiculaire à la droite , cette pei^ndiculaire sera le lieu géométrique demandé.
194. Trouver le lieu géométrique des points d'oii la ligne qui joint deux points donnés est vue constamment sous un même angle donné. ( L’angle de vision d’une ligne est l’angle que forment les rayons vecteurs menés du point de l’oeil aux points extrêmes de cette ligne ). ‘
En général, soient p, 9, et g', les coordonnées rectangulaires des points donnés.
Les équations des droites menées de chacun de ces points seront de la forme
y — qz=ik(x—p), 1 y — q'=:k'(x — /»'). i
là
— ils —
Si t représente la tangente de l’angle donné A , on aura, d’après la formule connue ,
substituant les valeurs de i et k' tirées des équations (1) , on’obtiendra
Cette équation d’uu cercle, lieu géométrique demaadé, peut se mettre sous la forme
Nous engageons le lecteur à faire le calcul , en complétant les carrés des binômes en x et en y.
On reconnaît facilement que le centre de ce cercle a pour coordonnées
4«t que le rayon
PlP
On tire dfs deux premières valeurs ^ « ^-^(T+T*)
ou
«quation d’une ligne droite perpendiculaire sur le milieu de U ligne qui joint les points donnés.
Quant à la troisième valeur, on voit sans peine que, si d exprime la distance des points donnes , elle devient
sin A
le rayon du cercle est donc l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont la moitié de la distance est le côté de l’angle droit opposé à l’angle donné A.
De là la construction connue (lig. 150).
105. Telle est l’équation (S) la plus générale du segment ca> pable d’un angle donné décrit sur une longueur donnée. Nous l’avons donnée dans toute sa généralité , tant à cause de son utilité dans toutes les questions du genre de celles qui composent ce recueil , que comme exercice de calcul algébrique.
Il sera facile de résoudre le problème :
Déterminer un point d’oh deux longueurs données sont vues sous un même angle donné , ou chacune sous uu angle donné.
EnBn , dans le cas où trois longueurs données forment un triangle , on peut assigner le point d’où ces côtés sont vus sous le même angle , qui a dans ce cas une valeur déterminée. Il est évident qu’il a pour valeur — ^ , et que par conséquent ce point est
au point de concours des trois segments capables de l’angle décrits sur chaque côté et dans l’intérieur du triangle.
196. Trouver le Heu géoniétri^uë des petrits d’où, deux cercles don nés soient vus sons le même angle. (1/angle de vision d’un cercle est l’angle formé par les deux tangentes menées au cercle du point de l’oeil. }
Soient, en général , (x — a)*-}- (y — by = l’équation d’un cercle , y — |5 = A(at — «) l’équation d’une droite quelc 0 n(|ue menée du point dont les coordobnées «ont
On a tu (n* ù8) que la condition de tangence dn cercle et de la droite est exprimée par la relation.
développant et ordonnant par rapport à A ,
(a-«)*]A’+2(a-») (i-p)A-fr»-^ (*—?)*= « »
et par conséquent les tangentes au cercle font, avec la ligne prise pour axe des x,. des angles dont les tangentes sont exprimées par
la double valeur
A.|"". ■" rï-Co-ay*
Or, en désignant >ar ? Fangle des deux tangentes, on aura évidemment ' . .
“"8^=iqFÂX-
On tire des vsdeurs précédentes
a,-a.=p::^KÏ=OT(‘-S“->"'
et de l’équation qui les a données A.A.—
par conséquent ,
iang?=
r*— (a—af
et, toute réducüon faite , '
2r l^(g-a)^+(A -pÿ‘-f »
tang f — —
Telle est en général l’expression de la tangente de l angle que font entre elles les deux tangentes menées au cercle du point(«,p). Il est évident que pour un second cercle dont l’équation serait
ou aurait de même
tang î’=:
égalant ces deux valeurs, l’équation résultante en « et p sera l’équation du lieu géométrique cherché : donc
[(o— «V+ {b-pY—r^-1^ ~ [(a'—
Cette équation se simplifie rapidement , si , après avoir fait disparaître le facteur commun 2, on divise les deux termes de chaque fraction par le numérateur. On trouve en effet
égalant les dénominateurs , transposant et réduisant
1/ (o-«y-K6-pf-r
Cette équation ne pouvant être satisfaite que par
on en tire facilement les deux relations
yja — àf-\-{h — PŸ _r y{a!—^'f+{v~py “
L’équation (T) exprimé que les tangentes menées du point (a, 6) aux deux cercles doivent être dans le rapport des rayons ;
Et l’équation (D) , que les distances de ce point aux centres doivent être dans le même rapport.
Ce qui est d’ailleurs évident : car, si les angles T, MT,, T',M'T, , (fig.151) doivent être égaux, leurs moitiés T, MO, , T'.MO' , léseront aussi , et par conséquent les triangles ’T.MO , T'.MO', seront semblables.
La question est donc ramenée à'ce nouveau'problème
ïrouver te Heu géométrique des. points tels , que 1e rapport de leurs distances respectives à deux points donnés soit constant et donné.
II suffira pour résoudre ce problème de développer l’équation D ; mis avant on pourra la simplifier en plaçant l’origine des axes rectangulaires au centre du premier cercle , l’axe des x passant par le centre du second. Alors si l’on fait a' = , et qu’on substitueoutre cette valeur celles de
l’équation D deviendra
élevant an carré et réduisant , on Uvuvera
-2rfrîa-f «i2r2=: 0',
équation d’un cercle , qui prend la forme
et enfin
Le centre est donc sur la ligne des points donnés ; on le déterminera, ainsi que le rayon , en observant que
et
rf,
rZirp ^ expriment les distances OP' et OP des ,
points tels , que leurs distances aux points donnés O et O' soient entre elles dans le rapport de r à r*.
Les deux transformations précédentes font voir que PP' est le diamètre du cercle , lieu géométrique demandé.
— Si7 —
Donc , chercher les deux points P et P' tels, <}iie OP_r OP' _r ■ PO'“y"
et décrire sur PP', comme diamètre, un cercle qui sera le lieu géb' métrique des points d’où les deux cercles donnés seront tus sous le même angle , et en général tels , que le rapport de leurs dî-
stances aux points Oet 0' sera constant et égal à — .
198. Étant données deux droites quelconques dans un plan , trouver le lieu géométrique des points tels , que menant de chacun d’eux des couples de droites aux deux lignes données , chacune sous un angle constant et donné , le rapport de ces distances soit égal à un rapport constant et donné.
Les deux lignes données OX , OY (Bg. 15&), étant prises pour axe , soient a et |3 les coordonnées d’un point quelconque M des points cherchés , a, et a. les rapports des sinus des angles 'que les droites menées de ce point font chacune avec les axes; quantités différentes entre elles , puisque les angles sont supposés inégaux pour un même couple , mais quantités connueset constantes , puisque les angles que chacune des droites fait avec les axes sont constants et donnés : les équations du couple du point M seront donc
MP (y. — (3) = o.(ar, — «>,
MQ (y.— = — a);
Les coordonnées du point P seront données par la combinaison des équations
MP (y,— = — a) ,
OPY JP. = 0 ,
comme celles du point Q par la combinaisou des équations MQ (y. — = a. (ar. — a) ,
OQX y. = 0;
et , d’après la formule connue , on aura
, MP = k (jp.— y— 2(jp.— «) (y.— PJ cos A ,
MQ= (a— JP.7+(j5— yJ2— 2 (b— yj cos A,
A représentant l’angle des axes ou des droites donnéesv
Les cquaüons (A) donnent a?, = 0 , y, = (p — a,«) ; d’où (x,— a) = — «, (y, — (3) = — a.o ; par conséquent
MP = — a X/' l-[- —2a, cos A ,
et par lue transformation très simple des lignes trigonométriques MP = — « (a,— cos A)^-|-sin^A.
De même les équations (B) donnent y, = 0 , x. = a — — ; d’où
(JS — yj = P > (“ 1 - »,) = — ; et , substituant dans l’expression de MQ, on obtient, toute réduction faite,
MQ= ^ — cos A)^+ sin^A.
Si donc — est le rapj)«n donné , on aura pour équation finale
Le lieu géométrique cherché est denc une droite qui passe par le point de concours des droites données.
Reste à déterminer la direction de cette droite.
• Première méthode. L’équation (F), par l’introduction d’un facteur arbitraire d , prend la forme
et celle de = — /,a , en faisant pour abréger
m (a , — cos Ay-|-sin^A
d (o, — cos A)*-|- sin*A —
Par un point D dq l’axe des y , tel , que OD = ef , si l’on mène les deux droites DE , DF , faisant avec chacune des droites l’angle donné , les équations de ces droites seront
(x,— «0 = fl.5,»
DF (z.— ‘^ = ‘'.5.;
et chacune d’elles rencontrant les axes en des points D, E , F , dont les coordonnées sont ,
pdurD, = Ç. = 0> 5. = 0,
pourE, 5'.— — — ;
pour F, x'.==®» — ~ a,*
les longueurs des parties comprises DE et DF seront exprimée» DE = |/(x.-x'. -x'.)CS.-yJ A
_ dK(a,— cosA)^+sin ^^ :
DF = k7 Z=^^+Cg.-g'0 ^-3(x.-x'.)(g.-?. C08 A dV^ {a , — cos A)^-|- sin^A
Si l’on cherche maintenant les coordonnéès du point où la droite, lieu géométrique demandé , est rencontrée par l’une des droites DE ou DF, DE par exemple , il faudra combiner les équations
d’où l’on tire
dL
. . dl.
“ ^=Tfï7.>
coordonnées du point I.
La distance lE , dont les coordonnées des points extrêmes sont,
T _ dl. . dl, pouri,
pourE, o'= — =
aura pour expression
lE = k(« — «0 + (P — PO — 2 — «') (P — W cos A , et, à cause de
« — aï
dl.
_ dl, K (a — cos A)^-f sin^A
Rétablissant , dans celte valeur , les valeurs de /, et l.
dl.
d (o. — cos A)^+sin*A ,
(o, — cosA*) -j- sin^A> ,*
après avoir divisé les deux termes de la fraction , multiplicateur du radical , par a, , on trouvera
d (o, — cosAy-{-sin^A d (a, — cos A)^-|- sin^A
— cosAy-j-sin^A ^ ot ^ p^(g.— cosAy»j-sin^A * a, « o,
en6n , substituant à la place des radicaux leurs valeurs
d |/'(o — cos A)*+ sin^A = DE ,
. d (a — cos Ay+ sin*A _
ut y
■ou aura IE = - . — ■,
de+Jdf
De ce résultat on déduit la construction suivante :
Par un point quelconque de l’une des droites , par D de la droite OY par exemple , menez DE , DF , sous l’inclinaison donnée respectivement pour chacune des sécantes ; prenez sur le prolongement de DE une longueur DH , telle que ^ ; cherchez
ensuite une troisième proportionnelle aux longueurs EH et ED: cette troisième proportionnelle , portée sur El , déterminera la direction de la droite à construire , puisqu’elle doit passer en outre par le point de concours des droites données OY , OX.
Deuxième méthode. L’équation finale (F) , mise sous la forme
- \/ (a,— C0SA)*-4-sin*A ty,
pm — — = — na K (o, — cosA/-j-siirA >
est satisfaite par les valeurs
(o, — cos AY-j- sin^A « m = — >
P— — n[/^ (a,— cos A;*4-sin*A. ^
Or, ces valeurs sont faciles à déterminer. Eu effet , si d’un point
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M, pris sur l’axe des y, et tel , que OM s= m , on mène une sécante MM', qui fasse avec OY l’angle constant des sécantes menées à cet axe , Cette droite MM' aura pour équation y. — rnz=aje„
et elle rencontrera l’axe des x en un point M', dont les coordonnées ' seront
d’ailleurs celles du point M sont '
ar. = 0,y.= m,
et par suite
(JP. — O = ^ , (y.— y'.) = P» :
de sorte que la partie comprise MM' aura pour valeur
MM'=k"(j?.— y'O*— 2(iT.— ar'.Ky.— y'OcosA i (o,— cos A)*4- sin^A
— in ■ I " '
De même, si du pointN, pris sur l’axe des x, et tel , que ON ==n, on mène une droite NN(, qui fasse avec OX l’angle constant que les sécantes doivent faire avec cet axe , l’équation de celte droite sera
et l’on trouvera pour coordonnées des points N et N', pourN, a!', = n, ÿ, = 0;
pour N', a», =0, y, = — o,« ;
d’où (j?, — a?',) XX. — « ,
et par conséquent
NN' = \/ (jT.~ ar'.y-|-(y,— ÿ,')^— 2(x ,— ar.') y'Xcos A
= — nlf^(a , — cos A)*+ sin^A :
donc a = MM',p = NN'.
De là cette nouvelle construction :
Cherchez les longueurs MM', NN', d’après la méthode indiquée ci-dessus ; à partir du point de concours , et sur l’axe des x, prenez OAsMM', 06;=: NN', et menez AH' et BH' réciproquement pa-
tallèles à ces axes : la droite cherchée passera par le point H' ; le lieu géométrique sera donc OH'.
Troisième méthode. Les équations
(a , — cos A )*+ sin* A
a TH I ■ f
P = — n (o, — cos A)*-j-sin*A >
sont celles de deux droites parallèles aux axes.
Si de l’origine on mène à ces parallèles des droites sous l’inclinaison donnée , les distances de l’origine au point où chacune de ces droites rencontrera la parallèle correspondante seront ex-
priipées par
D.=i/a,*+P.*— 2 «JS,cosA ,
D.= |«^a. -1- jS, —20^,0081..
Les valeurs de a., p., et a., <les équations
K Ça — cosA)^-f-sin^A
P, sont données par la combinaison j3.=— (o— cosA)*-|-sin*A ,
d’où l’on tire sans difficulté
D, = «.’ + cos A
^ ^ K(o.-ços^^±sinfA ^/ (a.-cbsA)=‘-t^in^À ,
D. = 2a^.cosA — — nV' (O— cosA)*+sin^Â
cosAy-f-sin^A
et par conséquent
De là cette troisième construction , plus simple que les précédentes ;
Menez du point de concours des droites données deux lignes OL., OL, (fig. 153), respectivement sous les inclinaisons données, et prenez dans des directions opposées l’une à l’autre OL, et OL, , telles, que OL, ; OL. : 1 m ; w , de telle sorte que , l’une des longueurs étant arbitraire , l’autre sera déterminée par cette proportion ; et par les points L, et L, menez les parallèles L,T , L.l , respectivement parallèles aux axes. Ces parallèles se rencontre-
ïont en un pôint I , qui déterminera le lieu géométrique OIG;
On peut d’ailleurs prendre , pour plus de simplicicité, OL, =m, OL, = n.
Les trois solutions qu’on vient de trouver ne répondent qu’au cas particulier où les points cherchés doivent se trouver dans l’angle des droites données. 11 est facile de voir qu’il existe une autre ligne, passant toujours par le point de concours, mais extérieurement par rapport à l’angle des droites, qui jouit de la propriété demandée. Cette jlignc se trouvera par une autre combinaison de signes dans les valeurs données par l’analyse. Ainsi, dans la troisième solution, au lieu de prendre OL, dans une direction opposée, on peut prendre OL"', dans le même sens que OL, , et la parallèle L',I' déterminera, par sa rencontre avec L.1*I , le point 1', par lequel passera la droite 01', lieu géométrique demandé.
Si les angles donnés sont droits, le problème se change en celui-ci :
Étant données deux droites, Idéterminer les points tels, que leurs distances k chacune d’elles soient dans un rapport donné.
La solution ne diffère en rien des précédentes , qui sont indépendantes des valeurs particulières de a, et a,. *
Enfin on résoudra , sans difficulté , par l’intersection de deux lieux géométriques faciles à déterminer le problème déterminé suivant:
Étant données trois droites dans un plan , trouver sur ce plan un point tel , que menant de ce point à chacune des droites des sécantes , chacune sous une inclinaison donnée , les distances du point anx droites données , comptées sur les sécantes, soient entre elles dans le rapport de :: m : n : p.
Et, comme cas particulier ,
Étant données trois droites dans un plan, | déterminer un point tel, que ses distances aux droites , soient dans le rapport de trois longueurs ou de trois . nombres donnés.
199. Étant données trois droites qui se coupent en un même point, trouver le lieu géométrique des points tels , que si l’on mène de chacun de ces points, sous une inclinaison donnée , des sécantes aux lignes droites données , le produit de la distance entre ce point et la première droite par une longueur donnné , soit égal à la somme des produits des distances du même point à chacune des deux autres , chacune de ces distances multipliée par une longueur donnée.
Soieâtles droites données ÂY, AO, AX (fîg. lS2t), dont les deux «itrémes sont prises pour axes des coordonnées , généralement obliques.
Soit M un des points cherchés : la condition du problème se^ exprimée par
MN./=sMO .m + MP.n, . (1)
l, met n, étant les longueurs données.
Il s’agit de rendre analytiquement cette condition.
Or, a étant le rapport des sinus des angles que chaque sécante doit faire avec les lignes AX et AY , quantité connue , puisque l’inclinaison de ces sécantes sur l’une quelconque des trois droites ejft donnée, l’équation de la sécante passant par le point M (a , ^) sera
MP y — p=a(a? — a).
Les coordonnées du point N seront données par la combinaison .
des équations
MP
AY
d’où l’on tire
ar.= 0.
et (a — =: « ,
et, par conséquent ,
MN = (/'(a— — y.)^— 2 («—a?.) (y — P.) cos A =«p^(o— cos A)2-J- sin^A.
Les coordonnées du point O seront données par l’élimination «ntre les équations
MP ^ y. — ^ = O (a?. — a) ,
AO y. = kx.,
Â étant le rapport des sinus des angles que AO fait avec les deux autres droites. On obtient
P — Oa
et (« — =
ia — P k — a
«Toù
ia — P ,
— (a — cos A)^-j- sin^A*
Enfin les coordonnées dn point P sont déterminées pir rensemble
des équations
MP y,— e c= a (j?,— «) ,
yi = 0;
d’oè
de sorte que
MP = cos A = - |)^(a— ço«A)*4-siii*A.
Substituant ces valeurs de MN, MO, MP, dans Féquation de condition (I) , on obtient après avoir supprimé le focteur commun
(a— cosA)*+8in*A ,
et , tonie réduction faite , AM
. '„mA — /{A — (
ma — n(A — o)
Le lieu géométrique esi donc une ligne droite passant par Forigine, c’est-à-dire par le pmnt de concours dee trws droites données.
Pour déterminer k direction de cette droite , soitq^ris UA point quelconque P' àur Fàxe des or, AP'=d, et par ce point soit menée, sous l’inclinaison donnée , la (koite P'M’, dons l’équaiion sera
PM' fi = a (cc — d). ,
On obtiendra les coordonnées du |;)oint M' de, ,i;i|f^ntre des droites P'M' et ÀM en conibbaut leurs équations, ce qui donnera
J ma — n(A — a)
. . J mo— n (A — g) ^ ~~
SOBt^D
P'M' ft = a(«i —
AO ^^,==.A«.; ^ _
' *• " AdV '» “T * ^ ^ffld
;, P.=-r— et
ln.il. ■t;i'»l , J‘)
,/ • ÎS-
^ .•'l îfi<j tinawacf
• ew«3 *ti> ttif ouo ) .il \^T'A/ij;q 'n.ii- c - lan ’j ,enjgi
' . •. ad
partant
eujgn .■;i'aol»
,(ji ii.1.3 1/ - ' U»-! i bup*^ ‘H
j....j^ ^ J/^(a-^cosA>^-f-Ain*A,. . hihjIi no^iiiaiiiiini i tuoa
ï jî _Z ' l/'M
Enfin , pour déterminèr la'* longûéùr N'P' , on a
vr< .♦'llrit^
sAl/Siii dW" 'itV TV»" h “0
t ^u.'N :'::£ï: aï«v '■’ *'■■'
d’où (<<, — “j),r =» » — ad ,
et N'P' = — g»)
Pt
Mais la valeur de M.'N’ peut se mettre sous la forme ....
— cosAj^+sio^aJ
(?>tJ)L«)V < < •• illl< ' K>.; ’
d’où l’on lîré,^e'ir (%ard aux valeurs de N'O' et N'P' ,
et , si l’on fait
• !, .< inq
«uni--
''nqc'l)‘»r ■
v.b aljiHi; :
))HMK<| g| Il
. ii'i m
. '-ni •’t'ii ?- jo ,
« iD« là cette construction : . .i . „ 1 -k#
qttdooaquc P' de AX menez , so(|§,l^iliplit;|j^lfi^^ née , la ligne indéfinie P'M'. „ .. . ,m(*v - Hij to— n h
S(K indéfinie portez
pof»«^ (teiîiflluii»iXK=5p t.el , que^iiO!
RS=Z — (m + n) et KU — enfin prenez , •
N'M' tel, que RS ;^KU y N'O' J M'J^. La dr^^ qui joint le point de concours A des dro'itès donhées et le point M' , ainsi déterminé , est le lieu géométrique dèmandé.
^ ii.«üqr'‘iNi<n 19
ti|r ■Btre ^iii aoaywfMn un même point
trouver lé i^u gmuArnfSte~âès poinlé^ls , (^eÿ^'enM^xSÎRme inclinaison donnée , de chacun de ces paint4^nne sécante qui coupe les quatre droites ,1 la somme des produits des distances entre le point d’où part la sécante et le point où elle rencontre les deux premières, cUauqtfèMlâltipliée par une longuei^r donnée-^ Joit ég^le à la sopij^e des produits des deux autres distances par des longueurs aiissi données.
du
Les droites extrêmes étant prises pour axes , si M («, jS) (fig l55) est un point du lieu géométrique cherché , et que l’angle mDx soit l'inclinaison cënstaiitejet-do^néfi!^i’éiiDBeé,do la question sera exprimé par •> j ' \ ' *
1,%., A h. P, étant les longueurs données.
Digili-
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Ils'agitd’exprimer les distances MA, MB , MC, MD, en foncticm des constantes dn problème.
Les lignes données OY sont représentées par = 0 , OB — y = *»,
OC ‘ — îr=*'a».
OX — y = 0;
et la aécanle passant par le point M est représentée par y - |S=3a (af — «),
« exprimant , pour ce système d’axes , le rapport des sinus des angles que chaque sécante fait avec eux; quantité constante d’après l’énoncé , et d’ailleurs fsicile à déterminer , connaissant l'angle des axes et l’inclinaison des sécantes sur l’un d’eux. Au reste, dans ce problème, comme dans le précédent, on n’aura pas besoin de * détemiaer la Talenr de a.
« et ^ sont , comme on Ta dit , les coordonnées dn point M* et y,, coordonnées dn point A , seront déterminëes par les équations
MD y. — |* = o (»,— «) »
OAY *. = 0 ,
qnidowMnt«,=0,y.=:^ — o«; d’où'« — et par conséquent *
** . "ma c” A
= K k^(o— cos^>*-|-sin’A.
Deaéfpations i
MD y,— P c= a v
OB y.=*".>
QU tte
<Foù
= I/(o— cosA]*-j-6in^A. ,,
Les équations
MD y, — p = o(jr,— «),
OC y, = A'ar, ,
domenl , fc = t;( 20 ï) ,
MC = k'(«-jr^*-Ke-f0^2C«-*,)(e-f.) MÜ ■■
= ~j^~ (O,— cosA)^+ 8 in*A.
Enfin les équations
MD y,— e = ffl(jp<~«),
ODX y*=0, -
donnent = , y, = 0 ; .*
d’où
(* — « 4 ) = -, (6 — yJsC, et *1 J"-'-
MD = J/' («-ar^ï+( 6 _y 4 )*~*(ii_^|t_|ÿiiiï
= ^ \/ (o — cosA)^-}“"“**'^ ;
: fio '> ■ ^
substituant ces quatre valeurs dans l’équation ( 1 ) , on obtiendra , toute réduction faite,
‘■+’”(fer)=”(ï=T)+'i’ '
et enfin
Dir.:;:, . y Googk'
Le lieu g^m^trique cherché est donc une ligne droite passàM pai’ le poüM dé qoncooK des quatre droites donne"es> /
Pour déterminer la direction de cette droite on emploiera , comme précédemment , une sécante auxiliaire , passant par un point déterminé et parallèle à toutes les sécantes du problème.
Soit KL cette sécante, passant par le point K, dont les coordonnées sont (<^ 0) , son équation sera
et les valeurs de « Résultant ’ de <¥ëlimin^ion entre celte équation et l’équatiba (F) seront coordonnées du point de rt^onMLütHMs deux droites. ^ *
pql d^fiTanHles valeurs d^^Sfet supprimant le fat©-
teur COE
d’où
J ni ( oYA-}- [?À' — a) — /iX']
wi(Av«) — [Ma— '
, rwt(A'— a)o-|-[^ A’ — a) — ^t) *! •: '.i
substituant celte valeur dans l’équation (F), on obtient tout de suite
, r m'A'-«)A^f/(A’-<C-nA'] (A-a)- | -b
telles sont les ^leu|i;de^ coordonnées dy point L.
Pour trouver celle du point G , on combinera les équations
dl- ^ 143 »- <* f | 5 , : 5 i< O (a. '^d ) . - = t*>*.
OHY «.ÎPO, . _
dont on tirera ,MhMÜéi> 1...
^,= — ad,
et par conÿéqqeqt > ’■ n = ‘ -
, * . J r/nfAC— a)a-l-[»(A'— o) — nd\{k~a)~\
. If .
J+aJ:
et, toute rédaction faite,
fi fi — fTf/ — «g](^— o^ ~|
on aura donc , pour la distance LG . : ■ ,
LG = =r
Des équations
KL
OB
on tire
od .. kad
k-a> P'-TTi
paf^séquent
GH = (j3 j(V _j3j cos a
Les équations
T^j p^'^Tios ■
donnent
KL ft=a(«,-rf)j "■'1 '
OC
arf
a ’ ' ’ ad
< ffùd ’ "*• uneq . f — a’
- “3) =!; ;p~ , CP. - ^ a ,
~ ^'(“~“3)^+(P,— P3)*— 2(«,— «j) (p.-rP^q»»A ^ ,
ad ,
— (a— cosA)^+sin^Ar ■
mtdihi
Enfin , à cause de
«4 = rf,
coordonnées du point K , on a
^ (P,—Pi) = — ad,
e» GK = !/'(«. C08 A
= — d \/ (a— cosA)*-|-8in^X
0V,laT9lo(U' de LG, après avoir divisé les deux termes de la fraction par (A — a) (A' — o) , prend la forme
LGz=
•jp 7 ^l^(o-cosA)H«iu^A 4 p(- rfp^[â-cosA]H^in^A,)-»ij^^^ (o-cosA)*-J-sin
et, eu égard aux valeurs de GI , GK et GH,
enfin.
LG =
fl . GI ~\~p • GK — Tfi , GH
(f+wi) — (n+j>) ’
LG
GI r . GK
— (f+m) — (n+/>)L”’^^GI
Ponr construire cette valeur , on prendra sur une ligne indéfinie RS=f, ST = f», et, eu revenant, TU = n, UV =/>: alors RV=s (/+»») —
A partir du point T on portera
TX = f«^=rST
GK GI
lUV
GK
GI
alors
YX=ÏIH«T-TX=p^4-**-»»er '
et par conséquent
LG=
GI. YX ' RV ’
quatrième proportionnelle , facile à trouver comme les précédentes.
Donc , par un point quelconque K de la droite donnée OX, menez sous l’inclinaison donnée la ligne KIHG , que tous prolongerez d’une quantité GL , déterminée comme on vient de le voir; la ligne OLM sera le lieu géométrique demandé.
801. Trouver te lieu géométrique des points H tels , que , menant de chacun de ces points, tous des inclinaisons données, deux sécantes MB, MC (fig. 156) , les segmenisOB et AC, comptés à partir de deux points demiés
O et A sur une ligne donnée OX , soient dans le rapport donné » .
La ligne donnée OX étant prise pour axe des « , et l’origine des coordonnées rectangulaires placée au point donné 0, les équations des sécantes menées par le point M («, |3) seront
MB y, — f=a,(x, — a),
MC y.— j5=a.(x.— ec),
O, et a, représentant les tangentes des angles donnés MBX, MCX. Si l’on fait dans ces équations y, = 0 , y, = 0 , on trouvera
x.=OB=z^^!^ ,
Si donc d exprime la distance des deux points donnés, le segment AC sera égal à
AC=i-(^).
et l’on aura pour équation du problème
d’où l’on tire
(m-f"”)" — ^^jn-|-^n^jS=:wu/: (F)
le lieu géométrique est une ligne droite.
Sîron fâit |9 = 0 dans l’équation (F) , on trouve
i.'jj,)! n ; il .r .1 . ir.
wi-j-n
la droite coupe l’axe des X en un point tel , que le rapport de ses distances aux deux points donnés est égal au rapport donné.
Ppnr avoir nn autre point de cette droite, on supposera menées des points donnés O et A , et^sons les inclinaisons données, les droite OP et AP , dont les équations seront . , . ,
OP y = ,
AP y = a, (a: — d).
Ces deux droites , n’étant pas généralement parallèles , se rencontreront en un point P, dont les coordonnées sont
ajuji a — O "
Or il est facile de voir que ces valeurs , substituées à a et 6 dans l’équation (F) , satisfont à cette équation. On trouve en effet
— — — ffi
' * y» rt *
équation évidemment identique.
Donc , on divisera la distance des points donnés en deux segments qui soient dans le rapport donné ; par chacun des deux points donnés on mènera nne droite faisant avec la droite des deux points un angle égal à l'angle donné , et , joignant le point de division de la distance avec le point de renèOntre des deux droites , on aura la droite , lieu géométrique demandé.
Si a, — a,, les sécantes MB, MC, se confondent , et l’équaiion(F) devient . i
équation d'une droite , très facile à construire.
Digilized by Googlc
Enfin, si fl.= 00 , on a a = d , équation d’une perpendî^
culaire à la droite des deux poinu doimés , au poiat oit leur dir stance est divisée dans le rapport donné.
I ' ;*ii» ’t <
802 Étant donnés un point et une droite , trouver le lieu géométrique des points tels . que le carré de leur distance au point soit équivalent au rectangle de leur distance & la droite et d’une longueur donnée.
On prendra pour axe des y la droite donnée , et pour axe des aria droite passant parle point donné et perpendiculaire à cette droite.
L’équation du problème sera évidemment
car OA = rf, MA = + (« - MP =«, et / = longueur
donnée (fig. 157).
L’équation précédente peut se mettre sous la forme
équation d‘un cercle dont le centre est sur l’axe des at , et que l’on construira ainsi qu’il suit •
On prendra AC = 1/2 / , et le point C sera le centre du cercle , lieu géométrique ; sur OC , comme diamètre, on décrira une demicirconférence , sur laquelle on portera 01 = OA = d : et CI sera le rayon.
On aurait pu proposer le problème plus généralement, en substituant à l’équivalence des surfaces leur rapport donné L’équation finale dans ce cas général ^
ttUrait donné une constractioa analogue à la précédente.
• 'Kc;r.XSO . V - ' problème.
Étant dnonés deux points , quel est le lieu géométrique des points
Digitizod by Coogif
tels, que le rapport 4e l’excès du carré de leur distance k l’un des points donnés sur une surface donnée , au carré de leur distance k l’autre prànt, soit égal k un rapport constant et donné ? ’
La liffoe qui joint les points donnés A et B (fig. 158) est prise pour axe des abscisses, et l’origne des coordonnées rectangulaires est placée à l’un des points donnés , au point Â.
Soit M («, jS) un des points cherchés , P le carré équivalent à la
surface donnée , et^ le rapport constant : Fénoncé de la question ÂM^ — f _m
sera exprimé analytiquement par l’équation («— ’
= ÂB , distance entre les deux points donnés.
On obtient, en développant ,
équation d’un cercle , dont il reste à déterminer le centre et le rayon.
L’équation (A) reçoit la forme
et à cause de
mtP
p^+r»--— dT
im-nf
rtPéP
yntuP
nf (
dT-
mnJP
enfin , comme on peut toujours faire P=zkdf
^dT=-!i-d[-^d-k\: (F)
le centre du cercle, lieu géométrique cherché, est donc sur la ligne qui joint les points donnés , à une distance du point Â égale à
</ , et son rayon une moyenne proportionadle à
et , ce qui fournit cette construction : <
Cherchez sur le prolonf][ement de AB un point O tel , que AO ; BO ; ; ; n , le point O sera le centre du cercle , lieu géométrique. On a en effet . * »
AO=— rf et BO = — ^ d.
m — fl m — n
Tranformez le carré donné ADEF — P en un rectangle dont AB = rf soit l’un des côtés ; portez l’autre côté AH = A en AC :
alors CO = AO — AC= f — ——d— a 1 . Sur CO décrivez unedemicirconférence ; élevez la perpendiculaire BI , et du point O , comuM
centre, et d’un rayon 01=p^Cü .BO=^/^ n
décrivez la circonférence , qui sera le lien géométriqoé demandé. S04. Si m = n , l’équation (A) donne
miP -f- mP P
“ 2wuf ad ■ ’ *
et ,'à cause de P~kd,
équation de la droite PQ , perpendiculaire sur le mtliea de Cette condition , m =: n , introduite dans Témuicé général , le change en ce cas particulier :
Trouver la Uen géométrique des poinU (eis , que l’exeès 4a carré de leur distance k l’on des deux points donné sar une sartee in uM i dti ioj| éqai* valent au carré de leur distaiice k l'antra.
Ou , Trouver le lieu gémnétrique des potaUf tds, qw la carrés de leaiadi|laDosk' vaspectives à ilûa pflqtoéatoiii si
donnée.
des
90». Si de fd«s P tm B, a n»|ât b pelÿ«idSl&ibb«
ékfv^ sur bmflieq dqb %iqai jebt bs dftt pohMsdemés, lieu §&M||é!^ne dejtp^^l» dtmt lg^u^rés dep diManoes respeo-
tives iuK » 00 Jes distances elles -mêmes, soient
égâles.** I
^ 06 . EnGn , si , et si m est difTérent de n , ce qw cocres pond à l’énoncé :
IC I O il, ■ . .
Trouva le lieo géométrique des poinis tels , que le rapport des carrés de leurs distances respectives & deux points donnés soit égal à un rapport constant
l'équation (F) , qui devient
1 r w» ,1* ‘fn , n , '*
B* -4- I « — d — d . df ,
est l'équation d’un cercle dont le centre est toujours au point 0 , aMisJdont le rayon est une moyenne proportionnelle entre ÂO et B^ c’csl-irtdire 01'.
nôin,fKîànfi 4 ^outs supposé m ^ «t il est facile de voir quit clianfijif^ipiene dans les constructions le cas contraire
907< £tant donnés demt points , troliver le lieu géométrique des points tels , que le rapport de l'excès d’une surface donnée sur le carré de la distance de chacun d’eux è l’iin des points donnés , au carré de sa dislani^ à l’autre , soit égal à un rapport constant et donné (6g. 159).
précédent , on aura , en se servant des ^.^ç§,p^ta^ns(
tMui vfc ènaa st, aé»» • i y r p itècmiia attU et lairiio iT
•«afk tim skaupaS auél'iiir'aniiSB»~fcufiu^ loi; rttaik nah rurl à aoa/jsift
d’où l’on tire é sMUUalk •uml sé krtaa tm intlttf
aA ««ia-iffnA. *t *1*9 ( <d»>.
s -teviwiT , u9
^AnrytiU
’q a j5f« ébiz.mt
enfin, posant Pz=kd,
fa d
équation d’un cercle , qui se construit de la manière suivante : Divisez AB = , distance des points donnés , en deux segments qui soient dans le rapport donné ; le point de division 0 sera le centre :
AO
Changez la surface donnée ALRT = P en un rectangle dont AB soit l’un des côtés , et portez l’autre côté , AG,= A en AD ; alors
DO = J , et 01, moyenne proportionnelle entre DO
et BO, sera le rayon du cercle , lieu géométrique demandé. îiOB. Si m = n , l’équation finale (F) devient
et le cercle qui a son centre au point H , milieu de AB , et pour rayon HI', moyenne proportionnelle entre HB = 1/2 d et HD ras AD — BH r=r A — 1/2 rf , résout le problème suivant :
Trouver le lieu géométrique des points tels , que la somme des carrés de leurs distances à deux points donnés soit constamment égale à une sur&ce donnée.
Fin DK LA FEKHIÉaE FAETIB.
- :'li / f •
// -a ou. ■ i. UÎ. .
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