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CET OUVRAGE RENFERME LES QUESTIONS NOUVELLEMENT INTRODUITES DAMS LE PROGRAMME DE LA LICENCE ET DE NOMBREUSES APPLICATIONS PRATIQUES.
Omnfa In mensara, et Dumero, ot pondère disposalstl... quoniam tanqnam momeotum staterae sic est ante te orbfs terrarum.
Sap. XI, 21, ».
AVERTISSEMENT
è- ^ Tous ceux qui s'adonnent à l'étude des sciences
7f ^ mathématiques savent assez qu'une théorie peut ra- ^ "^ rement être saisie dans tous ses détails, si on ne ^^ l'applique à de nombreux exemples. Aussi des hommes distingués qui se sont consacrés en France à l'enseignement des sciences exactes, ont eu soin de présenter à la jeunesse des recueils de problèmes sur les différentes branches des mathématiques. Ces recueils nous manquent presque entièrement pour la Mécanique rationnelle, et cependant cette science est peut-être la plus fécondé en applications utiles et intéressantes.
C'est pour combler cette lacune, autant qu'il est en moi, que j'ai écrit cet ouvrage. Il est spécialement destiné à ceux qui étudient les Traités de mécanique rationnelle. Son but n'est point d'étendre les connaissances théoriques, mais de perfectionner, en les appliquant, celles que l'on possède déjà.
Pour atteindre ce but, je parcours une à une les questions générales qui font l'objet des cours ordinaires, en conservant autant que possible l'ordre suivi par les auteurs les plus justement estimés. Après avoir rappelé brièvement les formules générales données par la théorie, et consacré quelques lignes à l'historique de la question, je résous avec détails une suite
VI AVERTISSEMENT
de problêmes, choisis de manière à présenter les différents genres d'applications; ensuite je propose une seconde série de problèmes, en général plus simples, et dont le résultat est seulement indiqué. La plupart de ces problèmes sont extraits d'auteurs célèbres ou de journaux modernes; les sources premières sont citées toutes les fois qu'elles sont parvenues à ma connaissance. Néanmoins, le plus souvent les questions ne sont pas résolues à la manière des auteurs cités, car je me suis attaché surtout à suivce de point en point les méthodes générales telles qu'on les enseigne aujourd'hui. Tous les résultats indiqués ont été vérifiés avec soin.
Les jeunes gens qui se préparent à subir les épreuves de la licence ont quelque difficulté pour trouver la réponse à certaines questions nouvellement introduites dans le Programme de Mécanique, car il n'est encore aucun Traité classique où elles soient réunies. J'ai cru être utile à cette classe de lecteurs en faisant entrer toutes ces questions dans le cadre de mon ouvrage : on les trouvera marquées d'un astérisque*.
Ceci m'a conduit à traiter quelques questions théoriques; d'autres, en petit nombre, ont été ajoutées pour compléter les connaissances dont on a reçu le germe dans les cours classiques.
Quelques questions intéressantes de Statique m'ont paru mieux placées à la fin de la Dynamique ; elles se rapportent à la Mécanique pratique et à la théorie de l'attraction. C'est là le seul changement apporté dans l'ordre habituel.
AVERTISSEMENT. VII
Dans tout ce travail, deux ouvrages anglais publiés sur le même sujet par M. William Walton (') m'ont servi de modèles, en même temps qu'ils ont été pour moi des sources fécondes où j'ai très-largement puisé. Parmi les questions empruntées, celles que je crois propres à cet auteur sont suivies des initiales W. W.
Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma reconnaissance à M. J. Bertrand, qui a bien voulu m'aider d'indications utiles et me communiquer plusieurs théorèmes intéressants sur l'attraction.
(*) ^ Collection of Problems in illustration of the principles oj Theoretical Méchantes, 1842. — A Collection of Problems in ittustration of the principles of Theoretical Hydrostatics and Hjrdrody nanties, 1847.
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CENTRES DE GRAVITÉ
Soient x, y^ z les coordonnées rectangulaires ou obliques d'un point du corps dont on cherche le centre de gravité, dm l'élément de masse situé en ce point, jr, y^ i les coordonnées du centre de gravité.
On a les formules
- J xdm - J ydm - fzdm
où les limites des intégrales sont celles du corps.
Nous devons Fidée du centre de gravité à Archimède. Ce géomètre a déterminé le centre de gravité d'un segment de paraboloïde et celui de plusieurs surfaces planes dans l'ouvrage intitulé : 'E^t^i^ofv icrroppô^tAm ij Kitrpx /2a^«w
Parmi les nombreux auteurs qui, plus tard, ont spécialement étudié les centres de gravité, nous citerons I. I
Pappus (*), Guido Ubaldi (*) , Lucas Valerius {*), La Faille (*), Guldîn (»), Wallis («), Carré ('), Varignon {«) et Clairaui (').
SECTION I
SURFACES PLANES SYMÉTRIQUES PAR RAPPORT A UNE DROITE
Prenons les axes coordonnés, rectangulaires ou obliques, et considérons une aire plane comprise entre deux ordonnées et deux arcs de courbes, dont les ordonnées y correspondantes à une même abscisse x soient égales et de signe contraire. L'abscisse i: du centre de gravité de cette aire est donnée par la formule
Jydx '
où les limites des intégrales sont les abscisses correspondantes aux ordonnées extrêmes.
Si Ton veut employer les coordonnées polaires , alors , en désignant par r la distance d'un point de la surface à l'origine , et par l'angle que forme le rayon r avec Taxe des X , on aura
^- ffrdBdr Les intégrales s'étendent à toute la surface considérée.
(*) Mathemat. collect.y lib. VIII, publié pour la première fois en i588.
{^) In duos Àrchimedis œquiponderantium libros paraphrasis ; i588.
( ' ) De centra gravitatis soUdorum ; 1 6o4*
(*) De centra gravitatis parlium circuliet ellipsis iheoremata; 1682.
(*) Cenlroharyca ; i635.
(«) Opéra; t. I, cap. it et v; 1670.
(') Mesure des surfaces; 1700.
(') Mémoires de TAcadémie des Sciences de Paris; i7i4-
(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris; 1731 , p. iSg.
STATII^UE. 3
1 . Déterminer le centre de grai^ité de Vaire comprise entre la cissoïde de Diodes et son asymptote. L'équation de la cissoïde est
par conséquent
*/o sa — X
l'ydx ±
Or
I — =1 dx ~ — [2 x^ ^a -- X j -4-5 1 x'' sja—x dx o ya — X ,0 Jo
x^ \la — X dx
Jo \a — X Jo \a — X
= ^a / dx'y
^ Jo ^a — x
donc
W. Walton.
Déterminer le centre de gravité d'un secteur de cercle
Soient a le rayon du cercle et 2 a l'angle du secteur. Prenons le centre pour origine des coordonnées , et la bissectrice de l'angle du secteur pour axe des x.
Nous avons
; _ fxydx
Jydx /»acosflt
I X* tang ddx-^ l X \Ja^ — x^ dx
o *Ja cos a
Jr* a cos fit /» a
' j: tang a dx -\- \ ^a^ — .r ' ^/.r
o t/a cos «
[I I ^ ATûCosa
arc sin
xla
fi JflCOSK
2 sin a
- x^ tang a -h - i/a' — jc' H- - a^
^ «^ «n a cos* a 4- Tî o' sin» a o 6
- a^ sin a cas a H (<»' a — «* sin a cos a)
Les intégrations sont plus simples lorscp'on emploie les coordonnées polaires. Alors
/ 7'COSÔ</ôl/r ô ^'^ / COSÔC^Ô
I rdBdr -a' j
2 sin a 2 rayon X corde o a o arc
Carré, Mesure des surfaces^ p. «76.
TT 1 COS
cos^ Bj
BdQ
I r . "iH-a
^ flM sm — cos' a tang 1 -/i' I — cos' a tang I
■;r«^sin'a . ,
3 2 sm' a
fl' (a — sinacosa) 3 a — sinacosa
Les intégrations seront peut-être plus rapides si Ton prend les coordonnées rectilignes.
Alors
XX ^a} — x^ dx cos a X =
Ja cos a
L_3 Jacosg
- I X si a} — J?' 4- «' arc sin - 1
? L . ** Jacosa
x^dx
2 sin' a
3 a — sin a cos c
GuLDiN, Centrobarjca, lib. I, cap. ix, p. 107.
Nous avons
J/vacosa /»a I x^ tang oidx -{- j x sja"^ — x^ dx ^ o Ja cos a
7)^^ /»<icos<t /»a
I a: tang a dx -\- j ^a^ — .r' dx
Jo Ja cos «
[I I i.~|flCOs«
^x^tangaH-- (n' -" x^y
- ar' tang aL-\ — i/^' — ^^ -^ — ^ 2irc sin - 1
2 "^ 2 ' 2 /lJflOOS«
^ «^ sin a cos* a H- « «^ sin' a o 3 2 sin a
- a^ sm a cos a H («'a — a* sin a cos a)
Les intégrations sont plus simples lorsqu'on emploie les coordonnées polaires.
Alors
I r^cosBdBdr -^a"^ j cos0«?ô
2 sin a 2 rayon X corde
3 a 3 arc
CAREiy Mesure des surfaces ^ P- 76«
X-t-a /»fl • a •/ < a
I r . "iH-«
^ ûM sin — cos* a tang I -/zM — ces' a tang Ô I
3 2 sin* a
a' (a — sinacosa) 3 a — sinacosa
Les iatégrations seront peut-être plus rapides si Ton prend les coordonnées rectilîgnes.
Alors
— Jaco&u
Jf ^a* -^ x^d
a cos a
L_û Jacosg
- I X ^a^ — a:' 4- «^ arc sin - 1
2 L . «* Jacosa
2 sin* a
3 a — sin a cos <
GuLDiN, Cenfrobar/ca, Mh, l, cap. ix, p. 107.
4. Déterminer le centre de grai^ité de Vaire comprise entre un arc de parabole et sa corde.
Si l'on nomme a la longueur d'une parallèle à l'axe de
la parabole menée par le milieu de la corde et terminée
à la courbe , on a
X =. -sa.
Déterminer le centre de gras^ité de Vaire comprise
entre la parabole
ay'^^z=z x"
et une double ordonnée.
Si Ton désigne par x l'abscisse qui correspond à l'ordonnée extrême , on a
X zrz j — X .
6. Déterminer le centre de gramé de Vaire circon-scrite par la courbe
On trouve
7. Déterminer le centre de gra\^ité de Vaire comprise entre une branche entière de cycloïde et sa base. Si l'on représente la cycloïde par les équations
X =: a(i — cosw),
j = « (« -h sin «),
on trouve
8. Déterminer le centre de gras^ité de Vaire comprise entre une ellipse et Vun de ses diamètres.
Si l'on prend le diamètre donné pour axe des j, le
diamètre conjugué pour axe des x, et qu on représente par 2a la longueur de ce second diamètre, on trouve - 4a
GuLDiN, Centrobarycay lib. I, cap. ix, p. ii5.
9. Déterminer le centre de gra^^ité d'une boucle de la lemnùcate de Jacques Bernoulli:
La courbe étant représentée par Téqualion
r' = à^ cos 2 0, on trouve
SURFACES PLANES QUELCONQUES
Les coordonnées x^ y du centre de gravité d'une surface plane quelconque sont données en coordonnées recti lignes par les formules
-_ffxdjcdy^ - _ SJydxdy SJdxdy ' ^ SJdxdy '
Et si Ton emploie les coordonnées polaires r et dont le pôle est à l'origine, et dont l'angle 9 se compte à partir de l'axe des a: , on a
- _ ffr'co$BdBdr - __ f fr'siuQdQdr ^ '^ ~~Jf7dBdr~' ^~'~'ffrdfdr
Les limites des intégrales sont toujours celles du corps.
1. Déterminer le centre de gravité du secteur elliptique compris entre deux demi-diamètres conjugués aeib.
Prenons pour axes coordonnés les deux diamètres conjugués dont il s'agit 5 alors l'ellipse est représentée par
l'équation
et 5 par conséquent ,
' — x"^ dx
I / dxdr - / sja^-^x^dx
o Jo «Jo
3 _4f 3it'
I f / . j: "1 <* I Tf
- j? v^^ — x^' H- rt' arc sm - a
îi L « Jo 2 2
fc
2. Déterminer le centre de grav^ité du segment elliptique compris entre la courbe et une corde qui joint les extrémités de deux diamètres conjugués.
Conservons la notation du problème précédent, et posons , de plus ,
nous aurons
I / xdxdy - j («' — x^y — {a —x)\xdx
-^(îr — 2)ab
En vertu de la symétrie de la figure par rapport aux deux axes, on a nécessairement
TT
3. Trousser le centre de grai^ité d'un secteur parabolique compris entre la courbe et deux rayons vecteurs menés du foyer.
Soient a, (3 les angles que forment avec Taxe de la parabole les deux rayons vecteurs dont il s'agit, et
2 ces' - ô
Téquation de la parabole en coordonnées polaires , dont l'origine est au foyer et dont les angles 9 se comptent à partir de l'axe.
On a
r r r>cos(7r — Ô)fl?0rfr ^ 8 J^ ^^^^ £ ^
ces* - ô
Or
1 — laDg' - e
cos« - I H- tang' -
= f I — tang< - b\ séc» - Ô/^ô;
lO MÉCANIQUE RATJOISPîELLE
par conséquent
.tangi/3
/.tangi^ / j N j
/ H-tang»-0W/tang -Ô
./tangua \ ^ / ^
5 ^tang* ^ p - tang^ ^ « j - ^tang ^ p - lang ^ « j i (tang» ~ p - tang^ ^ «) "^ (^*°b' ^ P — ^ang ^ a j
rdQdr
Or Fintégrale du numérateur est égale à
If ^ r
/^cosi;3 I
/9 .. ^ / rt.cos -
2 •/cosla 2
=if(*ip-,...i.),
par conséquent
l f tang' ^ p — tang» ^ « j + ^tang ^ p - tang ^ « j
4. Trouv>er le centre de granité de faire comprise entre une branche dlijperbole y V asymptote correspondante et deux ordonnées parallèles à l'autre asymp-tote.
Soient
fl' 4- b^
l'équation de la courbe rapportée à ses deux asymptotes , et x', x^' les abscisses correspondantes aux ordonnées extrêmes.
On trouve
log x" — log X " 8 x" j,' log x" — !og x'
5. Trouver le centre de grav^ilé de Faire comprise entre la parabole a"""^ y = x""^ Vaxe des x et deux ordonnées.
Si Ton représente par x' et x^' les abscisses correspondantes aux ordonnées extrêmes, on trouve
2(2/71-1- ija"*"' x'^'"-^* — x'"*-^^
Carre, Mes ur& des surfaces y p. 8o.
6. Trousser le centre de gras^ité de Vaire comprise entre un arc de la sinusoïde y = sin x et l'axe des x.
Si l'on considère l'arc limité à l'origine et à l'abscisse 7T , on trouve
SOLIDES DE RÉVOLUTION
Considérons le solide engendré par la révolution d'une surface plane autour d'une droite tracée dans son plan et que nous prendrons pour axe des x. Le centre de gravité de ce solide est situé sur l'axe de révolution , et si Ton représente par y^ y' les ordonnées rectangulaires du contour de Taire génératrice qui correspondent à une même abscisse, la position de ce centre de gravité est fixée par la formule
Quand on emploie des coordonnées polaires , savoir un rayon r mené de l'origine et un angle 6 compté à partir de Taxe des a: , on a
- __ JJr^ sin CCS ô d^ dr f/r^ sin 9 dOdr
Les intégrales s'étendent à toute l'aire génératrice.
Trousser le centre de grauité d'un segment de sphère
Soient a le rayon de la sphère , c la distance de la base du segment au centre de la sphère, et prenons ce centre pour origine des coordonnées.
Nous avons
dx z"^ ^^ '''^Z
Lucas Valerius, De centra graintatis solidorum, lib. II, prop. 33, et lib. III, prop. 3i.
STATIQUE. l5
2. Déterminer le centre de gratuité du solide engendré par la réi^olution d'un secteur de cercle autour de Vun de ses rayons extrêmes.
Soient a le rayon du cercle et j3 l'angle du secteur. Prenons le centre du cercle pour origine des coordon-. nées ^ alors
I I H sin Ô ces 9 dBdr 7 «* I - sm 2 < _ o t/o _ 4 Jo a
I r^sinOûfôr/r ^ '^ / sin 0^0
--. =-fl(i 4-cos6)î=7rt ces' - p.
i«'(.-cosp) « 4 ^P
Wallis, Opera^ t. I, p. 728.
3. Déterminer le centre de gravité du solide engendré par la révolution de l'aire comprise entre une parabole, son axe et une ordonnée perpendiculaire ^ autour de la tangente au sommet.
Soient
' • x^= npf
l'équation de la parabole, b l'ordonnée extrême et a l'abscisse correspondante.
On a
J/»ft /» a o / — t/o X = -. = V2/?
(a'-j')rfx j^ [n'y ' - f^yy
l4 MÉCANIQUE RATIONNELLE.
Ce problème est un cas particulier d'un problème plus général résolu par Carré, Mesure des surfaces, p. g3.
4. Déterminer le centre de grai^ité d'une tranche de paraboloïde de rés^olution.
Soient a, b les rayons des deux bases et h leur distance. La distance du centre de gravité à la petite base, dont le rayon est a , est donnée par la formule
- _ha
5. Déterminer le centre de grav^ilé de la portion d'hyperboloïde qui est engendrée par la révolutioîi autour de l'axe des x de V hyperbole
et qui est comprise entre les deux plans x =^ o, x = c. On trouve
^ == 4(3rt + c/
Carré, Mesure des surfaces, p. 97.
6. Déterminer le centre de grai^ité du solide engendré par la réi^olution de Paire comprise entre une parabole^ son axe et une ordonnée perpendiculaire j autour de cette ordonnée.
Si l'on rrprésciito rorJonnée extrême par />, on tj^UMMIilll^ la dîslanee du centi-c de gravité à Taxe est
Carrh, Mesure des surfaces, p. 90.
éierrfiiiwf le centre de gravité de la partie d'un
,e nappa de réi^'oiution qui est comprise
perpendiculaires à Vaxe, dont Vun
STATIQUE. l5
passe au centre et Vautre à V extrémité de l'axe imaginaire.
Soient 2 b l'axe imaginaire de l'hyperbole génératrice , et :c la distance du centre de gravité au centre de la courbe .
On a
Carré, Mesure des surfaces, p- 97.
8. Déterminer le centre de granité du solide terminé à la surface gu engendrent les deux paraboles
y ,= 2jpx^ y^ = 2/?' (a — x) en tournant autour de Vaxe des x.
On trouve
6 p-hp
SECTION IV
SOLIDES QUELCONQUES
Soient x^y^ z les coordonnées rectangulaires ou obliques d'un point pris dans l'intérieur du solide considéré, et x, /, z les coordonnées du centre de gravité de ce corps.
On a les formules
•^_JJ£xdxdydz_ -~ ^ fffydxdydz - fffzdxdydz """ Sfjd^dydz' ^ SSJdxdydz ' ~ fjjdxdydz'
OÙ les intégrales s'étendent au corps entier.
Déterminer le centre de grav^ité de la portion du cône
qui est comprise entre les plans des zx , des xy et un troisième plan parallèle à celui des jz.
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Soit a la distance de ce troisième plan à l'origine.
dx
Nous avons
— Jo Jo
— y'dxdy
Jo Jo
jr' dxdy
I l xsl^'^x^ — x^dxdx f -^P'x'dx
o Jo Jo ^ p
On trouve pareillement
2. *Sar M/ie même base circulaire on place une demi-^ sphère et un paraboloïde de rés^olution dont le paramètre est égal au rayon de la sphère^ déterminer le centre de gray^ité du solide compris entre la sphère, le paraboloïde et un plan mené par Vaxe de cette surface.
Soient
et
les équations de la sphère, du paraboloïde et du plan.
Si l'on pose
y = Sla^ - x\ z' = — '
et
z= sla"^ — 5?» — j%
on a
/a ny nz na r*j' r*z 1 I ydxdydz III ^ r/x r/>' r/r -aJo Jz' " J — aJo Jz'
•^ ^a /%j' /*z f^a nj'
Xa /%y /%z f%a ny' ^z
I 1 dxdydz I j I dxdydz
- a c/o Jz' J — a Jo Jz'
et Or
I I dxdydz = I I {z—z')dxdy a Jo Jz' J —a Jo
3 ^aj^a 3 8 24 '
j j ydxdydz= j j y[z — z')dxdy
-a Jo Jz' J — a Jo
=X« '^ [" 5 («'--'-rr - ^„ («'- xv'+ ^ r'] ;:
iStt — 16 ,
► a ny' nz
Xa ny nz \ C '^ C^'
= 7T7r«* — -yr- T:a^ =. 77;7r«*;
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et, d'après ces calculs,
iSjt — 16
TT
3. Soient trois axes rectangulaires OX5OY5OZ. On trace dans le plan ZX une droite AC, et dans le plan XY une parallèle BD à Taxe des X'^ une droite QR glisse sur AC et BD en restant toujours parallèle au plan YZ. Trouver le centre de gratuité du solide compris entre les trois plans XY, YZ, ZX et la surf ace engendrée par la droite mobile.
Soient OA = a, OB == è, OC = c^ et x<,y^ z les coordonnées d'un point P de la droite mobile RQ.
On voit aisément que
PIS=z=c
dès
ors
STATIQtE. I()
el, d'après la symétrie de la figure ^ y= -^b.
« r^ {a^x^(b^Y\ ^ab i I
4. Troui^er le centre de gra\fité du solide compris entre la sphère
jc» -H /' H- 3' = «'
et les trois plans coordonnés.
o. Troui^er le centre de gra^^ité du solide compris entre le paraboloïde
et les plans x = a, jr = o, z = o.
Si Ton représente par b le rayon du cercle suivant lequel le paraboloïde est coupé par le plan x = « , on trouve
3 lOTT
6. Trouver le centre de grav^ité du solide compris entre le paraboloïde
les plans coordonnés et les plans x = a^ y = b. On trouve
Trouver le centre de gravité du solide compris
entre le cylindre
y'^^rniax — X^
et les plans z = (3a:, z = (3' .r.
On trouve
SECTION V
COUHBES PLANES.
Soit ds rélément de l'arc qui correspond aux coordonnées x^y. Les coordonnées a:, j^ du centre de gravité sont données par les formules
- fxds - frds J '^'' /^v
où les intégrales sont prises d'une extrémité de Tare à r autre.
Le Flamand La Faille eut le premier l'idée de déterminer le centre de gravité d'une ligne courbe-, il publia ses recherches en i632 sous le titre : De centra gravit atis partium circuli et ellipsis theoremata,
Déterminer le centre de gravité de Varc de la sinusoïde
j = sinar,
qui est compris entre les abscisses x = o, j:= ?:. On a
rff' =r f I -f- ^ j é/a?» =r ( I -h COS^x) dx\
et, par conséquent,
Jsin X ^i -h ces* X dx _
__o ya -t-log(i -I- )/2)
I ^i-^cos^xdx v^2 I i/ 1 sïn^xdx
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L^inlëgrale du dénominateur est une fonction elliptique de seconde espèce ; nous la représenterons par E , alors
E v^ j = V 2 -4- log ( I -h sji ).
Troui^cr le centre de grcwàé d'un arc de cercle
La distance du centre de gravité au centre du cercle est
- rayon X corde
arc
GuLDiNy Centrobaryca y lib I, cap. v, p. 69.
3. Déterminer le centre de grav^ité de la moitié d\ine \Jbranche de la cyclo'ide qui est représentée par les équations
X z= a (i — cosco),
j =r ri (w -i- sin w).
Si Ton considère la demi-brancbe qui commence à l'origine, on trouve
Wallis, Opcra y t. I, p 520.
Déterminer le centre de gras^ité d'un arc de la chaînette
compris entre deux ordonnées également éloignées de l'origine.
Représentant la longueur de Tare par us^ on trouve
o. Trou\^er le centre de grav^ité de F une des moitiés
symétriques de l'arc qui forme une boucle dans la lem~ niscate de Jacques Bernoulli,
r' = à^ cos 2 0.
Prenons le nœud pour origine, l'axe de la boucle pour axe des x, et nommons / la longueur du demi-arc considéré. Nous trouvons
SECTION VI
COURBES A DOUBLE COURBURE
Si l'on représente par ds Télément de l'arc qui correspond aux coordonnées a:, y, Zy les coordonnées x^^yy z du centre de gravité de la courbe seront déterminées par les formules
fds' ^^ Jds' ^- fds'
OÙ les limites des intégrales sont les extrémités de l'arc. 1 . Trouver le centre de gravité d'un arc dHiélice. Prenons pour équations de la courbe
z z=z b arc cos - > a
et considérons l'arc qui commence au plan des xj^ et se termine au point (x^y^ z).
Nous trouvons
— br — b (a — x) - z
A\i reste, il est aisé de reconnaître, sans calcul, que,
SïATK^l'E. 'i3
pour un arc moindre qu'une spire, le centre de gravité se trouve sur le plan perpendiculaire à Taxe qui passe au milieu de l'arc, et au point de ce plan qui est le centre de gravité de la projection de l'arc 5 le même raisonnement s'appliquera à une portion de la surface d'un héliçoïde gauche comprise entre deux génératrices.
SECTION VII
SURFACES DE RÉVOLUTION
Prenons l'axe de révolution pour axe des x y et représentons par ds l'élément de la courbe génératrice qui correspond aux coordonnées x, y\ Tabscisse du centre de gravité est donnée par la formule
— f xy ds J J ^^'^
OÙ les intégrales s'étendent à toute la courbe génératrice.
\ . Déterminer le centre de gravité dHune zone sphérique.
Soient b eic les distances du centre de la sphère aux deux bases de la zone 5 prenons l'axe des x perpendiculaire à ces deux bases, et l'origine au centre de la sphère.
L'équation de la courbe génératrice est
on en tire
ds =: \/ I H dx = - dx 9
et, par conséquent,
axdx LaU^ — b') h 2 ^ ^ r~\-b
I a dx
Jb
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2. Trouuér le centre de gras^ité de la surface courbe d^un cône droit.
Soient c la longueur de l'axe et x la distance du centre de gravité au sommet du cône.
On trouve
GuLDiN, Centrobarjca , lib. I, cap. x, prop. 3.
3. Détermi/ier le centre de gratuité de la surface engendrée par la réi^olutîon autour de l'axe des x de la moitié d'un arc de la cycloïdcj qui est représentée par les équations
fx z=. a [i — cos w), / nra (w H-sin «).
On trouve
2 l5tr— 8
JC Z= —= a y-'
i. Considérons la surface engendrée par la révolution autour de l'axe des x de la parabole dont l'équation est y' = 2 px. Il s'agit de déterminer le centre de gravité de la partie de cette surface comprise entre les plans .r = o et j: == a:.
On trouve
-_ I {Zx-^p)[ix-^py'\'p^ {ix-\-py — />'
SECTION VIII
SURFACES QUELCONQUES
Soient X ^ y^ z\es coordonnées d'un point quelconque sur la surface considérée, et
dz dz
Tx=P' dP = f:
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Les coordonnées X' , j , z du centre de gravité seront données par les formules
SS V^i -^p'-^q^dx dy
SS'J^-^P'-^^'dxdjr '
où les intégrales s'étendent à toute la surface dont il s'agit.
1 . Considérons la surface enveloppe d'une sphère de rayon constant, et dont le centre décrit une courbe plane. Si l'on représente celle courbe directrice par l'équation
l'équation de la sphère mobile sera
on en déduit, par différentiations ,
et si l'on élimine x^ et (p (jCi) entre ces trois dernières équations, il vient
par conséquent l'ordonnée du centre de gravité de la surface enveloppe est
SSS^ -^l^'-^q'dxdy
Dans cette expression, le dénominateur représente l'aire de la surface enveloppe , et le numérateur représente la projection de cette aire sur le plan des xj\ d'où il suit
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que la distance du centre de grapité de la surface au plan de la courbe directrice est une quatrième proportionnelle à Voire de la surface y à Faire de sa projection sur le plan de la directrice et au rayon de la sphère. Cette relation subsiste évidemment lorsque la surface enveloppe se réduit à celle de la sphère \ et même on peut , dans ce cas , la démontrer d'une manière très-simple.
2. Soient S Taire d'une figure tracée à volonté sur la surface d'une sphère dont le rayon est r;
S, la projection de cette aire sur un plan diamétral;
z la distance de ce plan au centre de gravité de la surface S 5
ûfS Télémenl de cette surface;
et a Fangle que le rayon mené du centre à cet élément fait avec la normale au plan.
fzdS^
Or
z:=rcosa, et ycosarfS = S,;
par conséquent
Ainsi nous pouvons énoncer la proposition suivante, qui permettra dans bien des cas de déterminer aisément le centre de gravité d'une figure sphérîque :
Soient OX 5 OY, OZ trois droites quelconques menées par le centre d'une sphère dont le rayon est r*, S Faire (Tune figure tracée à volonté sur la surface de la sphère y Sjc, Sj,, S, les projections de cette aire sur les plans YOZ , ZOX 5 XOY, et x^y^ z les distances des mêmes plans au centre de granité de la surface S.
On a
Appliquons ce théorème à la détermination du centre de gravité d^un triangle sphérique.
Nommons A, B, C les angles du triangle, a^ b^ c les côtés opposés, et faisons coïncider les droites OX, OY, OZ avec les rayons OA, OB, OC.
S = !^(A-f-B-KC-i8o); 100 \
d'ailleurs la projection de cette suiface sur le plan BOC a pour valeur
aire BOC — aire COA . ces C — aire AOB . ces B
=^ TTF- (^ — ^ cos C — C ces B ) ; 36o ^
par conséquent
- I a — b ces C — c ces B "*^ ~ 2 '' A -+- B~H- C^^8Ô" *'
et, de même,
- I b — c ces A — a ces C
•^ *" 2 '' A-+-BH-C — i8ô~ '
- I c — a ces B — b ces A
* "~ â'^ A + B-hC — 180
3. Considérons la surface engendrée par la révolution de la chainette
autour de Tarife des z , et concevons que cette surface se déplace de manière que son axe reste toujours vertical , et que son sommet décrive une courbe dans un plan parallèle à celui des xy\ il en résultera une surface enveloppe dont nous nous proposons d'étudier le centre de gravité.
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Soient
réquation de la courbe décrite par le sommet de la surface génératrice, p^ q les dérivées partielles— 9 — relatives à la surface enveloppe , et
L'équation de la surface enveloppe est R _R
on en tire
et si Ton élimine x^ et ç(a:i) entre ces trois dernières équations, il vient
De là résulte une propriété curieuse de cette surface enveloppe. En effet , traçons sur cette surface un contour quelconque , et soit z l'ordonnée du centre de gravité de la portion de surface. limitée par ce contour; on aura
J'J'zdxdy D'un autre côté, si l'on représente par z l'ordonnée du centre de gravité du solide cylindrique , qui est renfermé entre le plan des xy^ les ordonnées du contour et la surface enveloppe , on aura
^-^Jfz'dxdf -■"" JJzdxdy '
les intégrales ont ici les mêmes limites que dans Texpression de z \ par conséquent
Ce que nous venons de dire subsiste évidemment lorsque la surface enveloppe se réduit à l'une des surfaces enveloppées.
C'est au professeur Giulio , de Turin , que nous devons les théorèmes exposés dans les n*** 1 , 2 et 3 (yoir le Jour^ nal de Mathématiques de M. Liouville, t. IV, p. 386).
4. Soient OX, OY, OZ (rois axes quelconques menés par le centre d'une sphère dont le rayon est r;
S Vaire d'une figure tracée à volonté sur la surface de cette sphère ;
Sx , S^ , SjB les projections de cette aire parallèles aux axes sur les plans YOZ, ZOX, XOY ;
OX', OY', OZ' de noui^eaux axes respectiv^ement perpendiculaires à ces plans ,•
x', y, z' les coordonnées du centre de gravité de la surface S par rapport à ces derniers axes.
On a
IJX *^Y ^t ^
ScHELLBACH, Joumal de M. Crelle, t. XLV; i853.
La démonstration de M. Schellbach est assez compliquée 5 toutefois le théorème est susceptible d'une démonstration simple.
Nommons JS un élément de la surface, x\ y\ z' ses coordonnées par rapport aux seconds axes, a Tangle que le rayon mené à cet élément fait avec la normale OX au plan Y'OZ', et l'angle des droites OX, OX'.
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Or la perpendiculaire abaissée de rélément ^S sur le plan Y'OZ' est égale à r cos a , et, puisque la droite OX' fait un angle avec cette perpendiculaire,
r cos a
cosô '
d'où
./ cos
Projetons rélément dS sur le plan YOZ parallèlement à la droite OX. Les lignes projetantes font un angle 9 avec la normale OX' au plan de projection, et elles font un angle a avec le rayon qui aboutit à l'élément projeté. Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, si l'on nomme a l'angle que les lignes projetantes font avec la normale au premier plan et Q l'angle qu'elles forment avec la normale au second, la projection est égale à
cos^ p.
cos
De là il résulte que nous avons
*.cos a
cos ô
et, par conséquent,
Considérons, par exemple, la surface d'un triangle sphérique ABC dont les côtés sont a^b^ c.
Si nous faisons coïncider les droites OX , OY, OZ avec les rayons OA, OB, OC, nous aurons
CORPS HÉTÉROGÈNES
Lorsque dans un corps la densité varie d'un point à un autre, on détermine le centre de gravité de ce corps par des formules qui diflfèrent de celles que nous avons employées dans les sections précédentes par la seule addition 5 sous les signes /, de la densité p exprimée en fonction des coordonnées.
i . Déterminer le centre de gratuité de la surface d'un hémisphère, lorsque la densité de chaque point de cette surface est proportionnelle à sa distance de la base.
On peut considérer la demi-sphère comme engendrée par la révolution d'un quart de la circonférence
autour de l'axe desx; dès lors, si l'on représente par ds l'élément de l'arc du cercle, et que Ton décompose la demi-sphère en zones infiniment étroites et parallèles à la base , on a
- f lit ^ xy ds /p ,TY fis
"~ /2îrp7</j — J'9Jr(i^ '
et 5 puisque p est proportionnelle à t,
- fx^rds
d'ailleurs
donc
ds = yj
I H dx=z - dxy
x^ dx
xdx
2. Déterminer le centre de grax^ité d*une droite matérielle dont la densité varie comme la n**"*' puissance de la distance à un point fixe pris sur le prolongement de cette droite.
Soieut a, & , a: les distances de ce point fixe aux extrémités de la droite et à son centre de gravité. On trouve
3. Déterminer le centre de grauité de la surface d*un quart de cercle où la densité est proportionnelle à la j^ihme puissance de la distance au centre.
Si l'on prend les rayons extrêmes pour axes coordonnés , et que l'on représente par a le rayon du cercle , on trouve
SECTION X
DES POLYGONES ET DES POLYÈDRES
Lorsque des forces parallèles en nombre quelconque sollicitent les différents points d'un système solide, elles
peuvent, en général, se réduire à une résultante unique dont la direction passe toujours par un même point du système, quelle que soit leur direction. Ce point unique est le centre des forces parallèles.
Soient P Tune quelconque des forces parallèles, x^ y^ z les coordonnées de son point d'application, x^j^ z celles du centre des forces parallèles , R la résultante et 2 un signe sommatoire qui s'étend à toutes les forces considérées.
On a
R_^p - 2Pj: - 2Pr - SPs 2P ^ 2P 2P
Ces formules ont été données pour la première fois par Va ri gnon dans les Mémoires de Vjécadémie des Sciences de Paris fOur l'année 1714» Elles cessent d'être applicables lorsque S P = o ; car alors les forces parallèles ne peuvent se réduire à une résultante unique, et se composent en un couple.
i . Aux sommets d'un triangle rigide sont appliquées trois forces parallèles^ et proportionnelles aux côtés opposés. Déterminer le centre des forces parallèles.
Soient a^b^ c les côtés, A, B, C les sommets opposés, p.a^ fx5, fjtc les forces qui leur sont appliquées-, prenons AB pour axe des x^ AC pour axe des y.
Il vient
— cab bc _ _
X == ^7 = — ^ — r 5 et 7 = X.
fAfl-H^o + pic a -^ -^ c
Si l'on nomme r la distance du centre des forces parallèles au sommet A , on a
, I 2 bc ces - A
r = V^'-f- j' H- 2 a: j ces A = 2 a: ces - A =
Aux trois sommets B, C, D d^un tétraèdre ABCD I
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sont appliquées trou forces parallèles P, Q, R. Déterminer la distance de leur centre au sommet A.
Soient r cette distance et AB = ft, AC = c, AD = d.
Ona
r » ( p -j- Q + R )» = P» ^» -h Q» c» 4- R» £/ > -h 2 PQ fcc cos (BAC )
-f- 2 QR cif cos ( CAD ) -h 2 VL^db cos ( DAB).
3. A trois points fixes y qui ont pour coordonnées a, b \ a\ y\ a'\ b"y sont appliquées trois forces parallèles p^ p\ p"\ les deux premières forces sont constantes, et la troisième variable. Déterminer le lieu du centre des forces parallèles.
Ce lieu est la droite représentée par Téquation
= (bp -^ h'p')a'' -^[b" -- b)p ^{b'' ^ b')p']x.
4. n forces parallèles et constantes sont appliquées à n points^ n — i de ces points restent fixes pendant que le dernier décrit une courbe. Montrer que le centre des forces parallèles décrit une courbe semblable et semblablement placée.
5. Les centres de gravité de Faire et du contour d*un polygone circonscrit à une circonforence sont toujours situés sur une droite qui passe par le centre de cette circonférence ^ leurs distances au centre de la circonférence inscrite sont entre elles dans le rapport de n ai.
En effet, décomposons le polygone en triangles ayant leurs sommets communs au centre du cercle inscrit. Plaçons ensuite aux trois sommets de chaque triangle des masses sphériques égales, ayant leurs centres aux sommets et proportionnelles aux aires des triangles, c'est-à-dire à
leurs bases. Le centre de gravité du contour sera celui des poids placés aux sommets du polygone. Admettons que tous ces poids soient réunis en une seule masse à leur centre de gravité. Alors le centre de gravité de l'aire s'obtiendra en composant cette masse avec celle qui se trouve au centre du cercle et qui est moitié moindre ^ il sera donc situé sur la droite qui réunit le centre du cercle au centre de gravité du contour, et sa distance au premier point sera double de sa distance au second, ce qui démontre le théorème.
Cette proposition a lieu pour un triangle quelconque; elle s'appliquerait aussi à un polygone gauche dont les côtés seraient tangents à une sphère. Seulement il faudrait, dans ce cas, remplacer l'aire polygonale par la somme des aires triangulaires qui ont leur sommet commun au centre de la sphère et qui ont pour bases les côtés du polygone circonscrit.
Brassime, Journal de M. Liouville, t. VIII; i843.
6. Le centre de grai>ilé d'un polyèdre circonscrit à une sphère est situé sur la droite qui joint le centre de gras^ité de la surface de ce polyèdre a^ec le centrede la sphère inscrite.
Les distances du centre de grai^ite du polyèdre et du centre de graMé de sa surface au centre de la sphère inscrite sont entre elles dans le rapport dei à 4»
Ces propositions sont vraies pour une pyramide triangulaire quelconque. Elles se démontrent comme celles qui précèdent, seulement les triangles sont remplacés par des pyramides triangulaires ayant leurs sommets communs au centre de la sphère inscrite.
Ce mode de démonstration s'applique avec avantage à la plupart des propositions connues sur les centres de gravité des polygones et des polyèdres.
BR/kssiNE, Journal de M, Liouville, t. VIII; i843.
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SECTION XI
THÉORÈME DE GULDIS.
Lorsqu'une aire plane loume autour d*un axe extérieur situé dans son plan, le volume du solide engendré est égal à celui du prisme qui aurait pour base Taire géné> ratrice, et pour hauteur la longueur de Tare de cercle parcouru par le centre de gravité de l'aire.
Lorsqu'une courbe plane tourne autour d'un axe extérieur situé dans son plan, l'aire de la surface engendrée est égale à celle du rectangle dont les côtés seraient égaux en longueur à la courbe génératrice et à l'arc de cercle parcouru par le centre de gravité de la courbe.
Ces deux propositions furent d'abord énoncées par Pappus, géomètre d'Alexandrie, dans la préface du livre VIP de ses Collections mathématiques (*); toutefois on les nomme ordinairement théorèmes de Gulilin, parce que ce savant jésuite les a démontrées et signalées à rattention des géomètres par des applications élégantes dans son Traité De centro gravitatis, lib. II et III.
1 . Uaire comprise entre une parabole, F axe de cette courbe et une ordonnée perpendiculaire exécute une réi^olution complète autour de l'ordonnée. Déterminer le volume du solide engendré.
Soient y l'ordonnée, x sa distance au sommet, x la distance de cette même ordonnée au centre de gravité de Taire.
Le volume cherché est
V 2 7r=a: X aire.
(*) Cet ouvrage fat publié pour la première fois dans Tannée i588.
Or X = -p X, et Taire est égale k - xy \ par conséquent
On peut observer que le volume du cylindre engendré par la révolution du rectangle construit sur l'ordonnée y et l'abscisse x autour de la même ordonnée, est égal à
2 7r. -x.xjr, ou nx^ Y, ou -5- V.
Ce problème fut proposé par Kepler dans sa Stéréométrie, et résolu par Guldîn, De centra gra^^itatis, lib. II, cap. XII, prop. 6.
Déterminer la surface de la sphère
Nous pouvons considérer la surface de la sphère comme
engendrée par la révolution d'une demi -circonférence
autour de son diamètre. Or, si l'on nomme a le rayon de
la sphère et de la demi-circonférence, la distance du
centre de gravité de cette demi-circonférence au diamètre
2 a est -^ 5 par conséquent , la surface de la sphère est égale à
TTflX^TT. y OU 47rfl%
TT
c'est-à-dire à quatre fois l'aire d'un grand cercle.
Cette proposition a été démontrée pour la première fois par Archimède dans son Traité 'Jtpi 'ZÇalfotç Kdtt
KtfA/y^p0tf, B//8A. A, wpor* A.
3. Déterminer le volume et la surface de Vanneau engendré par la ré\>olution d'un cercle autour d'un axe extérieur situé dans le même plan.
Si Ton représente par a le rayon du cercle et par b la distance de son centre à l'axe, on trouve que le volume est 2 TT* a* J, et la surface ^n* ab,
Déterminer le volume du solide engendré par la
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deim-réx^olution d'une ellipse autour d'un axe extérieur situé dans son plan.
Soient 2 a, ai les axes de Tellipse, et c la distance de son centre à l'axe de révolution. Le volume cherché est égal à n^abc.
o. Déterminer le ^volume engendré par l'aire comprise entre une parabole, l'axe de cette courbe et une ordonnée perpendiculaire y lorsque cette aire tourne d^un angle 9 autour de la tangente au sommet.
Si l'on nomme y l'ordonnée et x sa distance au som-
met, on trouve que le volume cherché est égal k-^Ox* y.
6. Déterminer le volume et la surface du solide engendré par la rév^olution d!un arc entier de cycloïde autour de sa base.
Soit a le rayon du cercle générateur de la cycloïde. On trouve que le volume est 57r'a', et la surface 64 ,
7. Déterminer le volume et la surface du solide engendré par la rés^olution de la moitié d'un arc de cycloïde autour de l'axe de cette courbe.
Si Ton nomme a le rayon du cercle générateur de la
cycloïde , on trouve que le volume est tt a' / x H j ? et
la surface 87ra'(7r — ^J-
8. Déterminer le volume du solide engendré par la réi^olution d'un triangle rectangle autour ds son hypoténuse.
Si les côtés de l'angle droit sont a et &, le volume cherché est
CHAPITRE IL
ÉQUILIBRE d'un POINT MATÉRIEL.
Soient P l'une quelconque des forces qui sollicitent un point matériel M, «, 6, y les angles que forme la direction de cette force avec trois droites qui ne sont pas parallèles à un même plan , et S un signe sommatoire qui s'étend à toutes les forces P.
Pour que le point M reste en équilibre, il faut et il suffit que la somme des projections des forces sur chacune des droites fixes soit nulle, c'est-à-dire que Ton doit avoir
2Pcosa = o, 2Pcosp = o, 2Pcos7 = o.
Stevin , de Bruges ( * ) énonça le premier les conditions d'équilibre^ d'un point matériel. Après avoir examiné la condition d'équilibre d'un point pesant posé sur un plan incliné et retenu par une force parallèle à ce plan , il en conclut que, généralement, pour que trois forces se fassent équibre autour d'un point , il faut et il suffit qu'elles soient proportionnelles aux côtés d'un triangle formé par des parallèles « leurs directions. Un principe aussi important demandait une démonstration rigoureuse; Roberval (*) la donna en s' aidant de la considération du levier.
Le théorème du parallélogramme des forces n'est qu'une simple modification du principe de Stevin 5 toutefois, il ne fut énoncé qu'un siècle plus lard par Newton (') et
(') Begbin»elen der Waaghron st ; i586. i^^ livre de la Statique, prop. jy . (') Traité de Mécanique; i636.
(") Principia, lex. 111, cor. 2; 1687.
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Varignon (*) qni le déconyrirent presque simultanément. Daniel Bernonlli (*) fîit le premier fpii démontra ce théorème comme principe de Statique et sans employer la considération da mouvement. Depuis cette époque , le théorème du parallélc^ramme des forces a été démontré de bien des manières ; Jacobi ( ' ) en a recueilli dix-huit démonstrations de différents auteurs.
Ajoutons encore que la même année où Newton et Varignon énoncèrent la loi du parallélogramme des forces , Lami (*) publia la proposition suivante, qui n'est pour ainsi dire qu'un nouvel énoncé de celle du parallélogramme : Lorsqu'un point matériel reste en équilibre sous l'action de trois forces P, Q, R, on a
P:Q: R :: sin(Q, R):sin(R, P):sin(P, Q).
SECTION I
ÉQUILIBRE SAHS FROTTEMEMT- ATTRACTION.
i . UnJilACBQ parfaitement flexible est attaché en un point fixe par l'une de ses extrémités A , passe dans un anneau B situé à la même hauteur que le point A , et pL supporte un poids Q par son autre extréa mité. En un point C» de la partie du fil qui est comprise entre A et B , on fixe un poids P tel que, lorsque le système est en équilibre y le point C se trouve à égale distance des verticales menées par A ef B. Déterminer le rapport des poids P et Q,
(*) Projet de la nouvelle Mécanique; 1687.
(•) Comment. Petrop., 1. 1, p. 126; 1726.
(') Wuewell's Philosophy of the inductive sciences, 1. 1, p. 197. {*) Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des éléments de Mécanique,
On néglige le poids du fil et le frottement sur Van^ neau.
Soit CD une perpendiculaire abaissée du point C sur la droite AB; posons
AB = a, AC=*, ACD = Ô,
et nommons T la tension du fil AC.
Il est clair que la tension du fil BC est égale à Q , et , puisque D est à égale distance de A et de B, on a
BCD
Ceci posé, projetons les trois forces P, Q, T qui sollicitent le point C successivement sur une ligne horizontale et sur une ligne verticale , il vient
d'ailleurs
T sin = Q sin 9 , (T-l-Q)cos9 = P;
- = è sin (
Si l'on élimine T et 9 entre ces trois équations, on trouve
2. Un point matériel M posé sur la surface d'un e/lipsoïde de rés^olution est attiré vers les foyers F, F' par deux forces proportionnelles à MF" et MF' . Déter-miner la position d'équilibre.
On néglige le frottement du point matériel sur la surface.
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Soient 3a l'a^e de rérolulion, et r, i* les distances du point matériel aux foyers.
Si nous considérons la section faite dans la surface par le plan qui contient les foyers et le point matériel , et que nous projetions les deux forces sur la tangente en ce point à l'ellipse de section , en observant que cette tangente est paiement inclinée sur les deux rayons vecteurs , nous aurons la condition d'équilibre
qui , avec la relation
détermine les distances r, r'.
3. Deux poids P, P' sont fixés en O et O' sur un fil parfaitement flexible AOO'A' dont les extrémités sont attachées en deux points A , A' situés sur une même ligne horizontale. Déterminer la position que doivent avoir les points O, O' sur le fil pour que leur commune distance à la droite AA' ait une valeur donnée a.
Soient OE, O'E^ les perpendiculaires abaissées des points O, O' sur la droite A A', c la longueur du fil, b la distance AA', et Q' les angles AOE , A' O' E' ei T la tension du fil OO'.
Si nous considérons successivement les forces qui se font équilibre autour du point O et autour du point O', nous obtenons les deux équations
T _ sin(7r — 0)
sin(^^e)
T _ sin (tt — 9^)
d'où
P lang9=: P' tango'.
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D'un autre côté, 1« géométrie nous donne la relation a (sec ô — tang ô) 4- a (séc ô' — lang ô') = c — b.
Cette équation , conjointement avec celle qui précède , nous donne des valeurs de et Q' qui , substituées dans les formules
ces 9
cosO'
nous feront connaître la position des deux points O, O'.
Diana n ReposUory^ p. 627.
4. Toutes les molécules d'une demisphère solide et homogène sont douées d'un pouuoîr attractif en raison im^erse du carré de la distance. En quel lieu de Vaxe de ce corps faut ~il placer un point matériel pour qu!il reste en équilibre sous l'action des forces attractives ?
Soient CA l'axe de la demi- sphère, DCD' un diamètre de la base, O la position cherchée du point matériel, DAD' l'intersection de la surface de la demi-sphère par 1 e plan des droites CA , DCD' 5 traçons la droite BOB' perpendiculaire à CA. D'un point M pris sur l'arc BA abaissons la perpendiculaire MP sur l'axe, et d'un point m pris sur l'arc BD abaissons de même la perpendiculaire mp. Posons
CA=:«=rCD. CO=:c, OB = ^, OD = ^', OMrzr, OP=::c, MP=r^, Omzzz/^ 0/? = x', mp==y;
nommons [â l'attraction de l'unité de masse à l'unité de distance, et p la densité de la sphère.
Ceci posé , l'attraction exercée sur le point O par une tranche MPM' perpendiculaire à l'axe et d'épaisseur dx est
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dirigée suivant OA , et a pour expression
27tlipdx f ^
X^ dix^-hr*)'^ I x\ ^^ rf7 = 27rfip^l— -j dx',
par conséquent, l'attraction X du segment de sphère OBAB' est dirigée suivant OA , et est égale à
De même, l'attraction X' de la tranche CDBOB' D' est dirigée suivant OC, et a pour valeur'
Or la géométrie nous donne la relation
r'= x^ '\' [a -{- X -\' c) [a — x — r) r= ^' — 2 ex ,
d'où l'on tire
cdx ■=. — rdr^
OU
xdx 6' — r' , = — - dr\
par conséquent.
On trouve pareillement
r"= 6» 4- 2 ex', x'dx^ b'—r'' , ,
X'= 27r^p [c+ ^, jT' (ô'~r'')rfr'J,
OU , ce qui est la même chose ,
X' = 2 Tt |Xp
h il"'"- '•""]■
La condition d'équilibre
peut donc s'écrire
= ^,l>'{b' + c-a) + ±;[{a-cY-b"].
Eliminant £' par la relation
il vient
i:tc* — Sa^c -H 3a* = o,
équation qui détermine c , et donne approximativement
Diarian Repositorj, p. 629.
5. La plus grande attraction quune masse homogène défigure quelconque puisse exercer y suiv^ant la loi de la gravitation unii^erselle, sur un point placé comme on ^voudra, est à l'attraction que la même niasse, réduite en sphère homogène et de même volume, exercerait sur un point placé à sa surface, dans le rapport deià \f^.
Le corps de plus grande attraction , sous une masse et un volume donné, jouit de cette propriété, que les molécules situées à sa surface exercent des attractions égales
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suivant la direction de la résulunte. En effet , considérons on corps homogène dont tontes les molécnles situées à la surface exercent des attractions ^ales. Si nous déplaçons une de ces molécules , ce ne peut être qu'une molécule de la sarface, autrement nous changerions la densité; et cette molécule ne peut être placée qu'à Textérieur. Or je dis que toute molécule située à Textérieur attire moins qu'une molécide placée sur la surface primitive.
Prenons le point attiré pour origine de coordonnées polaires dont Taxe coïncidera avec la direction de l'attraction résultante, et nommons A une constante. La surface d'égale attraction aura son équation de la forme
et il est clair que pour tout point extérieur on aura cosO I
c'est-à-dire que Tattraction sera moindre que pour un point de la surface.
De là il résulte que nous pouvons prendre l'équation (C) pour représenter la surface du corps de plus grande attraction , sous une masse et un volume donnés. JNous supposerons la densité du corps égale à l'unité, et nous prendrons pour unité de force l'attraction de l'unité de masse à l'unité de distance.
D'après cela , le volume du corps est
2 7r / / r^ sin B dB dr = ^n I r^sinBdB
= 7r7rA' / cos'9sinGf/Q=r -^ttA', 3 Jo «^
et Tattraction qu'il exerce a pour valeur
cos'0sin0rf0 = 57rA.
27r I / sin BcosQ d9dr = 2nX j Jo Jo t/O
Le rayon R de la sphère, qui a même volume et même masse, doit vérifier l'équation
d'où
6 lô
On en conclut que l'attraction de cette sphère sur un point placé à sa surface est égale à
et, par conséquent, le rapport de l'attraction du premier corps à celle de la sphère a pour expression
Gauss , Principia generalia theoriœ figurœ fluidorum in statu œquilibrii; Gœttingue, i83o.
Démontrer la proposition suivante
Si Ton admet que l'attraction de la matière ne dépend que de la distance, la seule loi d^ attraction , suivant laquelle une couche sphérique homogène n * exerce aucune action sur un point intérieur , est celle de V attraction en raison im^erse du carré de la dis-
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tance; mais si F on suppose que F attraction dépend à la
fois de la distance et du rayon de la couche sphérigue, il
est une infinité de lois pour lesquelles la couche n^ exerce
aucune action sur le point intérieur.
Soient r le rayon intérieur de !a couche ;
dr Tépaisseur infiniment petite de cette couche ;
a la distance d'un élément E de cette couche au point
attiré M;
c la distance du centre O au point M \ Tangle que le rayon OE fait avec la direction OM^ <f l'angle que la droite ME fait avec la même direction ] et f (uj r) Fattraction de l'unité de volume situé sur
la couche à la distance u du point attiré.
La direction de l'attraction résultante coïncide évidem*
ment avec la droite MO , et la valeur de cette résultante
est
R=2irr'rfr I cos^ sin ©/(a , r) </0.
Or on a
u sin c sin (0 -4- f ) ,
r sin f r sin f '
diflerentiant ces équations par rapport à u, c et 9, il vient
du
ces © =r — - ; lie
et si Ton observe que
du
car r est une constante , on verra aisément que Taltraction résultante peut se mettre sous la forme
R=2irr'€/r— / l sin 9 jf (a, r) duldQ.
Nous pouvons exprimer la variable Q en fonciion de la variable u qui lui est unie par la relation
a» = c' -+- r' — 2 cr CCS 0;
d'où
u sin 6 rfô = — du.
cr
Posons , pour abréger,
(i) ^" J/(u,r)ciu = ¥{u,r),
(2) Ju¥{u,r)du = F(u,r),
et observons qu^aux limites = o, 6 = tt correspondent les limites u = r'' — c, u^ r-hc-^ alors il vient
(3) R^aTrr^r. ^n
Pour que l'attraction R soit nulle, il faut que la quantité
F(r-\-c,r)-^ Fjr-^c, r)
soit indépendante de c] nous pourrons donc poser
F(r-hCyr)--F(r--c,r)=:cff[r),
(f (r) étant une quantité indépendante de c. On en conclut, par une double diflérenliation relative à c,
(4) Kir-^c, r)^ Flirte, r) = o.
Maintenant, il nous faut distinguer deux hypothèses. Admettons d'abord que la loi de l'attraction soit indépendante du rayon de la couche 5 alors /"(w, r) se réduit à y (u) , et l'équation précédente devient
F[Xr + c)^F:(r^c)z=o.
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Ici r et c sont quelconques ; il en est de même pour leur somme r -f- c et leur diiTérence r — c ; d'ailleurs
par conséquent, la dérivée seconde F" (u) est indépendante de II, et la dérivée troisième F^'' (u) est nulle. Or, d'après Téquation (2) , on a
F' {u)=zu¥(u)y (5) F''(«)=.F(ii)-hiiF'(«),
F' (u) = ^r (u) ^ ur' (u),
et , si Ton a égard à l'équation (i) ,
Ainsi la fonction y* (u), qui représente la loi de l'attraction, doit vérifier Téquation
»'/'(«) -H 2tt/(a) =0,
laquelle donne , par intégration ,
u}f[u) = const. = A,
c'est la loi de la nature.
Passons à la seconde hypothèse, où l'on suppose que la loi de Tattraction dépend du rayon de la couche.
Dans l'équation (4)9 le rayon r ne peut être considéré comme une quantité arbitraire^ par conséquent, on ne peut se donner à volonté qu'une seule des quantités r -h c , r — c. Nous prendrons
r-f-c = tt, d'où r — c = 2r — u.
Alors l'équation (4) nous donne
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OU, d'après la formule (5) , jointe à réquatioii (i) ,
Différentîons par rapport à m, il vient
ar - «)/;,_^ (2r— II, r) = o
Cette équation nous montre que la fonction y* (i/, r) est assujettie à cette seule condition , que la quantité
change de signe et non de valeur, lorsque l'on y change u en ar — w^ cela revient à dire que la quantité dont il s'agit est l'ordonnée correspondante à l'abscisse u, dans une courbe qui a pour centre le point de Taxe des abscisses cori'espondant a u = r.
Soit
l'ordonnée d'une courbe qui jouit de cette propriété. On pourra poser
alors .
représentera une loi d'attraction pour laquelle une couche sphérique de rayon r n'exercera aucune attraction sur un point intérieur.
Prenons , par exemple ,
a désignant une constante.
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Nous aurons
/(«,r) = «(lr-I«).
La première partie du théorème qui précède est de Laplace [Mécanique céleste , liv. II, chap. ii); la seconde partie, relative à une loi d'attraction qui dépend du rayon de la couche, a été remarquée par M. Bertrand dans son cours au Collège de France.
7. Troui^er toutes les lois d^ attraction qui ne dépendent que de la distance ^ et suivant lesquelles une couche sphérique homogène attire un point extérieur comme si elle était tout entière condensée en son centre.
Si nous conservoi\s la notation du théorème précédent^ Véquation (3) de ce théorème nous donne, dans le cas actuel ,
'^'^ Jc\ c ^ ^ \=^^r^drf{c),
d'où l'on tire
F{€ 4- r) — F[c — r) = 7,rc j'f{c) de + Cff (/•),
f (r) étant une quantité indépendante de c.
Dans cette dernière équation , les dérivées secondes du premier membre par rapport à c et par rapport à r sont évidemment égales ; nous pouvons donc égaler entre elles les dérivées secondes du deuxième membre^ il vient alors
C de 2/- dr^
Le premier membre de cette équation est indépendant de r, et le second est indépendant de c ; il faut donc que chacun des deux membres soit une constante : nous nom-
nierons celte constante 3 A-, en sorte que
c de
Intégrons, et nommons B une nouvelle constante-, îl viendra, en remplaçant c par u,
Telle est la forme des lois d^attraction suivant lesquelles une couche sphérîque attire un point extérieur comme si elle était condensée en son centre. On voit que, parmi les lois d'attraction qui jouissent de celte propriété, la loi de la nature est la seule d'après laquelle rattraction soit peu considérable à de grandes distances.
Lapla.ce, Mécanique céleste, liv. II, chap. ii.
8. Un poids P est maintenu en équilibre sur un plan incliné BA par Vac-
p A tion de trois forces égales à ■^'i etdin-
géeSy lune en sens contraire de la pesanteur, l'autre dans la direction BA et la troisième suii^ant l* horizontale AC. Quelle est F inclinaison du plan BA sur V horizon?
Cette inclinaison est égale à 2 arc tang —
9. Deux forces données F, F', respecti\^ement parallèles à la base et à la longueur d'un plan incliné , sollicitent alternatii^ement une même molécule pesante posée sur ce plan. Quel doit être le poids P de cette molécule pour quelle reste en repos?
On trouve
FF' P =--=:. W.W
10. Deux poids P ef Q sont unis par un fil PCQ engagé sur une poulie C 5 le poids Q pend librement, le
poids P s^ appuie sur un plan qui fait as^ec l 'horizon
un angle connu a , et tout le système est en équilibre.
Déterminer V angle que le Jil CP forme a%^ec le plan
incliné et la pression que le point P exerce sur ce plan.
Si l'on nomme R la pression et Tangle cherché, on
trouve
P sin a /
= arc ces — - — > R = Pcosa — yQ' — P'sin'a.
H. On courbe un tube très^étroit suiv^ant une parabole dont Vaxe est dirigé ^verticalement de bas en haut^ et dans V intérieur de ce tube on place un point matériel qui peut glisser librement. On suppose que ce point est sollicité à la fois par la pesanteur et par une force émanée de Vaxe de la parabole proportionnelle à la distance de cet axe, Trouv^er les conditions de V équilibre du point.
Soit fx l'intensité de la force émanée de Taxe lorsqu'elle s'exerce à l'unité de distance.
Si le paramètre de la parabole est égal à - ? le poin t placé où l'on voudra dans le tube y restera en équilibre ; si le paramètre est différent de 2., l'équilibre est impossible. W. W.
12. Un triangle isocèle est formé par trois lignes matérielles et homogènes, qui sont douées d'un pouvoir attractif en raison ins^erse du carré de la distance. Un point matériel est placé en un point donné de la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base, et reste en équilibre sous V action des forces émanées des côtés. Déterminer V angle au sommet.
Soient a et i les distances du point matériel au sommet et à la base.
STATIQl E. 55
L'angle au sommet est égal à 2 arc sin ( ^ ) •
13. Deux droites matérielles et homogènes AB, AC se coupent à angle droite et attirent inversement au carré de la distance un point matériel situé au pied de la per^ pendiculaire AP abaissée de A sur BC. Déterminer la grandeur et la direction de la force nécessaire pour maintenir en équilibre le point attiré.
Soient
BC=rfl, Ck = h, AB = c,
m la masse répartie sur l'unité de longueur dans les droites matérielles, et fx l'attraction de l'unité de masse à Tunité de distance.
La force cherchée est égale k^m ^^9 et fait un angle
de 45 degrés avec chacune des deux droites AB, AC.
14. Un triangle ABC est formé par trois droites matérielles, homogènes et de densités différenteSy qui attirent en raison inverse du carré de la distance. Déterminer les conditions d'équilibre d'un point matériel placé dans r intérieur du triangle.
Soient i , fx, v les densités des côtés BC, CA , AB, et p^ q^ r les distances du point matériel à ces mêmes côtés. Les conditions d'équilibre sont
Il en résulte que , si les côtés des triangles sont de même densité, le point matériel doit être placé au centre du cercle inscrit.
On observera que, si du point attiré comme centre, on construit un cercle tangent à la droite qui l'attire et de même nature, puis que l'on trace deux rayons quelconques , le segment de la droite et l'arc du cercle qui
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sont compris entre les deux rayons, exercent sur le centre jes attractions égales (^).
En effet, supposons que les deux rayons soient infiniment voisins. Us forment sur rélément du cercle et sur celui de la droite qu'ils interceptent deux triangles de même hauteur; ces deux triangles sont donc entre eux comme leurs bases. Dès lors notre théorème sera démontré, si nous prouvons que les mêmes triangles sont entre eux comme les carrés des distances de leurs bases infiniment petites au centre du cercle. Soient A et B nos deux triangles. On peut remplacer l'un d'eux A par un triangle A' semblable au triangle B, sans altérer la base et les grands côtés, si ce n'est de quantités infiniment petites par rapport à ces quantités elles-mêmes. Or les triangles A' et B étant entre eux comme les carrés de leurs grands côtés , il en sera de même à la limite pour les triangles A et B ; et à la limite l'un quelconque des grands côtés peut être pris pour la distance de la base au centre du cercle.
On verra de même que , si l'on suppose Taltraclion en raison inverse du cube de la distance , un cône intercepte sur une sphère qui a son centre au sommet , et sur un plan tangent de même épaisseur et de même matière, deux surfaces qui attirent également un point matériel placé au sommet.
De là il résulte que, lorsqu'un point matériel est placé dans l'intérieur d'un tétraèdre dont les quatre faces sont des plans homogènes de même épaisseur et qui attirent en raison inverse du cube de la distance, les conditions d'équilibre du point sont exprimées par les relations
dans lesquelles p, ^, r, s représentent les distances du ( ^ ) Ce théorème se trouve dans la Dynamique de Earnshavv.
point attire aux faces du tétraèdre , et X, /ix, v, p les densités de ces faces.
SECTION IL
ÉQUILIBRE AVEC FROTTEMENT
Dans la mécanique rationnelle , on considère ordinairement les corps solides comme tout à fait incompressibles et terminés par des surfaces parfaitement unies. Aussi 5 lorsque l'on considère un corps pesant qui repose par une face plane sur un plan horizontal fixe , on admet que toute force horizontale appliquée sur ce corps lui communique un mouvement, quelque petite que soit cette force. Dans la réalité , il n'en est pas ainsi : la force appliquée doit dépasser une certaine limite pour produire le mouvement \ car les corps de la nature sont tous plus ou moins compressibles , et toujours terminés par des surfaces qui présentent une multitude de petites aspérités. Il faut donc admettre que, dans le cas d'une force trop faible pour produire le mouvement , la réaction du plan sur la surface en contact ne se compose pas uniquement d'une force normale à la surface, mais aussi d'une force tangentielle égale et contraire à la force appliquée. Cette réaction tangentielle est le frottement.
Ce qu'il importe surtout de connaître, c'est la limite que la force de frottement ne peut pas dépasser dans des circonstances données ; l'expérience seule peut déterminer cette limite. Voici les résultats auxquels elle a conduit.
Considérons généralement deux corps en contact, l'un d'eux étant fixe. Nommons R la pression normale qui s'exerce entre les deux surfaces et F la plus grande force que l'on puisse appliquer à l'un des deux corps sur sa surface de contact et parallèlement à cette surface sans lui communiquer de mouvement. La force F, que l'on nomme
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frottement au départ, est proportionnelle, pour deux substances données, à l'étendue des surfaces en contact et à la pression partielle qui s'exerce sur une étendue déterminée de ces surfaces. On énonce ordinairement cette loi de la manière suivante :
Pour deux substances données^ le frottement au départ est proportionnel à la pression normale, et quand la pression est la méme^ il est indépendant de l'étendue des surfaces en contact.
Il en résulte que , si l'on pose
la quantité /x sera constante pour deux mêmes substances, quelles que soient la pression et l'étendue des surfaces en contact. Cette constante p est nommée coefficient de frottement.
Lorsqu'un corps pesant est lancé le long d'un plan horizontal sur lequel il s'appuie par une face plane , on observe que la vitesse imprimée s'épuise peu à peu; tandis qu'elle devrait rester constamment la même, si la réaction du plan était tout entière normale. Il faut donc admettre que la surface en contact éprouve une réaction tangentielle , lors même que le mouvement est établi. Cette réaction est le frottement dynamique, ainsi nommé pour le distinguer du frottement au repos on frottement statique , Ces deux frottements se nomment encore frottements de glissement ou frottements de première espèce, pour les distinguer àa frottement de roulement on frottement de seconde espèce, dont nous parlerons plus tard (*).
Généralement, lorsque deux corps animés de vitesses différentes glissent l'un sur l'autre , le frottement dynamique est mesuré par une force égale et contraire à la force qu'il faudrait appliquer à l'un des corps sur sa surface de con-
(♦) Dynamique, chap. VII, sect, ii,
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lact et eh sens contraire de sa vitesse relative à la seconde surface, pour maintenir le mouvement relatif tel qu'il se continuerait si les deux corps n'exerçaient l'un contre l'autre qu'une simple réaction normale. On voit que le frottement dynamique est une force tangentielle qui tend à égaliser les vitesses des points en contact.
Le frottement dynamique est soumis aux mêmes lois que te frottement statique au départ; de plus, il est indépendant de la vitesse relati\^e des surf aces en contact^ au moins dans les cas ordinaires de la pratique. Le coefficient de frottement dynamique est toujours sensiblement inférieur h celui de frottement statique entre les mêm.es surfaces.
C'est en vertu de cette dernière loi qu'un corps pesant , d'abord en repos sur un plan dont l'inclinaison est peu inférieure à celle qui ne permettrait plus à l'équilibre de subsister, commence à descendre pour ne plus s'arrêter, dès que l'on produit dans le système un ébranlement même léger.
D'après ce que nous avons dit, la composante tangentielle de la réaction totale est égale à |utR lorsque le mouvement relatif est sur le point de naître et aussi lorsque le mouvement est établi , pourvu que dans ce cas on entende par fjL le coefficient de frottement dynamique. Il en résulte que l'angle de la réaction avec la normale a pour tangente le coefficient fx. Cet angle, arc tangfx, se nomme angle de frottement.
Les lois du frottement statique ont été découvertes par Amontons (*). Camus (') et Désaguliers (*) ont remarqué les premiers que le frottement dynamique est plus petit que le frottement au départ. L'exactitude de ces lois fut longtemps contestée par suite de l'imperfection des mé-
(• ) Mém. de i'Acad. des Se. de Paris, 1699, p. 206. ( ' ) Traité des forces mouvantes.
( • ) Cours de Physique.
Fer sur chêne, fibres parallèles, mouillées d'eau, fi= |
Fer
thodes expérimentales. Les expériences de Muschenbroek ('), de Tabbé NoUet (*), de Coulomb (») et de Ximénès (^) laissaient encore des doutes; mais les belles expériences de M. Arthur Morin (*) les ont dissipés. Aujourd'hui ces lois sont universellement adoptées.
Les résultats suivants donneront une idée de la différence qui existe entre les deux coefficients de frottement pour les mêmes substances. Le premier nombre se rappofte au frottement statique , le second au frottement dynamique :
sur fonte, sans enduit, f* = } ' '^
i . Deux points pesants P, P' 5 a/7puient sur deux plans inclinés et dépolis AC, AC, e^ sont réunis par un fil infiniment délié POP', qui s^en^ ^' gage sur une poulie O située vertica^ lement au-dessus du sommet commun des deux plans, Quelle est la position des points P et P', lorsque le premier est sur le point de glisser dans la direction AC? Soient a , a' les inclinaisons sur là verticale des plans AC , AC; et 0' celles des portions du fil OP et OP'; T la tension du fil ; P et P' les poids des points désignés par les mêmes lettres; fx et ft' les coefficients de frottement sur les deux plans AC et AC, R et R' les réactions normales de ces mêmes plans.
(*) Introd. ad Phil. nat., t. I, cap. ix; 1762. — Lcct, Ph/s. exper., t, I,p. 241.
(') Leçons de Phjrs, expêr., t. I, p. 23o; 1754. (') Savants étrangers (Acad. des Se. de Paris ), t. X; 1786. (*) Teoria e pratica délie resist. de* sol. ne' loro attriti; Pisa, 1782. (*) Savants étrangers {Kcmà. des Se. de Paris), t. IV; i833.
Projetons les forces qui sollicitent le point P, d'abord suivant une parallèle à AC, puis suivant une perpendilaire. Il vient
f*R -f- T ces (a — 0) = P €05 a, R -H T sin (a — - 0) = P sin a.
Si l'on opère de la même manière relativement au point P', en observant que le frottement est dirigé suivant AG^, on trouve
f*' R' -f- P' cos a' = T ces (a' — Ô') , R' H- T sin (a' — 0') = P' sin a'.
Entre les deux premières équations on élimine R , et entre les deux dernières on élimine R', puis entre les deux résultats on élimine T, et il vient
P' (jcos a' -h fx' sin a') [cos (a — 0) — f* sin (a — 0) ] =: P(cosa— -fxsina) [cos (a'— 0' ) -f- fii'sin(a'— 6')];
ou , si l'on pose [i = tang £ , fjt' = tang e',
P' cos (a' — • e' ) cos (a — + f) = P cos (a -f- •) COS (a' — 0' — «' ) .
D'ailleurs, si nous désignons par h la distance OA et par a la longueur du cordon, la géométrie nous donne
h sin a h sin a'
sin (a — 0) sin (a' — 0')
Cette équation, jointe à la précédente, détermine les angles 0, 0', et, par suite, la position des points P, P'.
2. Un point pesant est posé sur un plan parfaitement poli et incliné à F horizon (Tun angle a. On applique à ce point une force donnée P, et Von demande r angle z" que cette force doit faire a^^ec le plan pour maintenir le point en équilibre. On ne connaît pas le poids du point, mais on sait que , si Von place ce point
sur un autre plan également incliné à l'horizon et tellement dépoli y que V inclinaison (f soit 4a plus petite de celle quil peut admettre sans empêcher le point de glisser, et que Von applique encore à ce point la force P, la quantité connue S est la demi-somme du plus grand angle e' et du plus petit angle t que la force P peut faire ai^ec le plan sans déplacer le point, tandis qu'une autre quantité connue D est la demi- différence des mêmes angles.
Considérons le plan dépoli ; nommons [x son coefficient de frottement, R sa réaction normale et Q le poids du corps; supposons d'abord que la force P fasse avec le plan l'angle e.
Projetant les forces d'abord sur une parallèle au plan , puis sur une perpendiculaire, on obtient
P ces 8 = fxR -H Q sin a , P sin e -h R = Q ces a ;
d'ailleurs, on a
p = tang (p.
Si l'on élimine R et fjt entre ces trois équations, il vient
cos (e — <p)
Quand la force P fait avec le plan l'angle e', le calcul est le même , si ce n'est que /x ou ç changent de signe ; on a donc
^ COS(s'-+-(p)
Ces deux dernières équations nous font connaître le* poids Q en fonction des quantités données , car si l'on ajoute ces deux équations, on trouve, après quelques réductions,
cos S cos (D -h <p)
sin a cos (p
Ceci posé , la condition d'équilibre sur le plan poli est ^ ^ sina
remplaçant Q par sa valeur, il vient
cosS ,^
ces e'= cos (D -h <p).
ces (J» ^ ^
Telle est l'équation qui détermine l'angle cherché e",
3. Un point pesant est placé sur une circonférence de cercle, située dans un plan ^vertical, et sur laquelle le frottement est égal à la pression. Quelle est la plus basse des positions ou le point peut rester immobile?
Le rayon qui passe au point cherché fait un angle de 45 degrés avec la verticale.
CHAPITRE III
ÉQUILIBRE d'un SEUL CORPS.
Pour qu'un corps solide reste en équilibre sous Faction des forces qui le sollicitent, deux espèces -de conditions sont nécessaires et suffisantes : i*^ les trois sommes des projections de toutes les forces sur trois droites , qui ne sont point parallèles à un même plan, doivent être séparément nulles -, 2° les trois sommes des moments des* forces par rapport à trois droites non parallèles à un même plan doivent aussi être séparément nulles.
Si l'on nomme A , B, C les projections de Tune quelconque des forces sur les trois di:oites considérées, et A' a', B' fc', C c' les moments de la même force par rapport à trois droites qui peuvent coïncider avec les premières , et que Ton représente par 2 une somme qui s'étend à toutes les forces appliquées au corps solide, les conditions d'équilibre seront représentées par les deux groupes d'équations
Lorsque toutes les forces agissent dans un même plan , il suffit de considérer leurs projections sur deux droites non parallèles situées dans ce plan, et de preodre les moments par rapport à un point du plan 5 alors les équations d'équilibre se réduisent à
. 2(A)=0, 2(B)=:o; • 2(CV) = o.
x\rchimède a déterminé les conditions d'équilibre d'un
levier sollicité par des forces perpendiculaires au bras^ la loi fut ensuite étendue à des forces obliques par le peintre Léonard de Vinci, et, peu de temps après, Stevin découvrît les conditions d'équilibre d'un point matériel.
Plus tard, Varignon démontra un beau théorème de géométrie qui lui servit d'intermédiaire pour passer de la loi du parallélogramme des forces à celle des moments :
Si Von construit trois triangles qui aient pour bases la diagonale et les deux côtés d'un parallélogramme ^ et pour sommet commun un point situé dans le plan du parallélogramme y le triangle formé sur la diagonale est égal à la somme ou à la différence des deux autres y suivant que le point est extérieur ou intérieur à V angle formé par les deux côtés.
Dès lors le problème de l'équilibre d'un corps solide était entièrement résolu 5 il ne restait plus qu'à présenter la solution sous la forme simple des six équations que nous avons rappelées plus haut. D'Alembert fit ce dernier pas dans ses Recherches sur la précession des équinoxes, chap. II5 1749.
SECTION I
ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT
\ . Une tige pesante et homogène appuie son extrémité inférieure A sur un plan horizontal, et son extré^ mité supérieure B sur un plan vertical» Le plan vertical qui passe par la tige, est perpendiculaire à l'intersection commune des deux premiers plans, et coupe cette droite en un point C 5 un point connu de la lige, E, est lié au point C par un fil sans poids CE, qui maintient l'équilibre. Déterminer la tension dujil.
Soient ia la longueur de la tige, P son poids, R et R' les réactions du plan vertical et du plan horizontal , a et e I. 5
les inclinaisons de la tige et du fil sur l'horizontale ÂC, T la tension du fil.
Observons que Ton peut toujours remplacer les poids de toutes les molécules d'un corps solide par une force unique , égale au poids total du corps , et appliquée au centre de gravité.
Pour former les équations d'équilibre, projetons toutes les forces qui sollicitent la tige d'abord sur l'horizontale CÂ , puis sur la verticale CB , et prenons leurs moments par rapport au point C. Il vient
R — Teoss = o, R'— P — Tsing = o, R.aa bin a 4- P.acosa — R'. 2a cosa = o;
d'où l'on tire, après avoir éliminé R et R',
^ ^ ces a
2sin (a— e)
Cette formule résout le problème et nous montre que : Si e = a , T est infini , l'équilibre est impossible 5 Si e }> a , T est négatif, l'équilibre est impossible ; Si e <^ a , T est positif, l'équilibre est possible.
2. Une tige pesante et homogène A A' A" B repose par son extrémité inférieure A sur un plan hon'zontal ^ presse en A' une chev^ille fixe située au-dessus du corps ^ et s^ appuie en A!^ sur une autre chev^ille fixe située audessous. Déterminer, dans le cas d'équilibre, les prèssions exercées sur la tige par le plan horizontal et les deux chevilles.
Soient 2a la longueur de la tige, P son poids, a son inclinaison sur le plan horizontal , b la distance des deux chevilles , et R , R', R" les pressions exercées par le plan , la cheville A' et la cheville A'^.
Projetons les forces qui sollicitent la tige sur la direction AB et sur une direction perpendiculaire, puis pre-
nons leurs moments par rapport au point A. Il vient P sin a — R sin a = o , R' + P ces a — R" — R CCS a = o, R". (ÂÂ' + ^) — R'. ÂÂ' — P.fl ces a = o; d'où l'on lire
R = P, R' == R'^ = ^ P ces a .
3. Une tige pesante et homogène A A' B appuie son extrémité inférieure A contre une droite verticale^ et repose en A' sur un point fixe situé au-dessous du corps • Déterminer les pressions que la tige supporte de la part de la droite et du point y lorsque l'équilibre a lieu.
Soient 2a la longueur de la tige, P son poids, a son inclinaison à l'horizon, c la distance du point fixe à la droite verticale, R et R' les pressions exercées par la droite et par le point.
Si nous projetons successivement les forces qui sollicitent la tige, sur la direction A A' et sur une direction perpendiculaire, puis que nous prenions leurs moments par rapport au point fixe A', nous obtenons R cos a — P sin a = o , R' — R sin a — P cos a = o , R . ÂÂ? sin a = P (û — AA') cos a.
La dernière équation peut s'écrire
R c sin a = P (^7 cos a — c) cos a.
Cette formule, jointe à la première, donne
cos a :
R = p iang a = P
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el 9 par la combinaison des denx premières équations , on obtient
cosa \ c /
La valeur de cos a montre que l'équilibre est impossible lorsque c est plus grand que a.
4. Quelle est la force nécessaire pour retenir, dans une position donnée y une porte dont les gonds ne sont point situés sur une mênie ligne 'verticale?
On connaît le poids P de la porte, la distance a du centre de gravité à la ligne des gonds , l'inclinaison |3 de cette ligne sur la verticale, et l'angle dièdre a compris entre le plan vertical mené par cette même ligne et le plan de la porte.
Nommous (p l'inclinaison de la porte sur le plan horizontal.
Le moment du poids de la porte par rapport à la ligne des gonds est P cosç.a \ or, dans le trièdre rectangle formé par le plan de la porte, un plan horizontal et le plan vertical mené par la ligne des gonds, on a
cos<p = sinasinp;
par conséquent, pour maintenir la porte en équilibre, il faut lui appliquer, à une distance b de la ligne des gonds, une force normale F, telle que
F^ ^= P sinasin^.a.
5. Une tige rigide AB peut tourner librement autour de son extrémité inférieure A , qui est engagée dans une charnière fixe, tandis que son extrémité supérieure B s^ appuie contre une droite ^verticale. Déteiminer la pression exercée parla droite y ainsi que les composantes
liorizantales et verticales de la pression exercée par la charnière.
Soient P le poids de la tige , a sa longueur, b la distance de son extrémité inférieure au centre de gravité, a son inclinaison à l'horizon, R la pression exercée par la droite verticale, H la composante horizontale de la pression exercée par la charnière , et V la composante verticale.
Si nous projetons les forces sur l'horizontale, puis sur la verticale, il vient
et, si nous prenons les moments par rapport à la charnière A , nous obtenons
R . « sin a = P . ^ cos a ;
d'où
a tang a
Ce problème fut proposée! mal résolu par Stone^ Jean Bernoullî (*) ne le résolut pas mieux, et ce fut Couplet (*) qui donna la première solution correcte. On peut lire Thistoire de ce célèbre problème écrite par Franchini, dans les Mémoires de la Société italienne^ tome XVI , part. I, p. 228^ i8i3.
6. On sait que des forces en nombre quelconque^ appliquées à un corps solide, peuvent toujours se réduire à deux forces, et cela d'une infinité de manières. Prou ver que, de quelque manière que Von fasse cette réduction, le tétraèdre construit sur les deux forces ré-
(») Opéra, t. IV, p. 189.
(') Mémoires de l'Académie de Paris; i']'ii, p. 69.
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svltanteSy comme arêtes opposées^ a toujours même "volume.
Soient A , 6 deux points pris a volonté dans l'espace , et PQ la droite qui représente en grandeur et en direction une force donnée. II est aisé de voir que le moment de la force PQ par rapport à l'axe AB est égal, en valeur absolue, à six fois le quotient du tétraèdre A6PQ par la distance AB. Nous représenterons ce moment par
6ABPQ
et nous aurons soin de disposer les lettres du numérateur de manière qu'un observateur, dont les pieds sont en A et la tête en B, voie le point P à sa gauche et le point Q à sa droite, lorsque le moment est positif. Nous aurons, par exemple ,
ABPQ _ ABQP _ PQAB
AB ~" AB ~" AB
Ceci posé , nommons PQ et RS un système de deux forces résultantes , P' Q' et R' S' un autre système de forces résultantes, et A , B deux points pris à volonté dans l'espace. Les quatre forces PQ, RS, Q'P', S'R' se font équilibre 5 la somme de leurs moments par rapport à l'axe AB est nulle , et , par conséquent , on a
ABPQ + ABRS = ABP'Q' H- ABR' S'.
Nous pouvons faire coïncider les points A et B successivement avec les points P et Q , R et S , P' et Q', R' et S' 5 il vient alors
PQRS = PQP' Q' -f- PQR' S',
RSPQ = RSP' Q' -f- RSR' S', P' Q' PQ -4- P' Q' RS = P' Q' R' S', R' S' PQ 4- R' S' RS = R' S' P' Q'.
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Ajoutant ces équations , on obtient
PQRS = P'Q'R'S',
et cette égalité démontre la proposition.
Ce théorème fut énoncé d'abord par M. Chasles [^njiales de Gergonncy t. XVIII 5 1828)5 la démonstration qui précède est de Môbius [Journal de M. Crelle, t. IV, p. 179). M. Chasles a démontré plus tard ce théorème, ainsi que plusieurs autres du même genre, dans le Journal de M. Liouville, t. XII; 1847.
7. Soient PQ et RS les droites qui représentent en grandeur et en direction deux forces données. Nous dirons que le tétraèdre qui a ces deux droites pour arêtes opposées est construit sur les deux forces , et nous conviendrons, dans le théorème qui suit, de prendre ce tétraèdre positivement lorsqu'un observateur, dont les pieds sont en P et la tète en Q, voit le point R à sa gauche et le point S à sa droite.
Lorsque n forces appliquées à un corps solide se font équilibre^ ou peuuent se réduire à une force unique, la
somme algébrique des — tétraèdres, que l'on peut
construire sur ces forces prises deux à deux, est nulle ^ dans les autres cas, oà les forces ne peui^ent se réduire quà deux résultantes, la somme dont il s* agit est égale au tétraèdre construit sur les deux résultantes.
Démontrer ce théorème.
MÔBius, Journal de M. Crelle, t. IV, p. 184.
8. Une échelle, inclinée de 3o degrés à Vhorizon^ appuie son extrémité inférieure sur un plan horizontal, et son extrémité supérieure sur un plan incliné de 60 degrés à l'horizon. Ces deux plans sont parfaitement polis, et V échelle peut être assimilée à une barre homogène.
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Quelle force horizontale faut-il appliquer au pied de r échelle pour V empêcher de glisser?
Soit P le poids de Féchelle.
lia force cherchée est égale à -y P.
9. Une sphère homogène repose sur deux plans inclinés. Déterminer la pression exercée sur chacun de ces plans.
Soient P le poids de la sphère, a, a' les inclinaisons des deux plans sur l'horizon , R, R' les pressions exercées sur ces mêmes plans.
On trouve
sin (a 4- a') * sin(a-ha')
Leibmitz, Opéra, l. III, p. 176.
10. Une barre homogène s^ appuie par ses extrémités sur deux plans inclinés. Déterminer la position d'équilibre et les pressions exercées sur les plans.
Soient P le poids de la barre, Q l'angle qu'elle forme avec Thorizon, a et a' les inclinaisons des deux plans sur l'horizon, R et R' les pressions exercées sur ces plans; et supposons que l'extrémité inférieure de la barre s'appuie sur le plan auquel se rapportent les quantités a et R.
La barre est perpendiculaire à l'intersection des deux plans , et l'on a
sin a' sin a
■R — -: — } 77 P, R — ~: — ; rr P,
sm (a H- a ) sm (a -+■ a')
sin (a' — a) ^ 2 sm a sm a
i \ . Une tige pesante et homogène AEB appuie son extrémité inférieure A contre un plan vertical, repose
STATIQUE. yi
en E sur un point fixe, et porte un poids Q à son extrémité supérieure. Déterminer la position d^ équilibre.
Soient P le poids de la lige , a sa longueur, b la distance du point fixe au plan vertical , et a: la longueur AE de la partie de la tige qui est située entre le point fixe et le plan vertical.
La tige est dans un plan perpendiculaire au plan vertical dont il s'agit, et Ton a
Q-HP/ FoNTANA, Memorie délia Societa italiana ; 1802, p. 63o.
\_ Si l'on suppose P= o, alors x = (ai*}% quelle que
soit la grandeur du poids Q.
Euler ( * ) a discuté ce problème comme application du
principe de Maupertuis , nommé loi du repos.
B 12. Un poids Q est suspendu à V extrémité B d'unetige ADB^ dont r autre extrémité A est engagée 7L^ — l^f^l... 1 dans une cliarnière fixe. Cette
* tige est sans poids, et elle est soutenue par un fil perpendiculaire, attaché en son point milieu D. Déterminer la graiideur et la direction de la pression supportée par la charnière y lorsque la tige fait un angle de 3o degrés av^ec V horizon.
Soient 2 a la longueur de la tige, X la composante horizontale de la pression supportée par la charnière , Y la composante verticale, R la pression résultante et (j? l'angle que cette pression fait avec l'horizon.
(•) Académie des Sciences de Berlin, t. VII,, p. 196.
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On trouve
13« î7/te Jarre pesante AB peut tourner librement autour de son extrémité A^ qui est fixe, tandis que Vautre extrémité B est soutenue par un cordon, qui s engage sur une poulie fixe et porte un poids Q. Déterminer la po^ sition d^équilibre.
On connaît le poids P de la barre, les distances aet b de son centre de gravité aux extrémités A et B, les distances / et ^ de la poulie à l'horizontale et à la verticale menées par l'extrémité fixe A .
Les angles et ç, que la barre et le cordon forment sur l'horizon , nous sont donnés par les équations
Q(fl -h ^)siD(<p — 0) = Va cosô, (a -+- ^)sin((p — 0) = ^ sin ç — /cos^,
dont la résolution est facile.
14. Une barre pesante et homogène appuie l'une de ses extrémités sur un plan incliné, tandis que l'autre extrémité est soutenue par un fil attaché en un point fixe, lequel est situé au-dessus du plan incliné. Déterminer la position d'équilibre, la tension du fil et la prèssion sur le plan.
Soient a Tinclinaison du plan sur Thorizon, ia la longueur de la barre , P son poids , son inclinaison sur le plan , R la pression qu'elle exerce sur le plan , T la tension du fil, c sa longueur, (f son inclinai^n sur le plan , b la distance au plan du point fixe où le fil est attaché.
STATIQUE. y5
Les angles 6 et (p sont déterminés par les deux équations
2 sin (y — G) sin a = cos f cos (0 4- a) ,
c sin y -h 2 fl sin = ^ ;
et Ton a
^ ^ cos (a -I- qp) ^ ^ sin a
cos 7 cos 7
15. î/ine Jarre pesante et homogène appuie l'une de ses extrémités contre un plan ^vertical, tandis que Vautre extrémité est soutenue par un fil attaché en un point
fixe du même plan vertical. Déterminer la position d'équilibre^ la pression contre le plan et la tension du
fil
Conservons la notation du problème précédent , en supposant que l'angle a soit égal à 90 degrés.
Il vient
s,„y=^^___j , sm0=^— -^j,
16. Dans l'intérieur d'une sphère creuse on place une lame pesante et homogène, dont lajorme est celle d'un triangle isocèle^ les trois sommets s'appuient contre la surface de la sphère. Déterminer la position d'équilibre.
Soient r le rayon de la sphère , a la longueur des côtés égaux dans le triangle, h la hauteur du triangle et 6 l'angle que son plan forme avec l'horizon.
On trouve
taog = ,
il. Une tige pesante et homogène s^ appuie sur le bord d'un hémisphère concai^e, et son extrémité inférieure repose sur la surface interne. On suppose que le bord de l'hémisphère est horizontal y et que la Iongueur de la tige est supérieure au diamètre. Déterminer la position d'équilibre.
Soient r le rayon de rhémisphère , 2 a la longueur de la lige et 6 Tangle qu'elle forme avec l'horizon.
L'angle 9 est déterminé par l'équation du second degré
4 r ces' Ô — a ces B — 2 r = o.
18. Un poids Q est suspendu sur le bord d'une demi-sphère homogène, qui repose par sa surface conuexe sur un plan horizontal. Déterminer la position d'équilibre.
Soient P le poids de la demi-sphère, c la distance de son centre de gravité au centre de la sphère, et 9 l'angle de son axe avec la verticale.
On trouve
tangô = ^.
19. Une lame homx)gène, qui a la forme d'un triangle rectangle isocèle y est située dans un plan vertical y et s'appuie par ses côtés égaux sur deux chevilles fixes. Déterminer la position d"" équilibre.
Soient h la hauteur du triangle, 9 l'inclinaison de sa base sur l'horizon et a la distance des deux chevilles. On obtient les deux solutions
0=0, = arccos^;— •
Une lame circulaire et homogène repose par son
centre sur une tige verticale* Placer sur la circonférence trois poids pi, ^j, ^3, de manière que la lame reste horizontale.
Soient (pi, p^), (pj, pg), [p%^P\) les angles au centre sous-tendus par les arcs qui séparent les poids px et ps, Pi et Pli y p^ etpi.
cos(p3,p.)= — —
SECTION IL
ÉQXJILIBUE AVEC FROTTEMENT.
1 . Une barre pesante et homogène AB repose par Vune de ses extrémités A sur un plan ho-rizontal et dépoli KL; Vautre Ç extrémité B est soutenue par un "L fih guipasse sans frottement sur
une poulie E et supporte un poids Q. Déterminer la siute des positions d'équilibre.
Soient 2 a la longueur de la barre, P son poids, 9 son inclinaison à l'horizon, R la pression normale que le plan exerce sur rexlrémité A, F le frottement exercé sur la même extrémité dans la direction LK , u. le coefficient de frottement relatif au plan et à la barre, et 9 Tinclinaison du fil BE sur l'horizon.
Projetons les forces qui sollicitent la barre d'abord sur une horizontale, puis sur une verticale, et prenons leurs
moments par rapport à l'extrémité A . Il vient
F = Q CCS <p , R 4- Q sin y = P,
(A) Pcos0= 2Q sin(^-- 0).
Posons
F=: R tange,
tang e sera une quantité comprise entre o et /jtj alors la première équation pourra s'écrire
R tang s = Q ces f ,
et, si l'on élimine R à Taide de la seconde équation, on trouve
(B) P sin e = Q cos (f — e).
Cette relation , jointe à la formule ( A) , nous détermine les angles (f et 9 qui correspondent à une valeur donnée de 6. On aura toutes les positions d'équilibre en donnant à e toutes les valeurs comprises entre o et arc tang [i. Pour la valeur particulière e=:o, l'équation (B) donne
© = -; et, d'après l'équation (A) , on a 9 = -j quel que soit le poids Q , pourvu qu'il soit inférieur à celui de la barre. Dans le cas où l'on aurait Q = - P, l'angle Q pourrait être quelconque.
2. Une barre pesante ACB, appuyée sur un étai DC, est soutenue par une ^-^^ force Q qui agit à V extrémité A dans une direction donnée. Déterminer la position de la barre, lorsqu'elle est sur le point de glisser dans le sens BA.
Soient P le poids de la barre , G son centre de gravité ,
a la dislance AG, x la distance GC, rinclinaison de la barre sur Thorizon , (j) Tinclinaison de la force , R la pression normale de Tétai sur la barre et fx le coefficient de frottement.
Projetons les forces qui sollicitent la barre sur Thorizontale, sur la verticale, puis prenons leurs moments relatifs au point G , en supposant que la barre soit sur le point de glisser. Il vient
Q ces (p =: R sin ô 4- fxR cos ô , Q sin y -f- R cos = P -h fxR sin ,
(A) Vx ces = Q (a 4- x) sin («p — Ô).
Éliminons R entre les deux premières équations , et pour résoudre plus commodément l'équation finale par rapport à Q , posons yL = tang e \ nous trouvons
Qcos(« — cp) — P sin e
tanc = -= \ —
° Q sm (s — (j>) 4- Pcoss
L'équation (A) nous fera connaître la distance x. W. W. 3. Une planche rectangulaire et homogène CDEF, située dans un plan verticalj repose, par l'un de ses côtés CF, sur un plan dépoli AB dont rinclinaison à r horizon croît graduellement. Dans quelle position du plan la planche cornmencera-t-elle à glisser, ou à tomber en tournant autour de son sommet C ?
Soient P le poids de la planche , a le côté CF , h le côté CD, R la pression normale que la planche éprouve de la part du plan, a l'inclinaison du plan et [l le coefficient de frottement.
Lorsque le corps est sur le point de glisser, on a
pR = P sin a, R =r P CCS a ;
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et, par conséquent,
jA = tang a , a = arc tang pt.
Telle est rinclinaisou du plan lorsque le corps commence à glisser.
Observons cependant que le corps pourra perdre son équilibre sans glisser. En effet, soient G le centre de gravité du corps et GH une perpendiculaire abaissée sur le côté CF; si le coefficient fi est assez considérable pour que la droite CG devienne verticale avant que l'angle a ait atteint la valeur arc tang [i , à cet instant le corps tournera autour du sommet C, et perdra son équilibre avant de glisser. Lorsque la ligne CG est verticale , a est égal à l'angle CGH, d'ailleurs tangCGH= j-; par conséquent, le
corps commencera par tourner si i on a fi^j^ ei il commencera par glisser si l'on a (x <^ y*
4. Une tige pesante AB peut se moui^oir en tous sens et sans frottement autour deson extrémité A comme pwot; son autre extrémité B s'appuie sur un plan vertical et dépoli. Déterminer la position de la tige lorsqu'elle est sur le point de perdre son équilibre.
Soient P le poids de la barre, a son inclinaison sur la perpendiculaire au plan, R la pression normale que la barre éprouve de la part du plan, et fx le coefficient de frottement.
Le lieu du point B sur le plan vertical est un cercle qui a pour centre la projection O de l'extrémité fixe A. Nommons B l'inclinaison du rayon OB sur l'horizon , et ob-
servons ([ue le frottement s'exerce suivant la tangente au cercle.
Si nous considérons les moments des forces par rapport à un axe vertical passant à l'extrémité fixe A , nous obtenons la relation
R.OBcosô = fitRsinÔ.OA.
Or
OB = OAtanga; donc
tanga cosO = fA sin9, tango = - tanga.
5. Une tige pesante appuie ses extrémités l'une sur un plan horizontal, l'autre sur un plan vertical, et est perpendiculaire à r intersection des deux plans. Déterminer la position de la tige, lorsquelle est sur le point de perdre son équilibre.
Soient fjt et fx' les coefficients de frottement relatifs au plan horizontal et au plan vertical, aetb les distances du centre de gravité de la tige à l'extrémité inférieure et à Textrémité supérieure, 6 l'inclinaison de la tige sur l'horizon .
On trouve
a — au/ b
6. Une barre pesante et homogène appuie ses extrémités sur les deux faces d'un angle dièdre dont l'arête est horizontale. Déterminer la plus grande inclinaison à r horizon que la barre puisse admettre sans glisser, et trouv^er les relations qui existent entre le poids de la barre et les pressions normales qu'elle éproui^e, lorsquelle est sur le point de glisser.
Soient a et a' les angles que les faces du dièdre font L 6
avec l'horizon de part et d'autre de Tart^le commune, tangX et tangX' les coefficients de frottement relatifs à ces deux faces estimés en s' éloignant de l'arête , R et R' les pressions normales que la barre éprouve de la part des mêmes plans , P le poids de la barre et 6 sa plus grande inclinaison.
La barre doit être perpendiculaire à Tarête du dièdre, et Ton trouve
cos>sin(a' — V) cosVsin(a — X) sin(a + a'— X — V) 2 tango = cot(a — X) — cot(a' — V).
7. Une planche rectangulaire et homogène repose par son milieu sur un cylindre horizontal^ Vaxe du cylindre est perpendiculaire à celui de la planche: Quel est le plus grand poids que Von puisse suspendre à V extrémité d^ la planche sans la faire glisser sur le cylindre?
Soient P le poids de la planche, 2a sa longueur, r le rayon du cylindre, tangX le coefficient de frottement, et Q le poids cherché.
On trouve
8. Une barre pesante et homogène appuie F une de ses extrémités contre un plan ^vertical, tandis que Vautre extrémité est soutenue par un fil attaché en un point du plan. Déterminer la position de la barre lorsqu'elle est sur le point de glisser.
Soient a la longueur de la barre, P son poids, R la pression normale quelle éprouve de la part du plan, 9 l'angle qu'elle forme avec la verticale, / la longueur du fil, cf son inclinaison sur la verticale, et u le coefficient de frottement.
Les angles y et sont déterminés par les équations
sin ô = - sin «p.
Le signe supérieur correspond au glissement de bas en haut 5 le signe inférieur, au glissement de haut en bas.
9. Un cylindre elliptique^ dont l'axe est horizontal j appuie sa surface com^exe sur deux plans, l'un vertical et poh\ Vautre horizontal et dépoli. Le coi*ps est sur le point de glisser, lorsque le grand axe de V ellipse de base fait un angle de 45 degrés ai^ec riiO" rizon. Quel est le coefficient de frottement sur le plan horizontal P
Soit e rexcentricité de l'ellipse de base.
Le coefficient de frottement est égal à- e*. W. W.
10. Une demi-sphère homogène peut rouler sur un plan horizontal^ mais le frottement t empêche de glisser. Quel est le moment du couple nécessaire pour tenir le corps en équilibre, lorsque la base est inclinée de 3o degrés à V horizon.
Soient P le poids de la demi^sphèie, et r le rayon.
Le moment cherché est égal à —r P/'.
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ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT
4 . Entre deux plans inclinés on place deux sphères homogènes, de telle manière qu'elles s'appuient l'une contre l'autre, et que chacune d'elles touche l'un des plans. Déterminer la position d^équilihre.
On voit d'abord que l'intersection des deux plans doit être horizontale , et que la ligne des centres doit être perpendiculaire à cette intersection. Le problème sera donc résolu , si nous déterminons l'angle Q que la ligne des centres fait avec F horizon.
Soient R la réaction mutuelle des deux sphères , P et P' les poids de ces sphères, a et cl' les angles aigus que les deux plans forment avec Thorizonj admettons que l'angle a se rapporte au plan qui touché la sphère P, dont le centre est le moins élevé. Par les points de contact entre les plans et les sphères, abaissons des perpendiculaires sur l'intersection des deux plans, et projetons sur ces deux droites les forces qui sollicitent chacun des deux
corps. 11 vient
R cos(a -f- 0) = Psina, Rcos(a'— 0)=P'sina';
d'où Ton lire, par 1 élimination de R,
rangea. P-tanga---.Ptanga ^ ^ (P'H-P)tanga' tanga
2. Trois sphères homogènes sont placées dans V intérieur (Tune sphère creuse , ile telle sorte que les quatre centres soient dans un même plan vertical. Déterminer la position des trois premières sphères , lorsqu'elles sont en équilibre.
Soient C le centre de la sphère creuse, c, c', c" ceux des trois autres sphères, P, P', P" les poids de ces sphères, //, d\ d" les distances de leurs centres à celui de la -sphère creuse, Q l'angle que Ce' forme avec l'horizon, a l'angle cCc', a." l'angle c" Ce , Admettons que les lettres c', d' se rapportent à la sphère qui est touchée par les deux autres, et que la verticale du point C passe entre les points c^ c' .
Nous pouvons considérer Fensemble des trois sphères intérieures, comme ne formant qu'un seul corps solide; car ce corps sera en équilibre, si chacune des trois sphères est séparément en équilibre. Prenons par rapport au point C les moments des forces qui sollicitent ce corps composé . Il vient
Prfcos(9 + a) 4- P'rf'cosô -h P"t/''cos(0 — a") = 0;
d'où
_ P ^/ cosa + F d' + V" d" cosoi'' tange - pT^sina - PV sina'' '
Cette relation suffit pour déterminer la position d'équilibre, car toutes les quantités qui entrent dans le second
membre s'expriment aisément en fonction des rayons des sphères, lesquels sont connus. W. W.
3. Deux barres pesantes et homogènes reposent leurs extrémités inférieures sur un même plan horizontal , et appuient leurs extrémités supérieures fune contre P autre. On admet que la petite surface de contact entre les deux extrémités est dans un plan vertical, et que les extrémités inférieures ne peuv^ent glisser sur le plan qui les supporte. Déterminer la position d^ équilibre.
Soient P, P' les poids des deux barres, 6, 6' leurs inclinaisons à rkorizon, et R leur réaction mutuelle, qui est horizontale.
Si l'on prend les moments des forces qui sollicitent chaque barre , autour de l'extrémité inférieure , il vient
p cosô = 2R sinô, P'cos0'= 2RsinO'; d'où
P _ tangG
V '" tango'*
F&ANCHiNi , Memorie délia Societa italiana , e. XVI, part. I, p. 237.J i8i3.
4. Deux cylindres sont liés l'un contre l'autre par un fil inextensible. Déterminer le rapport de la tension du. fil à la réaction mutuelle des deux cylindres.
Considérons la section faite par le plan qui contient le fil et qui est perpendiculaire aux cylindres.
Soient icl l'angle au centre sous-tendu par Tare que le fil recouvre sur le plus petifdes cercles de section, r et r les rayons de ces deux cercles, T la tension du fil, et R la réaction mutuelle des deux cylindres.
Si nous projetons sur la ligne des centres les forces qui
sollicitent Tuii des cylindres, il vient
R=T 1 cosae/a = 2Tsina; d'ailleurs, si l'on suppose /\> r\ la géométrie nous donne
r — r ces a = , ) sm a :
\/{r-^ry-^(r--r'Y _ ^ s/r
r-hr' r-^r
par conséquent,
R 4 v/rr'*
5. Deux fils inextensibles sont attachés en un même point fixe ^ l'un supporte une sphère ^ Vautre soutient un poids qui pend au-dessous de la sphère sans la toucher. Déterminer V angle que le premier fil fait a\^ec la verticale.
Soient P le poids que soutient le second fil , Q — P le poids de la sphère, a le rayon de la sphère, et h la dislance du centre au point de suspension.
L'angle cherché est arc sin ( 75-7 ) • W. W.
6. Une tige rigide et sans poids AGB est liée à deux points fixes A , C , et porte un poids P à son extrémité B. Déterminer les pressions exercées sur les deux points fixes.
Soient a la longueur de la barre , a son inclinaison sur la verticale, b la distance AC des deux points d'attache, F et G les pressions parallèles à la barre qui sont exercées sur les points A et C, R et S les pressions perpendiculaires à la barre qui sont exercées sur les mêmes points.
F + G =PcDSa,
S= T Psina, R= — ; — Psina.
L'une des pressions F, G^st arbitraire.
SECTION II
ÉQUILIBRE AVEC FROTTEMENT
4. On place une sphère pesante et homogène dans r intérieur dun angle dièdre, dofit P arête est horizontale, et qui est formé par deux lames égales et rectangulaires, libres de tourner autour de T arête commune. Les bords extrêmes des deux lames sont réunis par un fil dont on augmente graduellement la tension. Déterminer la valeur qua cette tension y lorsque la sphère commence à prendre un mou\^ement ascendant.
Admettons, pour plus de simplicité, que les deux lames soient homogènes \ nommons Q le poids de chacune d'elles , 2 a leur inclinaison mutuelle , 2a la longueur de leurs côtés inclinés , R, R' et F, F' les pressions normales et les frottements qu'elles exercent sur la sphère , /x , f^' les coefficients de frottement , P le poids de la sphère , r son rayon, et T la tension du fil.
Lorsque le système est en équilibre , son centre de gravité est situé dans le plan vertical qui contient l'arête fixe 5 d'où il suit que les deux lames font des angles égaux avec l'horizon. De plus, la symétrie du système montre que l'on a
R' = R et F' = F,
Ceci posé, projetons sur la verticale les forces qui sollicitent la sphère, et prenons autour de l'arête fixe les ma«-
ments des forces qui sollicitent la première lame. Il vient
2F-C0Sa -h P == 2R sina,
Rr cota -J- Qa sina = nia cosa.
La sphère ne peut prendre un mouvement ascendant sans glisser sur Tune des lames; par conséquent, elle commencera à monter lorsque le frottement F sera devenu égal à la plus petite des quantités /xR, fx'R'. Supposons que [Â soit inférieur à u' 5 alors la sphère commencera par glisser sur la première lame , à laquelle se rapporte le coefficient jx, et elle roulera sur l'autre face du dièdre. A cet instant on aura , d'après les équations précédentes ,
2 (sina — fx cosa)
T = -7 — z J-. ^ +• - Q ïanga,
4âsma(sina — ptcosa) 2^
OU , si Ton pose (i = tang e ,
^ Pcoss „ Prcoss I ^
R = — —, : J T = y — ^-^ — r "h - Q langa.
2sm(a — S) ^a sina. sin[a — e) 2 ^
2. Deux roues égales O, O', situées dans un même plan veitical, sont posées sur un plan incliné; leurs axes sont réunis par une barre homogène , qui porte en son milieu un poids Q5 Vune des- roues O est enrayée^ Vautre est libre. Quelle est la plus grande inclinaison du plan qui soit compatible ai^ec V équilibre du chariot?
. Soient 7' le rayon des roues , P leur poids , 2 a la longueur de la barre qui unit les axes , q le poids de cette barre, X et Y les composantes de la réaction de la roue libre sur la barre estimées suivant une parallèle et suivant une perpendiculaire au plan incliné , R et R' les réactions normales du plan sur les deux roues O et O', y l'incli-
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naUon du plau, ^ le coeflicient de frottemeul entre le plan ei la roue O.
Considérons Tensemble de la barre et de la roue enrayée, comme ne formant qu'un seul corps, et supposons que ce corps soit sur le point de glisser. Si nous projetons les forces qui le sollicitent, d*abord sur une perpendiculaire au plan incliné, puis sur une parallèle, et que nous prenions leurs moments par rapport à l'axe de la roue, il vient
R-h Y = (P -+-Q-h7)cos<p, pR — X = (P H- Q -H y) siny, ^Rr-h 2flY= (Q-h ^)aco$o.
Prenons maintenant les moments des forces qui sollicitent la roue libre, par rapport à son point de contact avec le plan. Nous trouvons
Xr = Prsiny.
L'élimination des quantités X, Y, R , entre les quatre équations qui précèdent , nous donne la tangente de Tinclinaison cherchée
tangy =
iir
3. Deux barres égales AC, BC sont réunies en C par une charnière sans frottement, et leurs extrémités inférieures reposent sur un plan horizontal. On connaît, par obser\^ation , la plus grande valeur^ de F angle ACB qui soit compatible avec V équilibre, et Von veut auoir le coefficient de frottement entre les extrémités inférieures et le plan,
Ce coefficient de frottement est égal à - tang -•
SECTION III
ÉQUILIBRE d'un SYSTÈME DE BARRES.
1 . Plusieurs tiges rigides et sans poids sont réunies bout à bout par des charnières j de manière à former un polygone plan à angles variables. Chaque tige est sollicitée par une force proportionnelle à sa longueur y appliquée en son point milieu, et qui est dirigée suiv^ant la perpendiculaire menée dans le plan de la figure. Cruelle est la forme du polygone lorsque le système est en équilibre?
Soient A, B, C, D, etc., les sommets du polygone-, q^ /•, etc., les réactions mutuelles qui ont lieu entre les côtés qui aboutissent aux sommets B , C , etc. ; i B^ , c C y , les droites suivant lesquelles sont dirigées ces réactions 5 P, Q9R5 etc., les forces appliquées aux côtés AB , BC , CD , etc.
Première solution, — Déterminons les conditions de l'équilibre d'une tîge BC. Pour cela projetons les forces qui la sollicitent, d'abord sur sa propre direction, puis sur une direction perpendiculaire, et prenons leurs moments par rapport au point milieu de la tige. 11 vient
y cos(CB p) = rcos(BCc),
Q = 7 sin(CB p) -h r sm{BC(:) ,
r/sin(CBp)=/'sin(BCc).
La première équation, combinée avec la troisième, nous donne
fj — r.
(CBpj = (BCr)5
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et la seconde équation peut s'écrire
Q=2r sin(BCf).
On trouvera de même
R = a/sin(DC7); par conséquent ,
Q_ sin(BCc) ^ sin{DcV) D'ailleurs, par hypothèse,
QBC _ 8in(BDC)
R "" DC "" ~ ^^^ ' siii(DBC)
donc
sm(BCc)_sin (BDC) sin(DC7) sin(DBC) On a évidemment
(BC^) + (DC7) = (BDC) 4- (DBC;; et de cette relation , jointe à la précédente, on tire
(2) (BCc) = (BDC).
On prouvera de même que
(3) (BAC) = (CBpj.
Ajoutons maintenant les équations (i), (2), (3). Il vient
(BAC) = (BDC),
égalité qui nous montre que les quatre sommets consé-
cutifs A, B, C, D sont sur une même circonférence de cercle 5 il s'ensuit que , dans le cas d'équilibre , le polygone esl^înscriptible. L'égalité (2) nous fait voir que les réactions des tiges l'une contre l'autre sont tangentes à la circonférence circonscrite au polygone ] et , puisque nous avons trouvé <7 = r, toutes ces réactions sont égales. Leur rapport avec le rayon p de la circonférence se déduit de l'équation
Q = 2/'sin{BCc).
En eflet, la géométrie nous donne
BC = 9.p sin(BCc), d'où
p _BC r- q'
c'est-à-dire que le rapport du rayon de la circonférence à la pression mutuelle de deux tiges , est égal au rapport constant de la longueur d'une tige à la force qui lui est appliquée.
Fuss, Mémoires de Saint-Pétersbourg; 1817, i8i8, p. 46.
Deuxième solutioîi. — Représentons en grandeur les forces P , Q , etc. , par des lignes égales à 2 A6 , 2 BC , etc. Remplaçons la force 2 AB , qui est appliquée au milieu de la tige AB , par deux forces parallèles égales à AB et appliquées aux deux extrémités de cette tige. Remplaçons aussi la force 2 BC par deux forces parallèles égales à BC et appliquées, l'une à l'extrémité C de la tige BC , l'autre à l'extrémité B de la lige AB^ cela est permis en vertu de la liaison des deux extrémités qui se joignent en B.
Si l'on prend les moments relatifs au sommet C des forces qui sollicitent la tige BC , on voit que la pression F,
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qu'elle éprouve de la part de la tige AB, doit être dirigée suivant BC. D'après la loi du parallélogramme des forces , les forces ÂB et BC, qui agissent à rextrémité B de I» lîge AB, peuvent être remplacées par une force ^ale et perpendiculaire à AC. Tenant compte de ces remarques, prenons les moments des forces qui sollicitent la tige AB par rapport à l'extrémité A.
Il vient
F.ABsin(ABC) = ÂC.AB cos.BAC), ou
F sin(ABC) =ÂC cos(BAC).
On trouvera de même , pour le côté CD ,
F sin (BCD) = BD cos (BDC) ;
par conséquent, ,^ sin (ABC) AC cos (BAC)
sin (BCD) cos(BDC)
D'un autre côté , la géométrie nous donne
sin (BAC) _ ÂC ^^"(^^^^ ^ BD sin(ABC)
sin ( BDC ) 5^ sin (BCD ) AC sin (BCD ^
BD
On en tire, d'api es l'équation (4) ,
sin (BAC) _ cos(BAC)
sin (BDC) cos(BDC)
(BAC) = (BDC).
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On conclut, de cette égalité, que le polygone est inscrîptible dans une circonférence de cercle. W. W.
2. Un quadrilatère ABCD est formé par quatre tiges rigides et sans poids y qui peui^ent tourner librement autour des sommets comme char- ^B nières; deux fils, AC, BD, dont on connaît les tensions T, S, joignent les sommets opposés. On demande la condition géométrique que le quadrilatère doit "vérifier^ pour que l'équilibre ait lieu.
EuLER, Acta Acad. Petrop, ; 1779; part. 11, p. 106.
Soient O l'intersection des deux diagonales, et N la réaction mutuelle qui a lieu entre les points A, D par l'intermédiaire de la tige.
Prenons autour du sommet B les moments des forces qui sollicitent la tige AB. Il vient
N.BDsin(ADB)=:T.BOsin(BOC).
On aura de même, pour le sommet C et la tige CD,
N.ACsin(CAD) = S.COsin(BOC), d'où
T.BO _ BD.sin(AD B) _ BD. sin(ADb) _ BD.AO AC.sin(CAD) AC.sin(DAO) ^^-^^
T BD.AO. CO S "" AC.DO.BO
Cette condition est nécessaire pour l'équilibre ; de plus , elle est suffisante, car si les côtés AB et DC ne tournent pas autour des sommets A et C, le quadrilatère ne se déform e poi n t . W . W .
* 3. Un quadrilatère ABCD est
foimé par quatre tiges rigides et sans poids, qui peuï^ent tourner librement autour des sommets comme charnières^ les tiges contiguës sont réunies deux à deux par des Jïls aa^ i|3, cy^ dd^ dont on connaît les tensions A, B, C, D. (Quelle est la condition géométrique que le quadrilatère doit vénjier pour être en équilibre P
La force A , qui est appliquée au point a , peut se décomposer, d'après la loi du parallélogramme, en deux forces : l'une A', dirigée suivant BA 5 l'autre a', dirigée suivant aD. On aura
— -sin(aflD) - a a. ' ' - Afl.Da
smfAflfD) -— sin(ADfl)
^ Art ^ '
. ,f\ — sm(rtAa) , ^ -7 -smfArta) -rta ^ ' - Aa.Drt a! :=z K — ^ = A := A
sin(ArtD) -— - sinfrt AD)
Drt ^ '
La force a' pourra de même se décomposer en deux forces appliquées aux extrémités A et B : l'une A'', dirigée suivant AD 5 l'autre F, dirigée suivant la diagonale BD. On aura
. /^"^x — -sin(rtBD)
BÂ
sin(ADB) — -sin(ABD)
DA
_ —Brt.DA _-- Aa.Brt "*" ^ dTTFÂ ~" «a.BA '
- /iC^x f--sin(DA«)
-"''''^ — BA ""'^'^ (sinADB) ---sin(DAB)
_-7 Afl.BD _ •- Aa.Ag.BD
~"^ BA.Drt ~" «a.DA.BA*
Ainsi la force A, qui agit au point a, est remplacée par les trois forces A', A'', F.
Nous remplacerons de même la force A, qui agit au point « , par les trois forces :
-Aa.Bfl ,. , ^ ,. . ,
A — , appliquée en A et dirigée suivant DA;
-Aa.Ba, ,. , , ,. . ,
A —5 appliquée en A et dirigée suivant ABj
- Art.Aa.DB ,. , ^ ,. . . .
^ ^4 ^. y appliquée en D et dirigée suivant DB.
aa.BA.DA ^^ ^ »
Ces trois nouvelles forces sont égales et opposées aux trois premières A'', A', F 5 il en résulte que nous pouvons remplacer le fil a a. par un fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension sera
- Aa.Ag.BD aa.DA.BA*
Nous remplacerons pareillement le fil cy par un fil dirigé suivant la même diagonale BD, et dont la tension sera
- Cy.Cc.DB c7.BC.DC'
Les deux fils ^ a , cy se trouvent alors remplacés par un seul fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension
est égale à la somme
-- Aa.Afl.BD -C7.Cc.DB «a.DA.BA"*" c7.BC.DC'
Aux deux fils 6(3, dd^ nous substituons de même un seul fil dirigé suivant la diagonale AC, et dont la tension est égale à la somme
- Bp.B^.CA - l>S.\yd.KC 6p.AB CB ^ r/(Î.CD.AD'
Nous rentrons ainsi dans le problème précédent, et, d'après ce problème , la relation cherchée est
B.OP / B.Bp.B^ D.D^.D^ X 55* Vi^p.AB.CB"^r/^.CD.AD/
.Cc\
;.Dcj'
OB BD
_ OA.OC / A.Aa. Afl C.C7
Jj^ V^a.DA.BA"*" c7.BC
EuLBR, Acta Acad. Pctrop.; 1779; P***'* ^^> P* ^^'
4. Quatre bandes égales et homogènes AB, BC, CD, DE, réunies bout à bout par des charnières B , C , D, sont en équilibre dans un plan ver-tical; les extrémités A, E sont engagées dans deux charnières situées sur une même horizontale; on connaît la distance AE, ainsi que la hauteur du sommet D au-dessus de t horizon taie AE. Déter^ miner les conditions d'équilibre.
Soient a et j3 les angles que forment avec l'horizon les deux barres inférieures AB , ED et les deux barres supérieures BC, DC.
La seule condition d'équilibre est
tanga = 3 tang^.
Du sommet C abaissons une perpendiculaire CF sur l'horizontale AE. Soient CF = a, AF = EF = i5 et x^ y\çs distances du sommet B aux deux droites CF, AF. On trouve, dans le cas d'équilibre,
a' + 2 A» — f rt< 4- a» ô' 4- b'Y X = '— : ^,
yz=i ^ L..
Ces dernières formules ont été données par Couplet dans ses Recherches sur la construction des combles de charpente (*).
5. Une lige horizontale ADB porte un poids Q à son extrémité B^ et est soutenue par une seconde tige CD 5 les extrémités AetC sont fixées sur une même "verticale^ et sont munies de charnières , ainsi que le point de jonction D. Déterminer la pression exercée à Vextrémité C de la seconde tige. On négligera le poids des deux tiges.
Soient H la composante horizontale de la pression cherchée, et V la composante verticale On trouve
et, par conséquent, la pression totale est \AC AD /
Deux barres égales et homogènes sont réunies par
(*) Mémoires de l'Académie des Sci>jnces de Paris; I73i, p. Gg.
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une charnière; on place le système sur un cylindre horizontal y de telle sorte que les deux barres forment un angle circonscrit à la section droite du cylindre. Quel est l'angle des deux barres dans la position d'équilibre ?
Soient 2 a la longueur de chaque barre, r le rayon du cylindre, et 26 l'angle des deux barres.
L'angle 6 est déterminé par l'équation
r ces = « sin^ Ô.
CrfAPITRE V.
ÉQUILIBRE D*UN FIL FLEXIBLE
Galilée (*) chercha le premier à déterminer la forme qu'affecte un fil flexible et pesant, lorsqu'il est soutenu par ses extrémités. Il crut pouvoir annoncer que la courbe est une parabole ^ c'est qu'en effet , dans le voisinage du point le plus bas , la courbure du fil ressemble à celle d'une parabole. La méprise de Galilée ne tarda pas à être signalée. Joachim Jungius (') fit d'abord des expériences qui mirent en relief Terreur du célèbre physicien 5 puis Jacques Bernoulli (') traita la question par l'analyse avec un entier succès. Ce dernier porta le défi aux géomètres de son temps de résoudre le problème de la chaînette; c'est ainsi qu'il nommait la courbe décrite par le fil. Trois des concurrents trouvèrent la solution : ce furent Jean BernouUi , Leibnitz et Huyghens5 Jacques BernouUi prouva de son côté qu'il avait lui-même résolu la question. Ces solutions furent données sans calculs dans les Acta eruditorum pour l'année 1691 (juin, pages 273-282). La première démonstration ne parut que six ans plus tard dans les Philosopliical Transactions; elle est de David Gregory.
Après avoir discuté la forme de la chaînette décrite par un fil homogène et d'épaisseur constante, Jacques Ber-
(*) Mechanica; dialogo II, p. i3i.
{^) Geometrica empirica.
(') Âcla eruditorum; Lips., 1690; mai, p. 217. -— Opéra, t. I, p. /124.
nouUi (*) dirigea ses efforts sur des cas plus compliqués. Il se donna à volonté la loi suivant laquelle varie l'épaisseur d'un fil, et détermina la courbe décrite par ce fil-, réciproquement, il se donna la courbe, et chercha la loi suivant laquelle varie l'épaisseur 5 puis il considéra un fil pesant et extensible , en admettant la loi expérimentale de Hooke ('), savoir, que la dilatation linéaire d'un fil est proportionnelle à sa tension. Toutefois Jacques Bernoulli ne publia pas les démonstrations des résultats auxquels il parvint 5 son frère Jean (') dut y suppléer.
Quant aux conditions générales de l'équilibre d'un fil flexible, Herman (*) fut le premier à s'en occuper 5 mais ses travaux ne sont point exempts d'erreurs. Plus tard, Jean Bernoulli (^) traita cette question avec sa supériorité habituelle^ il s'attacha principalement à considérer un fil soumis à des forces qui sont dirigées vers un centre fixe.
Parmi les nombreux géomètres qui se sont occupés de l'équilibre d'un fil flexible, nous devons citer Euler (*), Clairaul C'), Krafit («), Legendre («), Fuss (*^), Venturoli(**) et Poisson (**).
(') Acta eruditorum; Lips., 1691 ; juin, p. 289. — Opéra, t. I, p. 449-
{■) De potentia restitutiva,
(') Lectiones mathematicœ in usum Hospitalii. Opéra, t. lit, p. 887.
{*) Phoronomia, lib. I, cap. m, el Appendice, § V.
(*) Opéra, t. IW, p. 234.
(') Comment. Pelrop,, t. IH. — iVora comment. Peirop., t. XV et t. XX-
C) Hfiscellanea BeroUnensia, t. VII, p. 270; 1743.
(') Nova comment. Petrop., t. V, p. i43; 1754 et 1755.
(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris; 1786, p. 20.
(»») Noi'a acta Petrop., t. XII, p. i45; 1794.
('*) Eléments of Mechanics, by Cresswell; part. I, p. 62.
(") Traité de Mécanique, t. I, p. 564 J 2^ édit.
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SECTION I
CONDITIONS GÉNÉKÀLES DE l'ÉQUILIBRE d'uN FIL FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE.
Soient APpB un fil parfaitement flexible, x, y, z les coordonnées du point P, a:-h âxj j-\- dy, z-{- ôz les coordonnées du point infiniment rapproché p, s Ia longueur du fil AP comptée à partir d'un point fixe A j as la, longueur de l'élément P/?.
Concevons que l'on isole l'élément P;?, en supprimant les portions de fil AP,Bp. Alors, pour maintenir l'élément Pp en équilibre, il faudra appliquer en P une force que nous désignerons par f , et en p une force représentée par t -i- dt. Ces forces sont les tensions du fil aux points considérés.
La première tension a pour composantes suivant les
axes
dx dy dz
ds ds ds
et les composantes de la seconde sont
dx d, ( dx\ ^ dy d. ( djrX .
dz <^:_( ^\ ^
ds ds \ ds )
Soient X , Y, Z les composantes parallèles aux axes de la force rapportée à l'unité de masse , qui est directement appliquée à la molécule P. Nommons m la masse du fil au point P rapportée à l'unité de longueur, ou, ce qui est la même chose , le produit de la section du fil en P par la densité qui existe en ce point.
Les composantes des forces directement appliquées à
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Télément de P/; seront
X mds , Y mds , Z mds.
Dès lors nous aurons trois équations d'équilibre, si nous écrivons que la somme des projections sur chaque axe de toutes les forces qui sollicitent Télément T?p est nulle. II vient
Id, [ dx\
\d. [ dz\
Si l'on élimine f , on trouve
dx j mY ds = djr j m'S. dsy
tly 1 mZds =i{lz j mYds,
dz i m^ds = dx j mZ ds.
Deux quelconques de ces dernières équations représentent la courbe décrite par le fil.
Corollaire I. — Intégrons les équations (a) par rapport à 5, et ajoutons les carrés des résultats, en ayant égard à la relation
dx^ dr^ dz^
nous trouvons
t'=i ÇmXds\\ ( CmYds\\ (^ ÇmZdsY^ Cette formule nous fait connaître la tension
On peut encore obtenir la tension sous une autre forme. En effet , multiplions les équations (a) respectivement par dx, djy ds^ et ajoutons les produits, en observant que l'équation [b) nous donne par différentiation
dx d^ X dy d^y dz d' z
ds ds^ ds ds^ ds ds^ '
il vient
^dx + l[dx-hZdz)-^coiiSX,
Ces deux formules ont été données pour la première fois par Fuss dans les Mémoires de Saint-Pétersbourg (1794? pages iSo, i5i).
Corollaire IL — Quand le fil entier sera situé dans un même plan , nous prendrons ce plan pour celui des oy , et la courbe sera représentée par la seule équation
dx I mY ds = djr j mlLds .
SECTION II
FIL SOLLICITÉ PAR DES FORCES PARALLÈLES
1 . Un filjlexible et pesant est attaché par ses extrémités en deux points fixes ; la masse m rapportée à V unité de longueur varie d'un point à un autre y suivront une loi donnée, Troui^er V équation de la courbe décrite par le fil. Réciproquement y la courbe étant donnée y déterminer la loi suivront laquelle varie la masse.
Le fil sera tout entier situé dans un plan vertical.
Prenons l'axe des x horizontal, et l'axe desj^ vertical dirigé de bas en baut^ conservons pour le reste la notation employée dans la section précédente.
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et les équations (a) se réduisent aux suivantes :
d l dx\
mg.
La première équation donne
dx
(2) £ -7- = const. = C .
' ds
Or, au point le plus bas de la courbe , on a — = i , parconséquent, si Ton nomme t la tension du fil en ce point,
et Féquation (2) devient
/»». dx
Eliminons t entre cette dernière formule et l'équation (1) 5 nous obtenons
d [dy "ds
dy
Au point le plus bas de la courbe , -p = o 5 par conséquent , si l'on nomme a la valeur de s correspondante à ce point , on aura
<^ Va
Telle est Péquaiion difierentielle de la courbe. Pour l'intégrer, il faut connaître l'expression de m en x, j^ s.
Diflerentions cette dernière formule ; il vient
dx
Cette équation fera connaître la masse m, lorsqu'on aura l'équation de la courbe.
La tension est
— ^ dx
iiLkV Bernoulli, Lcctiones mathematicœ , lect. 38, 89, 4o» Opéra , t. III.
2. Un fil flexible et pesant est attaché par ses extrémités en deux points fixes ; la masse rapportée à V unité de longueur est en chaque point int^ersement proportionnelle à la racine carrée de l'arc qui sépare ce point du point le plus bas. Déterminer la courbe décrite parle fil.
Conservons la notation du problème précédent, et comptons les arcs à partir du point le plus bas , lequel sera pris pour origine des coordonnées.
Soit [k la masse correspondante à l'extrémité de l'arc c. On a
Posons , pour abréger,
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Alors
difTérentiant,
^dx\dx)
= 1, d'où ap
V dx'
C est une constante que l'on détermine par la condition que Ton ait à la fois
X == o et — -= o.
dx
Il vient -
ou
et par intégration ,
C -h 2 P7 = - (a- -h 2 P) V^x'-h 4 P-*^ — 2 p'iog [a: + 2 p -^ (X» -h 4 P-^)' ] •
On détermine la constante C par la condition que la courbe passe à l'origine 5 cela donne
d ou
Telle est l'cqualion de la courbe.
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Corollaire. — L'équation (i) donne
ds JT-h 2 p
dx 2^
par conséquent la tension a pour valeur
Jeaw Bericoulli, Lect. mat hem. Opéra , t. III, p. 497.
3. Un fil flexible y dont les extrémités sont fixées sur une même ligne horizontale, prend la forme d'une demicirconférence y sous V influence de la gravité. Déterminer la loi suit^ant laquelle la masse du fil rapportée à l'unité de longueur varie d'un point à un autre.
Conservons la notation du problème précédent, et soit a le rayon de la circonférence.
L'équation de cette courbe est
x^=z lay — x^.
On en tire
dy X d'^y a'
ds a
dx'^ ^a'^x''
et, d'après le problème I, équation (4) ,
d'y T dx"^ T a T û
g ds^ ga'—x' g[a—yY dx
Ainsi la masse varie en raison inverse du carré de la distance au diamètre horizontal.
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Corollaire. — La tension est
Jean Bernoulli, Opéra, t. III, p. 5o2.
4. Un fil homogène y d'épaisseur constante y est atta-' chéparses extrémités en deux points situés sur une même ligne horizontale y la tension aux deux extrémités est égale au poids de tout le fil. Déterminer la longueur du fil, la distance "verticale des deux extrémités au point le plus bas de la courbe déente , et la direction des tan^ gentes extrêmes.
Prenons Taxe des y vertical , à égale distance des deux points d'attache , et l'origine à une telle hauteur, que la tension, au point le plus bas delà courbe, soit mesurée par le poids d'une longueur de fil égale à l'ordonnée de ce point. Soient m la masse du fil rapportée à l'unité de longueur, 2 a la distance des extrémités, c l'ordonnée du point le plus bas , d la distance verticale de ce point à la droite qui joint les deux extrémités, / la longueur du fil, et (f l'inclinaison des tangentes extrêmes sur l'axe des x.
L'équation de la courbe est, comme Ton sait,
On en tire
Il nous faut éliminer Tinconnue c de cette- expression . Au point (x, y) la tension est
mgy
— -mcgye ■+ e J.
À rextrémité , cette valeur devient
Or, par hypothèse , cette tension doit être égale à mgl*^ donc
-^mcg\e*''^c *" Jz=z mcg Xe'^ — e ^ I , et, par suite,
^^ = 3, f = ilog3,
ï%'3\ / v^31og3
Telle est la longueur du fil.
L'ordonnée des points d'attache est
Cette ordonnée est aussi représentée par c -\- d\ donc . ^ l c ""c \ ^^ 2 — i/3
Telle est la distance du point le plus bas à la droite qui joint les extrémités.
On a généralement
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à rextrémité du fil
d'où
|=ungr = ^(.^-. ')=^,
8. Un fil homogène , d^ épaisseur constante y repose en équilibre sur deux chevilles très-nunces, situées à la même hauteur, et qui n'exercent aucun frottement. On connaît la dislance na des deux supports, et F on demande la' moindre longueur du fil qui puisse permettre l'équilibre; on propose encore de déterminer, pour une longueur donnée du fil , la courbe quil affecte , et la pression P qu'il exerce sur chacun des deux supports.
Nommons L la longueur totale du fil, T sa tension aux points d'appui , et conservons pour le reste la notation du problème précédent 5 l sera la longueur du fil courbé en chaînette.
D'après ce qui précède, F équation de cette courbe est
où c représente l'ordonnée du point le plus bas , et mcg la tension en ce point.
Nous avons aussi [Probl, -4)
' = lmig\e' + e A;
d'ailleurs , il est clair que, en vertu des données.
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par conséquent ,
Si , dans cette équation , on remplace / par sa valeur il vient
(3) L=ac^*^;
d'où Ton voit, que la plus petite valeur que L puisse admettre, correspond à la racine positive de l'équation
laquelle est
Ainsi la plus petite longueur du fil est L = ^ae.
Supposons maintenant que la longueur L soit donnée, et supérieure k lae.
L'équation (3) aura deux racines positives, c, etCg, Tune supérieure à a, l'autre inférieure-, la plus grande correspond à un état d'équilibre stable , et la plus petite à un état d'équilibre instable. Considérons l'une d'elles Cj. L'équation de la courbe sera
et nous aurons
P = 2 T ces
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OÙ (Prob, 4)
tangtp
GOS
Par conséquent ,
Ce problème s'applique à une pièce d'étoffe homogène, d'une largeur constante, que Ton voudrait soutenir sur deux bâtons fixés horizontalement à la même hauteur, dans des directions parallèles.
Annales deGergonne, t. XIX, p, 33g.
6. Un fil pesant et homogène est attaché par Vune de ses extrémités à un point fixe situé au-dessus d'un plan incliné y tandis que Vautre extrémité et une portion du fil reposent sur ce plan. On connaît la longueur totale du fil y V inclinaison du plan, celle de la tangente à la courbe au point d'attache , et Von demande la longueur de la portion du fil qui repose sur le plan.
Soient ABC le fil dont il s'agit, A le point d'attache, BC la partie qui repose sur le plan incliné , / la longueur totale du fil 5 V celle de la partie qui repose sur le plan , a l'inclinaison de ce plan sur l'horizon , et y celle de la tangente à la courbe à l'extrémité A.
L'arc AB appartient à une certaine chaînette 5 supposons que cette chaînette soit prolongée jusqu'en un point A' situé à la même hauteur que le point A , et qu'elle soit décrite par un fil semblable à celui que nous considérons.
Nous disposons les axes relativement à cette chaînette
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auxiliaire , comme dans le problème i, et nous conservons la même notation ^ de plus , nous nommons L le sommet de cette cliainette, et nous comptons les arcs s à partir de ce point.
D'après les formules
ds
:i.(J_rî)=4,
la tension au point B est — —^ et les arcs LB, LA sont
^ ces a
respectivement égaux à c tanga, c tang(p.
Ceci posé , la tension au point B est nécessairement égale au poids de la portion de fil BC qui repose sur le plan , estimé suivant la longueur de ce plan.
On a donc
,, . mes
mgl sin a = —y
cosa
c:=z l' sin a ces a,
d'où
/ — l' =z arc LA — arcLB = c(tang7 — - tanga)
= /' sin a cosa(tangep — tanga),
cosa ces (<p — a) /cosf
cos y cos a cos (y — a )
7. Une chaîne flexible y homogène y mais d'inégale c^paisseur, est suspendue par ses extrémités. Déterminer la loi sm\fant laquelle doit ^varier V épaisseur en chaque point y et la courbe que doit affecter la chaîne y pour que la tension varie d'un point à un autre proportionnellement à l'épaisseur y ou que la chaîne présente partout égale chance à la rupture.
Conservons les notations du problème I, et nommons w
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le rapport constant qui existe entre la masse rapportée à Tunite de longueur m et la tension t.
Les formules (3) et (4) du problème I nous donnent
£Lr
ds T dlr»
/W = fûl = ft)T-r- = r— >
dx g as di
ou
/ rf/'\ d^y dp
- =r îùg dxy
si l'on pose, pour abréger, — = p.
L'intégrale est
w g'x =r arc tangy?,
dy /? = — = taDg.a)^.r
nous n'ajoutons pas de constante , parce que nous sup* posons l'origine située au point le plus bas où ~- =o. Si l'on intègre la dernière équation , il vient
r= — ^log(cos.wg'ar),
e ° cos.(dgx = i;
nous n'ajoutons pas de constante par la même raison que plus haut.
Cette dernière équation est celle de la courbe décrite par la chaîne. On voit qu'elle est composée d'une infinité de branches comprises entre deux asymptotes verticales. Nous n'avons à considérer que la branche comprise entre
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les asymptotes
Portons la valeur de p dans l'équation
ds
/W = ^0) =2 WT -j-^
dx il vient
i7i := /ft) = cjT sec.w^x,
ce qui fait connaître la tension et Tépaisseur de la chaîne
en un point quelconque.
Nous avons encore
fix
ds = ^ ;
cos*wg:x
par conséquent, la longueur d'un arc de la chaîne compté à partir du point le plus bas jusqu'au point [x^y) est
I , i-f- sin.wfl'j:
s = lOg ; ^- ,
2 0) g' ^ 1 — SiW^tùgX
et le poids de cet arc a pour valeur
/rd.(0gx mgds:= r I r-^ — = T idJïg.tagx.
^ J COS\(ùgX
Le rayon de courbure p est donné par la formula
dp
dx
Puisqueg = ..^(^y,
i ds I t mg
(dgdx (Ùg ' ° Tdig Tw'g'*'
d'où Ton voit , qu'en chaque point de la chaînette , le rayon
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de courbure est proportionnel soit à la tension , soit au poids de Félément. On voit aussi qu'au point le plus bas
ce rayon est égal à —
FiNCK. et BoBiLLiEB , Atinalcs de Gergonne, t. XVII, p. 61.
8. Un fil pesant est attaché par ses deux extrémités en deux points fixes. La masse dujil rapportée à V unité de longueur est proportionnelle y en chaque point, au cosinus de l'angle que la tangente à la courbe fait auec r horizon. Trousser l'équation de la courbe.
Soient m = |3 -- la masse correspondante au point
(Xjj) et r la tension au sommet de la courbe. La courbe est la parabole
Jacques Bernoulli^ Acta erudit.; Lips., JuD., Opéra, 1. 1, p. 449» — J^^^ Beenoulli, Opéra y t. lU, p. Soi.
9. Déterminer la courbe décrite par un fil pesant y lorsque la masse rapportée à l'unité de longueur est proportionnelle à y" sin (p, n étant positif y et (f désignant r inclinaison de la tangente sur V horizon.
Si Ton pose
et si l'on choisît une origine telle , que Taxe des x passe au sommet inférieur de la courbe et que ^ = 00 pour a: = o , on trouve l'équalion
orr" = — jT— •
Lorsque n est égal à l'unité , la courbe est une hyperbole.
Jacques Bernoulli, Acta crudit.; Lips., Jun., Opéra, 1. 1, p. 449- — J'^^N Beenoulli, Opéra, t. III, p. 5oi.
10. Un fil pesant décrit une parabole du second degré. Déterminer la loi suivant laquelle varie la niasse rapportée à V unité de longueur.
Soît
Téquation de la parabole.
On trouve
Jean Bernoulli, Opéra, t. III, p. 5o^,
\ \ . Un fil pesant est attaché par ses extrémités en deux points fixes situés sur une même ligne horizontale y et la courbe décrite est une cycloïde. Déterminer ^ en un point donné y la masse du fil rapportée à V unité de longueur y et trousser le poids de Parc compris entre le sommet de la cycloïde et le point donné.
07 = a(a> 4- sinw),
j = a (i — cosw)
les équations de la cycloïde , et P le poids cherché. On trouve
sec' -6)
/w=;t — z 5 P==Ttane-&).
12. Un fil pesant y de longueur donnée y est attaché par son extrémité en un point fixe A , situé sur un plan horizontal et dépoli y tandis que Vautre extrémité est attachée à un poids posé sur le plan. Entre le poids et le point h. est une fente étroite qui permet au fil de pendre librement, Troui^er la plus grande distance du poids au point A qui soit compatible ai^ec l'équilibre du système.
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Soient fji le coefficient de frottement du poids sur le plan , n le double du rapport entre le poids donné et celui du fil, / la longueur du fil et 2 a la distance cherchée.
On trouve
h v/fi^(w+i)'-H
2fl=^/(/l-t- l).log
fx{/H-i)
13. Un fil pesant est attaché par ses extrémités à deux clous situés sur une même ligne horizontale. On connaît la distance de ces deux supports. Quelle doit être la longueur du fil ^ pour que la pression exercée sur chacun des deux supports soit un minimum?
Soient 2a la distance des supports, l la longueur du filet
Féquation de la chaînette.
Si l'on détermine c par l'équation
on a
Prenons, par exemple, 2a = 10°" 5 nous trouvons
c=r4"»,i68... et /= i2«^,578
Diarian Repository ^ p. 644*
M. Un fil pesant y suspendu par ses extémités, décrit une courbe représentée par l'équation
Trouv^er le point du fil auquel la masse rapportée à T unité de longueur est un maximum ^ et déterminer la valeur de ce maximum.
Les coordonnées du point cherché sont a a
et la niasse correspondante est égale à
Diarian Repository ^ p. 435.
SECTION III
FIL SOLLICITÉ PAR UNE FORCE CENTRALE
1 . Trouver V équation de la courbe décrite par un fil flexible , doîit toutes les molécules sont attirées vers un centre fixe.
Soient APP' B une portion du fil , S le centre d'attraction , PP' un élément infiniment petit du fil, PT et P'T' les tangentes en P et P', O le centre de courbure correspondant à l'élément PP' ^
p le rayon de courbure pour le même élément 5 r la distance du point P au centre d'attraction -, p la distance ST du centre d'attraction à la tangente au point P \
T la distance PT «5
^ l'angle des deux tangentes PT, P'T' 5
? l'angle SPT 5
Fangle que forme le rayon SP avec une direction fixe 5
s l'arc de la courbe compté dans le sens APP'B 5
t la tension du fil au point P5
F la force attractive au même point, rapportée à runité de masse ^
m la masse du fil rapportée à T uni té de longueur.
Projetons les forces qui^soUîcitent Vêlement PP', d'abord sur le rayon de courbure PO, puis sur la tangente PT.
H vient
Ymds siof = (f -H dt) sin^p ,
F/w ds cosç = (r H- rff ) costp — t.
Comme on doit négliger les quantités infiniment petites d'un ordre supérieur au premier, ces équations se réduisent à
Ymds sinip = t'^ ,
Y mds cosf = dt y ou , d'après les relations (p = — et cos(p = -j 9
(a) F m sm^ = -•
P {b) Ymdr—dt.
Si Ton considère le triangle OPP' et le triangle semblable formé par TT' et les deux tangentes PT, P'T', on voit que
d'ailleurs
T dr
Divisant ces deux équations l'une par l'autre, on trouve
r dp
p dr
On a encore
smcp = -•
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Entre ces deux dernières relations et l'équation (a), éliminons p et sincp-, nous obtenons
Fmdr-h —t = o , P
et si nous retranchons l'équation (i) ,
dp de
dp de
L'intégrale est
Iog(/j9)=:const. , tp = const. = C ;
elle nous montre, que le moment de la tension par rapport au centre fixe est le même en chaque point.
On tire de cette formule , en la rapprochant de l'équation (i),
- r=; 1 Fmdn P J
Cette dernière formule peut êlre considérée comme l'équation de la courbe rapportée aux coordonnées p eir-^ mais il sera plus commode de prendre les coordonnées polaires ret 0, qui sont liées aux précédentes par la relation
r'dB
Il vient
ou
s/dr' + r» dB'
er'dB:
dB:
Cdr
rsJe^r' — O
C'est l'équation de la courbe en coordonnées polaires, telle qu'elle a été donnée par Jean BernouUi (^). .
(») Opéra f t. IV, p. 338.
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La formule (&) fera connaître la tension par une simple quadrature , si l'on a soin d'exprimer F et m en fonction de r.
On remarquera de nombreuses analogies entre ces formules, et celles qui conviennent au mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe , la tension joue le rôle de la vitesse.
Le cas d'une force centrale répulsive n'a pas besoin d'être traité d'une manière spéciale, il suflSt de changer le signe de F dans les formules qui précèdent.
2. Un fil homogène et sans poids ^ retenu par ses extrémités, est attiré vers un point fixe ^ par une force qui est in^^ersement proportionnelle au carré de la distance^ Déterminer la courbe décrite par lefil^
Considérons le point de la courbe où la tangente esl perpendiculaire à la force d'attraction. Soient r la tension du fil en ce point, c la distance du point au centre d'attraction , et A la force attractive exercée au même point et rapportée à l'unité de masse.
Conservons pour le reste la notation du problème précédent.
D'après l'équation (ft) , nous avons
//* c' mk c* Fmdr= \ k -mdr^=z
Puisque t doit se réduire à t , lorsque r = c , la constante est égale à r -f- m/rc, et, par conséquent,
_ mkc^ ^ = T -h mk c •
Substituons cette valeur dans l'équation (c) \ il vient
Qdr
const.
^Ôz=-
.[(,,„,._fi£)%._c.]'
Or, lorsque — = o , nous devons avoir r=c^ il en résulte C = CT, en sorte que, si nous posons
mkc '
l'équation de la courbe se réduit à celle-ci ,
ncdr
dB =
/•[(/i -M)»r*— 2 (w + i) cr + c*— n^c^]*
Il convient, pour l'intégration, de distinguer trois cas, suivant que l'on a
/î > I , « = I , ou /î <^ I .
Premier cas. w >► i .
L'intégrale est
= , arc sm ^ h C
Si l'on compte les angles 9 à partir du rayon vecteur qui est égal à c , on a
ti = ~ ?
d'où
(/i — i) c -h r . fit \n
'- = sm ô ) 5
nr \^ n )
/ICOS'^ Ô— I
Deuxième cas. « = i .
L'intégrale est
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si Ton admet que B est nul lorsque r = Cy on a
Troisième cas. n <^ i.
L'intégrale est
iog|^-i ^ — Vr=;iJ+^'
si est nul lorsque r = c , on a
d'où
Les trois courbes que nous venons d'obtenir ont des asymptotes faciles à détel^miner. En effet , d'après le problème 1 , on a
cr CT ne
t mffc^ c
T -\' mkc n -{- \
Si l'on fait r = oo , il vient
ne pz=z
c'est la distance du centre d'attraction aux asymptotes des trois courbes. Si l'on fait de même /• = oo dans les équations des trois courbes , on trouve , pour la première courbe,
: arc ces - ?
pour la seconde courbe ,
pour la troisième courbe ,
Q = :jz--=, log
Ces angles sont les inclinaisons respectives des deux asymptotes sur le rayon qui sert d'origine aux angles 0w Jean Bernoulli , Opéra, t. IV , p. 2^0.
3. Un fil homogène et sans poids ^ retenu par ses extrémîtésj est soumis à Faction cT une force répulsii^e, émanée (Tun centre fixe, et im^ersement proportionnelle à la fx**"**' puissance de la distance à ce centre. Déterminer la courbe décrite par le fil.
Conservons la notation du problème précédent, et admettons , qu'au point où la force répulsive est perpendiculaire à l'arc, la tension est égale à
Nous obtenons l'équation
=:COs(fx — 2)0.
4». Étant donnée une corde parfaitement Jlexible et homogène , mais d'inégale épaisseur, dont tous les éléments sont soumis à l'action d'une force centrale inversement proportionnelle à la distance, trouver la loi suivant laquelle doit varier l'épaisseur en chaque point et la courbe que doit affecter la corde dans le cas d'équili-bre, pour que y dans cet état , la tension varie d'un point à un autre proportionnellement à l'épaisseur, ou que la corde présente partout égale chance à la rupture.
Conservons la notation et les axes du problème 2 ; de
plus, prenons pour unité de force celle qui agit à l'unité de dislance, et pour unité de densité celle de la corde, en sorte que l'épaisseur soit représentée par le même nombre que la masse rapportée à Funité de longueur. Nommons a le rapport constant qui existe entre l'épaisseur m et la tension t en chaque point de la corde , dans l'état d'équilibre.
Les formules [b) et (c) du problème 1 nous donnent les équations
cos{i±fl) = <:•=*=«,
dans lesquelles le signe supérieur répond à une force attractive , et le signe inférieur à une force répulsive.
On voit que la trajectoire peut être , suivant les cas , un cercle, une hyperbole équilatère, une lemniscate, ou quelque autre courbe.
Les deux équations qui précèdent permettent d'évaluer le volume d'un arc, compté à partir de l'axe polaire, en fonction de l'épaisseur au point ou l'on s'arrête.
Soit V ce volume. On trouve
OssiAN Bovjii.T y Journal de M. Liouville , t. IX, p. 97 ; i844*
SECTION IV
FIL PLACÉ SUR UNE COURBE FIXE
1 . Un Jil flexible et pesant est maintenu en équilAve sur une courbe située dans un plan vertical. Déterminer y en un point donné y la tension du Jil et In pression exercée sur la courbe.
Prenons Taxe des x horizontal , et soient
P le point donné dont les coordonnées sont X^y\
V un point infiniment voisin 5
p le rayon de courbure qui correspond à l'élément PP';
(f FaDgle des deux rayons de courbure qui abou^ tissent aux points P et P' 5
ds la longueur de l'élément PP' ;
m la masse du fil rapportée à l'unité de longueur : t la tension au point P \
R la pression que supporte la courbe au même point P.
Projetons les forces qui sollicitent l'élément PP' sur la tangente au point P. Il vient
dy (t -i- dt)coS(f'-' t=: mgds — 9
ou simplement
dt=^mgdjr.
Si l'on suppose que l'axe des x passe par le point où la tension est nulle, l'intégrale est
/ z=z mgy.
Projetons les mêmes forces sur la normale au point P. Il vient
mgds -j- + (^+ ^0 s*"? = R ûf^ ,
ou
dx 9 «
ds et puisque p = — •> on a
_ dx t l dx y\
2. Un fil Jlexihle passe sur une courbe située dans un plan vertical f et porte à ses extrémités deux poids égaux ^ I. 9
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le poids du fil peut être considéré comme nul vis-A^vis des poids quil supporte. Déterminer la pression exercée sur la courbe en un point donné.
Con&ervons la notation du problème précédent, et nommons Q l'un quelconque des poids suspendus aux extrémités.
Si l'on projette sur la normale au point P les forces qui sollicitent l'élément PP', il vient
(/ -i-^^)sincp = Rrf5=: Rp(p,
ou simplement
^ = Rp.
Si l'on projette les mêmes forces sur la tangente au point P, on trouve
[t -f- dt) cos(p — ^ = o , ou simplement
(ii = Oy t = consl.
Or, en le point où la tangente est verticale,
?=rQ; donc Q = Rp, R =r ^.
Corollaire. — La pression totale que supporte la courbe est
Soit 4> Fangle des deux normales menées aux points où le fil abandonne la courbe. La pression totale aura pour valeur la quantité Q4> augmentée des pressions qui s'exercent aux points extrêmes. Ces pressions additionnelles seront nulles, si la tangente en ces points extrêmes est verticale 5 dans ce cas , la pression totale est tt Q.
ËULER, Nopa comment. Petrop,; 1775; p. 807.
Un fil flexible passe ai^ec frottement sur une courbe
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située dans un plan vertical, et porte à ses extrémités deux poids Q , Q', dont le premier est trop considérable pour que Véquilibre puisse subsister s'il n'y aidait pas de frottement^ le poids du fil peut être négligé vis-à^vis des poids quil supporte. Quelle relation doit exister entre les poids Q , Ç^' et le coefficient de frottement [i , pour que le système reste en équilibre?
Conservons la notation du problème précédent, et considérons le système lorsqu'il est sur le point de glisser.
Si nous projetons les forces qui sollicitent l'élément PP', d'abord sur la normale au point P, puis sur la tangente, il vient
(t-hdt)sin<f = Kds = B.pf, (^ + dt) cosep — t -h iiKds = o,
ou simplement
t = Rp, dt -\- iiKdszzzo,
On tire de ces formules
dt =: — u. " dSy
Pour que les calculs soient plus nets, remplaçons la lettre 9, qui nous représente un angle infiniment petit, par la diflerentielle dQ d'un angle 9 compté à partir d'une direction fixe. Nommons 9i , 0^ les valeurs de 6 qui correspondent aux points extrêmes, où le fil abandonne la courbe, en sorte que <î> soit égal à la diiférence 0, — 0,.
Nous aurons
log^ = — f* i d9 = — pô + const. = — ^0 -^ C,
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Si nous appliquons cette formule aux points extrêmes, il vient
logQ = C — p0, , logQ' = C — f»ô„
d'où il résulte que la condition d'équilibre est
Lorsque le fil est sur le point de glisser, on a logf— logQ' = ft(e,— 9), £_ — «/«(».-»).
alors la pression totale exercée sur la courbe est égale à la somme des pressions exercées aux points extrêmes , plus la quantité
Corollaire. — Si les tangentes à la courbe aux points extrêmes sont verticales , on a
et la condition d'équilibre devient
Q< /.TT
EuLEK , Nova comment. Petrop. ; 1^75; p, 3iG.
SECTION V
ÉQUILIBRE d'un FIL ÉLASTIQUE.
Lorsqu'on suspend différents poids à l'extrémité d'un fil élastique et de longueur donnée , on observe que l'ai-
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longement est proportionnel au poids. Si l'on fait varier la longueur naturelle du fil , on trouve que l'allongement est proportionnel à celte longueur, tant que le poids du fil peut être considéré comme nul relativement au poids qu'il supporte.
Il résulte de là , que si Ton nomme a la longueur naturelle du fil , a' la longueur du fil lorsqu'il porte un poids P, et X une constante qui dépend de la nature du fil , on a
Cette loi fut d'abord énoncée par Hooke, dans le catalogue de ses découvertes placé à la fin de sa Descriptions of Helloscopes. Elle y était cachée sous l'anagramme ceiiinosssttuu [ut iensio sic "vis) 5 mais , plus lard , l'auteur ne craignit point de la développer et de la justifier , dans son Traité De potentia restitutlua, La théorie de Hooke servît de base au Mémoire de Leibnitz , Démons tratio nés no\^œ de resistentia solidorum , qui fiit inséré dans les Acta eruditorum pour l'année 1784. On peut consulter avec fruit sur ce sujet les Elementa physices àe S'Gravesande , lib. I, cap. 26.
1 . On suspend un fil élastique et pesant ABC par son extrémité A, au point B on attache un poids P, et on laisse pendre librement la portion BC. Quelle est la longueur du fil placé dans ces circonstances?
On connaît le coefficient d'allongement X , les longueurs a et & des parties AB et BC dans l'état naturel du fil , ainsi que la masse rapportée à l'unité de longueur m dans l'état naturel.
Soient
PP' un élément infiniment petit de la partie AB5
t la tension au point P-,
X la distance de ce point à l'extrémité supérieure A ,
j34 mécakiqde h ATI on jn elle.
c la longueur naturelle d'une portion de fil dont le poids serait égal à P ;
a', i' les longueurs des parties AB, BC dans les circonstances du problème.
Considérons d'abord la partie AB.
La masse rapportée à l'unité de longueur, dans le fil allongé, est égale à r- ; d'où résulte , pour l'élément PP',
la condition d'équilibre
ou
(i -h \t) di -f- mgdx =■ o,
t ( 1 4- - > / ) -f- mgx = const. = C.
Or, lorsque jc = o ,
t = mg{a + b-^c), lorsque x = a' ,
t = mg{b -^c).
Substituant ces valeurs dans la formule qui précède et retranchant les résultats , il vient
(« -h ô -h c) I -h i Img (fl -h i + f )
d'où
a' = a\ I H "kmg [a -h 2 b -h 2c)U
Considérons maintenant la partie BC.
Soit T la tension à la distance j^ du point B. On a
mgy = coDSt. = C
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Or, lorsque j^ = o , lorsque j- = i',
Substituant ces valeurs dans l'équation précédente et retranchant les résultats , on trouve
Ainsi 9
û'+ b' = a-\- b Jr-'kmg[a{a-\- 2^ H-2c) 4-^'].
Telle est la longueur du fil dans les circonstances indiquées.
2. Un fil élastique et pesant ABC est fixé par son extrémité A au sommet d'un plan incliné AB , dont la longueur est égale à celle du fil dans son état naturel. Déterminer la longueur de la partie de fil BC qui pend au-dessous du plan.
Soient a la longueur du plan , a son inclinaison , x la distance au point A d'un point du fil AB, et t la tension en ce point.
Considérons d'abord la partie de fil qui repose sur le plan.
On a
dt-\- -2 — ^ ^^=0;
d'où
-f- mgx sin a = const. = C.
Si l'on désigne par t la tension au point B, par T la tension au point A , et que l'on applique la dernière for-
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mule à ces deux points , on obtient
t( i-f i>T| -^mga ^na = T: /n-i^TV
D'ailleurs ^ s et a — s désignant les longueurs naturelles des parties de fil BC et AB, on a
t=zmgSy T= »tg'[5-h(a — .v)si»a].
Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donnent
-\mg[a — j)[2* -h(a-.— j)sina] = J.
De cette équation du second degré on tirera la valeur de s y et la reportant dans l'expression
( i-h - \ms \y
on aura la longueur effective de la partie de fil qui pend au-dessous du plan.
3. Un fil élastique et rectiligne i-éunît deux poids qui reposent sur deux plans inclinés et parfaitement polis, Troui^er la position d'équilibre du système y en négligeant le poids du fil.
Soient P et Q les deux poids, AC et BC les plans sur lesquels ils reposent , a , |3 les inclinaisons de ces plans sur Tborizon , Q l'inclinaison de la direction PQ sur la direction horizontale AB, a la longueur naturelle du fil, a' sa longueur effective dans l'état d'équilibre et T sa tension. Considérons isolément l'équilibre du poids P, puis, celui du poids Q. Il vient
P sina = Tcos(a -— G), Qsiop=: Tcos(p -h ô)i
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d'où
Psina Qsinp
cos(a— 0) ~" cos(p-f- e)'
PcotS — Qcota .ange = L^
Celle équalion déiermine Tangle 0.
La longueur du fil esi donnée par les équalions
r f •. rw.\ r ^ Psina 1
^ ' L cos(a— Ô)J
4. Déterminer la courbe qu'affecte une corde élastique et pesante, lorsqu^on la suspend par ses deux extrémités. On suppose que la corde est homogène et que, dans son état naturel, elle est partout d'* égale épaisseur.
Soienl m la masse de la corde rapportée à l'uuilé de longueur dans l'étal naturel, t la tension el s l'arc complé à partir du point le plus bas.
Prenons l'axe des y vertical et dirigé de bas en haut.
On a , comme au prob. 1 de la sect. II,
ds\ ds) ' ds\ ds J i-f- X/' •
La première équation nous donne
dx 'd7 = ^^
en désignant par t la tension au point le plus bas.
Si Ton reporle la valeur de t dans la seconde équation ^
, dr et que l'on pose, pour abréger, — =p, il vient
4= — ^îf=.
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Nous allons ici substituer successivement à la variable 5 les variables x et y. Nous pourrons intégrer une première fois •, alors nous aurons deux relations 6nie8 entre /?, a: et f , et Tëlimination de p nous donnera Téquation de la I
courbe.
Remplaçons ds par sa valeur sj i ■+- p* dx \ \\ vient
ce qui donne , en intégrant ,
mgx = T [log {p -h \fiT~p) -+• \tp].
■p-^ v/^TT*.
Multiplions l'équation (2) parj[?, et remplaçons pdx par sa valeur dy ; nous trouvons
L'intégrale est
(4) ^ ,ngxz=:rs/i-hp'^^U'p';
nous n'ajoutons pas de constante , parce que nous admettons que l'ordonnée du point le plus bas est égale à
On peut tirer facilement de cette équation la valeur de p en fonction dey, si Ton porte cette valeur dans Téquation (3) , on aura Téquation de la courbe, laquelle e3t assez compliquée.
Il est cependant facile d'assigner la position d'un point donné à volonté sur la corde dans son état naturel. En effet , prenons l'équation ( i ) , dans laquelle les variables
sont s et p^
Le premier membre représente le poids de Télément ds\ si donc nous appelons P le poids de Tare s compté à partir du point le plus bas, nous aurons
Soit A un point donné sur la corde. On connaît le poids P de la partie de la corde qui est comprise entre le point milieu et le point A^ par conséquent, si t est connu , on connaît aussi la valeur de p correspondante au point A , dans la courbe que la corde décrit lorsqu'on la suspend par ses extrémités. Substituant cette valeur de p dans les équations (3) et (4) , on aura les coordonnées du point considéré. Si maintenant nous supposons que A soit l'une des extrémités de la corde, les valeurs de a; et de P relatives à cette extrémité étant fournies par les données, les équations (3) et (6) nous feront connaître T.
L'équation (5) nous fait connaître la longueur de l'arc qui se termine au point A \ car, si l'on intègre cette équation, on trouve
^=^[^-*-^^/^s/i-H/.' + ^Tlog(;>-f V^i-h/^Oj-
L'équation ( i ) nous donne le rayon de courbure p correspondant au même point A ,
^ dp mg ^ ^ M- I
dx
On voit qu'au point le plus bas, le rayon de courbure est
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égal à
mg
FiNCK. et BoBiLLiEii, Jnnalcs de Gergonne, t. XVII, p. 65.
5. Deux poids égaux sont réunis par un fil élastique et sans pesanteur dont la longueur naturelle est connue. Déterminer, dans un plan vertical , deux courbes telles, que si Von dépose les deux poids sur ces courbes à la même hauteur et partout où Von voudra, ils restent en équilibre.
Soient P l'un des poids et a la longueur naturelle du fil. Prenons Taxe des y vertical, dirigé de haut en bas et à égale distance des deux poids; plaçons l'origine de telle sorte que la tension du fil soit nulle en même temps que l'ordonnée des poids.
Les courbes cherchées sont deux demi-paraboles représentées par la double équation
(xip^y=x«
6. Autour d'un cône vertical et parfaitement poli, on place un anneau élastique, dont on connaît le rayon naturel a et le poids P. DétemUner la position d'' équilibre pour cet anneau.
Soil a Finclinaison des génératrices du cône sur l'axe. Le rayon de Tanneau dans sa position d'équilibre est
a\\ -^-X — cota |:
cette valeur détermine la position d'équilibre, car l'anneau doit rester horizontal.
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PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
Cousidérons un système de points matériels assujettis â des liaisons quelconques et sollicités par des forces choisies à volonté. Concevons que l'on donne aux points du système des mouvements infiniment petits et compatibles avec les liaisons , puis que l'on fasse le produit de chaque force par le petit chemin qu'a parcouru son point d'application suivant la direction de cette force, et qu'on ajoute tous ces produits. La somme obtenue sera nulle, quels que soient les mouvements imprimés, si l'équilibre subsistait avant que l'on eût dérangé le système; et réciproquement, si la somme est nulle pour tous les mouvements compatibles avec les liaisons, l'équilibre subsistait.
Cette proposition est connue sous le nom de principe des vitesses virtuelles^ les projections sur les directions des forces , des petits chemins que l'on conçoit parcourus par les points d'application correspondants, se nomment vitesses virtuelles ^ et les produits des forces par les vitesses virtuelles correspondantes se nomment moments virtuels.
L'énoncé du principe tel que nous venons de le donner, suppose que les liaisons peuvent s'exprimer par des équations, ou, ce qui revient au même, que les points sont assujettis à rester sur des surfaces données. S'il arrive que les points soient simplement assujettis à ne pas pénétrer dans l'intérieur des surfaces, alors, pour qu'il y ait équilibre, il suffit que la somme des moments virtuels soit toujours nulle ou négative, et jamais positive.
Les géomètres remarquèrent d'abord cette propriété de
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Féquîlîbrc dans quelques machines particulières, puis ils furent conduits pas à pas à reconnaître que cette loi est entièrement générale. Guîdo Ubaldi (*) l'observa d'abord dans l'équilibre du levier^ Galilée (') la découvrit plus tard dans le plan incliné et dans les machines qui s'y ramènent; le premier il introduisît dans la science l'expression moment d^une force, pour signifier le produit d'une force par la vitesse virtuelle de son point d'application. Pour qu'une machine sollicitée par deux forces soit en équilibre, dît-il, il faut que les forces aient des moments égaux et de directions contraires.
Le principe des vitesses virtuelles fut exposé pour la première fois dans toute sa généralité par Jean BernouUî, dans une Lettre à Varignon (') datée de Baie, le 26 janvier 1717. Lagrange a depuis magnifiquement développé rétonnante fécondité de ce principe, dans la Alécaniqne analytique.
Le même principe des vitesses virtuelles a donné naissance à d'autres lois générales qui s'en déduisent presque immédiatement. C'est dans cette classe qu'il faut ranger la loi de Torricelli (*) , savoir, que deux poids invariablement liés entre eux sont en équilibre , lorsque le centre de gravité du système a la plus basse position, qui soit compatible avec les liaisons.
Tels sont encore les principes de Maupertuis et de Courtivron. Considérons un système de points matériels liés entre eux et sollicités par des forces P, Q, R, etc., dirigées vers des centres fixes, et fonctions des distances p, ^, r, etc. de ces centres aux points d'application correspondants. Déplaçons un peu le système, et soient dp^
(') Mechanicorum hher ; deLibrâ, de Cochleâ.
(') Délia Scienza Mccanica; Opéra \ t. I, p. 265; Bologna , i655.
(') Nouvelle mécanique , t. II, sect. 9.
(*) De moiu gravium naturaliter desccndentium } \Q!\f\.
dq^ dr^ etc., les accroissements des distances p, ^, r, etc. D'après le principe des vitesses virtuelles, si le système est en équilibre, nous aurons
Vdp-^-qdq -+-Rflfr-f- ... =0;
d'ailleurs, il est aisé de voir que le premier membre de cette équation est la différentielle d'une certaine fonction n des distances p, 9, r, etc., en sorte que l'équation pourra s'écrire
dn = o.
De là il résulte que, si II est un maximum ou un minimum, le système est en équilibre. Tel est le principe de Maupertuis qui fut publié sous le nom de loi du repos dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour l'année 1 740 5 Euler le développa plus tard dans les Mémoires de V Académie de Berlin *
La réciproque du principe de Maupertuis ne serait pas exacte, car on peut avoir ^/n=:o, et le système peut être en équilibre, sans que H soit un maximum ou un minimum. Lagrange (*) a observé-que, lorsque II est un minimum , l'équilibre est stable , et que , lorsque H est un maximum, l'équilibre est instable. En particulier, un système de points matériels soumis à la seule force de la pesanteur sera dans un équilibre stable ou instable, suivant que son centre de gravité aura la plus basse ou la plus haute position qui soit compatible avec les relations géométriques qui lient entre eux les différents points du système.
Le principe de Courlivron (') peut s'énoncer ainsi: dans un système de corps en mouvement sous l'action de forces qui varient suivant une loi donnée, toutes les positions du système auxquelles la force vive est un maximum
(*) Mécanique analytique ; i*"® partie, sect. 5.
(*) Mémoire de V Académie des Sciences de Berlin; 1748, 17/19.
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sont des positions d'équilibre stable, et celles où la force vive est un minimum sont des positions d'équilibre instable.
SECTION I
ÉQUILIBRE
1 . Un point matériel P éprouve de la part de deux centres fixes A e« B des attractions constantes aet^. Déterminer sa position d^ équilibre.
Soient
AP=r, BP = /, AB = a.
Prenons le point A pour origine des coordonnées, et la droite AB pour axe des x.
Écartons un peu le point P de sa position d'équilibre 5 et soient dr\ dr les variations des distances r, r'.
Nous devons avoir
<xdr -h pé/r' = o, où
xdx-h ydf
' = V^M-/, dr = •
sjx^-^y-
n r. ; , / — (^ — x) dx -^ rdr
^[a-xY-^-y^ Substituant ces valeurs , il vient
xdx-\-YdY ^ — (a — x)dX'\-YdY yjx^ H- j» \J{a — xy -h y*
Ici dx et dj sont arbitraires , comme le déplacement imprimé 5 par conséquent, leurs coefficients doivent être séparément nuls,
CLX p (a — x)
^y I Pr
^x'^r^ s/{a -^xY-^-X'
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La dernière équation donne j)^ = o, et la première exige que j3 soît égal à a.
Ainsi réquilibre n'est possible qu'autant que les attractions sont égales*, et, dans ce cas, le point attiré peut être placé partout où Ton voudra sur la ligne qui joint les centres d'attraction.
EuLER, Mèm, de VAcaiL de Berlin \ i^Si ; p. i84»
2. UriG tige rigide et sans poids AOB appuie son extrémité inférieure A con- ^ tre une rainure verticale , porte sur un clou horizontal O, et soutient un poids connu P à son extrémité supérieure.
Déterminer la position d^ équilibre, ainsi que les pressions exercées par le clou et par la rainure.
Soient a la longueur de la lige AB5 b la distance horizontale du clou à la rainure 5 X la longueur de la partie AO ^
r la distance de Textrémité B à l'horizontale du support O ;
R la pression supportée par la rainure \ S la pression supportée par le clou.
La pression R est horizontale et la pression S est perpendiculaire à la tige.
Supposons que l'extrémité A glisse un peu le long de la rainure sans que la tige abandonne le clou 5 alors le nxoment virtuel de la force R est nul, celui de la force S est un infiniment petit du second ordre, et Ton a simplement
P rf/ = o , dy = 0.
Or
rtZ»^ — x^
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donc
ab^- — x^ = o, x=z\Jab^.
Cette valeur de x détermine la position d équilibre.
Déterminons les pressions ; pour cela, faisons glisser la tige le long de la rainure, de manière qu'elle reste parallèle à elle-mt^me. Soit a le chemin parcouru. Il vient
h — - Pa-^S-a = o;
d*où
Nous obtiendrons la pression R , si nous déplaçons la tige dans le sens de sa longueur. Soit j3 le chemin parcouru. Nous avons
R- P — Pp ^- = o;
d*où
EuLER, Mém. de VAcad, de Berlin; 1751; p. 196
3. Un point pesant, placé sur un plan incliné, est sol^ licite par une force F de direction connue. Déterminer, dans le cas d'équilibre, V intensité de la force F et la pression exercée par le plan.
Soient P le poids du point, a Tinclinaison du plan sur Thorizon , a -h £ celle de la force F, et R la pression exercée par le plan sur le point.
Déplaçons le point sur le plan incliné et nommons /3 le chemin parcouru. Il vient
Ffcosï — Ppsina = o;
d'où
„ « sina
coss
Déplaçons le point horizontalement d'une quantité â. Il vient
R ^ sin a — FS cos (a H- e) = o ; d'où
j^ _. p cos (g -h g) __ p cos (g -h sing cosc
EuLER, Mém. de VAcad. de Berlin; lySi ; p. 191.
4. Une tige rigide et sans poids AOB peut tourner librement dans un plan vertical autour de son extrémité A, qui est fixe y et porte un poids P à son extrémité inférieure B, La tige est soutenue au point O par un ressort disposé suii^ant un arc de cercle décrit de A comme centre, et dont la force de contraction est proportionnelle à l'inclinaison de la tige sur V horizon. Déterminer la position d'équilibre.
Soient a la longueur de la tige, b la distance AO de l'extréinité fixe au point d'application du ressort, y l'inclinaison de la tige sur l'horizon, E la force de contraction du ressort lorsque l'angle y a la valeur a. La force de contraction correspondante à un angle quelconque y
£0 sera — ï-
Faisons tourner la tige d'un angle très-petît autour de son extrémité fixe. Il vient
P a cosç rftp ' bd(f = o •
d'où
ces ^ E ^
(j> VaoL
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Telle est Téquadon qui détermine Taiigle f , dans Télat d^équilibre.
ErLES, iâém. fie V Acad, de Berlin; 1751; p. ig6.
5. Une barre pesante kh! A'' B B pose son exirémàé inférieure A sur un plan horizontal, et s* appuie en A', A'^ sur deux chevilles horizontales perpendiculaires à sa longueur; la première chei^dle A' est au-dessus de la barre y la seconde est au-dessous. Déterminer les pressions R , R', R'' exercées par le plan et les deux chenilles A', A".
Soient a Tinclinaison de la barre sur Thorizon , P son poids , G son centre de gravité , A' G = a , A A' = A, A'A''=c.
Faisons glisser la barre dans le sens de sa longueur et d'une quantité quelconque j3. Il vient
RBsina — P^sina = o,
Pour trouver la pression R', faisons glisser la barre sur le plan d'une quantité très-petite, en même temps qu elle tourne autour de la cbeville A^ et s'éloigne de la cheville A'« Ce mouvement peut se décomposer en deuic autres : l'un de glissement dans le sens de la longueur de la barre, l'autre de rotation autour de A'^. Le premier mouvement a déjà été considéré , et le second nous donne
— R (^ -H r)cosa^a H- R'crfa -|- P(c — a) cosar/a =r o;
d'où
R' = ^^Pcosa.
Nous obtiendrons R^^ si nous faisons glisser légèrement la barre le long du plan , en même temps qu'elle tourne au-
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tour de A' et s'éloigne de A". 11 vient
- R^ coSa</a — Pa cosada •+- R" cda. = o;
d'où
R"==l±_^Pcosa = R'
6. Un fil de longueur donnée, situé dans un plan vev^ ticaly passe sur une très-petite poulie fixe A , et porte à ses extrémités deux poids P et P' qui reposent sur deux courbes S etS\ La première courbe est connue, et r équilibre du système subsiste, quel que soit le point de cette courbe sur lequel ou place le poids P. On demande de déterminer la seconde courbe S', Le poids du fils peut être négligé*
Soient / la longueur du fil PAP', p et p' les longueurs des parties AP et A'P', 9 et y' les inclinaisons de ces fils sur la verticale, et y (p, ç) = o Téquation de la courbe donnée.
Faisons glisser légèrement le poids P sur sa courbe-,
nous aurons
Pr/.p cosç -f- P'f/.p'cos^' = o.
Cette relation subsiste en tout point des courbes S et S' 5 on peut donc Tintégrer, et il vient
Pp coS(p -{- P'p' cos<p' = const. = C; d'ailleurs
Si Ton élimine les quantités p et (p entre ces deux relations et Téquation
/(>, ?) = o, Téquation finale
représentera la courbe cherchée.
Jean Beenoulli, Jeta eruclU.\ lôgS, Ffbr., p. 59; Leibnitz; ib,y Apr., p. 184.
L'HospiTAL; ib,j Suppl., l. II, secl. vi, p. 289.
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7. Quatre barres homogènes AB , BC , CD , DE réunies bout à bout par des charnières sont en ^ équilibre dans un plan vertical.
Les extrémités A , E sont engagées dans deux charnières fixes situées sur une même horizontale. Les barres inférieures AB, DE sont égales entre elles; les deux barres supérieures sont pareillement égales. Déterminer la relation qui existe entre les angles que les barres inférieures et les barres supérieures forment auec l'horizon. Soient 2 a la longueur des barres inférieures , a b celle des barres supérieures, P le poids des premières barres, Q celui des secondes, a l'inclinaison des premières sur rhorizon , |3 celle des secondes, et h la hauteur du centre de gravité du système au-dessus de l'horizontale AE.
(P-h Q) A = Pasina H- Q(2asina H- bsmp).
Puisque l'équilibre a lieu, h est un maximum ou un minimum , et , par conséquent ,
(F) 0= (P 4- 2Q)ûCOSa^/a H- Q^cosp</p.
D'ailleurs, la distance AE étant invariable, sa di/Térenlielle est nulle , c'est-à-dire que Ton a
G =r fl?.(4«cosa-|- 4^cosp) = asinadcx. -|- bsin^dp. Multiplions l'équation (F) par sina sin|3, et lirons de l'équation résultante la valeur de tanga-, ayant égard à notre dernière formule , nous trouvons
PH-2Q tanga = — ^Stangp.
C'est la relation cherchée.
Si P = Q, il vient
tanga = 3 tangp (').
f ) Voir page 98, prob. /|.
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8. Une harre pesante AB repose langentiellement sur une courbe dont le plan est vertical y et appuie son extrémité A contre un autre plan X vertical perpendiculaire au premier^ la courbe est de telle nature, que la barre reste en équilibre, quelque soit son point de contact. On demande de troui^er l'équation de cette courbe.
Soient G le centre de gravité de la barre et a la distance du point G à l'extréniité A. Prenons la verticale du point A pour axe desj^^ désignons par x^yles coordonnées du point de contact sur la courbe, et par y' l'ordonnée du centre de gravité de la barre.
La Géométrie nous donne l'équation
/ ds\ dy dr dy
Puisque l'équilibre a lieu, la dérivée de j' par rapport à X est nulle,
^ d'y d'y ^ dx'
Mm
et puisque l'équilibre a lieu quel que soit le point de contact , cette équation convient à tous les points de la courbe cherchée. Cette même équation se partage en deux autres: Tune ,
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représente une ligne droite quelconque ; l'autre ,
a pour intégrale
jr-i-^a*— a*j zzrconst.
sa Ton prend pour axe des x la position que la barre occupe lorsqu'elle est horizontale, la constante est nulle, et l'équation de la courbe cbercbée se réduit à celle-ci , i. i '
Cette courbe est l'enveloppe d'une droite de longueur constante a, dont les eTstrémités se meuvent sur deux droites rectangulaires.
9. Un point matériel O est sollicité par plusieurs forces; chaque force est représentée par une droite de
même direction et proportionnelle à son intensité; à l'extrémité de chaque droite sont fixés des points matériels de poids égaux. Démontrer que, pour que le point O soit en équilibre, il faut et il suffit que ce point coïncide avec le centre de gravité des poids placés aux extréhtités des droites.
Ce théorème est dû à Leibnilz (*)5 M. Chasles (') Ta beaucoup généralisé.
10. Une barre AB appuie l'une de ses extrémités A contre un plan vertical, tandis que l'autre extrémité B repose sur une courbe; la barre reste en équilibre y quel
(*) Journal des Savants ; 1693. — Opéra , t. III, p. 383.
(') Bulletin de V Académie des Sciences et Belles-Lettres de Bruxelles; i84o; II* partie ; p. 261. — Correspondance mathématique ^ t. V, p. io6> loSj 1829.
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que soit. le point de la courbe sur lequel elle repose, Troui^er l'équation de la courbe.
Soient a la longueur de la barre et c la distance de son «entre de gravité à l'extrémité B.
Si Ton prend la verticale du point A pour axe des f^ et que Ton dispose l'origine de manière que Taxe des x coïncide avec la barre, lorsque celle-ci est horizontale,
équation d'une ellipse.
1 1 . Une barre homogène appuie son extrémité injé^ rieure sur un plan horizontal y et son extrémité supérieure contre un plan vertical^ à l'extrémité inférieure est attaché un fil horizontal y qui s'enroule sur une très-petite poulie située sous la barre , et supporte un poids Q. Dé~ terminer la position d'équilibre.
Si l'on nomme P le poids de la barre et B l'inclinaison de la barre sur l'horizon , on trouve
tango = ^.
Cette équation détermine la position d'équilibre.
12. Un point matériel est attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré de la distance. Trouv^er Inéquation de la surface sur laquelle il faut placer le point, pour qu'il reste en équilibre.
Soient [i et fx' les attractions des deux centres à Tunité de distance , /* et r' les distances de ces centres à un point quelconque de la surface cherchée.
On trouve l'équation
a II
- -f- S = const.
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13. Une barre homogène AB peut tourner librement autour de son extrémité A comme charnière *j à Vautre extrémité est attaché un fil qui s^ enroule sur une trèspetite poulie, et supporte un poids Q. La poulie est située verticalement au-dessus de V extrémité fixe A, à une distance connue b^ on connaît aussi la longueur du fil l. Trouver une courbe de telle nature , quil suffise de poser le poids Q sur cette courbe, partout ou Von voudra^ pour que le système soit en équilibre. On néglige le poids du fil.
Soient 2a la longueur de la barre, P son poids, p la distance de la poulie à un point quelconque de la courbe cherchée, et l'angle que ce rayon fait avec la verticale.
L'équation de la courbe est en coordonnées polaires
Pp'-h 2p (2 6Qcosd — P/) = const.
Sauveur proposa ce problème à FHospital, et celui-ci en donna la solution dans les Acta eruditorum, 1695, Febr., p. 56. Jean Bernoulli fit observer que la courbe est du genre épicycloïde («è., p, Sp).
Supposons, par exemple, les données telles, que la constante arbitraire soit nulle. Alors, si nous posons, pour abréger.
Inéquation de la courbe devient
p =: 2/ — 2p ces ô.
C'est Féquation de l'épicycloïde qu'engendre un cercle de rayon /, roulant extérieurement sur un cercle égal, lorsque la distance du point décrivant au centre du cercle mobile, auqueHlest invariablement lié, est égale kp.
Ce problème peut être utile pour la construction des ponts-levis.
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SECTION II
STABILITÉ DE l' ÉQUILIBRE.
i . Une barre AGB, mobile autour de son extrémité A , est soutenue par un fil qui est attaché à son centre de grauitéG^ passe sur une très-petite poulie C, et porte un poids Q. La poulie est située sur la veiticale de l'extrémité A , à une distance AC égale à celle du centre de gratuité AG. Déterminer la position d* équilibre stable et celle d^ équilibre instable. On néglige le poids du fil.
Soient a la distance AC ou AG , / la longueur totale du fil GCQ, P le poids de la barre, et Q l'angle ACG ou AGC.
La dislance du centre de gravité du système à l'horizontale menée par la poulie C est égale à la fraction
P(a H- ÛCOS2 0) +Q(/— 2acosd)
Cette distance sera maximum ou minimum en même temps que la quantité
Pcos2 6 — 2Q cosô.
Si nous représentons cette quantité par w, nous avons
— ==— 2P8in2e H- 2Qsin0.
Cette dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait lieu \ par conséquent, dans les positions d'équilibre,
= 0, ou COSÔ = -T=;- ' 2 P
Examinons laquelle de ces deux valeurs de l'angle 6 correspond à l'équilibre stable, laquelle à l'équilibre instable.
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On a
— — = — 4Pcos20 -h 2QCOSÔ,
et, si l'on pose 6=0,
de là il résulte que , pour fl = o, l'équilibre sera stable ou instable, suivant que Ton aura
Q<2P ou Q>2P.
Si dans la valeur générale de -—y mise sous la forme
fi* Il
-— = — 4P(2cos*G — 1)4- 2QC0SÉ
on pose
2P il vient
fTju _ 4 P> — Q« €ie^ " P
Cette quantité est positive lorsque Ton a Q <^ aP ou, ce qui est la même chose , lorsque l'angle 9 déterminé par l'équation
COS ô = -7; 2P
est réel 5 d'où il résulte que cette- seconde valeur de Tangle 6 ne saurait correspondre qu'à un état d'équilibre instable.
2. Une barre homogène AB s'appuie par ses extrémités sur deux plans inclinés y et est en équilibre. Dire si Vé- — -^!::^„.I — qidlibre est stable ^ ou s^il est instable.
Soient 20 la longueur de la barre , 6 son inclinaison sur
rhorizon, a, a' les inclinaisons des deux plans CA, CB, et supposons que a! soit plus grand que a.
La distance du centre de gravité de la barre, au plan horizontal qui contient l'intersection des deux plans inclinés , a pour expression
a sine
sin(a' — 6) .
2 a . \ , — T sm a
sin (a -h a) '
= -: — ;-- : [sin (a' — a) sin -4- 2 sin a' sin a ces 1.
sin(a-4-a)'- ^ ^ -•
Cette distance sera maximum ou minimum, en même temps que la quantité
Or
sin (a' — a) sin ô -h 2 sin a' sin a ces ô =r a.
--- = sin (a' — a ) cosO — a sin a' sin a sin 6 ,
et celte dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait
lieu ; par conséquent,
sin ( a' — a ) tango = — H^ — 7—, — - • 2 sm a sm a
Puisque le second membre est positif, Q est plus petit que
— Ceci posé , la dérivée seconde
== — sin (a — a) sinô — 2 smasma' cosô
est négative pour une valeur de 9 inférieure à -; donc
l'équilibre est instable.
3. Une lame carrée et homogène KLMN est soutenue par un fil qui est attaché en deux points K', U situés sur une arête de la lame y à égale distance ^** des extrémités; tout le système est supporté par un crochet C qui s^engage
l58 MÉCANIQUE RATIONNELLE.
dans le fil. Déterminer les circonstances de V équilibre. On néglige le poids du fil.
Soient G le centre de la lame \
GH une perpendiculaire à ¥11] \
u le double de la distance du point G à l'horizontale qui passe au crochet ;
ô Tangle que cette perpendiculaire fait avec la verticale 5
(f et y' les inclinaisons des fils CK' et CL' sur la verticale;
c le côté du carré 5
a la distance K'L' des deux points d'attache;
/ la longueur totale du fil ;
/ et y les longueurs des parties CK' et CL'.
La Géométrie nous donne
uz=z c ces 4- X CCS ç 4- V ces f ',
a cosô == > sin® 4-X'sincp',
fl sin ô = X cos(j) — V ces (p',
X-hV
d'où, si Ton élimine X',
(i ) « = c ces ô -h X (ces «p — cos ^' ) -f- / ces <p%
(2) rtcosô = X(sin(p — sin/) -h /siny',
(3) « sinO = X(cosf -f-cos«p')— /cosy'.
Telles sont les trois équations qui lient la fonction u et les quatre variables ç, y', 9 et X.
On peut considérer 9, ç' comme des fonctions de et de A , et regarder u comme une fonction des deux variables indépendantes 6 et X; alors, dans la position d'équilibre, les dérivées totales de u par rapport à X et par rapport à 6 seront séparément nulles.
Occupons-nous d'abord de la variable X. Si nous difle-
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leutions les équations (i), (2), (3) par rapport à celte variable , il vient
, du dm ^J
^^^ o = — =r cosy - cosf — :x sm (p ^ — (/ — >)sin/ -^,
(5) o = sin (p — sin (p'-t- X cosy --| + (/ — X)cos(p' ^ ,
(6) . o = cos«p-hcos(p'— Xsinç-|4-(/ — X)sin(p' -?-.
Ajoutons les équations (4) et (6) , puis retranchons les mêmes équations. Il vient
d^ >siny — -=r cos»,
ou
(/ — X)sin<p' -^ = — cos^'.
),- = coty,
Reportons ces valeurs dans l'équation (5) , et nous trouverons
sin 9 =: sin cp', <j) = y' ;
c'est l'une des conditions de l'équilibre.
Considérons maintenant la variable 0. Si dans les équations (1), (2), (3) nous introduisons la condition y = y', ces équations deviennent
« = c cos -f- / ces ^ ,
^ cos 9 = /sin^ ,
Il sin ô = ( 2 X — /) cos ç j
on en tire aisément la valeur de u en, fonction de la seule variable 6 ,
M = c cos 9 H- v'^' — à^ cos' 9 ,
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et , par suite ,
du a' sin G cos G'
0=:-rr=--rSinô-|- - ==.9
G = o ou G = ± arc cos •
De là il résulte que, si l'on a l<C-^a* — c', il existe
trois positions d'équilibre :
G = o, <p=r <j>':= arcsin^ï X = V;
cl c
G r=: arc cos — ==== 9 ^ = ç' =r arc sin
cl ; . 6-
> =r — arc cos — — » y = y' = arc sin -
a sjti^ -\- c^ sin} -+- c^
Si l'inégalité / <^ - \/a* — c* n'est pas satisfaite, la première position d'équilibre existe seule.
Premier cas. / < - \/a' — c'.
Lorsque = o , les dérivées -— ? ■— sont positives, et
leur produit surpasse ( j ^ par conséquent , l'équi-
libre est instable. D'ailleurs u est une fonction continue de 9 ; d'où il suit que , si l'on fait croître la variable 9 d'une manière continue , on rencontrera alternativement un maximum et un minimum de la fonction. Les positions
déterminées par les valeurs 6 = zh arc cos — . sont
donc des positions d'équilibre stable.
SïATI<^l]E. 161
Deuxième cas. / "> - si a} -f- c' .
Lorsque = o, les dérivées yr-,' ;tt^ sont négatives, et
leur produit surpasse ( -jr-^ j ; par conséquent, l'équilibre est stable.
4. Deux points pesants P, P', réunis parun Jil sans poids, sont placés sur la surface com^cxe d'un cylindre horizontal. Déterminer la position d^équilibre, et dire si réquilibre est stable, ou s'il est instable.
Il est clair que tout le système doit être situé sur un même cercle vertical.
Soient P et P' les poids des deux points , ç et y' les angles que les rayons menés à ces points font avec la verticale, et a l'angle sous-tendu par le fil.
La position d'équilibre est définie par l'équation
«_--,' P' — p a tangl-^ = pr— ptang-,
et l'équilibre est instable.
5. Un point matériel est attiré "vers deux centres fixes, par des forces proportionnelles à la m'*'"* puissance de sa distance à chacun de ces centres. Dire dans quel cas r équilibre est stable, et dans quel cas il est instable.
L'équilibre est stable si m est positif, il est instable si m est négatif.
ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT
or
CINÉMATIQUE.
Quelques géomètres de ces derniers temps ont eu l'idée de séparer l'étude du mouvement de celle des forces qui le produisent ^ ils ont ainsi formé une branche des sciences ma thématiques qui tient à la Géométrie par ses principes , et à la Dynamique par ses principales applications. Ampère (*) Fa nommée cinématique. Elle doit ses principaux théorèmes à M. Chasles et à M. Poinsot (*).
CHAPITRE PREMIER
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE FORME INVARIABLE.
M. Chasles a montré le premier que tout mouvement infiniment petit d'une figure dans un plan , se réduit à une rotation autour d'un point fixe de ce plan •, le même géomètre a publié, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences pour i853 , les énoncés d'un grand nombre de théorèmes remarquables sur le mouvement infiniment petit d'un corps solide. Ce sont ces théorèmes, joints à quelques propositions éparses dans les différents écrits de cet auteur, qui feront l'objet de ce chapitre.
Nous ne considérerons en général que les mouvements infiniment petits d'un système de forme invariable. Toutes nos démonstrations seront fondées sur le principe des in-
( ' ) Essai sur la classification des sciences. (•) Théorie nouvelle de la rotation des corps.
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finiment petits, que nous supposerons toujours présent à Tesprît du lecteur. Les points de notre système décriront en général des trajectoires infiniment petites du premier ordre ^ les lignes décriront des angles infiniment petits du même ordre ; mais , si nous montrons qu'un point particulier ne décrit qu'une trajectoire infiniment petite du second ordre, nous conclurons immédiatement que ce point reste immobile : ce qui est tout à fait rigoureux.
4*. Considérons une figure plane assujettie à rester dans un même plan , une droite tracée à volonté sur cette figure, et deux points a et b pris sur cette droite. Déplaçons la figure d'une manière quelconque. Soient a' et £' les nouvelles positions des points a et b sur le plan fixe, et m le point du plan où se coupent les deux positions de la droite. Nous pouvons supposer les points aetb choisis de telle sorte, qu'avant le mouvement, le point b de la droite coïncide avec le point m du plan, et qu'après le mouvement, la nouvelle position a^ du point a coïncide avec le point m. Ceci posé, élevons une perpendiculaire sur le milieu de û/n, et une autre perpendiculaire sur le milieu de mb^] ces deux droites se couperont en un point F, centre du cercle circonscrit aux points a, (a', b) , i', et il est clair qu'on pourra amener la droite de la première position à la seconde, par une rotation convenable autour du point F. Or la position de la droite détermine celle de la figure. Donc, toute Jigure plane y assujettie à rester dans un plan, peut être amenée d^une position donnée à une autre position prise à vo^ lontéy par une simple rotation autour d'un point convenablement choisi.
Admettons maintenant que le déplacement imprimé soit infiniment petit. Alors la trajectoire infiniment petite du point a se confond avec la droite aa^ ou am^ et
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celle du point b avec la droite ii'ou mi' 5 par suite, le mouvement est en réalité une rotation autour de l'intersection des normales aux trajectoires des deux points aelb. De là il suit que les noimales aux trajectoires de tous les points de la figure passent en un même point F. Ce point se nomme, suivant Euler, le centre instantané de rotation. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre instantané de rotation sur une courbe qui fait partie de la figure , est Tinterseetion des deux positions successives de la tangente à la courbe en ce point , ou , ce qui est la même chose, il est Tintersection des deux positions successives de la courbe.
2*. Considérons toujours une figure plane assujettie à rester dans un même plan , et supposons que l'on donne à cette figure un nombre quelconque de positions différentes. Marquons dans le plan fixe les points F, F', etc., autour desquels on doit faire tourner la figure, pour Tamener, par de simples rotations, de la première position à la seconde, de la seconde à la troisième, et ainsi de suite. Marquons aussi sur la figure les points/",/', etc., qui sont tour à tour les centres de ces rotations successives , et joignons par des droites les pjbints F, F', etc., et les points de la figure/, /', etc. Il est évident qu'on peut faire passer la figure par toutes les positions données , en faisant rouler le polygone//'... sur le polygone FF\...
Maintenant, supposons que les positions données de la figu re soîen t i nfin i ment voi sines et infini men t nombreuses . Alors, les polygones//'... et FF'... se réduisent à deux courbes, et comme il n'est qu'un seul mouvement capable de faire passer la figure d'une manière continue par toutes les positions données, il en résulte que tout mouvement d'une figure plane dans un plan se réduit au roulement d'une courbe liée ai^ec la figure sur une autre courbe fixe
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dans le plan. Le point de contact des deux courbes est à chaque instant le centre instantané de rotation.
3*. Si , dans le théorème \ , on remplace la figure plane par une figure sphérique assujettie à rester sur une sphère fixe, et que Ton remplace les droites par des arcs de grands cercles , on obtient. des théorèmes correspondants , et en particulier celui-ci : Tout mouvement infiniment petit iï une figure sphérique sur une sphère fixe se réduit à une rotation autour d'un point de la sphère comme pôle.
4*. De là il résulte, comme au théorème 2, que le mouvement le plus général que Ton puisse donner à une figure sphérique assujettie à rester sur une sphère fixe, consiste à faire rouler une courbe liée avec la figure sur une courbe fixe tracée sur la sphère.
Si l'on conçoit que la figure sphérique soit liée avec un corps solide retenu par le centre de la sphère, on conclura ([ue le mouvement le plus général d'un corps solide retenu par un point fixe ^ se réduit au roulement d'un cône lié avec le corps sur un autre cône fixe dans P espace. Ces deux cônes ont leur sommet commun au point fixe, et leur génératrice de contact est à chaque instant Vaxe instantané de rotation,
5. Étudions les mouvements infiniment petits d'un corps solide et libre dans l'espace.
Considérons d'abord un corps solide qui reçoit un déplacement infiniment petit, et un plan lié invariablement à ce corps; traçons une figure sur ce plan, et examinons le mouvement de la projection de cette figure sur la position primitive du plan. Cette projection reste identique à elle-même 5 donc (théorème 1) les normales aux trajectoires de ses différents points passent toutes en lui même point. Ces normales coïncident avec les traces des plans normaux aux trajectoires des points de la figure primitive
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dans l'espace ^ par conséquent, un plan étant considéré comme faisant partie du corps y les plans normaux aux trajectoires de ses points passeront tous par un même point de ce plan. Nous nommerons ce point le foyer àxi plan.
Ce qui distingue le foyer d'un plan de tous ses autres points, c'est que sa trajectoire est perpendiculaire au plan.
6. Les points qui appartiennent à l'intersection de deux positions successives du plan ont leurs trajectoires situées dans le plan \ car ces points appartiennent à la première position du plan , avant et après le mouvement. Au reste, sî trois points non situés en ligne droite avaient leurs trajectoires dans le plan , le plan n'aurait fait que glisser sur lui-même. Donc, il existe dans le plan une infinité de points dont les trajectoires sont situées dans le plan même; tous ces points sont situés sur l'intersection de deux positions consécutii^es du plan. Nous appellerons cette droite la caractéristique du plan , suivant une expression employée par Monge dans la théorie des surfaces développables.
7. Les foyers de deux plans se trouvent sur l'intersection des plans normaux aux trajectoires de deux points pris à volonté sur l'intersection de ces deux plans. Par conséquent, lorsque plusieurs plans passent par une même droite D, leurs foyers sont sur une deuxième droite A*, réciproquement,, si plusieurs plans passent par cette droite ù , leurs fojers seront sur la première droite D j de sorte ([ue ces deux droites jouissent de propriétés réciproques. Nous appellerons ces deux droitcsD, A , droites conjuguées.
8. Il résulte de la définition même du foyer que , quand plusieurs plans passent par un même point, leurs fojers sont tous sur un même plan , qui a son foyer en ce point.
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9. Si nous supposons dans le théorème 7 que la droite D soit située a Tinfini , nous aurons des plans parallèles dont les foyers seront sur une même droite A ; et comme cette droite a sa conjuguée située à Tinfini, il en résulte qu'elle se meut parallèlement à elle-même; d'ailleurs , il est clair que toutes les droites qui se meuvent parallèlement à elles-mêmes sont parallèles- entre elles. Donc, quand plusieurs plans sont parallèles entre eux y leurs foyers sont sur une droite qui est toujours parallèle à un même axe , quelle que soit la direction commune des plans.
10. Si tous les plans parallèles sont perpendiculaires à la direction de cet axe, leurs foyers seront sur une certaine droite X, qui glissera sur elle-même pendant le mouvement du corps.
Pendant ce glissement de la droite X sur elle-même, le corps ne pourra que tourner autour d'elle. On peut donc dire que tout mouvement infiniment petit d'un corps solide libre se réduit à un mouvement de rotation autour d^un axe qui glisse sur lui-même pendant cette rotation^ de sorte que le mouvement du corps n'est point autre chose que le mouvement d'une vis dans son écrou.
\ \ . Lorsqu'un plan tourne autour d'une droite fixe , située dans ce plan, tous ses points décrivent des trajectoires qui lui sont perpendiculaires. Donc, si nous considérons les plans qui passent par la droite D , en ayant égard au théorème 7, nous voyons que, par une rotation convenable autour de cette droite , nous pouvons amener les foyers de ces plans, ou la droite A, dans la position même quMls occupent après le mouvement infiniment petit du corps 5 alors, pour placer le corps dans la position qu'il doit avoir après ce mouvement , il suffira de lui faire éprouver une seconde rotation autour de la droite A.
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De là il suit que les deux droites conjuguées D e^ A sont deux axes de rotations simultanées quon peut imprimer au corps pour effectuer son déplacement.
12. Il résulte du théorème 7, que la caractéristique d'un plan a pour conjuguée la tangente à la trajectoire du foyer de ce plan,
13. D'après les deux théorèmes précédents, on voit que la caractéristique d'un plan ne peut que tourner autour du foyer de ce plan , considéré comme un point fixe. Or, pendant ce mouvement, le plan ne peut que tourner autour de sa caractéristique. On peut donc dire, en général, que tout déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'espace se réduit à une rotation du plan de la figure autour d'une droite de ce plan, pendant que cette droite tourne elle-même autour d^un point fi^xe, sans sortir de la position pnmitive du plan,
14>. Soient a un point du corps , et a' la position que ce point occupe dans l'espace après un mouvement infiniment petit. Considérons la droite aa', invariablement liée au corps. Après le mouvement infiniment petit, elle passe encore au point a' ; par conséquent, les deux positions de cette droite sont dans un même plan. Si nous considérons ce plan comme invariablement lié au corps , sa caractéristique sera la droite aa' (théorème 6). Cette droite, dans sa première position , est tangente à la trajectoire du point a.
De là résulte ce théorème : La tangente à la trajectoire d'un point jouit de la propriété d'être la caractéristique d'un plan^ et réciproquement, il est clair que la caractéristique d'un plan est tangente à la trajectoire d'un de ses points, savoir le pied de la perpendiculaire abaissée du Joyer sur la caractéristique (théorème 13).
SoitD une droite normale à la trajectoire d'un de
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ses points a. Si nous projetons cette droite sur un plan lixe qui lui soit parallèle , la projection de la droite, avaot et après le mouvement infiniment petit, sera perpendiculaire à la projection de la trajectoire du point a-, d'où il résulte (ihéorème 2), que la projection de la droite tourne autour de l'un de ses points qui est fixe. Dès lors, si dans le théorème 7 on considère le point a et le point dont la projection est fixe, on voit que la droite D est elle-même sa conjuguée A, et quelle est normale aux trajectoires de fous ses autres points ,
16. Il suit de là que, quand une droite de longueur constante se meut dans l'espace , de manière à être toujours normale à la courbe décrite par l'une de ses extrémités, elle est normale aussi à la courbe décrite par son autre extrémité. Quand, sur une surface engendrée par une ligne droite, on trace deux courbes qui coupent à angle droit toutes les génératrices , les segments de ces droites compris entre les deux courbes sont tous égaux entre eux.
17. Une droite qui s'appuie sur deux droites conjuguées D, A, est norniale aux trajectoires de l'un quelconque de ses points d'appui (théorème 7)^ par consé- ([uent, celte droite est normale aux trajectoires de tous ses points.
18. Lorsqu'une droite D' s'appuie sur une autre droite D, et jouit de la propriété d'être normale aux trajectoires de tous ses points , elle s'appuie sur la droite conjuguée A, car les droites D' et A sont situées dans le plan perpendiculaire à la trajectoire du premier point d'appui (théorème 7).
On voit, par les deux théorèmes précédents, que deux droites conjuguées D , A , et deux autres droites conjuguées quelconques D', A', sont toujours quatre généra-
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trices d'un même mode de génération d'un hyperholoïde à une nappe ^ c'esl-à-dire que toute droite quî s'appuiera sur trois de ces lignes rencontrera nécessaire tnent la quatrième.
19. Lorsqu'une droite rencontre Taxe de rotation X et lui est perpendiculaire, tous les points de cette droite décrivent des trajectoires normales à cette droite même (théorème 10).
Il en résulte, eu égard au théorème précédent, que tout plan perpendiculaire à l'axe de rotation X rencontre deux droites conjuguées quelconques D , A et Taxe lui-même , en trois points qui sont en ligne droite j ou, en d'autres termes, par deux droites conjuguées D, A, e£ par l'axe de rotation y on peut faire passer un paraboloïde hyperbolique dont les génératrices soient perpendiculaires à cet axe,
20. Dans un paraboloïde hyperbolique, trois génératrices d'un même système X, D, A sont parallèles à un même plan 5 donc la génératrice de l'autre système qui est perpendiculaire à X et à D , est aussi perpendiculaire à A.
Ainsi , la droite par laquelle se mesure la plus courte distance de deux droites conjuguées D, A, rencontre l'axe de rotation , et lui est perpendiculaire,
21 . Ce dernier théorème permet de troui^er Vaxe de rotation X, quand on connaît en direction les trajectoires de trois points du corps. En effet, soient a, i, c ces trois points, l^es plans menés par a et b perpendiculairement aux trajectoiresdeces points secouperont suivantune droite «(3 qui sera la conjuguée de la droite ab. On cherchera la droite qui mesure la plus courte distance des deux droites aft, aj3; elle s'appuiera sur l'axe cherché X, et lui sera perpendiculaire. On déterminera de même, avec
les deux points a, c ou &, c, une autre droite jouissant des mêmes propriétés', laxeX sera donc déterminé.
22. Quand plusieurs droites D, D', c/c, passent par un même point ^ leurs conjuguées A, A', etCy sont dans un même plan qui est normal à la trajectoire de ce point (théorème?). Réciproquement, quand plusieurs droites sont dans un même plan, leurs conjuguées passent toutes par un même point qui est le foyer de ce plan (théorèmes 5 et 7).
23. Nous pouvons considérer un système de droites parallèles comme les intersections de deux systèmes de plans parallèles 5 par conséquent, il résulte du théorème 9 que, quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs conjuguées sont dans un plan parallèle à l'axe de rotation.
24. Lorsqu'une droite D est située dans un plan perpendiculaire à l'axe de rotation , toute droite menée dans ce plan par Taxe de rotation rencontre la droite conjuguée A (théorème 18); d'ailleurs, deux droites conjuguées ne sauraient être dans un même plan (théorème 7) , à moins qu'elles ne coïncident. Donc , quand une droite est située dans un plan perpendiculaire à l'axe de rotation, sa conjuguée passe par le point où le plan rencontre cet axe. Réciproquement, si une droite rencontre l'axe de rotation en un point ^ sa conjuguée est située dans le plan mené par ce point perpendiculairement à l'axe,
25. Quand une droite est tangente à la trajectoire de l'un de ses points a , sa conjuguée est située dans un plan perpendiculaire à la première, savoir le plan dont le point a est foyer. Si Ton rapproche cette remarque du théorème 14, on conclura que, quand une droite est
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tangente à la trajectoire et un de ses points ^ sa con^ juguée est aussi tangente à la trajectoire d'un de ses points. Ces deux droites sont à angle droite et la droite qui mesure leur plus courte distance est celle qui joint les deux points aux trajectoires desquels elles sont tan^ gentes.
En d'autres termes, quand une droite est la caractéristique d!un plan y sa conjuguée est aussi la caracténstique d'un autre plan. Ces deux plans sont à angle droit ^ le foyer du premier est sur la deuxième droite, et le foyer du second sur la première droite. La droite qui joint ces deux foyers est celle qui mesure la plus courte distance des deux droites.
11 résulte de là et des théorèmes 14 et 20, que 1% perpendiculaire abaissée du foyer d'un plan sur la caractéristique rencontre Taxe de rotation X, et lui est perpendiculaire.
26. Considérons une droite qui s'appuie sur deux droites conjuguées, et un plan perpendiculaire à cette droite. Le pied de la droite sur le plan se meut perpendiculairement à la droite (théorème 17) 5 sa trajectoire est donc située dans le plan même, c'est-à-dire qu'elle appartient à la caractéristique du plan (théorème 6).
En d'autres termes , deux droites conjuguées quelconques étant projetées orthogonalement sur un plan quelconque, leurs projections se coupent en un point situé sur la caractéristique du plan.
27. Considérons un plan, et sur ce plan les traces de deux droites conjuguées. Si, par le foyer du plan, on mène une droite à l'une des deux traces , cette droite passera par la seconde trace (théorèmes 15 et 18)5 par conséquent, deux droites conjuguées rencontrent un plan
quelconque en deux points qui sont toujours en ligne droite avec le foyer du plan.
28. Etudions maintenant les relations de grandeur qui existent entre les divers éléments dont nous venons de considérer les situations relatives.
Soient u la rotation du corps autour de Taxe X:
6 la translation de cet axe dans sa propre direction, c'est-à-dire l'espace décrit par chacun de ses points^
O et il les rotations autour de deux droites conjuguées Det A5
(D, X), (A, X), (D, A) les angles que font entre elles les droites D, X -, A, X ^ D, A5
r la plus courte distance de la droite D à l'axe X *,
p la plus courte distance de la droite A au même axe. r-^p sera la plus courte distance des droites D et A (théorème 20).
Portons sur les axes D, A , X des lignes proportionnelles aux rotations qui ont lieu autour de ces axes, et regardons ces droites comme nous représentant les rotations respectives. On sait que nous pouvons composer ces lignes comme si elles représentaient des forces j on sait aussi qu'un couple de rotations est équivalent à une translation proportionnelle au moment de ce couple , et perpendiculaire à son plan.
Ceci posé, transportons les deux rotations O, îî au point où la droite qui mesure la plus courte distance entre les axes D, A rencontre l'axe X. Alors nous avons en ce point trois rotations O, îl, u, dont la dernière est la résultante des deux autres ( théorème 11) -, par conséquent
sin(A,X) sin(D, Xj sin(D,A) Nous avons fait naître, par ce transport, deux couples
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de rotations dont les moments sont Or et ilp. Projetons les translations que produisent ces couples, d'abord sur Taxe X, puis sur un plan perpendiculaire h cet axe 5 il vient
(2) Orsin(D, X) -h ilp'sin(A, X) -^ g,
(3) Orcos(P, X)— Upcos(A, X) = o.
Ces deux dernières équations nous donnent
^ r . .. x.^ sinfA,X)cos(D,X) I £ :r=Or sm D,X H / y\ ^ :
L ços(A,X} J
et, si Ton remplace O par sa valeur en fonction de u tirre des équations ( 1 ) ,
sin( A,X) [-. ^^ , sin(A,X)cos(D,X )-l
sin(l), A) L cos(A,X) J
D'ailleurs
(DA) -■r3(l)X) + (AX);
par conséquent
Ou trouverait de même
(5) i=rptang(D,X).
De ces formules nous tirons cette conséquence (théorème 8), que, un premier axe de rotation D étant pris à "volonté, V inclinaison du deuxième axe A sur l'axe central X ne dépendra que de la distance du premier axe à cet axe central.
Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d'un de ses points, la droite A sera dans le plan normal à cette trajectoire (théorème 7), et Ton aura
tang(A,X)tang(D,X)r= i;
d'où l'on tire, en faisant le produit des équations (4)
et (5),
rp z= -- z=z const.
29, Si nous nous servons des équations (i) pour éliminer Si de Téquation (2) , il vient
0(r-hp)sin(D, X)=:g,
ou encore, d'après les équations (i) ,
On(r-|-p)sin(D, A) = «v.
Le premier membre de cette équation est égal à six fois le volume du tétraèdre qui a pour arêtes opposées les deux lignes O, il, prises sur les axes D et A; par conséquent, 5i, sur deux droites D, A, on porte deux segments proportionnels aux rotations du corps autour de ces droites, le tétraèdre construit sur ces deux segments comme arêtes opposées aura son volume constant ( ' ) .
30. Projetons sur une droite D les trajectoires de ses différents points; les projections seront égales entre elles, et ne dépendront que de la rotation autour de Taxe simultané A. Soit p l'une de ces projections. Sa valeur sera
;? = n(r-hp)sin(D, A);
en sorte que l'équation du théorème précédent nous donne la relation
Op=z «y.
On en conclut que la rotation du corps autour d'une droite quelconque est en raison inverse du mou\^ement de cette droite estimé dans sa propre direction,
(») Voir p. 70,
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Soient l'angle que la droite D fait avec la trajectoire d'un de ses points a, et qf la longueur de cette trajectoire infiniment petite. On aura
/? = y ces ,
et, par conséquent,
O^cosG = su.
Si, par le même point a , on fait passer plusieurs droites D, D', etc., on aura
OcosO = 0'cose'= . . = — ;
d'où il suit que, si, sur différentes droites passant par un même points on porte, à partir de ce point, des segments proportionnels aux rotations du corps autour de ces droites, les extrémités de ces segments seront sur un plan perpendiculaire à la trajectoire du point ^ la rota-tion minimum aura lieu autour de la trajectoire du même point ^ et cette rotation, multipliée par la trajectoire du point y forme un produit constant , quel que soit le point,
31 . Considérons un plan V faisant pattie du corps en mouvement.
r la distance du foyer à Taxe de rotation X ;
p la distance de la caractéristique à cet axe;
O la rotation du plan autour de son foyer ;
il sa rotation autour de sa caractéristique;
X3 Tangle que le plan fait avec un plan perpendiciJaire à l'axe X.
Abaissons du foyer une perpendiculaire sur la caractéristique. On a vu (théorème 25) que cette droite rencontre l'axe X, et lui est perpendiculaire. Les extrémités
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de celte droile sont animées do deux mouvenienls leiUuigulaires : run , parallèle à Taxe de rolalion , est égal à e ^ raiilre, perpendiculaire h cet axe, est égal àur pour l'extrémiléqui est au foyer, et à vp pour rextrémité qui est sur la caractéristique. Ces deux mouvements se composent en un srul, qui est perpendiculaire au plan P pour la première extrémilé, et qui est situé dans ce plan pour la seconde extrémilé. On a donc
^ftang
ny, p
tang
CT
'où
Ton
lire
rp =
tang»
const
CT
Quand deux plans P et P' sont perpendiculaires ^ on a pour ces plans
tangcT langer' = i,
et , par conséquent ,
rr' = L=pp'.
On en conclut que les distances de leurs foyers à l'axe de rotation ont leur produit constant , et que les distances de leurs caractéristiques à F axe de rotation ont aussi leur produit constant,
32. Les deux rotations du plan autour de son foyer, el autour de sa caractéristique, ont pour résultante la rotation u autour de l'axe X ^ par conséquent
0=ruC0Sci, Hrr: usiner.
Dans le plan P menons une droite quelconque D, et
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nommons (C , D) l'angle que celle droile fail avec la caracléristique. Le irîèdre dont les arêtes sonl parallèles à Taxe X, à la caraclérîslique el à la droile D, est rectangle le long de l'arête parallèle à la caractéristique (théorème 25). On a donc
ces ( D, X ) =: sin cj cos ( C , D ) ,
et, si l'on a égard à l'équation précédente,
^cos(C, D)= y cos(D, Xj;
de sorte que, pour chaque plan mené par une même droite D, on a
Q. ces (C, D) = const.
Nous proposerons comme exercice de démontrer par l'analyse quelqu'une des propositions qui précèdent^ on trouvera un modèle de ce genre de calculs dans le Cours de Mécanique de M. Duhamel, a*' édition, tome I, pages 240 et suivantes.
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APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE, AUX SYSTEMES ARTICULÉS ET AUX ENGRENAGES
1. Lorsqu'une courbe plane se meut dans un plan, et que l'on connaît, pour l'une de ses positions, les tangentes aux trajectoires de deux de ses points a et é, il est aisé, pour celte position , de résoudre les problèmes suivants :
Mener la normale et la tangente à la courbe décrite par un point m lié à la courbe mobile.
Déterminer le rapport des vitesses de deux points liés à la courbe mobile.
Trousser le point de contact de la courbe mobile ai^ec son eni^eloppe,
La solution de ces problèmes découle immédiatement des propositions placées sous les n°* 1 et 2 dans le chapitre précédent. En effet , connaissant les tangentes aux trajectoires des points a et &, on peut tracer les normales à ces trajectoires, et leur intersection sera le centre instantané de ifotation pour la courbe mobile. Ce centre étant connu , il suffira de le joindre au point décrivant m pour avoir la normale et, par suite, la tangente à la courbe décrite par ce point. Les vitesses des différents points de la figure mobile seront entre elles comme les distances de ces points au centre instantané. La normale abaissée du même centre sur la courbe mobile la rencontrera au point de contact avec l'enveloppe.
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Si Ton connaît les trajectoires de deux points a et & de la figure mobile , on pourra construire la courbe S' décrite par le centre instantané sur le plan fixe du mouvement, et aussi la courbe S'' décrite par le même centre sur le plan mobile de la première figure; dès lors, si Ton fait rouler la courbe S'^ sur la courbe S' en entraînant le point m , celui-ci décrira la même courbe que dans le premier mouvement. Ainsi Ton aura un nouveau mode de génération pour la courbe décrite par le point m.
Enfin , quand ce nouveau mode de génération est seul donné, on peut encore résoudre les mêmes problèmes; car le point de contact entre les courbes S' et S-' est à chaque instant le centre instantané de rotation par rapport à toute figure liée à la courbe S" .
Appliquons ceci à quelques exemples.
2. On donne deux courbes fixes S', S'', une courbe mobile S assujettie à rester tangente aux deux premières , et un point m lié avec la courbe S.
Pour mener la tangente à la courbe décrite par le point m , il suffit d* élever deux normales sur la courbe mobile à ses deux points de contact, et de joindre l'intersection de ces normales au point m ; cette droite de jonction sera la normale, la perpendiculaire sera la tangente*
La courbe S peut se réduire à deux droites qui se coupent sous un angle donné; chacune des courbes S', S'' peut se réduire à un point fixe par lequel devra passer la courbe S ; alors on a autant de cas particuliers qui embrassent un grand nombre de courbes auxquelles nous savons mener les tangentes. Supposons, par exemple, que S' soit une hyperbole équilatère , S'' le centre de cette hyperbole, S l'ensemble de deux droites rectangulaires; l'intersection de ces droites décrira une lemniscate de Jacques Bernoulli. On sait donc mener la tangente à la lemniscate.
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3. On donne deux courbes fixes S', S", une courbe mobile S, et deux points a, m liés avec cette courbe; le point a est assujetti à rester sur la courbe S', el la courbe S doit constamment toucher la courbe S'^ Pour trouver la tangente à la courbe décrite par le point m, il suffit d'élever une normale à la courbe S' au point a , et de tracer la normale commune aux deux courbes 8,8''; la ligne qui joint l'intersection de ces deux normales au point m est normale à la courbe décrite par ce point, la perpendiculaire est la tangente. 8upposons, par exemple, que 8' soit une droite, S'' un point et 8 la droite arri] alors le point m décrit une conchoïde. Ainsi l'on sait construire la tangente à la conchoïde.
4. On donne deux axes rectangulaires OX, OY, une droite mobile amb de Ion- "^^'7^' gueur constante el un point /;i pris sur
/ j cette droite. Si l'on promène en même
X 1 temps les deux extrémités a et i de la
Yi droite sur les deux axes OX, OY, le
a X point m décrit une ellipse. Dès lors, il
nous est facile de construire la tangente à V ellipse. En eiîbt, surOa et O J construisons le rectangle aO 60'; 0' sera le centre instantané de rotation, et, par conséquent, O' m sera la normale à l'ellipse, une perpendiculaire sera la tangente.
Dans le rectangle construit, la diagonale 00' est égale à l'autre diagonale ab^ laquelle est constante; de là, il résulte que le lieu du centre instantané est un cercle C décrit de O comme centre avec un rayon égal à ab. D'un autre côté, le triangle rectangle aO'i a son hypoténuse constante; donc la courbe décrite par le centre instantané O', dans son mouvement relatif autour de la droite ab^ est un cercle C décrit sur cette droite comme dia-
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mètre. Par là nous voyons que, lorsqu'un cercle mobile C roule intérieurement sur un cercle fixe C de rayon double, tout point w, pris dans le plan du cercle mobile , décrit^ autour du centre du cercle fixe , une ellipse qui se réduit à un diamètre^ lorsque le point décrispant est situé sur la circonférence du cetvle mobile.
Observons encore que la perpendiculaire CV/?, abaissée du point O' sur la droite aè, est normale h la courbe enveloppe de cette droite, laquelle courbe a pour équation
5. Les principes qui nous ont servi à résoudre les problèmes précédenls nous permettent encore de calculer le rayon de courbure de la courbe que décrit un point w, lié à une courbe mor bile S", lorsque celle-ci roule sans Q. glisser sur une courbe fixe S', située
dans le même plan.
Nous n'aurons nullement besoin de l'équation de la courbe décrite; il nous suffira de connaître les rayons de courbure r et r' des courbes S' et S''.
Pendant la rotation infiniment petite que la courbe S" effectue autour de son point de contact comme centre instantané de rotation, nous pouvons substituer aux deux courbes S", S' leurs cercles osculateurs au point de contact , et supposer que le premier de ces cercles roule sur Tautre en entraînant le point m ; Félément de la courbe décrite ne sera pas altéré.
Soient donc n le point de contact entre les courbes S', S'' 5 O, O' les centres des ceicles osculateurs à ces courbes au point fz, et a l'angle O' nm.
■ aisons louler le cercle O' d'une quantité infiniment it n^ le nouveau point de contact, et m' la
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nouvelle position du point m. Les droites mn , ///ai' sont deux normales infiniment voisines à la courbe décrite par le point m , leur intersection c est le centre de courbure. Supposons que Tare infiniment petit nnl soit égal à re ; alors la droite nni a décrit autour du point n un
angle égal à la somme h — ; des rotations simultanées
autour des centres O, O'; en sorte que Télément mm'
perpendiculaire à mn est égal à nm e — -j— - D'ailleurs
la projection nn'' de nn' sur une parallèle à mm^ a pour valeur recosa. On a donc
me mm' ( '' -H /*') »/w
ni'^ nn^ '^ rr' cosa
ou 9 si Ton nomme (3 Tangle Omn,
(A) me __ r -^ r' sin (a -h p)
^ r cosasin^
De cette équation on tire, en observant que mn = me — /ïc,
— (r-l-r')sin(a-hp) —
me = , / ■ -fr ^ — r—^ s mn.
r' sm (a -f- p) -f- r sm a ces p
Telle est la valeur du rayon de courbure.
Si le point m se trouve sur le contour du cercle mobile, alors p = a , et , par conséquent ,
me = mn,
C'est la valeur du rayon de courbure dans une épicycloïde. Lorsque les deux cercles O, O' ont leurs centres d'un même côté de la tangente commune , le &igne de /' seul est changé.
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6. A Taidc des mêmes principes on peut encore résoudre aisément plusieurs questions particulières.
i Nous n'en traiterons |îci qu'une seule, que nous aurons l'occasion de rappeler plus tard. Trouver la développée d'une épicycloïde.
Considérons une épicycloïde extérieure nim^ \ tous nos raisonnements s'appliqueront sans difficulté à une épicycloïde intérieure. Soient O le centre du cercle fixe , r son rayon , r' celui du cercle mobile , m le point décrivant , n le point de contact, et np le diamètre qui passe à ce point.
Puisque mn est normale à l'épicycloïde , mp est tangente; c'est-à-dire que la tangente à une épicycloïde extérieure est la droite qui passe au point de contact du cercle mobile avec le cercle, enveloppe extérieure du cercle mobile dans ses positions successives. De là il suit que la droite mn est tangente à toute épicycloïde extérieure (ZfXi, où le cercle r joue le rôle de cercle enveloppe, pourvu que le point décrivant fx se trouve sur la droite m/i, lorsque le cercle mobile de cette épicycloïde louche son enveloppe au point n.
Ceci posé , faisons rouler les cercles mobiles des deux épicycloïdes mnix , fxfXi , de manière que ces deux cercles restent toujours en contact. Soient n' le nouveau point de contact, mx la nouvelle position du point m, fjti- la nouvelle position du point /x, a l'angle nOn'^ et p, p' les rayons du cercle fixe et du cercle mobile dans la nouvelle épicycloïde. On a
arc/w,/i' = avcmn — ra, arc fx, « ' = arc fA« — j» x ,
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OU Lieu j coiisidéranl les angles au centre sous-tendus par ces arcs dans les cercles auxquels ils appartiennent,
angle nti n ' == angle mn ^ a ,
angle p, n' = angle ^/z — — a.
Or, puiscjne le point |ul est, par hypothèse, sur la droite uin , angle mn = angle f* n ;
d'où Ton voit, eu égard aux équations précédentes, que le point ^li sera sur la droite min', si Ton a
Cette condition étant satisfaite, la seconde épicycloïdc est la développée de la première. On en conclut que la dèi^eloppée d'une êjncjcloïde est une èpicycloïde semblable,
7. Nous compléterons ces applications par l'élude et le tracé de quelques machines usuelles.
rmm'W^^^^^^^K^^^i' '''^^ Bielles, — Soit uuebielle
t^^^^^^^^^^^f ,-'' AB qui transmet le mou- I / vement d'un balancier OA
\/ à une manivelle O'B, O
5 ' et Cy étant les deux centres
de rotation. Prolongeons OA et CKB jusqu'à leur rencontre en C. Le point C est le centre instantané de rotation relatif à la bielle \ par conséquent, les différents points de ce corps tournent autour du centre C avec des vitesses proportionnelles à leurs distances à ce point. Si la vitesse de l'extrémité A du balancier est donnée, on connaîtra celle de tout autre point , et en particulier celle de Textrémité de la manivelle.
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Soient w' la vitesse angulaire de la manivelle, w celle du balancier. On a
Parallélogramme fie Watt
— Soient ODA un balancier de ma- ; chine à vapeur, qui / oscille autour de 1 axe O5 AB, BC, CD trois tiges formant avec le balancier un parallélogramme articulé à ses quatre sommets^ CO' une bride articulée en C, et mobile autour de l'axe fixe O'. Ce système est un parallélogramme articulé de Walt. La lige du piston s'attache en B par une nouvelle articulation.
Afin d'étudier la courbe décrite par le point B, achevons le parallélogramme OABE; alors on voit que le point E décrit une circonférence autour du centre O, tandis que le point C décrit une autre circonférence autour du centre O'. Ainsi la courbe décrite par le point B est le lieu d'un point pris sur une droite CE. de longueur cou-
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stante, dont les extrémités parcourent denx circonférences fixes. Il est aisé de construire ce lieu, en réalisant sur le papier le mode de génération que nous venons d'indiquer. On obtient une courbe dont la forme est analogue à celle d^un 8. Elle est évidemment symétrique par rapport à la droite qui joint les centres des deux circonférences, par conséquent son point double se trouve sur cette droite. Elle a pour le moins deux points d'inflexion , et, si les proportions sont convenablement choisies, eUe s^écarte peu d'une perpendiculaire à la ligne des centres; en sorte qu^elle est sensiblement rectiligne dans une certaine étendue, de part et d'autre de la ligne des centres : c'est pour cette raison qu'on l'a nommée courbe à longue inflexion.
Prolongeons les rayons O'C, OE jusqu'à leur rencontre en I ; le point I est le centre instantané de rotation relatif à la droite CE: donc IB est la normale à la courbe décrite par le point B, une perpendiculaire est la tangente.
Traçons la droite OB, et soit H son point de rencontre avec CD. On a
OH OD
d'où il suit que le point H décrit une courbe bomothétique à la courbe décrite par le point B, le point O étant le centre d'homotbétie. On profite de cette propriété pour fixer au point H la tige d'un piston , qui est ordinairement celui de la pompe à air.
Quand on veut construire un parallélogramme de Watt, on se donne à volonté les positions extrêmes OA', OA" du balancier, lesquelles ne doivent pas comprendre un angle très-grand. On se donne également à volonté , sur la direction moyenne du balancier, le point G, où passe la perpendiculaire B'B'' que la tige du piston devra sen-
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sibletneut parcourir 5 puis, les dimensions du parallélogramme étant convenablement choisies , on trace le parallélogramme dans sa position moyenne ABCD et dans ses deux positions extrêmes A'B'C'iy, A"B''C''D", en observant de placer B , B', B'' sur la perpendiculaire à la droite OA , qui passe au point G. Par les trois points C , C, C" on fait passer un cercle. Le centre de ce cercle est le point C, autour duquel doit tourner la bride (yC. Dès lors tout est déterminé.
Watt se donnait ordinairement le pointGà égale distance du point A et de la droite A'A'^; dans ce cas, le centre O' se trouve sur la droite BC. En effet, AB, A'B' et A^'B'' sont alors également inclinées sur B'B" et, par conséquent, B' et B'^ sont à égale distance du point B. D'ailleurs, quelle que soit la position du point G, BC est perpendiculaire sur B'B", et B'C', B"C sont égales et également inclinées sur cette droite*, donc ici BC est perpendiculaire sur le milieu de C'C, le centre O' est sur la droite BC.
Watt prenait de plus le point D au milieu du demibalancier OA •, dans ce cas , le centre O' coïncide avec le point B, car alors les parallèles BB'', C C sont toutes deux égales à la moitié de A' A", BB" G C" est un parallélogramme , BC = B'^ C", et , puisque B'^C = BC , on a
BC'=BC
On verrait de même que BC^' = BC.
Les autres proportions de Watt étaient les suivantes :
-A'A'' et iA'A% 0G = -.
AB compris enlre-A'A'' et -A'A% OG = -A'A".
De cette dernière valeur il résulte
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En efîet,
d'où
OA'' == (OG -h GA)'= ^^ -h (OG ~ GAy ;
4OG.GA = àJL^, GA = 4A?r = ^ ^ 4 16 OG 24
Ces proportions sont encore celles que Ton adopte de préférence aujourd'hui.
Le P. Carbonnelle, dans un Mémoire qui fait partie des Bulletins de r Académie royale de Belgique y t. XX , i853, s'est proposé le problème suivant: Trouver, dans des conditions de grandeur réalisables, les proportions du parallélogramme de Watt qui nssurent la plus grande étendue possible au inouy^ement circulaire du balancier et au mouvement rectiligne de la tige du piston y en même temps quelles donnent à ce dernier mouvement toute la rectitude dont il est susceptible. L'auteur arrive par l'analyse aux conclusions que voici : Le point G doit être situé à égale distance du point A et de la droite A' A'' 5 le point D doit être situé au milieu du demi -balancier OA^ le côté AB doit être pris aussi grand que la machine le comporte \ le rapport de la course du piston à la longueur du demi-balancier ne doit pas dépasser une certaine limite.
Ces résultats de l'analyse justifient admirablement les règles de Watt, qui n'étaient d'abord fondées que sur des tâtonnements nombreux.
^c Observons que, pour faire
O'*"""'"^ À — — -^^ décrire à la tige du piston une
courbe à longue inflexion, il n'est pas besoin d'un parallélogramme complet. En effet, soient OA le balancier qui
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louine aulour de l'axe O, et BAC une lige ailiciilée en B, A et C avec la tige du piston, le balancier et une bride qui tourne autour de l'axe fixe O'. Les points ^^et C de la tige seront assujettis à se mouvoir sur deux circonférences fixes-, par conséquent, le point B décrira une courbe à longue inflexion. L'appareil ainsi construit se nomme parallélogramme simple. Pour le tracer, on marque la position moyenne et les positions extrêmes du point C, comme s'il s'agissait du parallélogramme de Watt 5 puis on fait passer un cercle par ces trois positions, et l'on prend le centre de ce cercle pour projection de l'axe de la bride.
9. Tracé des engrenages plans. — Un arbre de machine étant animé d'un mouvement de rotation quelconque, on propose de transmettre ce mouvement à un arbre parallèle, par un seul système de roues dentées, de manière que les vitesses angulaires des deux arbres soient à chaque instant dans un rapport donné. Tel est le problème des engrenages plans.
Les roues seront deux cylindres parallèles , qui auront pour axes de rotations les arbres réduits à des droites. Il s'agit de déterminer les bases de ces cylindres, sur un même plan perpendiculaire aux axes , de manière qu'elles puissent rester tangentes Tune à l'autre, en tournant autour de leurs centres avec des vitesses angulaires qui soient dans un rapport donné.
Soient O, O' les pieds des axes sur le plan des bases-, ce sont ces deux points que nous nommons les centres des bases. Prenons sur la \j^droitc indéfinie 00' un point A dont les distances aux deux centres soient dans le rapport inverse
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des vitesses aDgnlaîrcs correspondantes. De O et O' comme centres, stcc OA et O' A poor rayons, décrivons deux circonférences; elles seront tangentes, et si elles tournent autour de leurs centres arec des vitesses angulaires dans le rapport donné, il est clair qu^elles rouleront lune sur Tautre sans glisser. Seulement , comme le point A admet deux positions , Tune extérieure à la droite finie OO', Tautre intérieure, dans la première position les circonférences tourneront dans le même' sens, et dans la seconde position elles tourneront en sens contraire. La première construction convient à un engre^ nage intérieur^ et la seconde à un engrenage extérieur. Comme ce dernier genre est le plus employé , nous le considérerons seul. Au reste, tout ce que nous dirons pourra s'appliquer aux engrenages intérieurs, sans autre modification qu'un changement de direction.
Les circonférences que nous venons de construire se nomment les circonférences primitives de Tengrenage. 11 nous reste à tracer les dents de ces circonférences par la condition que deux dents, primitivement en contact, restent tangentes, lorsqu'on fait rouler les circonférences Tune sur Fautre. On peut même supposer que l'une des circonférences reste immobile^, pendant que l'autre roule en entraînant son centre 5 car rien ne sera changé à la position relative des deux figures.
Ici le problème devient indéterminé ; car on peut se donner à volonté une courbe M'JN' liée à la circonférence O', déterminer l'enveloppe MN de cette courbe lorsque la circonférence O' roule sur la circonférence O; et alors, si l'on regarde M'N' comme le profil de la dent de la première circonférence , il est clair que MN sera le profil de la dent de la seconde circonférence.
Dans ce roulement de la circonférence O' sur la circonférence O, supposée immobile, le centre instantané de
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rotation est le point de contact A 5 par conséquent, la normale abaissée de ce point sur la courbe M'N' la rencontre en un point de la courbe enveloppe MN. De là résulte une construction très-simple de F enveloppe MN ; des différents points C, E', etc., de la circonférence O' abaissez des normales CD', E'F', etc., sur la courbe M'N', et mesurez les angles y, e, etc., sous lesquels ces normales coupent la circonférence. A partir du point de contact A , portez sur la circonférence O des arcs AC , AE, etc., respectivement égaux aux arcs A'C, A'E', etc. 5 par les extrémités des arcs construits, menez des droites qui coupent la circonférence O sous les angles y, e, etc., et portez sur ces droites des longueurs CD, EF, etc., égales à CD', E'F', etc. Les points D, F, etc., appartiendront à la courbe MN. On déterminera de cette manière autant de points que l'on voudra.
La construction précédente peut être abrogée 5 car, si l'on observe que les droites CD, EF, etc., sont normales à l'enveloppe MN , on voit que, pour tracer cette courbe, il suffit de décrire des circonférences de C, E , etc., comme centres, avec des rayons égaux à CD, EF, etc., puis de tracer la courbe qui enveloppe toutes ces circonférences : ce sera la courbe cherchée..
Appliquons cette construction générale à quelques engrenages les plus employés.
Engrenage à lanterne
Dans ce système d'engrenages,
l'une des roues est formée de deux
tourteaux TT', réunis par des
fuseaux cylindriques égaux F, F,
parallèles à F arbre, et rangés en
\ cercle autour de celte droite.
Ainsi les dents de la circonférence O' sont de petits
cercles égaux M'N', don\, les centres sont régulièrement placés sur la circonférence.
Soit I le centre d'un de ces petits cercles. Lorsque la circonférence O' roule sur la circonférence fixe O, le point 1 décrit une épicycloïde, la normale à cette épicycloïde est aussi normale au cercle M'N'. Par conséquent, le profil MNdela dent correspondante est la courbe que Ton obtient en portant sur les normales à l'épicycloïde décrite par le point I des longueurs égales au rayon du petit cercle M' N'.
On énonce d'ordinaire ce résultat en disant, que les dents correspondant aux fuseaux ont pour profils des développantes d'épîcycloïdes. Il est clair, en effet, que ces profils ont même développée que Tépicycloïde décrite par le point I ; et comme cette dernière courbe a pour développée une autre épicycloïde (n° t>) , il en résulte que les profils sont des développantes de cette seconde épicycloïde.
H. Engrenage à flanc, — Les profils des dents de Tune des circon- ^férences primitives sont ses propres rayons.
Soit O' M' un rayon de la circonférence O', qui est profil d'une dent.
Amenons l'extrémité M' au point de contact des deux circonférences primitives , puis faisons rouler la circonférence O' sur la circonférenceO, supposée fixe. Nommons O', , M', les nouvelles positions de O', M', et A le nouveau point de contact. Sur O', A comme diamètre, décrivons une circonférence, et soit O'^son centre. Cette circonférence coupe le rayon O', M', en un point M qui appartient au profil cherché de la dent correspondante, et comme l'angle AO"M est double de Tangle AO', M', , l'arc AM est égal à l'arc AM', . De là il suit que, si l'on fait rouler en même temps les circonférences O', O'^ sur la
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circonférence O, eu leur conservant toujours le même point de contact, le point M où le flanc louche la dent correspondante restera fixe sur la circonférence C^ ce point décrira donc le profil de la dent correspondante au flanc. Ainsi la courbe cherchée est une épicycloïde.
Ceci n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général. Dans l'intérieur de la circonférence CV faisons rouler une circonférence O'', et prenons pour profil des dents de la première circonférence l'épicycloïde décrite par un point M de la seconde. Le profil des dents correspondantes Sur la circonférence O sera répicycloïde que décrirait le point M , si la circonférence O" roulait extérieurement sur la circonférence O. En effet, supposons que les circonférences O', O'' roulent simultanément sur la circonférence O supposée fixe, de manière à avoir toujours le même point de contact. Dans ce mouvement, le point M décrira sur le plan mobile de la circonférence 0' l'épicycloïde donnée, et sur le planfixedela circonférence O une épicycloïde qui enveloppe la première dans ses diverses positions. L'engrenage à flanc est le cas particulier où répicycloïde donnée se réduit à un diamètre (n*^ -4).
Dans le mouvement réel de l'engrenage, les circonférences O, O', O'^ roulent encore l'une sur l'autre en se touchant au même point, mais leurs centres restent fixes. Il en résulte que la circonférence O'' est dans l'espace le lieu des points de contact des dents correspondantes.
12. Engrenage à dév^eloppantes de cercle. — Le profil M'N' de la dent d'une circonférence primitive O est une développante d'un cercle concentrique N'B'.
Faisons rouler la circonférence O' sur la circonférence O, supposée fixe. La normale menée
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du point de contact A à la développapte M' N' est nécessairement tangente au cercle N' B', d*où il suit qu'elle coupe la circonférence O sous un angle constant , et qu'elle enveloppe un cercle NB concentrique à cette circonférence. De plus , cette même droite est normale au profil MN de la dent de la circonférence O 5 donc ce profil est une développante du cercle NB. Ainsi les profils des deux dents correspondantes , sont des développantes de deux cercles N'B', NB concentriques aux circonférences primitives C, O et de rayons proportionnels à ceux de ces circonférences.
Dans le mouvement réel de l'engrenage , la normale commune aux deux profils MN, M'N' reste fixe dans l'espace ; par suite , elle est le lieu des points de contact entre deux dents correspondantes.
Ce système d'engrenage jouit de deux propriétés assez remarquables :
Si les dents s'usent d'épaisseurs égales sur tout leur contour , elles se correspondront encore rigoureusement.
Si l'on fait varier la distance des arbres , les dents construites pour une certaine distance ne cesseront pas d'être rigoureusement correspondantes.
Ces propriétés sont plus curieuses qu'utiles; car les dents s'usent toujours de telle façon qu'elles conservent des formes correspondantes 5 et, d'un autre côté, on construit toujours les dents fort petites, en sorte qu'elles n'engrènent plus dès que la distance des axes augmente sensiblement. Cette petite dimension des dents est néces* saire , si l'on veut diminuer autant que possible le travail résistant qui se développe toujours par le frottement des dents l'une contre l'autre 5 car, toutes choses égales, ce travail est proportionnel à la distance du point de contact des dents au point de contact des circonférences primitives.
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13 . Tracé des engrenages coniques. — Les engrenages coniques diffèrent des engrenages plans, en ce que les arbres, au lieu d'être parallèles , se rencontrent. Les roues, au lieu d'être des cylindres , sont des cônes dont le sommet commun est au point de rencontre des arbres réduits à des droites.
Soient SO, SO'ces deux droites.
Prenons surces droites des longueurs SB, se proportionnelles aux rotations correspondantes 5 sur ces lon- V gueurs construisons un parallélot' gramme, et soit SEA la diagonale.
Les distances de chaque point de cette droite aux deux arbres SB , SC seront entre elles dans le rapport inverse des vitesses angulaires correspondantes. Par un point A pris sur cette droite, menons deux plans perpendiculaires aux arbres , et dans ces plans traçons deux cercles tangents au point A et dont les centres O, O' soient sur les deux arbres. Si nous prenons ces cercles pour bases de deux cènes dont le sommet commun soit en S, dans le mouvement de l'engrenage ces cônes rouleront l'un sur l'autre sans glisser. On les nomme cônes primitifs de V engrenage.
Pour achever la construction, on se donnera à volonté, sur l'un des cercles O', le profil des dents du cône correspondant, on fera rouler ce cône sur l'autrecônesupposé fixe, et Ton déterminera dans l'espace l'enveloppe du profil tracé : cette enveloppe sera le profil des dents correspondantes. Il ne restera plus qu'à joindre ces deux courbes au sommet S par des surfaces coniques. Comme ici les courbes ne sont pas dans le même plan , la construction rigoureuse exige l'emploi des procédés de la géométrie descriptive. Heureusement le tracé des épures, qui est toujours assez pénible, peut être remplacé dans la pratique par une
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construction plane imaginée par M. Poncelet (*) , et dont l'exactitude , quoique imparfaite, est amplement suffisante dans tous les cas. Nous nous contenterons d'indiquer cette dernière construction-, pour la'première, nous renverrons au Traité de Géométrie descriptiv^e de Leroy, 2® édît. , page 4*6' Où trouvera dans le même ouvrage de plus amples développements sur le tracé des engrenages plans.
Par le point de contact A des deux cercles O , C, me-^ nous dans le plan des axes une droite TAT' perpendiculaire à SA, et supposons que sur les deux cercles O, O' comme bases on ait taillé deux cônes dont les sommets soient T et T'. On enroulera deux feuilles de papier sur ces deux cônes de manière à recouvrir exactement leur surface convexe , puis on étendra ces feuilles sur un plan ; alors elles auront la forme de deux secteurs circulaires. Considérant ces cercles comme les circonférences primitives d'un engrenage plan , dans lequel le rapport des vitesses angulaires serait le même que dans Tengrenage conique , on tracera les dents de Tengrenage plan , comme on l'a indiqué plus haut. Cela fait, on reportera les feuilles sur leurs cônes respectifs, et l'on marquera sur la surface de ces cônes les contours des dents tracées. Il ne restera plus qu'à joindre ces contours au sommet S par des surfaces coniques ; ces surfaces seront celles des dents de l'engrenage projeté.
L'erreur de cette construction provient seulement de ce que les profils tracés sur les cônes T, T' ne se meuvent pas dans un même plan pendant toute la durée de leur contact. On voit que cette erreur sera d'autant moindre que les dents seront plus courtes. Elle serait nulle, si les dents étaient infiniment petites ; car alors leur mouvement, pendant Tinstant de leur contact, serait une ro-
(') Journal de M. Crelle, t. II , p. 3or; 1827.
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talion autour des centres T ou T' dans le plan tangent aux deux cônes auxiliaires suivant Tarète TAT. Comme on construit les dents très-courtes , afin de diminuer les frottements, Terreur de la méthode est toujours inférieure à celle que Touvrier le plus habile est exposé à commettre dans l'exécution d'une épure exacte.
14. Soient O, O', O" trois circonférences tangentes au même point m , et telles que le rayon de la troisième soit égal à la somme des rayons des deux autres.
Supposons d'abord que les deux premières circonférences roulent successivement et en sens contraires dans l'intérieur de la troisième. Le point m, considéré comme appartenant à chacune des circonférences mobiles, décrira la même épicycloïde dans les deux mouvements.
Supposons maintenant que la circonférence O roule sur Textérieur de la circonférence O', puis que la circonférence O'' roule intérieurement et dans le même sens sur la même circonférence 0'. Le point m, dans ces deux mou^^ementSy décrira la même épicycloïde extérieure à la circonférence O'. Démontrer ces théorèmes.
EULBR.
15. Deux circonférences égales O, O' se coupent i angle droit, et une droite mobile égale à la distance des centres appuie constamment ses extrémités sur les deux circonférences. Montrer que le point milieu de cette droite décrit une lemniscate de Jacques Bernoulli , /' = 2C0S aô, dont les foyers sont les centres des deux circonférences .
Conservons la même circonférence O et la même droite j mais remplaçons la circonférence O' par une autre circonférence concentrique qui passe au centre de la circonférence O. j^lors un point pris sur le prolongement de la droite, à une distance de l'extrémité
300 MtCkVlQVE RAT10]KKELLE.
égale à la longueur mente de la droûcy décrira une leninùcate de Jacques Bemoulli; mais cette fois le centre de la circonférence O sera le centre de la courbe, tandis que celui de Vautre circonférence sera toujours Fun des foyers.
On voit par là qae la lemniscate est un cas particulier de la courbe à longue inflexion,
CAmBOHHELLE , Bulletin de l'Jead, de Belgique y t. XX , n* 5.
\ 6. On suppose deux hyperboles équilatères, égales, et qui ont d* abord la position d'hyperboles conjuguées. Uune déciles restant fixe, on fait rouler Vautre sur la première. Alors le centre de Thyperbole mobile décrit une lemniscate de Jacques Bemoulli, dont les foyers coïncident ai^ec ceux de Vhyperbole fixe.
On établira ce théorème par la méthode employée au n® 4, en montrant que, dans le premier des deux modes de générations indiqués au numéro précédent , le centre instantané de la droite mobile décrit une hyperbole équilatère, soit dans son mouvement absolu, soit dans son mouvement relatif autour de la droite mobile.
17. Une figure plane se meut dans un plan ; on connaît, à un instant donné, le centre instantané de rotation C et les centres de courbure O , O' des courbes décrites par deux des points de la figure m, m'. Trouv^er le rayon de courbure de la courbe décrite par un troisième point m" .
Soient
Q" le centre de courbure de la troisième courbe; r, r', r" les rayons de courbure Om , Om', Om" \ p, p\ p" les distances mC, m'C , m''C ,
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c la position infiniment voisine du centre instantané^ M, u\ u" les angles OCc, O'Cc, O^'Cc. .
En exprimant que les arcs décrits sont proportionnels aux longueurs des normales abaissées du centre instantané, on obtient les relations
rsmu r'sinw'
r'sina' r^smu"
Comme on connaît la différence u — m', la première relation fera connaître n et u' -^ alors on aura la direction Ce et, par suite, l'angle u". Substituant les valeurs des angles vl et u" dans la seconde relation, on en tirera la valeur du rayon de courbure r''.
On pourra calculer aisément par cette méthode le rayon de courbure de la courbe à longue injlexion et celui de plusieurs autres courbes intéressantes.
ÀRNOux, Journal de V École Polytechnique y XXXV® cahier, p. 109.
APPENDICE
1. Recherche expérimentale de la loi d'un mouvement. — Lorsqu'on veut trouver par observation la loi d'un mouvement, il faut commencer par déterminer la courbe que décrit le mobile,, puis déterminer la vitesse en chaque point. «
Quand il s'agit d'un mouvement qui s'exécute avec lenteur, on observe directement, soit les positions successives du mobile , soit les espaces parcourus dans des temps donnés. C'est ainsi que l'on observe les mouvements des corps célestes , le flux et le reflux de la mer, la crue des rivières , les déformations qui se manifestent à la longue
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dans tous les corps soumis à quelque effort étranger, à quelque travail intérieur. Lorsque le mouYement n'est pas très-lent, on doit employer certains procédés d observation indirecte que nous exposerons d'une manière plus spéciale en traitant séparément les deux parties de notre problème.
2. Commençons par la dctemiination de là courbe. Ici Tobservation est rarement utile; car dans les machines le mouvement de chaque pièce est déterminé par des conditions géométriques ordinairement fort simples; en sorte que l'on connaîtra le plus souvent à la seule inspection de l'appareil la courbe décrite par chacun des corps qui le composent , ou du moins la géométrie fera connaître cette courbe plus facilement que l'observation.
Toutefois, si la courbe décrite est sensiblement plane, on pourra adapter au mobile un pinceau imbibé d'encre de Chine, et lui faire tracer sa trajectoire sur une feuille de papier que l'on fixe à une distance convenable et dans un plan parallèle.
C'est de cette manière que l'on a étudié la forme des variations transversales d'une tige élastique retenue par une extrémité. On fixe un léger pinceau à l'extrémité libre, suivant le prolongement de la tige, puis on approche une plaque de verre enduite de noir de fumée , en observant de la placer dans un plan perpendiculaire à la direction moyenne du corps vibrant.
Pour un mouvement rapide, et quand on veut seulement avoir une idée générale de la forrae de la courbe, on peut se servir du fait de la persistance des images dans la rétine. Il suffira de fixer sur le mobile une petite surface brillante. C'est ainsi que Wheatstone étudiait les vibrations transversales des tiges élastiques.
Supposons maintenant que la courbe décrite soit
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connue, et recherchons les moyens d'observation par lesquels on pourra déterminer la vitesse.
Les procédés directs se sont naturellement présentés les premiers à Tesprit des observateurs. Ainsi, pour déterminer la vitesse d'un corps pesant le long d'un plan incliné, Galilée plaçait sur une corde fortement tendue un petit chariot très-mobile dont le centre de gravité était situé au-dessous de la corde; puis, l'abandonnant à son poids , il mesurait les espaces parcourus dans des temps égaux. Coulomb, pour mesurer la résistance que le frottement oppose à Faccélération produite par la pesanteur, plaçait une caisse mobile sur des madriers horizontaux ^ puis la soumettant à l'action d'un poids par l'intermédiaire d*une corde dirigée dans le sens du mouvement, il mesurait directement des espaces parcourus dans les temps égaux.
4. Aujourd'hui ces procédés directs ne sont plus regardés comme suffisamment exacts pour des mouvements tant soit peu rapides, a moins que la vitesse ne puisse être regardée comme constante*, car alors on connaîtra la vitesse avec toute l'exactitude désirable en comptant le temps employé à parcourir un espace connu. Par exemple, une semblable observation peut suffire pour faire connaître la vitesse d'un convoi de chemin de fer. Dans les autres cas on emploie quelque procédé indirect. Nous citerons les principaux.
S'agit-il de déterminer la vitesse d'une balle de fusil au sortir du canon : on établit à quelque distance un large tambour , dont les deux fonds sont formés de deux feuilles de papier mince*, on lui communique par un tourne-broche un mouvement de rotation rapide et uniforme autour de son axe, puis on dirige l'arme à feu vers Tun des bords, parallèlement à l'axe. La balle perce les
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deux fonds de papier en deux points situés dans des plans méridiens différents. Connaissant la vitesse angulaire du tambour, on aura le temps qu'il emploie à décrire l'angle des deux plans : ce temps est celui que la balle a mis à parcourir la distance qui sépare les deux fonds; divisant ce temps par cette distance , on aura la vitesse de la balle. Tel est le procédé imaginé par Mattei et Grosbert.
Quand on veut déterminer la loi de variation des vitesses, on emploie souvent un procédé imaginé par Eytelwein. Ce physicien , se proposant d'étudier le mouvement de la soupape d'un bélier hydraulique, fixa sur la soupape un petit pinceau imbibé d'encre de Chine, 4^ns une direction perpendiculaire au mouvement, et fit glisser rapidement une bande de papier contre le pinceau dans un plan perpendiculaire.
^^^ *^ Soit ABCDE. . . la cour-
/^ be tracée. Rapportons cette courbe à deux axes rectangulaires OX, OY,
js:
dont le premier soit parallèle et de sens contraire avec le mouvement du papier. Les ordonnées seront proportionnelles à l'élévation de la soupape, et si la vitesse du papier est constante, les abscisses seront proportionnelles aux temps écoulés depuis l'instant où le pinceau se trouvait sur l'axe des y. II en résulte que la tangente tri gonomélrique de l'angle que la tangente à la courbe fait avec l'axe des x sera proportionnelle à la vitesse de la soupape. S'il est une partie rectiligne dans la courbe tracée, c'est que pendant le temps correspondant la vitesse de la soupape a été constante.
^"""^ ^ M. Duhamel emploie le même
/\ /\ /\/^\ procédé pour étudier les vibra-
tions des cordes sonores. Il fixe
sur la corde un petit appendice flexible , perpendi-
CINÉMATIQUE. ao5
culaire au plan des vibrations; et pendant que la corde vibre, il fait glisser rapidement contre l'appendice une glace enduite de noir de fumée, située dans un plan perpendiculaire. La courbe tracée a la forme d'une scie à dents de plusieurs ordres 5 les dents principales correspondent au son fondamental, les dents secondaires aux sons harmoniques.
Dans ces expériences, il est souvent utile que la feuille, sur laquelle est tracée la courbe, ait une certaine longueur 5 et , si l'on veut connaître les vitesses absolues du mobile, il est nécessaire que le mouvement de la feuille soit parfaitement uniforme et exactement connu. Ces deux conditions sont remplies par un petit appareil que nous allons faire connaître.
Deux cylindres parallèles et mobiles autour de leurs axes sont installés à une petite distance, sur un même châssis.
Une bande de papier s'enroule sur le premier cylindre et se déroule sur Tautre, en vertu Il d'une rotation uniforme qui est
communiquée au premier cylindre par un mouvement d'horlogerie. Afin que le papier reste tendu, l'axe du second cylindre est embrassé par une petite pince dont les mâchoires se serrent à volonté, de manière à opposer une résistance convenable à la rotation devenue trop facile. L'appareil ainsi construit ne donnerait pas au papier une vitesse uniforme 5 car, à mesure que le papier s'enroule sur le premier cylindre, le rayon augmente, et, par suite, quand la rotation est uniforme, le mouvement du papier ne Test pas. Pour éviter cet inconvénient , on adapte sur le prolongement de Taxe du premier cylindre un petit appareil connu sous le nom
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àe fusée; c'est un tronc de cône portant sur sa surface une rainure hélicoïdale. Un fil dont Textrémité est attachée à la fîisëe vers la grande base , s'enroule tout le long de la rainure , et passe ensuite sur un cylindre parallèle auquel est attachée son autre extrémité. C'est à ce dernier cylindre que Ton communique une rotation uniforme par un mouvement d'horlogerie. On conçoit que, si la rainure de la fusée est dans un rapport convenable avec l'épaisseur du papier, celui-ci recevra un mouvement uniforme.
L'appareil est disposé de manière que Taxe du dernier cylindre est ordinairement libre de tourner seul. A l'instant où l'on veut commencer l'expérience, on presse un petit levier d'embrayage qui rend le cylindre solidaire avec son axe , et le mouvement du papier commence. On ajoute encore, entre les deux premiers cylindres , un quatrième cylindre parallèle et libre sur son axe , afin d'opposer derrière le papier une résistance convenable au pinceau qui trace la courbe.
On comprend que l'appareil peut être simplifié lorsque l'expérience ne doit durer que peu de temps. Ainsi Ton pourra se contenter d'une feuille de papier qui embrasse les deux cylindres à la manière d'une courroie sans fin \ alors la fusée devient inutile. On pourra même se borner à un seul cylindre recouvert d'une feuille de papier. C'est ce C[u'a fait M. Morin dans une machine qui a pour but de constater les lois de la chute des corps. Dans cette machine le cylindre esl vertical et d'une assez grande longueur; un poids muni d'un pinceau tombe le long de la surface du cylindre , pendant que celui-ci est animé d'une rotation uniforme. La feuille étant développée sur un plan , on reconnaît que la courbe tracée est une parabole , c'està-dire une courbe dont les ordonnées sont proportionnelles aux carrés des abscisses. De là il suit que les espaces
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parcourus par le corps dans sa chute sont proportionnels aux carrés des temps.
M. Morin a repris les expériences m/ u "u \ de Coulomb sur le frottement, en leur
// t^î y \ appliquant les nouvelles méthodes
I d'observation. Il fixé sur le disque de la poulie un large plateau circulaire et concentrique, couvert d'une feuille de papier^ devant ce plateau , vers l'un de ces bords , il place une horloge dont Taiguille porte un crayon. Si la poulie était immobile , le crayon tracerait sur le papier un cercle excentrique CDm; mais comme la poulie tourne, la courbe tracée CM A est plus compliquée; néanmoins cette courbe permet de déterminer aisément la vitesse de la poulie , et par suite celle de la caisse. Pour cela il suffit d'observer que tout point M de la courbe, à l'instant où il est marqué, se trouve avec le crayon à une même distance du centre O de la poulie.
De O comme centre, avec OM pour rayon, décrivons un arc de cercle. Soient m le point où cet arc rencontre le cercle décrit dans l'espace par le crayon , et C la position actuelle du crayon. Pendant que la portion de courbe CM a été tracée, l'aiguille de l'horloge a décrit l'arc mC, et la poulie a tourné de l'angle mOM; connaissant la vitesse de l'aiguille, on aura celle de la poulie.
On a appliqué ce même procédé dans plusieurs autres circonstances. Quelquefois on fixe le crayon au mobile même dont on veut connaître la vitesse , et l'on imprime une rotation uniforme au disque recouvert de papier. C'est ainsi que l'on a déterminé le temps employé par le chien d'un fusil pour s'abattre sur la capsule.
On peut se proposer de trouver l'équation de la courbe décrite sur le disque, en se donnant à volonté le mouvement du mobile. Supposons, par exemple, que le mobile
portanl le crayon soit animé d'un mouvement rectiligne et [ uniforme suivant une droite qui passe au centre du disque. I Alors la courbe tracée autour du cercle sera évidemment l une spirale d'Archimède , dans laquelle le rapport du rayon vecteur à l'angle décrit sera celui de la vitesse du mobile à la vitesse angulaire du disque. \
Classification des mouvements élémentaires et des
organes de transmission dans les machines. lcs mou-
vements élémentaires se divisent en. mous^ement rectiligne ^ mouvement circulaire et mouvement d'après une courbe donnée. Chacun de ces mouvements se subdivise en mouvement continu et mouvement alternatif.
Combinant chacune des six espèces de mouvements élémentaires avec elle-même et avec toutes les autres , on obtiendra vingt et une combinaisons différentes , qui correspondent à autant de transformations possibles d'un mouvement dans un autre.
Il n'entre pas dans notre but de donner des exemples de ces diverses transformations. Nous renverrons le lecteur désireux de quelques détails à V Essai sur la composition des machines y par MM. Lanz et Bétancourt. Cet ouvrage est entièrement consacré à l'examen des divers organes que Ton peut employer pour transformer les mouvements.
CHOC DE SPHÈRES HOMOGÈNES SANS FROTTEMENT
Imaginons que deux sphères homogènes et de même matière, qui se meuvent suivant la droite qui joint leurs centres , viennent à se choquer Tune contre l'autre.
Soient
m^m les masses respectives de ces deux corps ;
u , m' leurs vitesses avant le choc ;
v', Kf' leurs vitesses après le choc; ces vitesses étant comptées positivement dans une direction et négativement dans la direction contraire.
On a toujours l'équation
(A) m[ii. — o)~ w'(p'--«').
Si les deux corps sont complètement dépourvus d^élasticité, cette équation suffit pour déterminer leur mouvement après le choc; car ces deux corps, après s'être rencontrés, marcheront ensemble et ne formeront, pour ainsi dire , qu'un seul corps. Quand les corps ont quelque élasticité, il convient de distinguer deux périodes dans la durée du choc : pendant la première les centres de gravité se rapprochent, et pendant la seconde les centres de gravité s'éloignent. Si la pression mutuelle qui s'exerce entre les deux corps a des valeurs égales pendant les deux périodes pour une même distance des centres de gravité, les corps sont dits parfaitement élastiques, et dans ce cas la
seconde équation du mouvement est
Lorsque les corps n'ont qu'une éltisticité imparfaite ^ comme cela a Heu généralement dans tous les corps de la nature, la question devient beaucoup plus difficile, et Tétat actuel de nos connaissances sur les réactions moléculaires ne nous permet pas de la résoudre complètement. Cependant on admet que la quantité de mouvement rendue à Tun quelconque des corps, dans la seconde période du choc, est égale au produit d'une quantité e, comprise entre zéro et l'unité et constante pour un même corps, par la quantité de mouvement qui serait restituée, si le corps était parfaitement élastique. Alors on a l'équation
Cette formule donnée d'abord par Newton (^) concorde assez bien avec les résultats de l'observation. En effet, d'après une série d'expériences faites par Hodgkinson (*), la quantité e ne diminue que lentement à mesure que la vitesse relative des deux corps avant le choc augmente, et même cette quantité est sensiblement constante lorsque la vitesse relative est considérable.
Nous adopterons donc cette formule (B), et nous remarquerons qu'il suffit d'y poser e = i pour avoir l'équation rigoureuse qui convient aux corps parfaitement élastiques; tandis que, si l'on y fait e = o, on a Tégalité i/'=: j^ qui convient aux corps privés d'élasticité. Le nombre e sera pour nous la mesure de l'élasticité. Il est d'ail-
(') Principia, Axiomata, lex III, schol.
(') Reports of ihe British Association for the Advancemenl of Science, vol. TU, p. 534.
leurs aisé de le délerminer expérimentalement pour un corps donné, car, si nous supposons que m' soit nul et que la masse m puisse être négligée vis-à-vis de la masse m', les équations (A) et (B) nous donnent
V' — p = en ,
d'où
(C) rc= — (?«.
C'est-à-dire que le plus petit des deux corps acquerra, par l'effet du choc , une vitesse rétrograde dont le rapport avec la vitesse primitive est égal au nombre e. C'est le cas facile à réaliser d'un corps qui vient choquer un autre corps invariablement fixé sur la terre.
Le plus ancien ouvrage que nous connaissions sur le choc des corps est dû à J. Marc Marci de Crownland (*) , médecin hongrois, qui publia à Prague, Tan lôSg, un Traité De proportione motûs seu régula sphymica^ dans lequel il étudie le choc des corps dépourvus d'élasticité ou parfaitement élastiques. Les lois qu'il a données pour ces derniers corps sont précisément celles que l'on adopte aujourd'hui. Cet ouvrage remarquable est cependant tombé dans un oubli général -, il parait même qu'il ne parvint pas à la connaissance de Wallis, de Wren et de Huyghens qui, trente années plus lard, donnèrent à peu près les mêmes lois que Marci. Wallis (*) s'occupa des corps dépourvus d'élasticité, Wren (^) et Huyghens (*) étudièrent les corps parfaitement élastiques.
On peut consulter, sur le sujet qui nous occupe, les
(') MONTUCLA , Histoire des Mathématiques, t. II, p. 4o6.
(-) Philos. Trans., 1668, p. 864.
(») Vhilos. Trans., 1668, p. 867.
{*) Philos. Traus., 1669, p. 925. — Journal d'js Savants, mars, 1669.
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écrits de Wallis (*), de Keill (*), de Mariotte (*) et de Smeaton (*).
1. Trois sphères m^ nî^ m" parfaitement élastiques sont en ligne droite; le corps m est lancé sur le corps ni a^ec une vitesse donnée. Trouver la masse que doit a^^oir ce second corps ^ pour que la vitesse quil communiquera au corps m" soit la plus grande possible.
m, m'^ m" les masses des trois corps ^ a la vitesse imprimée au corps m ; Vf la vitesse de ce corps après le choc dans le sens de la vitesse a\
a' la vitesse qu'il communique au corps m'\
a" la vitesse que ce corps m' communique au corps m".
Les formules (A) et (B) nous donnent
et si Ton élimine
, 2/Wfl
De même,
Par conséquent ,
4 mm' a
(m-hw')(w' + m'^)
(') Mechanica, pars tertia, 1671.
(') Introductio adveram phy5icam,\9Ci, 12, i3, 14.
(") Traité de percussion.
{*) Philos. Trans., avril, 1782.
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La question est ramenée à déterminer le minimum de la quantité
DiiTérentions cette expression par rapport à m'\ il vient
///' — mm'^ = o, /// = slmm" ,
HuYGHENS, Phil. Trans.y 1669, p. 928.
2. Une sphère parfaitetnent élastique est lancée contre un plan fixe et bien uni, a^^ec une vitesse donnée en grandeur et en direction. Déterminer la grandeur et la direction de la vitesse après le choc.
Soient u et ^ les vitesses d'incidence et de réflexion; a et |3 les angles que les directions de ces vitesses font avec la normale. Ces vitesses ont pour composantes parallèles au plan lisina , f^sin|3 , et pour composantes normales ucosa, ^cos(3.
Puisque le plan est parfaitement uni , le choc n'altère pas la composante de la vitesse d'incidence qui est parallèle au plan ; on a donc
fsînp = Msina.
La composante normale se comportera comme si le choc était normal; en sorte qu'on aura, d'après l'équation (C),
(^COS^ =: «ces a.
On tire de ces deux équations ,
c'est-à-dire que la vitesse n'esl point altérée par le cho<',
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et que Tangle de réflexion est égal à l'angle d'incidence.
Wallis, Mechan.y part III, de Elatcre ^ etc,^ prop. 2.
3. Deux sphères parfaitement élastiques, animées de "vitesses connues en grandeur et en direction , viennent à se heurter. Déterminer les vitesses de ces sphères après le choc et leurs directions.
Soient m , m' les masses des deux sphères, O, O' leurs centres à l'instant du choc, a, a' leurs vitesses avant le choc , AO , A'O' les directions de ces vitesses, a , a' les angles que ces directions font avec la direction 00'.
Décomposons chacune des vitesses a , a' d'abord suivant la ligne des centres 00', puis suivant une perpendiculaire à cette ligne située dans le plan AOO' pour la vitesse a, et dans le plan A'0'0 pour la vitesse a. Les composantes de la première vitesse seront acosa, âtsina, et celles de la seconde vitesse seront a'cosa', a'sina'.
Les composantes perpendiculaires à la ligne des centres ne seront point altérées par l'effet du choc; d'où il suit que le corps m continuera à se mouvoir dans le plan AOO', et le corps m' dans le plan A'O'O.
Les composantes parallèles à la ligne des centres seront modifiées de la même manière que si les deux sphères se mouvaient avant le choc suivant la ligne OO', avec des vitesses égales à ces mêmes composantes «cos a, a'cosa'. Dès lors , si nous représentons par i^ et p»' les composantes suivant 00' des vitesses des deux sphères après le choc, nous aurons, d'après les équations (A) et (B),
/w(«cosa — {>) = m* {v' — a' cosol) , V — V = acosa — fl'cosa';
d'où
DY^AMIQL^:.
m — /// lin
. — , a cosa H ; a cosa ,
m' — tn , , 2 /w
V = , â cosa H T a cosa.
Nommons V et V les vitesses des deux sphères après leur choc et 4> , $' les angles que les directions de ces vitesses font avec la direction OO'. Nous aurons,
V» = P' -f- fl^sin'a, V = p'* + fl"sin'a',
asina , â'sina' lang* = 9 tang*' — -, —
Keill, Introductio adveram physicam , lect. i4-
4. Deux sphères imparfaitement élastiques se meui^ent a\^ec des vitesses données sur une même ligne droite et dans la même direction , lorsque l'une d'elles "vient à heurter contre Vautre. Déterminer les vitesses de ces deux corps après le choc.
Soient w 5 m' les masses des deux corps, a, a' leurs vitesses avant le choc, p», i^' leurs vitesses après le choc et e leur élasticité commune.
D'après les formules (A) et (B), on a
ma -4- m'a' m'e{a — a')
ma-\-m'a' weia — a')
Maclauein , Choc des corps, p. 3o. Prix de TAcad., 1. 1. 5, Trouver la somme des forces vives qui animent
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après le choc les deux sphères considérées dans le pro^ blême précédent.
On trouve
mm (i — e-) {a — «')'
mu'
-^ m' v'"^ =1 ma* -\- m' a""
Cette formule montre que , par F effet du choc, la somme des forces vwes diminue d'autant plus que l 'élasticité est m,oins considérable.
6. j4ifec quelle vitesse une bille doit-elle choquer une bille égale s déjà animée d'une vitesse connue , pour que le premier corps reste immobile après le choc?
Lies deux billes ont la même élasticité.
Soient a la vitesse de la seconde bille et e Félasticité des deux corps.
La vitesse imprimée à la première bille doit être
7. Déterminer les vitesses a et b que doiv^ent avoir deux sphères A et B, qui se meuv^ent suiv^antune même direction, pour qu'après le choc y le premier corps A reste en repos, et le second B continue à se moui^oir avec une vitesse connue j3.
V élasticité commune des deux corps y e, et leurs masses m , în' sont données.
On trouve
n . il .
Maclaurin, Choc des corps, p. 52. Prix de PAcad., 1. 1. 8* Une sphère Aest lancée contre une sphèreBen repos ^
on "Veut gu! après le choc, la première sphère A reste en repos, et la seconde B se mette en mouvement as^ec une vitesse égale à la /i'*'"* partie de la ^ntesse primitiv^e du premier corps. Déterminer V élasticité e des deux sphères
et le rapport — de la masse du second corps à celle du
premier.
On trouve
9. Deux sphères parfaitement élastiques, qui se meuvent suivant une même droite avec des vitesses égales et contraires, viennent à se heurter. Quel doit être le rapport de leurs masses, pour que l'une d'elles reste en repos après le choc?
Soient m^ la masse de la sphère qui doit rester en repos après le choc et m celle de l'autre sphère.
On trouve le rapport
10. I?es billes en nombre quelconque et de même élasticité sont disposées en ligne droite^ on imprime à la première bille une vitesse connue, dans la direction des autres corps. Trouver la vitesse que la dernière bille recevra.
Soient n le nombre des billes, mj, m^, . . ., ot„ leurs masses, e leur élasticité commune, a la vitesse imprimée à la première bille et v la vitesse cherchée que recevra la dernière bille.
On trouve
^ ' /w, + Wj Wi -f- W3 //î„_i -f- nu
MaglauriM; Choc des corps, p. 54* Prix de FAcad., t. I.
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H. Un nombre quelconque de billes égales , juxtaposées en ligne droite sur une table bien unie y sont liées entre elles par des fils inextensibles et d'égale longueur^ on écarte brusquement la première bille en lui imprimant une vitesse connue suis^ant la droite des centres, et Von demande le temps qui doit s^ écouler aidant que la dernière bille soit mise en mouvement»
Soient n le nombre des billes , a la longueur de chacun des fils de jonction et [3 la vitesse imprimée à la première bille.
Le temps cherché est
12, Un nombre quelconque de sphères sont rangées en ligne droite entre deux autres sphères de masses connues m, m* ] on imprime à lapremière une vitesse donnée a^ vers la sphère voisine. Trouver quelles doiv^ent être les masses des sphères intermédiaires, pour que la vitesse a' communiquée au dernier corps soit un maximum, et déterminer la limite vers laquelle consierge cette vitesse maximum, lorsque le nombre des sphères intermédiaires croît indéfiniment.
Tous les corps considérés ici sont parfaitement élastiques.
On trouve que la masse de chacune des sphères intermédiaires doit être une moyenne géométrique entre celles des deux sphères adjacentes^ et si l'on nomme n le nombre des sphères intermédiaires , on obtient entre les vitesses la relation
vA^^'M^']
Lorsque le nombre des sphères croît indéfiniment, ce
rapport it^id vers la limite — = %/--,• En eflet,
a y nr '
en sorte que, si l'on se borne aux deux premiers termes de ce développement, il vient
Iim ■
I — = lim ( I • - loi; —r )
On montrera sans peine que les termes négligés s'évanouissent à la limite.
13. Une sphère dépoun'ue de toute élasticité vient heurter contre une autre sphère en repos et pareillement privée d^ élasticité; on connaît la vitesse de la première sphère à V instant du choc et V angle que sa direction fait a\^ec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du premier corps après le choc.
Soient a l'angle donné, a la vitesse de la première sphère avant le choc, v^ sa vitesse après le choc, m sa masse et m' celle de l'autre sphère.
On trouve
: a I sin'a -h ; T— cos'a I
14. Deux sphères A, B, déniasses égales et animées d'une même vitesse a, viennent à se heurter de telle sorte
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qu^à l* instant du choc la ligne des centres coïncide ai^ec la direction que suivait la sphère B] on connaît r angle a de leurs directions primitives et leur élasticité commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après le choc, et déterminer la valeur de l'angle a qui rend fnaximum la vitesse de la sphère A.
Soient u et v les vitesses des deux sphères A et B après le choc.
On trouve
u'= ja'[i -\- e -h (i — e) cosap-i- û^sin-a, <•' = j û' [i ~- e 4- (i H- e) cosap.
La vitesse u est la plus grande possible lorsque
ces a:
15. Trois sphères parjaitenient élastiques A, B, C sont placées aux ti^ois sommets d'un triangle connu. Trouver le rapport qui doit exister entre les niasses des trois corps pour que la sphère A , lancée obliquement sur la sphère B , soit réjléchie sur la sphère C et revienne à sa position primitive.
On suppose qu'à Tinstant où deux sphères se choquent la ligne de leurs centres est perpendiculaire au côté opposé du triangle, et que les diamètres des sphères sont très-petits par rapport aux côtés du triangle.
Soient a , (3 , y les angles du triangle qui correspondent aux sphères A, B, C, et ///, m', w" les masses de ces sphères.
Les relations cherchées sont les suivantes :
m sin^ m siny
m' sin (a — v) m" sin ( p — a)
16. Une sphère en mouv^ement A vient heurter une sphère en repos B. Déterminer V angle 9 que la direction de la sphère A auant le choc doit faire a^ec la ligne des centres AB , pour que la déi^iation (f que cette sphère éprouvée dans le choc, soit la plus grande possible. On connaît V élasticité commune aux deux corps, ainsi que le rapport n de la masse de la sphère A à celle de la sphère B, et Von ne compte V angle (p que jusqu'à 90 degrés.
L'angle cherché est fourni par Téquation
tangG
et la valeur correspondante de la déviation est donnée par la formule
tang^p = j p.
2(/i+ iy{n^ey
aaa mécanique rationnelle.
CHAPITRE II
MOUVEMENT REGTILIGNE D'uN POINT MATÉRIEL.
Considérons un point matériel qui se meut suivant une ligne droite, et soient
f^ la vitesse de ce mobile -,
X sa distance à une origine fixe prise sur la droite qu'il parcourt 5
y la force accélératrice qui le sollicite et qui sera positive si elle tend à accroître la distance x\ ^t l'époque considérée, comptées partir d'un instant déterminé.
Toutes les circonstances du mouvement sont renfermées dans les deux équations
dx dv
que l'on peut écrire encore
d"^ X dv
Ces équations ont été données pour la première fois par Varignon, en Tannée 1700, dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris (p. 22) ^ mais il faut observer, qu'à cette époque, Newton (*) avait déjà publié depuis longtemps ses recherches géométriques sur le mouvement rectiligne produit par des forces variables.
(•) Principia, lib. I, sect. vu, et lib. II, secl. i.
La formule v^di^ =fdx nous montre que la dérivée du carré de la vitesse -j— est proportionnelle à la force accélératrice. Néanmoins, Daniel BernouUi (*) pensait que l'on ne devait pas regarder cette loi comme seule possible, et que la force accélératrice pourrait bien être proportionnelle à la dérivée d'une autre puissance de la vitesse. Euler (*) rejeta l'opinion de BernouUi, et s'efforça de prouver que la loi du carré de la vitesse est nécessaire; enfin d'Alembert (^) fit voir que la vérité de cette loi dépend uniquement du sens que Ton attache au mot force accélératrice.
Résoudre un problème quelconque du mouvement rectilîgne revient à déterminer les relations qui existent entre les quantités x, J^,/, ', dont une seule est arbitraire. Or, comme les équations générales du mouvement rectiligne ne nous donnent que deux relations, il faut que dans l'énoncé du problème soit comprise une autre relation de la forme
alors seulement nous aurons trois équations entre nos quatre variables.
La fonction (f pourra renfermer deux , trois ou quatre variables. Ces trois cas constituent trois genres de problèmes; d'après la théorie des combinaisons, le premier genre admet six espèces, le deuxième quatre et le troisième une seule espèce. Parmi ces onze espèces de problèmes, les plus intéressantes, au point de vue physique, sont celle où la fonction (f contient les deux variables x et f,
(*) Commenlarîa. Petrop,, 1727, p. i36.
(*) Mechanica, t. I, p. 62 et suiv.
(') Traité de Dynamique.
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et celle où cette fonction contient les trois variables x , f el %^. A la première répondra notre première section , où nous considérerons le mouvement dans le vide; à la seconde répondra notre seconde section, où nous considérerons le mouvement dans un milieu résistant.
SECTION I
MOUVEMEKT DAKS LE VIDE.
1 . Une molécule est placée en un point duquel émane une force répulsive et proportionnelle à la w''"' puissance de la distance. Déterminer la vitesse dont le mobile est animé lorsquil a parcouru un espace donné et le temps quil a mis à parcounr cet espace.
Soient f/. la force répulsive à T unité de distance et x la distance du mobile au centre des forces.
On a
dx ^
Si Ton intègre en observant que v est nul lorsque x = o, il vient
Celte équation fait connaître la vitesse "du mobile lorsqu'il a parcouru l'espace x.
On a d'ailleurs
dt V « -M
dt=z Kf X ^ dx,
2fx
et si Ton prend Tinstant du départ pour origine du temps.
I 72 y 2fA
ËULER, Meclianica^ X, I, p. ï23.
2. Un point matériel est attiré "vers un centre fixe par une force inversement proportionnelle à la n'^"*^ puissance de la distance. Trouver quel doit être le nombre n pour que la vitesse que le mobile acquiert en venant vers le centre d'une distance infinie à la dis-tance a, soit égale à celle qu il aurait acquise en venant
de la distance a à la distance -, a.
Soient f'i la vitesse acquise dans le premier mouvement, v^ la vitesse acquise dans le second mouvement, X la distance du mobile au centre d'attraction et \j. l'attraction exercée à l'unité de distance.
On a
ch p
dx a:" '
d'où
Puisque les vitesses t^i et ^2 doivent être égales,
Un point matériel placé sur l'une des diagonales 1. i
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d'un carré, près du centre de cette figure^ est attiré vers les quatre sommets par des forces égales et fonctions de la distance. Déterminer la durée des petites oscillations que le point exécute autour de sa position d'équilibre.
Soient 2a la longueur d'une diagonale, x la distance du mobile au centre du carré, r sa dislance à chacune des extrémités de la diagonale sur laquelle il ne se meut point, et (p(r) l'attraction de chacun des sommets à la distance /•.
On a
Développons le second membre par la formule de Taylor suivant les puissances ascendantes de x. Comme cette distance x est fort petite, nous pouvons négliger ses puissances supérieures à la première. Alors l'équation se réduit à celle-ci ,
ou
, posant 2 ?-^ ■A-(f' [a) = K ,
Multiplions les deux membres par i* ;t- et intégrons 5 il vient
Kx' -f- oonst.,
dt) -
et si nous nommons j3 la valeur initiale de x,
I dx
t ■= -— arc cos - ,
^ = pcos(r V^k).
On voit 5 par celte dernière formule , que la distance x oscille entre les valeurs jS et — (3 , et que la durée d'une oscillation est
4. Deux points maténels A ef B s'attirent proportionnellement à leur distance-, ils sont d'abord maintenus immobiles dans une position donnée, puis on les abandonne à leur attraction. Déterminer leurs positions et celle de leur centre de granité, à un instant donné.
L'attraction de A sur B à l'unité de distance est égale k (jL^ et celle de B sur A est égale à (jl.
Soient X et x^ les distances des mobiles A et B à un point fixe O pris sur le prolongement de la droite BA.
Les équations du mouvement sont ici
dt' ^ ^
Multiplions ces équations respectivement par fx' et par fz,
puis ajoutons les résultats-, il vient
fVx d'x'
dr ^ do
Si Ton prend l'origine du temps à l'instant où le mouvement commence, Tintégralc est, sans constante,
, dx dx'
et si l'on désigne par a, a' les valeurs initiales de or, x\ on obtient, par une seconde intégration,
(i) u'-r 4- px' =r p'fl -I- ptflr.
Retranchons Tune de l'autre nos deux premières équations, et posons
x' — x-=z z\ il vient
Intégrons en observant que z ^x — sont nuls , lorsque z =1 a! — a 5 nous obtenons
dt = . ' ^^
v/fx' 4- f* v^(a'~/7)'— 2' '
t =:= arc cos —, >
OU
(a) x'— a: = («' — a) cos(r \/fz'4- pj.
DYNAMIQUE. «laQ
Les équations (i) et (2) nous donnent
X = î— 7— î- ^-Vr — -' cos [t v/fA' -f- f*),
Soient m , m' les masses des deux mobiles A , B , et jc la distance de leur centre de gravité au point O. Nous avons
( m -4- m ) X = mx 4- m x = — (fx a -\- \t.a )
Dans le cas où les attractions ^i et //' sont proportionnelles aux masses m' et m, cette équation devient simplement
d^où Ton voit que le centre de gravité du système reste alors immobile pendant toute la durée du mouvement.
ô. Un point matériel, soustrait à l'action de la pesanteur, est placé à V extrémité de Vaxe d'un tube cylindrique qui se prolonge indéfiniment; les parois de ce tube sont très^minces, et la matière qui les compose est douée d'une force attractis^e ùwersement proportionnelle au carré de la distance. Déterminer la vitesse acquise par le point matériel lorsqu'il a parcouru un espace donné sur l'axe du tube.
Soient /' le rayon du tube, e l'épaisseur des parois, p leur densité, x la distance du mobile à l'extrémilé de Taxe et fi Taltraction de l'unité de masse à Funité de distance.
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Le volume de la petite portion des parois qui est comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe et dont les distances au mobile sont s et s -\- dsy a. pour expression V.
l'attraction que cette portion du tube exerce sur le mobile suivant l'axe est
nniipr^ds — i— . 7=4==-
Par conséquent,
d'x r"^ sds — = a,rpprel ^
1^ 2 7rfxpr6 27tfApr« * » — -^—
sjx^-
dx Multipliant par *i — ex intégrant,
v^ = ^viY'^rz log [x H- six* -i- r^) -f- const.
On détermine la constante par la condition que j^ soit nul en même temps que a: , et il vient
, , ^ -h V^ÂM^
i»' = 4 TTfAÛ r 8 log = •
6. Une bille pesante est lancée d'une hauteur de 20 mètres contre un plan horizontal^ elle rebondit de lo mètres y retombe de noui^eau et rebondit de 4 mètres. Trousser V élasticité de la bille et la vitesse a^ec laquelle elle a été lancée.
Soient a la vitesse imprimée au mobile, u la vitess»
qu'il possède à la lin de sa première chute et e son élasticité.
Nous avons
P»= a'4- ^og.
Au commencement du premier bond, la vitesse du mobile sera ev^^ et puisque cette vitesse ne devient nulle qu'après une ascension de lo mètres,
Au commencement du deuxième bond, la vitesse sera e' v^ et puisqu'elle n'est détruite que par une ascension de 4 mètres,
Ces trois équations nous donnent e = \l jr> ^ == v/iog' ou à peu près 9"",90 par seconde.
7. Un point matériel se meut en ligne droite sous l'action d'une force attractiv^e dirigée vers un centre
fixe et proportionnelle à la «'*"** puissance de la distance^ on connaît la vitesse (3 que le mobile acquiert en arrivant à la distance a du centre» Trouv^er à quelle distance du centre le mouvement a commencé.
Soient fx F attraction à Puni té de distance et z la distance cherchée.
On trouve
2pL ^
EuLER, Mechan.y t. I, p. 109.
8. Un point matériel tombe sur un centre fixe qui V attire en raison inverse du cube de la distance; on connaît la distance initiale a, et l'on demande la durée^ de la chute T.
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Si l'on représente par (x l'attraction à l'unité de distance, on trouve
9. Un point matériel arris^e d'une distance infinie "irers un centre fixe qui V attire en raison im^erse du carré de la distance. Déterminer la vitesse que possède le mobile à une distance donnée du centre.
Soient a la distance donnée , t^ la vitesse cherchée et jx l'attraction à Tunité de distance.
On trouve
iO. Un point matériel est placé en un lieu connu sur la droite qui joint les centres de deux forces attractives, égales et proportionnelles à la distance. Déterminer la position du mobile à une époque donnée y ainsi que la durée des oscillations quil exécute autour de sa posétion d'équilibre.
Soient a la distance initiale du mobile au point milieu de la ligne des centres , x la distance du mobile au même point à l'époque donnée t^ el [k l'attraction de chacun des centres à l'unité de distance.
On trouve
X = a CCS {t^2^)7
et la durée d'une oscillation est
H . Un point matériel est placé en un lieu connu sur
.la droite qui joint les centres de deux forces attractives
inversement proportionnelles au carré de la distance ;
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on lance ce corps vers Vun des deux centres ^ il arrivée au point oh les attractions sont égales et y reste en repos. Déterminer la vitesse ay^ec laquelle il a été lancé.
Soient [L et (ui' les attractions des deux centres à l'unité de distance, 2a et 2a' les distances initiales du mobile à ces deux centres, et V la vitesse avec laquelle le mobile est lancé vers le second centre.
On trouve
12. Un point matériel qui se meut suivant une ligne droite est attiré par une force proportionnelle à la distance, vers un centre d'action qui se meut suivant la même droite a^ec une vitesse constante^ on connaît les positions initiales du centre d^ action et du point matériel, ainsi que la vitesse constante du premier |3 et la vitesse initiale du second (3'. Troui^er la position du point matériel à une époque donnée.
Soient a et a' les distances initiales du centre d'action et du point matériel à une origine fixe prise sur le prolongement de la droite qui va du premier pDint au second, X la distance du point matériel à cette origine à l'époque t et [Â l'attraction à l'unité de distance.
On trouve
x=za -i- ^t-h ^ 'Z.^ sin (/v'f*) -h («'—«) ces (r y^).
RiccATi, Bonon, Institut. ^ t. VI, p. i38; 1783.
13. Les données restent les mêmes que dans le problème précédent, à V exception de la force qui est répulsii^e. Trouv^er la position du point matériel à une époque donnée.
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On trouve
2 Vf* RiCGATi, Bonon, Tnst.^ t. VI, p. i5i.
14. On suppose que dans le problème \2 la vitesse du centre d^ action soit uniformément accéléf^e, au lieu d'être constante. Trouver la position du point matériel à une époque donnée.
Si Ton nomme |3 la vitesse initiale du centre d^action et y Faccroissement de cette vitesse pendant l'unité de temps , on trouve
X = fl -- -^H- p^ -f. i/^' H- êlZLP sin (r v^) ^ ^ VP
-4- («'— /7-h- jcos(rv^p).
RiCGATI, Ib., p. i68.
15. Les données restent les mêmes que dans le problème précédent, à l'exception de la force qui est répulsii^e. Déterminer la position du point matériel à une époque donnée.
On trouve
ay/fi RiccATi, Jb,y p. 182.
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16. Un point matériel est abandonné en un lieu connu à V attraction iVune plaque mince et indéfinie en tous senSy dont chaque point V attire en raison inv^erse du carré de la distance. Déterminer le temps nécessaire au mobile pour arrii^er sur la plaque.
Soient e l'épaisseur de la plaque, p sa densité, a la distance initiale du mobile à la plaque , et fx l'attraction de l'unité de masse de la plaque à l'unité de distance.
Le temps cherché est
y Trpsp
17. Vn point matériel est placé dans le plan d'un anneau mince et tout près du centre^ la densité de l'anneau et sa section normale sont partout les mêmes, la matière dont il se compose est douée d'un pouvoir répulsif im^ersement proportionnel au carré de la distance. Déterminer la position du point matériel à une époque donnée, et trouver la durée des petites oscillations qu'il exécute autour de sa position d'équilibre.
Soient a le rayon de l'anneau , h Taire de sa section normale, p sa densité, / la distance initiale du point matériel au centre, x la distance des deux mêmes points à l'époque f , et fx la répulsion de l'unité de masse de l'anneau à l'unité de distance.
j: = / cos ( - y7rTp]Â J 5 et la durée d'une oscillation est
Pf*
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18. Un point matériel est abandonné à V attraction d'un disque mince et homogène, dont toutes les molé^ cules sont douées d'un pouuoir attractif inversement proportionnel au carré de la distance; la position initiale du point matériel est connue, et se trouvée sur la perpendiculaire au plan du disque qui passe par le centre de ce corps. Déterminer la vitesse acquise par le mobile lorsqu'il arrive à la sur/ace du disque.
Soient p la densité du disque, e son épaisseur, a son rayon , b sa distance initiale au point matériel et [x Tattraction de Funité de masse du disque à Tunité de distance.
La vitesse cherchée V est donnée par la formule
19. Une bille dont on connaît l'élasticité tombe d'une hauteur donnée sur un plan horizontal. Trouver tout l'espace que la bille doit parcourir avant 'd'arriver au repos.
Soient e l'élasticité de la bille et a sa hauteur initiale au-dessus du plan.
L'espace cherché est égal à a.
20. Deux billes paiifailement élastiques sont placées à des hauteurs différentes sur une même verticale ; au même instant on les abandonne à lews poids, elles tombent sur un plan incliné de 45 degr^és à l'horizon, et continuent aussitôt leur route sur un plan horizontal parfaitement poli qui fait suite au plan incliné. Déter*miner la distance que les deux billes doivent parcourir sur le plan horizontal avant de se rencontrer.
Si l'on nomme a et a' les distances initiales des deux
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billes au-dessus du plan horizontal , la distance cherchée sera
21 . Deux points pesants sont, situés à des hauteurs différentes sur la même verticale^ au même instant on abandonne le point supérieur à son poids et on lance le point inférieur fie bas en haut auec une vitesse donnée |3. Déterminer l* époque et le lieu de la rencontre des deux points.
Soient a la distance initiale des deux mobiles , x la distance de leur point de rencontre à la position initiale du mobile supérieur et t l'époque de la rencontre, comptée à partir de Tinstant où le mouvement commence.
On trouve
KuRDWANOWSKi , Mém, de VAcad, des Sciences de Berlin , 1755, p. 394.
SECTION II
MOUVEMENT DANS UN MILIEU RÉSISTANT
Lorsqu'un point matériel traverse un milieu résistant, la force retardatrice est une fonction de la vitesse du mobile et de la densité du milieu. La nature de cette fonction ne peut être déterminée que par Texpérience. Dans les recherches mathématiques , pour simplifier les calculs et à titre d'approximation probable, ou prend une fonction de la forme kpSl^ où p représente la densité du milieu, fi une certaine fonction de la vitesse du point, et k un coefficient constant qui dépend, pour chaque milieu, de l'adhérence et du frottement des molécules.
Newton et Wallis nous ont donné les premiers travaux
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mathématiques sur le mouvement des corps dans les milieux résistants. Les profondes recherches de Newton furent publiées en Tannée 1687 dans le second livre d^ Principes. La même année, Wallis, qui, de son côté, était arrivé à des résultats précieux sur cette matière, communiqua ses réflexions à la Société royale de Londres, et les fit insérer dans les Transactions philosophiques. Deux ans plus tard , parut dans les jicta cruditorum un Mémoire de Leibnitz, où cet illustre géomètre développe ses opinions sur la résistance des milieux, et déclare les avoir présentées à l'Académie royale des Sciences l'année même des découvertes de Newton. Huyghens aussi s'est occupé de cette question à la fin de son Discours sur la cause de la pesanteur (1690). Tous ces travaux et d'autres encore ont été soumis à l'analyse et discutés avec soin par Varignon, dans une série de Mémoires qui font partie des Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour les années 1707, 1708, 1709 et 17 10. On trouve encore dans le même recueil pour l'année 1 78 1 un beau travail de Bouguer sur le mouvement d'un point matériel dans un milieu qui est lui-même en mouvement.
1 . Un corps est attiré en raison ini^erse du cube de la distance y vers un centre fixe entouré lui-même d'une atmosphère dont la densité est inversement proportionnelle au cube de la distance à ce centre, et dont la résistance varie comme le carré de la vitesse. Déterminer la vitesse du corps à une distance quelconque du centre.
Soient a la distance du mobile au centre à Tînstant où le mouvement commence, x cette distance à l'époque t, Al la résistance du milieu pour l'unité de vitesse à l'unité de distance et fz l'attraction à l'unité de distance.
d}x IL k dx^
~dF ~~ "^ ? "^ .r^ "^ '
DYNAMIQUE. ^iç)
OU
(Ix cC^X 1\IL dx 2 ^ dx^
^'di ~dF ~ ~ ~^ ~de ~^ Ic^ 'fï?'
~di \d?) ~^ dt \.r7 dt^ dt \x^y
Si Ton pose
il vient
dv^ H- kv^dz = yidz^
équation qui a pour intégrale
* On délermine la constante C par la condition que i^ soit nul lorsque .r = a ^ alors on trouve
.[.-.-ii-iï].
2. Une bille pesante, parfaitement élastique, tombe d'une hauteur connue sur un plan horizontal, et rebondit plusieurs fois de suite dans un milieu homogène, dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Déterminer la hauteur à laquelle la bille s^ élèvera après un nombre donné de réflexions.
On prendra en considération le poids du milieu déplacé par la bille.
Soient ^1 la hauteur initiale d'où tombe la bille, et généralement a„^.i la hauteur à laquelle elle s'élcve après n réflexions. Nommons B le volume de la bille , p la densité de ce corps, p* celle du milieu et k la résistance du milieu pour une vitesse égale à l'unité.
a4o MÉCANIQUE RATIONNELLE.
Le poids d'un corps dans un milieu pesant est ^al au poids de ce corps dans le vide moins le poids du milieu déplacé; par conséquent, si nous considérons la bille dans sa descente, et que nous prenions le point le plus élevé d^où elle descend pour origine de la distance x , nous aurons
dx Bp '
ou, posant g' (ï— -) =^'»
vdv
= djc.
Intégrons, en observant que *^ et a:^ sont nuls à Tinstant où la chute commence 5 il vient
Ainsi la vitesse P„ du mobile à Tinstant de son n*'"*' choc vérifie l'équation
Considérons actuellement Tascension qui suit ce /i*'""' choc , et désignons par x la hauteur du mobile au-dessus du plan. Nous avons
c — = — fi^ — X-f;»
dx ^
ou
vdç — r— =r — dx,
équation qui a pour intégrale
Si l'on considère en particulier l'instant où Tascension commence, on aura
J^log(, + i.„')=«^,,
Posons 5 pour abréger,
Alors les équations (i) et (2) nous donnent
on aura de même
Ajoutant ces équations, il vient
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et si Ton remplace «i , J<„+i par leurs valeurs,
2Ha^
ne — n H- I
1 , (/f4-i)tf — /i «,,.= -^logt— ^
Telle est la hauteur du w*''"* bond.
Quand on suppose que la bille arrive d'une distance infinie, ai est infini, et la valeur précédente se réduit à celle-ci
EuLER, Mechan.y t. I, p. 192.
3. Un centre d'attraction est entouré d'un milieu dont la densité varie ai^ec la distance suii^ant une loi connue, et dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Déterminer quelle doit être l'attraction de ce centre pour quun point matériel abandonné à son action emploie toujours le même temps pour l'atteindre y quel que soit le point de départ.
Soient a la distance du centre au point matériel à Finstant où le mouvement commence , x cette distance à l'époque t, F la force d'attraction et p la densité du milieu, laquelle est une fonction de x.
L'équation du mouvement est ici
ou, multipliant par 2e""^-^''''*,
e-^fP^ç'z=-^2 je-''fp^¥dx -h const.
On détermine la constante par la condition que u soit nul lorsque x = a^ alors, si Ton pose, pour abréger,
il rient
Jo Jo '
dt=
Posons encore
rfX
nous aurons
^X dt =
PV^A — X'
et la durée de la chute du corps sera donnée par la formule
dX
ps/a— x"
Puisque le second membre doit être indépendant de la distance initiale, ou, ce qui est la même chose , indépendant de A , il faut que la quantité comprise sous le signe f soit dû degré o en A, XeldX. Pour qu'il en soit ainsi,
P doit être une fonction homogène et du degré - par rapport à X et A 5 mais, d'après Téquation (i)? P est indépendant de A , donc la seule valeur qui puisse convenir à cette quantité est
^ désignant une constante.
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Ceci posé y rëcpadon (i) nous donne et comme X et x sont nuls en même temps ,
Jo
Élevons au carré, puîs remplaçons X par sa valeur^ nous trouvons
De la différentielle de cette équation , on tire la valeur cherchée,
Lorsque p = o , ce qui est le cas du vide parfait ,
Lorsque p est une constante , ce qui est le cas d^un milieu homogène ,
EuLÎik, Mechan,, 1. 1, p. 220.
4, Un centre de forces C est animé d'un moux^ement uniforme suii^ant la direction OPCA5 il repousse en raison directe de la distance un point matériel P qui se
meut suivant la même droite, dans un milieu homogène et dont la résistance est proportionnelle à la vitesse. Déterminer la position du point matériel à une époque donnée.
Soient a et a' les distances initiales du centre C et du point P à l'origine fixe O, |3 et ^^ les vitesses initiales de ces mêmes points, fx la force répulsive à Tunité de distance , k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse et X la distance qui sépare le point P de l'origine O à l'époque t.
Si nous convenons de considérer comme positives les vitesses et les dislances comptées dans la direction OPCA , et comme négatives les vitesses et les distances comptées dans la direction contraire , le mouvement sera toujours représenté par l'équation
ou , si l'on pose
•or — fl— ^ P^ = Ç,
dt^ dt ^
Nous intégrerons cette équation parla méthode commune des équations linéaires.
Substituons la valeur Ç = Ae^', dans laquelle A et p désignent des constantes qu'il s'agit de déterminer. Il vient
équation qui a pour racines
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par conséquent, Tintégrale générale sera c'est-à-dire,
Lorsque t est nul, on doit avoir
' dt ^ '
de là il suit que les constantes C et C sont déterminées par les deux équations
On trouvera ce problème et plusieurs autres du même genre dans les Mémoires du jésuite V. Riccati, De motu rectilineo corporis attracti aut repulsi à centra mobili; Disquisitio quarta. Comment. Bonon, t. VI, p. 212;
5. Un point matériel reçoit une ^vitesse donnée j3 dans un milieu homogène^ dont la résistance est proportion^ nelle à la racine carrée de la vitesse. Déterminer l'époque à laquelle le point s'arrêtera.
Si l'on nomme k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse et T l'époque cherchée, comptée à partir de l'instant où le mouvement commence, on trouve
6. Un point pesant est placé dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de
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la vitesse. Soient t le temps nécessaire à ce point pour acquérir en tombant une vitesse \^^ etx le temps qui lui serait nécessaire pour perdre cette même vitesse si on le lançait verticalement de bas en haut. Déterminer la relu" tion qui existe entre les deux quantités t et r.
Si Ton représente par k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse, on trouve la relation
2^V^ = logtang Ij-^Ts/gÂy
7. Un point matériel, lancé a^ec une vitesse de 3oo mètres par seconde, dans un milieu dont la résistance est constante, a perdu la moitié de sa vitesse en parcourant une longueur d'un décimètre. Déterminer le temps employé à parcourir cet espace.
Le temps cherché est égal à — ^ de seconde.
8. Un point matériel, parti du repos, est attiré vers un centre fixe par une force d^ intensité constante^ le mouvement s' exécute dans un milieu dont la résistance est proportionnelle au catré de la vitesse et à V inverse de la distance au centre. Déterminer la vitesse du mobile à une distance quelconque du centre, et trou\^erla distance pour laquelle cette vitesse est un maximum.
Soient/la force d'attraction , k la résistance du milieu pour Funité de vitesse et Funité de distance au centre , (^ la vitesse, x la distance du mobile au centre et a la valeur initiale de cette distance.
On trouve généralement
et la distance qui correspond au maximum de la vitesse
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est
9. Deux points pesants sont placés sur la même verticale dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle à la "vitesse^ au même instant y on laisse tomber le corps supérieur, et on lance le corps inférieur de bas en haut suii^ant la verticale ai^ec une vitesse donnée. Déterminer le temps qui s'écoulera avant que les deux corps se rencontrent.
Soient a la distance initiale des deux mobiles, ^ la vitesse imprimée au mobile inférieur, k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse et T^le temps cherché.
On trouve
10. Un point pesant, d^ élasticité connue ¥i^ tombe sur un plan horizontal, dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse^ la vitesse initiale est nulle, et la hauteur du point de départ au-dessus du plan est connue. Déterminer la longueur de tout le chemin qu'il doit parcourir avant d'arriver au repos.
Si Ton nomme k la résistance du milieu pour l'unité de
vitesse, a la hauteur initiale et s la longueur cherchée,
on trouve
I , i — E' 6r-'*° s=:a ^-lo^ ,^E- '
BoEDONi, Mt'morie délia Societa Italiana, 1816, p. i6a.
CHAPITRE m
MOUVEMENT d'uN POIINT MATÉRIEL LIBRE.
SECTION I
FORCES SITCJÉES DANS UN MEME PLAN ET DIRIGÉES d'uNE MANIÈRE QUELCONQUE.
Considérons un point matériel qui décrit une courbe plane sous Faction de forces dirigées comme l'on voudra dans le même plan. Si nous nommons x, j^ les coordonnées de ce point, X la somme des composantes des forces accélératrices suivant Taxe des a: , Y la somme des composantes suivant l'axe desj* et t l'époque considérée, toutes les circonstances du mouvement seront contenues dans les équations
^^^ dt^ -"^' dt^ -^
Celte méthode, qui consiste à décomposer les forces accélératrices suivant des axes fixes, et ramène ainsi l'étude du mouvement aux formules du mouvement rectiligne, a été donnée pour la première fois par Maclaurin , en 1 74^ , dans son Traité des Jluxions (vol.I, art. 4^5 et suiv.). Avant cette époque, toutes les questions étaient résolues par la méthode des composantes tangenlielles et normales qui , eu général , ne se prête pas aussi bien aux transformations de l'analyse, quoiqu'elle dérive plus immédiatement de la nature même du mouvement curviligne. C'est la marche qu'Euler a suivie dans sa Mécanique ^ publiée en 1736.
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La méthode des composantes tangentieUes et normales est fondée sur deux formules utiles à connaître.
Soient
u la vitesse du mobile en un point de sa trajectoire^
5 l'arc de la courbe qui se termine au même point ;
p le rayon de courbure ;
T la somme des forces qui sollicitent le mobile , estimées suivant la direction de son mouvement ;
N la somme des mêmes forces estimées suivant la normale qui se dirige du côté de la concavité de la courbe.
Le mouvement est représenté par les équations
as p
Si l'on remplace dans ces formules — et p par leurs
valeurs bien connues en x^y^t et leurs dérivées, on obtient deux équations différentielles du second ordre qui sont équivalentes aux équations (A).
1. Un point matériel et pesant décrit la trajectoire ABCD 5 on connaît sa vitesse au point B , estimée suipant une perpendiculaire à la corde BC, et F on demande sa ^vitesse au point C , estimée suit^ant la même direction.
Prenons la corde BC pour axe des x , et la perpendiculaire qui est dirigée de bas en haut pour axe des y. Soient a l'inclinaison de la corde sur l'horizon , u la composante connue de la vitesse au point B , et Mi la composante cherchée de la vitesse au point C.
— =-gcosa.
Si Ton prend l'instant du passage au point B pour ori-
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gîne du temps , et que Ton intègre deux fois , il vient
dx
— ==M — grcosa.f,
y '=z ut gcoSoL.t^.
Ces deux équations générales , appliquées au point C de la trajectoire , nous donnent
M, = a — gcoscL,ty et l'on en tire
0= U gCOS(X,t,
tt, = — «.
Ainsi , quand un projectile lancé dans le vide coupe une droite donnée en deux points ^ il la traverse a\^ec des vitesses dont les composantes perpendiculaires à la droite sont égales et de sens contraires.
2. Un point matériel décrit une parabole autour d'un centre de forces situé à Vintersection de la directrice et de Taxe. Trousser la force qui sollicite le mobile en un point quelconque de sa trajectoire.
Prenons le centre des forces pour origine des coordonnées, l'axe de la parabole pour axe des .r , et la directrice pour axe des y.
Soient /7 le paramètre , r la distance du mobile à l'origine, et F la force que nous supposerons répulsive.
Le mouvement est représenté par les équations
d'x _^Yx d'x__Yy df ^ r ' de "^ r
d'où Ton tire
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La constante C représente le double de l'aire décrite par le rayon vecteur dans l'unité de temps.
D'un autre côté , l'équation de la parabole
nous donne
/ \ dy dx-
d^X dy^ d*x
et si l'on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs,
r dt^ '^ r
Éliminons ^ et -^ entre les équations (i) , (2) et (3). Il vient
ou , d'après l'équation de la parabole ,
3. Un point matériel se meut ai^ec une ^vitesse constante, sous faction de deux centres fixes qui V attirent en raison in\^erse de la distance as^ec des intensités égales pour des distances égales. Déterminer la trajectoire.
Prenons pour axe des x la droite qui joint les deux centres , et pour origine le point milieu de cette droite.
Soient 2 a la distance des deux centres, r et r' les distances du mobile à ces deux points , et fx l'attraction à l'unité de distance.
Les équations du mouvement sont ici , d^x \L a — X II a-hx
dt^ r r f" /
De plus , on a constamment rfx» dy'^
ou, ce qui revient au même,
dx d*x dy d}y
'dî ~dF~^Tt 'dF'^^'
Si dans cette relation on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs tirées des équations du mouvement, on obtient l'équation diflerentielle de la trajectoire ,
dx f a^-x a—x \ dyfy r\_^
{x -}- a) dx -i- ydy {x^a)dx-hydy __^ (a:-f-fl)»-hr' {x — aY + y' "" ^'
L'intégrale est
log[(a:-|-a)»+j']H-log[(ar — a)»+r']=const. =logCS [(a:-hay^y^][(x^ay+y^]=zO.
On voit que le produit des distances du mobile aux deux centres est constant; par conséquent la trajectoire est une lemniscate.
Si l'on donne le point milieu de la ligne des centres pour position initiale du mobile, alors C = a, et l'équalion de la trajectoire peut s'écrire
(x'-hX'Y^^a'i^' — X'h Sous cette forme, on reconnaît une lemniscate de Jac-
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ques Bemoulli , lieu de pieds des perpendiculaires abaissées de Torigine sur les tangentes à Thyperbole équilatère
4. Un point matériel est attiré par un centre qui se meut en ligne droite avec une vitesse uniforme et dont le pouvoir attractif est proportionnel à la distance^ la vitesse initiale du point matériel est dirigée dans un même plan avec la droite que parcourt le centre d'attraction. Détertniner la posàion du point matériel à une époque quelconque.
Prenons pour origine la position initiale du centre d'attraction.
Soient a et (3 les projections de la vitesse du centre sur les axes des x et des y^a elb les coordonnées initiales du point matériel, p sa vitesse initiale suivant Taxe des x, q sa vitesse initiale suivant Taxe des ^, et |x Fattraction à l'unité de distance.
A l'époque t les coordonnées du centre d'attraction seront a f et j3 f ; par conséquent , si Ton représente par x et y les coordonnées du point matériel à la même époque, on aura
La première équation peut s'écrire
d'[x — aLt) , ,
Sous celte forme on voit tout de suite que l'intégrale est
x.=z Acos(f Vp) + Bsin(^\/fÂ)H- af.
On détermine les constantes A et B par la condition que pour^ = o, on ait
dx X = fl et
il vient
X = fl et -— = o ;
dt ' '
p — a A = « et B = <—-=- ,
. Vf*
d'où
X =z a cos{t \f^) -H sin(rv/fÂ)-i- at.
On trouvera de la même manière
Y=b cos(r sj'^) 4- ^^^ sin(f sjpj -h pr.
5. Un point matériel décrit une parabole sous faction de deux forces : l'une, parallèle à l'axe , est inconnue,l'autre, dirigée sui\^ant la perpendiculaire abaissée sur l'axe, est proportionnelle à la longueur de cette perpendiculaire. On donne la vitesse du mobile au sommet de la parabole, et Von demande de déterminer la force inconnue, et d'assigner la position du mobile à une époque quelconque.
Soient j3 la vitesse du mobile au sommet de la courbe, fx la force perpendiculaire à l'axe pour Funité de distance, X la force cherchée , et 7* = ^px l'équation de la parabole.
Les équations du mouvement sont
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Si Von multiplie cetl Ton intègre, il vient
Si Von multiplie cette dernière ëqnaticm par 2 — et qae
D'nn antre côté, Féquation de la parabole nous donne
df dx ^di==P-dr
dy* d}y /l*x
et si Ton remplace les dérivées secondes par leurs valeurs , dr"
Cette équation, jointe à l'équation (A) , nous fait connaître la valeur de la force X,
Résolvons la seconde partie du problème.
L'équation (A) peut s'écrire
Prenons pour origine du temps l'instant où le mobile passe au sommet de la courbe , et intégrons 5 il vient
t= —= arcsm —5-^9
et par conséquent ,
Ces valeurs nous montrent que le mobile oscille de part et d'autre du sommet sur Tare dont les extrémités
répondent à Tabscisse -^—y la durée d'une oscillation
étant -=•
Vf*
6. Une petite bille {Tune élasticité connue est lancée au-dessus d'un plan horizontal, dans une direction connue etauec une vitesse donnée. Déterminer les points où la bille viendra frapper le plan après ses bonds suc-cessifsy la vitesse et la direction de la bille à V instant de ces chocs et les époques auxquelles ils auront lieu. On supposera que la bille est lancée d^un point pris sur le plan horizontal»
Soient
e l'élasticité de la bille \
7io la vitesse initiale \
Un la vitesse qui anime le mobile immédiatement avant le n''"** cboc ;
oLo l'angle que la direction de la vitesse initiale fait avec rborizon ;
«„ l'angle sous lequel la bille vient frapper le plan borîzontal au n'^""' cboc •,
tn le temps qui s'écoule entre l'instant du départ et le
/„ la distance qui sépare la position initiale et le point où le n'''^' cboc a lieu.
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La théorie du choc des corps nous donne
Un CCS an = «„-, CCS a«_, ,
Un sina„ = eun^x sina^^,.
Si Ton applique ces équations aux chocs successifs , on tire de la première
(i) a„cosai,= u, cosai = ttoCOSoe«, i
et de la seconde
( 2 ) Un sin au = e»-' a, sin a, = ^*-' »« sin ao ;
par conséquent,
tangai,=:c"-' tango. ,
Un = ««cosa» [i + e'f"'"') tangua,]' .
Ces dernières formules nous donnent la direction et la '
vitesse de la bille à Tinstant du «'*"•' choc ; elles nous permettent de déterminer toutes les circonstances du mouvement sur chacun des arcs paraboliques.
D'après les propriétés bien connues du mouvement des
projectiles dans le vide , nous avons
r„ — ^„», = - a„smart, \
/„ — /„_, = Un COSa„ {tn ■— r„-, ).
La première de ces équations peut s'écrire, en vertu des |
relations (a),
\o) tn — tn^i = - Uo smao ^-' ; .
on en conclut
tn= -WoSinao(e?"-' -f- c"-2_|«. . . 4- ^ 4- i), I
^ . i 2tfoSmao I — e^
Telle est l'époque du n**"*' choc.
La seconde des équations considérées , eu égard aux relations (2) et (3)^ peut se mettre sous la forme
1 j ^7 • _» . «Jsinaao
in — U-i = - «: ces ao sm a» ^~"' = —2 €'*-' ;
on en tire
" tt! sin 2 ao , .
2^^ sin 2 ao I — e^
C'est la distance du point de départ au point du n'^"^" choc,
BoRDONi, Memorie délia Società Italiana, t. XVII, part, I,
7. Un point matériel est attiré vers deux axes rectangulaires OX, OY par des forces im^ersement proportionnelles aux cubes de ses distances à ces axes. Déterminer sa trajectoire.
Nous supposerons (pie le mobile est primitivement placé dans le plan des deux droites OX , OY sans vitesse initiale, et nous prendrons ces droites pour axes coordonnés.
Sc'ent a, i les coordonnées initiales du mobile, et w*, /z* les attractions des axes OX, OY à l'unité de disunce.
Les équations du mouvement sont
elles ont pour intégrales premières
A et B représentant deux constantes arbitraires.
Si Ton détermine ces constantes par les données ini-
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tialcs, il vient
oa
xdx _ /«» r<(r «' .
Intégrons une seconde fois , et nommons Â', B' des constantes arbitraires ; nous obtenons
(îx) qiv^û'-x'=Çf-|-A', ip^ïr:^=~f-i-B'.
Or, lorscpe « = o , on a
x=za, x = b;
par conséquent les constantes sont nulles, et les intégrales peuvent s'écrire
Ces expressions de x et de j^ deviennent imaginaires
lorsque t atteint les valeurs — > —^ elles ne peuvent donc
convenir après les époques marquées par ces valeurs. Occupons-nous d'abord de la variable x. Pour avoir son
expression après l'époque f = — > il nous faut revenir
à l'équation primitive (i), et l'intégrer en déterminant les constantes par les circonstances qui se présentent
à l'époque f = — .
Puisque le temps n'entre pas dans la valeur de — que l'on obtient par une première intégration , on arrivera
encore à Téquation (2),
Si ron y pose t = — et a: = o, ce qui est la valeur de X
correspondante à cette époque , on trouve
A' =r — « zp a ,
et comme t doit augmenter lorsque la valeur numérique du radical diminue, il faut prendre A' = — aa; en sorte que l'on a
Zp a s/a* — x^ = rn^t — la?-
Le radical a le signe inférieur lorsque le mobile s'approche de l'axe des j' ; il a le signe supérieur lorsqu'il s'en écarte. Elevant au carré, il vient
Cette valeur de x devient imaginaire lorsque t atteint la
, Za} valeur — - •
On verra de même qu'à partir de cette époque jusqu'à
l'époque t = — ^9 la formule qui représente le mouvement
est
et ainsi de suite.
Il résulte de cette discussion que la projection du mobile sur l'axe des x exécute de part et d'autre de l'origine
des oscillations dont la durée commune est — - , et Tam-
plilude 2 a. Généralement la valeur de x en fonction de t
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pour la p^'^ oscillation est donnée par la formule
û» (û' — X») = [lïi»/ — 2 (/? — i) a^]K
On trouvera de la même manière que la projection du
mobile sur Taxe des y exécute de part et d'autre de Ton-
2 6' gine des oscillations dont I9 durée commune est — ^ > et
Famplitude 2 a. La valeur de y en fonction de t pour la ^me oscillation est donnée par la formule
Si Ton élimine t entre ces deux dernières équations, il vient
ari^ \yja} — ar» -+- 2 (/? — i) «] = hm" \>lb^—jr^ 4- 2 (y — 1) ^].
Cette équation représentera la courbe sur laquelle se meut le mobile à l'époque f , pourvu qu'on y remplace/? par le nombre entier immédiatement supérieur à
iw* /w*r-4-fl'
et q par le nombre entier immédiatement supérieur h
n" nU-h b^ 26* 2^^
On pourra construire les courbes qui correspondent aux diverses valeurs simultanées de ;? et de ^; les intersections de ces courbes détermineront la partie de chacune d'elles qui est parcourue par le mobile.
On voit par ce problème que, dans certaines questions
de dynamique qui admettent toujours une solution réelle, les intégrales des équations du mouvement peuvent néanmoins présenter des quantités imaginaires qui s'introduisent lorsque le temps dépasse une certaine valeur. Cela montre que le mouvement ne peut être représenté à toute époque par les mêmes formules. Alors, pour obtenir les formules réelles qu'il faut substituer aux premières, lorsque celles-ci deviennent imaginaires, il suffit d'inté^ grer de nouveau les équations primitives en déterminant les constantes par les circonstances qui ont lieu à V instant oii les premières formules cessent d'être réelle»,
8. Un projectile est lancé sous une inclinaison con* nue a , avec une vitesse telle, que sa trajectoire passe en un point donné K\ on sait que la droite qui joint le point de départ au point A fait avec F horizon un angle (3, et que le corps parcourrait cette droite en n se^ condes s'il se mouvait uniformément avec la vitesse initiale. Déterminer Pinstant auquel le projectile atteindra le point A ,
Le temps qui s'écoule entre l'instant du départ et l'instant cherché, exprimé en secondes, est égal à n — S-
9. Au même instant on lance deux projectiles dans un même plan vertical, avec des vitesses v et v\ sous des inclinaisons a et a' 5 outre le point de départ, il est un second point commun à leurs trajectoires ^ les deux mobiles ^atteindront à des époques différentes. On demande V intervalle T qui sépare ces deux époques.
Si l'on suppose a > a', on obtient
■ 2 (V sin (a — a')
g V cos a -H v' ces a'
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10. Déterminer le temps T qu^un projectile emploie à parcourir an arc donné de sa trajectoire parabolique y en fonction des vitesses %^ et v^ aux extrémités de cet arc, de la vitesse Vi au sommet de la parabole, et de Vangle |3 que font entre elles les tangentes aux extrémités de Parc.
On trouve
11. Un point matériel décrit une ellipse sous V action d'une force perpendiculaire au grand axe. Troui^er la force qui le sollicite en un point quelconque de sa trajectoire.
Soient
Féquation de l'ellipse, Y la force cherchée parallèle à l'axe des jTj ^ la vitesse constante du mobile suivant Taxe des X.
On trouve
Si l'ellipse se réduit à un cercle de rayon a , la force devient
Newton, Principia, lib. I, prop. 8.
RiGCATi, Comment, Bonon,, t. IV, p. i49; 1757.
12. Un point matériel décrit une cycloïde sous V action d^une force parallèle à la base. Déterminer la
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force qui le sollicite en un point quelconque de sa trajec-foire.
Soient
X = a [i — cosô),
^ = rt (ô-h sind),
les équations de la cycloïde , Y la force cherchée parallèle à l'axe des j^, j3 la vitesse constante du mobile suivant Taxe des x.
On trouve
a (asinô -— sin2Ô)
i3. Un point matériel est lancé av^ec une vitesse connue parallèlement à une droite fixe vers laquelle il est constamment attiré par une force proportionnelle à la distance. Déterminer la position du mobile à une époque quelconque j et troui^er Inéquation de sa trajectoire.
Soient b la distance initiale du mobile à la droite , ^ la vitesse imprimée, /x* l'attraction à l'unité de distance. Prenons pour axe des x la droite donnée et pour axe des y la perpendiculaire qui passe par la position initiale du mobile.
Nous trouvons
a:=pj, jr=zbcos(iAt)y
et, par conséquent,
y=zbcos^'
RiccATi, Comment. Bonon., t. IV, p. i55; 1757.
14. Les données restent les mêmes que dans le problème précédent, si ce nest que la force d'attraction varie en raison inverse du carré de la distance. Troui^er r équation de la trajectoire.
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On trouve
RiccATi, Comment, Bonon.y t. IV, p. iSg.
15. Un point matériel est lancé dans la direction OX as^ec une ^vitesse donnée (3 ; ce mobile est attiré par une force proportionnelle à la distance vers un centre d^ action qui se meut uniformément dans la direction perpendiculaire OY. Déterminer la position du mobile quand son mouvement devient parallèle à OT.
Soient a la distance initiale du centre d'action à l'origine O, j3' la vitesse uniforme de ce centre, (x* l'attraction à Tunité de distance , et x', y' les coordonnées de la position cherchée du point matériel par rapport aux axes OX,OY.
On trouve
16. Un point matériel primitivement en repos est abandonné à V action de deux forces, Vune est constante en grandeur et en direction , Vautre est une force répulsive émanée d^un centre fixe et proportionnelle à la distance. Déterminer la position du mobile à une époque quelconque , et trouver V équation de sa tra-^ jectoire.
Prenons le centre de répulsion pour origine des coordonnées, et disposons les axes de manière que chacun d'eux fasse un angle de 45 degrés avec la direction de la force constante.
Soient jc = a , / = è les coordonnées de la position
initiale du mobile, jut' la force répulsive à Tunité de distance et y* la force constante.
Si l'on pose -=. = w , il vien t
équations qui résolvent complètement le problème.
17. Une petite bille d'élasticité donnée, lan^ cée dans une direction connue au-dessus d^un plan incliné qui passe au point de départ, parcourt ce plan en bondissant. Déterminer les angles d'* incidence et de réflexion aux différents chocs.
Soient e l'élasticité de la bille^ i l'inclinaison du plan , ûfo l'angle que la direction du mouvement initial fait avec le plan , a„ et (3„ les angles de réflexion et d'incidence au ^ïime ^.|jQç comptés à partir du plan.
On trouve
(1 — ^)^tangao tanga, = etangp„= , _ ^_ ^ (, _ ^) tang/ tany»;
BoRDONi, Memorie délia Societa Italiana, t. XVII, part. I, p. 191; 1816.
f8. Les données sont les rhêmes que dans le problème précédent. On demande de trousser la relation qui existe entre V élasticité de la bille et les portées de trois bonds successifs mesurées sur le plan, et de déterminer la distance de la bille à son point de départ lorsqu'elle commence à glisser en cessant de bondir.
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Conservons les nolalions du problème précédent, et nommons t^o la vitesse initiale, Ri, Rt, etc., R„, Rn+i? B«H.s 9 etc., les portées des arcs successifs, et S la distance de la bille à son point de départ lorsqu'elle commence à glisser ; ces distances Ri , Rs , etc. et S seront positives en remontant le plan et négatives en descendant.
On trouve la relation
d'où l'on voit que les portées des arcs successifs seront les coefficients des puissances successives de rindéterminée z dans le développement de la fraction
R. — [(g-f-g»)R. ->R,]z I — (e 4- ff*)a4-^»'
suivant les puissances ascendantes de z. Il suit de la, en faisant z = i,
R.(i-g — g')-hR, - (,-^)^(,H.^) '
2 (^ J sin ao r ces a„ ces / sin a. sin i "1 ^ ces'/ L * — ^ (* — ^Y A
et si l'on pose (i — e) cot/ = cotjS ,
2(^0 sÎDoo sin p ces ( ao 4- p)
g sin f ces' p
W. W, SECTION II
FORCES CENTRALES
Un point matériel est attiré vers un centre fixe par une force F constamment dirigée vers le centre et variable avec la distance; on prend pour origine le centre d'atiraction, et Ton nomme
X ^ y les coordonnées du mobile;
r sa distance au centre d'attraction \
d Fangle que le rayon vecteur r fait avec Taxe des X]
P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente au point de la courbe que le mobile occupe ]
p le rayon de courbure ;
i^ la vitesse 5
To et (^0 deux valeurs simultanées des quantités r et u-^
G une constante.
Alors les équations générales du mouvement sont celles-ci :
d^x Fx
dt' "~
dt^'~
On en tire les formules suivantes dont Fusage est très« commode :
r^d6 = Cdt,
VI
„ rfÔ» d'r
^='''dr dt^'
(yn)
""pa dr ~pP''
Si la force centrale, au lieu, d'être attractive comme nous l'avons supposé, était répulsive, il faudrait dans
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toutes nos formules changer le signe de F, et dans la dernière prendre négatif le rayon de courbure.
L'équation (I) montre que Taire décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps ; la constante C est le double de Taire décrite dans Tunité de temps. L'équation (II) indique que la vitesse est inversement proportionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente. Ces deux propositions, qui se déduisent immédiatement Tune de Tautre, furent établies en premier lieu par Newton dans le IdWe des Principes (lib. I, prop. i). L'équation (IQ) est une conséquence des deux premières. L'équation (IV) montre que l'accroissement du carré de la vitesse ne dépend que de T accroissement de la distance au centre, quel que soit l'espace parcouru. Cette proposition est encore une découverte de Newton [Principia, lib. I, prop. 4^). L'équation (Y) est due à M. Binet; elle fait connaître la trajectoire lorsqu'on donne la force, ou fait connaître la force lorsque la trajectoire est donnée. L'équation (VI) a été donnée presque en même temps par Clairaut (*) et par Euler (') ^ elle exprime que la force accélératrice dirigée suivant le rayon vecteur est égale à l'excès de la force centrifuge sur la force attractive. La formule (Vil) fut communiquée sans démonstration par Moîvre à Jean Bernoulli, en Tannée lyoSj celui-ci lui renvoya la preuve de la formule dans une lettre écrite de Baie, le i6 février 1706 ('). Voici comment on peut la démontrer.
Nommons ç T angle que le rayon vecteur fait avec la tangente à la trajectoire. On a
— = Fsin<p (p. 25o);
(') Théorie de la Lune, p. 2; 1752.
(*) Nova comment, Petrop., p. 164 ; 175Q-1753.
(•) Fo/r MoiVRB, MiscelL analjri,, lib. VIII, et Jean Bernoulli, Opéra, t. I, p. 477.
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or
c.'=~ (form. II),
psinî> = /-^sin(p=P-^ (p. 122).
Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, il vient
ce qui est 1 équation de Moivre.
Laplace a fait une application remarquable de ces formules aux réfractions astronomiques , dans le livie X de la Mécanique céleste,
\ . Un point matériel décrit une spirale logarithmique sous l'action d'une force constamment dirigée vers le pôle. Troui^er l'expression de la force et la vitesse du mobile en un point quelconque de la trajectoire.
Soit
logr=r «0
Téquation de la spirale. On sait que la tangente fait avec
le rayon vecteur un angle constant /3 , qui est donné par
la formule
tang^ = a,
La perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente est P= rsin^:
dès lors, la formule (Vil) nous donne
Nous pourrons déterminer la constante C, si nous connaissons la vitesse Vq qui con^espond à une valeur
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donnée /o du rayon vecteur. En effet, d'après la formule (II) 9 nous aurons
t. — / -t VU- a' et , par conséquent ,
La formule (II) nous donne encore la vitesse en un point quelconque de la trajectoire ,
Newton, Principia, lib. I, prop. 9.
2. Un point matériel décrit une parabole sous Vin- Jluence d*un centre d'attraction placé au foyer delà courbe; lorsque le mobile est à une distance donnée du foyer y la force d'attraction rapportée à V unité de distance est subitement doublée. Déterminer la trajectoire que le mobile va décrire.
Soit p le paramètre de la parabole.
Dans la première partie du mouvement, on a, d'après la nature de la parabole ,
cl , si Ton différentie ,
par conséquent (formule VII),
Dans la seconde partie du mouvement ,
pr^ P3 dr
Cette
équation a
pour intégrale /,r=,. ?' + *=«'
Si Ton désigne par a la valeur du rayon r à l'instant où la force est doublée, et si l'on observe qu'à <;et instant la perpendiculaire P est abaissée sur la tangente commune à la parabole et à la nouvelle trajectoire, on aura, pour déterminer la constante ,
— = h const. :
pa pa
en sorte que la nouvelle trajectoire sera représentée par 1 équation
pr 2 V^ pa ou
pa in
Cette équation est celle d'une ellipse dont le grand axe est lŒy le petit axe ^ipa , et dont l'un des foyers coïncide avec celui de la parabole.
La distance de ce foyer au point de contact des deux courbes est égale au demi-grand axe de l'ellipse ; par conséquent , la parabole touche l'ellipse au sommet de son petit axe, et la tangente commune est parallèle au grand" axe. Cette tangente commune, considérée comme appartenant à la parabole, fait avec l'axe de cette courbe un angle dont le sinus est
il s'ensuit que Tinclinaison du grand axe de l'ellipse sur l'axe de la parabole est
arc sin
3 . Un point matériel soumis à l * attraction d 'un centre fixe se meut avec une ^vitesse inversement proportionnelie à la n'^"^ puissance de sa distance au centre. Trouver la loi de l'attraction et l'équation de la trajectoire.
Soit
l'expression de la vitesse.
La formule (IV) nous donne
si l'on dîfférentie, il vient
Telle est la force d'attraction.
Pour obtenir Féquation de la trajectoire, nous nous servirons de la formule (III). Elle nous donne
L'intégrale est
(/i — i) 9 =r arc cos H conftt.
ou , supposant que 9 soit nul lorsque r=aj
(n — i) e = arccos l-r^~^ \ — arc ces (-««-')•
Dans le cas particulier où n = i , Téquation de la trajectoire devient
Lorsque n=-^ la trajectoire est une section conique^
RiccATi, Comment. Bonon.y t. IV, p. 184.
4. Une petite bille, attachée à V extrémité d' un fil très-délié et légèrement extensible, repose sur un plan honzontal et parfaitement uni^ le fil est tendu dans sa longueur naturelle^ et sa seconde extrémité est fixée sur le plan. Le système étant dans cet état , on imprime à la bUle une vitesse connue , et dirigée dans le plan hori-zontal suii^ant la perpendiculaire à la direction du fil. Déterminer l'allongement du fil à une époque quelconque du moui^ement, et trousser l' équation de la courbe décrite par la bille.
Soient
m la masse de la bille ^ a la longueur naturelle du fil *, V9 la vitesse initiale ^
/' = a -h a: la longueur du fil à l'époque t ; Q l'angle décrit par le fil ;
p la tension nécessaire pour faire acquérir au fil la longueur a H- /3.
id.
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Puisque la teusion est proportionnelle k rallongement, l'expression générale de cette force sera ^- Substituons cette valeur dans la formule (VI) ; il vient
et si Ton a égard à la formule (I) ^
'dF'^ 7^ ^ /If p* D'ailleurs, en vertu de la formule (II) ,
par conséquent ,
r/' r a*<»»' px
'dF ~ ~H mp'
d^ X a'^v^^ px
HP "~ (a + xy "" /rôp'
d'où
dx"* «' j'o' px^
— - r=: — r- — ^— -- H- COnSt.
dt^ (fl-hx)' mp
La constante se détermine par la condition que --7- soit
nul à Torigine du mouvement; on trouve qu'elle est
égaleài^o'-
D'après la nature du fil , a: et j3 sont des quantités fort petites et du même ordre de grandeur; nous pourrons donc, sans erreur sensible, réduire la valeur précédente
de — à sa partie principale qui est du premier degré par
rapport à jc et j3. Alorsil vient
rf.= y/'
/«P «fj?
V A^ r = i / — ^ arc cos | 1 ^ — x ) •
Nous n'ajoutons pas de constante , car x eit sont nuls à l'origine du mouvement.
Ainsi nous obtenons
On voit par cette valeur que le fil reviendra périodiquement à sa longueur naturelle, après des intervalles de temps dont la durée est
Cherchons maintenant l'équation de la eourbe décrite.
La formule (I) nous permet de substituer dO kdt dans l'équation (A). Il vient
(« 4- jp)* / 2 i>o^ X px^ \
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wolj dans notre d^ré d'approximation ,
dx
Im^v^ \ pa ^
V Pà" L '"?•'.• J
pa
'V—K^.sl-h^\
Telle est l'équation de la trajectoire.
Cette courbe est formée d'ondulations ^ales et disposées en cercle ; chaque ondulation sous-tend un angle au centre
Jacques Bemoulli a commis une erreur dans la solution de ce problème. Il part de Téquation
rf'r ç^ px
dans laquelle p désigne le rayon de courbure de la trajec-
ex P
de l'équation rigoureuse, la différence est du même ordre que X-, par conséquent cette équation n'a pu lui donner une valeur exacte de l'inconnue .r.
toire; or, entre -^ et — ^ qui est le terme correspondant
Jacques Berkoulli, Nova Acta AcaiL Petrop.^ '783, p. 2i3.
5. Un point matérielle meut sous Vaction d'une force dirigée "vers un centre fixe et fonction de la distance; la trajectoire quU décrit est de telle nature , que Vun des
rayons vecteurs niaxima est à très-peu prçs égal au rayon vecteur minimum, qui le suit. Déterminer la limite de V angle compiis entre ces deux rayons vecteurs lors-quils devientient égaux.
Posons dans la formule (V)
j¥r^dz=:rf(z);
alors cette formule devient
Intégrons, et nommons a une constante^ il vient
flB:
y/^-+-Jî(2
Les rayons vecteurs maxima ou minima sont les inverses des racip.es de Téquation
Soient a, j3 les deux racines positives qui correspondent aux deux rayons considérés, et V la limite de T angle compris entre ces deux rayons lorsque |3 devient égal à «.
Cet angle V est la limite de l'intégrale
dz
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Or, les denx relations nous donnent
C'~T{p)-?(x)' ~ ?{?)-?(«) ' et par conséquent,
V=lim. r -^-V^^tP)--^^-) ,.
Pour déterminer la limite de cette intégrale, nous sul>btituerons à la variable z une nouvelle variable u définie
par la relation
a-l- Bw*
Alors , si Ton pose
aV(y3)-^*?(«)"^(/3'-0?(^^^)-[f(/3)-f(«)](^Y^
on trouve
V = lim. pU,^^.
Lm^sque Ton fait /3 = a , U* prend la forme -^ mais en
prenant le rapport des dérivées troisièmes du numérateur et du dénominateur, on trouve que la véritable valeur pour j3 = a est
en sorte que
Dans le cas où la force est proportionnelle à la n'^'*"' puis-
sance de la distance, et par conséquent ,
Cette dernière formule a été donnée par Newton , dans le livre des Principes (liv. I, sect. ix, prop. 45). On voit que dans ce cas la limite V est indépendante de a. D'ailleurs , il est aisé de reconnaître que le cas d'une force proportionnelle à une.puissànce de la dislance est le seul où Tangle V soit indépendant du rayon vecteur.
En effet , l'équation
9' (a.) ? (a) — atf (aj
a pour intégrale
B étant une constante arbitraire , et alors
la force est proportionnelle à une puissance de la distance. Les planètes décrivent autour du soleil des orbites à peu près circulaires, dont les périhélies sont sensiblement immobiles, et situés à 180 degrés des aphélies; si donc on admet que les planètes sont attirées vers le soleil par une force proportionnelle à une puissance de la distance , il faut que le degré de cette puissance soit exactement — 2 . En eflFet , lorsque n = — 2 , on a V = tt 5 et lors même que n différerait très-peu de — 2 , V serait assez différent de tt, pour qu'il en résulte un mouvement considérable dans les périhélies.
Si Ton avait, par exemple, tï = — 2,01, il en résulterait
v = -— ^= =7r-f- î^^ TT = i8.«48'. . .; V I — 0,01 ^
le përihëlie se déplacerait de i^ 4^^ ^ chaque révolution, tandis que les mouvements observés ne sont que de quelques secondes. Ceci confirme la loi de Newton.
Paigicon , Thèse de Mécanique,
6. Une comète décrit autour du soleil une orbite parabolique dont les éléments sont inconnus. Cet astre a été obsen^é en deux points dont on connaît les distances au soleil, ainsi que la distance mutuelle. Trouver une relation entre le temps qui sépare les deux observations et les autres quantités connues.
Nous pouvons négliger la très-petite quantité qui exprime le rapport de la masse de la comète à celle du soleil. Il en résulte que l'aire décrite par 1^ rayon vecteur dans l'unité de temps est égale au produit de la racine carrée du paramètre de l'orbite par une quantité connue , qui est la même pour tous les corps considérés.
2 COS^ - ô
Téquation .ie l'orbite, r, r' e,t 6, 6' les coordouftées 4fis deux positions observées , c la distance de ces deux positions ^ t l'époque de la première observation con^iptée à par.tjr de l'instaait où l'angle est nul, T le t€;mps qui sépare les deux observations* elksfp le double de l'aire décrite dans l'unité de temps ( * ) .
( ' ) Dans le calcul des orbites des corps qui font partie de notre système
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La formule (I) nous donne
^ f cos^-ô •^ ^ ^
Posons
tang - G = , tang -- ô' = e',
et admettons que 0' soit plus grand que 0. Il vient
_ p\fp [ , 0'3_e3\ .
Posons encore
planétaire, on prend ordinairement pour unité de distance le demi-grand axe de Torbite terrestre et pour unité de temps le jour solaire moyen. Alors, si l'on nomme T la durée d'une révolution sidérale de la terre, m la masse de la terre et M celle du soleil, la constante k est égale à
Or
T=365Jm-,25637,
et la valeur du rapport -> la plus probable aujourd'hui, est
par conséquent, on a
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alors
= ^ih;(«'-«)J-[.-^«>'-«)]'!-
D'un autre côté , si Ton projette la distance des deux positions observées sur Taxe de la parabole et sur une perpendiculaire , on obtient
c'=(r'cos9' — rcos0)'H- ( r' sin 0' — /' sin 9 )^
Celte relation, jointe aux valeurs
COSÔ = ;?
sinO=: -,
nous donne
c^=p^ (e'— 0)' fi -^ T (0' + ©ri =P'{^'— ^Y ^\
De là il suit
Telle est la relation cherchée.
Le double signe provient de la quantité yj (0' — 0)
qui peut être positive ou négative^ or cette quantité a le
même signe que
cos-(ô'--ô)
^' '~ "cosiocosl/
par conséquent , dans la valeur de T, on prendra le signe — lorsque ô' — Q <^ tt , et Ton prendra le signe -h lorsque
La formule que nous venons de trouver constitue un théorème de la plus haute importance pour la détermination des orbites paraboliques des comèteSw II est connu sous le nom de théorème de Lambert y bien qu'Euler l'ait établi le premier, dans le septième volumedes Miscellanea Berolinensia. La démonstration que nous avons donnée est de M. Gauss ( Theoria motûs corporum cœlestium).
7. Proposons-nous le même problème pour une orbite elliptique ou hyperbolique dont on ne connaît quun seul élément y le grand axe.
Soit
I 4- e?cos0
l'équation de Forbite, dans laquçUe a sera positif pour l'ellipse, et négatif pour l'hyperbole 5 conservons pour le reste la notation du problème précédent.
On montre dans tous les Traités de Mécanique que , si Ton pose
r:=: a [\ — c COS u ) ,
on a
? = -j- (a — c sm « ) ,
k étant la même constante que dans le problème précédent quand on néglige le rapport de la masse du corps à celle du soleil. Admettons que les quantités r, i/, 0, f se rapportent à la première observation, les quantités ana-
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logues r', m', 6', f ' à la seconde observation, et posons
Sî nous observons que
sin «' — sin tt = 2 sin p cos Pi , nous trouvons d'abord
{2) T=: — jr-[p — tfcospisinp].
Nous allons nous procurer deux autres équations entre les quantités connues et les deux inconnues [3 et e cosjSi ^ alors il nous suffira d'éliminer ces inconnues pour obtenir la relation cberchée.
La formule
cos II' -H cos a = 2 cos p cos p, , jointe à Téquation (i), nous donne
(3) r-+-r'=2fl!(i — tfcospicosp). D'un autre côté ,
c'=r»-^r'2 — 2rr'co5(e'— 0);
or l'équation de l'orbite nous donne, en ayant égard à la formule (1),
costf — e . ^ aJi — é^sÏDu cos 6= a 9 smÔ = — î ;
par conséquent ,
c" = rt' (i — ^cosa)»-f-«' (1 — 6' cos uy
— 2tf' [e — cosu)(e — costt') — 2rt'(i — e*)sin«sin«' = 2 €/=*( 1 — e^){i — sin M sin a' ) 4- «' ^' ( cos' u -f- cos* a' )
— 2«'cosacosrt'
= 2 fl* ( I — e' ) ( I — sin a sin tt' — cos u cos «')
-f-a*€' (costt — cos«')'
= 2^»(i — e^) (2 — 2 cos' p) + rt V ( 2 sin p sin p, )%
(4) c^ = 4«'sin»p(i — e'cos'pi).
Il s'agit mainlenant d'éliminer nos deux inconnues entre les trois relations (2), (3) et (4).
La seconde de ces relations nous donne
^COSp,= ^ r ]
*^ 2 a CCS ^ '
^= — (P-^ .a '^"gPJ'
'=4«'tang'pjcos»p- [^f:=4i±::2j}.
Soient
2/7 — C — (r-f-r') 2a-hc — (r-j-/)
Nous aurons
(^' ~ ^y = J =4 tang'p l^cos'p - ^ {z, + zy | ;
remplaçant
I — ros 2 S tang'P par — ; ^,
ces' p par 9
et résolvant Féquation par rapport à cos 2 j3 , il vient
C0S2 p = zz, + v/{i— Z')(l — z,'), 2 p = arc cosz — arc cos 5, ,
et j d'après la formule bien connue
I , , sin 1? — sin 7
tang- (/? — ^) =
tangp:
2 COSp-hCOSq
sin (arc cos2 ) — sin (arc cosz, )
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Sobsiitaons celle expression dans la dernière valeur de T; il vient
/5) T= — [arccosz— arccosï,— sin(arccosz)-l-sin(arccosz,)].
Cest la relation cherchée.
Dans le cas de l'hyperbole ,zetZi sont plus grands que Funité, en sorte que notre formule se trouve compliquée d'imaginaires^ pour les faire disparaître il faut remplacer arc cos z et arc cos z, par leurs expressions logarithmiques,
arccos2= -r= log(z-t-V2'— 0^
cosZ|= . log (si-^- VSi' — 1)>
arc
et mettre en évidence le signe de a.
On trouve ainsi
On n'afTecte d'un double signe que les seuls termes en Zi, car T doit être positif, et z est plus grand que Zi. Les signes supérieurs répondent à 6' — < tt , les signes inférieurs à e' — 0>î:. En effet, pour 0' — 6 = 0, T doit être nul, et z = Zi'^ donc, dans ce cas, ce sont les signes supérieurs qu'il faut prendre. De plus. Tétant une fonction continue de 6' — 6, les signes des termes en Zi ne peuvent changer qu'autant que ces termes s'annulent. Ils s'annulent pour ô' — 9=7:, et quand 6' — 9 vient à surpasser tt, les signes doivent changer, car T doit augmenter.
Ces formules étant indépendantes de l'excentricité, elles subsistent encore lorsque l'excentricité est nulle ,
c'est-à-dire, lorsque Tellipse se réduit à une portion de droite limitée aux deux foyers, et l'hyperbole à deux demi-droites terminées aux foyers. Ainsi l'on peut dire qu'une planète, pour parcourir dans «on orbite un arc dont la corde est c et dont les extrémités sont à des distances du soleil égales à ret r', emploie un temps égal à celui qu'elle mettrait pour arriver directement vers le soleil de la
distance à la distance > si elle était
partie sans vitesse initiale d une distance égale au grand
axe de son orbite.
Comme application, nous calculerons le temps quun corps pesant emploie pour tomber sur la terre d'une hauteur donnée y en tenant compte de la variation que la pesanteur éprouve lorsque la distance au centre de la terre diminue.
Le foyer d'attraction est ici le centre de la terre, le grand axe 2 a est la distance initiale du mobile au centre, et la corde c est la hauteur dont le corps est tombé pendant le temps T.
On a donc
c — a r=i2ay r=2a — c, z =z — i, Zi =r ;
par suite (formule 5 ) , si l'on suppose que le corps tombe sans vitesse initiale ,
a^ r c -^ a ^ l'xac — cO
T=_[.-arccos-^+y/-^;— J,
Lambert a démontré le premier cette belle propriété du mouvement dans les sections coniques , que le temps nécessaire à parcourir la distance qui sépare deux points ï. 19
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donnés peut s^expiimer indépendamment de ïexcentn" cité [Insîgniores orbitœ comeiarum proprietaies),
Laplace, Mécanique céleste, \vt. W, chap. 4» § 27.
8. Lorsquun corps céleste passe d'une position déternunée à une autre position également connue, le rapport du secteur décrit par le rayon vecteur, au triangle formé parlesolcd et les deux positions données, peut s'exprimer indépendamment du paramètre de V orbite. Troui^er l'expression de ce rapport pour les trois espèces d'orbites possibles,
SoieDt
r , r' les distances du soleil aux deux points donnés ;
c la distance qui sépare ces deux points;
a le demi-grand axe de Torbite ;
R le rapport cherché , et
Ha — c — {r-i-r^) 2.a-hc — {r-hr^}
Par des calculs presque semblables à ceux de la question précédente, on trouve , pour une orbite elliptique,
arc cosz — arc cosz, — sin ( are cosz) 4- sin (arc cos«i )
(1 — «)sin (arccoszi) — (1 — z,) sin (arc ces 2) '
pour une orbite hyperbolique , pour une orbite parabolique ,
Dans les deux dernières formules on discernera les si-
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gties coïivenables par les règles données aux pioblèmes précédents.
M. Encke (*) , dans un Mémoire sur la détermination des orbites elliptiques des planètes, s'est servi utilement d'une formule approximative, qui exprime le rapport du secteur au triangle indépendamment du paramètre; il n'avait peut-être pas observé qu'il existe une formule rigoureuse. La possibilité de ces formules a été signalée par M. J. Bertrand.
9, Déy^elopper la plus grande équation du centre dans le moui^ement elliptique^ smv^ant les puissances ascen^ dantes de V excentricité^ et V excentricité suivant les puissances ascendantes de la plus grande équation du centre.
On nomme équation du centre F angle que forme le rayon vecteur du mobile , avec un rayon qui tournerait d'un mouvement uniforme et passerait aux sommets de la courbe en même temps que le premier.
Nommons n l'angle décrit dans l'unité de temps par ce second rayon, et conservons pour le reste la notation du problème 7.
A Tépoque t l'équation du centre est égale à — nf ', son maximum , que nous représenterons par E , correspond à la valeur du rayon /• qui vérifie Téquation
Or
r'ûfô = ««' si l — €^dt\ par suite,
^î Jl — £?2 _ ^2
(' ) Mathematische Abhandlungen der Kônigîichen Akademie der Wissen^ schqften zu Berlin, 1849^ p. 'ik'
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La valeur de r qui annule celle différentielle est
c'est la moyenne proportionnelle entre les deux demiaxes. Les valeurs correspondantes de d et de u se déduisent des équations
On trouve
cos©= ^ —f cosu = î '—•
Il s'agit de substiluer ces valeurs dans l'équation (i) E = — nt=0 — «4- esinuy
et de développer le résultat suivant les puissances de e. On a d'abord
série convergente, puisque e esl inférieur à Funilé, Soit
Le développement qui précède donnera
sina? = — c'OSÔ = 7 ^ H- ôT ^^ + TTô É^ H- • • • ;
or 5 si Ton développe par la formule de Maclaurin X = arc sin y suivant les puissances ascendantes ^e y = sinar, il vient
1 sin* a: i .3 sin*.r
X = sm JT H 5 1 7 —z. H ... ;
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par conséquent,
d'où
/ \ A '^ . "^ 3 21 , 34OQ ,
De même , on a
Cl , si Ton pose y = — u -H -?
sm r = cosa = 7 ff + ^5- c' H — ^75 c^^ 4- . . . . -^ 4 32 128
On tire de là
40 \lO24 /
TT TT I 37 23o3
(3) « = -_^- = -_^._5gje'-^^«^_...,
sin « = cosr = I — - + :^-3-| — . . .
(4) sin« = 1 — ^6'' ^^'—•
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Substituant les valeurs (2) , (3) y (4) dans Téquation (1), îl vient
(5) E=2i? + il^H-|22-^^+....
On voit que E change de signe avec e; par suite, e changera de signe avec E , c'est-à-dire que le développement de e suivant les puissances de E ne contiendra que des puissances impaires.
Posons donc
e= — ha
«5 by Cy etc., désignant des coef&cicnts indéterminés. Substituons cette valeur dans l'équation précédente, et égalons les coefficients des mêmes puissances de E dans les deux membres^ il vient
Il , na Sqq
2«-p = o, aft4--^ + 5^ = o,..., I
et, par conséquent^ ■
II
Ainsi nous avons
Quand on pousse les développements jusqu'à la neuvième puissance, on trouve ^ II , Sqq , 1721Q 2o32363 „
_ 10^07049^ g^^ 5.7.9.9 ^" Les astronomes se servent de cette dernière formule
pour corriger Texcentricitc par Tobservatioii de la plus grande équation du centre.
10. Tandis quune comète décrit une orbite parabolitjue, on imagine un cercle variable guipasse constamment par le soleil, la comète et le sommet de la parabole. Démontrer que le centre du cercle se meut d^un mouvement uniforme.
Newton, Principia, !ib. I , prop. 3o.
H . Un point matériel décrit une lemniscate de Jacques Bernoulli sous V action d*un centre de forces placé au point double de la trajectoire. Déterminer la loi de la force et le temps employé à décrire une boucle de la lemniscate.
Soient
z'* = a' COS26 l'équation de la trajectoire 5 Ik Tattraction à l'unité de distance; F la force d'attraction à la distance r\ C le double de Taire décrite par le rayon vecteur dans l'unité de temps,
et T le temps employé à décrire une boucle.
12. Un point matériel décrit une hyperbole équilatère sous l'action d* une force dirigée vers le centre de la courbe. Trousser la loi de la force, et déterminer la po-* sition du mobile à une époque donnée.
Soient
CCS 2
l'équation de l'hyperbole rapportée à son centre , fi, F, C
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les mêmes quantités que dans le problème précédent , et t le temps compté à partir de F instant où le mobile est au sommet de l'hyperbole.
On trouve
jt = j5 sin29=— — , F=ftr;
d'où l'on voit que la force est répulsive.
13. Un point matériel décrit une cissoïde de Diodes sous V action d\ine force dirigée vers le sommet de la courbe. Déterminer la loi de cette force.
Si l'on représente la trajectoire par Féqualion
sîd'O
ces 6
on trouve que la force cherchée est une attraction proportionnelle à
14. Un point matériel décrit une circonférence sous r action d^un centre de forces placé sur la courbe. Déterminer la force et la vitesse en un point quelconque de la trajectoire*
Si l'on nomme r la, distance du mobile au centre de forces, (JL l'attraction à Tunité de distance et F la force cherchée, on trouve
NEvrTON, Principia, lib. I, prop. 7.
15. Un point matériel, sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, se meut a\fec une vitesse in\fersement
proportionnelle à sa distance au centre. Déterminer la trajectoire.
On trouve que la trajectoire est une spirale logarithmique dont le centre de forces occupe le pôle,
RicGATT, Comment, Bonon,^ t. IV, p. 184.
16. Un point matériel est attiré vers un centre fixe par une force F telle que, si Von représente par r la distance du point matériel au centre et par a, h deux constantes, on a
Déteminer la nature de la trajectoire, et examiner en particulier le cas oi^ le point matériel serait lancé d'une
distance a, avec une vitesse égale à - ^^2, dans une direction inclinée de 4^ degrés sur le rayon vecteur.
Admettons que l'angle polaire 9 soit nul en même temps que la distance au centre, et nommons C le double de l'aire décrite par le rayon vecteur dans Tunité de temps.
L'équation générale de la trajectoire est
. sm ' — ô ;
dans le cas particulier que nous devons examiner, celte courbe se réduit k la spirale d'Archimède
17, Un point matériel décrit une circonférence sous l'action d'une force attracti\^e, inversement proportionnelle au carré de la distance et dirigée vers le centre de la courbe; lorsque le mobile est arri\fé en un certain point de la trajectoire^ V attraction rapportée à Vanité
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de distance croît subitement dans le rappon de m à /'unité^ lorsque le mobile repasse au même points t attraction croît encore dans le même rapport. Déterminer la trajectoire que le mobile décrit après ce second accrois sèment.
Cette trajectoire est une ellipse qui a pour excentricité m' — I
18. Un point matériel est attiré "vers un centre fixe par une force proportionnelle à la distance. Déterminer la trajectoire.
On trouve une ellipse dont le centre coïncide avec le centre d'attraction.
Kewton, Principia, iib. I, prop. 10.
19. Un point matériel soumis à l'attraction d*un centre fixe est lancé d'une distance a, ai^ec une vitesse égale à v^ , dans une direction perpendiculaire à celle du rayon vecteur. Déterminer V équation de la trajec» toire et la durée T de la réi^olution, dans les deux hypothèses suii^antes :
On trouve, dans la première hypothèse, r=ia cos* - 0, T» = -^ ,
2 32fX
et dans la seconde hypothèse,
r» = a» cos' , T = rî< — ^.
La première courbe est une épicycloïde engendrée par
un cercle de rayon -7 ? qui roule extérieurement sur un
cercle égal.
La seconde courbe est une lemniscate de Jacques Bernoulli.
Stadeb, Journal de M. Crelle, t. XLVI; i853.
20. Un point matériel se meut sous Inaction d'un centre fixe dont V attraction est exprimée par lajormule
fx et V étant des constantes, TrouiferV équation de la trajectoire.
Si Ton détermine convenablement les constantes introduites par Tintégration , on arrive à l'équation
"* 1 — tf CCS // Ô
dans laquelle k^e^h sont des constantes, et
C étant le double de Taire décrite par le rayon vecteur dans r uni té de temps.
Cette équation représente à peu près la trajectoire d'un point qui parcourrait une ellipse en vertu de l'attraction du foyer, pendant que celte courbe, invariable dans sa forme, tournerait autour de son foyer avec une vitesse égale au produit de i — h par la vitesse moyenne du mobile dans cette ellipse.
Si Ton pose
cette équation représente à peu près la trajectoire de la lune autour de la terre supposée fixe. C'est pourquoi Clairaut, qui d'abord avait cru, par suite de calculs incom-
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Si Ton détermine la constante par les données initiales, il vient
Or, lorsque le mobile est à sa plus grande hauteur, on a
par conséquent,
T = - log f 1 4- - «^,sin a j .
2. Déterminer le mouvement d'un projectile pesant, lancé dans un milieu dont la résistance est exprimée par a H- i>^, a, b désignant des constantes et y la "vitesse.
Si Ton prend l'axe des y vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur, les équations du mouvement seront
d*x , . . dx
dO ' ^ ^ds ^
Multiplions la première équation par d^y et la seconde par d*x^ puis retranchons les produits. 11 vient
(a 4- bv'')(djcd^f — dyd^x) = gdsd^x;
d'où Ton tire, en posant
dx = ds cosw , djr=:ds sin w
et divisant par rft,
DYNAMIQUE. 3o3
OU
(i) g'coswc-C^+O dv — [a 4-g'sinû))(r-«;/w = W».
Telle est l'équation qu'il s'agit d'intégrer.
Soit K le facteur par lequel il faut multiplier le premier membre pour le rendre une différentielle exacte. Ce facteur doit être indépendant de vf^ car le second membre ne contient pas di*'^ par conséquent, la quantité dont le premier membre sera la différentielle , est de la forme ft^'"'*, fl ne contenant point if.
Egalons la différentielle de îît^~" au produit du premier nombre par le facteur K j il vient les deux relations
et
du smttidui na doi
Cl COSW g cosw
ou
du , , /?« , , /ir w\
— = — ndAog cosû) H d log tang ( 7 -i- - 1 >
na
g fit »\
a = COR"" w . tang^ I j H — I •
Il résulte de là que l'intégrale de l'équation (i) est
n rbadtù
gj COSW
Cette formule subsiste encore lorsque b est une fonction quelconque de w. Si a était une fonction de co, il suffirait
na n r a (i ùi
11 ff /^ ^\ SJ cosw
de changer tang^ 1 ^ + - j en e'' *^
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Ainsi la détermination de la vitesse est réduite à une simple quadrature.
Pour rendre les formules plus commodes ,- posons
taog d'où
('ri)=-
2r r'— I </«* dr
cosw = -— » sinw=:—; 1 = — -
r'H- I /* -f- I cos» r
Il vient
Toutes les fois que n est un nombre entier positif, l'intégrale peut s'obtenir sous forme finie.
Supposons , par exemple, - = , la formule devient alors
r' (/.a -I- i)« (r-« = . (r» -h l)""^' -h const.
Maintenant que v est déterminé en fonction de r, il nous est facile de donner les expressions de f , x, r en fonction de la même quantité au moyen des seules quadratures. En eiTct, nous avons déjà trouvé les équations
f'(fl -h ^p")r/w = g— -5 Éte = r/fcosw;
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on en tire aisément ,
, at pdsdfù vd<ù vdr
dx (a -h ^p«) ~~ gdx ^ ~ g cosu "" "" 'gr^
dsd^x ds ,
— V dùi
d — ^^ ^ — ^ ^^^v'dtù^^ i^dr
Pour avoir les valeurs de f , x, j^, il suffit de substituer dans ces formules la valeur de s^ en fonction de r et d'întégrer.
Si Ton pose
a = o et /i = 2 ,
on a les formules que l'on donne dans tous les Traités de Mécanique.
La réduction aux quadratures réussit encore lorsque la résistance est exprimée par la formule
Au reste, cette hypothèse peut se déduire des formules
précédentes, en écrivant a et - au lieu de a et ft, et
faisant ensuite « = o. C'est ce que l'on reconnaît facilement, si l'on observe que la vraie valeur de la fraction
pour « = o est log v,
Jean BernouUi fut provoqué par Reill à déterminer le mouvement d'un projectile dans un milieu homogène, lorsque la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Il entreprit de résoudre le problème plus général où la résistance est proportionnelle à une puissance quel-
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conque de la vitesse ; bientôt il réduisit la solution à des quadratures, et eut la satisfaction de constater queReill ne savait point résoudre la question qu'il proposait. Ses rechercbes furent publiées , conjointement avec ceUes de son neveu Nicolas Bernoulli , dans les Acta enuhtorum, Lîps., 1719, p- 2i6(*). Plus tard, Legendre (*) apprit à' ramener aux quadratures la détermination du mouvement d'un projectile , quand la résistance est égale à une constante plus un terme proportionnel au carré delà vitesse. On peut encore consulter, sur le problème balistique, Euler (»), Borda (*) , Templeboff (») et Moreau («).
Jacobi^ Journal de M. Crelle, t. XXIV, p. 25; 1842.
3. Un point matériel se meut dans un milieu résistant sous l'action d'une force gui agit toujours dans une même direction. Déterminer la loi de la résistance du milieu, lorsqu'on connaît la trajectoire^ et réciproquement ^ déterminer, la trajectoire^ lorsqu'on connaît la résistance.
Prenons l'axe des y parallèle à la force et dirigé dans le même sens , nommons x^ y\es coordonnées du mobile à l'époque f , s l'axe qu'il a parcouru, Y la force qui le sollicite et R la résistance du milieu.
. Les équations des composantes tangentielles et normales que nous avons rappelées au commencement de ce chapitre , nous donnent
dv ^ ^X
ds ds
v^ ' dx
p ds
(*) Voir aussi J. Bern., Opéra, t. II, p. SgS. (•) Mém. de VAcad. de Berlin, 1782.
(•) Journal de V École Polytechnique, XI* cahier, p. 2o/|.
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OU, si Ton remplace p par sa valeur -7- : — ^,
DiiTërentions cette équation par rapport à x, en obseryantq«e^=»+^; il vient
" dx~ dx~^ zdj;' dxl d'- »'
et, d'après la première équation,
Cette formule résout le double problème que nous nolis sommes proposé.
Corollaire I. — Si l'on suppose en particulier que la résistance soit proportionnelle au carré de la vitesse et à la densité D du milieu, on aura, en nommant p ime constante ,
R = ^Dp» = f*Dp — Y,
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€t, par conséquent,
__ R Ib^ __ I dx IJbd^ d /
2^ ds dx ^^ l d\ \di
Cette formule fait connaître la densité en un point quelconque du milieu , lorsque l'on donne la trajectoire 5 et réciproquement, elle fait connaître la trajectoire, lorsque Ton donne la densité.
Corollaire II. — Il est aisé de voir que p — est la
demi-corde du cercle de courbure menée par le point (x, j) parallèlement à l'axe des j^ en sorte que, si l'on nomme q cette corde , on aura
Cette formule nous montre que la vitesse du mobile est égale , en chaque point , à celle qu'il gagnerait en tombant dans le vide d'une hauteur égale au quart de la corde de courbure , sous l'influence d'une force égale à celle qui le sollicite au point considéré.
La question qui nous occupe a été résolue d'une manière fautive par Newton , dans la première édition du Lit^re des Principes y pour le cas d'une résistance proportionnelle au carré de la vitesse; l'erreur a été corrigée plus tard sur les indications de Jean BernouUi.
Newton^ Pn'ncipia, lib. II, prop. 10. Jean Beenoulli , Âcta erud, , Lips. , 1 7 1 3 ; Opéra, t. I, p. 5i5.
4, ÏJn point matériel se meut dans un milieu résistant sous l'attraction d'un centre fixe. Déterminer la loi de la résistance, lorsque Von connaît la trajectoire i etréciproquement, déterminer la trajectoire, lorsque l'on connaît la résistance.
Prenons le centre d'attraction pour origine des coordonnées polaires r etÔ; nommons P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente à la trajectoire, R la résistance du milieu et F la force d'attraction.
Nous avons les équations
ds as
P '• D'après la relation P = ''t^» la seconde équation peut
s'écrire
^ dr ^ I»» = P -- F.
Différeniiant par rapport à 5, il vient
'^J¥^Js\C dV*}~ ds^^2V^ds\C dv')
Si l'on compare celte dernière formule à la première équation, on en conclut
Cette valeur résout le problème.
Corollaire 1. — Supposons que la résistance soit proportionnelle au carré de la vitesse et à la densité D du
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milieu^ alors nous avons, en nommant (i une constante, et, par conséquent (A) ,
dP
Cette équation fait connaître la densité , lorsque la trajectoire est donnée, et réciproquement.
Corollaire II. — Si l'on nomme q la corde du cercle de courbure qui coïncide avec le rayon vecteur, on a
Cette relation nous fournit une remarque semblable à celle du corollaire II , dans le théorème qui précède.
Corollaire III. — On tire de la formule (B) , en désignant par C une constante,
Cette équation nous fait connaître la force d'attraction , lorsque la trajectoire et la densité du milieu sont connues.
Newton, Principie^, lib. II, prop. 17, 18.
Jean Bernoulli, Opéra , t. IV, p. 347.
5. Comme applications des deux questions précédentes, nous indiquerons quelques résultats auxquels on parviendra sans difficulté par la simple application des formules.
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Pour Simplifier, nous supposerons la constatite fx égale à l'unîté. Nous conviendrons une fois pour toutes que l'axe des y est dirigé dans le sens de la pesanteur.
Un point pesant se meut dans un milieu dont la resistance est proportionnelle à la densité et au carré de la vitesse,
I**. La trajectoire est une demi-circonférence située audessus d'un diamètre horizontal,
On trouve
R=r-^r ç^z=zg\Ja*'--x\ D =
2 a "^ a sja^^x^
Newton, Principia, lib. II, prop. lo, ex. i.
2**. La trajectoire est une hyperbole de V ordre n -f- i j
3r = ax-^ ^
On trouve
EuLER, Mechan., t. I, p. ^oo, 6. La trajectoire est une parabole de l'ordre n,
y = — b -h ex'*.
Déterminer la résistance.
On trouve
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7. Un point matériel se meut sous V attraction d'un centre fixe dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la densité et au carré de la vitesse.
1^. L'attraction est proportionnelle à la »'*'"* puissance de la dislance, et le centre d'action est situé sur la trajectoire qui est une circonférence,
r= aacosO.
On trouve, en représentant par v Fattraction à Funité de distance ,
R = ^ V (iîH- 5) r» siD0^
2^. La loi de l'attraction est la même y et la trajectoire est une spirale logarithmique dont le pôle occupe le centre d' attraction ,
0= tangalogr.
On trouve , en supposant que le mobile s'approche du pôle,
R= - v(/i 4- 5)cosa.r'»,
Newton, Principia^ Hb. Il, prop. i5, i6,
8. La trajectoire est une circonférence dont le centre est le point attirant, et la résistance du milieu est constante.
Soient a le rayon de la circonférence , f^o la vitesse initiale, h la résistance du milieu et s l'arc décrit dans le temps t.
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On trouve
A l'instant où la vitesse s'éteint^
9. La trajectoire est une spirale logarithmique dont le pôle occupe le centre d'attraction y
6= tangalogr;
la résistance est proportionnelle à la /i'^'"* puissance de la distance au pôle.
Soient a le rayon vecteur initial, ^'o la vitesse initiale et h la résistance à l'unité de distance.
On trouve , en supposant que le mobile s'approche du pôle,
(/! + 3)cosa.a^f>; -f-2^ (r"+=>— ^"+3) """' (/i -H 3)cosa.r»
EuLEE, Mechan , t. I, p. 44^*
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MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL ASSUJETTI A DES LIAISONS
SECTION I
MOU V EMEUT d'uW POIMT MATÉKIEL ASSUJETTI A RESTER SUR UNE COURBE FIXE ET FLANE.
Nommons s Ta rc.de la courbe que parcourt le mobile , X, Y et S les composantes de la force accélératrice parallèles aux axes coordonnés et à la tangente de Ja trajectoire. Le mouvement est déterminé par Téquation
(A) Çl = x^ + Y^=S,
' ' dt* ds ds
qui a pour intégrale première
Ids^ C
— =r«i»=:2 I (XdLr-h YûÇr) -+-const.
r = 2 I ^ds -h CODSt.
Quand la force est dirigée vers un centre fixe , si Ton nomme F cette force et r la distance du mobile au centre, les équations précédentes deviennent
(D) ^ = ^» — ± ijYdr -f- const.
Le signe supérieur convient à une force répulsive et le signe inférieur à une force attractive.
Un point matéfiel, assujetti à rester sur une spirale
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logarithmique et attiré vers le pôle par une force inversement proportionnelle au carré de la distance^ part sans vitesse initiale d'une distance égale à a. Déterminer le temps nécessaire à ce mobile pour atteindre le pôle.
Soient log-= - Téquation de la spirale et f^ rattraction à l'unité de distance.
La formule (D) nous donne
Ja r^ V «/ '''' ^^"
Or, d'après Téquation de la spirale,
par conséquent,
en sorte que le temps cherché a pour valeur V 2/x J^ Jar—r'
arc ces
ar
yar — r'
de sa position d* équilibre.
2. Deux points pesants réunis par une tige rigide et sans poids poussent se mous^oir sur deux droites fixes situées dans un même plan vertical.
Déterminer la durée des petites oscillations que le système exécute lorsquon vient à V écarter légèrement
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Soient
P et P' les deux points mobiles;
c leur distance mutnelle;
m ex m! leurs masses respectiTes^
X et jr' leurs distances au point de concours A des droites fixes ^
a et a' les valeurs de ces distances qui correspondent a la position d'équilibre ;
<f et <f' les angles que la droite PP' fait avec les deux droites fixes ;
I l'inclinaison mutuelle de ces deux droites \
a et a' les angles qu'elles font avec la verticale;
T Faction mutuelle des deux points qui est transmise par la tige PP'.
Les équations du mouvement sont les suivantes ,
m -— = mg cosa — T cos y, m! -yY = f'gcosa' — T cos ^' ;
d'où Ton tire y par l'élimination de T,
m cosf -T-^ m' cosf -t-y = mg cos a cos ç' — m'g çosa' cosf .
Pour exprimer <f et (f' en fonction de x et x', la géométrie nous donne les deux relations
c cos y = j/ cosi — X , ' c cos <f'= X cos I — x'j
qui nous permettent d'écrire l'équation précédente sous la forme
— m [x — xcosi)— \- m (x — x cosn —r-r
^ ' df ^ ' dt^
= — mgcos«(x' — a: ces/) -{- m^gcosa{x — :c'cos/).
Remplaçons dans cette formule x^ od ^ par a-^z^ ci+ z\ et observons que le second membre est nul lorsqu'on y fait x^^a^ a:'= a', car ces valeurs sont celles qui correspondent à Téquilibre. Il vient , en négligeant les secondes puissances des petits écarts z, z' el de leurs dérivées ,
- /w («'--« cosi) — 4- /«'(«-«' cosi) —
= — m g cos« fz' — z cos/) -f- m' g cosa'(z — z' co$i).
Or on peut exprimer z' en fonction de z, car on a Téquation
— 2 (<i 4- « ) ( a' -h «' ) ces / ,
laquelle devient, en négligeant les secondes puissances de z et de z',
(2) (a — a'cosi) z -h {a' — a cos/) z' = 6.
On pourrait maintenant éliminer z^ de Téquation (i) , puis intégrer, et le problème serait résolu.
Cherchons la longueur / du pendule simple qui oscille dans le même temps que chacun des deux points de notre système.
Soient Ar, Xt^ h des constantes. La théorie du pendule nous donne pour z eiz^ des valeurs de la forme
zz=zA%ïn(ti/^-hh\ z' = ^'sinf/4/^4-/H.
Si nous substituons ces valeurs dans les équations (i) et (2),
et que nous éliminions du résultat le rapport 779 nous
obtenons
/w(fl' — acosi)'-f- m' (a —a' ces/)' "" (mn cosa -h rn'a^ cos a') sin'/ '
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en sorte que la durée d'une oscillation ^ i/- est connue.
La longueur / est susceptible d'une construction simple. En effet, supposons les points P et P' dans leur position d'équilibre; par chacun de ces points, élevons une perpendiculaire sur ]^ droite qui dirige son mouvement. Soit O l'intersection de ces deux perpendiculaires. Projetons le contour PAP'OP sur chacune des droites AP, AP; il vient
OP'sini =za — a' cosi,
OP sini = 4ï' — a cosi.
D'un autre côté, si nous nommons A- la distance du centre de gravité des poids P et P', dans leur position d'équilibre, à la droite horizontale qui passe au point A , nous avons
(/w 4- /w') h = ma cosa -h m'a' cosa.'.
Ces valeurs,* substituées dans l'expression de /, nous donnent
_ m OpV m' ÔP'
Il est aisé de construire cette valeur par les méthodes de la géométrie élémentaire.
3. Un point matériel, assujetti à rester sur une droite donnée, est sollicité par une force dirigée "vers un centre fixe et fonction de la distance à ce centre. Trouver la durée des petites oscillations que le mobile exécute, lors^ quon vient à récarter légèrement de sa position d^équilibre.
Soient
a la distance de la droite au centre des forces;
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r la distance du mobile à ce centre 5 X, la distance du mobile au pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur la droite ; f[r) la force correspondante à la distajice r. Prenons pour unité de masse celle du point mobile. Le mouvement sera représenté par l'équatîon
const.
Si nous négligeons les quantités du troisième ordre en x,
'dn
dans la valeur de — ? / (r) = /( y/a'-f-x* ) doit être rem-
placé pary (a) sous le signe 1 ? et, par conséquent,
_- = -. 2 rf{a) -h const.
Nommant e la valeur initiale de .r, cette équation peut s'écrire ,
On en tire
arccos-»
en sorte que la durée d'une oscillation est
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Si , par exemple, la force est ane attraction proportionnelle à la disunce, on a
fi étant l'attraction à Tonité de distance. C'est un résultat donné dans la Mécanique d'Euler, tome II, page 91.
Les formules générales qui précèdent supposent que f{a) n'est pas nul. Si celte condition n'était point remplie, il faudrait, dans la valeur de -— -? conserver des
puissances de x supérieures à la seconde , et les résultats seraient changés.
Ce cas se présente, en particulier, lorsque la force centrale est le ressort d'un fil élastique lié, d'une part au point mobile, d'autre part au centre fixe.
Soient T la tension du fil et X son coefficient d'allongement (^); supposons que la longueur naturelle du fil soit ^ale à la distance du centre à la droite.
Nous avons
' /(r) = T, r = a(n->T); d'où
d'ailleurs,
I- xdx
- = y//* -h x', dr = •
Substituant ces valeurs dans l'équation (1) , il vient
(') Foirp. |33.
Or, si Ton néglige les quatrièmes puissances de x,
par conséquent ,
y— dx
dt =z — 2 a y\a
Posons
X zzz % COSf .
Alors ,
l>.a\f\â dif a /--— dra
' s/i-Hcos»9 « / I . ,
sin'^
L'intégrale définie est une fonction elliptique de première espèce dont le module est -7='
va
4. Deux points A et B étant donnés sur une même droàe horizontale, trouver, dans le plan vertical mené ' par ces deux points, le lieu d'un troisième point P tel, que la somme des temps nécessaires à un point pesant pour parcourir les droites AP et BP, lorsqu'on le pose successivement en A et B sans vitesse initiale^ soit égale à une quantité donnée h.
Prenons l'origine des coordonnées sur la droite AB, à égale distance des extrémités, et dirigeons Taxe des y dans I. 21
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le sens de la pesanteur. Soient x^ y les coordonnées du point P et 2 a la distance AB.
Les formules du mouvement sur un plan incliné nous donnent de suite Féquation
Élevons deux fois au carré pour rendre Téquation rationnelle, et posons
iX'g. = 4r.
Il vient, après des réductions faciles,
(E) ..^,^ r'--cr+^' .
^ ' a^ — cjr
Cette courbe se compose en général de deux branches , lune tangente à l'origine à Taxe des x et asymptotique à '
la droite r = —? l'autre située au delà de cette dernière •^ c
droite et formant une sorte d'ovale. Cette seconde branche seule convient à notre problème-, pour qu'elle existe, il faut que c soit plus grand que 2 a. La première branche est le lieu des points P tels, que la différence des temps employés à parcourir les droites AP, BP est égale à la constante h. En effet, si Ton rend rationnelle l'équation
on arrive encore à la formule (E).
Fcss , il/e/if . de fjcad, de Saint-Pétersbourg, 1819-
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5. Déterminer la courbe sur laquelle doit glisser un point pesant, pour quil descende de hauteurs égales dans des temps égaux.
On supposera que la tangente à F origine des arcs par-courus est verticale.
Prenons l'origine au point où le mouvement commence, et l'axe des j vertical dirigé de haut en bas.' Soit (3 la hauteur verticale que le mobile parcouTt dans F uni té de temps.
Nous avons
^, = 2^/-+-const., ou
djc^\ dr'
ds Or, à l'origine du mouvement, — = jS , d'où il suit que la
constante est égale à |3*; d'ailleurs, par hypothèse ^ on a toujours
par conséquent,
dx*
La courbe est une parabole de degré - *, son axe est Taxe
des y^ et son point de rebroussement est à l'origine. On Ta nommée Isochrone,
Leibnitz défia les disciples de Descartes de résoudre ce problème par les méthodes de leur maître , sans employer
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le calcul différentiel. En effet, ils ne purent y arriver. Alors Huygbens (*), Leibnitz(') et Jacques Bernoulli (') publièrent différentes solutions , leS premières synthétiques, la dernière analytique.
6. Un point matériel se meut sur une courbe avec une "vitesse constante. Quelle doit être la courbe pour que la ^vitesse estimée suis^ant une droite donnée croisse d'une manière uniforme?
Soient |3 la vitesse du mobile sur la courbe , c Taccrois^ sèment de la vitesse dans Tunité de temps suivant la droite donnée. Prenons cette droite pour axe des x, et le point où elle rencontre la courbe pour origine des coordonnées.
Nous avons
dt-" dO P ' et
d^x dF='' -
d'où Ton tire , par intégration , dx'
Éliminons dt entre cette dernière équation et la première. Il vient
et si Ion pose -j-=a
y=z a arc ces h ^2 ax ~ x
(*) Nouf elles, de la République des Lettres, octobre 1687. (^) Àcta erud.y Lips., 1689, p. 196 et suiv.
(•) Jb., 1690, p. 217.
C'est l'équation d'une cycloïde dont le cercle générateur a pour rayon a , et roule sur la droite a: = aa.
Cette propriété de la cycloïde résulte d'un travail d'Euler, qui fait partie des Mémoires de l'Académie de Saint-Pétersbourg, t. X, p, 7. On trouvera des détails historiques sur cette question dans les Bulletins de VAca^ demie des Sciences de Bruxelles, t. IX.
^^ 7. Un point pesant est
lancé av^c une vitesse connue, dans une direction horizontale AO. Quelle est la courbe sur laquelle le point doit se moui^oir pour que sa distance au point fixe O décroisse d'une manière uniforme?
Soient r la distance du mobile au point , 6 l'angle que ce rayon vecteur fait avec la direction OA et j3 la vitesse initiale.
On a, d'après l'équation (6) placée au commencement de ce chapitre,
— 4.r»— =p»4-2g'rsin^
Or, à l'origine du mouvement, 9 = o,— = 0, — = |3*,
t , dr
d'ailleurs — est constant par hypothèse. Par conséquent.
l'équation du mouvement se réduit à la forme simple
dr _ p </9
On en tire, en nommant a la valeur initiale de r,
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Telle est réi|iiation de la couriie. H faut Décessairement employer les quadratures pour la construire; car Tintégrale qui figure dans l'équation ne peut s^obtenir sous forme finie, elle dépend des fonctions elliptiques. La Corme de la conrlie est celle de la figure ci-jointe ; elle comprend la droite AO. Sur la première moitié de la courbe le mobile s^approcbe uniformément du point O ; sur la seconde moitié, il s'éloigne uniformément.
Leibnitz proposa ce problème aux géomètres de son époque, et nomma la cowrhe Paracentriçue Isochrone, La question parut difficile, car la première solution se fit attendre pendant cinq années ; elle est de Jacques BeriM>ulli et parut dans les jicta eruditorum, Lips., 1694* On trouvera une généralisation de cette question et plusieurs autres problèmes du même genre, dans un trayail de Varignon, qui fait partie des Mémoires de V Académie des Sciences de Pans, ^^99 9 P* i •
8. Tromper une courbe telle, quun point pesant P posé sur cette courbe en un point donné O , parcoure Varc OP dans le même temps quil mettrait à parcourir la corde.
Soient r la distance du mobile au point de départ, Q l'angle que ce rayon vecteur fait avec la verticale et s l'axe parcouru.
On a
dt^ dt*
= 2^/- ces 9;
par conséquent, le temps employé à parcourir Tare s est
dB'
rcosÔ
DYNAMIQUE. 3a7
D'ailleurs le temps qui serait employé à parcourir la corde est égal à
gcos9
Écrivons que ces deux temps sont dans un rapport donné a , le problème sera plus général ; puis difTérentions l'équation résultante par rapport à 9. Il vient
dr^ dr
(a'' — i)cos'0 — --f-aa'sinôcosôr— 4-(a»sin'9 — GOS*Ô)r»=o*
Cette équation est homogène en r et — 5 on pourra donc
l'intégrer. Pour cela, il suffit de diviser par r', et de poser
i dr
alors on aura une équation du second degré en z que Ton résoudra.
Soient
z=/(ô), z = ff{B),
les deux racines.
Puisque
Tintégrale générale de Téquation proposée sera
C et C étant deux constantes arbitraires.
Supposons maintenant que «.soit égal à Tunité. L'équation différentielle devient
I dr cos 2
r dB sin 2
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et si Ton intègre, on trouve l'équation
logr=r -logsin2 9 H — loge, r'^c'sinaô,
dans laquelle c est une constante arbitraire.
On voit que la courbe est une lemniscate de Jacques BernouUi , qui a son centre au point de départ , et dont Taxe fait un angle de 45 d^rés avec l'horizon.
Nous devons cette propriété de la lemniscate à Saladini (Memorie deW Instïtuto Nazionale Italiano, t. I, p. a).
La généralisation que nous avons indiquée est de M. Serret {Journal de M. LiouvîUe, t. IX , p. 285 i844)-
9. Un point matériel assujetti à rester sur une courbe, part du repos et se meut en vertu d'une force dirigée "Vers un centre fixe et proportionnelle à la distance. Quelle doit être la courbe pour que le temps employé à décrire l'arc soit égal au temps que le même mobile emploierait à décrire la corde ?
Soient
s l'arc parcouru à partir du point de départ O ;
a la distance du point O au centre d^ attraction ^
p la distance du même point au'mobile;
Q l'angle des deux droites a el p\
r la distance du mobile au centre d'attraction.
On a
— = — 7,Jrdr 4- const. = (a' — r').
Or
r*=rp'-f-«» — 2/ipcosO;
par conséquent,
ds I
-— =rV2rtpCOS0 — p".
dt ^ ^ '
Considérons d'abord le mouvement sur la corde. 11 nous
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faut poser ds = dp^ et considérer $ comme une constante. II vient
, ' =5 arc sin ' — - . — h —
V2tfpCOS0 — p» rïCOSO 2
Si maintenant nous considérons le mouvement sur la courbe, nous avons
^2 ap cosB — p'
Egalons ces deux valeurs du temps , et diiîérentions Vé~ quation résultante par rapport aux deux variables p et 6, 11 vient
COftÔ ▼ r r »
d^où l'on tire, en élevant au carré,
a tango //p-= p(i — tang*©)^/©,
-i- = cot 2 ô rfO ,
p' =r c' sin 2 0.
La courbe est une lemniscate, comme dans le problème précédent.
OssiAN Bonnet, Journal Ae M. Liouville, t. IX, p. ii6^ i844*
10. Troui^er V équation différentielle des courbes tau' tochrones pour un point sollicité par des forces qui agis' sent dans un même plan.
On nomme tautochrone une courbe telle, qu'un point matériel, qui part du repos et se meut sur cette courbe sous l'action de forces données, emploie h même temps
mm m\
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pour atteindre un point déterminé, quel que soit le point de départ.
Soient
A le point où se termine le mouvement;
B le point de départ ;
s l'arc qui sépare le mobile du point d'arrivée A, compté à partir de ce dernier point;
a la valeur initiale de Tare s ou Tare AB ;
S la force motrice estimée suivant la tangente à la courbe dans le sens du mouvement et exprimée en fonction de Tare.
Nous avons
en sorte que la durée du mouvement est
Cette quantité doit être indépendante de a , en d'autres termes, l'intégrale indéfinie
ds
doit devenir indépendante de a lorsque l'on y pose s = ûc. Or, pour cela, il est nécessaire quey(a, a) soit homogène et de degré o par rapport à a; nous pouvons donc poser
d'où
Si l'on élève au carré et que Ton difTérenlie par rapport à 5, il vient
-^Sds=zd.
KOI
Cette équation doit convenir à la courbe tautochroile ; or
l'équation delà courbe ne saurait dépendre de a, par
a' conséquent ■= — > est indépendant de a , ce qui exige
que Ton ait
KOT=ï''''°''''
d'où
S = As,
k désignant une constante indépendante de a.
Il suit de là ,
— r" ds _ Tt
^~4t'^' ds *"4t''
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OU, si Ton exprime S en fonction de Tabscisse x.
dx
Telle est l'équation différentielle des courbes tautochroncs.
Huygbens , le premier, s'est occupé des courbes tautochrones 5 il démontra que la cycloïde est tautoclirone pour un mobile soumis à la seule force de la pesanteur [Horolog. Osci'll.j P. n, prop. aS). Le problème inverse, qui consiste à déterminer directement les courbes tautochrones , fut attaqué d'abord par Newton dans le livre des Principes^ lib. I^ prop. 53. Pliis tard, Euler s'en est occupé dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg y 1729, et dans sa ilfeca/z lijri^^ t. II, p. 211.
H. Trouver les courbes tautochronés pour une force dirigée vers un \ centre fixe et proportionnelle à la disj tance.
Soient
fj. l'attraction à l'unité de distance;
r le rayon vecteur -,
(f l'angle que la tangente à la courbe fait avec le rayon vecteur ;
P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente.
On a
S=r pi/'COSf ;
en sorte que l'équation de la courbe est, d'après le problème précédent ,
yLd(r coSff) TT*
di ^'Ît''
OU , si l'on observe que cosy ds = dr^
fArcosy rf (rcosç) = ^rrfr.
On en tire
^r'cos*y = ^ r' 4- const.,
a (/•»— P») = 7-- r'^-f- const.
Nommons c la valeur de P qui correspond à ç = -. La constante aura pour valeur — 7-75 et nous aurons
Telle est Tëquation de la courbe.
Examinons les différents cas qui peuvent se présenter.
i. — L'équation (F) représente Vépicycloïde
que décrit un point d'une circonférence , lorsque celle-ci roule intérieurement sur une autre circonférence fixe dont le centre est au centre d'attraction.
En effet, soient R le rayon du cercle fixe, p celui du cercle mobile , m le point décrivant , n le point de contact des deux cercles et O le centre d'attraction.
La normale à Tépicycloïde au point m est la droite 77772 (p. 180) , et, suivant que R > ou < ap, on a, avec le signe supérieur ou avec le signe inférieur,
R» =r r ' 4- 7W7ï'' ± 2 /7I/I . r sin (j) , mn • 2û _
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On en tire, par l' élimination de mn et de sinip ,
f'^-^,'' 4Rp-4p'>' ^ 4Rp-4p' '
équation qui coïncide avec la formule (F), quand on pose
Vf* ^ alors aussi la condition R >• p, nécessaire pour une épi-
cycloïde intérieure, revient à > ^ > i .
L'extrémité commune des arcs qui sont parcourus dans le même temps répond ày==o et r = P = c; car un point matériel placé à cette extrémité doit y rester en repos.
Cette propriété de Tépicycloïde était connue de Newton (Pn'ncîpia, lib. I, prop. 52).
-r-p- = 1. — L'équation (F) se réduit àP = c-, elle
représente une droite située à la distance c du centre d'attraction.
y—— <* I . — L'étude de ce cas est moins facile. M. Pui-
seux a démontré que la courbe est une spirale formée de deux branches symétriques , s'éloignant indéfiniment du centre fixe , et qui jouissent de cette propriété d'être semblables à la développée de leur développée (Journal de M. Liouville, t. IX, p. 4i6 et 392-, i844)« Supposons maintenant que c soit nul.
I . — La courbe est imaginaire
■7 — < I . — La courbe est une spirale logarithmique.
En effet, nommons a Tangle constant que la tangente h cette spirale fait avec le rayon vecteur; nous aurons
P' = r'sin'a, fAP»=: (pt — fACOS*a) r\
Il en résulte qu^un mobile assujetti à rester sur une spirille logarithmique et attiré vers le pôle par une force proportionnelle à la distance , emploie toujours le même temps pour arriver au pôle, quel que soit son point de départ; ce temps est égal à — •
2 ces a vp
Enfin considérons le cas où la force centrale serait répulsive.
U faut changer le signe de [i dans la formule (F) ; alors elle nous représente toujours une épicycloïde dont le cercle mobile roule extérieurement sur le cercle fixe. Les calculs sont les mêmes que pour la première épicycloïde , sauf le signe de p qui est changé.
La formule (F) est en réalité une équation différentielle; si l'on veut la mettre sous la forme ordinaire en usant s des coordonnées polaires r et 9, il suffit de substituer à P sa valeur
rsinç = -===• On trouve ainsi
dB
formule que Ton intègre sous forme finie,, en représentant le radical par une variable auxiliaire.
Euler a traité ce problème dans sa Mécanique, t. II , p. 2o8.
Déterminer directement les courbes tautochrones
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pour une force qui est perpendiculaire à une droite fixe
et proportionnelle à une puissance de la distance à cette
droite.
Nous supposerons que la droite fixe passe par Vextré^ mité des arcs qui doii^ent être parcourus dans le même temps.
Prenons l'axe des y sur la droite fixe et Taxe des x dirigé en sens contraire de la force.
Soient juix" la force à la distance x et A la valeur de d: au point de départ.
Nous avons
ds^ C^ lu.
df ^ J^ /i-hi^ ^'
en sorte que le temps employé pour arriver à l'origine est
/' -dx dx ^
Il s'agit de trouver les valeurs de s en fonction de x qui rendent cette intégrale indépendante de h.
Posons
s z=. f^{^x^ et x=.hu.
Il vient
/«-t-i /* ff'(hu)hdu
Jo h '^ (i — a"-^';'
ff'(hu)(ku) ^ du
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OU, si l'on fait 9' {x) x ^ = ^|; (x),
y 7 1, I i:zL!L
On doit avoir
flr
Uk ^ "'
j— rf/< = o ;
or celle condition , qui doit être remplie pour toute valeur de A, exige, que ^^ [hu) soit identiquement nulle-, autrement on pourrait prendre h assez petit pour que ^'[hu) conserve le même signe dans toute Tétendue do rintégrale, et alors Tintégrale, ayant tous ses ëlémentvS positifs, ne saurait être nulle. Ce raisonnement suppose seulement que ^' [x) n'est pas de l'espèce de ces fonctions singulières qui changent de signe une infinité de fois, tandis que la variable x parcourt un petit intervalle daiis le voisinage de o (*).
Ainsi Ton a
•^'{x)=z Oy >|* [x) = const. = /• ,
dx
dx Telle est réquationdifrérenliellcdes courbes tautoclironcs%
(') xsin ' est une de ces fonctions sin^fulièreA.
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On voit que n — i doit être négatif^ sinon — serait
imaginaire pour de petites valeurs de x.
Soit
m sera positif, et Ton aura
Le second nombre est une dîtrérenlielle binôme que Ton
intégrera par les méthodes coni.ues.
Lorsque
w =n o , ou /i == I ,
on a une ligne droite parallèle à la direction des forces. Lorsque
/W =: I , OH w = o , '
on a une cycloïde. Il en résulte que, pour les corps pesnnts, la cycloïde est la seule courbe tautochrone d^ns le "vide.
Quand
/7/ = 2 , ou // = — I ,
Féquation peut encore s'intégrer en quantités finies , mais elle ne répond pas au problème, car la valeur /z = — i est exclue de notre première intégration.
Enfin, si l'on admet que m ait une valeur fractionnaire - r l'équation de la courbe s'obtiendra sous forme
finie toutes les fois que ^ sera un nombre entier, ou un nombre entier augmenté de — Posant, par exemple,
- rr: - , OU n ^ -t P 2. 3
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i]ons obtenons la conrbc
Toutes CCS courbes sont tangentes à la droite fixe prise pour axe des y 5 elles coupent à angle droit la ligne a
X = A*" et ne s'étendent pas au delà,
13. Considérons une série de courbes semblables et semblablement placées, qui passent toutes par un même point A , et proposons-nous de trouv^er le lieu des extré^ mités des arcs qui seraient parcourus dans un même temps, par un point pesant posé sans vitesse initiale au sommet commun A et assujetti à décrire successipement les diverses courbes.
Le lieu géométrique ainsi défini porte le nom de courbe synchrone par rapport à la série des courbes semblables.
Soient pris le sommet A pour origine des coordonnées et la verticale dirigée dans le sens de la pesanteur pour axe des x. Nommons t le temps que le mobile emploie pour atteindre la courbe syncbrone, s Tare qu*il décrit dans ce mouvement et x Tordonnée de l'extrémité de cet arc.
On a
ou
Dans cette formule, on remplacera -j- par sa valeur en X
dx
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tirée de réqualion commune aux courbes semblables, laquelle contient un paramètre arbitraire a; on intégrera, puis on éliminera le paramètre a entre le résultat obtenu et Téquation des courbes semblables ; Téquation résultante représentera la courbe synchrone.
Le plus souvent l'intégration dont on vient de parler ne pourra s'effectuer en quantités finies ^ alors il convient de modifier la méthode.
L'équation commune aux courbes semblables est de la forme
admettons, pour plus de clarté, qu on Tait résolue par
rapport à - > et soit
on pose
sera une fonction de z indépendante de a, et Ton
dx aura
t/o V igz
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Dans ces formules, ou donnera successivement à z diti'éreutes valeurs, et l'on calculera par les quadratures les coordonnées x^ y des points correspondants de la courlnî synchrone.
Le problème de la courbe synchrone est dû à Jean Bernoulli (^)^ Euler Fa discuté dans sa Méclianique (t. Il,
14. Un point matériel , assujetti à rester sur une courbe plane, est sollicité par ries forces situées dans le même plan et données à volonté. Déterminer quelle doit être la forme de la courbe^ pour que le temps employé par le mobile à parcourir la distance qui sépare deux points donnés, soit un minimum relatii^ement au temps qui lui serait nécessaire sur toute autre courbe,
La courbe ainsi définie se nomme brachystochrona relativement au système de forces.
Soient jc, y les coordonnées du mobile, s l'arc qu'il a parcouru à l'époque f et a , (3 les valeurs de x correspondiiDlcs aux deux points donnés.
(') Acta crud.j Llpi., 1697, j). aofi.
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par suite,
si
l'on pose
dx
= fy
la durée du mouvement entre les deux points donnés
sera
11 faut déterminer la relation qui doit exister entre les coordonnées x et y^ pour que cette intégrale soit un minimum ; cette relation sera l'équation de la brachystochrone.
Nous résoudrons ce problème par le calcul des variations.
ScMt
if
Concevons que dans V la vitesse v^ soit exprimée en fonction de x et de y, et nommons M et N les dérivées partielles de V par rapport h y et /?. La méthode des variations nous donne ]a formule
dans laquelle — représente la différentielle totale de N
par rapport à x.
Pour exprimer cette formule en fonction des coordonrnées X , y^ nous avons d'abord
dv
V- dy
d'ailleurs, si nous représentons par X et Y les composantes des forces suivant les axes , nous avons
(2) vdv = yid,x;-^Xdy',
en sorte que la dérivée partielle — est égale à -• Il eu résulte
Nous avons encore
V y/~i -+- p^ V ds '
r/N _ I dv dy dx !>■' dx ds
V dx\ds j
ou, puisque la diilérenlielle totale — est égale à
en vertu de Téquation (2),
^*^ dx -^ i>^\^^^dx)ds ^v dx\d7)
Substituant dans la formule (1) les valeurs données par les équations (3) et (4), il vient
ç2 jL ('!l\ :^ X — — y ~,
dx \ds I ds ds
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eu, ce qui est la même chose.
'^'^ -r/lX'/^-»-Yrfjr,
Cette équation différentielle du second ordre représente la Lracbystochrone. Les deux constantes qu'introduira Tintégration permettront de faire passer cette courbe aux deux points don nés ; aloi*s le problème sera complètement résolu. Quand on écrit l'équation (5) de manière que les deux membres soient positifs, le premier membre est égal à
la force centrifuge —» p désignant le rayon de courbure,
et le second membre est égal à la somme des forces appliquées, estimées suivant la direction de la force centrifuge. L'égalité de ces deux quantités constitue une propriété remarquable des bracbystocbrones découverte par Euler (*) . Elle nous servira dans la question suivante.
La recherche de la brachystochrone pour un point pesant fut mise au concours par Jean Bernoulli {*), au mois de juin de Tannée 1696; six mois étaient accordés pour résoudre le problème. Leibnitz (') le résolut presque aussitôt, et communiqua sa découverte à Bernoulli. Comme aucune autre solution ne parvint au temps fixé , le délai fut prolongé jusqu'à Pâques^ alors parurent les
(' ) Biechan., t. II, prop. ^i.
(•) Àcta erud., Lips., 1696, p. 269; 1697, P* 207.— Mémoires de VAcad. des Sciences de Paris, 17 18, p. i36. — Opéra, t. II, p. 266.
(') Commercium epistolicum Leib. et Bem, epist, 38. — Àcta erud., Lîps.^ 1697 , p. 2o3.
solutions de Jacques BernouUi O? de l'Hôpital (*) et une solution anonyme de Newton (*).
15. Trouver la b rachy s tochrone pour une force dirigée "vers un centre fixe et proportionnelle à la distance.
Soient
r la distance du mobile au centre d'attraction -, 9 l'angle que le rayon vecteur fait avec la tangente à la courbe 5
p le rayon de courbure \
P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente 5
[L l'attraction à l'unité de distance^
a la valeur initiale de /*.
L'attraction estimée suivant la normale est
|Arsin<j), ou pP; par conséquent,
D'ailleurs, la vitesse initiale étant nulle, on a
en outre, la force étant attractive, la courbe doit tourner sa convexité vers le centre des forces 5 nous avons donc avec le signe convenable la relation géométrique
dr
Substituant ces valeurs dans la première équation, il vient
dV __ rdr
(») Acta erud., Lips., 1697, p, 212.
(»)/fc.,p.2i7.
(») Philos. Transac, 1697, n» 224, p. 389.
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(Voix
logP = - log (rt' — r^) 4- const.,
C est une constante.
Comme on l'a vu (p. 333), cette équation représente une épicycloïde que Ton peut décrire en faisant rouler un cercle mobile dans l'intérieur d'un cercle fixe décrit du centre des forces comme centre avec un rayon égal à a.
Si la force centrale était répulsive, on arriverait à l'équation
laquelle représente une épicycloïde dont le cercle générateur roule extérieurement sur le cercle fixe.
Au reste , si l'on veut obtenir l'équation de la brachyslochrone dans le système des coordonnées polaires r et 6 , il suffit de remplacer P par sa valeur
d'intégrer et de déterminer les deux constantes par la condition que la courbe passe aux deux points donnés.
EuLER, Mechan,y t. II, p. 191.
Le problème suivant se ramène au mouvement d'un point matériel sur une courbe fixe.
16. Un point maténel est attaché à V extrémité d'un jilsans masse , situé dans un plan horizontal et parfaitement uni. Déterminer le mouvement du point lorsque Vautre extrémité du fil est entraînée sur une courbe donnée, av^ec une vitesse connue, et que le fil reste toujours tendu.
Pour résoudre ce problème, nous allons d'abord déler-
miner le mouvement du point relativement à rexlrémité du fil 5 ce sera le mouvement d'un point matériel sur un cercle fixe. Ensuite il nous sera facile de passer au mouvement absolu par les formules do la transformation des coordonnées.
D'après le principe du mouvement relatif, nous devons considérer le point comme sollicité par une force accélératrice F, égale et contraire à celle qui serait capable de produire le mouvement réel de l'extrémité considérée comme fixe, si celte extrémité était un point matériel libre.
Premier cas. — U extrémité du fil décrit une ligne droite d^un moui^ement uniforme.
Ici F=05 par suite le point matériel tourne d'un mouvement uniforme autour de l'extrémité du fil.
Soient /la longueur du fil, w sa vitesse angulaire et u la vitesse de l'extrémité qui parcourt une ligne droite.
Si M = /coj le point matériel décrit une cycloïde dans son mouvement absolu 5 le rayon du cercle générateur est /, et ce cercle roule uniformément sur la directrice.
Si a^^^ , le point matériel décrit une cycloïde allongée
dans son mouvement absolu^ c'est-à-dire que sa trajectoire est celle d'un point pris sur le prolongement du rayon d'un cercle qui roule sur une droite. Ici la distance du point décrivant au centre du cercle est /, le rayon est r, et le cercle roule d'un mouvement uniforme.
Si u , le point matériel décrit une cycloïde raccourcie dans son mouvement absolu*, c'est-à-dire que sa trajectoire est celle d'un point pris sur la longueur du rayon d'un cercle qui roule sur une droite. Les autre» circonstances du mouvement sont les mêmes que dan& l'hypothèse précédente , si ce n'est que r est plus grand que /.
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DEUxikiiE CAS. — L'extrémité du fil décrit une ligne droite {l'un mout^ement uniformément accéléré.
Ici la force F est constante en grandeur et en direction ; par conséquent, le mouvement relatif du point matériel sera de même nature que celui du pendule éimple.
Troisième cas. — U extrémité du fil décrit une circonférence d'un mouvement uniforme.
Soient p le rayon de cette circonférence, a la vitesse angulaire avec laquelle elle est décrite , et Tangle que la direction du fil fait avec le rayon p. Nous regarderons Tangle Q comme positif lorsquHl sera décrit dans le sens de la vitesse a.
Ici la force F est parallèle au rayon de la circonférence décrite par l'extrémité du fil 5 son intensité est a} p\ sa projection sur la tangente à l'arc décrit par le mobile dans son mouvement relatif est — a} p sinâ; Tare décrit à l'époque t est l [oLt -{- Q — 6o)î ^0 désignant la valeur initiale
de 0. Introduisant ces valeurs dans la formule -r— = S,
il vient
,d^ ~di
l —rr = — a* p sin ô.
C'est l'équation qui représente le mouvement du pendule simple quand on suppose que la gravité est égale à a' p. Le mouvement relatif au rayon de la circonférence décrite par l'extrémité du fil sera donc de même nature que celui du pendule.
L'équation admet la solution particulière
6 = const. = 00.
Ainsi, quand la vitesse angulaire initiale du point matériel est égale à celle de l'autre extrémité du fil , ce point décrit un cercle d'un mouvement uniforme dans son mouvement relatif et aussi dans son mouvement absolu. Le
rayon de ce dernier cercle est
sfP^r^—2lr
Toutefois, ceci suppose que la résultante des deux forces centrifuges qui naissent du mouvement relatif et du mouvement absolu tend à éloigner le point matériel de Tautre extrémité du fil. Cette condition serait inutile si le fil était remplacé par une tige rigide et sans poids.
Le premier cas que nous avons examiné fut le sujet d'une controverse entre Fontaine et Clairaut. Fontaine admettait que le fil devait être constamment dirigé suivant la tangente à la trajectoire; Clairaut rejetait cette hypothèse. En réalité, elle suppose que la force d'inertie est dt'iruite à chaque instant; cela aurait lieu si le mouvement du point matériel était produit par une suite de chocs dirigés dans le sens du fil, et que la vitesse acquise fût détruite à chaque instant par le frottement contre le plan. La courbe décrite dans l'hypothèse de Fontaine se nomme Tractoire, Sa recherche est une question de géométrie.
Clairaut^ Mèm, del'ÀcacL des Se» de Paris y 1786, p. i. Eulbh, Nova Jeta Jead. Pctrop.y 17 84.
17. Deux points pesants égaux, assujettis à se moui^oir sur la circonjérence (Vun cercle vertical, partent d*un même point ai^ec des vitesses égales, mais à des instants différents. Démontrer que la ligne qui les joint après un temps quelconque em^eloppe un cercle.
Soit L une droite horizontale située au-dessus du point de départ à la hauteur qui produirait la vitesseinitiale.Les carrés des vitesses des deux mobiles au môme instant sont proportionnels aux distances de ces points à la droite L. Les mêmes vitesses sont proportionnelles aux distances des mobiles au point de contact de la droite qui les joint
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avec son enveloppe ^ car on voit aisément que, lorsque deux cordes d'un même cercle font entre elles un angle infiniment petit, le rapport des segments déterminés sur Tune d'elles par leur point d'intersection est égal au rapport des petits arcs compris entre les deux cordes. Ainsi, les distances des deux mobiles à la droite L sont à chaque instant proportionnelles aux carrés des distances entre les mêmes mobiles et le point où la droite qui les joint touche son enveloppe.
De là il résulte que la courbe enveloppe est un cercle, lequel a la droite L pour axe radical (*) conjointement avec le cercle donné.
En effet, soient m, m! deux positions simultanées des mobiles; A le cercle donné 5 A' un cercle tangent à la droite mm\ et tel, que l'axe radical des cercles A, A' soit la droite L: d la distance des centres des deux cercles ; I le point de contact entre la droite mm' et le cercle A'; mh^ m! h' des perpendiculaires abaissées de m, m' sur la droite L5 » le second point où la droite m A coupe le cercle A*^ p^ ç les points où la même droite coupe le cercle A'.
On a, d'après les propriétés de l'axe radical ,
mi z=z mp - mq =^ [hp — /tm )\hq — hm )
=: hm \hm — hp — hq -^ hn) =z 7.B . hm^
( ' ) L*axe radical de deux cercles est la droite qui passe par leurs deux points d'intersection; cette droite est réelle, lors même que les intersections sont imaginaires. Si les deux cercles sont représentés parles équations
l'axe radical sera défini par l'équation
2aJe = û'-H a* ~ &'.
Cette droite jouit d'un grand nombre de propriétés , parmi lesquelles nous citerons la suivante : les tangentes menées d'un même point de Taxe aux deux cercles sont égales, et, par conséquent, les produits des segments déterminés sur deux sécantes sont égaux.
et de même
m h mi
Or nous avons déjà prouvé que, si Ton désigne par i' le point de contact de la droite mm' avec son enveloppe, on a la relation
m h mi
donc les points i, i' se confondent^ c'est-à-dire que la droite mm' est encore tangente au cercle A' dans une seconde position infiniment voisine de la première. Il s'ensuit qu'elle est tangente au même cercle dans toutes ses positions successives.
Si le mouvement est oscillatoire, le cercle enveloppe coupe le cercle donné. Si le mouvement embrasse une révolution entière, le cercle enveloppe est intérieur ou extérieur au cercle donné , suivant que le mouvement des deux points est de même sens ou de sens contraire; dans ce dernier cas , nous supposons que les deux mobiles ne se heurtent point.
Partageons le temps d'une révolution complète en intervalles égaux, et lançons un point à chacun de ces intervalles. Les cordes qui joignent au même instant chacun de nos mobiles avec les mobiles adjacents enveloppent toutes un même cercle. De là résulte ce théorème de géométrie : Si Von peut construire un polygone de n côtés inscrit dans un cercle donné et circonscrit à un second cercle donnée la construction peut s'effectuer quel que soit le point du cercle extérieur que Von prenne pour premier sommet.
La propriété du mouvement circulaire qui nous occupe ici, est l'interprétation mécanique d'une propriété des fonctions elliptiques signalée par M. Jacobi, dans le Journal de M. Liou ville, t. XI, 1846, p. 101. Cette même propriété est démontrée géométriquement dans la Géométrie supérieure de M. Chasles, p. 585.
The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 1854, febr., p. 7.
18. Deux points matériels égaux y qui s'attirent en raison im^erse du carré de la distance, sont obligés de se mou\foir sur deux droites rectangulaires. Trouver le temps nécessaire à chacun des mobiles pour arriver à l'intersection des deux droites, en supposant qu'ils partent du repos.
Le temps cherché est le même pour les deux mobiles ^ si Ton nomme a la distance mutuelle des mobiles à Tinstant où le mouvement commence , et fx l'attraction à l'unité de distance, sa valeur est
TT /a
Au reste, quelle que soit la loi d'attraction, pourvu €[u'elle ne dépende que de la distance, les deux mobiles arriveront en même temps à l'intersection des deux droites.
49. Deux points pesants égaux et de même élasticité e sont placés sur un cercle ^vertical de part et d^ autre du diamètre vertical, à 60 degrés de distance de son extré&iité inférieure^ au même instant on les abandonne à leur poids pour les laisser se mouvoir sur la courbe jusqu'à ce qiiils aient épuisé toute leur vitesse par V effet de leurs chocs successifs. Déterminer la somme des cord^ss de tous les différents arcs que chacun des mobiles va parcourir.
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Cette somme est
a désignant le rayon du cercle.
20. Une petite bille parfaitement élastique y abandonnée sans vitesse initiale sur un plan incliné, parcourt une longueur donnée, puis rebondit sur un plan horizontal qui fait suite au premier plan, Troui^er quelle doit être V inclinaison du plan pour que la portée du bond soit un maximum.
L'inclinaison du plan sur Thorizon doit être
21 . Un point pesant glisse sur une droite inclinée* On demande quelle doit être l'inclinaison de la droite pour que le chemin horizontal parcouru dans un temps donné soit un maximum.
L'inclinaison doit être de 45 degrés.
22. Sur un plan horizontal et parfaitement uni, un fil très-délié est attaché par Vun de ses bouts au contour d'un cercle fixe situé dans le même plan, et porte à Vautre bout un point matériel. Le fil étant tendu suivant une tangente au cercle, on imprime au point matériel une vitesse donnée perpendiculaire à la direction du fil^ de sorte que celui-ci s^ enroule sur la circonfé^ rence du cercle. Déterminer la vitesse du point à un instant quelconque et le temps quil emploiera pour atteindre la circonférence.
Soient [3 la vitesse imprimée, b la longueur du fil, a le rayon du cercle, i> et T la vitesse et le temps cherchés. On trouve
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23. Un fil très-délié est attaché par Vune de ses extrémités au contour d'un cercle fixe situé dans un plan vertical, et porte un point pesant à son autre extrémité. Le fil étant tendu suivant une tangente au cercle^ on imprime au point une vitesse donnée perpendiculaire à la direction du fil, en sorte que celui-ci s'enroule sur la circonférence du cercle. Déterminer la vitesse du point en un lieu donné, et la condition nécessaire pour que le
fil entier s^ enroule sur la circonférence.
Admettons , pour nous fixer, que le fil soit primitivement dirigé suivant la tangente au sommet du cercle. Nommons l'angle décrit par le fil*, et conservons pour le reste la notation du problème précédent.
On obtient l'équation
t^'= p'-h '^■g[[h — fl0)sin0-t-« (i — cosô)]. Elle représentera le mouvement, tant que v'^-\- g[h — «Ô)sin0
restera positif.
Enroulons le fil en le maintenant tendu , jusqu*à ce que Pangle décrit 6 étant arrivé au troisième quadrant, la quantité a tangd soit égale à trois fois la longueur du fil qui n'est point enroulé. Alors arrêtons-nous, mesurons la hauteur h du point matériel au-dessus de la tangente au sommet du cercle , ainsi que la hauteur H du même point au-dessus de l'horizontale qui passe par l'extrémité inférieure du fil tendu en ligne droite. Pour que le fil entier s'enroule sur la circonférence, il faut que la vitesse initiale soit égale ou supérieure à slg[H-\- ih). Cela revient à dire qu'il suffit que la vitesse initiale soit capable de faire franchir la position dans laquelle nous avons amené le point.
24. Un point matériel attiré vers un centre fixe proportionnellement à sa distance, est lancé d'un point
donné, auec une vitesse connue, le long d'une courbe sur laquelle il doit se mouv^oir, et qui est de telle nature^ que la vitesse angulaire du rayon vecteur reste constante. Trousser V équation de la courbe.
Prenons le centre d^at traction pour origine des coordonnées polaires r et d, et nommons a la valeur initiale de r correspondante à = o , |3 la vitesse initiale , ^t} l'altraction à Tunitc de distance et ci) la vitesse angulaire.
Il vient
î — ) = arc cos ( ~- j- \ r
— arc cos 1 -^- — j ^ h
ËULER, Mechan.y l. Il, p. i38.
25. Troui^er les courbes tautochrones pour un point matériel qui est attiré vers un centre fixe en raison ins^erse du carré de la distance.
Si l'on conserve les notations du problème H , il vient
E.ULER, Mcchan.y t. II, p. 309.
26. On donne une série de cercles tangents en un même point A et dont les centres sont situés dans la même direction AO5 on place un point matériel au point A, et on V abandon ne sans vitesse initiale à V attraction du centre fixe O. Quelle doit être la loi de V attraction, fonction de la distance, pour quùun cercle étant choisi à volonté^ le mobile emploie le même temps à parcourir chacune des cordes sur lesquelles on V assujettirait successiv^ement à se mouuoirP
On trouve que l'attraction doit être proportionnelle à
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la distance; toutefois le centre du cercle ne doit pas être situé au delà du centre d'attraction, sinon le mobile ne pourrait pas parcourir toute la corde.
On peut supposer le centre d'attraction situé à Tinlini ; alors la force est constante en grandeur et en direction , et Ton retrouve ce théorème de Galilée : Pour un point pesant assujetti à se mouv^oir successivement sur plusieurs droites issues d*un même point et situées dans un même plan vertical, la courbe synchrone est un cercle dont le sommet est à V origine des droites,
RiSPAL, Journal de M. Lieu ville, 1847, *•• XII, p. 225.
27. On a une série de cycloïdes issues d'un même point et qui ont une même base horizontale ; un point pesant est placé sans vitesse initiale à l'origine contmune et assujetti successii^ement à décrire les différentes courbes. Déterminer la courbe synchrone, et prouver quelle coupe à angle droit toutes les cycloïdes.
Prenons l'origine des courbes pour origine des coordonnées, et la verticale dirigée dans le sens de la pesanteur pour axe des x\ nommons r le temps de la descente et a le rayon du cercle générateur de l'une quelconque des cycloïdes. L'équation de la courbe synchrone résultera de l'élimination de a entre les deux équations
arc ces 9 / = /i arc ces \iax — jc-.
On peut la construire par points d'une manière assez simple.
Jean Bernoulli, Acta erud,, Lips., 1697, p. 206.
28. Trouver la hrachystochrone pour un point ma^ tériel attiré vers un centre fixe en raison inverse du carré de la distance.
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Conscrvanl la nolationdu problème 15, on trouve
EiJLKR, Mechan.^ t. II, p. ic^i.
29. Un point pesant est abandonné sans vitesse initiale sur Vextrémité d^une cjcloïde dont la base est horizontale. Montrer que, si ton considère le point mobile comme lié au cercle générateur de la cycloïde, ce cercle roulera sur la base ay^ec une vitesse angulaire constante
cl égale à 1/-' a désignant le rayon, SECTION II.
PRESSION EXERCÉE SUR XJKR COURBE PLANE PAR UW POINT MATÉRIEL EN MOUVEMENT.
. Un poinl matériel est assujetti à rester sur une courbe (jxe et plane. Soient
R la réaction de la courbe sur le point;
X 5 Y les composantes des forces motrices suivant les axes;
N la composante normale des forces motrices estimée cï\ sens contraire de la réaction ;
p le rayon de courbure.
l^a masse étant égale à Tunité, on a
as as p at^ p
On prend le signe supérieur quand le point se meut sur le côté concave de la courbe, et le signe inférieur quand il se meut sur le côté convexe.
Celte formule fut donnée en premier lieu par l'Hô-
pital (*), à Foccasion du problème de la courbe d'égale pression .
1 . Un point matériel, assujetti à rester sur le côté concai^e d'une hyperbole, se meut sous l'action des deux foyers gui l'attirent en raison inverse du carré de la distance. Déterminer la réaction exercée parla courbe.
Soient
fx, /x' les attractions des foyers à l'unité de dislance;
r, r' les deux rayons vecteurs ;
To, r'o leurs valeurs initiales^
a^ blés deux demi-axes ;
(f l'angle que le rayon r fait avec la tangente à la courbe 5
.f^o la vitesse initiale.
Nous supposons que le mobile parcourt la branche voisine du foyer auquel se rapportent les lettres dépourvues d'accent, et s'approche du sommet.
Nous avons
en outre, la géométrie nous donne
(*) Mémoires de VAcad. des Sciences de Paris, 1700, p. 9.
(") Cette relation consiste en ce que la corde du cercle de courbure qui
2 rr^ coïncide arec le rayon r est égale à » On peut la démontrer aisément;
soit par Tanalyse, soit de la manière suivante.
Nommons 0^ 0' les angles que deux rayons yecteurs r, r' menés au même point m font avec la direction du centre; et 1 Tangle de la novmalc
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par coiiséquenl ,
p' r -f- 2/ï li. r' — 2 rt 2 II' 2 p ,
ou , d'après la relation r' -h f"= 2a:= r'^ -I- /'o .
Si la vilessu initiale est nulle, et qu^\ Toriginc du mouveinent les deux attractions soient égales,
alors la réaction est nulle, eV*st-à-dire que le mobile, sMI était libre, décrirait encore l'hyperbole.
iiu point m Bvoc une norinalo influimuni vuisino. Nous avons
no ]ihiH, quand lus doux ciHés d\in an^lo tournoiit un Huns contrairoH do (luantités représenlôos par dB ol dO\ la bissectrice do cet angle tournu dt*
Ih quantitû - - - -f quollo que soit d'ailleurs la Irnnslation du sommet;
donc
dB - rf»'
On llio (II' «l'h (MjutttionH,
Hin o ds / \ I \
•X in' Il
/9tiin f -^
I.a même l'urmulc subsibto pourrollipHO; pour la parabole oUo deviont ^sinf» =- xr.
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On voit que dans tous les cas la réaction est inversement proportionnelle au rayon de courbure. Cette circonstance se présentera toutes les fois que, sans rien changer aux forces inotrices, on pourra disposer des circonstances initiales , de manière que le mobile décrive librement la courbe donnée.
En effet , dans la valeur
as lis p
les données initiales n'influent que sur un terme constant qui fait partie de i^' 5 d'où il résulte que , si Ton a R = o pour de certaines données initiales, pour d'autres données on aura
const.
2. Déterminer dans un plan vertical une courbe telle, qiHun point pesant assujetti à descendre le long de cette courbe exerce à chaque instant une même pression .
On donne la pression R, la vitesse initiale i'o et l'angle a que fait la verticale avec la tangente à la courbe au point de départ.
Soient pris Torigine au point de départ et l'axe des x dirigé dans le sens de la pesanteur.
On a
R = g- —- 4- - 9 ds p
et, si l'on prend l'arc s pour variable indépendante,
I d^jr dx
p ds^ ' ds
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Eliminant (^ et /9 , il nous vient Téquation
R (Ix /— .. ^/'r AT ^/r ^/j?
qui a pour intégrale
La constante se dtUcrmine par la coiidilioii, qu'a Toriginc -~ soit égal à sina ^ ainsi
^'•^ '" g"^} 's/2 gJL -f.«'f
Introduisant la coordonn<^e a: au lieu de l'are 5 , et posant
- = A, -{H -^ g\ on arrive h ré([uatioii
-=A, - (R — /f ftina) =: B, et 2^x -f- «'l = s',
^{i'''A")z' h- 2 AB« — B'
qui peut sHntégrcr en quantilc'is finies, mais dont l'intégrale est trop compliquée pour avoir quelque intérêt.
Le ])roblème de la courbe d^égalc pression pour un mobile sollicité par la seule force de la pesanteur, fut proposé par Jean Bernoulli (*), et résolu i)ar THApiial (').
Comment KpistoUc. l^ibnitii et Bernoulli, epist. vii.
3. Sur une courbe située dans un plan vertical, on lance un point pesant assujetti à la parcourir, et Von demande de déterminer la courbe de manière que la
(*) Acta erud,, Huppl., t. II, tect. vi, p. JiQi.
(') Mém, de l'Acad. dei Sciences de PariSy 1700, p. y.
pression soit proportionnelle à la n'*""* puissance de la distance à Vhorizonlale d^oii le mobile aurait dû descendre pour acquérir au point de départ la vitesse quort. lui a donnée.
Prenons pour axe des / Thorizonlale dont il s'agit , pour axe des x la verticale dirigée dans le sens de la pesanteur, et nommons Kjc" la pression à la distance x.
Nous avons
fis p
d*où
dy *» V dy^i dy
/ dx''\' {tlxd'x L'intégrale est , sans constante ,
2^3 1 / dx'\ '
►71 -h I ^ \ dj'J
OU
, si l'on pose ^ = a^
(A) ±[(2A2 -f- iya^'-x'"'Ydy = x^dx,
Ainsi on arrive à une différentielle binôme qui, comme Ton sait, peut s'intégrer sous forme finie toutes les fois
que — est un entier, ou un entier augmente de —
Si l'on avait ajouté une constante dans T intégration , l'équation finie de la courbe n'aurait pu s'obtenir que dans un très-petit nombre de cas, outre ceux que nous avons indiqués.
Examinons quelques cas particuliers.
71 = 1. — On trouve un cercle qui a son centre sur l'axe des y et dont le rayon est égal à 3 a.
n = — 1 . — On trouve une chaînette
n = — — On trouve une cycldide dont la base est
Taxe des y et qui a le rayon de son cercle générateur égal à 2 a*.
w = 2. — La formule (A) devient l'équation de la courbe élastique de Jacques Bernoulli (*), ainsi nommée parce qu'elle représente la figure d'un ressort en équilibre sous l'action de certaines forces.
Dans ce cas l'intégrale dépend des fonctions elliptiques.
Varigkon, Mém. de VAcad. des Se, de Paris, 1 7 lo, p. iSg.
4. Un point matériel assujetti à rester sur une courbe donnée se meut sous l'action d'une Jb^e de direction constante. Trouver quelle doit être la loi de cette force, pour que la pression exercée sur la courbe soit la même en chaque point.
Prenons Torigine sur la courbe au point où le mouvement commence, et l'axe des x parallèle à la force dont on cherche l'expression. Soient X cette force, p'o la vitesse à l'origine et K la pression constante.
(') Acta crud, Lips., ^^94; P* '/'^î ^696, p. 538.
Nous avons
as p
Éliminant p et ^'j il vient
dr et si nous intégrons après avoir multiplié par 4-(ls,
'^Jd;dj''=r'd?-^dr'l ^''"-
Soit p la dérivée ^ tirée de Féquatiou de la courbe . L'équation précédente peut s'écrire
SOUS cette forme, sa différentielle relative à x nous donne Texpression de la force cherchée ,
/«x ^ ^ I -, '^^dp ( r pdx \
/? ^ '^ ' P' dx\J ^^^p2 J
La constante se détermine en posant je = o dans Téquation (A) -, elle est donnée par Féquation
lorsqu'on y fait a: = o.
Supposons que la courbe donnée soit la parabole
x"" = ay\
il suffit (le poser /; = — dans les équations (B) et (C), et Ton obtient
-f5[-(-"i)(-4sn-
Si la courbe donnée était la cycloïde
y ^=: a arc ces sjiax — u:%
on trouverait de la même manière
Dans ces deux cas particuliers la force est indépendante de la vitesse initiale.
ËuLER, Mechan., t. II, p. loi et suiv.
5. En un lieu donné sur le côté cons^exe d*unc ellipse dont le grand axe est vertical, on pose un point pesant^ puis on l'abandonne à son poids. Déterminer le point oii le mobile abandonnera la courbe.
Prenons l'origine à Textrémité supérieure du grand axe et Taxe des x dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient 20 le grand axe, ai le petit axe et x^ l'ordonnée initiale.
L'ordonnée correspondante au point cherché est déterminée par l'équation
/ b'\ Ix' ^x'\ _ b'x h' , X,
Si l'ellipse se réduit à un cercle de rayon a , l'équation devient
FowTANA, Memorie délia Societh Italiana, 1782, p. 175.
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6. On suppose un cercle vertical et un point pesant situé dans son intérieur^ du sommet on lance le point le long de la courbe av^ec une vitesse donnée y et Von demande la pression quil exerce sur la courbe.
Soient a le rayon , P'o la vitesse initiale et l'angle au centre décrit par le mobile.
On trouve
R=: --hg'(2-.3cOS0).
Si la vitesse initiale est telle, qu'au premier instant la pression soit mille, alors v\ = ag^
R = 3g'(i — cosO),
et lorsque ô =. tt ,
c'est-à-dire que le mobile arrivant au bas du cercle exerce une pression six fois égale à son poids.
EuLER, Mechan., t. II, p. 65, corol. vu.
7. Un point matériel, assujetti à rester sur une ellipse conv^exe, se meut sous V action de trois forces : la première est dirigée vers le centre et proportionnelle à la distance y les deux autres sont dirigées vers les foyers et inversement proportionnelles au carré de la distance» Déterminer la réaction de la courbe sur te point.
Soient p, [i!^ ^" les attractions des foyers et du centre à Tunité de distance, a le demi -grand axe, Vo la vitesse initiale et Tq , r'o les distances initiales aux foyers.
Ou trouve
Rp={i^^^*-f-p.Vor'.~V;,
Or, si Ton nomme i^o? ^'o^ ^"^ les vitesses initiales qu'il faudrait imprimer au mobile supposé libre pour qu'il décrive l'ellipse sous rinfluence de chacune des trois
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forces prise isolémeul, on a
par conséquent , le mobile décrira librement la courbe sous Tinfluence des trois forces réunies, quand on aura
Cela résulte de la remarque faite au problème 1 [voir p. 298, prob. 18).
Notre formule première et la remarque citée nous donnent immédiatement un théorème général qui trouve ici son application.
Si plusieurs masses m, m\ m", ttc,^ respeciis^ement soutm'ses à faction des forces F, F', F'', etc, et partant (Van même point A a\^oc des vitesses l'o, j^'o? ^'''o? etc^ de grandeur différente mais de même direction, décriv^ent la même courbe ACB*, la masse quelconque M, soumise à Inaction de la résultante des forces F, F', F'', etc., et partant du point A a^ec une vitesse Vq ayant la même direction que les vitesses t'o? «^'o ^'^'o? ^tc, décrira encore la courbe ACB, pourvu que les forces F, F', F'', etc., soient indépendantes du temps, et que la force viye ini^ tiale MV \ de la masse M soit égale à la somme
des forces vivres initiales des masses m, m\ m'\ etc. (*). En eflet , considérant chacune des masses m, m', m'', . . . , M comme assujettie à se mouvoir sur la courbe ACB, nous aurons, pour chacune des premières masses, une équation de la forme
- Y ^— X,— •+■ — fis ds p
(' ) Oksun Bonnrt, Journal de M. Liouville, i8/|/| , t. IX, p. ii3.
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Ajoutant tontes ces équations, la somme des seconds membres représentera la réaction de la courbe sur la masse M; or cette somme est nulle : par suite, la masse M décrit librement la courbe.
8. On a une ellipse dont le grand axe est vertical et un point pesant situé dans V intérieur à V extrémité du petit axe; on se propose de lancer le point verticalement de bas en haut, de manière qu après avoir quitté la courbe y il passe au centre. Déterminer la vitesse de projection.
Si Ton nomme ia\e grand axe, ib \e petit axe et i^o la vitesse cherchée, on trouve
9. Sur une courbe située dans un plan vertical on lance un point pesant assujetti à la parcourir, et Von demande de déterminer successivement cette courbe :
1°. De manière que la pression due à la seule force de la pesanteur soit proportionnelle à la n''"" puissance de la distance actuelle du mobile à V horizontale d^oà il aurait dû descendre pour acquérir au point de départ la vitesse qu'on lui a donnée;
2^. De manière que la pression due à la force centrifuge soit proportionnelle à la »*''"* puissance de la même distance;
3®. De manière que la pression due à la force centrifuge soit dans un rapport donné n avec la pression due à la pesanteur.
Prenons l'axe des x dirigé dans le sens de la pesanteur, et l'axe des y dirigé suivant l'horizontale dont on a parlé.
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1^. Soit Kx" la pression due à la pesanteur, pour une distance x de Taxe des y. Posons
Il vient
r//(<i« — ar"«)"=«»</ar.
a^. Soit Kx^ la pression qui est due à la force centrifuge Qt s^exerce à la distance x. Posons encore
Il vient
dy (4 a'/i' — «'" V = ^ ^^*
3^. Soit a une constante arbitraire.
Il vient
Ces formules sont presque en tout semblables à la formule (A) du problème 3; en sorte que ce dernier problème et les trois questions qui nous occupent conduisent aux mêmes courbes, sauf de légers changements.
Vauxonon, Mém, deVAcad, des Se, de Paris^ 1710,
p. i56 et suivantes.
SECTION III
MOUVEMENT d'iJN POINT MATÉRIEL SUR UNE COURBE PLANE DANS UN MILIEU RÉSISTANT.
i . Proposons-nous d'étudier le mouvement d'un point pesant sur une cjcloïde dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la vitesse. Nous supposons
Vaxc de la cjcîoïde vertical et la conca%fitc tournée en haut.
Prenons l'origine au sommet de la courbe qui est le point le plus bas, et Taxe des x dirigé en sens contraire de la pesanteur.
Nommons
a le rayon du cercle générateur ;
s Tare de la cycloïde compté à partir du sommet ;
A: la résistance du milieu pour Tunité de vitesse ^
c la valeur initiale de 5; ;
et admettons que la vitesse initiale soit nulle.
Nous avons
dv dx ,
dt ^ ds
D'après les propriétés géométriques de la cycloïde,
2 Q dx s
ds 4/1
d'ailleurs, si l'on suppose que l'arc décroît quand la vitesse est positive,
ds
il en résulte que l'équation première peut s'écrire
^ ' dt^ dt ^a
On l'intègre par le procédé bien connu qui s'applique aux équations linéaires à coefficients constants. Substituant s= Ce'*% il vient
/-'+ Ar-h-^=r o, /• =
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par conséquent l'intégrale est
(i) s = e ^ \Ce > +Ge '^ /.
Ici il convient de distinguer deux cas, suivant que le radical est réel ou imaginaire.
Supposons d'abord le radical imaginaire , ou fc <[ l/- î
c'est le cas le plus conforme à ce qui se passe ordinairement dans la nature.
Si Ton pose
7> la formule (i) prendra la forme
( Acos— 4- Bsin— j >
dans laquelle A et B sont des constantes que nous déterminons par la condition que , pour f = o , on ait
ds s = c et -p = o.
dt
Il vient
c = A et AH-~Br=o;
d'où
(2) s=:ce .^cos^^-^sm^j.
Le temps T que le mobile emploie pour arriver au sommet, se tire de l'équation
7TX.7T »7T 7
.f = o, cos^ h-sm-^— = 0, tang---=— t;*
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Cette valeur de T.est indépendante de la position ^nîtiale, et la même particularité se présente dans le second cas que nous examinerons plus loin ; par conséquent, la cycloïde est tautochrone dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la vitesse (*).
Admettons pour un instant que la résistance k soit
très-petite. Alors — sera très -peu supérieur à -; en /
sorte que, si l'on pose
et, par suite,
7T /tt \ î 7
^2 " \2 / tangtf A
on aura sensiblement, en remplaçant dans la valeur de T u par tang u , et négligeant les puissances de - supérieures k la première ,
^=rF="(f-")'**''(f-'f
Ce temps est à peu près celui de la demi-oscillation descendante qu'un pendule cycloïdal exécute dans l'air lorsqu'on récarte légèrement de la verticale^ il est un peu
(') Cette propriété de la cycloîde était connue de Newton; Principia, lib. Il, prop. 36.
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plus considérable que lorsque le pendule oscille dans le vide.
La formule ( a ) nous donne
ds c 2
ainsi la vitesse est nulle, et le mobile cesse de monter pour commencer à descendre aux époques
11 suit de là que la durée d^une oscillation entière est égale à — • Si la résistance A: est peu considérable, cette durée est sensiblement la même que dans le vide ^ car
2Tr 27r
r='[\/1*^-(îf--]
= à peu près 2 w i/ —
Substituant dans la formule (2) les valeurs de t pour lesquelles i> s'annule , on obtient les amplitudes des demioscillations successives ,
C. ce "'' , ce "^ , ce
Ces arcs décroissent en progression géométrique, et ils sont tous parcourus deuic fois , sauf le premier^ d'où il suit que le chemin total parcouru par le mobile avant d'arriver au repos , est
TT ^fi
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Venons au second cas : le radical 1/ A' — - est réel ,
Soit
La formule (i) devient
s=zCe ^ -f-C'tf ^
On doit déterminer les constantes C , C par la condition que 9 pour f = o , on ait
ds
alors on trouve
Cette valeur de s ne s'annule que pour ï = oo 5 par conséquent, le mobile ne dépassera pas le sommet de la cycloïde, et même il ne l'atteindra qu'après un temps infini. D'après la dernière équation, nous avons
^U^(A-y)e - -(*+7)* » J Ces formules nous montrent que la vitesse croit depuis
d^_dv^_ c{k^^ dr ~" Jr"~
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rinslaiu du dëpart jus([u'à Tépoque t donnée par 1 «quation
e ' = r î !» ou ^ — -log-; î-«
A partir de cette époque, la vitesse décroit et converge vers o.
Enfin, si Ton suppose que le radical i/- — A* soit nul, on trouve, en recourant à Téquation (A),
dt
Ut 7 U j
rte
Ces formules nous montrent que le mobile ne peut dépasser le sommet de la courbe, et ne Tatteint qu*après un temps infini. La vitesse est un maximum à l*é-
poque <f = T'
S***. Déterminer le mou\fement du pendule légèrement écarté de la verticale, dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la vitesse.
Soient a la longueur du fil, 6 Tangle quMl fait avec la verticale et k la résistance du milieu.
On a
^^^=:^SinO-/l',
ou, si Ton remplace sin 9 par et ^ par sa valeur
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dB a -r-î
fli
dV dt a
Cette équation est tout à fait semblable à Téquatioii (A) du problème précédent, si ce n'est que l'arc s se trouve remplacé par Tangle 6 , et le double du diamètre du cercle générateur ^a par la longueur du fil a. Sauf ces changements de noms , la discussion précédente s'applique mot pour mot.
Ce problème donne la loi des petites oscillations du pendule dans l'air ^ car, lorsque la vitesse est très-petite, on peut sans erreur sensible admettre que la résistance de Pair est proportionnelle à la vitesse. Dans ce cas, la résistance A: est peu considérable; elle est inférieure à i/-;
on peut même négliger son carré. Alors, comme nous l'avons vu, la durée d'une demi-oscillation descendante est un peu plus considérable que dans le vide \ mais la durée d'une oscillation entière est la même.
Au reste , pour juger de l'exactitude de ces résultats , il suffit de réduire en nombres les formules rigoureuses don-« nées dans le problème précédent. Nous nous servirons pour cela d'une expérience de Borda. La valeur initiale c de l'angle d était un tiers de degré environ ; l'amplitude des oscillations diminuait sensiblement en progression géométrique; après 1800 oscillations, elle n'était réduite qu'aux deux tiers.
Ainsi , en conservant les notations du problème précédent, on a
1800 Arw
1 800 An z= y log - = 7(0 ,4o546) »
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Remplaçons A: par sa valeur tirée de Téquatiou • •
Il vient
d'où Ton tîre
On voit par là que la durée d^une oscillation est
I ,00000000267 ou à peu près
ce qui ne difl%re presque pas de la durée d'une oscillation dans le vide ,
la
Poisson, Traité de Mécanique, 2* édit , t. I^ p. 348.
3^. Déterminer le moui^ement du pendule dans un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Conservons les notations du problème précédent.
Nous avons
fir " dt^ ' a^
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OU, ce qui est la même chose ^
Si Ton regarde B comme la variable ^^ ( "^ ) comme la
fonction , cette équation est linéaire et du premier ordre. On l'intègre par la méthode connue.
Substituant
il vient et
d'où
r = 2,aky (v=z sin e ;
ng cosB -h :taA sinB ^aake ^ wdO=z-^ y—rr: ^ -f-C,
\dt J a I ■
naA sind
Nous déterminons la constante C par la condition que — soit nul pour 9 = c 5 alors
/ \ /^®V_ ^S r cosô -|-2«Xsinô 1
^^'' \dt) "" ^774:4^^ [ — {cosc -h 2 «)t sin r) e- ^ «^ (^ - <9)J '
Cette formule nous permet de calculer les amplitudes des oscillations successives. En effet, soit — Ci la valeur de l'angle (^ à la fin de la première demi-oscillation ascendante j cette valeur devra vérifier l'équation
(cosc, — 2nA sinc,)c^^*^' — (cosc 4- 2 al sine) c""^***^ = o.
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Si Ton développe les exponentielles suivant les puissances de k et que Ton néglige le carré de cette résistance supposée très-petite, on aura
cosci — nak (sine, — c, cosci) = cosc •+■ ^ak (sine — ccosc).
La valeur de Cy que Ton tirera de cette équation différera tirès-peu de c 5 posant donc
c, = c — ^ , nous pourrons négliger 0* et kâ] il viendra ê s\nc = ^ak (sine — ccosc); d'où
c\=z c — ( sm c — c cosc ).
sm c ^
Ce résultat ne suppose pas les oscillations très-petites; mais , si elles sont assez petites pour que Ton puisse négliger la quatrième puissance de c dans la valeur de d , cette valeur se réduira à
Pour trouver la durée des oscillations, on peut résoudre Téquation (2) par rapport à dt^ puis intégrer; alors on obtient une expression de la forme
^=: Çv{B)dQ.
Cette intégrale n^est point exprimable en quantités finies, au moins par les méthodes connues. On pourrait la calculer par approximation, mais il est plus commode d'appliquer les méthodes approchées à l'équation primitive elle-même. C'est ce que nous allons faire en supposant les oscillations très-petites.
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Nommons encore c la valeur initiale de Fangle 6 qnî sera très-petite, et admettons que la yitesse initiale soit nnlle. n est clair qoe l'expression cherchée de Tangle Q esl une fonction continue de c et s*éTanouit avec cet angle; par conséquent, elle peut se dérelopper en une série de la forme
(3) = ce.^c>0,-h...;
et celte série sera d'autant plus convei^ente que c sera plus petit. Nous nous bornerons aux deux premiers termes qui sont bien suffisants pour représenter les expériences les plus délicates; toutefois, la méthode sera générale.
Substituons dans Téquation (i) les valeurs de-^? —
et sin0 que l'on tire de la formule (3) lorsque Ton néglige les troisièmes puissances de c , puis jalons séparément à zéro les coefficients de c et de c*. H vient
La première de ces équations nous donne l'intégrale
dans laquelle les constantes A et B se déterminent par la condition que, pour ^ = o , on ait
et, par suite (3),
rfô, ô.= i, -=o.
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On trouve ainsi
Vient
Substituant cette valeur dans la seconde équation (4)} il
dt* a 2a \ y aj
C^est une équation linéaire du second ordre*, on Tintègrc par la méthode que nous avons rappelée plus haut. Des exponentielles imaginaires s'introduisent, on les remplace par des sinus et des cosinus , et Ton trouve enfin
ô,= Dcos(/y/fH-E)4-^4-^cos^ary/fy
D et E sont des constantes que Ton détermine de manière que , pour t = o , on ait
alors on obtient
et
(6) i> = ~a'-^ = ya~g
r (3-.c«*).in(ry^)|
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Ces valeurs vont nous donner la durée et Tamplitude des oscillations; dans cette recherche, nous pousserons rapprozimation jusqu'aux secondes puissances de c inclusivement.
La durée de la demi-osciUation descendante s'obtient en résolvant par rapport à t Téquation d = o , dans laquelle 6 est remplacé par sa valeur (5). Une première valeur approchée est
car cette valeur annule le terme qui est du premier degré par rapport à c. Posant donc
on déterminera u par la méthode de Newton, laquelle consiste à prendre pour u le quotient changé de signe , de 6 par sa dérivée relative à t^ dans lequel on fait
ir
On trouve ainsi
cak . /fl / 2caX\~' cah fa
U est inutile de prendre ici le terme en c' et de pousser r approximation plus loin ; car u doit évidemment changer de signe avec h , et comme dans toute la suite des calculs que Ton pourrait faire, c serait toujours accompagné du facteur Xi , il faut que « ne contienne que des puissances impaires de c. La durée de la demi-oscillation descendante est donc
^ Tz la cah
Pour obtenir la durée d'une oscillation entière, il faut résoudre par rapport à t Téquation (^ = o , dans laquelle ^ est remplacé par sa valeur (6). En opérant de la même manière, on trouve, au même degré d'approximation,
que cette durée est tt i/-f comme dans le vide.
Nous aurons Famplitude de la première demi-oscillation ascendante, si nous posons
dans la valeur (5) de Tangle 6 changée de signe. Nous trouvons
d*où nous voyons que Tamplitude de la seconde demioscillation est plus petite que celle de la première, de la
quantité -^—5 — ^ comme nous l'avons déjà trouvé par une
autre méthode.
Tous ces résultats coïncident à peu de chose près avec ceux que nous avons obtenus au problème précédent, dans rhypothèse d*une résistance proportionnelle à la vitesse ; les petites différences qui existent peuvent être attribuées aux valeurs différentes que le coetlicient k doit recevoir dans ces deux hypothèses.
Dans tout ce qui précède , nous avons supposé que le corps du pendule était un point matériel sans volume. Dans la réalité, il ne peut en être ainsi. Comme un corps plongé dans un fluide y perd une partie de son poids égale à celui du fluide déplacé, le pendule se trouve dan» le même cas que si la gravité, au lieu d'être égale à gj était égale à g' (i — p) , p désignant le rapport de la densité du fluide à celle du corps. Par là , on verra facilement
que , diaprés la seule considération de la perte de poids à Tétat de repos , la durée des oscillations dans un fluide se trouve augmentée dans le rapport de Tunité à ^i — p pour un même pendule , et la longueur du pendule simple se trouve diminuée dans le rapport de i — p à l'unité pour la même durée.
De plus, Bessel a fait voir par l'expérience que la perte de poids est moins considérable pour un corps en repos que pour un corps animé d'un mouvement oscillatoire. Il en résulte que, dans les résultats précédents, il faut multiplier p par un facteur /* plus grand que l'unité.
Poisson a démontré , dans son Mémoire sur les mou^e-ments simultanés d'un pendule et de Vair environnant (*), que le facteur y* est indépendant de la densité du pendule ainsi que de la densité et de la nature du fluide dans lequel il oscille. Pour le cas d'une sphère dont le diamètre est petit relativement à la longueur du pendule , il trouve
Poisson, Traité de Mécanique^ 2* édit., 1. 1, p. 353.
4. Trousser les courbes tautochrones pour un point pesant dans un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Soient
O l'extrémité des arcs qui sont parcourus dans le même temps \
X la distance du mobile au-dessus de l'horizontale qui passe au point O \
s l'arc de la courbe compté à partir du point O ;
( » ) Mém, de VÀcad. des Sciences de Paris, t. XI.
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h la hauteur à laquelle serait due dans le vide la vitesse que le mobile possède au point O \
k la résistance du milieu pour Tunité de vitesse. On a
ou, si l'on multiplie par i©-**' et que Ton intègre, Remplaçons ^ par sa valeur —y, et posons
h) • u -^ / (T-^^'dX)
X sera une fonction de m, et comme s est une fonction de X, nous pourrons poser encore
(3) f^ ^'ds ^ ff(u)du.
11 vient alors
dt- --1_Î^^S
en sorte que le.temps employi? par le mobile pouf arriver au point O est
_ I r^ if(u)du
Cette valeur de r doit être indépendante de /i; d'où il
suit qua la quantité comprise sous le signe / doit être
do degré zéro par rapport k h, u et du. Cela exige que l'oti ait
a désignant une constante.
Snbslîtuons celte valeur dans Téquation (3), et intégrons en observant que 5 et m sont nuls en même temps. Il vient
y(i — c~*') = la^u^
k^ ' ds
Or, d'après l'équation (a),
par conséquent ,
du , dx
— g— iks .
ds " ds'
dx ,
ds
D'un autre côté, nous avons
a Ç^ du _ lia
donc enfin Téquation de la courbe tautochrone est
4^A-'t*x 4- Tt'As = n^ {(*' — i).
On peut obtenir la valeur de Tare parcouru pendant le temps t. En jeffet, soit s^ la valeur initiale de l'arc s, La formule (i) peut s'écrire •
dx
et si nous remplaçons — par sa valeur tirée de Téqua-
tîon (4), il vient
Posant
celte équation nous donne
- 2r dz
f = — arc CCS — ? z = Zq cos — 1
TT Zo 2T
I — C-*' = (l — tf--*'o ) COS ~ 5 ' 2T
. = -ilog[.~(,-^*'.)cos^].
EuLEB, Comment,^ Petrop., 1729. — Mechan.y t. Il, p. 392.
5. Proposons^nous de rechercher V expression la plus générale de la force tangentielle dans le mouvement tautochrone.
Soient :
O l'extrëmilé des arcs de la courbe tautochrone qui doivent être parcourus dans le même temps r ; •
F la résultante des forces tangentielles qui agissent sur le mobile au bout du temps f , compté à partir de l'instant du départ ;
i^ la vitesse du mobile au bout du même temps ^
s l'arc qui lui reste à parcourir pour arriver au point Oy
(7 la valeur initiale de l'arc 5.
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Ona
et la courbe sur laquelle se meut le corps sera (aui< chrone quand r sera indépendant de a, cVst-à-dîre quanti on aura
dz
Eliminons a des limites de Fînlégrale. Pour cela, posons
en nommant z une fonction arbitraire de 5, qui s'annule avec s^ Z IsL valeur de z pour s = a et u une nouvelle variable.
Soit, de plus,
la valeur de 5, que Ton déduit de Téquation (i). Nous aurons
= -. r^Lif^
du.
Différen lions par rapport à a, et souvenons-nous que i^ est une fonction de a et de ({/ {uT^) ] il viendra
ou bien , remplaçant i/Z par z. et Zdu par — ds^
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ce qu'on peut écrire
en représonlaut par J (s, a) le facteur de <k sous le signe (rintégralion.
Pour que — soit nul , quel que soit a, il faut qu'en posant
on ail
Supposons que la fonction satisfasse h cette condition» Nous pourrons remplacer dans Tëqualion (a), f{s^ a) par
û', (5, a) et— parla valeur trouvée précédemment 5 alors,
si nous observons que Ton a
ou
viendra
Il nous faut intégrer celte équation, dans laquelle e est la fonction et 5, a les variables indépendantes. On sait qu'elle se ramène aux deux équalîons différentielles si-
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multanées
dd ds dv
Z 3 / ZZ''\ ç2
Posons
Nos équations différentielles pourront s'écrire ds du
^'-^,y^(^) ,, yW^ \^'^
di ff(s} ff{S)
Soit
La première équation nous donne
w (er) — w (5) = const. = A ; d'où Ton tirera une valeur de ex de la forme
Si Ton substitue cette valeur dans la seconde équation différentielle, et que l'on pose ensuite
X étant une variable auxiliaire, on obtient Téquation
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OÙ 6', [j, Ç(«y)] représcnlo ce que devient la dérivée de 0(s^ (j) par rapport à j, lorsqu'on y fait, après la dillérentiation , 7 = ^(5).
Soit p (s) Tintëgrale indéfinie du second membre. On aura
■i=:p(j)-f- const. = p(j)H-g, ^_ JBy(.v) ^^
11 résulte de là que l'intégrale générale de l'équation (3)
est
<.(,)_.>(0=7[-(-,-)-i--^yJ,
/ étant le signe d'une fonction arbitraire. Toutefois les conditions de notre problème assujettissent cette fonction y k être identiquement nulle, lorsque l'on y fait simultanément
5 = (T et p = o;
car la vitesse initiale du mobile est supposée nulle. Diilérentions la dernière équation par rapport à 5 , et
remplaçons w', (s) par sa valeur -j- ; il vient ,_ _ r . -| T(^)g-''y'(0 -r-'
On en tire
ds
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ou, si Ton pose ^^ J-- = G 1 ^^ — p(^) h
Telle est la formule cherchée. Q et y représentent des fonctions arbitraires; p est aussi une fonction arbitraire.
En eifet, p' (s) et , par suite, p (s) sont définis par Téquation
et, puisque la fonction 9 n'est assujettie qu'à la seule condition de s'évanouir pour s = (j^ nous pouvons prendre
X(^) étant indépendant de 55 alors Je second membre de l'équation précédente se réduit à
D'ailleurs le premier membre peut s'exprimer en ^ (5) , quelle que soit la fonction p (s) ^ puisque s est une fonction de ^ (5). Prenant cette çxpression du premier membre pour la fonction x[C(*)] V^^ ^^^ ^ volonté, l'équation sera satisfaite.
Supposons, en particulier, que l'on prenne
et posons , pour abréger,
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La formule) généralu (4) pourra «Vcrirc*
Z3 étant It) signe d'uno fonction arbitraire.
Cette dernière formule a cHd donnde par Lagrango, dans hf^ Mémoires de Vjécadvmwdti Barlin^ 1765, 1770. La formule générale d'où elle dérive a été établie récrniment par M. Urioscbi (*).
(5. Comme opplieation des formules que nous venons d'établir, nous nous proposerons ici ih chorchor tous las cas do tautochronismo contonus dans laformuh do La^ grnngOf ol relatifs à un corps pesant qui sa nunit a^rc frottement dans un milieu dont la résistance est une fonction quelconque de ta vitesse, /(»').
Supposons l'axe des x vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur *, et soit /a le coeflicient de frottement.
La composante tangentielle de la pesanteur et la pression sur la courbe seront respeetivement
fir
en sorte que Ton aura, pour l'i'xpression générale de la force tangentielle,
tir I efr* //»••
f) AnimH ûi SehnMn tnttinnalkiw i* Jhicht* compihli du H. Torlollnl j
dx . ,
— est ici une fonction de s qui , si elle était connue , donnerait l'équation de la courbe. Nous allons déterminer cette fonction par la condition que la formule (V) soit comprise dans celle de Lagrange.
Si l'on différentie la valeur (V) trois fois par rapport à M, puis une fois par rapport à 5, le résultat est identiquement nul. Exprimons que la formule de Lagrange satisfait à cette condition.
Si nous posons
la formule de Lagrange prend la forme
et Ton doit avoir
dif^ ds
OU, puisque Ç est une fonction de j,
di^d^^ ^'
Cette condition nous donne
Posons
l'équation précédente deviendra
z'Y' {z) + 6zf (z) -h 6^ [z) = o.
Pour Tintégrer, posons encore
Nous obtenons
i»" = o; par conséquent,
a = Az-h B,
X= — Alogz -h-Bz-' 4- Cz -+-D,
F = -.A.log^-H^BÇ4-^-(c-^^).'-+-D.,
A, B, C, D désignant des constantes arbitraires.
Pour que cette valeur soit identique avec la valeur (V), il faut que Ton ait
A=:0, DP = --/(f'),
I ^ dx I dx"
La seconde relation nous montre que la résistance du milieu doit être simplement proportionnelle à la vitesse. Si Ton élimine \ entre les deux dernières relations, on obtient, toutes réductions faites,
BC
—rr^=^ — = consi.,
ds^ I 4- pt' ' j
\ ce f^ui est Téquation d'une cycloïde.
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Ainsi, la cycloïdeesl tautochroné ai^ec frottement ^ soit dans le vide, soit dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la vitesse; c'est d'ailleurs le seul cas de tautochronîsme avec frottement qui soit doané par la formule de Lagrange (^).
Si l'on nomme r le rayon dii cercle générateur de la cycloïde et H une constante, on aura
dx' g'j -+- H fis l\r
La constante H se déterminera par la condition que le mobile, placé sans vitesse initiale à l'extrémité des arcs tautochrones , y reste en équilibre , et que , placé un peu plus haut, l'équilibre n'ait pas lieu. Cela exige que l'extrémité des arcs tautochrones soit le point le plus élevé de ceux où le point matériel , posé sans vitesse, pourrait resler en équilibre.
7^ Trouver tous les cas de tautochronisme contenus dans la formule de Lagrange (prob. 5), et relatifs à un point pesant qui se meut dans un milieu dont la résistance est une fonction de la vitesse j f{v)*
Un calcul semblable à celui du numéro précédent montre que la résistance/* (f^) doit être de la forme
A -h Bi^ H- Cf'',
A, B, C désignant des constantes.
Alors la courbe tautpchrone est celle que nous avons obtenue au' prob. 4.
Ceci est. un cas particulier du théorème suivant :
(' ) Ce cas de tautochronisme a été signalé la première fois par Necker. RecueH des Savants étrangers (Académie des Sciences de Paris), t. IV, p. 96; 1763.
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Toute courbe (autochrouc, pour une force comprise dan» la formule de Lagrnnge, est encore tautochronc lorsqu'on ajoute à la force un terme proportionnel à la vitesse (*). On voit, en effet, qu'en conservant la même courbe et ajoutant h la force tangeniielle un terme proportionnel à la vitesse, l'expression de la force tangeniielle totale reste encore comprise dans la formule de Lagrange; car le terme additionnel n'a d'autre effet que
d'augmenter la fonction arbitraire cr ( - ) d'un terme de la forme - X const.
h BEftTiiAifii, Journal de M. Liou ville, 1847» t. XII, p. 126.
8. Un point pesant monte, en vertu d* une impulsion initiale, sur une courbe située dans un plan vertical ; le moui^ement a lieu dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Quelle doit être la courbe pour que la vitesse du mobile égale à chaque instant celle qui serait due, dans le même milieu, à la hauteur mesurée par la longueur de rare qui lui reste à parcourir pour atteindre un point fixe situé sur la courbe?
Soît s l'arc de la courbe compté à partir du point fixe , X la distance de l'extrémité de cet arc a Thorizontale qui passe au point fixe , ra A la résistance du milieu pour l'unité de vitesse.
L'équation de la courbe est
Ce problème fut proposé à Clairaut, pendant son voyage
(•) Laoramge, Mém, de VAead. de Berlin, 1765, p. 371.
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en Laponie, par un professeur d'Upsal nommé Klingstiema. La solution de Clairaut se trouve dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris y 1740, p. a54. •
9. D*un même point O partent une infinité de droites situées dans un même plan ^vertical et terminées à une courbe Si Déterminer cette courbe de manière quun point pesant y descendant du point O sur Vune des droites, arrive sur la courbe a\fec une même "vitesse, quelle que soit la droite que l 'on ait choisie. Le mouvement a lieu dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Rapportons la courbe à des coordonnées polaires r, , dont l'origine soit au point O, et dont l'axe soit dirige dans le sens de la pesanteur -, nommons a le rayon vecteur qui se compte sur l'axe.
L'équation de la courbe est
COSÔ =:
EcLER, Mechan.y t. II, p. aSi.
10. Les données restant les mêmes que dans le problème précédent, on propose de déterminer la courbe S par la condition que le mobile emploie le même temps pour l'atteindre, quelle que soit la droite sur laquelle il descende.
L'équation de la courbe est
, log L*''H- (d'*'^— i)
Iog[é?^«-f (e'*«—i/
EuLEB, Mechan,y t. II, p. 256.
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SECTION IV
MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE FIXE.
Soient s
x^y^ z Jes coordonnées du mobile à l'époque «;
V la vitesse;
X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de la force accélératrice extérieure;
F (a:,y, -z) = const. Téquation de la surface;
R la réaction normale que cette surface exerce sur le point.
Si l'on poàe , pour abréger,
lid^y fdFY /dFY
les équations du mouvement seront
dt^ dx
Y 4- RU
dt"" dy.
= Z -hRU-r-'
dt^ dz
Pour déterminer la position du mobile à une époque' quelconque, il faut éliminer le produit RU entre les trois équations précédentes; alors on aura deux équations différentielles entre or, y, ^ , ^ , qui , jointes k l'équation de la surface , détermineront les coordonnées en fonction du temps.
Lorsque X éir -f- Y rf^ -^-Xdz est la différentielle exacte d'une certaine fonction y (r, j^ z) des seules variables x^
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j^, ^, on a de suite une intégrale première,
^0 9 J^o î J^o î ^0 étant les valeurs àe\f^x^ y^ z qui correspondent à Fétat initial. Cette intégrale pourra remplacer une des trois équations primitives, et comme
dx^ -h dy^ -4- dz^
elle nous permettra de faire disparaître dt des deux équations restantes. Dès lors il suffira d'éliminer entre ces dernières équations le produit RU pour avoir une équation diflérentielle en x^ y, z qui déterminera la trajectoire conjointement avec l'équation de la surface.
1. D^un point pris à ^volonté sur Vun des méridiens d'une surface de ré\folution dont Vaxe est Derticaly on lance un point pesant suivant la tangente au parallèle, ai^ec une vitesse qui est une fonction connue des coordonnées du point de départ. Déterminer la surface pcCr la condition que le mobile, assujetti à rester dans son intérieur y décri\^e toujours un parallèle, quel que soit le point de départ.
Soit pris le plan méridien d'où part le mobile pour plan des zx^ et Taxe de révolution pour axe des z^ qui sera dirigé en sens contraire de la pesanteur.
Nous avons
l^dx -+ Ydy -h Zdz = — gdz-,
d'où il résulte que la vitesse doit être constante pendant toute la durée du mouvement-, par suite, la résultante de la pesanteur et de la force centrifuge doit être normale à la surface.
Ainsi, X Qiz étant les coordonnées du point de départ,
®^ y^Sfi^^) '^ vitesse initiale, nous devons avoir
X ^ dx ^ ^ ' T^dx
Telle est l'équation différentielle de la courbe méridienne. Elle nous montre que la hauteur due à la vitesse initiale est égale à la moitié de la sous-tangente à la courbe. Donnons à la fonction y quelques valeurs particulières. Soit
y=i:*const. = h.
On a
2 hdx
\ocx = — - -H const.
un
La courbe est une logarithmique.
Soit
On a
dz Tx'
x*=i naz
+ const.
La courbe
est une
parabole.
Soit
On a
idx
««-• dz
2 log J7 = — 7 — — ;^ : 4- const.
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Si Ton veiit que le temps d'une révolution soit le même sur chacun des parallèles; alors, nommant T la durée d*une révolution , on aura
par conséquent , la courbe méridienne sera la parabole
X* = -^ — - Z -H CODSt.
2Tr»
FoNTANA, Dissertazione sopra laforza centrifuga; Verona, 1784.
2. Trouver une surface passant par une courbe don^ née et telle, qiiun point pesant parcoure cette courbe y lorsqtion le pose sur la surface en un point de la courbe, auec une vitesse de grandeur et de direction convenables.
Supposons l'axe des z dirigé dans le sens de la pesan> teur.
Soient
les équations de la courbe donnée.
La surface cherchée aura son équation de la forme
(f étant une fonction qui ne devient pas infinie pour
n s'agit de déterminer cette fonction (f.
Tout point pesant (x, y, z)j posé sur la surface, vérifiera dans son mouvement les équations
-:i^ = ^^ir' ^ = ï^u^,
dt^ dx dt^ dy
desquelles
on tire
dF d^X _ dy dO "■
dF d^y ~ dx dt^'
ou , ce qui
est la même chose,
dF
dx
dx
ds
Pour que le point parcoure la courbe donnée , il faut que cette équation devienne identique quand on y fera
après avoir substitué à i^, —? ~- les valeurs de ces quantités relatives à un point qui serait assujetti à parcourir la courbe donnée.
Or
dF _
^"-'^ et quand on pose
dF
— se réduit à — y [/^ (^)? -^J 5 en sorte que la substitution
de ces valeurs dans l'équation (i) donnera un résultat de la forme
Ti{z) étant une fonction connue de z,
La fonction ç qui vérifie cette dernière relation est évidemment donnée par la formule
dans laquelle ^ représente une fonction arbitraire qui ne devient pas infinie pour y =f^[z),
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De là il résulte que Téqnatioii de la surface cherchée est
'=/(')-*- [r-/;(*)]n(*)+[r-/.(i)f+(jr.^).
CooLiDe application, nous supposerons que la courbe donnée soit une hélice,
X t= rcosik ^Y jr = rsin ( it - j-
Il nous sera plus commode de représenter cette courbe par les deux équations équiyalentes
x^-^X^ — r» = o, z— jarclaiig-= o-
Alors l'équation de la surface sera de la forme
F^î-^arctang-^— (x>4-r'-/-)f(x,jr)=:o.
Si , dans les dérivées partielles — 9 — 9 on élimine x et ;^ à Taide des équations de la courbe, on trouve
g = isin(^f)-2.ços(^j),.,
-r- = — -7 CCS 1 A" - 1 — 2 r sin ( /• - 1 ®„ dy k \ r) \ r)"^'
en posant
(p, = (j> I r cos ( /^ - j 5 F sin f A - j j.
Supposons le mobile placé sans vitesse initiale au point dont les coordonnées sont
x=rr, X=:Oy a = O.
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Nous aurons, à un instant quelconque,
{ijc =: — X- sJn f /• - J (iz'y dj"=z k ces [h - Jrfr, ds = v^/-^-+- i di.
D'après ces valeurs, Téquation (i) devient, toutes réductions faites,
y[^rcos(^y, rsiii(/f)J=-.~-
c'est Féquation qui correspond à la formule (2). Selon la formule (3), nous aurons
arc tang -
ou , ce qui revient au même,
car le second membre se réduit bien à II (^) = .
quand on y remplace x eX y par leurs valeurs en z L'équation de la surface sera donc
z = - arc tang- -h [x^ -h x^ — '*") ? {^>x)'>
ou, remplaçant (f (x ^y) par sa valeur, r
Si nous supposons ^p = o, l'équation se réduit à
, arc tane -
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OU , posant x = a cos « et j =z u sin co,
La surface représentée par cette ctpiation est assez remarquable : les sections horizontales sont des spirales analogues à celle d'Archiraède^ les sections faites par des cylindres de révolution autour de l'axe des z sont des hélices ; les sections faites par des plans passant par cet axe sont des courbes hyperboliques qui ont pour asymptotes Taxe des z et ' la trace du plan sécant sur le plan des xy ; la courbe de plus grande pente est représentée par l'équation
Il y a plus : quel que soit le point de Taxe des x sur lequel on place un point pesant, la trajectoire de ce point sera une hélice. C'est ce qu'on reconnaît aisément en prouvant que toutes les hélices de la surface vérifient l'équation (i), si
Catalan, Journal de M. Liouville, t. XI, p. 212; 1846.
3. Troui^er F équation générale de la courbe brachystochrone pour un point pesant assujetti à se niouyoir sur une surface quelconque. Examiner en particulier le cas d'une surface de réi^olution autour d'un apce vertical.
Soient l'axe des z une verticale dirigée dans le sens de la pesanteur, z^ et z^ les ordonnées du point de départ et du point d'arrivée, et
l'équation de la surface.
Le mobile partant du repos, sa vitesse est donnée par la formule
par conséquent, l^ntégrale qu'il s'agit de rendre un minimum est
Le problème consiste dans une simple application des formules du calcul des variations.
Nommons p et ^ les dérivées partielles — ? -~ que Ton
lire de l'équation de la surface, et posons
)/2g(z^ Zp)
dx dp dy dq
les dérivées étant ici des dérivées partielles.
Pour que l'intégrale soit un minimum, il faut que les ordonnées x, y, z d'un point quelconque de la trajectoire, outre qu'elles vérifient l'équation de la surface, vérifient encore l'équation différentielle
\ dz J dy \ dz ) dx '
dans laquelle — > —7- représentent des dérivées totales,
prises en considérant x, y^ p et q comme des fonctions de z.
Nous avons
M ^N ^ rf p
dz dz v^i4-/;'4-^y' v^2g'(3—z«)
dz dz ^i^p^^^i ^2g{z—z.}'
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en sorleque Féquation différentielle est , , rfF . dx dF , dy
(0 TT^ . /— = -=:7r^'
df ds yj'2.g\z — z„j ^^ ds ^9.g(z — Zo)
On polira éliminer une des coordonnées x^ y k l'aide de l'équation de la surface ; alors on aura une équation différentielle du second ordre entre deux variables. L'intégrale de cette équation contiendra deux constantes arbitraires dont on disposera de manière que la courbe passe au point de départ et au point d'arrivée.
Dans le cas d'une surface de résolution autour de l'axe des Zy on a
d¥ dF
par suite, l'équation (i) devient
dx djr
yd. ■===. — xd, '
ds sjz — Za ds ^z — z,
L'intégrale première est
(2) ydx — xdjr = ds ^z — z^y^ const.
Si l'on substitue k x et à y les coordonnées polaires r et 6, liées par les relations
X = rcos9y jr=zrsinBy il vient
jrdx — xdjr = r^ d9; d'ailleurs ,
y z — z, =r -r== H ds ^z-— Zo z= —= ;
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par conséquent, l'équation (2) ,peut s écrire
C étant une constante.
Sous cette forme, elle nous montre que Taire décrite à chaque instant par la projection du rayon vecteur sur un plan horizontal est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile.
La même équation nous fait voir que le rapport de %^
à — augmente indéfiniment à mesure que (^ diminue ou
que Ton considère un point plus rapproché du point de départ. Il en résulte que toute brachjstochrone sur une surface de résolution est tangente au méridien du point de départ.
On a , pour toute époque ,
Or, si le point d'arrivée est sur le méridien du point de départ, le premier membre de cette équation est nul : d'ailleurs l'intégrale qui figure au second membre ne peut jamais être nulle, vu que tous ses éléments sont positifs; donc, dans ce cas, C = o. On en conclut que, quand le point de départ et le point d'arrivée sont situés sur un même méridien, la brachjstochrone entre ces deux points, n'est autre chose que le méridien lui-même.
L'intégrale de l'équation (2) peut toujours se ramener à une quadrature. En effet, cette équation peut s'écrire
or, si l'on y pose
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