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AVÏS.
Jt me tuis proposé, dans cet Ouvrage, de réunir en un seul vokniie un grand nombre de problèmes et de diéoraiMs, dont les uns ne se trouvent dans aucun recueil, et dont les autres sont disséminés dans diflféreos traités français et étrangers. J^ai cherché à pré» fmrer les élèves aux concours généraux , en leur présentant les solutions des problèmes sous des formes variées propres à faire apercevoir combien le choix des inconnues influe sur l'élégance et la simplicité de ces solutions. Plusieurs problèmes sont extraits de mes Ouvrages. J'ai donné (pages i35.«*i44) 1^^ solutions de différentes questions relatives à l'écoulement des fluides, que j'avais indiquées en i8o4 dans mes Fragmens sur l'Algèbre et la Trigonométrie.
Mes occupations ne m'ayant pas permis de me livrer seul ajix nombreuses recherches nécessaires à ce travail, j'ai prié M. Duhamel de vouloir bien s'adjoindre à moi y et nous avons fait en commun le choix et la rédaction des problèmes contenus dans ce Recueil.
Les considérations générales qui commencent l'Ouvrage et se terminent au n"" i lo, sont de M. Duhamel.
Les théories comprises depuis le n® i8o jusqu'au n* 190 et celles des n** 221 , 222, sont tirées du Cour& â^ Analyse de M. Gauchy.
Nous avons aussi extrait diverses questions de la l^héorie des Nombres de M. Legendre , de la Résolu-
iion des Equations numériques de M. Làgbakge, et du Calcul des Probabilités de M. La.pla.ce.
La solution des problèmes proposés aux Concours généraux des Collèges royaux de Paris (pag. 38i • • «394) nous a été donnée par M. Pommiés, officier de l'Uni* versité , professeur au Collège Charlemagne.
M. Gérono, Professeur de Mathématiques , m'a communiqué les théorèmes énoncés dans les pages 3g8 et 399; il a bien voulu se charger de faire V errata. Les fautes indiquées, étant fort importantes, il est indis-» pensable de les corriger ayant de lire cet ouvrage.
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Page 16, ligne 7 en remontant , PQ'P. . .V ; lisez PQ'R. .V 17, 9, ^'ar, lisez d'A
/ 3i, 1 es remontant, moindre, mes plas granft
36, 6, — -r . Itsez-h-r
37, 6, Dr, lisez Dmjr
37, 10, , lisez — ^
^i , 14? snpplcans , lisez adjacens
•75, 8, inverse, lisez directe
ù6, 31, UV,/wczUV(rig.4)
ar«-'-f....-|-t' ,. ar'»-f-...+V n8, 2 en remontant ■ . . mi " > l^^ez --
11Q, 18, m = , lisez {\),..m=:
iSS, 17 , m+n-4-...Hh^, /MC«JW-|*n-4-..-l-*
i56, I en remontant, ^ ^mx) =: m^(x). Ouelqaes personnes
n'ayant pas vu comment cette équation avait lieu quel que fût m , nous
ferons oDserver que puisqu^en multipliant x par un nombre entier,
on multiplie la fonction , réciproquement on la divisera en divisant x par
un nombre entier; et par suite, si x est multiplié par une fraction - , la
fonction le sera aussi y et de même potir m incommensurable , d 'après le théorème des limites.
Faisant y =zo dans fi), il vient <^> (o)=o ; et faisant ensuite r=: — r, il vient ^(— t;=— ^(jr). Donc ^(— ma:) = — ^ (wor) ==— m ^(ar). Donc l'cquat^on f{mx)z=mp{x) a lieu qaelqne valeur réelle qaVitm. On raisonnera de la même manière pour les problèmes suivans.
i63, 2 en remontant, n, lisez n^
18V , 7 en remontant, lisez ^[cosBzt V/— i sin 6)
326 , 1 1 , Art , lisez n
, r/(A+rt)-] ,. r. /(A-hrtn ^
333, '«'L"7('rJ''""L7fKrJ
333, i3, H ""x,/«caH X-
349 > 3 , AL' , lisez BL'
36*1 , 8 , en remontant OB x OA , lisez OD x OC
361 , 10 en remontant , OD x OC , lisez OB x OA
Page agi , ligne a, an lien de R , S, Usât R, S^
3 , AU lieu de BS>, lUez R$' 393, 6 , aajieu de A ,Jisez A
3io,
7, AD, //«es CD 10, — 2ah*x, lisez -t- ^ah^x a, a^^>t lisez ti*>>iù* a, /?, /•, lisez p\p" \ • , lisez a^
33 1 , 4 > + <(* > ''**» — ?-• i-'ignt aa , — • « , lisez -^p
33a, 16, — C*, lisez -T-
346, 18, a, lisez a*
3^7 , 8, en remontant , Çxjr, lisez -•- Cscy
347; 7 ^'^ remontant, Cr , lisez — Cx
35a, D en remontant , h, lisez h
353, i3, lisez
n'y* + m'x* -+■ | -^ n'-| — ^^. m' Jx^ — n'tf/— m'&xt:
36a, 16, (fag. i54), /ifczC$lt-'i53;
367, la, A, /ues A(fîg. iSi)
367, 14, M^/we«M^
374 r. 3 01^ remontant , «, /i>ex yi y, lise% «
375, I en remontant, aAj» , lis ez, ^p
378, 16, i+n», /we» l/i •+-/1* ^
388, lignes laxt i5, A'^KB^-f i ,./iie»VA*^ B«^ i
mm
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LIVRE PREMIER
COttSIDBKATIOKJB ^ÉlfÉRALES fiÙR l'aRITHKBTIQUE
£T SUR l'algèbre.
Des Nombres en généraL
\* Jlis Twmhre est le rapport de deux grandeurs de même espëeei il dontte là mesure de Tune par rapport à l'autre considérée comme terme de comparaison et à laquelle on donne alors It nom SutdU.
L6A ttombres peuvent varier ^ Pinfini en même temps que les ^^àlideurs comparées, et si l'on imaginé que l'unité restant «oiiiÀta.iite) la grandeur à mesurer croisse d'une maniëre continue 4epm6 zéro jusqu'à l'infini, soti rapport à l'unité croîtra 86MUablement d'une manière contitiue , et tous les nombres «oronil été engendrés.
Biupori tîes rapports, les plus remarquables sont ceux qui ont Heu lorsque la grandeur variable se eompose exactement de pMrties égales ià Tunité : dam ce cas, les nombves s'àppeHent
éjitUn; le plus petit est relatif a Pégalité de la grandeur ^ Tunké. Lora^e k gittndeâr est moinllfe que l'unitèi les nombres prennent le 'nom infractions»
L'idée des nombres entiers se ramène donc immédiatement à celle de l'égalité, qui est le plus simple de tous les rap^pôrts. Pour raàiener les fractions aux nombres entiers, ou conçoit l'unité et la grandeur à mesurer décomposées, en parties de même grandeur^ les deux nombres entiers qui en résultent sont composés l'un par rapport à l'autre de la même manière que les deux grandeurs correspondantes, et leur rapport est par conséquent le même, on exprime donc les fractions au moyen de deux nombres, dont l'un indique en combien de parties égales l'unité est divisée , et l'autre combien il y a de ces parties dans la grandeur à mesurer.
Mais il pourrait se faire que cette dernière n'eût pas de commune mesure a^ec l'unité; c'est-à-dire quMl n'existât pas de grandeur, si petite qu'elle fût, qui fût contenue exactement dans elje et dans l'unité ; c'est ce qui arrÎTe quand on Tejut ér»luer le rapport du côté d'un carré à sa diagonale. Dans ce cas fe rapport des nombres entiers ne donne qu'une approximation ; mais elle peut être aussi grande qu'on yeut : car en partageant Funité en parties de plus en plus petites et les portant sur la grandeur à mesurer, le reste sera toujours moindre qu'une de ces parties , et pourra par conséquent devenir moindre que toute grandeur donnée', le rapport qu'on obtiendra en négligeant ce reste pourra donc approcher autant qu'on voudra du véritable.
2. Les nombres sont d'un usage continuel dans la rie ;- ils servent à. donner l'idée des grandeurs qu'on ne peut montrer aux yeux et qui ne sauraient alors être déterminées autrement que par leur rapport avec d'autres que l'on connaît, ^ans tous les cas de ce genre y l'emploi des nombres est indispensable ; mais il est encore de la plus grande utilité lors même que l'on poorrait montrer les choses dont on veut donner la connaissance* La première raison en est que l'idée des nombres n'est pcsîiit soumise aux erreurs des sens comme l'estimation par y^sSi e% le toucher ;i^ et qu'ils sont par conséquent plu^ propres que fOHte
(3) «iittre diose à donner une potion exacte ifis grandeurs en les rapportant à une seule bien connue : la seconde raison est qu'il faudrait c<mnattre d'une manière absolue toutes les grandeurs de chaque espèce , ce qui surcbargerait la mémoire d'une quantité pr<^igieuse de noms et d'imagés, sans qu'on pût encore s^élever jusqu'à l'idée de grandeurs que l'on n'aurait pas vues et ' parfaitement retenues dans son esprit. £n déterminant au coutraire les^juantités par leurs rapports à d'autres connues, ou n'a besoin que d'étudier les nombres une fois pour toutes, et de cx>nnaitre une seule grandeur de chaque espèce d'une manière absolue^
Pour distinguer les nombres, il a fallu les représenter par des signes difierens* Ceux au moyen desquels les hommes se communiquent le plus habituellement leurs pensées étant la parole et l'écriture^ on a exprimé les nombres par des mots et des caractères; ce qui constitue la théorie de la numération.
De la Numération.
5. De même qu'on avait rapporté les grandeurs à d'autres grandeurs connues de même espèce , on a pensé qu'il serait ayantageux de rapporter les nombres à d'autres connus d'arance et choisis de manière que ce rapport fût toujours plus simple que ' le nombre à exprimer. Commençons par considérer à cet effet les nombres entiers. . .
Les termes de comparpson ont été choisis parmi les nombres entiers, comme plus simples que tous les autres : de plus on les a pris constans, parce que devant être tout-à-faît familiers, il fallait restreindre leur nombre le plus possible. Enfin on a établi le même rapport entre l'un quelconque de ces termes et le suivant, afin que le passage de l'un à l'autre se fit au moyen de la même idée de pluralité, ce qui soulageait à la fois* la conception et la mémoire. Le premier terme de comparaison devait être le nombre un, comme formant tous les nombres entiers en s'ajoutant à lui-même; quant au rapport entre deux termes consécutifs, il restait ar^traire; il a été choisi ^al à dix , probable*-
ment parce que les hommes ont oommenoé p»r compter me
' «Is twnws de comparaison trnê fois connus et devenus familiers rien n'éteit plui facOe que d'exprimé* par leur moyen tous les nombres entiers. En efièt, imaginons un nombre quelconclue, et conccTons-le décomposé en dixaines; d y en aura un noie quelconque, plus des unités en nombre momdre que dix- s'il y a plus de dix dixaines, décomposons-les en groupes de dix c'est-à-dire en centaines; le nombre des dixaines restantes sera encore moindre que dix. En continuaM ainsi , on arrivera à un point où le nombre des unités de la plus forte espèce sera moindre que dix, et le nombre total sera exprimé en unités simples, dixaines, centaines, etc. ; chacun de ces termes de comparaison sera en nombre moindre que dix, et n'exigera par conséquent que la conception de neuf pluralités différentes, et le souTenir de neuf mots pour les représenter.
Nous ajouterons que le nombre des termes de comparaison sera fort petit et que six ou sept suffiront pour les plus grands calculs dont la vie sociale Mre des applications.
4. Ayant ainsi donné la conception et là nomenclature des nombres, il restait à les écrire de la maniée la plus propre S leur calcul. On pouvait faire usage à cet effet de l'écriture ordinaire- mais elle se serait prêtée difficilement aux calculs , et on a eu recours à divers procédés dont nous ferons conn^tre d'abord le plus simple; il se déduit immédiatement de la Nomenclature que nous venons d'exposer, et est maintenant pfes^ue unitêrsdlement employé. Ayant observé que dans la décomposition des nombres en dixaines, centaines, etc., il ne pouvait jamais y avoir plus de neuf unités de chaque espèce, on pensa qu'il était posàble de représenter toutes ces parties au moyen de neuf signes qui désignassent les nombres depuis un jusqu'à neuf, et d'iine notation qui fît connaître l'ordre d'unités représenté dans chaque cas par ces divers signes. On est convenu de désigner cet <^dre par celui dans lequel les signes seraient écrits, de telle 'sorte que le premier à droite marquerait les unités, le second les dixaines, k taolsièine les centwne», etttinsi de suitJe. Mais,
comme il pent artiver que dans certaine nombres il ite te tirouye pas d'unité^ de Fan des ordres intermédiaires entre le premier et le dernier, on a intenté an nouTean signe qui ne représente aucun noml>re , et dont le seul office est de remplacer les ordres qui manquent , afin que les signes à leur gaucbe soùmt au rang qui , d'après, la oonrention, doit correspondre à leur yaleur. Ces dix signes se nomment oAi^rrs et sont o, i, «295/4,5,6,7,8,9»
La numération écrite des Romains était différente de celle-ci ,. qui nous vient des Arabes. Us représentaient cPune manièrefort irr^ulière certains nombres par des lettres de l'alphabet, et se serraient d'une décomposition très variable pour l'exprès-* sion de tous les autres nombres. La conTentioù qui sert de base à ce système consiste en ce que les valeurs indiquées par deux lettres consécutives doivent être ajoutées quand celle dé droite^ marque un nombre plus faible que celle de gaucbe , et rètrancbées dans le cas contraire; nous n'insisterons pas sur un procédé aussi irr^ulier et aussi incomuKKle, dont on ne se sert jamais pour les calculs , et qu'on n'emploie guère que d'une manière isolée dans l'expression des numéros.
Les Grecs avaient chcnsi neuf lettres pour représenter les neuf premiers nombres *, ils les a&ctaient d'un accent pour leur faire marquer deâ dixaines, de deux pour les centaines, et ainsi de suite : de plus, ils les écrivaient dans l'ordre oii ils devaient être lus, c'est-'à-dire dans le même ordre que nous. Leur système ne différait donc du nôtre que par l'omission du séro, au moyen duquel la place des lettres aurait suffi pour indiquer l'espèce de leurs unités, et aurait rendu les accens iniltiles. Quelquefois aussi , les lettres représentaient les nombres d'après le rang qu'elles occupaient dbns Falphabet, ce qui n'était pas en opposition avec le système précédent, oh les neuf premiers nombres' étaient représentés par les neuf premi'ères lettres. Il parait qu'ils se servaient de ce procédé conune nous des cbiffres romains : les cbants de l'Iliade sont numérotés au moyen des lettres consécutives de Falpbabet grec.
Nous laisserons tous ces systtees pour ne plus oAtsidérer que le premier, qui eit le seul employé dans le ealeuL
• 5. Jjcs nombres entiers étant nommés et représentés par Féc^itare, il ne reste plus qu'à s'occuper des fractions. ]Sk>uc avons d^à fait oonnakie d'une manière générale le moyen qdi'on emploie k cet effet , et qui coitôiste dans la décomposition de Fùnité et de la grandeur à mesurer en parties égales. Cette décomposition peut se faire d'une infinité de manières^ parmi lesquelles on choisit de préférence la suivante, comme plus « commode dans* les carlcuTs compliqués. On conçoit l'unité décomposée en dix parties égales , et on chercke combien il y en a dans la grandeur à mesurer ;. si l'on trouve un reste moindre que le dixième de l'unité^on conçoit semblablement ce dixième décomposé en dix parties égalées ^dont chacune seca par consé^ quent le centième de. l'unité principale ; et on voit combien il s'en trouve dans le reste; si les centièmes ne suffisent pas pouc la mel8ui?e complète de- la grandeur, on continue indéfiniment la subdivÎMon décimale.des unités successives. Quant à l'expression do-1^ fraction par l'écriture^ il est 'facile de voir que les unités dfùn ordre quelconque ne pouvant être en nombre supé-% rieur à neuf, les dis. chiffres suffiront pour les représenter, et qu'il ne restera qu'à faire connaître l'ordre des unités représentées,, et pour cela omest convenu de placer les dixièmes à 1». droite* des unités ,^ les centièmes à; la droite des dixièmes, eti ain^ide suite ; de smte qua le rapport de deux unités consécu-^ tive^,.tant dans la partie entière que dans la partie fractionnaire ,. fit toujours dix : on est convenu en outre que le chiffre des unités se reoonnattrait par une virgule mise k sa droite.
Cette manière d'écrire les fractions ofire de l'avantage danSx Ie& calculs un peu compliqués,. mai^ elle a l'incopvénient de ne> donner souvent que par approximation des nombres que l'ou^ aurait pu avoir exactement au moyen d'une autre décomposition»
Lorsqu'on emploie une décomposition^ quelconque de l'unité ,. on écrit les deux nombres qui indiquent combien il y a de .parties dans l'unité et dans la grandeur à mesurer ; le premier $e% met au-dessoa^ de l'autre et ou les sépare par un trait.
Quelquelbis ,, pour exprimer unp fraction, on dçcQinpQSQ,
funitë en parties égak$^ et celles-ci en d aulreS queltooiiqttes , 9.u;tqii^QS on donnç des nomS: qui i^'indiquent nullement leur x:apport a l'unité primitiye; ces sortes de nomlWe^ se nomment complexés ^ et c'est surtout pour éditer les longueurs que idvœ calcul entraine ; que l'on a adopté la subdivision, décimale des grandeurs. On choisissait ordinairement une décomposition qui se prêtât commodément aux détails du commerce ; par ez^emplq, on décomposait la livre poids en 16 onces > parce qu'on pouvait a^nsi en prendre la moitié ^ le quarts le huitième^ le seizième , ce qu'on ne peut faire d'apr&s la décomposition décimais; notais ipalgré cet inconvénient ^ la dvrision décimale ofik*edes avan^t9ges qui doivent lui méritep la préférence*
On avait chercl;ié à.réunir les deux avantages^ en changeant la biase du système de numération» et prenant iQ au lieu de lo; alors les subdivisions des mesures auraient pu être à la fois commodes au calcul'ct au commerce; mais la difficulté d'introduire dans toutes les classes de la société une manière différente de compta et de se faire idée des nombres a fait renoncer à cette ^îitrepfiseï et l'on a conservé, la base diz^.
Des Unités de différente espèce.
6. Ayant aiqsi déterminé de quelle manière on composerait c^t décomposerait l'upité pour l'expression de toutes les grandeurs en nombres 9 il ne restait plus qu'à Exer la grandeur absolue de cette unité pour toutes les espèces de quantités. Il était important d'abord que cette unité fût la même pour tous letf ]geupleS; afin d'éviter les erreurs que pouvaitc causer la similitude des noms attribués à des choses difieventes, ou les calculs néce^sairi^s p(^t|r convertir ces unités, les uj^s dans les autres. ^ était utile encore qije l'unité de chaque espèce pût toujours se retrouver, si elle dispai^s^îssai^ ^ et pour, cela qu'elle eût un rapport çpnni^^avec une. grandeur .invariable;, on a choisi à cet efietun méridien terrestre; on a partagé le quart- de sa cîiv çonférençe en dix millions de parties égales; l'une d'elles a été choisie pour unité 4e. longueur et nommée /tz^Z/v.
G^Ia posé y il ne restait plus qu'à rapports au mètre toutek les autrea unités. Les ^urfaceu et les volumes s^ sont ramenés knmédiatement en prenant pour leurs unités respectÎTes le carré et le cut>e qui auraient pour côté un mMre ou toute autre longueur qui eit un rapport décimal simple avec le mètre.
Pour j rapporter les poida^ on a choisi pour unité le poids d'uxi centimètre cube d'eau distillée prise dans le vide et à son iiiaximum de densité ; ces conditions rendant cette unité inva^ riaUe remplissent l'objet qu'on s'était proposé.
Quant au temps ^ on a trouvé plus naturel de faire dépendre sa mesure du mouvement de la terre qui y outre les avantages dont iious venons de^arler , avait encore celui de l'application la plus commode aux besoins de la vie.
Moyens d obtenir la généralité dans les résultats.
7. La résolution de toutes les questions qu'on peut proposer sur les nombres se ramène à un petit nombre d'opérations simples qui, par les diverses combinaisons qu'on en peut faire servent d^élémens à tontes les autres. Les itérations se repro-duisant à chaque instant sur des nombres différens y il faut jlétemiiner pour chacune d'elles une marche générale indépendante des valeurs particulières de ces liombres^ afin de ne pas reeommencer les rocherches pour chaque cas particulier. Dans les premières opérations, la décomposition uniJbrme des nom^ bres a suffi pour en déduire des règles générales; mais des qu'elles se sôàt un peu compliquées , on a eu besoin de démontfigr des propriétés générales sur les nombres, même pour ré- $pudre des questions particulières, afin qu'étant sûr qu'elles s'appliquaient aux nombres inconnus , on pût combiner ceux-ci avec les données j et en déduire leurs valeurs.
On observera pour cela que si l'on résolvait une question sur des ncnnbres particuliers , sans dénaturer ces nombres par aucune réduction, ils se retrouveraient tous dans le résujti^t, et combinés entre eux d'une manière qui ne dépendrait que de la
(9) sature de la qneslioa et nuUeiaent des valeurs qu'on leur avait supposées. Le résultat s'appliquerait donc à toutes les questions de même nature , qui ne différeront que par la valeur desdon^ nées; il apprendra comment il faut combiner ces données, quelles qu'elles soient, pour former les valeurs des ineonnues. Ce résultat sera donc général
Par exemple, pour découvrir la composition générale du carré de la somme de deux nombres , on en prendra deux arbitraires, 7 et 4, et on multipliera 7 plus 4 par 7 plus 4, ce qui donnera 7 fbis 7, plus deux fois le produit 7 fois 4, plus 4 fois 4 ; cela apprend que le carré de la somme de deux nombres contient toujours le carré du premier nombre , plus le double produit du premier par le second, plus le carré du second.
Ce procédé ne laisserait rien à désirer 8^ il était d'une applica* tton commode^ mais il exigerait qu'on s'interdit toute réduction , toute abréviation dans l'écriture, car on risquerait d'introduire par là des nombres qui fussent déjà dans les données; on pourrait alors les confondre dans le résultat, et on ne saurait plus s'ils sont constans ou variables d'une question dans l'autre : ainsi , dans le cas précédent, la réduction de deux termes ^aux a produit le nombre deux; la simplicité de la question aurait empêché de le confondre avec les données s'il j en avait eu d'^^ales à deux; mais dans des questions ^lus compliquées, il pourrait y avoir des inconvéniens, et l'on a renoncé à ce moyen.
La difficulté venant uniquement de ce que les nombres pris pour représenter les. données avaient des valeurs particulières qui pouvaient se reproduire par la combinaison de ces mêmes données; observant d'ailleurs que l'emploi de ces nombres n'avait d'autre objet que de fixer les idées et de distinguer les nom- ^
bres qui entraient dans la question , on a imaginé de les remplacer pas des signes quelconques qui, ne désignant aucun nombre particulier, ne pussent être confondus avec ceux qui naîtraient du calcuL Ces signes sont lies lettres de l'alpbabet ; on les a eboisies parce qu'elles étaient simples et déjà coaaues.
In
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8. Il résulte de oesobsenratioBS-qu^spctur résoudre d'\uiema«»^ nière générale une question sur dos nombre», il sufiQt de les. représenter par des lettres, et d'agir comme si Foo traitait un cas particulier : le résultat, aoqiiel oi» parviendra, indi*? quera, par sa forme,, d^ quellç manière il faut combiner les données, dans chamie.c^s particulier^ po«r.foi9Uer le résultai correspondant.
Ainsi, pour trpuyer la loi du produit de la somme de deux nombres quelconques par leur différence , pn représentera ces^ deux nombres par les lettres a,b,eX multipliait a plus b paç a moins b, on trouvera p^uc .produit a fois a, moins b fois k qui apprend que le produit est toujours la différence des carré^. des deux nombres donnés*
Enfin, on a introduit le plus grand degré de simplicit4'dan% les calculs, en indi({uant toutes les opérations par les signes +, -~, etc., qui signifient plus, moins, etc., et désignent l'addition y la soustraction, etc.
Cette méthode peut ^tre employée dans tous les cas où le résultat est décompo9ablQ,en parties dont la composition sq ramène & des principes ccmnus^ Mais il ari^ve souvent que cette décomposition, est* impraticable , commç,. pai: exeç^ple^ dans le cas des nombres, ijicommensumblesj c'c^t-à-dire qui n'ont pas de commune mesure avec Vii^iité. On sera alors obligé de recourir \ d'aiiitres procédas, et tout ce qui y est i^Iatif.sedéduira, comme application, d'une ip^thode générales qu^e nous allons^exposer.
Méthode des^ limites.
9% Lorsqu'oi^ veut trouver la« relation qui existe entre des» quantités qui, par leur nature, ne peuvent êtro facilement» comparées, on leur en^ substitue d'autres qui soient susceptibles de se- prêter avec- conmiodité au calcul, et qui puissent^ approcher autant qu'on voudra dos quantités proposées, qui pour cette raison sont appelées leurs limites^. Il ne reste plus* CMSiùte.q'ulà.déduircliirelationdes.Iimites^ de celle qui a ooue^
stàmment lieu entre les Tarîables^ et Punique objet de la.mé-^ tfiode est d'indiquer un moyen général d'opter œ passage. Ovf on démontre facilement que ces deux relations sont identiques; de s6rte que, connaissant celle qui existe entre les Tartabfcs y il suffît pour avoir celle que Von oherche, de substituer i ces yariables leurs limites.
En effet, soit A=B la relation entre les -variables (A et B renferment ces quantités d'une manière quelconque et varient en même temps qu'elles); désignons par A' et B' les valeurs Tcrs lesquelles elles tendent à mesure que les variables tendent yréts leurs limites; je dis que l'on aura A'=B^. Car soit , s'il est possib^ Af^V ; si les variables A et B restent toujours au-dessous de leurs limites^ on pourra amener A assez près de A' pour surpasser B^; et comme pn a toujours B=:A, il s'ensuivrait que B aurait surpassé B'; ce qui est contraire à l'hypothèse. Si A et B décroissaient en s'approchant de leurs limites^ on pourrait semblablement amener B entre A^ et B% ce qui conduirait à la même absurdité; on a' donc A'=B^- Or, A'^ et B^ sont ce que deviennent j^ et B quand les variables qui y entrent ont atteint leurs limites. Doiçic-on obtient la relation entre celles-ci en les substitu^ant au;x variable^ correspondantes dans leur relation.
Tout l'artifice de la méthode consistera donc dqins le choix des variables auxiliaires. Il faudra les prendre de manière qu'elles se prêtent le^plus commodément possible aux com*> paraisons, et telles surtout qu'elles aient pour limites les quaiitités proposées.
lo. De cettcméthode générale, on peut déduire, comme application particulière > la théorie des incommensurables. Car npus. avons vu qu'il est possible d'approcher indéfiuimeiit - d'un, nombre incommensurable quelconque au moyen de nombres commensurables^; et en combinant cettç propriété avec le principe précédent, il en r^ulte ce théorème qui sert de fon« dément à la théorie des incommensurables , savoir : que
Toute relation qui a lieu entte des nombres quelque valeur, comjnensutabl^ qu'ils aignp.j a lieu encore lorsqu'ils dei^i^tpmnt,
( la ) •
inccfnmsnsurables:, car ib peuvent être considérés oomme des limites de nomiures commensurables; et la relation des limites est la même que celle des yarLables.*
Proposons-nous, par exemple, de prouver la généralité de ee thécMrëme que le produit de deux nombres est Iditmème dans quelque ordre qu'on Feffectue. On le démontre facilement dans le cas où les deux facteurs sont entiers ou fractionnaires , et il ne reste plus qu'à considérer le cas des incommen-* surables. Soient a et 6 les deux nombres incommensurables, et afy b% deux nombres commrâisurables qui s'approchent indéfiniment de a et b. On aura toujours, d'après ce qui pré~ cède , a'V-rs^Va'. La relation des luuites devan^|re la même, on en conclut ah^ha*
On raisonnerait semblablement dans l'extension de tout autre théorème ^u cas des incommensurables.
Méthode de résolution des Problèmes»
1 1 • Presque tousles problèmes reviennent à déterminer certains nombres d'après des relations qu'ils doivent avoir avec d'autres nombres donnés. Dans ces questions, la marche qu'on suit ordinaîremeiit consiste à transformer d'abord les relations données en des relations 'd'égalité entre les nombres donnés et inconnus, ee qui s'appelle mettre le problème en équation; puis à transformer ces égalités en d'autres qui expriment immédiatement les valeurs des inconnues, c'^st-à^dire à rèBovdre les équations. Tout consiste donc dans des transformations de rapports, et il ne reste plus qu'à montrer comment on peut les effectuer dans tous les cas; considérons d'abord la première partie, c'est-à-dire la mise en équation.
Supposons que Fon ait d'abord analysé l'énoncé du problème et étudié toutes les relations qni doivent avoir lieu entre les quantités connues et inconnues : si la question est alors bien comprise , on doit être en état de vérifier si des nombres doii^ nés y satisferaient. Or , toute vérification exige en dernière analyse une comparaison entre des choses qui doivent se trou*
(i3) yet timâkpxeSf ou cKffi^er âSine aertaim manière oonnite â^où il suit que si Fon •représenle les iaeoimiM3»par des signes quelconques^ et qu'on indique sur elles et les quantités con-» fifttes la gu!te des opérations par lesqudles il faudrait faire la térificatiou; on parviendra à des arelations d'^alité ou ^inég^îté entre les nombres tant connus qu'inconnus qui entrent dans l'énoncé. Il arrive qudquefois que le passage par les re^ lations d'égalité rend la solution plus longue , et alors on devra s'en dispenser : mais dans le plus grand nombre de caa les inconnues sont tellement combinées avec les données^ qu'il ne seraft |ias possible de les déterminer aans atoir recours aux procédés généraux que fournit la théorie des égalités , ou des inégalités qui s'y ramènent immédiatement en augmentant le plus petit membre d'une quantité indéterminée.
12. Ayant ainsi déterminé les égalités Ou éfuatiôns qui ont lieu entre les données et les inconnues^ il ne reste plus qu'à en déduire celles-ci; et la marche à suivre à cet effet dépend de la ibrme des équations. Pour donner la théorie générale ée leur résolution^ on lès a partagées pât- clsbsses dans chacune desquelles on a rassemblé toutes celles auxquelles la même marche était applicable ; on les a rassemblées bùv» une mtee forme^ générale sur laquelle on a fait le calcul de la résolu^ tion, et l'on en a. déduit la.foi:me générale du résultat^ c'està*-dire la manière dont il faut combiner les données pour oIh tenir les valeurs des inconmes^ Uéi pareil résultat se nomme une formule.
On aurait pu représentertous! les systèmes possibles d'équations du même degré par un seul éystifuîe général; maisla tésolu^ ti^a de ce dentier serdit d'une difficulté ilisurmoiâable ; et on j a renoncé depuis loi^temps. D'ailleurs, 1^ f<MrmtfIes qu'on en' Aédutrait seraient tellement inéommodesdans les applicati^is qu'on serait toujours oUigé de Tccourk" aux méthodes rdatiirës à des cas particuliers.* Cè^t ce que l'on peut voir dana des cas même très simples par rapport i celui d'une réso<* lulion générale des équations : eu ne supposait qu'une seule inconnue qui n*entrerait qu'au troisième degré, la formulé ne
( »4 ) peuidéîà.pIas.Mre ap]^îquée direàtementi et l'on peut préyoir ce qui arrWeNiit si l'on avait un nombre quelconque d'inconnues entrant à des degrés quelconques.
Nous examinerons 'successiTement par la suite chacune des classes dans lesquelles on a partagé les équations , et nous cberclierons à lever autant que possible les difficultés que leur nésolution pourrait offrir aux élèves.
Des propriétés particulières des nombres.
, i5. Bans ce qui précède ^ nous avons considâ^é les nombres indép^idamment de leurs valeurs particulières ; mais ils jouissent d'une foule de propriétés curieuses dépendantes de la manière dont ils sont composés avec l'unité ou les uns avec les autres. L'ensemble de ces propriétés constitue ce qu'on a nommé la théorie des nombre»* Les méthodes qu'on y emploie pour la réso~ lution des questions sont tellement particulières , qu'il serait impossible d'indiquer une marche générale qui pût guider dans ces sortes de redierèhes. Nous en présenterons quelques-unes cpnmie exemples de ce genre d'analyse ^ et nous ren(verrons^ pour de plus grands détails* aux ouvrages de MM. Legendre et G.aua9* ,
De la manière de simplifier certaines opérations sur
les Nombres.
. i4* Lorsqu'on est conduit à eSectuer des multiplications^ des divisions > des élévations à des puissances , et des extractions de racines sur des nombres qui sont des puissiances d'un degré connu, soit entier^ soit fractionnaire^ d'une même quantité , rien n'est plus facile que de trouva p^r une (^ration plus simple quel est le degré qui correspond au résultat. On sait, par exemple, que celui du produit est la somme des degrés des facteurs , celui du quotient leur différence , etc.
On a pensé en conséquence que si l'on pouvait transformer lous les nombres en puissances d'une même ^a^^. quelconque ^
' *dt former ane tablé qui , k o^ de ciMujue nomlire , présentât le^ degré de la puîssanoe correspondante^ les quatre opérations fon*damentales dont noas, avons parlé se trouveraient abaissées ,
• parce qae l'on se bornerait 4 calealer le degré correspondant au résultat) et la table ferait connaître par suite la valeur même de ce résultat. On -a reconnu facilement qu'il était suffisant de faire ce calcul pour les nombres entiers, puisque toutes les opérations s'y ramènent toujours ; et même on n'a eu de recberches pénibles que pour les nombres premiers , vu que -les degrés cor-
. respondans aux autres s'en déduisent knmédiatement.
Tdle. est l'idée fondamentale de la liiéorîe des logarithmêê ou des degrés correspcmdan» aux niHobres ; eUe en fait connaître
; le véritable esprits, et il. ne reste plus qu'A en faire des app]i-
. cations.
Théorie des Fonctions dérwées.
i5. Les développemens que prennent les fonction^ quand on feit varier les quantités dont elles dépendent , présentent des considérations^ de la pltts baute importance dans l'analyse. Nous allons exposer les élémens de cette tbéorie, dont on verra tie nombreuses applications, soit dans l'Algèbre pure, soit dans ses applications k la Géométrie.
Lorsque dans une fp|iction^(à:) la, variable x devient x -f- A, k étant une indéterminée quelconque, on appelle fonction dérivée de/(x) , le coefficient de la première puissance S h dans le déveli^pement de f{x -f- H) suivant les puissances entières positives et croissantes de h. Réciproquement celle-<;i, considérée par rapporta sa dérivée, s'appelle fonction primitive.
Nous allons d'abord nous occuper de déterminer les fonctions dérivées des fonctions algébriques.
16. Soit la fonction Ax*", dans laquelle on suppose m entier et positif.
Qoand x devient x+ A » elle devient A(a:-f- A)"». Or, eu multipliant m facteurs égaux à a:-4~%> les termes du premier degré en h sont delà forme a?""*^'/* et au nombre de m, la dérivée
(i6) de Ax"* est doac Amx'""'', ei le tûroie mdépenda&t ^'A ealla fonction proposée Ax"^»
17, Soit le polynôme Aa:*+Ba:"+Ci^-4-eto«
Le coeffici^ total de h étant la somme des ooeffîciens fo«rnb par chacun des termes Aj?^, Bx", eta y la dérivée du polynôme sera la somme des dériyées de chaque terme et égale à. . ^ . • 7»Aa:"^*+»Ba:»-*+pCxi'-»+etc
Le terme indqpaidant d'A est encore la fonction proposée Ax"*+Br«+etc
S'il y avait dans le polynôme prbposé un l^me ind^eudant Sxj il ne fournirait pas de coefficient pour h, Cest ce que l'on énonce en disant que la dérivée d'une constante est £ér^
18. Soit le produit PQRS. • • V, les fecteursP,Q* . .V étant des fonctions d'à? dont on connaît les dérivées représentées par P', Q' . . . V. Lorsque x deviendra a?-|- /*, cette fonction sera le produit des développelnens suivàn» :
p + FA + nA*
R + R'A + yA»
Le terme indéj^dant d'A sera encore la fonction proposée PQ. . . y, et le terme en h au premier degré aura pour coefficient
FQR. . .V+PQ^P. , .V+PQR'. . .V^- +PQR. . .V;
'd*où Pon déduit cette règle que, pour avoir la dérivée d'un,pro-; duit, il faut prendre respectivement les dérivées de chaque facteur, les multiplier par tous les autres facteurs, et faire la somme; de ces produits. .
Si les facteurs, P, Q, R, étaient égaux et en nondire 1», leur produit deviendrait P"*, et sa dérivée se réduirait à 7i»]^r'P^.
19. Sôlt la fraction T=r, P et Q étant des fQnctions à^x dont on connaît les dérivées. La fraction devient pour x -f" ^
En faisant la division ^ on trouve pour terme indépendant jt» (3t
^ . , FQ — PQ' pour coefficient dVi ou pour dérivée tt- .
ao. Soit ^expression radicale V^P", P étant une fonction quelconque dont on connaît la dérivée F. On aura à extraire la racine W"' de (P+FA+etcO'^jOu de P^+nP^^^FA+KA^+etc .
ce qui donne pour terme indépendant d'x, V^P", et pour dérivée
nP^->F
. ou -^ P^^'P'.
(V/Pï)
La même loi existe donc pour la puissance fractionnaire P^
que pour les puissances entières.
Soit ^ ou P""*. Cette fonction est un cas particulier de ^ et
donne pour dérivée :^^ ou — 7reP"^"*"**F ; de qui fournît
encore la même loi pour les puissances négatives que pour les positives; savoir^ que la dérivée s'obtient toujours en multipliant l'exposant par la puissance dont on diminue le degré de Punité et par la dérivée de la racine ^ puis enfin par le coefficient indépendant.
a\. Soit plus généralement la fonction F(P) , P étant une fonction connue d'à; désignée > par exemple ^ par ^(x) ^ les signes F^ ^ 9 indiquant des fonctions dont on sait trouver les dérivées par rapport aux quantités quHls affectent. On demande la dérivée de r(P) par rapport à or, c'est-à-dire le coefficient de h èjws le développement que prend F(P) quand x devient x -f- /i.
P OU ^ (a:) devient alors <p{x) + ^'(x)/t +«4*-^- . • . que nous représenterons par ^(x) + ^•
F(P) ^tient F(P + Ar), et donne un dérdoppement de la forme F(P) 4- F'(P)Ar + W^-f* • • • ; remplaçant k par $a valeur ^'(x)À + itA*+etc. , on voit que le terme en h au premier degré sera Ï"(P) X <p\^)i et le terme indépendant F(P).
Soit F(P) , et supposons, P=<p(Q) , Q = F(R;, R=*(x
En faisant les mêmes raisonnemens que dans le cas précédent^ on trouvera facilement que la dérivée de F(P) par rapport à x est
F'CP) X ^'(Q) X F' (R) X i-'Cx).
Ce qui apprend que pour af/oir la dérivée d'une fonction de
Jonctions y quelque soit le nombre des indices accumules , il faut
prendra U» dériyée de chaque fonction par rapport à la quantité
qui lui est immédiatement soumise et multiplier ensemble toute$
ces dérivées.
25. Soit une fonction de deux foDCtions d'à: , P et Q, désignée par F(P, Q) , on peut trouver sa dérivée par rapport à x lorsqu'on connaît celles de P, Q, et celle relative à l'indice F. Supposons pour cela qu'on fasse d'abord la substitution de xr^^h seulement dans P> on aura le développeoient
^(PïQ) +r'(P)FA4-«^'- . • . -
Substituant dana ce développement x-^h dans Q, le premier terme F(P, Q) deviendra
F(P,Q)4-F'(Q)(yA + tt»....
Le second r'(P)P'A donnera pour seul terme en h le premier de son développement qui sera lui-même y de sorte que la dérivée de la fonction proposée F(P, Q) sera
M«is il faut bien observer que F'(P) désigne la dérivée de F(P, Q) , fin n*y oon^jdçrant que P comme variable, et de même F'(Q) celle de F(P, Q) , en ne faisant varier que Q.
Si l'on ayait un plus grand nombre de fbnctionï composantes, on agirait de la même ms^uiè^e, et Fqu conclut cette règle générale y que
Pour fi^qir la dérivée ctunc fonçUpn composée cU plusieurs autres P, Q , R, etc. ^ il faut f rendre la, dérivée par rapport q chacune, d'elles; en considérant les autres comiPie constantes , les rnultiplier respect^ivement par les dérlyées des fonction^ ^ P; Q, R , etc., />ar rapport à x , et faire la somme de ces produit^,
La dérîyation des fonctions
PQ...V,~,P + Q + R + etc.,
n'est qu'un cas particulier de cette loi générale. ^ I^ous allons maintenant passer aux fonctions implicites, /
24. PaoBLiiu. Troui^er la dérivée d*une' fonction inconnue j^ Qiiand on çonivOiît ur^e équqtion entre elle et la variable x.
Soit l'équation donnéis F(x , j^) = o.
Si Ton ço;nnaissait la valeur d'y en a; , en la mettant dans^ FQvyy) , on aurait identiquement o = o. La fonction d'à: résultante de la substitution , étant nulle quel que soit x , le sera quel que soit h, si l'on cliauge o? en ^+ A -, et par conséquent tous le^ termes du même degré en h ^e détruiront. Il suit de là que la dériyée de F(a:,^), par rapport à x, doit être nulle quand on considère j^ comme la fonction d'jc qui serait tirée de r(jf ,Jf)=jo. Or no^s siayons dériyer la fonction composée F(xyj^) par rapport à x, et nous obtiendrons ainsi F(x)-f-F'Qy)j^', en désignanfu par y' la dérivée inçonniied'j' par rapport à x'et par F(j:), F'(j) les dérivées partielles de F(^x,y) par rapport à x ou j' considérées successivement comme seules variables.
Cette dérivée devant être nulle, on en tire
GoROixAiRB. Si Pon connaît la dérivée d'unie fonction y par rapport à :p, on en peut déduire celle de x par rapport à^, omt o&a al^rs lallation j/i--$(^)qrO; q^i , d'a]pF^ If forroulflfpr^^
cédente> donne
ce qui fait voir que les dérivées de deux fonctions l'une par rapport à l'autre sont réciproques.
a5. PROBiiiMR Conriaissant (ra — i) équations entre m va^ viables j trouifer les dériçées de (m — i) d'entre elles par rapport à Vautre»
Soient les équations
On demande les dérivées de ^, a, . . . z^, par rapport à jr. Concevons pour cela qu'on connaisse les fonctions d'x que ce» équations donneraient pour j^^ z , ... z^ ; en les reportant on aurait des équations» où tous les termes en x se détruiraient identiquement. Si donc on y remplaçait x par x+h, tous les termes se détruiraient encore, de sorte que les coefficiens des diverses puissances de h seraient identiquement nuls. Les dérivées, qui sont les coefficîens de la première puissance d'A dans chacune de ces fonctions, seront donc nulles. D'où il «Suit qu'en considérant y y Zy . , , u, comme les fonctions à*x données par les équations F, =o , Fa==o, etc., les dérivées des premiers membres de ces équations seront identiquement nulles ; de sorte que l'on aura
F,(x) + ¥\(y)y + ¥\iz)z\ ... 4- F\{u)u' == o, n(a:) + r^{y)y + r,{z)z\ ...+ F\iu)u' = o.
Fm-,(x) + r^^,{y)y + r^^,(^u)ur = o ,
y, z' y • , .u désignant les dérivées de y, z,, . • u, par rapport à a:^ et F'j(a:), F'i(y), etc., 'tes dérivées partielles de.....
{ Jl )
Fi(j?, y^. w u) f etc., en ne considérant comme yariable que la quantité mise entre les parenthèses.
De ces m — i équations du premier degré, on déduira j^, z% . . w'-
26. Problème. Connaissant ni'^n équations entre m variables j trouver les fonctions dérivées partielles de m-^2 de ces variables par rapport aux deux autres x^ y.
Ce proLlème .rentre dans le précédent, puisqu'il suffira de considérer successivement ar et y comme constans; cc^qui ramène à une seule variable indépendante.
Il en serait de même pour m — n équations entre m variables.
27. Remarque. Les fonctions dérivées peuvent elles-mêmes être dérivées par rapport à la même variable, et leur première dérivée est nommée la seconde de la fonction primitive; la dé-r ' rivée de cette seconde est la troisième dérivée de la fonction primitive ; et ainsi de suite.
La formation de ces dérivées successives ne saurait souffrir la moindre difficulté d'après ce qui précède, tant pour les fonctions explicites qu'implicites.
a8. Problème. Etant donnée Une fonctiçn dérivée d'un certain ordre ^ trouver la fonction primitive,
La résolution de ce problème inverse n'est pas susceptible de la même généralité que le direct; les procédés à suivre dépendent de la forme particulière des fonctions et ne s'étendent même qu'à un très petit nombre. Nous nous bornerons à considérer .les polynômes sans dénominateurs polynômes. Tous les termes seront alors de la forme Aar"*, m étant entier ou fractionnaire , positif ou négatif. Or la fonction dont la dérivée est kx"^ est évi-
demment , et ce sera la fonction primitive si Ajc" est la
première dérivée ; dans le cas contraire , on remontera de la même manière par un nombre d'opérations égal au rang de cette dérivée. On agira semblablement pour tous les termes du polynôme.
11 faudra observer seulement d'ajouter une constante arbi-
traire à chaque opération, parce que non-seulement "^ ■ >
mais encore — ; — " -f- C> donnerqnt pour dérivée Ax^, si C est
indépendant d'à: > palsqn'aloirft m ûêthrée est téro.
tar feiempiè, ^î l'on demande la fonction primitive dont la seconde dérivée fert A***, on aura pour la première dérivée
+ C, et pour fonction primitive
G et C étant deux constantes arbitraires.
En général la fonction primitive contiendra un nombre de constantes arbitraires marqué par l'ordre de la dérivée proposée.
^ Des fmctions qui par une hypothèse particulière se
réduisent à -.
129. Il atrîvè ^liVënl 'cju*en attribuaht une valeur particulière à une lettre dans Utte expression iFbactionnaire , on la rélluit à la forme ^. ï)h.xtà 'Ce cas*, la valeur particulière de la fraction est d*étertninéè, et oh aurait pu lui donner d'avance liûe fol^ïné telle , que celte substitution particulière né lui donbât pas Pappatencé de Tindétermination. Eh efîet ^ soit une
fraction rjri qui «e rédiiit k | ^uBftd on j fait jir=a. Puisque
rii'ypoUièse ic^^-^a rr'o rend nuls ses deux termes , chacun d'eux doit renfetmer en facteur une certaine puissance ^positive de X — a y que Ton mettra en évidence en transformant x — ûs en un inônoiïië. tôsâul doû'c à: — nz=:h, ouxz=za+h,il viendra
Or, Jar hypothèse, F(a) = o, ^{a) :=zo'y7i devient donc fac-
tcor aux deux terme», x — a l'étaît donc , puisque h,:=zx — a ^ et c'est l'existenoe de ce facteur qui, par l'hypothèse x =: <i, réduisait les deux termes à o. Le supprimant , il yioit
P'oii l'on Toît que quand A c= o« la fraction le réduit à .} / »
Si Ton ayait F' (a) = o ou ^'(^) = o, cette valeur serait nulle ou infinie ; si ces deux conditions avaient lieu simultanément , en supprimant ces deux termes dans la fraction générale,. puis faisant A = après avoir supprimé le ûictenr commun A, elle se ré-
dnirait à ^^ - y Et ainsi de suite; d'ob se oonelut cette r^lé :
Pour troûtwr la valeur d'une fraction qui devient — pour
X = a , prenez les dérii^ées des deux termes et dipisex-les dans le même ordre après y avoir fait -s. z=i a-j si la nouvelle frac-
tion se présente encore sous la forme — , traitez-la de la même
manière , jusqu^à ce que les deux termes ne se réduisent pas à o; vous aurez la vraie vaiewrde la fraction qui pourra être nuUe , finie ou ironie,
ExEiGLE. Soit la fraction =-= r— i- — •. — « ,
ojr — 4a*a; + a^
qui devient - pour x r=: a ; les deux dérivées seront 4x -^ a et
^x* ~*4a*; en y faisant x=ay la fraction aura pour valeur 3a 3
3o. Kescarqoe. Mais , il arrive souvent que les dérivées successives sont toutes nulles ou infinie, et alors cette jmétfaode 'iCest plus appUcahle. Gela a lieu, par exemple, quand il se trouve des puissances fractionnaires de x *— a. Dans les cas de «e genre, il fa«t substituer â -f- A à x, tt déttloppér l'^xpre»-
sion ioimédiateinent et sans recourir à la formule qui suppose que le résultat procède suivant les puissances entières positives de A ^ ce qui n'arrive pas toujours. Alors le facteur h se trouve mis en évidence de lui*^méme; on le supprime^ et on fait ensuite A=o; on a ainsi la valeur cherchée.
1*. Soit , pour exemple , ^ " 5
faisant a? = a+A, le premier radical devient y^ahj le sc-
cond ^^a'h -^Sah^-^^u^ ^ et le troisième
l/5a*;i+iioa'A* + loaVt^ + 5ah^ + A*.
Dans le i*"^ on a pour facteur /*•, dans le second f^y et dans
le troisième h\ Supprimant donc le facteur commun h^ y aux deux termes de la fraction , h restera facteur au numérateur »eul y et rhypothèse A = o réduira alors la fraction à o.
o c •* 1 /v. X- V^o; — a + al/â?"— a* 2". cioit encore la fraction r — 3 * \
on trouvera en faisant a;= a + A,
i/Ti + nX/'^alT+T*
Supprimant le facteur commun A* ,, il vient — ,
aya^f-A
qui par l'hypothèse A =3 o , donne -:= — •
aya
F(x) Si les deux termes de la fraction — 7— > devenaient infinis pour
xzzza yOn ramènerait ce cas au précédent , en mettant la fraor^ tion sons la forme ^— *, car alors le numérateur et le déno-
miaateur (Reviendraient nuisjet on agirait comme précédemment^
( a5 ) 3i. Il existe une espèce trës remarquable de fractions^ qui
fie réduisent à -, ce sont celles dont les deux termes sont des
accroissemens de fonction d'une même variable y relatifs à un fficcroîssement indéfiniment décroissant de cette yariaUe. Voyons comment on peut en déterminer la yaleur.
1®. Soit une fonction F(ar) y et soit demandé la limite du rapport de son accroissement à l'accroissement indéfiniment décroissant de a:. Désignant ce dernier par h , il faudra chercher
la limite du rapport — ^ — , qui se réduit à - quand
/» = o. Or 9 si l'on développe F(x -(- A) ^ la fraction se réduira à
Ar(x) +iV(x)+etc.
Supprimant le facteur h et faisant ensuite À= o, on trouve pour limite ^^(x*) ; d'où l'on conclut ce résultat remarquable :
La dérivée d'une fonction d'ii est la limite du rapport de l'accroi^seiTfent de cette fonction à l'accroissement indéfiniment décroissant de x.
On aurait pu appliquer à cette fraction la rèigle précédente,
et prendre la dérivée de ses deux termes par rapport k hyce qui
Y'Cx+h) eût donné , qui pour A = o, se réduit à F'(x).
2^ Pour trouver la limite du rapport des accroissemens de
deux fonctions F(x), ç(x) , quand l'accroissement A de x décroît
indéfiniment. Il s'agit de voir ce que devient la fraction
F(r-hA)— F(x) , , ., . , , ^ o
-7 — r— 7^ 1/ N quand /i=:o: ce qui lui donne la forme -,
Développant F(x -f- à) eif (x 4* à) , puis supprimant le facteur
commun 7i , et faisant ensuite A = o , on trouve tt—n* .
32. Nota. Tout ce qui a été dit sur les dérivées y peut donc s'appliquer aux limites des rapports des accroissemens indéfiniment décroissaus des fonctions dépendantes d'une même variable^
. ( 36 ) Des coefficient indéterminés.
33. On nomme ainsi les coefficiens inconnus d'une expression dont on connatt la forme des termes {>ar rapport aux puissances de la lettre ordonnatrice. On peut avoir dans leur emploi deux objets différens y ou de déterhiiner les valeurs mêmes de ces coefficiens y ou de trouver les conditions résultantes de la forme supposée à l'expression proposée, et, dans ce dernier cas, on ne Hierchà <{u'à opérer leur élimination. Dans tous les cas , on obtient les équations nécessai^res par le moyen ^néral que noiis avons déjà indiqué, et qui consiste à faire les calculs nécessaires k là vérification des conditions données.
Pour bien faire concevoir l'esprit de cette méthode , qui est une des plus fécondes de l'analyse , nous allons en offrir quelques applications à des questions que nous ne traiterons pas à fond y mais seulement sous le rapport de la méthode dont nous notts occupons présentement.
54. PaoBLÈMfi. ï)étermintr te quotient de èa dipiston de deiuc pùtynomes ^ tt Uxmçer les conditions pour que cette diçision I9wi^9ê sw faire È»^teittent» Soient les deux polynômes
a?«+Ax'»-'4-Bj:'"-» + +Tx + U,
Leur quotient sera du degré m—», et le t^te dA degré »-* i ; ils seront dope de là forme
Mx«-»+Na;'»-*+ + V.
Pour vérifier s'ils conviennent , il faut voir si ^ en multipliant le diviseur par le quotient et ajoutant le reste y on reproduit idé&ttquement, c'ert-à-dire terme pour terme , le dividende. Ce dernier polynôme étant du degré m ^^ aura m + i termes, et comme le ^premier sera x"* de part et d'autre , il n'y aura que m équatîonsentreles coefficiens donnés, et les inconnues a, C... /m, v^ M, N', ... V , qui sont eto tout àti nombre de i»f et le trout^ront^ par côn^quent; déterminées-
JSi Pèti xleîtiaiidâit i}uelles tdations devraient avoîf Ueu entre lès fcbe&ciieûis donnés , pour qu'il n'y eût p^n de Ireste , il faudrait queTonfeût M=:iO, N=iD, . .. , V=±;o, ce qui ferait n équations de t>ltis que d'intonnues^ Dans ce cas ^ on n'aurait qu'à éliminer les m — « n Inconnues bL,Ç, ,..ft,v , entre les m équations dans lesquelles on aurait fait M = C;N = o ... y = o; on obtiendrait par là n équations de conditions entre les coeffîcîens des deut 'polynômes proposés.
On pourra chereher quelles seraient les conditions pour que la division réussît , le quotient s'arrétant à jun terme d'un exposant (désigné y soit positif ^ soit négatif.
55. rkoBLÊMÈ. Extraire la raùine inf*^^ (fun pàlynonte^ et trouver les conditions pour ^u^U n'y ^itpàs de testé. Soit le polynôme
5a racine sera de la forme
et le reste de la forme
La Térification se fera en élevant la racine approchée à la puissance m y en ajoutant le reste et voyant si la somme est identique avec le ]polynome "proposé. Il résultera de là m/» équations entre lé^ coeffi'ciens donnés et ceux des deux polynômes inconnus y qui sont au nombre de mn y et se trouveront par conséquent déterminés.
Si Ton demandait que l'extraction ne donnât pas de reste y il faudrait les mn — n équations^ ]VÏ = o,N=o...V=ojilne resterait plus alors que n inconnues tiyCy ...^/u; il y aurait y pal: Gcmséqnent > mn *^ n équations de condition entré les eeef^ ficiens donnés ; et on les obtiendrait par l'élimination de
A y '9 . . • ^ fCé
On pourrait demander que le reste s^évanoûit lorsque y dans la racine ; on parviendrait à un terme d'un exposant donnée positif ou négatif : cela n'offrirait aucune dii&culté.
36. pROHLàftfB. Troiwer les conditwns pour quun polynôme 'd*un de^ré donné soit décomposahle en facteurs d'une forme donnée; par exemple ^ que ¥ un soit une puissance n d'un binome du premier degré; V autre j wie puissance p d'un autre binomsj et ainsi de suite. Soit le polynôme
Il faudra qu'il soit identique avec un produit de la forme
(x — «)■ (x — ^ (x — y^ etc.,
^> ^1 y » etc. 9 étant des quantités arbitraires. Effectuant le produit et l'identifiant avec le polynôme donné, on aura m équations dont on éliminera et , C, y , etc. , pour avoir les équations de condition. Le nombre de ces équations sera égal au degré du polynôme, moins le nombre des indéterminées «t, C, y , etc. ; si quelques-unes d'entre elles étaient fixées d'ayance, le nombre des con^tions augmenterait d'autant; et enfin, si elles étaient toutes données , on aurait m équations qui détermineraient immédiatement 1^ coefficiens du polynôme proposé.
Au lieu de choisir des puissances de binômes du premier degré, on aurait pu demander des puissances de polynômes quelconques; la marche serait toujours la môme.
^ 3j, Problème. Trouver les conditions pour qu'un polynom,e soit décomposahle en facteurs du premier degré j de la forme x — a ^ et dont les seconds termes soient en progression par différence ou par quotient. Soit le polynôme
x" + Ax"-».... +V.
1°. Soit ^la différence de la progression, et a le premier terme; le polynôme proposé devra être identique avec le produit
(x—- a) (x— a — ;• ^) (x — û5 — 2^) . . . (x — a — {jn — i)^J.
II en résultera m équatious , dont on éliminera a et ^, et i I restera m^-^i équations entre les coeffîciens. Si l'on donnait la différence de la progression , il y aurait m — i équations de condition.
Q?, Si la progression était par quotient y la décomposition ferait de la forme
(x — a) (x — qa) (jr — y'a) . . • (a? — q^^^à) ,
et le calcul aurait eu de même pour objet d'éliminer a étq^
38* Problème. Étant donnée une fonction r(x) , trouver le développement de r(x+li) sachant qu'il procède suivant les puissances entières et positives de h, Ïjq développement pourra être mis sous la forme
F(x + A) = F(a?) + Ah +BA» + Ch^ + DA4+ etc.
Le terme indépendant de h est F(x) , parce que pour A = o le premier membre se réduit à F(jr) ) et par définition , A est la dérivée de F(x) par rapport à x.
Pour déterminer B, G^ D, ... , nous observerons encore, d'après la forme du premier membre, que la dérivée par rapport à 07 est la même que par rapport à h. Désignant donc par A' , B' , C , . . . , les dérivées de A , B , C , . • . . , par rapport à X, on aura les deux, expressions identiques
A + A'A + B'A» + CA=* 4- etc.
A 4- aBA + 3CA»+ 4DA'+ etc.
D'où l'on tire
B = :|',C = |,D=J,etc.
Désignant par F'(j:) , F"(^) , F'(x) , . . . , les dérivées successives de F(x) y ces valeurs deviennent
et le développement sera F(x + A) = r(x) + r(x)h + F"{x) - + F-(x) -^ 4- etc.
39. PROBLiME. Connaissant la fonction F(x, y) , développer F(x + h, y + k), par rapport aux puissances croissantes de h et \.
Sfibstituai^ d'abord X'+^h k x, «an4 çhMoger J^ > h fon^ion F(x ,y) , deviendra
FC^i J') + AF'W + ~ F'C;?) + etc.
F'(x), F'(r), etc., désignant les dérivées de F(x, y^ par rapport à a:, r^ardant y comme une constante. Substituant dans ce développement, y + kky,il vient
F(x,y) + nx)h+F\x)^+
+ r(y)k-hfkk
P désigne la dérivée par rapport ày de Pix)^ dans laquelle X serait regardé comme constant. Quant à la manière de former les autres coefficiens , elle est indiquée par le calcul ; mais nous n'en donnerons pas la notation , parce qu'elle est assez compliquée, et qu^on n'en fait maintenant aucun usage.
On agirait de la même manière pour un nombre quelconque de variables; npus nous dispeiisarons d'eip^trer dans de plus grands détails à cet égard, et nous bornerons la les applications de la méthode des coef&ciens indéterminés.
Des Maxima et Mmima.
4k9. Ji^oraqne l'on fait croîtra 4'tin^ numiènt continue depuis •— 00 jusqu'à -t" 00 la variable d'une fo&Gtioii , cette foncticnt varie d'une manière cqixtin))e, mais elle peut, après avoir cru jusqu'à \m certain point, décroitre, puis croître de nouveau pour redécroître ensuite, etc.; toute valeur de la fonction ^ partir de laquelle \m accroissement se cban^ge en décroissement , se nwune moxhnmn; 4ai)s 1^ i^^ ipverse i\h se ngnifae minimum»
Ua maximum d*«ne fopotîoi» e9t àp^Q un^ y^W^ \àh, ipje ai' la voriablp ajjgwuep^tp ou dipiimie à partir fii^ sa valçjar cor-* respondante, la fonction commence dans les deux cas pj^ 4i^:
minuer dans un interyalle qui peut être très petit. Le minimum a lieu quan4 la fonction croit dans les àeu^ mêmes cas.
4i. GeU posé, Toyons comment on peut déterminer les valeurs de X auxquelles correspondent des maxima ou minima dans une fonction donnée.
Soit la fonction F(ar), et x' une valeur de or à laquelle correspond un maximum* Il faudra qu'en faisant x^=zx' :i^hf F(x) décroisse dans les deux C9^ pour le$ valeurs de h commençant depuis o. Jjd deux.développemens seront
Or 9 on peut faire h assez petit pour que le terme du prc mier degré en h l'emporte sur tous les autres (^} et donne par conséquent son signe à la variation tot$de dç F(x'); ejt comme dans les deux développemens ce terme du premier degré est de signe différent, la fonction aurait cru dans un cas et décru dans l'autre. Il n'y aura donc ni maximum ni minimum pour F(a/) si ce terme ne disparait pas. Une condition commune au maximum et au minimum est donc Vix') z=zp.
Si V*(x') n'est pas nul, les deux accroi^sfimeos de ?'(*') ^^^ de même signe pour les trieurs de h depuis o jusqu'à une limite qui peut être tr^ voisine de o , et il y aura maximum si F^Çx") dont dépend le signe de l'accroissement t^t «égçttif, et minimum s'il est positif.
, Par une raison semblable^ si on avait F''(x') == o , il fau-
{*) Soi% en effet one série indéfinie..
Elle peiit»e meure sqti* la forma hiA^^hr-^Ch* -hDh^ . . »)
Or, l'hypothèse fc = o anouUant les termes BA, Ch* , J}h^, . . , et par suffe
leur somme, on conçoit qn'il est possible de faire h asses petit ponr qne cette
Amme soit moindre <)ti« tonte grandeur donnée, et par conséquent mo^ndra
que A : 4'<>ii U réinltna que AA.sora moindre qne la iomm« B/iS4-C&'<4»etc.
cirait ^ pour qu'il y eût maximum- ou minimum, qu'où eâl aussi V(a/) »= o, et le signe de F*^(ar') déterminerait lequel des deux, a lieu; et ainsi de suite. D'où résulte cette rëgle :
Pour trouver les maxima et minima éCune fonction d\ , égalez sa dérivée à o, les valeurs d'x conviendront si elles rendent nulles un nombre impair quelconque de dérivées suc^ ce3sives, et devront être rejetéef dans le cas contraire. Il y aura maximum si la première dérivée qui ne s*annulle pas de^ ifient négative par leur substitution; il y aura minimum si elle devient positive. Nous supposons dans tout ce qui précède qu'aucun coefficient ne dcTient infini. Nous sortirions des bornes que nous nous sommes prescrites en entrant dans les détails nécessaires à ce sujet. Cette tbéorie se trouvera complétée dans le calcul différentiel y et les élèves pourront consulter sur ce point les Traités de Lagrange et de Lacroix,
Exemple. Soit proposé de partager un nombre a en deucc parties dont le produit soit maximum. Soit x l'une des par- * ties, l'autre sera * — ar, et le produit «r — x*; la première dérivée égalée à o donnera * — 2x = o, d'où a? = ^«. La seconde dérivée étant négative , a: nir j « rend le produit un maximum.
Cela fait voir que le plus grand rectangle que Ton puisse faire avec un périmètre donné est le carré; et que le plus petit périmètre d'un rectangle dont la surface est constante a lieu dans le cas du carré* ••
42. Problème. Trouver les fnaxima et minima d'une fonction de m. variables entre lesquelles o/i et (m-^ i) équations.
Soit la fonction proposée F(j7, y , 2J, . • . ).
Puisqu'on a m — 1 équations entre x ^y^ . . ., u, on peut re-' garder y^z . . . u y comme des fonctions d'à; , et appliquer à F(x, j^, • . . u) les principes relatifs aux fonctions d'une seule variable. On prendra donc sa dérivée en traitant y, a , . . . w , comme des fonctions d'x , dont les dérivées seront déterminées comme nous l'avons déjà vu au moyen des m — i équations données : le reste s'achèvera comme dans le cas d'une seule variable.
Exemple. Trouver le maximum ou le minimum de la somme
des ptdssancés m**"" ée deux nombres , dont on connatt la somme des produits par des nombres donnés a » b. Soit c la Manme donnée , on aaraaa; + by=::c, et il foudca trouTer le ynaTîmnm OU minîmiim de X*" + jf". La dérivée de y étant dé-, signée par y, on aura par ce qui précède , nwr*^* 4" my^'^^y' et l'équation ax^^by^ic^ donnera
a+6/=Oî d'oi iïP^'— y^ =o, et x—y^^' Ce qui ne donne pour x ^ y que les seules yaleuni' réelles
a^â + b^l aX/a-i^by^b
La seconde dérivée de x"*-};* y* devient, en observant que la dérivée dey est nulle ,
m(jn — - 1 yxf*"^ 4- m(in — i)y'*"^y*.
Seporjtant pour x et jr leurs valeurs qui jsont positives ,. le.
ligpe de cette expression ne dép^idra que dç .çf^ui 4a m(m'^ i).
1^ Si m est positif et pl^s grand que i , on a alors un mi-
9®. Si m est p^itif et plus petit ^Q^ i » o<^r?( .ujU: maximum, 3^. SLî» est n^atif , on a un^mi^iivipm» , , . uî . .....*
PaoK^bix. Trouver Uf j^aximaes minipia fynefoncUof^ de deux variables indépendantes, Spit la fonction F(x,y)j et x\y, les valeurs auxquelles coixei^nd un piaxlmiim ou un minimum. Substituant kx et jr, 0/4*^1 y4" ^^ ^ 4 '^ étant. Jifsax îndétermiinées qpielcon<^ue^i>Ia.fonctk)iifjdevl^dra.
. F(x', /) + rr(x')A+r{^) ^ + • .'. ;
+F(y)A4-Pfcft4-:..- > '
Or I tsonnae le Mgne de FacoroiiMneiit de F(a^,^') , dépend «dés termes du premier dqpré^etdok tester le même lorsque^ •et Jl( cfaàngeiit de signe ^ on aura pcmr eendition commune au maximum et au mkiîmum ^(x') =o^ F^y) ^= ^
Les termes du second degeé détermiaeront alors le signe de faccroissextt^it; or, leur somme peut se mettre sous la Ibrme
^H/)(iy+^(l)+F'(x')}.
La premîèi« condition sera que ce trinôme reste de même
signe , qud que soit r y sans quoi il n'y aurait ni maTimum , ni
minimum; ses racines devront donc être imaginaires; ce qui donnera cette troisième condition commune P*<F''(y')xF''(j?').
Enfiâ y le signe du trinôme se reconnaîtra au. signe du premier terme, de sorte qu*il suffira pour le maximum , que r*(3^') < o et pour le minimum que F"(jr') ^ o ; ce qui entraine lés mêmes conditions pour.F V') j en Tertu deF'(y) X (F^Ca/) > P.
Si tous les termes du second degré s'éTanouissaient , il faudrait qu'il tn f&t de mêtnede ceux du tyoisiitme y et que le pc^j^iiome d«i 4^ degré ^t toutes $es racines imaginaires ; et ainsi de ràlte.
43. PROBiàMfi.: Trouuer lesf^ ittéotitha ôU tninima^une fhkc'tion de m variables , entre les€/uelles on a m -^ 2 équathm/S*
Lei^'(yu'^'— !2)'^quiitiens permettent de regarder (m— -ayfariaUes, conune fonctiotiè dé' de^tnd* indépendantes x ^y'i et on i^enCre dam'leta^'pk^édédé^ 'Les dérivées partielles suceésisiTes de la foneiîôi^ pi^ôèéë réhfënheh^tat les dérivées partielles dés (ftfc— 2) ^ttttfaMëi pAr %^pôtt à>a; ét'jp, qtir%é déduiront- des (7ft*-^^) 4éqttationsdonhéès«^ .v;/-. *; ..
Nous atteins* èibi¥ quelles àj^liéktbtis dé èês proÙèm^ généraux. .
Pkoblàmit. Trouver lu plus ioUrte-^skincëde deux droites non situées dans un mêmeÉdan, .- «^ n v
_ . , , ^. i\- *W .. (x=2az+ety x^==XL^z+a' Soient les éqûàtionft de €cs droites < ^^h^\r y' tQr
^( 55 ) ' Soient «,y,«,€t*:^y,j4* feJ^côwadttnéésdcdeutpoinUpris respectWdMiait sar dkatnme d'ëltei , le txtté de leut- distance
Dans ce cas-ci on peut éliminer facilement les quatre indéterminées X, jf , x\ y', él cette expression devient
Egalant h zéro les dâriyées par rapport à z et z" , il vient
imXaz+a,— a'z"— af) -f-ai' (6a-f-C— i V— C) + 2(2 — a") ==0'
ou tien en divisant par 2 et remettant les valeurs de a; , y, x%y^ . pois divisattU |wr «•->« «% '
Eqtiatîbn^ ijui expriment <^ue la droite qui passe 'par les point* x,y,z et â;^/, à* est perpèndicuikîre sur les ;deux premîire& lies joignant aux quatre équations données, on détermînarait les deux points de rencontre, et par suite leur distance.
La âecDttde dérivée pât ïfiipport à 2 est 2 (i + a» -[- 6«) ^ q^ji^
par rapportai*' est 2(i>ù'*4l^i^^ et la àérW par raV^^ à ii* de la premifeté pat^ tàj^^orl à z est — a (i -(- aa' + 0^). Les
soumettant âvx<;qndkipn«jw«fuâea pt^cédemminty iôBE wc<Wi^ naîtra sans peine oui^ la distance est un minimum. >
4^i.^B:oBii:ta!. Trouver ïe maximum ou te minimuin d'une fon^ion implicite liée à m variables par,^ ou m • 1 équations. Soit uldi îofH^ioh^^^' '* ' -
1* Si l'on a m équations
M peut alors être considéré comme fonction d'une seule variable indépdnâ^tfte ftr- et) îttië' Vagit paï oonsiéquent que de déterminer ses dérivées successives par rapport à.o;; c^ qui a été «aligné dans la théôtîé des dérivées.
Donnons-en quelques exemples.' "
<36) TmomàMB. TTrouver te maximum ou le minimum de Fordot>* née de la coûtée dont téquationesty*+s^+ay + bx + c=?o. DMgnoiui par y U demie dfy par rapport k Xy oa aura
^y + ^^ + ^y'hi=^'0.
Or, il faut «spcy =ao j il reste^donc aaH-*=o, <Po4 a?=s— ^,
i^par awte
On 'voit £BM;Oement par la Taleur x= que les deux
points sont sur la perpoidiculaire abaissée du centre du cercle , lieu de l'éqtiation donnée. Des deux -valeurs d'j^j l'une donne un maximum^ l'autre un miniiBuai^ c'est ce qu'on trouvera ^ams difficulté.
PROBLàua. De tous, les points d'un plan qui sont également éclairés par deux points lumineux pris dans le même plan, trouver ceux qui sont les plus élpignés^ de la droite qui joint les points lumineux.
Soient D et £ (^g* 7) les distances d'un point M également éclairé aux deux points lumineux A et fi dont les intensités à la distance 1 sont m*,n\ L'action de ces lumières sur M sera pour
la prenaiàre ^p > ®^ P^'^^ ^ seoetode -^^ ; et comme il doit recevoir la même quantité de lumière de A et B, on. aura
g — £> ^'^ m£* = iiD.
Appelant or,^ , a , les distancea AP; MP , AB , on a
et il faut trourer le maximum d'j , ajant trois équations et trois Tariables étrai^res E, D, x.
(57 ï Dérivant les tr<ris équations en ccmsiâémit ces trois variables comme fonctions âi^x\ û vient
d'ott l'on tire facilement par l'élimination^
, Ena:— Dmx -f- Dam
et pour le maximum on aura Eytx— Dmx-f-Da7ii=:o, qui, jointe aux trois proposées, déterminera D,E, x,y. On trouvera immédiâtonent une équation en x seul, en re-
portant dans la dernière la valeur E = — D ^ et l'on aura
am
la substituant dans les autres équaticms, on tirera
Le point et sa distance à la droite $e. trouvent détenniné& par là, et l'on verra facilement .que la valeur positive ày est un maximum et la n^ative un minimum : cette dernière serait aussi un maximum si l'on fsôsait abstraction de son signe.
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CHAPITRE PREMIER
Des quantités géométriques en général.
45. jLisb objets de la nature font naître en nous les idées d'étendue et de fi^nne. Nous Ikmi d'abord intimement ces idéeiis aux corps dont nous les recçyons ; mais bientôt notre esprit les en sépare 9 les isole ^ et les conçoit indépendamment des objets matériels qui leur ont prîmitiTement donné naissance.
Les grandeurs et les formes deviennent alors pour nous des êtres d^imagihation auxquels nous supposons une exactitude et une régularité qui ne se IrouTent pas dans la nature. Nous les considérons indépendannnent des propriétés pbysiques de la matière; et les conséquences auxquelles nous parvenons en les comparant entre elles s'appliqueront avec d'autant plus de justesse aux objets réels, que ces objets se rapprocheront davantage de cette exactitude idéale.
L'étendue étant ainsi dégagée de toute idée de matière , nous ne voyons rien qui puisse y fixer des bornes absolues y et notre imagination la conçoit indéfiniment prolongée dans tous les sens.
Si nous nous figurons une portion finie quelconque de cet espace indéfini, elle nou^ donne l'idée de forme par la manière doitt elle est terminée; nous nommons cette portion volume, et surface la limite de son étendue en tous sens.
Si Von imagifke maintenant une portion finie de surface > elle $era terminée d'une certaine manière ; la limite de «on étendue est ce qu'cm appelle une ligne,
Enfiuy Ton peut oonceroir une portion cpieloonque de ligne : elle aura ses limites ou extrémités qui ont reçu le nom de points^
La surface n'étant que la limite du yolume^ n'a doqo pas une étendue de même nature que celle du volume; la ligne qui n'est que la limite d'une surface n'a pas non plus une étendue de même nature que leTolume ni que la surface : enfin le point, ou la limite d'une ligne , n'offre l'idée d'aucune espèce d'étendue. D'oii il suit que sous le rapport de Fétendue, on ne pourra comparer des rolumes qu'avec des volumes y des surfaces qu'avec des surfaces, des ligues qu'avec des lignes. Quant aux points, n'ayant aucune espèce d'étendue, ils ne sauraient être considérés sous ce point de vue.
L'ensemble des rapports qui se déduisent de la comparaison de ces diverses espèces d'étendue, de leurs formes et de la posî^ tion des surfaces, des lignes et des points qu'on y peut consi* dérer, constitue la science qu'on nomme Géométrie.
46. Dans la Géométrie, comme dans toute autre science, il faudra partir d'idées premières dues uniquement aux sensations et à l'expérience. La première chose à faire est donc de choisir ces idées élémentaires, et tout l'art consistera ensuite à j ra-* mener toutes les autres et è en déduire tous les rapports qu'elles peuvent avoir entre elles.
Parmi les lignes, la plus simple est la //g/te droite. Des expé^ riences journalières nous eu donnent la sensation ; nous la voyons dans la tension d'un fil flexible, dam la manière dont les corps nous envoient la lumière , etc. ; à cette idée de forme s'en joignent d'autres accessoires, comme, par exemple, d'un point à un autre on ne peut mener qu'ime seule ligne- droite , et qu'elle est plus courte que toute autre ligne terminée aux deux mêmes points.
Une ligne composée de plusieurs droites se nomme ligne brisée; et toute ligne qui n'est ni droite ni brisée est appelée ligne courbe, ou courbe.
47. Parmi les surfaces, il en est une qui occupe par sa, si^-
iJicité lé même rdxig que la droite parmi les lignes. Cette sarhcé est le plan, et sa propriété fondamentale consiste en ce qae toute droite qui a deux points communs ayec elle s'y trouve comprise dalis toute son étendue > en les supposant l'une et l'autre indéfiniment prolongées. On a coutume de définir le plan par cette propriété, et d'admettre alors à priori qu'il peut exister une surface de ce genre : or il est très-important de n'admettre ainsi que le plus petit npmbre possible d'idées, primitires, et je crois qu'on peut s'en dispenser pour le plan et le ramener de la manière suivante à la notion de la ligne droite, et à quelques principes simples de superposition qui ne renferment nullement l'idée de plan ni même de surface.
On nomme triangle la figure déterminée par trois drottesqui joignent deux à deux trois points non en ligne droite. Or on prouve immédiatement par la superposition que deux triangles qui ont un angile égal (*) compris entre deux côtés respectirement égaux peuvent être appliqués l'un sur l'autre de manière à coïncider dans toutes leurs parties. Je dis de plus que si ^ toutes choses égales d'ailleurs, l'angle compris est différent , le troisième cêté sera différent. En efiet , soit ABC {Jig* 6) le premier triangle et AC , A6 les côtés égaux aux correspondans ^n second; trans* portons celui-ci de manière que le côté égal à AG coïncide avec AG , et qu'en même temps le côté AM égal à AB coupe la direction BG, en les prolongeant l'un et l'autre s'il est nécessaire* Parvenus à ce point, on rentre dans la démonstration de M. Legendre, et elle s'achève sans qu'il soit besoin d'introduire aucunement l'idée de surface ; et on en conclut immédiatement cet autre théorème, que deux triangles peuvent être superposés exactement quand ils ont les trois côtés respectivement ^aux.
CeJa posé, imaginons que par un point d'une droite on élève une perpendiculaire , et qu'on fasse prendre à cette dernière
{*) On dit que deax droites qui se coupent font entre elles le même angle que deux autres, quand on peut, en les transportant sans changer leur position relative, faire coïncider leurs directions respectÎTcs avec celles des deux antres.
toutes les positions possibles autour de oe point sans cesser d'être perpendiculaire à la première droite , eUe engendrera une surface jpar cette continuité de positions successives; je dis que tette surface jouira de la propriété que si l'on en joint deux points quelconques par une ligne droite > cette droite y sera comprise dans toute son étendue. En effet, soit B {Jig. i) le point choisi sur la ligne donnée , et A et C deux points pris sur elle à égale distance de B , chaque point de la perpendiculaire mobile sera également distant de ces deux points. Soient deux points quelconques M, N , pris sur deux perpendiculaires ; si on les joint par une droite, qu'on en prenne un point X, et qu'on mène la droite BX , je dis qu'eUe sera perpendiculaire sur AG. En effet, MA=MC,NA=NC; donclesdeuxtrianglesAMN,CMN sont égaux; leurs angles en N sont donc égaux ainsi que leurs supplémeus; donc les deux triangles AJNX, GNX feront égaux, donc AX=sGX; les deux triangles égaux ABX, BCX, prouyent que BX est perpendiculaire sur AG , et que par conséquent le point X est sur la surface en question. Cette surface est celle que nous ayons nommée plan.
Je dis maintenant que par trois points non en ligne droite on peut toujours faire passer un plan , mais un seulement
Soient en effet les trois points A, B, G {Jlg^ 2); on conçoit d'abord que si l'on fait passer un plan par deux d'entre eux , ce plan ne sera pas déterminé de position et pourra toujours être amené à passer par le troisième. Supposons donc deux plans passant par A, B, G, et conteni^nt par conséquent les trois droites qui joignent ces points deux à deux : soit M un point quelconque de Fun d'eux ; si on le joint par une droite à un point quelconque D de AG, la ligne MD sera tout entière dans le premier plan , et par conséquent rencontrera, quelque part en £ la droite intermédiaire AB qui s'y trouve aussi comprise : mais les deux points D et E étant aussi dans le second^ plan, la droite indéfinie DE s'y trouvera pareillement , et par conséquent aussi le point M.> Tout point de l'un quelconque des plans appartient donc ausst à l'antre; ces deux plans coïncideçit donc entièrement
n résulte de là que tout plan peut être engendré de la manière
.. (4>) indiquée précédemment Car cette génération prodoit une sur« face telle y qu'en joignant deux quelconques de ses points à Tolonté par une droite^ e^tte droite s'y trouve comprise tout entière, et nous Tenons de iaire Toir q«e deux snr&oes de oe genre peuvent toujours oo'incider* On peut donc indifféremment définir je plan par la propriété énoncée d'abord on par la génération que nous avons indiquée à la suite*
Il résulte enpoare de ce ^^ précède^ que les deux côtés^ d'un plan sont iout^*&it identiques ; car^ nous avons &it voir que tout plan pouvait coïncider sur un autre sans considérer lequel de ses deux côtés on appliquait sur celui-ci : ces deux côtés sont donc entièrement semblables , puisqu'ils peuvent successivement coïncider avec ime même surface.
Deux droites qui se coupent 9 et en général toutes données 0& il se trouvera trois points non en ligne droite, détermineront la position d'un plan. Mais il ne sera pas toujours possible de trouver un plan qui passe par tous les points donnés quand il y en aura plus de trois. Ce que l'on peut faire pour deux droites qui se coupent devient impossible dans un grand nombre de cas pour deux droites qui ne se coupent pas : car on peut concevoir une ligne qui soit dans un plan et une autre qui perce ce plan sans rencontrer la première. Or aucun plan passant par ceUe-ci ne pourra passer par la seconde ; car il contiendrait le point où elle perçait le premier plan, et se confondrait par conséquent avec lui^ les deux droites auraient donc été dans ce premier plan y ce qui est contre l'hypotbèse.
Toute surface composée de plans se nomme surface polyèdre, et toute surface qui n'est ni plane ni composée de plans se nonune surface courbe.
48. Dans un même plan, denx droites indéfinies peuvent avoir deux positions relatives bien distinctes; elles peuvent se rencontrer, elles peuvent aussi n'avoir aucun point commun dans leur étendue illimitée, et dans' ce dernier cas, elles sont dites parallèles.
Les droites qui se coupent peuvent avoir ime infinité de positions relatives ; elles peuvent s'écarter plus ou moins les une»
(43) desa«ilres, et c'est cç que Fou appelle faire des angles plus ou moins grands.
Ainsi, les lignes AC, AD, AE {Jlg» 8), qui vont en s'écartant de plos en plus de AB^ font avec elle des angles de plus en plus grands.. Bien n'est plus facile que de comparer: la grandeur de deux angles { miles transporterun sur l'autre; si leurs côtés coïn-^ cident en direction , ces angles seront égaux; sinon le plus grand fiera celui qui comprendra l'autre entre ses côtés , comme D AB par rapport à CAB.
L'idée de l'égalité entraîné immédiatement celle du rap-* jiOft quelconque : deux angles sont eptre eux comme m est kn, lorsqu'ils contiennent un même angle, l'un m fois, l'être n fois. Enj^n , leu angles sont des quiaoïtités susceptibles d'être comparées comme toutes les autres sous le rapport de la grandeur.
Quant à la position deparallélisfne, elle a offert aux géo-» mikres des difficultés qui n'ont point encore été letées, et qui ne le seront peut-être jamais de la manière qu'ils paraissent le désirer* i^ on définit les parallèles, des droites qui situées dans le màue plan ne peuTcnt jamais se rencontrer , on ne peut dé^ montrer qu'elles soi^ perpendiculaires sur une même ligne, et ai on les définit par la condition d'être perpendiculaires sur une même ligne dans un même plan, on ne peut prouver que deux lignes qui ne se rencontrent pas sont parallèles* Toute dijQBculte disparaîtrait si l'on pouTait démontrer que par un point pris dans le plan d'une droite on ne peut mener qu'une seule ligne dans le même plan qui , prolongée indéfiniment, ne ren-»- <x>ntre pas la première. Cette proposition faute de démonstration a été admise d'elle-même, au grand regret de beaucoup de géomètres qui regardent encore la théorie des parallèles 4Comme incomplète ; mais si on les satisfaisait sur ce point , ils se rejetferaient sur la ligne droite, demanderaient qu'on en démontrât les propriétés premières, et regarderaient jusque là les bases de la Gépmétrie comme inexactes. Enfin ils pousseraient toujours leurs demandes au-delà des réponses , parce qu'on ne démontre rien sans se fonder sur quelque chose , et que par conséquent
iFouloir toat démontrer est une chose non pas difficile à etéettf' ter , mais qui implique contradiction.
Le parallélisme des plans offre les mêmes difficultés que celu» des droites , puisqu'il s'y ramène immédiatement ; mais il n'en offre pas de nouyelles^ et la première théorie admise , la seconde s'ensuit sans difficulté; pour cela on commencera par démontrer que deux plans perpendiculaires à une même droite ne peuvent se rencontrer ; pour faire Toir ensuite que tout autreplan mené par l'un des points de rencontre avec la droite ;, rencontrerait les deux premières, on. fera passer un plan quel*^ conque par cette droite; il coupera les trois plans suiyant troi» droites dont deux seront perpendiculaires à la -proposée, et àctnt la troisième coupera par conséquent chacune des deux premières, ce qui prouve que le troisième plan coupera chacun des deux autres. De là dérive sans peine toute la théorie du parallélisme dans l'espace.
4^. Les plans offrent les mêmes positions velatires que les lignes; ils peuvent se rencontrer , et forment alors une nouvelleespèce d'angle dont la mesure se ramène, comme nous le dirons plus tard, à celle de l'angle rectiligne ; ils peuvent être rencontrés par des droites, et donner lieu à un troisième genre d'incli^ naison qui se ramène encore au premier; il peuvent être paral-^ lèles entre eux, c'est-à-^ire ne pas se rencontrer quelque loin qu'on les prolonge ; enfin ils peuvent être parallèles à des droites.
CHAPITRE II
Dos dimensions de V étendue.
5o. l!jir remontant à l'étjmologie du mot, on doit entendrez par dimension d'un objet les élémens qui servent à déterminer sa mesure ; c^est sous ce point de vue seulement qu'(m peut s'en faire une idée nette et précise.
Les rectangles se mesurant par le moyen de leur base et de leur hauteur , ces deux lignes en seront les dimensions. Les paraHélépipèdes rectangles se mesurant par les trois arêtes conti* guës y ces trois lignes en seront de même les dimensions. Quant aux lignes d|*oites, ne se mesurant que par elles-mêmes^ elles sont leurs propres dimensions.
C'est ce qui a fait dire que Fêtendue aTait trois dimensions^ longueur, largeur et profondeur: que les lignes n'en avaient qu'une seule^ les surfaces deux et les volumes trois. Mais cette idée posée à priori et comme début dans la Géométrie , ne peut offrir à l'esprit rien de clair ni de satisfaisant. Où trouvera-t-onla longuenr^la largeur et la profondeur d'un corps irrégulier ; et si on lui accorde trois dimensions ^ n'en aura-t-il^pas une infinité^ puisqu'aucune direction n'a rien de plus remarquable que les autres ? De plus y pour quoi supposerait-on que les dimensions fusant perpendiculaires entre elles. Si l'on se guide sur la forme , la hauteur et la longueur d'un parallélogramme > ne seront-elles pas ses deux côtés contigus ; et si l'on se fonde sur l'idée de mesure , pense- t-on que celle de tous les volumes soit déterminée par leurs trois dimensions^ quelque chose que Ton veuille entendre par là?
La seule chose à remarquer pour les surfaces et les volumes ^ c'est que leur mesure peut toujours se ramener à des produits de deux et de trois lignes , ce qui donne ce même nombre de dimensions algébriques à leur expression analytique. Mais cela revient à dire qu'on peut concevoir des rectangles ou des parallélépipèdes qui leiir soient équivalens , et ou trouver dans ces nouvelle» figures les dimensions des premières qui ne leur ressemblent ea rien ?
Au reste y de quelque manière qu'on envisage les dimensions , on n'en parviendra pas moins aux mêmes résultats , et la science n'en souffirira nullement. Si donc nous avons un peu insisté sur ce point 9 c'est que la f^mation de l'esprit est plus importante encore que la Géométrie > et que les idées fausses ou incomplètes, quelque petite que paraisse leur importance réelle, ont toujours unç influence funeste sur son développement.
CHAPITRE m
De V égalité dans les quantités géométriques*
5l. yj^ dit que deux quantités géométriques sont égales lorsque la seconde n*est autre chose que la première qui aurait changé de place sans que rien fût changé en elle; d'oii il suit que chacune d'elles peut être amenée; par un déplace* meut convenable, à occuper le èoiéme espace que l'autre.
Il résulte de là que pour s'assurer si deux quantités sont ^ales, il faut voir s'il est possible de transporter Pune de Manière qu'elle coïncide aVcc l'autre dans toutes ses parties, T)u en d'autres termes, si elles sont superposables. tl est bien entendu' que les volumes sont dépouillés de toutes les ptoprié^ tés physiques , sans lesquelles on' ne lés trouve pas dan^ la nature , mais dont Ils sont indépendans dans tou^ les rapports dont s'occupe la Géométrie. Ainsi la résistance et l'impénétrabilité de la matière ne gêneront en rien les superpositions des volumes , puisquHl ne s'agit que de Fespaoe figuré et kion tùsr tériel.
Après Inégalité absolue ou déâuperj^ôsition, la plus ^^ndé en applications est VégaUté en grandeur indépétadantnnettt de la forme; éH lui a donné le nom particulier ^équivalence. Ainsi deux lignes seront équivalentes lorsqu'elles auront la même étendue en longueur sans pouvoir êti^ * superposées ; deux surfaces seront léquivalentes lorsqu'elles renfermeront la nrèttie quantité de parties superficielles sans avoir la même ferme; c'est ce qui airivera lorsque de deux surfa^^es égales on retranchera une même surfooe à des places dil^entes \ il est évident qu'il restera de part et d'atftre la même qtiakitité sùperfioieBe, et que vependaiit la oûôinddi^Uïe ne sera plus possible» Il en serait ds même des volumes.
L^égalité en périmcti*e a ati*9Î ti^ên Un nom partieulîer j deux figures entre lescpicUes elle eiîste sont dites isopérû' mètres f ce rapport petit ddttnét* lieu à un grantil nontbiHs de problèmes cuf îeûi^ > xn«is il est beaucoup TùoiiiB fécond en conséquenciés que lëàprécédens' qui sont la bàste de tontes tes coxnpàfatsoins deé gipandeurs'géc»ttéfâ»iqtieé.
Outns ces diVetses sortes d'égalité partielleâ> il en est une autre qiii> pfti^ sofa impoitàtieéj méHté ttnê Atténtfoti patti^^ entière et que nous alloùs traitée sépâré<ni$nt< ^
De la Similitude.
5î2. On fait ordîbaîrémènt éônsister la similitude de deuit qUantHéà géométriques dans l'égalité des ihdinaisohs et des rapj^i*t5'des lignes ou des faces Itoniologues et l'identité de lettt* disposition. Cet énoncé renfermant des conditions sùra-^ Bohfiànte^^ </est-à-dire qui soAt des conséqttétrces nécessaires les nffeis dies: autres , on a cbetcbé une définition qui renfermât toutes les conditions qu'on voulait remplir/ mais qui hier renferniAt étfcSBfes seules. Les uns ont toùlu écarter la considéi^iation des att^ëseft tfinbroduîre. que des lorigûéurs; îfe oifit appelé figures gëAM&lés Wleà où il y avait égalité enttiô tes rappt5l:t^ des lignes ttécesl^aîrés à la détermination de chacune d'eues j maîaf â î^fefïSltHà'cîièt'tihér combien de lignciî étaient néceissfires à ht àitèmimiùA des Ê^rèi, efla dïèçulté n'étàtt pas «iminuée. BP'SRlIrti'és tfldt d^wrd iRfinî la èiinilitude pcAii* les liSançles etBSrtêti^aèâries, et ont appelé semblables les figUriéife '6tt Solides d^irèft'té^sl^.^pèkies liomôtogues sont les tothméts de' trt^nglëis^ ô^'dte teftryèdrësf seAiblàbles'âyâni dé« base* céiistantésîét sémhKlBLeàXniàhteite déBnîtidii à l'incbrivénient de ôepaîi rénferliiëi^dàïts te -seul étrolcrcé là^îàîlilîtttde des tétraèdiiesr et des autres scSfflk&yêé 'pltts il y manqué encore des conditions relatives à la disposition des tétraèdres ou des triangles ; sans quoi dte ïi'entraînerait pas la similitude. Je crois que l'on pourrait éviter tous ces inconvéniens en adaptant la définition suivante :
Deux quantités géométrique^ sont semblables > lorsqu'elles
peuvent être placées de manière fjuen joignant un point fixe avec tous les points de tune d'elles', on obtienne tous ceux de Vautre en prolongeant ces rayons dans un rapport constani^
De cette définition suivront immédiatement toutes les pro-* priétés des quantités semblables. On reconnaîtra facilement les deux plus importantes > savoir, qu'en joignant leurs points homologuesy les lignes résultantes seront également inclinées entre elles et dans* le rapport constant des rayons. Toutes les. autres s'en déduiront, comme on peut le .voir dans tous les traités élémentaires, tant pour les lignes que pour les surfaces et les volumes.
Le point d'où partent les rayons se nomme centre de simi^ litude; le rapport constant des lignes se nomme rappcMrt de similitude. Si l'une des fi^gures se transporte parallèlement à elle-même d'une manière quelconque dans l'espace, le centre de similitude se déplacera en même temps, mais le rapport de similitude restera constant , parce qu'il est égal à celui de deux lignes homologues des deux figures, et que ces lignes ne, changent pas de grandeui^. . '
53, Si, au lieu de prolonger les rayons, on les portait ea sens contraire à partir du centre de .similitude, la seconde figure serait encore semblable à la première, dans le cas oh elles seraient planes, parce qu'elle rentrerait dans le premier cas en lui faisant faire une demi-révolution autour du centre» mais la même diose n'aurait plus lieu si tons les points n'é* taient pas dans le même plan -, les faces seraient irespeptivement semblables et également inclinées, mais leur disposition serait inverse et il n'y aurait plus similitude. . On désigne qe non- Tcau rapport sous le nom de similitude inverse : il efÉt pour les surfaces, semblables ce que la symétrie est pour les sur* faces égales, et deux surfaces inversement semblablçs sont telles, que l'une quelconque est semblable à la surface, symétrique de la seconde.
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CHAPITRE IV
Sur la resoSuiian des questions géométriques.
M. JlLïï Géométrie, comme en toute autre science , les ques* tions ne peuvent s^ présenter que sous forme de théarèmes ou de problèmes. Un problème Aura pour objet d'etfectuer une construction d'après les i^pports que doit avoir la chose à ^nstrfiire avi^ des choses données ï pour y parvenir, on cheriîhera à ramener la construction demandée à unf autre plus 5imple> celle-ci à une plus simple encore, jusqu'à ce que Ton en obtienne une que Ton puisse exécuter immédiatement*
Il y a deui choses à considéra dians la résolution d*un pro* blême, la liaison des constructions et le dessin. Nou^nenou» occuperons dans ce moment que de la première, et nous regarderons un problème comme résolu quand nous pourrons de proche en proche le ramener aui constructions élémentaired que l'on sait immédiatement effectuer.
Dans le choix de ces construction^ élémentaires, on adA considérer deux choses, la simplicité de leur composition et la facilité avec laquelle elles pourraient être exécutées au moyen des inslrumèns graphiques. Les seules lignes que les géomètres anciens et modernes aient voulu reconnaître comme, élémens de leurs constructions sont les droites et les cercles, et ils re* gardaient comme non résolu tout problème qui aurait exigé que Vtm traçât une autre courbe quelque simple qu'elle fût d'exécution : c'est ainsi qu'ils nous ont laissé à résoudre le problème de la trisection de Panglé, de la duplication du Cube, etc. Cependant Iféwton s'est un peu affranchi de cette oonU-ainte et a donné des solutions dans lesquelles îl fait entrer des conchoïdes , couA'es très simples, mais cependant moins faciles à décrire que là ligne di^oite et le cercle.
Le même embarras n'existe pas dans la démdnstratîon des
théorèmes : comme on a pour unique but de démontrer la yécité d'un rapport désigné et non d'exécuter graphiquement ce qui y est relatif, on reste entièrement dans les abstrac tk)ns , et l'on peut ranger dans la même classe toutçs les choses démontrées possibles, quelque difficulté que puisse offrir leur e:!^écutiDn : il^i^s'a^t quç d^ oe qui est, et noade ee que l'on peut faire.
55, Q\iant à la marche «i suivre dans la résplutioi^ dies pro* blêmes , ij est difficile de rien dire de général à cet égard sans tomber danç le vague. Il est é,vidçnt d'abord que pour aper-> cevoir comment les conditions données détern^inent ce que l'on cherche, il faut étudier toutes ce& conditipns s^p^^ent^ puis dans leur ensemble; et oomipe elles n'existent ensemble que quand la construction demandée est exéputée, on s'exprime ordinairement en disant qu'on suppose le problème résolu. Mais après cela , si l'on veut ehejpcl^c^ cop^nent les diverses parties de cette; construction dépendent Içs, unes de$ autres et se ramènent à un petit nombre d'enti^e eUes, et comment celles-ci se ramènent à d'autres connues., c'est ce que l'on ne pourra fstire que quand la nature de la question sera déterminée, et il serait, inu^jle de oherchçr à çq| égt^vd des règles générales. .
Il en est de même de la démonstration de^ theovè^aes; dlre^ qu'il faut les ramener à d'autres plus simples ^ c'est à pe^ dq chose près ne rien dire : on ne peut indiquer de^E^cbe-positiv^ que quand on désigne au nioins Iç geii^re de la, proposition.
Or, moins il est pQssible de prescrire de règles générales» plus il ^ est n^essaire dç faire des rçcl^erches p^tiçujj^f^s,.et c*est peut-être dans la Géométrie qne. cette, néqess^t^ sq &jt le plus sentir. Nous devons, donc récotmmande^ auj, élèves de résoudre le^ plus grand noipbre . possible de qij^stiops, et suf-* tout de le^ résoudre cQn^plèiejoaent et dj'e:!Lajçninier t<^es les circopstances particulièçfif\;qui pe^v/ent s'^ r^nqqntp^. Ni(M»s leur offrirons un assez grani^ nK^lure, d'ex^eiHÛG;^ do^c^ gQnre> bous' y avons joint d^s sqj^ji^ti^ns snqcin^ctes qu'il ne leur re»* tera plus qu à d^vel^ppciï^-. , .
Nous allons ajouter quelques obserTatîons aux géaéralités précédentes et fkîfe Êonnaîlre l'avantage qu'il peut y avoir quelquefois à intervertir l'ordre qui semble le plus naturel entre les données et les ré^ltats demandés.
De la marche à suivre dans la résolution d& certains
Problèmes de Géométrie.
5S. Dans tout problème graphique, on donne certaines choses construites, et on propose d'en construire d'autres liées d'une certaine manière à celles-ci. Or , il arrive souvent que les choses à construire peuvent être exécutées isolément dés premières^ et que U seule difficulté consiste à leur doiinér la position qu'elles doivent avoir relativement à celleà-ci< Dans tous les ca9 de ce genre , il y a deux marches À suivre : on peut partir ées constructions données, et opérer ^r elles jusqu'à ce que l'on ait obtenu ceHes que Pon demandait , et alors le problème est résolu : ou bi^n commencer par construire les choses qui doivent avoir l^s rapports demandés avec les données, et d'après ces mêmes rapports construire sur elles ces données ; il en ré^ suhera un système identique avec celui que Von cherchait, puis* ' que les données et lesr résultat;^ y seront liés de la manière^ demandée ; il ne restera donc plus qu'à en reporter les diverses parties au Keu oh on avait voulu que la construction fut exé« cutée.
il peut se faire que le système auxiliaire ne soit pas identique avec celui que Fon cherche, et lui soit seulement semblable: c'est ce qui arrive quand 'les' grandeurs absolues des résultats ne sont pas dbnnées , et qUe Pon ne connaît que leurs rap-pQTfs. Dans ce cas, au Jieu'dte'reporter sur le premier système des parties égales à celles du seôond , on lés porte proportion* nelles, et dans un rapport déterminé par deux grandeurs ho-^ mologues cpzélconques*
(Sa)
CHAPITRÉ V
Dii la mesure des quantités géométriques^
57. iyj.E»uiuEa une chose ^ c'est trouver son rapport à l'unité: 'toute la théorie des mesures doit <[onc se réduire à trouver y -de la manière la plus simple, le nipport de deux quantités de même espèce.
Les quantités les plus faciles à comparer entre elles sont les nomhres entiers> et c'est à eux par conséquent qu'on a dû <;hercher à ramener toutes les autres. A cet effet ^ on conçoit runité portée sur la grandeur ï, mesurer, et si elle y est contenue exactement, le nombre entier qui en résulte est le rapport demandé. Si elle n'y est pas contenue un nombre entier de fois, on imagine les deux grandeurs décomposées en parties respectivement égales \ le rapport des deux nombres entiers résultans est le rapport de la quantité proposée à celle qu'on a choisie pour unité, et donne par conséquent la mesure de la première.
Mais cette manière de procéder suppose qu'il existe une quantité qui puisse être contenue exactement tant dans l'unité que dans la grandeur à mesurer , c'est-à-dire que ces dernières aient une commune mesure. Or il peut arriver que deux quantités n'en aient pas , et alors elles ne sauraient être décomposées en deux nombres entiers de parties égales \ leur rappprt ne peut donc être exprimé par celui de deux nombres entiers, ni même de deux nombres fractionnaires^ car celui-ci peut toujours se ramener au premier.
Cependant , comme on ne se fait une idée nette des rapports des grandeurs qu'en les ramenant à des rapports de nombres, on est obligé dans ce cas de se contenter d'une simple appioximation, et elle est encore préférable a l'idée vague qi:te
Fon se ferait da rapport de deux grandeurs, par & suirpld^ connaissance qi^'en donneraient les yeux et le toacber. D^ailleurr cette approximation peut être poussée, aussi loin qu'on le désire I car on peut paijtager l'unité en parties aussi petites qu'on Tetït , et en les portant autant de fois que possible sur la .quantité à. mesurer^ le reste que Von négligera étant moindre qu'une de ces parties , pburra devenir plus petit que toute quantité donnée, et le rapport que Ton obtiendra différera aussi peu qu'on le voudra du véritable.
Telle est la marcbe à suivre quand les quai^tités peuvent être comparées immédiatement par superpositions ccname, par exemple, les lignes droites, ou les arcs de cercle décrits dé rayons égaux. On clierche d'abord leur commune mesure par le procédé arithmétique du plus grand commun diviseur, et on en déduit, comme noua l'avons dit^ leur rapport en nombres entiers..
Mais toutes les quantités ne se prêtent pas avec la même facilité aux superpositions. Ce qui se fait immédiatement pour les lignes droites, serait impossible , par exemple ^ pour les surfaces de polygones quelconques. Dans^ ce cas, on cherche k transformer les quantités en d'autres équivalentes , qui puissent être plus facilement divisées en parties égales» Cest ainsi qu'on ramène tous les polygones au triangle, et le triangle au rectangle, parce que deux rectangles sont faciles à décomposer en parties égales.
Ayant ainsi ramené les quantités aux plus simples de leur espèce, on cherche s'il n'est pas possible de ramener celles-ci i des quantités d'une autre espèce et plus faciles k comparer. Nous avons déjà dit que lés plus commodes étaient les lignés^ droites et les arcs de cercle de rayons égaux ; ce sera donc à ces. deux espèces de grandeurs qu'il faudra tâcher de ramener toute& les autres.
Les angles s'y réduisent facilement , parce qu^ils sont dans le même rapport que les arcs interceptés entre leurs côtés et dé« crits de leurs sommets comme centre avec des rayons égaux» Le rapport de ces arcs pourra doue être pris pour celui dest
an^es; et If mesure des angles se trouve ivimédlatemecit ra-^ V^efxée k .celle de3 arcs décrits id'mi même raison. Cest ce iju'oa exprime en disant i^'un apgle a^ cepatre a pour mesure Tare compris eptre se^ c6té8 : <m veut dire .par là qiye si Fou décrit du mième raycm un cercle ayant ^n centre au sommet «le l'unité d'angJe , et qu'on prenne Vote intercepté pour unité d'arc, la me&ure de l'angle pressé seata. exprimée par le même ^omhre que celle de Farc compris entre ses côtés.
Les angles dièdres s'y ram^e^it immédiatement , parce qu'ik sont dans ie nji^me rapport que les an|^es rectiligaes formés par le$ perpeipidiculaires à Farète menées par un m^ne point dans d;iacu2i 4c& deux plaQs.
XjCS aro$.de rayons inégaux s'y ramèneroat aussi , parce qu'ils^ font entre eux c^mme les angles .au centre multipliés par les rayons. JL>eur rapport sera donc le produit du rapport de deux cingles par le rapport de deux rayons : ce qui irentre dans les cas précédeq;»* .
Les polygones pouvant toujours se transformer en rectan^es , j^ ceu^L-ci étant entre eux comme les produits des nombres qui exp^imeffJt les rapports de leur base et de leur hauteur à l'unité lixiéaire, )a m^mxe de toutes les surfaces rectilignes se {rpuye rai^en^ à celle des lignes droites. L'unité de sur^ce que l'on choisit ordinairement est le quarré fait sur Fuuité de Ionjgueur; par là? on s'épwgne la mesure de la base et de là hauteur du rectangle pris pour unité , la multiplication des deux npmhres résultais et la diyision des produits relatifs aux deux rectangles. On dit alors qu'un rectangle a pour mésave le pro«^ duit de sa base par sa hauteur; ce qui signifie, comme o^i le Toit, que son rapport au carré de F unité linéaire est lé produit des rapports de ^ ha$e et de sa hauteur à cette mène unité. Le^ volumes des pplyèd^s se ramènent à ceux des ppamides, oei|X-ci aux prismes , et enfin aux parallélépipèdes rectangle^, etc. , dont la m^^ure ^ ramène à celle des lignes droites.
5^. Quant à la mesure des cercles et de leurs diverses parties., elle $e ramène à celle de leur circonférence et de leur rayon, l^iai^ comji^e on ne connaît pas encore de moyen de ra-
meii^ le rapport 4^iuie circonférence k utie ligiiè droite & Je» ruppcAtts de Aeun arcs de eercle ou dé d'eux droites^ on est obligé de se borner à uhe approximation. Si l'on prénaît un cercle fK)ujr unité de Burfiliee, Itt mesure d'un autre cercle reyiehdrait à celle d'un carré, parce que deux cei'cléâ sdnt entre eux comme les carrés de leurs rayons ; mais alors la difficulté se retrouverait dans la mesure des surfaoes qui ne seraient pas des cercles. C'est après avoir eu égard à toutes les considérations de ce genre qu'on s'est accordé à rapporter toutes les stirfaces au carré : lorsqu'on veut ensuite passer à une autrer unité, il suffit de prendre la mesure de cette unité par rapport à la^ pt^eiôïère, et dé diviser par elle toutes les pretnières mesures.
Semblablement , la mesure des surfaces cylindriques , conîqtfes , spbériques et des volumes compris par ces surfaces y se ràlnëne à celle des circonférences et des lignes droites , et ne peut par conséi()[uent s'effectuer par des superpositions.
La c^oi^afaitoh des quantités auxquelles on ne peut trouver de cotainRitie ïncstiï*e eMré elles , soit qu'elles puissent être supperposées , soit que leur forme ne le permette pas , s'opère au moyen âé méthodes particulières qui méritent une attention^ spéciale, et dont nous allons donner une idée rajiiide.
Méthodes des limites et de la réduction à Vabsurde^
59. La méthode des limites ayant été exposée précédemment ,. il ne reste plus qu'à montrer comment on l'applique aux quan-» tités géométriques. Supposons d'abord qu'il s^agisse de trouver la relation qui a lieu antre deux rectangles de même hauteur et leurs bases , quand lees bases n'ont pas de commuM mesure ,. sachant que les rectangles sont dans le même rapport que teurs bases , quand elles sont commensurables. Soient R et R' les deux rectangles, et a y ci leurs bases* Imaginons un rectangle R'' de même hauteur , ayant une base a" ^a% et commensurable avec a ; on pourra faire approcher a" de a' autant qu'on tou- dra, sans cesser d'être coihmensurable avec a, car il suffira^ pour cela de décomposer a. en parties indéfiniment décrois^
( 56) aanteSy et de Ie$ porter autant que pessible swr it, le reste sevit moindre qu^uue de ces parties, et par conséquent deviendra aussi petit qu'o^ voudra } a" a donc a' pour limite^ et par suite R" a pour limite R', puisque leur différence est un rectangle qfk\ a pour base la différence de a' à a"« Qr « on a
R' a* Lar relation des limites sera donc rrr- = — »
Beux rectangles de même hauteur sont donc toujours entre eux. comme leurs bases.
Prenons un second exemple où les quantités, puissent avoir une commune mesure, sans qu'on sache la découvrir» Soienjt deux cercles de rayons différens^ on demande la relation entre leurs circonférences et leurs rayons. Pour y parvenir , on cherchera là relation entre des quantités qui puissent s'approcher indéfiniment des deux circonférences ; on choisira à cet effet des polygones inscrits; on les prendra^ pour plus de simplicité, réguliers ; et pour les comparer plus commodément , on leur donnera le même nombre de côtés. Désignant leurs périmètres par P, Vy les rayons par R et R^ on sait qu'ils satisferont à la relation suivante , quel que soit le nombre de leurs côtés ^
Or, on démontre facilement, en circonscrivant des poly-^ gones semblables, que P et P' peuvent s'approcher autant qu'on veut des circonférences C, C ; donc la relation de celles^ ci sera
Il est inutile de citer un plus graad nombre d'exemples, pour jaire concevoir l'esprit de cette méthode , connue sous le nom
( 57 ) de Méthode des limites. Il est clair qu'on peut l'appliquer st Ton veut à des quantités qui auraient une mesure commune^ et qui seraient moins commodes à comparer que celles qu'on leur substituerait*
6o.La seconde méthode à laquelle op donne le nom de réduction à r absurde , consiste à démontrer que la relation demandée est d'une certaine forme, par l'absurdité qu'il y aurait à supposer qu'elle fût de toute autre. Il faut donc assigner d'abord une forme à la relation , puis énumérer toutes celles qui pourraient êtres supposées si celle-là était fausse ^ et enfin démontrer pour chacune d'elles qu'elle est impossible.
Ainsi dans le premier exemple cité on aurait dit : deux rectangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases , même quand elles sont incommensurables ; car si cette propàr* tion n'a pas lieu, on pourra en établir une entre ces trois premiers termes , et un quatrième qui sera nécessairement plus petit ou plus grand que le correspondant des quatre premiers. On aura alors deux démonstrations à faire ,^t elles sont si connueà que nous ne prendrons pas la peine de les rappeler ici.
Quand au second exemple , on aurait commencé par avancer que deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons ; pour cela on aurait supposé que cette proportion fût fausse , et on aurait vu qu'U serait toujours possible d'en former une avecles trois premiers termes et un quatrième plus petit ou plus grand que son correspondant ; ce qui aurait encore conduit k deux démonstrations d'impossibilité. ,
6u Cette dernière méthode, la seule employée par les anciens , a été conserrée jusqu'ici, dans les élémens , aTCc le même respect que toutes les autres formes que les premiers géomètres employaient , faute des ressources que nous possédons aujourd'hui. Examinons à laquelle des deux on doit donner la préférence.
La méthode de réduction à l'absurde , présentant la térité sous forme de théorème, suppose connu ce que l'on cherche *, la seconde indique la marche à suivre pour le découvrir ^'elle est
( 58) dofic rédtlemeiït la méthode «^m^etitîoii : ^smis ce k*apport , ell^ mérite la préférence.
Mais., non-seulement die est supérieure sotf^ le ra^pport de la marche , elle l'est encore presque toujours dans les détails. Il est généralement plus facile àè faire «in cboijL eommode de ra-^ riablfô > que de disposer les oon^ructions qtti dôi-vent faire ressortir Tabstirdité^ et d'ailleucs il y a toujours plusietilrs «upjpositioas à faire, qui entraînent autant de tléttiofisti^atiofirs distinctes^ tandis que par la méthode deslnniteà, €fh n'a jamais ^'une seule relation à trouver , celle des tarfaMés. Il j a plus , là méthode de réduction à Tàbrarde , déjà infériez e à celle des limites dans les cas eu elle peut être employée , détient inapplicable quand on s'éloigne des éléiife«ns. La simplicité dés k*elations 9l permis d'énoncer comme théorème les rapports dés cercles et de leurs rayons , d'autant plus qu'on s'y trouvait conduit par la considération des polygones inscrits > qui était sttm indispensable f comme induction ^ que dans la méthode des limites. JVfais quand il s'agira d'évaluer les aires des courbes de nature quelconque , ou en ^néral de trcmver des relations <x»ftipli<J[tiées^ la forme théorématique deviendra tout-à-fait déplacée ^ et ou sera obligé de revenir à la méthode des limites ^ttï ptésaite toujours un problè«ne ^ et de plus entre des quantités plus simples que les proposées. Or, putsquie cette Aernière méthode est indispensable dès qu'on avance éasns la science , et Qu'elle est déjà supérieure dans les élémens, o* doit lui donner einisiamment la préférence.
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CHAPITRE VI
Géométrie de$criptwe.
62. LiETTB partie de la Géométrie a pour objet de ramener autant ^e ]Kk$siMie les oonstructknas dans Pespaoe, à des construdioBs sur un aeul pUa. A cet effet on rapporte les points à deaiL pkns fixes perpendicuiaires entre eux , et on les déter*mîne par les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points me (es deux plans ; ces pieds sont œ^'on appelle les projections 'cb$ points €Qrre$ponâia!is.
luÉ^ lignes se déterminent par la suite des projections de leurs difiërens points qui forment deux lignes placées respective* ment sur les deux plans de projections; de sorte que les- lignes daas l'espace , sont l'intersection de deux surfaces cylindriques perpendiculaires aux plans de projections^ et ayant respectiTement pour directrices les projections de ces lignes.
Quant aux surfaces^ on les détermine par les élémens de leur génération. Ainsi une surface conique est donnée par son centre et sa directri<^ ; une surface de révolution par son axe et sa génératrice ; et ainsi des autres surfaces dont on donne le mode fk génération. De cette manière, toutes les quantités géomé- Idqaes seront déterminées par des projections faites sur les deux plans rectangulaires 9 et toutes les constructions dans l'espace se ramèneront déjà à des constructions sur ces deux plans. Enfin y «n les réduira toutes à un seul plan ; en rabattant Vun des plans ^ projection sur l'autre par un quart de révolution autour de l^iir ligne d'intersection, qu'on nomme ligne de terre» En opérant ainsi, toutes les constructions s'exécuteront sur un même plan et détevmmeront celles de l'espace, auxquelles eltes ne seront pas identiques , nkais qui s'en déduircmt par la liaison ^în^le des points avec leurs projections.
63. Or I il ne suffit pas que les constructions dans l'espace soient déterminées par d'autres ^ il est souvent nécessaire deles connaître par elles-mêmes; et il restera indiquer le», moyens à employer pour construire sur le plan donnée toutes, les parties du système dans l'espace ^ et en déduire enspite 1& solide même que Fon voudrait déterminer matériellement.
Si par exemple il s'agit d'une construction plane quel-' conque dans l'espace , on concevra que le plan oii elle est ren-* fermée se rabatte sur l'un ou l'autre des deux plans de projection ^ ou sur tout autre |d[an parattèle; on déterminera la position de tous les points après ce rabattement^ et on connaîtra alors la véritable forme de ce qui n'était donné d'abord qu!en projection.
V S'il s'agissait de construire un polyèdre donné par les pro* jections de tous ses sommets ^ on commencerait par déterminer^ comme il vient d'être dit; la forme de ses différentes faces ^ et leurs inclinaisons mutuelles. Si l'on voulait ensuite former ma^ térlellement ce polyèdre avec un bloe donnée on y tracerait d'abord l'une quelconque des faces ; à chacun de ses côtés , on taillerait le bloc suivant ' des plans faisant avec la base les angles connus ; on tracerait sur ces divers plans les faces dé* terminées précédemment » et on continuerait ainsi jusqu'à la confection entière du polyèdre Si l'une des faces du solide était courbe et du genre de celle»
> qui sont engendrées par la ligne droite y on déterminerait toutes, les autres faces et leura inclinaisons ^ puis on construirait comme tout -à-l'heure le solide correspondant^ et il ne resterait plus qu'à tailler la dernière face. Cest à quoi l'on parviendrait en déterminant les points extrêmes de la droite génératrice dans un grand nombre de positions ^ et taillant le bloc jusqu'à ce que la règle pût s'appliquer exactement sur la surface ^ depuis un quelconque de ces points jusqu'à son corres^ pondant.
On emploira des procédés analogues dans les cas plus coin* pliqués \ on développera sur un plan les surfaces qui en seront
^ susceptibles y et on taillera sous la même forme des matières
SleiibleS) auxquelles on fera reprendre la forme oonTetiable en les appliquant sarle corps que Von aura à construire* Une foule <le moyens de ce genre sont parfaitement connus des ouvriers^ et quand on leur donne les élémens des constructions que four-« nit la Géométrie descriptive y ils parviennent sans difficulté à la détermination des solides avec toute l'approximation qu'on peut désirer» . .,
La Géométrie descriptive remplit donc deux objets ; elle donne par des constructions planes la solution des problèmes de Géométrie dans 1* espace^ et elle faijt connaître tout ce qui est nécessaire a l'exécution matérielle des solides dont on peut avoir besoin dans les arts. Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur les diverses questions que cette tliéorie peut offrir j elles se trouvent exposées avec tant de clarté dans les ouvrages de M. Mghoe, que nous croyons inutile d'y rien ajouter. Nous nous bornerons à en indiquer les principales applications*
64. La coupe des pierres est un des arts qui en tirent le plus grand parti. La construction des voussoirs peut devenir, tellement compliquée par les diverses circonstances qui se rencontrent dans les édifices ^ que sans le secours de la Géométrie descriptive il serait quelquefois presque impossible d'en venir à bout Ces constructions s'exécutent, comme nous l'avons déjà fait connaître , au moyen des faces et de leurs inclinaisons.
65. La coupe des bois ou la charpente se trouve dans le même cas , et en retire les mêmes avantages par des procédés analogues.
66. La théorie des ombres, si utile pour la représentation exacte àfis corps > se fonde immédiatement sur la Géométrie descriptive ; on y a pour objet de déterminer la courbe qui sépare l'ombre de la lumière sur un corps dont on connaît exac* tement la forme et la position par rapport au point lumineux. Cette courbe n'est autre chose qne celle de contact du corp»avec une surface conique circonscrite, ayant son centre au point lumineux, ou avec une surface cylindrique parallèle aux rayons de lumière si le point lumineux est à une distance infinie, comme
(fia) ,
oft le suppose povr la lumière du soleih Ajattft délq^miné les projections de cette courbe, il ne s'agjt pIuB que d'en déduire Vefiet qui doit en résulter sur le tableau oit s'exécut0 le dessin; problème qui est du ressort de la perspective Uimure*
67. La perspective a pour objet de déterminer sur une surface donnée la trace de tous les rayons visuels partùnP d^un point conYiu , et terminés aux différens points d'un système dejigures quelconque. La figure qui eu résulte sur la siûrface de perspeo iAwe produit sur la rétine un système identique de fbnae srea celui que produirait le système donné dans Pespaoe;: et poat rendre Fillufiîon complète , il* n'est plus besoin que de donner aux différentes parties du tabietoê tracé sur la «nrfiace , la cola* ration et le degré de lumière qai se trouyent dans lès" parties correspondantes des objets donnés. Ou déterminera alors , comme nous l'avons indiqué précédemnient , les projections des courbes de séparation d'ombre et de lumière | et on en déduiner Pfnter-^ section de la surface du tableau avec le cène qui * aurait soil centre à Toenl de rQbserTaAeur,et*ponr directrice cette^ courbe même. Ces lignes de séparatiow sont d'un grand secours pouf donner une idée nette de» fermes en relief, d'après- leurs reptésentatioDssur une surface qui le plus souvent eaUb plsane ; et leur efièt est tel , qu'il suffit presque à kû seul pour laite ressortir avec éyid^useles diverses sâmioshés des: c^els. IMIaîs plus ces- lignes sont caractéristiques^ ^is> eHes: esigettt de précision y puisque la namndre erreur infbie sur Ik fwme' qu'elles font supposer aux corps qu'dAes repcésentent : on ne saurait donc apporter trop de soin à leur détermination , ni trop employer à cet èflet les procédé» de la Géeanélirie descriplive Cette scienoe esH en général trop négligée par les artiste» , et ii en résulté souvent dans leurs tableaux des Comtes -grossières- , des contie-sen^' cboqnans , qu'il» auraient évité» au moyen des notions éiémenrtaiires de la: Géosmétrie descriptive.
68. Il est encore dam» la penpeetîvB de» I^es aussi essetn taellei que lei courbes de séparation' d'ombre et de lumièi>e ; ce soBit celles que déto^mieent sur les suv£auoe8^ les» rayons visuels caLtrénaes:^ on. le» nomme courbes apparentes} elles sépieirent
U partie visible de la partie invisibW, et déterminent sur le tdhleau le cootour- où se teEmine la^ per^Mctm de Fe^jet. Geê courbes ne sont autre cliose que celles de contact du corps aTcc le cône circonscrit ayant son centre à l'œil; on trouve par cette condition leurs projections et paip suite leur perspective sur le tableau.
Ayant ainsi déterminé sur le plan du tableaa toutes les figures nécessaires ; on le rabat sur l'un des plans de projection^ et on a ainsi la perspective exacte du ^stème proposé. Il ne reste plus qu'à placer les couleurs , ce qui est du ressort de la peinture. Mais il faut bien se pénétrer de cette vérité ^ que la perspective linéair^e ou l'esquisse est la partie la pltis- essentielle ^ et que sans elle la perfection dans le reste ne serait rien, tandis qu'elle suffit à elle seule pour représenter les. efiet£. principaux.
Il est inutile de pousser plus loin les exemples. Les applications de la Géométrie descriptive s'étendent à toutes les questions, bh l'oA a à considérer des points dans Fespaee; l'Architectiira , U Topographie:, et i^wie foule d^rts- raéeaniqueB oh l'on a h^âM^in d^une description esaote de mi^bines, en retinrent les .plu$ grands avantages; et il serait à désirer que soi» iividQ fût r^gai:dée oomme aussi indispeusable dans tous oes arta que les procédés, tedbai^ptes. qu'on s^cst kabituè à r^aretw r^uime &u£KsdBâi«
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CHAPITRE PREMIER
De f objet qiCon se propose dans cette application.
69. X oiTTE quantité étant susœptiblè d'être exprimée en ttomlNre, il est facile de juger, que toutes les questions sur les grandeurs, de quelque nature qu'elles soient, peuvent être ramenées à des questions sur les nombres^ car pour déterminer une quantité concrète, on peut se. proposer de trouver son rapport à une autre connue de même espèce.
Pour résoudre ainsi par le calcul une question de Géométrie ^ on imagine d'abord les quantités données et les inconnues exprimées en nombres et représentées par les caractères généraux de l'Algèbre -, puis on cberche à établir des équations entre ces nombres d'après les conditions géométriques de l'énoncé. La question étant ainsi transformée , on la résout d'après les pro* cédés de l'Algèbre, et il ne reste plus qu'à repasser du résultat analytique au résultat géométrique, et c'est ce qui peut se faire de plusieurs manières, suivant la nature de la question.
Si l'on s'est proposé de déterminer la valeur numérique d'une ligne (et nous savons que c'est aux lignes qu'on ramène toutes les quantités géométriques ) , on substitue dans la formule algébrique qui la représente les valeurs numériques trouvées pour l'expression des données en nombres, et l'en trouve ainsi le
aombro (Punîtes et de parties d'unités contenues dans la ligne dierclièe que Pon peut alors facilenient construire.
Si au contraire on a pour but de t^K^uver une construction , au moyen de laquelle on poisse déterminer la grandeur inconnue d'après les données non exprimées en nombres , alors le passage par l'AlgUbre nVi d'au,tre objet; q«e de faire connaître dâqueBe manière l'inconnue se compose avec les. quantité données en les supposant toutes réduites en nombres ^ et il ne s'agit plus que de trouTer une construction géométrique qui représente^ cette conipositio& analytique. Itegttste àèt lÉLoyeiis généraux trèb siivftr ples d'opérer ce passage p^r'toiM)te'Wfoâelîôns i^sèttonnêltei^et certaines <dasses d'îrrationiiciles.
Enfin, si Tonèe p^poseladémonstiWtion d'un théorèifie ^ on cbertke à reptfésenlei»'{jiaif M« équalidu les^rèlaticAis renlfertkéës dans l'énoncé géomèlrûjue'y > en dèAff^aiV lou)04iirs"lèS' noûibif^ par des s^es généraux; H^tt -àtjirtttiê «osiiil^' pi»'d6S'é(|itati6ns toutes tes relations î^i dérite^ dcàt'dôiÉtfiées^ et ^o^' fâche , ^n les combinant soit entré elles tféil atec d'fiutl^ iitoiluès , d'en déduire teeUe qui représente ITénoncé'gédidciéCri^ue' proposé. 'Lef tiiéoième se trbuye ak>rsdéiiiôtifiré^ il ttj a plus liesoitt-, coiàfîler dans les deux cas pirécédens, de repasser de l'analyse* à* la* GéoinéCrieif toiul est réduit à uri^mple caîcul/dès quwa trbtivé h tradttc«k»fii^del'ébctuoé en lali^gei algébrique. : • -'" •'*'
T^k'sbnt les dîffétens genres de questions ^ue pté^HÂèïVép'^ pitcation de l'Algèbre à la <^é0liiétrie;'nbi<s dllMs les examîklèà'^ sQoœssiVementyet uouj^tâdidMàilde faire connaître f<éspriidê$ diverses ttiâ»ri^qi/elfe^ tetitetmmij et des'illéâiode^ qu'on y emploie. . . r'
<...^riî)<./ . '"î î, .' .V; '•î/.>: . -'rfjiVji
CHAPITRE U
Ji¥éoiiàges\^^^^i9îow^éhim$ Âi^ graphiques
*^ • '^ • \ •*; \ et numêriqiuss. ' "'
7^. J^RBftff^^oi a .il4^jeri»Uiié. rexfon^Kin digébriqu^ d'une «^uMtUlé^ novs avoQS dît q«'}9a ppiurait déduira de m ftornie une oonstrvctioii au moyen de$^4oiiaéesf|éofQ0tr^des, outlnen mpFÎii»^,<ie» d(mn^eiii.tH«ib«^j4tik»;«iiIfstitiiar dans la.&rn^^I^ (|ijM donnç 4J<^sla.ydaiir nvmèiiîqfi^'dtf ]lHneoiiiÉi]e«£3Lai si^inon» lequel desi . âmk . |^r0o«dé9,^%i; te ^kis d'avastogea. . . Qbsav^op» pqnm Q^ qjie J.'Mft^Qe|iî<m:dâ$<in&trttmèn» ihtnn ^i^touji^rs de^.ii|e«f^U|!i^ jij^ 4f)» DppaUruictioRS^ SI d<iM OU' tient ,a 4ine.^ran4e approgûjual^iim 4ii^ les résultata^ion d€^^rra^ 4;|u>i&ir.,le f^BQ^gdé. cpii. offrira itel^W dô CQn^uatîp^y <^'^t la la ^eule «ûnsidéra|ioi]f.qui d^i^ira^idéte^mi^er Ut prâKH
. Ji^s^ If^^f é$olnl;ippL jfiun^rîqiie i^q, ^..twtç*, l^jsrfilvi^ffin^ venant de l'expressiop (dbs doni\ée$ m DQmJ^^^^îliWHtsiJb' calcul a'i^^ ,pppduU.pa$ 4ejA^y«lIe6^(Hv>'il en.ipSrCKlaiti aies pfeîh- ▼^^..4$i!!^ t^leo^i^l; diyoiiiiiéegi.gu'^l|^ <^'.i^ielit pu» dMuiluéndci seD#i}|l^.$utr 1^9 résidtats, {Qt on igJM^, ff^M^ffint^^ d'iy^ afYOÎr^égard^ Il ne teste donc^ptns qi|e l'i^tcç^ttr .{^iw^ntiâu passage final de la valeur numérique à la grandeur concrète. > • •.. >
Dans la résolution purement. graphique on n'a pas les erreurs de la précédente, puisqu'on n'exprime pas les quantités en nombres 9 mais on en a d'autres qui sont à la vérité en moindre nombre dans les questions très simples, mais qui deviennent bien plus considérables quand les constructions se compliquent et que les résultats des unes deviennent les élémens de plusieurs autres, comme cela arrive par exemple dans les opérations de Géodésie : dans tous les cas de ce genre, il conviendra
(67) (le substîtaer le calcul âu^L constructions y ce qui rikluira à pett <le chose pr^s toutes les inexactitudes à celles des données.
Les opérations qui exigent le plus de précision sont celles dé la Géodésie et de l'Astronomie, Qans la première 9 presque toutes ont pour objet de déterminer la position relatire de certains points, et c'est à quoi l'on parvient en les liant par des triangles dont ils sont les sommets. Dans l'Astronomie on a plus souyentà considérer des triangleà^phériques^.de sorte que dans ces deux sciences qui offrent les applications les plus importantes de la Géométrie, presque toutes les opérations se réduisent à des déterminations de triang^ soit rectilignes soit sf^iériques. En outre, la plus grande partie de& problèmes relatifs aux autres théories de la Géométrie, peuvent aussi se ramener à de semblables déternoûnatioiiis ; d'où il suit que la^ Trigonor métrie ou Théorie, de La mesure des tri€uigles doit jouer le plus ^and rôle dans la résolution numérique des questions de Géométrie^ £xaminon3 les principes qui Ijai servent de base.
CHAPITRE m
De la Trigonométrie,
71. JuA Trigonométrie a pour objet ide déterminer les valeurs numériques des côtés et des angles d'un triangle c[uand on connaît les valeurs numériques des quantités par lesquelles il est détenmné; c'est ce qu'on appelle t^oudre un triangle.
Pour résoudre ce problème dans toutes les circonstances qu'il pouvait offrir, il était nécessaire et suffisant de trouver des relations générales entre les côtés et les angles d'un triangle j car alors: la détermination des quantités inconnues se serait ramenée à une simple résolution d'équations. Mais la différence de nature des angles et des côtés conduisant à des relations trop compliquées pour pouvoir être employées avec avantage, on
( 68 ) a renoncé à faire entrer les angles dans le calcul, et on a cherclié à leur substituer des quantités qui pussent les déterminer ou être déterminées par eux d'une manière simple , et qui en même temps pussent être facilement comparées ayec les cdtés des triangles.
. La première idée que Fdn a eue a été de déterminer les angles par les cordes qu'ils sous^endent , en supposant leur sommet au centre d'un cercle connu ; mais on a abandonné ce mojen pour un. autre plus commode. On a supposé semblablement les angles formés par deux rayons d'une circonférence connue , et on les a déterminés soit par la perpendiculaire abaissée de l'extrémité d'un des rayons sur le second -, soit par la tangente au cercle menée par l'extrémité d'un des rayons et terminée au second -prolongé > soit enfin pér la distance dû centre au point où ce rayon prolcmgé rencontre la tangente. Ces trois lignes ont reçu respectÎTement les noms de sinus , tangente et sécante de Pangle. On a nommé cosinus , cotangente > cvsét^ante du même angle ^ les sinus, tangente et sécante de son complément; et il est éyident que tous les angles moindres que l'angle droit sont entièrement déterminés par une quelconque de ces six lignes ; il en serait de même pour les angles compris entré un et deux angles droits , entre deux et trois, entre trois et quatre. Mais quand on ne sait pas d'aTance entre lesquelles de ces limites doit se trouver Tangle chercbé, il ne suffit plus de donner la valeur d'une ou Éiême de plusieurs de ces lignes , il faut encore y joindre certaines circonstances dont .nous parlerons plus tard. Ainsi l'angle détermine sans ambiguïté toutes les lignes trigonométriques dont
/ nous avons parlé ; tandis que celles-ci peuvent ^nvenir à la fois a plusieurs angles^ et nécessitent par conséquent des données de plus pour ôter toute incertitude (^)^
Gela posé , on a formé une table o& Ton place tous les angles de seooi^de en seconde, ou seulement de minute en minute, depuis kétù jusqu'à un demi-angle droit, ce qui a suffi pour tous les
cas, a cause de la symétrie des lignes suivadtes. La distance de
{*) Voyez rApplication de PAlgèbre à la Geonuftrie , de Keyaaud.
(69) deux angles consécutifs est assez petite pour qu-on puissiTy sans erreur sensiBle , substituer à un angle quelconque celui qui en approche le plus dans la table ^ car l'erreur sera toujours moindre que la moitié de cette distance: cette table donnera donc le, moyen de déterminer les angles par leurs lignes trigonométrie» ques y et réciproquement ; il ne restera plus ensuite qu'à trouver les relations générales qui lient ces lignes arec les côtés des triangles , ce qui n'offre aucune difficulté.
La construction de celte tablera offert un trayail très long , vu le grand nombre d'angles dont on a été obligé de calculer les lignes trigonométriques. On obtient le sinus et le oosinus d'un angle par le moyen des séries suivantes ,
JC^ 1?*^ ^7
sin X — X — 5 -f- 'i A c "~ "■ + . . . .
cosa:±=i + 5^7 ?+....
Bans ces séries , x représente le rapport de l'angle proposé à celui auquel est opposé un arc égal au rayon du cercle y et dont la valeur est connue avec beaucoup d'approximation. G>mme elles sont très convergentes y il suffira pour chaque valeur de x d'en calculer un très petit nombre de termes ; l'erreur sera toujours moindre que le premier des termes négligés (^). Le sinus et le cosinus étant déterminés, on en déduira sans peine les quatre autres lignes y au moyen des relations très simples qui les lient les unes avec les autres.
Connaissant la table des angles et des lignes trigonométriques correspondantes , ainsi que les relations des côtés d'un triangle quelconque avec les lignes trigonométriques de ses angles y on peut résoudre les "triangles dans tous les cas où l'on connaît un nombre de données suffisant à leur détermination. Nous n^entrerons pas dans le détail des transformations de toute espèce qu'on peut faire subir aux formules trigonométriques , pour les rendre plus facilement applicables aux différens problèmes
{*) Voyez le no i86 des ^otet de Reynand sur VAlffhhtc»
(70 ) qu'on peut avoir a résoudre ; nous tious Ijornerons à la préparation générale qu'on leur fait subir , pour que le calcul des logarithmes y devienne applicable.
CHAPITRE IV
Sur Vappliàation des logarithmes aux calculs
trigonométriques.
72. jlJes angles croissant dans la table par degrés très petits ^ les différences entre leurs lignes trigonométriques successives seront, passé un certain point y très petites par rapport à ces lignes. Ces dernières devront donc être exprimées par un grand nombre de chiffres , soit qu'on prenne une unité très grande ou très petite , par rapport au rayon ; le calcul en serait donc très pénible , si on ne le facilitait au moyen des logarithmes : et c'est ce que l'on a pu faire dans tous les cas.
En conséquence, on a cherché Içs moyens de rendre le calcul des logarithmes d'une application commode pour toutes les formules. On a d'abord joint à la table des lignes trigonométriques celle de leurs Ic^arithmes, pour éviter la peine de les calculer à chaque fois , et on a pu aussi y mettre une plus grande précision , puisque c'était un travail fait une fois pour toutes : on s'est même dispensé de donner les valeurs de ces lignes^ et Fon s'est contenté de placer leurs logarithmes à côté de l'angle correspondant. Voilà ce que l'on a fait. quant à la disposition de la table ; voyons ce que l'on a du faire dans la préparation des formules.
Pour qu'on puisse déterminer le logarithme d'une expression au moyen de ceux Aes quantités qui y entrent, il faut que ni celles-ci ni aucune ibnclion d'elles n'y soient combinées par addition ou soustraction : il est donc nécessaire de transformer foutes
(7« } les expressions en produits o» quotiens de pBÎssances quelconques de quantitésr dont la table 'fasse immédiatement connaître les logaritFèmes ^ tQvt se véduif donc à indiqHer de& imoyens g/baé* raux d'opérer cette tranaformatîon. ' -
^3. Dans quelques .cas^ partiomliors cer probjfoiie se. résout d^une manière smipte y maïs à laquelle on tt'a cherché à donner aucune extenskyor 'On a montré comment on pouvait transSbrnuer enprodiHt la somme .o» la dipèrence de deux-sinas ou de deux cosinus ;■ je vais faire Toiv comment on y feuî ramener la somme •a la difGbence de deux fonctions monômes quelconques ;
Soit l'expression A zhB, dans laquelle A et B désignent deux fonctkmsF monenie» quelcon^es de lignes trigonMiétrîqués et autres IsM^teurs. Si chacune de ces fonctîons^ est mohidre que le rayon R de la taUe, cm posera A = sin x', B s= siny^ et Pon caleùlera xétj par ces deux équations ÂnAquèTIes les^ logarithmes seront iaimédîatement applicables; il ne reste)pa donc plus qu'a transformer en produit sîna:ihsinjr^ ce qui n'offre aucune di£Biculte. Si A et B ne sont pas plus petit» que le rayon R, on les dÎTÎsera par une quantité K dépendante de leur forme ^ et telle que les quotiens soient moindres que R ; ce qui sera toujours facile à faire 9 puisqu'il suffira de diviser par le produit de tous les facteurs plus grands cpie R : on rentrera alors ïans le cas précédent ,
l'expression K^rg-d:— J devéïiant R(sinaM!isin^).
Il est inutile de dire qu'on aurait pu semblablement égaler A et B à deux cosinus, puisque leur somme ou leur dilKârence se change aussi facilement en un produit i-. - ■ '
74. On peut encore donner un autre moyçagéoéfial de tran^ former vm binôme en un monôme* .' • t • , ' . - • a
Si FoB a une différence A*-^By on la mettra. sous^ la: forme
Af 1 — ---\ Si -r est plus petit que l'unîtc, on pourra égafèr
-r- au carré d'un sinus ou dVn cosîntis, et ,A'-^fe ctevîcudr»
A (i — ^sin'x) ou A ces' Xy x étant un ancle .détcmikic par
Féqttation — =:= sîn*x à laquelfe on peut appliquer iaiméitia-'
B teiiaent les logaritlimes. Si ^ ^^ pl^ grand que Tunité^ on posera
•--âesec^a?; et il tiendra A— »B = A (t — -sec^x) =:— A tdng'x.
Si l'on avait aq contraire une somme A+B, ondÎTiserait
pftr A et on poserait "r-stanjg^x; ce qui peut toujours avoir
lieu , puisque lestangentes passent p^r toute» hs^ valeurs depuis o jusqu'à l'infini; on aurait alors A+ft=:^ .V\*-4-t«ig' . N-^Ase^x. Ces divers procédés ne sont susceptibles. ^*Mucnx^^€(^toefûmk et donnent le moyen de transformer eiLim prjoduU la fQ| nn^ ou. la différence de deux monômes, et par conscquevÉ de prodie ea proche^ d'un polynôme qvielconque : par là lesJqgiMrithmes pei»- ▼enJt être appliqués à tous les calculs de la Trigonométriey.efr la |Hromptitude des .opératipns ^ trouve réunie à la précisio» des résultats.
CHAPITRE V
De V homogénéité en général.
75. JLiORSQv'oN veut résoudre par le caicufl une question sui* des quantités d'une nature quelconque/ 6n les suppose toutes exprimées en nombres par rapport à une unité arbitraire de Ik même espèce, et on cherche à établir de^ relations entre' ce^^ nombres d'après les conditions qui lieat entre elles les quantités qu'ils représentent. Si l'on peut parvenir à établir ces équations^ il est évident que leur forme sera indépendante de l'unité^ pui9^ qu'on n'y a eu nullemeut égard ; les nombres seuls qui expriment les quantités varieront avec l'unité^ mais leur combinaison sera toujours la même 3 et tant qu'ils seront représentés par des sym-
boles généraux , le» équations ne subiront aucun ehaiigement. Examinons les conséquences qui en vésc^tent sur la forme de ces équations.
Goncerons d'abord que Ton ait pris une des quantités données pour unité , les nombres qui représenteront les autres seront leurs rapports avec eelle-^ci, et c'est entre ces rapports que lés équations auront lieu. Que l'on imagine ensuite qu'oilf' passe à une autre unké quelconque , toutes les quantités seront exprimées par des nombres qui sercmt aux premiers dans lé rapport inrerse des deuitfiniUllT'mais leurs rapports entre elles ne cbangeront pa^7 tt' ^ jtt ff^ të'wFéquations primitives auront encore lieu. Or tétis^M^Ukibés diè^oès équations ^ n'étant que des fonctions de Ses f ap|lilrfrj^oontfendront au numérateur et au dénominateur lé tinteie ÀonfKre de facteurs provenant de l'expression des quantités env nombres : si donc on chasse les dénominateurs, tons les termes auront un même nombre *de facteurs marqué par leur dénominateur commun. Cette égalité entre les nombres de facteurs qui se trouvent dans chaque terme et qui proviennent de l'expression en nombres des quantités en question , a reçu le nom d'homogénéité : ou voit, qu'elle existe dans toutes lés équations que peut fournir une question quelconque sur des quantités de quelque nature qu'elles soient De plus, il est clair qu'elle se conservera dans tous les calculs jqui se déduiront de ces premières équations : car les transformations ne feront jamais qu'augmenter ou diminuer également le degré ou le nombre des facteurs de cliaque terme; et d'ailleurs riea n'empêche de supposer que l'on ne passe à l'unité arbitraire qu'à lafin du calcul, et nous ▼enoBs de voir que ce passage produit toujours l'homogénéité.
yS. Si la question renfermait des quantités d'espèces, diffé^ rentes , on les supposerait toutes exprimées en nombres a» moyen d'une unité de leur espèce respective , et les raisonnemens précé^ dens feront voir que l'homogénéité aura lien par rapport 2rchaque espèce en particulier *, c'est^àndire qu'il y aiû*a dans chaque terme un nombre égal de facteurs relatifs aux quantités d'une même espèce t d'où il suit qu'il faut au moins deux quantités de chaque espèce; si la question n'en renfermait qu'une seule , ont
(74) serait oUigé (i';efi introduire une autre , et pour que l'équation fut ifiyariable ^ il faudrait que cette tlernière quantité eût une valeur qui s'annonçât dans le calcul par des propriétés sp^iales. C'est ce qui a lieu par e!(.emple pour les angles , parce que quelques-uns ont des propriétés que n'ont pas les autres ; mais il n'en serait pas de même des lignes , et l'on ne fiourrait par conséquent proposer de me^e en équation une question où il n'en enti^erait qu'une seule.
Il peut arriver que les qismtités d'une tnème espèce que renferme «me question se partagent en classes qui ne puissent se mêler d'une manière quelconque , et qu'elles n'entrent dans une même équation que par leurs rapports avec d'autres de la même classe;, c'est ce qui arrive, par exemple, dans la Trigonométrie: les côtés des! tri angles ne peuvent se combiner arbitrairement qu'çntre eux y et toutes les fors qu'on les compare aux lignes trigonométriques, il n'entre dans les équations que les rapports de ces côtés entre eux et de ces lignes entre elles. Dans tous les cas de ce genre il y a homogénéité par rapport à chaque dasse, puisque tous les termes ne r|nferment que des rapports de quantités d'une même classe; et l'unité peut être prise diffé* rente pour chacune. Ainsi on pourra prendre le rayon pour unité des lignes trigonométriques y et toute autre ligne pour unité des côtés des triangles.
77» £^ dans une question quelconque on prend une des quantitéis données pour unité , les équations hcHnogènes^ qùé l'on pourrait «voir obtenues cessent d'en présenter l'apparence, parce qu^un des facteurs devenant le nombre i on se dispense de l'écrire : mais l'homogénéité existe toujours^ puisque ce facteur 1 provient de l'expression d'une quantité en nombre, et elle reparaît sous la forme ordinaire dès qu'on passe à une unité arbitraire.
Quelquefois aussi l'homogénéité peut exister sans être apprente ^ quoiqu'on n'ait fait aucune hypothèse particulière sur l'unité : si l'on considère, par exemple, l'équation du mouvement uniforooe ez=zvt dans laquelle c désigne un espace , v une vitesse y et t tm temps, il semble qu'elle a lieu entre trois quan-
tilés d'espèces différentes ; mais v est le rapport de la vitesse du mobile proposé à celle d'iux .autre mobile .qui dans l'unité de temps parcourrait l'unité de longueur , et l'on substitue ordinairement à ce rapport oelui des espaces^ parcourus ; alors le nombre v représente l'espace parcouru par le mobile pendant l'unité de temps et rapporté à l'unité de longueur ; il y a donc homogénéité relativement aux espacée. Quant au temps ^ on observera que l'espace v varie en raison inverse de l'unité de temps y et que par conséquent il peut être considéré comme le quotient d'une quantité indépendante de cette unité par l'expression en nombre d'un certain temps déterminé ', l'équation est donc encore homogène par rapport au tepaps.^.
Généralement, lorsqu'une équation renfermant plusleurjs espèces de (juantités ne paraîtra pas homogène par rapport à chacune > on verra que cela tient toujours à ce que les nonilires relatifs aux quantités d'une espèce dépendront de l'unité d'une autre, et pourront être considérés comme les rapports de nombres indépendans de cette unité à l'expression en nombre d'une quantité de la seconde espèce : ce qui mettra en évidence l'homogénéité.
Tels sont les principes fondamentaux de Hiomogénéité dans Papplicatîon du calcul aux grandeurs de toute espèce ; on en a beaucoup abusé dans les démonstrations qu'on a voulu donner à priori d'un grand nombre de principes sur les différentes branches des Mathématiques; mais il n'entre pas dans mon objet de m'en occuper en ce moment ; je n'ai voulu que poser les principes et non critiquer les applications qu'on en a pu faire.
CHAPITRE VI
Des Problèmes ou l'on fait seivir le calcul à déter^ miner une formule de construction,
78. JL«OR8Qir^oif a trouvé la formule algébrique qui représente une ligne y on peut^ au lieu de la valeur numérique, chercher un procédé de construction qui dans tous les c^s semblables conduise à la détermination de cette Hgne. Ce procédé constitue ce qu'on peut appeler une formule de construction , et nous allons faire conuaitre ce que l'on peut établir de général à cet égard. "
G>nsidérons d'abord le cas d'une formule algébrique rationnelle ^ et commençons par la supposer monôme : comme elle doit être homogène y il devra j avoir un facteur de plus au numérateur qu'au dénominateur, et elle pourra être mise sous la
forme
_ab d f
c e g On construira d'abord une quatrième proportionnelle m aux
ah
lignes c,afby elle représentera — *,' on en cherchera une autre
aux lignés e,m,d, elle représentera — X - ; et on continuera
ainsi jusqu'au dernier facteur.
Si l'on a un polynôme rationnel homogène, on le ramènera facilement à un monôme en mettant en facteurs communs tous les facteurs moips un de l'un des termes , et il ne restera plus qu'^à faire la somme de lignes exprimées par des monômes fractionnaires et rentrant dans le cas précédent : ainsi ; par exemple ,
le jf(Aynome'.abc''\;»def+ghh se mettrait fOus la forme. . . ah(c -( — 7- "f" jt) ^ ^^ construirait les lignes représentées par
les expressions — r-f ^T'> ^^ ^ ajouterait à la ligne c, et le
polynôme proposé serait devenu le prodttit de trois lignes connues.
Lorsque l'expression algébrique d'une Kgne sera le quotient Jejd^uxpcdyiiomes rationnels, on n^menetia cllMun d'eux à un monôme et on agira ensuite comme nous Tarons indiqué. . 79. Si l!homogénéité n'était pa» apparente, on l'établirait en introduisant où i^ serait nécessaire des facteurs ou diviseurs ^aux à l'unité, parce que nous avons vu que cela ne pouvait provenir que de ce que l'on aurapris une des lignes en question pour unité , ce qui l'aura fait disparaître de tous les termes où elle entrait , soit comme facteur ^ soit comme diviseur.
Mais il y a plus : on peut, sans rien changer au résultat, introduire l'unité comme facteur ou diviseur^ même dans les expressions homogènes dont on peut quelquefois faciliter ainsi la construction. Car on ne 'change pas par là la valeur numérique de l'expression, ni par conséquent la candeur de-la ligne, oorrespondniite.
. Passons aux expre$$«Gpi(ii i^adicales. Une racine s'extrajant par la division fies exposans, le é^pé^d'un terme soumis à un radical se trouve divisé par l'indice de ce radical; une ligne sera donc oonâtJTuite par un, radical du degré m quand la quantité qui lui sQi;a.6o^umise sera de ce même degré. L^s seules racines que l'on puisse, extraire par des> constructions simples sont celles dont le degré est une puissance d^ 9 ', elles se réduisent alors à de simp1^&^^^raqtion^ sucoes^iv^s de racines. carrées; il suffît donc d'indiquer la construction générale de ces derniëries»
Si la quantité dont il &ut extraire la racine carrée est du second degré, on la ramènera facilement à un moncMne composé de deux facteurs, entre lesquels on cherchera une moyenne proportionnelle qui sera la ligpe demandée. Si le radical affecte une expression d'u»» degré différent du second, on commencera par
{ 78 ) la réduire à ua jaonome et rendre s^n degré divisible par â en introduisant l'unité comme facteur s'il est besoin ; puis on partagera le pro<hiil en facteurs du second degré ^ dont on extraira la iracine comme il Tient d'être dit^ et le radical sera changé en un produit rationnel. On rendra ainsi toute l'expression rationne)je, ot; <qp o^natruira ensuite comme nous l'avons indiqué ci-dessus.
Au jpi^yen 4e «es princijpes on pourra trouver des formules ^né^rdl^ dc^ <xm9trj»ctiofit par .la. ligne droite et le cercle pour tous les ppoUèmiea dont la solution ùudjtique conduira à des ^xprP^ions ralÂCMineUes ou ren&iîmtot seulement des radicaux içnX l'indice soit une puissance de-â«
fy ^ . ^ 1 ■■< I I . I »- . ,».. « , ,11. Il ,tm,m,
CHAPITRE VIL
Vé là déterminaiian des points.
8o. iJEAvcotr]? 4et problèmes de Géométrie ont pour ob^ét de construire des points : pour y appliquer le calcul , il a fallu ramener la détermination des points à celle de certaines grandeurs : nous allons faire connaître les àirers procédés qu'on a pu employer à cet eifet.
On a. supposé des objets iixes auxquels on a rapporté tous les autres > et l'on a pu choisir potir cela Aes points ^ des droites ou des plans* Si tous les points à considérer sont dans un même plan , on y prendra deux points fixes , et tout point se déterminera par ses distances aux deux premier^; ces données cOnrien- <Iront à deux points différens^ excepté le ea^ où la distance des centres sera égale à la somme ou àla différence des rayons des deux cercles par lesquels on construit le point : la nature de la question déterminera lequel des deux points on doit prendre. On pourra encore déterminer les points par leur distance à un point et une droite fixe, ce qui se construira par la rencontré d'une droite et
A T9 ) d'un cercle cb présentant encore une double solution. On pourra aussi les reporter à deux <jijiC^\^ i^^^x^^^ .^^ déterminer par leurs distances à ces droites ; ces distances peuvent être dirigées $ous t^n a^lç qfi^(qo9^i{|iç.,aTep lç|S pr4^mif:r.e&i JUAi&il/«st plus Q9nunof]|^ fgiff ^feçt leur spjeut.r^sp^JLvemeiit paraUàlps. E^fîn^ bu pQuirra;gaçepdrie un point. 19t. une droite û\e& et.d^ternûneir tout poifft^par b longueur de ladrçit^e ^i.Ie jp^at A« premier et par son jnclin^jkçoypi ^ur la droij^ fi^e. Rien n'çinpécherait de suppoiser^ un ji^$^§r9i^.|ipn9^e de systèones^mai^ pn s'arrête à pjeu.pcjb^ e^ç;l^i^st|fenient.^ux,dffu^ ^cni^r^ Qomine. offrant gé^ néralemex^t des ,calcu}s. pliu| ^i^^p^s j et donnant le: moyen d'évi-. ter l'ambiguïté des solutions multiples par les sign^^ qi^i ,s^f£eçtQj^tr les quw^ti]^s;[À^^.k.défcçf:l^^iîf#tifl|^i^ points iw ùvi pl^Rse ramenai P^,4Ç;«?|id8\irs>?ftiJ,iîijléMï'^«> sait dn©ila}r€fiF, qui
81. Qwntvi^mpqîf^ ^(yés ^^^^ï^9]^'^hve:quél«ouqf^é dans l'^WW > ft1V;)p9r 4Spliq»if «1»» (k^ipii^^és ^md^f^ On les dé-T *enniqeir^^Jft^%4i^|ft«gfftÀ tmiftPfti»tftou,à trois droites fixe»
Qu. à uflii ^^i^s^^:c(u^Ii09«qH^4^ pomt^.^tde «1%
nom]^e,dQ<tiîoi$i«iii8^/$e «onstrujr/Olnt . alijr* phr des reiEMH^ntrefii desHffooe^ nftiéi^i^^^ qu-^yl^nApiq^cis- Ou,,p9»^c^neQre dà;*rminer, lesjMjà^^j^Jbuvs^i^^taMiaes^ trois ^pl^^ns:^ oomptée» paraU^e^^tf.aii:^ Ânt^nr^^çtions dç peà pbus^ o^par leurs distances k un poi;nt ivf^rfih U» indivfiiwaA de cas /dw^noes sttr trois d^oît^fj^^fcppnkà^f .par>le,pv09KiBÉ} ]M>i»t« lEnfim^: oà {leiiit prendrç ^^ jp|^v^ f^^fa^mi p$>Pft: 4e ee. tf^m- VEk€»»r . une droitQ &^ex^ais44t^9Îvç^ ^j|)ipinl44^r^le«u!idistaQ«e*àu points fixe, par l'a^lci qv'^U^ 'f€^%ilill#«jiaHl^^i!0Jfloli0tti sur; le pjaii primiti£et;pair lfaj|g>e de pe)to,pit^eieMo«tayec la- droite: fme* Onr pourrait multiplier à.l'itàâai c^ ^ystèines, mais 4>n n'emploie ordinair^in^z^, Que l^&,tnoi^. dertii«r9>oDar les raisons que nous arons données poaçjes j^ji^slèw^s, mhtifs aux pointo datis un même plan. • - . ■ » m . :j'.ri '>- *
Par là tous ies.pvûUëaussrsuif ia. détermination èo& points rcTenant à desproUemes sur les grandeurs 9 lès c3aLoid>4le l'Algèbre y deTiendiront immédiatement applicables.
Des lieux géométriques des équations.
8j. Pour qu'un point soit déterminé sur un plan , il faut que ses deux coordonnées le soient etlesHméines ; f t ikut donc qu'on ait entre elles deux équations. Chacune de ces équations considérée isolément oonyient à une infini de points contigiàs qui peuTcnt former une ligne d'une nature quelconque y et les points communs à ces deux lignes sont ceux dbnt les coordonnées satisfont aux deux équations à k fois'^ ce seront donc les points cberdiés y s'ils ne sont assujettis qu'aux conditions exprimées par ces équations.
On a nommé heu géoràétrique d'une équattéfn, l^nsemble de tous les points dont les coordonnées satisfont à Cette équation : on le construirait en faisant passer- 1^4itie des rariâbtes pali^ tontes les valeurs possibles d'une Aiaïkière continue /él^ déterminant à cliaque fofa ta valeur de là «eeGiùàt et peii* suit» lë'poilit correspondant : on au^a ainsi une. suite* àdftàibue de ^inte ^i fbrmeront une ligne &iie ou infinie y^ebm{M^<\fùnë'Ota de ^hsieurs ^branches distincjt&y suivant la nature dé Péqtiâtiôn proposée.
Les lignes peuvent donc être i^prêsentées par Aek équations , et l'on peut ^Ire servir l'Algèbife à la^ ^echél^èhc?^ leurs pro^ prîétés : il se présente à ce sujet deux problèmes généraux inverses l^un de F autre, et qui comjH^ennent tontes les appliea* tiens de l' Alg^re à la ttléorie* des^ courbée^; Dàn^ l'un on a pour objet de déterminer les jÀ^priétés géôméirïqties :dés courbes d'après leinr équation ; dat» l^aatre , de trouver leur équation d'après une propmété géométrique qtfi les caractérise exclusivement : dans le premier on paSâedcfT Algèbre k ht Géométrie^ dans le second de la Géométrie à l'Âlgëbfel ' ">' ^
• Si l'on considère les points situés d'une manière- quelconque dans l'espace, ils seront déterminés ^par trois ^coordonnées; il faudra donc connaître trois équations entre ces quantités. Chacune de ces équations conviendra a une infinité de points, et le» points communs à ces trois lieux seront les points cherchés, puisque leurs coordonnées satisferont à la fois aux trois équa*
lions. Ge$ lieux ne seront plus des lignes , mais des surfaced : car fil dans une équation à troi3 variables on donne une valeur à Tune d'elles , il restera une équation à deux variables qui , d'après les raisonnemensprécédensy déterminera une^certàine ligne : que Ton fasse maintenant passer la première variablepar toutes les valeurs d'une manière continue , on aura une suite indéfinie de lignes oont^uës dont l'ensemble ne peut Ibrmer ^ qu'une surfiaice.
Les surfaces • seront donc représentées analytiquem^nt jpaf des équations k troîa variables; et les lignes pouvant toujours être considérées comme l'intersection de deux surfaces , se trouveront représentées par deux équations à trois variables : quant aux points 9 nous avons déjà dit qu'ils le seraientpar trois é^a** tions. On pourra donc encore appliquer l'Algèbre à la théorie des surfaces et des lignes dans Fespace; et cette application conduira de même aux deux problèmes généraux dont nous avons déjà parlé au sujet des points sur un plan. Examinotis la' marche qu'il conviendra de suivre dans la résolution de ces. problèmes.
Méthode pour trouper les équations des lieux
géométriques.
83. Pour trouver l'équation d'une ligne oli d'une surface déterminée par des conditions géométriques données^ on considérera un point quelconque de ce lieu , et on exprimera algé-« briquement^ au moyen de ses coordonnées et d'autres quantités comiues ou inconnues, toutes les conditions auxquelles ce poi|it est assujetti par ^ la question : il en résultera des équations qui renfermeront le plus souvent, outre les coordonnées du point du lieu , d'aiutres variables qui en dépendront Or comme on ne cherche qu'une équation où les seules variables soient ces coordonnées, il faudra, au moyen de ces équations, éliminer toutes les variables étrangères, et l'équation à laquelle on parviendra sera l'équation cherchée : car elle existera entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu proposé, et elle ne conviendra
(■8a ) «qu'à ces points, st les équations employées représentent fidële*' ipent les conditions géométriques et si le calcul n'a pas introiluit jie solutions étrangères.
Cette méthode est applicable^ la fois aux lignes et aux surfaces. Mais pour ces dernières > quelquefois les données géométriques font connaître leur génération par lignes et non par ^points : dans ce cas on considérera , non plus im point général, mais une quelconque de ces génératrices ; on déterminera ses équations ainsi que celles qui exprimeront toutes les conditions auxquelles die est assujettie , et on éliminera dé même toutes l^ -variables autres que les coordonnées des points de la gênéi^atrice* On serait bien arrivé au même résultat en considérant un point unique; mais ce qu'on aurait touIu exprimer pour ce point seulement, on l'aurait exprimé malgré soi pour toute la génératrice , et tout se serait passé de la même manière. . 84. Soient pour exeniples les deux problèmes sui^ans oh le lieu est déterminé dans le premier par points , et dans lé second par génératrices.
PaoBLiMS. Trouver le lieu des points à égale distance de ideux points donnés.
Soient «t| i3,y et fl&% /8% y les coordonnées des deux points ^nnés, et od yj' j z* celles d'un point quelconque du lieu. Si l'on appelle D et D' les distances respectiyes de ce dernier aux «leux autres^ on aura la condition p = IX. Pour exprimer que D et P^ sont les distances des points en question, on aura
D^=fx" — «)«» + (/ -./8)-+(a'-y)S Tf- ='(x'' — a!Y + (y - ^"^ + (^ - y )••
. Toutes les conditions étant exprimées, il ne reste plus qu'à éliminer les Tariables J) et D', pour avoir une équation entre les coordonnées x'^y' , zl seulement* Il yient alors
et enfin en réduisant et ordonnant.
3r(«i'— «)j/+ a(^— i8)y'4. 2(y'^ >)6'+ («»— «'•) + (^'— jS")
Cette âemière équation existant entre le» coordonnées cP un point quelconque du lieu ^ est Péquation même de ce lieu. «
pROBLiia. Trouver le lieu des intersections successives- dédeux plans perpendiculaires entre euv et passant respectivement par deux droites données dans l'espace^
Soient les équationi^des deux droites données
X =: a£ -f* ce y jp == a'z + *', y=zbz + fi, y^Vz + fi^',
les équations dès deux plans seront de la forme Aor + By + Cz+D^oy A'o: + B'^ + C» -f- D' = o.
On exprimera qu'ils passent respectivement par chacune des deux droites; au mojen des équations suivantes : >
Aa4-B6 + C=3o, AV + B'y + Cîï= G, A* + B^ + D = o, AV+By+D'z^o; '
la condition qu'ils soient perpendiculaires entre eux donnera
AA+.BB' + CC = o.
Ces cinq dernières équations exprimant toutes les conditions données, et les équations des deux plans/ ayant lieu pour tous les points de leur droite d'intersection qai est la g&iératrice du lieu proposé, il suffira d'éliminer «itre ces sept équations là huit variables A, B , G, D, A', B', C, D% pour avoir une èqua-i lion ei^tre les coordonnées d'un quelconque des points d'une quelconque des génératrioes , c^estp à-dire l'équation du lieM*
II' semble d'abord que^ les sept équations doiient être in*^ suffisantes pour éliminer les huit ooeffîcîens variables; mais on observera que ces dermieirs peuvent être réduits k six. en divisant les éqnsftions des* deux plans par un. de lemrs coefficiens. Leur élimination est donc possible de cette inanière^ die le sei'a donc auissi sans cette préparation i puisque les jéquati<riis né seront changées que par la sim^e suppressipn d'un fiMteur; ot>ott verra en effieti par le calcul^ qu'après l'élimi*
( 84 ), nation de six des coeflScieiiSi les deux autres (^isparattront d'eux-mêmes de l'équation GùS^ oèi ils seront faeteuni a tous les termes.
Des Solutions étrangères.
85. De quelque manière que l'on effectue Pélimination des Tariables auxiliaires^ Inéquation finale a lien pour tous les points du lieu l si les équations pk'imitives leur oonrenaient à tous ; car toute combinaison d'équations satisfaites le sora aussi par les mêmes Taleur& Mais il peut se faire ))ue le résultat contienne des solutions étrangères k la questioh, et cela pourra arriver de plusieurs manières. Cela peut tenir d'abord 'âi ce que les conditions géométriques n^ont pu être exprimées par des équations qui ne s'appliquassent qu'à elles seules^ ou à ce que l'élimination aura introduit des solutions qui ne se trouvaient pas dans les équations prin^itives ; et dans ces deux cas il est facile quelquefoisd'en dâ>arrasser l'équation finale , comme il peut se faire aussi qu'elles y restent sans qu'il y ait aucun moyen de les en faire disparaître.
Lors donc qu'on éiTectuera quelque élimination, il faudra examiner avec soin si les divers résultats intermédiaires n'admettent aucune antret solution que les équatiotas d'où on les déduit; s'il s^en trouve et qu'on ne puisse les supprimer , il faudra les suivre, dans tout le cours du Calcul et voir de quelle manière elles modifient l'équation finale. Il peut arriver que ces solutions soient susceptible^ d'en êtr^ extraites», bien qi|'elle9 n'aient pu disparaître des équations précédent^^, et alors e}les n'affecteront en rien le résultat cherché i .dans le cas con,traire^ on se bornera à ne tenir aucun comp^ tant df$ ce;s solutVms que de tout ce qui s'y rapportera. 11 serait 4i£Sjcile.d«i donner des rè^s générales sur œ point, et nous nous bprn^rons à quelques exmnples que nous générjdiserpns ^aqt^nt^ que possible. ... .
B6, Lorsque les points d'un lieu sont, déterminés par une droite passant par un point constant, il arrive souvent que les coordonnées de ce point, satisfont ii L'équation jfinale sans
convenir \ la question ; car alors l'équation c(e cette droite eàt de la forme y — C = A(j? ' — #) > *
C et « étant les coordonnées da point fixep^ir lequelelle passe. Or y s'il entre dans A comme facteur au premier 4egré y une des quantités à éHminer > son expression sera de la forme
Î1L(2=5 . et repp^ée dans les autres équations , die les re.-
3?"^ fit
dra satisfaites par jr == C, r 3;: « ; p^rœ que tous les termes auront poift* fficteur j^ — C p.u x — - « ^ quand on aura citasse les dénominateurs. Si do^c ces équations n'admettaient pas d'abord cette «olutiop, elle sera ^rangère , et on ne pourra cependant 86 dispenser de Ftntro^uire.
87. Plus généralement , si une des varisiîbles à éliminer se pré-
AF(x y) sente sous la forme ^-t~ -^ >^ les ^ux fcmctioxvs F et ^, ne re^-
fermant aticune autre variable que Xy^^ , il e^ clfiir qt^e les équations résultantes dç cette substitutiqxi admettront toutes les solutions des deux équations F(ar,^)=o, Fï^a;,j^; = ô, qui presque toujours seront étrangères à 1^ question. Tl arrive quelquefois qifelles se suppriment d'elles-^mânes dé f équation finale^ c!estce qu'on irerra? p^ exemple ;( dans le problème suivant :
ÇBOBiJacx. Trouver h lieu des pjeds des" perpendiculaires çbaissées dun foyer de f ellipse, sur ses tangentes. Soit Féquatien de l'ellipse ay+^*x*=:a*6*. Désignons par x' yy' les coordonnées d'un quelconque de ses points , et par c Pabscisse 4tt foyer ; il est fadle de voir qu'on ai^ra à.éliniîner x' et y' entre )e8 trois équations suivantes ,
ayy + b*xx' = q»i* , Or, si l'on tire^*' de la dernière , on obtient
•et la flibbfititaant^.Ies équations résultantes , admettront y <ni j7— - c, comme facteurs à tous leurs termes; ellea seront don« satisfaites par jr==:o et xc=Cy ce qui donne. le fojer par oh
, passent toutes les perpendiculaires \ de plus ^ il est facile de yoii*
. que cette solution sera étrangère à la question, car eQe ne satisfait pas à la première équation. AchcTant le calcul , on trouve
* une équation finale qui peut se mettre sous la forme
Or, le facteui* j^* + (x — c)* étant égalé à o, dpnne précisément le foyer pour unique solution. Le supprimant doiic y il reste < pour le lieu cherché l'équation y + ac*— a*==o, qui détermine le cercle décrit sur le grand axe.
%^. Voici maintenant un exemple du cas oii la solution '^ étrangère ne saurait disparaître du résultats
Pboblâmb. Trouver le lieu des points cbtenjis en prolonr géant ^unp quantité constante les. rayons rnené^ d'un point Jixe à une droite donnée.
En prenant le point fixe pour origine, et désignant par a et i ,1a distance du point k la droite donnée et la quantité constante dont on prolonge les rayons, une simple proportion conduit i l'équation suiyante entre les coordonnées du lieu ,
y^qzs
Vy^+x^
Chassant le4lénominateu', on a la solution y^^Of xss,Of qui est éyidemment étrangère ;■ et ne peut cependant être supprimée de l'équation.
III m«-
CHAPITRE Vm
Sur la disoussion des Equations des lieux plans..
^9* v^UA^TD on veut discuter le lieu plan d'une équation à deux yarîable^ et quejcette équation peut être résolue par rapport à l'une d'elles 9 on donne successivement à l'autre toutes les valeurs depuis o jusqu'à =h oo ^ et on voit quelles valeurs correspondent à chaque fois pour la première variable. On peut s'assurer par la si le lieu est fini ou infini ^ continu ou corn'posé de plusieurs branches séparées, si les points vont en s'éloignant ou en s'approchant des axes des coordonnées, et l'oit suivra ainsi d'une manière approxima1|ive le cours général de la courbe. Mais lorsqu'on en voudra connaître la nature d'une manière plus approfondie , il fatidra poiuvoir déterminer en chaque point quelle est la direction de son cours , de quel côté elle tend à s'infléchir, de quelle manière varie sa courbure, etc., etc., et beaucoup d'autres propriétésquiooncpiurent à donner une idée nette de son étendue et de sa forme^ Nous allon» examiner les principales d'entre elle» et indiqua les moyeûs généraux de les découvrir»
Des droites Tangentes et des Normales.
go. On appelle tangente en un point d'aune courbe, I4 Kr mite vers laquelle tend une sécante qui tourne autour de de point, et dont un des autres points d'interâection avec 1» courbe se rapproche indéfiniment de d^ premier point.. . •
En considérant la courbe comme limite d'un polygone rec4 tiligne inscrit et dont les côtés décroissent indéfiniment ,' on voit que la tangente en uït point est la limite de la directions d'un des p6tés ou élémens du polygone^ el c'est ce que Foa
(88) exprime en disant que la tangente indique la direction de l'élément de la oourbe au jx>Snt de contact.
91. Pour déterminer Féquation de la tangente en un point donné > il 8n£Sra , d'apris ce que nous venons de dire , de calculer l'ange que tend à faire avec Taxe des x la sécante menée par ce point, et dont la corde interceptée tend à devenir nulle. Soient donc x% y' les coordonnées du point donné'y et F(x,y) = o Féquation de la courbe; la sécante aura une équation de la forme y — ^ =s m (j; — x'), et il ne s'agît plus que de déterminer la limite de m.
O>nceT0ns pour cela qu'on transporte l'origine au point x^^y\ l'équation de la courbe deviendra
oo en développant comme nous l'avons tu (n** 39),
0=P(^,y)+n^«+F'(y')y+Ax»4-Bxy+Cy-|-l)y+. . . . ,
équation qui se réduit à la suivante , puisque F(x',y) est nul*» vu* que le point donné est* sur la courbe
L'équation de la sécante devient yr::mxy et pour avoir ses intersections avec la courbe, il faut chercher les solutions fxunmunes à leurs équations. Reportant donc dans la première la valeur d^ tirée de la seconde , on aura pour déterminer les obscisses des points de rencontre,
o = F'(x')x + F(y')/nx + Aa;* + Bmx* + Cin*x»+. ... ;
équation <pii donne d'abord o; = o , ce qui devait être , puisque l'origine est sur la courbe : supprimant le facteur x, il vient
o EX F(x') + mF'(^)+ Ax -^.Bmr +
Or, podr qu'un seoDfid point de rencontre vienne 6e réunir à l'tnnginey il faut que cette équation ait une seconde solution nulle, ce qui donne la condition
F(a;^) + mF{/)=ro; d'où l'on déduira la valeur de m loisriue la sécante se réduit
( B9 ) à la tangente ; cette valeur- est ni = — ^,) / ; la reportant
dans Féquatlon générale de la droite qui passe par le point ^Vy I ^^ ^^^^ pour Féquation de la tangente
y-y-- FJyj^'^''^'
9^. On appelle normale la perpendiculaire à la tangente menée au point de contact; son équation se déduira donc facilement de la précédente d'après la condition connue qui exprime que deux droites sont perpendiculaires entre elles : cette équaticm sera^ si l'on suppose les coordonnées rectangolairesj
Si les axes font entre eux tm angle quelconque 9 , Féquation de la normale deviendra
^ ._ F-Cy-)-F( x^)cos9
95. PaoïiLàaiB. TVouver l'équation d'une tangente ou d'une normale menée par un point non situé sur la courbe*
Soient et, jS les coordonnées du point par lequel on veut mener la tangente; désignons par a%y celles du point de contact 9 on aura d'abord F(r', y') = o.
L'équation de la tangente sera de la forme
on exprimera qu^He passe par le point ce, fi au moyen de Féquation '
qui, jointe à F(x',y) = o ,- déterminera les coordonnées x',^* des points de contact. Le nombre des tangentes sera égal à celai des solutions réelles du système de ces deux équations. ,
Les points àe contact pourront être déterminés géométrique^ ment par rintersectipn de la courbe donnée , avec celle que re-
présenterait Téquation C— y = — ^"tÂ (*""*')> clans laquelle on traiterait a/ et y^ comme variables.
Dans le cas des courbes du second degré , cette dernière ëquation se réduit à celle d'une ligne droite^ et fournit une construction tr^ simple du problème.
On ferait des calculs du même genre pour la normale.
94. PaoBiiaiE. T^rouver têguation éPune tangente ou iPun$ normale parallèle à une ligne doniiée.
Soit y = mx l'équation de la droite donnée ; il faudra , pour
la tangente cherchée , que Ton ait — wr~A =''**^*^*^^'*T*^
jointe à F(x'yjr')=o^ déterminera les points de contact. Le problème pourra encore se construire par l'intersection de la courbe donnée , et de celle que représenterait l'équation
Cette dernière se réduira encore à une droite | dans le cas des courbe^ du second degré.
S'il s'agissait d'une normale , on aurait à résoudre les deux équations
Ou peut par là déterminer les limites de la courbe dans le sens des x ou des j^ ; il suffît de chercher les points où la tangente est parallèle à l'un ou l'autre des axes» Il £aut en excepter le cas particulier où la courbe aurait enl^es points ,, ce qu'oa nomme une inflexion y c'est-à-dire un changement de sens d^s sa courbure; alors elle traverse la tangente au point de contact ; et la limite dont nous parlons n'existe plus.
95. PKoBLàME. Trouver V expression générale des squs-tan* génies et sous-normales.
Oa appelle ainsi le» parties de Taxe des x comprises entrv le pied de Fordoimée du point de contact , et les points où l'axe des X est coupé par la tangente et la normale*
Cela posé e soient x' ^y' ^ les coordonnées du point de contact M (^g« 9); TP et PN seront respectivement la sous-tangente et la sous-normale. Or ^ par la propriété du triangle rectuigle , on aura TP ==/ tafag TMP et PN =y tang PMN , oa en remel^tant les valeurs de ces tangentes
Voyons ce que deviendront ces formules quand les axes des coordonnées feront entre eux un angle ^ , différent dé l'an^ drdit Si Pon désigne par « l'ange de la tangente avec l'axe des x, on aura TP par la proportion TP i ^ V. sin (I — «) S sin «;
d'oi. TP= /T^*-*l Or, ..-$:f_=-g^.
sm« ' sin(l — «) F^Cy)
. On aura donc pour la sous-tangente , la même formule
^^ F(aO. '
Four déterminer la sonsriionaaile , on aora la propmtion
FN:y :: sinPMN ZsmMNP :: oos(l— <t) :cos<c;
On peut encore tirer immédiatement les formulés précédentes des équatiops mêmes des tangentes et normales , en cber-' chant la valeur de x— j/ correspondante ày = o. Ce moyen est le plus simple et le plus analytique ^ et je n'ai présenté le précédent que pour ojTrir une application des transformations trigonométriques.
Du centre des courbes.
On appelle centre un point tel que toute sécante qui
y passe a ses points de rencontre avec la courte situés deux, à deux k égale distance de ce point, tfoii il résulte d'abord que quand des courbes de degré impair auront un centre, il sera sur la courbe même, puisque les ^sécantes donneront généralement un nombre impair de rencontres ; dans les courbes de degré pair, au contraire, il sera hors de la courbe, à moins que dans ses diverses sinuosités elle n*y vienne passer un nombre pair de fois.
Une remarque importante à faire, c'est qu'une courbe ne peut avoir qu'un seul centre , ou qu'elle en a une infinité. Soient en effet A, A' (^. 3) deux centres d'une même. courbe, et M QuquelcoïKfae de ses ppints. Si l'on mène la droite MA et qu'on la prolMige d'une quantité égale en M', ce point appartiendra enoore à la courbe, puisque A en est un centre. Si de même on joint MA', M'A', et qu'on lés prolonge de quantités respectivement égales en N, N' , la drôite NN' sera parallèle à MM' et coupera AZ en un point A" tel que A' A* car AA' ; de plus oa aura A^NssA^'N', puisque MA t=s M'A*, d'où il suit que le point A'' sera encore tel, qu'une sécante dans une direction quelconque aura ses points d'intersection situés deux k deux à égale distance de ce point; il sera donc enoore un centre de la courbe: SemblaMement les deux oentres A'^ A* en détermineraient un troisième à la même distance de A'' et en ligne droite avec les trois premiers; et ainsi de suite indéfiniment des deux côtés du point A; car on peutsfaire à gauche ce que l'on vient de faire à droite : d'où II suit que si une courbe a deux centres, elle en a nécessairement une infinité en ligne droite avec les deux premiers et distribués tous à égale distance dans les deux sens Indéfinis* de cette droite.
Il est facile de juger que si tous les points de la courbe sç transportaient parallëlenient à la ligne des centres d'une quantité égale à AA", ils viendraient coïncider avec d'autres points' de la courb^. D'où , il suit qu'une pareille courbe coïncide toujours avec elle-même , quand on la transporte parallèlement à la ligne des centrés et d'une quantité égale à un nombre pair de fois la distaiiçç de de^x centres. Si cette dernière
(.93) dktance était nulle ^ tous I^s points de la droite seraient des centres, et qaelç[ue m^uvem^t qu'on donnât h la courbe par«^llèlem^t à cette ligne » lEîlle coïnciderait toujours avec ellemême ; ce qui ne peut eo^yenir qu'à un système de droites parallèles ^à la ligne des centfçs.
97. Il résulte encore de, ce qui précède, >..qM?Une courbe dont l'équation est algébrique ;ie peut janiais airok^ qu'un seul centre; car, si^elle en ayait deux, toutes les ligues parallèles k la droite qui les joindrait; rencontreraient la çpurbe en un nombre infinî de points, ce qui es|t impossjb][e4 II faut toutefois en excepter le cas |OÙ l!équation irepré^nterait un système de droites parallèles.
98. Gela posé, voyons comment, étant donnée, l'équation d'une courbe , on pourra détei^ipiner les coordonnées de son centre, ou s'assure^ qu'elle n'en 1^ pas* Or, d'apr^la^ défini^ tion que nous* avons donnée du centre, il est clair que si on le choisit pour origine et que x , y désignent les coordonnées d^un point quelconque de la ppurbe, — ,x et — jr.sqrçmt encore celles d'un autre de ses points *, il faujt dpnc , daii^s ce cas , que l'équation ne change pas quand x et jcchangje^ en même temps.de signe;;,; <^ qui nécessité,; que tous le^ tenues soient dç degré pair, p^r ?*4^ppoS au^t dei;(X .v^rialjiles , ou bien tous de degi'é impair ; parce qu'alors ils resteront les mêmes, ou changeront de signe à la fois, et l'équatiça^. restera la même. Réciproquement, l'une ou l'autre de ces circonstances est évidemment suffisante.
D'oi il résulte que" pour tçpiiver le centre dfp^ courba donnée p$M^ ^^n équation, ^i) :iajiiLt,:9^pres s'ê^re^ ^^^^ .^^'^^ ^Jn'est pas à roi:igJ«4e m4^>>ll'^sppi*^çi^ celle-ci ^n nn 'ppint quelconque du plan, et voir si l'on peut détermipefp les .cooç^ données. de oe point de, m^ni^^f- ^'il ve reste d^s Fqquation aucun terme de <l!Pgré imSI^i^rlijl M, courbe ^ d«^;degré pair^, et aucun terme de degré pair si la courbe est.,^e.^egré împaîr : car on scîU que isi^ <s0|ïtotr^nsfcirmation l^iterme» du plus fort degfîé^ne peit.ven^«diqpwaitre et restent 3 tels qu'ils épient. On obtiendra ain^-nn çtjrtnin noi^bre jjiféquajtiçns 9b il n^y aura d'inconnues. 9ie> l^ ec(pr,dann^^. ^^ ],'origine., e^
si elles peufeni étro toutes satisfaites en mime temps ^ U oourbe aura un centre qui sera la nouvelle . origine.
Quand la oourbe est de degré impair ^ le terme indépendant d'x et d'j^ disparaissant quand on la rapporte à son centre^ on voit se yériËer ce que nous avions déjà démontré à priéri g, savoir, que le centre se trouvera sur la courbe même.
Le centre des courbes algeluriques est donc toujours facile à déterminer, et l'on verra, en prenant une équation générale, qu'il suffira de résoudre deux équations du premier degré; d'oii Fon conclura encore qu'il n'y aura qu'un seul centre si ces équations ne sont pas indéterminées. Dans le cas où éDesIe seraient, ainsi que toutes les autres équations de condition , il suffirait alors que la première fût satisfaite pour que toutes le fussent , et cmnme elle est du premier degré , elle construit une droite dont tous les points seront des centres; ce qui ne conviendra, comme nous l'avons déjà dit, qu'à un système de droites pa* rallèles.
ïiOrsqu'on aura à discuter une oourbe à centre, il sera généralement avantageux de prendre ce point pour origine, tant à cause des termes qui manqueront nécessairement dans l'équation, que pour toutes les auti^es simplifications qu'introduira la symétrie delà courbe par rl{>por!tà ce point.
Des Diamètres d&s Courhes.
9g. Où' tiomme diamètre d'tÉne courbe , le lieu des milieux d'un système de èordes parallèles : ce lîeu peut-être une courbe d'un degréf' quelconque, qui se ti:oiivèra déterminée par celui dé la proposée.
Soit ¥{x, yy = o, Féquatiott d'une courbe donnée , et soit proposé dtf trouver l'équation du diamètre, des cordes parallèles à la droite y =rmjc "
DéiBlgnonsT par a/ ,y , les èodèdonnées du milieu d^une quiconque de ces cordes, et concevons >qu'on y 'trtmsporte Torîgine; Féqc^atiôn de la courbe deviendi^ F{x -!*• af', y 4- y') œ , et ceUe delà sécante sera j ssnup. four que Porigine soit an
milieu d^une des cordes produites par cette sécante , il est nécessaire et suffisant que Téquation eil x résultante dé l'éliminafîon d^ entre l'équation de la courbe et celle de» la sécante, ait deux racines égales et de signes contraires. Cette équation sera F{x -^ a;', mx +y) = o , etla condition dont nous Tenons de parler , s'exprimera par une équation entre ses ooefficiens. Cette dernière ne contenant de variables que xf ety' ^ sera l'é-* quation du lieu de tous les milieux des cordes parallèles à la direction donnée.
loo. En appliquant cette métbode à l'équation générale du second degré
oy* +bxy+c3^ + dy +ex -+•/== o,
on tronte pour l'équation finale en x
aimx+yy+b(x+x'){mx+y^)+c(x + xy '^d(mx+y) + €{x + x')+f=:o.
Or, pour qu'elle ait deux racines égales, et de signes con-" ttaires, il faut que le terme du premier degré disparaisse, ce qui donne
(aam + b)y + (fim + 2c)a7'-j-d/n + e=o. .
Cette équation étant du premier degV*é, apprend que tous les diamètres des courbes du second degré, sont des lignes droites.
En l'ordonnant par rapport à m , elle devient
mijàay' ^bx' + ^) + ^^ + ^y + «.=Q ,
et sera satisfaite, quel que soit m , par les vâlcruts de x' et y, qui satisferont aux deux conditions ., ' .
uay' + bx' 't^dz^io, acjj' + iy' + esso.
Or, ces équations sont précisément celles qui déterminent les coordon^iées du centre d^ là coutbë; d'où il s«it que tous î«s diamètres passent pa[r'le'oèritrt, et par coiîséquent derieniient* parallèles , quand ce centre s'éloigne à P infini:
101. Ayant l'équation générale des diamètres d'one courlie en fonction de la quantité m y qui détermine la direction des cordes, on trouTera les diamètres rectil ignés , s'il en existe, en cherchant quelles sont les valeurs de m qui introduiront dans cette équation des facteurs rationnels du premier degré en Xyy : de plus, on verra sans peine si parmi ces diamètres il y en à qui soient perpendiculaires sur leurs cordes; auquel cas on leur donne le nom particulier d'axe,f.
Des jisjrmptotes.
loâ. Une ligne 'd'une nature quelconque ^ est dite asymptote d'une courhe, lorsqu'à partir d'un de ses points > elle s'approche indéfiniment de cette courbe , sans jamais la rencontrer, quelque loin qu'on les suppose prolongées l'une et Fautre.
Les asymptotes rectilignes, les seules dont nous nous occuperons ici , peuvent encore être considérées comme les limites des tangentes, dont le point 'de contact s'éloignerait à l'infini; et plus généralement encore commo les limites des sécantes dont la corde interceptée s'éloignerait i)idéfiniment sur la courbe , en restant d'une grandeur constante , ou variant d'une matiière quelconque entre des limites finies. Soit en effet l'asymptote UV, et MN la corde interceptée ; les deux points M et N allant en s'éloignant indéfiniment sur la courbe « leurs distances à UY ont pour limite zéro , et par conséquent l'asjmp-> tote est la limite de la sécante. De plus, il est évident que cela ayant lieu , quelque rapprochés que soient les deux points M et N , il en sera de même quand ils coïncideront , et l'asymptote sera encore la Jiinite des tangentes^ dont le point de contact s'éloignera à l'infini.
io3. PaoBLèMS. Trouver les asymptotes pfirallèles aux axes des coordonnées. Pour qu'il y ait une asymptote parallèle à l'ase des a:, il faut quje la valeur d!y tende vers^une quantité finie, lorsque x tegd vers l'infini , et réciproquement cette condition est suifisante. On n'aura. don^ qu'à, diviser les deux membres de l'équation par la plus forte puissance d'x qui s'y trouve , et
( 97 ) voir si Féquation à laquelle elle tend k ce réduire quand x tend vers Pînfîni , peut étjre satisfaite par des Taleurs réelles et finies ày. Soient a ^ & ^ c • • • ces valeurs , les asymptotes parai* lèles à l'aie des x auront reqiectiTement pour équations
Si au contraire l'équation résultante en y n'avait pas de valeurs réelles et finies^ il n'y aurait évidemment aucune asymptote parallèle à Faxe des x.
On peut observer qu'une des conditions pour que cette équa-* tion soit possible , c'est que le plus fort exposant de x soit moindre que le degré de Féquation proposée, sans quoi quand on ferait tendre x vers Finfini après la division, tous les termes qui le contiendraient en dénominateur convergeraient vers zéro si y tendait vers une valeur finie, et il ne resterait que le coefficient du premier terme en x, lequel devrait tendre vers zéro, ce qui est absurde. La même chose aurait lieu si le terme du plus fort degré en x était unique et avait un coefficient indépendant d'j^. D'où il suit que dans l'un et l'autre cas,^ ne sau^ rait tendre vers une quantité finie quand x devient infini , et que par conséquent il n'y aura pas d'asymptotes parallèles à l'axe des x^ ■ ,
On ferait les mêmes raisonnemens pour Faxe des^.
io4. Appliquons cette méthode à Féquation du second degré; et comme il n'y aurait pas lieu à chercher les asymptotes parallèles à Faxe des x si le terme du second degré en x s'y trouvait, supposons-lui la forme
ay* Hh bxy + cy-4-«£r-|-e=so.
Divisant par x, il vient -^ + by + ^ + d+^ =Of
équation qui est satisfaite quand x tend vers Pinfini et y vers la valeur finie qui donne iy-f-<i=o; il ya donc une asymp-
d totc ayant pour équation ^ =:— » r > excepté le cas où 6=0,
Semblablement, si lé terme en y*. manquait, on trouverait
(ô8) une asymptote parallèle à Vx^edeêy et ayant pour équation
a: = — T > i moins encore que l'on eût 6 = o.
Or on sait que quand le rectangle xy se trouve dans Véquation et que l'un des carrés x* ou y^ manque , la courbe est nécessairement une hyperbole : d'oii il suit que Fhyperbole est la seule courbe du second degré qui puisse avoir des asymptotes parallèles aux axes des coordonnées; et comme ces axes peuvent prendre toutes les directions possibles , les courbes du second degré autres que l'hyperbole ne pourront avoir aucune asymptote rectiligne.
io5. PaDBilMCB. Trouver les asymptotes non parallèles aux axes, n suffira pour cela de changer la direction de'l'axe des x, et de déterminer toutes les inclinaisons sous lesquelles il devient parallèle à quelque asjrmptote. £n supposant donc les premiers axes rectangulaires , on fera
x=zx' 008 « , y^=ix' sin « +y' , .
et on cherchera les valeurs d'« pour lesquelles l'équation résultante donnera des asymptotes parallèles à l'axe des af. Soient f'^sia^y "sszbj . . • . les équations de ces asymptotes ; on repassera au premier système en remplaçant y par sa valeur en x et y y qui est y— X tang «^ et on remplacera « par les valeurs respectives que l'on aura déterminées.
Soit; pour exemple^ l'équation
ay*^ 4" bxy '^cx^-{'dy + ex +f= o ; elle devient par la substitution des valeurs de x et y ^
a(y»+ai;ysîn«+ap'»8in»«)+ij/cos«(y+x^sin«) + cj/* cos* A -J- d{y+x^ gttku) + exf cos «-t-Z^P-
Or, pour qu'il y ait une asymptote parallèle à Taxe des x' , îl faut que le terme du second degré en x' disparaisse } ce qui Joniie asin^if^ bsinmcosm'^cG(^*m:=zo,
d'où atang*«-4**&tang«<4"C = o; on tire de la tang m = ^ .
I>i«i«Bt&t mamtéfiant Inéquation (i) par x^i puis fSusiaût a?' ItiBniy il vient y{aasiatê '\' b oos *) -f <28in«-^6 0os«e=3û| d'oii
ydsiam'^eooSM d tang « «f* <^
&emplât$atity par «a Taleur eh Jc et^ ^ cette équation devieiit
dtan£;«4-6 y— «tang« = — "^ — --r*T>
et remettant enfin au lien âe tang m chacune des Taleurs trouviêed préoédemmént, on atort les équations des deux asyniptoted ^i âaront
On Toit que ai 6*— 4oc est négatif , tang « est imaginaire;
*î ft* — 4ûc =s: o , tang « devient -- — , et le dénominateur
aâtang«+6 devient md : il ne peut donc j avoir d'asymp* totes que quand on a &*^-4âc^Oi ce qui n'a Ueu que pour l'hjperbole.
i)e la Concanté^ de la Convexité et des Inflexions.
io6. Soit M {Jig^ 5) un point quelconque d'une courbe^ et UV une droite dans le même pkn ; on dit que la courbe est coiv* vexe vers UY aà point M lorsqu'à partir de ce point elle commence par Véloigner plus de UV dans l'un et l'autre sens que ne s'en éloigne la tangente au même point M; on la dit concave dans le cas contraire. D^oii l'on voit que si des deux côtés de la projection P de M sur 17 V et entre certaines limites on élevait des perpendiculaires à UT^ elles rencontreraient la tangente avant la courbe dans le cas de la convexité y et après ^ dans le cas de 1â concavité.
Nous nous bornerons à considérer la concavité ou la convexité des courbes ters l'àxe desx; cela sera suffisant potir déterfniner le sens dans lequel la courbe s'infléchit; et d'ailleurs la méthode
que nous ifkUqaerona s'élfndra fidlemont à dea droites quel* €onqne&
Soit donc jf =f (x) Péquation d'une oonrbe^ et d/, y' les coordonnées d'un quelconque de ses points; l'équation de la tangente en ce point sera y —y == ^'(^) X (x — x') ; faisant a;= j/-f-A, on aura pour la tangente ^— y' =:f'(jB'}Ai et pour la courbe
L^aûcroissement de l'ordonnée sera donc plus grand pour la courbeque pour la tangente^ quel que soit le signe de A , si l'on a ^"{pc'y^O'j car on peut toujours supposer h assez petit pour
que le terme ^"(x') l'emporte sur tous les suiyans. L'inTerse
aulra lieu si l'on a ^'{jxf) < o. Si donc l'ordonnée ^(jxf) est positiye, les points de la courbe seront plus éloignés de l'axe des x que ceux de la tangente dans le cas où l'on aura^''(j/)^o, et la courbe sera convexe vers Faxe des x : ils en seront au contraire moins éloignés dans le cas dé ^*(x^) < o , et il y aura «Jors concavité. Mais si l'ordonnée f(x') était négative y les points seraient d'autant plus prës de l'axe des x^que les accroissemens de leurs ordonnées seraient plus grands ^ et alors la concavité correspondrait à ^"(x^)^©., et la convexité à f'(x^)<[o.
Lorsqu'en un point d'une courbe la convexité se change en concavité ou réciproquement, on dît qu'il y a inflexion. Qr, dans ce cas, il faut que la fonction ^''{x) passe du positif au négatif ou réciproquement, et comme ce passage ne peut se faire que par zéro ou l'infini , il faudra que pour le point intermédiaire on ait ^"(x)=so ou ^"(x)=3 00, équations qui détermineront tous les points d'inflexion de la courbe.
Nous allons supposé l'équation de la courbe résolue par rap*port ky\ mais omune nous avcms fait connaître les moyens d'obtenir les dérivées successives d'y par rapport à x, d'après ime é<)«Httioxi quelconque F(x, j^) := Q , les considérations pré-: (Bédwtes pourront être appliquées à toutes les équations.
( »oi ) j
De la Similitude des Courbes.
107. Nous allons nous proposer de trouver Téquatton gêné-' raie des courbes semblables à une courbe donnée. Rien ne sera, plus Ipile ensuite (jue de reconnaître si deux courbes sont sem^ blables : il suffira de voir si'il est possible de ramener Péquation de Tune d'elles à être comprise dans la formule générale des courbes semblables à l'autre.
Soit donc une équation de cooj^Be F(x, j^) =2±o.
Nous pouvons prendre un point tjuelconque pour centre de similitude 9 et nous choisirons pour plus dis simplicité l'origine des coordonnées Soit m le rapport de similitude ; désignonsf par Xy y les coordonnées d'un point quelconque de la coiurbe donnée > et par x\y' celles du point correspondant de la courbe semblable^ on aura j à cause de la Similitude ^
^^::sim et d^cszm,
EKsûnaiit x éiy entre ces deux équations et ceDe de k ooarbe F(jp»jr)ssOy on aura l'équation de toutes les courbes semblables à celle-ci j et placées de manière que les lignes homologuea soient p^urallèles et' que le centre de similitude soit l'originer- Ces conditions ne restreignant que. la position et ncm la forme des courbes sembljiHe^, on est sûr qu'elles se trouveront tontes comprises da)t»S; cet-te formule générale 1 qui sera '
Appliquons .cet ré9t4tat à l'ellipse.' Rien n'empéisbe de la supposer rapportée à ses axes^ et son ^ç^tion sera alors. •«..., û*y*+ i*-Ç* = o*^* î celle des oourbeç semblables sera donc
ce qui donne une nouvelle ellipse dont les axes sont stam , s&m^ on Toit que leur rapport est le même que dans la première , et qu'ils peuvent passer par toutes les grandeurs, à cause de l'inr^ déterminée m. Les ^x)urbes semblables à une ellipse donnée sont
donc toni» les ellipses dont le rapport des axes est le même qtie dans oelle-eik
. Soit enoore réqiiati<m génénde des pan^les y^zr^pçs^. L'équation générale des ocmrbes semblables sera
jp=p|: ou j^-^^pA'-'^a:».
Or le eoeffioient ph!"^* pouvant passer par t;ontes,.les Taleur^ depuis zéro jusqu'à Finfini;; oïl voit que \&^ courbes semblables à la première sont toutes celles doi^t l'équation est de m^^e forme* D'oà il résulte^ comuie cs^.particnlief^ que toutes les paraboles du second degné août semblaUesk .
Prenons pour dernier expnple Féquatiouf énéra^Q des.hypçr« boles x"Jy" =p \ celle des courbçs sembUblçs sera aF^"=pA""t"% ce qui donne encore toutes les courbes comprises dans la mémo équation. Mais il ne faut pas croire pour cela que toutes les hyperboles du même degré soient semblables; il se trouve id une condition de plus , savoir, que les asymptotes sont les axes des coordonnées : d'où il suit que le» hyperboles d'nsi même degré ne sont semblable qiie lorsque f angle de leurs asymptotes est le même.
lod. Si Forigine n'était pas le centre de.silniUtufe et queles courbes eussent leurs lignes homokgues pi^paUiles, on pcfurrâit' ramener ce cas au précédent en transportant la seetonde parallfe^ lement k elle-même* Soient m,C les oo<vcbnUée»' du pc^nc qtti dans ce mouvement viendra coïncider avec Forigine ^ la seeonde courbe ; rapportée à ce point et h, dqs axes parallèles aux pre**
miers;i aura^nne équation de 1» formç Fr-r-, •21j;=tO;, §i la
première est F(x,^) =3 6. •*
Repassant au premier système ; cette équation devteii^a
Cette fcurmule dçnne tqutes l^s gdui^s sex^I^bles à; la.pror posée, ^t,dQut le poiiit hpniqlogMÇ kXov^ps^^^. pwr «ww^ données, «f et Ç-
.109* Supposons enfin que les ooiiTi>e8 ne soient pas placées de manière (jue les Hgnc^ homolo^es soient parallèles. Soit 9 l'angle que fait aree Paxe des x la ligne homologue de la seconde courbe, et «, C les coordonnées du point homologue à Forigine; si l'on transporte^pour dette courbe seulement, l'origine au point «, C, et qu'on prenne un système d'axes faisant entre eux le même angle que les premiers et inclinés sur eux de l'angle f ,1'éqnatioa die la seooiid^oodfbe dsTra encore é|re
Ff— , ^ 1 = o, si la première est F(a:,^) =0,
Les équations de transformation seront, en supposant les coordonnées rectangulaires,
Kouïontire{ , y m\ -^ > ^ . '.
iy ^=={y — b)cosf — (x — «ijsmf;
«bàrtant ces valeursf dians Fr -^ ', ^^j'^ss o , on aura pôUrPèqua-
tipu, générale des i courbes. s^f|;di)i^lei¥ à. la propos^e-.et situéeil d'm^ manière qi^elepnque dans un.pjUu^ .
pf(y— Osin^^ï*^*)^^ (y^^oos^— (i— «i)'sîn»'l
J^l ^ \^ — rrT: j ^^ ' ' ' ' ' M f =»<>'>
Nous ne pousserons^ pas plus loin la recherche des propriétés des courbes. Celles que. nous ^yons fait, connaître suffiront pour lesdiscuter d'une manière assez coniplète. Quant aux surfaces^ nous ne pourrions, sans sortir des bornes que nous nous sommes prescrites , j^n.expo8er la théorie générale ; nous nou^oontenterons d'en offrir des applications à , un jassez gi^and nombre de problèmes, et nous renTcrrons les élèves aux Traités de MM^ Mange ^liàgr^aft'ge et Lacroix. '' '''
Nous termjinprons ici les considéi^ations générales ,que npus avons cru devoir présenter avant lés ^plications particulières; nous allons maintenant pass$r à.'JA^rSËiçiQnde partie ;quL rcinfi^^ m^ tes.pç<Aîf W^s ^tr Jte* epMfîrçiçfis, %\j^ .nOns .©nt paint les plus tnropres à {^LÎfiç/Jbfe^ii epnoevoiJt Vespril 'd^^ A;u'- i
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LA SOLUTION DES PROBLÈMES
1 la X BOBLèicB. On donne trois méldt^ges composés de trois substances différentes , et on demande ce qu'il faut prendre de chacun pour former un nouveau mélange où ces substances se trouvent dans des rapports donnés^
Soient agbfcles nombres^ qui inâîquent combien il y a^fl^ fois les quantités 4X>nnue8 A^ B, G de ces trois substances* dans le premier mélange; d, è^ y dans le second $ g y h^kdskuffle troisî^e; et Z^ m, nce qu!il doit j aToir de-cKaque substance dans une quantité du mélange dhercbé marqp^ par 1+ m,^/i. Les quatre mélanges seront représentés par — . ~
aA.+bB+cC, dA+eB+fC, gk+hB+kC, lA^m^+ipC
Soient X, y^ £ les nombres par lesquels il faut multiplier le» trois mélanges pour formel le quatrième, on aura
ùAx + bBx + cCx + dÂy + eBy+fGy -|p ^A«i -f- ÂB» '^kCA:=:lA + mB + nC ^ .
Egalant les parties des mêmes substanoe&r0»pectitesj, il vient .
àx+dy^-gz'==l, \bx + ey'^hz:=:m, çx-^^-^kzz^in.
Equations que Ton résoudra A'àprès les rèigles côrihue^i* »^'
11 1. PBOBLiMSw Etant donnés les prix et- les proportions de trois mélanges , trouver lés prix de chaque iubstanvel ' . i
( io5 ) Soient p^ q,rle8 prix respectifs des mélanges dtannés
et X, y, z les prix respectifs. de A, B, C; on aura les trois
équations suiTantes:
cj:+.iy+c»=p, dx+ey+fzzszqy gx^^hy^k%ts^r.
1 1 2. ProbiaÈme. On donne trois prés dont les surfaces respectives sont b, e, g> où t herbe est d'égale hauteur, et croit Sun même mouvement uniforme* Le premier est épuisé par un nombre a de bœufs dans Je temps c\le second par un nomkrB d de bceufs dans le temps f : on demande combien le troisième pré pourra nourrir de bœufs pendant le temps h.
Désignons par m là hauteur primitive de l'herbe, par y la quantité dont elle croit dans l'unité de temps , par v' la quantité d'herbe mangée par chaque bœuf dans la même unité de temps ^ et par x le nombre de bœufs demandé. On aura les trois équations
{m + i/c)b = aci/ , (m -4- yf)e s= df\/ , {m + vh)g = xhif\
Pour trouTcr x au moyen des nombres donnési il faut élimi-^ ner m, V et v' ; ce qui peut se faire dans ce- cas quoiqu'on ui'ait que trois équations , jparce que tous lés termes contenant Funè de ces trc^s quantités , leurs rapporté seuls sont considérés dans les équations, et il n'y a réeUement que deux quantités à faire
disparaître ; savoir, -7 et -7.*
Les tirant des deux ptemîërés et les important dans la trûi- «i&ie^elleaonne • - i...., ^..,,
ii3. PaÔBiiiMEi DeitX'vnobiles parcourent une même Ugn>Éf iun aumvement uniforme; on connaît la distance quilles éé'* par4 à un Postant* ocmnu , leurs vitesses ^t le sens de leûr^ num\fement , H on denuavde lé temps au bout dutjuelils^se* rencojttrironL : ^ : >
( io6 ) Soient V; v' les TÎtesses des mobiles^ c^cst-à~dîre ies espaces qu'ils paroosrént dans ruuHérde.Uaaafo, éldU 4ttsifl|a^quî les sépare. S'ils Tout dans le même sens ^ on peut considérer celui de derrière comme animé de la différence des deux vitesses, et ayant à parcourir l'e^ce d. S'ils Tont en sens contraire^ ils se rapprodicipt à chaque unité de temps dé la somme des ;^îiiesses; on peut donc considérer l'niji comme anin^é^de la sonmie des TÎtesses et ayant à pâroburir la distance d. Or l'espace parcouru est égal à la vitesse multipliée par le temps ^ donc le
lemAS'sera ■'■ . ■ ^\ xw.» . ".■ " ■ > ; suivasit quefejnôtivement sera^4ans
le même sens ou en sens contraire.
. Mais pour, mieux faire ressortir lies différentes ciroonstance& que ce prqblëme peut offrir^ rapportoi^s les posJLtioiis à un point fixe A de la ligne droite ou courbe que les mobiles parcourent y et désignons par ç, e' leurs distances' à' l'origine A après Te temps t, et par a, a' les mêmes distances pour l'iÂstant que l'on considère comme origine du temps j on aura pour équations du mouvement de (^aoun d'eux.
e =ss n -f- Vf , è' 2= a' rf-V'if«
Si l'qn veut maintenant qu'ils soiept & jmje distiagpe dç^^c^TTi l'un de l'autre , il n'y aura qu'à poser e7-.e'===.:J;j;(^^ <^,,j^^ fera. trois équations entrjB e, e\ t. P;0]ar,^l^ujc ];ei^cpptre^ ;}].£^i^^
faire m=o , et l'on tirera comme pi^cédéJnment jf =?.-^j-— j.
Des trœs équatioi^s Qnjre, e^e^ay-a^t, m,v^ vVo^,pqi^t ^ifer un grand nombre de problèmes différens^ en.pi;e;Qant ppuç inconnues trois quelconques de ces huit quantités. On devra observer seulement que si lé sens d'un des n^oiaiemens était différent de celui que nous avons supposé ^l'espace parcouru se retf an€îher^t4e. ai.aâque*l!qn -eltfurmeraitvdansilÀ^ sanjt sa. vinsse négative : il en serait «femâxie $i&¥t« consîdérAii un instant antérieur a l'origine supposée au. tempf^ la.dist«)ciG(^ dk cetiinstant à l'ortgigae pourra ètre.OM«iâérée'€0ini|ifeiaiéglùyfT»'.i afin de pouvoir faire usage des formules précédenties oji^les iir.
( 107 ) stâiicea à f o^Sginç des temps, œoî^saient ayec L'espace ^ tandis que daiuoe cas f^sp^kce décroît )(^fiqiie I^a di0tftnçè$ a» ajant^égard à oea cîroonstancés, le problème nWrira jamais aucune difficulté , et son énoncé se trouve ainsi généralisé :
Etant données les positions.de deuxmobiles aU^rnénteinstçnli ainsi que leurs vitesses et le sens de leur mouvement, trouver leur point de rencontre sur la droite qu*ils parcourent depuis fcmp temps indéfini. '
11 4* PaoBiiMEi T^rouver les rencontres successives de deux mobiles sur une courbe Jçrih^e. . '^ ,:. 1 1
Ce problème revient au précédent, en observant que lorsque Ie$ mpbiles SQnt au même point , la rencontra suiv^pte.a^ta Ueui, quand celui qui a la plus grande vitesse aura gagné sur l'autre toute l'étendue dé la courbe qu'ils pai^cgturénl. En appelant c cette longueur , la troisième équation ^ -— e^ '=:ïî±m deviendra e— ^= ±:nc pour la rencontre du rang (^^-^^ ^)< ^^ ^près^soit ayant le moment pris pour origine des temps.
ii5. PROB^JbcE. On propose de déterminera chaque instant la position d^un mobile dont la vitesse change d'une manière continue e( proportionnellement au ^mps. ,
Dans le mouvement varié^on nomme vitesse à un instant quel- QOO^Q'oeBe.iKfdeiaqaeHe le point se mouseiai£ JsÀ;)et;ca|i9e9 ^i; s^âsent si^vrla&oes^id^iit^uhitenfeent èllaissaieiit:Wteu¥ew«(nt! uoiform^irCalftipolé^ a^it t^\e tempapeiidaiiti leqt«â le ppintr&'(y^ mu, et^d» TJiilease qu'il ja acquise; dde. sèra^iamlement ôonime,^. puisqu'Oia^ saitqu'eUe efii:{flN»pûrttonadlé aiitemperel que.IfOOo estsuppeaé eonnaitre sa isaleur 4t un insjttoi donné»; par ^coUplei après l'unité de temps; il ne reste doooqu'àjdéteiv^erl'aqiMei parcoum^n.fioanctîoiidef/ ett ... * ; <^.
Pour cdftv partageons t en. un nombre quelfionquie 7td!i9tei^. mUes égaui^ v^la vitesse devant oroitre aussi de quantités égalis,
sera a Iji fin de chacun 4 eux ^ , — , — , > v. ,
• n n. fit
Or. ai l'un supfiose que pendants le premier intervalle la lûtdsse. soit constante et feale à -, pour Iç.séqoud à -77 ;,el ainsi de suite
( »o8) jasqu'à v y la somme des espaces sera trop grande , tandis qu'elle serait trop petite si le premier intervaHe de temps^ était parcouru
ayec une TÎtesse nulle , le second a^ec la-Tltesse -^ Qt ai^i de suite
jusqu'à ^ f— 'j l'espace cherché est donc compris entre ces
dfiiux sommea..
Les espaces partiels de la première seront
*''♦■■ if t \ av t , 5v t \ t
un n n n n ■ n
et formeront tmeprôgression par différence^ dont là somma sera
La Seconde sommé sera de même'
. il! >
t (11-^1)1/ ,1». . t (n-r-iV .
-.i.^ ^.-f ou -.^î ^-^^i. ou
Or la différence de ces deux sommes est '— . et devient de
pins en pins petite à masure que l'on fftit croitre 'n, M^îs alors la vitesse s^approche de plus en pivs'dé vari^ dfutïe' manière • continue > et etf mèmetempï Pespace tend' indéfinimi^nt vers 7 vl^ qni> est la* limitedes deux sommes entre lesquelles il est compris-, done d'après le'théorème des limites , l'espaoe ptocouru: par le mobile d^JBtnmon^ensRnt de»ntinu sera 1^ Vf; Désignant cet espace par e, on aiira donc e=s ^ vt.
Si l'on appelle g la vitesse acquise après l'unité de tellfips^ on aura par l'hypotkèsev=g'f; d'oii e= J-gt* et v*=s5 2gè.
La nature office une- application simple de ce mouvement dans la chute des corps (dans le vide)' par l'action de la pesanteur; car recevant à chaque instant une impulsion égale dans le sens delà verticale ^ leur vitesse doit croître unifbnpément^ c^est-àdire dans le même rapport que le temps.
GoaoLLAiiuc. Si le mobile s'était mu pendant le même temps t
( log )
arec la Titesse finale t/ ,■ il aurait paroouru un espace double, car d'âpre la théorie du mouTement uniforme cet espace serait vl.
11^. PaoHLèME. Trouver la vitesse qu il faut imprimer à un corps , pour le faire parvenir verticalement à une hauleur h avec une vitesse a.
On remarquera pour cela que pendant qu'il remonte la pesanteur diminue autant sa yites^e qu'elle l'augmenterait s'il descendait* Si donc on désigne par v la vite^sse demandé.e> elle sera précisément celle que le corps acquerrait s'il tombait djB .la hauteur h partant avec la vitesse initiale a. La titesse gagnée V— a sera donc, d'après les formules précédentes,
V — a =^ V^gh , d'où V = a -}- K «agA.
CoROzxAiiiE. Si on lance Tcrticalement de bas en baut un corps avete la yitesse a, et qu'au moment où elle sera éteinte on lui imprime la Titesse b , if montera moins haut que si on lui imprimait d'abord la vitesse a + 6. Car l'espace dans ce dernier
cas sera ^ ^ • et dans le premier il ne serait que — -4 .
Ces deux espaces seront bien parcourus dans le même temps , mais la vitesse initiale est plus grande dans un cas , jusqu'au point où elle se réduit à b comme la seconde.
11 7. PaoBLàncx. Trouver la vitesse que la pesanteur a cornmuniquée â un corps tombant librement pendant une seconde.
Supposons pour cela qu'on ait pris la seconde pour unité de temps et qu'on ait laissé tomber d'une hauteur connue h un corps que l'on aura choisi très dense pour diminuer l'effet de la résistance de l'air ; soit t le nombre de secondes que le Aiouvement a duré / on aura y en faisant abstraction de la résistance de l'air,
*=g7> d'où g = 'jr.
Substituant khel t leurs valeurs connues, on trouvera g ex-^ primé en unités de longueur ^ cette valeur pour la latitude de Paris est g = g^jSoSS.
On & ireconnti que cctle vitesse yariait arec la latitude : siron 'désigne par m celle qui ^ lieu pour la latitude de 5û** et ^ar m' celle pour la latitude ^> on a m' i=m(i— 0,00^857. 6os à f). Au pôle on a ^rst}^ et m'= 771(1+0,002837); à l'équateut ^::=:o et m'=m(i— o/x)a837); raccroissement de pesanteur de Téquafteur au pâle est donc âm(t>,oo2857) , ce qui fait à peu près tfç de sa tatleur moyenne.
1 ii8. P^oBLÈaiBi Trouver lès diverses rencontres sur une courbe fermée dé deux inohiks dont la vitesse croit proportionnelle» ment au temps.
Pour le premier mobile, on aura en désignant par e sa di« stance à l'origine après le temps t , par a cette distance pour le temps zéro , et ï>ar g la vitesse acquise après Tunîté de temps ,
e = a+igt\ I^)ur le second mobile, on aura
et pour la rencontre de l'ordre n , on aura e' — e = (/i ~ 1 )c , e» désignant par c le contour de la courbe ; d'où l'on tirera
a'^a+(^=^^Xn'-^)c, et ,^y/^(^^-M(5^.
119. Problème. Connaissant la pesanteur spécifique de deux corps, trouver dans quel rapport ils entrent dans un mélange donné.
Nous commencerons par donner une idée rapide de ce que c*est que la pesanteur spécifique et des moyens de là déterminer.
On appen© pesanteur spécifique d'un corps, le poids d'une unité de son volume; on la rapporte ordinairement à celle de l'eau, et alors i| suffit de diviser le poids d'un volume quelconque du corps par celui d'un pareil volume d'eau : ce dernier poids se détermine au moyen de ce principe , qu'aTi corps plongé dans un liquide y perd une quantité de son poids égale à celui du volume de liquide déplacé. Et en eflPet, le corps i-emifecé alors un volume égal de liquide qui , étant e^ équilibre ; devait être
piHiSsé âe bas en haiiit p^r mie force rertiùale égàte à aon poUU * le cor|»s plotigé doit donc peirlre une quantité égale du sien. Par conséquent > pour trouer la pesanteur spécifique d'un corps quelconque^ on le pèsera dans le vide^ puis dans l'ejau^et on divisera le premier poids par la perte qu'il aura subie*
Si l'on 'veut déduire le poids d'un corps de sa pesanteur spé* cifique^ on la multiplieç'a par le Toluate^ l'unité étant toujours le poids de J'unité de yolume d'eau.
Si l'on yeut déduire au contraire le volume ^du poids> ondiyi* sera ce dernier par la pesanteur spécifique. '
Gela posé , soient Pf p' les pesanteurs spécifiques des deux sabstançes , et p" celle du mélange donné que l'on déterminera comme il vient. d'être dit , ainsi que soi| volume m. Soient x et y les Tohimes des deux substances; on aura
X +^ = m , px4- p'y=p*m ;
d'où « = ^ ^Xto, _y=t— £;Xm.
Enoncés de Prùbtefites du premier degré.
PRonubsB* Une p^çonne possède a francs qu'elle fait valoir à un certain intérêt , et elle doit b francs dont elle paie un autre intérêt^ l'intérêt de la première sommç surpasse de c celui de la seconde. Une autre personne fait valoir d francs au second intérêt , et paie l'intérêt de e francs au premier taux ^ elle retire f francs de plus qu'elle ne paie. On demande les taux des deux intérêts,
PaoBiJbds. Une personne achète un certain nombre d'aunes^ d'étoffe à un prix qu'on ignore. Si elle achetait cinq aunes de plus d'une étoffe qui coûte 3 francs dé moins^ elle paierait le même prix ; mais si elle achetait six aunes de plus d'une étofi^ ([ui coûte 4-francs.de moins ^ elle paierait 18 francs de moins. Il s'agit de trouver les nombres d'aunes et les prix de chaque espèce d'étoffe.
PftoBLÈutE. On demande les biens de trois personnes A, B, C^
( lia )
sachant que le bien de A augmenté de m fbb la somme des* biens de B et C, Tant p ; que le bien de B plus n fois la somme de ceux de A et G ^ Tant q ; enfin que le bien de G , joint à / fois ceux, de A et B , yaut r.
PlioBLÂME. Partager les nombres donnés a y by c, d, e. .. chacun en deux |>artîes telles que le rapport d'une partie de a à une de 6, de l'autre .de b à une de c, de l'autre de c à une de d'y de la seconde de da une de e, etc. jusqu'au rapport de la seconde partie du dernier nombre à la seconde de a , soient tous donnés.
• Probiâmiç. TrouTcr les biens de six personnes, A, B, G, D, E, F, sadiant que la somme des biens de A et B est a; que celle des biens de G et D est & ; que celle de £ et Fest c ; que le bien de A Taut m fois celui de G j le bien de D, n fois eelui de E , et le bien de F, p fois celui de B.
Problème. Trouver les huit quantités A, B, G, D, E,F, G,H, connaissant les sommes ou les différences deux k deux , de A et B, de G etD, de EetF, deG etH; et les rapports de A àCi de D à E, de F à G, et de H à B,
Généralement , les quantités A , B ^ G . • . étant en nombre pair am y il 7 aura un cas d'impossibilité ou d'indétermination lorsque m sera pair y et le problème sera toujours possible et déterminé lorsque m sera impair. ^ - P&oBiiacE. TrouYCi; les arêtes d'un parallélépipède rectangle y sachant qu'elles sont entre eUes comme les nombres niyn^py et que si ces arêtes varient des quantités respectives , o^ &, ç, la surface totale aura varié d'une quantité g.
Problèmes indéterminés du premier degré.
PROBLiiME. Trouver des multiples des deux nombres 54 et fS qui diffèrent entre eux d'un nombre donné r.
Problème Le mois lunaire étant de 529^ lâ^ 44^, et par suite sa longueur étant à celle du jour solaire comme les nombres io63i et 36o, on demande les multiples de ces deux nombres qui différeront de r.
•( ii3 )
PflOBiiiME. Trouver les nombres quï^ divisés par 5 y 5, 7 donnent les restes respectifs Q, 4,6.
^ Pboblème. Payer une somme de 3457 francs. en pièces de 5 francs et de a4 francs.
PaoBLibfS. La piastre valant 5 francs 8 sous^ et l'écu de France valant a francs 1 5 sous, on propose de payer 1000 francs en piastres et en écus seulement,
PboblemÉ. On à trois lingots d'argent de trois titres diflerens. Le premier est au titre de 11 deniers; le second de 10 j-, et le troisième de 9 ; combien doil-on prendre d'onces de chaque lingot pour en faire un lingot de 3o onces dont le titre soit à 20 deniers ?
pROBLÈMi:. Trouver en nombres entiers les côtés d'un rectangle tel que sa surface contienne quatre fois autant de mètres carrés que son contour contient de mètres.
Solution. Soient x et y les deux, côtés , on aura xy =?: S[x -J-y) j
d ou JC = ~r = 8 -^ •.
Il faudra donc que y — 8 soit diviseur de 64 ; égalant suqt oessivement j^ — 8 à chacun des diviseurs de 64 (tant positifs que négatifs) , et cherchant les. valeurs positives correspondantes d'x, on obtiendra toutes les solutions entières de l'équation.
Si Ton avait l'équation^ générale ory=^ m{x -^ y) ^ pn trouve-
rait ar = m + , et l'on traiterait les diviseurs de m* comme
on a fait pour ceux de 64»
Problème. Trouver en nombres entiers les arêtes de parallélépipèdes rectangles à base carrée , tels que leur volume vaille cinq fois autant de mètres cubes que leur surface contient de mètres carrés.
Ce problème se résout comme le précédent.
Pbobiàme. Soit a le côté d'un carré donné en nombrp entier , on demande en nombres entiers les côtés x^y d'un rectangle, de manière que les deux figures aient leurs surface^ proportionnelles à leurs contours.
lie oalcul conduit h égaler 2y-— a aux difiPérens diviseurs de a% et on ne devra prendre parmi ces diviseurs que ceux qui augmentés de a donneront des nombres pairs.
Problème. Trpuver quels sont les polygones réguliers d'une même espèce ou d'espèces différentes au moyen desquels on puisse couvrir exactement un plan indéfini.
Enoncés de Problèmes du second degré.
PaoBxijtfB. Trouver trois nombres , connaissant chacun des quotiens qu'on obtient en divisant chacun des produits de deux d'entre eux par le troisième.
PROBLiscE. Trouver trois nombres^ connaissant le produit de chacun d'eux par la sonmie des deux autres.
ProbIiÈbcb. Trouver trots ncmibres, connaissant le produit de chacun d'eux par la différence des deux autres.
Ce problème est indéterminé ou impossible. On le résoudra aiiisi que le précédent en déterminant d'abord les trois produits xz, ocy ^yZy puis en en déduisant les trois carrés x*, j'*, s*.
ProblÎbss. Trouver deux nombres dont on connaît la somme a^ et la somme des cubes nq.
On prendra pour inconnue la différence 22£2 des deux nombres, qui seront alors exprimés par 5-f-d et j— rf.
Problème. Un négociant a un certain nombre d'aunes de drap, et 90 aunes de plus d'un drap moins fin \ les valeurs totales des prix des aunes de chaque espèce sont égales. S'il vendait chaque espèce au prix de l'autre, il retirerait pour les premières 900 fr., et pour les secondes d5oo fr. Trouver les deux nombres d'aunes.
PaoBiiMS. Trouver deux n<»nbres dont on connaît la eomme
ou la différence am, et la somme ou la différence - des quotiens qu'on obtient en les divisant mutuellement l'un par Fautre. PROBidbCB. Deux courriers partent au même instant, l'un de A pour aller en B, l'autre de Bpour aller en A^ leurs vitesses 1 sont uniformes et dans un rapport tel, que le premier arrive eu B quatre heures après qu'ils se sont rencontrés, et que le
{tiS )
;si&{y>ii(l arrive en À. neuf heures après cette rehcontre. On demande le temps employé par diacun pour parcourir la di* «tance AB.
PaoBiiBa. Uti négociant escompte deu^ billets , l'un de 8776 ûr> payable dans neuf mois, l'autre de 7488 fn payable dans huit mois : il a payé pour le premier 1200 fir. de plus que pour le second : on demande le taux de Fintérét.
PR0Bi4à]tfB. Un négociant a acheté un certain nombre d'aunes d'étoffe peur 1 7228 fr. ; il en prend 34 pour son usage , çt il vend le reste pour 1800 fr.) de manière qu'il gagne 3 fr. par aune : on demande le nombre des aunes.
PaoBubcs. Une personne qui possède 100000 fr. partage cette somme en deux parties, qu'elle fait valoir à deux taux différens et pour lesquelles elle retire en tout 54oo fr. d'intérêt» Si elle fisiisait valoir la première partie au même taux que la seconde, elle en retirerait 36oo û*. d'intérêt 3 et si elle faisait valoir la seconde au même taux que la première, elle en retirerait âooo fr« On demande les deux taux et les deux parties de la somme proposée looooo fr.
PaoBLiMS. Çn vendant un cheval 1 1 louis, on a gagné pour cent autant que le cheval avait coûté : on demande quel était ce. prix*'
Problèms. Trouver quatre nombres en proportion par quotient, connaissant la somme aa des moyens, la somme 2b des extrêmes , et la somme 4c des carrés des quatre termes.
On prendra pour inconnue auxiliaire le produit p des moyens ou des extrêmes. On trouvera ainsi que la demi-différence des
moyens est V^a^-^p, que la demi-différence des extrêmes est
V/à'— p-, d'o4 l'on condura Fexpression des quatre termes en fonction de p; on égalera la somme de leurs carrés à 4c, ce qui donnera p = a'-f- &*•— c , et les quatre termes seront connus.
i^aestions qui conduisent à des équations qui se ramènent à celles du second dçgré^
PaoBiiaiE. Trouver deux nombres dont on connaît le produit ^ et la somme ou la différence de leurs carrés.
PaOBLiMS. Trouver deux nombres dont on connaît la somme ^Sf et la somme ou la di£Pérence a^ de leurs quatrièmes puis*sances. On appellera ax la différence des deux nombres ; alors ils seront exprimés respectivement par s-^-x ^s — jc, et le calcul n'offrira aucune difficulté.
PaoBLius» Trouver quatre nombres en proportion par quotient^ connaissant la somme des moyens^ celle des extrêmes, et celle des quatrièmes puissances des quatre termes.
On prendra pour inconnue la différence sr des moyens.
PROBiiaCE. Trouver quatre nombres en proportion par quotient, connaissant la somme des extrêmes, celle des moyens, et l'excès de la somme des cinquièmes puissances des extrêmes sur la somme des cinquièmes puissances des moyens.
PROBiiiME. Trouver quatre nombres en proportion par quotient, connaissant leur somme, celle de leurs carrés et celle de leurs quatrièmes puissances.
Problème. Trouver quatre nombres en proportion , .connaissant la somme des quatre termes, celle de leurs cubes, et celle de leurs cinquièmes puissances.
Pr<»lèmx. Trouver deux nombres dont on connaît la somme p ' de leur produit et du produit de leur somme par un nombre donné a, et dont Ou connaît aussi la somime ui} de la somme de Jeurs carrés et du produit de leur . somme par un nombre donné â&«
On prendra pour inconnue la somme 2X des deux nombres et leur différence sy , les deux équations seront alors
d'où Ton tirera par l'addition et la soustraction de ces deux
("7) équations ,
équations qui n'oif riront' aucune di£Giculté.
1 âo. On peut Toir par plusieurs des exemples précédons combien le choix des inconnues peut simplifier les équations. Le dernier problème^ par exemple^ aurait conduit à une équation complète du quatrième degré ^ si l'on ayaitpris pour inconnues les deux nombres demandés. Il faut autant que possible choisir des inconnues qui entrent d'une manière symétrique ou avec une simple différence de signe dans l'expression des nombres e^tre lesquels on donne des relations. Il en résulte alors^ ou des similitudes qui abrègent les calculs en les ramenant les uns aux autres^ ou des destructions de termes qui les simplifient considérablement. C'est ainsi que dans un grand nombre des problèmes précédens nous avons pris pour inconnues la somme , la différence ou le produit des nombres cherchés ; et l'on sentira tout l'avantage de ce choix^ si Von résout les mêmes problèmes en prenant immédiatement les nombres cherchés pour inconnues.
il arrive quelquefois que certaines quantités dépendantes des inconnues sont susceptibles d'un moindre nombre de valeurs que celles-ci; et si on les prend pour inconnues ^ on sera conduit à des équations de degré moins élevé. C'est en ayant égard à toutes ces considérations , qu'on peut parvenir à donner de Télégance et de la simplicité aux .formules^ et même à résoudre des problèmes qui, sans cela, seraient au-dessus des forces de l'analyse actuelle.
Problèmes sur les coefficiens indéterminés,
Pbobl^ms. Trouper Us dipiseura d'un degré donné d'un
polynôme
jp"» -f Ax"'-'+ Br"-*4-. . . -f. V.
Si l'on désigne par n le degré des diviseurs , leur forme gêné-* raie sera
Le quotient du polynôme donné par ce diTisear s^ra de la forme
Faisant }e produit du diriseur par le quotient et l'égalant au dividende, on aura m équations entre les m inconnues m, C^, ..fiy eta,b, ,,Uy d'où l'on déduira à la fois les coefficiens des ditiseurs du degré n et du degré m — 7».
1 29. pROBiiaiB. Eliminer une inconnue entre deux équations
d'un degré quelconque.
Soient les deux équations^ ordonnées par rapport, à x^
x^ + Px"-' + Qx"-* + . . . + V = o,
dans lesquelles les coefficiens P, Q> • • • > V, P', Q',, . ., V, de x , peuvent renfermer d'autres inconnues.
Toute valeur d'^ qui convient à ces équations doit introduire une racine commune en x par sa substitution ; les équations résultantes doivent donc avoir un commun diviseur x-~«; on aura donc
0?" + . . . 4- V' = (x^-«) Çx"-» 4. «X»-* + . _ -f ^'), Eliminant x-^«, il vient (x«..+V) (x"-* + a'x»-*^ + i/) = (x»+.. +V') (x"»-\.+f>
Cette identité fournira m+n— -1 équations entre lesquelles on éliminera les nt-f-n— â coefficiens a. . . f^^ a\ , . i/ qui n'entreront qu'au premier degré ^ et il restera une équation de condition en y qui exprimera que les premiers membres ont un diviseur commun du premier degré : les valeurs d'y que l'on en tirera seront donc celles qui conviendront au système des deux équations 9 conjointement avec les valeurs d'x que donueront les diviseurs correspondans égalés à séro.
La formule de ces diviseurs sera
■ ■ ' " ■ = HX *4- n :
d'où l'on voit que si à une valeur d'y correspondaient plu*
(ti9) sieurs Tâleurs à*x, an aurait néoessairement Ks=o , H =so j sans quoi l'équation Kx-f* Hrso ne pourrait être satisfaite par deux
valeurs de x. Jjsl forme - troutée pour x annoncera donc que le
diviseur commun en jp est d^un degré supérieur au jHremîer^ et on le chercliera par la méthode connue.
ia3. PROBLJtMS. Connaissant èes Jacteurs du premier degré du dénominateur d'ufte fraction rationnelle, la décomposer en autant de fractions ayant des numtérateurs indépendajis cTx^ et pour dénominateura respectifs ces facteurs du premier degrés Soit la fraction '
Soient, «, C, • . • ^^ les seconds termes des facteurs du dénominateur pris en signe contraire et supposés tous inégaux ^ et P, Q, . • . , S, les numérateurs des fractions partielles; la pro^ posée devra être égale à
Chassant les dénominateurs et identifiant, il viendra
OÙ Ton remarque que chaque terme est divisible par son déno^
minateur et ne le contient plus après la division , et que tous les
autres ont ce même dénominateur pour facteur. On pourrait >
comme précédemment, tirer P, Q. . , en identifiant les coeffî*"
ciens des mêmes puissances de or, mais on observera que cette-
identité ayant lieu quel que soit x, ne sera pas détruite si l'on
fait a; =*; ce qui ne laisse subsister que le premier terme du
M ' second membre , et donne pour valeur de P l'expression ■ " ■ '
^ \x — a) dans laquelle on fait a?=« après la division par x— «. Pour ayoir Q, on fera de môme x=:C^ et ainsi des autres ^
et l'on aura pour P> Q>. • • des \aleurs finies et indépendantes
de X.
Cette décomposition n'est ptus possible lorsque le dénomina*
leur a des facteurs égaux y car si , par exemple, on a^vait « ;= C ,
quand on ferait x=:«f, l'équation (i) ne serait plus identique,
puisque le second membre seul deviendrait nul; mais on peut
toujours déterminer par le même moyen les fractions partielles
qui correspondent aux facteurs inégaux , en y ajoutant une
fraction de la forme -z r-, x— -r étant un facteur du degré
(a? — ry °
p de N, et 11 un polynôme du degré C/>-*-i) en x, qu'on obtiendra facilement d'après les. fractions connues et la proposée. Or on peut opérer la décomposition suivante :
+ TT — rr^r; • • • +
(x — ry Çc — ry ' (x— r^"* x— r
A', B'^ . . . , S% étant indépendans de x , il suffira de chasser le dénominateur (x— r)^ et d'identifier les deux membres, ce qui fournira autant d'équations que de coefiiciens , A' .., . S^ * Cette identité sera .
R = A' + B'(x— r) + CCx — r)* . . . + S'(x-r)'»-^
Mais on peut encore déterminer A', . . . , S', plus simplement de la manière suivante. On fera d'abord x=:rj et on aura A' et l'équalîon suivante :
Faisant encore x = r, on aura B'j et Ton continuera ainsi Jusqu'à S\
On agira de la même manière lorsqu'il y aura d'autres facteurs multiples que (x — r). ^
4i. Remarque. Toute fraction rationnelle pouvant être dé-
composée en fractions simples de la forme , lorsque son
( jai )
dénominateur n'a pas de facteurs égaux , et le développement de cette dernière donnant la progression géométrique indéfinie
— fi ( 1 4. î 4- î^ + 1, + et c. ) ,
il s'ensuit que le dévelo]>pement de toute fraction rationnelle , OU; end'autres termes, qu'une série récurrente quelconque est la somme d'un nombre de progressions par quotient marqué par le degré du dénominateur. Le terme général du développement s'obtiendra facilement en faisant la somme des termes généraux d'un^ même degré de toutes ces progressions.
BiciPROQUEMENT. Si l'on ajoute terme à terme plusieurs progressiotis géométriques , on aura toujours une série récurrente , car toute progression peut être le développement d'une fraction
, X étant donné et A, a déterminés par la progression
proposée.
124. Peoblème. Trouver les conditions , générales pour quf un polynôme du second degré à deux variables soit décomposahle en deux facteurs rationnels du premier degré. Soit le polynôme
y* -f- axy + ^-c* + cy + dx -i- e»
Ses deux facteurs du premier degré seront delà forme
y — mx— /i et _y — m'^; — n'.
Leur produit sera t
y'— " (m -|- m')xy'j- mm'x^ — ('i + n')y + (m/i'-f* n^')x -|- «/i' • L'identifiant avec le polynôme proposé^ on aura les 5 équations
. Eliminant m y m\ n, n, on obtiendra l'équation de condition
(ac— udy — (a*— 4è) (c» — 4e) ;
ou bien d* — acd = 46e — a*e — bç^K
( laa )
Si l'on demandait que le poljnome fût un carré parfait , il faudrait que Fon eût m'z=zm et ii'=/i*, les équations précédentes deTÎendraient
Eliminant m et n ^ on aurait les trois conditions.
]â5. PaoBiiuo:. Tromper le développement de la puissance vdl entière d'un binôme x-f"2^*
(x -f- ûf)"* n'étant autre chose que x* dans lequel on change X en x+ A; les deux premiers termes seront, d'après. la théorie des dérivées x*^ + mx"""*a. Daos tous les autres termes , la somme des exposans d'x et d'à sera m y d'après les règles de la multiplication , et on pourra représenter le développement par
(x+a)'"=x"*+OTx"*'"*a +Ax'"""*û*+Bx"'"" V+Cx"*-^a+ + etc.
Or, soit qu'on augmente x ou a*de A, on a le même résultat (x + a + A)** ; donc , le coefficient de A à la première puissance , est le même dans les deux cas. Prenant donc la dérivée du second membre , d^abord par rapport à x , puis par rapport à a , on aura deux expressions qui devront être identiques > et qui seront
^^-1 ^ jj^j^ — i)x"""*a + A'Çm — 2).x'""~3a* -|- etc. , TOX*»-* + 2Ax~-* a + SBx'"-^ a^ + etc.
* Identifiant , on aura
m{m — i) 3= aA , A(m — 2) = 3B, B(m— 3) = 4C^ etc. y
dou A= -^ , B = ^^ ,etc.,
ce qui donné une loi facile à saisir pour les cbeiïiciens du développement. . ^
. 1 aS. Pbobl&m£. T^oui^er le même développement en supposant m quelconque. ^
( 123 ) Toi^t se réduit à faire voir qu'on peut toujours supposer au, développement , la forme
Pour cela, posons - = », on aura (x + a)" sa: x"(i+a)"»*
Si m est une fraction - , on aura à extraire la radne a de
(i -f- s)^ > ce qui donnera un développement procédant suivant les puissances entières et positives de z. Si m est négatif , il faudra diviser Funité par un développ^nent procédant de cette même manière I ce qui donnera un quotient du même genre. On aura
donc,* dans ces deux cas ,
(i -f.z)«=i4.A2j-HBa*+Ca*+etc.
Remplaçant z par -, et multipliant par x"*, il vient
{x + û)"* = x" 4- Ax*~"a + Bx'^^a* + etc. .
Or, on sait que dans tous ces cas, la dérivée de x^ est ttup"^' ^
OQ a donc
|(x +a)" = x" + Tiix'^^'c + Bx"»~*û* + etc. ;
d'oul'on déduira les mêmes valeurs de B , C, etc. , que dans le cas précédent. Seulement, quand m ne sera pas entier et positif, la développetnent sera indéfini , même pour dès valeurs particulières de m , parce que ces coeffîciens ne deviendront jamais nuls. 1 2j. FaosiiAis. Trouver le développement suivant les puiS"
sances ascendantes de s. de la fraction i —.
■^ i— ax — ox*
En effectuant la division et ordonnant par rapport aux puissances ascendantes de x , on sait que le quotient procédera sui* vantles puissances entières et positives d'xj de sorte que l'on pourra établir l'identité
«+ Cx
i— ex— 6x*
= A + Bx + Cx* + Dx^+Ex^ + etc.
( lai ) - Chassant les dénomioateurs , il vient
— Afl
— Ba
— Ca
— Da
—Ai
Egalant les coefficiens des mêmes puissances d'jp, on aura les équations
A=cc, B-*Âa=se, C— Ba— Ai=o, D— Ca— B6=30,elc.;
d'où Ton tire A=«» , B =afie+C , Ç ^ Ba+ Ai , D=Ca+Bt , etc.
De sorte qu'à partir du troisième terme ^ cKaque coeffîciënt est égal à la somme des deux précédens multipliés respectivement par les constantes a et h, Cliaque terme se déduit alors des deux pré' cédens en multipliant l'un par ar et l'autre par 6x*. Une pa-» reille série se nomme récurrente , et les constantes par lesquelles on 'multiplie les termes , forment ce qu'on appelle Y échelle de relation.
On obtiendrait des résultats analogues , en supposant le^ deux termes de la fraction d'un degré quelconque.
1 s8. Probi;èm£. Etant donnée une équation y en trouver une autre dont la première ait pour racines les carrés des différences entre les racines de la seconde.
Soit l'équation donnée
x" + ax»~' + 6x''"~* + . . . . + 1/ = G.
Désignons par m le degré de l'équation cherchée , on aura la
relation connUe
-i i =r ni
d'où m* — m — 2/1
et m =
1 zh V^ I 4- 8/t
On ne pourra prendre que le signe -f- du radical ^ parce que m doit être positif ^ et cpmme il doit de plus être rationnel et entier ; il faudra que i -f-8/t soit un carré ^ ce carré étant im*
pair, le numérateur i + V^ i -+• 8/i sera pair, et par suite m s^rà entier.
Cela posé, représentons l'équation cherctée par
x*^ + ««"""• 4- ffr"»""* rf- . . . + ^ = o-
En cherchant pai* les moyens oonniïs son équation aux carrés des différences , on obtiendra une équation du degré n qui devra être identique avec la proposée. On aura par là n équations entre les m coefficiens de l'équation cherchée. Or si n est plus grand que. 5, il sera plus grand que m, puisqu'il est égal à
•^ , et l'on aura plus d'équations que d'inconnues ; îl
y aura donc n^-^m équations de condition entre les coefi&ciens donnés qui se joindront avec la condition que i«{-8n soit un carré.
129. Nous allons chercher à développer les fonctions a*, log(i-t-^)» sinx et cosx, suivant les puissances entières positives et croissantes de la variable x.
Problème. Pour déi^elopper a*, on observera d'abord que a* se réduisant à l'unité quand on fait a:=o, le terme indépendant d'x dans le développement doit être 1, et les autres ne doivent renfermer aucune puissance négative de x, sans quoi cette hypothèse les rendrait infinis. De plus, il ne saurait y avoir d'exposans fractionnaires, car alors le développement aurait plusieurs valeurs correspondantes à une seule valeur d'x ce qui ne peut avoir lieu, pour la fonction a' ; ce développement sera donc de la forme
a'= 1 4- Ax -f- Bx* + Cx"* + Dx*+ etc
Or, si l'on y échange x en x -f* ^ > on a le même résultat qu'en multipliant a* par a*, c'est-à-dire 1 + Ax + Bx* + etc. par i+AA+Bfc^-f-etc. '
Prenant dans les deux cas le coefficient total de la première puissance d'A , on aura, en les identifiant,
A + aBx -H 3Ca;» + etc. = A -f A*x -f- ABx* -f- etc. -,
( lat ) • -
id*oii Ton tire
aB = A*, 30 = AB, 4D = AC,et«., . et enfib
Le développement de a* devient
a'=» + Aa: + -^ + ^-^ + ^^^^-^+etc.
Il ne reste plus qu'à trouver la râleur de A» Ce développe^ ment ayant lieu quel que soit x , posons Ax = i ^ il deyient
(i)...a =a + \ 5 + -" — 7 + etc. = e.
, ^ ' i.fl i.a.3 * 1.2.3.4 *
Les termes de cette série diminuant rapidement , si l'on calcule la somme des dix premiers termes , on trouvera
6=3,7182818 etc. à moins de 0,00000003 etc. près.
De Féquatîon a = e > on . tire en prenant les logarithmes dans un système quelconque y
•7- log a = log c • d'où A = -^^ — .
A '^ loge
Si l'on désigne par t les logarithmes pris dans la base e (ces Io]garithmes ont reçu le nom de logarithmes népériens) , on aura A ;=: /'a^ et par suite
(a)...à* = i+x/'a + i^— ^ + ^— ^ + etc^
Faisant a =6^ on trouve
(3) . , .e* =5 1 + X + — - + ? + etc,
)3o. La valeur de e est incommensurable ; mais on peut en approcher autant qu'on veut En effet
- ^ 5 H 7-7 -f: etc. < - + : 1 + «te,
Or - H ^ f- etc. = 1 ; donc e <r 3 ;
mais 6 ^ a ; e n'est donc pas un nombre entier.
Si e était une fraction irréductible — , on aurait « <m , ny> 1 ,
et Ton pourrait mettre e sous la forme
n •' \ a 2.3 ^3..,nJ a.3..«ficii4'i (M-iXi+a) J
Multipliant les deux membres par s. 3. 4. • «n^ il Tiendrait
La somme de tous les termes de la série
— _« ^ - — '* . r ' ■ — N + ctC' 9 serait donc un nombre en*
lier «. Or^ cette somme est moindre que
+ . , ,v^ + etc., et ^ . + . ■ ,>a + «*<^ = -'
71+ 1 ' (n+iy n+i'(ji + iy' n
Le nomJire entier m serait donc moindre qu'une fraction -
plus petite que l'unité ; ce qui est absurde;
La valeur de e est donc incommensurable.
i3i. Lorsqu^on prend pour valeur approchée de e la somme des n premiers termes de la série {i), l'erreur £ est moindre que
X-, car
-i- + / ^ w . ■ X + etc. ] ,
et ou Tient de voir que ■ . ■ + -7 — ; — r-> . \ + etc. < -.
( ia8 )
On peut donc toujours prendre n assez grand pour que l'erreu5 soit aussi petite qu'on voudra. *
Exemple. Si /izi=io, on trouve 62=2,7182818 etc. j l'erreur est moindre que — ou que ■ ^ ,,^ ou
que 0,00000002 etc.
i32. Problème. Développer log (i+x) suivant les puissances entières positives et croissantes de x.
On clierclie le développement de log ( i + a?) , parce que celui de log X devant devenir infini par x=o, ne saurait procéder suivant les puissances positives de x. Nous venons de trouver que dans le développem^t de a*, le coefficient de la première
puissance de x est ,—2 — ; si donc nous cherclions ce coefficient
log e
^ par une autre voie , nous connaîtrons le développement de log a
et par suite celui de log (i +^)> en posant azrni ^x. Or,
a' == ( I + (a— 1)] ' == 1 + ar(a-- 1) + ^^t£Zlii (a-.i )a4. ^^^^ et la somme des coefficiens'de la première puissance de x sera
Donc
|^ = („_,)_(iZL0r4-(^-(-^' + etc.
loge ^ ' a 3 "^ 4
Changeant a en 1 + a: et multipliant par log c, il vient
(i)...log(i+^) = toge(^x — — + y — -;^ + etc.J.
Si Ton prend e pour base du système , log e deviendra l'unité^ et désignant les nouveaux logarithmes par la caractéristique Hp on aura
(2)...r(i+^) = ^— ,— +y-~-4- + etc.
Cette série n'étant pas convergente pour des valeurs de x
plus grandes quie i . ne pourrait servir à calculer les logarithmes des nombres plus grands que â. Pour la transformer ei une autre qui soit conTcrgente, changeons x en — x, nous aurons
f(i — x)= — X etc.
Retranchant ce développement du premier^ il vient
7(.+x)-/'(i-x)=/'(l±|)=2(a:+^+^ + etc.)
Pour rendre cette formule convergente et d'une application commode^ faisons
= 1 + - : nous en déduirons
, et par suite
Cette série donnant la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers consécutifs, fera connaître les logarithmes de tous les nombres entiers, en donnant à y les valeurs 1,2,3, etc. De plus elle est fort convergente, et il suffira d'en calculer un très petit nombre de termes. On calculera de cette manière les logarithmes des nombres dans la base e.
Si l'on veut ensuite construire une table, d'api^ës une base quelconque a, il suffira de multiplier tous Jes premiers logarithmes par y-; cette constante prend le nom de module; et sa
Trieur pour passer de la base e daasla base i o est 0,434^9448 1 9 etc*
i33. Il est ùlcïIs es parvenir directement à la térie qui exprime le logarithme cle a+x. En effet; ce logarîtlime ae réduit h zéro quand xs^Cg et ^uaad la base est donnée^ un tiombre n'a qu'un seul logarithme réel; on^ est donc coMluit 4 pbser
( I )...log( i '+'X)^M{x+ax*'^ba:^+cx^+ dx^+etc.)=f (x) ;
d'où /' ( r) =t M( i + aax + 3bx^ + ^a^ + 5dx^ + etc-)
Pour obtenir une autre Tsleur de f'Çx), on cliange x en x-^h dans f(,x) ; ce qui donne
f{x+h)=\os{i+x+h)=i<>s{{i+x)(i+-^y^
= log(i + x) + log^i + TÛT];)- Maisj d'après la fbrmule (,i)y
I066+— 7— "i^^W-j— + r-^ r; + etc.^.
Donc
Les deux valeurs de f^{x) devant être identiques ^ il faut que 1
aa =±: -— J , 36 = 4- 1 , 4c = — 1 , 5d = + i ; etc. ; d'où a = — i, & = + J, c = — 1, <f=: + ^, etc. La sé^rîe {1) détient
(ï). . .Iog(i + r) r= M(r -Ç H- ^ - ^ + etc)
Le module M ne pourra se déterminer que lorsqu'on don^ sera la bâte du système de k^avtthmes.
Désigaatit par / les iogaritliiaes qui correspondant à Mz^ i , ^ reiprés^tant p4r ^ la Ja^i^se 4g oe âjstàoie > la Ibrmale (a) conduit à la formule (2) (page 1 28) , et par saîte à la formule (3) {pa^ ^^9)9 cette dernière sert à caleuler les logarithmeâi des nombres entiers dans la base e, on efi déduit la Taïeur . . . «
o,4J455.'etc., de y — ; et ces logarithmes multipliés par le mo'
duk 0,43439 ^^^' > fottroifisent les logarithmes deis mêmes l:iom7
brespris dans le système tabulaire dont la base est i<9u
< Pour calculer la iMtsi^ ^ qui oorrespond à M =z 1 > on ohserye
que «i A eJELpriiâe V io> on aura «'^ szt ii;>. Prenant les logarithmes
tabulaires des deux membres de cette égalité y et dégiguant ces logarithmes par /, il vient
/(e*) = ho y mIû = I , / e :i= - = ;y — =s- o,43429 etc.
Cherdiatit dans tios t{:d?lés k quel nombre correspond le lofatrtthme o>434s9 «te., «m ttt>ute l{uià «^0:13,718^ etc.; ce qui s'accorde avec le résultat du ti"* 1 3l .
i34. Dans toute série dont les termes sont altemativementpontifs et négatifs , si chaque terme est moindre que le précédent , la somme des n premiers termes différera de la somme de tous les termes , d'une quantité moindre que /e n+ 1''"" terme. En effetj soit une série de cette espèce
fl, i, c, £?, e, jf, g*, etc., seront des nombres positifs > et on i<a, c<5^ d<c, e<d, /<«, g</, etc. Or
aura
S = a — i + (c — d) + (« -^f) -J- etc., S = a — 6 + c — (d — e) — {f — g) — etc.
Et ainsi de suite. Chacun des binômes compris entre parenthèses étatit positif, on voit que
S^«, S]>fl-^ft, S<c*-i-4"<^i S>a — b+-a — cl, etc.;
ce qui démontre le principe èaoncé. On Toit de plus que les sommes partielles sont altematÎTement au-dessus et au-dessous de la somnle totale.
1 55. Problème. Développer sin x et cos x suwant les pids" annces croissante^s de x*
Ces déyeloppemens ne pourront renfermer que des puissances entières et positives de x , par les mêmes raisons que dans les fonctions précédentes; de plus, sin x ne pourra renfermer que des puissances impaires de x, et cos x des puissances paires , parce que le premier développement doit changer de signe avec ar, et le second rester le méme/Et comme x=:o, réduit cos x au rayon i , on doit poser
sinx = aa; + ^'^+^Jc' + ^Jc'^ + etc. , ^ oos X =3 1 + *^* + ^^ + y^ ■+• ete-
Remplaçons x par x+h dans sin x, et prenons le coefficient de la première puissance de A, ce coefficient sera la dérivée de sin X ou de son développement. Or
sin (x -f- A) = cos h sin x -f- sin h cos x.
Remplaçant sin h et cos h par leurs développemens , qu'on obtiendra. en changeant x en h dans ceux de sin x et cos x, il viendra
sin (x + ^) = (^ ■+" *'^* "1" ^^0 *^^ ^ + (P^ + ^^^ + c*c.) cos X.
Ije coefficient de la première puissance de h , dans ce développement, est a cos x; l'égalant à la dérivée du développement de sin x, qui est
a + 36x* + 5cx* -|- 7^^ + ^*C' > on aura l'identité
a (i + *** "f* ^^ + etc.) = a -|- 36x* + 5cx^ -{- etc. j d'où
(i). ..«a;=:a, 5bi:=:au, 5cs=:aSf 7£? = ay^etc.
( i33 ) Agissant de la même manière pour cos x , on aura
cos (r + A) = Gos X cos h — &in x sin A.
Le coefficient de la première puissance de h sera dans ce oas — a sin X, et l'égalant à la dérivée de cos Xy il viendra
— a (ax + bx^ -f cx^ + etc.) = actx -f- éCx^ + 6yx* + etc. ;
d'où
(a) • . • 2* = — a*, 4C= — afr , 6y:==z — ac, etc»
Les équations (i) et (â) donnent successivement ;,.
Les développémens de sin x et cos .r deviennent
sin X = aa: -j 5-7-T — etc. , ^
a*x* , a^x^ cos a; = 1 — 1- -' — ^—7 — etc.
Pour déterminer la constante a , nous observerons que quand
sm uC?
X tend indéfiniment vers zéro , le rapport tend indéfini-
ment vers l'unité. En effet, si d'un point on mène deux tangentes à un cercle , la somme de leurs parties comprises entre ce point et les points de contact sera plus grande que l'arc convexe qu'elles embrassent; le même rapport existant entre Tune des tangentes et la moitié du même arc, il s'ensuit d'abord qu'un arc est plus petit que sa tangente ; or l'arc est évidem- ^
Sin X ment plus grand que son sinus. Donc est toujours plus
sm X sm X
grand que •: , mais plus petit qus l'unité* Or =3 cos x ;•
^ ^ tangj? r r -i tangx '
donc la limite est l'unité quand x tend ver^.zéro :>dapx: à plu»
4 sifijr . sinj? , forte raison qui est compris entre i et r , s appro-
X lauîr tic
sin JC cbera indéfiniment de i ; donc enfin la limite de est i . Or,
en divisant par x le développement de sin x , et faisant converger X vers o, on trouve a pour limite du rapport; donc a=^ 1 ^ et par conséc^uent
cos a: = 1 -^ 1 -Tv -^ ^ ' ' / "c " ^ +■ ^^*
Ces formules sont très convergentes pour k» arcs plus petits qu^un dem {^quadrant; car les ternies décroissant rapidement et étant alternativement positifs et i»égati|s », V^vew commue eu s' arrêtant à un terme est moindre que le suivant (n® i34) : c'est par elles quç l'on calcule les tables des lignçs trigonométriques.
i36. Si l'on change x eax^ — i dans le développement de e* (voyez page 126), on aura
Comparant cette série avec ceUes qui e^jtpiiimeat sin x et co6 x, on en conclura identiquement
'«^-r=cosA;+ \/''
e" ' = cos a; -f- y — i sm jr.
Si dans cette équation en chau^ a; en mx, il vieu^a
Qr e"«*^^ = (e^'^^')«» =: (cos x + \/^ sin x' )"" ;
< d'oin il résulte , quel que soit 7n ,
(10» » -f- V^— 1 sin or)** = cos nix + V^ — » si» mx.
Réflexions préliminaù-es et Problèmes sur t écoulement des liquides.
157. Ix>r89ue pendant des tamps ég^ux quelconques les quantités de liquide qui sortent d'un vase sont égales ^ on dit que la vitesse de l'écoulement est constante ^ et par vitesse on entend la quantité de liquide qui sort pendant l'unité de temps.
Lorsqu'au contraire les quantités de liquide qui sortent pendant des temps égaux quelconques ne sont pas égales ^ la vitesse de Fécottlement est variable*
lïous allons résoudre plusieurs problèmes en supposant que chaque yase est un cylindre vertical dont toutes les sections horizontales sont égales entre elles > que le liquide sort par un orifice horizontal pratiqué au fond du vase , que la surface supérieure du liquide reste plane et bcnrizontale , que la vitesse Tariable de l'écoulement est proportionnelle à la hauteur du liquide dans le vase ^ et que a désigne la constante par laquelle il faut multiplier la hauteur du liquide pour obtenir la vitesse correspondante de l'écoulement.
Gela posé : si la hauteur du fluide àhi» vm ¥ase élanl h mëtra*^^ chaque section horizontale de l'intérieur du vase e&t q mètres carrés^ le volume total du fluide sera qh mètres cubevrl^ésigaant donc ce volume par V mètres cubes , on aura
Vr:=çA; d'oi A=-.
kmsi , lé nombre d'unités cubes d'u liquîdEe* (kmtenu dans le Tase, divisé par le ncwmbre d*unités de surface* dfe chaque section horizontale dé l'intérieur du vase , donne poui* quotient le nombre de mètres de hauteur du liquide dans le vase.
Pour déterminer la valeur de a relative à un vase donné , ott mesurera la hauteur du liquide dans ce vase ; soit h mètres cette hauteur-, on laissera sortir le liquide pendant Tanifé dft temps, en entretenant toujours Peau à Ta même haufeuf ^; la ▼îtesse de Tëcoulement sera constante , et si la quantité de fluide qui sort pendant éette unité de temps est v mètres oube»jt alorSr
( i36) V «cra la vitesse de l'écoulement due à la hauteur h dujluide;
on aura v=ah, d'où 0=7-, On connaîtra donic a.
La vitesse de técoulement à un instant quelconque est donc ta quantité de fluide qui sortirait pendant Vunité de temps si a partir de cet instant la vitesse de r écoulement devenait constante.
La valeur de a sera supposée la même dans les vases que nous ^considérerons.
Ces hypothèses sont rarement d'accord avec ce qui se passe réellement dans la nature, -mais il ne s'agit ici que d'exercer le raisonnement des élèves.
i38. i **■ Problème. La quantité £eau contenue dans un vase est p j le liquide sort avec une vitesse variable proportionnelle à chaque instant à ta hauteur de Peau, Combien restera-t-il d'eau dans ce vase après t heures d'écoulement^ Toutes les sections horizontales du vase sont constantes et égales à q mètres carrés. Pour résoudre ce prbhlème , nous concevrons que l'heure , prisé pour unité d'e'teiiips, est divisée en n instans égaux; la
, , _ - . 1 heure ^ ^ j i
durée de chaque loosiliant sara > ou - , et les t heures con-
tiendront tii instaiis. Nous, supposerons d'abord que la vitesse de l'écoulement né varie qu'au commencement de chaque instant, c'est-à-dire que cette vitesse est constante pendant chaque instant et variable d'un instant à l'autre ; ce qui approchera d'autant plus de fournir la solution demandée , que le nombre des instans seri^ plus grand. Lorsque nous aurons trouvé la formule, géiférale, qui correspond à cette hypothèse, nous .supposerons quq le nombre n des instans contenus dans l'unité de temps est* infini; la durée de chaque instant devenant infiniment peti^e^ nous aurons exprimé que la vitesse de l'écoulement varie au commencement de chaque instant infiniment petit, c'està-dire d'une manière continue ; le problème sera donc résolu» Effectuons ces calculs, et cherchons d'abord comment la quantité d'eau contenue dans le vase à la fin. d'un instant, se déduit de c,e qu'il y avait au commencement de cet instant. Si la quan-
tité d'eau renfermée dans le vase au commencement d'un instant
est R, et si la hauteur correspondante du liquide est h , le vo-
R lume R du fluide sera égal à (/A, de sortç que A=— j la vitesse
constante de l'écoulement pendant cet instant sera - — , c'est-àdire que la quantité d'eau qui sortirait en une heure ou en n
instans, si la vitesse restait constante, serait - — ; ce qui sort
cR pendant un instant est donc — ; la quantité d'eau qui restera
à la £n de cet instant sera donc
Désignant par b la constante i — ' — , on voit que la quantité
à! eau renfermée dans le vase ai(, commencement dun instant quelconque étant R , pour obtenir ce qui en restera à lajin de cet instant , il sujjit de multiplier R par la constante b.
Cette dernière propriété conduit à la solution du problème , car la quantité de liquide contenue dans le vase au commencement du i®*^ instant de l'écpulement étant /?, les quantités d'eau qui resteront dans le vase à IcH fin du i*"^ instant , du a*,. . . , du i7i*''"% seront pi, pi% . . . , /?6'". Nommant donc x la quantité de liquide qui restera dans le vase après t heures d'écoulement , on aura
qn.
Pour trouver ce que devient cette valeu^c de x quand n est infiniment grand , c'est-à-dire quand' la viteàse varie d'une ma-
(a \"* 1 j , par la formule du binôme, et l'on verra aisément que ce développement peut se mettre sous la forme
( 1— — ) =i— H ^ — — ; 5-|-etc.
\ qn/ q X , a q'^ i . a . 3 q^
x^pb-=p(^^-fj'.
( "38 ) Lorsque n est infini , les fractions- , ^ f etc., se réduisent k
zéro, et en faisant — = x, la formule demandée deTÎeat
Or, en désignant par e la baae des logaritbmes népériens,, ei «in faisant x= — z dans la formule (3) (page i a6) , on troure
e *=i — a-4 — — ^ 4- etc.
Donc enfin , x :^z pe~*.
Cette valeur de x est très remarquable par sa sinlplicité; ell» fournit la sdution du problème proposé.
iSq. a* PHOBLincE» On a deux vases; tenu sort dupremierf entre dans le second , et sort du second par ta partie inférieure. Leau sort du premier vase avec la vitesse constante v'; elle sort du second vase avec une vitesse variaBle , proportionnelle à la hauteur de teau dans ce vase. Lorsque Pécoulement commence , le premier vase et le second contiennent respectivement p' et p mètres cubes deaxt. Toutes les sections horizontales du premier vase sont égales à q mètres carrés , et celles dit second sont égales à a mètres carrés. On demande combien il restera d*eûu dans chaque vase, après t heures d* écoulement.
Dans le premier vase^ il restera ip — tv') mètres cubes d'eau.
Pour trouver ce qui restera dans le second \ase> o» vairon -• nera comme dans le problème précédent^ et l'on dira : si a un instant quelconque, la quantité d'eau qui reste dans le second
Tase est R^ la hauteur de Peau sera —, et la vitesse lïe l'écoulement sera — ; pendant cet instant, il sortira — , il en entrera
— ; donc à la fin de cet instant, la quantité d'eau qui restera
(139) dans le vase sera
Ainsi y le nombre de mètres cubes d^eau contenus dans le second vase au commencen\ent d'un instant quelconque étant B, la quantité deau qui restera dans ce vase à la Jin de cet
insUmt sera f Rft + — V
Cette propriété générale conduit à la solution du problème j car au commencement de Pécoulement , le deuxième vase contenant p mètres cullies d'eau , si la vitesse ne variait qu'a» commence» ment de chaque instant ^ les nombres de mètres cvbes d'eau qui resteraient successivement dans ce vase;^ ser^ieut
Fin du I *■' instant pb -\ ,
Désîgnanl dùSKC psor or ]4.%uantkô d'eau qui rssti^fa d«n» ic second vase, après t heures d'écoulement , on aura
Mais 6 == 1 ; dcrnc 1 — A = — .
qn qn
Substituant cette valeur de 1 — 6 , on trouve
Lorsque n est infini, b^ devient e"* (n' i5^) , fe vitesse de ^écoulement varie d*une manière continue, et le nombre de mètres cubes d'eau qui restent dans le second vase après t heure»
( i4o ) d'écoulement est donné par la formule
i4o. 5* Problème. On a deux vases j l'eau sort du premier y entre dans le second^ et sort du second par la partie inférieure. Les vitesses d'écoulement ^ par les deux orifices, sont variables et proportionnelles aux hauteurs de l'eau au-dessus de ces orifices. On demande combien il restera d^eau dans chaque vase après t heures d'écoulement.
Nous conserverons la notation précédente ; et nous ferons
a , a ^^ , , at at ,
qn'^ ' q'n^ ' q ' q'
On a vu dans le n^ i58 ^ que la quantité d'eau qui reste dans le premier vase après t heures d'écoulement est p'e"*'.
Soit y la quantité de liquide qui restera dan^ le second vase après t heures d'écoulement. Pour trouver la valeur Ae y you supposera qu'au commencement d'un instant quelconque les nomhres de mètres cubes d'eau contenus dans le premier vase et dans le deuxième y soient R^ et R ; les hauteurs de l'eau seront — 7- et — ; les vitesses d'écoulement seront — r- et —
Les quantités d'eau écoulées pendant cet instant seront — r
et — ; donc à la fin de cet instant , le premier vase ne contiendra plup que
et le second en contiendra
^ ûR aR' -^, ûR'
R 1 T ou R6 -I 7. »
nq nef nq
Ainsi, les nomhres de mètres cubes d^eau contenus dans h premier vase et dans le deuxièm^e}, au commencement (Tun instant quelconque étant R' e^R, les quantités d'eau qui restent
. . ( '4. ) dans ces vases, après cet instant, sont
R'x6'ct(Rx& + R'X;^).
Ces formules donnant le moyen de passer d'un instant à l'autre^ on terra facilement que les nombres de mètres cubes d'eau qui resteraient dans chaque vase , si la vitesse ne Tariait qu'à chaque instant^ seraient ^
Aa commencement da i*'' instant , dans le i*' Tase f/, dans le a* vase p , Fin dn i*' inst. , i*' vase p'b' , a* vase pb -^ j/ —-7 ,
a* inst. , i« vase p'^» , a« vase pi»+^(ft+&0 5* inst., 1" rase p'b'^, a« vase pb^-^tl^{b*'hbb'+¥^) rindn4* inst., 1" vase p'^'<, a« vase pb^-^^^fib^+b^b'+bbf^ ^V^)
Par conséquent^ si la vitesse ne variait qu'au commencement de^ chaque instant, les y mètres cubes d'eau qui resteraient dans le second vase après tn instans, seraient donnés par la formule ^
Mais fc = i-r et y = i 7- :
qn qn
a q donc , ,1 îTr — ^ -7 >
( "ia ) •
Supposant n iii^ni, 6*" eti'"' deviennent e"* et e~*' i donc enlk
SI les sections horizontales q,q^ àe$ deux yases étaient égales, b deviendrait égal à S^, et la valeur de j^ renfermerait des termes infinis. Pour trouver la valeur de j^, correspondante k Fhypotbèse ç = <7', d'où b^=zb', on prendra la formule
Cette valeur de j^ se présentant sous la forme -, où divisera
D*^ — y« par h — b% ce qui donnera le quotient exact
i«-i 4. 6«»-*i' 4. fc»-sy« 4. . . 4. 6'»—' j supposant 6 = &', ce
quotient devient f»X ft*"""* ; de sorte que la valeur dey est
Supposant n infini > 6'" devient e""*, 6 se réduit à Funité^et l'on a
a4i . 4* PaoAuki^ Un vase rempli de vin se vide par un ori- Ji€€p et es TÊose est conUauelleaieut rempli par de l'eau ; de sorte que le liquide reste toujours à la même hauteur. Le mélange de Peau et du vin se fait continuellement. On demande les proportions du mélange après un temps donné.
Le liquide restant toujours à la même hauteur, la vitesse ^ de l^écoulement est constante ; conservant les notations précédentes , on verra que
i» =: - ai d ou - = -.
Pour résoudre le problème , on supposera d'abord que les proportions du mélange ne varient qu'au commencement de chaque instant Supposant ensuite que le nombre des instans
est inûm, on trouyera les formules deiûandées. Effectuons les csAcah. Si au oommeiicemeiit d'ua instant quelconque la quantité de vin contenue dans le vase est Y, la quantité de oiélange
^i sortira pendant cet instant sera - ou -^. Or, sur la quan-
tité;' du mélange, il n'j a que Y de vin; les — mëtres cubes de
méiBnge ne contiennent donc que — V de T}n ; la quantité de TÎn qui restera dans le vase, après cet instant , sera donc
nq \ nqj
Ainsi y pour passer de la quantité de vin contenue dans le
ime au commencement d'un instant , à celle qui reste après cet instant , il suffit de multiplier la première quantité par b.
Mais, au commencement du i*' instant de l'écoulement, le Tâse contenait p de vin ; les quantités de vin contenues dans le vase à la fin du i *^ instant , du a*, du 5*, * . . , du t/i''"' , sont donc.
pb y pb\ . . . , pA**.
Désignant ce dernier nombre par x, on aura
^ xz=:pb^^.
Cette formule suppose que les proportions du mélange ne varient qu'au commencement de chaque instant. Pour que le mé-lange se fasse continuellement , il faut que n^ soit infiniment > grand ; alors &*" devient e""*, et l'on a
at vt X z=zpe'~^y « = — = —.
Telle est la quantité de vin qui restera dans le rase après
^ t heures d'écoulement. Cette quantité diminue à mesure que le
temps augmente, mais elle ne peut jamais devenir nulle; le
mélange contiendra donp toujours du vin.
i4a. 5*. PnoBiiicE. On a deux i^es, dont Pun ne contient
( «44 ) que de Peau , et dont t autre ne renferme que du vin pur. Veau sort du premier vase, entre dans le second, se mélange à t instant , et sort ainsi mélangée. Les vitesses des écoulemens sont proportionnelles aux hauteurs des fluides au-dessus des orifices. On demande les proportions du mélange après un temps donné. Nous supposerons toujours, que les sections horizontales des fluides dans le premier yase et dans le second sont q' et q) que les nombres de métrés cubes de fluide contenus dans ces vases , lorsque l'écoulement commence y sont p' et p. Si au commencement d'un instant quelconque , le second yase contient P de
p mélange 9 dont Y de y in; alors la hauteur du mélange sera — ,
la yitesse de l'écoulement de ce mélange sera — , et la quantité
de mélange qui sortira pendant cet instant sera — ou — X 1^-
Mais P du mélange ne contient que V de vin pur; donc — X P
du mélange ne renferment» que — X V de vin.
De sorte que le vin qui reste dans le second vase au coiri' mencement d^un instant quelconque étant V, le vin qui reste à
la fin de cet instant est l\ V j ou iV.
Ce résultat étant le même que dans le problème précèdent, on en conclura que le nombre de mètres cubes de vin qui restent dans le second vase après t heures d'écoulement est pe"*. De sorte que la quantité de vin qui reste dans le second vase est la même que s^il tû entrait pas d^eau. On conçoit que cela est possible , car si d'un côté l'eau qui entre accélère la yitesse de l'écoulement, de l'autre elle diminue la proportion de vin du mélange ; et le calcul démontre que la compensation est exacte. Les quantités de fluide qui restent dans chaque vase sont données par les formules du n** i4o.
Problèmes^ sur les Maxima et les Minima.
'i43. PROçLiME. Partager un nombre a en deux parties dont la somme des carrés ou des racines carrées soit maximum ou ^ minimum,
1*. La somme des carrés est x*+ (a — xf ou ax*— aaa:-|- a*. La première dérivée donne l'équation ^r — aa = o, d*OÙ
A = - a. La seconde dérivée étant positive, la somme des carréJ
est un mmimnm potir â? =: - a.
fl^. La somme des racines carrées est v Egalant la dérivée de cette fonction à zéro, il vient
-, d'où a? = - a.
aV^cc aV^a — x a
La seconde dérivée est —
et comme x= - a la rend négative , on a un maximum.
Dans ces deux cas les deux parties sont égales. i44. PaOBiiEifE. Trouver le maximum de ïaire d'un triangle dont on connaît un côté a et le périmètre ap.
Cette aire a pour expression Vp^p—a}{P'^tf){p—c). Il &iit done connaître le maximum du produit {p — &)(p_o)/ sachant que 6 + c = ap — a ; ce qui réduit ce ^odiiit J à (p — 6)(a + &— p) j b, étant Ja .variable, ladérîvée sera (p— i) — (a+6— -p) qui égalée à zéro donn^a
b^p^^-a, etparsuite c=p — -«•
Le triangle a donô les deux côtés cherchés égaux. '' i45.' PitokÂMS. Tfbttver le minimum de l'aire totale ou du volume d^un cône droit circonscrit à une sphère donnée,
lO
5oit a le ra;^on de la sphère et x la hauteur du oAiie , la sur^ face totale du cône ifig* lo) aura pour mesure
9rAN.NX+^AN* ou w(aAÏÎ+AN.Mx).
Oroua AN:BM::AX:MX, ou AN:a::x:v/]?— aoJT.
Sub^tiMint I la «urfkce ooaique totale deviendra
13 — I hax\
Vx*— aax /
Pour en trouTeir le minimum » divi^ns par tta et rédilt$oiia ^ Vient — , ou
ar'— aax a; — aa
La dérivée égalée à zéro donne ûx(x — aa)— x* = o, oa a:* — ^ax^=s^o\ d'oi j?=33 4ay car x=:=o ne peut con venir «
La seconde dérivée deviendrait positive en y faisant 4;=4a; on a donc un minimum. Les valeurs corre$pondaiites $ont
BXî=5c, XM=a»/8, AN=aV/3, NX=3ai/I
a^. Le Tolume du même cqne aura pour mesure
n faudra doncçnoprç tro^v^r le mining^u^ de '^■ i .. . »i. . . ;ce«n
conduira aux mêmes résultats.
i46. FaoBLiMB. O/ï donne un levier dont lepcrint d^appui est A {Jlg. ti),et auquel une force connue P est appliquée perpendiculairement à la, distance AB =: a ; le poids du levier est de h pour une unité de longueur; on demande en quel point il faut appliquer une force X minimum^ qui produi^^ ^équilibre»
Soit k le point cherché ^et AA=zjp, Jj^ ^i4f 4^ |evier ter-* miné en hf sera bx , et pourra être considéré ooiime agplilK^
( i47 ) àtt milieu M de Ak-^ on aura donc pour l'équilibre ^ Téquation
Pa+6xX- = Xx,, d'où X= — +— • Pour que X soit un minimum i il faudra faire
—- + - = 0: dV>u x* = -^ , et *=\/-^-
147. PsoBLàMB» TVoutvr entre dezrs points btmineuir^ le point le moins éclairée la droite qui les joint»
Soient m^ et n*, les intensités- des lumières A et B, à runité de distance : Soit a la distance entre les points himineus , et x oeQe du point cherché au point A*
L'intensité d'une lumière variant «n raison intarse dttearré ie la distance au point éclairé, la somme de^ inleositéi def deux loiniëres aur le point cherché^ aéra
lik i im «1*
npreaskm édvA i) Iknt ai>oir le mîi^imam^ ce qui donne
-** am*x , an* (a — x) ^
x^ ^ (a — xy '
ou n^x^z^m^a-^xy-, d'oi (a'^x)\/^m*zsxyî?^ Cette d«miè«e écpai^on condnU à
Lorsque m'^n^ on troute a:=- c. , , ^ . ,
n est facile de s'assurer que cette Trieur de x détermine nix mimmnm.
i48. PROBXiiMB. Trouver te maximum du produit de m fàc^ teUri 4ont h somme est d^wtée.
Nous avons vu que dans le cas de deux facteurs , il fallait qu'ils fussent égaus. Or y si les m facteurs n'étaient pas ^aux dans le cas du maximum de leur produit^ on pourrait en prendre deux d'entre eux inégaux , et les rendre égaux sans changer leur somme , le produit serait alors plus grand qu'auparavant ; il n'était donc pas le plus grand possible. Sa plus grande valeur correspond donc à l'égalité de ces facteurs; ce qui en détermine la valeur.
149. Problème. Trouver le maximum, ou le minimum de la soT^me des puissances d'un même degré donné m dequanr tités variables a ^ b, c^. . . • ^ k^ dont la somme est constante.
Nous avons vu ^ n^ 4:2 , que quand il n'y a-vait que deux quantités, il fallait qu'elles fussent égales.;^ et que la s<»iime de leurs puissances du degi^é m.y était un minimum quand m était positif et plus grand que Vunité.^ ou avait une. valeur négative .quelconque; et qu'elle était un maximum quand m était positif et plus petit que l'unité. Il est facile d'en conclure que Je maximum et le minimum ont lieu dans les mêmes circonstances, quel que soit le nombre des quantités a, A , . . . . , A ; c'est ce que^l'pn fera voir en démontrant par un tMS(9i^ement déjà employé précédemment, qu'il est impossible que dans le cas du maximum ou du minimom, il y ait deux de ces quantités inégales.
i5o. Problème. Trouver le maximum de taire d^ un triangle dont on connaît le périmètre ap.
L'expression de l'aire sera , en appelant ^ety Amt Âes-eôtés,
il faut donc avoir le maximnni de (p — ^) ( p — y) (^ + y — p). Les deux dérivées partielles égalées à zéro , donnent
— (p — y) (x +y — p) + (p — âd) (p — y) =0 , ^ '
— (p — ^) (^ +y —p) +(p—^)(p —yïp^ o-,
d^oh. l'on conclut inmiédiatement p — ^ z=zp~r-x , ou, y^zx. Reportant dans l'une des deux équations , il vient
a; = y, et par suite J'^y, ap-*-.a?— y = ^-
Le triangle est donc équilatéral , et on s'assurera , comme dans
les cas précédens , qu'il est maximum.
i5i. PROBLiMB. Trouver le maximum du volume d'un parai''
lélépipède dont la somme des arêtes contigues est une constante a.
Soient x,y , z ces arêtes , on aura x +y -f- 2 = a , etleyolume ocyz deriendra *y(a — a:— j^).
Les deux dérivées partielles égalées à zéro conduisent à
y (a — X — y) — ry=:o, x(a — x — y) — xyr=o.
La simple inspection de ces équations donne yzzzx, et substituant dans l'une des deux , il Tient
x(a — 2x) — x* = o , ou or — 3x* = o j d'oi
^~3' etparsuite y^=^y *~3'
Le parallélépipède est donc un cube.
Les secondes dérivées feront voir facilement qu'il est un maximum.
i5s. PaoBLiME. Partager un nombre connu a en trois parties X, y, a— X — y, telles que le produit x"*y"(a — x— y^ soit maximum ou minimum.
Les deux dérivées partielles par rapport k x éty , étant égalées à zéro et réduites ^ donnent
mÇa-~-x — j^)— px==o, /ï(a — x— y)— /y = 0;
i, , ma na . va
d'où a; = — 7- — - — , V = — -r — r" > ^""^ — y=— T 1 -
On Toit donc qu'il suffit de partager le nombre donné a en trois parties 9 qui soient dans le rapport desexposans^ m, n,p.
En formant les secondesi dérivées , on reconnaîtra qu'elles satisfont aux conditions du maximum.
Lorsque m = n =p ^ les trois parties sont ^ales^ et on rer tombe sur l'exemple précédent.
i55. Pboblèmb. TVcuver le maximum du carré du produit de^
( «5a) équation qui , jointe à x* + j^* = R*, donne
oR d:AR
Les signes supérieurs déterminent un minimum et les inférieurs un maximum^ lorsque a et & sont positifs ; c'est ce que fait voir le signe de la seconde dérivée de (x-^aY'-i^Çy — i)*. Les deux points construits sont les intersections du oerde et de la droite ; menée par son centre et le point donné.
i5S. FaoBiiaiB. . TVout/er le maxitmundu volume éCun cy-^' , lindre dont on œnnatt la surface totale m.K
En désignant le rayon de la base par R et la hauteur par hj on aura
(l). . .25rR»+25rRfi =m».
Le volume aura pour expression tR^H. Prenant les dérivées ^
il vient
!îRR'A+R*=o, 22RR'4.R'A+R=o.
Eliminant R', on trouve (a) ^ . ,k = aR.
Les équations (i) et (a) donnent
Le volume irR*A devient m^x/ — -,
On verra; comme précédemment , que ce volume est maximum.
157. PaoBLiBis. Trouver le maximum du volume d^un cône droit dont la surface totale est m*.
Soient R le rayon de la base et x Fapothéme , on aura
(i)... îtR* + 9rRx = m*.
Jje volume aura pour expression -s tR* |/a:*— R*.
( 153 ) La dériyée égalée à zéro , donné
Dérivant l'équation (i) , on a aRR' +R + R'x= o. Eliminant R% il vient 3R» — x*+«Ra:r=o;
équation qui , jointe à la prelniëre ^ dômie
** =^ -*— TT. et X = ' ^ j ^
d'ofi l'on voit que ce cône est semblable an cône minimum cii^ oonscrità la sphëre (n® i45).
Théorèmes sur les quantités moyennes.
i58. On appelle moyenne entre plusieurs quantités, toute quantité comprise entre la *plus "petite et la plus grande. On donne le. nom. particulier ie moyenne^ arithmétique entre m quantités, à leur somme divisée par m; et de moyenne géomé^ trique^ à la racine m""' de leur produit.
i5ij. TnioBiiiE. Soient des fractions quelconques à termes
positifs
sera Tnoyenne entre les premières.
En effet, supposons ces fractions rangées par ordre de grandeuT; et soit q le quotient de a .par by qn aura
a=:bq^ a'^P'Vq y a''^b''q, ...
d'oji
«+v+c^..>9(i+y+i^..) ou g^+^,...>^.
La fraction (1) est donc plus grande que la plus petite des proposées. On prouverait semblablement qu'elle est plus petite que la plus grande ; elle est donc moyenne entre elles.
CkmoTJJLXBJL Les fractions , T»r7/-r7*'**9
étant respectivement égales aux suivantes
bm' "SV* éV" 6« + y*' + 6V..,
la fraction
a ci û*
sera enoone moyenne «ntre les premières, T> rr/r^/eto.
CoBOixAiXB. Si 6 =6' =6*= , . . = i , la moyenne précédenta deyient
ee qoi proQTe ipie a«+aV+rf'W*+... est le produit de « + «+#*+ ... par une moyenne entre les quantités û, a, ^ a , etc.
CoRoixAiBs. On peut encore déduire de ce qui précède que
l'expression yaaa,., est moyenne entre les quantités
ï/c, i/a', v/o", etc.
En çfîet» posons atszjn ^ a' zss.m^fy à^z=zm ,..*, j IL *
les racines Va, \/ d . . .^ deriendront m , m , m ...
' A 4, y 4, ' y ,u moyenne entre t > 77, pi6ie*f
oonc m est moyenne entre m ^ m ^ m > eto
Repassant des exposans fractionnaires aux radicaux^ et rem*
j^çÂnt m*^, m^ 9 • , . , par a.,0^ . ..^il »'en«nit.^pie ^au'>a'. , .
est moyenne entre l/a , V/a , V^o", etc.
Ci55)
i€o. TaiosisnL ha moyenne ariAmé^que en^e un nomhm quelconque de quantités est toujours plus grande x/ue leur moyenne géométrique; excepté lorsque toutes ces quantités sont égales , auquel cas les deux moyennes sont égales entre elles et aux quantités elles-mêmes^
Soient les m quantités a, & > c> . , . ^ ft. Si Ton conçoit qu'on en fosse le produit^ en laissant leur somme constante , nous avons tu que ce produit sera le plus grand possible quand elles seront ^ales entre elles, et par suite égales à leur moyenne^ arithmétique. Or la racine m*'"** de leur produit se trouve alors égale à l'une d'elles, ou à leur moyenne arithmétique; et dans tout autre cas ce produit étant moindre , sa racine rn*^' ou la moyenne géométrique sera moindre que la moyenne arithmétique.
161. TnàosèsSE. La moyenne arithmétique entre les m puis'sances d^un même degré a*, b*, c*, . . . , k% est plus grande que la puissance du même degré de la moyenne arithmétique entre â^b,c,...,k, lorsque x est positif et plus grand que l'unité, ou négatif et quelconque; elle est plus petite lorsque x est positif et moindre que l'unité.
En eflFet , supposons que a+é + c-+-... -f-ft reste constant; nous avons vu (page 1 48) que la somme û*+6*+ c* + . . . 4- 1* «era la plus petite possible quand on aura a=fc=c=...=ft.
Si X est négatif, ou si x est positif et ^i, la moyenne arithmétique entré les quantités a', i*^, . . . , fe' sera égale à l'une d'elles ou à la puissance x de la moyenne entre a^ b, . . . , A ; d'où il suit que quand ces dernières quantités ne seront pas égales, la somme a*+6*+c*4-- • •+'^» devenant plus grande, on aura
> / fl + & + c+.. .+ /t y
Si l'on avait x positif et -^i , ofi sait que la somme.. fl*+i* +• • • +fe* SCTait la plus grande possible quand. , . a;=:bt=c= . . • =^; d'où il suit qu'on aurait dans ce oas
a« + i* + c'+ hfe* ^ ^a + b + c+,..+ kY
»'l ■■'!■ Il I II !■ i I
i62. Nota. On considère souvent, des moyennes arithmétiques de la forme
ma «4- nA + pc + . . . -|- ^ft Tîl -f- .^ "^ p -^ • • . H" ^
elles comblent au premier abord di£Pérer de celles dont nous aTops parlé; mais il est facile de voir qu'elles n'en sont qu'un cas particulier, et qu'elles proviennent. de ce que m des quau-; tités données se sont trouvées égales à a^ n k b^ etc. . . , et la formule précédente représente toujours leur somme divisée par leur nombre , lorsque m, n , p,. . . ,;, sont entiers. S'il s'en trouvait de fractionnaires, on les ramènerait immédiatement au cas précédent en multipliant les deux termes de la fraction totale par le produit des dénominateurs : on verrait alors faci* lement entre quelles quantités cette fraction est moyenne arith^ métique.
Les. mêmes considérations s'appliqueraient aux moyennes géométriques de la forme ' '
Détermination de certaines fonctions ^ daprès une de leurs propriétés caractéristiques.
i65. Problème. Trouver une fonction f (x), telle que Von ait
quels que soient n et y.
Supposant y z=zx , l'équation (i) devient
Supposant ensuite y=:ax, elle devient
ç (3a;) z=zf{x) + ç> (ax) = 3^{x).
En continuant ainsi jusqu'à y=:(m — 1)0:, on aura pour toute
valeur entière de m ,
^ {jnx) = mf (x).
iy
{ 157 ) Or 9 le premier membre ne changeant pas (quand on remplace m par a; et a: par m, le second membre doit jouir de la même propriété. Il faut donc que la fonction p{x) soit d'une forme telle que l'on ait
mX^(x)=xX0(m): d'où !l^^ = 2:i— i.
11 suit de là que ' est constant , puisque rien n'empêche
de laisser m invariable^ en donnant à x toutes les valeurs possibles. Désignant donc cette constante par a ^ on aura
ç (x) = ax.
RiciFROQUEBCENT , toutc fonctiou de la forme aXy jouit delà propriété demandée^ quelle que soit la constante a et la variable X y car on a identiquement
a {x + J') == ax + ay.
i64. PBOBLàMS. Trouver une fonction telle y que ton ait iden" tiquement - .
\ Faisant d'abord y^=iX, on aura ^(a^)=[ç(x)]*.
Supposant ensuite j^=:=x% il viendra
En continuant ainsi jusqu'à y = x"***' , on obtiendra Téquation générale
Posons maintenant x = a^ ^ l'équation précédente deviendra
'Jc.'l il
Le premier membre ne changeant pas^ quand on remplace y par m et m'par j' , il en 'doit être de ménié du second; d'où l'on conclut
( 158 ) Faisant f (o") = a* , U tient
[^(x)]'» = a*/=x*j d'où f(x)=:x-.
La fonction cherchée est donc de la forme x*.
' RiccPBOQUEMEKT , quel que soit n, cette forme convient à h
condition proposée , car on a identiquement
(xj^)* = x"j*.
i65. PaoBLànDB. Trouver une fonction telle ^qiieC on ait idtn-^ tiguement
Soit^ = x, on trouvera ?»(2ur) = [^(x)]V Faisant successivement
Y=zax, y=:z3xy ,yz=i(jn — i)x,
on obtiendra l'équation générale
^(mx) = [ç>(x)]«. ,, .
Remarquant que le changement de m en x et de x en m n'«l* tère pas le premier membre , on en conclura
d'où , en prenant les logarithmes des deux membres dans une base quelconque , / ' ^'
m log (p (x) = X log f (m)^
ce qui donne
log<p(x ) ^ log.»(m)
Le premier membre de Téquation est donc constant^ qad que soit x, puisque nip^ ^n iiombre, qu'on peut laisser inTar riable ; nommant a cette constante , on aura
b désignant la base du ^^stème de logarithines quePon a choisi*
Si l'on fait &* = A , il tiendra
Iltap&o<2^9xaa«9T , toute fonction de cette forme satii&it k h oonditioii proposée i puiaqu'on a identiquement
A'+y = A*xAr.
i66» PHoiffimc. Trouver une fonction ttUa, que /'on ak idén^ tiquement ^{xy) es ^ (a?) + ^(jr>
Faisant successi^veineBt
y = x, y=7x, ..., j^=(fn — i)x, on parriendra à Téquiition
Posant mrsit^y il rient
Obseryant que y et m entrent symétriquement dans le premier membre i on obtiendra , en les substituant l'un à l'autre dans lo second membre >
c désignant une constante. II en résulte ^
f (o^) 3s cy* - Bemplaçaiit a' par a^ et j^ par 16g x, on a,
a #ant la base du système dçj logarithmes.
BiciPAOQUEMENT, qucls quc >x>içnt a et r, la fonction <tl<^f«: Mtisfiût à, U QpoditioQ donnée ^ car ou a toujoijyra
Problèmes divers,
167. PaoBLàiiE. On a partagé une certaine somme entre m personnes; la première a reçu une quantité connue^ a/ plue la n^^m* partie du reste s la seconde a reçu sa^ plus la n^^' partie de ce qui reste, après avoir prélevé cesasa outre la première part: la troisièms a regu 3a> plus la n^^* partie du nouveau reste; et ainsi de suite* On demande la valeur de la somme en question ^ et la condition pour que toutes les parts soient égales t et que la somine se trouve entièrement épuisée.
Soit j; la flomme cherchée /et yi^y^^ yzy • • «^^m^ lesdiffé" rentes parts ^ d'après la loi donnée poux' la formation , on aura^ pour deux parts oonséoutiyes quelconques, Tune durioigp, l'autre du rang p + 1 > les deux expressions suivantes :
Retranchant la première de la seconde^ on trouve pour différence,
a — JÎIi?. Egalant cette différence à féro, il vient yp=(ii—i)fl; n
d'où l'on voit que la condition nécessairext suffisante pour l'égalité de toutes ces parts , est qu'elles ident chacune pour valeur {ji^^ i.)a. Mais pour que la somme a? .soit entièrement épuisée après la m""" part , il faut que celle-ci se réduise à m.a ; car s^îl restait enccnre quelque diose ap^fi^ ayoir prélevé ma ^ on n'en prendrait que la v^^^ partie , et il y aurait encore un reste après la m*'"' part. Il faut donc , pour satisfaire à la fois à cette condition et à celle de l'égalité de tbut^ les parts , que l'on ait (n — i)a = Tua, ou n.-— 1 = tïi. Quand cette condition sera remplie , on aura itacilement la valeur de x, en multipliant une des parts, par m ; ce qui donnera x = arti^t •
168. Problèke. Trouver la valeur d^une somme que f on partage entre m personnes, de moniére que lapremièreaitSi, plus la
h^*"* partie du reste; la seconde 4a, plus la n*^"" partie du reste, et ainsi de suite, sans que l'on assigne aucune relation entre les différentes parts é
Sait encore x h somme chercîiée et j^, , y» , , . . . ,y„ , ses dÎTerses parties. Pour connaître la manière dont les parts peuvent se déduire les unes des autres , prenons en deux consécutives quelconques, ^p , j^p^, -, nous iaurons pour leurs expressions
n Prenant leur différence ^ il viendra
tfoù »yp+, — /iyp = na— a— ^p;
ce qui donne j'pi^ Çj~—^y^, — 0.
Partons maintenant de la dernière part, qui devra être ma pour que la somme soit entièrement épuisée , et exprimons toutes les parts précédentes , au moyen de la loi que nous venons d'obseryer entre deux parts consécutives quelconques; il suffira ensuite d'en faire la somme, pour connaître la valeur de x.. Représentant^
pour plus de commodité , ■ ' par ft , on aura successivement
yfn=ma , j'm-i = Aym — a = ftwia— a, ym^fi = kytn^^'-a=k*ma~ ha-^a^ y^n-ji = A^m-ft -^ a = fr^ma — k*a ^^ka-^a^
Ces valeurs de yi;^* jJZ} • • • >ym peuvent être mises sous la
forme suiyantc :
y, = k-^-^ma - a {-^ITt) '
Jim-«_|.
yrt, = me.
Faisant leur somme ^ on aura pour x la valeur suivante :
N ap = ma(i+44-A*+. -.+*'
Aa^Aî4-. . .4-A— -» \ Cto— îV
"Remarquant que i +A + ft' -f- , . . -f- /j'
etqike
on aura
/A-— i\ afe*(A"»-*— 1) , (m— 2)a
\A— 1/ Cfe— O'' ^ fi — 1 •
Remplaçant & jJar sa valeur -- ''^^ " , il vient en réduisant
rc = û
Or^)"
Telle est la formule de la somme cherchée, quels que soient
771 et 7Z.
Si l'on demandait que toutes les parts f ussjBnt égales , il faudrait , d'aprës le problème précédent , que l'on eût /i — 1 = m et la formule ci--dessu5 se réduirait à x = cm* , comme nous l'avions déjà trouvée dans C9 Xîas particulier.
169. Jjgs intérêts d'une somme se cumulant à chaque instant , il e5t évident que si Ton doit un intérêt R à la fin d'un an , x)u
aurait du désayantage à payer — au bout de 6 mois , et — à la
fin de Tannée , parce que le premier paiement que Ton ferait au milieu de l'année, porterait intérêt pendant les 6 dernîet^s mois, et Ton se trouverait avoir payé réellepientplus que 11 au bout de Pannée. Si,au lieu départager l'intérêt total en deux paien»ens, on le partageait en trois , en quatre , et ainsi de suite indéfiniment , le préteur auraitdle plus en plus d'avantage à cette division du paiement, et l'on peut se proposer de calculer la limite 4£ pejt aTantage en supposant que le nombre des paiemens tende vers Pinfîni ; c'est ce qu'on résoudra de la manière suivante :
Problème. Trouver la limite de ce que devient un .capital «^ aprhs n années j en supposant que Pintérét de i^ par €u% est T^, que l'année est divisée en i" instans ég^ugc , que Piritërêp
de 1* pendant un instant quelconque est —, que P intérêt
iujmJte à lajpn de cHaque ii^sJtant au capital paur^porter intérêt pendant Pimstant suivant, et que le membre ttend v^rs l'injlni.
L'intérêt de i''^ pendant' un instant étant j- , l'intérêt du ca-
pital «t* pendant le i*' instant est —r- ; de sorte qu'à la fin du
1** instant^ <3e capital vaut «t* -4- -if- 4>u a^ x (" i •+- jj* Par ccmséqueni; , le capital et^ vaudra ^ à la' fin du 9® instant é X (1 + , à la fin du 3« instant ** X (1 + ^ ... ., et à la fi^ de la »'*''"' a;n»èe ou de i'n ins^tans^ le capital .a?" vaudra a* X /* 4" jj • Désignçint cette dernière vfJeur par a?, oit
aura
x^s^tu 4-^'
Pour obtenir )la «valeur die x oorreapondaixte à i" infini , on
liëteloppera d'abord la puissance imliquëe, ce qui donnera
Cette v^eor de x revient à x=«{i+«r + ^-(«-l)r'+^»-j)(ft-jy+etc}.
Supposant ^ infini^ les fractions j^, -t, >V|j|!^^> ^ réduisent à zéro , de sorte que
a; = .(^i + nr + — + ^+^3^+etc.;.
Or , d'après la formule (3) (page 1 26), la série qui multiplie « exprime le développement de c*'. On a donc x = flt6"^
1 70. pROBLÈMS. On propose de démontrer qu*U n existe que cinq'polyèdres réguliers^
Soient, X le nombre des côtés de l'une des faces d'un polîèdre régulier , y le nombre des angles plans qui forment cbaque angle solide de ce polyèdre , et & le nombre de ses faces* Si l'on inscrit une spbère dans le polyèdre, et si l'on mène des plans par le centre de la spbère et par les différens côtés des faces du polyèdre , ces plans diviseront la surface de la sphère en z poligones spbériques égaux qui auront chacun x côtés ; il j aura y angles des polygones spbériques qui concourront en un
xnéme point ; et oonmie la somme de ees angles est égale à 4
angles droits, chacun d'eux vaudra ~ d'un angle droit ; les x an-
gleâ intérieurs de chaque polygone sphérique , vaudront donc
— d'un angle droit. Or, en /prenant l'angle droit pour unité
d'angle, et le triangle sphérique tri-rectangle pour unité de surface , la surface de tout polygone sphérique a pour mesure , la somms de ses angles intérieurs , moins le produit de deux angles droits par te nombre dès côtés du polygone diminué de 2,
d la surface de la sphère est égale d 8 (*) ; U surlace de chaque
polygone sphérique est donc égale à — • — fl (x — a) , ou à — — flx + ^; et comme la somme des surfaces de ces a- poly--
gones forme la surface totale de la sphère^ on a
f if— 217 + 4^ = 8; d'o& (i)..,.z= ^^ --.
\y J ' \ J > 2j; — (x — 2) jr
Les valeurs entières positires de a:,^, Zy qui satisferont à
cette équation^ détermineront les polygones réguliers deman.-
dés. CHerclions ces valeurs; a; et y étant positifs ^ pour que &
soit positif; il faut et il suffît que
(r — fl)jf<aa7; d'où y<jir5-
Or, il faut au moins trois côtés pour former une face ; et trois angles plaos pour composer un angle solide , donc x >• a et y ^2. Les deux limites de^ exigent que
>5; doi x<Ç.
On ne doit donc assigner à x que les yaleurs 5 , 4, 5 ; les Taleurs correspondantes de 2 ^ déduites de l'équation (i) , sont
4y ay 4y
o — y' 4 — y lo — Zy
Par conséquent : i*. On ne peut combiner avec x-=^iy que j'=3,^=;4, y=r5; les valeurs correspondantes de a sont 4,8 ;2o; ce qui détermine le tétraèdre y Voctaèdre, et Pico- 5aë Jre ; toutes les faces de ces polyèdres sont des triangles équilatéraux.
2*. Avec a;»=4, on ne peut combiner que' ^==3 •, c^ qui donne £ = 6. Cela fournit le cube dont les six faces sont des carrés.
(*} f^ojret la 4" proposition du 7" livre de U Géométrie de M. Legmdr^*
5®. £nfît) y l<)psqu€ a; =2 5 , le déiioiulHalear 10 — 3y derant être positif, il faut que y'=:i'S\ d'oà a=ia. Cela détermine le dodécaèdre , dopt les douze faoes sont des pentagones ré^ guliers.
Il n'existe donc que cinq polyèdres réguliers , savoir : le té* traèdre , le cube^ Y octaèdre , Vicosaèdre et le dodécaèdre,
171. PéobtAmb. Déterminer la somme des puissances senxz hlables des terfnes d^une progression arithmétique.
Soient a,b^c, <l, • . ., ft, /, les termes de la prc^ression, et ^ la raison ; on a
iroù
è*=:a«i.|-ma'**-^^-f- "/«(w — i)a"»-»/» -h-wj{7w— i) (m — 2)«»-^^^ -4- etc.,
/«• es A» -f- mÀ»-'/-4- -TO (to -- i)A"-«/» 'î-^m{m-^ i) (m — a)A*-î/» + etc.
Ajoutant ces équations membre à membre, et désignant par Sm> Sm^i, Sm^%, etc, Ics sommcs des puissîlnces m, m— 1, m— 2, etc., des termes de la progression, on trouve
d OÙ
Cette dérA^te -formule fait dépendre S^^n des '^pittssaxicôs iiïférieirtpés win^-ft , 'S*— 3 ^ * • • ^ Sa , Si -, Ss.
Exemple. Pour obtenir la somme des m— 1"'"'* puissances ^s ^ taômte^ ntiTturdls 1 , â , 5 , » ^ . , n^ on fait
ee qui conduit à
S„_, = 12!-^ 4. „«-. _ C^^^:^ (S»_. - «"-')- etc. y tn . \ a y
( i67 ) Donaant à m les valeurs i , a, 3, 4, etc., on troare
bo^n,bi= — ,^»=3 — J-— — — 1^— . 4 >etc.
172. ProblIme. O/t demanda le nombre de boulets contenus dans, une pile dont la base est un triangle, équilatéral, ou un rectangle y ou un carré; tous les boulets se touchent et sont de même diamètre.
1^ Lorsque la pile est triangulaire ifig* loi bis) , en lajiivîsant en tranches horiacon taies à partir du sommet S, on obtient les franches représentées ÇJig» 102 &w) (*); la l'^tifaiiché contient un seul boulet 9 la a® en renferme i + 2 ou 3 , la 3* en ^!ontient 1 +a+3 ou 6, . . . , et en général, la n""** tranche est composée de 1 + ^-f- • • • 4"^^ boulets. |jes nombres 3,6, etc. cmt reçu le nom de nombres triangulaires , parce qu'ils expriment combien il faut prendre de cercles égaux et tangens pour qu'on puisse disposer ces cercles en forme de triangle (fig. 103 bis).
* Le nombre des boulets de la pile 5^ABC ijig* 101 bis), étant i*^-3+6 + io + i5 ou 35, on formerait des piles triangulaires en prenant i+o, ou 1 -J-3+6, ou i -4^3 +6+ 10 boulets. Les nombres i+3, ; 1-1-3 + 6, etc., s'appellent des nombres pyramidaux', parce qu'ils expriment le- nombre de sphères é^Ies et tangentes . qu'on peut disposer en. pyramide triangulaire. Les nombres de boulets contenus dans ces plies sont faciles à déterminer. £h effet :
la I** tranche p^n lient . .. 1 boulet, ,
la a* en contient i4-a»
là 3* en contient i-h2-f-3,
la (n— i)*e»e en contient 1 -f- 2 + 3 -f- • • . 4- («— i)- ' Apntant les nombres contenus dans chaque colonnç veifticale
(*) La fignre (loa bis) représente les cinq sections horizontales faites dans la pyramîdje SABC [fig* ici £{>} par des plans menés par les centres àei bonleiSi
et désignant par X.::, le nombce total de Iwvlelt des ia>^ i tranches I on Toit que
X»-i=s(n— i)foi8i-f (»— a) fois a-K«— S) fois 3-f-...-f f /^— (n— i) \fois («— i)
Lorsqu'on prend une tranche de plus^ le nombre total des houlets des n tranchés est
pwr 1+9 4-^ -^-...rf net i*+}»*+5*-f-#-+i»', hw& Viaicurs J «(n+O^è '^^+0 (3» + i), on tpouwe
(i) ... X„ = Jn(/»+i)(/» + fl).
Le nombre n des tranches est égal au nombre de boulets du côté AB de la pile SABG. Dans hi Jigure ici bis, on a ii=: 5 ; la formule (i) donne X5=:55; la pile est formée des cinq tranches.de boulets indic^uée^s {fig* loa bis),
â^. Pour évaluer le nombre % des boulets contenus dans la pile tronquée ABCabc {Jig' ici iw), on désigne par m le nombre des^ boulets du côté ab de fdT tranche supérieure abc \ le côté «1^ de la tranche immédiatement supérieure renfermant TH.. 1 boulets, on obtient le nombre des boulets de la 'çi^eStéSy en remplaçant n par m— i dans la formule (i); la différence ' entre les îiombreç de boulets ^es piles SABG^ S«C}/^ exprimant X, on trouve
* (2).,.X = Hn(n + ï)(rt + ii)~(/ii-i)m(/tt + 0}-
n et m sont les nombres de boulets des côtés AB, ab. des deux bases du. tronc* On obtient le noinbre 3i des boulets de la pile tronquée ABCaic (fig> ici bis) ,' en faisant nimS, m=:3 , dans la formule (2) ; cfette pile est composée des trois de rni fe rc s tranebes de la fig* lou &m , et ces tranehes oontionn eat 6 -4- > o + 1 5 ou 3 1 boulets.
3^ Quand lafHkapoiàf base un rectangle. ABCB(Jig* io3 Us), les tranches horizontales sont des rectangles ; et la pile entière
est terminée pstr^tmeJUe £F ^'botttel»; les CaoMP tMtiUès «ont deax trinngtes éqnUaîéraux £AÏ>^ FIC^ «èt^euk trapikks EFBA^ EFCD. Si la^fc sup^ieure EF Gonttéirt ^ i liéidèt»» la a* tranche dVc'd! sera un rectangle dont les côtés û'i'^^i'iï^, contiendront respectivement ^4*^ bottleCs 01 â h9Afêci\^ y 9ura dose (^+â) X s boulets dans-eetto tiornoba^ luS^atatt»tiendra (^+3) X 3 ^ et ainsi de suite; Dé$igiMMiit par<l^ le nombre total des boulets des n tranches qui composent la pile entière EFABCD , le côté BC renfermera n bouleU^ le côté AB .€n4xnitiendraJ'tf^»; eton aura <.<«>•./ ^ i^i
Remplaçant 1 + 2 + 3+...+net i^+ a*+ 3*+ . • ., + »% par leurs valeurs \ n(n +0,1 n(nr^i ^(an H*iO / '1 ^ëilt. - » -
Soit ^ + n = m, on trouve i . i - 1 - -o "
n et m sont, les pombrés de boulet^ des côtés BC, BA 'de la 4)a£e As la pile. Supposant /i:±= 5 j m= 8 , on trouve que la pile EFABCD contient 1 GO boulets. ..,,,. ?
4°. Enfin, pour évaluer le nombre Y des boulets de la pile
rence entre les nombres de boulets des piles EFABC33, EFa'iVcT.
l>èiignaut -par A^ étmf les nokbni^ Aèi^hmA^Am «ités ic>, ba ' de la bft^^périeur^ du tFanc7ié^ nbnibV.es^Bê>bD«tel» im^Ms
Vxfyb'a'yèé k^bftSëèltt la ipAeWiYdihM'^i^ituk^^ «tt^'^u^ ;
on obtien3i;a doAo ltm<nWbrGd69 bouliHs'difr^^tlè petite pile en
remplaçant âa»s la formelle (3)'>Ji & ffrc-i^t él^- 1 èC i/ii^^^\it ■ jon en'dédttil . " ■ ^'i', ( • 4- ' • ;
(4)-. .Ysa:4(H<»4fti) (3m-«-^i);^(»'--ij)ii'(3>i»'*ph^-ai)}. ny m,n\H m'^eonî les nohAres dfe bduiets des ofttés BC^
:Blà^NfcC| ba, âe»4eax boMB de la pile tronquée. Or • ,•
vABflps/î+ï»=w»> cA = ^ + »' = '»'; donc m — ii=m'^n'; eetle ri^Iatioa. donne le moyen d'élîminer une àfis quantités m'»
. Bourti<wT«rcoinUenIapiletronquéeafrr<{ABCD(^.io3i»), -oontient de boulets, on Caiit mT=^8> n=si5, m'raS, n'=:3^ dana la formule (4)^ ce qui donne .
/ . y=ioo— i4 = 86.
RssiàaQiTfi. Lorsque la base ABCD (^fig. io4 bis) est un carré ^ 7|i:?=n, n»^=i nV^^ P^^^ S^^l) est terminée par un seul boulet, car ^=2 711 — Fi=o, et là file EF (Jig* io3 bis) contient ^-f- 1 Ibôulcts; les formules (3) / (4) deyiennent
173. Tfià(m4m^ L0 produit de n nombres entiers consécutifs quelconques est divisible par le produit des nombres 1, 2, 3, 4,...]i* En effet, l'identité
{p^i)(p+'i)'"(H'n^'ij\p4'n) |_ / n-hp \ ^ Ip^i) (p^.^jp-hn^i) • I ... *»«|' {« — 1) • 1,.. \ « / I . a ... (« — i)
donne
OH
H).(Hta)..,(g^-ri(H-")4(H-0(H>»K(H-'»^i) , p(H-')-fP-M-0 ' I , .. . a .^v '('»"tO ** I . a ... (/ï— i) X . a ... it
<lJl»l-«<i... •■ .'l'
\ Cette dernière dâmclntre queoi le produit de n— 1 npmbres entieci. eontéaUtifa p^r ht ^4- a, ..,, p^n-^i, e»t divisîUejpait l&ptodwtt d^..(ir-*L no^nlurei entiers 1 J o,. '. ., n— 1, le^qste de la ^i^Ûion de (p+0 (p+a):..». (p + ») par n XaX ••• X n sera le n^^Qie que cdut de.: la division de
P(p + • • • (P + « — par 1 X a X . • • X B ; c*est-à-dire que si la propriété énoncée convient à n — 1 facteurs , le reste ide la division du produit- d^ m- nombrâs . entiers consécutifs par 1 X a ... X n, ne changera p^s quand chaque facteur diminuera d'une unité ] le fiisteà^ la division ne changera donc pas>
( 171 ) lorsqu'on diminuera de p unités chacun des n facteurs p + \j p +2 , . . . , p+ n'y le produit i X 2 X ... X 'ï de ces nouveaux facteurs étant divisible par iXaX*** Xn^on voit que si la propriété énoncée est vraie pour tz *— 1 facteurs , €^e le sera également pour n facteurs ', or y elle convient à deux facteurs, car l'un de ces facteurs étant toujours un Bomlirepair , leur produit est divisible par 1 X 2> le principe est donc démontré.
Application de la Théorie des Progressions à la Solution de plusieurs questions qui s^y rapportent*
174. IPtoKiivB. Dbjix voiya^mT$ paient d'un même point et mof'chent^ l'un pendant 8 keares^ Pautre pendanl g heures. Lei^a pa^amru un kilomètre pendant laV heure, et o^^56 pendanî la dernière ; sa vitesse est telle , quetespace parcouru diminue par heure d'une iquantité constante. Le a' voyageur home sa carrière dans t étendue d^un chemin planté deSi .arbres-, à i**|3 de 'distance Tua' de Fcuttre, Le i*' de ces xirbres a servi de point de départ <:ommuu aux deux voyageurs , et le second voyagewr TnarchaiU avec une nitesee constante, se dirige de la munière suivante : U va ju&qu^u Si^ arbre £$ revient ^av^ pmni.de départ) it .parvient delà au. 3^ arbre , puis re\^ient de mmve^au fin 1"*; il arrive ainsi successivement à chaque arbrfi, ^ s^arrét^ enfin quand il est de rtttour au but d'oà il est paru. Ou de*mande leqnel des dxuas 'Voyageurs à parcouru le plus de di-* stanoei ^^^fueZ e&t éJté lesiappoH de leurs mt^stes ; m le premier voyageur eûtjiât sa route d'un inouvestent xUnifiirmte, ^(kk toemnaîtra ttxit le dicniiii ,parcpuiinu ^ar le i^*^ voyageur > en cKerchailt ht-s^Smine des tezwies d'urne progression aritbmé- %Qe, dent. lie i^'^^estim Mlomëtre,^ le deraier o^"'f56 e^ dont ie BûBBQare éeB tomes est ^.; la formule connue conduit pour l'expression de cette somme au^onpJbre 5^'";|M/a]a <544o-n]^^tresj telle est l'étendiie ide la route 'du premier voja^ur.
La route totale «du 2,^ voyageur se détermine avec 4a onéme facilité. En effet , .ce voyageur va au jsr* arbre et revient au i**"^
( 17^ ) il parcourt donc a fois i'",^ ou a"*,4. il parcourt ensuite à fois la distance du i*' arbre au 3", c'est-à-dire a*",4 plus a'",4, et comme l'espace qu'il parcourt augmente à chaque voyage , du double de la distance entre deux arbres , on yoit que la route totale du a? yojageur est exprimée par la somme des termes d'une progression arithmétique, dont le i*' terme est 2",4, dont la raison est 2'",4 , et dont le nombre des termes est 5o. Calculant cette somme, on trouve que le -second voyageur a parcouru 5o6o mètres en 9 heures; il parcourrait donc par heure le 9* de SoCo", ou 34o" • mais le i**^ voyageur a parcouru en 8 heures 544o"*^ conséquemment y s'il eût marché fivec une vitesse constante, il eût parcouru en une heure le 8* de 5440"^ ou 680 mètres. La vitesse du i** voyageur est donc à celle du 2*, comme 680 est à 34o, ou comme a est à 1. La vitesse uniforme du 2* voyageur est donc double de cdle du i*'. Les espaces parcourus par les deux voyageurs étant 544o"* et SoSo*", on voit que le i*' voyageur a parcouru 238o mètres de plua que le second.
175. PROBii3tf& Unepièce d'artillerie a reçu une charge et un degré d'inclinaison tels , que le boulet acquiert, en sortant, une vitesse égale à celle que conserverait un corps , ayant tombé librement de io5684 décimètres de hauteur, si après avoir parcouru cet espace, faction de la pesanteur venait à cesser d*agir sur lui , et qu'il continuât de se mouvoir uniformément* On suppose que le boulet néprouvaUt dé la part de l'air aur cune résistance , se dirige avec une vitesse uniforme , et qu'il met 5 secondes pour parvenir à son terme. Un cc^urri^ mar* chant dans la direction du boulet, part d*un point distant du lieu de la pièce d'artillerie de 1246 mètres , et parcourt 16 mètres dans la 1^* seconde , 32 mètres dans la a* , 64"* dahs la 3', et ainsi de suite en doublant» Jl s'arrête au bout de 6 secondes , et l'on met alors le feu à la pièce. On demande si le boulet peut atteindre le courrier.
' Pour réso udre ceproblème , je rappellerai plusieurs principes de Physique dont on aura besoin; savoir : %
« i*^. Qu'un corps abandonné à l'action de la pesanteur, dans
( 173 ) un millen non résistant ^ parcourt 49 décimltreâ pendant, k 1^ seconde de sa chute.
« n^. Que lorsqu'un corps pesa^nt est tombé pendant un I) nombre quelconque de secondes , la vitesse qu'il a acquise est ^ telle ^ que si la pesanteur cessait d'agir ^ il décrirait par chaque 9 seconde autant de fois g 8 décimètres qu'il s'est écoulé de » secondes.
» 3^ Que l'accélération acquise ^ pendant la chute > par les » corps soumis à l'action de la pesanteur , est exprimée par la •» progression des nombres impairs 1^395^7, etc.... »
Pour appliquer ces principes à la détermination de la longueur du chemin que doit franchir le boulet en 5 secondes , je commencerai par chercher combien il faut de secondes à un corps pour tomber d'une hauteur égale à io3684 décimètres, et le 5* des principes ci-dessus, fournira l'équation
103684= 49(i+3+5+7+..-.etc.), ou !2ii6 = i+3+5+etc.
La progression arithmétique qui forme le second membre, contient autant de termes que le corps dont il s'agît a mis de secondes dans sa chute \ il est donc utile de chercher quel est le nombre des termes de cette progression ; en représentant ce nombre par n, l'équation précédente peut recevoir cette forme
L'eitraction de la racine carrée conduit à 7i=46; ainsi le corps a employé 46 secondes pour descendre de io3684 décimètres.
D'après les conditions du problème, et en yertu du â* principe rapporté, la vitesse initiale du boulet pendant la 1'* seconde, sera 46 X 9%8 = 45o"*,8; et l'esj^ace total qu'il aura parcouru pendant 5 secondes, sera 5 fois 45o"*,8 ou 2â54"*.
Il reste maintenant à déterminer le chemin fait par le courrier pendant 6 secondes de marche \ d'après l'énoncé , ce chemin est exprimé par la somme des termes d'une progression géométrique dont le \^ terme est 16 mètres, dont la raison est 3,
et ilontle nombre des termes est 6. En calculant cette somme ^ on trouve 1008 mètres. Si l'on ajoute h oe résultat^ le nombre 12(46"* qui exprime la distance du point :)e départ du oourner k la pièce d'artillerie > on aura pour somme aQ54 mètres.
On Toit donc que le courrier ne peut pas être atteint par le boulet, car à l'instant où l'on tire la pièce , leoourier est déjà arrivé au point 0& le boulet doit s^ arrêter.
1 j6, Probl^mce. Trois mobiles partent en même temps cHan même point dune circonférence ; ils la parcourent dans le même sens avec des vitesses coristantes , V, v*, t^ ; la longueur de la circonférence est c Jl s'agit de troui^r les renconires de ces mobiles deux à deux , et trois à trois. On suppose v" > v^
On prendra Pheure pour unité de temps ; de sorte que les nombres d'unités d'espace , parcourues en une heure par les mobiles , seront respectivement v', v' et v" . Pour que deul mobiles se rencontrent , il suffit et iriant que la distance parcourue par l'un de ces mobiles > soit égale h celle que l'autre mobile a parcourue pendant le même temps, augmentée d'un nombre exact de circonférences. Cela posé : si après ^ heures de marcbe , les deux premiers mobiles se trouvent sur un même point de la circonférence, les npmbres d'unités d'espaces qu'ils auront parcourues seront v'y , v"y, et n désignant un nombre entier positif quelconque, on aura
v"j^ = v'^ 4- ne j d'où (1)...^ =
ne
Donnant successivement k n les valeurs 1 , s , 3 , 4 ^ etc.', les * -^eurs correspondanftes de y «sprimer^nt dans combien d'unités de temps le a* mobile rencentrera le i**' mt^bile , ^w la i*^* fois , ou pour la a* fois , etc.
Par une raison sen&Uble , %e 3* mobrle aura rencontré »' féis
le 1** mobile, dans -5 -, heures , et le 3* mobile aura ren-
contré n" foi* le 2* mobile , dans -^ 5 heures.; désignant ces
nombres d*heuree , par z et t^ on aura
(i) . . . y = -JT- -^^> W • • • *= <r ' ; , (3) . . , e =r -3, j^.
Pour obtenir les rencontres des mobiles deUx à deux , il suffît de donner succfessivement aux indéterminées », n, n*, les valeurs I , â > 3 , 4 , etc.
Les rencontres des mobiles trois à trois > se déduisent de ce qui précède. En effet, le a* mobile rencontre le i*' après y heures, et lé 5* rencontre le premier après z heures. Par conséquent, pour (Jue lés trois mobiles se trouTcnt sur un même point de la circonférence , il suffît et il faut que les valeurs ( 1 ), (2) de j' et a , soient ég^es. La question est ainsi réduite à ' calcalei: lés valeurs entières positives des indéterminées n ,n^ , qui satisfont à l'équation
ne n'c „ ^ 71 v" — /
d on (4) ... -7 = *ii j.
liorsque les valeurs numériques des vitesses v' , v'', v^, seront données , on réduira la fraction «^ , à sa plus simple ex-
pression ;.; « et /9 seront des nombres entiers positifs, et toutes
les solutions entières positives de l'équo^îon (4) se déduiront dû formules 7i=r:«6, 7i^ = Ce, en donnant successivement & e les valeuts 1 , 2, 3, etc. Le nombre d'heures «écoulées «lepuis Knstaiît du départ des trois mobiles jusqu'au moment oii ils se retrouvent sur un même point dé la cireonférence , e^t exprimé
par l'une quelconque des quJEoitités égales -^ — ^ , ^ 7; désignant ce nombre dTieures para:, et remplaçant les indéterminées n fit' , -psUr léiirh Valeurs générales «e, Ce , on aura
etce '€ce
Les mobHes se seront donc rencontrés e ^s, trois i trois ,
( 176 ) dans -5 > heures j les.Taleilrs correspondantes dey et z étâtit
y = -5 ;•, 2 = -5 ,f on Toit que pendant ce temps ^ le
a* mobile aura rencontré me fois le i*' , et le 3* aura rencontré Se fois le 1*'. Il est facile d'en concluife que le 3* mobile aura rencontré (ff— «)« fois le 2*^ car les relations (5) donnent
{v' — v')a:= flice, (v*— i/)a:==fcej d'où
(ff — a) «c
(v* — v") a; =(C — et) ecy x =
et la comparaison de cette valeur de x arec la râleur (3) de / ^
démontre la propriété énoncée. Ainsi , après -^ y heures , le
a* mobile aura rencontré ae fois le 1*' mobile y le 3* mobile aura
rencontré Qe fois le 1*' mobile, le 3* mobile aura rencontré
(?— - «)e fois le a* mobile, et les mobiles se seront rencontrés
e fois trois à trois : e désigne un nombre entier positif quel*
conque; 3 est la valeur de la fraction -5— -7 , réduite à sa plus ^ simple expression , et on a
ace , Cce (tf — # )ec
ExBMPUB. Une montre marque les heures j les minutes et les secondes ; les trois aiguilles sont sur la douzième heure; il s agit de trouver les rencontres deux à deux et trois dirois de ces aiguilles. Le cadran est divisé en 60 parties égales; pends^nt une heure, les aiguilles parcourent respectivement 5, Go et 36oode ces divisions; on a donc
i/ = 5, i/" = 60 , v*=36oo, c = 60; d'où
v" — sf 55 11 « M cm
Ainsi ^ la première rencontre des trois aiguilles aura heu
( Ï77 ) ■ (|ans 12 heures ; l'aiguille des minutes aura renconti^ 1 1 fois odle àes heures ^ PaiguOle des secondes aura rencontré 71g fois celles des heures, et l'aiguille des mipulies ^ura reo^^ntré 708 fois celle des secondes.
177. Pboblèmb. ffficchus trouva SyJène e^ndwnm près xfun tonneau plein de vin , et boit pendant les trois cinqjiièmes du iemps que Sylène aurait employé à vider le tonneau. Sylène Réveille et boit le reste du viiu Si Bacchus et Sylène eussent bu ensemble, le tonneau eût été vidé slt heures plus tôt, et Bacchus riaurcdi bu que les deux tiers- de ce quHl a laissé à Sylène. On demai^d^ jcombien il faudrait àiheuM. à chaaisn d'eux en particulier , pour vider le tonneau,
I^apr^ cet énoncé :
1**. Si l'on diminue de six heures , le temps empl<>jré par Bacchus et Sylëne pour yider le tonneau lorsqu'ils boireiit successiTementy le reste doit; être, égsj >aa «temps qu'ils ni^traiânt à yider ensemhle le tonneau.
^é Si Bacchu^ «t Sylënè eusseiïl feu enaemblç, la quantité de >ïnbue par Bacchus eât été égale aux. deux, tiers de ce que Bacchus a laissé à Sjlëne. * ;...
On obtiendra donc les deux équations du problème ^ en calculant Icft «pisvtrea^uantités- ^i entreiilTdans bes deiîi conditions. Ou supposera que le4o|ineau.cotitieRt «6. litres de y in, que Bacchus yide le tonneau en x heures et' Sylëne ^ 5y' l\çurfs;
et
pe^d^^jt wmteiii^i TiatsfàktahfÂveLÛttaM ^til»es et Sylène boira
v- litres- Or , Bacchus boit pendant les -^ de 5y heures , ou 3y •^ 1 »
houyes-; ^'^^^ ^i^ctçtf , pendanl ce temps , ,3y fois - lÀres, ou
litt^.' Cherdh<ms-eik conibien de temps Stlenié, a^jbi^<>e.reslê, il.boit.ft lMl]|ÇS Wi?y3WfHft*^i5'wf-èn*ïe iialîtt»i«ft**«3«*»fti^9
X X ÛL
la
•ti em -i2. (x — * 3 y) heures. De sorte que Bacchus et Sjlène
5y ajant bu suocessiTement, ont Tidé le tonneau en 3y+-^ (x — 3y)
heures, c'ert-è-dire, en <- (8**- i5y) heui'es.' ' ''
tox*— layj neures.
lissent bu ense^I
- -f- «S*- Utres^'Ou -^-^ *^ Ktres , en une betire • c?ést-à-dîre
«(x-4-Sy) Iitre$ en 5xjr heures , et par oonféqueipj^t lç»^fi'litr0& contenus dans. W' tonneau ei ■■■ * ? ' ^ heures; la tiôrtn^n dé tïn
bue par Bacchus pendant ce temps , eût été '" ,7^ ifotèf -litres,
x^-(-5y • jp o^
ou — r»^7r- litres. ' ,
Les équatkms du problème sont donc
elles se réduisent à
(i) f . , !;t§4:y* -^7ft>r^rft 5ap?y^eii:*^ Jory =» o ,
La natûfe dé la question actuelle exigeant que j^ et ^ soient positifs, on rejettera les valeurs néf^tivesi de ces inconnues ; ce' qui conduira au calcul suiyant : l'équation (a) donne
Il , / 121 , , a . 11 , 10 a
• La-subslitiition de «ette talêur'- dej^ dans l'équation (i) conduit à x=: 1$; d^où y ;= a ^t 5y = lo. Ainsi ^^aq^usMTaat seul eut Tidele tonneau en 1 5 heures, et Sjlène en lo heures» Ces ^tfHWbreis ^wtiafoiit :à tovAes les ^csolldiCions; du problèmer. En
effet, Badsiius t|rouiFe.$jlène endc^riyiijqt Jboil pendant les t. de
( *79 ) . io iieures, ou 6 heures; or, en une heure il boit ^ du
tonneau; il a donc bu pendant 6 heures les —, ou les
- du tonneau ; il laisse donc les -= du tonneau à Sylène -, Sy-
lene s'éveille , et boit le reste pendant lés ^ des lo heures qu'il
mettrait a rider tout le tonneau, c'est-à-dire en 6 heures r de sorte que Bacchus et Sylène buvant successivement , ont mis 1:2 heures à yider le tonneau. Si Bacchus et Sylène eussent bu
éttsemUe, ila auraJent vidé , d^isùne heiure , ~r 4- — ou 7^ ,
du tonneau, et pir conséquent le toniieau en 6 heurea,, c'estrà-
dîre en six heures de moins que s'ils eussent bu successivement.
Pendant six heures y Bacchus «ût bu les ~ du tonneau ; b'est
en effet les -= des -z du tonneau qu'il avait laissés à Silène.
178. pROBLiiGB. Former la longueur du icètrs en plaçant des pièces d'oir de;ûo francs et "de ^çTfràhcs les unes à la suite des autres.
gueùrs des diamètres de ces pièces devra être égale à 1000 milli* • mètres; il suffît donc de chercher les valeurs entières de x et y, qui sati^nt.à féqtiation aiaî + ^jr^i* lôoo: elles dépendent des formules -; ;... :, , ». ; ;,,j;. , .jr*);
a; = 26e — aoo, j^ = 200 — 21e,
et comme e, x ély y doivent être des nombres entiers positife, on ne peut taire .q\^e e=8 , d'.^ù .jç ;?:. a^ jy!=3a ; et e=9,d'oii 07=34, y= 11. Pair^fî9i^*iewl/ BOi«rj'*w^j»er.Jf longueur du mètre avec le plus petit nopibre possiblç de pièces de ao^ et de 4o', il faut prendre 8 pièces dé 26^ et 32 pièces de 4o^ La 2* solution fournit le moyen de composer la longueur du mètre avec la plus petite somme possible.
( iSo )
Rbmarqus. Lorsqu'on assigne d'autres valeurs entières à e, une des inconnues x , y , devient n^ative ; ce qui indique qu'on peut obtenir la longueur du mètre en portant d'abord des pièces de 20^ ou de 4o' dans un sens, et en reportant des pièces de 4o^ ou de ao^ en sens iuverse* Par exemple) ê^stio donnaAt a:=6o, y:= — 10, on met 60 pièces. de 20^ les unes k la suite des autres i on porte to pièixs de 4o^ ea sens înwse en revenant de la dernière pièce de ao^ vers la première > la distance de la dernière pièce de 4o' à la i" pièce de 20' est 1000 millimètres ou un mètre.
17g. PaoBLiMSé Déterminer un nombre entier JS, qui soit égal à la somme de ses diuiseurs {(m fait abstnaetion du diviêêur 19).
Un nombre premier ne saurait jouir de la propriété 46mapr dée^.car la somme de ses diviseurs est égale à Punité. On chercbera donc si N peut être de la forme «"^X^y « et C désignant des nombre» premiers. Le nambre «e.*x6 devint être égal à h somme de ses diviseurs , on a
«« X ff = (i 4- -+*»+. .. + «*") X (i + C>— ^<\
d'où
ff=
Or^ C doit être un nombre entier ; cette condition exige que le dénominateur soit funîté; car autrement , lé reste de la di^i- :sion du numérateur de C, par le dénominateur | serait «•«.,
2(1 4-«+«*Hh •••+•"*"*)> et m étant positif, ce res^ oe se réduirait pas à zéro ; il faut donc que
Or, cette équation revient à
#"*— r ^~^' )=i> ou à (*«— 1) («— 2)=:o.
a devant être plus grand que l'unité, on' ne peut admettre ^ue k valeuff Hh ^ ^ '^ V^e ^i™^
et pooTTU que les nombres m, 6, soient premiers , cette valeur de IT jouira de la propriété demandée.
Ainsi; on fait la somme des nombres i ,^f â% a', etc., jus*' qj/A ce qu^on obtienne une somm£ qui soit un nombre premier ; on mMikiplie cette somme par ta dernière puissance de a à laquelle on s^est arrêté; le produit satisfait à la question.
On en déduit que les valeurs de N sont 6, â8 , 496 , etc.; ces nottbreflFCHt reçu le nom de nombres parfaits.
Sur ht Théorie générale des Pofynomes et des
Equations algébriques.
<i^ La pro|^iété fOodamoitale de oottâ théorie consiste en ee^e toiête équation f(&)txo a une racine; «festià^ire quHI existe toujours xme expression réelle où imaginaire de x qui 9 sttb^titiiée à l'inconnue $i , rend l'équation identique. Cette proposition a été long^temps regardée comme évidente ; M. Cauchy en a donné une démonstration que nous allons fairç connaître, et qui a l'avantage de prouver en outre que toutes hs racims imaginaires des équations algébriques sont de la forme
aàib]/ — l 'yC et b désignant des quantités réelles. Nous commencerons par faire observer que toute expression
imaginaire de la forme adib ^— 1 peut se mettre sous la forme
dtl/^sinl);
il suffira pour cela que Ton ait
a = ç cos • , ô = ^ sin G ; d'où l'on ti|-Q
^• = a* + &% cos^ = — : j sin* =
ya^ + 6* \/a' + b""
On peut donc toujours déterminer ^ et ^ en valeurs réelles dr manière à opérer la transformation ci-dessus indiquée.
On pourra donc facilement élever toute expression^ de la
forme a dzby — i à des puissances entières ou fractionnaires, positives ou négatives, réelles ou imaginaires^ il suffira, d'japrës ce que nous avons vu (n® 1 3Q) , de multiplier l'arc 8 par le degré delà puiss£^nçe, puis d'élever le facteur réel ^ à la même puissance.
18 1. TnéoBÈMB. Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs imaginaires des constantes à^, Ci , . . . , a»^i , a» ^ l'équation
* (i). . .aoX' + aior"'"* + • •• + ûh«.iX -f- û» = o^;
dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur à t unité ^ a toujours des racines réelles ou imaginaires,
Di^MONSTRATiON. Désîgnons, pour abréger, par /*(«) le premier membre de Véquation (i) ; f(x) sera une fonction réelle ou imaginaire, mais toujours entière, de la variable x; et, puisque toute expression réelle u se trottye comprise comme
cas particulier dans une expression imaginaire u+vv — ^r îl suffira, pour établir le théorème énoncé, de démontrer généralement qu'on peut satisfaire à l'équation
0).../(x)=o, en prenant
pais attribuant aux nouvelles variables u et t^ des valeurs réelles. Or, si l'on substitue la Valeur précédente de x dans la fonctioa f(x) y le résultat sera de la forme
♦ ("> ^)> ;k("> ^y désignant deux fonctions réelles et entières des variables u et v. Gela posé , l'équatioti (1 ) deviendra
et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux équations
réelles
ou, ce qui rerient au mé^ne, Féqiuition unique
Donc , si l'on pose pour plus de commodité
(4) . . . F (u , V) = [^(u , V)]* + Dk(" , v)]S
il restnri^ seulement à montrer que l'on peut obtenir des valeurs réelles de u et de v propres à faire éranouir la fonction
On y parviendra sans peine à Taîde dés considérations suivantes :
D'abord^ potor déterminer la valeur générale de la fonction
^(j^f ^)y on Ireprésentera chacune des constantes réelles ou îma-
gmanres Oo 9 ai, • . . , a,_, , «„ , ainsi qxie la variable imaginaire
""h^'K — ïj par le produit *d*un module et d'une expression réduite; et l'on écrira en conséquence
t <i» = f4»(co8 0«*f- V/— ismfl«), avsspi(co8^i-if. V/-4 fiinfit)...
(6)...u-f V |/— 7==r(cos<+l/^sînO.
On aura par suite
-h f,-., r [cof (« -f-0«-i) +1/^ fînCt + 8»-.i)] -f- fn (cm 0i( +V/^ sin 0») ;
et l'on en déduira
f^(tt,j*) = ^*i^cos{n<-fe.)4*fiî»-" coi(/i— ï . «4-0,)4.... 7 ... -f-p«- 1^*008 (t-f.d«.i)-f- f»eos6«,
|;fc(a,i/) rsf fùf »\n(nt -h Bo) -j» fir^* 8in(n — i . t.-|«|,) -f ...
p/^ j,x /f»»* co»(/it+So) -4-^,1*-» co»(ii—i . 14.00 + - î*
. rfor»slo(itf-f*â#)-f*pi r»-» 8ia(ii— X. t-f-0O+ ...l* C -f* fi»-i r sin (t -f- ô«-j) -f-f» «n O* J
'■+• etc.
Il résulte de tette dernière fontttile que la fonttion F(u,v),
toujours évidemment positite , est le ]»t)âiiit de deax fticteors,
dont l'un ^savoir
croîtra indéfiniment si Fon attribue aux Tariables zi ^ v ou à Tune d'eUes^oIement do» valeurs nvttériftoes de plus eh plus grandes, tandis cpe l'antre %)ieur eofrverlera dass la même h jpotb^se vers 1^ limite ^9% o'est^à-di^ yer» Âne limite finie difl)Srente de fséro. On en «enclora quiB ]h fonction F(uyv) ne pe«t eonserrer une valçur finie qu'autant} que les deun quantités Ufif reçoiyent éUes-mémes des yaleurs de cette espëée^ et denént infiniment grande des que l'une des deux quantités croît indéfinimc^ De plns^ comilie Téquation (4) donne pour F(iyV)p une fonction entière, et par conséquent unfe fonction continue dtf tariables ù et v, il est clair que F(u, v) , cariant avec elles par degr^ iinsensîblos, et ne pouyant s^libaièsef au-^diBssous de zérO; atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite ii^fép rieure qu'eUe ne dépassera jamais. Représentons par ^ cette limite , et par thjir^ un des éjrstèmes de yaleurs finies de zm^ de v, pour lesquels F(»> v) te! i^uit à A ^ en sorte qu'on ait Identiquement,
(ia)..'*F(ttoiVo)iâ=A.
lia différence F(u , v) —F (u^^ Vo) ne s'abaissera jamais au-dessous de zéro ^ par conséquent , si l'on fait
{(désignant une quantité infiniment petite 1 et h, k deux quan-
tités finies, l'expresnôn
ne sera jamais négatiye. En partant de ce principe; il sera facile de déterminer la râleur de la constante A; ainsi ^u'on Ta le faire Toir.
Si dans l'expression imaginaire ^(u+vv—i) on substitue pour B et V leurs yaleurs données par les formules (l i); cette expression y devenant alon une fonction imaginaire et entière
du produit
pourra être développée suivant les puissances entières et ascendantes de ce même produit. En désignant par
ECcosT-f V/— 1 sînT), R,(cosT, + v/— -i sinT,), , Rn (cos T„ + l/^ sin T.) ,
les cœffîciens Imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peuvent se réduire à zéro, et faisant pour plus de commodité
(12). . .* + A t/^ î=^ f (cos + V^^ sîn«), on obtiendra l'équation
-►**R, p[c<»(T, -f « H- V^ iwi (T, 4- 6)5 -f. *^ . ..... ^.A'R'f^CcwtT. 4-n«)-^.^/^sln (T. 4- «0)],
dans laquelle les termes du second membre, et par conséquent les modules
*ky Rl| .'.•*, Ri»
ne sauraient s^évanouir tous en même temps* Comme on aura d'ailleurs
^^^ ^ / /["o -h ** + (f^ + *A) i/ri]
on conclura de l'équation (i3)
!^(Mo + «^,ï'.4-**)=RcofT-#-#R,^coi(T,-fl)*f ... +*-Rpp-co8(T. + ii«), ;t(tt»-f «A, i/p + «dl) = R sin T-f.*R,^ 8W(T, -f- fl)4" . .. +*»R-p» ira (T« + /ie);
et par suite
= [RcosT+«R,p cos(T, -M)-h... -l-««R«f"co« (T.-f-iifl)> + [RsinT-f «R,psîn(T, 4-ô) + ...-f-«»R«/»» sîn (T. + nfl)]»
Si dans cette dernière formule on pose «==o, on en tirera
Donc R*c=A, R=A*.
Si maintenant on développe le second membre de l'équation (16) suivant les puissances descendantes de R, et que l'on j
remplace ensuite R par A^ y cette équation deviendra
(17). . .FCll^-f-itA, «^0+ «*)
5=A + «A»«^rR,c08(T.— T-|-fl)-|....-f- «—'/»"-« RvCOf(T»—ï-f-n*)] -i_ . • / rRt cos(T, -4-0)4-. ..4.*»-«f»-'R« rosfT« + w0)l«î ■*"•' '• '^ "( + |T^ , ait, (T. + 8) H- ... 4- *— ' />— R« «m (T. +■ nfl)]» f '
et'y si l'on fait passer dans le premier membre la quantité A=:F(Uo, O , on trouvera définitivement
(18). . .F(iio + «A, i'. -4- «A) — F(tto, •'.)
= aA* «/>tR, C08 (T. — T-f fl) + ... -f *■-• f.'»-' R. cos (T. — TH- nS)1
^ ^ 5 l1^t«>8iTfl-9)-l-...-h*»-V"*"R»co8(T.-f-«8)]«J + * /»' X î^[R,8in(r,-«-9)4....4.«— •^•^«R„8În(T. + ne)]*5*
Gela posé , puisque la différepee
F Czi« + «'i , Vo + *A) — F {uo , Vo)
ne doit jamais s'abaisser au-dessous de la limite zéro^ il faudra de toute nécessité que , pour de très petites valeurs numériques de ce 9 le second membre de l'équation précédente > et par suite le premier terme de ce second membre > c'est-à-dirè le terme qui renferme la plus petite puissance de m y ne puisse devenir négatif. Or, en désignant par R» la première des quantités
Ri ? R»» R»?
( 187. > qui obtien* une Tale^^ différente de zéro^oQ trouTCriL pour le terme dont il s'agit
'2 A* ««p^» CCS (T„ — T + m9)
si A n'est pas nul , et v .
dans l'hypothèse contraiire. De plus, comme la valeur Aè l'arc # ' étant lofut-4-fait indéterminée, on peut en disposer de manière
à donner au facteur
cos(T« — T + mfl),
et par coi:iséquent, au produit
tel signe que l'on Toudra, il est clair cpie la seconde hypothèic reste seule admissible. On aura donc nécessairement
(i9)...A = o; ce qui réduira l'équation (10) à
(ao)...F(tto>«'c) = o-
Il en résulte que la fonction F(«, v) s'évanouira si l'on attribue aux variables u, v les valeurs réeUes i/o, ^or et par suite que l'on vérifiera l'équation
en prenant
En d'autres termes , Up + Vo \/^ sera une racine de l'équation (i).,.a^4-aiX'«-'4- ..• +an^iX + an = o.
Coaoi;laire. Si a -f-b V^ — 1 est racine d'une équation f (x)=o, 4 cùefficif^s réels , à— b ï/— t le sera aussi.
En effet, soîtP+Qt/ — i le résultat de la substitution de
O'^b V^-*i kx dans le premier membre de Féqoation, il faudra qu'on ait séparément P=o, Qa= o, Qr les termes de Q
né pourront provenir que des puissances impaires de by — i et changeront de signe avec b ; tandis que P ne renfenbant b qu'à des puissances paires , restera le méme^ quelque soit le signe
de b } la substitution de a*- b |/— i ix donnera* donc pour
résulUt P— Q \/^^f et P— Q V^^ est égal à téta , patBqve
P et Q sont réduits à zéro. Donc a — b |/^^satîsfera à l'éqtiation.
182. TnioBiME. TotUpoiynome de degré pair, à coefficiens réels y peut être décomposé en facteurs réels du second degré.
En effets les racines imaginaires sont en nombre pair ^ et par
couples de la forme a'±ib V'^x, qui donnent toujours deux facteurs X— a— ô |/—i et a: — tt + 6|/ — 1 dont le produit est ( x*-^ û )*4* fr*« Quant au!t racines réelles , qui aerotti aussi en nombre paif , elles fourniront cliaetiiie un facteur réel du premier degré ^ et le premier membre de Téquation pourra par conséquent être décomposé en facteurs réels du second degré.
En faisant c + 6 V^t i = C (cos 9 + l/— 1 sini ) , on aura
Tçlle est la forme sous laquelle pourront se mettra tous leé facteurs du second degré relatifs à deux racines imaginaires conjuguées.
i83. On sait qu/e tout polynôme du degré m est égal au produit de m facteurs du premier degrés multiplié par le coefficient dupremier terme \ etde plusqu'iln*y a qiCiineseuI» maiûèred'opé-' rer cette décomposition : de sorte qu'une équation du degré m. a toujours wi racines ^ jamais davantage.
Cela posé^ deux polynômes entiers du degré. m sont nécessairement identiques lorsqu'ils sont égaux entre eux pour, plus de m valeurs de la lettre ordonnatrice; car, soient ^(x) et ^(x)
089 ) ces deux polynômes y on doit avoir F ( jc ) =:; ^(x) pour un nombre de valeurs de x supérieur au degré de cette é<jnation , ce qui ne peut avoir lieu si les termes ne se détruisent pas identiquement.
i84. PnoBLJkBOU Former un polynôme enfier du degré m, connaissant ses m racines , etla valeur quil obtient quand on
Soit u ce polynôme ; soient x i , x» , 1:3 ^ ... , Xm ses m racines , et Uo la valeur de u pour 0^=2X0. Le polynôme cherché devant être divisiUepar chacun des m binômes x—Xi , x— «x» > . . . , x— Xm^ sera de la forme
U=> A(X — Xj )(x — X»)(x— X3). , .(x— Xm).
Pour déterminer A 9 faisons x=XQ^nou^ aurons i/p=;A(4E:o*-*J^i)(aro — a:»)(Xo— xj) ... (Xa— x»);
d'où A = / "'' ".::"xV ' ;:"" ^w-.,»"" ^ ' \ '* ' 7j>^' " \ > -
(Xo — Xi) (Xo — X»}^X. — Xs) ... . ÇXo— Xm)
et par suite
'Y «J^o~^ ^1 j \ Xo *"" x^ y * * * \ ^o *"* ^"t /
i85. PnoBLfaf^ Former un polynôme entier du degré m, connaissant les m-i^i valeurs quil prend quand on donne successivement (à x Usra.-^^xvtdeurs > Xç^Xt, ^«, . . . ^x..
Soit ucepoIj^piomiEî>^tw»Aî^r«^»'««>«misesm+i valeurs connues. Nous avons trouvé (n*^ i84) la forme d'un polynopie èm degiré ivt^i se réduîsatt & une valeur donnée Uç^ pour mzstiXtyy et qui devenait nul pour toutes tes valeurs X) , x^ ^ Xi^y 1 . V y «W" EiVMBtt lésôudrons dont? lU question en faisant la somme de m-{- 1 polynômes de celte forme qui se réduisent impMlvfegieçt kUof^i y tt^y^i, ... y Um y pouT cliacune dea( m «4^ i^miia^î^^x el qui deviennent liuls poigr les m au-
très; il 6n résultera
(arib— xj (a:o— JC. ) . . . (a:^— x„)
(f »~'^« ) (^t— a:» ) (x, — jTs ). . . (a:,--x„)
Cette somme formant un polynôme du d^é m en x/qui pour les yaleurs a:,, x., . . . ,^j^, attribuées à x^acsquiert les m + i valeurs données i«o, Wi/- • • i «m /satisfit aux conditions demandées et est le seul c[ui puisse y satisfaire, puisque deux polynômes entiers sopt identiques quand ils sont égaux pour im nombre de valeurs d[x supérieur à leu» degré. »,
ai Fon change u en m — a , à désignant ^ une constante quelconque, il suffira de changer u^, m., m., ...,«„ en u^—a, 1*1— a, ^ . . , «,« — a, car si, la substitution de x^ donne
«=:ii«,enerendi'àu — a=i^«—ajon aura alors la formule
suivante:
,c. • «1 . • •• , ; Vf 'T' I' • « ^ » « * r"*r'. .< 1
;;;Çtte,f6rmule.4;çUfé^^^
profiter de la çon^tanl^a çowr.^aire.dispawîfre U« tenue du se-
des Taleursuo, «.,..,.,«„.. , ._ : ,,.,
.,'5>' !î*l?^^ '?'^ >«"Wt d^teminer »n potyiwme du. 'pire^ mier degré eti ^,,,<,Hi « rédui^'t respectiTemeat à u. et «.. pour les Taleu^s x„ x. de xj on ferait a=«. , dans la dernière
formule ^ et on aurait
Ui — Mo , V
U — Mp=-; (X — Xo).
*Vi "7" Xo
Si tt et 0? désignent l'ordonnée et l'abscisse d'un même p^t > cette équation sera celle* de U droite qui pasisera par les deux points x^ ,UoetXi,Ui, .
i86. Thêobehs. Soient Xo^ Xi^ , . • i x. un nombre m-^* ^ ^ valeurs dxy à chacune desqyslles correspondent n-f-i valeurs d^y qui peuvent varier d^une valeur dxà t autre /. si deuxfonc^ tiens entières, du degré m en -x,, et du degré n enj, deviennent égales. pour toutes 4fes valeurs yTx et éj, elles seront identiquement^égaie^ En effets soicfnt' les deux fonctions F(a?y y)^ ç{x,y) .-fies deux fonctions F (a:© ^y) > ^i^o^y)} dievenant* égales pour n-f- 1 valeurs de y y seront égales^ qufsl que soit j^ , d'après 1^ 4^ théorèmes précédens. Semblablement ¥{xi,y) ^ 9(^1 sy) seront' égales qud que soit j^ , et ainsi de suite jusqu'à F(arm,y) et fix^y)* On aura ainsi (m+i) égalités dans lesquelles on (peut supposer que l'tm.dcmne à^ une même Talenr arbitraire *, d'où il suit que> quçl fpfi soit y, les fonctions ^(^^y) ^ ♦(^^y) sont égales pour m+i valeurs de a?; donc enfiiinéires'sént égal'e'^ ^èï què>ôît x , et' par suite les deux fenoèons^ F(x,jf), Xa:',y) àont^ égalés ç(uels ^e "soient
xeiy: '' "'■ ■■■' ' . -î :^- • -^ • ''''-'.' '■'', ■''':;■
187.; GbifoiiLiâiau irsaii'de'l^' que deux ibnctions éntîesres sontégdes identi^ement^' lorsqu'elles deviennent égales pour des valeurs entières "quelconques de ces variisLbJes ; ou seulement pour loqjtës lé&valeiirs ëùtiiirès qui surpassent une limite donnée»
On en peut dire autant d^s fbnbtions d'une seule variable.
188. P&o^tiMS. fformufL^ne fonction tntièfe At degré m en xet du degré n eny, connaissant 1^ valeurs ^particulières quleUe reçoit lorsqu*en prenant pour x Pune des valeurs de la
suite ..;••- ■ ) ■ -■ ' ■
on prend en même ïemifiiipbur y luke ijuétconque & n -|- 1 l^aleurs données y quichangentd^unevakur'd^xà Vautre.
( «9^ ) Si dans la formule trouyée (page 190), pour le cas d'une seule Tariable , on remplace u par F{x, y^,on trouvera
, (J — Xo)(x — x,)...(x— x^^O ^^ .
V«3î'n»— Xp J V^m ~ Xi } • . . (Xm — Xm^i )
Et si Ppn désigna par p ua ii9in)»P<s WÎ«er quelconque audessous^ 7^4» 1 , et par j?oi jTt > J'» • . .jf» 1^ ii-4- ^ Vadeun d'y oorri^spo^dan^es i x^», on aura senpdililldmieiit . .
0> vj / ^
; Cette dernière fprmule fera ço^çi9|tc,e s»cces^ym^^ .}t^jft^ leurs de F (xp ^ y), . . ; . , F(x^, j.),^ en donn^ à f .les.Rfto»^ successiyeff 0,1,2, . . . , m ; et lès' reporUnt dans l'ayaii^ 4^ ^}fj^^, *î!***j^^ ^, J^ cpni^aîtra la foftçtiqn dfnw}4§a Jg'.f^ >50-
..*/'' ^^,''^'* ^^ ^?,?^% manièrç flo^F.ks fwçtwftf H^m ^^m
bré quelconque dç yariabljçs. ... . ,,
^'t^usaDoris offrir ^q^^^^^ ' .
PRpBLpfE. Exprimer le nrodaU
'cruntoym d$s'proétdts'%iva7is ^'[ "-' " ?
et de ceux qu on obtient en r^iplqgqfil j^ j^ l^
SuppoMiM d'abond que x et y «oieal eatiers et supérieiurs à n ; le produit proposé sera le numérateitr de la fraction ^i ex.prime le nombre de oombinaisons que l'on peut faire xvec X +J^ lettres prises tz à n. Désignons par a^ b, c ,d, , , , fl^un nombre xde ces lettres et par « , C, y, ^ , . , ft, les y autres. Nous pourrons considérer le nombre total des combinaisons ^ comme décomposé en groupes renfermant ^ le premier , les combinaisons où les n lettres seront prises seulement dans les X premières -, le second , les combinaisons oh il entrera n— 1 lettres des a; premières, et une des j^ restantes, . •. et enfin \e dernier groupe renfermant les combinaisons Bsiites seulement avec les y lettres «, ?, y , . . . , ju.
Or , on voit facilement, d'après la théorie connue des combinaisons, que les divers nombres de combinaisons renfermées dans ces groupes sont respectivement ,
x(ar— i) (x— -a) . . . (x — re + 2) y 1 . a . 3 ... n — 1 ' 1 '
rt-*-a
yCy— OÇy— a) ...(y— y+ .i) -
Egalant cette somme au nombre total des oombinaisons des ^4" y lettres n à n, et chassant le dénominateur, on aura le «léveloppement demandé
( igO
Cette égalité ayant lieu pour toutes lef râleurs entières de X et j^ supérieures à n^ aura lieu quels que soient x et y*
1^ GoROxxAiR£. Si Ton remplace x par — x ety par -^y> la formule précédente devient
=x(aî+i) ... {x + n — i) •+--x(x-}-0'*'(^+'*"~^):y SL* CoRGiXAiss. Si l'on remplace dans la même formule^ x eXy
par T > T 9 elle deyiendra^ après aToir chassé les dénominateurs y
{x-{ry){x+y—k)(x+y—2k)...{x+y—nk+k)
5=:x(x— ft)...(x-fi— nft+A)4- -x(x — A). . . (x — /ïft + 2A)jf
k pouvant être un nombre quelconque entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
3*GoROLLArBB. Si dans la même formule on égale dans lesîdeux membres les termes du degré n par rapport à x et ^ à la fois, on obtiendra le développement de la puissance n du binôme X -f- j^ , et on trouvera
(x+y)"=a:»+ nx^-'y + ^JZ2l a;"-y + ... -f. j,»
190. On suivrait la même marche pour développer le produit des n facteurs
(x+j + ;s..O,(^+J^+z.... — 0,...,(x+j + ... — ri + i), au moyen des produits
z{z — i) , .,Çz — n -f- 1) ,
et Fon en déduirait semblablement le développement de.
Sur la recherche des Équations {f après des relations connues entre leurs racines et les racines c^ Equations données.
Nous supposerons d'aborcfque les racines de l'équation cherchée ne soient^lices respectiTcment qu'avec une des racines de l'équation donnée , puis avec deux y trois y et enfin avec un nombre quelconque d'entre elles ; de là résulteront les problèmes suivans ;
191. PROBt£MS. Trouver une équation à une seule inconnue^ jf qui soit telle y que ses racines soient liées àchacune de celles de t équation donnée F (il) = , par la relation ^ (x , y) =i: o.
La question revient à trouver une équation qui ait pour racines toutes les valeurs d'y que l'on obtiendrait en remplaçant dans ^{pc y y)^=zOy l'inconnue x par les difiPérentes racines de F {x) = o. Il ne s'agit donc que de trouver , d'après la théorie connue de l'élimination y l'équation finale en j^ ^ résultant de Féliminâtion de x entre les deux équations
F(a7) = o, ip{x,y)=zo.
Les transformations les plus usuelles relatives à la résolution des équation's y se rapportent à ce problème.
192. Proelèms. Trouver une équation dont les racines soient liées à n racines quelconques d^une équation donnée, par une relation donnée^
Soit F (x) = o l'équation donnée. Désignons par x, , a7»,...,x,, n racines quelconques de cette équation , et par
(i)...4>(x, , x^y xsy...,XM,y) = o,
la relation qui doit exister entre ces racines et la racine correspondante y de l'équation cherchée ^ il faudra que l'on ait en niéme temps
FÇr,)r=o, F(x,)=o, . .;,F(x,)=«o,-
Ces n équations ayant lieu conjointement àyec çixx , x^.,y)z=o qmUiesqat soient les racîiies jc^ ^ . . . ^ x„ , et n'exprimant autre chose sinon que Xi , x^p • • • > ^à > wot racines de F(x) = o , il s'ensuit que si l'on élimine entre ces t^ -f- 1 équatitma , les n quantités , x, ^x^, . . , yX^y l'équation finale en^% aura pour racines les valeurs résultantes de t9utes les combinaisons assignées par l'équation (i) , entre n racines de F(r) = o , et sera par conséquent l'équation cherfchée.
Nous allons donner quelques applications de ce principe, au cas où les racines de l'équation cherchée dépendraient de deux racines d'une équation donnée d'après, une loi connue.
195. Problèms. Trouver une équation dont les racines soieni les différences entre deux racines quelconques d'une équation donnée .
Soit l'équation donnée F(a:) ^ o. Désignant par x, , ^ , deux quelconques de ses racines ^ et par y la racine correspondante de l'équation cherchée ^ on aura à éliminer x^ et x% entre les trois équations 1
F(a7,) = o, F(a7g)=o, Xi — J^«=J'.
La dernière donne Xi-= x^ +y.
Reportant cette valeur dans F (xr) = o , il reste à éliminer
x^ entre
F(x,) = o et F(Xft+j') = o;
ou , ce qui est la même chose , à éliminer x entre
F(ar)::so et ¥(^x + y)=o.
Si l'on avait d'abord éliminé x^ au lieu de Xt , on aurait eo x^ =s Xi — ^ 9 et il serait resté à éliminer Xi entre les deux équations F(a7,) == o , F (Xi — y ) = o,ou bien entre la proposée et F(x — j') = o. D'oïl il suit que pour avoir Téquation aux différences on peut substituer à x indifféremment xdiy et éliminer X entre l'équation proposée et celle qui résulte de cetts substitution. Cela montre d'abord que l'équation aux différences
( ^97 ) se change pas quand on ehauge^ en — ^ , et que par coïiséquettt les termes de cette équation sont tous de degrés pairs , comme
noua le verrons encore par une autre considération.
On Toît facilement qu'en faisant passer successÎTcment Xi et or» parles m valeurs dont elles sont susceptibles, m 'étant le degré de Féquation F ( j?)= o , il en résultera m* valeurs poiary; réqtration feiaïe en y sera donc du degré m* ; mais on pourra l'abaisser ei^ observant d'abord qu'il y aura m valeurs nulles de y relatives aux différences de cbaque racine avec elle-niême ; on pourra donc y supprimer le facteur^"*, ce qui réduira le degré h. m^'^m oo m(ï»— i). On observera de plus que 8*îi y a la racine x^ — x» , il y aura aussi la racme a?, — rr» , etTjue par conséquent les facteurs de l'équation en y sont de la forme
( >'— ) ( y+ *) , ( y-C) ( j' + 0, "• ou ( y» — •) , ( jr»,r--ff»)...
Et posant y*=».,ôn aura une éqfuatioà du degré 4 m (m — i ) en z f qui aura pour racines les carrés des différences des racines de la proposée.
Nota. Il est bon d'observer comment on peut supprimer de suite les m solutions nulles , au commencement du calcul. L'équation F ( x +j^) ==o peut se développer comme il suit:
F(^x) + r{xyy+F'(^x)-^ + ... =o,
eleit vertu de Péquation proposée on pourra supprimer le premier terme F ( x ) , ce qui réduira là question k chercher les solvtîoins communes aux équations
F'(^)y + ï^(^)-^ + --- =oetF(x)==o.
Or, si l'on divise la première par .y, on détruit les m solti'tions communes à ^^=0 et F(x) = o, qui sont précisément celles que l'on voulait supprimer. On continuera alors l'opération comme à VordinairC; et l'équation finale en y ne contiendra
( »98 ) qjuie les 9t (m — 1 ) différences entre cliaque racine et les m -^ i autres.'
pROBLÈMS. 7)rouver une équation qui ait pour racines
' les sommes deux à deux des racines dune équation du m^"*'
Soient Xj , x^, deux racines de l'équation ( 1 ) ^ et y la racine
corresponchinte de l'équation cherchée; on obtiendra celle-ci
en- éliminant X| et x^ entre les trois équations
F(a:, )i=o, F(x») = o, a:,-J-x»=jf.
La dernière donne x^ :=zy •— ar* ; substituant cette Taleur de Xi j il faudra éliminer x^ entre les équations
F(a7.) = o et F(jr— Xt)=o, ou bien éliminer x entre
F(a?)=:oet F(jf — a?) = o.
L'équation résultante sera du degré m* , par la même raison que dans le cas de l'équation aux différences; maison pourra encore l'abaisser en observant d'abord qu'elle renfermera les ra* cines x% ^ x^ ^ Xa -{- x» ^ etc» , ou sx, , !ix% , etc. Formant donc une équation qui ait ses racines doubles de celles de la proposée > ce qui se fera en substituant dans celle-ci ^ x à x , puis divisant l'équation aux sommes par l'équation qu'on obtiendra ainsi , on aura une équation du degré m^ ^-^m ou m {m — 1) qui n'aura plus pour racines que les sommes des racines diffé* rentes de la proposée. *
On remarquera encore que x, +x» et x» +Xi étant racines à la fois > elles seront toutes égales deux à deux; le premier membre sera donc un carré , et en extrayant la racine carrée, il restera une équation du degré \m(^m — 1 ).
Nota. On peut supprimer dès le commencement du calcul les solutions doubles des racines de la proposée. En effet , il faut éliminer x entre les équations
F(x) = o etF(^ — X ) =:: o.
Retranchant la première de la seconde , on pourra substituer à celle-ci la différence F(jr — a;)— F(x)=o, et éliminer entre cette dernière et F( x ) = o. Or F(^ — x ) — F(a: ) est divisible par y— fix, puisque ce polynôme se réduit à zéro ^piand on y fait y = ùx. Supprimant donc ce facteur , on ôtera les m racines doubles de celles de l'autre équation F (a; ) = o.
196. ProbiaÈme. T*rouver l'équation aux rapports des racines d*une équation du m'^"" degré , F (x) = 0.
Soient Xj, or» deux, racines de l'équation F(x)=o,etj^ Pinconnue de l'équation chercbée ; il faudra éliminer x^ et x» entre
F(x, )=o, F(x»)==o et ~ =>
Cette dernière donne x, ==j^x,-, substituant dans la première^ il vient l'équation F(j'Xft) = o, et il faudra éliminer Xa entre cette dernière équation et F(xa)=o,ou, ce qui revient au méme^ éliminer x entreF(x)=o et F f xy) = o.
On verra encore qu'en faisant passer successivement x^ et x» par les m valeurs dont elles sont susceptibles^ il en résultera m* valeurs pour^, parmi lesquelles m seront égales h l'unité et pourront par conséquent être supprimées en divisant le premier membre de l'équation finale par (y — 1)™. De plus,
s'il y a la racine—* ; il y aura aussi la raoîne — * j ce qui montre
que l'équation résultante , du degré m' —m ou m (m— 1), sera réciproque , et que par conséquent son degré pourra s'abaisser Si\m{m — 1)1
Nota. On supprimera les m solutions égales à l'unité en re-, tranchant membre à membre les deux équations Y{xy) =p et F (x) = o ; l'équation résultante
F(xj^)-.F(x)=o
vgera satisfaite par^j^ra: 1 , et son premier membre pourra par . conséquent élre divisé parjf— 1; on ôtera ainsi les solutions
égales à l'unité et correspondantes aux m racines de l'autre
équation F (x);2s:o«
y , ( aOO )
196^ PiHWLSME. Ttouver ïéquatbr>n aux produits deux à deux des racines de l'équation du mi*'"*' degré , F(x) = o^
Désignant par x, , 0:^, deux racines qaeWMiqpiesde F(x) =i>, onauFa Féquation cherehée en j' , en éliminant jr, etXa^ entre les équations
F (a;,) = o , F(xa) == o , x,a:. = ^.
Tirant de la dernière x, = »2_. ^ et reportant dans la première,
Xa
il restera à
éliminer x^ entre Ff — j=o et F(x»)=:o,
ou
xentreF^•2î^=:;o et F(x)=o.
L'équation finale sera encore du d^ré m* , et aura m racines qui seront les carrés des racines, x, , ar», ...,Xm. On pourra donc^ les supprimer, en formant une équation qui ait pour racines les carrés de celles de la proposée *, ce qui se fera en substituant V^x à X dans cette dernière ; puis on divisera le prenier membre de l'équation finale par le premier membre de cette transformée. De plus, les ra^cines restantes seront égales deux à deux , puisque x, X x^ et x» X x, sont deux valeurs de ^ ; on pourra donc extraire la racine carrée du premier membre , et
le degré de l'équation demandée sera ainsi réduit à - m (m— 1).
Nota. Pour suppiimer de suite les carrés des racines de la proposée , on retranchera encore l'une de l'autre les deux
équations F T^ j ::n: o , F (x) = o ; Péquation résultante
Fr*- j— F(x)=o sera satisfaite évidemment par y=x*; donc
elle sera divisible par^— -x* ; et sup|M:imant ce facteur, on itéra les m solutions égales à x^, qui correspondront à F (x) = o. 197. FBOBii»iE. Etant donnée une équation F (pi) = o , domt.
( ÛOl )
X| y Xft désignent deux racines quelconques^ en trouver une mitre dont les racines soient toutes les combinaisons de la forme p(x,+Xa) + qXiX«5 P ^' q étant des constantes données^ Tout se réduira à éliminer a;, et x^ entre les trqis équations
F(^) = o, F(xO=o, p{x, + x^) + qx,xs,:^y.
Tirant jc. de la dernière , on aura x» = ^ "7 ■ — '-
Reportant dans la seconde , il restera à éliniiner Xi entre
F(x.) = o et f(J=^;) = o,
ott 0? entre
F(x) =o et Ff-y^I^'^ ==o.
\p + qx/
l»e nombre des c^nnbinaisoas de la forme donnée étant m*, lorsque j?» et x* passent successivement par les m valeurs de x tirées de F(x) =o , il s'ensuit que l'équation finale sera encore du degré m*. On en pourra supprimer m solutions de la forme spx 4- qod^, en formant une nouvelle éq«iation qui ait ses racines de cette forme, ce qui se fera en éliminant x entre F (a?) t= o et 2px + qx^'= z. Quand on aura trouvé l'équation en z, on y remplacera t par x , et on divisera par elle l'équation finale, qui ne sera plus que du degré m(m— i).
Enfin , on la réduira au degré - m(ni"-^ i) , en observant que
ses racines seront égales deux à deux , et que par conséquent on pourra extraire la racine carrée de son premier membre.
Nota, Il sera encore possible de supprimer ^avance les m solutions de la forme 2px + q^ > en effet , si l'on retranche Punc de l'autre les deux équations entre lesquelles il faut éliminer X , on pourra leur substituer le système des deux suivantes :
f y--px \ \p^qx/
F (a;) = G , et F (x) = o.
( aoa ) Or, la première est identiquement satîsfi^te quand on y fait
^ - , =Xy OU y = apx + ^a:*; p +qx / -7- • T
donc son premier membre est diyisible par y — apx — qx* ; et supprimant ce facteur , on retranchera de l'équation finale les m solutions de la forme 2px + çx*.
pROBLÂBfE. Trouver la condition pour quun^ équation
x" + Ax*-» + ....+Tx + U=:o,
ait deux racines égales et de signes contraires^ et déterminer ces racines.
Soient Xi et — x, les deux, racines inconnues dont il est question^ il faudra, lorsque m sera paîr^ que l'on ait à la foi» les deux équations
' Xx*" + Ax,-"-' +Bx,«— *+ . . . +Txi+U=o, X,"»— Ax."»-" + Bxi"»-* + . . . — Tx» +U=o.
Les ajoutant et les retranchant membre à membre y il faudra , pour qu'elles aient lieu en même temps ^ que l'on ait séparément j
(i)...x,"» + Bx,"-*+... +U=o, (a) . . . Ax,"»-* + Cx,«-3^, . ^ ^ +Tx,= o.
La valeur de Xj doit donc satisfaire à ces deux équations , et la condition de possibilité est qu'elles aient une solution commune *, on clierchera alors le commun diviseur entre leurs premiers membres, et on Calera à zéro le reste indépendant tfx> cette équation sera la condition pour que la proposée ait deux racines égales et de signes contraires, et le commun diviseur, égalé à zéro, donnera la valeur de cette racine.
On observera qu'on peut supprimer le facteur Xi dans l'équation (2) , car Xi=o, ne saurait satisfaire à l'équation (1)^ parce qu'il faudrait que U fût nul, et l'équation proposée serait bien satisfaite par ±:o; mais il n'y aurait pas pour cela deux racines éga^s et de signes contraires; il n'y en aurait qu'une seule égale à zéro. Si cependant U et T étaient nuls à la fois y on aurait deux raciùes égales et de signes contraires , puis*-
qu'elles seraient noBes toutes les deux; mais si l'on ne spécifie pas qae les racines en question sont nulles , on "^urra supprimer le facteur Xi de l'équation (2) , et exprimer qu'il y a une solution commune après cette suppression. On aura ainsi la solution générale de la question. Si ensuite on demande que les racines dont il s'agit -soient nullesi^, on égalera à zéro la Taleur que l'on tirera pour elles , et on aura par la une secondé condition.
Si les équations (1) et (2) avaient n solutions communes, la proposée aurait 71 couples de racines égales deux à deux au signe près.
On opérerait d'une manière semblable si m était impair.
199* PaoHLÈscB. TVouuerdeux racines d'une équation F(x)=o, connaissant leur ^différence i.
Si x^'est la plus petite de ces racines, ^i +^ sera la plus grande , et l'on devra ayoir
II devra donc exister un commun diviseur entre F (r) et F (x -f- ^).S*t1 est du premier degré , il sera a: — x^ , et fera connaître par conséquent la plus petite racine, et par suite la plus grande. S'il est du second degré , il j aura deux couples de racines ayant entre elles là différence ^ ; ce qui donnera quatre racines, à moins que la proposée n'ait trois racines qui suivent une progression dont la différence- soit ^ ; c^est ce que l'on ne;connaîtrait à ce que les deux racines du commun diviseur différeraient entre elles de i", Qn raisonnerait semblablement dans le cas où ce commun diviseur serait d'un degré plus élevé.
aoo.PROBLiiCE. Trouver les conditions pour qu* une équation F(x) =0, ait n racines qui forment une progression aAthmétique dont la raison soit l^et déterminer ces racines.
Soit F(x)==o l'équation donnée, et x, la plus petite des n racines ^ il faudra qu'on ait en même temps les n équations
F(ar,)=:o, l^{x,+t)=o, F(x.+2^)r=o,... , F[x-,+(7i-i )<r]=:o-
1' devra donc y avoir un conunun diviseur au moins du pre*
r ao4 ) nucr degré entre F(x) et chacun des poijnomes F(ji-f ^), Fix+a^) , . . . , F [x -f. (n— x) J*] , d'où résulteront «— i équations de condition.
On parvient an même résultat par la métlioàe des eq^ficiens indéterminés , en exprimant que le polyi?oB8e F (jr) a » facteurs de la forme n
On agirait de la même manière dans le eas ob le» raeines^levraient être ei progression par quotient.
, SOI . PaoBLèMB. Trou\/er les conditions pour ifu*unQ éffuation du degré m ait n racines égales entre elles*
On égalera le premier membre de Féquation donnée a» prodnft d'un facteur (x-— •o)" par un polbjrneime indéterminé du degré m — n , il en résultera m équations entre kisq[ueUes en éliminera a et les m — tz coeffîciens du polynôme indéterminée et il restera n — i équations de condition entre les coeffîciens deFéquatîon donaée.
Si, d'ajM^s 1% théorie des raeines ^le» , on exprimait que le premier membre de la propéSée et sa dériyée ont un conmiua d^^iseur du degré n-^i ^ il en résulterait d'abord ti *— i éqnarlioos de condition ; mans il faudrait de pluft que ce comB^uB di- TÎseur fàt une poissancedu degré » --- i ,i'où résulteraient rt — s éipiations de condition ; ce. qni en ferait ea, tout an •«-* ^. On en tronrarait donc plus par ce moyen que par le premiar ^ et cependant il semble qu'on n'a introdmt auemie ^nditÂon étran* gère. Pour lever cette dijBaculté, observonsr que les n-^- 1 équations qui expriment qu'il y a un conunnn dtviseuar di^^d^ré s*— i s'appliquent au cas général oii teé racinea de ce diviseur sont inégales , et où l'on a par conséquent /? — t couples de racines égales deux à deux dans l'équation proposée. Si maintenant on exprimeqne les n — \ racines du coitiakun diviseur sont ^ales^ cesîi-^i couples feront Qn — a racines égales dans la proposée. Le nombre a» — 3 de conditions, tenait donc à ce quejFon exprimait que l'équation avait an ~ a rackobes égales > et nan pas
seulement n; ce qui s'accorde avec le premier procédé*^ par les ooeffîciens indéterminés.
aoa« THéoRÈifEi Si toutes les solutions d'une équation à deux variables (i).«.^(s^y)=so , satisfont aune autre équation (a),,.F(x,y)^=:o, /epo/ynome F(x,y) sera divisible par tpÇXfjJy en supposant que ces polynoines sont entiers et rationnels»
En effet ^ conceronaqu'oa attribue à y une même valeiu* quel- OMique dam les deux équations^ l'équation (2) d^ra admettre en même temps toutes les valeurs d'à? oorrespondantes de l'équation (1) ; Je polynôme F(x,jr) sera donc dÎTisîble par ^(àc^y) , quand on l'aura multiplié ^ s'il est nécessaire > par une certaine puissance du coefficient du terme qui est du plus fort degré en xdanâ ^ l^^y) f laquelle peut être une foncti<Hi ^ (y) dejr. Ainsi le produit 4 (y) ^ C^^ >^) ^^ divisible par ^(x^y ) , quels que soient a?,^ , et le quotient deF(^x,y) par ^ix,y) deviendrait entier pa^ irapport à x et ^ , si on le multipliait par 4" {y)-
En raisonnant pour x cbmmepour j ^nous feri<Mis voir que le produit ^^j (x)F{x,y) serait divisible par ^(^^^3^)^ et que par conséquent le quotient de F ( or ^ j^ ) par ^ (x, y ) deviendrait enoore entier ai on le multipliait par '^^i ( a; ). D'où il suit ei&fin que ce quotient de F(x,jf) par^(a:,j') e^ entier par rapport kx^ky-j car sans cela ne pourrait le devenir , quand <m le multiplierait indifféremment par une fonction d'x seulement, ou d'y seulement.
ao5. TnÈoaiaa. Soit une équation (i)* • .^(x, y)=:70 <^> degrém enx^etdu degré n en y ; si f équation (2) ... F (x, y)=ao admet toutes les solutions <2e ^(x,y)= o correspondantes à m valeurs den^etàu valeurs d^j, le polynôme F(x , y) sera divi^ siile par ^(X|y) , en supposant ces deux polynômes ration^ nds et entiers.
Soient en effet cr, , xw,. . . , a:», les m valeurs d'x doanées : puisque pour^ chacune d'elles l'équation (2) admet toutes les solution» e«k y de l'équation (1)^ il s'ensuit que pour ces mêmes valeurs d'x , F {x^y^) est divisible par ^^x^y^^ quand <m l'aura multiplié par une puissance 4^(x) du coefficient du terme du plus haut degré en y dans ^ {x^y\ Le reste de la division de
(sofi)
4^(x)xF(ar, y) par p{x,y) sera donc nalpour les m Taleurs oc, , a:» , . . . , Xm* Maïs ce reste ne peut être que du degré m — i puisque le diyiseur est; du degré m ; donc il est nul quel que soit j;^ et par conséquent la division de 4^(x)'X,F{x,y^ par ^(x, y) réussit quels que soient x et y. La démonstration s'adièirera comme dans le théorème précédent^ et l'on en conclura semblablement que F (x ^y) est divisible par 9 {Xyy).
*22o4. THéoi|iM£. Si réquation F(x^y)=o admet toutes les solutions de ç{^,y):=^o, quand x ou y prennent des valeurs quelconques entre deux limites données, le polynôme F(x,y} sera divisible par ^ (x , y ).
Ce théorème est une conséquence du précédent-, car quelque rapprochées que soient les deux limites entre lesquelles on peut prendre x arbitrairement , cette variable étant susceptible de recevoir une infinité de valeurs , en pourra prendre par conséquent un nombre supérieur au degré de Ç{pc,y)^ par rapport à X ; il en serait de même pour j^.
3o5. TnioBiMB. «Si deux équations F(x,y)=o et ^(x, y)=o, admettent au moins une solution commune pour une infinité de valeurs de tune des variables ^ de ^^ par exemple; et qu*en même temps f (x,y) n'admette aucun facteur rationnel en x ou en y; le polynôme F(x,y) sera divisible par^(x,Y).
En effet , si on élimine y entre les deux équations , par le procédé du plus grand commun diviseur, on parviendra au reste %al en or, qui , égalé à zéro, devra, d'après l'hypothèse, admettre une infinité de solutions ; il faudra donc qu'il soit nul de luimême; il existera donc un commun diviseur entre F(:r^ ^) et ^(jXy y). Mais on suppose que ^(a:,jr) n'admet aucun autre fEicteur rationnel que lui-même; ces conditions ne pourront être satisfaites à la fois que si (p{x^y) est facteur dans F (a:, y).
GoBOLLAiBE. Il en résulte que si deux équations à deux va-* riables ont une infinité de solutions conmiunes , et que leurs premiers membres soient indécomposables en facteurs rationnels, ces équations seront identiques.
Ainsi, t équation rationnelle d'un arc de courbe^ quelque petit qu'il soit , est identique avec l'équation de la courbe en-
(ao7 )
tière. Cest pour cela qu'en chercliant les équations des lieux géométriques^ on trouve souvent des branches de courbes étrangères à la question : c'est qu'alors la construction ne fournissait qu'une partie du lieu de tous les points compris dans la même éqpiation rationnelle p et que l'équation de cette par* tie est la même que celle du lieu total.
Si y par exemple , on demandait le lieu des milieux des cordes menées à un cercle ^ par un point extérieur, çn trouverait l'équation d'un cercle ^ tandis, que la construction ne fournit que l'arc intercepté par le cercle donné.
Des Equations binômes.
Ces équations peuvent toujours se ramener à la forme j''**'" zp py" = G. Supprimant les n s')lutions égales à zéroj il vient y^qrprso.
Désignant par «e la valeur arithmétique de vp^ et faisant yirimXy l'équation précédente se réduit à (i). . . a;"*rp i = o.
Les m valeurs de y s'obtiendront en multipliant successivement « par chacune des m valeurs de x , tirées de l'équation (i). Ces valeurs de x sont nommées racines de l'unité.
L'équation (i) n'a jamais de racines égales , car il n'y a pas de commun diviseur entre x"* qp i et sa dérivée mx"*""'.
206. TnéoRiME. Quand wl etn sont premiers entre eux^ les équations x** — 1 =:o,x* — 1=0, n'ont pas d* autre solution commune que x,= 1.
-En eiFet, si l'on divise x* — 1 par x* — 1 , on aura pour dividendes partiels consécutifs,
iH— an
m-^Sm
— i , etc.
( Le dernier reste sera donc x^ — 1 , p étant le reste de la division de m par n. Le plus grand commun diviseur entre x"* — 1 et a»— 1 , sera donc le même qu'entre x" — 1 et x? — 1 ; de même ce dernier sera identique avec celui de x^— 1 et x^ — 1 ,
q étant le reste de la division de n par p. En continuant ain.^i^ on parviendra k un reste du premier d^ré en x , puisque les exposans m et n sont premiers entre eux et que les quantités J9, </ , etc. , sont les restes successif^ qu^on obtient en cherchant le plus grand commun diviseur de m et n. Par conséquent^ le commun diviseur de x"* — i et x*— i est qp -^ i ; et par suite l'unité est la seule racine commune aux deux équations proposées. 207. Voyons maintenant à quoi l'on peut réduire la résolu^ tioji de Péqiuttion x"*— <» 1 =0..
Supposons d'abord que le nombre m soit premier ; dans ce cas, toutes les puissances de * jusqu'à a"* autont des valeurs différentes y à moins que l'on n^ait a==:i. Car si deux puissances «" et ti' étaient égales , on aurait <»"!== et' , et de là a'*""' = i ; or aucune puissance de « moindre que m ne peut être = 1 tant que a n'est pas=^ 1. En effet, puisque **" — 1 =lo , si l'on avait en même .temps a'*' — i =0, n' étant < m, il faudrait que ces deux équations eussent une racine commune ; et en cherchant par les règles ordinaires , le plus grand commun diviseur des deux quantités <»'"— 1 et *"' — 1 , on trouve nécessairement et — 1 pour ce diviseur , à cause que m est un nombre premier, de sorte que la racine commune aux deux équations «*" — i =0 et <»"' — 1 = o ne peut être que l'unité.
Il suit de là, 1**. que les puissances «j, <»', «^, , . . , «t*", représentent toutes les racines de l'équation y^ — 1 =0 , en prenant pour « une quelconque des racines de cette équation, autre que l'unité. Car puisque <»"* = 1 , on aura aussi ot*'" = 1 , àt?"^=: 1 , etc. ; de sorte que les puissances <»,«*, «j^ ,..., «j*" seront aussi des racines de la même équation ; et comme elles sont au nomlnre de m, et ont toutes des valeurs différentes , elles donneront nécessairement. toutes les racines de l'équation j^"* — 1=0. Il s'ensuit aussi , 2**. que si dans la série des puissances «, «*, d?y...y et^"*^^^ , on substitue pour « une quelconque de ces puis^ sances (comme «*, 71 étant <^ m) la nouvelle série •", «^, «1^" , etc. , en rabaissant toutes les puissances au^essous de «*" , à cause de <*"•=! , contiendra encore les mêmes puissances.
nais dans un^ordre dîfféreiit*, car il est vîsîWei[ne tous les exposans n , an, Su , etâ /sont différens , et que leurs restes de la. division par m le sont aussi y parce que m est un nombre premier 'y de sorte que ces restes étant au nqmbre de m ^ et tous différens entre eux, ne peuvent être que les nombres 1,2, 3, 4, 5 , . . • , 7n -*- 1 , jh.
âo8. G>nsidérons maintenant le cas ou m n'est pafs un * «ombre premier. Alors , si n est un diviseur de m , toutes les racines de l'équiation j'" -^ 1 =1 o seront communes à l'équation y^ — 1=0, parce qu'en supposant le nombre r racine' de l'équation y'^ — 1=0, on aura r^m i , et pat oonséquent^tissf r"= 1 ; de sorte que r sera aussi racine de l'équation y'"— i==ro- En faisant donc *.==:r, on aura «""zir i ; et si m = np,il est TÎsible que dans la série des puissances * , a*, «j^, ... ,«*",*€) lacune se trouvera répétée p fois; par conséquent ces puissances ne pourront plus représenter toutes les racines de l'équation y^ — i :=ro , parce que cette équation n'a jamais de racines égales. , ' . V
Soit m-z^pq , p et </ étant devtx nombres premiers, et soitiS- Une -des racines de l'équation^'' — 1 = o , et 9/ une des racines àe ré(|uation ^^ — » 1 =0, il est clair que fi et y seront au^si racines de Péquation y"* — :i = o , parce que fif et yf étant =n 1 , on aura aussi iS''*= 1 , yPf=zi ; mais toutes les racines de l'équation j''" — 1 = o ne pourront pas être représentées par les puissances successives des racines /3 et ^. ^- ^
On voit aussi que le produit 0y sera- râcitle de là même équation y"* — i =0; mais aucune puissance de cette rac^e dont l'exposant serait inférieur à m, ne' pourra être égale à f unité , à nioîns que jS ou y ne soit l'unité ; car il jfaudrait que ' ^ l'exposant de cette puissance fût un diviseur de. ^^ çt pa^ çour^ séquent égal à p ou à 7*, on aurait donc (fiyy=:i , ou (iS5/)»=s=i Dans le premier cas, on aurait 5/'' = 1 , à cause dèi8''=E i (byp.)*' et comnoLe on a déjà 5^' — 1=0 (hyp.), il en résulterait y — i==o , à cause que/? et q sont premiers entre eux. Pans le second cas , on aurait |3 — 1 = o.
Ainsi , tant que jS et 7^ sont différens de l'unité, la racine 5>^
jàe Féqtialkm y"-»- i =0 , a, lorsque mt^péj y la même prio» priété que la racine m lorsque m est uu nombre premier, sa' Voir, que toutes les racines de cette équation peuvent être re^ présentées par les .puissances successÎTes de By^ ^
Comme les valeurs de & sont au nombre de p > et celles de y au nombre de q y les valeurs de fiy seront au nombre de pq^ c'est-4-direde m; et il est facile de prouver que ces valeurs seront toutes différentes entre elles ^ parce qu'elles peuvent être représentées par fi^y'^en faisant successivement r=: 1 , 3 , 3.^.,^ et 5= 1 ^ 3 , 3 ...,(/, à cause que les nombres p et 9 sont supposés premiers. D'où il suit que pet q étant des nombres premiers, et m étant égal à pq , toutes les racines de l'équation ^"'—1=0 peuvent être représentées par les ^ro^uits ^y des racines des équatic^ns j^— 1 = , ^ — 1 e?a
On prouvera de même que si m =spqry en supposant p, ^ff des nombres premiers , et que fi^y^i" soient respectivement des racines quelconques des trois équations y^— 1=0, y' f-n 1=0, jr' — 1 = o , le produit jSj/^ , en donnant* successivement à /3 , 5^, ^ toutes leurs valeurs , pourra représenter tontes les racines de l'équation j^" — 1=0 •, et que celles de ces racines qui seront exprimées par fiyi" en excluant l'unité des valeurs /S ^ >? ^ y auront les mêmes propriétés que les racines de l'équationjr^^^i =0, lorsque m est un nombre premier.
Et ainsi de suite.
S09. Mais si l'on avait m=p*,p étant un nombre piremîer y en i^enant fi pour une quelconque, des racines de l'équation vi'— i=Q, il est clair que fi serait aussi racitie de l'équaitoa
y"*— -i=sO f et que |/ jS le serait aussi^ On {«rendrait donc, dans
ce cas ) pour y une quelconque des valeurs de \/fi , et Pon aurait
également jS^ ou jS y fi pour l'expression de tontes lés racines de y"* — i=:o. "Ex en^ffet; en donnant k fi lesp valeurs dont il esb
susceptible; on aura p^ valeurs foux fiyfi^y de plus elles s^seront
différentes î car si Ton avait pour deux d'entre eïïcs^ y fi :=zfify^.
il sVtisuÎTrait 9 en éleTant les deux membres à la puissdticepi
|8f-»'»=^V-^«, d'où fi=ff , puisque /S^ = i et^'/^isi.
Les p* valeurs de fi ^fi seront donc différentes quand on don-, nera à fi les p valeurs différentes tirées de ^^ — i=o. De même , bi m = p^ ^ en conservant les valeurs de jS et ^ ^ on
ferait.de plus i'=^i/fi , et Ton aura fiyt pour Pexpressîon dé tontes les racines de y^ — i=:o, en donnant successivement ^fii^i^ toutes leurs valeurs.
Et ainsi de suite.
Donc en général , si m:=ipf*q*r^. . . , et que fi^y^i^, etc. , soient respectivement des racines quelconques des équations j^'*— 1=0, y— I =0 , ^'— i =0, etc., p y q,r, etc. , étant des nombres
premiers; si Ton fait de plus /S' = \/i8, /S" s;? \/fi^,eic, y'^ss^yy^ /srj/'y ,etc., J^ = v^J^, #"= \/y y etc., on aura
fifi'fi''...XyyV >.. X^yr...
pour l'expression générale des raciiies de l'équationj'"'— izco; ' en donnant successivement afi^fi', etc. , >», >' , etc. , i", ^, etc^ toutes les valeurs dont ces quantités sont jsusceptible^ chacune en particulier.
On voit par là que pour avoir les racines de l'équation à detix termes y"* — 1=0, lorsque m n'est pas un nombre preinîer, ij suffît de résoudre des équations semblables des degrés dont les eiposans soient les nombres premiers qui compos^ift le nombre m.
a 1 G. Enfin nous remarquerons que comme l'équation y^ — 1=0 manque de tous les termes intermédiaires, si l'on nonux^ 1 > ^j fi,yf J^,.etc., ses racines, on aura
i+«6 -f-/3 -f-^4-/' -I- etc. = o, 1 -|.a»4./8*+>*4-^*+etc. =0, 1 +tt^ + fi^+y^ + f^+ etc. = b.
1 + *"»-» + ^«r» + y«-> + ^'T? + etc. = o.
(a,0 Ensuite^ à cause Je «c" == i , /S"* = i , etc. , on aura
1 4. ^m ^ ^m ^ ^m ^ ^il ^ ç^^^ _ ^^ 1 + tt"»^» ^. |8«+» 4. j,m-M 4.etc.==o,
1 aJ^ té^"^^ -|- j8"»->* -f- ^«■^* *^ etc* z= o j • i;t ainsi de suite.
Pour résoudre l'équation x"'—*i = o/ quand m est premier^ on supprimera d'abord le facteur x — 1 , et il restera l'équation réciproque a:""""+a:'"'**+i . .-f'X-t 1 =0. qui se ramènera comnie on sait à une autre de degré moitié moindre^
M. Gauss a fait connaître une méthode au moyen de laquelle on peut résoudre l'équation x"*— 1 =0 à l'aide d'autant d'éqpiatlons qu'il 7 a de facteurs premiers dans m — • 1 , et qui ne iQontent qu'aux degrés marqués par ces facteors. Nous renvoyons à ce sujet à l'excellent ouvrage de Bi. Gauss , intitulé Recherches arithmétiques,
211. FaoBLàra;* Déduire les co^fficiens de la puissance vi^i d^un binôme y de ceux de la puissance m. Soit
' (J? + û)* =±? x~ + Ax~-«a 4- Bx"-*a* -f Qx'^'^^a^ +etc.
,Si l'on multiplie le second metnfare par x + a> on aura k puissance m-|-4 de x 4- â; les deux produits partiels seront
jyowFoû' Voit que /e coefficient â!un terme de rang quelconque s* obtiendra en ajoutant le coefficient du même rang cians la puissance m à celui qui le précède..
Si l'on part de la première puissance, et qu'on dispose , dans une même colonne vertical^ , les coeffîclens d'une mén?te pui»sance, on formera ainsi le tableau suivant , <jui a reçu le nom de triangle arithmétique de Pasdal ».
lo, i5,
u>, ao,
ft
Problèmes sur le Calcul des différences.
212. P^oBLiMB. Si ton a unefojg^tion ç(x), etquonyrem^ place X par x + h , o« obtiendra une différence ç(x) — f (x+h). .Si Ton cherche de même la différence de cette différence , en y faisant croître x de la même quantité h , et que l'on prenne ainsi m différences successives , on demande t expression de la m""' différence en fonction des différentes valeurs
Soit représentée par y la fonction donnée f (a;), et par yi > yft > • • • >ym 9 ce qu'elle deyient quand on y remplace x par x + Â, X + aA/ . . . , x+ mh. On aura^ en désignant pa|p Ay, A*y , A'j, . . . , A"*y, les différences successives ,
^!y = 0'— J'i)— aCj',— >) + Cy»— y3)=>— 3y«+Syt— y^.
En continuant ainsi , on trouverait toujours des termes alternativement positifs et négatifs, et ayant pour coefficiens ceux de la puissance d'un binôme du même degré que la différence que l'on considérerait.
Il est d'ailleurs facile de démontrer la généralité de cette \ou Supposons , en effet , qu'elle ait lieu pour la différence de Tordre /i , on aura
(ai4)
Ay=y—ny,+
a. 3. 4 D'oît , en prenant la différence suivante
On Toit que chaque terme de A'jr se retrouyera dans A"^*jf et fournira un terme de même ordre et de même signe que le suivant^ et qu'ainsi les signes seront encore altematiye' ment positifs et négatifs , et que de plus chaque coeilîcient s'obtiendra en ajoutant celui du même rang dans A^j^ a^ec le précédent; d'où il suit , d'après la proposition précédente y que les coefficîens de A^'^'y seront ceux de la puissance 7t+ 1'"* d'un binôme ] et que par conséquent la loi observée pour les trois premières différences , a lieu indéfiniment. On a donc pour l'ordre m
^"!y=j— "^Vi-t
m(m — 1) jn(m— i)(ni— a)
l.SL.5
y 3 — etc.
^i3. Problème. Calculer la différence m**^' d^un polynôme entier et rationnel du degré m en x.
On commencera par observer que la différence d'un polynôme entier et rationnel ^ est toujours d'un degré moindre d'une unité que ce polynôme , et que la différence d'une constante , c'est-à-dire d'une quantité indépendante d'à: , est nulle. Gela posé; il est évident que le seul terme du degré m pourra influer sur la différence de l'ordre m^ et que^ par conséquent, en pourra dans le cas proposé ^ supposer le polynôme réduit à son premier terme Ax^. Or, la différence de Aap™ sera un polynôme complet du degré m "— i , dont il faudra prendre la différence de l'ordre m — i , et que l'on pourra, par conséquent, encore réduire à son premier terme Amx^T% Qn verrait sena-
( ai5 > blablement que dans la seconde différence , il faudFa se borner a. considérer le premier terme ; et ainsi de suite , jusqu'à la di^ férence de l'ordre m. Ces premiers termes serOfit successi-i yement :
Am (m — i)x'"""''fe* ,
A/h (m — i) (m — 3)x'"*"^ft^ >•••>.
Am(m — i){m — a) . .. 3.a.i .A*".
La différence de l'ordre m d'un polynôme de la former
Ax^ + Bx'»-' 4-Cx'"-* . . . +Tx+ U ,
est donc constante» et égale à A . i . 3 . 3 . . • m . ft"* , et ses différences d'un ordre plus élevé sont nulles. ' Si l'on fait A = i et A = i , la différence m,^*^' se réduit à
a . 3 • .. . TH
i^'.Gonoi^LAiiiE. Si l'on V dispose sur une ligne horizontale les différentes valeurs^', j',, j^»., ... ,^,n, que reçoit une fonction d'x, quand on y remplace x par x, x-,+ h , x '\- ah , . . , ^ x-j-mh, et qu'on retranclie tous les termes de cette ligne l'un de l'autre, dans . le même ordre , on aura les difféi'ences premières de char cun d'eu:& ; si l'on retranche ensuite ces (différences les unes des autres dans le même ordre ,- on obtiend|:a les différences se-* condes dej', y, , j^a? • • * • Et en continuant ainsi jusqu^à l'ordre m, on trouvera des différences égales pour tous les termes, si y est ifne fonction entière rationnelle du degré m.
Si par exemple on suppose y;=za^ et ft = i , et que l'on commence par x = i , on formera ainsi le tableau suivant , où la ligne des différences troisièmes ne renferme que Aei termes égaux entre eux, et à i .2.3 ,
ij 8, û7, Ç4, 126, ai6, 343, 512,..».; 7, 19, 3j, 61, 91, 1Û7, 169,...
2* G>ROLXiAiR£* Si dans la valeur de A"|y tirée du proUème
Ltn
( ai6 ) * I
firécédent , oa remplace y par x"*, et que l'on fasse ensuite i ■X =; m, on aura '
A'"y=m'"— m(m+^)"'-f- "*^'"~'\ TO+aft)"— etc. |
Or, nous Tenons de voir qu'on avait
A"*j^= 1 .2.3. .. mA".
D'où suit cette identité , en faisant ft = i ,
m'^—m {m.+ i)" H ^ (ni+ a)'
Si Ton faisait k = — i , on aurait , quand m serait pair ,
'/n«— m (m— i)» + ÎÎ^^Î^ÎLir^ (in -- a)« 1.3.3. .. m=5 ^ ^"^ ,.
-=^iâ^c»-3r....|
Et si m'était impair, on jurait «
Im'" — m(f7*— !)"• + — J^ ^(^ — a)*"
Théorèmes sur les Nombres premiers,
ai4. THioitÈME. *Si le produit AB wt divisible par un nombre P premier avec B, le facteur A jera divisible par P.
En effet, le plus grand commun diviseur de B et P, étant par hypothèse l'unité , on déduit de la théorie élémentaire du / plus grand commun diviseur, que celui de AB et AP sera A, et que P divisant AB et AP, divisera leur plus grand commun diviseur A.
CoBoUiAiRE. Les principales conséquences de ce théorème -fondamental sont exposées dans tous les traités élémentaires. Oa
en déduit; par exemple^ la manière de décomposer un nombre en . ses facteurspremiers , d'où Ton peut conclure un moyen de déterminer tous les diviseurs d'un nombre. Soit en effet ce"* €* yf etc. le nombre proposé («,C, y. . , . , étant des nombres premiers) , tout diviseur de'ce nombre sera de la forme o/^Py^ , . . , les exposans ^, », ^i**' y ne' peuvent surpasser m^n,p, ..,\ d'où il suit que tous les diviseurs du nombre proposé , seront les diiFérens termes du produit des facteurs
(1 4.*-f.et*-f^ ... 4.*«), (i 4.C + Ca+ ... +e«),
Le nombre de ces diviseurs est (m + 1 ) (1+ (p + 0-
La somme de ces diviseurs peut se mettre sous la forme
On en déduit le moyen de trouver un nombre qui ait un nombre donné p de diviseurs. On décomposera p en facteurs quelconques; on diminuera chacun d'eux d'une unité, et l'on prendra ces nombres pour exposans de facteurs premiers arbitraires ; il en résultera u|i nombre qui admettra p diviseurs.
Il suit encore de là que tout carré admet xxii nombre impair (le diviseurs ; car tous les exposans de ses facteurs premiers étaiït pairs , le produit (7n-f-i)(n-f-i) (p+i).... est impair.
Si l'on demandait de combien de manières le nombre N"=ct"'C*^..., peut se décomposer en deux facteurs, on trouverait
- (m+i ) C'^+O (p+ 1 )". ; parce que a chaque facteur A corres-
N pond l'inverse -r- > et que par conséquent le nombre des produits
de deux facteurs difîPérens , est la moitié de celui des diviseurs. Il faut en excepter le cas où le nombre N serait un carré ; alors le nombre des diviseurs est impair , parce que la racine carrée se correspond à elle-même pour donner le produit N; d'où il suit que dans ce ca^ il faut prendre la moitié du nombre des diviseurs diminué de l'unité , et ajouter 1 au résultat; c'est-à-
( 018 ) ' dire que le nombre des manières de décomposer un carré en
deux facteurs , est - 1 (m -f- 1).(/*+ i)(p+i)*-- + i}.
La formule précédente - (^ + i) (/» + i) (p + i) . . . • pourrait encore être employée en prenant l'unité au lien de la fraction - que donnerait la division de (^+ 1 ) {n^ i ) (p+- 1 ) ... par a.
Si l'on Toulait que les deux facteurs dans lesquels on décompose N , ifussent premiers entre eux , le nombre des combinaisons ne dépendrait plus des exposans m^ n^p,,,., et serait le même que si Pou avait N = aCy ... ; d'où il suil qu'en appelant k le ncMobre des facteurs premiers AfC, >9 ••••> on aurait
pour le nombre des diviseurs - (i + 1) (i + 0(* + ••••* ^^
-X2% ou enfin a*"'.
21 5. Pboblèac^. Trouver combien il y a de nombres pre* miers avec lin nombre donné N et inférieurs à N.
1**. Supposons d'abord N=«tM, a étant un nombre premier et M un facteur quelconque qui peut être divisible par une puissance quelconque de a.. Les termes de la suite i , 2 , 3 , . . . ^ N qui sont divisibles par a , sont a , ha y 3a y , , , ^ Ma ; en appelant donc X le nombre des termes de la première suite, qui ne sont pas divisibles par «, on aura
a: = M«-.M = M(cfc— i) = n(i— 1\
a®, Soît maintenant N = aCM y a et S étant deux facteurs premiers différens , et M un nombre quelconque ; on pourra distin* guer dans la suite, i , a , 3, ... , N, trois sortes de termes ; les x termes premiers avec «t et ^ ; ceux qui sont divisibles par a sans l'être par 6 , ou par C sans l'être par a j et enfin ceux qui le
N sont par a£. Les termes divisibles par a sont au nombre de -
ou MC; maî^ si l'on en ôte ceux divisibles par (T, leur nombre se réduira diaprés le cas précédent à M (C — i).
( ai9 ) De même les termea dWisibles par C ^ sans l'être par et , sont au nombre de M (a — i)j et les termes divisibles par tA sont en nombre M. On aura donc
fieCM = a? + M(^— i) + M,
Or y le premier membre etCM peut être mis sous la forme
et déreloppant , d'après la loi oonnue du produit de binômes ayant même premier terme, on aura
Comparant avec le second membre de l'équation précédante^ ou trouvera
x = M(ct-x)(C-0=N(i-^)(.-J>
3«. Soit N=«t^>M.
On pourra distinguer dans la suite i^a^S^ ...^N, qifatre sortes de termes; les x termes premiers avec à, C, y\ les termes divisibles par un de ces facteurs seulement ; ceux qui le sont par deux seulement; enfin ceux qui le sont par trois. Les
N termes divisibles par et sont au nombre de — ^ ou de VL^y ; mais
si l'on ne considère parmi eux que ceux qui sont premiers avec ^ et ^ , il n'en restera que M(C — i) (^ — i ) , d'après ce qu'on
a vu dans le cas précédent.
N Les ternies divisibles par t£ sont au nombre de — ^oude M^;
mais en ne considérant que ceux qui sont premiers avec y ,
leur nombre se réduit a M(v— i).
N Enfin ^ les termes divisibles par t£y sont au nombre de --s^ »
OU lie M. On aura donc ,
+ M(a— i) (^ — i)+M(C — i), 4.MC*— i) (3^— i) + M(> — i).
Considérant encore tffj/M conime le produit
et le comparant au second membre de l'équation précédente^ on en conclura
On déduirait semblablement le cas de quatre facteurs premiers de celui de trois; et ainsi de suite. De sorte que le& nombres premiers avec un nombre delà forme N=«6"C"3^^... et plus petits que N , sont^en nombre marqué par
S 16. Problème. Trouver combien de fois un nombre premier fl est facteur dans la suite i , a, 3 , ... N ; ou e» d autres termes y quelle est la plusfqrte puissance de 8 qui divise lepro-
Soit X le nombre de fois que est facteur dans i . a . 3 . . . N^ et désignons par £ f -r j le plus grand entier compris dans 7*
Il est évident que E f — J est le nombre des termes de la suite
1 , 2, 3 ,,..., N, qui sont divisibles par 9 5 que ^ ( p ) ^^* '*^
nombre des termes de la même suite , qui sont divisibles par fl' ; et ainsi de suite. Or^' il est évident que le nombre total des facteurs 9 contenus dans le produit 1 • a • 3 • . . N ^ est égal au nombre des termes qui contiennent une seule fois le facteur é ^ plus le nombre de ceux qui lejcontiennent deux fois , plas h
( âHl ) toOmlire de ceux qui le contiennent trois fois; et ainsi de $uite,
jusqu'à ce que r- se trouve moindre que l'unité* On aura donc
'=Kr)+KF)+KF)+*- .
Si par exemple on cherclie combien de fois 7 se tronve facteur dans le produit des nombres naturels 1,2,5 y etc., jusqu'à 10000^ on aura les opérations suivantes ,
^ / ioooO\ . ^
_,/ioooo\ _./i428\ , ^
lia sonime de tous ces nombres étant i665, laplus forte puis-* sance de 7, qui divise le produit 1 .3.3... 10000 est 7'^^,
«Si Ton avait N = 6"*, les nombres Ef-rj, ETt^J .... , se-
raient 9"^» * B"*"^ . *., , 1 , dont la somme est 77: ou -x «
217. On nù pas encore trouvé de formule qui donne tous les nombres premiers et qui nen donne pas d'autres. On peut détHontter que si celte fortnufe existe , elle ne saurait être une fonction entière et rationnelle £une variable x.' Cat , soit par exemple la formule Ax"» + Ba?»**^ + Ca?"""* + ... + Tx + U j et soit a une valeur d'à: qui donne pour le polynôme le nombre ptemier p ; faisonà xz=za -^ py , y étant un nombre entier quelconque; le terme îndépehdant ày, apics la substitution , sera
A*-" -f Ba«-« -+-... +Ta -f U,
le nombre de ces termes étant m\ mi^is cette somme est le déyeloppement de (i — - 1)'"^ moitis son dernier terme qui est 4- i y parce que m étant égal à n — i , est pair. Donc i le pr/oduit 1 .2.3 . • . 7»; ou 1 . a . 3 • . • (n— i)^ est égal à unmultiple'de n , moins l'unité, et par conséquent i .3.3. • .(/i — i)+i est divisible par n.
Réciproquement y il n'y a que les nombres^premîers qui satisfassent à cette condition. £n effet ,s,\n est composé de deux facteurs inégaux , ils seront compris tous les deux dans la suite i,a, 3, ...,(n— i),et par conséquent le produit i.a.3...(/i— i), serait divisible par n. De même y si n était le produit de deux
facteurs égaux à a , ou aurait a<^-(n — i),et par conséquent
la suite i , â ; 5 , ... , (n — i) , renfermerait a et aa , et le produit serait encore divisible par a* ou par n. Donc enfin la quantité 1.2.3... (« — i) + i ^n'est divisible par n que quand n est premier.
Il résulte de là que pour s'assurer si un timbre est premier, il suflBralt de voir si le produit 'des nombres naturels jusqu^à ce nombre exclusivement, donne'— i de reste, quand on le divise par ce même nombre. ^Mais ce produit devient tellement considérable- quand n a une valeur un peu élevée , que ce moyen de vérification est réellement impraticable , et bien moins prompt que l'essai par la division. On peut cependant l'abréger, en substituant à la dernière moitié des facteurs 1, a , 3 , ..é , (n — a) , {n — i ), leurs seconds termes — i, — a , ...5 ce qui ne fait que retrancber du produit un multiple de n : alors les facteurs à égale distance des 'extrêmes, sont égaux et de
signes contraires 5 de sorte que si - (n — 1) est pair, on pourra
faire abstraction des signes —, et il faudra que
+ 1 soit divisible par n\ et si —
^est impair , il faudra que
— 1 1.2.3, ..-(«— 1) > +1 ou j 1.2.3. .,-- (« — î)| — 1,
loît divisSile par n ^ ce qui exige que l'un des deux facteurs |i,o.5... -(»— i) + i| ou ji.a.3. .• -(u—i)— i|,
soit divisible par n. Ainsi y en divisant i .a.3..« • - (n-— i) par
Tiy quand - (/t— - 1) est impair^ il faudra pour que n soit premier que l'on trouve + 1 ou — i pour reste.
Becherche des valeurs singulières que prennent dans certains cas les fonctions ^une seule variable.
On ne connaît pas de règles générales au moyen desqudles on puisse , dans tous les cas ^ déterminer les valeurs des fonctions qui se présentent sous une forme illusoire quand on donne à la variable dont elles dépendent , certaines valeurs particulières. Nous nous bornerons à faire connaître deux théorèmes au moyen desquels on peut , dans un grand nombre de cas, déterminer les valeurs singulières que prennent les fonctions de La forme
lorsqu'on y suppose a:»= oo .
aai. i*''TH£OR]àM£. Si, pour des valeurs croissantes de x, la
différence
converge vers une certaine limite k> la fraction
convergera en même temps vers la même limite» .
Supposons d'abord que la quantité ftait une valeur fmie^ et désignons par f un nombre aussi petit que l'on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font converger la différence
vers hi limite fe, on pourra donner au nombre h une valeur assez grande pour que , x étant égal ou supérieur à A , la différence dont il s'agit soit constamment comprise entre les limites
Cela posé , sî Ton désigne par n un nombre entier quelconqme, cbacune des quantités
fih+i)-/{h) fih + u)-fih+i),
6lC« • • •
«t par suite leur moyenne arithmétique, savoir,
,Kh + hn)-f(h)
9e trouvera comprise entre les limites ft — i , fe +«• On aura donc
« étant une quantité comprise entre les limites — «, + 1* Soit maintenant
L'équation précédente deviendi-a - .
et l'on en conclura
/(x)=:/(ft) + (a;-ft )(* + «), '
De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de a:, il suffira de faire croître indéfiniment le nombre entier ji, sans cbanger la valeur de h. Supposons, en conséquence , que dans l'équation (2) l'on considère h comme une quantité constante.
et Ji; comme une quantité variable qui conterge vers la limite cù.
Les quantités.
renfermées dans le second memlnre^ convergeront versl a limite Eéro , et le second membre lui-même vers une limite de la forme
« étant toujours compris entre — i et +i. Par suite ^ le rapport
aura pour limite une quantité comprise entre ft-^t et & + <• Cette conclusion devant subsister ^ quelle que soit la petitesse du nombre i , il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité h. En d'autres termes, on aura
(3) . . . limX^^ k = lim. [/(x+i) — f(x) ].
Supposons , en second lieu , A = oo. En désignait alors par H un nombre aussi grand que l'on voudra , on pourra toujours attribuer au nombre h une valeur assez considérable , pour que y X étant égal ou supérieur ii A ^ la différence
qui converge vers la limite oo, devienne constamment supérieure à^; et^ en raisonnant conosne ci-dessus^ on' établira la formule
Si maintenant on pose A+ 7t=a7, on trouvera , au lieu de Fé* quation (2) , la formule suivante
^>ffl)+„(._^^.
èe laquelle on conclura , en faisant conT«rger x ters la limite 00 ^ \
La limite du rapport
sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu'il soit Cette limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être que l'infini positif.
Supposons enfin 6 = — oo. Pour ramener ce dernier cas au précédent, il suffira d'observer que, la différence
ayant p^ur limile -^ oo , la sulyante
—f(x\ aura pour limite + oo. On en conclura que la limite de — ^-^
est égale à + oo , et par suite que celle àe^-^ — ■' est égale à — ooj
CoAoïxAiBS. Pour donner une application du théorème précédent, supposons
L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la base surpasse l'unité. On trouvera
/<x+i)-f(*) = L(x+O^L(x)=sL(i + i).' et par suite
On peut donc affirmer que, x venant à croître indéfiniment,
le rapport
( aû9 )
conyergera Ter» la liinke zéro; et îl en résulte <pie, dans un système dont la base est supérieur^ à t unité , les logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mêmes, GoROLLAUE. Supposons ^ en second lieu j^
A désignant un nombre supérieur à l'unité. On trouTcra
/( X -t- 1 ) — f (ce) = A**'— A' = A« ( A — 1 ) ,
(t par suite
On peut donc affirmer que^ x venant à CBoitre indéfiniment , le rapport
oourerge vers la limite po ; et il en résulte que l'exponentielle A', lorsque le nombre A surpasse l'unité y Jinit par croître beaucoup plus rapidement que la variable x.
G>ROixAiRE. On doit observer , au reste , qu'il n'y a lieu à chercher par le 1^' théorème la valeur du rapport
correspondante à x =: 00 , que dans le cas ou la fonction /"(a;) devient infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie
pour .rr= 00 , le rapport*^ aurait évidemment zéro pour
limite.
Je passe au tbéorème qui sert à déterminer dans plusieurs C9S la valeur de
pour X = 00. Voici en quoi il consiste :
aa2. a* TnioBiMis. Sij la fonction y(|x) étant positive
( 23o ) pour de très grandes valeurs de x, le rapport
converge, tandis que x croit indéfiniment^ Vers la limite k, l'expression '
convergera en même i^mps vers la même limite.
Supposons d'abord que la quantité h , nécessairement positive , ait une valeur finie , et désignons par t un nombre aussi petit que l'on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font couvergn* k rapport ' .
vers la limite hy on pourra donner au nombre h une valeur assez grande pour que, x étant égal ou supérieur à A , le rapport dont il s'agit soit constamment compris entre les limites
Cela posé> sî l'on désigne par n un nombre entier quelconque , cbacune des quantités
m + l) /(ft + 2) /(ft + n)
et par suite leur moyenne géométrique , savoir >
rfittnTf L fih) J
se trourera comprise entre les limites k — t, k+i; on aura donc • . '
u étant une quantité comprise entre les limites Soit maintenant
h «4- 71 zs: X.
L*équation précédente deviendra
^^-mr
znk + u,
et l'on en conclura
IX— A
De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de a:, il suffira de faire croître indéfiniment le nombre entier n^ sans cban*gcr la valeur de h. Supposons, en conséquence,' (|ue,4^n^ l'équation (5) l'on considère h comme une quantité constante , et X comme une quantité variable qui converge vers la limite oo« Les quantités
renfermées dams le second membre, convergeront vers la limite L, et le second membre convergera lui?méme vers une limite de la forme '^
m. étant toujours compris entre — « et -f- «• Par suite , l'eaipres- 6 ion
aura pour limite une quantité comprise entre fe— *f et ft + «• Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre i, il en résulte que la limite en question serapréciliémeut la quantité /<. En d'antres termes, on awra
( 23a ) ' (6) . . . lim. C /-(x) ]' = A = lim.ik±p.'
Supposons , en second Ileu^ la quantité k Infinie , c'est-à-dire'; puisque cette quantité est positive , A = oo. En désignant alors par H un nombre aussi grand que l'on voudra , on pourra toujours attribuer au nombre A une valeur assez, considérable pour que , X étant égal ou supérieur kh ,le rapport
qui converge vers la limite oo^ devienne constamment supérieur à H ; et 9 en raisonnant comme ci-dessùs^ on établira la formule
fia)
Si maintenant on pose A -|- n = x, on trouvera, au lieu de l*é* quation (5) , la formule suivante
[/(^)]'>C/(ft)D'H
de laquelle on conclura, en fa^isant converger x vers la I!-» mite 00 ,
//m.(/(a:)3''i>H, La limite du rapport
sera donc supérieure au nombre H , quelque grand qu'il soit Cette limite , supérieure à tout nombre assignable, ne peut être que Kiniini positif.
Nota. On pourrait facilement démontrer l'équation (6) , en cberchant par le théorème i**^ la limite vers laquelle converge le logarithme
et en repassant ensuite des logarithmes aux nondirea^
( a33 ) GoROLLAiRs. Pour doBoer une application du 2* théorème, supposons y*(x) = a:;
et par suite, en passant aux limites , 6 := 1.
Par conséquent, si Ton fait croître indéfiniment la Tariable x,
la fonction x* . convergera vers la limite 1. CofiOLLAZRE. Soit; cu sccôud licu y
jf(x)=ax"+fta:"""* + cx*""* + etc.. . . = P,
ik sorte que P désigne un polynôme en x du degré n. On trou« vera
et; en passant aux limites ,
Si donc P représente un polynôme entier quelconque , P' aura pour limite 1.
CoROixAiBE. Soit enfin f{x) = L (x).
On trouvera
et y en passant aux limites , k = 1 •
t Par suite , [ L (x)]* a encore pouir limite l'unité.
Questions sur le calcul des Probabilité^^.
âa3. On appelle probabilité d'un événement y le rapport' dv nombre des cas où cet éyénement aura lieu au nombre total des cas^ supposés tous également possibles. Lorsque to^ lés cas sont favorables à FéTênement, la probabilité deyient égale à l'unité et prend le nom de certitude.
La théorie des proba})îlités a donc le même degré d'exactitude que toutes les autres théories mathématiques; on ne cherche qu*à reconnaître les cas également possibles , et à distinguer parmi eux ceux qui sont favorables à Pévéhement. Mais il faut bien se garder de croire ^6 Fap^îcatioa de cette théorie soit sus* ceptible duméme degré de précision ; les événemens n'ont pas toujours lieu suivant leur degté présumé de probabilité, parce qu'un grand nombre de causes, ^ùî sont incalculables > o^t plus ou moins d' influence sur ces événemens.
Nous nous bornerons ici à considérer les probabilités sous leur point de vue purement mathématique , et noUs n^j Terrons jamais que le rapport du nombre des cas favorables, au nombre des cas également possibles , et non pas l'indication certaine de la manière dont les choses se passeront réellement*
2)a4. V^ Pbiwc^e» La probabilité d'un éwénetaent qui dépend d^un autre, est Reproduit de la probabilité de ce second événe^ ment par la probabilité que celui-ci ayant lieu l'autre aura lieu.
En effet, soit p le nombre des cas favorables* à l^svénement qui doit avoir lieu le premier , et 9 le nombre total dès cas qui y
sont relatifs, sa probabilité sera 'S. Soit a' leno^nbre des cas 1^
latifs au second événement et correspondans a chacun des cas du premier, etp' le nomlnre des cas favorables au .^econd quand
le premier a eu lieu ; ^ sera la probabilité que le premier évê
nement ayant eu lieu, le second aura lieu. Or le nombre total des cas possibles relativement aux deux événemens est qq\
( b35 ) pulsqu'à chacun des q éyénemem de la première espèce , il en correspond q' de la seconde^ et de même pp^ est le nombre de^ cas favorables au second érénenient; la probabilité àe^ce derniaç
sera donc —, ou - X ^ > comme nous Pavions annoncé.
De là suit immédiatement le principe suivant : II" Principe. La probabilité iï un événement futur , tirée d^un événement dont il dépend , est le quotient de la probabilité de révénement composé de ces deux éi^neniens » et déterfninée à priori^ pat la probabilité de Vautre événement ^ déterminée par reillement k priori.
CoRoiXAiBX. Il suit encore du premier principe que , si - est
h probabilité dun événement , -^ sera la probabilité pour que
H cet événement ait lieu m fois de suite , en supposant que les
événemens passés n influent pus sur les futurs , car si A désigne
la probabilité pour que Tévénement ait lieu un certain lîombre
(le fois de suite ^ on aura la probabilité pour qu^il ait lieu une
fois de plus ^ en multipliant A par la probabilité constante -^
d'où il suit que les probabilités pour que Févénement ait lieu deux fois, ou trois fois ,..., ou ttj foi« de suite , seront respec-
tivement ^, ^,...^^.
IIP Principe. Si un événement observé peut résulter de n causes différentes; leurs probabilités sont respectivement comme les probabilités de l'événement, tirées de leur exzstence; et la probabilité de chacune d'elles est une fraction dont le numérateur est la probabilité de l'événement , dans Phypo^ thèse de l'existence de la cause , et dont le dénominateur est la somme des probabilités semblables , relatives à toutes les causes^
Considérons en effets comme événement composé^ Pévénenaent observé résultant d'une de ces causes, .
lia probabilité de cet événement compo^^ probabilité que BOUS désignerions par E ^ sera égale au produit de la ptobabilité
de réyénement observé^ déterminée à priori y et que nous nommerons F^ par la probabilité que cet événement ayant lieu , la cause dont il s*agit existe^ probabilité qui est celle de la cause, tirée de révénement diseryé> et ^ue nous nommerons Pj oa aura donc
La probabilité de Févénement composé ^ est lie produit de la probabilité de la cause ^ par la probabilité que cette cause ayant lieu, Févénemeiit arrivera, probabilité que nous désignerons par H ; toutes les n causes étant à priori également possibljss,
la probabilité de chacune d'elles est -^ on a doixc
La probabilité de l'événement observé, est la somme de tous le$ £ relatifs à chaque cause ; en désignant donc par S • ~ la somm^
de toutes les valeurs de —, on aura
l'équation P = -p- deviendra donc •
ce qui est le principe énoncé ci -dessus.
Pour appliquer les principes préeédens à un exemple^ supposons qu'une urne renferme trois boules dont chacune ne paisse être que blanche ou noire; qu'après avoir tiré une boule , on la remette dans l'urne pour procéder à un nouveau tirage,
et qu'après ?fi tirages^ on n'ait amené que des boules blanches; n est yisiUe que l'on ne peut faire à priori , que qqatre bypoihises; car les boules peuvent être ^ ou toutes blanches , ou deux blanches et une noire, ou deux noires et une blanche ^ ou enfin toutes noires. Si l'on considère ces hypothèses comme autant de causes de l'événement observé, les probabilités • de l'éTéne-. ment y relatives à ces causes, seront
Les probabilités respectives de ces hypothèses, tirées de l'évé^ Bernent observé , seront donc , par le troisième principe ,
^m^gm^j^ 3m^a"»+l' 3"*+a"'+l'
On voit, au reste, qu'il est inutile d'avoir égard aux hypothèses qui excluent l'événement , parce que la probabilité résultante de ces hypothèses étant nulle, leur omission ne change point les expressions des autres probabilités.
Si l'on veut avoir la probabilité de n'amener que des boules noires dans les w! tirages suivons, on déterminera à priori les probabilités d'amener d'abord m boules blanches^ ensuite m'' boules noires. Ces probabilités sont ^ relativement aux hypo-. thèses précédentes.
ijin 3^'
et comme à priori, les quatre hypothèses sont également pos* sibles, la probabilité de l'événement composé sera le quart de la somme des quatre probabilités précédentes, ou
Les probabilités de l'événement observé, déterminées à priori.
{ a38 ) tlans les quatre liypotliëses précédentes^ étant respectivement
[m ftW»
le quart de leur somme ^ ou
sera la probabilité de l'événement observé > déterminée à priori; en divisant donc la probabilité de l'événement composé ^ par cette probabilité > on aura, par le second principe >
pour la probabilité d'amener m' boules noires dans les m' tirages suivans.
On peut encore déterminer cette probabilité par le principe suivant.
IV* PaiNCiTE. La probabilité d^un événement futur est la somme des produits de la probabilité de chaque cause , tirée de Pévénement observé , par la probabilité que cette cause existant , r événement futur aura lieu.
Ici les probabilités de chaque cause ^ tirées de l'événement observé , sont, comme on l'a vu ,
^mj^^m^y^y 3«^û«+i' 3«+fi"*-+-l' ^
les probabilités de l'événement futur^ relatives à ces causes, sont respectivement
la somme de leurs produits respectifs, ou
sera là probabilité ie l'éTénement futur, tirée àe l'événement observé ; ce qui est conforme à ce qui précède. *
Si Ton suppose quatre boules dans l'urne , et qu'ayant amené une boule blanche au premier tirage, on cberche la probabilité de n'amener que des boules noires dans les m tirages suivans j on trouvera, par les principes exposés ci'^dessus> que cette probabilité est égale à
Si le nombre des boules blanches égale celui des noires > là probabilité de n'amener que des boules noires dans m' tirages
est -jj;-. Elle surpasse la précédente lorsque m' est égal ou
moindre que 5 ; mais elle lui devient inférieure lorsque m' sur^ passe 5, quoique la boule blanche extraite d'abord de l'urne indique une supériorité dans le nombre des boules blanches. L'explication de ce paradoxe tient à ce que cette indication n'exclut point la supériorité du nombre des boules noires; elle la rend seulement moins probable ; au lieu que la supposition d'une égalité parfaite entre le nombre des boules blanches et celui des noires exclut cette supériorité; or cette supériorité quelque petite que soit sa probabilité , doit rendre la probabilité d'amener de suite m^ boules noires plus grande que dans le cas de l'égalité des couleurs , lorsque m' est très grand. 225. Problème. Déterminer les diverses chances des loteries. On sait que le nombre des combinaisons de m lettres n
in est
que le nombre des arrangemens de n lettres n à n est le produit des nombres 1 , 2, 3 , . . . , ti; et enfin que le nonibre des arrangemens différens de m lettres prises n à /i est ^
Cela posé, supposons que le nombre des numéros d'une lotélerie soit n , et qu'il en sorte r à chaque tirage ; on demande la
probabilité qu'une combinaison de ^ de ces numéros sortira aa premieritirage.
Le nombre total des combinaisons des numéros^ pris rir, est, par ee qui précède ^
Pour ayoîr parmi ces combinaisons le nombre de celles dans lesquelles les s numéros sont compris^ on observera que si l'on retrancbe ces numéros de la totalité des numéros ^ et que l'on combine r — s k r— 5, le reste »— j, le nombre^ de ces combinaisons sera le nombre cberebé ; car il est clair qu'en ajoutant les ^ numéros à chacune de ces combinaisons ^ on aura les combinaisons rkr dans lesquelles sont ces s numéros. Ce nomhe est donc
(yi — j) . {n-^s — i) >.. . (n — r+ i) 1 . 22 . 3 . . .. (r— j) '
en le divisant par le nombre total de) combinaisons r à r des n numéros 9 on aura pour la probabilité cherchée ,
En divisant cette quantité par i . a . 3 . . . ^ ^ on aura , par ce qui précède , la probabilité que les s numéros sortiront dans un ordre déterminé entre eux. On aura la probabilité que les s premiers numéros du tirage seront ceux de la combinaison proposée , en observant que cette probabilité revient a celle d'amener cette combinaison, en supposant qu'il ne sort que s numéros à chaque tirage; ce qui revient à faire r=j dans la fbnctioft précédente, qui devient ainsi
n . (u — i) . .. . (»— .j-J- i)' Enfin , on aura la probabilité que les s numéros choisis sortiront
he premiers datis un ordre déterminé y en réduisant le n'ùnié^ rateur de cette fraction à Tunité.
Les quotiens des mises divisées, par des probabilités sont cô que la loterie doit rendre aux joueurs : l'excédant de ées quô-«tiens sur ce qu'elle donne est son bénéfice. Eh effet, si l'on nomme p la probabilité du joueur, m sa mise, et x ce que là loterie doit lui rendre pour l'égalité du jeu , rc» — m sera la tnisé de la loterie ; car ayant reçu la mise m , et rendant x au jouéui', elle ne met au jeu que x — m. Or pour l'égalité du jeu, l'espé^ rance mathématique de chaque joueur doit être égale à sa crainte 5 son espérance est le produit de la mise a:-*— zn de son adversaire , par la probabilité p de l'obtenir ; sa craitate est le produit de sa mise m, par la probaljilité 1 — p de la perte. On a donc
pX (^ — ni) = (i— p)Xm;
fc'esl -à-dire que pour l'égalité du jeu, les mises doiyeUt être Réciproques aux probabilités de gagner. Cette équation donne
Ainsi ce ^ué Ifi loterie doit rendre est le quotient de la nii^e divisée par la probabilité du joueur pour gagner.
226. PROBiiMB. Vne urne étant supposée renfermer x boules , on en tire une partie ou la totalité , et Von âemandè la proba-" hilité que le nombre des boules extraites sera pain
1^ somme des cas dans lesquels Ce nombre est l'uniié > égale évidemment x , puisque chacune des boulé* peut également être extraite. lia somme des cas dans lesquels ce nombre égale a , e^t la somme des combinaisons des x boules prises deux à deux, et
cette sommé est égale à -^^- -* La somme des cas dans les-
quels le même nombre égale 3, est Ift somme des combinaisons des
ir(ic— 1) (a;— a) iboules prisés trois à trois, et cette somme est ^ ,
et ainsi de ^ite. Ainsi lés termes successifs du développement
tte la fonction (i ^i)'<^i représenteront tous les cas dans les^ quels le nombre des boules extraites est suocessiTcment 1^2, 3, etc. {usqu'Â xf d'où il est facile de. conclure que la somme de tous les cas relatifs aux nombres impairs- est égale à |(i4"0*"^ï(^ — 0*> ^^ a*"', et que la somme de tous les cas relatifs aux nombres pairs est i(i+i)*+sC^ — 0*— ij ou a'""^— 1, La réunion de ces deux sommes est le nombre de tous les cas possibles; ce nombre est donc a^— i; ainsi la probabilité que le nombre des boules extraites sera pair est
— ^ -, et la probabilité que ce nombre sera impair est -^ — ;
il y a donc de l'aTantnge à parier avec égalité pour un nombre impair»
Si le nombre x est inconnu^ et si l'on sait seulement qu'il ne peut /excéder n, et que ce nombre et tous les inférieurs sont paiement possibles , on aura le nombre de tous les cas possibles relatifs aux nombres impairs, en faisant la sonune de tontes les valeurs de a'^', depuis 0:=: 1 jusqu'à x=7i, et il est facile de Toir que cette somme est :2"— - 1 . Oi^ aura pareillement la somme de tous'les cas possibles relatifs aux nombres pairs , en sommant la fonction a*""*— 1, depuis a;= 1 jusqu'à x=:n, et l'on trouve cette somme égale à a*^— n-— i; la probabilité d^un nombre
pair est donc al<ks ^^^ . , et celle d'un nombre impair
est
Supposons maintenant que l'urne renferme le nombre x de boules blanches et le même nombre de boules noires ; on demande la probabilité qu'en tirant un nombre pair quelconque de boules i on amènera autant de boules blanches que de boules noires, tous les nombres pairs pouvant être également amenés*
Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de l'urne peut se combiner ayec une boule noire ^st évidemment x'X^x* Le nombre des cas dans lesquels deux boules blanches peuyent se
combiner avec deux boules noires est * ■ ■ X ^î^*
itînsi ie suite. Le nombre des cas daas lesquels on amènera au« fant de boules bknches que de boules noires est donc la somm^ des carrés des termes du développement du binôme (i + i)*, moins l'unité. Pour avoir cette somme, nous observeroi^ qu'elle est ég^le au terme indépendant de a, dans le développement de
kffAT
X (i+û)'- Cette fonction est égale à lii^il-: Le
terme indépendant de fl, dans son développement, est ainsi le coefficient du terme moyen du binôme (i+o)**; ce coefficient
^ f — V > ^® nombre des cas dans lesquels on peut
tirer de Purne autant de boules blanches que de boules noires est donc
Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes de rang impair dans le développement du binôme (i+i)'^> moins le{Hremier ou l'unité. Cette somme est i(* + i)**+ïï(ï — 0**> le nombre des cas possibles est donc a**~'— 1 ; ce qui donne poor l'expression de la probabilité cherchée,
i'NM
DE GÉOMÉTRIE
Des Points et des Lignes sur un plan.
327. i*'PaoBLiMï. {Fig. i3). IViBtfER par le point A une droite qui fasse un angle donné avec la droite XY.
Par un point quelconque B de XY , tirez BK , BH , qui for« ment ayec XY Fanglc donaé : par le point A, menez-leur les parallèles AM , AN y elles satisferont à la question.
fl« PROBLiMs. (F/g*. i4). Mener par le point A une droite telle, ifue la partie interceptée entre les deux parallèles XY , ZU , soit d'une longueur donnée f. *
Par un point quelconque B de Tune des parallèles , décrîyeï une circonférence avec la longueur donnée / comme rayon ; joignez an centre B les points C^ D de sa rencontre avec la seconde parallèle; puis menez par A des parallèles à ces deux lignes, elles résoudront la question.
Le problème serait évidemment impossible si la longueur donnée était moindre que la distance des deux parallèles.
3® PROBiiiME. ( Fig. ,i5 ). Du point A tirer une ligne AC telle , que la différence entre AB et BG soit d*une longueur / donnée.
Au-dessus de XY , tirez • une troisième parallèle à la même distance que ZU , et coupez-la par un cercle décrit de A comme centre avec le rayon ^ : joignez les points de rencontre .M, N avec A, ces deux lignes satisferont à la question, soit que la troisième parallèle soit an-dessus ou au-dessous de A.
4* PnoBiiacE, {Fig. 16). Trouver sur la droite XY an point M , tel qu'en le joignant à deux points donnés A,B,les ailles AMXy BMY soient égaux.
Abaissez de Pun des detix poinls une perpendiculaire AT^ «ur XT, prolonge«-la de PK=PA , et joigne» BK; le point M de rencontre de BK avec XY sera le point cherché. Car AMX==îXJVIK etXMK=BMT.
5* Problème. C/^/g". 17 ). Étant donnés deux points A y Hf dans V intérieur d'une portion de polygone quelconque XYZU , déterminer des points M, N, P, tels que les^droitesAM, MN, Ti(? y'PB fassent des angles égaux avec les côtés sur lesquels elles se rencontrent,
Ahjaisses AK *perpendîteulaîre sur XT'et prolongezJa de KH = AK; de H , abaissez-en une seconde suif YZ et prolongez^ la d'une quantité égale en I ^ de I ^ ahaissez-en une troM^me sur ZU et prolongez-^la d'une quantité égale en L ; jôîgÀ^iS' LB. Le point de rencontre P sera un des points cherchés^ Tirant alors PN sous un angle égal avec ZU , on déterminera N , puis enfin M. lia démonstration se ferait comme dans les cas pré-> cédens.
6* PaoBiiME. ( Fifr. 18 )• Deux points , A, B, étant donnés entre deux droites XY, ZU , trouver des points M , P;^N , ... , en nombre donné sur ces deux lignes, de manière que les droites AM , lilN , NP , PB , . . . ^ fassent des angles égaux avec la ligne sur laquelle elles se coupent
Abaisses AK. perpendiculaire sur XY, et prolongcfz-Ja de KH=:AK; du point H, abaissez-en une seconde sur ZU; ^t continuez ainsi autant qu'il y aura de points demandés ; l'extrémité de la dernière perpendiculaire étant jointe axec B', déterminera le point P; on en déduira tous les autres poiiits.
Ge problème , dans le cas où les lignes XY , ZU sont* parallèles, et les deux précédens, trouvent des applications dans le jeu du billard. Ces applications sont fondées sur ce principe de physique , que lorsqu'un corps élastique rencontre un plan ré* fiistant, il se réfléchit sous un angle égal à celui d'incidence.
7* Probiâmb. {Fig. 19). DeuX' points A, B étant donnés d*un même coté de la droite {SX , trouver un point M We XY tely que la somme AM + MB soit un minimum.
Déterminez par ce qui précède un. point M tel, que fes angle*
A MX; BMY soient égaux , ce sera le point cherché* Car soî^N un autre point qudioonque> on aura
AN+HBcîRN+NB , A»r+MB=KB. Or KB<K]!<r+NB.
Donc ' AM4- MB est un minimum.
Si les points A , B (Jig* 20) étaient de côtés différens de XY^ et qu'on demandât que la différence des distances fût un maximum , on abaisserait la perpendiculaire AK qu^on prolongerait de S^t=: A£^ on tirerait la droite de BHM^qui déterminerait le point cherché M. Car la différence de AM et MB est HB^ -6ttp<>i^' tc^t; autre point "N , la différence de BN à AN ou à HS est moindre que HB;
8^ Fi^OBi^èME. (F/g. i2i)é Étant données deux droites "EF y Gll^ qu'on np peut prolonger ^ 1® mener par un point donné M une ligne guipasse par leur point de concours; â^ tirer une ligne qui partage leur angle eu deux parties égales,
1^, Tirez une sécante quelconque AB par le point M , et une parallèle quelconque CD que tous partagerez dans le même rapport en N I la droite NM passera par le point de concours des deux droites données.
a**. Par le point M ( Fig. aa ) , tirez MK parallèle à XY, et EH ^i partage Tangle MKZ en deux parties égales^ l'aoLgle KHX sera égal à HKZ ; élevant une perpendiculaire sur le milieu de HK^ elle passera par le point de concours des deax droites données , et partagera leur angle en deux parties égales.
9* PnoBii^MK. (Fig. a3). Les trois droites AB, AC, BC étant données , tirer une parallèle. MN à BC , de manière que la somme ou la différence des parties BM , CN soit égale à MN.
1^. Partagez les deux angles intérieurs B et C en deux parties égales, et menez par leur point de rencontre O la parallèle MN, à BC, elle sera la ligne cherchée; car MO=MB et NO=NG.
La même construction peut se faire en dessous de BC.
a°. Tirez des droites BK, CK, qui divisent Iqs angles ABC, ACD , en deux parties égales ; la parallèle Kmn k CB sera la ligne cherchée^ car Km = mC et Kii==: /iB.
( a47 ) 10* PtoBi^iis. {Fig. 24). Étant données les ^oU dfmtes AB^ AC, BG , mener une parallèle MN à BC , telle queja somme ott là différence des parties BM , CN soit égale à une ligne donnée.
On a
BM :NÇ ::AB :ac,
BM ±:NC : NC :: AB ±: AC : AC.
Or, AB| AC et BM dt NG sont connus^ celte proportion fera donc connaître CN.
Il* PaCHLèME. {Fig. a5). Étant donné le carre A BCD, y inscrire un autre carré donné.
Soit EFHK le carré inscrit demandé. On aura
EF =: AE + AF = FB + AF
On connait donc la somme des carrés des s^mens AF^FB; la retrancliant di^ carré de AB^ on connaîtra le double rectangle de ces segmens ; la question reviendra donc à trouver deux lignes, connaissant leur somme et leur produit^ ce qui n*ofire aucune difficulté.
la* PaoBLiMB* (,Fig* u6). Étant donné le triangle ABC et un point D sur un des côtés, y inscrire un triangle semblable à un triangle donné et ayant un de ses sommets en D.
Prenez un triangle quelconque MNP semblable à celui quMl faut inscrire , et soit M l'angle qui doit avoir son sommet en D. Décrivez sur MN et MP des segmens respectivement capables desanglesB^A; et^parM^tirezKH t^lle que KM:MH::BD:DA {voy. i3* Prob. ) ; joignez KN , HP , et prolongez-les en L ; le triangle HKL sera semblable à ABC , le point M sera situé sur KH de la même manière que D sur AB ; le système construit est donc semblable à celui qu'on cherche , et par conséquent ce der-^ nier s'obtiendra soit en reportant sur ABC des segmens qui soient à ceux de KHL dans le rapport des côtés de ces triangles , soit en tirant par le point D des lignes sons les mêmes angles qu'au point M.
i3* Peoblàme. {Fig. 37). Etant donnés deux cercles A , B> qui se coupent, mener par un de leurs points de rencontre G 7
}i^a s^ctuk^' tçlhy que les cordes interceptées soient dons le rap-. port de m an.
ÇuppospoaqHQ;MN soit la Hgoo clitfrohéo; abaissons sur elle les perpendîcvlaires AK. , BH , les moitiés K.C , CH des cordées seroiiil aussi dans le rapport àe m kn\ s.i donc on partageait kb ^n O dans le rapport de m à n ^ et qu'qn joignit OC ^ cette lign» gérait parallèle. à ÇH et AK, et par suite perpendiculaire sur ])ÎN. Qn résoudra donc le problème en prenant un point O qui ^ivisç AB dans le raipport de ^ à n^, et en tirant par Q une pei> pendiculaîre MN à OC.
lia sécante pourrait encore être placée de manfère que ses^ points de rcxiconlre aveo les cercles fussent du même côté de C^^ comme ÇIVrN^ Qn verrait de Ii^ mén^e manière que pour aToic^ CM' : CN' Il ml n , il faudra déterminer un point X sujr le proloBgement dç AB., de manière que l'on ait XB : XA II m, l n,^ joindre CX , et lui mener par le polnl C une perpendiculaire CN' qvi sera la ligne cberçh^.
ii4* rHO^iiaias. (F^ a8). Etant donnés deux cercles A , B, qui se coupent en C , mener par ce point une sécante , telle que la s>çmmq qu Ig. ^ifférenfiê des^ deux cordes soit égalera une ligne donnée Om,.
i**.§oitMN (Jlg» aS) la ligne ohercbée, abaissez les perpeHdîçu-- Ifiirés 4S-, BH à MTji *, KH , moitié de MIJ? , sera d'une longueur çonnjue ^aiQsi que sa parallèle BL. Tout se réduit donc à faire un, triangle rectangle dont AB soit l'hypoténuse j^et dont un des côtés de l'anglç droit soit la demi*>somiae donnée «. Or, on peut construire 4&ux triangles d'après ces données ; il y aura donc deux 4irection3 pour MN , et elles feront des angles (^aux avec AB.
Les deux triangles que Pon ferait de l'autre côté de AB , reproduiraiei^t les deux mêmes directions pour MN.
Il suit de là que la plus grande valeur de la sécante MC^ a lieu quand elle est parallèle a AB.
a^ §oit la droite CMN (fig>.^S bis) telle que la différence MN des deux cordes , soit égale à a«. Abaissez les perpendiculaires pis. ^ AH, à CN; la différence KH des demi-cordes sera «; menant ^a, p^allçle AL^ à CN , on connaîtra dans Je triangle r&>t
tangle ÀBL, l'hypoténuse AB et le côté AL. On pourra donc encore construire 4cux triangles ABL, AÎBiL^ et menant par G des parallèles aux côtés AL, AL', on aura deux lignes qui satisferont à la question , et qui feront des angles égaux avec AB.
Si Fon voulait que les deux points M , N fussent situés comme ^ans la figure 228 , on décrirait un cercle égal à B , et qui lui fût tangent en C , et Fon rentrerait dans la même construction.
i5' PROBLiME. {Fig, 29), Partager un triangle ABC en m parties équivalentes , par des parallèles à un de ses c&tés.
Pour aK»ir la première parallèle CD à BG , faites la proportion
AB% AC*::7n: i.
Pour .coBstruire la seconde parallèle £F a BG, faitçs la pro-«
portion AB ! A£ : ; m I 2 ; et ainsi de suite.
46* PROBLiitfE. (F/g*. 3o). Tirer d un 'point donné A une sécante AZ telle, que les parties interceptées entre les trois droites données OB, OC, OD , soient dans le rapport Je m d n.
Prenez les lignes MN , NP , dans le rapport de 771 à n ; décrî- ^
Teï sur elles des segmens capables des angles «, Ç, et soit Q leup point de rencontrée ; faites l'angle PQK = DO A, vous aurez un système semblable à celui quîil faut construire. Prenant alprs Q4' = OA ,'et tirant A'V parallèle à KM , il suffira de reporter QV sur OB, de O en Z; le point Z sera déterminé.
17* Problème. {Fig, 3i). Trouver le lieu des points tels que k rapport' de leurs disjtances à deux points Jîxes A> B; soit constamment égal- au rapport donné dem. à n.
Construisez d^abord les deux points M , N de ce lieu , qui sç^ trouvent sur la droite indéfinie AB, et pour cela prenez
' AM : MB :: m : 71 et AN : NB :: m ; ^^
Cda posé> soit X un point quelconque , tel que^
AX :XB :: m\ n^
on sait qu'en joîgnAnt MX , Fangle AXB sera partagé en deux |)arties égales, et qu'en joignant NX, son supplément BXYlesera -de la même manière ; les ligues MX; NX seront donc perpendi-
culaireë entre elles; le lien cherché des {K>int$ X aéra donc aa cercle décrit sur MN comme diamètre.
18* Problème. {Fig. 32), Trouuer les points d'un plan qm sont également éclairés par deux lumières dont la position est connue f et dont les intensités sont xaetnà l'unité de distance,
La solution de cette question repose sur ce principe de Physique j que les intensités d^une même lumière à des distances différentes, sont réciproquement proportionnelles aux carrés de ces distances*
Cela posé : soient A, B ^ les deux points lumineux, et M un point qu'ils éclairent paiement; les intensités 2 ^^'i respectÎTes des deux lumières sur M seront données par les proportions
ft : m :: 1 : Im , z'm ;: i : bm^
Or « = »'; donc ]^r=g^aî d'où AM : BM :: V^m : l/JT
Le rapport de ÂM à MB étant constant, le lieu des points M est une circonférence que l'on construira comme dans le cas précédent.
Si l'on avait trois points lumineux , et qu'on Toulût trouver les points de leur plan qui en reçoivent une égale lumière , on chercherait d'ahord le lieu des points également éclairés par les deux premiers, puis par l'un d'eux et le troisième ; la rencontre de ces lieux donnerait lès points cherchés. Il y aura alors deux circonférences à décrire, et le problème pourra tivoir deux solutions, ou une seule, ou enfin aucune.
19* Problème. {Fig. 33). Par tYois points A, B, C, faire passer les cotés d'un triangle équilatéral, dont la surface soit la plus grande possible.
Sur AC et GB, décrivez des segmens capables de •= d'angle
droit. Si par C vous menez une sécante quelconque ,MN, et que vous tiriez les lignes M AD, NBD, elles détermineront un triangle
équilatéral AJDN ^ puisque les angles en M et !N sont égaux à ^.
Il suipli^a donc pour résoudre la question de tirer par le point
donné C une sécante qui soit un maximum; problème qui a été résolu (page 248 ).
30^ "pROioÀMjR, Etant donnée la différence de la diagonale au côté d'un carré, construire ce carré. ^
Vous aurez un sjstènae semblaLIe à celui que vous cherchez^ en construisant un carré quelconque et sa diagonale ; vous en déduirez le côté du carré demandé ^ en observant que les côtés de deux carrés , sont entre eux comme leurs diagonales > ou comme les différences de ces diagonales aux mêmes côtés.
21 1 ^ PaoBi^èME. (Fig. 54). Inscrire dans un cercle uh rectangle dont la surface soit donnée. >
Sur le diamètre AB , faites un triangle AMB égal à la moitié de la surface donnée , et tirez AN parallèle à BM ] AMBN sera le rectangle demandé.
22' pROBijbfB. {Fig. 35). Inscrire dans un triangle ABC, un rectangle dont le rapport des côtés soit donné.
D'un point quelconque M pris sur AB , abaissez MP perpendiculaire sur AC, et formez le rectangle MPQR dont les côtés soient dans le rapport donné-, joigniez AQ , et prolongez AQ jusqu'à la rencontre de BC en X; menez les lignes XY et XZ , pa* rallèles à QM et QR , elles seront dans le même rapport , et XYKZ sera le rectangle demandé.
Lorsque le rapport donné est J'unité , le rectangle devient uo «arré.
a3* Problème. {Fig. 36). Mener une tangente commune à deux cercles A et B.
Soit MN cette tangente. Les rayons AM , BN étant parallèles , le point O de rencontre des prolongêmens des droites AB , MN> ieratelque ^
OB : OA :: m : am.
On pourra donc déterminer le point Ô en menant deux rayons quelconques AX, BY parallèles et dirigés dans le même sens, en joignant les points X -, Y par une droite , et prolongeant cette ligne jusqu'au point O, où elle rencontre ABO. Le point O étant connu ; on mènera par ce point une tanr
gente à l'an des cercles , elle le sera à l'autre. Il est clair qu'U j aura deux solutions symétriques par rapport à AB.
La tangente commune pourrait avoir la position PQ , et le point B. se déterminerait encore en menant deux rayons quelconques parallèles , mais dirigés en sens contraire ^ il y ei| aurait de même une seconde symétrique. ,
Si les cercles étaient tangens extérieurement , il n'y aurait que trois solutions^ s'ils se coupaient , il n'y en aurait que deux î s'ils se touchaient intérieurement ^ il n'y aurait qu'une solution ^ çnfîn , si l'un était intérieur à l'autre , il n'y en aurait aucune.
24^ pROBLÈïCB. Décrire un cercle tangent à trois droites in-^ définies.
Un cercle tangent à deux droites , ayant son centre> sur la ligne qui divise leur angle en deux parties égales ^ on tirera des droites qui divisent deux des angles en deux parties égales, du côté où l'on voudra que le contact ait lieu , et le point de ren-* contre de ces deux droites déterminera le centre.
11 est indifférent lesquels on prenne des trois angles, parc^ que les droites qui les partagent en deux parties égales, concourent en un même point.
Si les trois lignes données se covpent deux à deux , il y aura quatre solutions*, si deux sont parallèles, il n'y en aura que deuï; et aucune, si les trois droites sont parallèles.
Nous verrons plus tard que dans le cas où les droites se cou-> pent deux à deux, le produit des quatre rayons des cercles tangens à ces droites, est égal au carré de Taire du triangle déterminé par ces droites.
Théorème. iPig» 37). Si ton pr^nd trois à trois tes côtés d'un quadrilatère^ et qu'on inscrive des cercles dans chacun de ces systèmes y les centres des quatre cercles qui en résulteront seront sur un même cercle; car si l'on partage les quatre angles AjB» Gf D, du/ quadrilatère en deux parties égales par des droite», les rencontres de ces droites donneront les quatre centres. M , N, P, Q,et il suffit de prouver que la somme des angles «t, C , est égale à deux droits. Or, et est supplément de 5/ + ^>et C l'est de i -f~ ^ ^ do^<^ « + C est supplément à quatre droits da la
flomme des dettii-angles y^ ^> t ^ du quadrilatère ; donc « -f- f est égal à deux droits; et par conséquent le quadrilatère MNPQ est inscriptible dan» un cercle.
a5* Problème. {Fig. 38). Décrira Un cercle tangent à une droite donnéeJLYj passant par un point donné A, et (T un rayon donné R.
Son centre sera sur une parallèle à XY, menée à la distance R de XY ; de plus , il sera sur la circonférence décrite de A comme centre avec le même rayon ; il sera donc déterminé , et par suite le cercle chercbé.
n pourra y avoir deux solutions ^ une seule, ou aucune.
La condition d'impossibilité sera que le rayon R soit moindre que la moitié de la perpendiculaire AP à XY.
26* Problème. {Fig. Sg). Par deux points donnés A, B, mener un cercle tangent à la droite XY,
Prolongez 6A jusqu'à XY en M , la tangente partant du point M devant être moyenne proportionnelle entre la sécante MB et sa partie extérieure MA , on en trouvera facilement la lon^ gueur ; la portant de M en C sur XY , on aura le point G de contact ; et il ne s'agira plus que de faire passer un cercle par trois pointsf A , B , G , connus.
Il y aura deux solutions , parce qu'on peut porter la tangente de part et d'autre du point M. Il n'y en aurait qu'une seule si AB et XY étaient parallèles.
27* Problème. (Fig. 4o). Décrire un cercle tangent à deux droites, et passant par un point donné A.
Abaissant de A uno perpendiculaire AP, sur la ligne GG qui divise l'angle DGE donné, en deux parties égales, et la prolongeant d'une quantité PB =:PA, on aura un second point B du cercle; il ne s'agira plus que de mener par A et B un cercle tangent à l'une des deux* droites CD , G£. ^
' Il y aura donc deux solutions quand les droites se coupe* ^^f ront, et une seule quand elles seront parallèles. '
a8" Problème. {Fig. 4i). Déctire un cercle qui passe par deu^ points A, B, e^ qui soit tardent à un cercle donné G.
Faites passer par A et B un cercle quelconque qui coupe le
(Srcle donné en M et N ^ tirez MN jotqa'à la rencontre de AB ça D I et menez par D une tangente DK au cercle G \ le point K sera le point de contact du cercle cherdié arec le cerde G ; car DK est moyenne proportionnelle entre DN et DM , et par suite entre DB et DA 'y le cercle passant par les trois points A> B ^ K, sera donc tangent à'ia droite DK^ et par conséquent au cercle G.
Comme on peut mener par le point D deux tangentes an cercle G ^ à moins que ce point ne soit sur ce cercle même > il j aura généralement deux solutions.
29* P&oBLÈMB. (F/g*. 42). Par un point donné A , faire passer un cercle tangent à une droite et à un cercle donnés.
Soient XY et G , la droite 'et le cercle donnés. Supposons que
M , N soient les points de contact cherchés , qu'on tire la droite
MN et qu'on la prolonge jusqu'au cercle G, en P ; les triangles
CPN, MNO seront semblables^ parce que les cordes FN, MN
sont dans le rapport des rayons; GP sera donc parallèle à MO,
c'est-à-dire perpendiculaire sur XY ; on peut donc déterminer
à priori le point P. Si on le joint au point A ^ il ne restera plus
qu'à trouver le point Z où PA doit couper le cercle cherché.
Or , le rectangle PA X PZ est égal à PN x PM5 et œlai-d est
^al à PK X PH ^ à cause des triangles semblables PKN , PHM.
Le rectangle PA X PZ étant donc connu 1 PZ s'ensuiTra^ et <m
fera passer par les deux points A ; Z, un cercle tangent à XY.
n y aura deux solutions pour le contact extérieur des cerdes,
et deux autres pour leur contact intérieure
3o« PHQjBiiME. {Fig. 43). Faire passer un cercle par un point donné "S., tangentiellemenl à deux cercles donnés.
Soient A, B les centres des cercles donnés; supposons le problème résolu et que O soit le centre du cercle cherclié , et M, N les deux points de contact; tirez la droite MN, et prolongez-la indéfiniment, elle coupera le prolongement de AB en un point K. Je dis qu'on peut déterminer ce point à priori, car si l'on joint AQ, BP, les trois triangles isocèles AÇ^, MON, BNP , seront semblables ; BP sera donc parallèle à AM ; et par conséquent le point K peut être construit en joignant les extrémités de deux rayons parallèles quelconques.
Cela fosé , que l'on joigne XK^ tout se réduira à trouver KT i parce qu'il suffira alors de mener un cercle tangent, à Vun des cercles proposés par les deux points X et Y. Or , le rectangle KX X KY est ^1 à KM X KN-, celui-ci est égala ERx ES, csar PV étant parallèle à MR , l'angle « est égal à y* Or ^ y = f comme supplémens d'un même angle P; donc 0-=zG, et par conséquent « +J^=: 200®. Ponc le quadrilatère RMNS est inscriptîble, et par suite KNX KM =KS X KR. Le rectangle RX X KY étant alors connu , le point Y s^en déduit , et le problème est résolu.
Ce problème est susceptible en général de quatre solutions ^ soirant que les cercles donnés deTront être à la fois ^ soit inté* rieurs , soit extérieurs au troisième , ou bien l'un intérieur et l'autre extérieur. Nous nous dispenserons d'examiner les cas oit quelques-unes des solutions deviennent égales ou impossibles.
5i* Problâmb. iFig. 44). Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés A, B, et qui touche une droite donnée XY.
Soit O le cerde inconnu. -Si l'on conçoit que le rayon de ce dernier augmente de MB , on aura un nouveau cercle qui aura le même centre O , passera par le point B , sera tangent à un oerde décrit du centre A, avec un rayon égal à la difierence des deux rayons donnés , et à une droite parallèle à XY , me* née en dessous h, la distance MB de XY; on pourra doncdétec-^ miner ce cercle par une des constructions précédentes; et le centre O étant connu , le problème proposé sera résolu.
Le problème est susceptible de quatre solutions > sauf les cas d'impossibilité partielle où absolue.
32^ PAoBubcB. (F/g. 45). Décrire un cercle tangent à deux droites A% , AY , et à un cercle O.
Soit B le centre du cercle chercbé ; si Von augmente son rayon de MO, on aura un nouveau oerde concentrique , passant par le point O, et tangent à deux droites parallèles à AX et AYy à la distfince MO de chacune d'elles. Le centre O se déterminera donc par une des constructions précédentes.
Ce problème est susceptible de quatre solutions.
( âSG )
35* PROSiâvB. {Fig. 46). Décrire Un cercle tangent à trois ^cercles donnés.
Soient A > B ^ G les trois cercles donnés, et O le cercle cber* dié. SI l'on augmente son rayon de ^ un des trois rayons donnés, du plus petit par exemple , qui est celui du cercle G > le problème sera tamené à faire passjer un cercle par lé point G y tangentiellement à deux autres , ayant leurs centres en A et B ^ et pour rayons les di£Férences des deux plus grands rayons donnés au plus petit.
Ge problème est susceptible de huit solutions ; il peut en avoir moins y et même n'en ayoir aucune.-
,■ 54® PnoBiiaiEB. (F/g*. 47). Décrire dans un cercle donné un nombre quelconque m de cercles égaux qui soient tangens entre eux et au cercle donné A.
Soient B, G, etc. les centres dés cerclesdeinandéd; le^ points de contact D ; £ , etc. , partageront la circonférence du cercle A en m parties égales. Supposant cette division faite 9 on troairera les centres B , C , en observant que la ligne BG est parallèle à DE et égale à BD -f* CE ^ ce qui ramène à un ^des problèmes précédens.
Ta^ORÂus. ^Fig. 48). Zm, somme des distances de deuj^poinùs Jixes Ayhyàun point M d'une circonférence donnée, est un minimum lorsque les deux droites AM, "ËiNfont des angles égaux avec le rayon GM \ car les lignes AM , MB faisant alors des angles ^aux ayec la tangente en M, la sonmie AM4-MB est un minimum pour tous les -points de la tangente) et à plus forte raison pour tous les points du Cencle qui est au-delà.
55* PaoBLÈME. {Fig. 49) . Trouver un point O tel, que la somme de ses distances à trois points donnés A ^ B , G , soit un minimum*
La somme AO -f- GO -{- BO étant minimum > si on laisse AO
constant , il/audra que BO —(- GO soit aussi un-minimum. Or ^
le point O décrit alors fine circonférence dont A est le centre ; il
faut donc , d'après le thi^orème précédent , que BO et GO fassent
des angles égaux avec AO. On verrait de même que GO doit
niire des angles égaux avec AO et BO -y de sorte que les. trois
angles en O doivent être égaux entre eux , et par suite à - d'angle
fi
fjrolt. On ajim donc le point O en décrÎTant su? loB ofitéa AB , AC , BC y des segmens capbleâ de | d'angle droit»
36^ PkOBiiMB. {Fig. 5o). Trçuver un point O, dont la somme des distances à deux points A:,B,età une droite XY soit un minimum, . ■ . . j .
Tirez les droites OA , OB , et la perpendiculaire (M sur XY. Il est facile de voir que la soinnite des distances^ îè^O aux points A, B, K, sera un minimum ; donc , d'abord les trois a^n^lés en O seront égaux. Déplus, les droites ÀOQ, BOPdoirent faire le même angle avec XY; car si Yah mène une parallèle à XT par O , il fâildta qUe AO + OB soîtim minimum pour tolis les points de cette parallèle; les deux angles!*, (), étant égaux ;'et
Uangle O étant de - , ils yaudront' chacun -= : il suffira donc de
tirer deux droites AQ; *BP ; qui • fassent œt angle avec XY. ,
Zf PaoblIime. Troui^er un point O, dont la somme des di-r stances à deux droites BE , BG ef à un point A (fig. Si) , ou à trois droites (fig. 5 a}, soit un jp^inimum, . i\ Abaissant les perpendiculaires OC , OD mr BE et BG {fig. 5i), on verra comme précédemment , que la sommes dés distances de O aux points A, P,,C, devra être un minimum,
et que par conséquent, les trois angles en O vaudront cbacun=.
Les deux angles G et D étant droits , il faudra nécessairélBent que
l'angle B soit ég^ à ^ -, sapjs quoi le problème serait impossible.
Supposant donc B==, on verra, cpn^mç préçédeuMnent ,
i qtie AO et CO- devront faite' le mômfe angîe iv«c PG , et cet
angle sera ^; la ligne AO doit donc être p^rallèlç à celle qui di-
TÎse l'angle- B en denx parties égales^^et taii9:iie& points gçront tels, que la sonone demandée, sera un-minimum^:! ^ ^ )je prcMb^ème ser» donc impossible ou indéteite«né.> a*. Dans le cas de trois droites AB , AC , BG' {Jig. 5a ) , il jfau-
Ca58) dra eoooreque les trois angles en O soient dé -; ce qtki exige qne
les trois angles A , B, G soient égaux cTiacun à ^. Donc d'aljord le
problème est impossible si le triangle ABC n'est pas équilatéral. Quand cettq condition est remplie , la somme des distances est constante poi^r. t^us les points du triangle et égale à sa hauteur.
Nota.' Dans tous ces problèmes sur les minima , les élèves devront supposer au point cherché tontes les positions qu'il peut avoir par rapport aux données, et examiner dans quels cas les sommes des lignes se changeront en des différences.
38® PaoBLàMS. ( Fig. 53 ). Construire un triangle rectangle tel, qu'un des tôtés soit moyen proportionnel entre l'hypoté^ misé donnée AB , et l'autre côié.
On aura • AC : CE:: CB : AB.
Ce qui revient à
AC : V^AB*— ac*::\/ab'— ac*: ab.
On entire
ACxAB=aS-.ÂC* ou AB =AC 4-ACxAB=AC(AC+AB).
' Or AB est donné , on oonna^it donc la surface du rectangle AC X (AC 4* AB) , et U différence AB de ses côtés ^ on pourra donc déterminer AG , et le problème sera résolu.
39* Problè^. {Fig. 54). D'un point A donné hors étun cercle B , mener par ce point une sécante telle, que la corde soit moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure, ou bien telle , que les.deuan segment soient dans le rapport de raàjX'
1®. Puisque Ton doit avoir MN = AM X AN , MN sera égale à la tangente nMitée par A » an cercle B$ inflcrîirant donc cette longueur d'une manière quelconque 'dans, le cercle , et lui menant du centré' B un cercle tangent , il suffira de tirer par le point A des tangentes à ce dernier ; elles satisferont à la question, et seront partagées en moyenne et esjtréme raison.
(a59) 9f*. Sî l'on demande que
AM:MN :: ml Uy on en déduira
AM : AN :: j» : j» + n. •
Il ne s'agira donc plus que de oonstniire un rectangle AMxANy connaissant te rapjiort de ses côtés et sa surface, t|ui est é^le an earjRé de la tangente : problème qui revient à faire une figure send)lable à une figure doniiiée^ ût équivalente k une autre , aussi donnée.
4o* PROBZ«èM]&. (F/g*. 55). Partager la surface dun cercle ea m parties équivalentes.
Partage^ le diamètre AB en m part^ égales , et décriiez des demi-^sereles sur les distances de ces points de division aux extrémités de ABy d'un même 'côté à partir de A, et de Tautre à partir de B^ les surfaces comprises entre deux lignes consécutives , telles que AmcnB , AmcWB , seront égales » comme on le verra fkcilement, en prenant l'expression générale' de ces sor&qeis.
Déplus, chacune des lignes Amt^nB, èjn'c'n'B^ -etc., sera %ale à la demi'^circonférence donnée. '
. ^x^VviOVLhf^ {Pig> ^)* Etant df^mié^ deux points 11 ^ B, sw deu^ fiarall^s , iBt un ppini G au^dehsprs , fk^r jHsf c0 point une sécante CSX tell§, que l'on ait AX :,)^Y ;: 17^ : èi«,
Sur la droite, indéfîiiîe BAl^ f prenez vn. point M. tel /que l'on ait MA : MB :: m ! n ; la droite MGY sera 1^ j^^caqt^rdemandée.
42® Phoblâmb. (F/g*, ô*/). D'un point A donné hors d'un cercle mener une sécante ^ telle que AB XBG soie égal à un carré donné mK • s -
Le rectangle AB X AG étant égal au parré dç la tangcaite, si l'on remplace BG par AG— AB , on verra que m* est égal au carré dç cette tangeçii;e ,^n|oins leca]r];é dç J^^-^ pn connaitara donc içe .derni/er,. et Jie .problème s^ra ré^olju,
43^ Problèbie. (F/g"., 58). Trois droites AB,BG, AG, étant données , en mener une troisième 'KZ' telle que les parties XY, YZy soient égales à des lignes connue^ f^,^'
Prenes sur une droite iodéilnle MN (^^. 58 bis) deux parties KU=«y HLï=C; décrivez sur ces parties des s^mens capables des angles B , G , et par le point de renco.ntre H des deux cercles, tirez une sécante. UV égalç à BG; joignez KV, VL; tous aurez la construction demandée, et il ne restera plus qu'à ]a re* porter sur la figure donnée ABC.
44* pROBiiHE. {Fig, 5gy Drouvet tous les points tels que la somme ou la différence des carrés de leurs distances à deux points Jixe^ Ikjh t soit égale à m*.
1®. Soit M un point tel, que MA + MB == m', et O le milieu de AB. En abaissant là^perpendiculaire MP sur AB , on aura
MA=MP+(AO + OP)% et MB=:MP + (AO-.OF)*,
La somme M A -f* MB^ étant égale à m* , on aura
2MP + 3AC)*+aOP = /»*; d'oi"MP + OP = im*— AO.
Donc MP + OP est constant, donc OM est constant; lé lieu
des points demandés est donc un cercle décrit du centreO, aTee
vn rayon OM = y. i m*— AO.
a.<». Si MA — MBî=m», on aura «ussî AP — PB==m*, d'après lés valeurs de MA et MB. Il suffira doue de trouver nn point de AB> qui convienne à la condition demandée; et la perpendiculaire abaissée de ce point sur AB , sera le lieu cherché. Soit P ce point, on aura
AP — Tb = m* = (AP + PB> (AP — PB).
Or, AP + PB est connu ; on trouvera donc AP — PB; on en tirera facilement AP et PB»
Le point P ne pourra être entre A el B,* qu'autant qu'on aura m ^ AB; dans le ca^ contraire, il serait en P', sur le prolongement de AB , et la relation précédente se cbangerait en
m* = ( At^ + BF) {AV — BP') , où rinQ^inue serait, AF + ÇP\
( aGi )
45' PBOBLàHs. (F/g. &>}. Etant donnés deux cercks , trouver les points tels que les tangentes tirées de ces points aux deux cercles , soient égales.
Puisque les tangentes MN, MPj sont ^ales, on a
¥Â — AN = MB — "bP; MA — "m^ = AN — Tr
Donc la différence des Qarrés de MA et MB est constante; le lieu des points M est donc une ligne droite perpendiculaire sur AB ^ et qu'on déterminerait comme précédemment.
La solution serais la même si l'on demandait que les carrés des tangentes eussent une différence constante.
46* PaoBiiifB. (^Fig, 6i). Etant donnés deux cercles A^ B, leur mener des tangentes qui se coupent sur une droite donnée XY > et fassent avec elle des angles égaux,
G)nstruisez un qercle O symétrique de l'un des deux cerclesi donnés par rapport à XT , et menez des tangentes communes au second cercle donné et à celui que vous Tenez de décrire^ elles détermineront sur XY les points^ M ^ N^P, Q, d'oi doivent partir les tangentes cherchées.
TnéoRÂM^ {Fig, 69). Lorsque trois cercles se coupent deux à deux , les trois cordes AB , CD , £F^ d^ intersection se reu" contrent en un même point.
En effet y soit O le point de rencontre de CD et AB , on aura A0xOB=ODxOC. Tirez la droite FO , et soit E le point où elle coupe la circonférence K , on aura FO X OE =1X) X OC 5 donc, d'après la relation précédente > on aura l'égalité..*. FO X OE = OB X O A ; et par conséquent le |k>int £ est aussi sur la circonférence H. Donc, les trois cordes CD , EF y AB, se rencontrent en un même point O,
47* PAOBL.èME. {Fig. 63). D* un point A, on mène des sécantes à un bercle donné, et des tangentes par les points de rencontre, on demande le lieu des rencontres deux à deux de ces tangentes^
Soit X le point d'intersection de deux de ces tangentes. En «baissant XP perpendieulaire sur AO^ les deux-trîangles OPX ^
( aSa ) OKA seront semblables et donneront
oP:ox ::OK:OA, d'où opxoa— oxxok.
Mais le triangle OAfX étant rectangle ^* on a
0XX0K = ()M* donc ÔPxOA = ()m!
Donc OP est constant ; et par conséquent le lieu chercbé est nne droite perpendiculaire sur OA , qu'on obtiendra d'après la valeur de OP en menant deux tangentes par le point A, et joignant leurs points de contact.
48* Pboblèms. iFig. 64). Par un point donné A, on mène des droites à tous les points d^un cercle O, el on partage ces droites dans le rapport constant de a à C ; on demande le lieu des points de division. Soit M un point* quelconque du cercle 0; prenez stir AM un point X tel , que AM t AX II a iC.
Tirez XR parallèle à OM , vous aurez
AOiAK:: cl: C, i.:^::OM:Kx.
Ces deux dernières proportions démontrent que AK et KX sont constans. l^e lieu sera donc un cercle décrit du centre K avec un rayon qui soit au rayon donné dans le rapport deCh a,
4g* Pitosii^MS. (-Rg» 65|). On donne une droite XY et un cercle; on demande de mener par t extrémité A d*un diamètre AVQ^ perpendiculaire à XY, une sécante telle, que la partie comprise entre la droite et le cercle soit égale à une quantité donnée.
Soit AN cette sécante ; les triangles semblables AMP , ANQ donneront AMX AN= APX AQ. On connaîtra donc le produit et la différence MN des deux lignes AM, AN; on pourra donc les déterminer.
La construction serait la même si XY était uoe sécante au cercle. 1
TiiéoRjèME. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un triangle se coupent en un jnême point. Car elles passent toutes les trois par le centre dn cercle circonscrit.
ïnioRÈME. (Fig". 66). Iles trois hauteurs d'un triangle concourent en un même point. Car si par les trois somiîkiets A ,B, C, on mène des parallèles aux côtés opposés ^ on formera un triangle
HNF dont les points À y B, G seront les milieux deâ côtés; les trois hauteurs du triangle ABC seront donc les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle MNP^ elles concourront donc en un même poipt.
TnioRÂMS. Les lignes qui divisent les trois angles d'un triangle en deux parties égales , concourent en un même point, i
En effet, soit O (Jig* 67) le point de rencontre de deux de ces lignes, on aura OE=OD, OD:=OF, et par conséquent 0£=0F. La droite (X) divise donc l'angle BCA eta deux par* ties égales.
THioR:èMB. Les droites qui joignent les sommets d^un triangle avec les milieux des côtés opposés, se rencontrent en un même point.
En effet, soit O (fig* 68) le point de rencontre de deux de ces lignes AN, CM ; la droite qui joindra B au milieu de AG pas* sera par le milieu de MN ; il suffira donc de prouver que les mi* lieux K, H , de MN ^t de AG sont en ligne droite avee le point 0<^ Pour cela, tirez la droite KO, les triangles semblables^ donneront
MK:HC::OK:OH, kn: ah ::ok:oh^
d'où MK:HG::KN:AH.Or MK=NK, donc AH=:HCî, .
ce qui démonlre le théorème énoncé.
Nota. Les proportions précédentes ne supposant, pas que MN passe par les milieux des côtés BA, BC, mais .soit seulement pa-* )raUële à AG, il s'ensuit que toutes les couples de lignes droites joignant A et G à des points qui partagent BA et BC dans le même rapport, se coupent sur la droite qui joint le sommet B avec le milieu de la base.
5o* PROBi«èsns. (Fig. 69). Deux droites AB, AC , qui font entre elles un angle constant y passent par un point Jixe A; on de^ mande quelle ligne décrit le point "Bfjquand le point G se meut
>f|ir une ligne donnée y droite ou courbe^ et que Je mppoft -Tt
re^te constant, Iniaginons sur AB un point C tel, que ACTsï: AC, if décrira
une ligne lambbUe k celle que décrit B$ lear centre de snnili-
AB tude fiera Â^ et le rapport de similitude sera j-^. Il est évident qu'on aura le lieu décrit par C en faisant tourner la ligne décrite par C, de l'angle CAB autour du centre A- .
5 1* PbobiIjcb. Trouver un point tel , que ses distances à trois outrçs points A^ B, C y soient dans des rapports donnés.
On clierc}iera.le lieu des points tels que leurs distances aux points A I B^ soient dans le rapport donné ^ on fera la même chose pour B et C; ces lieux seront deux circonférences que l'on sait construire > et le problème pourra ayoir deux solutions^ ou une seule > ou aucune.
5â* PaoBiiiMs. (,Fig, 70). Etant donnés un cercle O et ua point A y trouver le lieu des points N tels, qiien tirant la droite AS,Ponait
AMXAN==:m*.
En désignant par n la longueur de la tangente AT menée de A au cercle donné , ou aura
AM X AK
Or AM X AN =im*; donc AK : AN :: n* : m*.
Le rapport de AK à AN étant constant , le lieu des points N sera , comme nous l'ayons déjà tu y un cercle.
Si le point A était «dans l'intérieur du cercle donné, on aurait encore un cercle* S'il était sur la circonférence même , on aurait, comme nous l'ayons déjàyUj une droite perpendiculaire à la ligne AO.
53* Phoblèicb. (Fig* 71). Par un point donné A, on tire une droite quelconque AB, terminée à une droite donnée XY; on mène AC telle, que Fangle BAC soit égal à un angle donné et que ton ait ABxAG = m^; on demande le lieu des points G
Abaissez la perpendiculaire AP \ tirez la droite AD qui fasse l'angle donnée ayec AP, et telle que APX AD=m*. Joignez DCj les deux triangles APB, AGD seront semblables^ comme ajant un angle égal compris entre côtés proportionnels ; l'angle C sera
( afô ) doBC égallk P, et par oonséipicait droit. Le Ueu aies points G sera donc une circonférence décrite sur AD comme diamètre.
54* PiioBiiME. {Fig. 72). Trouver les points éCoà deux cercles donnés seront vus sous le même angle,
$oit M un de ces points; si Ton en fait partir des tangentes aux deux fcercles, elles devront former entre elles le même angle; les deux triangles AKM^ HMD seront donc semblables , et l'on aura KM : MH :: AK : HD.
Ce rapport étant constant^ on sait que le lieu chercbé est xm cercle.
Si Ton demandait le point d'où trois circonférences seraient Tues sous le même angle , on l'obtiendrait par Fintersectîoa de deux cercles construits comme le précédent.
55' RaoBiAwK. Par unpointA,pris dans l'intérieur d!un angle donné B (^fig> 73), tirer une droite ZU telle ^ que la surface du triangle ZBU soit égal à m\
Formez le parallélogramme AEBH , et faites-en un- égal adjacent ALMH. Le triangle ALQ étant égal à ZAK., le triangle ZBU est équivalent au parallélogramme connu KBML, plus le triangle QMU dont la surface se trouve alors déterminée. Or QMU est semblable à ZBU, et ils sont par conséquent dans le rapport
de UM à UB ; ce rapport est donc connu, et par suite celui de UM à UB; on peut donc déterminer le point U.
Si le point A était extérieur {JiS' 7^ iw)> on fermerait de même les d'eux parallélogrammes égaux AKBH, ULMB , et tiranf HZ parallèleàla droite chercbée'AV, le triangle UZK aurait une surface connue , comme équivalente à MPZ qui est égal à BTV, plus le parallélogramme KALM ; on rentre donc dans le cas précédent par rapport au point H et aux deux lignes ]iS> KY.
56* Problème. {Fig. 74). Par un point M pris sur la ligne (fui divise F angle XAY en deux parties égales , tirer une droite telle j que là partie comprise dans cet angle soit un minimum, ou que le triangle quelle détermine soit un minimum,
1®* Tirez BG faisant des angles égaux avec AX , AY; je dis que toute autre droite DE sera plus grande; car si vous menez la sy-
( 266 ) • métrique HF , vous aurez un trapèze DFEH dans léqâél BC sera plus près de DH que de FË, puisqu'on a DM<^Mj&; donc
BC<i(DH+FE); or DH<DM+MH et FE<ÎFM+ME-, donc DH+FE<DE + FH, et par conséquent »C<DE.
â^ La roème ligne BG détermine le triangle minimum demandé , car le triangle MCE est plus grand que BMD , puisqu'ilsont des bases égales BM ^ MG ^ et que la perpendiculaire abaissée du point E sur BG est plus grande que celle abaissée du point D..
5j^ Pboblèms. iFig, 76). Mener dans un angle, donné A une droite minimum q^i détermine un triangle dont la surface soit égale à m*.
Si une droite BG fait des angles égaux avec les côtés ÂX^ AT, je dis que toute droite qui déterminera un triangle équivalent à ABC sera plus grande. En effet , soit MN Une de ces lignes \ le point O ou elle coupe BG doit être plus près de G que de B^ sans quoi, d'après ce qui précède, MN serait prouvé plus grand que BG. Tirez les parallèles MD, NP, à BC; le triangle OCN doit être équivalent à MOB, et ayant une hauteur moindre, il faut que la base CW soit plus grande que BM , ou que son égale DC ; donc BG "<|(MD-+-PN). Or on verrait comme précédemment que MN > l (MD + PN) ; donc MN> BC
Il suit de là que pour résoudre le problème, il faut faire sur les côtés AX, AY un triangle isocèle équivalent à la surface donnée ; ce qui n'offre aucune difficulté.
58* Probi JiME. {Fig, j6). Par deux points A , B , pris hors tTun cercle donné f mener deux sécantes qui se coupent en M sur h cercle et telles, que la corde XY soit parallèle à une ligne donnée^
Supposez XK parallèle h AB , et titez la droite R.TÔ ; fes angle» O , K , M seront égaux , et les triangles semblables OBY, ABM donneront BO X B A. =BY X BM ; on pourra doilc déterminer à priori le point O , et il ne restera plus qu'à mener une sécante OK telle , que l'arc KY corresponde à un angle inscrit égal à KXY, qui est celui formé par la direction donnée avec AB. Pour cela, on inscrira d'une manière quelconque cet angle dans
le cercle; et on coniiaitra ainsi là Takur de la oorde KY; la sécante OK , «e mènera alors comme tious l'ayons déjà-yu.
69* Problèmb. [FifT, 77). Inscrire dans un cercle donné un triangle MXT dont les côtés prolongés passent par trois points donnés A, B, C.
Si Ton suppose XN parallèle à AB^ la sécante NYD coupera *AB en un point O qu'on déterminera comme dans le problème précédent; le point X se déterminera donc en menant par les deux points O et C des sécantes telles , que la corde XN soit parallèle à AB ; ce qui revient au problème précédent.
On peiit généraliser ce proULème et cbercber, par des procédés analogue»; à inscrire dans un cercle donné un poljgonç d'un nombre quelconque de côtés qui soient astreints h passer tous y par des points donnés» Nous nous dispenserons d'en donner la solution.
60* PaoBLèME. {Fig' 78). D*un point donné A, mener une se' cante AMN à deux droites données BY, BX, de manière que le rectafjgléÂM X AN, soit égal à m*.
Ghercliez le lîeu des points Z , tels que AU X AZ , soit égal à nt^ 'y ce lieii sera , comme nous l'avons vu , un cercle passant jîar A ; et le point N sera déterminé par la rencontre de ce cercle avec BX.
La surlTace donnée m^ peut être aussi grande qu'on voudra; mais sa petitesse a une limite, parce que le produit AM X AN a un minimum. Pour obtenir ce minimum , on abaissera sur BY la perpendiculaire AK , qui doit passer par le centre du cercle ; On mènenl *Sn cercle tangent à BX , passant par A , et ayant sou centre sur AK; il fera le plus petit qu'il puisse être pour rencontrer BX, et déterminera le minimum du produit AMxAN.. 61* Problème. {Fig. 79); Un trapèze ABCi) étant donnée métier une parallèle XY à CI> > qui divisée sa surface en deux parties qui soient dans le rapport connu demà n.
On a AXYB : ACDB i: m : m + n.
Or , OAB est i. ACDB dans un rapport connu , puisque ces surfaces soiit bômiues ; ou connaît donc le rapport de OAB à AXYB,
et par suite de OAB à OXY^ ou de'OA à i^ ^ et enfin de OA à OX* On pourra donc déterminer le point X.
6a* PROBiinB. Partager un quadrilatère quelconque ABDC en deux parties qui soient "dans le rapport de m d n , par um parallèle ou par une perpendiculaire à tun des cotés.
1^. Soit XY la ligne cherchée parallèle à CD . {fig* 80) ; le rapport de» AXYB à AGDB , sera celui de m à m +n ^ et la confttructioQ se fera comme <(ans le cas précédent.
s**. Soit XY perpendiculaire sur CD {fig. 81); 1^ surfaces des deux parties pouvant toujours être déterminées^ si l'on abaissela perpendiculaire AK à CD, la partie AXYK sera encore connue , et le problème reriendra au précédent.
Théobâbcb. {Fig. 83}. Si de tous les sommets d'un polyf(on9 régulier f on tire des perpendiculaires sur une droite donnée MU, leur somme (en donnant le signe 4- à toutes les perpendicu' laires situées Sun côté de la droite donnée j et le signe — d celtes qui tombent de Vautre côté de cette droite) , sera égale à la perpendiculaire abaissée du centre du cercle circonscrit y multipliée par le nombre des côtés. En effet ;
1®. Supposons d'abord le nombre des côtés pair et égaLà sm; les sommets seront les extrémités de m diamètres ^ et d'après une propriété connue du trapèze y la somme des perpendiculaires sera égale & deux fois la perpendiculaire abaissée du centre , multipliée par le nombre des diamètres , ou à om fob cette perpendiculaire.
a?. Supposons le nombre des côtés impair , et égal à n ^ formons un polygone régulier de an côtés ; tel qu'en joignant leurs milieux de trois en trois , le polygone régiJier résultant soit égal au proposé; la somme des perpendiculaires abaissées des som-^ mets A , B , C , D ^ etc. ifig» 8 a bis) du polygone de an côtés, sera double de celles abaissée^ des sdmmets m^UfP, eXc, du polygone de n côtés ; et la première somme étant égale à an fois la perpendiculaire abaissée du centre^ la seconde sera égale an fois la même perpendiculaire. Ce qu'il fallait démontrer.
Si l'on conçoit que la droite donnée MN s'élère parallèlement à elle-même ; toutes les perpendiculaires diminueront d'unes
même quantité , et par conséquent les* deux membres de Végû."» llté diminueront également; le théorème aura donc toujours lîeu , en considérant comme négatives les p^péndiculaires qui passeront de l'autre côté de la droite, mobile , parce qu'elles auront été diminuées de plus que leur grandeur.
Lorsque la droite passera par le centre y on aura cetbéorkne que la somme des perpendiculaires abaissées des sommets d'un polygone régulier, inscriî ou circonscrit, sur un diamètre quelr conque , est égale à zéro,
THioB^xiE. La sojnme des perpendiculaires abaissées d'un point intérieur sut les côtés d'un polygone régulier de xa côtés , est égale à m fois le rayon du cercle inscriL Caïc la sommé des triangles ayant pour somiliet ce point intérieur^ et pour bases les côtés du polygone , sera ^le à Pun de» <;dtéi multiplié par la demi-i^mme des perpendiculaires. Or, l'aire totale^' est aussi égale au périmètre multiplié par là moitié du rayon du cercle inscrit. On en conclut le théorème proposé.
Si le' point A était extérieur, l'aire du polygone serait la différence entre la somme des triangles partant de À, et ayant pour bases la partie cpncaye Ters A, et la somme de ceux qui auraient pour bases la partiô convexe. Donc il faudra prendre, dans ce cas, la différence entre les sommes des perpendiculaires abaissées de A sur la partie concave et sur la partie convexe du polygone ; cette différence sera égale à m fois le rayon du" cercle inscrit.
Si le polygone donné n'était pas régulier, mais avait ses côtés égaux, la somme des perpendiculaires serait encore constante et égale au double de la surface, divisé par le côté.
63* ProbiImz. iFig' 83). Construire un triangle connais^ sant deux côtés et la longueur de la ligne qui divise leur angle en deux parties égales.
Soient a , 6 les deux côtés donnés ; le troisième sera divisé dans le rapport de ces côtés; on fera donc facilement une figure semiblable à la figure cherchée, en prenant deux parties AB, fiC dans le rapport de a à 6 , et cherchant un point M dont les distances aux points A , B, C , soient dans lé rapport des. trois
droitçd données. Cela £adt, on prendra MïL=:a , on tirera HK p$Lrallèle à AB, et MHK sera le triangle cherché.
64" Problâm£. iFig. 84). Construire un triangle connais^ sont le côté AB=;:ia , l'angle B^etla somme ou la différence des deux autres côtés, V
1^ Prenez BM éga} à la somme donnée des deux côtés; joi- ^ez MA .et élevez tinç perpendiculaire HO sur le milieu de MA^ le point de rencontre ayec B]M sera tel, que BO-f OA sera égal à la somme donnée*
a^. Portez la différence donnée de^ B en N, et élevez une perpendiculaire KD sur le milieu de NAî QKA ^ sera Je triangle cherdié.
65* PaoBLÂHS. CoHstrmre u» triangle connaissaa,t un côté AB y un angle «^ et le rapport C des deux (autres côtés.
Le sommet inoomra devra être sur le QerdQ qui sera le lien des points dont le rapport des dist^iioes ^ux extrémités A et B sera C; si l'angle donné et est itdjacent h AB, on coupera ce cerde par une droite menée par A, et formant Fangle « avec AB^si r^ttgle a est opposé à AB, on décrira sur AB un seg* ment capable de « , <pii 4Ât6|*p^jinera. 1^ çpmmet cherché.
66' PnosLânx. CÉmstimrei^n tricM^ ^ conniassant so^ périr mèp-e ou sa surface i et d^ux angles.
Yojufi construirez d'aliord up triangle semblable au triangle demandé; vous déternftiMrez ensuite, Tun des eôtés du trianglç proposé, par la proportion entre les surfaces de ces triangles , et les carré» de leurs c^Xé» boinologues, ou entre leufs périmètres et leurs côtés homol^^gi^es.
6j^ pROBiâMZ. Con^ruir^un triangle, connaissant les trois hauteurs, âest^à-^dire hs trois perpendiculaires abaissées des sommets des angks smli^s çqf^s,qppos4^f
On sait que dans tout triangle , les ha^te^rs sont réciprçquetnent proportionnelles aMX baso^; fiox (^qi}t^aaf^Si clonç les rapports desj2ôtés du triangle cJwsrcUé, et i'pn en pourra faire un sembidile. On déteivninera enauite un fies cdtés cHerq}iés^ par une proportion entve 4eux .côtés hpQiçilqguQ# ,et l^ Ixauteurs correspondantes.
. *68*PaoBLiacE. (Fig, 85). Construire un triangie connaissant la base AB , t angle y au sommet , e^ /a longueur J" Je /a //g'7i« qui divise cet angle en deux parties égales,
Sui^AB déorivez un segment capable de l'angle donné y, et du milieu G de l'arc inférieur supplémentaire , tirez une corde €N telle q'*;e MN soît égale à la ligne donnée ^; ANB sera le triangle demandé; car l'angle ^ sera divisé par MN/en àm^ parties égales.
Si Ton donnait la ligne qui diyise l'angle supplément^ et pon l'angle même du triangle , ce serait du poiqt D, milieu de ADB^ qu'on mènerait une droite telle que XY = la ligne donnée j le triangle AX6 serait le triangle cherché; car XY étant perpen-r dioulaire sur XO , qui diyise AXB en deux, parties égaler, divisera le supjdément BXZ en. deux parties égales. -
69*. PnoBiiME. {Fig. 86). Par trois points A, B, C, donnés, faire passer les côtés d'un triangle égal à un triangle, donné.
Sur AB etAC^ décrivez des]segmens capables.de deux de$ angles du tHangle donné, et tirea MN.^ale .^ côté adjacent k ces angles. Joignez enmiie'MB et NG; MNQ sera le triangle demandé.
70^Froblàms. (Fig, 87 )* Etant donnée troi^ points A, ^^ C, en trouver un quatrième M, tel que les surfaces des triangle^ AMG, AMB, BMC, soient dans des rapports donnés.
Les bases AG , BG étant données , ainsi que le . rapport de^ deux triangles , si l'on tire MK et MH perpendiculaire^' sur GA et GB , on connaîtra le rapport de MR à MH,jet Vim pourra facilement construire la droite indéfinie GMP« OapQn^trujrdijt df même la droite indéËnie BM£ *, ce qui dét£^Q|iA^ft ^ poipt M demandé.
71* PaoBii^MBr {Fig. 88)* Par un scfn%met Ad^naéd^ns un angle XOY, tracer un triangle semblable à.w^Jrmmgle. donné y et ayant ses deux autres sommets sur les cotés 4^ / 4n^/f •
Tirez par A u^e droite quelconque liH , le pvc^^lèuske reviendra à inscrire dans le triangle OKH , un triangle semblable à un triangle donné, et ayant son sommet en A« Ce pr^bl^me a été résolu précédemment.
70* PROsiixB. iFig. 89). Trouver le triangle lîiaaamHm, connaissant un angle A c/^ ce triangle ^ê' la demi^somme m du côtés qui comprennent f angle A*
Tirez BC telle que, ABr=AC=«; le problème seia résolu, «car si AB diminve de BX , AC augmentera de CY ::3= BX, et d'après ce que nous ayons vu {page 266) , le triangle OGY sera .moindre' que BOX \ donc ABC sera un maximum.
75*FaoBiiME. {Fig. 90). Trouver le triangle maximum, connaissant la base AB et la somme q^ deJ deux autres côtés. Le triangle isocèle AMB , dans lequel AM=: ^, est le trianglef tnaximum deoaandé ; car les droites MA , MB , £ai$ant des angles égaux avec la parallèle XY à AB, pour tout autre point N de XY, on aurait NA+NB>MA4-MB. Tous les sommets des triangles formés avec la somme donnée, seraient aa-dessous de XY3 ces triangles seraient donc moindres que. AMB«
74* PfiosiÀBfE. Former un triangle maximum, avec, an péri* mètre donné.
Ce triangle doit avoir ses trois oâtés égaux ^ car si deux côtés étaient inégaux , en laissant le troisième oonatant > on ferait uÀ triangle plus grand , en conservant le même périmètre , d'après leproblèmis précédent. Le triangle cherché devant être équilatéral , et le périmètre étant connu, on connaîtra les trois côtés. y5* ^ROBièMB. {Fig. 91). Trouver la plus petite cQrde que Von puisse mener dans un cercle O , par un point intérieur donné A. ' '
L^ plus petite corde étant la plus éloignée du centre, il suffît de mener par A une perpendiculaire BC sur OA ; car pour tonte autre direction DAE, la droite OA serait une oblique, et la corde DE étant plus près du centre, on aurait DE^BC
yS^ PhobiIme. (Fig. 9a). Faire le plus grand. reçtUngle pos^ sible avec une somme de côtés donnée*
Soit AB la somme de deux côtés adjacens; pour faire avec cette somme un rectangle égal à un carré donné , on élève £M perpendiculaire sur AB et égsd au côté de ce carré , on tire par M la pat^allèle XY à AB ^ et de l'un des points de rencontre on. abaisse XP perpendiculaire à AB j les segmens. AP, PB sont les
^ (273) côtés du rectai^Ie. D'où il suit que le plus grand cairé auquel puisse être égal le rectangle proposé, est celui pour te^uel XY sera tangent au cercle 5 ce carré est donc celui du rayon , et les deux côtés du rectangle sont les deux rayons AO, OB. Le rectangle maximum est donc le carré fait sur la moitié de la somme donnée.
77* Problème, (fig. 93). Étant donnés deux points A, B, et un point quelconque M tel, que MA ±:MB = aa, on tire MN parallèle à AB.et telle que MN soit à MB dans le rapport constant de m an. On demande quel doit être ce rapport pour que les points T!^ soient tous sur une mênteperpendiculaire à AB.
1^. Désignons par c la moitié OB de AB, et par x la distance de O au pied de la perpendiculaire MX à AB. On aura
AM*— MB*=rAX*— BX*=(AX + XB)(AX— XB)=2cXar-, or AM*— MB* = (AM + MB) (AM — MB) =2a (AM— jMB);
donc , AM—- MBs:: =- .
2La a ^
La différence de MB à la demi-sonime a , derant être la môi-
tié de la différence des deux parties , sera — î de sorte que l'ex-
pression de MB sera a — — . De plus, en tirant NP perpendiculaire à AB, on a MN = OP •— OX; on aura donc
a :op — X :: m :»:
cette {H^oportiou donne
^_ Tia , 1 / nc\ •
OP = — [m ]x.
Or, OP doit être indépehdant de x, il faut donc que
— == m: d'oi mi n II cl é, et OP = — .
C ^7* ) Tette doit être la ralear du Rapport de m li n pour que les pointa N 9oient sur une même perpendiouiaire à AB. Le point P 9e dét^i^minera par la velatiou
a^. Si c'est la différence qui est constante^ les mêmes constrùctions conduiront à des résultats analogues; le rapport cherché sera toujours celui de c à a^ et la distance au milieu O sera
encore — *■ . Mais comme a se trouve dans^ce cas plu^ petit que c y
le point P est entré A et B ; tandis que dans le cas précédent il était en dehors.
Dans ces deux cas , la droite qui est le lieu des points N se nomme la directrice des points M. On en trouverait une symétrique par rapport au point A.
78* PROKLàsiE. (Fig*. 94). Trouver unpoint tel, que les sommes ou les différences de ses distances à trois points donnés, pris deux d deux, Soient égales à des quantités données.
Soient A , J3 , G les trois points donnés, et M le point cherché-, construisez les. directrices DX etEY relatives à CB , AC> et abaissez sur elles les perpendiculaires MP , MQ. Le rapport de MC à ]>1P sera connu , ainsi que celui de MQ à MC j on connaîtra donc celui de MP à MQ. Le point M sera donc sur une droite menée par le point O, et facile à construire. Le rapport de OM à MP sera donc connu; or celui de MP à MC f est déjà ; on connaîtra donc celui de OM à MC; et le point M sera par conséquent sur un cercle qu'on s'ait construire; çç point sera donc déterminé par l'intersection de ce cercle avec la ligne droite déjà construitei
79» PKOBiiME. (Fig.^5). Étant donnés deux points A, B, et une droite ST, trouver un point tel, que les différences ou les sommes de ses distances aux points donnés et à la droite^ prises deux à deux , soient égales à des lignes données*
Tirez la directrice XT relative à AB.
1*. Si c'est Ja différence MP — MB qui est donnée , tirez UV parallèle à ST , à une distance égale à cette différence , tous au- i
rez BM = MO, et le problème reviendra au précédent, puis- '{
qu'on connaît le rapport de MB à MK et à MO» À
2?. Si c'est la somme MB + MP qui est donnée, tous tirerez ' ;
U' y parallèle à SX , à une distance égale à cette somme^ alors MB sera égale à MP^ , et la construction sera la même.
8o* Probi^ème.. ijig» 96). Trouver un point connaissant les sommes ou les différences de ses distances à un point donné A , et à deux droites données.
On trouvera , comme dans le cas précédent, de^x droites XT ZU , telles, que AM=:MQ et AM = MR; Il ne 9'iigira plus que de fait*e passer par le point A un cercle tangent à ces deux '
droites.
8i* "PRovLhsx, Connaissant les sommes ou fes différences des distances d'un point à trois droites prises deux à deux , construire ce points
D'après le. problème précédent, cela reviendra k construire un cercle tangent à trois droites qui se déduisent immédiatement des trois premières^ f
Nous allons, au moyen de ces constrnciionè , donner de nouvelles solutions de quelques-uns des problèmes précédens sur le contact des cercles*
8a® PBOBuèME. (F/g. 97). Mener par un point donné A un cercle tangent à deux cercles , ou à une droite et à un cercle, 1**. Soit M le centre du cercle chercbé -, les différences MC — MA , MB — MA , seront égales respectivement aux rayons des deux cercles donnés ; ce qui revient à l'un des problèmes précédens (page 274).
2®. Soit XY (Jig' 98) la ligne donnée, et M le centre du cercle chercbé; on connaîtra dans ce cas les différences des distances de /
ce point a deux points et à une droite ; ce qui se résoudra comme précédemment ( page 274 ).
83^ PnoBLÈMB. Mener un cercle tardent à trois cercles ^ ou '
â une droite et deux cercles,
l^ On connaîtra les dIfiGbrences des distances du centre M aux trois centres' A , B , G.
2^ On connaîtra les diSS^rences ies distances du centre M à deux points et à une droite.
Dans certaines positions de contact intérieur , on pourra avoir des sommes au lieu de différences ; ce qui se ramènera aux problèmes préoédens.
Nota. B.éciproquement , on pourra résoudre les problèmes précédens (pages 374) sur les distances^ par les constructions des contacts des cercles; et je pense qu'on y trouvera quelque avantage. J'ai cru néanmoins qu'il serait utile d'en donner des solutions plus directes. Voici ces solutions; elles auront l'avantage d'exercer utilement l'esprit des élèves.
Théorâmx. iFig» 99). Prouver que les trois centres de si" militude de trois cercles pris deux à deux sont en ligne droite.
Soient A, B, G les trois centres^ et a , ^ , c les rayons correspondans ; soient O^ P deux des centres de similitude; je dis que si l'on prolonge BC jusqu'à la rencontre de OJP en Q, ce point sera le centre de similitude des cercles B et C , c'est-à-dire
qu'on aura la proportion QC l QB II c l b.
En effet, OB :OA:: ft :a et PCrPArZcIa;-
PC PA C
Tirant BK parallèle à AP y on a
c^L • viB .. ^^ • *^«^ - BO • BO •• Bô : Âô'
Donc, à cause du rapport commun, on aura aussi
QC : QB :: j : i, ou qc : qb 3: c : *;
ce qu'il fallait démontrer.
Le même théorème aurait lieu en- prenant deux centres de similitude inverses, conjointement avec l'un des précédens.
84® PROBLè>îjî. Inscrire dans un triangle donné un triangle minimum semblable à un triangle donné.
Prenez un triangle queîcoftqtie semblable du fiecoftd Uriangle^ et cîreonscrivez-luî un trjangle ixiaximum settiblable au premier triangle) par le moyen d'une comstruction donner 'précédeiiuuent; Tous'aùi^ez une figure sètliblableà la proposée^ qui se construira alors en reportant des longueurs proport^oni^llesji leurs correspondantes.
85® VviOvths%. ^Fig. loo). T^ois àercles quelconqties étant donnés, décrite' ufi triangle maximum circonscrit à leur sys^ tèméet semblable à un triangle donné.
Par les trois centres A, B , G des cercles donnés > faites passer un triangjie XYZ iBa&imum et scmUaUe au triang^â' aomxé^ puis menez des tangentes parallèles aux côtés du triangle XYZ; elles détermineront le trîanigîë DEF demandé.
86* Problême. Inscrire dans un triangle donné trois cercles dont les rayons et les distances des centres soient dans des rapports donnés , et dont le syHème soit un minimum.
Construisez trois cercles qui aient entre eux les rapports demandés , et circonscrivez-leur comme précédemment le triangle maximum; vous aurez une figure semblable à celle que vous cîiercb'ez qui s'en déduira par des lignes proportionnelles.
87* Problème. Déterminer le nombre des polygones réguliers de m côtés qu*on peut inscrire dans un cercle.
Supposons la circonférence divisée en m paii;ies égales , on aura un premier polygone en joignant consécutivemenl les points de division.
Soit maintenant n uiî nombre quelconque premier avec m j si l'on joint les sommets de n en n, on n'aura un nomlH*e exact de fois la circonférence ou tu i^bdivisions , qu'après avoir porté m cordes consécutives soutendant n subdivisions cbacune : d'où il résultera un polygone régulier de m côtés de forme étoilée.
Si n avait un facteur commun « avec m ^ on aurait m = *r7i' n=tfa' ; et portant n subdivisions à la fois, on aurait un nombre divisible par m après m' opérations. Le polygone n'aurait donc que m' côtés , et ceux de m côtéâ ne pourront s'obtenir qu'en prenant '
( a7« ) ' pour n des nombres premiers avec ni. Ces noml^s peuvent être plus petits ou plus grands que m; mais quand on les porte sur la cireonférence> on trpuve les mêmes points que si l'on considérait le reste de leur division par m : il suffît donc de considérer lés nombres moindres que m.
Pouf connaître la somme des angles d'uxi pareil polygone »
soit n un nombre premier avec m, et plus petit que - m; ce
qui donnera le même polygone que m— n. L'angle de deux côtés cqnséçuti£» soutend un arc égal à m-^^un subdivisions
qui mesurent chacune — angles droits*, multipliant donc m-* an
4 "' . ' ^ .par — et par le nombre m des angles, puis prenant la moitié>
vu que les angles sont inscrits > on aura â/n— >4n.
Lorsque ?i= i, la somme est 2(77»—- a)) ce qui donne le théorème connu pour les polygones ordinaires convexes.
Problèmes et (Théorèmes à résoudre et à démontrer.
2198. Pboblèms. Trouver le lieu des points tels , que la sonmie des carrés de leurs distances aux côtés d'un polygone régulier soit donnée.
Problème. (F/g. 101). Etant données deux droites quf se coupent en Oj et un point A, on mène des couples queloxiques de sécantes telles que AX , AT -, on joint XU , ZTj. trouver le lieu du point M de leur intersection.
PROBiiÀME» iP'ig' 10a). D'un point donné A > on mène h un cercle des sécantes quelconques AX, AT; on joint les quatre points X, Y^ Z ^ U deux à deux ^ il faut déterminer le lieu des rencontres M et N.
Quand A est hors du cercle , le lieu demandé est la droite qui passe par les points de contact. Lorsque le point donné n'est pds extérieur, le lieu cherché est une droite qui ne coupe pas le cercle.
On en déduit les théorèmes suivans ':
Thâobàms. {Figi, io3)« Lorsque par un point quellxmqne M 'd'une droite donnée, on mène des tangentes à un cerde, la ligne XY qui joint les points de Contact p^e par un point constant.
II en serait de même si^ au lieu de mener des tangentes^ on tirait des sécantes, et qu'on joignit leurs points deux à deux comme précédemment.
Xhkokème. (^Fig. io4). Si l'on prolonge les côtés opposés d'un quadrilatère inscrit , ainsi que les tangentes menées par les sommets opposés, les quatre points de rencontre X, Y, Z-U seront en ligne droite.
P&OBiilME. Etant données quatre droites situées d'une marnîère quelconque dans un plan, mener une droite telle, que les trois parties interceptées entre les premières soient dans des rapports donnés.
TukoBinm. L'aire du dodécagone régulier inscrit est égale à trois fois le carré du rayon.
Theorâme. Le carré du côté du pentagone inscrit est égal au carré du rayon , plus le carré du décagone.
Theobâme. (Fig- io5). Si sur les trois côté^ d'un triangle rectangle ABC on décrit trois demi-cerçles, la somme des deux lunullesy BmCnBy ApBqfA., comprises entre la demi-îcirconférence décrite sur l'hypoténuse et les deux autres circonférences , est égale à l'aire du triangle A BC.
TnxoRÂiicE. Si d'un point donné on mène à un cercle deux secantea perpendiculaires entre elles, la somme des carrés de& cordes sera eonstante.
TsioRitMX. Si par les sommets d'un triangle , on mène des tangentes au cercle circonscrit, leurs points de rencontre avec les côtés opposés^^ont en ligne droite*
PROBLès^* ^ inscrit un carré dans un autre y en partageant les côtés de celui-ci dans le rapport de m à n ; on en inscrit ua dans le second de la même manière ,^ et on continue ainsi indé-t finiment. On demande ,
1^. Au bout de combien d'opérations la somme .des carréss inscrits sera égale a une surface donnée «
a*. Là limité vers laquelle tend la somme indéfinie de ces carrés.
PRoBi!iiCK. (^/ff. io6). Etant donnés nn angle et nn point A', mener une- sécante AXY* t^e ,' que AX X X^Y i=:m*.
Problème. Construire un triangle , ^connaissant l'angle au sommet, la somme et la différence des côtés qui le comprennent ^ et la somme ou la différence de la base et de la hauteur.
pROBiiiHE. (^Fig, 107). Etant donnés deux points A^ A', et une droite BC, trourer sur cette droite deux points X,T, tels, qu'en les {oignant à A et A', les angles XAY^ XA'Y^ soient égaux à des an^es donnés.
Problème. G)nstruire un quadrilatère , connaissant les cdtés et la surface, ou les côtés et l'angle des diagonales, ou les angles et les diagonales, ou enfin les angles , la surface et le périmètre.
pROBÎubiE. G)nstruîre un' triangle , connaissant la^ base , la hauteur et la différence des angles à la base.
PROBLÊniE. Construire un triangle , connaissant l'angle ati sommet, la hauteur et la ligne menée du sommet au milieu dé la base. ^
PROBiitfE. (Fig» 108). Etant donnés quatre points A , B, C, D en ligné dtôîte, mener par ces points quatre drottfes qui forment un quadrilatère XTZU doiiné d*espèce, c'èst-à-dire semblable à un quadrilatère donne.
PROBiièBCE. A un quadrilatère donné , inscrire ou circonscrire un quadrilatère donné d'espèce.
Problème. Inscrire dans un cercle donné W triangle dbnt deux côtés passent par des points donnés , et le troisième soit parallèle à une ligne donnée.
Pboblèke. Inscrire dans un cerclé un polygone d'uii nombre donné de côtés, dont les uns passent par des points donnés et les autres soient parallèles à clés lignes données. *4Ér
I^OBi/ÂME. (.Fig, 109). Trouver le lieu des points desquels les parties AB, CD d'une droite donnée MN seront vues sous le même angle. * .
PaoBu^ME. Trouver le lieu des pointfir tels que la somme des carrés de leurs distances aux sommets d'i^i polygone régulier, soit constante, ou soit un minimum.
PjunndiM». Etant âoniiés un po4itt A et des droites faisant entre elles des angles égaux autour de ce poi^t^ trouver le lieu des points tels 5 qu'en abaisi9afnt' sur elles des^perpendieulaires^ là somme des earrés des distances du point A k leurs pieds soft constante.
PnoBLâBCE* DeïOL droites q^cotiques étant données dans un plan 9 mener par un poinli ' donné dn même plan tine sécante telle , que les segmens qu'elle, détermine sur les premières , et comptés à partir de deux ppints donnés sur ces" lignes , soient dans un rapport donné.
PnoBL^sfE. Etant donné deux parallèles et deux points pris respectivement sur elles, mener par un point donné de leur plan une sécante teHe, que le rectangle des segmens de" ces "pirallèl^'comptés à partir dès deux premiers points soit donné.
PnoBLâMs. Résoudre la 'tpiestîon pi*écéde?nte dans le cas ot les deux droites, au' Beu d'être parallèles, feraient entre elles nn angle quelconqiiè. ' '•' ' ' ^ î
ProbiIsie. Partager uné^drblté dontïéé en deux ségmenstels, que le carré dé l'un «oit'tfsfàs iirn rapport donné àYec le produit de l'autre par une. ligne 'donnée.' ^ i " i
Problème. Etatit' donViés troîar poiùts 'sur ihié droîté,*en trouver un quatrième' siir fa même ligne, dé telle sorte, «Jue lé carré de sa distance à l'un dés trois premiers "pbiiïtsf soit daiis un rapport donné avec le produit de ses distances aux deux autres points.
PitoBLÈMB. Etant donnéis quatre points sur ime droite, en trouver un cinquième siir la même ligne, de manière que le rectangle de ^es distances à deux d'entre eux soit dans un rapport donné avec le rectangle de ses distances aux deux autres.
PsoBU^ME. Par un point donné, mener une droite telle, que la partie interceptée entre deux circonférences concentriques soit égale à une quantité donnée.
PROBLiME. Etant données deux circonférences dont Fune est intérieure à l'autre , mener par le point où la plus petite rencontre la ligne des centres, une droite telle, que la partie com^ I prise entre les deux cercles soit donnée. ^
P^obiIbis. Etant donné un an^ d*une grandeur constante dont le sommet est fi&e et dont le rectangle des côtés est constant, trouTcr la ligne que décrit l'upe des extrémités d'un des icôtés de l'angle quand l'autre extrémité décrit un cerde donné.
Problème. Etant donnés deux points sur une droite, trouyer le lieu des points tels, qu'en menant par ces points deux lignes parallèles à des droites fixes , le ra]^rt des distances de leurs pieds aux deux points fixes soit constant.
Phobléme. Trouver le lieu des points teb , que le carré d« leur distance à un point fixe, soit égal au rectangle fait sur une longueur donnée , et leur distance à une droite donnée.^
pROBiiiiidE. Etant donnés deux points fixes , trouver le lieu des points tels, que le carré de leur distance au premier point, soit dans un rapport donné avec le carré de leur distance au second point augmenté ou diminué d'un carré donnée
PaoBLÈiÉB. Etant donnés des points en nombre qneloonqiie suv un plan, en trouver un autre tel,^qu'en y faisant passer une droite quelconque, la somme des perpendicujiaires abaissées sur elle des points situés d'un même çôtéji soit égale à celle des perpendiculaires abaissées des autres points^ ,. PRQSiiaiE. Etant donné le périmètre d'ovin pdjgone variable» trouver la valeur de ses.oôt^s quand il devient mai^imum* , . PiiOBLiHE. Tous les côtés d'un polygone moins un étant donnés,, déterminer ce dernier de manière que le polygone soit maximum.
Problème. Etant donné les ç6tés d'un polygone, .déterminer les conditions pour que so^ aire soit maximum.
Problème Former le polygone maximum avec un périmètre donné.
Des Points^ des Lignes et des Surfaces dans l'espace:
^29. Ton5 les problèmes de Géométrie ont polir objet de découvrir des rapports, ou d'exécuter graphiquement des constructions d^nandées. Dans le. premier cas, on peut, comme dans les théorèmes, supposer fait tout ce qui est démontré possible; dans le second cas, il faut avoir égard aux difficultés que présente, l'imperfection des instromens : ainsi, comme ils ne peuvent décrire les lignes que dans des plans résistàns, on devra tou^urs supposer ces plans primitivement établis , sans quoi les constructions savaient impraticables. Mais comme ces plans matériels seraient impénétrables , cette supposition de-vient réellement impossible dans la pratique, et on a cbercbé à ramener le plus possible les problèmes graphiques à des eonstructions faites dans uti seul plan. Cette réduction ne saurait avoir lieu que lorsque les choses demandées sont comprises, au moins séparément,, dans .un même plan. Par exemple, elle esl possible^ si l'on demande le rayon d'une sphèire tangente à quatre sphères données, et impossible s'il s'agit de construire une pyramide sous des. conditions quelconques.
Nousub laous astreindrons pas, dans ce qui suit, à ramener tout à 4es constructions dans un plan unique ; ce sera là l'objet d'une théorie particulière. Nous regarderons un plan, comme déterminé par trois points non en ligne droite, et nous supposerons possible.d'y exécuter toutes les constructions connues. Nous uous occuperons ensuite de réduire les constructions, autant que possible, à des constructions faites dans un seul plan, et de n'exécuter hors de ce plan que les dioses quj par leur nature ne petiyent y être comprises^
Pour éyiter de reporter ailleurs un grand nombre de propo« sitions qui seront plus à leur place. dans cette partie de la Géométrie, nous supposerons connues les formules élémentaires de la Trigonométrie,
1^' pR0Bi4i]i[£. Etant donné un nombre quelconque de plans et deux points A^ B pris sur deux d'entre eux , trow/er k plus
court chemin de Vun à Vautre point sans sortir des plans donnés ^g, iio).
Supposez que ces plans se rabattent sur l'un d'eux ^ à la suite les uns des autres ; la ligne la plus courte tracée sur leur système de A en B se sera développée sans changer de grandeur^ ainsi que toutes les autres que l'on aurait pu y tracer^ «lie sera donc encore la plus courte après le rabattement; elle sera donc la droite menée ^e A à B : d^iA il suit que pour trouver les points où le plus court diemin coupe les intersections successives des différens f^i», il suffit de construire sur un. aplani le système rabattu , de joindre les poiAts A , B par une ^oite^ et de reporter les points de rencontre que l'on obtiendi^, sur le système proposé. • •
â* PiLoiBLibas. Trouver le plus' coure chemin sur la surface d^tm cylindre ou tPun, cône quelcôriquesy • î
' L'une et l'autre surface étant la Hm^e die surfaces composées de plans dont les arêtes sont toutes j^Àràllëles ou passent par un même point , ce qui précède leur ^st applicable. Le plus court cbemisi sera donc la courbe qui se développera avec la sur£afôe suivant la droite qui joindra les deux poiints >abattust Pour le cylindre, oeisera wx arc ^hélice»
3* PnoBiiakiB. Trouver la vatmrâe ta projëctiôh â^une sufface plane sur un plan donné , connaissant cette sutface et V angle des deux pi^ns, i. . » . »
, iPoor y parveuii^y menés èsm» la stiri^e des cdrdeâ îtifdéfini-^ ment rapprochées, perpendiculaires i Fintersectioiiî des deux planfiî; vous formerez ainsi une suite de rectangles 1 Décrits ; feur somme auca pour limite la sur^ce lâoiinée^ et la sotmde de leurs projections- aura pour limite' hi projection de Ik même surface. Or, chaque rectangle et SA pi^rôjectfon ayant utfe base comnErane, le rapport de ces deixx'rédtangtes sera le méMe que celui de leurs hauteurs, c'est-à-dire le ccteinus ète Fangîè desfc deux, pkàs} la projection -totale des rectangles eslt done égale à leur somme multipliée par le cosinus de eet angle ; et d'après» le théorème des limiles, Ik profectkiti de la- surface est égaie k cette sui^f^e mukifliée par ce m^ua» cosinus»
THéoniME. ha somme des carrés des cosifms dus afigks qu^une droite forme auec trois droites perpendiculaires lentre elles est é^ale à Vunité.
En efiPet y l'angle de deux droites qui ne se coupent pas étant celui que forment des parallèles à ces droites menées ipar un ^ même point y on pourra supposer la droite menée par le point ^e rencontre des trois droites. Or, si l'on prend -sur elle une longueur égale à l'unité, et qu'on forme un parallélépipède dont elle soit la diagonale, et dont les trois droites données fas* sent un des angles solides, les trois arêtes contiguës seront les cosinus des angles que fait avec elle la diagonale. Mais , dans un parallélépipède rectangle, la somme des carrés des trois arêtes est égale au carré de la diagonale; la somme des carrés des cosinus est donc égale à l'unité. ^
TnioRiME. La sommée des carrés des cosinus des angles qu^un plan forme avec trois plans rectangulaires , est égalé à Vunité\ car ces angles sont les mêmes que c6ux que formerait la perpendiculaire à ce plan avec les perpendiculaires à chacun des trois autres.
TQ^OBiioc. Le carré d'une surface plane est égale à la somme des carrés de ses projections sur trois plans rectangu-r laires , car chaque projection est égale à la surface multipliée par le cosinus de l'angle de projection , et la somme des carrés de ces trois cosinus est égale a l'unité.
Theorems. Le carré d^une droite est égal à la somme des carrés de ses projections sur trois droites rectangulaires , car chaque projection est égale à la droite multipliée j«ur le cosinus de l'angle que cette droite fait avec sa projection*
4* ProblIime. Étant donnés les angles que deux droites forment respectivement ai^ec trois droites rectangulaires AX, AY , AZ (Jig. m) , trouver l'angle 9 que ces deux droites font
entre elles.
On tirera , par l'origine A , des parallèles AM , AM' aux droites proposées *, l'angle M AM' sera égal à 6. Soient a,C,yet M yCy y les angles que AM et AM' foraient respectivement avec les axes AX, AY, AZ ^ prenons deux points arbitraires M, M'^
(a86) sar l6s êewL droites; nommons^Xyy , z et x',y', a' les clîstanoes de l'origine A aax pieds des perpendiculaires abaissées de M et M' sur les axes AX , AT , AZ. Nous aurons
eos
AM*+AM^* — MM^* aAMxAM' #*
Or, AM.* = 3d^+y + z^, A]Vr»=r'»4-y+*'N MM'« = (X - a/y + (y -/)• + {z- a')*;
d'où
Or
oos
AM' ' AM
;=cosff', — -=cos>, Jf^-<^^y
Donc
oos = oos « COS M + oos C 008 C' + cosj^ cos •)/,
BxtfiRQUE. Si les deux droites étaient perpendiculaires l'ane à l'autre, on aurait
oos « oos «''+ cosC COS C + COS y ces y/ = o.
G)BOi«LAi]is. Ces formules cpnyiennent au cas de deux plans; car leur angle est le même 'que celui de deux droites qui leur seraient respectiyement perpendiculaires.
CoBOiXAiBE. Soient deux systèmes de trois droites rectangulaires Xfy,z et afy y' y z\ Soient «, f , ^ les trois angles que fait x' avec les droites x^y^^^z ; «' , C^, y' ceux que faitj^' ayec les mêmes droites, et ct^, £",>'' ceux que fait x' ayec ces droites. On aura
C0S*«+ OOS'C-f- COS'^'ir:'!, COS* «' + <^OS*C + COS*>''= U
COS*-" + COS» r+ COS* /= 1 ,
COS M COS «t' •!- COS C COS ff' + COS y COS 5^' = o ,
OOS «6 COS OL* 4- COS C COS C" + COS J^ COS 5^" = o ,
COS « casa* + cosC cosC -f- cos ^ cos >* = o.
MiLis, en comparant semblablement les droilesTfy, z an système x' ^y ,z ', il vient
COS' «t -I- 008* *' 4- 008* fit'' = 1, C0S*C + C08*ff H-COS'C^S:!^
eos* y + cos* y' + oos* ^' = i ^
COS A cos C + cos et COS ^^ •+- OOS C COS ^ C= G,
cos tt' COS f' + cos ùl' COS j'' + cos 6' cos ^'== o,
\ OOS fit* cos C*+ cos ce" cos >'* + 008 C cos^^^rso.
Ces dçQx systèmes d'équations doiyent étreidenttîques^ puisqu'ils expriment chacun les conditions pour que les deux systempes des trois droites soient rectangulaires»
5* "PnosLkKE. Étant données les projections d^une surface plane sur trois plans rectangulaires , trouver sa projection sur un autre plan quelconque faisant aifec les trois premiers les angles€t,C,y.
Soit m la surface donnée, et a^ &, c les trois angles qu'elle fût avec les plans donnés^ ses projections seront respectivement
pz=zm cos a, p' = m C08 ft , * p"= m cos ç.
Si on les projette toutes les trois sur le nouveau plan y et qu'on ajoute les trois projections , on aura
m(cos a cos et -f* cos b cos 6 -f- cos c cos y),
ou m cos V, en nommant V l'angle du plan de la surface avec
celui sur lequel on la projette : ce sera donc la projection de la
surface m sur le quatrième plan. La désignant par M ^ on aura
alors la formule générale
M = p cos et +p' cos C -f-p'^ cos y.
Corollaire. Soient m, m', m",. . .^ des surfaces planes en nombre quelconque dont on connaît les projections sur trois plans rectangulaires, on aura encore leur projection sur un autre plan quelconque, en y projetant les trois premières et faisant leur sonmié.
TvàGtàME. La somme des carrés des projections d^un nombre
quelconque de surfaces planes sur trois plans rectangulaires quelconques est constante. t
En effet , soient A , A', A'' les projections de ces surfaces sur un lies systèmes' rectangulaires, et B, B', B'' les projections sur un autre système quelconque, on aura, par la proposition précédente, en appelant A,C,y les angles que le plan de B forme avec ceux de A , A', A" , et ainsi des autres ,
B = A cos et + A' cos ff -|- A^'cos y, F = A oos et' + A' cos C' + A* cos y/, B* = A cos ** -f A'cos C -h A" cos /•
Ajoutant les carrés de ces équations , et réduisant d'après les relations connues, il vie^t
ce qui démontre le principe énoncé.
6* PROBiiacs. Th'ouver le plan sur lequel la somme des prth jections de surfaces planes quelconques est un maximum.
De l'équation précédente on tire
Cette valeur sera maximum quand on aura, A' =ao et A^^o, car B^'+'B'^+B"* est constant. Mais alors les valeurs pricédentes de B, B% B" , deviennent
B=A cos*»,B'=A cosii',B*' = Acos«"'.
Donc,cos«=
= ) cos m =
cos«t =
se.
Ce qui fait connaître les angles que le plan de la plus grande projection fait avec les trois plans rectangulaires relatifs aux projections B , B' , B". Sa direction seule se trouvo déterminée; et eo çffet ; sur tous les plans parallèles, les projection! sont ^ales.
TaioiiitBC&, La sojmrisAkprojections des aires f m, m', m', etc., est constante sur tous les jÊfans qui font le même angle avec celui de la plus grande projection,
Ea efiFet, soient q, q\ q"^ les angles que fait un plan quelconque avec les plans B^ B', B" ; on aura , en désignant par C la projection sur ce plan ;
C=B oos 9 + B' cos <7' + B'' cos^".
Or, BssAcostfi B'=rAcos«% B^rsAcoB*";
donc C ^ A (oos«cos(7 + cosa^' cos c( +cos «* cosç'^ =3 A cos V,
en désignant par V Fangle du plan C a-yee le plan de la plu. 9 grande projection, La projection C ne, dépend donc que de l'angle V , et sa valeur en fonction de B^ B', B*, est
C=:co8V X VB*+B'*+B'\ .
11 en résulte que cette projection sera nulle pour tout plan perpendiculaire à celui de la plus grande projection*
RxBCARQu:^ Toutes les propositions précédentes s'appliquent immédiatement aux projections des lignes droites sur trois axes rectangulaires.
7® ProbIaÈms* Trouver le plus court chemin entre deux droites^
Si Ton conçoit par ces 'droites deux plans parallèles et un© perpendiculaire à ces plans se mouvant le long d'une des droites , elle tracera sur le plan de l'autre une parallèle à la- première; et si on l'arrête au point où cette parallèle coupe la seconde droite , elle sera à la fois perpendiculaire sur les deux droites données > et en sera la plus courte distance ; car la ligne qui en joindrait deux autres points quelconques serait plus grande que la .perpendiculaire comprise entre les deux plans.
8® PROBiiiME. Vne droite se mouvant parallèlement â un plan donné f et s* appuyant sur deux droites fixes y on demande le lieu des points qui ta diviseront pour chaque position dans le rapport constant de m du.
Soient les deux droites XT, ZO Ç^fig* 1 1 a), et AV uAè pâf âllèle
( -igo)
à XY meaée par un point quelconqohA de ZU. Soient MN , KP les intersections d'un plan quelcon^ib parallèle au plan donné avec les deux plans XYAV , V AU , ces deux lignes seront de direction constante j et MP sera une quelconque des lignes en question. Soit K. le point qui partagé MP dans le rapport demkn'y menons KH parallèle à MN , la ligne PN sera aussi partagée dans le rapport de m à n; le lieu des points H est donc une droite passant par le sommet A , et les points K sont dans le plan mené par cette droite parallèlement à MN. Mais ils sont aussi dans ua plan parallèle aux deux droites^ puisque toutes les droites interceptées entre trois plans parallèles sont coupées dans le même rapport ; donc le lien cherché est l'intersection de ces deux plans , et par suite ce lieu est une droite parallèle à un plan qui serait parallèle aux deux droites données.
Théorème. Si F on divise deux côtés opposés d'un quadrilatère gauche quelconque dans le rapport de ma n, et les deux autres dans le rapport de ^ à q, les deux droites qui joindront les points de division des cêtés opposés, se couperont, et leurs seg" mens seront dans le rapport de ceux des côtés opposés,
£n effet , soit XY (Jig' 1 1 3 ) la droite qui partage les côtés AC^ BD dans le rapport de m à nielle sera parallèle au plan parallèle aux côtés AB , CD, Or , les points qui divisent cette droite etles* autres parallèles au mêmeplan^ comprises entre AG et BD^ dans le rapport constant de p à 9, doivent être en ligne droite; et comme les deux lignes AB^ CD , sont dand le cas de ces parallèles ^ il s'ensuit que si oa joint les deux points qui les divisent dans le rapport depkq ^ la ligne ZU qu'on obtiendra coupera XY dans le même rapport de p à g. De plus , ZU sera partagée dans le même rapport que AC et BD, puisque les droites XY, AB et CP sont comprises dans trois plans parallèles. Le principe est donc dé* montré.
9* PnoBLiME. Trouver le point d'intersection des droites qui joignent les milieux des arêtes opposées d'une pyramide triait" gulaire SABG ( fig. % i4).
Joignez d'abord les milieux M , M de SC et AB , puis les milieux P^ Q de SA et BC^ d'après Iç théorème précédent^ les
( «90 droites MN^PQ, se couperont dans leurs milieiix reqppçtîfe. Si l'on joint ensnite les milieux R, S , de SB et AC , 1^ quadrilatère gauche SBAC fait voir que RS et PQ se ooi|pent aussi en leurs milieux; les trois droites passent donc par un même point O, Ou elles se coupent en deux parties égales.
Bour connaître la position de ce point dans la pyramide , on remarquera que sa distance à Tune quelconque des faces, ^ ABC par exemple 9 est le quart de la distance correspondante de S à ABC y car la distance de O à ABC est la moitié de celle du point R à ABC , et la distance de R à ABC est la moitié de celle de S à ABC,
On verra par la suite que le point O est le centre de gravité du volume de la pyramide^
iQ* Pnoi^i^ÈisiDE. {Fig. 1 15). Dans une pyramide SABG, on fait une section quelconque MNP parallèle à la base, on joint les milieuWf m > n , p , des côtés de cette section aux sommets opposés Ik.,C,B, de la base ACB^ les trois droites que ton obtient se coupent çn un même point dont on demande lé lieu*
Je dis d'abord que les trois droites mA, nC , pB se coupent en un même point. En effet , mn étant parallèle à AC , les 4i*oites mA, nC se; coupent en un point O, oh elles sont divisées dans le rapport de mn à AC. Mais de même pB et nC se coupent en un point qui les divise dans le rapport de pn à BC ^^ qui à cause des triangles semblables est le même que celui de mn à AC; ces trois droites se coupent donc en un même point.
Soient K,H,L, les milieux de AB, PC? AC; la droite A??» étant dans le plan ASH > coupera SV ; semblablement nC et pB couperopt SY ; et comme les trois droites mA, nC, pB, passent par un même point O et ne sont pas dans un même plan , elles ne peuyent rencontrer une même droite qu'an' point mêmq pu elles se coupent; donc le point O est sur la droite SV qui est par conséquent le lieu cherché.
On peut remarquer que le point O est à la fois dans les trois plans APN,BMN, CMP|; ce qui fournit|une autre manière d'énon** cer le tjiéorème.
1 1^ PROBLéj^. Trouver la diagonale et le volume dun pa-:
( aga ) ralUlipipède , connaissant les trois arêtes oontiguës et les angki **> ^9 y 9 Ç^^ ^^ arêtes forment entre elles.
Soient a,b,c fies longueurs des trois arêtes, la diagonale D sera donnée par la formule
D*=5 c* -f» 6* + c* -+• aa& cos ab^+'^bc cos bc+ 2ac oos oc O , et le volume ▼ aura pour valeur
Ces formules se trouvent dans la Géométrie de M. Tuegendre.
la^ PmoBLèici. Treuvertous tes points de Fespace également éclairés par deux lumières.
Si l'on fait passer un plan par les deux points lumineux , le lîeu des points également éclairés dans ce plan sera, comme noas l'avons vu précédemment, un cercle ayant son centre sur la droite qui joint les deux premiers points. Faisant tourner le plan aatour de cette droite , le cercle sera toujours également éclairé, et décrira ainsi une sphère qui sera le lieu clierché»
Nota. On peut de la même manière se proposer sur le plan et la sphère un grand nombre des problèmes traités précédem* ment sur la ligne droite et le cercle ; on trouvera facilement les énoncés et les solutions de ces problèmes ; nous nous dispenserons de les indiquer.
i3* Probjuèms. (F/grii6). Etant donnés m points A ^ A', A." f A^i • . • y en trouver un dont la distance à un plan quelconque soit Moimons entre les distances de tous les autres points au même plan , c*est^à*dire , soit égale à leuw somme divisée par leur nombre.
Prenons d'abord le milieu B de Â A' ; le double de sa distance à un plan quelconque S sera ^al à la somme des distances de A et A' au même plan ; qu'on prenne ensuite BC égal aa tiers de BA* , je dis que le triple de la distance de C à S sepa égal à la somme de celles des points A , A\ A!* \ en effet ^ soient P^ Q ; R
\*) On dâignt par cos ab le cosiaas de Tan^le formé par les arêtes a , k^
( 293 ) lea pieds âë^ perpendiculaires; et A^Y parallèle k jPR , o%k aura
3UQn=flVP+A'R.
Afoutant au premier membre 3GU , et aa seoond sBV , qui lui est égal , on aura
3CX:î = aBP + A'R.
Mais ûBIÇ est égal à la lomme ' des distances des points A et A à S ; donc , 3 fois la distance du point G à S égale la soimine desi distances dçs points A , A' , A'' au même plan S.
Qn joindrait semblaUement G avec un quatrième point A**,
et on prendrait GD égal au quart de CA"'^ le point G serait tel
que quatre fois sa distance à un plan quelconque serait égale
à la somme des distances correspondantes des quatre premiers
points au même plan; et ainsi de suite.
On parriendra donc toujours de cette manière à un point O tel que sa distance à un plan quelconque, sera la moyenne distance de tous les autres au même plan.
La loi précédente est facile à saisir. Nous allons faire voir qu'elle est générale. Soit N (Jîg". ii6 bis), le point obtenu par les Ji premiers, et P le (/i •+- i)'^"*'î on aura par la même construction, en prenant KK égale à la (ti -f i)""*' partie de ISJf,
(n + i) X RM = 71 X NL + SQ,
Ajoutant au premier membre (i + i) K.R , et au second son égal PS , il vient
(rt + i)XKM = rtXKL + PQ;
ce qui démontre la loi énoncée^
Si l'on ne considère qu'un plan , tous les points du plan parallèle mené par le point O qu'on -vient de déterminer, jouiront de la même propriété, ainsi que le plan qu'on mènerait en-dessous h la même distance. Mais si on considère tous les plans possibles, le point O sera le seul qui sera toujours à une distance moyenne entre toutes les autres; on le nonmie centre des moyennes 4kst(fJKes f et pour le déterminer il suffit de ch^rcber sa distance.
( 39* ) à troU plans non parallèles > en prenant les trois moyennes entre les sommes respectives des distances de tous les points à ces trois plansi.
1*' GoBoilLAXBX. Sî l'on désigne par x , x% x'*y . . . , xC»— les distances de n points à un plan donné P, et par Xx celle du centre des moyennes distances au même plan ^ on aura
X + x' + x^^- . . . + x^"""*) =s nx,.
Cette formule suppose que tous les points sont d'un même côté du plan P.
Si on élève ùt plan d'une quantité quelconque a, ces distances deyiendront
en regardant comme négatives celles qui se trouveront dirigées en sens ootitraîre* Or , il est évident qu'en vertu de Féqfuation précédente on a
(x — c)4- (^' — û)-t- •• . +ar^'""'*^ — a = /i(xi —a).
Ce qui fait voir que la distance du centre des moyennes distances à nn plan quelconque est moyenne entre la somme algébrique des distances des dijfêrens points a ce plan» en regardant comme négatives celles qui sont dirigées en sens contraire.
Il suit encore de là que pour tout plan passant par le centre des moyennes distances , et pour ces plans seulement , la somme algébrique des distances és^ nulle.
a* CoBOixAiRB- Quand tous les points donnés sont dans un même plan M, le centre de leurs moyennes distances s*y trouve aussi ; car sî l'on considère un plan parallèle P, tous les poînb donnés en seront à la même distance i et cette 'distance même sera la moyenne ; d'où il suit que le centré sera dans le plan M.
De plus les distances de ces points À des plans perpendiculaires à celui dans lequel ils se trouvent y étant les mêmes que leurs distances aux traces de ces plans sur ce dernier, il en 'résulté que le centre dès moyennes distances à des pkw qùelr
(395) conques sera c^Iul des moyennes distances à toutes les droites menées dans le plan de ces points.
i4' Problème. iFig. 117). Etant donné un nombre m de droites passant par un même point 8% on demande le lieu des points X telsf qucn abaissant sur elles des perpendiculaires , la somme des produits de leurs distances au point S ^ par des lignes données , soit égale à une surface donnée K*.
Soient prises sur les droites données à partir de S , des parties SA, SA',. . •, égales aux lignes par lesquelles il faut Aiultiplier les distances SP, SP',. . ., du point S aux pieds P, P',. • ./des perpendiculaires abaissées du point X sur les droites données. Si Ton tire AQ, A'Q',. .*, perpendiculaires sur SX, les triangles semblables donneront
SPxSA=:SQxSX,SP'XSA' = SQfXSX,..-
Faisant la somme de ces égalités , on aura
K»=SXx (SQ + SQ'4....).
Soit Z le centre des moyennes distances des points A, A',. . • ; la distance SV sera moyenne entre SQ, SQ',. . ., puisque toutes ces lignes .sont les distances des pomts Z , A , A , . . , au plan perpendiculaire à SX mené par S ; on pourra donc écrire
K^=SXXmXSV-
Mais si l'on abaisse XC perpendiculaire sur la droite SZ , on aura ,
sxxsv=scxsz.
Substituant , il vient
K» = mXSCxSZ;
d'où il suit que SC est une quantité constante. Donc le lieu cberebé est un plan perpendiculaire sur 'la droite qui joint S au centre des moyennes distances de A, A',. . ., et à une distance
m X SZ' 'i5^ PaoBLÈMB. Etant donné un nombre quelconque -de plarts
passant par an même points trouper le lieu des points tels, que la somme des produits de leurs distances à ces plans par des lignes données soit constante.
Si par le point de concours des plans donnés^ on leur mène des droites respectivement perpendiculaires^ et que du point cherché on abaisse des perpendiculaires sur ces droites^ les di* stances des pieds de ces perpendiculaires à l'origine s^ont les mêmes que les distances de ce point aux plans donnés \ on revient donc au problème précèdent.
X 6* Problème. Etant donnés r apothème #» et le rayon II de la base d'un cône droite trouver V angle y du secteur qui en est le développement sur ui% plan.
L'arc intercepté par le secteur sera égal à sirH, puisqu'il sera le développement de la circonférence de la base; comparant à quatre angles droits l'angle opposé x , on aura y par la proportion connue des angles et des arcs divisés par les rayons >
a: î aw •.
•• -t- : ~- Î: r : C, d'où xsr:-^ — , a A a
Ta£oftÈ»c«. {Fig. 1 18). Lorsque^ trois sphères se coupent deux à deuXf lesplhns des trois cercles d'intersection se coupent sui^ i/ant une même droite perpendiculaire au plan des trois centres.
Soient A,B,C, les centres; les plans des cercles d'intersectjoïi seront perpendiculaires sur le plan ABC , et passeront respectivement pau» les droites MN, RS, PQ -, or nous avons prouvé ( pag. a6i ) que ces droites .se coupent en un même point; les trois plans se coupent donc suivant une même droite perpendiculaire au plan ABC et menée par ce point
Théoeème* Quand trois droites rectangulaires coupent une sphère et passent par un point constant^ la somme S» des carrés des cordes comprises est constante,
J^u effet , si l'on abaisse du centre de la sphère des perpendiculaires sur les trois cordes , la sonune des carrés des moitiés de ces cordes sera égale à trois fois le carré du rayon R , moins la somme des carrés des trois perpendiculaires. Mais si l'on formait un |^all9U9i|»ède rectangle avec les trois plaïiaperpÊndioulaires
( 397 ) et le centre de la sphère comme sommet opposé , ces trois per- |)endiculaires seraient les diagonales des faces passant par le centre , et la somme de leurs carrés serait par conséquent égale a deux fois le carré de la distance D du point donné au centre. Le quart de la so;mme proposée S» sera donc égal à 5R* — iD^ j donc la somme sera
TaioBÈMs. (Fïg. 119). Soit ABCDEFG un polye^ne quelcon* que fermé, plan ou gauche; si par un point quelconque O de l'espace, on tire une droite arbitraire'XfX,etdes droites OE,OD,..., égales et parallèles aux côtés du polygone et dirigées dans le même sens que ces divers côtés quand on les parcourt consécu^ tivementf la somme des projections des côtés qui tomberont sur le prolongement OSff sera égale à la somme de celles qui tomberont sur OX^ ou en d autres termes, la somme algébrique totale des projections sur XX' sera nulle, en regardant comme positives celles qui se trouveront à droite du point O, et comme négatives celles qui seront à gauche.
En effet, concevons qu*on mène par deux sommets du polygone deux plans perpendiculaires à XX' , et qui comprennent entre eux tous les autres sommets. Soient A et £ ces deux sommets extrêmes; il pourra arriyei^de deux clioses Tune. Ou^ en parcourant de E "vers A la partie EDCBA ,-on s'éloignera toujours du plan perpendiculaire à XX' mené par E , ou Ton s'en éloignera et on s'en rapprochera successiyement. Examinons ces deux cas.
Dans le premier cas ^ les parallèles menées* par O aux côtés f' de la partie EDCBA, auront toutes leurs projections sur OX' ; et en supposant la partie AGFE dans le même ca's , par rapport au plan mené par A , ses oôtés se projetteront sur OX. Mais les deux sommes de projections sur OX et OX' senties projections des parties EDCBA et A(xF£, c'est-à-dire la distance même des deux plans perpendiculaires '& XX'; d'oIi il suit que ces deux sommes sont égales.
Dms le second cas^ soit ED (Jlg. 1 1 9 bis) un côté suivant lequel
en se rappirocheradu plan mené par leaottimet extrême G. Cowie* Yons par les extrémités de ED, des plans perpendiculaires à XX'^ et qui coupent le polygone en M et N ; on aura trois lignes ËM 9 ED ^ DN^ dont deux £M , ËD auront enO des projections égales et de senslcontraîre^ et la troisième une projection égale et située sur OX'. Il en serait de même quel que fût le nombre impair des inter* sections du polygone par les plans menés par D et E, et on agirait de la même manière pour la partie ALKIHG; d'ôu il suit que les projections situées respectiTement sur OX et OX^ se composeront d'abord de la distance des deux plans extrêmes ^ plus les distances communes des plans intermédiaires, tels que ceux que l'on a menés par D et'E. Donc enfin , dans tous les cas^ ces deux sommes sont égales ; et par conséquent y leur somme algébrique sera nulle dans le sens indiqué par l'énoncé..
1^*^ CoROLiiABŒ. Si l'on mène par O uù plan perpendiculaire à XX', les projections des côtés OE, OF^« . », serotit les di«» stances des extrémités £ , F,. * • , à èe plan; et Ton yoit> par le théorème précédent, que cette somme est nulle^ quelle que soit la ditection du plan , puisque la droite XX' est arbitraire,
2* CûRO£LAiBE. Le point O sera le centre des moyennes distances des points E, D, C,. . ., car ce qui précède a lieu poar tous les plans passant par O; et la distance du point O à tous ces pl^ns étant nulle; est égale à la moyenne distance de tovs les points Ë , D , C, . . . , à ces divers plans j le point O est donc le centre des moyennes distances dé ces |>oints jl tout plan de l'espace, puisqu'il sniïit pour cela qu'il le soit relativement a troi& plans qui se coupent en un même point*
3^ CoBOx^ukiRE. On sait que la projection d'une droite sur une autre est égale a la longueur de la première multipliéepar le cosinus de l'angle qu'elle fait avec la seconde. Si donc 01» désigne par a, b ,Cy d,. , ., les côtés d'un polygone quelconque et par *t, C , y , ^ ,. . . , les angles qu'ils font avec la direction OX d'une droite quelconque , on aura , en observant que les projec* tions situées sur le prolongement OX'' de OX correspondent i des cosinus néglatifs ,
c cos afc + 6 cos ^-|- c cos ^ -f d cos J^-t- . - . = o.
Thsorème. La somme dés produits des faces cTun polyèdre convexe quelconque, pair les cosinus des angles quelles font avec un même plan est nulle-, en prenant toujours pour ces angles ceux qui comprennent entre leurs faces le polyèdre donné.
En effet , si ï'oa conçoit une perpendiculaire au plan ue projection , qui se meuve en touchant continuellement la surface vdu poljèdrei elle la partagera en deux surfaces qui donneront Mîhacune pour projection la partie du plan limitée par le poly-c gone décrit par le pied de la perpendiculaire mobile. On observera de plus que les angles des faces avec le plan de projection , pris comme l'indique Fénoncéi sont tous aigus pour la partie supérieure, et obtus pour la partie inférieure^ et comme, la projection d'une aire plane est égale à cette aîi:e multipliée par le cosinus de l'angle des deux plans , tl'suit de tout cela que la somme des produits des faces du polyèdre par les cosinus des angles qu'elles font avec un même plan, est égale à zéro.
]>s élèves pourront cherc>!rer les modifications que subit ce . théorème dans le cas d'un polyèdre à angles rentrans.
TnÉOBièMB. Dans tout polygone convexe, le carré d'un de$ cotés lest égal à la somme des carrés de tous les autres , moins deux fois la somme de leurs produits deux à deux , mul^ tipliés par le cosinus de V angle compris.
Eh effet , un côté quelconque d'un polygone est égal à la somme des projections de tous les autres côtés sur le premier , en prenant négativement celles des côtés qui feront à.es angles obtus avec la ligne des projections, pourvu que l*on considère toujours les angles qui comprennent le polygone entre Içurs côtés. On aura donc les diverses équations suivantes, en désignant généralement par (m/i) l' sangle que les côtés m* et » font entre eux,
et = & cos (ab) + c cos (jac) + d cîos {ad) + e côs (aé) -f-\ . . b=:a cos (Aa) -f- c cos {bc) -f- d cos {bd) -f- e cos {be) •+-...
czna cos (ca) + b cos (ci) 7^- d cos {cd) -f- e cos (ce) -f- • • .
Multipliant la première par a , la seconde par 6,4a troisième
- (3oo)
par Cy et ainsi de suite , il vient , en retrancluint de la première équation la somme de toutes les autres, et faisant les réductions ,
a* — i*— c'— d*— . .• = — 26ccos(&c) — abdcm{bà)
— a6ecos(6e) — ... — acd cos (cd) — ace co8(c6)— . . *
Y^oxk résulte
iz*=&*+c'4-^*+« • • — a6cco6(*c)-^aidcos(ftd) — . . .
— acrf cos {cd) — ace cos (ce) — . . .
G)ROLijLiRS. On peut calculer par là le dernier côté d'un polygone y et ses deux angles adjacens, quand on connaît toas les autres côtés, ainsi que leur arrangement et leurs angles; on déterminera le^ côté inconnu , au moyen de la formule précédente , et chacun des angles adjacens se déterminera en prenant les formules analogues pour les deux côtés adjacens; chacune de ces équations déterminera le cosinus de l'un des angles-
TnÉoBiBCB. Le carré d'une des faces âun polyèdre convexe est égal à la somme des carrés des autres faces ^ moins la sQmme.de leurs produits deux à deux multipliés par le cosinus de Pangle compris ; car une face quelconque est égale k la somme des projections de toutes les autres , en les prenant négativement, quand l'angle dièdre que font ces faces avec celle d,e projection est obtus : on en déuaîra donc, par lé même calcul que dans le cas précédent ( en désignant les faces par A, D, C , D, etc. ) ^ que
A»=B»+C*+D*4-. . . — aBCoosCBC) — aBDcosCBD)— . . ;
Théorème. ( iPVg. xao). Dans un triangle cjuelconque ABC si on tire une sécante arbitraire DE, toute ligne Ali, menée par le sommet , jouira de la propriété que le rapport de
AF* . AH* ,
«STP; — r^Tî » nr^ — rrrr^sera constant, DFxm BH X HG
En effet ; on a .
( 3oi )
' AF sîn fit AF sîn *' „ ,
=-— = -;^ — et -iEï£r = — : — r; ci ou i Bt smy . FE sm /
At sin « sîn «t
DFx F£ sinysinJ*
^ - . ^ AH sîn /9 sin fi^
On a de même - ^r^r — ==7^ ci:^ -: : — r.
' BHxHC sm y sin *
AF AH
Ce rapport est constant^ puisque les droites BG ^ DE étant fixes, les angles a^ ^'9^9 /S' sont inyariables. Le principe est donc démontré.
CoRoixAiRE. Si Ton avait /=i3 y il en résulterait ct=0% et ce; rapport deviendrait l'unité.
On peut d'ailleurs le démontrer directement, en remarquant qii'on a y par les triangles semblables ,
FD X FE ~ HC X HB
TnioBèME. (F/g*, lai). Soit AB un diamètre quelconque dune sphère , OC un rayon perpendiculaire sur le plan d'un petit cercle de la sphère , et DE F intersection du plan de ce cercle avec le plan qui passe par kR et OC. Si Von suppose une surface conique dont A soit le sommet , et qui ait pour hase le petit cercle DE , tout plan perpendiculaire à K^ coupera ce cône suivant un cercle^
En effet, soient AD, AÈ, les intersections du cône , par le plan AOC , et QB. la trace sur ce même plan d'un autre plan quelconque perpendiculaire à AB. Menons une génératrice quel-
(3oa)
conque du point A an point K de la base; par cette ligne abaissons nn plan perpendiculaire sur le plan ÂOG, ses interisections KL, III, aTec la plan de la base et le plan QR, seront perpendiculaires sur le plan AOG^ et par suite parallèles entre elles ; sa trace sur AOR sera AHL.
Gela posé , l'angle ANQ est égal à ADE, comme ayant même mesure y donc, d'après le corollaire précédent ,
^^ ^^ Or, IH : KL :: ah : al.
PH X HN DL X LE
Substituant donc au rapport de AH à AL, celui de IH à KL, l'égalité précédente deviendra
ÏH* KL* '
PHXHN'^DLXLE* Mais , <^'après une propriété connue du cercle , on a
KL = DL X LE. Donc,ÏH'= PH X HN.
Par conséquent , le lieu des points I , c'est-à-dire la section du cône par le plan QR , sera un cercle.
On démontrerait par une aimple proportion que toiitQ section faite dans le cône parallèlement à la base est un cercle, et généralement que toutes les sections parallèles à un plan quelcomfue sont semblables.
On a nommé sections anti-parallèles celles qui sont également inclinées sur les arêtes respectives AD, AE; tel est le cas des deux cercles que nous avon's considérés. On peut remarquer que , de quelque manière que soient placées deux sections antir parallèles, elles seront semblables, de même que les sections parallèles.
L'APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE
Problèmes déterminés.
a3o. 1*' pROBiisAfE. UécoMTOSER en facteurs linéaires la différence des puissances m""" de deux Hennés données.
Prenons l'une de ces lignes pour unité , et représentons l'autre par Xy la différence de leurs puissances m*^'"" sera x*" — i. Nous aurons la formule des facteurs de ce binôme en résolvant réquatîon x"* — 1 = 0.
Or , on sait qu'il suffit pour cela de poser
Gosy± y — 1 sîn.j^= 1 , parce que l'on aura
X = 1/ 1 =oos — ±: V — 1 sin -^ ;
y sera déterminé par les deux conditions sîn^ =0, cosj' = 1 ; ce qui donne j^ = anv , n étant un nombre entier quelconque^ Il résultera de là
X = cos rt V^ — 1 sm — .
Pour' en déduire les tti valeurs de x , il suffira ^ quand m sera pair , de faire passer n par les valeurs o, 1,2, ..,,5771— i,et quand 7n sera impair^ de donner à n les valeurs o^ 1 ^ 2 ^..^ ^ ( m — i) ; car on fait voir facilement que les 771 valeurs correspondantes
de X seront différentes les unes des autres , et que oelles <}iie donneraient les valeurs suivantes de n rentreraient indéfiniment dans les premiëreSi
On parviendrait çncore au même résultat en faisant passer n par les m valeurs ^ o , i, a , ... , m — i^ et ne prenant que le signe
supérieur de k — i .
Il suit de là que quand m sera pstir^ le binôme x"*-^! sera le produit des facteurs
H'fr . ^ y—— , a*
07—1, X — 006 K— 1 sm ; — ,
:p— cos — -f- v^'— ism — ,..,.., 7n m
cos — (i^— ^ 1 ) — |/ — 1 *^^~ (?''*"" ^)}
"WTT
COS (ïTO— 1 )+V — 1 Sm ■;;;;- (fm — l), X+1.
Lorsque m sera impair, a:"— i sera le produit des facteurs (x — i),fa; — cos— — vZ—ism — ),
X — cos 1- V^ — 1 sin — ),...,
cos
— V/— 1 sin
Pour construire géométriquement ce produit au moyen de facteurs linéaires , on remarquera que le produit de deux fac^
teurs conjugués qui ne diflFerent que par le signe de {/ — i est
réel, parce que le produit de x — cos a — V^— i sinfl par^
;r — çosa+ K — I sin a est ' identiquement égal à........
( X — cos a )* + sin* a.
{ 3o5 ) D'après ^^la , Fou aura pour m pairj
*--» = (^-0(*+i)£(x— cc«^)V «n«ilT. . . .
et pour m Impair,
Or^ si l'on décrit du centre O Çfig. laa) un cercle ayant pour rayon l'unité, que l'on prenne une distance OA==a:, et que l'on partage la circonférence en m parties égales a partir de,B , les perpendiculaires MP, NQ, . . ., seront les sinus des
"^"^m ' tÎ' •• • •> ^* les distances OP, OQ,. . . .,8eront leurs cosinus. On ^ura donc
O08 - j + sm» - = AP + ftlP = AM == AM X MV,
etc.
Dans le cas de m pair , le facteur x +i donnera AÇ; et dans l'un et l'autre cas, la différence a?'»— i sera le produit des distances du point A aux m points de division de la circonfércmce.
a« PROBLÈm. Décomposer en facteurs linéaires] la somme des puissances tn'^""*' de deux lignes années. ^ Prenant encore l'une des lignes pour' unité , et désignant l'autre par x, il faudra chercher d'abord les racines de l'équation
^ + ï = O, qui donne x=: j/-— 1 .
faisant cosy ± ^/-^ i BÎtt^ sar •— ï , ofà en tîr«
(^uand m est tmiMiir, on dc^nne à n les 'fleurs successives , o y 1 , a^ •••>»( wt— ï); "et l'on déduit de rette formnle les m valeurs de x. 11 en résulte que 0?*"+ * ^^t le produit des facteurs
(r— cos — — V^— 1 sin — ), m m/
jj^ir— cos~+ l/^ sîn j^,...,(x+i).
Quand nléstï*àtir,ilfaut*dorteerànlesTaleurso, 1,2^...,^ m— i, et Ton trouve <jue x"+i est le produit des facteurs.
On construira les facteurs réels du second degré, comme dans le problème précédent, avec cette seule différcn'Ce que les divisions de la circonférence en m parties égales ne com- QÀëttiCePOiit i^as-aa i^oîst B*, otais au -point qui eoi serait distant
de l'arc — .
THÉORiMB. Si une circonférence est divisée en m parties égales , et qu'on prenne l'origine des arcs en un point queU tMcjUa^'h. é'orrtmedes s'inu^ des m arcs terminés â cespoiritsde diuisi^fts sera'Tttiite , dinsi que la stymme de leurs cosinus.
Cette piroptïété est ùiie conséquence immédiate de ce que le •îè'etitîredu* cercle est le 'cëtitrje'des moyennes distances dès m points de division , et que par conséquent la somme des di-* ëtstnces 'dé 'ces points à tout diamètre est nulle. Mais on peut la déduire de *la consîdéfâtloti des racines de Péquatîon binôme x^"^ i s3*o, ainsi que plusieurs autres propriétés re* marquables. " •
On obfierrera pour cela que dans celte équation les termes en X manquant depais :#" , la somme des racines est nulle ainsi que celle de leurs, produits deux à deux, trois à trois ^ . , . , m^i à 771-— 1 ; et pçir conséquent il en est de nouàme delà somme de leurs carrés ^ de leurs cu})es^ • . .; jusqu'à leurs puis* sauces (/Ti—i)*^"*" inclusivement.
Or les 771 racines de l'équation x"*— :l1 =o se tirent de la formule
X = cos + 1/ — r i sin ,
en donnant à^ n les valeurs successives^ o, i^a^ ..., 77t— -i; faisant la somme de toutes ces racines > et égalant sépatéme.nt à zéro la partie réelle et la partie imaginaire , on aura
cos — + C03 — + cos — -f- . . . + cos -^^ ^— = G ,
smo «4- sm — -f- sm — -f- sm — -f* . . . + sin = o.
Jusqct'ici la propriété n'est démontrée que pour le cas oii l'originedes arcs est l'un -des points de division; mais on l'étendra facilement à une origine quelconque; en remarquant que si Fon
multiplie toutes les valeurs de x par cos a -4- v/— i sin a , leur somme^n'en sera pas moins nulle ^ et tous les arcs se trouveront augmentés de a ; ce qui conduit. ^ux for;Daules générales :
cûsa^-^osTo.-*) — \'^cosfa+ — j-f>-«+cosria!+— — i-j=o,
sinai^ sia/a4^ j-f8in^a+-j^^ +. . >+sm^a+ ^"^^^M as o.
THÉonisiE. Si Fon partage une circonférence en m parties égaks , la somme d^s carrés des cosinus des arcs terminés à ces m points de divisions , sera égale au carré du rayon mulr
tiplié pqr -m, et il en ^ra de même de la somme des cairés
des sinuè de ces arcs.
En effet , d'apir^ ce que nous avons tu dans le théorème précédent f la somme des cari^ des racln^ de l'équation x"*-^ i =:t: o est nulle, et le sera encore quand on les multipliera par une
expression quelconque de la forme cos a -f- (/— * i sin a; ce qui ne fait qu'augmenter les arcs de a, * Or, le carré de
se réduit k
Maintenant , si l'on fait la somme des m valeurs que détermine cette formule générale ^ et que l'on observe que la somme des troisièmes termes est nulle , d'après le théorème précédent y il s'ensuivra d'abord que la somme des carrés des cosinus des arcs en question y est égale à la somme d#s carrés de leurs sinus. Or y la somme des carrés du sinus et du cosinus d'un même arc, est égale au carré du rayon ou à l'unité , en prenant ce rayon pour unité *, la somme des carrés des sinus et des xx>sinus des m arcs, est donc égale à m) par conséquent" chacune de ces
deux sommes est égale à - m.
S* Problème. Calculer le rayon dun cercle tangent à trois droites données.
Si nous supposons qme les trois droites se coupent deux à deux , il y aura quatre solutions. G>nsidérons d'abord le cercle O inscrit dans le triangle ÂBG (Jig* 1^3), formé par la rencontre de ces droites; désignons par a , b , c^ ses trois côtés, par S sa surface et par R le rayon du cercle inscrit; on aura
s = AOC 4- BOC 4- BOA = -bïi +-àR + -cïi}
SemUablement^ on aura pour le centre O'j S=:A(yC4-BO'A— B0'C = i6R' + -cR'— -aR'j
d'où
On aura de même pour les deux autres cercles O^ , O*, «
1^' CoBOZXAiRE. Si Ton multiplie entre elles, les -valeurs de ces quatre rayons ; on trouvera
RR'R''R* = p(p — ii)(p — A)(p— c)«3S«.
Le produit des quqtre rayons des cercles tangens à trois droites qui se coupent deux à deux, est donc égal au carré de la surface du triangle déterminé par ces trois droites.
2* GoBOixAiRE. Si' Ton suppose que les deux points B, C , restant fa^na, ainsi que la direction BA^ le point A s'éloigne indéfiniment , les deux droites BA , G A , tendront à dcTCuir parallèles*, cherchons ceq^ue devient la formule qui donne le rayon , R, quand CA devient parallèle à BA. Menant liai perpendiculaire CD à AB et faisant C©=A, BD=:«fc; les quantités a,hyU^ B seront constantes. Les variaUes b^.Cf s'approcheront de l'infini^ mais leur rapport aura l'unité pour limite^ car
i-=A» + (c-cOS ?-* +
Or, .
aS _ V(a+b+c) {a-j-b—c) (a-4-c— i) {b+c— a)
_ V^p^(a— c)»] [(g + c)'— fe»]
afa-\-b+c)-
(3io) Kemplaçant 6* par sa Taleur A* -f- c* — aca + «* , il Tient
^/(fc» — a^+it* — acflt -H 2ac) (a* — /t* — ae" + aac + sc«)
Diyîsant chacun des facteurs sous le radical par c , ainsi que
' . . . . . fr
le dénominateur^ puis faisant c infini ^ et obseryant que - se ré-
duit à 1^ on trotrve ,
Ce qui donne pour R la moitié de la perpendiculaire AD; comme on pouTait le prévoir.
4*PROBLiBiE. {Fig. 1224). Trouver r expression du rayon du cercle circonscrit à Un triangle ABC ^ dont les côtés a > b, c sont donnés.
Soit R le ra^on du cercle circonscrit O^ Abaissons la perpen* diculaîre BD à AG^ tirons le diâmëtfé BE et joignotiâ EC^ les triangles semblables BAD, GB£ donneront
BD : c :: a : aR; d'où ft=r7-^?^.
^b X BD
Or 6 X BD est le double de l'aire du triangle ABË ; donc
abc
4</p(p-a)(p-6)(p-cy
5* ^obiAme. {Fig* ia5). Trouver les deux diagonales d^un quadrilatère inscrit ASCD, en fonction de ses côtés a^y b , c , d.
Désignons par x ety les diagonales BC, AD; les deux angles B et G étaxit s^upplémens l'un de l'autre, leurs cosinus sont égaux et de signes contraires ; on a donc
aab \ ucd J^ ,
y*^ {ab+cd) ir=cd(Q!'+b') + ab (t»+rf») = (ci+rfa) (joa+bd),
. /{cb + da) (ca + bd) et par suite >^ = y/ -^^^ .
Les cosinus des angles A el D donneraient sembUblemeiatt
6 4- ce?) (gç + Aif) /
i^** CoRoiXAiRX. En multipliant entre elles ces t^kuiri de r
et y ,»on trouve ,
xy=:cc +bd.
Ce qui fait Toir que /b rectangle des diago-nales d^un quadrilatère iîiscrit est égal à la somme des rectangles, des côtés opposés.
a* CoROLLÂXRB. En divisant Tune par l'autre les deux mêmes expressions , on obtiendra
X ab ^cd
d'où il résulte que les deux diagonales itun quadrilatère inscrit sont entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui partent des extrémités dephacune déciles,
6* PaoBUEBiE. Étant donnés la surface et le périmètre d'w triangle rectangle , trouver ses trois côté$.
Soient a son périmètre, m* sa surface , x rhypotcnuse, etj', ss , les deux autres côtés. On aura
La première équation donne
On aura donc , en vertu de la troisième équation ,
x'=(a— xV— 4m*: d*où x=:-a .
Pour trouver* j' et z, on remarquera qu'on conn:ît leur somme a'-^x:=::' ^ — - , et leur produit 2ni*'jy et z sont donc
racines de 1 équation r — l - -f J
et par conséquent leurs ralears sont
7* Probljimb. -É/an« donnés le périmètre et la hauteur âfun triangle rectangle , calculer ses côtés*
Soient, X l'hypoténuse, ^ et a les deux autres côtés, h la hauteur donnée et a le périmètre. On aura
De la première équation on tire y-i-zssiÇa — x) ; d'où y +a*=:(a— x)*— ^s=(a— x)*— aAx ; et en yertu de la troisième il vient
(a— x)*— aSx ss x^', d'où x =
Omnaissant x, on en déduira facilement jf et z , puisque leur somme est a^— x et leur produit hx.
8* Problèbcx. Étant donnée thypoténuseh dun triangle rectaufcle , ainsi que ta somme a des deux autres côtés x > y , et de la hauteur z , trouver les inconnues x , y , z.
Les équations qui détermineront les inoonnues Xyjy £,sont
La première équation donne
(x + yY = (a — zy ; d'où x* +y* = (a — z)* — 2bz., et d'après la troisième équation , il vient
(fl — z)*— aftz = ^* ; d'où z=a+ô ±; j/âôé+âÂ*-
- Il est évident qu'il ne faut prendre que le signe inférieur du radical , puisque la hauteur z est nécessairement plus petite que à -f- i, ' Connaissant z, on déterminera x ety dont on eonnattra ta
Si
somme a ■— a et le produit l>z \ de aorte que x et ^ seront racines de l'équation
Si l'on aTait cherché l'équation finale en x , le calcul aurait été beaucoup plus compliqué. On aurait tiré des deux premières
et reportant d^ms la troisième , on aurait obtenu l'équation X* + 26x3 ^ i»x«_ 2i»(o + 6)x + i» (a* — A') = o.
Son premier membre se décompose en deux facteurs du se^ coud degré, qui , égalés à zéro > donnent
(a). . .x»+(6— v/afl6-f.26»)x+i*+ci— iV^aaH-âi*=o.
Les deux racines de l'équation (i) étant négatives, doivent être rejetées \ les racines de l'équation (a) expriment les valeurs de X et y , puisque ces deux dernières quantités entrant de la même manière dans les équations données , auraient conduit à la même équation finale. On voit que l'équation (a) est précisément celle que le premier calcul a fournie. *
9^ PBOBI.ÈME. Connaissant la somme a des deux côtés x , y, de l'angle droit , et la longueur h de la perpendiculaire abaissée du sommet de [angle droit sur Ihypoténuse z , trouver les trois côtés x , y, z. On a
(i).,.x+j'=c> (a)...xy=Az> (3). . .x'+j'zria*.
Les deux premières équations donnent
X* + J'* = a* — a/rz.
Egalant les valeurs de x^+J'*» on obtient Péquation finale
4*=;sa*'^afo,
car z doit être positif.
z étant connu , les équations (i) et (ft) font voir que x et y seront les racines de l'équation
Si l'on avait cherché Féquation finale en x^ on aurait tiré des équations (i) , (a), les valeurs
y — a^x, g=a ^ ^ , qui, reportées dans (3) , auraient conduit à
équation qui se décompose dans les deux suivantes :
(4) ... X*— •ccx--A* + feV/A* + <?=o,
(5) ... X*— oo:— A»~Av/A*-f a*=o.
Or I des deux racines de l'équation (5) , l'une est négative (puisque le dernier terme est négatif}^ et l'autre est positive et plus grande que a (puisque la somme des racines est égale au coefficient a) ; ces deux racines doivent donc être rejetées ; oû ne doit donc prendre que les deux racines de l'équation (4) , elles font connaître fi la fois x et j^ ^ puisque ces inconnues entrent de la même manière dans les équations primitives. On voit que cette équation est la même que Celle en t qu'avait donnée le premier calcul.
lo* P&OBLiMs. Trouver les trois cotés dun triangle tec^ tangle, àonnaissant la somme a de ces côtés ,etla somme h de la hauteur et de Vhypotérmse,
Soient, X l'hypoténuse ^yelz les deux autres côtés , et A la hauteur , on aura les équations
x+jf-J**=^^> x-}-A=si, hxzssyz, y^-j^z^zrzxK
( 3i5 ) La !'• et la 3* donnent
jf» -j- a* S3 (a — ar)* — afto? ;
d'où , au moyen dç la 4* » on tire
(a — a7)**^2Aa;=j:*, ou a'— aaa:-— aAxssOj équation qui y jointe à la 2^ ^ donne
Mais 6 étant néçessairejEnent plus petit que a^ le radical ne saurait être pris avec le signe supérieur , parce qu'alors h serait négatif; chacune des iaconnues a?^ h , n'a donc qu'une seule valeur. Quant \ y et z^ on connaît leur somme a— a: et leur produit hx \ ils sont donc racines d'une équation du second degré dont les coeffîciens sont connus ; on aura donc deux valeurs pour chacune de ces inconnues \ mais comme elles entrent symétriquement dans les équations ^ cette équation du second degré aura j^ et 2 pour racines ^ et le problème ne sera susceptible que d'une seule solution.
Si l'on avait cherché l'équation finale en jr ou en z , on l'eût trouvée du quatrième degré, et on l'eût ramenée au second, comme dans les problèmes précédens.
11^ Problème. Etant donnés ^ h périmètre, l'angle A et la surface d^un triangle y déterminer ses côtés.
Soient a: et j^ les deux côtés qui comprennent l'angle A, et a le troisième côté; désignons par a le périmètre, et par &^ la surface du triangle; les conditions données fournissent les s équations
X'^y'^zr^a, cosA= ■ , xy s}nkr=iQb\
!2xy
Reportant dans la a* équation la valeur de xy tirée de la 3* >
on parvient à
• . « • • 4i*cosA
•^ smA
(3i6) La 1'* équation , combinée avec la dernière^ donne
x* + y* =5(0—4^— 2xy=3(a — z)*—^r^.
Egalant ces deux Tafeurs de x* +^* , on trouve
2i*/i4-cosA\ ^ a \ sin/.; /
Or, sIn A = asm^Aco8^A, cosA = acos'iA^— i >
1 + cos A _^ acos*ï A
donc
Donc
sin A a sin 7 A cos 7 A
«.= - — — coi? A* 2 a
cotîA»
On en déduira facilement les inconnues a: et y, ca^r on con-
naît leur somme a — a et leur produit -, — r •
■^ sm A
1 a^ PftoBLiBfE. (fig. 1 a6). JDan^ u?» nng/e donné XAY, mener
une droite minimum MN, <e//e, çue /« triangle AMl^ ^ozt fg^ai^
d une surface donnée wlK
Soient on aura
MN = a, AM = x, AN=jr-, z* = x^^my* _ aary cos A.
L'aire AMN ayant pour mesure {-xj^sinA, et devant être ^ale km^j il s'ensuivra
• A « 1» 1 • • . * 4m* cos A
a:ysmA = 2m*, dou **=x* + y*— — : — 7 — .
•^ • -' smA
Pour trouver le minimum dez^^on égalera à zéro sa dérivée , et remarquant que la dérivée du produit constant xy doit aussi être nulle , on aura les deux équations suivantes, dans^ lesquelles x est la variable indépendante,
y + xy' = o, :ix + Qyy'=0',
d'où
y =i^ - / et par suite ax — -^ =q>
( 3>7 ] ce qui dotine a:* =^* , ou x ^±y ; '
•car ^ le produit xy étant positif ^ x et^ doivent être de mêmes
signes.
L'équation xy sin A*= am* devient
x*s\nÂ.z^am*. d'où x=ml/-: — -. =y.
V sinA -^
i3* PBOBLèME. {FifT, 127). i^ton^ donnés un angle OBV, c^ li/t point A. sur le côté OB, inscrire dans cet angle une droite MN ^ eTi/ne Ipngueur donnée^ de telle sorte que l'angle MSI A soit égal nOBV.
Soient MN = û, AB=:fr, BN=a:.
Les deux triangles semblables , BAN , AMN , donnent
xlallblàH} ffoh AN = — .
Maïs on a d'ailleurs ^
ÂN^ÂB+BN^aABxBNcosB, ou AN:^i»+x»— aix ces B ;
tlonc — - = 6» 4- X* — aix cos B ; d'où
x^ — 2ix3 cosB + 6*x*-^a'A» = o.
Cette dernière équation fournit toujours une valeur réelle positive de x.
i4« Problème. (Fig*. iflS). TVoMvef fcj côtés x, y, z cFu» triangle , sachant que ces côtés et la hauteur h du triangle forment la progression arithmétique .
Cette progression donne
(1) ... 2y=x + «, aa=j^ + A.
Or, AD=: ï/x« — A% BDjs; v/p^^*, AD + BD = » j
donc (a).. .a=V^x»-A-+V/y*- A*.
Une des inconnues «, ^, «, h reste arbitraire, car on n'a que les trois équations (i) et (2), entre ces quatre ificonnues. Les équations (1) donnent
y =?: aa — A , x:sz3z — aA.
Reportant ces valeurs dans l'équation (2) ,,elle devient
' |/ (3a — 2A)*.— A»+ l/(aa — A)*— A* = z.
Si Ton fait successivement disparaître les radicaux , On trou-
vera
^ft3 _ 48aA* + 88a»A — 48a3 :;=:.o.
Cette équation renfermant deux inconnues a , A , on peut assigner des valeurs arbitraires à l'une de ces inconnues *, l'autre inconnue dépendra d'une équation du troisième d^ré , qui aura toujours une racine réelle positive. Le problème admet donc toujours une infinité de solutions.
x5* "PviOwshsB. ( Fig. 1 29). Etant données la bfise AB d'un triangle ABC , et une droite MN sur laquelle se trouve le sommet inconnu C; sachant de plus qu^ la base est moyenne arithmétique entre les deux autres c^tés , résoudre le triangle.
Concevez la perpendiculaire CD à AB j soient F le milieu de AB y et E le point où AB prolongé rencontre MN. Faisons^
AB = c, FE = A, BC — AB=a:.
Nous aurons BC = a + a? , et AC =ra — or,
puisque a est moyenne arithmétique entre CB et AC Mais
„^ AB 4-BC — AC* , a
»ï^= 5ÂF =ax + -î
donc
FDrsaa-, PE=&— ax, CD 3= VcB^'DB*=y ^a» — 3>t Or GD =?= DE X tang E.
SabstitQànt dans cette dernière équation les valeurs précédentes de DE et de CD j il vient
i/i a*— 3a:»= (6 — ao:) tang E.
Elevantaucarré, et faisant tangE = ïï*, on trouve
(0 • . . (47îi* + 3)x* — 4bm^x + (m*6* — | a«) =o ; ce qui donne
Pour que x soit réel, U suffit et il faut -que ^^
S û* + S/n^d» — 3TO*i* ne soit pas négatif.
Quand m'^ft* > | a*, les deux racines de l'équation (i) sont ^sitives^ et leptcAième-admet deux solutions.
Lorsque m^ô* = | a% une des valeurs d^ est nulle , et détermine pour ASC un 4ir4angle éçuBatéral.
Enfin , quand 7?^^^ < f«» , réquartâon (i) ii'ayantq[u'une seule racme positive., il n^y à qu'une solution.
1 6* PaosiiME. ( Fig. 1 3o). Eùant donnés les angles , le périmètre et ta surface d'un trapèze ABCD , trouver ses côtés.-
SoicHtt, c le périmètre ,€t è* la surface du brapèze 5 désignons AB par j^^etJSG par y , nous aurons
CE:^::sinB:sinE, et BE:y:;sinC:sinE;
d'oii , -en 'représentant par m et n les rapports .connus de -ces sinus , CE =:= my , BE = ny,^
Désignant de même par -p et (7. ies 'rapports oonnus de AD à E A et de ED à E A , et remarquant que AE =3 a; -|- ny , on aura
AD = pix-^ny)^ DE ^^ ç(^+ny) , CD^=^^ix+ny) -^ my.
Faisant la somme des fjuatce côtés du «trapèxë^ l'égabuoct à a , et posant
on parvient à
De plus , les triangles EAD , ÈBG , ayant leurs angles donnés ^ il est facile de construire un triangle qui leur soit semblable , et d'en déduire le rapport qui existe entre l'un quelconque d'entre eux, et le carré d'un de ses côtés. Pn peut donc r^arder
comme connu le rapport r de EBG à BC^ et le rapport 5 de
EAD à A£^ ce qui conduit à
EBG = r X BC = ry*, EAD =ss X AEi= s(x+nyY.
La surface du trapèze étant la différence de ces deux triangles et étant égale à 6* , il en résulte l'équation *
qui , jointe à *r + ^ = ^ j déterminer» les valeurs de x et jf •
17® PaoBiiÀMs. {Fig. i3i). Par un point B donné sur la ligne qui divise l'angle droit Y'AX en deux parties égales , mener une droite BMN telle , que la partie interceptée entre ces droites soit d^une longueur donnée aa.
Soit ^ la distance du point B au milieu de MN , et 3 la perpendiculaire abaissée de B sur AY' ; les deux parallèles AM, BC^ donnent
AM : BC :: MN : bn, ou am : b :: aa : x + a, AN : AC :: MN : bm, ou an : 6 :: aa : x — a.
De plus , AM 4- AN*= MN = ia\
Remplaçant AM et AN par leurs yaleurs, déduites des deux proportions , on parTÎent à l'équation
xi — 2(a» + b^)x^ + (a* — ai*)a« = o , qui donne , en rejetant les yaleiurs négatives de x ^
X — Va^ + 6* ±: ^b^ + 4a*ï^-
( 3ai ) Ces deux râleurs de x seront réelles si Ton a
a» + fc*>v/6*+4a*6', ou a*>i»j
c'est-à-^ire, si la ligne donnée 3a est plus grande que la per^ pendiculaire KH menée à AB par le point B,>et terminée aux côtés de Fangle Y'AX. Quand cette condition est remplie , il y a quatre solutions , dont deux sont comprises dans l'angle Y'AX y et les deux autres dans chacun des angles droits adja* cens. Lorsque a* = a6% les deux premières solutions se réduisent à une seule. Quand a*<^ a6*, il n*y a que les deux solutions comprises dans l'angle TAX et son opposé au sommet.
Connaissant x , on construira AM ou BM , et on ea déduira immédiatement la direction 1^.
Le problème se résoudrait de la même manière si l'angle donné n'était pas droit.
18* Problâms. {Fig. i3!i). Mener par deux points donnés AyBfUn cercle tangent à un cercle donné R
Soit G le centre du cercle cherché , et E le point de contact ; ^ abaissons sur la droite indéfinie AB les perpendiculaires CD ^ FG; menons FK parallèle à AB , et prolongeons DG jusqu'à sa rencontre H avec FK. Faisons
AB = aa, FH=i, FG=c, EF = J, CD = x;
nous auroim
GH = c— X, CF = FR+'m = h^+ic'^xy.
Mais les cercles se touchant extérieurement en £ , on a
Donc i»+(c — x)* = a»+a:* + *4.flrfv/?+a:*; d'où ûJ^/a»+x* = i* + c»— a» — d*— acr..
ElcTant les deux membres au carré y et faisant*. •••••••
b^'{^€^ — c*-r-rf' = a/»-, ilyient
(d* — c^)x^ + am^cx + a*d*— m^= ;
ai
uOCI -JB ÏTÏ ^— — ^— — iiow» . Il ■—■— — ^w I— Il ,
Mais si l'on avait considéré un cercle tangent y danâ Pintérleur mquel se serait trouvé le cercle F i il n'y aurait eu de différence ^'ai ce que Pon autait eu
GFsCB-«<2, «u lieu de CFsisCB+il;
^t comme d n'entre dans x qu'au second degré ^ il s'ensuit que ces deux valeurs de os conviennent l'une au contact ultérieur, l'autre au contact extérieur.
Les élèves discuteront cette formule ^ et reconnaitront facilement dans quel cas elle est réelle ou imagiBaire > positive ou négative , et quelles %;>nt les circonstances géométriques cortes* pondantes.
19^ PftOBi^ÈME. {Fig. i33). Etant donné un j)oini lavaineuos A, <foô partent des myons divergens , ifui viennent frapper une surface sphérique réfringente VB ^ dont Je ceatte est Cy trouver le point qù chaque rqy^çfn lumineux réfracté rencontre le diamètre.de la sphère qui passe par le pcknt iumineuœ,
La réfraction est la déviation que subit un rayon de lumière en passant d\in milieu dans un autre. On sait qiie le rayon incident et le rayon réfracté sont dans un même pl^n avec h normale menée au point où ils rencontrent la surface qui sépare les deux milieux , et que tes sinus des angles qu'ils font avec cette normale so&t dans un najp^pprt constant, qudle que soit l'inclinaison du rayon incident sur la surface.»
Cela posé 9 sôit AB un rayon incident ^ qui se rétracte suivant BD. AlMtissons BG , Œ; CF;, perpendiculaires sur les directions AD, AB, BD.
Si l'on fait AC = a, JîCrBr, CG = d, W—z; on aura
AG = a — J, BG«=V^f*^— d%
( 3fl5 )
On en déduit
zy/Çmj* aV/r»— d*
j/r» — d» + (d + j6)» V/a*+ adx 4- /• '
et y comme on connaît le rapport des sinus des angles d'incidence et de réfraction , on peut poser
Œ _ o ce qui donnera^ en substituant les yaleurs de CE et de CF^
Suj^imant le facteur commun a yr^ -<«• d* v J^ élerant le résultat au carré, il vient
(0 • • -f *(^* + 2d» + r") = a*(a»— flad+ r*). Faisant n*-^ aad 4- 1*--^/*» m% l'équation (i) doone
o» opiwaitra donp 2 ou CD ^ ce .q«î résout le problème»
ai.*
DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PLANS
a5i. i*' PBOBiiEME, {Fig. i34), JlLtjijst donnés un point A et une droite TIT, trousser le lieu des points M^ tel y que le rapport de leurs distances au point El et à la droite W\ soit celui de ma n.
Prenons YT' pour axe des j^j et la perpendiculaire XAB pour axe des x; abaissons la perpendiculaire MP sur BX; nommons x\ y'j les coordonnées du point M , et faisons AB = b'j nous aurons
AM : MP :: m : n, ou i/y* + C6— j/)"* : x' :: >#: n;
d'où «y* + («• — m'')jc?^ — . a»*5x' + n*6* = o.
Le lieu géométrique demandé sera donc une ellipse , une parabole ou une hyperbole , selon que l'on aura
n^^ntj n^^nif n^în.
La droite YT' se nomme la directrice de la courbe. Dans le €as de la parabole , tous les points de la courbe sont également éloignés de cette droite et du point F; on reconnaîtra facile** ment que cp point en est le /ôyer, en remarquant que l'équa* tiori se xéauisant alors à y^ — 3fcx+fc*=so, deyient, en transportant l'origine au milieu de AB , y^ -^ ^bx = o. " Dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole , on verra , en cherchant la position du centre et la valeur des axes, que le point A est un des foyers de la courbe , et que le rapport de m à n
est -, en appelant ac la distance des deux foyers , et aa le grand axe ; et enfin que la distance du point B au centre est
fl*
( 3a5 > — j d*ou il âuÎTra que , dans Phyperbole , la dîrectrîoe est entre
le centre et le sommet , tandis que dans l'ellipse , la directrice est en dehors.
On reconnaîtra de plus qu'en faisant Tarier la position relative du point donné et de la droite donnée , ainsi que le rapport —, on pourra obtenir toute courbe donnée du second degré , pourm qu'elle ne soit pas un cerde» ^
11 en résulte que toute ellipse , ou toute hyperbole , a deux directrices qui passent par les deux foyers, et que toUte parabole a une seule directrice qui passe par le foyer.
On pourrait prendre la question d^une ^lani^ inrerse, et se proposer le problème suivant , que nous nous dispenserons de résoudre.
a' Problème. D'un foyer dCune courbe du second degré , on mène un rayon quelconque à la courbe, et par son extrémité une parallèle à l'axe qui contient ce foyer, âè telle sorte que le rapport de ces deux lignes variables soit constant. On demande le lieu des extrémités de la parallèle à taxe , pour une valeur donnée du rapport , et quelle valeur il faudrait donner à ce rapport pour que le lieu fàt une ligne droite.
3* Problème. Trouver le lieu des intersections de deux tan" gentes à une ellipse ^ qui se meuvent de manière à être toujours parallèles à un système de diamètres conjugués.
Soient x', y' et x*, y"^ les coordonnées* des deux points de contact, et û^* + b*x*='a*b* l'équation de l'ellipse; les équations des tangentes seront
(!)•.. ayy+b*xx:= a^b^ , (a) . . • c*j;y*+ i*jex*= a*i».
On aura en même temps
(3). . . ûy* + 6*a:'» = a"»»^ (4). . . cy»-f 6*a:**==o*6».
De plus, ces tangentes deyant être parallèles ft deux diamètres conjugués ,.le produit des tangentes trigonométriques des
A* • angles qu'elles font avec l'axe des x ^ doit être égal à ^ ; ce
< 3a6 ) qui donne
Désignant par x,yileB coordonnées da point de renco ntre des taaigentes, elles satisferont aux équations (i)^ (2) ^ de ces droites -, et pour aroir une équation où ces coordonnées soient les. seules yariables^ ce qui sera l'équation dn lieu demandé, il suffira d'éliminer ^ %y' f^'fj^ ^ entre les cinq équations pré« cédentes.
Pour simplifier cette élimination, on obserrera^u'il suffit de trouver l'expression des produits x'x° f y y" y en fonction de s et j^ , et de les reporter dans l'équation (5). Eliminant d'abord y' entre les équations (1) et (5), il vient
Or, l'équation en x" , résultant de l'élimination de y' entre (12) et (4) , eût été la même; les deux, racines de l'équatioS (6) expriment donc o/et x' ; de sorte que
Mais , si l'on cbange les x en j^ , et 6 en a y et réciproquefilent, les équations primitives ne changeront pas^ il en sera de même de tous les résultats de leurs combinaisons; et ce changement fait dans (6) , donne
Keportant les valcfurs (7), (8), àeafx" etyy, dans l'équation (5), on trouve que 1 équation du lîeu géométrique demandé est
ay 4* fc»x* 3= aa*fi\
Ainsi , ce lien est une eiltpse ayant pour axes ax/a et b t/â , et par conséquent semblabie h la proposée , puisque, le rapport des axes est le mén^e.
-On pourra résoudre le même problème pour l'hyperMe.
4* KiOBLÈBfs. Trouver le lieu des inierseciions de deux tangentes à une ellipse , qui se meuvent de manière à faire constamment un angle donnée dont la tangente trigonomé^ trique est m.
Soit ay* +b^a^t=za*b*, Véqaàiion de Tellipsiç donnée;^ si nous désignons par p', p*, les tangentes trigonométriqnes des angles que font avec Paxe des x les deux tangentes à l'ellipae;^ on aura la condition
vri
Il s^agit d*exprimev j/ étp' , en fonction des coordonnées du
point de rencontre des tangente9. Cherchons donc une équation
qui ait p' et p' pour racines. Soit pour cela l'équation d'une
droite quelconque
y^px+q;
en cherchant son intersection avec l'ellipse , et exprimant que les deux points d'intersection se confondent en uii seul^ on trouye la condition
Désignant par sf^ / les coordonnées du point êfoh. l'on fait partir cette tangente ,.on aura
y=p3f + q, d'où qszY'^px'.
Reportant cette valeur de q dans l'équation (s) , il yient .
ou p*(o*— a/*)-+-îyxy + ^— y=o.
Les deux valeurs dep tirées de /cette équation, exprimant p' etp^ on en conclura, d'après les propriétés connues des racines.
PP
, et p-^p'^sçx
a'^ — od'
Eeportaut ces valeurs dans l'équation (i); on auni pour l-équa"*
V 3aS ) tion du liûu cherché
Chassant le dénominateur et éleyant les deux membres au carré , on trouvera une équation du quatrième degré , qui con- Tiendra aussi bien à •— m qu'à + m, puisque m n'y entre qu'au carré. Cette équation déterminera donc les deux courbes fer* mées y relatives au cas de l'angle donné , et de son suppléments Ces courbes ne peuvent être données par des équations rationnelles séparées , parce que l'équation trouvée du quatrième degré , ne peut se décomposer en deux équations rationnelles du se* cond d^é.
Remarqi7£. Lorsque l'angle donné est droit , m est infini , le dénominateur a*+ fc*— j^''— x'* est donc nul ; ce qui donne pour le liea cherché « jr* + a:* ^ca* -|- i", équation qui représente un cercle concentrique à l'ellipse , et ayant pour rayon
On ferait le même calcul pour Thyperbole.
Quant à la parabole , on trouvera pour lieu géométrique une hyperbole Sont les deux branches seront déterminées , l'une par Pangle aigu des tangentes , l'autre par l'angle obtus supplè* mentaire. Cette hyperbole se réduira à la directrice , quand l'angle donné sera droit.
S^ PftOBLàMB. {Fig^ i35). Par deux points donnés B,Gy on mène deux droites BM , CM , telleSyXjue l'angle MCB soit doubk de MBC. On demande le lieu des points M.
Prenons le milieu A de BC pour origine , BCX pour aKe des x t la perpendiculaire AY à BX pour axe des^., et faisons BC = sa* Les équations des deux droites CM , BM , seront
(i),». j2=c7»(a:-- a), (a)... y-^nÇx+a},
La tangente de l'angle MCB sera — m , et celle de MBC sera n.
^ 2tanff« , ^.-v 2îi
Or ; tans a«i = ■■ " ■ ■ -^ , ; dono (3) . • . — m= "■ ; .
' ^ i— tangV* ^ ^ 1--/1*
Eliminant m et ft entre les équations (i)^, (a) , (5)^ et obser'^
( 3fl9 ) tant que x et y > considérés comme les mémeâ dans cet équations, représentent les coordonnées du point de rencontre M des deux droites, on trouvera que l'équation du lieu cherché > se réduit à
- y(y* — Sx* -^ Qox + a*) = G,
Le facteur^ égalé à zéro, donne pour lieu l'axé des a: ; et en effet ,
quand la droite BM prend la direction BX , l'angle MBX deyient
nul, l'angle IVfCB qui en est le double, se réduit donc à zéro ; la
«droite CM est donc aussi appliquée sur l'axe des or, et tous les
points de cet axe seront communs aux d^ux droites. Cet axe sera
donc un des lieux qui satisfont à la question.
Il 7 a encore un autre lieu donné par l'équation
» j^«_3x* — aax + a* =o,
qui représente une hyperbole. On obtiendra son centre O, en
portant sui( AB une quantité AO=~a. Prenant le point O pour origine, l'équation deviendra
et l'hyperbole sera rapportée à ses axes. On aura les deux som-
a mets en portant, à partir de O des abcisses , xz=z ih ^ a , et
ses asymptotes feront avec l'axe des x , des angles ayant poui:
tangentes trîgonométriques zh v/3.
La condition géométrique proposée ne donne la construction que d'une seule branche de l'hyperbole. «
On aurait pu calculer d'avance le point ou cette branche rencontre l'a^ e des x , en posant la proportion
BM : MC :: sinMCB : sinMBC :: acosMBC : i.
Faisant converger l'angle MBG vers zéro, le rapport de BM à MG tend vers celui de a à. i , et comme le point M se rapproche indéfiniment de l'axe des x , on obtiendra le sommet en partageant BC dans le rapport de a à i , et prenant CD = ^BC; c'est aussi ce que donne l'équatiop de la courbe^
CoAtO^iBà» On peut en déduire la trisection et Un an^k quelconque. Il suffit pour cela de décrire sur BG un segment capable du supplémeiit de l'angle donnée et de chercher le point M do sa rencontre avec Fhyperhole; car la somme des deux angles B^ C^ sera égale à l'angle donné , et par conséquent M BG en sera le tiers.
6* PROBLâsoL TVoui^er le lieu des centres des cercles tangens à deux cercles donnés»
Nous prendrons pour axe des x la droite qui passe par les centres A , B , des cercles donnée, parce que la courbe devant être symétrique par rapport à cette droite , il n'y aura dans Féquation aucune |)uissanoe impaire de y. Désignons par B. et r les rayons des deux cercles donnés^ par a la distance de leurs centres; supposons que A soît le centre du plus grand cercle dont le rayon est R ^ et qu'oh prenne œ point pour origine des coordonnées.
Nous observerons d'abord que le cercle Tariable peut être tangent de plusieurs manières aux cercles donnés , que nous supposerons d'abord extérieurs l'un k l'autre y sans avoir aucun point commun. Ge cercle peut être extérieur aux deux proposés ^ ou les renfermer l'un et l'autre , ou enfin être extérieur à Fun et renfermer l'autre.
Gonsîdérons d'abord les deux premiers cas ; soient O , & iJ^S' ^2^) ^^s centres, et z, z' les rayons de deux cercles pris dans chacune des deux séries de cercles tangens ; nous aurons
OA = R-f-a, OB = r4-«^ d'où OA-.OB = R — r, <yA = ;5'— R,(yB=z'— r; d'oà O'B— (yA=R — rj
ce qui apprend que le lieu des points O est une des branches d'une hyperbole dont les foyers sont A et B , dont l'axe qui coupe la courbe est R — r, et que les points C déterminent la seconde branche de la même hyperbole.
Pour trouver Féquatîon de cette hyperbole , il suffît d'exprimer les distances O A , OB , en fonction des coordonnées x , y , du point O. Mais,
OA = v/xH\y% OB = v/y + (a — x)^J
donc (i), . . v/x'+y*— V/V*+(a— x)' = R — r.
Soit a* -^ (R — r)* = tf. Uéquatîoii (i) ^ débarrassée de radicaux , se réduit k
(2). . .(R— .r)y — «a;*+ <*aa: + «t* = o.
Discutons cette équation :
Lorsque les deux cercles sont extérieurs^ on a (R — r)* <a*; « est donc positif^ la courbe est donc une Hyperbole, comme nous TaTions déjà remarqué.
Qaand| les deux cercles deviennent tangens extérieurement , opi a tt = R -f- a ; 6t Péqliation (a) se réduit à
(R — û)y — Rrj;» 4. Rr (R + r)x — 4RV i=: o.
Lorsque les cercles se coupent, on a (R — r)* < a*, et la courbe est encore une hyperbole.
Quand le cercle B est tangent intérieurement au cercle A , on a a = R — r, et l'équation (a) se réduit à (R — r)y=o; ce qui donne l'axe des a:, Et, en effet, les cercles tangens aux deux proposés, soit extérieurement, soit en les enveloppant l'un et l'autre , auront nécessairement leurs centres sur la droite qui joint les centres A et B, puisque leur contact ne pourra jamais avoir lieu qu'au point même de contact des cercles A et'B.
Enfin i lorsque le cercle B devient intérieur au cercle A , on a ^ ( R — a )* > a* , et l'équation (2) représente une ellipse.
Pour expliquer ce changement , il sui&t d'observer que , lorsqu'on a fait disparaître les radicaux de l'équation (1), on a obtenu le même résultat que si le premier membre eût été leur somme au lieu d'être leur différée ce ; l'ellipse que l'on obtient est donc celle qu'on aurait eue en posant OA+OB=:R^— r, et qui ne convient dans aucun cas à la question. Mais ces deux courbes ne peuvent être fournies que l'une après l'autre , parce que la différence OA — • OB doit toujours être plus petite que AJB , tandis que la somme OA + OB doit être plus grande que
AB. On n'aura donc l'hyperbole que dans le cas de R — r <^a, et Tellipse dans le <3as de R — r ^a.
Passons maintenant aux cercles tangens extérieurement à l'un des deux proposés , et intérieurement à Pautre. On aura alors (Jig. iS/) ,
OA = £ + R, OB = a— .f, d'où OA— OB = R + r.
Pcnr le cercle tangent extérieurement à B et intérieure* ment à A , on aurait
(yB— 0'A=R + r.
On obtiendra les deux branches d'une .hyperbole ayant pou foyers A et B , et dont l'axe qui coupe la courbe sera R+r. Oq obsenrera de plus que pour obtenir l'équation du lieu cherché, il suffira de changer ' r en ^- r, dans l'équation (2). Faisant û*— (R + r)*=:C, on trouvera' ainsi que l'équation du lien cherché est
(3)...(|l + r)y— Cr* + faj: — f*=a
Ce lieu sera une hyperbole si l'on a R + r <^ a, c'est-à-dire si les cercles donnés sont extérieurs.
Il se réduira à l'axe des x s\ R + r=a^ auquel cas les deoi cercles sont tangens extérieurement.
Enfin ^ si on a R+r^a, c est-à-dîre si les cercles donnés sont intérieurs l'un à l'autre , l'équation (3) représentera une ellipse^ quoiqu'on ait obtenu cette équation d'après une propriété caractéristique de l'hyperbole* La raison en est que , comme dans le cas précédent y la disparition des radicaux a produit le même résultat que si Ton avait eu la somme OA -f OB au lieu de la différence OA — - OB^ mais dans ce cas-ci y l'ellipse convient à la question y parce qu'elle est déduite de l'équation OA + OB = R + r, qui est précisément celle qui se rapporte au cas que nous considérons. ^
7* PaoEt^èME. (/^ig* i38). Etant donné un angle TAX» on demande le lieu décrit par le centre de gravité du triangle ABC , en supposant que l'aire de ce triangle soit constante > ott que BC soU d'une longueur donnée^
Choisissons àX et AT pour axes de coordonnées. Suit M le milieu de BC; prenant AN = | AlVI, le point N sera le centre de gravité du triangle ABC ; tirons les parallèles MP, NQ à AY , et nommons x,yj les coordonnées AQ, QN y de N^ nous aurons
MP=iBA, APz=iAC, y=fMP=iBA, x=îAP=:^ACj
d'où AB=:3y, AC = 3x.
Cela posé : i**. lorsque Taire ABC reste invariable , le pr6duit AB X AC est égal à une constante m^ Ce qui donne
ZyX3x'=im''^y
pour l'équation |du lieu géométrique demandé. Cette équation représente une hyperbole ayant pour asymptotes AX et AY. 2°. Lorsqu'on suppose que BC.est une constante a , on a
o»= AB + Âc'— 2AC X AB X cosYAX.
Désignant cos YAX par h , et remplaçant AB et AC par leurs valeurs 3y , Sx, le résultat
est Péquation du lieu géométrique demandé. Cette équation représente une ellipse rapportée à son centre. L'ellipse devient UD cercle quand i=o , c'est-à^ire quand l'angle YAX est droit. 8* Problème. {Fig, i39). Trouver le lieu des.pie4s des perpeit" ^diculaires abaissées du point ^xe A y sur une droite BC = a , que l'on inscrit de toutes les manières possibles entre deux droites XX', YY', perpendiculaires entre elles. \
Prenant AX et AY, pour axes des coordonnées, désignant AC par m et BA par S, l'équation de BC sera
Sx + tty ^=: etS,
La perpendiculaire AM abaissée de l'origine A , sur BC, aura pour équation ux — Cy = o ,
fft on aura la condition et* -|* "^ =ï ci*.
Ces trois équations auront lieu pour cliacun des quatre
(334) angles droits formés en A. Eliminant entre elles les variables et 9 C« on obtiendra une équation entre les coordonnées oc ^ y, du point de rencontre des droites BC ; AM ^ et qui représentera le lieu cherché \ elle sera
La génération de ce lieu fait Toir immédiatement, qu'il se compose de quatre branches égales, situées dans chacun des angles YAX , Y AX', Y' AX , Y'AX' , et symétriques chacune par rapport à la droite qui divise en deux parties ^ales l'angle dans lequel elle se trouve \ ces branches passent toutes par l'origine.
Pour reconnaître sous quel angle la courbe rencontre les axes
à l'origine ; cherchons la valeur de -^ ; et pour cela développons l'équation de la courbe , et divisons-la par a^^ il viendra
W...QV+ (3y-c«)(0+3y»+x»=o, d'où
valeurs qui pour a: = o et ^ ;= o , donnent
«2- = G et -2^ = 00 ;
ce qui fait voir que la courbe est tangente à Faxe des a: et à l'axe desjf.
U équation polaire de cette courbe est trës siitiple, en prenant A pour pôle , et faisant
AM = R, a: = Rcpsç, yzsih.mkÇ.
Substituant ces valeurs de^jr et y, dans (i), on trouve que l'équatioQ polaire de la courbe se réduit à
(a) . . .B. i='a sin o cos ^.
C'est ce que l'on aurait pu obtenir directement «n observant queToua AJVll = ]^ ;;=: Aj^ sin f et AB:=9 0co5^y
(335 ) 9tA (â)- .«& = asm9oo0f =s|a8m!3»f.
L'éqaation (2) est plus facile à discuter que Péquatîon (1)'; on reconnaîtra que le maximum de R correspond à celui de an 2 ^, qui a lieu pour ^2=:-^ et R = ja; que la courbe est symétrique par rapport aux lignes qui partagent en deux parties égales les quatre angles en A. ,
De plus , pour chacune des yaleurs
on trouve R = o ; d'où il suit que la courbe commence par être tangente à Taxe des x , puis devient tangente à l'axe des^ ; et ainsi de suite successivement toutes les fois que la courbe retient à l'origine. ; . , ,
9* PaoBL£ME. (F/g*. i4o): D*un point donné A, 07» mène à une courbe du second degré. tUux Sécantes quelconques,» . ABE, ACD: on joint deux à deux les points de rencontre avec la courbe* Il s* agit de trouver le lieu des points d'intersection M e^ N de ces droites entre elles.
Prenons AEX pour axe des x et AD Y pour axe des j'. Soit
ay' + ^^ •+• <^^ -{- dy+ex +y= o,
l'équation de la courbe par rapport à ce svstème;a, b /cy d, e,f, sçront des q uantités qui varieront quand on pass^a à deux autres sécantes* Faisoiis
ABt=«, AE = *', AC = /S, AD=5^,
tt et ût' seront racines de 1 équation
(i) ... cx»4:ea?+/=o, ^
et^,i? seront racines de * 1 . .
(2) ...fly*4-c(y+/=o.
Cela posé ; les équations des droites DE , CB, sont
( 336 ) Pour éliminer tt^ct^^y^' y ajoutons ces deux dernières équations membre à membre ; il en résultera
Maïs ^ • et «' étant racines de l'équation (i) , oÀ a
^ «-!-«'=—- et «tct'=:î^.
De même , fiet ^' étant racines de l'équation (a) , on a
/8 + |S'=— - et iS/3' = ^.
Substituant ces yaleurs dans l'équation (5) y elle donne
dy + ex + fl/= o.
Il est facile de Toir que cette équation est celle de la droite pnM, qui passe par les points de contact n, p, des tangentes menées à la courbe par le point donné A (^). Cette droite est donc le lieu cbercbé des points M.
Quant au point N, il' est déterminé par la rencontre des droites DB et EG^ dont les équations sont respectivement
(*) On se rappellera pour cela que Teqùation g^n^rale de la tangente aa point x'^, de la courbe ayant pour équation fl^*H-^xy+cjc*-Hiy4-«*+y=:o est ' ,
aayy' -f- b {xf-^yx') -f- acxa'4- à \y -f-y ) + e (x + x')-f- a/= o.
Or, si par un point a, C^ on veut mener une tangente, on aura entre x'eiy'l'ëquation
qui) en considérant x' et y comme variables, représente l'équation de la droite qui pisse par les points de contact. Si maintenant on sappose que le poifit «;C soit Torigiue, cette ifquatiott se réduit à dj'-\^ex'^ 3/^s= o.
Il en résulte qtie le lieu de tous les pohits M^ N > dierdhéi ^t la droite pnM , qui joint les points de contact p , n, des taçr gentes menées du point A > à la courbe donnée*
Passons à la solution géométrique du même problèmea. Nous commencerons par faire observer que si les sécantes £B ^ iDG, au lieu de concourir en un point constant A^ étaient parallèles à une direction fixe , les 'rencontres M et N se feraient sur la droite qui joindrait leurs milieux , et par conséquent sur le diamètre même de ces cordes. Nous allons chercher à ramener à ce cas celui oJ| les sécantes concourent au point donné A , in-* térieur ou extérieur à la courbe.
Concevons à cet effet qu'on prenne la perspective (*) de la
figure proposée sur un plan quelconque > et d'après un point de
vue arbitraire ; il en résultera un système de lignes disposées de
la même manière dans une nouvelle courbe, qui sera encore du
second degré , puisque le cône qui a son sommet au point de
vue et pour base la courbe donnée ^ ne peut être coupé par le
plan de perspective que suivant une courbe du même degré* On
remarquera de plus que tous les points de rencontre des se-*
cantes entre elles, ou avec la courbe dans l'un des systèmes ^
auront pour perspectives dans l'autre les points d'intersection
homologues. Or, on peut placer le plan qui reçoit la perspective •
parallèlement à la ligne qui joint le point A au point de vue, et
alors toutes les sécantes , au lieu de passer par un même point ^
sont parallèles entre elles ^ d'o& il suit que, dans ce système
tous les points homologues à M et N sont en ligne droite, et que
par conséquent aussi ces derniers sont en ligne droite, puis*
qu'ils sont les perspectives des premiers* te lieu cherché est
donc une ligne droite MN.
1*' CoROLLAtBS. Lorsque les sécantes AE , AD , se rapprochent
(*) C'c*t pour abréger le discours que nous nous serrons 'du mot de per^ ipectiue, 11 suffira de se rappeler que la perspective d^un point sur un plan est l'intersection de ce pian avec la droite qui joint le point avec un point con« «unt qui se nomme le point de vue, et que la perspective d'unv ligne est 1« lien des perspectives de tous êea points.
indéfiniment Fane de l'autre j les lignes MD y MC^ tendent à devenir tangentes. Ce qui fait yoir que si d^un point quelconque A on tire des sécantes à une coufie du second degré , et que par leurs points de rencontre avec la courbe , on mène des tangentes à cette courbe , la suite des intersections deux à deux de ces ^ tangentes sera encore la même droite MN > que dans le cas général que nous venons d^examiner, oit ton considérait des sécantes*
Enfin , pour connaître la position de cette droite^ MN, dans le cas ok le point donné A est extérieur à la courbe^ on supposera que la sécante mobile se rapproche indéfiniment d'être tangente ; alors ses deux points de rencontre se rapprocheront l'un de l'autre > ainsi que le point d'intersection des deux tangentes correspondantes»
Il en résulte que la droite , qui est le lieu de ces intersections f/[, N^ passe nécessairement par les points de contact n^-p, des tangen^eé menées à la courbe par le point À.
On reconnaîtra facilement que la droite conjuguée d'un foyer est la directrice correspondante k ce foyer.
a* GoROLLAuuE* Ou peut conclure de là un moyen simple de mener par un point donné A une tangente à une courbe du second degré t au moyen de la règle seulement. On tire de œ point deux sécantes ABE , ACD^ qui coupent la courbe en quatre points B, £> G, 1D; on joint ces points deux à deux par des droites qui se coupent en M et N ; la droite menée par M et N coupe la courbé aux points n et p de contact demandés. De sorte que An et Ap sont les tangentes h la courbe.
Quand le point donné M (Jlg* i4i ) est sur la courbe , on tire une sécante quelconque MB^ on prend sur elle un point C, et on construit la droite conjuguée UV du point C: cette dernière droite contient le point de rencontre des tangentes menées aux points M et B. On détermine semblablement la droite conjuguée XY d'un autre point D de MB. Le point O de rencontre des droites UV^ XY, sera celui où se couperaient les tangeiitec aux points M et B ; la droite OM sera donc la tangente chcrdiée
3* CottOLLAiRB. Il suit cucore du premier corollaire que si de
tous les points d'une droite extérieure à une courbe du se* cond degré, on tire des couples de tangentes k cette courbe^ et <pi'on mène des droites par les points de contact des deux tangentes qui partent d'un mèoie points toutes ces droites passeront par un même point.
Si la droite donnée coupe la courbe , et que* pour chacun de ses points on cherche la droite conjuguée qui ne sera plus une ligne de contact,- toutes ces droites passeront encore par ua même point. \
4* ConoLt^AJBX» On peut déduire de ces propriétés un moyen; ,\
de construire par points une courbe du second degré , quand 071 en connaît cinq points, E, B, C, D, F, {fig* i4o). On join- f|
dra deux à deux les quatre points £, B , G, D ; on déterminera ainsi un point A et sa droite conjugée MNG. On tirera la droite indéfinie AFH et la droite DF, qui coupera IVORr en P \ par G et P, on mènera une droite indéfinie CK, dotit l'intersection arec AH fera connaître un sixième point Q de la courbe demandée. Considérant ce point Q ayec quatre des précédeas, on déterminera encore un nouveau point de la courbe , et ainsi de suite»
TnioRèBCB. Soit une courbe représentée par Péquation du degrém,enTetjy
Ay"' + By'"-"4-*.*+Ty+U=:o.
Le produit des ordonnées ( tant réelles qu* imaginaires) vor* respondantes à une abscisse quelconque , est dans un rapport constant avec le produit des distances du pied de cette ordonnée aux points de rencontre (réels ou imaginaires) de la courba avec taxe des x.
En effet, pour une abscisse quelconque a;, le produit des
ordonnées «era -^ , abstraction &ite du signe* Mais U esft un
poljnome en x qui peut être mis sous la forme '
U=K.(x-.a)(x— i)(jc— c) ... {x—t),
^>^fCf...flf étant les abscbses relatives à jf s: o. Désignant donc par P le produit des ordonnées correspondantes k l'ab*
acisse arbitraire x , on aura
P = -j-(a:— fl)(x — b) (x — c) .., (x— /);
d'où
(x — a) (op —6) . . • (x — /) A'
|ffab, j?— -a^ X— -6 • •• , X— -/, sont (abstraction faite des lignes) les distances du pied de l'ordonnée aux points de Taxe des X, qui ont pour abscisses a^b,c,é*.fljde plus K et A sont des coeffîcîens constans. Le théorème est donc démontré. Si le coefficient A ^ au lieu d'être constant , était une feue* tion de Xj il pourrait se mettro sous la forme
et Téquation (i) deviendrait
l(x— a')(x— iO . - . (x— /')/
Les quantités x — c', x— &', ... x — /^, seraient les distances du pied de l'ordonnée aux points constans de l'axe des x, qui ont pour abscisses cf ,b% , . , yt,
1*' G>BOLifiLiB2. Seient deux sécantes ABC ^ADE(/Eg'. i43), à une courbe quelconque du second degré , et deux autres sécantes A'B'C A'D'E', respectivement parallèles à AC et AE; on aura
ABXAC: ADX AE:: A'B'xA'C : A'D'X A'E'.
En effet, concevons qu'on prenne AE pour axe des x , et AC pour axe des y\ prolongeons la droite C'A' jusqu'à ce qu'elle coupe AE en K \ on aura, par le théorème précédent ,
AB X AC :AD X AE :: KB'xKC : BDX KE.
Mais semblablement, en considérant les deux axes KC , SE, bu a *
K»' X KC : KD X KJE :: A'B' X A'C : AD' X A'E'.
( 34. > Donc enfin
AB X AC : AD X AE :: A'B' X A'C : A'ir X A'E^
Cette propriété a lieu quelque part que soient pris les points A et A' , dans le plan de la courbe.
Si l'on prend poujr l'un d'eux le point de concours dés tangentes parallèles aux sécantes, le rapport constant sera celui des carré* des portions de tangentes comprises entre le point de rencontre de ces tangentes et les points de contact.
Si la courbe à un centre , et qu'on mène les sécantes par ce point , le rapport constant sera celui des carrés de ces diamètres.
2* Corollaire. Si par un noint donné A (//g". i42), on tire une droite qui coupe une courbe du second degré en deux points B, C , et qu'on propose d'en tirer une seconde ADE , telle que les deux produits AB X AC , AD X AE, soient égaux, ît suffira de mener la droite A£ de manière à ce qu'elle forme aTCC un axe de la courbe le même angle que AC *, car alors les tan-» gentes parallèles se couperont sur cet axe et seront de méma grandeur ; le rapport de leurs carrés sera donc Tunité , et païf conséquent les deux produits en question, qui ont entre eun le même rapport, seront aussi égaux.
TnioBÈME. iFig* i43). Si d'un point quelconque cCune di^ Tectrice, on mène deux tangentes à une courbe du second degré, et qu'on abaisse du même point une perpendiculaire sur la droite qui joint les points de contact, la rencontre de ces deux dernières droites aura lieu au foyer F de la cou^'be.
En effet, tirons par le foyer F deux sécantes quelconques MP,QN , les droites NM, PQ, prolongées se rencontreront en un point S de la directrice , qui est .la droite conjuguée, du foyer (^pag. 338). Joignons SF, et abaissons sur la directrice le« perpendiculaires MK, NH , lès triangles SFM , SNF , ayant un angle égal en S , seront entre eux comme les rectangles des côtés qui comprennent cet angle, ou comme SM est à SN , où comme MK est à NH , ou enfin , comme FM est à FN ( d'après la propriété connue de la directrice ).
Les deux mêmes triangles sont donc entre eui^ comme le»
( 34a ) rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en F ; donc ces angles sont ^anx on snpplémens Fan de l'autre. Or^ dans le cas actuel ils ne peuvent être que supplémens; la droite SF partage donc Tangle MFQ en deux parties égales.*
Cela posé , si on suppose que les deux sécantes MP, NQ, se rapprochent indéfiniment Pune de l'autre , les mêmes relations auront toujours lieu ; ces deux sécantes tendront à se réduire à la droite qui joindrait les points de contact des tangentes à k courbé menée par le point quelconque S de la directrice^ et de plus^ SF tend à deyenir perpendiculaire sur cette droite > puisque FangleMFQ devient alors ^al à deux angles droits. Ce qui démontre le tHéorëme énoncé.
THÉoRiMZ. (^/g*. i44). Le produit des perpendiculaires abaissées des deux foyers F, F', d*une courbe du second degré, sur une tangente quelconque PP', à cette courbe, est égal au carré du demi-axe h qui ne contient pas les foyers.
En effet, soit A le centre, et (i)....ay-f-6'^x-* = a*iS l'équation de la courbe. Les foyers F, F', seront sur le grand axe
^D = sa. On aura ,
Tirons la perpendiculaire AM à la tangente PP', et la parallèle KAK'à PP', nous aurons APx=a (page i85) et
FP X FTP'^: (KP — KF) (KP + KF
= KP*— KF = AP — ÂF '= a'^-'t^z^ h\
ce quiidéinontre le principe énoncé.
On parvient au même résultat en prenant Pexpression des perpendicidaires FP, F^F, d'après l'équation de la tangente
a^W + i* ^^ = «*^* ; car on )!rouve
^ ^ " ' / I I » Il ■« « I I . • A M. ^^^ Il II I , ' I j I • >
d'oà
FP X FF =* ^ii?î~£^
( 343 ) Remplaçant a^y^ par sa Taleur a'fr* — * 6*x'% tirée de Véqua-» lion (i) de la courbe, cette expression de il* X F'P'^ se réduit à *•.
TBÉoRèMB. ( Fig. i45 ). Si ton mène deux tangentes pa^ rallèles, BH, B^K.', dans une courbe du second degré, et qu'on les coupe par une troisième tangente quelconque K'MK, le produit des segmens B%!f BE., sera égal au carré du demi' diamètre conjugué de BB'.
En effet, prenons B'B pour axe des a:, et son conjugué pour axe desy j l'équation dePelIipse sera (i). . .a^y*^ 4* i*x* = a*i% et Téquation de la tangente KlC au point x\y', sera
Si l'on y fait xssa,on trouve
V=3 — s — —, £ = BK.
Supposant ensuite x = — r a , on trouvé
On en déduit
GoBoixAiBz. Si l'on mené une autre tangente quelconque KTNH , et qu'on joigne H'K , KL'H, ces deux droites se rencoutreront sur le prolongement du diamètre B'B. En effet, d'après le théorème précédent , on a
BKxB'r:??BïïXB'H%d'oùBK:BH::B'H':B'K'/
Il s^ensuit que les trois droites B'B , H'K. , ÎLII , concourent en ttn même point.
lO* Problèsce. TVowper le lieu dès pieds des perpendiculaires abaissées d^un point donné sur toutes les tangentes menées à une courbe donnée.
Soient, F(Xfy)=zo l'équation de la courbe, « et ff les
( 344 ) coordonnées du point donné, et x',^ celles d'un point oneU conque de la courbe \ 1» tangente en ce point aura pow équation
et l'on aura en même temps F (x', y'^ = o.
La perpendiculaire abaissée du point donné sera déterminée par l'équation
et on obtiendra l'équation du lieu cherclié en éliminant x', y' entre ces trois équations. On pourra substituer à la première, celle que l'on obtient en la multipliant par la derjuièrei et qui est
équation généralement plus simple que la prepiière.
Si Ton exécute ce calcul pour les courbes du second degi^és en prenant le foyer poiu: le point constant, on trouvera dans le cas de l'ellipse, le cercle décrit sur son grand axe comme diamètre ; dans le cas de Fhyperbole, le cercle décrit sur son ux^ ré^l (*); et enfin pour la parabole, la tangente à l'extrémité de «on axe.
Si l'on considérait un cercle, et que le point donné fût pris sur sa circonférence., le lieu serait une courbe fermée^ du quatrième degré, qui passerait par les de\ix extré^nités du diamètre mené pair le point donné, et aut-ait en ce dernier point un rebrous^ cernent du premier genre, tangentiellement à ce diamètre,
11' Problême. {Fig. i46). Soient B et C deux points don^ nés ,etM:un point quelconque d'une courbe RS donnée. On tire 4es droites EN , CN , respectivement perpendiculaires aux droites BM, CM, et qui se coupent en un point N, // s* agit <fe trouver la courbe formée par lei points N , qui correspondent aux dijjférens points dç la courbe RS.
(*) Par axe réel, ou entend celui des deux axes reçtaugylairea cQDJuguci ^i coppe la courbe.
(545) Prenons CBX pour axe des x , et pour axe des j^ la perpendiculaire AT à ex, menée par le milieu A de BC. Désignons par a:,3^,le8 coordonnées de M , par a:',/, celles de N , et faisons
BC = 2c.
On aura, à cause des angles droits en C et B,
CM + CN*=: MB V BN * d'où CM*— BM*= BN*-^ Cn!
Or, ces différences ^ont respectivement égales à CP — PB ,
etàBQ — CQ ; donc, les points P et Q sont à égales distances des extrémités B et C«
Cela posé , on aura d'abord a: = — a:'.
Ensuite, les triangles" semblables CNQ,.CMP, donneront
CQ:— y :;j^:.cp, ou a+x':— / ;:j^: a + ^i .
et conuae x-rs ■«• 3^ , la âiemière propc^tion conduira h
Connaissant ainsi a: et ^ en fonction de x' et de y' , on les reportera dans l'équation de la courbe que doit décrire le point . M, ce qui fournira l'équation du lieu des points N. l
i**. Lorsque la courbe donnée est le cercle décrit sur GB comme diamètre, on trouye, pour le lieu chercbé, le ibéme cercle ; car alors on a x*4- jy**= a*. Substituant les valeurs de X et y, en x\y' ^ il vient .
Ditisant par x'*-^ a' , on retrouve
fi^ Quand le point M décrit une courbe quelconque dû se cond degré , le point N en décrit généralement une du qua-* trième degré , qui peut, dans certains cas, se iréduir e au troisième ou au second y ou même au premier degré. £a effet ^ soit
(1)... «ty + fyx + >'a;*+^-f^^Jî+fl=o,
relation de la oourbe donnée ; • celle du lieu chercbé sera
Cette équation est généralement du quatrième degré. Cela posé : 1^ Si a = Oy on pourra diviser tous les termes par^, et l'on
aura une équation du troisième degré, fi®. Si la courbe donnée passe par les deux points donnés , il
faudra qu'en y faisant^ r= o , on trouve X'=i±a', ce qui exige
que f esc et ^^=s-~^a^ Divisant alors l'équation du lieu par
oc^ —a' , cUe se réduit à
(fl)... é<x* — û') — •xy + Jry* + J3'=:o^
et représente une courbe du même genre que la proposée^ puisque* ce genre est déterminé pour cbàque courbe par le signe de la même expression C* — 4i«^.
Le lieu cbercbé ne pourra donc se réduire à une ou deux ligues droites, que dans le cas oii la proposée sera une parabole ou une hyperbole.
Dans le premier cas> C^ = 4^>; l'équation (a) donne
ay
et représente deux droites parallèles.
Lorsque C=o^ on a Ay:=zo] et supposant « = o , il vient
3^ = — — ±: — ; ce qui donne ^=:o et j^= .
Comparons ces résultats avec la position de la courbe données Son équation , en vertu deâ hypothèses «=OyC=Q, f=o^ ô = — y a* , se réduit à
yx^ + fy'-^ya'^so, ou à «* + - y — a*5=o, équation qui représente une parabole dont le paramètre est
-, dont Taie est la droite AY, et dont* le sommet a pour
ay ordonnée --p--
Or, la première équation 3^ = du lieu dierché, représente l'axe des sç ; ce lieu s'obtient lorsque les deux droites mobiles qui se rencontrent sur la parabole, sont parallèles à son axe, auquel cas elles rencontrent la parabole à l'infini; leurs perpeDdiculaires respectives se confondent aveic Paxe des x dont tous les points appartiendront au lieu cbercbé , puisqu'ils seront à la fois siv* ces deux dernières droites. Négligeant cette solution, qui est fournie par une seule position des droites mobiles ,
il restera le lieu de Féquation j^ ==: — -, qui est une parallèle
à l'axe des i: , placée , par rapporta l'origine, du côté opposé au sommet de la parabole, et à une distance de l'origine, ^ale au paramètre.
On pourra discuter semblablement les circonstances que présenteront les diverses hypothèses qui peuvent être faites dans le cas que nous venons de traiter, où l'on a C* == 4flcj^. ^
Lorsqu'on a €*— 4*5^^0, la courbe donnée est une hyperbole , et son équation de^ieni , d'après l'hypothèse qu'elle passe par les deux points donnés ,
(3)... êty^ + Gyx + yx^+i'y — ya*=o.
. Si l'on avait tt = o , l'équation (a) deviendrait
Cxy+yy^+i^y=io,
et se décomposerait en ysso et Cr 4- yy ^^ ^ = o* L'équation (3) se réduit alors à
SyX'^yx^'^fy -^ya^^zo,
et l'hyperbole qu'elle représente, aune asymptote parallèle à l'axe des y. Les deux droites mobiles peuvent donc encore devenir parallèles à l'axe des y , sans cesser de se renoontrer sur la courbe , et leurs perpendiculaires se confondent avec Paxe
ides X y qui fait alors partie du liea , et est relatif k l'équation jf =: a Quant à la seconde équation , Cjc + yy+ ^ = o , elle représente une autre droite qui correspond k toutes les positions des droites mobiles non parallèles à l'axe des y.
On pourra chercher , d'une manière générale , tous les cas où l'équation (pi) se réduit à une ou deux, équations du premier degré, en supposant toujours C* — 4*^ > o.
12* Problèms. (Fig. 147). On donne deux droites rectanf^u- , laires V V, YT', et une longueur AD =20; un angle droit DEF> dont le côté 'EF est égal à aa, se meut de manière que son ^ côté perpendiculaire à EF , passe constamment par I>, et qu^ le point F glisse sur AV. On demande le lieu décrit par h milieu M de EF.
Soit H le milieu de AD 3 menons HX parallèle à AV, et prenons pour axes des x et y les droites HX , HT. Désignons par X et y les coordonnées HP, MP , du milieu M de EE \ lea^ triangles semblables MIF, K£F, donnent
IF : IM + MF :: EF : KE + KF
ou v/a» — (y— .0)»: y:: aal AF, car KE + KF=^AF'
Or, AF = X 4. \/a» — (y;— o)*.
Egalant les deux Taleurs-de.AF, op. trouve que Téquation du
lieu cherché est
y _ x»(aa^ — jf*) , ou 3^3 = (aa — y)x^ ;
car 3^=0 ne peut convenir à la question.
Il est facile de reconnaître que cette courbe est symétrique par rapport à l'axe des^, qu'elle passe par l'origine, et qu'elle a une asymptote dont l'équation- est y =^2ia. Cette courbe est la cissoïde de Diodes,
i3* PjioBL:à9i£. {Fig. i4S). Par quatre pç^inis M, N, P, Q, donnés dans un même plan, on fait passer une infinité de courbes du second degré , et dans chacune délies on mène le diamètre des cordes parallèles à une droite Jixe a^*ant pouf
(349) éjuation y z^nx. On propose de démontrer que tous ces dia^ mètres se coupent en un même point , et de déterminer ensuite le lieu de ces points quand n prend toutes les valeurs possibles. Prenons pour axes, des x et y, les deux droites AQPX, AMNT , et faisons
AM=f, ANrsC', AQrstf, AP=<t'.
L'équation de la courbe du second degré devra être telle^ qu'en y faisant jcso^ les valeurs correspondantes de^ soient CetC', elle devra donc être de la forme
y^'+'mxy + ax* — {C + C)y^bx'^€6' :rz o.
Mais en faisant J^=o, on doit trouver pour xles valeurs Af «';on a donc
L'équation d'une courbe quelconque du second degré passant par les quatre points donnés sera donc
TT^estant arbitraire.
'■laprès la théorie des diamètres des courbes du second degré, l'équation du diamètre des cordes parallèles à la droite y =»j:, sera ^^,
Or, on satisfera à cette équation, quel que soit m , en posant (0- • y+nx=^o^ 2/iy-| r^ï>-(C+n«— — > (fi6+«0=o-
Les valeurs de a; et y tirées de ces deux équations seront les coordonnées d'un point qui appartiendra à la fois à tous le» diamètres. Il est donc prouvé que tous ces diamètres passent par un même point»
Si maintenant on reut connaître le lieu des points qu'on obtiendra de la sorte , en faisant passer n par toutes lesTaleurs possibles^ il suffira d^ éliminer n entre les équations (i) , ce qui donnera
aQC x'' — acta'y^ -f eut! (C+C) y — CC {a + et') o: = o.
Il est facile de reconnaître que cette courbe passe par l'origine A; que les droites AX^AT^ sont parallèles à un deses systèmes de diamètres conjugués; et que son centre a pour coordonnées
Mais comme on aurait été conduit aux mêmes calculs en pré* nant pour axes des coordonnées les deux autres droites V^A\ QMA'y on en conclura que la courbe cherchée passe par le point A' f et que ces deux, dernières droites sont parallèles à un système de diamètres conjugués.
De plus , si on fait .
A'Nssa, AT=a', A'M=i, A'Q = y,
on Terra facilement que , par rapport à ces nouveauq^ axes^ on aurait trouTé pour les coordonnées du centre ^
Si on construit ce point d'après le premier système d'axesy on reconnaîtra aisément; d'après les valeurs de ses coordonnées , qu'il est le milieu de la droite qui joint les milieux des côtés opposés MN , PQ. D'après le second système , ce point se trouvera au milieu de la droite qui joint les milieux des deux autres côtés NP , MQ ; ce qui prouverait , si on ne le savait pas d'avance , que dans tout quadrilatère plan , les droites qui joignent les milieux des côtés opposés se coupent en leur milieu.
Remahqite. Pour une valeur donnée de n, il est facile de construire le point de rencontre de tous les diamètres des courbes du second degré correspondantes aux diyerses valeurs
tie m ; car ce point est, comme nous l'aTons tu, sur la droite^ dont l'équation est^ + nj:=o,'el on le construira en menant ]^ar l'orîgîne A une parallèle AV à la droite donnée y t= tu?, puis d'un de ses points menant VKV parallèle à AY, et prenant KV'=KV , la droite AV sera celle que représentera l'équation y + nx-=:o.
Faisant une construction analogueipelatiTement au point A^ et aux deux droites A'P, A'Q , on aura une seconde droite, qui, par son intersection avec AV, déterminera le point cherché.
Si l'on avait «&' = <« et f'=C, les courbes variables seraient tangentes au deux 4]^oites AX , AY , aux points constans M , Q , et l'équation du lieu deviendrait
Si les quatre points M , N , P, Q étaient sur un même cercle , on aurait cLa(==SÇ^, et l'équation du lieu demandé se réduirait à
^ îix* — î2y+ (C + ^)y— (« +• ) x = o.
i4* PaoBL^ME. (Fig, 149). Par un point donné B, on mène une droite quelconque qui coupe une ellipse donnée en deux points M. efN; on détermine un point P sur cette sécante j de manière que l'on ait FM : PN :: BM : BN. // s agit de trouver le lieu des points P ainsi construits.
Soit l'équation de l'ellipse ay^ b^x^zni a'b\ Transportant l'origine au point B, et désignant sfis coordonnées par et , C , l'équation de l'ellipse sera
et l'équation de la sécante BMN sera j' = mx.
Les parties de la droite BN étant entre elles comme ifurs projections sur AX, si l'on désigne par x , x% x", les abcisses des points P, M , N , on aura
af^x:3ç-^x!':zx':x'''y d'oi (1) ... x=-73-^
Or, on aura l'équation qui a pour racines a?' et x", en éliminant y entre Téquation de l'ellipse et celle de la sécante; ce qui
( 352 ) donnera
Mais , on sait qne dans toute équation du second degré , le rapport du produit des racines à leur somme ^ s'obtient en di* visant le dernier terme par le coefficient du second pris en signe contraire. La valeur (i) de a: deviendra
Remplaçant m par ~ , on aura enfin pour l'équation du lieu
cherché
a^y 4* 6Vx = û*6«— «'i* — C'a*.
Ce lieu est donc une ligne droite.
Reportant l'origine au centre ^ l'équation du lieu devient
équation qui représente la droite qui passe par les deux poînti de contact des tangentes menées à l'ellipse par le point donné B^ lorsque ce point est extérieur à la courbe*
On fera le calcul de la même manière pour la parabole et l'hyperbole ^ et l'on parviendra à des résultats analogues.
i5^ PEOBi;èME. {Fig i5o). On donne un quadrilatère quelconque BADC; d^un point M , on. même des droites MP^ MQi MR^ MS> parallèles à des droites données et terminées respect tivement aux quatre droites qui forment le quadrilatère. On demande le lieu des points M , tels que
MRxMQ : MPxMS :: m : n.
Prenons les côtés AB ^ AD y pour axes des coordonnées x^y] faisons AB = a , AD =:h , et désignons par « > C^ les coor* données du point G
Nous commencerons par faire observer que si par le point M on mène M£F et GMH parallèles aux axes , le rapport de ME X MF à MG X MH sera connu puisque l'on dçnne celui
de MR X MQ à MP X MS , et que les rapports ^ > ^ »
ÎTp ' "Si*^ ' *^^* connus , comme étant égaux à des rapports de sinus d'angles donnés* Représentons le rapport des deux nou^.
Cela posé , l'équation de la droite BG sera celle de CD sera
Désignant par y tA af les coordonnées du point M , on aura
MF=:y', MG=a^} et d^aprës les équations des droites BG , CD , on trouvera
=y-« + (~^^» HM=i-'x'+(î^)y.
D'oii l'on tirera y toute réduction faite ,
Le lieu ofaerché est donc une courbe dii second degré. On reconnaîtra facilement qu'elle passe par les quatre points donnés A , B 9 C y D.
1^' CoROUiAiBE. Réciproquement^ tonte courbe du second d^é jouit de la propriété , que si l'on prend sur elle ^quatre points quelconques , et que d'un autre quelconque de ses points on mëae quatre droites de directions constantes et . terminées aux cotés du quadrilatère inscrit , le. produit des deux lignes menées à deux côtés opposés sera' dans un rapport constant ayec celui des deux lignes menées aux deux autres côtés. En effet y si pour ce quadrilatère on résout le problème précédent
d'après un rapport arbitraire —, on obtiendra une courbe du second degré qui passera nécessairement par les quatre sommets
An quadrilatère. Supposatit ensuite — , égal au ra{qp<»rt que
fourniraient les produits des droites menéesd'un point delà courbe donnée aux quatre côtés de ce quadrilatère , le lieu éomt wmi Tenons de parler passera par ce cinquième point de la courbe, et par conséquent coïncidera avec elle. Celle-ci jouit donc de la propriété annoncée , que le rapport indiqué est constant pour tous ses points.
a" GoRoiXAiBB. Cette relation ayant lieu , quelque petits que soient les côtés du quadrilatère , aura encore lieu quand deux côtés Qpposés deviendront nuls. Dans ce cas , leurs directions seront tangentes à la courbe , et les deux autres côtés se conftndront arec la droite qui joint les points de contact.
Si f dans ce même cas , on suppose que les droites menées par les divers points de la oourbe soient toutes parallèles à uqe même droite, il en résultera que pour tous les points P de la
coni-be {fig* i5i) , le rapport de PQ à PR X P^S sera oonstaoïL Transformation particulière des lieux géométriques.
la. transformation dont nous allons nous occuper est tirée du livre des Principes de NxwToir. Son. but est de cbanger des figures en d autres plus commodes à traiter , et telles que Foa puisse facilement repasser des résultats qu'elles fourniront à ceux qui conviennent-aux données primitives*
Si Ton désigne par a; et y les coordonnées d'un point du prc* mier système, et par x\ y, celles du correspondant du systèmf transformé, les relations au moyen desquelles on Ue œs deoi points sont , en désignant par m et n deux ponstantét aHii" traires,
D'après cela , sott une équation (Juelè onque
t/é^piation iû la <k>iuribe fra^formée sâra
_ /mn mx\
et si Ton désigne par ^{pp^y ) =^0| une équation quelconque du second système, la correspondante du premier sera
♦Ci'?)=°-
On remarquera d'abord que les points d'interjsection de deux ligqMdel'^tideii nystèwes oa€ pour 6»rrâipondaiia dans lé s^tobd les points dtt r^ncontape des ligaéa oarirespoiiâantes. Il suit de Uc que si deuic p^nts d'intersection se oonfiMÔdent diMM l'un àtsê systèmes, les ocHrrespondans se confondront dans l'autre } de sorte que deux lignes tangentes l'une à l'autre en un point auront pour, correapoûdantes des lignes tangentes au point bomoJegue*
On obserrera de plus que le degré des équations ne sera point altéirô par cette trun^formation* Car soit une équation du do-
gré»+f>
Ajc*jf^+ +V=x:o.
La substitution des Taleurs précédentes de x et y donnera ime équation dont tous les termes seront de dimensions nulli^t
ou négatiyes. Multipliant par y ^ "^ , tous les dénominateurs disparaîtront , et, il en résultera une équation du degré • rf* C en a:' et y.
Par cette transformation , on peut changer un fjfstilHie do droites qui concourent en un même point, en un système, de droites parallèles. Prenons l'axe desj^ pa^siint par leur .point dé concours , l'équation générale de ces droites sera y = ox 4* ^# b étant constant Transformait ^ il Vient
équation qui , quand on' fait Vàriei^ à , représente des (droites paraUèles , puisque m et 6 sont cdii^ns.
Appliquons cette considéfâtiott à la Solution du problème du
n"* 9 (P^^ ^^ ) } 8P^ .M (Jig. i5a ) le poitit par leqaél on mène les sécantes ; prenons pour axe des^ le diamètre mené par ce points et pour axe des x une parallèle à ses cordes menée ' par le même point , l'équation de la courbe donnée sera de la fouine'' j^+ax*7f-6y + c==:o.
Celle d'une sécante quelconque menée par Torigine sera y :=ipx. Tranformant ces deux équations > elles deviennent
Or f toutes les sécantes étsoit alors parallèles à Paxe des^, puisque leur équation générale est af ^pn\ le lieu cherché sera le diam^tce même de ces cordes , et aura pour équation
^cy* + bmaf = o.
Pour :9CfmT l'équation correspondante dans le système pro^
pose^ remplaçons x éiy par «r^ et- — , nous aurons pour l'équation du lieu cherché
èette équation représente une parallèle à l'axe des x, et par conséquent au conjugué du diamètre mené par le point donné M.
Lorsque le point M est extérieur , il est facile de voir cpîe cette droite est celle qui joindrait les deux points de contact des tangentes menées par le point M k la courbe donnée. Car l'équation générale d'une tangente au point «^ C, de la courbe
aÇy + 2a#j? + ^(y 4* ^) + 3c =.0,
et pour qu'elle passe par l'origine il faut qiié bC^-^- àc^=:o; oe qui montre que les deux points de contact sont sur la droits dont l'équation est iy -+• ac = o. ,
0^ pourra appliquer ayec ayantage ce genre de transforma-: tipn à un grand nombre de problèmes.
•mt-t^^^^l^^f^^
AUX LIEUX DANS L'ESPACE
1*' Problàms. J-RourBR téquation généfcflè des surfaces cordques.
Une surface oouique est cdle qu'engendre ane droite indéfinie qai passe par un point iixe nommé centre y et s'appuie ooDstanunent sur une courbe donnée y nommée directrice.
Soient ^pC^y, les coordonnées du centre du c^ne, el
les épations delà directrice; les équations d'une g^ncraliïce jqueloonque , seront de la forme
Pour exprimer qu'elle rencontre la courbe donnée, on élî« minera x, y ^^i entre ses deux équations et celles de la courbe , et U en résultera une équation de condition entre v^yn^ que je reprlisente par
Keportant dans cette dernière y au lieu de m et n, leurs râleurs tirées des équations de la droite, on aura pour l'équation du lieu cherché
Kéciproquemént , quelle que soit la forme de la fonction ^> Pé- ' quation (i) est celle d'une surface eonique dont le centre a
pour coordonnées ct,C ,y. €ar soient x%y ,z\ les coordonnées d'un quelconque des points de la surface (i)» on aura
M -—et y — S\
et il est visiUe qu» cette équation sera toujours satisfaite , si l'on fait Tarier
îer x' , y'^ %' , de manière que -7 e* ^7
soient constans; ce qui montre que tous les jgoints de la droite «yanjt pour équiHûms
sont SKT celte surface^ /t et j^ étant deux «oiuitaiit0ii 6âtte surfi^pe pQRVdono.étre engevânée par «ne dr(H!ta quî- pâft^ ^ar le point constant «>£>>; elle est donc une surface conique.
a* PaoBLÈMiu l^tBuver téquathn géH^talé des surfaces cylindriques»
On nomme ainsi toute surface engendrée par ttinè dl>oite qui se meut parallèlement à Une droïte fixe , eii si'appuyant toujoiirs sur ime courbe donpécj i|Qmmée,^irfc/r/ce.
Soient y x znaz,y = 62 , les équations de la droite à laquelle les, génératrices delà snrlae« seot ^BSlammentr parf^eks; et soient
les équations de la directrice donnée*
liCS équations d'une génératrice quelconque seront #
tt et C étant deux quantités qui restent constantes potfr tous les points d'une même génératrice 1 et ^ qui varient en passant d'une génératrice à Pautre. Eliminant a^,yv a, entre les équations de cette droite et celles de la directrice, on aura entre * •et 6 tt«e éfiiÉtioii
( 359 ) qui expriBoyera que U droite mobile rencontre tqiliMrs U courbe donnée ; et si Ton y re|K)rte ^u lieu de e» et ff leurs valeurs tirée» des é([tiaiion8 (s) de cette droite « ou aura pour l'é^tiatioit du lien cherché ^
On démontrèi^ , comme dans le proldëme précédent, que réciproquement, quelle que soit la forme de la fonction ç, Téquation représente une surface cylindrique dont les généra* triées sont parallèles à la. droite , i^nt pour éqnationa
3* l^ROBLÂMi^. TVowi/er Téquation générale des surfaces ca» noides. On nomme ainsi toute surface engenidrée par une droit^ qui se meut parallèlement à un plan fixé , en s'appuyant con-stamment sur une droite et sur une courbe données.
Prenons le plan .'donné pour celui des coordonnées x^y^ et la droite donnée pour axe des z. Soient
les équations de la courbe directrice, celles de la génératrice seront de la forme
puisqu'elle doit être parallèle au pkn xy^ et rencontrer l'axe des £«
On exprimera que la génératrice rencontre la directrice, en éliminant x^y^ z^ entre les équations^ (i), (a)^ et il en- résultera «ne équation de condition ^(« , m) â:± d, qui donnera Péquatîon du lieu cherché , en y remettant pour a et m leurs valeurs tirées des équations (a) de la génératrice. Oi^ trouvera ain$i que* l'éqaàtion de ce lieu est
On recoimaitra facilemeni» comme dans les deux probEbnes
précédens I que œtte équation représente toùj<mr$ une imr&oe coiioïde^ quelle que soit la forme de la fonction ç.
4' I*»o»ntacR Trouver Inéquation générale des surfaces dç révolution, cest^à-dire , engendrées par une courbe quelconque dont tous les points décrivent des cercles' ayant leurs plans per* ' pendiculaires sur unax^Jkç^ , et leurs ç^ntr^ wr cet qx^^
Soient^ xzrai^tf, yssft^-f-^i
les équations de.I^e de ré7olution> et
celles de la génératrice* Cette surface peut être considérée cpmipe le lieu des cercles que décrirout autour de Taxe les dK* férens points de la géuératrice. Pour avoir l'équation d'un quelconque de cesi cercles, nous considérerons une sphèrç d'un ]rayon variable^ ayant son centre sur l'a^e; et coupée par un plan perpendiculaire à Faxe inené par le point ou cette ^lièrç coupe la génératrice ; le cercle d'intersection de ce plan et de la sphèret > sera^ celui que décrira i^ point où la sphère a ren-< çoptré la génératrice ; ce sera donc un quelconque des cercles en question. Supposant le centre de la sphère au poiut oi^ Taxe rencontra le plan xy ^ l'équation de la sphère sera
celle d'un plan perpendiculaire à Taxe sera
a+ca: + iy ^^ c == G,
Pour exprimer que. le cer(4e> déterminé par oesdeiix éqaa:« 1^opS| rencontra la génératrice y. on éliminera x ^y % z, entre les équatipns de ces deux lignes ^ il en résuljt^a une équation 4f (ç , R*) == o , entre ç et R%
On obtiendra l'équation du li^u cherché en reportant dans f (c, R*) = o, les valeurs de c et R* , tirées des équations du cercle; on trouvera de cette manière j^ que l'équation générale des surfaces de révolution , est - ,
»{(5 + ox + *y), K«— «)«+ (jf— f)»+»»J} =:<v
La rêeip^ue iie démontrera aussi factlèinéiit qae dans les problèmes précédens, . : .. f •
;5* Pjftomiac^. Trouver l'équation de la Surface èitgeniiréé par une droite (fui^i^^eppuie constamment fur trois droites fixes*
Prenons d^s ^ftx^s de coordonnées pa^^al^eles aux*' trois droites données; ces dernières auront respectivement pour équations
lies équations d'itnégteéîratHGe quelCûtaïqtie^rônt : - : j[4).., a?=^inz-h;îi^, (5). •,y.=pn» + 71% (6). ,,^=:^a:+R'.
Ij'équatlon (6) se déduit de i[4) et (6) , et p e«t égal à — . .
On autsi lî^ dofddfti'ons pour que cette droite coupe ebaciine
deâ trofs' premièi'es , en élimiAàtit sc^y^z, d'abord entre les
équations (1) et (6) , puis entre (a) et (4), et en£n entre (S)
et (5) ; d^où résulteront les trois équations
(7),., fc = pa4"p'> c=mrf+m', e:==;nf'{^n\
On trouyerb l'équation de la surface demandée , en éliminant ntymf, n,n%p,p', entre les équations (7) , et celles de la génératrice. On obtient d'abord immédiatement par la sous*
traction ' .•,.•;
Vf
Remplaçant p par — , et éliminant m et n, entre les trois der* nières équations^ il vient
Cette dernière équeftion se réduit au second degré 9 parce que le terme xyji diqiarait des deux membres ^ eUe représente un hyperboloïde à une nappe, •
11 est évident que si l'on change d enf, e en b * a en c j et réciproquement I l'équation finale ne change pas^ d'où il suit
^ue la méxn^. surfsice peut encore éUe exigen(]br4e p4r une droite qui s*appuîerait sur trois nouvelles droile& fijaiott, respective-» ment pour équations
On peut remarquer qu'une génératrice quelconque de l'un dés systèmes est rencontrée par toutes celles dé Vautre; car ces dWnieres donnant tous les points de la surfiidb^ doivoit donner succes^iTenaent tous ceux, de la génératrica j ocinsidérée dans le premier système. D'où il résulte que si l'on fixe trois génératrices queicoiiqdes dan^ l'inf de^detti isystlmes^ lasuiv face seni engendrée par une droite qui s'appuierait sur ces trois lignes &:es.
. .0|i peut voir à priori que U problème seira imp$«f ible lorsque deux des droites étant daps «nvoufime pbuj. la troisième sera |i^aUèle à ce plan.
6* Problème. On dpnne deux points là^V ij^gt ^^/^) ^^^"^ l'espace; on mène deux droites quelconques passant par chacun de ces points , et assujetties à se couper constainmettt enun point M d^une surface donnée; par les deux points donnés on mène à c^ droites des perpendiculc^ire^ dçns leur piath II s'agit de trouver le Mem^de^ points d'intér$^ction M' de c^£ perpendiculaires.
Soit ^{xyjy s) r=o , la surface donnée.
Soit BB' = 2a la distance des deux points ; [nous aurons AlPHrâp'yAP^ss-^a/. Done, J?=t^-^j^'. Abaissant les coordonnées MQ , M'Q', QP, Q'F, on aura
M'F : MP :: MQ' : mq :: p'Q' : PQ ,
ou M'P' : MP :: z' : —z :: —y ly.
Mais les triangles M'ÇP'/MBP^ sont semblables^ puisqueTangle M' AM tDt adroit ^, donc
MP : FB :: PB rMV, ou mp: a^x'iv^+sf : wr-.
^ous aurons donc , — -7 = -7--r — r- = — ji-.
Par consëqtiéïit» pour un pdmt qu^IcotiqÂQidè lasuriaèéi fe& équations suirantes exprimerQut les coordonnées du ^int M ^ aamojen du point correspondit M^, j « »
Si donc nous substituons ces valeurs dans Féquation donnée ç(x , j^^ jb) ==6, nous anroos Féquation cherchée. -
7* PROBiiao. Deux plans sont assujettis à passer chacun par une droite fixe , on les fait mouvait de manière qu'ils rèsr tent constamment perpendiculaires entre eux. On demande le Heu des intersections sut^cessives , deux à deux, de cesplam,
Jp prends la plus courte distance des droites pour axe des z, et son milieu pour origine; j'appelle aa cette distance; je mène par l'origineiles parallèles aux deux droites, et je prends pour àxea des X et y les lignes qui partagent en deux parties égales leurs angles adjacens; aï ^'aj^elle m la tangente du demi-angle des deux droites^ les équations des deux droites fixes seront
(.)l.p='""l et f=-'^].,
les deux plans auront |^urnéqiiat9b|i&' . \
(^)...Aâr+By -fCz-f^bsEro, (3>... A'^r+By+HET» + £^=0:
Pour que le plan (a) renferme. la droite (i}j îl faut que l'équation. (A 4-B'n)x + Ca 4" D = 6, soit satisfaite quel que soit z-.
Pour le plan (d) on aura
<A'— B'/i»)x+(D'— Co)==p,^ A'— B'm = o, jy^C^a=o.
Or,A=-521±^5±5=-_Bm, d'oà B(y— mx)+C*+-D=o.
Maïs, C =5 ; donc B (y — mx) — — » +D = o^
.On en déduit , B =s; • >^ ' ■ i >.
fl(y— mx)
De mémei A' = — S!t+£î±5! = B'n»; "B'(v + mx) +Cz+D' — <k
Or, C=Ç, donc B'(y+»w) + ^ + D'=o,
D'où B' = -.^(^: . ^
Donc, BxB'=DD'X-r^r=^Tr.
Or, À= — Bjw, A'=iB'm;
donc, A X A' = — BB'm* = — — -^^ — ^t:3T-"'
Mab, C=:-H, C = -, donc CC=— ??.
Les plans (fl) , (3) , étant peqiendicalaires entre eax> on a
AA'+BB' + CC'Lo:
Substituant les talenrs de AA' , BB^, CC% on troore, toates.ré» ductions faites, que la surûice cherchée a pour équation
(«*«— iB*)(iii*— i) =j^— m*jc*.
8* PaoBLàBcs. Trouver le lieu des points qui sont ti ^ole distance de deux droites données dans t espace.
Je prends les mêmes coordonnées que dans le problème précédent : les équations des droites seront
jf*=ntr, Z'ssta^ et y:=i'^TnX , z:=Z'^a.
Soittit diy ^f ^y les céordonnées d^un point qui satis&it à'ia ^tteatioii; pour avoir sa distance à b première droite, j'abaisse par ce point un pkn perpendiculaire à cette droite; l'équation* de tse plan sera a; -^my -4*0=0, et j'aar«i la condition x' 4- 171^ + 1)^^=0. Les coordonnées de Ji'intersection de ee plan avec la droite, sont «
— D — Dm
Donc la distance i im. point oS^ y> t!, à Ja premii$ré droite serfi
Be Bnâmo pour le plan perpen4icnlaire à la seconde, j'aurai .
a:— 7riy4-D' = o, et . a/-^my' + D' = o,
et pour les coordonnées d'intersection de ce plan avec la tecoode droite
ly D'il»
La distance ^ du point a/, y^ «', a la seconde droite sera
Egalant ces Tàleors de ^ etV, réduisant et observant que D= — (i' + ro/), iy=n»/— a',
on troATe^^e l'équation du lieu cbercbé est
Si Ton fait a =o, on a xy = o ; ce qui donne les deux axes des 'f y^ comme on pouvait facilement le prévoir.] Supposant s= «, on a
mxy + a«e(r-f- m') = ;
ce qui détermine une hyperbole rapportée à ses asymptotes.
Si atttiùf 1er droites se oovpail, et or a jry=^o. Gér ^pi doone les droite» qni partagent eadeat paytioégalw hs mg^eA^ n^aeens dey droite» dosikées*
En€0a|>antpariinpIanperpetidieulaiFeàraxede8'jr| «'est-
i- dire en faisant x = C • on trouve y= — z — — rg- — s. Ce qui
donne une droite c[uî coupe Taxe des x, et lui est perpendiculaire.
Faisant ensuite ys=«y c'est'-à-dire coupant la surface par un ^an perpendicttlairQ à l'axo de^ y, on troUTe
ar:4= — *
mm
La surfoce peut donc être lingéndrée pftt ttne droite' tfai se iacm perpendiculairement à l'axe des a; ou à l'axe des y. Si l'on élimine xety entre les quatre équations
a(i + ''»•)> et i a(i-f-wi*)
qui représentent deux génératrices quelconques prises respectivement dans ces deux systèmes, ou trouve les deux équations identiques
Ce qui fait yoir que> quels que soient «ç et C^ les deux droites se coupent*
11 suit de là qu'une génératrice quelconque de Fun des sJtsftèmes coupe toutes celles de l'autre ^ et que par conséquent si Ton en fixe une de celles qui sont perpendiculaires à l'axe des y, la surface pourra être engendrée par itne droite qui s'appuiera sur cette directrice et sur l'axe des ji auquel elle restera perpetr*
diculaire.
On aurait une seconde génération semblable par une droite perpendiculaire à l'axe des y. Cette surface est un paraboloïde hyperbolique.
g* Phoslêmb. On donne une courbe quelconque dans tespace; iun point fixe on mène des droites à chûcUn de ses points , et on tes prolonge aune quantité constante ou proportionnelle à elles^ mêmes. On demande le lieu des extrémités de tes prolongemens»
Dans le second cas^ on voit facilement par la définition même , que c'est iine courbe semblable à la première ; et si l'on représente par m le rapport des rayons Tecteurs, on aura l'équation du lieu eliercbè, en substituant kx,y, z,\èê traléUrs
— , ^ , ^ , dans les équations dé la C(yuri!)e donnée • en 0uptto<^ m m m
Sânt Forigtne placée au point donné.
Prenons maintenant le premier cas ^ et soit c la qiiantilé
constante dont on prolonge les rayons. Soit Forigine A au point
fixe. Nous allons prendre un point <qu4slcQnque M' de l'espace
joindre ÀM" , prolonger de M'M" = c, et exprimer x, y', a'
au moyen de x^yy", z", puis nou» les substituerons dans Téqua^
tion de la courbe donnée.
On a M'M"cosrt = FP" = x^ — a:'=ccostf.
Or, s eos« =—-====; donc 3/=x'( i— — ■ T
Beméme,
Soient F(ar,^,z)=o, ^. (x,y> *) =ï o , les équations de la tsourbe donnée ; en y substituant les valeur» pféoédidiytâB) o^ obtiendra les équations de la courbe chercliée*
lo* PROBi4iaiB Du foyer d^une ellipse ayant pour axes aa et ah, on abaisse des perpendiculaires sur toutes ses tangentes; on suppose qu'à chaque fois t ellipse tourne autour de la tangente comme charnière j jusqu'à ce que les deux pitins fissent un
angk donné ^* On demande Véquadon.de la courbe qui est le lieu des diverses positions que prendra le foyer.
Soit P (Jig' i56 ) la rencontre d'une des tangentes arec sa peppendiculaire , et PM la position que prend PF ; on demande de déterminer les surfaces qui , par leur intersection, donneront le^ lieu des points M. L'angle FPM =3 ^ : si au point F j'élève une perpendiculaire du^ plan , et que je la prenne pour axe des z ^ l'angle MFz sera complément de PFm , et par conséquent
égsJ à ~ ^. Donc, la courbe se trouye sur une surface conique ayant son centre en F , et dpnt l'angle au centre est f • "Faisant tang- f rrm, ce cône aura pour équationî
a:»+y = mV. Or, FQ = PMXcos9=:PF Xcos^.
et par suite , FQ = FP X (i — cos rt*
Or, PA = a. Donc, en menant QK parallèle à PA> on aura QKs:o(i — cosf),etFK=:c(i— cosf).
Donc K est constant , ainsi que QK. Donc les pieds Q des perpendiculaires sont sur un cercle ayant son centre en K ^ et pour rayon a(i — cosç)). L'équation de ce cercle sera
a:*-f-jf»;— flcx(i — oos(p) =&*(! — cosf)V
Mais le lieu des points Q est la projection de la courbe. On connaît donc une surface cylindrique qui la renferme. Elle est donc déterminée; les équations des deux suriEaces qui la contiennent sont:
I a:*+y=mV, ap* + y — flcar(i--cosrt — i*(i— cos(p)».
Toute combinaison.de ces équations doit être satisfaite. Substituant à x^ '^y^f 8A valeur dans la seconde, on a
mV — acr (1 — cos^) r= J* (1 -^ cos ^)*.
* Ce qui donne la projection sur le plan zx, qui est une parabole.
Il est évident que si l'angle des plans est de 200^ , le lieu
» sera une circonférence décrite clu second foyer comme centre avec le rayon ûo. Alors l'équation a;*+y*e=mV qui peut «3
mettre sous la forme 4* =3 — —21 ^ derient ft es o » ptti6(|ue \
m=tang 100^ =:oc>; ce qui fait voir que les points sont dans le plan de Pellipse ; cos ç devient — 1 / et l'équation
^* ■+• J* "— ^c^ i, * "^ cos^) = i*( i — cos ^)* , devient . ^
Ajoutant 4c*^ on a
Donc 9 on obtient alors la circonférence décrite de l'autre foyer comme centre avec âa pour rayon , puisque Tabscisse de son centre est !2c.
Passons au icas de la parabole , pour laquelle il est remarquable que la courbe est toujours plane. La courbe se trouve encore sur le côtie ayant pour équation
x*+y»:sTOV. De plus, on a (Jig. i55) FQ:FP::i— cos^Ii.
Donc , le lieu cbercbé est dans un plan perpendiculaire à Aî , que l'on obtiendra en partageant AF en deux parties telles, que
FN : AF ::i— cos(p : !• ^ -
Supposons que le point M correspondant à Q, se soit rabattu sur le planXY, en tournant autour deNY'; on aura sa position en élevant en Q une perpendiculaire à NY', égale à QM. . ' • Or, le triangle rectangle QN F donne ^
^* + SF£±= QF* , ou y« + ^- (1 — cos çy = mV ,
hyperbole rapportée à ses axes ^ l'angle 8es. asymptotes avec l'axe est - ç , puisque sa tangente est m. C'est aussi ce qu'on trou-
if^rait par la section du cône et du plan x = -^ *- p(i -^ cos f);
Si l'angle ^= ioo°, les points sont sur le plan qui passe par AY, perpendiculaire au plan xy* Alors le z d'un point M , est
-égal au rayon vecteur FP. Or, FP — PA =-^p*; donc , l'équation de la courbe sera z* — y*a=5 - p*.
Les équations générales conduisent au même résultat : la pre*
mière donne z=o; la seconde donne ^* + - p* = a*, puisque
cos f = o, et m=: I.
Les résultats pour l'hyperbole seraient analogues à ceux de l'ellipse..
11 reste à chercher les mêmes choses pour une courbe plane quelconque , <p {x ,y) = o.
Tous les points se trouveront encore sinrle cône, ayant poun -équation, a;* + j'* = 7n*2i*.
Soient «, C , les coordonnées du point de contact^ l'équation de la tangente sera
et l'on aura
L'équation de la perpendiculaire sera
An moyen des deux équations des . droites , on déterminerait x' et y', coordonnées du point P {Jig' 1 56).
Or, FQ : FF :: 1 — cos^ : i^
donc, a?" : x' :: ^ — eos^ : 1 ::y :y j
on a donc
x' = et y = — 2^—.
1— cosç -^ 1'— cos^
Substituant dans les valeurs de x' et y , tirées des équsdions
^^perpendiculaires, oxi aura deux équations entre a^S,x^,y", et de plus <p (* > = ^' Éliminant « , Ç, au moyen de deux d'entre elles, on obtiendra UBfe équation entre x" et y", qui sera l'équation du lieu des points Q , et donnera par conséquent le cjlindre projetant la courbe. Cette courbe sera donc déterminée.
ij* Problème. (,Fig, iSj). .On donne trois plans situés d'une manière quelconque dans l'espace ; deterrhine/ le lieju géométrique des points M, tels ^ qu*ea abaissant défi perp.endi^ culaires sur les trois plans , la somme de leurs cjarrâs fioit égale jà une surface donn ée p*.
Les plans donnés formeront en général par Jleur concours tin angle trièdre dont nous prendrons le sopjtmet 4- pQij^r prigine, et les ar^es AX, AT, AZ pour ax.es des cQQrdonj[]kéc$. $oiei|t aussi MP, MQ^ MR, les perpendiculaires abaissées ftvjr les faces de l'angle solide A ; on doit avoir
il) ... MpV MQ+ MR == p*.
Menons par le point M, qui est supposé appartenir fku Jiîeu
demandé , la parallèle MN à Taxe AZ , elle représentera }e z
du point M; et si l'on désigne par tt l'angle connu MNP, qui
est égal à l'angle que l'axe AZ fait avec le plan XT, on aura
évidemment . ,
MP = z sin a.
On trouvera de même , au moyjen de con$^dération,s semblables ,
MQ = a:siiij/, MRî=^sin^,
C et y exprimant les angles que les axes AY , AX , font avec le» ,pla«\s JZX , ZT.
Portant ces valeurs dans l'équation (i), elle devient
«* sin* 16 -f j'* sin* C -f a* sin* 3/ = p*.
Le lieu géométrique cherché est donc une ellipsoïde , q^eli que solçnt les janglos u^C , ^.
Qjiand Iqs angles a et é sont tous deux droits, l'équation de l'ellîpso'ide se change en
** "+• :y* + x*^in* y =:p*.
La forme de cette é<}uatH>n fait voir que si l'on y fait x égal à une constante quelconque, c'est-à-dire que si Pon coupe la Surface par i^ne suit« de plans parallèles à zy , toutes les intersections réelles seront des cercles , puisque l'axe AX est perpendiculaire à ZT , et que l'angle ZAY est droit. II suit de là que dans ce cas , le lieu géométrique devient un ellipsoïde de révolution.
Lorsque les angles a,t ,y sont droits , le lieu géométrique est une sphère.
1 2* PaoBii^ME. Trouver la courbe de contact d'une surface ' du second degré , et d*un cône dont le centre est donné.
Cette courbe est évidemment le lieu des points de la surface donnée pour leisqtiels le plan tangent passe par le point donné- Soient a, y C, y les coordonnées d« ce point , l'équation de fa surface proposée sera de la forme
et celle du plan tangent au point ayant pour coordonnées x', y', zf> sera
aflM'+ na'yy + aa^xx' + H%y + z'y) + ^(ax' + z'x)
On exprimera que ce plan passe par le point donné, en rem- "plaçant dans son équation x^y^z par «, ^, J' , ce qui donnera
aarz + aa'Cy' + aa'«r' •+• bÇ^yf + z'C) + b'(yx' + za)
'^b\^y+Cx')+c(y^z)+cXC+y)+c\cL+x')+2d^o.
Cette équation étant du premier degré, par rapport àar,yr, 5, considérées comme variables, représente un plan; ce qui fait voir que la courbe de contact est plane » et s'obtiendra par Finterséction de la surface donnée par le plan dont nous venons de trouver l'équation.
Connaissant les équations de la courbe de contact , qui peut être considérée comme la directrice de la surfaéb conique circonscrite, on trouvera facilement l'équation de cette dernière.
Si le centre du cône s'éloigne à Tinfini en suivant une ligne
, ( 373 ) fae, ayant pour équations x = mz + n , y ==; joa + (7 , lii sur^ face circonscrite se réduira à un cylindre dont les arrêtes seront parallèles à cette ligne. On pourrait faire de nouveau le calcul j, en considérant les plans tangens parallèles à cette ligne lixe^ mais Péijuation du plan de la courbe de contact peut se déduire de celle qu'en vient d'obtenir, en supposant
« , jS , y infinis et tels , que l*oti ait -= m et -^ = ». Divisant
alors l'équation du plan par 7* et faisant ensuite «, C, y infinis, elle derient, en supprimant les accens de x', y% z\
aas -f- ^a'ny -f- ^ta'mx + ^^ + bnz + b'x + Vmz •+• Vmy
Réciproquement y toute courbe plane tiracée sur une surface du second degré peut être considérée comme la courbe de contact de cette surface avec un cène ou un cylindre. Car si par trois points de cette courbe on mène des plana tangens , ils se couperont en un même point ^ ou seront parallèle^ à une même, droite : dans le premier cas y si l'on considère leur point de rencontre comme le centre d'un cône circonscrit, la courbe de contact 'devant être plane et passer par les trois points de la courbe donnée sur la surface, se ooofondra avec elle; et^ dans le second cas , le cylindre circonscrit , dont les génératrices seraient parallèles aux intersections des troîis plans tangens , ne pourrait être tangent que suivant une courbe plane qui , ayant trois points communs avec la proposée , se confondrait encore avec elle , puisqu'elles sont tracées toutes les deux sur la même surface du second degré. ' ' '
Ta£OB£tf£i Lorsqu'une surface du second degré en pénètre une autre du même déféré , et que la courbe d^ entrée estplane\ la courbe de sortie le sera aussi,
£0 effet , puisqu'une courbe commune.aux deux surfaces est plane , il faut que des deux équations de ces surfaces on puisse déduire celle d'un plan. Or, dans les diverses combinaisons que l'on fait entre deux équations , on substitue toujours , au sya^ tèpie des deiix pretaières ^ un système écpiyalent composé- de-
dexxx autres équations. Mais l'équation d*un plan combinée arec celle d'une surface du second degré , ne pourrait conduire à des projections du quatrième degré, comme cela dolf être pour les deux surfaces proposées; oh ne pourra donc remplacer lé système des deux équations données par l'une d'elles , jointe à celle d'un seul plan, mais bien par l'une d'elles et une nouvelle équation du second degré, qut^ si elle représente un plan> en représentera deux. La courbe d'entrée ne pourra donc être plane sans que celle dé sortie le soit pareillement.
Il pourra se faire, dans certains cas , que* Inéquation du second dègté ne représente qu'un seul plan ^ alors les dei}i; courbes d'intersection se confondront en une seule , et lès deux ' surfaces seront tangentes,, suivant toute l'étendue de cette courbé.
i3* titoBLiME. Par un point dontié, on mène UhpldH quelconque , qui coupe une surface donnée du second degré , et ton demande le lieu des centres dés canes circonscrits à cette surface, Suivant les diverses courbes données pat l' intersection du plan môbUe»
Soit l'équation dontiée
az* + iy* + ^** + ^
qui peut représenter toutes les surfaces du second degré \ soient tf, ^,y, les coordonnées du point donné, et x'yy% z\ celles d'un quelconque des centres des cônes circonscrits ; d'après le der nier problème , le plan de la courbe de contact de ce cône et de la surface aura pour équation
ùazz' -{- abyy -f- 2cxx' -j- c? (x + x') =i= o.
Pour que ce plan passe par le point donné , il faut que son équation soit satisfaite quand on y remplace x^ y, z par «^ ^,7 ^ ce qui donne
2a«a' + ^bèy' -f- 2cyx' -f- dÇtc -f- j;') = o (1).
Cette équation, ne renfermant dé variables que lescoordonnées
ffv^n point quelconque du lieu cberohé; ««1 l'équa^iQfv^Ain^ à^ ce lieu. . . , :/ . - 1 ,
D'après la forme de çett^ êqui^tioni ^n Ypit fs^\]qifç^ÇA% qu^ ce lieu n'est autre chose que le plan de la courbe de contact di^ iïôue ciroonserit |i lai /surfaire dopné^i ^t ^yauf «cm çefsi^^au point donné. . ^ 1. >
Si rpn supposait que U point #, Ç, y, p'élpigpftl;,^ J'i^fini^^ une droite fixe ayant pour équations a:=^m«rf n, y^^f^^^r le plan mobile serait çoofitau^ut^t pfirallëlp || cette droite^ e^ l'on préTûi): facilement que 1(8 lieu serait le pl^ de la cqur^,^^ içontact de la surface donnée et du cylindre parall^l^ k I^drpjf^ £xe. C'est ce que Ton déduira d^ l'éque^ti^?^ ( 1 ^^ di^i^ant tû«^
ses termes par 3/, puis faisant a, Ç, y infinis, et supposant *• i:^ m\ - =5 n; on trouvera ainsi * • "
On serait parvenu directement ,au -^ême résultat* élà piprî^ tnant que le plan mobile est parallèle h une droite fixe. ' * ^
i4* Problème. Par une droite donnée^ on nièneiin'pl'àh quelconque qui coupe une surface donnée du second aegrë', et l'on demande le lieu des centres des cônes circonscripà ceïte^ surface suivant les disperses courbes dans lesquelles ftk, est coupée par le plan mobile, '" y^ *
Soient les équations de la surface et de la droite données.
et a:= ma -["'** y^ipz'sz.ql
L'équation du plan de la courbe de contact du €i^e > <doi|t les coordonnées du centre sont af y^ yz' , sera
Pour qu'il contienne la droite donnée, on aura les deuiL équations
qui ; kjmi li«u entre les coordonnées d*an quelconque àei centres des cônes circonscrits, représenteront le lieu cherché; ces éqiiations étmt du premier degré , le lieu est une ligne droite.
Il est facile de juger que si Fon prend un point fixe quelconque sur la droite donnée^ et qu'on cherche le lieu des centres des cônes circonscrits à la surface , et dont les plans de contact fiassent par ce point , ce lieu oontiendra celui que nous venons de déterminer dans le prohiëme actuel ; d'où il résulte que si l'on fait la même construction pour tous les points de la droite fixe ; tous les plans qu'on obtiendra passeront par une même droite. Les deux équations que nous ayons trouvées pour déterminer cette droite représentent les lieux que l'on obtiendrait eu suppoéànt sucoessivement que le plan mobile fût parallèle à la droite fixe^ ou passât constamment par le point où elle perce le plan xy. Ces équations sont aussi celles de la droite qui joint les points de contact des plans tangens à la surface^ menés par la tlrpijte donnée.
Si la droite donnée s'éloigne h rinfini en restant parallèle à m pl$m fixe , le plan mobile sera alors parallèle h ce dernier, et Je lieu, cherché sera la droite qui joindra les points de contact .desplaus tangens à la surface et parallèles au plan fixe. C'est i^e f|ue l'on trouverait facilement par un calcul semblable aux précédens.
1 5* pBOBLiHE. Trouver le lieu dés centres des sphères tari" gentes à trois sphères données.
Considérant d'abord les centres des sphères tangentes à deux des sphères données , on aura pour lieu une surface de révolution autour de la ligne qui joint leurs centres. On aura la courbé gélfêratrioe en faisant uiie section par un. pi an passiant par cette ligne , ce qui ramènera à un problème de Géométrie plane, et doimera upe courbe du second degré à centre. Or^daçs le mouvc" ment de révolution de cette courbe , chacune de ses deux directrices engendrera un plan perpendiculaire à Paxe , et qui jouira de la propriété que les distances d'un point quelconque de la surface ^ ce plan et au jToyer homologue.; ,qui est ^^ des centres
des deux sphères , seront dans an rapport constant. Il en serait de même pour le lieu des centres ^es sphères tangentes à l'une de ces deux sphères et à la troisième , et Ton aura,it une seconde surface de réTolution engendrée par une courhe du second degré à centre , ajant un foyer commun avec la première. Considérons maintenant les deux, plans engendrés par les directrices de ces deux surfaces qui correspondent au fojer commun. Si Fon. prend uin point quelconque de la courbe cherchée, qui est l'intersection des deux surfaces de révolution , qu*on appelle d sa distance au foyer commun , et p ^ p , ses distances aux deux plans directeurs , on aura les proportions suivantes, dans las(^uelles les seconds rapports sont connus ,
^ d : p i: m : Tiy
d'où l'on tire
p : p :: mw! : n/i'.
Les perpendiculaires abaissées snr les denx plans étant dans un rapport connu , la courbe cherchée sera située dans iin plan qui passera par leur ^ droite d'intersection, et se déterminera facilement. Connaissant l'équation de ce plan , et la joignant à Tune de celles des sui'fapes de révolution , on aura les équations de la courbe cherchée. i
Nous laissons anx élèves le soin de faire ces calculs , qui ne sauraient oiHrir de difiBcultés *, ils discuteront toutes les positions relatives des sphères , et supposeront qu'elles se réduisent successivement à des plans: il suffira v()our cela de supposer qu'un de leurs points restant ïi-%!^ , le centre s'éloigne à l'infini dans la direction constante du rayon mené par ce point fixe.
Quant au lieu des points de contact de la sphère mobile avec chacune des trois autres , on trouvera pour chaque sphère un petit cercle perpendiculaire au plan des trois centres fixes.
i6* PnoBLÈME. Trouver l'équation de la surface engendrée par une droite éjui s'appuie sur deux droites Jixes , en faisant avec l'une d'elles un angle constant, dont la tangente est n.
Soît a la plus courte distance des deu:^ droites données , m la
tangente de leur angle. Prenons leur communs perpendicn^ laire pour axe des z'y pour axe des x celle des deux droites aTec laquelle la géqcratrice fait un angle constant , et pour axe des jr une perpendiculaire aux deux premières.
Lies équations de la seconde droite donnée seront
z = a y y = mx.
Celles de la droite mobile assujettie h couper Taxe des m seront
Eliminant x,^, j5, entre ces quatre équations, on aura la condition , pour que la génératrice coupe la seconde droit© donnée; l'équation résultante sera
(a) . . . Ka 4- A =
Enfin, le cosinus de l'angle que fait la génératrice avec l'axe
des X étant exprimé par — ^ qq aura , d'après le^
Y 1 -^ KL •+- MX.
cxHiditionfi données , l'équation suivante
Éliminant K , K."* et A, entre les éqxiations (i), (2) , (5) , on
obtiendra Téquation du lieu chercbé , qui sera , toute réduction:
faite,
(4) . . . m*(z*+y*) (z^aY:=sn''(ay — 7nxz)\
On observera que n n'entrant qu'au second degré dans celte équation, la surface qu'elle représente contiendra toutes les droites qui rencontreraient les deux droites données ^ en faisant avec l'axe des x l'angle obtus supplément du premier.
Si la génératrice était perpendiculaire sur la droite fixe , on aurait n = co ; divisant d'abord l'équation (4} par 11*1 et supposant ensuite nnroo, on trouvera
. ay — mxz =s o ;
( 379 > ce qoi donne un paraboloïde hyperbolique, comme on devait s*y attendre , pruîsque la génératrice se trouve alors parallèle à un plan û^e perpendiculaire à l'axe des a?.
Si les deux droites données étaient perpendiculaires entre elles, miserait infini, et Féquation (4) divisée par m" se réduirait alors à
(i* +^*) {z — ay = n W j
et si l'on supposait en même temps » = oo , elle deviendrait a;V== o, équation qui donne le plan XY et le plan TZj ce que Ton pouvait facilement prévoir.
Enfin , si l'on avait a =r o , les deux droites données se couperaient à l'origine , et l'équation de la surface deviendrait
et se décomposerait en z* = et z* -hy'^ = n'oc^. La première donne le plan même des deux droites qui , en efiet , peut être engendré par une droite qui se mouverait en faisant avec la première un angle constant , et en les rencontrant toutes les deux. La seconde équation a* -f- y* = n*x^ représente Ixn cône droit ayant pour axe l'axe des x et pour angle au centre l'angle donné. C'est encore ce que l'on pouvait facilement prévoir; car toutes les génératrices de ce cône rencontreront les dei^x droites données , puisqu'elles passent toutes par l'origine , et, de plus , elles feront avec l'axe des x l'angle donné*
TnéoitiMS. Si Ton projette une aire plane sur trois plans rectangulaires , et quon projette ensuite ces trois aires sur le phn de la première, la somme de ces ttois nouvelles projections sera égale à l'aire de la figure primitis^e.
Soit in l'aire de la figure donnée , et ae , f , )/ les angles que son plan fait avec les trois plans rectangulaires j les projections sur ces plans auront respectivement pour expressions
\ 77icos«, mcosCy mcosy.
Les promettant de nouveau sur le premier plan ^ ou obtiendra pour expressions des nouvelles aires
mcos^ce, meos*C, mcos* j', -
et oes trois quantités ajoutées entre elles donnent m, puisqu'on a la relation connue cos* tt -f- cos* C + cos* ^ = i.
Si l'on traite ces trois nourelles figures comme la première, chacune fournira trois nouvelles projections sur le même plan, et généi^lement si l'on répète cette opération ni fois y on aura sur le plan donné un nombre de figures marqué par 3", et dont la somme sera toujours égale à l'aire de la figure donnée.
Tjij&ojiiAi£. Si ïon projette une figure plane sur trois pians coordonnés rectangulaires , la somme des cônes qui aufont pour bases ces projections et pour sommet commun un point quelconque du plan' de lajigure sera égale au cône ayant son sommet à l'origine et pour base la figure donnée.
Soient a,b y c les cônes donnés des points où le plan de la figure coupe les axes ^ l'équation de ce plan sera
Désignons par m l'aire de la figure et par p la perpendiculaire abaissée de l'origine sur sou plan ; Téquatiou précédente
étant multipliée par -=-, deviendra
Or -, ^, - sont les cosinus des angles que le plan donné fait
avec les plans rectangulaireis •, et par conséquent — ^ * ~7~ > -^
isont les projections de la figure donnée sur ces mêmes plai a; de plus Xy y y z sont les perpendiculaires abaissées d'un point quelconque du plan sur ces trois projections. Le premier membre de la dernière équation représente donc la somme aU gébrique de trois cônes ayant leurs sommets au point x,y,z^ du plan> et pour bases les projections de la figure donnée. De plus le second membre est évidemment l'expression du volume d'un cône ayant sou sommet à l'origine et pour ^base la figure donnée^ ce qui démontre le théorème annoncé.
La comp65itioa des signes des quantités â?; b, c^x^y, Zj^mouf
( 381 ) trera dans chaque cas si les cônes doiwnt être ajoutés ou retran«
chés.
Si Ton projette de nouTcau les trois premières projections sur le p^an donné ^ on aura trois aires dont la sonîhie sera égale à celle de la première figure *, et pai* conséquent les cônes dentelles seraient les bases , et qui auraient leur sommet à l'origine^ don^
neraient encore pour somme -^ • Si Ton traite chacune de ces trois aires comme la première , on obtiendra 9 cônes dont la somme algébrique sera -^ > et généralement cette somme sera toujours la même pour les projections de l'ordre m qui fourniront un nombre de cônes marqué par 5"*.
Problèmes proposés aux concours d^s Collèges
royaux de Paris.
\^^ Problème. Les deux côtés AE, AF {fig. i58) d'un angle plan EAF étant supposés Jixes et coupés par une droite mobile BC ; trouver la courbe que décrit lei centre de gratuité G du triangle ABC , quand la droite BG se meut de telle sorte , que la surface du triangle ABC reste constante.
Choisissons pour axes des y et des a?^ les côtés AE, AF de l'angle A que nous désignerons par C. Soient aussi x\ y' les distances yariables AC, AB, et m* le double du carré auquel la surface du triangle ABC doit être constamment égale. On sait que
ABC=ia:^y'sinC=:lm^
Mais en désignant par x et y les coordonnées du centre de ;graTité G du triangle ABC , on aura
Portant ces yaleurs dans l'équation précédente, il en résultera celle du ./ieu cZemani/é qui est
xy =
9 siuC*
Cette iêqaation appartient à une hyperbole qui devlei!i.t «qui. latère quand l'angle C est droit. Les axes" en sont les asymptotes; et si m^ çst nul ^,la courbe se réduira au système de ses deux axes.
â® Problème. (F/g. iSg). Étant donné un quadrikière AGFH dont les quatre côtés ne sont pas situés dans un mêm$ plan y on demande :
1®. L'équation de la surface décrite par une droite ED , qui dans son mouvement couperait toujours proportionneîîement ies deux côtés opposés JiH, GF, de manière que dans chaque position de la droite génératrice on eût la proportion
AE : EH :: gd : df.
2^. L'équation de la surface engendrée pw le mouvement tïune seconde droite BC, qui couperait proportionnellement les deux autres côtés eu même quadrilatère^ <& sçrte qu'on eût la proportion
AB : BG :: CH : cf.
3°. On demande si les deux Surfaces sont différentes^ Je prends les deux côtés AG, AH du quadrilatère pour axes des j: et des z; par la ligne AG^ je fais passer un plan paraU 'lèlei FH, auquel, d'après un théorème connu de Géométrie, £D sera parallèle ds^s toutes ses positions. De même, par AH, je mène un plan parallèle à FG , et auquel BC restera paraît^ pendant son mouvement. Ces deux plans se couperont suivant une droite que je prends pour axe desj'.
Les équations de FG sont x=zm, yz=bz,
Celles de FH sont z =9 , yzmax.
La condition, pour que ces lignes se coupent, établit entre les coeffîciens myUybyayhi relation
Cela posé , la génératrice DE étant parallUe au plan xy , soi équations sont
ysszaXy^ z=3tC.
( 383 ) Si l'on exprime que cette droite s'appuie sur le côte GP du quadrilatère 9 ontrouyera l'équation de condition
^ et « étant constantes pour tous les points d'une^ même génératrice, et Tarîables, d'une position à l'autre de la génératrice. On aura donc un résultat commun à toutes les positions de la génératrice > et par suite l'équatîon de la surface demandée ^ si l'on
remplace Cet «t par leurs valeurs z et -. Ce qui donne
(2), ..y == — xz.
On trouvera de même que la surface engendrée par BC a p<Mtr .équation la relation (s).
Par conséquent les deux surfaces coïncident.
Il suit de la que les deux génératrices DE ^ CB se coupent ; ce qui démontre une proposition exposée dans le Traité de Géométrie de M. Le Gendre (Prop. i6 , liv, V ).
Beprenons l'équation (2); en y faisant •t'=:P; elle se réduit a
{3)...zxz=:py.
On voit d'abord que 1» surface passe par l'origine, Onobtie»dra l'intersection de cette surface par le plan des xy, en faisant a = o ; ce qui donne ^ = o, et laisse a: arbitraire ; eette intersection ert donc l'axe des x.
On trouvera aussi que l'axe des z est l'intersection de lu surface et du plan ay.
Maintenant^ coupons la surface par une suite de plans^paral-lëles au plan xy , l'équation générale de ces plans est zs^&^et
celle des sections est y = - x- D'où l'on voit que ces sections
sont des lignes droites , donc les projections sur le |Aan xy pas* sent par l'origine.
La symétrie de l'équation de la surface par rappott aux va*
rîablcs zétx, montre que ses înteràectîons par des plans pa<^ rallëles au plan ja, sont égAlement des droites dont les projeo tîons sur ce plan passent par l'origine.
Considérons la variable 3^ qui n'entre pas de la même manière dans l'équation (3) de la surface , et faisons^ =î=C. L'équation (3) se change en zx=zpC', elle appartient sous cette forme à une suite d'hyperboles >situéeé dans des plans parallèles aux zx, dont la position dépend du signe de f . Quand C= o , l'intersection se réduit au système de» axes a et a:.
Pour achever de découvrir les diverses courburesxlela surface, nous allons la couper pat des plans tournant autour de chacan des axes coordonnés.
Nous ferons d'abord passer un plan par l'axe des x ; son équation , qui est la même que celle de sa trace sur zx^ seray^kz.
Éliminant j entre cette équation et celle de la surface , il vient, pour la projection des points communs sur xz , l'éqi^ation a(x^pA)==o, qui se divise en a-=o et x=zpk, Gest l'axe des X d'une part , et une parallèle à l'axe des z de l'autre.
On trouverait de mémej, en considérant des plans tournant autour de l'axe des z , que leurs points communs avec la surface se projettent sur zx suivant l'axe desz et des parallèles à Taxe
des X.
Enfin si l'on mène un plan par l'axe des j, sa trace sur zx aura pour équation z=k'x ; la combinant avec celle de la surlace , par l'élimination de z , on aura k'x^ = py. Ces projection^ sont des paraboles , quel que soit k\
Il serait facile de reconnaître que les courbes projetées sont elles-mêmes des paraboles.
Cette surface est celle qu'on nomme paraboloïde hyperbolique^
3« PRosiiiMB. Les trois arêtes (Sun angle solide A (fig. 1 6o) étant suppo:>éesfixes et coupées par un plan mobile BDG, ^rou^ ^erV équation de la surface courbe que décrit le centre de grasfité de la pyramide comprise entre les faces de Pangle solide et le plan dont il s'agit , quand ce plan se meut de manière que le volume de la pyramide reste toujours le même.
Nous prendrons les arêtes AC, AD, AB. de Tangle solide A
pour les axes des Xy éesy et des s; d'où îl suit que ses faces se* ront les plans coordonnés. Nous désignerons par x'y y y zl y le^ distances AC, AD, AB, du soiïimet de l'angle au plan mobile BŒ) considéré dans une de ses positions. Gela posé, le volume de la pyramide B ACD est égal à D AG X 5 BP ; BP étant la perpendiculaire abaissée du point B sur la face DAG» L'aire du triangle DAG est représentée par ^x^*' s'n«, (« désigne l'angle connu DAG).
Le triangle rectangle BAP, dont l'augle A est l'inclinaison donnée de l'arête AB sur le plan DAC, ra servir à déterminer BP. En effet, soit ff l'angle BAP; on a
sînC: BP; d'où BP = *'sinC
Portant ces valeurs de DAG et de BP dans Fexpressîon du volume de la pyramide , et prenant \ rr? pour la constante à laquelle ce solide doit toujours être égal, on aura
xy z' sin « sin C = m^.
Il ne reste plus qu'à exprimer les variables a?, y% 7! en fonction des coordonnées x, j' , 2 du centre de gravité G de la pyramide. Qr, on sait que AH-=4GH ; d'où Ton voit, an moyen de triangles faciles à construire , que -*
2i'=4jB, y=:4y, x' = 4a?.
Substituant dans l'équation ci-dessus , elle devient
rr?
(1) . . . xya = 27-7 r-T,.
^, -^ o4siniisinb
Cest l'équation du lieu géométrique décrit par le centre de gravité de la pyramide. Il est aisé de voir que cette surface est €isymptpte aux trois plans de l'angle solide A. Si on la coupe par des plans parallèles aux plans coordonnés, par exemple par xin plan parallèle à celui des xy dont l'équation est zzssa, la projection de l'intersection sur ce dernier plan sera
^ 64 a sin « sin C '
iqiiatton qui appartient à une hyperbole ayant pour asymptote les axes des r et des y.
Il en sera de même par rapport à toutes les sections faîtei dans la surface par des plans parallèles aux xz et aux 3^2 ; ce qui permet de la considérer comme une sorte â!hyperboldide ia troisième ordre» Cette surface est composée de quatre nappei indéfinies qui occupent chacune l'un des huit angles trièdres formés autour du sommet A de la pyramide par les plans dé coordonnées. Mais on remarquera que les diverses nappes ne s'étendent pas dans les angles opposés par le sommet. Ces pro* priétés sont une conséquence de Téquaticm de la surface dont la forme étant x^£=P, exige quç les -variahles soient toutes trois positives 9 ou que l'une soit positive et les deux autres néga. tiveâ. Ces quatre combinaisons de signes répondent aux quatre nappes^ et les fixent dans des angles trièdres tels y qu'aucuns ne sont opposés par le sommet.
Lorsque l'angle solide A est rectangulaire^ on asin«=$inC:^i) et l'équation de la surface se réduit à
Si msso y Péquatlon correspondante xy£=o est satisfaite par les trois plans coordonnés.
4* PaoBLÂiiaç, Etant données une sphère et trois droites dans tespacCy mener un plan tangent à la sphère qui fasse des angks égaux avec ces droites.
Soient AB, CD, EF ifig. 161) les trois droites, et OGMH la sphère dtiiinée. Nous^ prendrons la première de cea lignes pour axe des .Z, et la perpendiculaire AO memée da ceatlpe de la sphère poi^ celui des x. L'as^e des jf s^r^ élevé par le j^int L p.erpen4iÇ]i4aw<'ni6n,t «,« pja^ ZAX-
Les équations^ 4^1; 4roi1e8; AP» Cl^i EF, r^ppprtéf^ ^ ce g^ tème d'axes ^ro^^
fx — o-i fx = az + »\ /.x = a'z + «'l \y=:of' \yè=bz+Cf' tj^=i'»+C('
( 387) faisant AO = p, la sphère dont le rayon est R aura pour
' équation
Enfin, le plan tangent clierché RS aura pour équation
Il s'agit de déterminer les coefiîciens A , B , D en fonction des constantes qui entrent dans les équations des trois droites et dans celle delà sphère. Pour cela, nous calculerons les sinus des angles que font les trois droites avec le plan RS. On trouve pour le sinus de l'angle que fait AB avec le plan RS,
et pour les sinus des angles formés par O) et EF avec l|j plan RS,
Aà + Bb + i Ad-iAByJhi
Egalant l'expression du premier sinus à celles des deux au^ très, on stura deux équations qui serviront à déterminer A et B. Ces équations sont
1 ^^ Aa + B64-i
V/A* + B»+i )/i +a» + è*Vï4-A»+B»
1 Aa' + B&'+ i
On en tire
y(|/Snp t> 4. 1 — i) — 5 (i/^^iqiï^^i — 1) A — - ci'^Jo' '
a (/«"H- *'"+ I — i) — o' (i/a» -4- i«-j- , _ ,) B— ' ,ûi'-fr«' ■' ; '
Ces valeurs portées dans l'équation du plan expi^imeraîei^ qu'il fait des angles égaux avec les trois droites. Si le coefficient D reste encore indéterminé , c'est que tout plan parallèle à BS rencontrerait les droites sous les mêmes angles.
Mais la valeur de D se déduira de^la condition que le plan RS soit tangent à la sphère. A cet effet, abaissons le rayon CM perpendiculairement sur le plan RS, les équations de OM seront
x = A£»f>p et y=zBz.
Le point M oh. ce rayon coupe la sphère a pour coordonnées AR , BR R
Ces valeurs portées dans l'équation du plan conduiront à
L'équation générale des plans tangens qui répondent aux conditions du problème est donc
Ax + By + a==:±R(A«+B«+i) + A/>;
A et B devant être remplacés par leurs valeurs ci-dessus calculées.
Si l'on conobine le double signe des deux radicaux carrés qui entrent dans les formules, on voit que A et B sont susceptibles de quatre valeurs, et que chacun de ces couples donne deux plans tangens parallèles ; ainsi le problèmç a huit solutions.
On aura l'angle formé avec les trois droites par les plans non parallèles, en portant les valeurs conjuguées de A et B dans l'expression du sinus de cet angle qui est '
Le calcul delà substitution ne présentant aucune simplification importante, nous nous dispenserons de le rapporter, ainsi que cl'ex^miner ce qui arrive quand les dipites données sont parallèles toutes trois ou perpendiculaires entre elles, et gêné-
ralement quand leurs positions respectives modifient les f<H*ii] aies qui font connaître A et B. Les élèves pourront entreprendre cette discussion.
5^ Problème. tJn cercle étant donné dans un plan horizon" hl, on demande, i^. de faire voir que si Pon coupe un cône droit dont le cercle soit la base, par une suite de plans verticaux et parallèles entre eux, les sections résultantes seront des hy^ perboles qui auront leurs asymptotes parallèles ; n^. de trouver sur la verticale élevée par le centre du cercle, le point oit il faut placer le sonimet du cône pour que les hyperboles soient equi^ latères. ,
Je place l'origine des coordonnées au sommet du cône> je prends son aie pour axe des £^ et le plan des xy parallèle à celui du cercle donné. Dans cette position , l'équation du cône rapporté à des axes rectangulaires est
^*+y=::;Xa*
y a représentant le rayon du cercle; et c la hauteur du cône. Observons maintenant que la surface étant symétrique par rapport à Taxe des z , tout plan vertical, quelle que soit sa position, donnera même intersection.à distance égale de l'origine. Il suffît donc de considérer les plans coupans dans une direction particulière. Nous les prendrons parallèles au plan dçsyz ; alors ils ont pour équation xzszm, et toutes les intersections se projetteront dans leur véritable grandeur sur ce plan. L'élimination, de X donne l'équation
qui représente une hyperbole, pour toutes valeurs de m. Les asymptotes communes à cette suite d'hyperboles ont pour équa-»
tion , ' >
Résultat indépendant de m , et qui caractérise les deux,générar trices du cône situées dans le plan, yz. Il suit de là j.
1®. Que tous les plans verticaux paraDèles au planta éoupent le cône suÎTant des hyperboles qui ont leurs asymptotes parallèles aux deux génératrices opposées du cpne placées dans le plaa àesyz.
2°. Que chacune de ces hyperboles a son centre sur Paxe des x,
D'après ce qui précède ^ on serait conduit à des résultats sem-t blables pour toute autre direction des plans verticaux parallèles.
Cl^erchons enfin quel est le sommet qui rendra les hyperboles équilatëres^ On sait que le caractère de cette classe de courbes du second degré est d'avoir ses asymptotes rectanguf laires. Cette condition donne |ï = c , ç*e^t-à-dire que la hauteur du cône doit être ëgale au rayon de sa base.
6® PEOPLiME. TYouver Péquation de la suifaee engendrée
par une parabole tournant autour de son axe , et déterminer la
position que doit avoir cet axe pour que l^ intersection de lasur^
face par un plan quelconque donne un cercle pour projection
fur un plan donné.
Prenons le plan des x ely parallèle au plan donnée et IVi" gîne au sommet de la parabole.
Cela posé, les çqi^ations de l'axe de la parabole seront
a: = mZy yznnz.
C^ïle d'un plan quelconque perpendiculaire à cette droite serai
z + mx + ny =: ^.
Le point d'intersection de ce plan avec l*axe aura pour coor-^ données
m ntf m*
et si l'on nomme d la distance de ce point à l'origine y on anr^
Nommant p la perpendiculaire abaissée du point où le plan
( 3gi )
fK>4i|ie la paihafaole suc l^axe de la parabole; on âl^l^a^ay^l^
(l) . .. p*= sac?,
fla étant le paramètre donné de la parabole^ ' ..
Calculant. p (juî est fe distance de deux points don^t. on î^ l'expression des coordonnées, et substituant dans l'éqviatiop, ( ') leç. valeurs de p et d en fonction de «^ puis remettant, ai i lieu de #,> sa valeur z + mx + ny y on aura l'équation du lieu qui sera^ -^
Soit Mfeîntenant Téquation d'un plan quelconque .^^
»==Aa? + By + Cj
pour avoir la projection dé son iittèrsecti'dn avec la surface., sur le plan xy ou sur tout autre plan parallèle, il suflira dlélixnîner z. entre son équation et celle de la surface. On pourra mênie pour plus de simplicité supposer G=o, parce qUe toutes Jes sections parallèles dans les surfaces du second degré sont semblables. Substituant donc Ax-j-By à z dans l'équation, de la surface , il faudra, pour que l'équation résultante soit celle d'un cercle, que le coefficient de xy soit nul, et que lès coefficiens de ce* et y* soient égaux \ ce qui dpnne les deux conditions
AB(7R* -f- /i*) — A/î — Bm -ç" tnnssz o, 1+ rt«-|. A*(7«,*+ v^) — amA :;= 1 4. m* + B*C7n*+ fi*) — 271B.
Or, la première ne peut être satisfaite , quels que(soient A et B , que si l'on a 7n=o, 71=0, et dans ce cas, la seconde le sei-a' aussi identiquement.
Il résulte de là que l'axe de la parabole doit être perpendicu-^ laire au plan sur lequel on projette les sections planes de la surface 9 et de plus que cette condition est suffisante- L'éqjuation de la surface se réduit alors à
On pourrait facilement démontrer à priori par la Géométrie
simple i que la projection d*ane section plane qaelotmqvecPini paraboloïde de révolution sur le plan tangent au sommet est un cercle*
7* PaoBLEia. On donne de position le rayon éPune sphère ^ et ton propose de démontrer qiÛun plan quelconque perpendiculaire à ce rayon , coupe suivant un cercle tout cône qui a son sommet à Pextrémité du rayon et pour base un cercle de la sphère.
Nous placerons Porigine des coordonnées rectangulaires au sommet A {^g. 162) du cône, le plan des ay sera parallèle au petit. cercle dé la sphère qui sert de base au cône, et^ttlui des zx passera par le centre de la sphère. ^^
L'équation du petit cercle DELE est
a représentant Pabscisse du centre de la sphère, d le rayon BD et c la distance BO.
Une droite, tournant autour du point fixe A en s'appuyant constamment sur la circonférence DE£, engendrera une surface conique dont l'équation sera (*)
(1) . . . (ex r- c»)* + cy = dV.
Pour exprimer que ce cône est inscrit dans la sphère , il faut remplacer d par une fonction du rayon R de la sphère.
Le triangle BŒ donne BE = 'Œ — Bc!
D'ailleurs BC = BO — OC.
Désignant OC par b^ il vient
d*=R*— (c — *)»• Substituant dans (1) , on aura pour l'équation du cône inscriti (a)... (ex— aa)» + cy = a»[R*— (c~fr)*].
D Vq7« TAppiication d« TAlgèbre h la Géomctrie, dcRejnaod.
• (393) n reste & eoaper.ce cAm par un plan parpendioulaire an rayon CA y et k reooimaitre la nature de l'intersection.
L'équation du rayon CA, qui. est dirigé dans le plan des zx en paasant par l'origine est
Celle du plan qui lui sera perpendiculaire en un point quelconque! sera
y restant arbitraire. Maintenant soit M un point de l'intersection du cane par le plan pci;pendiculaire z'A'y, et proposonsnous de rapporter tous ces points aux deux coordonnées rectas- ^pilaires A'z% A! y prises dans le plan coupant. A cet effet , nous obsenrerons que le point M satisfait à l'équation du cône inscrit; par conséquent, si l'on exprime ses coordonnées
AQ = a?, PQ = y, PM=:a,
au moyen de A'R=y' et BMs=j&^,
oti aura, par la substitution des valeurs àexyj^z enfbnction de y et de J dans (â) , Téquation de l'intersection. Or, on a éridemment PQ = A'R ou y:=:y\
Le triangle MRP donne FR ou. À'Q = MR cos MBP ;
mais A'Q = AA'— AQ = P — X,
et l'angle IMRP est éfssl à Pangle z'A'A dont la tangente trigo* nométrique est -r. Donc
008 MRP ==
Ainsi P— x = -g- ou « = •— -g- + P.
(394) Enfin ^ lé même triangte MRP donne
MP=MRstnMRP} donc « = ^.
Portant ces valeurs de ce, y y s dans l'équation (2), elle donnera pour l'équation de l'intersection du cône par le plan z'È^y'
Il reste à reconnaître que le lieu de cette équation est un cercle , ce qui sera Tcrifié si les coeffîciens de j''* et de a'*, lorsque ces termes auront été transportés dans le premier membre de l'équation > sont égaux et de même signe. A cet efiet, nous prdon-* nerons par rapportaus yâuri^leâ. Ce calcul oôndoit à
+ c*PR»=:o,
Développant le coefficient de 3'*, on peut ?éerire ainsi
Observant que a*+ 6*= R*, il se réduit à c*R% qui est aussi te» coefficient à^y'** Donc l'intersection est un cercle; et comme cerésultat est le même pour toute valeur de P^ il s'ensuit que la section faite dans un cône inscrit à une sphère par un plan quelconque perpendiculaire au rayon qui passe par le sommet; est constamment un cercle.
8^ pROBiiiME. Etant donné un cône droit dans lequel le tayon de la base est le tiers de F apothème, si l'on prend sur la surface du cône*un point situé à la distance a du sommet y et que de ce point , comme centre y avec une ouverture de compas égale àtyOn trace sur la surface du cône une courbe y laquelle pourrait être considérée comme ^intersection de cette surface avec celle de la sphère qui a son centre au point donnée et don t le rayon est r. Si ensuite on développe la surface convexe du cône en une surfaceplanéi laifuelle sera un secteur circulairey dont F angle
est I d'angle droit , on demande t équation de la courbe tracée sur la surface du cône , et devenue plane par le développement de cette même surface en un secteur plan. Véquation de la courbeétant trouvée en général geur toutes les valeurs de r et de a, on fera a=3,r = 2, et on déterminera pour ce ctis particulier la Jigurp, exacte de la courbe, en la traçant dans toute son étendue.
On examinera de plus si la courbe est décrite tout entière par le compas qui tourne autour du point donné, ou s'il rCy à guune partie àe la courbe décrite par ce procédé , et quelle est cette partie.
Concevons le cône et la sphère décrite du point donne A (fig' 1 63) et supposons un plan horiaontal HB qui coupe ces deux Surfaces , respectîyement suivant un cerclé que nlMiâ projeterons sur la base du cône. Joignons enfin leurs centres et un de leurs points d'intersection , nous formerons ainsi un triangle EFG.
Cela posé y il est clair que le plan méridien passant par le f)oint F contiendra les points de la courbe situés à la hauteur HB^ ou ^ ce qui est la même chose , à la distance SB du sommet i et que , par conséquent , Pun de ces points se trouverait sur la génératrice passant par le point L , qui, dans le développement j^ fera avec la génératrice SK un angle qui aura pour mesure un ^re égal en longueur à LK , décrit du rayon SÏi ; mais Pangle EGF a pour mesure le même arc décrit d'un rayon trois fois moindre , il est donc ti-iple du précédent j en sorte que l'équation polaire de la courbe que l'on cherche ne dépend que d'une relation entre SB==i/ et EGF = 3m, Qr, le triangla EGF donqe
„- trr- ^ _ ËG +G ' F -TF
EGF=:3b, EG = isA = ia, Gr = 4SB = ^i',
EF=r»— BC = r» — AB + AC = »*— (a — v)"»
COS
d'oii
V = — ^ — 5 rt w V 19 + cos*3a+ 10 cos 5u.
Sous la première forme , l'équation nous montre ; à cause
des trois valeurs de u correspondantes à une valeur de cos 5u,
que si l'on partage la circonférence en trois secteurs de -
d'angle droit chacun , la courbe sera symétrique dans chacun de ces secteurs ; en sorte qu'il sui&ra de voii: sa forme entre les lignes PB^ PB'; maisCB^ sur laquelle on compte les angles» partageant 6PB' en deux parties égales^ la même forme d'équa-^ t ton fait voir que la portion de la courbe comprise entre ces deux droites, sera symétrique au-dessus et au->dessous de PC ; en sorte qu'il suffît de la discuter dans l'angle BPC ; c'est-à-^ire depuis cos3u = — i , jusqu'à cos 3a = + 1 ; les valeurs de v correspondantes sont :
or , en prenant le signe positif pour le radical , on voit facilement que cos 3a augmentant depuis -— 1 jusqu'à 4* ^ > V augmente depuis 3 jusqu'à 5 ; dq^c la courbe aura à peu
près la forme EC , ^i PE = 3 , P = 5. Il y aura une autre
branche (ce) séparée de la première, pour laquelle P«r= -,
Pc = i ; car il est facile ^e prouver qu'il n'existe pas de courbe entre le point e et le point E i pour cela faisons v==:3 — ^ dans la première équation , i" étant moindre que Ee, et par con* séquent moindre que 2 , nous aurons
or
ait
- (•= j\ est positif 9 si ^ < a; et il faudra que IW
- (-= j j <a, ou au plus égalj de là où tire ^ >î
ouégal; tfoù *'<3 — -<5, ou au plus égal, quand.
cos 3u = — 1 , c'est-à-dire sur le rayon PB.
Enfin la génération de la courbe fait voir que la plus grande valeur du rayon vecteur PC est 3 •+• a , et que la plus petite p£* = 3 «^ «2 ; donc si on achève la courbe dans les autres angles oi elle est symétrique, et que l'on décrive quatre cercles du centre P, avec les rayons 5 , 3 , f , i la tx)urbe sera tout entière comprise dans le cercle PC qu'elle touchera aux points C F, L; elle se composera de deux courbes distinctes, l'une comprise entre ce premier cercle et Ip cercle PE qu'elle touchera aux points E , N , I -, l'autre comprise entre les cercles décrits du rayon Pc qu'elle touchera aux points, c, g, h et du rayon Pc qu'elle touchera aux points e, n , f; il n'y aura riea dans le cercle Pc , rien entre les cercles Pc , PE.
On voit que le cône développé ne fournira que le secteur iBPB'; en sorte que le compas n'aura décrit que la courbe comprise dans cet espace , ou le tiers de la courbe entière.
Théorèmes à démontfep.
Tb^obêmb» (-Rg. i64)« Si ton décrit une circonférence ê un liiamètre quelconque dont le centre à soit celui du cercle inscrit dans le triangle ABG^ la sommé des carrés des distances des sommets A, B, C^ à iz/i point quelconque m de cette circonférence^ multipliés respectivement par les côtés BC, AC^ AB opposés aux sommets A, B, C, sera toujours la même y quel que soit le point que Von prenne sur la circonférence. C'est-à-dire
que la somme des solides TA A, X BC, MB X AC, MC X AB, sera la même pour tous les points de la circonférence rhen^ tionnée, • *
J\ est visible que l'on peut , danâ cet énoncé , remplacer les côtés BC, AC, AB par les sinus dea angles A, B, C.
îj. existe, pour la pyramide triangulaire, une proposition analogue.
TfléoRÂiçÈ. (Fig. i65). Soient y ABCDE un polygone quel- CQnq\ie inscrit dans un cercle y FGHIK un polygone circonscrit dont les cotés touchent lu circonférence aux sommet» A, B, C, i D, Ë Ju premier polygone ; si Pon décrit avec un rayon arbi' traire une nouvelle circonférence qui ait le même centre que la première y la somme des carrés des diséances des sommets AyB, G; D, £ à un point quelconque m de cette circonférence y multipliés respectivement par* lei tangentes Kl, KF, FG, GH, Hl, sera toujours la même. Oest-à^ire que la somme des solides
MAXKÏ,MBXKF, MCxFG, MÎD*xGH, MÊViH, est
constante.
Si le polygone ABCDE était régulier, les tangentes Kl, K.F, FG, etc., seraient égales, et ce serait alors la somme des carrés
MA , MB , MC , MD , M£ /qui resterait constante. Ce £»s particulier est déjà consigné dans la Géométrie de position.
Théorème. Dans tout polygone y plan ou gauche, la somme des carrés des droites qui joignent deux à deux les points mi' lieux tant des côtés que des diagonales, est le huitième de la
ix^lmme des carrés de ees côtés et diagonales, muUipîiée par h produit des deux nombres que Pan forme en retranchant suc* cessivement i et 2 du nombre des sommets de ce polygone^ Oest^-'dire que si ton désigne par n ie nombre des sommets du polygone , par D la somme des carrés tant des côtés que des diagonales y par d la somme des carrés des droites , qui joignent deux à deux les points milieux, tant des côtés que des dicLgo* É nales, on aura toujours
I>an$ le cas d^un triangle; 7i = 3, et la formule donfie
rf=iD.
Si ii=;4, on trouve d=^ jDj ainsi ^ dans un quadrilatère ^^
la somme des carrés des quinze droites qui joignent deux à
deux les milieux tant des côtés que des diagonales , égale les y
des carrés de ces côtés et diagonales« Nota. M. Carnot a donné (Géométrie de position, pages 33 1
et ISa) la formule cf = ^ (« — a) D, mais M. Carnot s'est
trompé, Cela devient évident lorsqu'on suit les calculs qui l'ont conduit à ce résultat; d'ailleurs, en appliquant sa formule au
quadrilatère, on trouve <£ r:= - D, tandis qu-'on devrait trou«
ver fî :?= 7- D , comme il est facile de ^s'en assurer. 4 ' -
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