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INTRODUCTION
Je n'ai pas besoin de rappeler ici quel vaste champ les travaux de M. H. Villat ont ouvert aux chercheurs, ni comment ils donnent, à la fois, des procédés de calcul à l'analyse, et à l'hydrodynamique des aperçus nouveaux, aussi féconds les uns que les autres.
J'ai été tenté d'appliquer à quelques exemples simples ces nouveaux procédés de raisonnement, pour montrer combien leur maniement est facile et quels services ils peuvent rendre aux ingénieurs et aux praticiens.
Mon attention avait été attirée sur certaines questions que M. H. Vergne a exposées de la façon la plus attrayante dans un article du Bulletin des Sciences mathématiques (sept.-oct. 1920), et j'ai formé le projet de les reprendre en utilisant les outils mis à ma disposition par M. H. Villat. Le lecteur verra que j'ai pu généraliser plusieurs des résultats acquis par M. H. Vergne et en présenter quelques autres sous un aspect tout à fait nouveau. Le principal intérêt de cette étude n’est pas dans les résultats eux-mêmes, mais dans la généralité de la méthode qui a permis de les obtenir.
La première partie traite de la dépression instantanée qui se produit dans un liquide lorsqu'on découvre brusquement un orifice percé dans la paroi du vase qui le contient. Cette étude permet de déterminer les accélérations initiales des particules du liquide et d'indiquer avec certitude les cas dans lesquels l'accélération au bord de l’orifice est infinie. On sait que, dans ces cas, le débit initial du jet est
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exclusivement formé par les particules liquides situées aux bords de l'orifice. Enfin: un calcul long, mais facile, me permet d'obtenir l'expression de la poussée totale: subie par les parois du vase au moment de l'ouverture de l'orifice.
Dans la deuxième partie, j'étudie la compression instantanée d'un liquide et, plus précisément, les percussions produites dans la masse du liquide par le choc, sur la surface, d’un objet plat tombant verticalement. J'ai traité complètement le: problème dans le cas d'un objet circulaire (pièce de monnaie, par exemple) et montré. comment la méthode employée s'appliquerait au cas d’un objet long et étroit (planche) et permet de retrouver des résullats déjà connus. Le calcul introduit l'équation de Laplace, qui s'intègre facilement grâce à un choix convenable du système de coordonnées. Une simple remarque indique comment ou pourrait passer du cas de la chute verticale à celui de la chute oblique, produisant le ricochet.
Enfin, dans une troisième partie, j'apporte ma modeste contribution à l'étude d'un problème déjà traité par M. U. Cisotti (Rend. del Circ. di Palermo, t. XXV, 1908, pp. 145-159), celui de l'écoulement d'un liquide à travers un vase dont le profil affecte la forme connue sous le nom de « tube de Borda ». Conime beaucoup de ces mouvements d'écoulement, celui-ci présente une infinité de solutions possibles, et l'on se trouve devant l’un de ces cas de solutions multiples, signalés pour la première fois par M. H. Villat (Cf. Sur la détermination des problèmes d'hydrodynamique relatifs à la résistance des fluides, Ann. de l'École normale, 1914, p. 455).
Qu'il me soit permis d'exprimer ici toute ma reconnaissance à mon maître- M. H. Villat, qui a bien voulu, malgré ses occupations absorbantes, s'intéresser à. mon modeste travail et m'aider de ses précieux conseils et de ses encouragements
affectueux.
DÉPRESSION INSTANTANÉE DANS UN LIQUIDE
$ 1. — Formules générales.
Lorsque l'on découvre brusquement un orifice percé dans la paroi d’un vase contenant un liquide, la pression des éléments liquides placés à l'orifice prend instantanément la valeur de la pression atmosphérique; il en résulte une dépression qui se transmet dans toute la masse liquide et provoque une brusque diminution de la poussée que le liquide exerçait sur les parois.
C’est cette dépression que nous nous proposons d'étudier. Nous nous bornerons au cas des mouvements parallèles à un plan fixe, ce qui rendra les calculs moins arides et permettra de les pousser plus loin. Les résultats ne seront pas modifiés d’une façon essentielle. Également dans un but de simplification, nous prendrons la densité du liquide égale à l'unité.
Plan z
Soit donc ACDB la section droite du vase, que nous supposons formé par un cylindre horizontal assez long pour que le mouvement soit identique dans toutes les sections droites. L'orifice sera la portion de paroi cylindrique comprise entre les deux génératrices C et D. Avec les notations usuelles de l'hydrodynamique, les
équations d'Euler et l'équation de continuité s'écrivent dans le cas du mouvement à
deux dimensions :
[ àp du du du PIS PR EE) ET dx y de dy (1) / dp dv dv dv D ——\— —U— —0 = Y—v dy dd dx dy Ge du dv 2) OT dx dy
Ici la seule force est la pesanteur et les vitesses sont nulles, à l'instant considéré ; on a donc (*) :
dp dt he is “ dp ; = —(j —V, | dy J ur HP Tot »' dv Te
c'est-à-dire, en verlu des équations (3) :
2 2 (a re
(ph 9Y) De (P+ gy) = 0: .
dx” Posant p + gy — H, nous aurons AH — 0.
La fonction H est donc une fonction harmonique; il est possible de la déterminer dans le domaine d, car nous connaissons les valeurs qu’elle prend sur certaines parties de la frontière et les valeurs que prend sa dérivée normale sur les autres parties. En effet, sur l'orifice y.,, p est égal à la pression atmosphérique et gy est donné par la forme de la paroi et par la distance de ses points à la surface libre; sur la surface libre w,, p est également la pression atmosphérique et gy est
(*) Indiquons ici, avec M. Langevin et M. Vergne, la liaison étroite qui existe entre la pression et l’accélérotion. ÿ
nul. Sur les parois conservées À, et à,, l'accélération est tangente à la paroi, d’où il résulte que la dérivée normale de son potentiel H est nulle. Celte dernière circonstance, très particulière, va nous permettre de modifier le problème en le rendant plus facile, grâce à l'introduction d’une représentation conforme du domaine d.
Nous avons évidemment le droit de supposer que p représente l'excès de Ja pression sur la pression atmosphérique; et, dans ces conditions, If sera nul sur y,
et égal à gy sur u,, tandis que, sur À, et sur À,, on aura :
{ aH
dan
ot
Pour déterminer cette fonction H, nous lui adjoindrons une fonction harmonique conjuguée FH”, ceci afin que la fonction H + {H" soit une fonction analytique.
Nous aurons done :
dH = s on il en résulte oH' 0) ds d'où, sur ces parois :
Hi Ge:
Comme nous le verrons par la suite, la fonction H'- n'intervient que par ses dérivées et par la différence des valeurs, respectivement constantes, qu’elle prend sur À, et sur À,. Nous pouvons donc choisir ces valeurs arbitrairement, soit zéro sur À, et a sur à,, à élant lié à la largeur de l'orifice CD et à la forme du vase
dH' (9 Mn dsr HETOS
Dès lors le problème proposé se ramène simplement à la détermination, dans un
par la relation
domaine d, d’une fonction analytique H + iH', connaissant les valeurs que prend sa partie réelle H sur certaines frontières du domaine et les valeurs que prend sa partie imaginaire H' sur le reste des frontières.
Ce problème est un de ceux dont la solution complète a été exposée et explicitée
par M. H. Villat, dans un Mémoire sur la résolution de certaines équations intégrales (Acta mathematica, &. XL, pp. 103-178).
Les formules données par M. Villat s'appliquant au cas d'un domaine soit annulaire, soit rectangulaire, nous devons, pour les appliquer, employer une représen{a-
tion conforme et faire correspondre, par exemple, au domaine d du plan z, un
domaine D d’un plan Z, puis chercher dans ce nouveau plan la fonction transfor-:
mée de la fonction H +:H”.
Cette représentation conforme sera plus ou moins fecile à exprimer suivant les
cas, mais nous sommes assurés qu'elle existe si la section du vase constitue un domaine d d’un seul tenant. Nous nous occuperons plus tard de rechercher la fonc-
tion Z(z) qui la définit.
dE Plan Z “3 Lo À, D 22 e fi CUX FiG/"2.
Pour le moment, supposons le domaine D du plan Z constitué par un rectangle ayant un sommet à l'origine, le côté réel correspondant à la paroi amovible y...
Appelons 6, la longueur commune des côtés horizontaux de ce rectangle et — la
longueur des côtés verticaux. Nous prendrons w, et w, comme périodes d'une fonction elliptique pu et toutes les fonctions que nous emploierons jusqu'à nouvel ordre seront déduites de cette fonction pu. : Le côté inférieur du rectangle (Y—0, oX<Zw,) correspondant à la paroi amovible ,, nous désignerons par ®(X) la valeur de gy en un point de cette paroi, exprimée en fonction de l’absisse du point correspondant dans le plan Z.
Ceci posé, nous n'aurons qu'à appliquer la formule donnée par M. Villat dans :
son Mémoire (Loc. cit., p. 156) en y remplaçant simplement par Œ(X), a, zéro et zéro les valeurs que prennent alternativement H et H' sur les parois p,, À, pe 4 Des
et nous trouvons
H + in = os PO IUZ DHL ED] dt — = je a[L(Z = ip) -+ U(Z + id) dt
d’où G) Ho =" PO LUZ —E + KZ +0] dt — Ta 7
avec la condition
mn
: noie Le) L
qui exprime l’uniformité de la fonction dans le domaine.
De l'équation (5) il résulte que a est négatif comme (fl) — gy.
Les équations (3) peuvent s’écrire, comme nous l'avons vu,
are Son Re ; dH dH' v' = — = — dy da ce qui donne ESS dH , .oH D'ERREUR u — iv = — ii = —— —i : or ù dx dx et de là (6) M Su _ ie. _ | 21 (4 Z Si on pose » d(H + iH PHIQ—— Se?
on aura \ Ë az (7) u—1v. = (P RE
Les fonctions P et Q dépendent de la forme de la paroi amovible par l'inter-
dz tion qui définit la représentation conforme du plan z sur le plan Z et qui fait
médiaire de (4); dépend de la forme de la section du vase; c’est cette fonc-
correspondre le domaine D au domaine «.
Pour déterminer commodément celle représentation conforme et expliciter
SA ‘ Ar SN UT as.
la fonction re LE emploierons un procédé très ingénieux indiqué également dz
par M. Villat dans un autre Mémoire (H. Villat, Sur la représentalion des aires doublement connexes, Ann. de l'Éc. normale, juin 1921) pour la résolution de problèmes analogues. Ce procédé consiste à utiliser une interprétation mécanique, qui facilite et rend naturelle la marche des calculs en les rapportant à l'étude du mou-
vement d’un fluide.
Imaginons que nous étendions sur chacun des domaines d et D une couche de fluide homogène, non tourbillonnaire, de densité 1, animée d'un mouvement permanent. Choisissons ce mouvement de telle sorte que, dans le domaine D, parcouru de gauche à droite, les côtés horizontaux du rectangle soient des lignes de courant et les côtés verticaux des lignes équipotentielles. Ce mouvement est évidemment réalisable: la représentation conforme de D sur d. lui fait correspondre un mouvement analogue du fluide étendu sur le domaine d; ce mouvement n’est peut-être pas réalisable physiquement, mais du point de vue du calcul, Son existence est assurée
par l'existence de la fonction z(Z).
Fo À) : À, D À F | mn Plan z Plan Z
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Quoi qu'il en soil, appelons # le potentiel des vitesses du fluide dans le plan z qui contient le domaine d: zéro et +, les valeurs de cette fonction sur x, et », respectivement; 4 la fonction de courant: zéro et +, les valeurs qu'elle prend sur
Let sur p.°
Posons f= 9 + i d'où af RÉ u — iv
en appelant u el v les projections sur les axes de la vitesse du fluide en un point. Si nous posons
dz —iQ 1—i® T ns —_—e —e —e (cos O — i sin O),
nous voyons que T est le logarithme de la vitesse au point d’affixe z et que @ est l'angle que cette vitesse fait avec ox.
Or la vitesse, d'après les hypothèses faites, est langente à la frontière si le point z est sur y, ou sur p,, et normale à la frontière si le point z est sur À, ou sur À}
Donc, si nous connaissons la forme du vase, nous connaissons la partie réelle @ -de (2 sur toutes les frontières du domaine d.
Appelons F4), F(4), F(t) la suite des valeurs de l’inclinaison sur ox de la tangente à la paroi, orientée dans le sens direct; lorsque le point = parcourt respecti-
CAC)
vement les parois 2,, u., et 2,, la paroi 7, étant parcourue dans le sens AC (Jig. 1), c'est-à-dire dans le sens des Y croissant (dans le plan Z), les parois y, et À, dans le sens opposé.
Les valeurs de ©) sont :
sur }, FC) + _ (normale intérieure) sur y, F(4) sur à, F,(E) — — (normale extérieure) sur L, 0
F+zx
./ Fig. 4.
et une autre formule du même Mémoire de M. Villat (Acla math., t. XL, p. 153), auquel nous avons déjà eu recours pour la fonction H +ill', nous donnera la fonction ©). En effet, nous connaissons la partie réelle de Q en chaque point de la frontière d'un rectangle de dimensions 4, et L,. Nous poserons
et nous construirons avec les périodes w, et w, une fonction elliptique pu. Dans ces conditions, la formule de M. Villat donne :
o=2 f'rORG-0-+mia 2 f CO CCET EE CEIL
+ ef (Fu) L =) LEZ ZE D] dt Q=— 7k OUPS “L F,() E,CZ — it) — KZ + à0)] dt
se e EG) [HZ — à) — KZ + it)] dt + = Je AT TE D MA = (TEEN) tar,
Le dernier terme s'écrit :
es
L fU cetie 2 + cut + 9) + Le 2) + EG À Pat
2 Jo
ou, après intégration,
MN OEM C LC) — Log x 2 =
ou
La constante 5w, est imaginaire pure; 5,0, est réel; donc le produit co, 50, 4 +
est négatif el on peut poser
N étant réel et égal à (T. et M. XXXI r)(°)
2 2 e « Jr no (8) Nec eee SHC Mr ON 3 2e 45434 Le dernier terme de Q s'écrit alors :
GAL t Log N = DAC £
IL est inutile d'expliciter la détermination du logarithme, puisque c'est la fonction e” qui,seule importe ici.
D'autre part, les hypothèses faites, en particulier le choix des périodes 2, et 2w,, entraînent l'identité des fonctions f et Z, etona
(:) d'adopterai les notations du Traité de Tannery et Molk sur les fonctions elliptiques (Gauthier-Villars, 4 volumes) et je rappellerai leurs formules par le double numéro qui les désigne dans cet ouvrage, précédé des lettres T. et M.
Ce qui fait que la représentation conforme du plan z sur le plan Z s'exprime par la fonction Z(z), solution de l'équation différentielle
L' i ; LE De De T7 Ne ps $ DA D CZ ALT D SN Jon ÉTaUs CAC
nm ; i
— — je (EE) [HZ — it) = (7 Lit) dt.
T Oo
Les équations (4), (6) et (9) résolvent le problème proposé dans le cas le plus général. La connaissance de la forme du vase et de la position de l'orifice, en explicitant les fonctions F(t), F4), F,(6) et D(4, permettra, dans des cas très simples, de pousser les calculs jusqu'au bout.
Remarquons ici que les fonctions F({) et d(E) dépendent toutes les deux de la
forme de la paroi , et ne sont pas par conséquent indépendantes l’une de l’autre. On a
s PE) = gy
F(D = arctg _
d'où PU CR ARE d (b) re = TE — q tan g F(E) dx D'(0 — g tang F() "
dx dz et on sait que —— est la partie réelle de :
q Tr partie ré € ).
En particulier, si la paroi y, est plane et horizontale, à la distance de la surface libre u,, on a
(4) RU gh, (D) — 0, FES :0$
e dZ 7 »
Cette remarque suppose que la fonction FE a un sens pour Y — 0}10Ùu; d'une
façon plus générale, lorsque le point z se trouve sur l’une des frontières du domaine. C'est bien ce qui résulte des calculs exposés dans le Mémoire cité et dont la formule appliquée par nous n’est que la conclusion (‘), et la fonction ©, dont la partie réelle est connue sur les frontières, a pour coefficient de à les expressions suivantes :
(‘) Et qui sont des conséquences directes du Mémoire fondamental consacré par M. Villat à la solution du problème de Dirichlet dans une aire annulaire (Rendiconti del Circolo d Palermo, XXXIIT, 1912, 1° semestre).
1 sur À,, c'est-à-dire pour Z—iY,
ei: De SERRE RE na) RE ARE FALL / FCO FEGN — à — EGY + tjdt / FO EURE = QUES it)] dt
RE pay à AUS Se | “siY suiY LES : SUD nn 2? eme à € À CO + Leg IN ÈS LL FE) GY 1) i Ke ag ten 2° sur u,, c'est-à-dire pour Z=\, ] To ; ë I ne PANNES s , Es == / FE) LR —0—{KX+ d]dt — FO EX — i0 — SX + ü)] dt À pre o î à À it So & HE è 1 Se à PSS ; -_SXS,X ee à FCO [XX — 0 — NX + à)] dt 2 Log rent
° sur À,, c'est-à-dire pour Z=w, +iY,
OS
Tee / RFC ND ES NES dt — / FE) [EGY — it) — YY + à0)] dt
siY os iY |
& … Tè F6) LL GY — it) —K(iY + ù)] dt + Log _…
Certaines intégrales, parmi celles qui sont contenues dans ces expressions, la dernière pour T,, la première pour T,, la deuxième pour T,, sont prises le long d'un chemin d'intégration qui passe par un pôle de l'élément différentiel. L'indétermination qui en résulte n'est qu'apparente et disparaît quand on effectue l'intégration correspondante, à la condition de considérer ces intégrales comme égales à leur valeur principale au sens de Cauchy.
$ 2. — Étude de l'accélération près des bords de l'orifice.
Si la solution du problème proposé ne peut pas être poussée plus loin sans diminuer la généralité des résultats du ‘paragraphe précédent, il est tout de même possible, sans particulariser le problème, de déduire des formules que nous venons d'établir la valeur que prend l'accélération initiale du liquide au hord de l'orifice. Comme la vitesse initiale est nulle, il est important de vérifier si l'accélération est
: Le QUELAUES APPLICATIONS DE L'HSDRODYSAMIQUE. Le F toujours infinie en un bord, car c'est dans ces conditions seulement que on peut S Es conclure que tout le débit initial fonrni par l'orifice provient du bord. “ Pour simplifier le calcul, nous choisissons Le bord C (fig. 1;, qui correspond à E: Yorigine do plan Z dans la représentation conforme emplosée an paragraghe préc ; | cédent. Le calcul se ferait aussi ponr le bord D et donnerait évidemment les mêmes CEE résultats intrinséques.
e. £ _ Nous allons donc étudier ce que devient, au voisinage du point Z—0, le second Pi , cs 4 #- . __ membre de l'équation (6) Es LCR 5 UM + iW} d£ Es ; . (6) KA — i1 —= Tr.
IEEE - À CT _ est bien conns que l'allure de la fonction Q en ua point Z voisin de Ja frontière | du domaine D ne dépend que de la valeur que prend celle fonction aux points de * À a frontière les plus voisins du point Z() Les parties les plus éloignées concourent
4 : ER seulement à la formation d'un terme additif indépendant de la disiance du point Z LES | la frontière voisine et de la forme de celle-ci. On peut done, dans l'équation (9),
be | remplacer Ft) et F1) par leurs valeurs au point A et ar F{1), à condition À > _de multiplier par une constante indéterminée la valeur PRE 2 =, telle qu'elle sera
22 | donnée par le second membre ainsi transformé,
M. Si donc nous appelons 6, et 6, les inclinsisons sur 07 des langentes en C aux En - ohe À, et y, prises une et l'antre dans le sens direct, c'est-à-dire les valeurs de
2 FO « de Fo pour 1—0, l'équation (9) montre qe, quand Æ tend VETS ZÉIO,
. » 7 + 2 f F4 — nasma it fe Wa + ua 101 + | | . 446,1 ë ; * 1 C
ps QE — à — 42 + Hi Vo
“exemple. H. Hi Vlät, Bain de la Si malhémalique, 1955, p. 451. É . 3
on trouve
r Se LEZ NEA NET TNA lin = AR in | Ra ee Ne ( LS) | d: = F, ;
_626,Z \o°w,o°,Z *&.6 "2 189 LA ÉQRS NEN Ue — À, lim (52) SEE 0 * IR = (Me)
=" ACHOE
à : ARE et le coefficient À, est réel et positif, puisque l'allure de la fonction PR. est pas
ce
modifiée. Nous pouvons remarquer que l'indétermination apparente pour Z = 0
des intégrales contenues dans
a disparu dans le calcul.
Étudions maintenant ce que devient l'expression È d(H + iH) PH iQ = — ; tu dZ, : =\ au voisinage du point Z —0.
Nous avons ur ; (4) Hi == / OZ —-D+UZ +0) eZ d'où :
l Pete LT ER | En 7 (H + iH) = L PC Cp — D + p + Djde— 2.
Intégrons par parties l'intégrale du deuxième membre. Nous avons :
/ | P(O [pZ — D + p(Z + D}dt = — P(w,) [ECo, — 7) + Lw, + 2)]
+ PORC ++ 27 a == 9% Po \ a PUR PO à loe [ot AT AT E Z\1 dt Qi 1 fe { dt Le foi Ps , sk te L)] ct
et, en intégrant encore par parties,
J VO DE — D + + DJ dt = ar, Do) + Po) log Este, — 2) (0, + 2)] — D(+0) log Z
+ GA 1) ed (Ho) — D) log [a(é— 2) a(t + 2) dt
où (+ 0) représente la valeur que prend ®’({) quand !/ tend vers zéro par valeurs positives. ;
La valeur de À demande à être déterminée avec précision, car elle servira, dans la suite du calcul, à donner le signe de la quantité u! projection sur ox de l’accélération en un point du liquide près du bord de l’orifice. On peut ramener son calcul
à celui de la détermination du logarithme dans l'intégration (10) se —2)dt = — 1,2 + log 0, + log 5,2 — log 62 + (2X + 1)ix
car la valeur de ‘b({) n'intervient pas dans la détermination de 7.
Pour cela, calculons l'intégrale par un autre procédé qui mettra en évidence la détermination des logarithmes.
Nous savons qu'on a (T. et M. XXXHII 5) :
HO EN NE RE EE De.
° ; DOTE (- — 7 à “ 26, ÿ
ou
4 8 [0 fs RES / \ ; CT f'e-naz té 2 4e (TS) | o D | &, POLE
le chemin d'intégration pour le point v — est celui qui est tracé en trait
plein sur la figure 5.
.… Zw,
coupure
Si nous adoptons pour le logarithme de 5(v) la détermination principale, qui possède une partie imaginaire comprise entre — x et +7 (F. el M. 1. I, p. 160), la figure montre que
t—Z\ 7e" TEA RENTE o © — opt |} — lors | lou À, ( 26, ee 8 1 26, ) 8 “a \ 26, J
sans ajouter de multiple de 7.
Mais ; «y es AN î Z Fe 2 Fe re F log 3 Feed + OS) de de Jde —— (TE. et M. XXXIV, 4) Nine ER DRE TC Le Er Z 2.
log z ES) — 108 Lee ir | 26 \ 26
À cause de la détermination choisie pour log 3(v). (Voir Jig. 5.)
Donc, a < (a) f Z V4 :
/ teZZ) Al SI az + los (2) os f ) + à 70 2 20, 20),
les deux logarithmes ayant leurs arguments compris entre o et +. Pour faire apparaître les fonctions log 5w,, log 5,/ et log 52, utilisons les for-
mules ANXIIT de l'ouvrage de Tannery et Molk. Elles donnent
[1 ; log çw, — log 20, + log 3, | — log 3 (0) +
> EL 15 log — log Sp ) nu log COR ENT £
log 62 — logs, Ke
20, o, d'où ; . 1.0 / RÈUE log sw, + log 5,2 — log 54 = © + log 3, —) — log 3, : ? mA DT 260) Ci L car SA (2) 40) a donc
Le 2) dl = log 50, + log 5,2 — log 62 — 1,2 + ix
et en comparant à la valeur obtenue précédemment (10) pour cette intégrale, nous
trouvons
VE
ce qui permet d'écrire ?
RE d LA l à 247
P+HiQ = — PA H +41H}=< e PO TP — D + pZ + Ddt+ =
ie Ë DURE, ; ; oi = Po) + Po) 6e fe, = 2) 56, EN _ DP'(+ o) log 6Z
- fra 24” Te / D"(0) log [al — Z) st + Z)] dt + Pnes DP'(+ 0).
LR T
QUELQUES APPLIGATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. 21: En un point de l'orifice 4,, très près du bord C, on peut poser Z = (cos < + i sin &) e et < étant des infiniments petits du premier ordre; si donc on pose MSIE
X est un infiniment petit du premier ordre, tandis que Y est du second ordre,
On peut donc écrire
: Y\ — 105 X los ner) og HE AS 2 qu
£ st
= log X — NT
et, dans la valeur de Q, remplacer log 52 par log X. On aura finalement P — —d'"(+o)
ol Q,= ——1P"(— 0) log X + iR
en désignant par R une fonction réelle, non nulle, finie, et par P, et Q, les fonctions P et Q prises au voisinage d’un bord et très près de l'orifice.
Il résulte des calculs précédents que, en un point voisin du bord C de l’orifice, la fonction
"— iv! P + iQ) 2 u'— iv — iQ) — , É ( EE Lie qui est liée d’une façon évidente à l'accélération initiale de la particule liquide située
en ce point, a la même limite que
(ti) AE EC 0) (: + log À) + in Z
lorsque Z tend vers zéro.
La quantité D'(+o), qui joue ici un rôle important, est indépendante de Ja position du point Z et ne dépend que de la forme de la paroi amovible CD au voi- .sinage du bord C. Elle a pour expression dy ds
d(+ 0) — im JR
ds étant l'élément d’arc de la courbe CD. Nous supposons bien entendw que cette
courbe admet au point C une tangente bien déterminée. Dans ce cas, d'(+ o}
existe, est finie et a pour valeur
| L / ds g sin 0, lim os ax e
TON Si POS on a aussi
Ceci posé, nous pouvons examiner les cas qui se présentent suivant les valeurs de l'angle que la paroi du vase fait au point C, angle qui a pour mesure 6, — 6,. a) Si TH 6, —0,>—, on à
RENE T
et le facteur .
tend vers zéro avec Z.
Il en est de même de u' et de v', et on peut dire :
L'accélération initiale est NULLE en un point très voisin du bord de l'orifice, si l'angle
de la paroi amovible et de la paroi fixe en ce point est supérieur à un angle droit. ‘
b) Si
on à
nel Mie (0 AE T
et le facteur
tee) VA FT augmente indéfiniment quand Z tend vers zéro.
L'accéléralion iniliale est iNriNig en un point très voisin du bord de l'orifice, si l'angle de la paroi amovible et de la parot fixe en ce point est inférieur à un angle droit.
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. 23 Dans le cas particulier où
P'(+ o) = 0, c'est-à-dire quand la tangente à la paroi w, au point CG est horizontale, w’ est nul. Mais comme v’ est tout de même infini, l'accélération est encore infinie; elle est, de plus, verticale.
c) Si
on a
ue À nm CS moi = ta T
u'— iv = —A,d'(+ 0) —iA, E log X P'(+ 0) — R |.
_ Si, quand X tend vers zéro par valeurs positives, le produit P'(X) log X
tend vers une limite finie, ce qui a lieu en particulier si ®'(X) est un infiniment petit du premier ordre pour X positif, l'accélération au point G est finie et verticale.
Si D'(X) ne tend pas vers zéro avec X, l'accélération est infinie et oblique.
Donc, si l'angle de la paroi amovible et de la paroi fixe est droit, l'accélération en un point très voisin du bord est finie et verticale si la langente à la paroi amovible en ce point est horizontale. Elle est infinie et oblique dans le cas contraire.
Comme tout le liquide part du repos, seules les particules qui ont une accélération infinie acquièrent en un instant très court une vitesse finie. Le débit initial de l’orifice est donc constitué par de telles particules, et l'affirmation que ce débit initial provient entièrement des bords ne sera justifiée que dans certains cas, comme nous venons de le voir.
Dans les cas que nous venôns de délimiter au cours de la discussion précédente, cas pour lesquels le débit initial provient des bords de l'orifice, on peut supposer que cet orifice est brusquement refermé après un intervalle de temps très court. Les particules liquides qui possédaient une accélération infinie ont seules quitté le vase et forment une nappe linéaire, rectiligne, simple ou double suivant que l'un des deux bords seulement ou tous les deux satisfont aux conditions énoncées; celte nappe tombe verticalement si l'accélération initiale est verticale, sinon elle décrit un cylindre à génératrices horizontales et à section parabolique.
Les résultats précédents paraissent s'étendre, tout au moins dans une première
approximation, au cas où le récipient a une forme quelconque, qui ne permet pas
d'utiliser la théorie des mouvements parallèles à un plau fixe et de profiter des simplifications qu’elle autorise. Tout au moins.dans le cas des orifices limités par des courbes ne présentant pas de points anguleux, par des cercles, par exemple, il semble qu'on puisse appliquer à chaque point M du bord de l'orifice les résultats intrinsèques de la discussion précédente, avec la différence que les sections de la paroi fixe et de la paroi amovible par le plan normal à la tangente en M joueront le rôle des lignes ?, el nu.
Il s'ajoute un phénomène secondaire, produit probablement par le frottement des particules liquides sur les bords des parois fixes; ces particules prennent un mouvement de rotation très rapide et produisent un anneau de tourbillon. Ce phénomène se réalise pratiquement dans la compression brusque des parois d’un récipient en tôle mince, rempli de vin, percé d'un orifice circulaire, que l'on a préalablement plongé dans un bassin rempli d'eau. Cette compression brusque produit sur les particules liquides qui, près de l’orifice, sont au contact de l’eau, le même effet qu'une brusque dépression par suppression d’une paroi amovible, et il y à un anneau de vin qui progresse dans l’eau suivant les lois bien connues des anneaux de tourbillon (CF. Vergne, Bullelin des Sciences mathémaliques, 1920, p. 220).
On se trouve en effet dans le cas où
ESC, = O
et l'accélération initiale est infinie sur les bords.
$ 3. — Étude d'un cas particulier.
Nous allons appliquer ces calculs et les pousser jusqu’au bout dans le cas d’un vase symétrique, de fond horizontal, limité de part et d'autre par des parois planes inclinées d'un angle + sur le fond et dont la dimension parallèle au plan de symétrie est assez grande pour que le problème puisse être traité à deux dimensions seulement dans une section droite, si elle n’est pas trop voisine d’une extrémité du
vase. L'orifice découpé dans le fond du vase présente les mêmes symétries que celui-ci . Soit À la hauteur du liquide dans le vase; l'équation (4) s'écrit :
241, 1 pi
DAS Did
. Acer, h T4 HR E / KO
avec la condition (5)
— ho, = MES A f2 B -a +a Plan z PRES PR PES 3 FiG. 6 ou ; Soir SUR Lo, Fe Se Plan Z F1G. 7 d’où EG) s(Z TO) 1 NA DV oe PL AR nEa A feme j G(Z — w,) id
ro,
Pour la détermination du logarithme qui figure au second membre de celte équation, on opère comme plus haut (page 19) et on trouve aw, 247%
HET (— ir + 21,1) — ;
zu,
y, SE :
Gun, DU NE à s AGP or) Lo, TU), D'où ; . AZ (12) H+iN = — gh + i—.
PEN
En particulier
sur * 0, H — — gh, HS ÿ VeL ) aY sur À, XE=0, H — —gh——, EME w, a : À sur À, NÉE RSS H= — gh— —, a SNS [Q) On a d'autre part, en vertu de l'équation (9), de LT Dre, Le Etc) — = — ———— 0 d?, N 65,256,2 en posant # L=if —:lZ—in—iZ+int, t
D ren
DE
Bac
RE 3 a A ID SEL) dé
e to
et en appelant 4, l’ordonnée, dans le plan Z du point E de la paroi À, et du point
F de la paroi à, qui correspondent aux points anguleux de ces parois dans le plan z. On a
OP
RUE sf EG 2) ECG 2) LC DE QUES Ad
De 5(Z — On) 6(Z + ©.) 6,(Z —- ®,) cs (Z + ©.) 7 6(Z —il,)o(Z + il) 6,2 — it,)5,(Z + it.) pe — (50,6,0,6,26,2) 7 (Zo,Zi, oil, —6,20,2 6,û, sil.) (02 6,2 cit, sit, + 6,2 6,2 it, sit,) Ce ME NN):
AR — (60, 6,0,5,2 6,2) 7. Milieu) (Le sit, su) — & Log et G see os) ES Ces ne 625,2 herns ci, su, Se VHS 6,46,4 7 Lait eit, / d'où CHERS SE AE NS DS NES AE AR AT SAV AN OS ET Ne 2 $ Giksi] ( ee 4 : ) - Tite , NES 6,/6,2, su, Gt, dz D Sy : Re. ; Fe AE (CATACATA) UC UT
en posant d — 62 6,2 VAL /6 , ! 2 3 = su, sl, PL 4 su, 5,U, Passons aux fonctions 3, en posant Z ES ; 210]
SAO)S\O)N FD) SD
J 5 == 20), MT = Flex = — CV AOFOREAOEFAU) f : \ en écrivant ; ; 5,(0) 5, (0 (13) M SLA 3',(0) 3,(0) ve 3,(v) 3,(v) SU D}S
Construisons les fonctions elliptiques de période ee 6,3 les formules XLVII, 3
de Tannery et Molk donnent
ce qui est, en vertu des formules LXXI (T. et M.),
Vk Sn (Ko | ur o.) , \ >
k et K étant le module et la demi-période réelle de ces nouvelles fonctions. D'où
F2 2K [0 d—cVK sf z tes 0)
On)
et, de même, on aurait | a cat 2K 2: u) q o RC V FEES il, | LE ; o) 3 Ÿ œ, 2.
(‘) Transformation de Landen; il suffirait d'écrire Z(2v, 27), sn(4Kv, 27), etc.; sans spécifier la valeur des périodes; mais ainsi la suite des calculs est plus claire.
Nous pouvons poser
2 K 7 7 Co) $ 2100 pe PER A et, dès lors, 20 24. >. T=—20 La dz y EAN EE ROMEO Sa NE Te N OS USER SERRE fl; SnZ'(Sn°Z'— Sn°7",) ou encore LA dz a r71/Q 271 RUE 7 à À ee (14) FAR BSaZ'{(Sn°Z' — Sn°7",) en posant PES 2% 24 T=—2 04% SALE RE ee = [On / Fr é ë TA Tu y 2 (19) B——"=—N (o,u, 6, il,) C k
et en remarquant que SnZ', est imaginaire pure, Z', étant compris entre o et 1K”.
(K 2K+iK’
F2K+#iy° Plan Z°
Fic. 8.
Nous avons noté en passant que K et se rapportaient aux fonctions elliptiques
de périodes —- et w,. Si donc on appelle e,, e,, e, les racines de l'équation roue
p'U|v,,w,) = 0 et E,, E,, E, les racines de l'équation (Q) P'(u | TS w,) = 0,
on à
(16) K= VE —E, = =t(Ve, Ze, + Ve, —e)
en vertu des formules XXXVI, 4 et XLVIL, 4 (T. et M.)et
5 (0) (0) Le Va ve
4 Oo) 2,0 —, 0, IN PAS À DST =——— Vk ne ( ) | > o.) Le V0 . SO) GA Ve, AS ex Es Ve, AE e,
en vertu des formules XXXVII, 1, XLVIT, 4 et XXX VI, 4 de l'ouvrage de: Tannery et Molk.
Nous avons trouvé
— —= BSnZ' (Sn 2 — Sn) © A (Sn SA ee
Or,ona
SIN CEUX avec P(Y') > 0 et
ir
Sn(X La) 7 FrP(Y);
il en résulte que :
a) Si le point Z' est sur l’un des segments EC, CD, EF, l'expression
Sn°Z'— Sn°Z/, est réelle et positive, et l’on à sur CD dz réel sur FC dz = —P (Y'yaY' sur DF EE AE à
P(Y”) étant une fonction réelle et positive de Y”. b) Si le point Z' est l’un des segments AE ou FB, l'expression Sn°Z'— Sn 2", est réelle et négative, et l'on a
sur ÀE (LE AREER OR ESA? À sur BF dev Pie" d\!
P, étant une fonction réelle et positive de Y’.
Nous avons donc :
H Lil ’ oz Fe NUL) — Er — = — 1—_— Le SRE S g° 2K 6 dz BSn Z'(Sn2Z' RTE \ BST AUS EST dZ; \ S et l'équation »
PA € d(H + 1H) d£' ETES dl — dz donne A SRE ANASR L'EASR LS LEE
aiK BSaZ'
qui fournit la solution du problème.
Dans le plan Z'(Jig. 8), ce sont les points Z'=0o et Z'—2K qui correspondent
aux bords de l’orifice. Or, en chacun de ces points on a
SALE TU
Donc, dans le cas général, u' et y’ sont infinis aux points situés près des bords de l’orifice. Ces résultats sont bien en concordance avec ceux que nous avons déjà obtenus au paragraphe précédent, puisque ici l’angle des parois est nul.
Le seul cas exceptionnel est celui où
Sn L, — O0.
| Il correspond uniquement à LEO
: ARE Fe _.
puisque Z”, est compris entre o el 1K”.
Ce cas correspond donc à
Les points E et C, F et D coïncident deux à deux et le fond du vase tout entier est amovible et constitue l'orifice.
On a alors
Nous voyons que l'accélération est nulle ou infinie suivant que l'angle « est
supérieur ou inférieur à un angle droit.
van
on à
et l'accélération est verticale.
Tout ceci est encore conforme aux résultats de la discussion du paragraphe précédent.
L'extension de ces résultats à des. problèmes nécessitant l'emploi des trois dimensions, en particulier au cas des vases ayant la forme d’un tronc de cône, est intuitive. Si, dans un tel vase, on supprime brusquement le fond, le débit initial proviendra où non du pourtour de l'orifice suivant que celui-ci est constitué par la
petite où par la grande base du tronc de cône.
S 4. — Étude particulière de la dépression.
Nous avons appelé H(z) la valeur de la dépression instantanée qui se fait sentir au point z du liquide au moment où l’orifice y, est découvert, de telle sorte que la pression en ce point passe brusquement de la valeur — gy à la valeur ”
abstraction faite de la pression atmosphérique qui ne change pas. : Cette fonction H est négative en tout point du liquide, sa valeur absolue décroit à mesure que le point z s'éloigne de l’orifice u.,, et elle atteint la valeur zéro quand
Je point est sur la surface libre y...
Pour le vérifier facilement, supposons d’abord la paroi mobile x, horizontale,
de telle sorte que
PO = — 4h.
Nous avons vu plus haut que l'équation (4) donne dans ce cas
à \ NY A > H+iH = — gh+i— = OUR d'où aY
H = — gh — (= X KI)" Pad
BERGE
et que la condition (3) s'écrit
ae — gha, == —— ce qui permet d'écrire H sous R forme gà (18) li - ——(o, — 2Ÿ).
wo.
Sur cette équation, on voit parfaitement comment varie H quand on s'éloigne de l'orifice, c'est-à-dire quand iY varie de © à «.. Le cas où là paroi u, n'est pas horizontale se ramène à celui-ci par l'application
à l'intégrale
AREUOIR CEE RUE)
du théorème de la moyenne généralisé.
Soient M et m le maximum et le minimum de là fonction (D lorsque t varie de © à «w,; l'intégrale considérée sera comprise entre les limites
og \ RA—D + 2 +0] à |
et
m / À KG — D + NZ + D] t
LRU
et comme 4({) est fini et continu dans l'intervalle indiqué, il existe une valeur à, de { telle que
x PORC D +12 +0) à = A) / RE + +de.
On à alors
: i à H +iH'— — PA) (— x + 27,2) — sa Z
d'où « Y (19) = D) — {NE )r, + ère). -
Comme x, et x, sont positifs, d{4,) et a négatifs, on voit que H est négatif et
, “ à " à décroit en valeur absolue quand Y augmente de o à =.
Si nous appliquons également le théorème de la moyenne à l'intégrale
he P(0) dt
nous pouvons écrire la condition (5) sous la forme
en appelant {, une valeur du paramètre comprise entre o et w,.
Nous en tirons
i LU) a = "+ (1)
OZ
et l'expression (19) s'écrit
L \É H — P(L,) Re Nu |) MDI (4) 3% |:
Si l'orifice w, est disposé de telle sorte que la cote de ses points varie dans de faibles limites, {, et {, sont sûrement très voisins l’un de l’autre; nous pouvons
alors poser D(4,) — PL) = <
et écrire
©, — iY "na © (20) H = D) ——— + 2 SET We G) Late) 3 3 en utilisant la relalion bien connue is TORRES D — EE
En particulier, pour un orifice très petit, on a à peu près, quelle que soit sa forme et son orientation,
(21) H — d(1,) MITA
OP
équation tout à fait analogue à l'équation (18).
La variation de la largeur de l’orifice ouvert doit avoir aussi une influence sur la valeur de la dépression H en un point donné; mais cette influence est très difficile à mettre en évidence sur les formules générales, les modifications qui en résultent pour les fonctions æ(f), F(#), F(0, F,(4) étant impossibles à exprimer dans Ja plupart des cas. M
Nous devons donc nous borner aux cas les plus simples, ceux pour lesquels l'équation (21) représente le phénomène d’une façon assez approchée. Nous pourrons en outre, sans trôp diminuer la généralité de la solution, supposer l'élargissement de l'ouverture pratiqué de telle sorte que la valeur de D(t,) ne soit pas modifiée.
Dès lors, la fonction H varie comme le rapport
NY — w, PT
(07 eo,
puisque — (/,) est positif.
De la façon dont nous avons choisi (Cf. $ 1) les périodes w, et w,, il résulte d'une façon évidente que le rapport
Lu,
varie en raison inverse de la largeur de l’orifice; nous pouvons choisir dans tous les cas la même longueur w, pour les côtés horizontaux du rectangle; c'est donc w, qui varie en sens inverse de la largeur de l’orifice. Mais la variation de Y est plus difficile à déterminer.
En effet, nous avons déterminé le domaine D par la condition que son côté inférieur corresponde point par point à la partie amovible y, de la paroi. Si cette partie ne reste pas identique à elle-même, en grandeur et position, la représentation conforme du domaine d sur le nouveau rectangle D’ est complètement modifiée. Cependant, si nous admettons que l’orifice CD est simplement élargi en MN (Jig. 9), de telle sorte que la formule (21) reste applicable etque (4) garde la même valeur, nous pourrons voir ce que devient I pour les points les plus éloignés ou les plus rapprochés de l’orifice. |
FiG. 9.
Pour les points éloignés de l’oritice, la représentation conforme sur un rectangle AMNB est très voisine de la représentation sur un rectangle ACDB, car la partie de la frontière sur laquelle porte la modificalion est trop éloignée pour avoir de l'influence sur l'allure de la fonction Z(z) dans cette région. Done Y est voisin
CES
de Se et Y' voisin de —+, La différence &Y —«. n’est pas modifiée sensiblement,
; 3 EN — 0, : Eu
et ———— croît avec la largeur de l’orifice.
Où
Donc, loin de l'orifice, la dépression instantanée augmente (en valeur absolue) quand la largeur de l’orifice augmente. Bien entendu, à la surface libre elle reste nulle-(Y—«.), d'où cette attirance vers le bas de l’eau superficielle, qui s'ajoute au
frottement le long des parois pour donner naissance aux tourbillons. gl
Fauee IV Pour les points rapprochés de l'orifice, — el
sont l’un et l'autre très petits Q@) (On 3 3
. 4 . s , iN , . nr 2 vis-à-vis de 1 el par conséquent —-— 1 n'est pas sensiblement modifié par lélar-
gissement de l'ouverture. Donc, près de l'orifice, la dépression en un point est indé-
pendante de la largeur de l'orifice (”).
Considérons maintenant la poussée subie par une paroi, résultante des pressions normales exercées par le liquide sur chacun des éléments de cette paroi. Cette poussée éprouvera, au moment de l'ouverture de l'orifice, une variation négative: chaque élément de paroï sera soumis à une percussion dirigée de dehors en dedans.
Soit ds un élément d'arc de la section droite de la paroi (4, ou à,); sur cet élément s'exerce une percussion élémentaire Hds, dont les projections sur les axes 0%
et oy ont pour expressions respectivement *
P,— Hds cos (n, x’) P:=—=" Has cos (n, y)
n désignant Ja normale extérieure et æ' et y! les parallèles aux axes ox et oÿ.
Fi. 10.
Sur la figure 10, il est évident que | P,=—= Hds cos (0) — =) SH SION Hay pe se cos (x— f{(Y)) = — Hds cos J(Y) = — Hd
(:) Si l’on se déplace le long d’une paroi, À, par exemple, la dépression augmente de C
as N!
à M (fig. 9), puisque HE est croissant et = o),
nul. Entre M et À, il semble naturel de
Le ) 3
ù Là supposer qu'elle est décroissante, du moins pour une paroi à courbure très peu prononcée.
el si nous posons
DT) 1 De ER Le il vient : Te } ; £ PR las P = H(dy —idx) — —1\Hdz = —1H- 47.
L d?, Sur une paroi À, OU À,, On à EN d’où 11 ARR S P = H — dY.
dZ, sur À,, On à dz Ti + —nH(Fi4T) ; —LTiFs a — ES ie az, sur À,, On à dz —T, + 0e) Tati _ De — — ie dZ
T, et T, sont les valeurs que prend la partie imaginaire de la fonction Q; nous avons donné plus haut leurs expressions en fonction de Y (page 16).
La percussion exercée sur la paroi sera, pour }, et pour ?,,
og
PART Ce de = — TE IL, e lo+iFo dY [e}
car, dans la première équation (22), nous devons prendre dY avec le signe —, pour parcourir À, dans le sens direct.
Si le vase est symétrique par rapport à un plan vertical perpendiculaire au plan du tableau et si l'orifice est également symétrique par rapport à ce plan, on a
bo, — D = DD, (23) Fo, — 0 = — F(D, RENE.
Dans ces conditions, on démontre facilement que
af ee
En effet, sur }, on a 2,6,
et 3 SR d'où
nl eur 6 ë:
H, = — . DE) fée VENT) RRrE CMDT dt he RUN AS
ou, en posant :
H =" Po, — 6) [K (iY + 6) + EGY — Ù + 26,)] FEUX Lee + iY) — ai T
=> f" (6) [E(EY + 6) Æ EY — 6) a+ f” DO) ha T o T o Tr
en vertu de la condition (5) et de la relation inv OP CEE De même,
Ps JE FCO [RGY — D — (Y + 0)] dt
siY ciY SN oi |
r = F(0) LEGY — à) = CAN à) CGX — it) — GX + à] dt + Log ÎN T [e) Le dE AE) RE AD AU Mar) dé T )
ENS? 6h | ol
+— PE à RGO LEON — à) — E(GY + i0 + EC —i) — ON + D] dt + Log ir Jo À
En posant comme plus haut
DEEE li 0 le premier terme de T, s'écrit :
“E 5 Fo, — 6) [EGY E 0) — LGY — 0 + 20,)] dt T /o
ou encore, en vertu des relations (23),
= f” F(0) [ECGY — 0) — EG + 0)] dé Pete u f” F(6) d9.
Done T, ne diffère de T, que par l’adjonction du terme
2% To s PAL / F(6) do
qui est nul en vertu de la relation (23) :
Fo, — 0) = — F(6).
Nous avons donc, dans le cas du vase symétrique, D LEP UE &, — +, et nous sommes ramenés au calcul de l'intégrale
De
1e RU) à Le]
Si nous voulons particulariser le problème encore davantage, nous supposerons que les parois À, el à, sont constituées par des surfaces planes; le vase a alors la
forme d'une auge (/ig. 11).
Fic-"rr
Ceci revient à supposer
F() = + +, F()=S 6: PO = — gh,
el nous savons que le profil du vase peut être représenté dans un plan Z sur un. domaine rectangulaire, de telle sorte que l’on ait
/ 20 RE Er AMINE ER .
aY gh HE RE PT A !
gh— = ER Y),
B étant une quantité réelle et positive qui dépend de w, et de «,.
Sur À, On a SniY = iS(Y)
en posant Sn(\|K”,tK)
= $ 4 Ca IK' ik) Y)
S(Y) est une fonction réelle qui varie de o à + quand Y varie de o
On a donc
DUR
e —" — BS(Y)
Sur }, on a 24 VÆ \ ide DRE { 7) == BS. à ) °e k ) X 177% d’où
iehBe # fx — 2, = TS — RON SON Ne
RP Sie = f (K'— Y)S(Y) © dY.
K Le) Les composantes horizontales sont opposées :
ghB re a, = + sin [7 (KE VS ST L7T dY:
les composantes verticales sont égales :
Nous sommes ramenés au calcul de l'intégrale
RULES LÉ NME RS) IN cie ( \ Cn(N CHOIRLER :
qui devient, en posant RÉVES UE
MT Le RGRro KT IKTS 4 le, LATE Tee du; o _ Sa(u|K",:K)
ho J. BERGE.
k'_estle module complémentaire de la fonction Sn(u|K', iK); c'est donc le module /: de la fonction Sn(u]K,iK') que nous avons déjà considéré et qui entre dans l’expression de B.
Si nous appelons 1 l'intégrale ci-dessus, nous aurons
ê FRET Ie Sp SIN %, (4 =) K' Bk &,—= 9h — 1 cos «.
Le facteur Bk° , que nous appellerons D, se simplifie dans le cas envisagé
actuellement et s'exprime au moyen des périodes w, et w,. On a. en effet, en fai-
sant {,—0o dans l'équation (15),
GC est donné par l'équation (13), N par l'équation (8); en leur appliquant les relations XXXVI de Tannery et Molk, on trouve facilement
C=—= Ne ss
d'où
RES Lo, 1 1 LA Sue Et 24 De ho, K°
| ce Les relations CX, et CX, de T. et M. permettent d'exprimer lé quotient :
Rte 2 oirt x :
en fonction de Q=g —e “. Quant à r,0,, la relation X, donne son expression
Ü . e wo, en fonction de —, 6)
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. ha
Dans le cas où «x —-, D et 1 se simplifient. On trouve
Lt 1 D?
® OR hK° k K' Ke 2K°6°.
RE UWU—=—=-—-, [a] 2 see () ; et enfin 0), D==; Di
La percussion est horizontale et a pour valeur
Nous voyons qu'elle est indépendante de w,, c’est-à-dire de la largeur du vase. C'est le résultat qu'on aurait trouvé en appliquant directement l’équation (18) et en remarquant que les quantités À et w, sont indépendantes de la largeur du vase,
ainsi que la variable Y. De telle sorte que
Dee Le Dre re = RE HaY = gh—+.
On peut en outre supposer que les domaines d et D coïncident, ce qui donne
—=— à, h° Es"
Cette formule sera homogène si nous rétablissons au deuxième membre la densité du liquide (que l’on a supposée égale à l’unité), car £ représente une force
appliquée sur une bande de paroi de longueur h et de largeur 1.
COMPRESSION INSTANTANÉE DANS UN LIQUIDE
S 1. — Position du problème.
Nous laissons tomber à plat, sur la surface d’un liquide en équilibre dans un vase immobile, une pièce de monnaie circulaire, de dimensions petites par rapport à la distance de ses bords aux parois du vase et à la profondeur de celui-ci; nous Ÿ
aurons ainsi le droit de considérer ce liquide comme indéfini (fig. 12).
IÉRQUSR
La force vive de la pièce se trouve, après le choc, répartie entre la pièce et le liquide; chaque particule de ce dernier reçoit une compression instantanée, de telle sorte que celles de ces particules qui sont à la surface prennent un mouvement ascendant et produisent des « éclaboussements ».
Pour analyser ce phénomène, choisissons un système de coordonnées ayant pour origine le point o de la surface du liquide qui coïncide, au début du choc, avec le centre de la face inférieure de la pièce de monnaie, et pour axes trois axes rectangulaires passant par ce point, l'axe oz étant vertical et dirigé vers le bas.
Le choc produit une percussion qui se transmet instantanément à toute la masse liquide; pendant la durée + de cette percussion, la pression en un point M(æ, V2)
de la masse liquide acquiert une valeur p(æ, y, 2) qui, en certains points, peut être
\ L LI très grande et de l'ordre de —; nous poserons TC
P(x, y, z) — J : p(&, ÿ, 2) dl
et cette fonction P recevra le nom de percussion de pression au point M.
La vitesse du point M étant nulle pendant la percussion, les équations d'Euler
donnent / dp
a dE
(24) LES De dy S dp
(| + eu = —w",
où nous avons pris la densité du liquide égale à 1, grâce à un choix d'unités convenable.
Nous appelons W la vitesse (verticale) de translation de la pièce à l'instant du choc, W, sa vitesse après le choc (à l'instant +), V(u,v,w) la vitesse après le choc
de la particule liquide située en M.
Se ANT, :
(25) 10 v'dt = v, Le 1 w'dl = w.
Oo
L'intégrale [où est négligeable, ,
ce qui permet d'écrire les équations (24) sous la forme
On a
dP dæ dP : ARE (26) dy , . dP dZ
Si nous portons ces valeurs de u, v, w dans l'équation de continuité
du an dw mr, = == O,
ù dx dy 2
celle équation devient
Mb PP P2 SP
27) ET PE S dy”
Î dX® :
dz qui n'est autre que l'équation de Laplace.
Donc la fonction P, potentiel de la fonction V, est une fonction harmonique dans toute la masse liquide. Elle est nulle en tous les points de la surface qui ne sont pas au moment du choc au contact de la pièce, puisque la pression en ces points reste égale à la pression atmosphérique: elle est nulle également aux points intérieurs du liquide qui sont assez éloignés de l'origine pour que V y soit nul: car pour tous ces points la fonction P est constante et égale à la valeur qu'elle prend aux points de la surface, c'est-à-dire à zéro. »
De plus, tous les points de la surface du liquide qui sont au contact de la pièce pendant la percussion prennent la même vitesse verticale W,, égale à celle que la
pièce prend après le choc. On a donc pour tous ces points
Nous n'avons pas tenu compte de la viscosité. Il est facile de montrer, avec M. Vergne, que son influence est effectivement négligeable.
Remplaçons les équations d'Euler (24) par les équations de Navier,
. dp UP = — u' + rAu, È LES
{ à ot cp LA" 4 (24 bis) re + Av, op ; ee = — 0 +<g+nAw,
dans lesquelles x désigne le coefficient de viscosité du liquide. Le terme
£ L [sut .
el les termes analogues étant négligeables, nous voyons que l'on tire toujours les équations (26) et l'équation (27) de l'équation (24 bis).
S 2. — Recherche de la percussion.
La fonction harmonique P est donc déterminée en tous les points de la masse du liquide; elle est nulle en tous les points de la frontière de ce domaine, sauf aux points d’une certaine surface circulaire plane pour lesquels on connaît sa dérivée normale — W,.
Soit C le rayon de la pièce; considérons toutes les quadriques de révolution dont le cerele focal a pour équations
z 2 2 TS FX CID),
AZ AS
Les méridiennes de ces surfaces ont pour équations, dans les plans passant par oz
ra z°
(28) man
ER D + LA À =" 2 10 0 0h
Q à Ces SA
ce sont des coniques homofocales se coupant à angle droit.
Pour } =>0, ce sont des ellipses réelles; Pour o> >> — 6, ce sont des hyperboles; Pour 2 — 6°, ce sont des ellipses imaginaires.
Par un point M{Y,2) passent deux coniques; les paramètres correspondant sont , , 1 . x ,» 4 ,* les deux racines de l'équation (28), qui s'écrit, si on l’ordonne par rapport à l'in-
connue z :
(29) D —(Y + —c)i— cr —o.
Soient 7. et w les racines de cette équation; l’une est positive, l’autre comprise
entre o et —c*, etona
(30) A (31) Xp = — C2 x d'où mp (32) D = e ; à …
PAT É 3 (À C° (u 2 c° (33) MUR pr EE TRENEEN)
Le point M pourra donc être défini par les valeurs des paramètres des deux
quadriques de révolution qui passent en ce point et par la valeur y d’un paramètre
d'orientation, tel que , . (æ — Y cos y, (34) -
l Y "9 Sn.
Si dans P(x, y, z) nous remplaçons &, y, z par leurs valeurs en fonction des paramètres À, w et v, nous obtenons une nouvelle fonction Q(A,u,v) qui, par raison de symétrie, ne contiendra pas le paramètre y; car le phénomène est le même dans tout plan passant par oz, quelle que soit son orientation.
Cette fonction Q(à, &.v)(") doit satisfaire à l'équation de’Laplace (27)
dQ 25 MONO (35) dx? + dy + dz? 0
et aux diverses conditions aux limites que nous avons énoncées au sujet de la fonc-
tion P.
En employant les notations usuelles
Fe A A LORPAE 2=() +0) +(5).:
AB
’ dx F dy dz° el en remarquant que \ dx du — — — O di dx dx
(car les surfaces sont orthogonales), l'équation (35) s'écrit
| 2 YQ 1Q Q 36 NS TE Ne ee = eo RE DANSE PEN EE
Les équations (30) et (31) donnent :
M n n du du du dx dy dz 2 dæ dy dz 87) === Se LS Fe fe , \x Ày (c + ))z À—u — px — pÿ —(c +u)z d
(‘) Considérée comme fonction de x, y, z par l'intermédiaire de À, u et ».
d À 2) Su dX* TU EVE à | 5 Ÿ ?
dx APE (À — y) dx AE 2À SU F dy” pas Tee u. (À — u) ; d'A … 9(c +) S(C +HA)(+u) , . DRE RENE nPL(NES we?
(38) à ( H) US ou Bu) S dx u — ) (u — )) , du 2u. 8.) É RE VE dy ue — } (u—)2) * ?
æ dy. Dr 2(c* + u.) 8(E* + À) (c° + a) 7 dz” ue — À (nu — 2) ds / /, Cr? ,2 a L e BAC + À 2 NL CR) À "y A u(c* Ada AREAS ri EX (39) s 2(C° + 3x see s NV | 2(C° + 3u) AU = ————— |.
0 \ bd > À :
L'équation (36) devientfquand on remplace A2, A,), Au, À,u par les expressions ci-dessus : |
à Q 7 2910 ù à (40) QUE + D) 2 — ouf + y) = + (cc + 3à) noue (c° +3) ee 10 L'RAn S du. ; dÀ du.
S 3. — Intégration de l'équation de Laplace.
Cette équation se décompose dans le cas où la solution cherchée est un produit
de deux fonctions dépendant chacune d’une seule variable, c'est-à-dire si nous posons
QC, u) = JQ) : o(u)
et il vient
E est évidemment indépendant de À et de x, done constant. A chaque valeur de E correspondent les équations /
au + + (ee ES) f —Ef—-0 \ \ ù \( J ?
{ aute + u) 2" + (e° + Su) 2 — Es — 0.
Les conditions aux limites vont nous renseigner sur la forme des fonctions JA)
et s{u) qui sont susceptibles de satisfaire à ces conditions tout en vérifiant les conditions (42) :
#) A la surface du liquide, en dehors du cercle de centre o et de rayon €,
km —0O; on doit avoir P—o quelque soit À; donc 5(0o}—=0.
b) Aux points du liquide suffisamment éloignés de l'origine, À— + ; on doit avoir P—o quel que soit x: done
non nul, et
€) Aux points du cercle de centre o et de rayon €, À—o; on doit avoir P fini, àP
Or,
dP ù 2 dQ à RSS
al EE A OR RU (CHIC D AVEREE
Due « ——— ss. CL SE . à } ne PIRE NS
dë dÀ àz Qu d2 à FE °° CG — x)
Puisque /(o) est fini, le terme s'.f.(e +u)
s'annule pour À — 0.
Done le terme
V— du
| ne LU ce w , —/
nul, indépendant de x. Ceci exige que La deuxième des équations (42) est vérifiée par une fonction de cette forme si on donne à E la valeur 1; la première de ces équations devient alors 2(C + +(+3)f—f—=0o.
Sachant qu'elle admet la solution particulière
f=Vrà
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIOUE. hg
nous trouverons facilement son intégrale générale
AIS A | 1 + VA arcig V£ | + B V2
d’où
DR el; LV rois v’ + vi) :
en appelant K et K' deux nouvelles constantes arbitraires. Les conditions aux limites permettent de les déterminer si on suppose connue Ja vitesse finale W, de la pièce de monnaie. En effet :
a) Q(à,0)—o est vérifié;
b) Q(+,o)=o est vérifié si K'—-——,
À VE 7 ARS : TS car — | arctg — — à a pour limite — ; quand } augmente indéfiniment; C C 2
| va Va = F|2V=w,, : + —— |1 + — arclg — — — se INC C C 20 | (à — y) Pour X=—=0; PA + ùz ve 2 d'où Le ha A 4 rar k A _svi : Lo ÊÆ ae re Re c EE" ec
Remanque. — Nous pouvons remarquer ici que les équations
e à 49 < V0, À 0, ‘ 1 + } Se E
sé (28) y* 2° D G ——— + —— 1] —=0, u<TO, + d d
bO J. BERGE.
auraient pu être écrites sous la forme
} à Re TE MR ET SRE AN = Un) CR, SAN,
Ni > à
nm Aou “ * € FE À 0, cos u, SIN u,
en choisissant des paramètres X, el uw, liés à À et à x par les relations
\=CSRk d s = — esin LL * On aurait eu & == CGAÀ, COS uv, COS y, y = CGR, cos u, Si v, = CSA, Sin»,
et un calcul tout à fait analogue à celui que nous avons fait nous aurait fourni la
fonction
OS We. SCT EQE: rh (43 bis) Q,= —— sin u,| 1 + ShÀ, arctg (SAX,) — 7 SA,
qui est identique à la fonction Q (équation (43)). Le seul avantage de cette méthode est d'exprimer commodèment les coordonnées
d'un point en fonction des paramètres.
S 4. — Calcul de W,.
Nous avons vu au paragraphe précédent que le problème serait entièrement résolu si nous connaissions W,, puisque l'équation (43) donne, en«chaque point de la masse du liquide, là valeur de la percussion de pression subie par là particule qui y est située; et nous savons en déduire, grâce aux équations (26), la vitesse de celle particule au bout du temps =.
La théorie des percussions va nous permettre de calculer W, en fonction de la masse M de la pièce de monnaie et de sa vilesse W au moment du choe.
La variation de la quantité de mouvement à pour projection sur oz
+ MW, —W).
Soit Q(u) — Q(0, x) la valeur commune de la percussion subie par les points du cercle de gorge, de rayon Y', de l’hyperboloïde correspondant à la valeur y du paramètre. La percussion subie par un anneau circulaire de rayons Y et Y + dY aura pour valeur
2rY Q (a) dY
et comme on à (formule (33))
ii UE l'An
la percussion totale sur la face inférieure de la pièce de monnaie aura pour valeur
+e Q,(u.) du.
Mais on a
poste,
gs
On trouve facilement, pour la résultante des percussions, (44) PE Lo W:
Nous devons écrire que cette résultante est égale à la variation de la quantité de
mouvement, ce qui donne
(45) +MW,—W) = — 3 CNW Nous rendrons celte formule homogène en rétablissant au second membre la densité du liquide, que nous appellerons :. Nous pouvons remplacer M par sa
valeur reed, en désignant par e l'épaisseur et par d la densité de la pièce. Et nous
aurons W (46) W Le TAC 0 HR TT
Donc, la vitesse après le choc est proportionnelle à la vitesse avant le choc et lui est toujours inférieure; elle croît avec la densité de la pièce et avec son épaisseur, mais décroît quand le diamètre augmente. Comme la vitesse de la pièce avant le
choc, elle est proportionnelle à la racine carrée de la hauteur de chute.
Le DB
$ 5. — Vitesses après le choc.
La vitesse W, étant ainsi bien déterminée, nous pouvons revenir aux formules (26) qui donnent l'état des vitesses dans le liquide immédiatement après le choc
LEP PRE VER > RC ae OO ES D , dP* .: 2W.c En ) 2 RER dy rm (X—u)(c + à) dP a Wie Va C V À WI — nee à dz Aa QE 5 C À —u
avec L'==1\7c0s v; = SM % (À + c°) (ue + Cr) == RARE UN D TR .
Ces formules permettent de déterminer exactement, en tout point du liquide, la vitesse de La particule liquide qui y est située. Les particules qui sont au contact de la pièce ont une vitesse verticale W, et celles qui sont situées sur la surface libre UPPER ET ELU —<-, c'est-à-dire BA/2X qui est d'autant plus grande que À est plus petit, ou que la partieule est plus rap-
(u —0o) ont une vitesse verticale ascendante qui croît comme
prochée de la pièce.
Cette vitesse très grande des particules liquides situées au bord de la pièce est la cause du phénomène des éclaboussements. Les gouttelettes sont projetées verticalement avec une vitesse qui est fhéoriquement infinie, mais qui, pratiquement, est finie et d'autant plus grande que le produit
; W RES ’ I A TERA © | 3x d.e est plus grand. 2
Ce produit augmente avec le rayon ec de la pièce de monnaie et aussi, bien
entendu, avec la vitesse de chute W.
Les formules (43) permettent, en outre, d'étudier comment varie la vitesse à l'iutérieur du liquide à l'instant =; cette étude est particulièrement facile pour les points situés sur l'axe oz, pour lesquels on a
CPC REER, U= V = O, SANT Z cz w = tee EE C CH comme dv ES I REG W, + 22 ?
dz "(É+LZT
on voit que w décroît rapidement quand z augfnente.
Pour z=—c, on trouve == oo WW;
pour Z—2€,
S 6. — Lignes de courant.
Les lignes de courant sont représentées par les équations
d'a L'ATESdz
En chacun de leurs points elles sont tangentes à la vitesse de la particule liquide située en ce point. Par symétrie, elles sont situées dans des plans passant par l'axe vertical oz et nous pouvons nous contenter d'étudier celles qui sont dans le plan
zoæ et qui sont représentées par l'équation
9) Due
u et w ayant les valeurs (47).
Cote Àu pare.
d'où É CEA c*) dx + (À + €?) du LS AC où EC) (ui eV 2°
ui + du
dz ER me 2CV— Àu
L’équation (48) s'écrit, en éliminant x et z :
Où + ec?) du + (u + €?) dà udx + ) dy.
+ (y + €?) “Are ; a Va ET ve @— y) — cv |
ou encore
| du.
Va (À + c°) | (£ — arclg ES (A — y) —c vi | + CÂ(u + ch
ee x + (ue + €) | 2 (=- arctg È ) (Qi — u) — ex + ca | Ie 0 .
qui devient, après simplification et division par le facteur À — , we 7 à VX (£ — are V2) = du 2 C p ————— = — = Œx .
7 À ad (= — arcig 25 VA (À + €) — € Ke C |
ds 5 ( | œ A Re Ba Va (= — arclg =) AA :
2 Pme REEro AE
” donc
ANR TA cd
pæ+ co NAN lr 7 = (À + c°) | ( — ete V2) Va (À + €) — |
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. 59 d’où SU < cd log (u + ce) (À + €) — = LEE 2 Rec EL T ) Eu / % = (À + €”) (T arctg N'ADEC Lo Ate:
Posons À = Ca Lg D.
d\ = 26° \g afr + Lg x) du, l'intégrale ci-dessus devient :
Pre I > 24 1 + tg'æ + == rs à Fe Lo & (E—a)o + tgt0 gs OP AN sr 2 2 IEEE
ee / 1 + COS 2% on
Te 2% -SUUIY
en posant encore
FN YE il vient FE COST 2 log (u + €) (À + €) = Je ET dy = — log (y — sin y), y — sin y
— — log | =— 2 arcig ee — sin (2 arctg A ; VA ac a]
— — log | x — 2 arctg — — ——— |, | 8 CES
Les lignes de courant ont donc pour équation
(49) (u + c°) | e — arclg Le (X + €) —c vi =,
C étant une constante arbitraire.
La ligne de courant qui part de l’origine correspond à C—o. Le facteur
” nt /X Es ee — arcte =) (À + c)—c Va
ne s’annule jamais, car, au facteur près, on peut l'écrire
Tr — 94 — Sin (rx — 2%) CO.
Cette ligne de courant a donc pour équation
c'est dire qu’elle est confondue avec l'axe oz.
Considérons maintenant une ligne de courant quelconque; soient 19 EC. DRAC
les abscisses des points M, et M,; où elle rencontre ox. On a
LE ECS RO :
D ce REC WA OS
En posant
il vient
par exemple, pour *
on a
, — 0,09 C environ.
Cet exemple montre que le point M, se rapproche très rapidement du point o. lorsque le point M, s'éloigne du bord de la pièce (fig. 13). La tangente au point M, a pour coefficient angulaire (équations (47))
( Vu Ve + x, uw RE MR en Es Ne,
u an 2%.
et la tangente au point M, est verticale, car (2) == 00. ” u 10
w : L me :
Comme ee reste fini et continu entre ces limites, la courbe a, dans sa partie
située à droite de oz, la forme représentée par la figure 13.
A o Mo DC M, S
Fic. 13.
Le maximum de z correspond à w —0o, c'est-à-dire
À et w étant liés par la relation
(50) (uw + c°) [a + c°) (= — arctg is — € | = : (PET ARTS
Éliminant y entre ces deux équations, on trouve, par une réduction facile,
| a + €) (Z—arctg v} —cvi) | 2 e 4 RSS
(51) à ao
T L À — — ArELg — 2 8 C
-D'après l'équation (50), lorsque u + c* croît de o à +”, le facteur
T VEN AVE
* décroît par valeurs positives. Mais la dérivée de cette expression est égale à — dx,
à un facteur positif près; donc, sur une ligne de courant, À va toujours croissant de zéro à l'infini.
Dans ces conditions, le premier membre de l'équation (51) est positif et décrois- . y _ T 2-12 sant; il ne passe donc qu'une fois par la valeur METE
La forme de la courbe est donc, à ce point de vue, celle que représente la figure 13.
S -. — Énergie cinétique du liquide (‘).
Par définition, L'énergie cinétique du liquide Fexprime par l'intégrale triple, étendue à toute la masse du liquide,
k S= f (+2 +) dm
qu'on peut écrire, en vertu des équations (26),
QE di èP\° dP \° dP\ = S = 6 / / Î | { RL +(— \ ti | |dxdyd.
AIS AN: \ ay RE Pa ùP 2P P k Comme —, ——, = tendent rapidement vers 28r quand le poini +,y,t AK a oY Q2
s'éloigne de l’origine, nous pouvons appliquer utilement la formule de Green au volume d'une demi-sphère de rayon très grand limitée par le plan x0y, ce qui donne
Eu admettant que la fonction P et ses dérivées s'annulent assez rapidement à l'infini pour que l'intégrale relative à la surface de la demi-sphère tende vers zéro quand son yon augmente, on peut dire que la percussion P est nulle sur toute là surface S, &uf À l'intérieur d’un cercle (e),
x +—-e—=0, (e) ; ( T—=9, où on à al — = W,.
ur aW = VE — a — y.
() Dans ce paragraphe, je n'ai pu que suivre de lès près les développements de l'article déjà cité de M. H, Vergne. Bien que la forme du corps qui tombe sur le liquide soit diffé route, les résultats intrinsèques sont peu différents, comme M. Vergne l'avait fort bien prévu bi annoncé.
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. 5g Donc
rés HORTERA RE (52) EN = ec W”,
c'est-à-dire, en vertu de l'équation (45), rendue homogène par l'introduction de + au second membre,
(53) & = MW,(W — W,).
Soient MW°, MW, la force vive de la pièce avant et après le choc; on aura
: W,/ EE = SS ] ee MW: W À W /°
BAR
En se rappelant l'équation (46),
46) D (4 ) W A En
on voit que ces deux quotients sont indépendants de W et, par suite, de la hauteur de chute de la pièce. Le premier est maximum quand
L'én W, 1 We WE Te.
c'est-à-dire quand CR TIR Pt SEAT
Donc, la fraction de l'énergie de la pièce de monnaie qui est transmise au liquide sous forme d'énergie cinétique est maximum lorsque l’on a
; à ! Ce Le second rapport est égal à —— — —.
* TL ESC Ces remarques confirment l'expérience de tous les jours au sujet des éclaboussements. 1Is sont d'autant plus importants, pour un objet plat, de masse donnée, que cet objet est plus large el moins épais.
6o J. BERGE.
S S. — Cas d'un objet long et étroit.
La méthode que nous venons d'employer s'applique aussi au cas d'un objet long et étroit (poutre, planche) tombant dans l'eau verticalement et à plat. On retrouve alors des résultats déjà connus.
Nous prendrons un système d'axes oxyz, oz vertical dirigé vers le bas, ox per-
pendiculaire et oy parallèle à la grande dimension de l'objet (fig. 1%).
Daws les plans parallèles à æoz, nous considérerons les coniques
(54) —— +——1—0, CLEA À
20 étant la largeur de l'objet; et nous définirons chaque point de l'espace par son ordonnée y et par les paramètres À et « des deux coniques (54) qui passent par ce point. |
Soit Q(à.u) ce que devient la percussion P, exprimée au moyen de ces paramètres. On trouve
Co vo 1Q x ‘ AP = (6° + À) —>— au(c* + u) & + (ec? + 2à) LOT + au) = == 0: À du . à EN + t OA cb.
Si on pose
QG, u) = FO) . o(u) cette équation se décompose en deux équations différentielles :
2 (C + NF" + (c + ai) f'—Ef—0o, au(e° + pe) ®" + (c° + au) ®” — Ey — 0.
Par un calcul très facile, analogue à celui qué nous avons déjà fait au para-
graphe 3, on trouve
0 SA AGE Va) VE — CW (GR, — Sh),) Sin p
Le théorème des quantités de mouvement donne, en appelant / la longueur de l'objet,
ji —M(W,—W)=1 / Q.dx
avec Q. = W,V—u = W, Ve x d'où l LA MW ME ae Comme ici
M — 2/ced
-on a finalement : ;
We HUE EP À
La distribution des vitesses est donnée par les équations
TU ere rs SA \+e Ret
CENT À— um :
+ et les lignes de courant à l'instant + ont pour équation différentielle
dx LC — dz 4, VAE ee) Se en
d’où nous tirons, par un calcul facile,
dÀ a" dy Ven or
Pour résoudre cette équation, posons
nous trouvons
ou encore, en posant
s Q Se (o2) > A >
PA (2/1 D Le] Fe
te
COS ue Gien:
Ces courbes ont la même forme que celles que nous avons étudiées au paragraphe 6 et qui sont représentées sur la figure 15. L'énergie cinétiqne se calcule et s’étudie comme au paragraphe 7 et on trouve
des résultats tout à fait analogues.
$ 9. — Remarque sur le ricochet.
Nous venons d'étudier la chute verticale d’une pièce de monnaie sur la surface d’un liquide. L'expérience montre que si cette même pièce arrive à la surface sous une incidence très faible, elle ne pénètre pas, mais rebondit.
La percussion reçue par le liquide a été la même, compte tenu de la composante verticale W de la vitesse V du projectile, et tout ce que nous avons dit précédemment sur les percussions de pression et l'énergie cinétique du liquide reste vrai.
Mais nous avons supposé que la percussion finissait à l'instant + où la vitesse W avait atteint la valeur W,, égale à celle des particules liquides au contacte Or, pour des valeurs suffisamment petites de W, le déplacement vertical de la pièce pendant la percussion est si faible que la surface du liquide n’est pas crevée, maïs seulement déprimée. ,
Dès lors, à la percussion envisagée plus haut succède une deuxième percussion qui tend à diminuer encore la vitesse W, jusqu’à changer son signe. Cette percussion est due à deux forces, dont l’une n'intervenait pas dans la précédente étude : c'est la tension superficicielle du liquide qui tend à rendre à celui-ci sa forme primitive, en restituant le travail absorbé par l'augmentation de l'aire de la surface.
Nous avons au contraire implicitement tenu compte des forces d’élasticité de la couche liquide très mince qui, refoulée par la pièce de monnaie, a été comprimée
avant l'instant +. En effet, cette couche avait une vitesse inférieure à W,, tandis que la pièce de monnaie avait une vitesse supérieure à W,. Ces forces élastiques produisent un travail négatif avant l'instant + et ensuite un travail positif. Nous en avons tenu compte d'une façon globale en supposant que la couche liquide n'avait pas été comprimée.
Les constantes physiques relatives à la tension superficielle et à l’élasticité des liquides sont mal connues et les calculs que nous tenterions reposeraient sur des données bien fragiles, mais nous pouvons affirmer que les considérations ci-dessus justifient le ricochet et permettent de prévoir quelles circonstances le faciliteront.
Nous avons déjà vu qu'il exigeait une vitesse verticale W très faible. Mais la percussion qui le produit doit être très forte; il faut donc une grande vitesse V,. On pourra satisfaire à ces conditions en lançant le projectile avec force, dans une direction horizontale, d’un point situé près de la surface du liquide.
Enfin le ricochet sera facilité si Le liquide est doué d’une forte tension superficielle et d'une faible compressibilité.
ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE A TRAVERS UN TUBE DE BORDA
Nous avons étudié, dans la première partie de ce travail, les accélérations initiales que prennent les diverses particules d'un liquide au repos dans un vase lors. A qu'un orifice est brusquement ouvert dans la paroi de ce vase. La répartition des vitesses, dans le même liquide considéré au moment où som mouvement d'écoulement est devenu permanent, a été étudiée, dès 1908, par M. U. Cisotti (Rend. del Cire. di Palermo, t. XXV, p. 179), qui en a donné une solution explicite dans le cas d'un vase à deux dimensions de profil polygonal. Parmi les cas particuliers considérés, l'un des plus intéressants est celui du vase à cinq côtés, dont le profil présente la forme connue sous le nom de « tube de Borda » (fig. 15). -
A SEA Ne | ae | core J NES B C ;
Fi&. 15.
Depuis lors, M. H. Villat, donnant une nouvelle extension à la notion de surface de discontinuité à l'intérieur d'un fluide en mouvement, a montré l'existence de solutions multiples dans de nombreux problèmes d'hydrodynamique; la question se pose de savoir si la solution donnée par M. U. Cisotti est la seule.
M. Cisotti a noté que la vitesse au fond du vase est pratiquement nulle lorsque la hauteur du tube orifice est assez grande par rapport à la largeur du vase. Le mouvement d'écoulement peut être représenté par le schéma ci-dessous, les parties hachurées étant des zones de fluide au repos ou en état de mouvement tourbillonnaire
lent.
Proposons-nous de déterminer les points P et Q et la forme des lignes à et (Jig. 16).
LU
FIG er 0:
Eu appliquant le principe des images, nous pouvons supposer une cloison fluide X'X, coupant le vase en deux portions symétriques, et étudier seulement l’une des portions.
FIG
Négligeons l’action du liquide situé très haut dans le vase. Le demi-plan est divisé en trois domaines :
fe
(\) liquide en mouvement:
(E) liquide en repos; (C) fluide en repos, sous la pression constante p,.
Nous supposons le liquide incompressible, de densité 1, sa vitesse à l'infini dans
le jet égale à l'unité.
Nous rapportons le demi-plan de la figure 17 à un système d’axes rectangulaires,
ox suivant \'X, oy faisant un angle + - avec ox, et nous posons
ASE ERA dec u dy ù) ds Ta ds V”
Y étant la vitesse du point d'’affixe z.
Soient + et ? le potentiel des vitesses et la fonction de courant.
Î—= o +rb Nous supposons qu'au point D HE 0 et nous posons df à = U—i0 — UwW dz d'où les conditions : s 1 À l'infini dans le jet Ho a —=X, HEm°0—0; lim: |f| =; 3
2° Sur la ligne de courant OO, 1©,u
3° Sur la ligne de courant X'X % — +, (constante à déterminer); 4° Dans tout le domaine (V) Lee À
On devra donc avoir en tout point V 1: en particulier sur & On aura V—7 2 ES ?
et, sur, WV=—=e7- (45 0): ,
5° Le flux à travers une section normale du jet, assez éloigné du vase, est mesuré
par la largeur RS, et comme on a
a UN
Ib / udy — / dy —=%,, CN AN
mr
nous choisissons Ÿ,—-— en fixant l'unité de longueur en conséquence.
Le domaine (V) du plan z est représenté conformément sur le domaine (B) du
plan f (fig. 18) par la relation
+- Pe
est une fonction analytique de f dans le domaine (B) et que
On sait que
le problème revient à la détermination de cette fonction.
Fic. 18 On pose Were, Q= 0 FiT;:
d’où V — er ; :
u + iÙ e.
Pour déterminer Q, représentons le domaine (B) sur un domaine rectangulaire
par les relations (55), (56), (57) ci-dessous :
(55) —— L log $.
Plan S XX, À %, b PRET TTT ETAT OC HE Er0 (656) ae ES CE.
A 3 Plan U 111113 LL & y 8 ( “2 À w, X’X Fic. 20
et, en posant
[ Er P + nr = 1 A ?
(56 bis) SR ent 2 n ) —1+m CAE :
3 7 du
(57) ET, —, > = Va(u eue) (ne)
c'est-à-dire u—p{.
Plan
Wa 2 &, + WA Ft (R) À . XX’ A Fa
HIG RON
QUELQUES APPLICATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. 69 Il en résulte finälement que la relation . (58) 2f = Log [1 --/4(pZ — e.)] fait correspondre point par point le domaine (B) du plan / an domaine (R) du plan Z. R Reste à construire la fonction Q(Z).
-100 : Sur les côtés successifs du rectangle R, parcouru en laissant à gauche le do- BE Le maine (R), nous avons Cl à _ LTREURE G=%; HERO O= 7; NES EE: d'où (H. Villat, Acta Mathematica, t. XL, p. 156) 4 ” à SA So : ai en è : he :
0D=—i force rnarT fe + Le rime o T © :
36 PT, avec la condition d'uniformité | + Pa. Ÿ « i | d = <CERS on - LOUE LÉ à rs fa f dl , A ES 0 o #2 ce qui donne = Pa ‘à to 6 2159) J e Er LAON k , #0, - Z PA OZ) = — 7 0), - - On a donc à Ë è ; A V{Go) LISE re en " ; E = ae i MP y avec :
68) af = Logli—4(pl—e,)].
PRE SR. fe) à Le problème revient à la détermination de w, et de w,. Car ces valeurs permettent de calculer e,, e,. e, et, par leur intermédiaire, p et q (équations 56 bis). Si
nous nous reportons à l'équation (55), nous voyons que les points P et Q sont = alors connus si on a déterminé la fonction J(2). Or celle-ci sera elle-même connue _siona w, et w,, Car nous avons ainsi la représentation de (V) sur (R) et par con-
_ séquent sur (B). ; -
CENT AR ee
Mais w, et w, sont indéterminés, ou plutôt leur rapport + est indéterminé, car il est évident que le rapport seul des dimensions du rectangle (R) intervient dans la représentation conforme, et aucune condition ne nous permet de le déterminer.
Le problème tout entier reste indéterminé, et nous avons une solution bien définie, physiquement acceptable, pour chaque valeur que nous donnerons arbitrairement au module + des fonctions elliptiques introduites.
A chaque solution correspondra une position des points P et Q et une configuration de la ligne À qui les joint. Lorsque la ligne À viendra toucher entre B et C la paroi inférieure du vase, le problème ne pourra plus être mis en équations par le même procédé, car il ne sera pas possible de masser l'ensemble des parois solides
sur deux segments seulement de la frontière.
Pt in
DEUXIÈME PARTIE
Compression instantanée dans un liquide.
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