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Il PRÉFACE.
grande importance des identités algébriques. Souvent de beaux théorèmes de Mathématiques ne sont que des traductions, en langage ordinaire, de simples identités. Dans les Questions d'Algèbre , quelques théorèmes nouveaux ont été démontrés parce moyen. Mais le meilleur parti qu'on y a tiré des identités, c'est dans l'application qui en a été faite à l'étude directe de la variation de certaines fonctions qui se présentent à chaque instant dans la discussion des problèmes élémentaires.
Les méthodes pour la discussion des problèmes, dont un aperçu avait déjà été donné dans mes précédents ouvrages, ont été développées avec le plus grand soin. Je suis heureux d'avoir ici l'occasion de reconnaître que j'ai puisé la première idée de ces méthodes dans les leçons de M. Sturm (*) à qui j'ai d'ailleurs d'autres obligations, comme on pourra s'en assurer plus d'une fois.
Qu'il me soit permis aussi d'appeler l'attention sur le sixième et le septième chapitre de la seconde partie, qui contiennent l'analyse du premier volume de V Arithmétique universelle de Newton. De plus, dans les mêmes chapitres, j'ai fait quelques emprunts aux auteurs Anglais et Allemands contemporains.
Enfin, je dois dire que, dans ma pensée, mes trois livres sur la Géométrie, la Trigonométrie et l'Algèbre ne forment véritablement qu'un seul ouvrage, dont le but principal est de mettre en lumière les rapports intimes de ces trois parties des Mathématiques.
(*) Voyez Problème l, chapitre VÏII, 2« partie, page 3^8.
ERRATA
Page 32, ligne 2, au lieu de nouvelle lisez ancienne.
Page 38, lignes 10 et 16, au lieu de inégalité (40) lisez égalité (40|.
Page 87, ligne 13, R (*) « < a?' et a; > x" lisez a; > a;' et a; < a;".
Page 114, ligne 3, R, au lieu de z^ [z,t) — lisez r, [z, — e).
Page 175, ligne 12, au lieu d'équation (4) lisez équation (3).
Page 186, ligne 8, au lieu de premier membre lisez second membre.
Page 192, ligne 10, au lieu de .^M. lisez ^"^~ ^^ .
4^/* (pi
Page 192, ligne 11, au lieu de f lisez — ^.
Page 196, ligne 13, R, au lieu de (214) lisez (223).
Page 198, ligne 3, R, au lieu de (276) lisez (295).
Page 214, ligne 10, R, au lieu de tels que les angles opposés aux bases soient Irirectangles et aient leurs sommets sur les hauteurs correspondantes, lisez tels que les angles opposés aux bases soient Irirectangles.
Page 264, ligne 6, au lieu de m — 2 lisez m — 3.
Page 272, ligne 5, R, au lieu de n» 222 lisez n» 231.
Page 338, lignes 13 et 19, au lieu de Q lisez P.
Page 350, ligne 5, au lieu de m^ lisez a^.
Page 382, ligne 10, au lieu de m — n lisez n — m.
Page 391, ligne 3, R, au lieu de 57, lisez 59.
(*f La lettre R veut dire qu'il faut compter les lignes en remontant.
MOTIONS PRÉLIMINAIRES ET CALCUL ALGÉBRIQUE
PROGRAMME
But de l'algèbre. — Emploi des lettres et des signei^. ~DéliDitions ; moDome, coefficient, polynôme, termes a'mblables. — Calcul de lu valeur Dumérique d'un monôme ou d'un polynôme. — Réduction des termes semblables. — Objet des opérations algébriques. — Déflnilion générale des quatre opérations élémentaires. - Addlilon. — Addition de deux monômes, d'un polynôme et d'un monôme, de deux polynômes. — souatmcti on. — Soustraction de deux monômes, d'un polynôme et d'un monôme, de deux polynômes. — Hultlpii^ cation. — Multiplication de deux monômes. — Régie des exposants. — Multiplication de deux polynômes. — Règle des signes. — Le produit de plusieurs polynômes homogènes est lui-même homogène. — Cas où les produits partiels se placent les uns au-dessous des autres suivant une régie analogue ù celle que l'on suit dans la Diulliplication des nombres. — Quand les deux facteurs et le produit lui-mPme sont ordonnés par rapport au civissanteB ou décroissantes d'une même lettre, le pren nier terme du produit sont respeclivemrnt les produitE
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et des derniers termes des facteurs. Multiplication de deux polynômes dans desquels plusieurs termes contiennent une lettre avec le même exposant. — Application de la multiplication à la démonstration de
quelques identités algébriques. — Division. — Division de a"*
par a*\ m et n étant des nombres entiers. — Origine de l'exposant zéro. —Division de deux monômes entiers quelconques, — d'un polynôme par un monôme. — Division de deux polynômes. Cas d'impossibilité. — Comment se fait Ja division de deux polynômes dans lesquels plusieurs termes contiennent une même lettre avec le même
exposant. — Division de x^ ± a*" par x zt a. — Fractions al- «ébriques. — Définition d'une fraction. — On complète un quotient algébrique par une fraction en suivant la môme règle qu'en arithmétique. — Une fraction rie change pas de valeur quand on multiplie ou qu'on divise ses deux termes par un même nombre. — Réduction des fractions au même dénominateur. — Règles des quatre opérations élémentaires, elles sont les mêmes qu'en arithmétique. — Démonstration de quelques identités.
Je vais seulement développer quelques parties du programme dont il sera fait usage dans la suite du cours *.
BUT DE l'algèbre. — EMPLOI DE Lk NOTATION ALGÉBRIQUE.
i. L'algèbre a pour objet principal de généraliser les questions sur les nombres. A cet effet, en algèbi'e, on représente les nombres par des lettres et l'on emploie les signes des opérations, déjà en usage dans l'arithmétique. Les premières lettres
.de l'alphabet a, by c , désignent ordinairement les nombres
donnés, et les dernières x, y, g..., les nombres inconnus.
Pour faire immédiatement comprendre ce qu'on entend par une solution générale, et montrer en même temps l'avantage de la notation algébrique, prenons cette question : trouver deux nombres connaissant leur somme et leur différence.
Soient a et Z; la somme et la différence données, x le plus petit des deux nombres inconnus et y le plus grand, les conditions- de l'énoncé conduisent immédiatement aux deux égalités
y=zx+b, x 4- // = a.
En remplaçant dans la seconde y par la valeur que donne la première, on a d'abord'
* Le programme des matières sera toujours mis en tète d'un chapitre, lorsqu'une partie seulement en sera développée.
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puis en retranchant b des deux nombres 2x-\-beta et divisant les deux différences par 2, on obtient
on a ensuite
La solution générale du problème est donnée par les égalités
En traduisant ces égalités en langage ordinaire, on arrive à la règle générale suivante :
Etant données la somme et la différence de deux nombres^ le plus petit et le plus grand s'obtiennent respectivement en prenant la demi-différence et la demi-sommedes deuxnombres donnés.
Les égalités, telles que les égalités (1) et (2), qui donnent la solution générale d'un problème en sont dites les formules,
Z. L'emploi des lettres et des signes est indispensable pour obtenir cette généralité qui est le caractère propre de l'algèbre, mais il importe aussi de remarquer que la notation algébrique présente aussi cet avantage de simplifier l'écriture et le langage, et, par suite, rend les raisonnements plus faciles à suivre.
3. Les formules d'un problème établissant des relations entre des nombres donnés ou inconnus, sans qu'aucune distinction entre eux soit nécessaire, on comprend que plusieurs problèmes puissent être résolus à l'aide d'une même formule. Ainsi, on a vu en arithmétique que, si Ton désigne para un capital, par r le taux pour franc, par t le temps du placement rapporté à l'année et par i l'intérêt du capital a au taux r et pour le temps f , l'intérêt i se calcule par la formule
i = art.
Mais de cette égalité on déduit les trois suivantes :
rt ' at ' or '
et quatre problèmes sont résolus en même temps.
Axiome et principes fondamentausi en al^^bre*
En algèbre, comme en arithmétique, on admet les principes suivants :
1 . La somme de plusieurs nombres a une valeur indépendante de l'ordre des additions.
2. Au lieu d'ajouter à un nombre donné ou d'en retrancher une somme de plusieurs nombres, il revient au même d'ajouter ou de retrancher successivement les différentes parties de la somme.
3. Lorsque plusieurs nombres sont liés entre eux par les signes -{-et — , on peut faire les additions et soustractions successives dans tel ordre que Ton veut, pourvu que les soustractions qui se présentent soient toujours possibles.
Le premier principe est un axiome qu'on ne peut démontrer, mais les deux autres s'en déduisent avec la plus grande facilité.
CALCUL DE LA VALEUR NUMÉRIQUE D'UN POLYNOME
ft. Supposons d'abord que les valeurs numériques des termes du polynôme aient été calculées et représentons-les par les lettres a, b, c, d. Nous aurons, par exemple, à calculer la valeur numérique de l'expression a —b -^ c — rf. Si les opérations sont possibles dans l'ordre indiqué, on les fera telles qu'elles se présentent ; mais, d'après les principes (2) et (3) du n*» 4, on peut aussi additionner les nombres précédés du signe -|-, puis ceux qui sont précédés du signe — , et retrancher la seconde somme de la première.
«. La dernière manière d'opérer nous conduit à cette définition : La valeur numérique d'un polynôme est la différence entre la somme des termes précédés du signe -{- et celle des termes précédés du signe — . Alors un polynôme peut avoir une valeur numérique, même lorsque des soustractions impossibles se présentent. Ainsi, si après avoir calculé les valeurs numériques des termes d'un polynôme; on est conduit à 3 — 7-f-12 — 2, la différence 6 entre 15 et 9 sera la valeur numérique dii polynôme.
7. Dans le cas des soustractions partielles impossibles, comme dans le piemier cas, on peut opérer plus simplement qu'en
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suivant la règlo indiquée par la définition. Pour le faire voir, dans Texpresgion 3 — 7 -}- 12 — 2, mettons, ce qui est maintenant permis, 12 au premier rang, et, pour retrancher 7 de 12-|-3, retranchons d'abord 3 puis 4 ; il restera finalement à retrancher 4 de 12. Alors, dans la pratique, on dira, sans changer Tordre des termes :
On n'attache, bien entendu, aucun sens à la soustraction impossible 3 — 7, mais le signe — mis devant la différence 7 — 3 indique qu'elle doit être retranchée des nombres précédés du signe + qui viennent ensuite.
S. Lorsque dans un polynôme la somme des termes précédés du signe -|- est plus petite que la somme des termes précédés du signe — , la soustraction est impossible, et les calculs indiqués ne présentent plus aucun sens. Aussi supposerons -nous que, dans les polynômes soumis aux opérations, la somme des termes précédés du signe + est la plus grande.
OBJET DES OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES
•. On peut donner la définition générale suivante des quatre opérations élémentaires : ajouter, soustraire, multiplier, ou diviser des monômes ou des polynômes, c'est trouver un monôme ou un polynôme dont la valeur numérique soit égale à la somme, la différence^ le produit ou le quotient des valeurs numériques, des polynômes donnés, quels que soient les rtom^ bres mis à la place des lettres. Alors, les opérations de Talgèbre diffèrent des opérations de même nom en arithmétique, en ce que le résultat des dernières est un nombre, tandis que le résultat des premières n'est qu'une indication d'opérations substituée à une autre.
CALCUL PROPREMENT DIT
f O. Les règles du calcul algébrique, exposées jusqu'ici, supposent que les valeurs attribuées aux lettres sont telles que, dans les polynômes, la somme des termes précédés du signe -fest plus grande que celle des termes précédés du signe — . Mais ordinairement on ne sait pas si cette condition est remplie, et d'ailleurs pour que Talgèbre conserve son caractère de généralité, il importe d'écarter toute restrictionj: c'est ce que Ton fait en généralisant par l'emploi des nombres négatifs le sens de l'expression, valeur d'un polynôme.
it. Origine des nombres nëgpatirB. — En calculant la
valeur d'un polynôme, on a été conduit, lorsqu'une soustraction impossible se présentait, à faire cette soustraction dans l'ordre inverse et à mettre le signe — devant la différence (7). Nous avons dit alors quel sens on devait attachera cette manière de procéder, mais il importe maintenant de considérer isolément, comme symboles opératoires^ les nombres précédés du signe — . On les appelle nombres négatifs ; ils résultent, comme on vient de le dire, d'une soustraction impossible et leur valeur s'obtient en faisant la soustraction dans Tordre inverse^et mettant le signe— devant la différence. Par opposition, les nombres ordinaires qu'on suppose toujours précédés du signe -{- sont appelés nombres positifs.
4)6. AJéflniUon plus (générale de la valeur d*un polynôme. — Désormais la valeur d'un polynôme pourra être positive ou négative. Elle sera toujours la diflérence entre les deux sommes de termes, les uns positifs, les autres négatifs (5); mais
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quand la somme des termes précédés du signe — sera la plus grande, on prendra la différence, d'après la nouvelle règle, et on trouvera un nombre négatif pour valeur du polynôme.
Déflnitton des quatre opérations élémentaires
appliquées aux quantités négatives* — Les quantités négatives n'étant pas des nombres mais de simples symboles opératoires, on ne peut les soumettre au calcul qu'après avoir défini le sens qu'on attribue aux opérations. Nous donnerons la définition générale suivante :
Ajouter^ soustraire^ midtiplier ou diviser des quantités négatives ou positives isolées, c'est soumettre ces quantités aux mêmes règles que si elles étaient des termes depolynome dans chacune des quatre opérations. Le tableau suivant résume les règles relatives au calcul des quantités négatives, telles qu'elles résultent de la définition générale :
(± a) — (± &) = ± a. qr &, (± a)x{±b) = + ab, (± a) x{Zfb) = — ab,
a a rrra a
Dans les égalités précédentes les signes supérieurs sont toujours pris ensemble, et, de même, les signes inférieurs.
14. Principaux avantages de Pemploi des quantités négatives dans le calcul.— On peut remarquer d'abord que, d'après la règle de l'addition des quantités isolées, un polynôme a — 6+^— rf, pouvant s'écrire (-|-c^)-|-(— 6)+(+c)+(— c?), doit maintenant être considéré comme la somme de ses termes. On voit- aussi que les énoncés des règles relatives aux opérations élémentaires peuvent être simplifiés comme il suit :
Pour additionner des polynômes faites la somme de leurs ternes.
Pour soustraire un polynôme d'un autrâ, retranchez des termes de celui-ci les termes du premier.
Pour multiplier deux polynômes, Vun par Vautre^ multipliez tous les termes de Vun par tous les termes de l'autre.
Dans la division de deux polynômes, pour obtenir chaque terme du quotient, divisez le premier terme de chaque divi- 4ende partiel par le premier terme du diviseur.
On voit que la partie des anciens énoncés relative à la règle des signes se trouve maintenant supprimée, la règle des signes étant implicitement contenue dans les règles relatives au calcul des quantités isolées.
ift. Mais le principal avantage de l'emploi des quantités négatives, c'est d*écarter toute restriction en désaccord avec le caractère de généralité de l'algèbre. Ainsi, nous allons montrer que maintenant il n'est plus nécessaire de supposer que, dans les polynômes sur lesquels on opère, la somme des termes positifs est la plus grande. Il suffit, comme on va le voir, de consei-ver l'ancienne définition générale des quatre opérations élémentaires, telle qu elle a été donnée au u"" 9, mais en prenant l'expression, valeur d'un polynôme, dans le nouveau sens, plus général, qui lui a été donné au n» 12. Il est facile alors de vérifier que les anciennes règles subsistent.
AddiUon. — Soient A — B et G — D les deux polynômes à ajouter, A et G représentant les sommes des termes positifs etB et D les sommes des termes négatifs. Quand A et G sont supposés être respectivement plus grands que B et D, la règle de l'addition se trouve exprimée par l'identité
Il faut démontrer maintenant que la règle est générale : je dis, par exemple, qu'elle est enôore vraie quand on a A > B etG<D.
En effet, remplaçant d'abord G — D par — (D — G), on a
Deux cas peuvent se présenter suivant que A — B est égal ou supérieur à G — D ou qu'il est. plus petit que G — D.
Dans le premier cas, on est ramené à la soustraction de deux polynômes telle qu'elle s'était présentée jusqu'ici, et en l'opérant on trouve bien pour résultat le second membre de l'identité (1).
Dans le second cas, on doit faire la soustraction en sens inverse et mettre le signe — devant le résultat, ou, ce qui revient au même, changer les signes de tous les termes : on retrouve encore ainsi le second membre de l'identité (1). La généralisation s'opérerait toujours de la même manière si l'on faisait
d'autres hypothèses sur l'ordre relatif de grandeur de A et B ou de C et D.
eou0tractiôn. — La règle de la soustraction est donnée par ridentité
loi^sque Ton a A >BetC>D. Si ces conditions ne sont pas remplies, on fera la généralisation comme pour l'addition.
AiuitipiicaUon. — On a démontré l'identité
A— B) (C — D)=AC— BC - AD + BD
lorsque A et G sont, respectivement, plus grands que B et D. Examinons maintenant, par exemple, le cas où l'on a A>B et C < D. En remplaçant C — D par — (D — C), et appliquant la règle des signes de la multiplication des monômes, on obtient d'abord
Mais A — 6 et D — G étant positifs, on peut appliquer Tancienne règle, et l'on a ■
A — B) (G — D) = — AD + BD + AG— BG
et l'identité (3) est démontrée. On ferait de même pour les autres cas.
Division. —Si l'on désigne, respectivement, par A, B,Q, H le dividende, le diviseur, le quotient et le reste d'une division algébrique, on a
(4) A - K= BQ ;
alors les règles de la multiplication et de la division se trouvant exprimées par la même identité, la généralisation est faite, en même temps, pour les deux opérations.
On comprend bien comment on peut avoir à utiliser la généralisation précédente. Si, par exemple, on veut connaître la somme S des termes d'une progression géométrique dont le premier terme est a, le dernier /, et la raison ç, on a vu en arithmétique que la somme des termes pouvait être calculée par l'une ou l'autre des formules
^ _ Iq— a ^_ a-^ Iq ^ — ._ — ^ — — . .
suivant que la progression était croissante ou décroissante. Mais, à l'aide de ce qui vient d'être démontré, les deux formules n'en font plus qu'une seule, puisque les -deux quantités a — Iq ei \ — q étant respectivement égales et de signe contraire h Iq — aetq — 1, le quotient des deux premières est ■ égal au quotient des deux autres.
i«. Autre séné rai Uation. — Dans ce qui précède, on a supposé que Ton donnait aux lettres des valeurs positives, mais on peut faire voir que les identités (I), (2), (3) et (4) sont vraies, quelles que soient les valeurs positives ou négatives attribuées aux lettres.
La vérification est immédiate pour l'addition et la soustraction, et d'après la remarque faite, tout-à-l'heure, sur la division, tout revient à considérer la multiplication. Prenons, par exenlple, la multiplication suivante :
— 10a*a:^ -j- Qa^x' — 4a V
. + \ ha^x'^ — 9a«.r« + 6a'x-^
20a V -- 22a*a7» + 29a^a?'' — 13aV -f 6aTx^
Il s'agit de faire voir que si Ton change a? en — a? dans les deux facteurs et le produit, on aura un nouvelle identité qui sera la conséquence de celle que le calcul a donnée. Remarquons, d'abord, qu'il résulte de la règle de la multiplication
des monômes que ( — .r)"* est égala -j- •^'" o^^ — ^"*> selon que m est pair ou impair : l'identité à vérifier est donc
(hax^ + Za?x^ + ^2a?x^) (— 4a*-.T* — 2f('x* — 3a*j^) = — 20a »J!:'' — 22a*a.« — 29a»a^' — i:]a«a« + 6a'r^^
Tout revient à voir que deux termes semblables dans les deux produits sont égaux et de même signe ,ou égaux et de signe contraire, suivant qu'ils contiennent x avec un exposant pair ou impair.
Soit, par exemple, Iç terme de l'ancien produit — 22a*j;^, ou
a trouvé
(— 3a«a?8) x-4a«a;3+ 5aa^X (— 'Za^x^) = — 22a^x». Dans le second produit, eu remarquant que dans la première
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multiplication les deux facteurs changent de signe, tandis qu'ils le conservent dans la seconde, on obtient
Za*a^ X (— iu^x^) + baa* X (— 2a*a*) = — 22aV ;
ainsi le terme — 2'2a^x^ qui contient x avec un exposant pair est resté le même.
Prenons maintenant le terme -|- 29a* a?^ qui contient a? Avec un exposant impair dans le premier produit. Il provient de la réduction des trois termes qui contiennent x avec l'exposant 7 et qui ont été obtenus, chacun, parla multiplication de deux termes dont l'un contient x avec un exposant pair et Tautre avec un exposant impair. Alors, l'un des facteurs conserve son signe tandis que l'autre le change, et les trois termes changent de signe. Le terme -f- 29fl''^'^ est, par conséquent, remplacé par — îQa^x'^ dans le nouveau produit : la vérification est donc complète.
Dans la division des polynômes on a démontré l'identité
= x"^^' + ax''-'+ a3x"*'+....+a"-r
Changeons a en — a dans cette identité, et supposons d'à* bord m pair, on aura
mm *
^ ^ wj-l „ »«--8 I _o m— 3 m— 1
= x — rtâ? -f-^^ — ^ >
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donc, lorsque m est pair, x" — oT est divisible par t -f~ ^^^ ou voit en même temps quelle est la forme du quotient Si m est impair ^ on trouve une nouvelle identité qui montre que,
lorsque m est impair, x^-j-a^ est divisible par x-|-a, et qui donne en même temps la forme du quotient.
3. Théorème I. — Lorsqu'on divise par le diviseur x — a ii/i polynôme entier et rationnel par rapport à x, le reste de la division indépendant de x est égal au résultat de la substitution de a, à la place de x, dans le polynôme. .
On remarque d'abord que, le diviseur x — a ne contenant x qu*au premier degré, on arrivera toujours à un reste R indépendant de X. Soient Q le quotient correspondant et X le polynôme donné, on a Tidentité
Cette identité ayant lieu, quelque soit rr, subsistera, en particulier, lorsque x sera égal à a. Alors, si l'on désigne par Xa et Qa les résultats de la substitution de a, à la place de a:, dans les deux polynômes X et Q, on aura identiquement
Xa=OxQa + R.
Mais Qa étant une quantité finie, le produit X Q» est nul
et le reste indépendant de a? a pour valeur Xa : c'est ce qu'il fallait démontrer.
Remahque. — L'identité (1) subsiste, quelles que soient les valeurs positives ou négatives attribuées à a. Mais si Ton fait a égal à — a', le diviseur devient a? -|-a' et l'on en conclut que le reste de la division d'un polynôme par x -{-a^ est Xi-o»,.
4. Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme entier et rationnel par rapport à x soit divisible par X — a, a étant positif oii négatif, c'est que le résultat de la substitution de dià x dans le pohjnome, soit égal à zéro.
Ce théorème est une conséquence évidente du précédent.
Remarque. — Les théorèmes I et TI permettent de résoudre
immédiatement la question de la divisibilité de a?"* ± a*" par X ± a.
5. Théorème III. — Si mvpolynome X entier et rationnel par rapport à x est divisible séparément par les binômes x — a et X — b, il est divisible par leur produit (x — a) (x — b).
En eflFet, Q étant un polynôme entier et rationnel par rapport à X, on exprime que X est divisible par a? — a au moyen de l'identité
Mais comme X est divisible par œ — 6 le résultat de la substitution de & à la place de x dans le polynôme est égal à zéro ;
donc(é — a) Q^ est nul aussi en vertu de l'identité (1) qui a lieu, en particulier, pour x égal à b. Or, b -—a n*étant pas nul, Qé est égal à zéro et, par suite, Q est divisible par x — b : alors Q^ désignant le quotient, on a
et si l'on remplace Q par (x — b) Q' dans l'identité (I), il vient
c'est ce qull fallait démontrer.
On étendrait facilement la démonstration au cas d'un nombre quelconque de facteurs.
BINOME
Après avoir développé les règles du calcul algébrique, on peut en faire deux applications très-simples à la démonstration des propriétés des progressions et à la recherche de la formule qui fait connaître le développement de la puissance m d*un binôme. Pour les progressions, je donnerai seulement le programme avec les principales formules.
fS. —Prosi*esBionarUliiuéU(|ue. — Définition. ~ Raison positive ou négative. — Si Ton désigne par a le premier terme d'une progression arithmétique, par r la raison, par l le terme dont le rang est ??, on peut calculer ce terme par la formule
Démontrer, à Taide de cette formule, 1« que la somme de deux termes, à égale distance des extrêmes, est égale à la somme des extrêmes, 2° qu'une progression arithmétique croissante et suflisamment prolongée contient des nombres aussi grands que Ton veut. — Insérer p moyens entre deux nombres a et 6 : la raison de la progression qu'il s'agit d'obtenir est égale à la différence des nombres donnés divisée par p + 1. — Si l'on insère un même nombre de moyens entre les termes consécutifs d'une progression arithmétique, les anciens termes et les nouveaux forment une seufe et même progression. — Si l'on insère p — 1 moyens consécutifs entre les termes d'une progression arithmétique, p' — 1 moyens entre les termes de la nouvelle progression, p"— 1 moyens entre les termes de la dernière, et ainsi de suite, la dernière progression à laquelle on arrivera sera la même que celle qu'on eût immédiatement déduite de
PROGRESSIONS
la proposée en y insérant pp'p^^ ... — 1 moyens. — Connaissant le premier terme a d'une progression arithmétique, le dernier / et le nombre des termes n, on a la somme S de tous les termes par la formule
IS. Progression gpéoinétrique. — Définition. — Raison plus grande ou plus petite que Tunité. — On désigne la raison par q et touies les autres notations sont conservées. — On démontre d'abord la formule
(3) l==Uq''-\
OQ résout ensuite les mêmes problèmes et on démontre les mêmes théorèmes que pour les progressions arithmétiques ; seulement on emploie la formule (3) au lieu de k formule (Ij. — On fait usage, pour calculer la somme S des termes de la progression de Tune ou l'autre des formules
,4^ ' S=i^Ilf, (5} S = ^^l^fi.. '
Quand la progression géométrique est décroissante et indéfiniment
prolongée, la somme S a une limite, et cette limite est
90. Gomme application de la règle de la multiplication algébrique, nous allons faire connaître la formule qui donne le développement de la puissance m d'un binôme. Mais auparavant il faut traiter quelques questions dont la solution est du reste très-utile à connaître dans diverses parties des mathématiques.
»i. i%.rran9ement8. — On appelle arrangements de m lettres r h r les différents résultats qu'on obtient en écrivant r quelconques de ces m lettres, les unes à la suite des autres, de toutes les manières possibles. Ainsi, par exemple, les arrangements de trois lettres a^b^c, deux à deux, sont a&, ac, ba. bc, ca, cb.
Observation. — En écrivant les lettres, les unes à la suite des autres, on ne veut pas exprimer que les quantités (Qu'elles représentent sont nécessairement multipliées entre elles, mais seulement qu'elles sont écrites dans l'ordre indiqué. C'est dans ce sens général que le mot résultat doit être compris.
Soit proposé maintenant de trouver la formule qui fait cou-
naître le nombre des arrangements de m lettres r à r. CJonsidérons d'abord le cas où r est égal à 2, et soient a, b^ c..^ k, l les m lettres.
On inscrit dans une première colonne verticale tous les arrangements obtenus en écrivant à la suite de la lettre a les lettres restantes 6, c, d ...,&, i, puis, dans une seconde colonne, les arrangements qui sont formés de la seconde lettre b suivie de toutes les autres, et ainsi de suite jusqu'à la dernière lettre / inclusivement. On a ainsi le tableau suivant :
ab ac ad
al
ba bc bd
ca ...
cb . ,, cd ...
bl
et a • «
la Ib le
Ik.
Je dis maintenant que ce tableau contient tous les arrangements de m lettres prises, deux à deux, et qu'il ne les contient qu'une seule fois.
D'abord, tous les arrangements sont différents. En effet, dans chaque colonne les arrangements diffèrent par la dernière lettre et, d'une colonne à l'autre, par la première lettre.
Le tableau contient aussi tous les arrangements. Car un arrangement pris au hasard hd, par exemple, se trouve dans la colonne qui correspond à la lettre h.
Il est clair dès lors que, pour connaître le nombre des arrangements de m lettres 2 à 2, il suffit de compter le nombre des résultats inscrits dans le tableau. Or chaque colonne contient m — 1 résultats et il y a m colonnes, le nombre demandé est donc m{m — 1).
Si l'on veut maintenant obtenir le nombre des arrangements de m lettres, 3 à 3, à la suite de chacun des arrangements de deux lettres on écrira les m — 2 lettres restantes, et on inscrira dans une même colonne verticale tous les résultats qui correspondent à un même arrangement de deux lettres. On prouve alors, comme dans le premier cas, que tous les résultats ne se trouvent qu'une fois dans le tableau, et qu'ils y sont tous contenus ; il ne reste, plus qu'à compter le nombre des résultats inscrits au tableau. Or comme il y a ??i — 2 résultats dans chaque colonne, et un nombre de colonnes égal au nombre des
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arrangements de m lettres 2 à 2 ou m{m — 1), on voit que le nombre des arrangements de m lettres 3 à 3 est m{m — l)[m — 2). Soit maintenant Am,r le nombre des arrangements de m lettres r à ?% on arrive par induction à la formule suivante
c'est-à-dire que le nombre cherché est le produit de r nombres entiers, consécutifs et décroissants, dont le premier est m.
On peut encore arriver à la formule générale (1), en partant de la formule
qui donne le nombre des arrangements r kr quand on connaît celui des arrangements r— 1 h r — 1. Cette formule se démontre par le même raisonnement qui a conduit aux formules particulières au cas où r est égal à 2 ou 3. Si ûxi y remplace r, successivement, par r — t , r — 2, r — 3. . . 2, on a, en observant que A,n,i est égal à w,
Am,r-1 = (Wl — r + 2) A«,r-î,
Multipliant maintenant, membre à membre, les dernières égalités et l'égalité (2), on arrive encore, après suppression des fadeurs communs, à la formule (1).
99. PermutaiioiiB. — On appelle permutations de m lettres tous les résultats qu'on obtient en écrivant toutes ces lettres, les unes à la suite des autres, dans tous les ordres possibles. Il résulte de cette définition que les permutations de m lettres ne sont autre chose que les arrangements de m lettres prises m à m. On pourra donc obtenir le nombre des permutations de m lettres en faisant r égal à m dans la formule (1) du n» précédent.
Si alors on désigne par P„ le nombre des permutations de ^ lettres, on a
OU
(1) P«=I X2x3. .. .xm.
Cette dernière formule montre que le nombre des permutations de m lettres est le produit dfes m premiers nombres entiers.
On peut encore obtenir directement la formule générale en établissant successivement les formules pour les cas de 2, 3, 4 lettres et achevant par induction, ou aussi en établissant d abord la formule
Pm = ^^ Pm— 1 ,
et procédant ensuite, comme à la fin du n° précédent.
^8. Combinaisons. — On désigne sous le nom de combinaisons de m lettres r à r les résultats qu'on obtient en écrivant, les unes à la suite des autres, r quelconques des m lettres, sous la condition qu'il n'y ait pas deux des résultats qui contiennent la même lettre. On comprend bien quel sens diiférent il faut atti'ibuer aux mots arrangement et combinaison,. Ainsi, avec les trois lettres a, ft, c on ne peut former que les trois combinaisons a6, ac et bc, tandis qu'on obtient six arrangements a6, 6(2, ac, ca^ bc^ cb. On voit, en même temps, qu'à chaque combinaison des trois lettres correspondent deux arrangements, parce que dans chaque combinaison les deux lettres peuvent être permutées de deux manières.
En général, si le nombre des combinaisons de m lettres r à r était connu, pour obtenir tous les arrangements de rti lettres r à r, il faudrait permuter les r lettres de toutes les manières possibles dans chaque combinaison, de sorte qu'à chaque combinaison correspond un nombre d'arrangements égal au nombre Pr des permutations de r lettres. On aura donc en désignant par Cr le nombre des combinaisons de m lettres r h r.
d'où Ton tire
et en remettant pour Am^^ et Pr leurs valeurs trouvées dans les deux -numéros précédents, il vient
m r _ ^(^ — 1) (m — ?) . . . , {m — r-\- 1) le nombre des facteurs étant le même dans les deux termes.
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M* IFornaule pour le développemeiii «l'un prodnltde m facteur» binôme» (^+a) (5?-|-6) .... (a?+/c) (x-j-l). —
Je suppose que le produit cherché soit ordonné par rapport aux puissances décroissantes de m. Il est évident d*abord que le premier terme du produit est x^. On peut obtenir ensuite le cœfBcient de a?"*"* de la manière suivante : isolant le premier facteur \ar + a, on a x***"* pour produit des premiers termes des autres, et en multipliant a?*"'* par le second terme a du binôme ^ + a on obtient le terme ao?*""' du produit. On voit de même que les autres termes sont te"*"*, c;r"*~* .... te***"* : le coefficient de x"^* est donc a + 64-c+.... + Z, c est-à-dire la somme des seconds termes des facteurs binômes.
Le coefficient de a?**"* se calcule d'une manière analogue. En laissant de côté les deux facteurs a? ■+ a et a? + 6, et faisant le produit des premiers termes des m — 2 autres facteurs, on a a? , puis en multipliant par le terme ab du produit (x -}-. a) (a? + &), on obtient abx"^"*. Mais comme on peut isoler deux quelconques des facteurs, il est clair que le coefficient de
X sera la somme des produits, deux à deux, des seconds termes des facteurs binômes.
En continuant le même raisonnement, on voit qu'en général le coefficient du terme qui contient ar"*"*" est la somme des produits r k r des m lettres a, 6, c . . . . A, /. Alors si l'on désigne, en général, par B^ la somme des produits des m lettres prises r à r, on aura la formule demandée
FORMULE POUR LE DÉVELOPPEMENT DE (^+^)"* OU BINOME DE NeWTON.
M. Faisons dans la formule précédente les nombres 6, c .... ft, / tous égaux à a. On obtient alors
(j) B, = ma, Ba = C,„,2 . a*, B3 = Gm,z . a» . . . .
Ea effet, chaque terme de la somme jt» -j- 6 -j- c . . . . + i devenant égal à a, B, prend la valeur ma. Dans Bjj chaque
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terme devenant égal à a*, cette dernièi*e quantité se troure répétée autant de fois qu'il y avait de termes dans Bj, c'est-àdire un nombre de fois égal au nombre de combinaisons de on lettres 2 à 2 : le coefficient de B^ est donc bien égal au produit de a* par Cm,i. L'explication se continue toujours de la même manière.
En remplaçant maintenant dans la foimule (!) du numéro précédent B^, B^, B3, ... B^ par les valeurs que donnent les formules (j), on a
(?) {x + ar = x" + max"^'+ C^, a»x~~'
ou, en remplaçant C,„,„ C»,,, .... Cm,r par les valeurs que donne la formule (I) ('23),
(.r4-«) =x -{-max -j — - — —a^x
SU. négle pour le calcul d«'» coefficient* • — Au lieu
de calculer les coefficients d'après leur expression générale, il est préférable de les déduire les uns des autres par la règle à laquelle conduit le théorème suivant :
Théorème. — Dans le développement de (x -j- a)" chaque coefficient est égal au précédent multiplié par Vexposani de x dans le terme auquel il appartient et divisé par Vexposani de a dans le même terme, augmenté d'une unité.
En effet, désignant par T^^i et Tr^-t les termes dont les rangs sont r + I et r + 2 dans le développement, on a
Mais le coefficient de T,.^i pouvant s'écrire :
et m — r et r étant respectivement les exposants de x et ût dans le terme précédent, le théorème est démontré.
BINOME DE NEWTON
On peut maintenant obtenir très-rapidement le développement d'une puissance déterminée de {X'\-a), Soit, par exemple, à développer {x -f- ^7» 0^^ écrit d'abord immédiatement les deux premiers termes rr^ et lax^. En passant d'un terme au suivant, l'exposant de x diminue d'une unité et l'exposant de a augmente d'autant ; tout se réduit donc au calcul des coefficients. Pour trouver le troisième coefficient, appliquons la règle. Il faut multiplier 7 par 6 et diviser le produit par 2, c'est-à-dire multiplier 7 par 3 : 21 est donc le coefficient du troisième terme. On a ensuite le coefficient du quatrième terme en multipliant 21 par 5 et divisant par 3, ce coefficient est donc 7x 5 ou 35. En continuant toujours de la même manière on trouve
[x -I- ay = x' -f lax^ -f 2 la«x* + rM^x^ + 35a*x» + 2 la»x« -J- la^x -f- a'.
t7. Théorème. — Les coefficients des termes^ à égale distance
des extrêmes dans le développement de (x -|- a)", sont égaux et de même signe. Remarquons d'abord que, le nombre des
termes dans le développement de [x -f- a)"* étant égal à m -J- 1 , le terme qui en à r après lui en a (m+ J) — (r + 1) ou m — r avant lui : tout est alors ramené, d'après la formule (2) du n° 25, à démontrer que Ton a toujours
C'est ce que l'on voit facilement en réduisant au même dénominateur les fractions qui représentent les deux membres de l'équation. On peut aussi remarquer, que si Ton décompose un produit de m lettres en deux facteurs dont l'un contient r lettres et l'autre m. — r lettres, le premier facteur représente une combinaison de r lettres et l'autre une combinaison de w — r lettres, et l'on peut évidemment conclure de là que les deux nombres de combinaisons sont égaux.
PR06RA1I1IE
• DéfîDitions. — IdeDlité, égalité, équation. — Équations équivalentes et systèmes cl*équations équivalentes. — Degré d'une équation à une ou plusieurs inconnues lorsque Téquation est ramenée à la forme entière et rationnelle par rapport aux inconnues. ~ Classification des équHtions d'après leur degré. .
M. Équaiion du premier degré à une inconnue. — Sa résolution repose sur plusieurs principes qui sont du reste applicables à des équations de degré quelconque à une ou plusieurs inconnues.
l«r principe. - On obtient une équation équivalente à une équation donnée en ajoutant ou retranchant une même quantité aux deux membres. — De là on déduit la règle pour faire passer un terme d'un membre dans un autre.
2« principe. — On obtient une équation équivalente à une équation donnée en multipliant les deux membres par une même quantité, pourvu que cette quantité ne soit ni nulle ni infime et ne contienne pas rinconnue.
Discussion du cas où Tinconnue est contenue dans le multiplicateur. On déduit, comme conséquence du principe^ la règle pour chasser les dénominateurs.
3e principe. — On augmente, en général, le nombre des solutions d'une équation en élevant ses deux membres à la même puissance.
Règle générale pour la résolution de l'équation du premier degré à une inconnue. Cas où l'équation contient un ou plusieurs radicaux.
!•. Résolution des systèmes d'équations du premier degré à plusieurs inconnues. — Elle repose sur deux théorèmes.
Théorème I. — Étant donné un système quelconque d'équations à
plusieurs inconnnues, on peut, sans changer les solutions du système, substituer à Tune des équations celle qu'on obtient en rajoutant, membre à membre, avec autant des autres équations que l'on veut.
Remarque, — On peut remplacer les additions par des soustractions, multiplier préalablement les deux membres de chaque équation par une quantité quelconque et appliquer le principe à plusieurs équations du système.
Théorème II. — Lorsqu'une des équations d'un système est résolue par rapport à Tune des inconnues, en remplaçant cette inconnue par son expression dans chacune des autres équations, on obtient un système équivalent au premier.
Le second principe conduit à une méthode dJélimination dite de substitution^ et sur le premier principe est fondée une méthode dite de réduction.
Résolution d'un sysième de deux équations à deux inconnues et de trois équations à trois inconnues en employant successivement ou simultanément les deux méthodes.
5MI. Généralisation, — Cas de m équations du premier degré à m inconnues. — On fait voir que ce système conduit en général à un système équivalent composé de m équations dont la première contient une inconnue œ, la seconde, l'inconnue cç et une autre y, la troisième, les deux inconnues. a? et y et une troisième z, et ainsi de suite jusqu'à la derDière qui contient les m inconnues. — Il résulte de là qu'en général un système de m équations du premier degré à m inconnues admet un système unique et déterminé de valeurs pour les inconnues puisqu'on est ramené à résoudre successivement des équations du premier degré à une seule inconnue. La démonstration est seulement en défaut lorsque les coefficients d'une ou plusieurs inconnues dans les équations du premier degré à une inconnue ont mie valeur nulle, et alors le système peut être impossible ou indéterminé. — Montrer comment on peut former a priori de pareils systèmes. — Cas où les équations ne contenaient pas toutes les inconnues. On doit alors considérer le système comme ayant déjà été déduit d'un système dont les équations contenaient toutes les inconnues, de telle sorte que l'élimination étant déjà faite en partie, la résolution du système n'en est que plus facile.
91. Lorsque ie nombre des inconnues surpasse le nombre des équations, le système est en général indéterminé. — Au contraire,' lorsqu'il y a plus d'équations que d'inconnues, ou le système est impossible, ou certaines conditions doivent être remplies par les coeflicicnts des inconnues s'ils sont littéraux.
DEGRÉ
39. Pour trouver la solution d'un problème par l'algèbre, il faut d'abord obtenir les équations du problème, puis les résoudre. Cette dernière question n'a été traitée jusqu'ici que pour les équations du premier degré, mais les méthodes pour la résolution des équations d'un degré plus élevé sont données à mesure qu'on avance dans l'algèbre ; il n'y a donc qu'à s'occuper de la mise en équation.
La règle générale pour la mise en équations des problèmes est la suivante :
Examinez d'abord quelles sont les quantités qui, d'après l énoncé^ doivent être égales, et si les conditions ne se présentent pas, à première rwe, sous la forme d'égalités, cherchez par une étude attentive de renoncé à leur donner cette forme. {Un problème d'algèbre sera plus ou moins facile à mettre en équations suivant que la transformation sera plus ou moins immédiate,) Cela fait, formez, au moyen des inconnues et des données représentées, les premières par les lettres x, y, z, les dernières far les lettres a, b, c ou des nombres^ les expressions des quantités qui doivent être égales ; séparez ces expressions par le signe =, et si toutes les conditions de Vénoncc ont été employées, les équations du problème seront trouvées. Engéné^ rai, on reconnaîtra quil en est ainsi lorsque les équations seront en même nombre que les inconnues.
Éclaircissons la règle par quelques exemples.
Problème I. — Un enfant a 10 ans, son père 40 ans, dans combien d'années Vàge du père sera-t-il le triple de celui du fils?
La condition du problème est que le triple de l'âge du fils, à Fépoque demandée, soit égal à l'âge du père. Désignons alors par xle nombre d'années demandé, et formons les expressions des deux quantités qui doivent être égales : elles sont évidemment (10 -\- x) X 3 et 40 + ^ ; l'équation du problème est donc
(lO + ^)X3 = 40 + £r.
En la résolvant on obtient x égal à 5.
Problème II. — Les aiguilles d'une montre sont^ l'une sur
Vautre^ à midi, à quelle heure aura lieu la prochaine ren-contre ?
Soit A le point de départ des deux aiguilles et B leur point de rencontre. Pendant que la petite aiguille aura parcouru la distance AB, la grande aiguille aura parcouru Tespace AB augmenté d'une circonférence. Mais comme, d'autre part, elle aura parcouru 12AB puisqu'elle marche 12 fois plus vite que l'autre, les deux quantités qui devront être égales seront 12ABet AR augmentée d*une circonférence. Prenant alors pour unité la longueur de la soixantième partie de la circonférence, appelant X la distance AB ainsi mesurée et, observant que la circonférence du cadran est représentée par le nombre 60, on a pour équation du problème
12ir = 60-fa?, d'où Ton tire
la rencontre a donc lieu à une heure 5 minutes
On peut encore mettre le problème en équation en exprimant que les temps du parcours des deux aiguilles sont égaux. La grande aiguille, parcourant 60 + a? divisions et une seule division par seconde, a marché pendant 60 -|- ^ secondes ; la seconde aiguille a parcouru x divisions, à raison d'une division par 12 secondes, et elle a, par suite, mis un temps égal à 12a?. On a donc encore la même équation.
Problème III. — Un réservoir qui est plein d'eau peut se
vider par deux robinets de grandeurs inégales. On ouvre l'un
^eux et on fait couler te quart de l'eau ; puis alors on ouvre
tautreet on les laisse couler tous les deux. Le réservoir achève
de se vider et emploie pour cela -y- d'heure de plus quil n'a
fallu au premier pour vider le quart de l'eau. Si on eut ouvert ks deux robinets dès le commencement^ le réservoir se serait ^Hè un quart d'heure plus tôt. Combien faudrait il d'heures au premier robinet s^il coulait constamment seul pour vider le Téservoir,
Désignant par a? le nombre d'heures cherché, nous allons former, au moyen de x et des nombres donnés, deux exprès-
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siens différentes du temps qoe les deux robinets coulant ensemble mettent à vider le réservoir. D'abord, diaprés la première partie de l'énoncé, le pnemier ndûnet coulant seul met
un temps -7- , puis les deux robinets coulant ensemble, pour
vider les -7- restants du bassin, emploient un temps
Il résulte de cette dernière expression que les deux robinets, coulant ensemble mettraient pour vider le bassin un temps
égal à — 2 — X"ô' ^^ — o — • ^^ * ^^^^^ ^ première ex- 4 3 <$
pression demandée.
Maintenant la dernière condition exprimée par l'énoncé conduit à cette autre expression :
X , œ-\-h 1 ar + 2
l'équation du problème est donc
""3~"" 2 ' d'où Ton déduit x égal à 4.
Problème TV. — Trois joueurs ont fait cette convention que chaque perdant doublera la somme possédée par chacun des autres joueurs à la fin de la partie. Chacun d'euxj après avoir perdu une partie^ se retire avec une somme a, on de^ mande avec quelle somme ils se sont présentés au jeu.
Soient x, t/, z les sommes possédées au commencement du jeu, respectivement, par le premier, le second et le troisième perdant, A la fin de la troisième partie, les trois joueurs auront respectivement
à la fin de la seconde,
2x — 2y— 2z, 3y — X — s, Az et à la fin de la troisième^
4a? — iy — iz, &y — 2x — 2z, Iz — y — x\ les équations du problème sont donc 4a?— 41/ — 4s=a, 6y — 2a"— 2:ï = a, 7«— y— x=a,
et l'on est ramené à résoudre trois équations à trois inconnues.
• Quelquefois l'étude attentive des conditions de l'énoncé permet de simplifier la solution. Ainsi, nous allons voir que, dans le problème actuel, on peut arriver immédiatement à trois équations qui ne contiennent, chacune, qu'une inconnue. En effet, la somme possédée par les trois joueurs ensemble étant toujours 3a, chaque perdant donne toujours aux deux autres la somme ia diminuée delà somme qu'il possède avant de perdre, puisque telle est la somme possédée alors par les deux autres joueurs. Donc les parts des trois joueurs à la fin des trois parties sont
ix — 6a, 4y — 3a, 4^, 8x — 12a, 8y — 6a, 8z — 3a,
et les équations du problème deviennent
d'où l'on tire
Problème IV. — Les poids spécifiques a, et h de deux më^ taux étant connus, on demande quels poids x et j il faut prendre de chacun d'eux pour former un alliage dor.t le poids soit p et le poids spécifique c.
On obtiendra les équations du problème en écrivant que les sommes des poids et des volumes des deux métaux sont égales, respectivement, au poids et au volume de l'alliage. On a ainsi
d'où Ton lire
j,_ apic — à) bp{a — c)
DANS LES PROBLÈMES
8S. Les nombres négatifs sont admis comme solutions des équations au même titre que les nombres positifs, car les théoièmes sur lesquels s'appuie la résolution des équations s'appliquent encore lorsque les inconnues ont des valeurs négatives; et x^our véiifier qu'elles satisfont aux équations, il suffit de £aire les substitutions d après les règles du calcul des quantités négatives. Seulement, les membres des équations pouvant alors devenir négatifs sont dits identiques lorsqu'ils sont égaux et de même signe.
Il s'agit maintenant de voir quelle signification il faut attribuer aux solutions négatives dans la résolution des problèmes. Doit-on simplement les rejeter comme impossibles, ou sont>elle& susceptibles d'interprétation? Il est clair d'abord que, lorsqu'on trouve une ou plusieurs valeurs négatives pour les inconnues d'un problème, la solution est impossible dans les termes mêmes de l'énoncé, mais on comprend qu'il peut arriver qu'en modifiant un peu les conditions données on trouve un nouvel énoncé auquel correspondent, comme 'solution, les valeurs absolues des nombres négatifs précédemment obtenus. C'est là ce qu'on appelle interpréter les solutions négatives des équations : pour y arriver on s'appuie sur le théorème suivant.
84. Théorème. — Si un système d'équations admet pour les inconnues x, y, z, ..• les valeurs —a, — p, — y, ... le système
(Téqiiations qu'on déduirait des proposées en y changeant X, y, z, . . ., respectivement, en — x, — y, — z . . ., admettra fOur solution les valeurs a^ p, 7....
Prenons pour fixer les idées les deux équations du premier degré à deux inconnues
ax-\-by= c, a^œ -|- b^y = c\
' qui admettent — « et — ^ pour valeurs de œ et y. On a alors les identités
(1) —aK — b? = c, — a'a — 6'j3 = o' ;
maintenant, si Ton change x eiy en — x et — y dans les équatiens précédentes, les transformées en — a?, seront .
— ax—by:=iCy — a'x — Vy = c',
et, si l'on y remplace x Qiy par — a et — j3, on voit bien que l'on retombe sur les identités (1) : le théorème est donc démontré.
M3^. Voici maintenant comment se fait l'interprétation des solutions négatives :
Quand un problème conduit à des valeurs négatives pour une mplusieurs inconnues x, y, z . . ., changez x, y, z . . ., e/i — x,
— y, — z ..•, dans les éqUrations du problème sous leur forme primitive^ puis modifiez V énoncé ou écartez-en certaines res^ trictio^is de manière à pouvoir Veniendre dans un sens plus générait sous la condition que les nouvelles équations soient la traduction du nouvel énoncé. Alors, d'après le thésrème précédent, le problème modifié ou généralisé aura pour solution les valeurs absolues des nombres négatifs précédemment trouvés.
Appliquons cette règle à quelques exemples.
Problème I. — Un enfant a 15 ans, son père 35 ans, dans combien d'années l'âge du pb^e sera-tAl triple de celui du fils?
C'est le problème I du n^ at, à paît les données numériques.
- L'équation du problème est
(15 + ir)x3 = 35 + x,
et en la résolvant, on trouve qu'elle est satisfaite par une valeur de X égale à —5. Alors, d'après la règle générale, on chan-
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géra a? en — a? dans Téquatiott immédiate du problème et on aura la transformée en — œ
(15— iF)x3 = 35 — a?,
qui, en vertu du théorème (34), sera satisfaite par la valeur 5 pour X.
Mais la nouvelle équation correspond évidemment à cet énoncé : Combien y a-t-il d'années que Vâge du père était ' triple de celui du fils ? On voit dès lors que la solution négative — 5 apprend qu'il y a 5 ans l'âge du père était triple de celui du fils.
On pe«t encore se placer à un autre point de vue : on peut chercher un énoncé général qui comprenne, à la fois, l'énôncè primitif et le nouveau. Alors les solutions positive et négative seront également bonnes, comme s'appliquant chacune à un cas particulier de l'énoncé. Pour le bien faire comprendre^ reprenons le problème précédent en renonçant sous une forme plus générale ; l'énoncé est alors le suivant :
Les âges respectifs d'un père et de son fils sont a e< b, d quelle époque Vâge du père est-il triple de l'âge du fils ?
Soit a: le nombre d'années comprises entre l'époque actuelle et l'époque demandée : les âges respectifs du père et du fils, quand la condition de l'énoncé est remplie, seront a-^x eib -^x^le nombre x étant positif ou négatif suivant qu'il s'agit du futur ou du passé. Alors Téquation du problème, tout aussi générale que l'énoncé lui-même, est
(6 + x) X 3 = a + ^j et l'on en tire
Maintenant, si a est plus grand que 36, x est positif et c'est dans le futur que l'âge du père devient triple de celui du fils ; si a est égal à 6, a? est nul comme on devait s'y attendre ; enfin, si a est plus petit que 36, x est négatif et c'est dans le passé que l'âge du père a été triple de celui du fils.
Problème II. — Deux points A, et Aa sont situés sur une même droite à des distances a, et aj d'un point et de part et d'autre de ce point (flg 1 ) ; on prend le milieu X de la distance AjAj et Von demande de calculer la distance OX.
Soit X la distance cherchée. Supposons d'abord a^ plus grand que a.y Portons alors OA^ de A, en B, on aura OB égal à la différence a, — a^. Mais comme OX ovix est égale à la moitié de OB, on a a? par l'équation
Si a, était plus petit que a^, la formule (1) donnerait pour x une valeur négative, mais si on y change a? en — a?, on obtient
-*=-V^ ou x=^^-L,
et la nouvelle équation s'interprète évidemment en supposant que le point X est à gauche et non à droite du point 0.
Faisons maintenant une généralisation analogue à celle du premier problème en écartant la restriction que a^ est plus grand que a^. Alors la formule (!) sera générale et suivant qu'on trouvera pour x une valeur positive ou négative, le point X sera à droite ou ti gauche du point 0.
sa. On a vu que dans le problème I des valeurs, de signe contraire pour le temps inconnu, indiquent des situations op^ posées du temps inconnu par rapport à l'origine du temps, c'est-à-dire l'une, un temps passé, l'autre, un temps futur. On peut faire voir qu'il en sera généralement de même dans tout problème où le temps sera pris pour inconnu.
Soit
(1) ax = b^
l'équation d'un problème où le temps représenté par x est pris pour inconnu, et supposons que l'équation admette la solution négative — a. On aura l'identité
(2) —aoi=b.
. Reculons maintenant l'origine des temps dans le passé d'une quantité t assez grande pour que tous les temps, qu'on peut avoir à considérer dans le problème, soient postérieurs à la nouvelle origine. 8i^' est le temps rapporté à la nouvelle origine, on aura la relation
qui sera générale à la condition de considérer x comme posi-
tif OU négatif suivant qu'il s'agira d'une époque postérieure ou antérieure à la nouvelle origine. Maintenant si Ton remplace dans Téquation {\)x par sa valeur a?'— t tirée de l'équation (3), on a
équation en x' qui n'admet que des valeurs positives pour l'inconnue. Mais si la valeur de oc' est plus petite que t^ la valeur correspondante de x sera négative en vertu de la formule (3). Par exemple, si la valeur de x' satisfaisant à l'équation (4). est égale à ^ — oc, x sera égal à — « et l'identité (2) sera satisfaite. La solution — a de l'équation (1) indique donc bien un temps antérieur de a à l'ancienne origine du temps, c'est-à-dire un temps passé.
Le raisonnement qui précède n'est pas tout à fait général^ parce que Ton a supposé que l'équation (-4) s'appliquait à une époque quelconque : or il pourrait arriver qu'il n'en fut pas ainsi.
Proposons-nous, par exemple, le problème suivant :
On entre dans un musée à midi et l'on paie un droit fixe d'entrée de a. francs et une somme h par chaque heure de séjour dans le musée. Une personne après être restée un certain nombre dlieures x dans le musée a payé une somme c, on demande le nombre d'heures.
L'équation du problème est
a -\'bx = c.
Si le nombre donné c est plus petit que a, on trouve pour x une valeur négative, et il est bien clair que cette valeur ne peut s'interpréter en supposant que la personne est entrée au musée un certain nombre d'heures avant midi.. Mais c'est qu'aussi l'équation
qui correspond à l'équation (4) n'est plus générale, car s'il s'agit d'une époque antérieure à midi, et que le droit proportionnel soit toujours de b francs par heure, Téquation du problème sera alors
Principe de Oeaeartes. — Le pfoblème Ilet d'autres
•problèmes analogues conduisent au principe suivant énoncé par Descartes.
Si dans un p^vblème on a pris pour inconnue la distance d'un point cherché à un point fixe choisi pour origine, Iq, distance étant comptée sur une ligne fixe quelconque^ des valeurs désigne contraire trouvées pour V inconnue indiqueront deux situations opposées du point cherché par rapport à l'origine.
La démonstration est toute semblable à celle qui a été donnée pour le principe analogue relatif au temps pris pour inconnu. Soit un point situé sur une droite donnée^ d'un côté de l'origine des distances, à droite, par exemple. La distance a? de ce point à l'origine étant inconnue, supposons qu'on ait trouvé pour la déterminer l'équation
(I) ox = b.
Si Ton obtient pour x une valeur négative — a, on aura l'identité
(?) — aa = 6.
Prenons alors sur la droite donnée une nouvelle origine, à gauche de l'ancienne - et suffisamment éloignée pour que le point inconnu reste toujours à sa droite. Soient d la dislance des deux origines et x' la distance du point cherché à la nouvelle origine, on aura
et cette équation sera générale, à la condition de considérer x comme positif ou négatif, suivant qiie le point cherché sera à droite ou à gauche de l'ancienne origine. Substituant maintenant dans l'équation (l) à la place de x la valeur x' — d, il Viendra
«t l'on voit par l'équation (2) que, si une valeur de x^ plus petite que d\ la valeur d — a, par exemple, satisfait à l'équation (4), l équation (.1) a pour solution le nombre négatif — «. Une valeur négative de x correspond bien, par conséquent, à la position du point cherché quand il est à gauche de l'origine.
La démonstration n*est pas tout à fait générale, parce qu'elle suppose que l'équation (3) s'applique à tous les cas, ce qui peut ne pas arriver. Soit, par exemple, le problème suivant.
Sur un chemin de fer on paie un droit fixe de a francs pour un transport de marchandises et un droit proportionnel de h francs par kilomètre pour p kilogrammes de la marchandise : on a payé en tout la somme c pour le transport de p kilogrammes, quel est le nombre de kilomètres parcourus 7
L'équation du problème est
a -{- bx = c,
et si le nombre a est plus grand que, c, on trouve pour x une valeur négative qui évidemment ne peut pas s'interpréter en supposant que le train a marché en sens contraire. Mais c'est que l'équation
qui correspond à l'équation (4) n'est plus applicable au cas où lé convoi marche en sens contraire, mais bien l'équation
On volt au fond à quoi il tient que dans les problèmes du musée et du chemin de fer les équations (4) ne sont pas générales : c'est que les quantités qui entrent dans les équations ne sont pas des temps ou des distances, mais seulement de& quantités qui leur sont proportionnelles et qui ne sont pas nécessairement ajoutées et retranchées en même temps qu'elles.
Extension du princip-^ de Oescartes» — Lorsquc
des distances sont comptées à par t'r d'une droite fixe sur dv.s droites parallèles, on peut supposer que toutes les droites parallèles soient projetées sur Vune d'elles au moyen de parallèles à la droite fixe qu'elles rencontrent. Alors les distances sont toutes comptées sur une même droite à partir d'une ori^ gine qui est le point de rencontre de cette droite avec celle qui coupe toutes les parallèles. — On rentre alors dans le cas du principe ordinaire de Descartes.
Il sera fait plusieurs applications de ce principe par la suite par exemple, au problème II, n* 59.
S9. Emploi des quantités négatives pour i*epré* •enter les données elles-mêmes» — Pour obtenir le&
solutions générales des problèmes, il faut souvent considérer les données elles-mêmes comme pouvant avoir des valeurs positives ou négatives. Je vais donner deux exemples.
Problème I. — Deux points A| et Aj sont placés sur une droite donnée à des distances connues d'une origine 0, on veut trouver la distance à celte origine d'un point X situé au milieu de la distance A^Aj des deux points.
On va démontrer que si Ton désigne, respectivement, par aj, Oj et X les distances des trois points A,, Âj et X à i*origine G, on a toujours la formule
pourvu que l'on donne des signes aux trois distances a^, a^, x conformément à la règle de Descartes (37).
Supposons d'abord (flg. 2) que les deux points A^ et A^ soient tous deux à droite de l'origine : si Ton porte à la suite de OA2 une longueur BAj égale à OA, QB sera égale à OA^ -f- OA2 et le point X étant évidemment le milieu de OB, on aura
(?) OX=-^^ii^.
On voit que cette équation est comprise dans l'équation générale (1), puisqu'on l'obtient en remplaçant dans cette équation J", »! et «2, respectivement, par OX, 0A| et OAg.
Si les deux points A4 et Ag sont tous deux à gauche de l'origine O, .l'équation (2) subsiste toujours et l'on voit qu elle se déduit de l'équation (I) en y remplaçant a?, a, et ^3, respecti?ement, par — OXj — OA/ et — OA^.
Supposons maintenant que les deux points A, et A^ soient de part et d'autre du point 0, par exemple, A| à droite, A^ à gauche de ce point. Comme on Ta vu (problème II, 35), on aura
(3) ox=Q^'-Q^» ou (4) 0X= »A,.-OA, ^
suivant que OA^ est plus grand ou plus petit que OA^. Mais, l'équation (3) se déduit de l'équation (1) en y remplaçant x, a, etCj, respectivement, par OX, OA^ et — OA2, et l'équation (4) en remplaçant dans l'équation (l) ir, a, et «2^ respectivement, par — OX, OA, et — OAj.
Si le point A, était à gauche de et le point Aj à droite, on vériûerait, comme dans le cas précédent, la formule (!).
La généralité de la formule est donc maintenant démontrée.
PhoblémbII. — Un mobile M ite meut sur une droite XY (fig. 3), dans un sens ou dans l'autre, avec une vitesse cons* tante, on demande de trouver sa position sur la droite à une époque quelconque.
Si Ton désigne par x la distance du mobile M à Torigine O, par V la vitesse^ par a la distance à l'origine du point A où se trouve le mobile à l'origine du temps, et par t le temps compté à partir de cette origine, on obtient x par la formule
Cette formule qu'on appelle la formule du mouvement uniforme est générale, à la condition que la vitesse v sera positive ou négative, suivant que le mobile marchera dans le sens XY ou dans le sens YX, et que les quantités f, ^r, a prendront des signes conformément aux principes des n** (36) et (37). On procédera comme on l'a fait dans le problème précédent : on prendra, par exemple, cet ordre de discussion : 1° le point A étant à droite de et le point M se mouvant dans le sens XY, on supposera que ce dernier point est successivement à droite de A, entre et A, puis à gauche de ; 2** le point A étant toujours à droite de 0, mais la vitesse étant de sens contraire, on fera les mêmes hypothèses que dans le cas précédent sur les positions du mobile M ; 3* le point A étant maintenant à gauche de O, on reprendra les mêmes cas déjà examinés.
PRINCIPES GÉNÉRAUX ET RÉSOLUTION DES INÉGALITÉS DU PREMIER
D©ÎÏIÉ.
Dans la discussion des problèmes on a souvent à exprimer que certaines quantités doivent être plus grandes ou plus petites que d'autres, il importe donc de s'occuper tout d'abord des inégalités. '
48. Définitions* — On dit qu'une quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre, suivant qu'elle est égale à cette autre augmentée ou diminuée d'un nombre positif. Ainsi, p désignant im nombre positif, on exprime qu'un nombre a est plus grand qu un nombre t, a et 6 étant positifs ou négatifs, par l'égalité
Si a au contraire est plus petit que 6, on aura par définition
On voit bieïi d'ailleurs que les deux définitions des mots plus grand et plus petit sont d'accord, puisque les égalités (t) et (2) conduisent à ces deiix»ci :
Goneéciuences des définUione. — i"" Le nombre
doit être considéré comme plus grand que tout nombre négatif, parce qu'il est égal à tout nombre négatif augmenté de sa valeur absolue: ainsi surpasse — 5 du nombre positif -\-^\ 2^ un nombre positif étant supérieur à zéro est plus ^rand que
tout nombre négatif ; 3** un nombre négatif est d'autant plus grand que sa valeur absolue est plus petite : ainsi — 3 est plus grand que — 7 parce que — 3 est égal à — 7 + 4.
Je vais maintenant démontrer quelques théorèmes dont il sera fait usage dans la suite.
Théorème I. — Les inégalités
(1) a>b et (2) a — fr>0,
sont toujours la conséquence Tune de Tautre, quels que soient les signes de a et b.
En effet, si l'inégalité (1) a lieu, c'est que l'inégalité (1) (40) est satisfaite. Mais on déduit de cette dernière inégalité que la différence a — b est égale à un nombre positif p et que, par suite, elle est plus grande que zéro : l'inégalité (2) est donc satisfaite. Réciproquement, si Tinégalité (2) a lieu, on en conclut que la différence a — b est égale à un certain nombre positif/?: donc l'inégalité (I) (40) est satisfaite et a est plus grand que b.
On démontre de même que les inégalités
a<& et a — &<0
sont la conséquence Tune de l'autre.
43. Théorêmb II. — On peut ajouter ou retrancher une même quantité aux deux membres d'une inégalité sans en changer le sens.
Ainsi, c étant un nombre quelconque positif ou négatif, si l'inégalité
est satisfaite, on a aussi
En effet, l'inégalité (1) peut êti-e remplacée (théorème I) par
l'inégalité
a — 6>0 ou
Mais cette dernière, à son tour, peut être remplacée (théorème I) par l'inégalité
ût + c > 6 + ^»
le théorème est donc démontré.
DES INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ. zr
4â. ThéorèxME III. — On peut multiplier ou diviser les deux membres cTune inégalité par un même nombre donné, sans en changer le sens quand ce nombre est positif, et au contraire en changeant le sens de l'inégalité quand le nombre est négatif.
Soit l'inégalité
a>b, on en déduit (théorème I).
«t suivant que le multiplicateur m est positif ou négatif, on a
m{a — 6) > ou m{a — &) < 0.
Mais ces inégalités conduisent aux deux suivantes
ma > mè, ma < mb \
c'est ce qu'il fallait démontrer. — m pouvant être de la forme
— , le cas de la division est traité en même temps.
46. Théorème IV. — On peut ajouter, membre à membre, des inégalités de même sens.
i:oient les inégalités
a > 6, a'> V, a" > U\ on en déduit
mais la somme de plusieurs nombres positifs étant positive, ona
(à — 6) + (a'- 60 + K — b") > 0, ou
mais cette dernière inégalité conduit à l'inégalité
qu'il fallait démontrer.
4«. Théorème V. — On peut retrancher, membre à membi^e^ des inégalités de sens contraire en conservant le signe d'inégalité de la premièi^e.
Ainsi, des inégalités
on déduit
Pour le démontrer il suffit de mettre la seconde inégalité sous la forme
et d'appliquer les théorèmes IV et II.
Nouvelles démonstrations des théorèmes précédents
On peut encore démontrer les théorèmes sur les inégalités en partant immédiatement des définitions (40) sans faire intervenir le théorème I. Ainsi, par exemple, proposons-nous de démontrer le théorème III. On exprimera que a est plus grand que b par Tégalité (1) (40), et en multipliant ses deux membres par m, on aura
ma = mb -j- mp.
Or on voit bien par cette dernière égalité que, suivant que m sera positif on négatif, ma sera plus grand ou plus petit que mb.
48. Théorème VI. — Onpeut multiplier^ membre à me)ï%bre, des inégalités de même sens, lorsque tous les membres sont positifs.
Soient les inégalités
En divisant les deux membres de chaque inégalité, respectivement par les nombres positifs, b^ Ij\ b" on a (théorème III)
Mais lorsque des quantités sont plus grandes que l'unité, il eu est de même de leur produit, on a donc
a a' a^^ -yX-^x-5^> Il
ou en multipliant les deux nombres par le nombre positif bb'y\ on à (théorème III}
aa'a'^ > bb'b".
49. Théorème VIII. — Onpevt diviser^ membre à membre^ des inégalités de sens contraire en conservant le signe dUnégalitéde la première^ lorsque tous les membi es sont positifs.
BEB INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ
Ainsi des inégalités
ou (S, h, a', V sont positifs, on peut déduire
Ce théorème se ramène immédiatement au précédent, en mettant la seconde inégalité sous la forme
M. lu^s^l'^^* ^u premier 4Èegré h une seule Inconnue. — On dit qu'une inégalité à une seule inconnue est résolue, lorsque la lettre x qui désigne Tinconnue est isolée dans lun des membres de Tinégalité. On a alors une limite inférieure ou supérieure de Tinconnue.
La règle pour résoudre une inégalité du premier degré est la même que pour les équations. Elle 8*appuie sur les théorèmes II et III qui sont les analogues des théorèmes sur lesquels s'appuie la résolution de l'équation du premier degré à une inconnue. Ainsi, soit à résoudre l'inégalité
Faisant passer tous les termes en x dans le premier membre et les autres dans le second, d'après la même règle que pour les équations, puis opérant les réductions, on a
si ensuite on divise les deux membres par le nombre positif 4, il vient
— r est donc une limite inférieure de x,
Si Ton avait fait passer tous les termes en œ dans le second membre et les autres dans le premier membre, on aurait obtenu
mais en divisant par le membre négatif — 4 on doit changer le signe d'inégalité, et il vient
— -^<^ ou x> — ^-,
comme précédemment.
Kl. Système dUné^alités du premier de^ré Ik plu«
•leurs inconnues. — Quand on a plusieurs inégalités du premier degré a plusieurs inconnues, on ne peut pas toujours trouver des limites pour chaque inconnue. Soit, par exemple^ les deux inégalités
Nous supposons, ce qui est toujours permis en vertu des théorèmes II et III, que les inégalités sont de même sens et que les coefficients d'une même inconnue y. que l'on veut éliminer aient la même valeur absolue dans les deux inégalités. D*abord, on ne pourra pas éliminer y par réduction, comme pour les équations, puisqu'il n'est pas permis de retrancher, membre à membre, des inégalités de même sens. On ne peut pas non plus opérer par substitution, car si Ton résout, par exemple, la première inégalité par rapport à j/, on aura une limite inférieure de y, et en remplaçant y par cette limite dans kx + 5y, cette quantité diminuera et ne sera plus nécessairement plus grande que 9.
Mais si, les inégalités étant de inême sens, les coefficients
de y étaient de signe contraire, y s'éliminerait par réduction
en ajoutant les inégalités, membre à membre, et l'on trouve-
' rait une limite pour x. Si la même condition était remplie pour
les coefficients de a?, on trouverait aussi une limite pour y.
CHAPITRE VII
FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ ET DISCUSSION DE CES FORMULES.
69. — DisouBslon de la formule e»^nérale de l'équa* tion du premier de^ré Ik une seule inconnue.
Toute équation du premier degré à une inconnue peut se ramener à la forme
• (1) ax:=bf
X désignant l'inconnue et a et 6 étant des membres positifs ou négatifs. En divisant les deux nombres par a on obtient pour formule de résolution
Lorsque a est différent de zéro les équations (I) et (2) sont équivalentes. Mais réq[uation(2) est évidemment satisfaite en
remplaçant x par — et par cette valeur seule ; donc, toutes les
fois que a n'est pas nul, l'équation du premier degré a toujours une solution et une seule ; c'est ce qui avait déjà été remarqué.
Supposons maintenant a nul sans que b le soit, l'équation se réduit alors à
et est évidemment impossible. Mais bien qu'on ne puisse plus considérer l'équation (2) comme la conséquence de l'équation (1), à cause de l'hypothèse : a égal à zéro^ faisons néanmoins a nul dans la formule (2) : on trouve alors
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— est un nouveau symbole introduit par le calcul, mais
comme on l'a trouvé dans le cas où Téquation est impossible, on dit qu'il est le symbole de l'impossibilité, du moins dans le cas de la résolution de l'équation du premier degré à une inconnue.
Le symbole — ^st dit aussi le symbole de rinfini : voici
comment on est conduit à cette expression. Supposons d'abord que a ne soit pas nul mais seulement très-petit, l'équation (2) sera toujours une conséquence de l'équation (1) et admettra une solution d'autant plus grande que a sera plus petit. On voit même que la valeur de œ pourra devenir aussi grande que l'on voudra eu donnant à a une valeur suffisamment petite : c'est ce fait qu'on exprime en disant que la valeur de x est infinie quand a est égal à zéro.
Remarque. — Quand l'inconnue œ est une inconnue auxi^ liaire^ il peut arriver qu'une valeur infinie de de x n'indique pas l'impossibilité du problème. Ainsi, lorsque pour déterminer la position d'une droite satisfaisant à diverses conditions géométriques, on prend pour inconnue la distance entre le point d'intersection de cette droite avec une droite fixe et un point donné sur cette seconde droite, il est évident qu'une valeur infinie de l'inconnue indique le parallélisme des deux droites. On a vu, par exemple, en géométrie que le problème de la tangente commune à deux cercles situés dans un même plan est résolu par la formule
dr
dans laquelle B et r sont les rayons du grand et du petit cercle, d la distance des centres et x la distance comprise entre le contre du plus petit cercle et le point où la tangente commune rencontre la ligne des centres. Si on y fait r égal à R, la valeur de X devient infinie ; mais la tangente commune rencontrant la ligne des centres à Tinfini est parallèle à cette droite.
Faisons maintenant les deux hypothèses : a e< b nuls. Alors les équations (t) et (2) deviennent
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La première égalité indique que Téquation (f) est satisfaite, quel que suit x, Qoant à la seconde, elle conduit à un nouveau
symbole —- , et comme on Ta trouvé quand la valeur de x
n'est pas déterminée, on dit que, dans la résolution de Téquation du premier degré à une seule inconnue, --- est le symbole de rindétermination.
AS. Observa U<m mmv lé symbole — . — Il faut bien
remarquer que le symbole — n'indique pas toujours une indétermination véritable. Supposons, par exemple, que nous ayons trouvé
et que nous voulions obtenir la valeur de x dans le cas où a est égal à 1 . En faisant immédiatement a égal à 1 dans la formule,
on trouve que, la valeur de x se présente sous la forme — .
Mais si Ton donne à a une valeur très-peu différente de 1, on
peut diviser les deux termes de la fraction par la valeur du
facteur commun a — 1 qui n'est pas nulle. Par conséquent,
lorsque a tend vers 1 , la fraction tend vers la valeur que prend
~ pour a égal à 1, c'est-à-dire, vers — :1e nombre — est
donc la véritable valeur de x,
Aléthode générale pour trouver la vraie valeur
d'une expression qui se présente sous la forme -rr ,
lorsqu'on fait plusieurs hypotliéses ii la f«>is *• — La
valeur d'une inconnue x se présentant sous la forme — lorsque des quantités, au nombre de trois, par exemple, a, b, c
* Cette méthode est empruntée à rAlgèbt>e de M. Roucbé.
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prennent respectivement les valeurs «, ]3, y, pour trouver la vraie valeur de a?, on opère comme il suit.
D'abord on pose
h étant un« quantité qui a pour limite zéro et p et 9 étant des indéterminées : on met ensuite dans la formule, à la place de a, 6, c, les valeurs données par les égalités précédentes. Alors, toutes réductions faites, h deviendra facteur commun aux deux termes, car, c'est à cause de ce facteur qui devient nul, en vertu des hypothèses particulières, que l'expression se présente
BOUS la forme — . On supprime le facteur A, et si cette quantité est encore contenue dans l'expression après cette suppression, on la fait encore égale à zéro. Enfin, toutes les simplifications ayant été faites, la valeur de x sera déterminée ou indéterminée suivant qu elle contiendra ou non les indéterminées pet 5.
Une application de la règle précédente est faite plus loin, n° 58.
S&. Kormules pour la résolution de deux équation» du premier degpré à deux, Inconnues* — Soient
ax -{-by ^=i c, aV -}- Vy = cf^
les deux équations générales du premier degré dans lesquelles a, b, c, a\ y, d sont des nombres positifs ou négatifs. Éliminorfs successivement les deux inconnues par réduction, et d'abord y. En multipliant, suivant la méthode connue, les deux équations, respectivement par b et 6', et retranchant, membre à membre, on a
{aV — ba')x = cV — 6c', d'où
_ cV — bd
^^^ ^~ aV^ba' • •
En éliminant de même x^ on a
ad — ad
aV —ba'
Les formules (1) et (2) peuvent toujours se retrouver par la règle suivante : Pour former le dénominateur commun on
écrit les deux lettres a et 6 dans Tordre alphabétique et dans l'ordre inverse, on sépare par le signe — les deux produits ab et ba ainsi obtenus, et Ton accentue les dernières lettres de chacun d'eux. Les numérateurs se déduisent ensuite du dénominateur commun en y remplaçant les coefficients de Tinr connue qu'on veut déterminer par les termes connus dans l'équation correspondante. Ainsi, pour obtenir le numérateur de X, on remplacera dans ab^ — ba\les coefficients a et a, respectivement, par c et c^
DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES
Soient toujours les deux équations générales
(1) ax-\'by = c, (2) a'x + b'y = &.
Nous distinguerons deux cas principaux dans la discussion suivant que deux coefficients d'une même inconnue ne sont pas nuls ou sont nuls en même temps.
Premier cas général, — Deux coefficients (ïune même inconnue
ne sont pas nuls en même temps.
ftG. Ici, pour arriver aux formules générales, on opérera par substitution. Soit a celui des deux coefficients de x qui n*est pas nul : on peut alors passer de l'équation (I) à l'équation
et en substituant dans l'équation (1) la valeur de x que donne l'équation (3) on arrive, par des calculs toujours permis lorsque a est différent de zéro, à l'équation
(4) {aV — ba')]! = ad — ca\
Mais d'après ce qu on a vu dans la discussion do l'équation du premier degré à une inconnue, on est conduit à subdiviser le cas général en trois autres, d'après les hypothèses suivantes : ab' — ba' est différent de zéro; ab' — ba' est égal à zéro et en mime temps ac'— ca' est différent de zéro; ab'— ba' et ac'— ca' sont nuls en même temps.
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i° On a
aV -^ ba' ^0.
Il est alors permis de diviser par aV — 6a' les deux membres de l'équation (4) et Ton obtient
ac' — ca'
aV — ba
substituant maintenant dans l'équation (3) la valeur de y que Ton vient de trouver, on arrive, par des calculs permis, à la formule
cV — bù'
Les valeurs données par les formules (5) et (6) satisfont au système des équations (3) et (4) et, par suite, au système équivalent des équations proposées, et c'est d'ailleurs la seule solution. Donc lorsque ab' — ba' est différent de zéro, le système de deux équations du premier degré a toujours une solution et une seule. Il est d'ailleurs inutile d'ajouter que a et a' sont différents de zéro, puisque si deux coefficients d'une même inconnue étaient nuls en même temps, aV — ba' serait égala zéro.
2^ On a
(7) aô' — 6a'=:0, ' (8) ac' — ca'^0.
On n'a plus le droit maintenant de diviser les deux membres de l'équation (4) par le facteur nul aV — ba^ et, par suite, de passer aux formules (5) et (6) ; voyons cependant œ qu'elles
donnent. La valeur de y se présente sous la forme -t— , et je
dis qu'il en est de même de x.
En effet, a n'étant pas nul, de l'égalité (7) on tire
et en substituant dans cV — bc* à U la quantité égale on obtient
(10) ce' - 6c' = i^^^^Hi^ .
a n'est pas nul, et ca'—a& qui est de signe contraire à a& — oa'
ba' a
ne Test pas non plus ; on ne peut pas d'ailleurs admettre que b soit égal à zéro car ab' le serait aussi, en vertu- çLe Tégalité (7), et, comme a n'est pas nul, V serait égal à zéro : alors deux coefficients d'une même inconnue b et 6' seraient nuls en même temps, ce qui est contre l'hypothèse. Ainsi, il est démontré que cV-^bc' n'est pas nul et que les inconnues se présentent toutes
deux sous la forme -— .
Le symbole — indique ici l'impossibilité de trouver des
valeurs qui satisfassent aux équations données, car le système des équations (3) et (4) équivalent au système proposé se compose de deux équations dont la seconde se réduit à une équation impossible de la forme
Je dis maintenant que l'impossibilité de résoudre les équations tient à ce que, les deux membres de la seconde étant respectivement égaux aux deux membres de la première multipliés par des nombres différents, les deux équations sont incompatibles.
a' En effet, si l'on désigne par r et qu'on appelle v^ un
nombre différent de r, on pourra écrire
a' = ar^ V = ftr, d = cr^^
les deux dernières égalités remplaçant l'égalité (9) et l'inéga lité(8). Alors, si on substitue dans l'équation (2), ar^ b)\ cr, à a\ b\ o\ on obtient
c'est ce qu'il fallait prouver, l^ On a en même temps,
aV — 6a' = 0. ad — oa^ = 0.
Alors la valeur de x se présente sous la forme -^ et Tiden-
tité (10) prouve qu'il en est de même de y. Le système des équations (3) et (4) se réduit dans ce cas à l'équation (3) puisque l'équation (4) devient identique, les deux membres étant toujours nuls. On peut conclure de là que les équations proposées
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n'en font yéritablameat qu'une seule, mais on peut le démpatrer directement.
En effet, on a toujours comme dans le cas précédent
a' = ar, V = ftr,
mais comme aç! — ca' est nul, on a de plus
L'équation (2) peut donc s'écrire :
{ax + byy = or et n est autre, à proprement parler, que l'équation (1).
On n'a, par conséquent, à résoudre qu'une seule équaiioa à deux inconnues qui admet une infinité de solutions, et l'on
peut dire que le symbole — indique une indétermination
comme dans le cas de l'équation du premier degré à une inconnue.
SONT NULS EN MÊME TEMPS
ft9. Soient, par exemple, a et a' nuls en même temps. Supposons d'abord que 6, fe', et cV — bd ne soient pas nuls : cb' — fcc' étant représenté par m, les formules (5) et (Q) donnent
y = ir^ -^ =
Il n'arrive plus plors, comme dans le premier cas g^liéraU que les deux inconnues se présentent sous la même forme.
Si maintenant on fait directement à et a' égaux à zéro dans les équations (I) et (2), on obtient
by = c, Vy = c^, ou
et comme -r- est différent de jr- puisque cb' — bc' n'est pas
nul, les deux équations données sont évidemment contradictoires.
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Soient maintenant à la ibis les trois égalités a = 0, a' = 0, ce' — b& = 0, b et V restant toujours différents de zéro, a? et y se présentent
alors tous deux sous la forme — • Mais, dans le cas actuel,
les égalités (1) et (2) s'accordent à donner pour y la même
valeur puisque Thypothèse : cb' — bcf égal à zéro conduit à -j-
égal à -rr • La valeur de œ reste d'ailleurs indéterminée. Ainsi,
quoique l'on ait trouvé — pour chacune des inconnues, une
seule est indéterminée.
Faisons enfin les hypothèses :
c et c' n'étant pas nuls. Les valeurs de x et y se présentent
encore toutes deux sous la forme — ; mais les équations sont
alors évidemment impossibles, les premiers membres étant nuls sans que les seconds le soient.
11 est évident que si on admettait en outre que c et & soient nuls, les équations se réduiraient à des identités.
Remarque. ^ On voit que ce qui fait la difiérence essentielle des deux cas généraux, c*est que dans le premier cas les valeurs des inconnues se présentent toujours en même temps
sous la même forme et que les symboles — et -jr- consiâérés
comme les symboles de Tindétermination et de Pimpossibilité conduisent toujours à des résultats exacts, tandis qull n*en est plus de même dans le second cas.
TTl
M. Si Ton considère — et — comme des valeurs limitesvers lesquelles tendent les inconnues x et y pour certaines limites déterminées de a, fe, c, a', b', c', et que -^ soit pris
comme symbole de l'infini et — comme une expression dont on trouve la limite par la règle du n* 54, on peut voir que dans
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tous les cas les formules (5j et (6} donneront des valeurs exactes pour les inconnues.
Soit d'abord une des inconnues, y par exemple, qui se présente sous la forme -jr- . Si l'on suppose que aV — 6a' est
seulement très-petit, on pourra toujours, comme nous l'avons TU (56) arriver à l'équation (5) comme conséquence des équations (I) et (2), et cela sera vrai quelque peu que ai' — ba' diffère de zéro : ac' — ca' n'étant pas nul, la valeur de y tendra donc vers l'infini.
Passons maintenant au cas où une inconnue Se présente
sous la forme — . Les formules (5) et (6) donneront les vraies
valeurs des inconnues, quelque peu que cU/ — 6a' diffère de zéro : donc. on obtiendra la vraie valeur d*une inconnue qui se
présente sous la forme — en cherchant sa valeur limite
d'après la règle du n* 54.
Faisons l'application de ce qui précède à quelques-uns des cas que l'on a rencontrés dans la discussion.
f On a
a = 0, o' = 0, bc^^d/^Q.
La valeur de x se présentant sous la forme -rr- , on en conclut
immédiatement que cette inconnue est infinie. Quant à la
valeur de y qui se présente sous la foruie —, ou va voir si
elle est indéterminée ou non.
D après la règle du n* 54 on pose
a = ft, a' = ph et en substituant h kaetphh a' dans la formule (5), on obtient
h{& — cp] c' — cp
y — fi^ty —,bp) — 'b''Zrbf'
Comme c' — cp n'est pas égal kb' — bp puisque bc' — c6' est différent de zéro, la valeur de y simplifiée autant que possible contient l'indéterminée p et n'est pas, par conséquent, déterminée.
2* On a
a = 0, a' = 0, bc' — cb'=zO.
On pose alors
cb' . . !
En substituant ces valeurs dans la formule (5), on obtient successivement
_ c{b' — bp)+r/bh
h{y -. bp) b{b' — bp)
faisant maintenant h égal à zéro et supprimant le facteur commun 6' — bp, on a
comme on devait le trouver.
Un calcul semblable donnerait
et comme p et ^ sont indéterminés, il en est de même de la valeur de œ.
Pour vérifier Jes résultats de la discussion générale et surtout pour bien se rendre compte des valeurs singulières qui peuvent se présenter, il faut considérer les équations (1) et (2) comme représentant deux droites, et a? et y comme étant les coordonnées du point d'intersection de ces droites. Le cas, par exemple, où a et a' sont nuls sans que bc^—cb' le soit, correspond au cas de deux droites parallèjes à Taxe des x, et Ton voit bien qu'alors Fabscisse du point d'intersection des deux droites est infinie tandis que la valeur de y ne peut pas être déterminée.
M. Â défaut de Tinterprétation géométrique dont il vient d'être parlé, je vais donner deux problèmes dont la discussion reproduira les principaux détails de la discussion générale de deux équations du premier degré à deux inconnues.
Problème I. — Deux courriers qui parcourent d'un, mouvement uniforme une droite XY (fig. 3), dans un sens ou dans huire\sont en même temps aux deux points et A. : on
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demande en quel point de la droite et à quelle époque ilâ se renœntrent.
Prenons pour origine des distances le point O et pour orig^ie du temps Tépoque où les deux courriers sont ensemble aux points et A. Soient a la distance OA, t; et t/ les vitesses des courriers qui se trouvent respectivement en et A à l'origine du temps, t le temps qui s'écoule depuis cette origine ju8<pi*& la rencontre des deux courriers en un point R, et a? la distance OR. Si Ton donne kVjV'jXett les mêmes signes que dans le problème II (39), (a est supposé positif parce qu'on peut toujours appeler celui des deux points O et A qui est à gauche de l'autre), on a en appliquant la formule générale du mouvement uniforme (39)
(I) x = vt, (2) x = a'\'V't.
Dans la formule (I) le second membre se réduit à vt, parce que, le premier mobile étant en à l'origine du temps, la quantité désignée par a dans la formule du n"" 39 est nulle.
Les équations (1) et (2) conduisent évidemment aux formules
qui.sont aussi générales qu'elles-mêmes.
DISCUSSION
On peut distinguer deux cas principaux suivant que lés deux courriers se meuvent dans le même sens ou en sens contraire.
Premier cas. — Les deux courriers se meuvent dans le même sens. Les deux courriers marchant, par exemple, dans le sens XY, on devra prendre v et v' positifs : on est ainsi conduit à diviser le premier cas en trois.
l"" On a v> v^. Alors les valeurs de xeti données par. les formules (3) et (4) sont positives, et, d'après rinterprétation qu'on, doit donner aux signes, la rencontre a lieaà droite de et après le passage des courriers en et A : c'est ce que Von pouvait prévoir puisque les deux courriers étant ensemble en et A et marchant dans le sens XY doivent se rencontrer à droite dô A.
2* O/i a i; < v\ On trouve alors pour œ et t des valeurs négatives : par suite, d'après l'interprétation qu'on doit donner aux signes, la rencontre a eu lieu, à gauche de 0, avant l'ar-
tivèé des courriers en O et Â. C'est ce qui est encore Aridént à priori.
3* Ofi a v=itv'. Suivant que a est nul on non lê% diiftix
inconnues se présentent ensemble sous la forme -jr- ou -jr- .
Ainsi, d'après Tinterprétation ordinaire des symboles, quâtnd a ii*est pas nul la rencontre est impossible, et quand a est nul ta rencontre à lieu en un point quelconque de la droite. Ces conséquences sont bien celles auxquelles on serait arrivé direfetement.
Deuxième cas. — Les deux courriers marchent en sens contraire. Supposons, par exemple, que le premier courrier marche dans le sens XY et l'autre en sens contraire : on devra toujours considérer t; comme positif, mais v' sera négatif. On voit (jue dans ce cas les formules (3) et (4) donnent des valeurs positives pour ar et y et pour x une valeur plus petite que a puisque V — v' est plus grand que v. La rencontre a donc Kèu entre et A, et c'est ce qui était bien évident sans calcul.
Problème II. — Inscrire dans un triangle donné ABÔ (fig. 4) un rectangle DEFG, tel que la somme DÉ + DG cfésa base et de sa hauteur soit égale à un nombre donné p.
Soient b et h la base AC et la hauteur BH du triangle et œ et 2/ la base DE et la hauteur DG du rectangle : on a d'abord
Pour avoir une seconde équation on écrit que dans le^ triangles semblables BDE, ABC les bases DE et AG sont proportionnelles aux hauteurs BI et BH : on obtient ainsi
ou
Rén^Tant ensuite les équations (I) et (3), on arrive aux formules
w ^= h-b - <^> y—hzrr'
Ôii voit immédiatement que les signes de x et j/ dépendent de
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rordi*e i*elatif des trois quantités b^ A, p et Ton est conduit à distinguer trois cas suivant que p est compris entre ft et A, b .compris entre h etp^ ou h compris entre 6 et p : les cas singuliers où deux des quantités b, h, p ou toutes trois sont nulles seront ensuite traitées à part. Ici, les valeurs négatives de x ou de y ne seront pas rejetées comme impossibles mais interprétées de la manière suivante.
Bi Ton trouve pour y une valeur négative et, par suite, pour X une valeur positive, x -{-y représentera dans réquation la différence entre la base et la hauteur du rectangle. D'autre part, si l'on change, suivant la méthode d'interprétation des solutions négatives, y en — y dans l'équation (2) on a l'équation
.qui correspond évidemment au cas d'un rectangle D'E'F'G' lont Tune des bases D'E' est au dessous de la base ÂC du triangle. On serait du reste arrivé immédiatement à l'interprétation de la valeur négative de y d'après l'application du théorème de Descartes généralisé (38) en projetant d'abord la hauteur du rectangle sur BH. En résumé on voit que la solution négative y correspond à ce nouvel énoncé : déterminer un rectangle ex-inscrit à un triangle ABC, l'une des bases du rectangle étant aie dessous de la base AC du triangle, lorsqu'on connaît la différence entre la base et la hauteur du rectangle.
Nous appellerons solution du second genre la solution qui correspond au nouvel énoncé, la solution dans le sens précis de l'énoncé étant dite du premier genre.
Supposons maintenant que l'on trouve pour x une valeur négative. L'équation (1) apprend d'abord que c'est la différence eiitre la hauteur et la base qui est donnée: et comme en changeant X en —X dans l'équation (2), on a
— ; — = — r-^ ou — == -^
on voit qu'alors l'une des bases du rectangle est en E'''D'' au dessus du sommet B. On aurait pu encore aiTiver à cette dernière conclusion par l'application du principe (38), car si Ton projette E'^'D^' suivant ke" au moyen de la parallèle W&' à AB, la longueur he^^ est comptée dans le sens des ^ négatife.
On appellera solution du troisième genre la solution qui correspond à x négatif. ;
DISCUSSION
Premier cas* — p est oomprl» entre 6 et h, — AlOfS
suivant que h est plus petit ou plus grand que 6, on à
h<p<b, ou
mais, dans un cas comme dans lautre, les valeurs de x et 2/ que donnent les formules (4) et (5) sont positives et Ton obtient une solution du premier genre.
On peut, du reste, vérifier facilement par la géométrie que, pour obtenir une solution du premier genre, il faut que p soit compris entrée et A. Supposons, par exemple, que h soit plus petit que b et que l'on veuille démontrer que p est plus grand que h. On remarque que, AC étant plus grand que BH, à cause de la similitude des triangles BDE, ABC la base DE est plus grande que la hauteur BI. Par conséquent on a
DE + DG> BI + IH
ou
Deuxième cas. — b est compris entre /? et p. — ^ On a
ou
et Ton trouve toujours x positif et y négatif, c'est-à-dire que la solution est du second genre.
nrroleiéme cas. — h est compris entre b et p, — On a
et alors x est négatif et y positif. La solution est donc du troisième genre.
Caa particulier* — Considérons maintenant le cas particu* lier où h est égal à ft. On voit que a: et y se présentent tous deux
sous la forme -jr- ou — suivant que p est différent de h ou
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égal à eefle quantité. D'après la discussion générale des deux équations du premier degré à deux inconnues, on sait que les
symboles — et -rr- doivent indiquer ici, respectivement, Tim-
poftéibilité et l'indétermination : c'est ce que Vàù peut facilement vérifier.
En effet, ÂG et BH étant égaux, la base DE et la hauteur BI du triangle BDE doivent aussi être égales : on a donc nécessairement
DE + DGs-Bl + IH ou p = /i.
Alors si la somme donnée est égale à p le problème est indéterminé, et il est impossible si la sommé donnée est différéùte de p.
CHAPITRE VllI
CALCUL DES RADICAUX DU SECOND DEGRÉ. - ORIGINE DES QUAN TITÉS IMAGINAIRES ET CALCUL DE CES QUANTITÉS.
Avant de commencer la résolution des équations da second degré, je vais donner la démonstration de quelques théorèmes dont l'application se rencontre souvent dans les calculs.
M. TnÉORèMB I. — Le produit des racines carrées de deus nombres est égal à la racine carrée de leur produit. . On veut démontrer Tégalité
(I) v/'ô'x V"6 = V ofeT
à cet effet, élevons au carré les deux membres : le carré dé V ùh
est évidemment ab et le carré de yfa xyjb est aussi égal à rt8 puisque le carré d'un produit est égal au produit des carrés des facteurs. Mais les carrés des deux membres de Téquation (I] étant égaux, il en est de même des deux membres.
GoROLLAiRB. «^ On fait eutrer une quantité sous un radical do second degré en mettant son carré sous le radical, et, réciprch quement, on fait sortir une quantité d'un radical du second degré en mettant la racine carrée de cette quantité en avant du radical comme son multiplicateur. En effet, on a
a yJT= yjlfix yJT= V a^.
•1. Théob&me II. — Le quotient des racines carrées de deux nombres est égal à la racine carrée du quotient de ces nommes,
U faut démontrer que l'on a
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En effet, les carrés des deux Dombres sont tous deux égaux
). Théorème III. — Lcffsqu une fraction contient à wn dénominateur des radicaux du second degré en nombre quelconque, on peut toujours la remplacer par une fraction égale qui ne contienne plus de pareils radicaux.
fn
Soit d'abord la fraction . En multipliant ses deux
a + VT
termes par a — \ b ,on obtient la fraction ^ , — ciont
le dénominateur ne contient plus de radicaux.
fn Soit maintenant la fraction — — . On fera dis-
paraître d*abord le radical v^ au dénominateur en multipliant
les deux teiines de la fraction para+Vc +V^ ? car le nouveau dénominateur étant le produit de la somme des quantités
a -j- Vc et v^par leur différence sera égal à la différence de
leurs carrés, c'est-à-dire k a — 6-|-c + 2a V^- Multipliant
ensuite les deux termes de la fraction par a ^^^b-^-c — 2 ^ac, on arrive au dénominateur rationnel (a — i-j"^)* — ^^^*
Voici maintenant la méthode générale pour faire disparaître les radicaux quel que soit leur nombre.
Si ^ir est un radical qu'cm veut foire disparaître, le premier ou à un rang quelconque, on le met en facteur au dénominateur dans tous les termes qui le contiennent: le dénominateur
prend alors la forme P + Q ^TTl P et Q étant des quantités
rationnelles ou irrationnelles qui ne contiennent pas V * • On
multiplie ensuite les deux termes de la fraction par P — Q^ k et le nouveau dénominateur P* — Ç^k ne contient plus le radical vTOD'ailleurs la multiplication que l'on a effectuée ne faisant pas apparaître de nouveaux radicaux, on voit qu'on pourra faire disparaître tous les radicaux en appliquant la méthode successivement à chacun d*eux.
•S. Théorème IV. — Quel que soit le nombre des radicaux du second degré dans une équation^ on peut toujours les
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faire disparattre en élevant plusiems fois au carré les deux nombres de cette équation.
Eu effet, soit ^ k ïq radical qu'on veut faire disparaître, le calcul commençant ou non par ce radical. On met d'abord Té* quation sous la forme
P et Q étant des quantités rationnelles ou irrationnelles, mais
qui ne contiennent pas yfir. Alors, . isolant — Q V A dans le second membre et élevant au carré les deux membres, on obtient l'équation
qui ne contient plus le radical yj k .
On voit bien qu'on pourra ainsi faire disparaître successivement tous les radicaux.
M. Théorème V. — Un nombre positif a toujours deux ra^ cines carrées égales et de signe contraire et il nen a que deux.
Il est évident qu'en algèbre un nombre positif a est aussi
bien le carré de — \/ a que de + V^ ®' d'ailleurs a n'a
pas d'autres racines carrées que + V a et — )/ a^ car si on élève au carré un nombre dont la valeur absolue est plus petite
ou plus grande que -^ ^ a^on obtiendra un nombre plus petit ou plus grand que a. On peut encore donner la démonstration suivante :
Soit a: le nombi*e qui est la racine carrée de a, on a, par définition
d'où l'on déduit^ ' '
- x^ — a = ou (a? — V ût) (a?-|- v/"â*) = 0,
et il est clair qu'un produit de deux facteurs ne pouvant être nul qu'autant qu'un des facteurs est nul, on ne peut satisfaire
à l'équation précédente qu'en prenant x égal ^ -}-}/ a oa
DES QUANTITÉS IMAGINAIRES, 63. Origine clea quantiléa ima||liialrea» — Si une
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expression ^ c — d se présente en algèbre et que c soit plus petit que d, on est conduit à extraire la racine carrée d'une quantité négative. Mais cette racine n'existe pas, puisque le carré d*un nombre positif ou négatif est toujours positif. Gependant, pour conserver à TAlgèbre son caractère ordinaire de généralité, on a laissé subsister dans les calculs les racines carrées des quantités négatives comme symboles opératoires et on leur a donné le nom de quantités imaginaires. Une exprès*
sion de la forme a it V -— 6* dans laquelle a est un nombn réel positif ou négatif et b* un nombre positif est dite encore une quantité imaginaiie.
Résle spénérale du ealoul Aem imasiuaif*<w
Elle se réduit à ce simple énoncé : appliquez aux imaginaires les mêmes règles que si elles représentaient de véritables quaiitités. Comme première application de la règle on voit d*abord
que le carré de V — ^^ est — 6*. On remarque aussi que, 6* étant le produit de 6* pai- — - 1, si Ton applique le théorème I (60), on-a
v/ ^ir&«"= V ft' X — 1 = à V "^^^nr
Alors une expression imaginaire sous sa forme la plus générale pourra s'écrire : a±b ^ — 1 ou encore a + bi en représentant V — 1 par i. Dans le calcul, a + &* sera traitée comme une quantité réelle, seulement il faudra observer que Ton a, d'après la règle générale,
et que les puissances de i se reproduisent ainsi, indéfiniment, dans le même ordre de quatre en quatre.
<I9. Restes des quatre opératlous élémenialres* —
Elles sont représentées par les identités suivantes :
(1) (a + bi) + (a' + b^i) = a + a' + {b + b%
(?) (a + bi) — (a' + b'i) = (a — aO + (ft — b'y. (3) {a + bi) {a' -f- b'i) = {aa' — bb') + {ab' + ùa/)l.
u) ^+^^ _ ja+bi) (a^~ b'i) aa'+bb' _ aV—baf^
On obtient les égalités précédentes en effectuant les opérations d'après la règle générale (66) et en ayant soin de rempla-
CALCUL imS RADICAUX DU SECOND DEGRÉ. 6)
cer t^ par — 1. Pour la division on a multiplié les deux termes
de la fraction — , , ,,. par a' — 6'i pour que le dénominateur
devint réel. On voit que les quatre opérations élémentaires exécutées sur des quantités imaginaires de la forme a -j-^^^ conduisent à des imaginaires de même forme. En Algèbre supérieure on démontre que la racine d'indice quelconque d'une quantité imaginaire a -{- ii est une imaginaire de cette forme et ce théorème beaucoup plus général : une équation d*un degré quelconque, dont les coefficients sont réels ou imaginaires de la foi^me a -{- bi, a toutes ses racines imaginair^^ de la même forme.
DÉFINITIONS
us. Quantité imikfiifiaiffH» nulle. — Une quantité imaginaire a-\-bi est dite nulle lorsque a et 6 sont nuls en mêjpa^ temps.
II9. Module d*une quantité tmaslnairc. — On appelle
module d'une imaginaire a -f bi la quantité V^* + ^*» I^ ®** évi4eot que lorsque le module d'une in^aginaire est nulle, l'imaginaire elle-même est nulle et réciproquement.
!•. Quantité» Imaginaire» ésAlev. — Deux quantités imaginaires comme deux quantités réelles sont égales lorsque leur différence est nulle. Ainsi si a -f- bi et a' rf- ^'i sont l^s deux quantités imaginaires égales on devra avoir
a — a/+(6 — 60i=r=0, Mais d'après la définition (68) on devra avoir
a = a', b =:b\ donc lorsque deux quantités imaginaire» soni égales l^^ p^rtifif réelles sont égalas ainsi que les coefficients dç V -*^ K
'91. 4t««n&Méi» InA^ffln^ir^s» éipalea et tlp ^M^um contraire. — Il n'y a pas lieu de distinguer les quantités imaginaires en positives et négs^tives. Cependant il est utile pour la généralité des énoncés de certains théorèmes d'appeler quantités imaginaires égales et de signe contraire A^\xx q\x9Jiii\é^ imaginaites dont la sQmine est nulle, la définition est alors I4 même pour les quantités réelles ou imaginaires. Soient, j^fr
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exemple, les deux quantités imaginaires a-^-bi et a' -|- l/i égales et de signe contraire, on devra avoir par définition
a-{-a'-{-{b + by = 0, d'où Ton conclut (68)
a' = — a. f = — 6, on peut alors écrire
a' + 6'i = — a — fti = (— 1) (a 4- bi).
De là on déduit une conséquence importante; Elevons à la puissance m les deux membres de Tégalité précédente, et
concevons que les puissances (a' -f" ^*0"* ^^ (^ + ^0** aient été développées d'après la formule du binôme et ramenées à la forme ordinaire des imaginaires. On voit que, a- désignant une
imaginaire de la forme a-\-bi, x^ et ( — ar)* seront des quantités égales ou égales et de signe contraire, suivant que m sera pair ou impair.
Ht. Théorâmb I. — Le module d'un produit de facteurs ima^ ginaires est égal au produit des modules.
Considérons d'abord le cas de deux facteurs a -f" bi et a' -|- bH. Le module du produit sera, d'après l'identité (3) (67),
V {aa' — bby + {ab' + ba% Mais par un calcul facile on trouve
\f aa' — bby + {ab' + ba'y = v(a« + 6*X v/a'»+6'«,
et le théorème est démontré. On l'étend maintenant au cas d*un nombre quelconque de facteurs par le raisonnement ordinaire, en faisant voir que, s'il est vrai pour m facteurs, il est vrai pour m -f- i facteurs.
9S. Théorème II. — Pour qu'un produit de facteurs imaginaires soit nuly il faut et il suffit qu'un des facteurs ^it nul\
En effet,, pour que le produit soit nul il faut et il suffit que son module soit nul. Mais le module d'un produit étant le produit des modules des facteurs ne peut être nul qu'autant qu'un de ces modules est nul, et ce module lui-même ne peut être nul que si le facteur est nul. Le théorème est donc dé» montré.
CALCUL DES RADICAUX DU SECOND DEGRÉ
M. Théorème III. — Un nombre négatif a toujours deux racines imaginaires égales et de signe contraire.
Soit X la racine carrée du nombre négatif -^ 6*. On a par définition
rr« = — 6«, ou
(aî-^y/riT«)(a? + vr=iT«V==0, (rr — fci)(:r + 6i) = 0.
Mais, d'après le théorème JI, pour que le premier membre da la dernière équation soit nul, il faut et il suffît que l'un de ses facteurs soit nul. On a donc
x:=bi et a: = — W ; c'est ce qu'il fallait démontrer.
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE ET ÉQUA
TÏ0N9 QUI 8'^ RAMÈNENT,
9A. L'équation du second degré à une inconnue peut U>u* jours se ramener à la forme
ax* -|- te -f- c = 0,
a, b, c étant des quantités positives et négatives. Cette équation se résout immédiatement dans deux cas particuliers. Premier cas. — c est nui. — Alors Téquation se réduit à
ax^ -}- bx=zO ou x{ax -f^ ^) = 0,
et elle est évidemment satisfaite par x égal à zéro et x égal à _^
a Ueuxi&me eas. — b est aûl. — L'équation est alors
ax* -}- c = ou a;* = ,
et on sait qu'elle a deux solutions égales et de signe contraire,
réelles si — est positif, imaginaires si — est négatif (64 et
74). Comme ces solutions s'obtiennent par des extractions de racines on les appelle racines, et désormais on désignera ainsi les solutions des équations.
Quand c est nul, Téquation n'a plus qu'une seule racine égale à zéro, mais comme on peut concevoir que cette racine est la
limite vers laquelle tendent les deux quantités -^ \y/
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et — \/ , on dira que Tôquation a deux racines égales
ou une racine double.
V6, Révolution de l'équnilon g^énérale du second
degré. — Ou remarque d'abord qu'en vertu de l'identité
si Ton donne un binôme m'^x'^ -fr imnx dont les deux termes. sont respectivement du second et du premier degré en x^ casf deux termes peuvent être considérés comme les deux premiers termes du carré d'un autre binôme mx -j- n. Le premier terme; ma? de ce binôme s'obtient en extrayant la racine carrée du premier terme m^a?** du binôme donné et le second n est le quotient du second terme donné 2mnx par le double 2mœ du premier terme obtenu mx.
Gela posé, pour éviter les radicaux et les fractions dès le début du calcul, multiplions par ia les deux membres de l'équation ^ - 1
et isolons le terme coniio dans le second membre, il viendra
(2) 4a*£c' + 4«far= — iac. - . ^.
(kawidérons maintenant ia'^a^ et iabx comme les deux premiers termes du carré d'un binôme : d'après ce qui a été dit précédemment, ce binôme sera 2ax-|- 6, et en ajoutant 6* aux deux membres de Téquaiion (2) cm aara dans le premier terme de l'équation (2) le carré complet du binôme 2ax-|- b. On peut donc écrire
(3) {2ax -f 6)« = i« - 4«c,
ou en posant ,
(4) 2ax + b = y, . . . • :
(5) ^ ' y« = ô> — 4ac,
mais en vertu dés théorèmes (64) et (74) Téquation précéiferite a toujours deux racines égales et de signe contraire, et Ton a
y ==±: V^*-^4a(?, et, par suite, à cause de Téqualion (4), on obtient la fortn^le-
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Comme réguation (5) n'a que deux racines, il en résulte que Téquation (1) elle-même n'a que deux racines. D'après la formulé (6}, elles sont réelles et inégales quand $* — 4acest positif, et imaginaires quand b^ — Aao est négatif. Quand b^ — 4ac est nul on est conduit, comme dans le cas particulier dû' 'ri* 75, à dire que l'équation (1) a deux racines égales on tinè racine double.
On peut remarquer que, dans le cas ou b^ — iac est négatif, les racines imaginaires sont de la forme a + pi. En effet on
peut poser "7 égal à «, et Ton a
V 6* — 4ac V 4ac — b* .
ou en posant — égal à ]S,
— = pi.
99. Bbharque. — Lorsque a, b, o sont des nombres entiers et que b est un nombre pair 2b\ la formule générale (6) (7jS) prend la forme plus simple
si de plus a est égal à 1, on a .
(2) ar = --6'±V^6'^ — c.
On peut remarquer que, bien que les formules (I) et (2) rie soient utiles que dans les cas indiqués, on peut encore les appliquer lorsque les coefScients de Téquation générale sont des fractions, W désignant toujours la moitié du coefficient du terme en a;.
Les formules qui donnent les racines de l'équation du second degré conduisent au théorème suivant:
9j|,v_ Théorème.. — Dans toute équation du second degré.
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ramenée à la forme ordinaire^ la somme des racines est égaie à
et leur produit égal à — .
Ea effet les racines de Téquation générale
sont,- en désignant par a:' celle qui contient le radical avec le "signe -- et par x^^ l'autre,
— fr — V ** — 4«c ^ — fr 4- y/ &« _ 4ac
Maintenant, si l'on ajoute, membre à membre, les égalités précédentes, on obtient immédiatement
Multipliant ensuite, membre à membre, les mêmes égalités, et observant que le produit de la somme des deux quantités — b
et V b* — 4ac" par leur différence est égal à la différence de leurs carrés 4ac, on a
4a« ' ou
Dans le cas particulier où a est égal à 1 la somme des racines est égale à — é et leur produit à c. . .
On démontre sans difficulté que, réciproquement, si deux nombres a/ et a/' satisfont aux deux équations (2) et (3), ils senties j-acines de Téquation (1). En effet, si Ion élimine successivement a/' et x^ entre les équations (2) et (3), oii obtient
c'est-à-dire que a/ et it^'.sont les racines de Téquation (1). . x
APPUCATIONS DU THÉORÈME PRÉCÉDENT £T DE SA BÉGIPROQUE
99. P€>niier une ëquatlon du «ecoiMl éLég^é qitl ad» MiaiM poui* rtietaèa deux n^aaîhpem donné»* »-^ fik l68
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deux Bombrefi sont entiers, 3 et — 5 pav exemple, oo poatrt
supposer a égal à 1 et Ton aura
6 = — (3 — 5) = 2, c=— 15, et Téquation demandée sera
Soient maintenant deux nombres fractionnaires -n- et -r- , on
aura
b ^il c 6
•et, par suite, Téquation demandée est
9#. Déterminer» et la rae de Inéquation du ae^and degré» les slsnes des racines quand elles sont réelles»
— Soit d'abord l'équation
3a?* — 4iP — 5 =: 0,
'le p^mieret le dernier terme de l'équation étant de Signe contraire, — 4(zc est positif et, par suite, il en est de même de b^ — 4ac ; les deux racines sont donc réelles et inégales. Elles
sont d'ailleurs de signe contraire puisque leur produit — -h-
est négatif. On peut remarquer encore que, la somme des ra-
cines étant — , la racine positive est plus grande que la valeur
absolue de la racine négative.
Prenons maintenant comme second exemple Téquation
La quantité b* — iac étant égale à 37, les deux racin^es soat
réelles et inégales. Leur pioduit étant —, elles sont de
même signe, et comme leur eomme est —, elles sont toutes
deux positives.
Les deux exemples pi"écédents suffisent pour montrer com- Bdjçnt çn (îp,it jrocéder dan^ tpuale^ ca^.
' Éd. -P.MMÉMi> *£aifmimttt, Étm ^êtiên-êm '€ûÊfiici$m$i^ ée
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Féquation générale du second degré, la somme âês mêfnes
puissances des racines.
Pour plus de simplicité dans les calculs, nous ferons a égal à
i dans l'équation générale du second degré. Ôi Ton veut ensuite
trouver les formules dans le cas 6ii a est un nombre quelcon-
qoe, il suffira de remplacer dans les formules obtenues b eic
, b ^ o par — et — • '^ a a
Soit donc l'équation
m étant un nombre entier quelconque. En multipliant les deux aoBibres de l'ô^piation précédente par oT"*, on a
Si Ton remplace ensuite dans cette équation x par les deux racines x' et x'^ et qu'on ajouté, membre à membre, il vient
Ou encore
(2) x^ 4. a/'" = - 6(y""' + ^'"""'; - oix'"^ + x'"^").
Dei Vk eeftte fèg^le : p(Mr obéenir la mfnfht des mêmes finissanœê des deux raeines de t équation du second degré mise sous la forme (1), muUifliez respectivement par — b et — c /a somme précédente et la somme qui précède cette dernière. Gomme on connaît les somsiés des deux premières puissances, c'est-à-dire x'^ + x'^^ et a:' -f œ^^, en procédant de proche en proche, on obtiendra les sommes de toutes lee laêmes puissances des racines. Je vais faire le calcul jusqu'à la cinquième puissance inclusivement. On a le^ formules
a">J^af^ — 2,
af-i^i^ — ^b,
j/«-far**«:ft» — 2<;,
jf*X.x"i—H-. ib^c + 2c».
a-'» 4- x>^ = fts + Si'c — i
ÏVmr lés eWéftir on a d'abord écrit les formules (3) et («> ; en a eu ensuite la formule (5) en multifdiaitit suivant ht r6gl« ~ b |^-^fr<df^SiÉtf-^# 0l4^tâÉtiMf»«diii!lsi,JàllK^
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maltipUaût 6* — 2c par — b -puis — b par — c et ajoutant les produits ; et ou a continué en appliquant toujours la même règle,
PROGRAMME
Limites vers lesquelles tendent les raeiiies «le t*é' quatloit du second degré quand a tend vers séro* —
Oa fait voir que Tune des racines tend vers — r — et l'aiitre vers
l'infini. Quand a et 6 tendent simultanément Ters zéro, les deux racines tendent toutes deux vers Tinfini.
Calcul des racines de Téquation du second degré quand a est trèspetit.
Résolution des équations qui se ramènent h Inéquation du seeond de§pré«
!• Résolution de Téquation bicarrée
aoc^ + ^«^ + c = 0,
en prenant une inconnue auxiliaire y égal à x^. — On t'ait voir que Téquation a quatre racines» deux-à-deux égales et de signe contraire, toutes les quatre réelles ou imaginaires, ou deux réelles et les deux autres imaginaires.
2** Résolution des équations réciproques jusqu'au cinquième degré inclusivement Après avoir supprimé les facteurs â; — 1 çt s 4* t qui
peuvent se rencontrer dans l'équation on pose x-\ égal à y. :
3° Résolution des équations binômes de la forme
pour les valeurs de m jusqu'à 6 inclusivement. - 4<» Résolution de l'équation . ' . !..
On pose a?"* égal à y.
8)> . Transf ormer une expression de la forme
± V ^ i V ^ «n une aittre de la forme ±^ X±^ y lorsque la transformation est possible* '— Les expressions de la forme ± y ^^ db V 6 se présentent souvent en algèbre, spécialement dans la résolution de l'équation du quatrième degré : on comprend qu'il soit utile de les transformer en expressions plus simples.
Nou9 Aouç iLppuierons sur \e, iemine i^iïapt : Itmqm deux
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quantités a ± V b^ef a' ± yj'Wsont égales pour des valeurs rationnelles des quantités a, b, a', b' on a séparément
a = a', ±,\fb=±W, • ::y
(dans la dernière égalité les signes supérieurs sont pris ensemble et de même les signes inférieurs).
On a, ■ par hypothèse,
a±:\l bz=za'± y/Y;
Si alors on isole le radicpl ±\l b' dans l'un des membres et qu'on élève au carré les deux membres, on obtient
{a-^a'f + 6 ± 2(a — a') \J 6"= b\ Si a — a' n'était pas nul, on tirerait de l'égalité précédente
ib =
bf — b — {a — aj
et Ton aurait une quantité irrationnelle égale à une quantité rationnelle : a est donc égal à a', et l'égalité
se réduit à
± )JT= ± yf¥,
les signes supérieurs ainsi que les signes inférieurs étant pris ensemble. . .
l^evenons maintenant à la question proposée, et posons
(1) ±\l a± \IT= ±yJ'x±^Y.
En élevant au carré les deux membres on obtient
(2) . a±>fb'=x + y±2yjlôy^
et Ton voit d'abord que V ^y doit être irrationnel puisque autrement \fi serait rationnel. Mais en vertu du lemme, on doit avoir
(3) x^y = a, (4) ±2\/l^=±\/X Elevant au carré les deux nombres de la dernière, on a
(5) <cy = -j'
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Lee deu^ noinbi*es œ ety sont dtonc les racinet de ré(}utlion
4X«-4aX + ô = 0, où X représente Tinconnue. On en tire
(6) ^~_XJL ^ y= ï_ ,
j? désignant la plus grande des deux racines. Mais les valeurs des inconnues devant être rationnelles, le nombre a* — 6 doit •être un carré : on arrive ainsi à la règle suivante pour déterminer X et y lorsque le problème est possible. Calculez la différence entre les carrée des deux quantités a
et ^ qui se trouvent sous le grand radical: si cette différence f^Él un carré^ la transformation est possible. Prenez alors la racine carrée du dernier nombre calculé a* — b, ajoutez4a au nombre a et prenez la moUié de la somme, vous aurez le plus grand nombre x. Le plus petit nombre s^obtient ensuite en prenant la demi-différence des mêmes nombres. Voyons maintenant comment on détermine les signes de V x
et Vy • Pour cela, remarquons que l'identité (1) pouvant s'écrire
» Il <
Vu II m .11 1« a±\Jb'^±{^T±\/J),
et v^ étant, par hypothèse, plus grand que V^i le signe en dehors de la parenthèse daûs le âécoiid membre sera le môme que le signe qui précède le grand radical dans le premier
membre. Reste maintenant à déterminer le signe de yfy .
Le signe du terme 2 >Jœy est positif ou négatif dans l'équation (2) suivant que y/x et Vî/ sont de même signe ou de-signe contraire dans l'équatioa (1), ou, ce qui revient au même, suivant que V y est positif ou négatif dans réquation (7). Mais, 'd'autre part, diaprés l'équation (4) et en vertu du lemine, le signe
de 2 V W est positif ou négatif suivant que^b est précédé du signe -f- ou du signe -^ dang Téquation (1) : donc daûs l'é-
quatioù (7) on doit prendre vrjTavec le signe 4- <5u ïe signe ^—
suivant que dans Texpreçsion donnée vTï" sera précédé du signe -j- ou du signe — .
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M. THÉOftÈfttB. -^ One maffinahv a -f^ M «i toujours deui: racines carrées de la même forme ^ égales eè de iipM cén^réirë. Posons
^ a^kitizx^yi, en ^vant au carrt^ les deux membres, on a
a + 6i = a?* — î/* 4" 2xyi, et, par suite, (70;
(2) x*^y^ = a, (3) 2xy = b.
De Téquation (3), on déduit
ar* et — y* sont donc les racines d'une équation du second degré
(4) 4X« — 4aX — é* = 0.
On en tire
on a attribué à — y* la racine ^-^ — , car autrement — t/* aurait été positif et par suite, y imaginaire. On a ensuite pour a? et j/ les valeurs réelles
seulement les signes de deux grands radicaux doivent être convenablement associés.
Si b est positif, l'équation (3) montre que les deux grands radicaux doivent être pris avec le même signe ; on peut d'ailleurs prendre le signe -}- on le signe — puisque dans les deux cas les équations (?) et (3) sont satisfaites.
Si b est négatif, les deux grands radicaux devront être pris avec des signes contraires'en vertu de l'équation (3), et on peut donner le signe + à celui des deux que l'on veut, les équa* lions (-2) et (3) étant toujours satisfaites.
Le théorème proposé est démontré et Ton voit en méma
temps comment doit être fait le calcul de transformation. Je vais donner \m exemple.
Soit à résoudre l'équation
en la considérant comme une équation bicarrée, on trouve -
En comparant cette expression à l'expression générale ^Or^bi^
a = 0, fc=±l; alors si l'on applique les formules (5), on obtient
donc
CHAPITRE X
SYSTÈME D'ÉQUATIONS DONT LA RÉSOLUTION SE RAMÈNE A CELLE D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE.
M. (Byatéme de deux équations» Pune» du premier
degré, l^autre» du second. ^ Les deux équations, sous leur forme la plus générale, sont
(1) ma: + ^y + P = 0»
(2) ai/* + 6j7y + ^* + ^y + ^^H"/^=0- De la première on tire
et en substituant cette valeur dans Téguation (2) on obtient une équation du second degré en x. Cette équation donne^ pour X deux valeurs, et en substituant chacune d'elles dans Téquation (3) on trouve pour y une valeur correspondante. Le système proposé admet donc, en général, deux solutions.
Si le coefficient de x* dans Téquation résultant de l'élimina* tien était nul, cette équation admettrait une racine infinie, et l'équation (3) donnerait pour y une valeur infinie correspondante. Ainsi, dans ce cas, il y aura encore deux solutions, mais l'une sera formée de deux valeurs infinies par x et y.
M. (Bystéme de deux écfuatlona du second décoré &
deux inconnuee. — On a les deux équations
(1) ay* -{-bxy '\-cx'^-\'dy-\-cx'\'f=iO,
(2) ay + b'xy + c'x + d'y + e' j? + /*' = .
On pourrait tirer la valeur d'une des inconnues de y, par exemple, en fonction de l'autre, en résolvant Tune des équations données comme une équation du second degré en y. On
substituerait ensuite la valeur de y dans la seconde équation donnée. Mais le calcul serait compliqué d'un radical, et il vaut mieux procéder comme il suit.
On multiplie les équations (1) et (2) respectivement par a' et a, puis on retranche, membre à membre ; on a ainsi
(3) (ay— to')a?y + (ac' — caOa?* + (ad' — daOy+C^— ^<*>
Le système des équations (1) et (3) étant équivalent au système des équations (1) et (2), on résout l'équatioa (3) par ra^^ port à y comme équation du premier degré, et on substitue la valeur obtenue pour y dans l'équation (l). Tout calcul fait, on est conduit à une équation qui sera généralement une équation complète du quatrième degré que nous ne savons pas résoudre. Mais si l'équation est bicarrée ou réciproque elle pourra être résolue et on trouvera pour x quatre valeurs. Alors l'équation (3) qui est du premier degré par rapport à y donnera une valeur de y correspondant à chaque valeur de ar : le système proposé aura donc quatre solutions. On étend plus tard cefte conséquence à deux équations quelcoaques du secoadi degré à deux vaiûables, parce que l'on démontre qu'une équation quelconque du quatrième degré a toujours quatre racines réelles ou imaginaires.
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES
\. IxKtfPLB ï. *— Résoudre le système , (1) a? — i/ = a, (2) ^'y=b,
La question est un cas particulier du problème (84) , mais ou peut procéder avec plus d'élégance comme il suit.
Considérons a? et — y comme les deux inconnues, et écrivons les équations proposées sous la forme
œ et — y sont alors lies racines de l'équation
(3) X«-aX — ^ = 0,
d'où Ton tire
^l_ a±^ ci* + U
Mais chacune des racine? de réqaatioa (3) pouvaiU Uf^ considérée comme la valeur de oi; ou de -^j/» on a deux systèoies de valeurs
Exemple II. — Résoudre te système (1) â?« + 2/«=a, (2) a^y = ^
C'est un cas pardeulier de la question (85). En opérant^ coipme il a été dit, on sera ramené à résoudre une équation bicarrée. Les racines contiendront des radicaux superposés qu'on pourra remplacer par des sommes de radicaux, parce que la condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi sera remplie; mais il est plus simple d*opérer autrement.
Après avoir multiplié les deux membres de l'équation (2) par 2, ajoutons et retranchons, membre à membre, les équa<tions données ; il viendra
(or -f y)« = a + 26, (a> ^ i/)« =s oî — 2^.
Extrayant les racines carrées des deux membres de chacune des deux dernières équations, oh a
d'où en ajoutant et retranchant, membre à membre, les équations (3) et (4),
11 est clair d'ailleurs que dans les valeurs de a? et y les signes
supérieurs doivent être pris ensemble ainsi que les signes infé*
rieurs ; car en tenant compte de la manière dont les formules
ont été déduites des équations (3) et (4), on voit que le premier
radkal dent avoir le même signe dans x eXy et, le second, des
signes contraires. Ainsi, si l'on représente respectivement par
« et j3 les deux quantités — s a-^-lh ^i — \l a — 2&, on aura
80;. QUESTIONS D'ALGÈâRE ÉLâHEMTAlRË.
ar = — a + S
Mais les deux premiers systèmes a*ea font réellement qu'un ^seul, car tous deux indiquent que l'un des nombres eherchés est a + |3 et, l'autre, « — j3. On fait la même remarque sur les deux derniers systèmes ; le système des éqtiations (1) et (2) n'admet donc que deux soluUons.
Il n'en serait plus de même si les inconnues a? et y au lieu d'être des nombres quelconques étaient des inconnues auxiliaires et avaient ainsi, chacune, une signification particulière. C'est ce qui arrive par exemple, en trigonométrie, lorsqu'on se
propose de calculer sin -^ et cos — en fonction de sin a ;
bien qu'on soit ramené à trouver deux nombres, connaissant la somme de leurs carrés et leur produit, le problème a quatre solutions. .
Exemple III. — Résoudre le système des équations
Ici on ne rentre plus dans l'un des systèmes généraux des n**' (84) et (85). Mais on peut encore opérer par substitution, car en tirant la valeur de y de l'équation (1) et la substituant dans la seconde, on tombe sur une équation du second degré. Il est plus élégant d'employer les méthodes qui suivent.
Première méthode. — Élevons au cube les deux membres de l'équation (1) puis retranchons, membre à membre, avec l'équation (:^), il vient
3x^y -(- Zy^x = a^--d; ou
Sxy {x -{-y) =a^ — d.
Remplaçant maintenant dans l'équation précédente rr + 2/ P*r a, on en lire
•{3) xy =-
Donc, en vertu des équations (i) et (3), x ety sont les racines de l'équation
(4) 3aX« — 3a«X + a» — d = 0,
et le problème n'a qu'une solution.
SYSTÈME D'ÉQUATIONS
Deuxième MÉTHODE. — On divise, membre à membre, les équations (l) et (2) et l'on a
(5) a^-xy + y^=.-^.
Élevant maintenant au carré les deux membres de Téqua* tion (1) et retranchant, membre à membre, cette équation et l'équation (5), on trouve
Sxy = a' , ou xy =
et on est ramené, comme dans la méthode précédente à résoudre l'équation (4).
Remarque. — Dans ce qui précède, on a eu pour but d'obtenir la valeur de xy ; mais on y serait arrivé immédiatement par l'emploi de la formule donnée au n** 81 :
(6) a?'5 + a/'» = — fc» + 36c.
En effet, si l'on désigne par c le produit rry, les nombres cherchés, x et y seront les racines de l'équation
X« — aX + c = 0.
Les racines sont ici désignées par a? et y au lieu de œ' et x'^ qui sont employées dans la formule (6), et — a remplace le . coefficient b de l'équation
que nous avons prise comme équation générale en établissant les formules du n® 81 . On a donc d'après la formule (6)
a^ -{-y^^za^ — 3ac.
Mais comme, en vertu de l'équation (2), x^ '\-y^ est égal à d^ on a
d=a^ — 3ac, d'où
comme nous l'avions déjà trouvé.
Troisième méthode. — On prend pour inconnue la demidifférence des deux nombres cherchés. Si l'on représente respectivement par 2a et 2d la somme des deux nombres et celle
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de leurs cubes, les deux nombres inconnus sont a + ^ el a — z et l'on est conduit à résoudre Téguation unique
Dans cette équation les puissances impaires de s jetant affectées de signe contraire se détruisent tandis que les puissances paires qui sont égales et de même signe se doublent, et Ton arrive à Téquation
3as* + ^^ = ^1 d'où
les deux nombres cherchés sont donc
Exemple IV. — Résoudre le système
Toutes les méthodes de l'exemple précédent sont applicables, excepté la seconde.
Exemple V. — Résoudre le système
Ici toutes les méthodes de l'exemple (3) peuvent être appliquées sans exception, mais je ferai voir seulement que l'on peut obtenir immédiatement une équation du second degré qui fera connaître le produit c des inconnues x et y^A cet effet, servons-nous de la formule (8) du n° 81,
En opérant comme dans le calcul analogue de l'exemple (3) on a
d = q^ — 5a'o + ^ac^,
et Ton voit bien que c est racine d'une équation du second degré. Soient c' et c'' les deux valeurs de c : si Ton écrit les deux équations
les racines de la première équation donneront un système de valeurs pour x et y et il en sera de môme de la seconde : le système des deux équations* proposées a donc deux solutions.
CHAPITRE XI
DJiCOMPOSITION DU TRINOME DU SECOND DEGRÉ EN FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ. - APPLICATIONS DIVERSES. - RÉSO- LUTION DES INÉGALITÉS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE. - MOYEN D'EXPRIMER QUE LES RACINES D'UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ SONT COMPRISES ENTRE DES LIMITES DÉTERMINÉES.
DÉCOMPOSITION DD TRINOME CLX^ -4- fcj? + C EN DEUX FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ PAR RAPPORT A X.
99. On peut démontrer de plusieurs manières la règle k suivre pour opérer cette décomposition
Première méthode. — Soient x' et x'' les racines de Téqualion
ax^ -f- ^^ "h ^ = 0,
c*est-à*dire les nombj^es réels ou imaginaires qui substitués dans le trinôme le rendent égal â zéro, (pour abréger le langage nous appellerons dorénavant de pareils nombres les racines du trinôme) .
D'après les théorèmes II et III (17), le trinôme sera divisible par les binômes x — x' et x — x" et aussi par leur produit [x — x') {x — ar'Q. En appelant Q le quotient de cette dernière division on aura
ax'^ -{-bx -^ c = Q{x — x') (x — x^^).
Mais les deux membres de cette égalité devant être identiques, les premiers termes des deux membres, c'est-à-dire ax'^ et Qx^ doivent être les mêmes et, par suite, Q est égal à a. Il vient donc
(I) aa?* + to -|-c = a(x — a/) {x — x^)^
Si QUESTIONS D*ÂL6ËBR£ ÉliÉHENTAIRE.
De là cette règle : Pour opérer la décomposition d'un trinome du second degré, multipliez le coefficient de x* par le produit des facteurs obtenues en retranchant de la variable x les racines du trinôme.
Si les racines a/ et a/' sont réelles, la décomposition se fait en facteurs réels ; si les deux racines sont réelles et égales le trinôme est, au coefficient près de ar', le carré d'un binôme réel et du premier degré en x^ ; mais si les racines du trinôme sontimaginaires, la décomposition ne peut être faite qu'en facteurs imaginaires.
Deuxié&ie méthode. — On a identiquement (2) ax* + bx + c = a\x* + _ a? + |-),
mais on a aussi (78)
Alors en remplaçant dans la première identité — et — par
les valeurs que donnent les foimules précédentes, on obtient
Troisième méthode. — Dans le second membre de Tidentité (2) complétons le carré de a? -f-T" en ajoutant et retuan-
chant le terme . ^ : il vient alors
(4) aa^ + bx-^c = a^(x+^)+—^^—y
Mais on a
4ac — b
l_ _ b'^—iac _ l \/b* — iac \^ ~ 4a« ~ \ 2a /•
4a« donc
aoî* + fea? + c = a|( X + et en remplaçant dans le second membre la dififérence des
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carrés par le produit de la somme et de la différence, on obtient
W a^+c^a (. + idd^ [. + Iz::^.
Mais si Ton remarque que les quantités ajoutées à x dans le second membre sont respectivement — x' et — a?'', on a enfin
ax* + to + c = a (x — rr') {x — x'^).
. APPLICATIONS DE LA DÉCOMPOSITION DU TRINOME. M. nelatlona entre les coefBclenta et les racine**
— L'identité (3), qu'on suppose démontrée seulement par la première ou la troisième méthode, donne
ax* -{- 6x + c = ax* — a{x' -{- x^')x + cl^ol"^
ou encore en faisant passer tous les termes dans le premier membre
(I) (6 + o(x' + x'f))x + c — ax'x' = 0.
L'égalité précédente devant être satisfaite, quel que soit x, le coefficient de x doit être nul, puisque, s'il en était autrement, en divisant par ce coefficient et isolant x dans un membre, on aurait une équation qui ne serait satisfaite que par une seule valeur de x. Le coefficient de x étant nul, l'identité ne pourra être satisfaite que si le terme indépendant de x est nul aussi : on a donc
6 + a(x' + a?'0 = 0, c — rr'ar'' = 0,
d'où
ar' + a?'' = , j? V = — .
Ce sont bien les relations du n? 78.
M. Toute équation du necond de^ré a d^sux racines
— IjG théorème a déjà été démontré, mais on peut en donner uue démonstration très-simple fondée sur la décomposition du trinôme. Remplaçons le premier membre de l'équation générale
ax* -{-bx '\-c = Oy lar la quantité quilui est identique en vertu de l'identité (5X87),
nous aurons dans le premier membre un produit de trois facteurs qui ne pourra être nul qu'autant qu'un des facteurs sera nul. Le premier facteur a n'étant pas nul, on égalera à zéro les deux autres et on obtiendra ainsi
_ —b — yJV^ — iac . _ —b + yjb^ — jac 2a ' 2a
Le théorème est démontré, et en même temps on trouve les expressions des racines, telles qu*elles ont été données (76).
•O. Variation du aiisne du trinôme. — On distingue
trois cas.
!• b* — 4ac est négatif. — L'identité (4) (87) montre que la quantité entre parenthèses étant la somme des quantités
œ + -r— j et — T— ^ — , dont la première est positive ou nulle
et la seconde nécessairement positive, est elle-même positive. Le second membre de l'identité et, par suite, le trinôme aura donc toujours le signe de a, c'est-à-dire le signe du premier terme ax^ du trinôme.
2« b* — 4ac est nul. — Le second membre de l'identité (4)
se réduit alors à hr + •;;; — I > ^^ ^^ arrive à la même conclusion
que dans le cas précédent, si ce n'est que le trinôme devient nul
pour une valeur de x égale à — .
30 i)« — 4ac est positif. — Dans ce cas on applique la décomposition du trinôme en facteurs du premier degré. Écrivons l'identité
" ax^ -{- bx -^c = a{x — a/) (a? — a/'),
dans laquelle a?' et a" sont les racines réelles et inégales du trinôme, et faisons d'abord croître x depuis — 00 jusqu'à a'. La variable x étant plus' petite que. x' et x', les deux facteurs j? — a?' et a? — a/' sont négatifs et donnent un produit positif : le trinôme a donc le signe de a ou de son premier terme aa^» Quand la variable x atteint a?', le trinôme s'annule ; puis, quand elle continue de croître entre x^ et a?'', le facteur œ — a/ est positif et le facteur x — a?''^est négatif: {x' — x) {x — a/') est donc négatif et le Irinome a un signe contraire à son premier terme.
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Enfin, quand la variable x atteint et dépasse x^'^ le facteur X — â/', d'abord nul, devient positif, et comme le second facteur X — x' reste toiyours positif, le trinôme qui commence par être nul a ensuite toujours le signe de son premier terme.
On peut maintenant énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Le trinôme a toujours le signe de son premier terme^ sauf dans le cas où, b* — 4ac étant positif, la variable X pi^end des valeurs comprises entre les deux racines du tnnome : dans ce cas seulement le trinôme prend tm signe contraire à son premier terme.
APPLICATIONS DU THÉORÈME SUR LA VARIATION DE SIGNE DU TRINOME
9t. Résolution de IMné^alIté du second deg^ré ti une inconnue. — On a
ax* -|- to + c ^ 0.
Prenons d*abord l'inégalité
(1) aa;* + te + c>0.
On distingue trois cas, suivant que t* — Aac est positif nul ou négatif.
V On a b* — 4ac> 0. — Alors les racines du trinôme x^ et a?'' sont réelles et inégales et, d'après le théorème (90), on aura
x'> x' ou X <i x'\ si a est positif,
a? < a/ et a? > xf\ si a est négatif.
2« On a \? — 4ac = 0. — Si a est positif, Tinégalité (1) est toujours satisfaite, mais lorsque a est négatif, elle ne Test jamais par des valeurs réelles. Il faut observer cependant que, dans ce cas, Téqualion
aa?* -|- ftx -}- c =
e»t satisfaite par la racine double et réelle xf^ et cette remarque est importante parce que dans la discussion des problèmes les signes > et < des inégalités n'excluent pas le signe = .
3* On a i* — 4ac < 0. — L'inégalité (I) sera toujours satisfaite quand a sera positif, et elle sera impossible quand a sera négatif.
8S QUESTIONS D'ALGÈBRE ÉLËMENTÂIBB.
Si Ton avait à résoudre l'inégalité
aar* + 6a? + <^ < 0.
On procéderait de la même manière ; d'ailleurs en changeant le signe du premier membre de l'inégalité on retomberait sur l'inégalité (1).
On peut maintenant énoncer la règle générale suivante :
•9. Pour résoudre une inégalité du second degré à une inconnue^ formez d'abord la quantitéh^ — 'lac. Si cette quantité est négative ou nulle, Vinégalité sera toujours satisfaite ou impossible suivant que a et ax* -{-hx-^c devront être de même signe ou de signe contraire en vertu de Vinégatité proposée. Si b* — 4ac est positif, déterminez les racines x' et x" du trinome et, suivant que a et ax^ + bx -{- <• devront être de, même signe ou de signe contraire, on aura
a: < ar' ou iP > a/', ou bien
X > a?' et X < x^\
•8. Théorème I. — Quand deux nombres substitués dans Ip premier membre d'une équation du second degré donnent des résultats de signe contraire^ ils comprennent toujours une racine et une seule.
Soient a et/B les deux membres donnés, « étant le plas petit. Supposons aussi pour fixer les idées que a soit positif dan? l'équation
ax* -^ bx -{- c = 0.
Si OL substitué dans le premier membre de l'équation donne un résultat positif , p donne par hypothèse un résultat négatif et est par conséquent compris entre a?' et x^\ Le nombre a qui est plus petit que p et donne un résultat positif ne peut être que plus petit que a/ : a et /3 comprennent donc la racine x'. On prouverait de même que 4Bi « donnait un résultat négatif, « et jS comprendrait la racine a/'.
•4. Théorème II. — Si deux nombres a et p substitués dans le premier membre d'une équation du second degré donnent des résultats de même signe que le premier terme, ils camr prennent entre eux deux racines ou n'en comprennent pas.
Supposons pour fixer les idées que a soit positif ; alors a et p donneront des résultats positifs. Ces deux nombres pouiyont
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par conséquent être plus petits que ic', plus grands que af^ ou l'un a plus petit que je/, et l'autre p plus grand que d'. Or il est évident que, dans les deux premiers cas, « et j3 ne comprennent aucune racine tandis qu'ils comprennent les deux racines dans le dernier Cas.
9h, Théorème III. — Si deux nombres aetp substitués dans le premier membre d'une équation donnent des résultats de signe contraire au pt^emier lerme^ ils ne com/prennent aucune racine.
En effet, le premier terme étant toujours supposé positif pour fixer les idées, les deux nombres a et p donneront des résultats négatifs, c'est-à-dire de signe contraire au premier terme, et seront par conséquent compris entre les racines.
9G. Exprimer que les racines d*ana ^^quatlon du •econd déféré aoDt toutes deux plus petites ou plus grandes qu'un nombre^ donné* ou que l'une est plus petite «'t l'autre plus faraude qu'un nombre donné*
— Soit toujours l'équation
aa?' -(- ftx -f- c = 0,
dans laquelle a est supposé positif.
l» Après avoir reconnu que les deux racines sont réelles et que l'une d'elles au moins est positive, on veut exprimer que z! est plus petit qu'un nombre positif l tandis que x" est plus grand que 1. — Le nombre l est alors compris entre les deux racines et la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
2» L'une des racines est positive et l'autre négative et Von veut exprimer que la racine positive est plus petite ou plus grande qu'un nombre positif 1. — Si la racine positive doit être plus petite que l, comme la racine négative est nécessairement plus petite que l, les deux racines seront inférieures à /, et on devra avoir
aP + 6/-fc>0;
la condition est d'ailleurs suffisante.
On verrait de même qu'on exprimerait que la racine positive est plus grande que l par l'inégalité
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$• Les deux racines sont toutes deux positives et l'on veut exprimer qu'elles sont plus petites ou plus grandes qu'un nombre positif \. — Supposons d'abord que les deux racines doivent être plus petites que /. Le nombre l étant supérieur aux deux racines doit donner un résultat positif quand on le substitue à x dans le trinôme, on a donc comme première condition
(1) al* + bl + c>0.
Mais cette condition n'est pas suffisante, car si elle était seule
remplie, les deux racines pourraient être aussi bien toutes
' deux plus grandes que /. Il n*en sera plus ainsi, si l'on
exprime que la somme des racines est plus petite que 21
' ou que leur produit — est plus petit que P. On arrive ainsi aux deux inégalités
et le système des inégalités (I) et (2) ou bien (l) et (3) exprimera les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux racines soient plus petites que /.
En adjoignant à l'inégalité (1) l'une ou l'autre des inégalités (2) et (3) prise en sens contraire, on exprimera les conditions pour que les deux racines soient toutes deux plus grandes que /.
Voici un exemple très^simple de rapplication des niéthodes précédentes.
97. Problème. — Un tube recourbé, à deux branches inégales et dont la section est partout la meniez a sa plus petite branche fermée et sa plus grande ouverte^ et contient du mercure au même niveau dans les deux branches parce que la ^pression de l'air dans la branche fermée est égale à la pression atmosphérique H. On met alors le tube en communication par sa branche ouverte avec un réservoir qui contient un gaz dont la pression P est supérieure à R, et quand l'équilibre est établi le mercure a monté dans la branche fermée d'une hauteur égale à celle doit il est descendu dans l'autre branche : on demande quelle est cette hauteur.
Désignons la hauteur cherchée par x^ et soit aussi t la hauteur du cylindre qui renfermait primitivement l'air intérieur.
DÉCOMPOSITION DU TRINOMK DU SECOND DEGRÉ
D'après la loi de Mariotte, le produit dn volume de l'air intérieur ipar sa pression doit être constant ; on a doue pour équation du problème
ou
Il est évident que le problème a toujours une solution et l'on vérifierait, d'ailleurs, facilement que l'équation (I) a ses racines réelles. Elles sont aussi toutes deux positives puisque leur produit est positif et que leur somme est négative : mais je dis que Tune des racines est plus petite que / tandis que l'autre est plus grande que / et, par suite, doit être exclue.
En effet, si Ton remplace œ par / dans le premier membre de l'équation {1), les termes se détruisent deux à deux excepté le dernier — /H. On trouve donc un résultat négatif et, par suite, / est compris entre les deux racines, comme on l'avait annoncé.
Remarquis'. — La substitution de Ik x suffit à la discussion complète. En effet, le résultat de la substitution de /• étant négatif et celui de zéro évidemment positif, il y a une racine positive de l'équation (I) comprise entre zéro et / (93); et G6mme le produit des racines est positif, la seconde racine est aussi positive et par conséquent plus grande que /.
CHAPITRE Xn
BÉSOLUnCm KT discussion des PIH»LËlfBS QUI OONDUISENT A Ua ÉQUATIONS DU SBODMD DEGBÉ A UXK INQONNUB.
\. Je yais d'abord donner qnelqnes problèmes dont la discussion est anssi simple qne celle des problèmes du preinier degré,
Problèjib I. — Partager une droite en moyenne ei extrême, raison.
La question est celle-ci : étant donnés une droite miéfinié XY (fig. 5) et deux points A et B de ceUe droite, déterminer un point C sttr la droite j tel que sa distance au point A soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et la longueur AB.
Supposons d'abord le point cherché, à droite de A, et soit x sa distance an point A. Si Ton désigne AB par a, la distance BC sera représentée par a — x et on aura pour équation du problème
(On a supposé immédiatement le point G entre A et B, le cas où C serait à droite de B étant évidemment impossible).
Soit maintenant le point G à gauche de A ; la distance AG étant toujours représentée par x, la longeur GB sera égale à a -}- a?, et Téquation du problème sera
(2) . ir« = a(a -f- x).
Mais si Ton change œ en — x dans l'équation (I), on obtient Téquation (2); donc on pourra n'employer queTéquation (I) ou Téquation qu'on en déduit
(3) x^ — ax — a* = 0.
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Seulement la racine positive de l'équation (3) indiquera un point entre A et B, et la racine négative correspondra à un point situé à gauche de A ; ce qui est conforme au principe de Descartes (37).
On retrouve facilement par l'Algèbre la construction connue en Géométrie.
Problème II. — Deuœ points lumineux sont placés en A et B sur une droite indéfinie XY (fig. 5) : les intensités de deux lumières^ à Vumté de distance^ étant connues et respectivement égales à 2i, eth, on demande en quel point de la droite indéfinie on doit placer un point G pour qu'il soit également éclairé par les deux lumières.
Soient d la distance AB et œ la distance AG.
1* Le point G est entre A etB. — Les quantités de lumière que les points A et B envoient au point G étant en raison inverse des carrés des distances, et la distance GB étant d — x, on a
2® Le point G est à droite de B. — Alors la distance BG est X — d^ mais les carrés de a; — d et de d — x étant égaux, on obtient encore Téquation (i).
3« Le point G est à gauche de A. — ta distance AG étant toujours représentée par x^ la distance GB est maintenant rf-j-or, et on a l'équation
Mais cette équation se déduit de Téquation (1) en y changeant X en — a?.
En résumé, on voit que réquation(l) donne dans tous les cas la solution du problème, pourvu que, conformément au principe de Descartes^ on regarde x comme positif ou négatif suivant que le point G est à droite ou à gauche de A.
Si l'on représente par c* le rapport — , réquation(l) peut
s'écrire
On en déduit
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d'où
Les égalités (3) et (4) sont les formules du problème.
Discussion des formules. — L'expression de af condnit à considérer trois cas, suivant que c est inférieur, égal, ou supérieur à 1 .
Premier cas. — 6 < 1. — Les valeurs de ^ et â^ sont toutes deux positives, mais a/ est plus petit et x^ plus grand que d; on a donc deux points également éclairés par les deux lumières, l'un entre À et B et l'autre à droite de B. C'est ce qui était du reste évident, car c étant plus petit que i, l'intensité de la lumière B est la plus faible et le point également éclairé doit être plus près du point B qui Téclaire le moins.
Deuxième cas, — C = I . — Alors x' est égal à — et x^
est égal à l'infini. Le point C, à droite de B, a maintenant disparu : c'est ce qu'on aurait pu encore prévoir.
Troisième cas. — C > i. — a?' est positif et œ^ négatif : les points également éclairés parles deux lumières sont donc, l'an entre A et B, l'autre à gauche de A. Ce résultat est du reste la conséquence évidente de ce que maintenant c'est la lumière A qui éclaire le plus.
Problème TII. — On lâche une pierre, à un moment donné, au dessus de V orifice d'un puits, et on note V instant précis oii Von entend le brait que fait la pierre en frappant la surface de Veau : on demande de trouver la distance de Vorifice du puits au niveau de Veau.
On connaît la vitesse constante du son v, l'accélération de la pesanteur g, et l'intervalle de temps t entre les deux instants où on lâche la pierre et où Ton entend le bruit de la pierre qui frappe l'eau. Soit x la distance cherchée : en décomposant le temps t en deux parties, le temps nécessaire à la pierre pour atteindre la surface de l'eau, et le temps que le bruit produit par la pierre met à remonter à l'oreille, on obtient l'équation
OU
(2) gx'^ — ^Vijjt + V)X + flryV = 0,
et Ton remarque que, d'après l'équation (1), la valeur de x doit être plus petite que vt.
On s'assure facilement en formant la quantité 6' — 4ac, que les racines de l'équation (2) sont toujours réelles ; on voit aussi qu'elles sont toutes deux positives puisque leur produit et leur somme sont positifs. Mais le produit des racines étant vV, Tune est plus petite et l'autre plus grande que vt : la plus petite racine de l'équation (2) satisfera donc seule à la question.
Problème IV. — Inscrire dans un triangle donné un rec* tangle dont la surface est donnée.
Soient ABC (flg. 4) le triangle donné et DEFG le rectangle dont la surface est donnée : posons
AC = 6, BH = h, aire DEFG = m« ; DE = x, DG = y.
On a les deux équations (1) œy=.m\ (2j ^+i. = i,
(la seconde a été obtenue en résolvant le problème II (59)). On en déduit par l'élimination de x
(3) by^ — bhy + m«A = 0.
On peut considérer x seulement comme une variable auxiliaire, car lorsque y est connu, il suffît de porter sa valeur de H en I et de mener DE parallèle à BC pour que le rectangle DEFG soit déterminé.
En résolvant l'équation (3) ou a
... _ bh ± }/ bhjbh ^ Am^)
et pour que le problème soit possible on doit avoir (5) m«<-^.
Quand cette condition est remplie, les deux racines sont toutes deux positives puisque les quantités — — et h sont positives;
elles sont aussi toutes deux plus petites que h puisque d'après l'équation (3) leur somme est égale à h. Donc, lorsque Finégalité (5) a lieu le problème a toujours deux solutions. Lorsque Tinégalité (5) est remplacée par l'égalité qui lui
est associée, les deux solutions se réduisent à une seule -^,
et lorsque la surface donnée m^ est plus grande que -7— , le
proyème proposé est impossible. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Parmi tous les rectangles qu'on peut inscrire dans un triangle, le rectangle (Taire maxima est celui qu'on obtient en menant une parallèle à la base du triangle par le milieu de la hauteur correspondante.
MÉTHODE DE DISCUSSION POUR UNE CERTAINE CLASSE DE PROBLÈMES
K Après avoir trouvé les valeurs des inconnues qui sont données par des équations du premier ou du second degré à une inconnue, où par des équations qui s'y ramènent, on exprime que les inconnues ont des valeurs réelles, et, si la nature de la question l'exige, positives et comprises entre des limites données. En écrivant ces diverses conditions on sera conduit à des inégalités que l'on résoudra par rapport à une lettre m désignîmt Tune des données de la question. Pour que la méthode soit applicable, il faudra que les inégalités soient du premier ou du second degré ou puissent s'y ramener. On supposera encore que les problèmes dont on veut faire la dis» cussion soient tels, que les conditions que Ton veut exprimer soient nécessaires.
Il pourra arriver cependant que Ton trouve des inégalités nécessaires et d'autres qui ne le soient pas. Ainsi, par exemple, si m doit satisfaire à l'inégalité
6* — kac et a étant positifs, m' et tn^' étant les racines du trinome, on devra avoir
m < m' ou m > m" ;
aucune des deux inégalités précédentes n'est donc nécessaire, puisque c'est seulement Tune d'elles qui doit être satisfaite.
Cela posé, si parmi les inégalités qui ne sont pas néces* saires on en trouve qui soient en contradiction avec les autres, on devra tout d'abord les exclure. Cette première préparation étant faite, on formera deux groupes d'inégalités de môme sens, comme il suit :
ly l\ F étant rangés par ordre de grandeur décroissante et p, p', p" par ordre de grandeur croissante. Alors évidemment les premières inégalités de chaque groupe entraîneront les autres, et m devra satisfaire seulement aux deux inégalités
m > / et m < p,
c'est-à-»dire que, si l'on considérait m comme une variable, cette variable pourrait prendre une suite de valeur dont / serait le minimum et p le maximum.
100. Je vais donner quelques exemples de l'application de la méthode.
Problême J. — Calculer les côtés de l*angle drM d*un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse a et le pérmètre ?p. On a immédiatement les deux équations
(1) xJ^y^^p^ay (2) a?« + y* = a«.
Élevant au carré les deux membres de la première et la retranchant, membre à membre avec la seconde, on obtient
(3) - .ri/ = 2p(p — a),
(l'équation (3) eut pu être écrite tout de suite en remarquant que ses deux membres représentent le double de la surface du triangle rectangle), x et y sont par conséquent les racines de l'équation du second degré
Ou en tire
... œt 2p — a±\/ a* +Âpa- ip*
D'abord, pour que les valeurs de ^r et de y soient réelles, on doit avoir
(6) a«+ \ia - 4/?* > 0.
Soit a la quantité par rapport à laquelle nous voulons résoudre les inégalités et d'abord l'inégalité (6). Après avoir reconnu que la quantité désignée, en général, par 6* — 4ac (92) est positive pour le trinôme a* + ^^P<^ — P*i on détermine les racines a' et a^' de ce trinôme,
Maintenant, pour que l'inégalité (6) soit satisfaite, on doit avoir
a^a' ou a > a";
Mais la première inégalité étant évidemment impossible puisque a est positif et a' négatif, on aura seulement l'inégalité nécessaire
(7) a>2p{>jT-\).
Quand Tinégalité précédente est satisfaite, x ety sont réels, mais il faut encore qu'ils soient positifs : or, pour qu'il en soit ainsi, il faut en vertu de Téquation (4) que Ton ait
a <p et a < 2p.
La première de ces inégalités entraîne Taulre, on a donc seulement les deux conditions
pour exprimer que x et y sont réels et positifs. Il n'y a pas d'ailleurs d'autres conditions^ puisque avec deux côtés de l'angle droit d*un triangle rectangle on peut toujours construire ce triangle.
Quand a est égalà2p(V2— 1) racine du trinôme a^+ipa+ip^^ le radical s'annule dans les formules (5) et y devient égal à x. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre celui qui a la plus petite hypot&nuse est le triangle isocèle.
Lorsque a devient égal à p, l'équation (4) montre que l'un des côtés de l'angle droit est nul tandis que l'autre est égal à p. On obtient donc un triangle nul et il n'y a plus, à proprement parler, de minimum pour l'hypoténuse. Du reste, la condition : a < p était connue d'avance, puisqu'elle exprime que dans un triangle un côté est phis petit que la somme des deux autres.
Problème II. — Calculer lès côtés d'un triangle recia/agley connaissant le périmètre 2p et la surface m*.
Soient x, y, z les deux côtés de l^angle droit et l'hypoténuse, on a
(2) ar« + î/«==3«,
(3) jrj/ z= 2m'.
En opérant comme dans le problème précédent on déduit d'abord des équations (1) et (2) Téquation
et en y remplaçant a?î/ par la valeur 2m* que donne Téquation (3), il vient
m* = p{p — z), d'où Ton tire
En remplaçant z par cette valeur dans l'équation (t) on a
donc» à -cause des équations (3) et (5), j? et y sont les racines de
l'équation
(6) pX« — (p» + m«)X + 2mV = 0.
En résolvant cette dernière équation on obtient
Discussion. — .On trouve d'abord pour condition de réalité des valeurs de â? et y
(p« + w*)« > 8tnV, ou
p* + m* > 2mp ^^ ou encore en ordonnant par rapport à ?n
m* — 2p VF. ?n + p* > 0.
En résolvant cette dernière inégalité à la manière ordinaii-e, on trouve que l'on doit avoir
(8) m < piyJT— l) ou (9) m >p(v^2+ l),
et quand Tune ou l'autre de ces inégalités . est satisfaite, les
valeurs deœettj sont réelles. Elles sont d'ailleurs positives, en
pi -|_ fii^ vertu de l'équation (6), puisque les quantités 2m* et -^ — '
sont positives.
Il faut encore que la valeur de z soit positive : or pour qu'il en soit ainsi, d'après l'équation (4) il faut et il suffit que l'on ait
Il n'y a pas d'ailleurs d'autres conditions, car dès que des nombres positifs ir, y, z satisfont aux équations données, 1 equation (5) montre que le plus grand des trois nombres z est plus petit que la somme des deux autres et que, par suite, on peut construire un triangle avec les trois lignes mesurées par les nombres x^ j/, z.
Cela posé, remarquons que l'inégalité (9), qui n'est pas nécessaire, est en contradiction avec l'inégalité nécessaire (10), et par conséquent doit être supprimée. Il ne reste plus alors que les inégalités de même sens (8) et (10) : mais comme la première entraîne la seconde, la seule condition de possibilité du problème est exprimée par l'inégalité (8).
Quand m est égal à p{\f^— l) racine du trinôme sous le radical, x Qi y deviennent égaux, et l'on peut énoncer le théorème suivant :
Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre celui qui a la plus grande surface est le triangle isocèle.
Remarque. — Si l'on avait résolu les inégalités par rapport à p, on aurait démontré d'une manière semblable que, parmi tous les triangles rectangles de même surface^ celui qui a le plus petit périmètre est le triangle isocèle.
. Problême III. — Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle^ connaissant le périmètre 2p et la longueur d de la bissectrice de Vangle droit.
Ou a les équations
(2) aj« + y» = 55«,
(3) xy VY= d{x + y),
(La troisième s'obtient en exprimant que l'aire du triangle est la somme dts aires partielles déterminées par la bissectrice.) On déduit, d'abord, des équations (I) et (2) comme dans les problèmes précédents
(4) xy = 2plp — z).
Remplaçant maintenant dans l'équation (3) xy par la valeur 2p(p — z) tirée de l'équation (4), Qi x -^ y par 2p — 5, on arrive à une équation en z qui donne
2pv/T— d On a ensuite
2jo« s/Y x-{-y—2p — z = —^y=r—-,
et
xy='-=r{X'\-y) =
y/T 2p yJT- d '
a; et y sont donc les racines de l'équation
(6) (2p VT— d)X« — 2p« V 2 X + 2p*d = 0.
On tire de cette équation
Discussion. — Pour que les valeurs de ar et y soient réelles on doit avoir
d2 — 2p yjl. rf + p* > 0.
En résolvant l'inégalité on trouve
(8) d < p(\/T— l) ou (9) d > p(\/ 2 + l).
Mais il faut aussi que x et y soient positifs, c'est-à-dire, d'après
2p*d 2p* V^ Téquation (6), que les quantités ^zn et ■—
soient positives ; on trouve ainsi comme condition nécessaire
(10) d<ipyiJ.
Il faut encore exprimer que la valeur de % est positive. Mais comme la quantité 2p ^ *2 — d est positive en vertu de l'inégalité (10), la formule (5) montre que py/ 2 — d doit être aussi positif : on a donc encore la condition nécessaire
(11) d<p\IT
On voit d'ailleurs, comme dans le problème précédent, que toutes les conditions pour que le triangle soit possible sont désormais remplies.
Appliquons maintenant aux inégalités (8), (9), (10) et (11) la •méthode générale. On voit d'abord que l'inégalité (11) qui est nécessaire exclut Tinégalité (9). Il reste alors les trois inégalités de même sens (8), (10) et (11) toutes trois nécessaires; mais la première, entraînant les deux autres, est à elle seule la condition de possibilité du problème. Quand d atteint la valeur limite
p(V2 — l), X devient égal à y et l'on peut énoncer le théorème suivant :
Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, le triangle isocèle est celui qui a la bissectrice de l'angle droit maxima.
COMPLÉMENT DE LÀ MÉTHODE DE DISCUSSION EXPOSÉE AU N
fl#fl. Il peut arriver que la quantité m, par rapport à laquelle nous supposions les inégalités résolues dans l'exposé de la méthode précédente, puisse être inférieure, égale ou supérieure à une quantité donnée h, et que, suivant que Tun ou Tautre de ces cas se présente, le nombre ou le genre des solutions varie. Cette circonstance pourra môme se présenter plusieurs fois pour des nombres donnés ft, A, /. Alors, après avoir déterminé les valeurs maxima et minima p ei q de la quantité m comme il a été dit dans l'exposé de la méthode du n9 99, on rangera pai* ordre de grandeur croissante les quantités
p, A, kj Z, q. Si cet ordre est celui dans lequel les lettres viennent d'être écrites, on fera varier m depuis p jusqu'à /i, puis depuis h jusqu'à k et ainsi de suite, et on verra comment le nombre ou le genre des solutions varie quand m atteint et dépasse Tune des valeurs h, ft, l.
On pourra aussi, dans la discussion d'un problème, avoir à exprimer que certaines inconnues sont plus petites ou plus grandes que des limites données : alors on opérera d'après la méthode du n'» (96).
10j8. Je vais donner quelques exemples.
Problème I. — Étant données une sphère et une surface cylindrique de révolution qui touche la sphère suivant un grand cercle EA {fig, 6), on prend sur Vaxe du cylindre et^ à égale distance du centre^ deux points G et G pour sommets de deux cônes droits tangents à la sphère et prolongés jusqu'à la rencontre du cylindre: on demande de déterminer les points G et G de telle sorte que la surface totale du volume ainsi formé soit égale à une surface donnée.
Posons
OA = r, OC = ar, AB=î/,
et soit 27rra la surface donnée. En exprimant que la surface totale est composée de la surface du cylindre BDFH et de celle des deux cônes CDB, FGH, on a d'abord
^nry + 2irrx = 27rra, ou
(On a remarqué, que le triangle COB est isocèle et que GB est égale à OC ou x.) D'un autre côté le triangle CBK donne
ou
De l'équation (1) on déduit
et en substituant cette valeur dans l'équation (2), on a
(4) 5y« — 2ay + r« = 0,
d'où Ton lire
on a ensuite une valeur de x qui correspond k chacune des valeurs de y, au moyen de l'équation (3).
Discussion. — On remarque d'abord que lorsque AB ou y est plus grand que r, les deux cônes pénètrent dans Tintérieur du cylindre et que ce ne sont plus leurs surfaces qui touchent la sphère mais les secondes nappes formées par les prolongements de leurs arêtes. Nous appellerons uiïe pareille solution, du second genre, par opposition à la solution ordinaire qu'on appellera solution du premier genre.
Cela posé, on voit d'abord que la condition de réalité pour les valeurs de y est
Quand elle est remplie, les deux valeurs de y sont réelles. D'ailleurs Téquation (4) montre que ces valeurs sont toutes
deux positives et que chacune d'elles est plus petite que— , puisque leur sommp — - est plus, petite que . Alors Té-
quation (3) donne une valeur positive de x correspondant à chacune des valeurs de y.
On voit que, si Ton ne feiit aucune distinction entre les deux genres de solution, on peut dire que, dès que l'inégalité (6) est satisfaite, le problème a toujours deux solutions qui se réduisent à une solution double, lorsque a est égal à r \/ 5 .
Mais ici nous voulons distinguer les deux genres de solution et faire les trois hypothèses : y inférieur, égal ou supérieur â r. Pour comparer y kr substituons, suivant la méthode (96), r k y dans le premier membre de l'équation (4). On trouve pour résultat de la substitution 2r(3r — a) et l'on sera conduit à distinguer trois cas suivant que a sera inférieur, égal ou supérieur à 3r.
Maintenant, en nous conformant à la méthode du n" 101, faisons croître a depuis sa valeur minima jusqu'à l'infini en passant par la valeur 3r.
P rt = / yj^ . — (Pour les valeurs plus petites de a le pro-
blême est impossible.) Alors il y a une solution double du premier genre
r VT 2r yJJ
2** r V 5 < a < 3r. — a étant plus grand que r \/ 5 les valeurs de i/ et x sont réelles et positives, mais comme a est plus petit que 3r, le résultat de la substitution Aer ky dans le premier membre de l'équation (4) est un nombre positif. Les deux valeurs de y sont donc toutes deux plus petites ou plus grandes que r, mais ce dernier cas est exclu parce que
le produit des racines •— - est plus petit que 9r* : donc le pro-
blême a deux solutions du premier genre.
2® a = 3t. — Alors on trouve les solutions
y' z=zr^ x' = r ; y" =-r- , x":=-
La première donne la surface totale du cylindre circonscrit et la seconde est une solution du premier genre.
3** « > 3r. — La quantité 2r(3r — a) étant maintenant négative, l'une des valeurs de y est plus grande que r et Tautre plus petite : le problème a donc une solution du premier genre et une autre du second.
Voici un tableau qui résume toute la discussion :
Variation de a.
Nombre des solutions.
Problème II. — Connaissant le rayon r d'ime sphère et k surface totale 2nm^ d'un cylindre qui lui est inscrit, calculer le rayon de base et la hauteur du cylindre.
Soient x le rayon de base et 2y la hauteur du cylindre, les é'juations du problème sont
De la première on tire
et en substituant dans l'équation (2) la valeur que donne ré(|uation (3) on a
d'où
En prenant avec le signe + les racines carrées du second membre de l'équation précédente on aura deux valeurs pour ar, et en les substituant dans la formule (3) on aura pour chacune d'elles une valeur correspondante de y.
Discussion. — D'abord pour que les valeurs de a:* soient réelles on doit avoir
(m«4-2r«)*>5m*, ou
m« + 2r* > w« V'bT
d'où l'on déduit, après avoir fait passer un radical du dénominateur d'une fraction à son numérateur,
D'ailleurs, dès que les valeurs de x^ sont réelles, elles sont positives en vertu de l'équation (4) et, par suite, les valeurs de X sont réelles et aussi positives puisqu'on prend les radicaux avec le signe -|-.
Mais, pour qu'une valeur de x soit admissible, il ne suffit pas qu'elle soit réelle et positive, il faut encore, comme le montre l'équation (3), qu'elle soit plus petite que m afin que la valeiu* correspondante de y soit elle-même positive. Il n'y a point d'ailleurs d'autre condition : les inconnues x et y doivent, il est vrai, être plus petites que r, mais par cela seul que des valeurs réelles et positives de a? et j/ satisfont à l'équation (2), ces valeurs sont plus petites que r.
Il s'agit maintenant de comparer, sous le rapport de la grandeur, m' à l'une des valeurs de x* ou à toutes deux. ÎV cet effet
suivant la méthode du n* 96, nous substituons m' à .r* dans le premier membre de l'équation (5) qui est du second degré par rapport hœ^. Le l'ésultat de la substitution est km^ (m* — r*). Alors comme le pi-escrit la méthode (101), on devra faire varier m* depuis jusqu'à r*, ensuite depuis r* jusqu'au maximum
lo m* < r^, — Alors 4m* (m* — i^) est négatif : il y a donc une valeur de x* plus petite que m* et l'autre plus grande, et par conséquent le problème n'a qu'une solution.
2** m* = r*. — L'une des valeurs de x est m ou r et la valeur correspondante de y est zéro : le cylindi-e se réduit alors à ses deux bases confondues avec un grand cercle de la sphère. Quant à la seconde solution, elle est donnée par les deux formules
c'est-à-direqu'on a un cylindi'e semblable au litre. On a obtenu la seconde valeur de x en remarquant que le produit des deux
valeurs de x* est égal à — =— en vertu de l'équation (5) .
3* r' < m* < r* . -^ — ^ — . — Dans ce cas 4m* (rn* — r*)
est positif et les deux valeurs de x' sont toutes deux plus petites ou plus grandes que m^ ; mais cette dernière circonstance ne peut se présenter puisque le produit des va-
leurs de rr*, c*est-à- dire — -— est plus petit que m\ Donc, lorsque
m^ est compris entre r* et r* ^ , le problème a toujours deux solutions.
4® m' = 7'* - — — "t- - , — Alors il y a une solution double. On
ne donne pas à rrfl de valeur supérieure à r* -^ — ^ — puisque
le problème est dès lors impossible.
Si maintenant on désigne par S la surface totale du cylindre et qu'on multiplie par 2n les égalités ou inégalités précé'
dentés, on peut résumer la discussion dans le tableau siii* vaut :
Variation de S. Nombre de solutions.
S < 27rr« t
S = 27rr* 2
27rr« < S < 7rr«(v/y+ l) 2
S = 7rr« (v^"5'+ 1 ) l
S > Trr' {yjt+ l) ^
Problême III. — Inscrire dans un de mi -cercle dorme un rectangle, connaissant la somme de sa base et de sa hauteur.
Soient r le rayon du cercle, p la somme donnée, 2x la base et y la hauteur du rectangle, on a immédiatement les deux équations
(1) yJ^2x — p, (2) a?' + j/« = r«.
En résolvant le premier par rapport à y on a
et si on substitue dans l'équation (2) la valeur de y que donne l'équation (3), il vient
(4) 5a?2 — 4/73? + p« — r« = 0, d'où
(5) ^^iP±VpEZ.
On calculera ensuite y par la formule (3).
Discussion. — Dans ce problème nous admettrons les solutions négatives de x et de y. Quand x ^\. y seront positifs nous dirons que la solution est du premier genre : elle sera du second genre quand x sera négatif et y positif, c'est-à-dire quand la différence entre la base et la hauteur sera donnée, et on aura une solution du troisième genre quand, x étant positif et y négatif, on donnera la différence entre la base et la hauteur.
On trouve d'abord pour condition de réalité des valeurs de X
p <r\fb'.
On remarque aussi que les valeurs de x, d'après Téquatioii (4), soût toutes deux positives ; ou Tune positive et l'autre négative, suivant que p est plus grand ou plus petit que r.
D'un autre côté, on voit par la formule (3) qu'à une valeur positive de X correspondra une valeur positive ou négative de y, sui-
vant que x sera plus petit ou plus grand que -^ . Alors on doit,
P suivant la méthode, chercher le résultat de la substitution de -^
à a? dans le premier membre de Téquation (4). Ce résultat étant •^ — , on aura à examiner trois cas, suivant que p est inférieur, égal ou supérieur à 2r, le dernier cas étant possible
puisque 2r est plus petit que r V 5.
En résumé, on voit que les quantités que l'on aura à considérer sont, dans l'ordre de grandeur croissante, r, 2r et r ^ 5. Nous ferons donc varier p comme le demande la méthode, successivement entre et r, entre r et 2r, et enfin entre 2r et
r yfb7
i" p < r. Alors l'équation (4) donne une valeur positive et une valeur négative pour x, A la valeur négative de X correspond une valeur positive de y, on a donc toujours une solution du second genre. Maintenant la valeur positive de x est nécessairement plus grande
que -^ . En effet, p étant plus petit que r est, à plus forte, rai-
son, plus petit que 2r, et la quantité — — -r est négative.
P La valeur négative de x doit donc être plus petite que -^ et la
valeur positive plus grande, et, par suite, à la valeur positive de X correspond, en vertu de l'équalion (3), une valeur négative de y. On a, par conséquent une solution du troisième genre. Ainsi, quand p est plus petit que rie problème a deux solutions. Tune du second genre, l'autre du troisième genre. 2° p = r. On trouve dans ce cas
La première solution peut être considérée comme du premier
OU du second genre ; quant à la seconde^ elle est du troisième genre. Le cas actuel rentre dans le premier cas, mais on pourra aussi le faire rentrer dans le suivant.
3** r < p < 2r. Les deux valeurs de x sont maintenant
positives, mais comme la quantité -^ — est négative. Tune
des valeurs de x est plus petite et Tautre plus grande que -^ .
A la première correspond une valeur de y positive et à la seconde une valeur de y négative ; on a donc une solution du premier genre et une solution du troisième genre.
4* p = 2r. IjCS deux valeurs de x sont toujours positives,
©a — 4r« mais la quantité -^ — étant nulle, Tune des valeurs de x
est égale à - ou r, et la valeur correspondante de y est nulle.
On obtient la seconde valeur de x, -r^ ou -— , en retranchant
-~ de la somme des racines — |- , et Ton trouve --— pour va- Z 5 5
leur correspondante de y. On a donc deux solutions dont la seconde est du premier genre tandis que la première peut être considérée, à volonté, comme du premier ou du troisième genre.
5* 2r<p<r ^5. Dans ce cas les deux valeurs de x sont toujours positives, et je dis qu'elles sont toutes deux plus
petites que ~ . En effet, la somme des racines étant — ^
nombre plus petit que p, les deux racines ne peuvent être
toutes deux plus grandes que -^, et comme la quantité ^ ^
est positive, elles sont nécessairement plus petites que — .
Alors aux deux valeurs positives de x correspondent des valeurs positives de y et on a deux solutions du premier genre.
6** p = r v/TT On a une solution double du premier genre.
On ne fait pas varier p au delà de r \/ 5 puisque alors le problème devient impossible.
RÉSOLUTION ET DISCUSSION DBS PROBLÈMES. ill
TABLEAU DES RÉSULTATS DE LÀ DISCUSSION
Variation de p.
p=zry/'b'
tus. Observation. — Dans les problèmes qui précèdent les valeurs principales de m que nous avons désignées par p, A, fc, l , . . , q ont pu être rangées immédiatement par ordre de grandeur, mais il n*en est pas toujours ainsi. 11 peut arriver que les quantités p, /?, A;, / . . . . ç puissent être rangées dans divers ordres suivant certaines relations entre les données. Les problèmes de cette nouvelle classe deviennent alors plus diflBciles, aussi je les réserve pour la seconde partie.
Nombre des solutions.
Oélliiition» de la vorlable ludépeudante et de
la ronctiou. — En Mathématiques, oa appelle variable une quantité qui peut prendre différentes valeurs. La variable est dite indépendante ou dépendante suivant que ses valeurs sont arbitraires ou qu'elles dépendent des valeurs attribuées à une ou plusieurs autres variables. La variable dépendante s'appelle aussi U7ie fonction des variables dont elle dépend. Ainsi, Taire d'un cercle et celle de Ja surface sphérique sont des fonctions de leur rayon, 4'aire d'un triangle est fonction de sa base et de sa hauteur et le volume d'un parallélipipède lectangle est fonction de ses trois dimensions
Dans tout ce qui va suivre, on considérera seulement les fonctions d'une seule variable.
La dépendance entre une fonction y et la variable indépendante œ est souvent exprimée par une équation : ainsi, si l'on a
y = 3:r — 1 , y = bx^ — 3a? + 4,
quand on donnera à x une valeur arbitraire dans l'une ou l'autre des équations, on pourra au moyen de ces équations calculer la valeiu: correspondante de y.
En général, on exprime par une équation de la forme
la liaison qui existe entre une fonction et sa variable, que l'on
CONTINUITÉ DES FONCTIONS
connaisse ou non la forme de la fonction. (L'équation (1) s'énonce :- y égale fonction î de x.)
105. DéfinUion des maxima et minima. — La variable indépendante prenant des valeurs croissantes entre — oo et + ^ ou entre des limites quelconques, il peut arriver que la fonction né varie pas toujours dans le même sens : lorsqu'elle cesse de croître pour décroître, on dit qu elle passe par un maximum et dans le cas contraire qu'elle passe par un minimum. Une valeur maxima n'est donc pas nécessairement la plus grande de toutes Jes valeurs que la fonction peut prendrç, mais seulement une valeur plus grande que celles qui la précèdent et la suivent dans un intervalle déterminé : on fait une observation analogue pour le minimimi.
ids. Continuité de» ronctton», — Une fonction est dite continue dans un intervalle déterminé, lorsqu'elle ne peut passer de la première valeur à la dernière sans prendre toutes les valeurs intermédiaires. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il un accroissement suffisamment petit et déterminé de lajvariable indépendante corresponde un accroissement, positif ou négatif de la fonction, aussi petit que Ton voudra.
On peut vérifier que les fonctions les plus simples sont continues.
Si d'abord on prend la fonction du premier degré ax-\-b et que l'ou donne à x les deux valeurs a?' et x'^ l'accroissement delà fonction est a(a/' — û/), et cet accroissement sera évidemment plus petit qu'un nombre déterminé « si Ton a a/' — x'
plus petit que la valeur absolue du quotient — ,
i09. Théorème. — La fonction du second degré ax*-}-bx-|-c est continue.
Soit y la valeur du trinôme pour une certaine valeur £P, et y^k une seconde valeur du trinôme qui correspond à une valeur a? -f- A de la variable indépendante, on aura
y = ax* -|- èar -)- c, y +k = a{x + hy + b{x + h)'\- c,
d'où
k = (iax + b)h + a¥.
Il s'agit de démontrer que pour un certain accroissement h de x, positif ou négatif, la fonction 7/ prendra nn accroissement A plus
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petit qu'un nombre déteiminé « aussi petit que Ton veut. Soient m ei n les valeurs absolues des quantités ?ax+ft et a, il suffira évidemment de satisfaire aux inégalités
ou
et pour cela on prendra pour h une valeur plus petite que la
plus petite des deux quantités -^ — et tX -^ — .
Je vais maintenant démontrer un théorème général dont il sera fait usage dans la suite.
••9. THÈORàifB. — Si deux fonctions y «t z (Tune même
variable x sont continues et finies ^ leur quotient -=- est continu
dans tout intervalle qui ne comprend pas une valeur de la variable qui annule z.
Soient y^^ z^ les valeurs absolues de j/ et 2 pour une valeur x^ de X, et A et / les accroissements de y^ et z^ qui correspondent à Tac^îroissement h de x^, on trouve pour accroissement de la
y kz — . ly
fraction —^ , — ^ — r- jf- . Si l es! positif, et qu'on veuille
que l'accroissement de la fraction soit plus petit que a, il suffira de rendre plus petite que a la valeur absolue du rapport
teiT ^__ /«y
_j:^ __-iL , et il est bien évident qu on pourra toujours déter-
miner des valeurs de 7û et / satisfaisant à cette condition, puisque les fonctions y et 2 sont continues.
Si / est négatif, on pourra toujours donner à x^ un accroissement suffisamment petit pour que / soit inférieur en valeur absolue à un nombre déterminé e aussi petit que Ton voudra. Alors s^ 4" i sera supérieur à af| — c et il suffira de rendre plus
petite que a la valeur absolue de l'^J^* ce qui est toujours
z^ {Zi e) —
possible, k et /pouvant être aussi petits que Ton veut.
K Pour peindre aux yeux la variation d'une fonction,
COURBE D'UNE PONCTION. H
on construit ce qu'on appelle sa courbe : c'est ce que Ton va expliquer après quelques préliminaires indispensables.
liO. Déterminatioii d'un point par se» coordonnées. — Soient tracées dans un plan deux droites quelconques xn/ et yi/ qui se coupent en (fîg. 7). M étant un point quelconque du plan, menons MP et MQ parallèles à œx et yy' : il est clair que si les longueurs OP et OQ étaient connues et portées de O en F et de O en Q, le point M serait déterminé par la rencontre des droites PM et QM. Mais afin que le point M soit déterminé quelle que soit sa position dans le plan, on donne des signes aux longueurs telles que OP et OQ : on les prend positives quand elles sont comptées sur Ox et Oy, et négatives sur Ooc' et Oy\ La distance OP, prise en grandeur en signe, s'appelle l'abscisse du point M et on la représente ordinairement par œ ; la distance OQ, prise avec son signe, s'appelle l'ordonnée du point M et on la représente par y. L'abscisse et l'ordonnée d'un point, considérées ensemble, prennent le nom de coordonnées du point, le point est Vorigine des coordonnées, et les deux droites œx\ yy' sont les axes des coordonnées.
fit. Courbe d'une fonction. — Soit f{x) la fonction
donnée : en la représentant aussi par y, on a l'équation
Supposons que la variable indép3ndante x prenne successivement les valeurs croissantes a?', j^'', a?'" ... et que l'on ait calculé au moyen de l'équation (I) les valeurs correspondantes de y\ y'i y'^ y ... (on admet pour plus de simplicité qu'à une valeur de x ne correspond qu'une valeur de y). On construit les points M', M'', M'" . . . dont les coordonnées sont, respectivement, {x\ y'), {x^\ y")^Sp^'\ 2/"0 • • • Pour cela, si les axes sont rectangulaires, on porte sur Taxe des ^r, à partir de l'origine 0, des longueurs OP', OP'', OP''' . . . représentant jr', x", a?"' . . . et on élève aux points P', P", P'" . , . des perpendiculaires MT', M"P", M'"P"' . . . égales respectivement à y'^ y'\ y^" . . . La construction se justifie en remarquant que, la figure OPMQ étant un rectangle, les côtés opposés MP et OQ sont égaux.
Si maintenant on joint par des droites les points consécutifs obtenus, on aura un polygone MM'M" . . . dont les côtés se-
ront d'autant plus petits que les valeurs de x se succéderont à de moindres intervalles. Il est clair alors que, si Ton fait tendre les accroissements successifs de x vers zéro, le polygone tendra vers une courbe déterminée : c'est cette courbe qu'on appelle la courbe de la fonction. Lorsqu'elle est connue, on S'nt, à simple vue, la variation de la fonction. Soit, par exemple, la courbe d'une fonction (fig. 8) : on voit que, x croissant depuis OP jusqu'à OP', la fonction croît depuis MP jusqu'à un maximum MT', puis, que x continuant de croître depuis OF jusqu'à OP^', la fonction décroît depuis M'P' jusqu'au minimum W^P^\ etc.
L'équation (1) est dite aussi l'équation de la courbe qu'elle H servi à construire.
DÉTERMINATION DANS LES CAS LES PLUS SIMPLES DE L'ÉQUATION D'UNE LIGNE D'APRÈS UNE DE SES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES.
t%9. Au lieu de construire une ligne quand on connaît son équation, on peut se proposer de trouver l'équation d'une ligne d'après une de ses propriétés géométriques. C'est là le principal objet de la Géométrie analytique. Je vais seulement chercher ici les équations de la ligne droite, du cercle et des coniques, parce que la connaissance de ces équations sera souvent utile dans la discussion des problèmes.
ÉQUATIONS DE LA LIGNE DROITE
lis. On remarque d'abord que les-' équations des droites parallèles à Taxe des œ et des y sont respectivement
puisque, dans le premier cas, l'ordonnée a une valeur constante 6, quel que soit a?, et que, dans le second cas, la valeur de l'abscisse est toujours égale à a, quel que soit y.
Soit maintenant une droite AOA' passant par l'origine (fig.9), M et M' deux points quelconques de cette droite, MP etOP, M'P et OP' leurs coordonnées. Les triangles semblables OMP, OMT' donnent
ÉQUATIONS DE QUELQUES LIGNES
le rapport de Tordonnée à l'abscisse est donc le même pour tous les points de la droite. En le désignant par a on a
-2- = a ou (2) t/ = ax.
L'équation (2) est l'équation générale de toutes les droites passant par Torigine, et on voit facilement que, suivant que a sera positif ou négatif, la droite sera située dans les deux angles t/ox, y'oa/ ou dans les deux angles yoa/y xoy'.
Cherchons maintenant l'équation d'une droite CG^ qui ne passe pas par l'origine et qui coupe Taxe des ordonnées au point B. On mène par l'origine une droite AA' parallèle à la droite donnée : soit M le point où l'ordonnée NP d'un point N de la droite CC est coupée par AA', on a
1/ =z= NP = MP + MN = MP + OB.
Désignant OB par b et remplaçant MP par la valeur que donne l'équation (2), on obtient pour l'équation demandée
(3) y-=Lax + h.
Mais si dans cette équation on pose
oa arrive à l'équation
(4) Aa?+Bî/ + G = 0,
qui est l'équation généi*ale du premier degré à deux inconnues.
L'équation (4) donne non- seulement l'équation (5) mais aussi les équations (1) et (2), en y supposant successivement A et B égaux à zéro.
Eu résumé, une droite est toujours représentée par une équation du premier degré, et on voit sans difficulté que, réciproquement, toute équation du premier degré représente une droite.
ÉQUATION DU CERCLE
ti4. Je supposerai les axes rectangulaires. Soient r le rayon du cercle G (fig. 10), o^ et 6 les coordonnées OD et CD du centre, x Qi y celles d'un point quelconque M du cercle. IVojetons les points G et M en D, P, F, Q sur les deux axes, et
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soit prolongée CF jusqu'à sa rencontre en E avec MP : le triangle rectangle CME donne
CE 4- ME = r\ et comme CE et ME sont respectivement égaux à DP et FQ,
DP +FQ =r«.
Mais on a toujours, comme on peut s*en assurer par une discussion très-simple,
dp' = (x — a)\ FQ' = (î/ - by.
L'équation générale du cercle est donc
Cas particuliers.
X"" L'origine des coordonnées est au centre. — Alors a et/? sont nuls et Téquation du cercle devient
ar« -|- y* = r*.
?• L'origine est à VexPrémité d'un diamètre qu'on prend pou/r axe des x. — Dans ce cas b est égal à zéro et a est égal à r et l'équation devient
{x — ry + y* = *'*i ou
^* + y* — 2rx = 0.
C'est l'équation qu'on eût trouvée directement, en exprimant que la perpendiculaire abaissée d'un point du cercle sur le diamètre, pris, pour axe des œ^ était moyenne proportionnelle entre les segments déterminés par elle sur le diamètre.
ÉQUATION DB L'ELUÇSB RAPPORTÉE A SON CENTRE ET A SES AXES
115. On veut déduire l'équation de l'ellipse de sa propriété focale. Les axes de symétrie AA' et BB' (fig. 12) étant pris pour axes des abscisses et des ordonnées, si Ton abaisse MP perpendiculaire sur AA' d'un point quelconque M de l'ellipse, OP et MP seront respectivement ïx et l'y du point M, Tirons
ÉQUATIONS D£ QUELQUES LIGNES
les rayons vecteurs MF' et MF que nous désignons par uetv \ on aura, d'après la propriété focale,
(1) ' v-^-vzsZa,
(ÂÂ', BB' et FF/ sont^ comme on sait, représentées respectivement par 2a, 26 et 2c.)
Maintenant, d après un théorème connu, le triangle MFF' donne
(2) u* — v^ = 4cjr,
et si Ton divise, membre à membre, les équations (1) et (2),
on a
2cx
Ensuite si Ton ajoute et retranche, membre à membre, les équations (1) et (2), il vient
ex ex
(4) u = aA , (5) ij=za
Enfin le triangle MPF donne
ex ou en remplaçant v par la valeur a ,
aV + (a« — c>« = a\a* — c«).
Dans Téquation précédente on peut remplacer a* — c* par fe* et diviser les deux membres par a*6*, et Ton a pour équation de l'ellipse
a* ^ fe« ^-
AU SOMMET
tiV. En partant de la propriété focale et représentant parp le paramètre, on a trouvé dans le cours de géométrie l'équation
y* = 2px.
liCl. On comprend de quelle utilité peut être la connaissance des équations des lignes les plus simples dans la discussion des problèmes. Ainsi, par exemple, le problème 111 du n** 10*2 revient à déterminer l'intersection d'une droite
avec un cercle dont Téquation est
Cette remarque permet alors de substituer à la discussion .algébrique du problème une discussion purement géométrique.
CHAPITRE XIV
PREMIÈRE MÉTHODE POUR LA DÉTERMINATION DES MAXIMA ET DES MINIMA. - APPLICATION DE CETTE MÉTHODE A DI- VERS PROBLÈMES
119. On a vu dans le chapitre XII comment la discussion des problèmes conduisait à la connaissance de certains maxima et minima : c*est ce qui a suggéré l'idée de la méthode suivante.
Pour trouver le maximum ou le minimum d'une certaine quantité variable, donnez à cette quantité une valeur arbitraire et déterminée m. Résolvez alors et discutez complètement le nouveau problème, ainsi substitué au problème de maximum ou de minimum, en ayant soin de résoudre les différentes inégalités de condition par rapport à la lettre m. Restituez enfin à la quantité, que m représente, son caractère de variable, et vous trouverez ainsi les valeurs limites entre lesquelles cette variable doit être comprise, c'est-à-dire les maxima et minima. Il est clair que, pour que la méthode soit applicable, il £aut que la résolution des équations se ramène à celle des équations du premier ou du second degré, et que les inégalités soient du premier ou du second degi'é par rapport à tn ou puissent s'y ramener.
IM. Je vais donner quelques exemples.
Problème I. — Quel est le rectangle dCaire maxima, parmi tous les rectangles insarits dans un même triangle ?
D'après la méthode, on doit résoudre et discuter le problème d^insorire un rectangle d'aire connus dans un triangle donné. C'est ce qui a été fait (Problème IV, 98), et comme détail de la discussion, on a trouvé que le rectangle d'aire
maxima était celui dont la base supérieure passait par le milieu de la hauteur perpendiculaire à cette base.
Problème TI. — Quel est, parmi Ums les triangles rectangles de même périmètre, celui qui a la plus petite hypoténuse?
Considérant l'hypoténuse comme donnée, on se propose de calculer les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle dont on connaît l'hypoténuse et le périmètre. En résolvant et discutant le problème (Problème I, 100) on trouve que l'hypoténuse est mini ma lorsque le triangle est isocèle.
Problème III. - Quel est, parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, celui qui a la plus grande surface?
On suppose la surface donnée et Ton se -propose de, calculer les trois côtés d'un triangle rectangle dont on connaît le périmètre et la surface. La discussion (Problème II, 100) fait voir que le triangle d'aire maxima est le triangle isocèle.
ito. Dans Tapplication de la méthode précédente aux questions de maximum et de minimum, il est bon, en général, de faire porter toute la discussion sur une seule variable qu'on appellera la variable principale, toutes les autres étant des variables auxiliaires. Après avoir éliminé les dernières variables, on aura une équation entre la variable principale et la quantité dont on demande le maximum ou le minimum, et cette dernière quantité pourra être considérée comme la fonction de la variable principale. Les inconnues auxiliaires qui ont déjà servi à trouver l'équation entre la fonction et sa variable seront aussi très-utiles, en général, pour déterminer dans la discussion du problème, entre quelles limites peut croître ou décroître la variable principale. Mais quand on appliquera l'Algèbre à la Géométrie, il sera souvent plus simple de trouver" directement par la Géométrie les conditions auxquelles la variable principale est assujettie.
Je vais éclaircir ce qui précède par des exemples
Problème T. — Trouver y parmi tous les triangles rectangles dans lesquels la somme des deux côtés de Vangle droit est constante, celui qui est tel^ que la perpendiculaire abaissée du sommet de Vangle droit sur l'hypoténuse est maxima.
Supposons que la hauteur qui correspond à Thypoténuse soit donnée, et désignons-la par h. Soient aussi a la somme donnée des deux côtés de 1 angle droit, et x, y, z^ les deux cotés
de l'angle dnût et rhypoténuse. On a les trois équations (1) x^y = a, (2) xy=:zh, (3) a?«+j/« = z».
Multiplions les deux membres de l'équation (2) par 2 et ajoutons et retranchons-la, membre à membre, avec l'équation (3) : il vient
{x + yy = 2* + 2zh, {œ — y)* =z^^ 2zh.
En remplaçant dans le premier x -{- y par a et ordonnant, on aura, pour déterminer z que nous prenons pour variable principale^ Téquation
(4) 2» + ihz — a» = 0.
Cette équation a toujours ses deux racines réelles, mais la plus petite z' est négative et doit être rejetée. On obtiendra z" par l'équation
et on aura ensuite les valeurs de x et y, qui correspondent à z" et que nous appellerons x" et y", par les équations
(6) x^'^yf'z^a, (7) x'^ — y^^ = \l z"^ - 22/'A.
Pour que les valeurs de xf' et y" données par les formules (6) et (7) soient réelles, on doit avoir
Comme la racine négative z' est nécessairement plus petite que Vij on devra obtenir un résultat négatif en substituant 2A à z dans le trinôme : on arrive ainsi à la condition
Ensuite, pour que les valeurs de j^' et y" soient positives, il faut que x!' — y" soit plus petit que x" -|- y" : on trouve ainsi
Mais la quantité z"* + 2/12'' étant égale à a* en vertu de l'équalion (4), l'inégalité précédente est évidemment satisfaite.
Il est maintenant démontré que, dès que la condition (8) est remplie, les valeurs de x, y, z sont réelles et positives, et d'après la remarque faite (problème II, 100), on sait qu'alors la construction du triangle est possible. Lorsque h att*jint sa plus
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grande valeur î— — , ^ est égal à 2/i, et l'équation (7) donne
y^' égal à a/'.
Donc, parmi tous les triangles dans lesquels la somme des deux côtés de F angle droit est constante, celui qui est tel^ que la hauteur correspondant à Fhypoténuse est maœima, est le triangle rectangle isocèle.
Remarque. — La condition (8) était immédiatement donnée par la Gréométrie comme condition nécessaire et suffisante.
Problème II. — Parmi tous les triangles de même périmètre, quel est celui dans lequel la somme de ^hypoténuse et de la hauteur est maxima.
Considérons comme donnée la somme dont on demande le maximum et désignons-la par a. Adoptant les notations oràinaires et représentant par u la hauteur relative à l'hypoténuse, on obtient les équations suivantes :
(3) œy=:uz, (4) u-j-z = a.
Des équations (1) et (2) on déduit d'abord, comme à l'ordinaire,
(5) uz = 2p(p — s),
et en éliminant u entre les équations (4) et (5) on obtient
C'est l'équation demandée entre la fonction a et la variable principale z. On calculera ensuite les inconnues auxiliaires t/, xety par les équations
(9) as ~y = V 3z» — 2az.
Pour obtenir la dernière équation on multiplie par ? les deux membres de Téquation (3), ou la retranche, membre à membre, avec l'équation (3), puis on remplace u par a — z.
On trouve d'abord pour condition de réalité des racines de l'équation (6)
et quand cette condition est remplie, les deux racines, d'après l'équation même, sont toutes deux positives.
Voyons maintenant à quelles conditions la variable z est assujettie en veitu des équations (7), (8) et (9).
L'équation (7) motitre d'abord que z doit être plus petit que p, mais comme le produit des racines de l'équation (6) est égal à2p2, la condition ne peut être remplie que par la plus petite racine z'j on a donc
Il en résulte déjà que le problème ne peut avoir qu'une solution. L'équation (8) ne conduit à aucune condition nouvelle ; mais l'équation (9) montre que x et y ne peuvent être réels que si Ton a
Maintenant, pour que œety soient positifs, il faut encore quela différence x — y soit plus petite que la somme a? -(- y, ce qui conduit, d'après les inégalités (8) et (9), à la condition
2p — z' < V 3z'^ — 2azf
ou en développant
2z'* + 2(2p — a)!zf — 4p« < 0.
Mais en remplaçant dans cette dernière inégalité z'^ par la valeur {2p -|- a)z' — 2p^ que donne Téquation (6), on retombe sur l'inégalité (11).
Il nous reste à exprimer que z' est plus petit que p et plus
grand que A..
Pour exprimer que z' est plus petit que p, substituons, suivant la méthode, p k z dans le trinome.On trouve pour résultat P{p — ^)i ^^s comme z'^ est plus grand que p, ce résultat doit être négatif : on a donc
Enfin z' devant être plus grand que -r- <* et la même chose
devant avoir lieu, a fortiori^ pour s", le résultat de la substi-
tulion de — a à z dans le premier membre de l'équation (6) o
doit être un nombre positif : on arrive ainsi à la condition
a* + &pa — 9p* < 0,
ce qui conduit immédiatement à l'inégalité
Mais on doit encore écrire que les deux racines z' et / ne
sont pas toutes deux plus petites que -^ a, La considération
du dernier terme 2p' de l'équation (6) conduit alors à la condition
Si Ton remarque maintenant que les inégalités (13) et (14) entraînent respectivement les inégalités (10) et (15), on voit que finalement les conditions de possibilité du problème sont exprimées par les inégalités (13 et (14).
Quand a atteint la valeur limite 3p(\/ 2 — l) qui est racine de l'équation
a«-f 6pa — 9p« = 0,
2^ est égal à -^ a, et par suite, à cause de l'équation (9), x est
égal à y.
Donc, parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, celui qui est tel, que la somme de Vhypoténuse et de la hauteur correspondante est maœima, et le triangle isocèle.
ikutre manière de fairâ la discussion. — Considérons
les équations (6) et (7) comme étant les seules équations du problème, les inconnues x eiy n'ayant servi qu'à conduire à ces équations. On trouve d'abord comme dans la première discussion que la plus petite racine 2' de l'équation (6) est seule admissible, et on obtient de même les inégalités (13) et (10) dont la première entraîne la seconde.
Maintenant pour achever la discussion du problème, nous remarquons que, d'après la Géométrie, la seule condition pour qu'on puisse construire le triangle, c'est que l'hypoténuse soit plus grande que le double de la hauteur correspondante. Donc, après avoir exprimé que u' et 2' ont des valeurs réelles et positives, on écrira
ce qui conduit, après avoir remplacé u' par la valeur que donne l'équation (7), à Tinégalité
Mais en y remplaçant z'^ par la valeur (2p-|-^)^' — 2p que donne Téquation (6), on a
La racine z" ^ étant plus grande que p, est, à plus forte raison,
plus grande que -r — : donc en substituant cette dernière
quantité dans le premier membre de l'équation (6), on devra obtenir un résultat positif, et la condition sera suffisante : en faisant le calcul, on arrive à l'inégalité
a' + 6pa — 9/)« < 0,
et, par suite, à l'inégalité (14), comme dans la première discussion.
193. On se piopose, dans les exemples qui suivent, de trouver les maxima et minima de certaines fonctions algébriques. Mais le but principal qu'on a en vue, c'est surtout de montrer comment on peut connaître d'une manière indirecte la variation de certaines fonctions.
Problème I. — Déterminer les valeurs maxima ou minima du trinôme ax* + bx + c, ou, plus généralement, étudier la variation de la fonction quand on fait croître x depuis — oo jusqu'à + ^ •
On pose
et en résolvant l'équation, on a
1® a est positif, — Pour que x soit réel, on doit avoir
, U^ - kao
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An,Q — h^ •
; est donc un minimum de la fonction, et ce mini-
Aa
mum est évidemment atteint quand x est égal à
On peut facilement vérifier que le minimum trouvé satisfait à la définition du n° (105). En effet, si on donne à x une valeur
très-voisine de —r- — , comme le trinôme est une fonction
continue de x (107), il prendra une valeur très-voisine de , mais cette valeur sera toujours plus grande que
— puisque, pour des valeurs plus petites, x est ima-
ginaire. La condition du minimum est donc remplie. On voit aussi que, si l'on donne à m une valeur qiiel-
conque wr plus grande que r , cette valeur n est ni un
maximum ni un minimum, puisque pour des valeurs voisines de la valeur de ir à laquelle correspond la valeur m' de la fonction, on a des valeurs plus petites et plus grandes que m'. Enfin, on peut remarquer que, pour x égal à + oo , la fonction est toujours égaleà+oo . En effet, le trinôme peut s'écrire :
et si l'on donne à x des valeurs très-grandes indépendamment du signe, la quantité entre parenthèses tend vers a, et le trinome tend vers la valeur que prend ax* pour x égal à"f- oc. c'est-à-dire vers -|- oo puisque a est positif. En résumé, on peut dire que, si Ton fait croître x depuis
— 00 jusqu'à -T — , le trinôme décroîtra depuis -f x> jusqu'à
kac — b^ ^ . , , . — b 7 , et que, si x croit depuis — — jusqu à -}- oo, le
A, , . kac — b'^ . „ ,
trinôme croit depuis ; lusqu à -f- oo .
DÉTEHiMlNATlON DKS MAXIMA ET MINIMA. 12ft
2» a est néf^atir. — La condition de réalité de x est alors
^ Aac — 6*
et on obtient un maximum correspondant à x égal à
On voit ensuite comme dans le cas précédent que, si x croît
depuis — 00 jusqu'à — — , le trinôme croît depuis — oo jus-
,^ kac — 6* , . ., , — b . ,, , ,
qu à T et que, si x croit depuis — — jusqu a + oo, le
trmome décroît depuis jusqu à — oo.
On peut représenter aux yeux la variation d'un trinôme à laide d'une courbe, soit, par exemple,
On construira facilement la courbe représentée (flg. 12). Si Ton fait croître x '^depuis — oo jusqu a la valeur OA^' qui
représente la quantité -^3 — égale dans l'exemple à —, y
décroît depuis + «5 jusqu'à — j — , puis x croissant depuis —
jusqu'à + ^ ï y croît depuis — - jusqu'à + 00 . L'ordonnée
A'-'E représente la valeur minima de la fonction.
On a d'ailleurs trouvé les points B, A et A' où la courbe coupe les axes en faisant successivement x Q\,y égaux à zéro dans l'équation de la courbe. Les changements de signe de la fonction sont mis aussi en évidence sur la figure.
Probï:.éme II. — Trouver les valeurs maxima et minima^ ou plus généralement étudier la variation de la fraction
ax* -^bx-^o
aV + 6'x + c' '
lorsqu'on fait croître x depuis — 00 jusqu'à + 00 . On pose
n\ . gg^ + to -f ^ _
d'où
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Résolvant cette équation par rapport à x, et représentant par A, B, C certaines fonctions des coefficients a, 6, c, a\ b\ d que l'on calcule facilement, on obtient
_ mh' — b±,\J km'^ -f Bm + C ^^' ""- 2(a - ma')
On distingue trois cas dans la discussion .
Premier cas. — A e»t. positif. — Ce cas se subdivise
lui-même en deux suivant que B* — 4AC est supérieur, inférieur ou égal à zéro.
i« On a
A > et B* — 4AC > 0.
En égalant à zéro le trinôme sous le radical on trouve des racines réelles et inégales m' et ??/" {m' désigne toujours la plus petite des deux racines) : donc pour que l'inégalité >
(4) Am« + Bm + C > 0,
soit satisfaite, on doit avoir
m < m' ou m > m''.
tn' sera alors un minimum pour une première série de valeurs et m^' un maximum pour une autre, série. On démontre du reste comme dans le problème précédent que les valeurs tn' et m^' satisfont aux définitions du maximum et du minimum données au n° (105). On voit aussi qu'il n'y a pas d'autres maxima ou minima.
2° On a
A > et B* — 4AC < 0.
L'inégalité (4) est alors toujours satisfaite, et il n*y a nX maximum ni minimum.
«eoond cas. — A est nég»ti€. — On remarque d'abord que B* — 4AC ne peut être négatif, car, s'il en était ainsi, le trinôme A?n* -|- Bm -f- C serait négatif pour toute valeur réelle de m et, par suite, x serait toujours imaginaire. Or ce résultat est évidemment absurde puisqu'à une valeur réelle de X correspond toujours une valeur réelle de m. Maintenant deux hypothèses sont possibles.
i« On a
A < et B« — 4AC > 0.
Les racines du trinôme sous le radical m' et m" sont alors réelles et inégales, et pour que l'inégalité (4) soit satisfaite, on doit avoir *
m > m' et m > m".
La fonction prend donc une série de valeurs dont m' est la plus petite et m" la plus grande.
On vérifie toujours de la même manière que la définition générale des minima et maxima s'applique à m' et m".
?• On a
A<0 et B« — 4AG = 0.
Le trinôme sous le radical est toujours négatif, sauf pour la racine double m' qui Tannule : il en résulte que la fraction n*a qu'une seule valeur, c'est-à-dire qu elle est constante.
xroiAième cas. — A est é^^ai À zéro. — Ce cas se subdivise en ti'ois suivant que B est positif, négatif ou nul.
!• A = et B>0,
on trouve un minimum et un seul =7- .
2« A = et B<0, on trouve un maximum et un seul — ,
on voit d'abord que l'hypothèse C < est impossible puisqu'elle conduirait à admettre que x a toujours des valeurs imaginaires. Mais si C n'est pas négatif, il n'y a ni maximum ni minimum.
Avant d'étudier la variation de la fonction, on va encore traiter quelques questions préliminaires.
Valeur» limites de la fonction^ — La règle générale pour trouver les valeurs limites de la fonction, c'est-à-dire les valeurs correspondantes à x égal à ± 00 , est la suivante :
Prenez le quotient des premiers termes du numérateur et du dénominateur^ et après avoir supprimé le facteur commun X ou X*, faites tendre dans ce quotient x vers ±00 : les limites obtenues seront celles qui sont demandées.
Démonstration. — Supposons d'abord que rA a ni a' ne
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soi&nt nuls. En divisant les deux termes de la fraction par ar*,
et eu faisant tendre x vers ± oo on trouve — p . Ainsi, lorsque
a et a' sont différents de zéro, les valeurs initiale et anale sont égales.
Soit maintenant a égal à zéro. Mettons en facteur, x au numérateur, et x^ au dénominateur, nous aurons après avoir supprimé le facteur commun x
c ly d X tendant vers + oo les termes — , — et — r- tendront
vers zéro, et, par suite, la fraction pour x égal à it oo tend
vers la valeur limite que prend —7— pour Tune ou l'autre
des valeurs limites de x. Donc —7— tend vers zéro, mais
avec des signes différents suivant que x est égal à + 00 ou
Dans les deux cas que nous venons d'examiner on voit que
—7- est le quotient de ax^ par a'x*, et que —7— est le quotient
de bx par a'a;* : la règle générale est donc vérifiée. Les autres cas se traiteraient de la même manière.
Valeur» de la variable qui clétermlnent pour la flrac* tlon le» passasse» brusque» de -}- X) & — 00 ou de — 00
iÉ -|- 00 . — Ces valeurs n'existent qu'autant que Téquation
a des racines réelles et inégales x' et x^\ et ces racines sont les
valeurs demandées. On supposera dans Texplication qui va suivre que Téquation (5) et l'équation
(6) aar* + te + c = 0,
n'ont aucune racine commune. C'est ce que l'on peut toujours admettre, car si une racine commune a existait, les deux termes de la fraction seraient divisibles par x — a et l'on aurait supprimé tout d'abord le facteur commun.
Donnons maintenant à œ les valeurs œ' ~ /?, ar', ar+ A, Taccroissement h étant aussi petit que l'on veut. Comme x' n'est pas racine de l'équation (6), h pourra être pris assez petit pour qu'il n'y ait aucune racine de cette .équation comprise entre a/ — /i et a/ -(- A ; le polynôme aa;* -^bx-^-c aura donc pour a;' — A et x' -|- A le même signe que pour x\ et ce signe sera toujours facile à déterminer.
Cela posé, quand x croîtra de ar' — hk x'-^- h ^Iq ivinomQ a'x'^-{-Vx-{'C^ passera, en s'annulant, du positif au négatif ou du négatif au positif suivant que a' sera positif ou négatif. Il en sera encore de même, d'après ce qui a été dit précédemment, si la quantité ax^ -{-bx^ -{-c est positive, et si elle était négative Tordre serait interverti. Dans^tous les cas, il y a passage brusque de -f- oo à — œ ou de — oo à + ». On démontrerait qu'il en est de même quand x atteint et dépasse la racine x".
tt4. Je vais maintenant faire voir, sur des exemples numériques, comment on peut suivre la variation de la fonction et construire sa courbe.
Exemple I. — Étudier la variation de la fonction
/n a?* — Bx + l
L'équation qu'on obtient en égalant le dénominateur à zéro ayant ses racines imaginaires, on voit qu'il n'y a pas discontinuité, et, quant aux valeurs limites, elles sont égales à 1 d'après la règle.
Cherchons maintenant s'il y a des maxima et des minima. D'après la méthode, on regarde y comme ayant une valeur déterminée dans l'équation (1) que Ton résout par rapporta x : on a ainsi
Les racines de Véquation
étant
et les valeurs correspondantes de x
ic'=l, a/' = — 1,
on voit que, pour œ' égal à 1 , on a un minimum —3, et pourx^
égal à — 1 , un maximum — .
On peut mainten'ant former un tableau qui montre bien la marche de la fonction lorsque x croît depuis — oo jusqu'à + ^ •
— 1 -5- maximum
1 — 3 minimum
Pour former ce tableau, on a écrit, au-dessous de x et dans
Tordre de grandeur croissante, les valeurs de cette variable
auxquelles correspondent les valeurs limites et les valeurs
maxima et minima de la fonction y. Ces dernières valeurs ont
été écrites au-dessous de y sur la même ligne horizontale que
les valeurs de x correspondantes. On suit bien sur le tableau
la marche de la fonction : on voit que, lorsque x croît de — 00
à — I, la fonction croît depuis 1 jusqu'à un maximum — ; que,
X croissant de — 1 à 1 , la fonction décroît depuis —jusqu'à un
minimum — 3 ; enfin que, x croissant de I à -f-^i y ^^oît depuis — 3 jusqu'à 1 .
Il est facile maintenant de construire la coiu:be de la fonction, mais auparavant je donne la définition suivante qui va être utile : On appelle asymptote d'une courbe^ urve droitCy telle que la distance à cette droite d'un point de la courbe suffisamment éloigné peut devenir plus petite que toute quantité donnée.
Confktructioffi de ta coui^be de In foiicllon* — Ayant
tracé deux axes rectangulaires a?a/, yy' qui se coupent en O
(fig. 13), on fait d'abord croître x depuis — oo jusqu'à — 1.
Alors, d'après le tableau, y croît depuis 1 jusqu'à un maxi-
mum — . La valeur de y étant égale à 1 pour x égal à — oo , et
supérieure à 1 , d'une quantité aussi petite que Ton veut, pour une valeur de x différant suffisamment peu de — oo , on voit qu'on a une branche de courbe DF qui s'étend indéfiniment vers la gauche et a pour asymptote une droite EE' menée â une distance OB égale à 1 de l'axe œx'. La branche de courbe monte
jusqu'à un point F dont les coordonnées x Q\.y sont — 1 et— .
En suivant le tableau on voit que la courbe descend depuis le point F jusqu'à un point G, dont les coordonnées xQiy sont 1 et— 3. Enfin la courbe monte, depuis le point G jusqu'à ce qu elle devienne asymptote à la droite EE', en restant au-dessous de cette droite.
On trouve, d'ailleurs, facilement les points B, I, K où la courbe coupe les axes yy\ xx*^ en faisant successivement y et X nuls dans l'équation de la courbe.
Exemple IL — Étudier la variation de la fonction
On trouve d'abord 1 pour les valeurs limites de y, et on obtient les valeurs, auxquelles correspondent les passages brusques de la fonction, en résolvant l'équation
a?' = i et x" = 4.
Les résultats de la substitution de 1 et 4 à la place de x dans le numérateur de y étant positifs, on voit que lorsque x croît en passant par 1 et 4, il y a passage brusque pour t/ de +oo à —00 dans le premier cas, et de — oo à -|- oo dans le second.
Enfin, on trouve les maxima et minima en résolvant l'éiiuation (1) par rapport à œ et écrivant que la quantité sous le radical est positive : on est alors conduit à résoudre l'inégalité
On trouTe ainsi qu'aux valeurs de or, — 2 et 2 correspondent res-
pectivement un minimum -^ et un maximum — 1 .
On peut maintenant dresser un tableau d*après les dispositions déjà adoptées : seulement, pour indiquer les passages brusques, on a désigné par h une quantité très-petite.
TABLEAU DE LA VARIATION DE LA FONCTION
— 2 -j- minimum
i + A — :oo
2 — l maximum
On suit sans difficulté sur le tableau la marche de la fonction, et on trace la courbe (fig. 14) d'après les mêmes principes que dans l'exemple précédent, seulement ou remarque qu'aux passages brusques de la fonction de -|- oo à — oo correspondent des asymptotes à deux branches de courbes, les droites PQ et RS parallèles à l'axe yy'.
Exemple III. — Etudier la variation de la fonction y liée à une variable indépendante x par V équation
ay* + bxy -f- ca:* -}- rfy -f- ei; -}-/*= 0.
On considère y comme ayant une valeur déterminée, et on résout Téquation par rapport à a? : on arrive ainsi à une équation de cette forme
^_ (fty-f e)±v/Ày«+By-fC ""- 2C •
On sera évidemment conduit à une discussion toute semblable à celle de l'exemple précédent, et dans la recherche des maxima et minima on aura les mêmes cas à considérer. Seulement on remarque que, si A et B* — 4AC sont négatifs, la fonction ne prend aucune valeur réelle pour des valeurs réelles de X et que, si A est négatif et B* - 4AC nul, la fonction ne prend qu'une seule valeur réelle.
CHAPITRE XV
ÉTUDE DIRECTE DE LA VARIATION DE QUELQUES UNES DES PONCTIONS LES PLUS SIMPLES D'UNE SEULE VARIABLE. - DÉTERMINATION DE LEURS MAXIMAET MINIMÀ.
195. On peut déterminer, d'une manière directe et par des procédés élémentaires, la variation des principales fonctions qui se présentent dans la discussion des problèmes du second degré. Les maxima et minima se^présenlent alors comme des valeurs particulières de la fonction. Cette étude préalable des fonctions et la connaissance de leurs maxima et minima permettra souvent, comme on le verra par la suite, de prévoir d'avance les résultats de la discussion d'un problème, quelquefois trèscompliquée quand elle est faite par les méthodes précédentes.
IM. Problème I. — Étudier la variati07i de la fonction,
Valeurs limites de la ronci,lon. — Pour les trouver OU
divise les deux termes de la fraction par x, puis on fait x égal à ±00. On trouve ainsi — y pour les deux valeurs limites.
Mettons maintenant l'égalité (1) sous la forme
on voit que, lorsque x en croissant passe par les valeurs
— è jy
et — ; — , la fonction passe par zéro, et l'infini en
changeant de signe. D'ailleurs, y prend toutes les valeurs possibles et une fois seulement puisque, si Ton donne à y une valeur déterminée c, on a une équation du premier degré en x pour déterminer cette variable.
Pour suivre maintenant la variation de la fonction, écrivons
a _. ax -^-b a
En effectuant la soustraction indiquée dans le second membre et mettant a'* en facteur dans le dénominateur de la fraction, on obtient
a . hd — aV
Posons
a ha' — aV , V
il vient (2) 2/ = c +
ou encoi-e, en représentant y — c et ar-f-^, l'espectivement, par y' et a?'.
Supposons pour fixer les idées que d soit positif.
Alors si l'on fait croître x! depuis — oo jusqu'à zéro,?/ décroîtra depuis zéro jusqu'à — oo, puis a?' continuant de croître de zéro à + <» , J/ passe brusquement de — oo à -|- œ et décroît ensuite de -f- oo à zéro.
La discussion se fait d'une manière semblable quand d est négatif. D'ailleurs, dans les deux cas, la variation de y se déduit immédiatement de celle de y'.
Gonstrucâioii de la oourbe« — En partant de Téquation (2) on trouve facilement une courbe à deux branches infinies qui a pour asymptotes les deux droites définies par les équations
Remarque. — La fonction peut avoir une valeur constante,
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et il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
Écrivons qu'en effet la fonction a une valeur constante m, on a
ax4- b a'x + b' d'où l'on déduit
et copime cette égalité doit avoir lieu, quel que soit x, on a
La condition énoncée est donc nécessaire, et elle est évidemment sufB.sante.
Il est clair qu'on démontrerait de la même manière le théorème général suivant :
199. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante^ 'pour qu'une fraction^ dont les deux termes sont des polynômes entiers,' rationnels et du même degré d'une variable x, ait une valeur constante, est que les coefficients des mêmes puissances de X soient proportionnels dans les deux termes de la fraction.
i9§. Problème II. — Etude de la variation du trinôme du second degré.
(Cette étude a déjà été faite d'une manière indirecte (Problème I, 123).
Valeurs limites. — Cherchons d'abord les valeurs limites du trinôme. Pour cela, mettons ar* en facteur dans le second membre de l'équation
(1) y = ax^ + bx -f- c.
On a alors
et on voit que, si Ton fait tendre x vers -f- ao ou — oo , les
b c termes — et — r ayaut pour limite zéro, y aura la m$me X x^
limite dans les deux cas, + ^ si a est positif, et — oo si a est négatif.
Variation du trinôme. — Écrivons d*abord le trinôme sous la forme qui lui a déjà été donnée au n* 87, nous aurons
On fait croître x d'abord depuis — œ jusqu'à -^ — ;
alors la quantité, x -{--r — croîtra et, comme elle est négative,
sa valeur absolue et, par suite, son carré diminuera depuis -j- 00 jusqu'à zéro. La variable x croissant ensuite depuis
-— — jusqu'à + ^ > ^ + ir~ ^''oî* ®^ restant positif et il en est 20- • -eût
/ b « de même de [x-j- — j . Par conséquent, quand x croît de — « à
^— — , la quantité entre parenthèses dans l'équation (2) décroît depuis + 00 jusqu'à ~i — > ^^ quand ir croît depuis
jusqu à —z — , elle croit depuis r-r jus-
qu'à+oo . Il est clair que,siaest positif, le trinôme varie dansle même sens que la quantité entre parenthèses, et qu'en particu-
v .1 . . Aao — b^ , . , — b
lier il passe par un minimum . pour j; égal a --r— •
Lorsque a est négatif, la variation du trinôme est de sens contraire, et il passe par un maximum pour x égal à — — .
Remarque. La fonction prend la môme valeur pour deux h et — f-A équidistantes de —^
les deux cas (^ + « - ) devient égal à A*. On vérifie aussi par là
que la valeur est plus petite ou plus grande que les
valeurs voisines, suivant que a est positif ou négatif.
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ito. Problème III. — Étudier la vanation de la fonction définie par l'équation
k étant un nombre positif.
On sait, d'après le théorème général démontré au numéro (108), que, si Ton excepte Tintervalle infiniment petit
k qui comprend la valeur zéro de x, la fonction — et par suite,
la fonction y est continue.
Cela posé, faisons d'abord varier œ depuis — oo jusqu'à : y croîtra d'une manière continue depuis — co jusqu'à -j-Q^» ^^r
on s'assure facilement que la fraction — , dont le numérateur
estpositif, diminue quand œ croît, que x soit d'ailleurs positif ou négatif (le contraire aurait lieu si k était négatif), x croissant ensuite, en passant par zéro, jusqu'à + œ , la fonction y passe d'al)ord brusquement de -f"Oo ^ — ^^ puis croît depuis —00 jusqu'à + 00. On voit que la fonction n'a ni maximum ni minimum proprement dits, -f-oo et — oo n'étant point comptés comme tels.
Courbe de la fonction. —> On trouve uue courbe à deux branches infinies ayant pour asymptotes l'axe de y et la bissectrice des angles yox, y'ox', La courbe coupe d'ailleurs l'axe
des X à des distances de l'origine égales h.-{-\l k et — V* • 130. Problème IV. — Étudier la variation de la fonction
k étant un nombre positif. Ecrivons l'équation (1) sous la forme
et faisons d'abord croître x depuis — oo jusqu'à — sj k . Comme
k on l'a vu dans le problème précédent, la fonction x croîtra
d'une manière continue, depuis — oo jusqu'à zéro, en restant négative ; Ix 1 décroîtra donc jusqu'à zéro et la quantité
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4*4"(^ 1 décroîU'a depuis -|-'œ jusqu'à 4A. Mais la
fonction y étant négative dans Tinteivalle considéré croîtra
depuis — 00 jusqu'à — 2 Vfc . La variable x croissant ensuite
depuis — V /c jusqu'à zéro, la quantité x qui devient
positive, croîtra depuis jusqu'à 4"°®> ®* ^^ fonction sous le radical depuis kk jusqu'à -{-^ : y qui est resté négatif a donc
décru depuis — 2 v^T jusqu'à — oo. On voit que, lorsque ira CPU depuis — oo jusqu'à zéro, la fonction y a passé par un maximum — 2 V A correspondant à x égal à — V ''^ -
Si maintenant on donne à x des valeurs croissantes depuis zéro jusqu'à +^» i^ ^st clair que la fonction y, qui a des valeurs égales et de signe contraire pour deux valeurs de x égales et de signe contraire, repassera par les valeurs qu'elle a déjà eues dans le premier intervalle, mais prises en signe contraire. Il en résulte que, a? croissant depuis zéro jusqu'à + 00, la fonction y décroîtra depuis +oo jusqu'à la valeur minima
2 V /c qu'elle prendra pour x égal à v^ * , puis qu'elle croîtra
depuis le minimum 2 V ^ jusqu'à +oo.
Courbe de 1h fonction. — On trouve une courbe ayant pour asymptotes l'axe des y et la bissectrice des angles t/oj, y'oa:' comme au n® 12^. Seulement la courbe ne coupe plus l'axe des X,
tst. Problême V. — Étudier la variation de la fonction
... ax^-\-bX'{'C
^' ^^~ a'x« -f 6'ar + c' *
(Cette variation a déjà été trouvée d'une manière indirecte (123)). Je remarque avant de commencer la discussion que, d'après le théorème (108), la fonction est continue, si on excepte les intervalles infiniment petits qui comprendraient des valeurs de x annulant le dénominateur.
Traitons d'abord quelques cas particuliers :
PREMIER CAS. — a ET 6 SONT NULS.
On est immédiatement ramené à la variation du dénominateur.
DEUXIÈME CAS. — b ET C SONT NDLS.
Alors en divisant les deux termes de la fraction par c'x* et posant
u^ + eu + f '
et l'on sait que, lorsque u croît de — os k -\- oo ^\q tiinoine u* -^ eu-^ f passe par un minimum correspondant à u égal à
Nous distingiierons deux cas, suivant que e est négatif ou positif, et on appellera A et Z des quantités positives ayant des valeurs aussi petites que l'on voudra : on supposera d'ailleurs pour fixer les idées que d est positif.
1® e est négatif, — Faisons d*abord croître x depuis — oo jusqu'à — h\u décroîtra depuis jusqu'à — oo , et comme la valeur
— 5- ,quiest positive, est supérieure à — ft, la quantité u^-^-eu-^f
ira constamment en croissant depuis f jusqu'à Tinfini, et, par
df
suite, comme d est positif, y décroîtra depuis — jusqu'à une
quantité infiniment petite /. Si maintenant x passe de la valeur — /i à /i, u passera brusquement de — 00 à + °o , mais le trinome en u sera dans les deux cas égal k -\- <xiy et pour x égal à — /i ou à + //, la fonction y aura une valeur positive trèspetite.
II résulte évidemment de la discussion qu'on vient de faire que, lorsque x passe par 0, la fonction y prend elle-même la
valeur qui est un minimum.
Faisons maintenant croître x depuis -{-h jusqu'à ,
144 QUESTIONS DAUÎÈBRE ÉLÉMENTAIRE.
la variable u décroîtra depuis + oo jusqu'à — ô~ » ^® trinôme
en u ira donc en décroissant jusqu'à un minimum, et la fonction y en croissant jusqu'à un maximum. On voit enfin que x
croissant depuis jusqu'à -{- œ Isl fonction y décroît cons-
tamment.
2» e est positif, — La discussion est toute semblable, la seule différence c'est qu'on trouve le maximum dans le premier intervalle quand on fait croître x depuis — oo jusqu'à — h.
Si d était nég^atif, Tétude de la variation se fei ait de même.
Pour bien comprendre ce qui prr^îcède, on peut reprendre le raisonnemen t sur une fonction numérique, celle-ci, par exemple^
en posant — égal à u on a immédiatement
Je me contenterai ici de renvoyer à la figure (15) dans laquelle on a
A = 0D=1, 0B = 2. BC = A
On a aussi pris x pour abscisse dans la construction de la courbe.
TROISIÈME CAS. — a ET C SONT NULS.
On divise les deux termes de la fraction par a'x, et on pose
il vient ainsi
on distingue deux cas suivant que k est négatif ou posiiif. !• k est négatif, — On remarque d'abord que le dénomina-
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leur do la fraction s'annule pour des valeurs réelles et de signe contraire x' et x^^ qui sont les racines de l'équation
Soient toujours œ^ la plus petite des deux racines et h et l des quantités positives aussi petites que l'on veut. On supposera aussi que d est positif.
Faisons d'abord croître œ depuis — oo jusqu'à œ^ : la quantité
X -| [- e croîtra depuis — oo jusqu'à — h, et la valeur de y
décroîtra, depuis une certaine quantité — Z, très-petite en valeur absolue, jusqu'à — oo . Si maintenant x atteint et dépasse x', le dénominateur, qui est égal au premier membre de Téqua-
tion (2) multiplié par — , change de signe, et y passe brusque-
ment de — x à + oo . Lorsque x croît ensuite depuis a;' jusqu'à
k zéro, œ -\ \- e croit depuis zéro jusqu'à -j- oo , et, par suite,
1/ diminue depuis -f- oo jusqu'à 0. Lorsque x atteint et dépasse
k zéro, la quantité x -\ f- e passe brusquement de + oo à — oo
et alors y devient négatif en passant par zéro.
X continuant de croître entre et a/\ le dénominateur croît depuis — « jusqu'à zéro, et y diminue, depuis une quantité — l \ très-petite en valem» absolue, jusqu a — oo . Lorsque x atteint et dépasse x^\ le dénominateur devient positif et très-petit et y passe de — oo à + *^ • La variable x croissant enfin entre a/' et -|- 00 , le dénominateur croît depuis zéro jusqu'à -j- ^ ? et par suite y décroît depuis -f- oo jusqu'à zéro.
On voit qu'on n'a trouvé ni maxima ni minima.
La discussion serait analogue et la conclusion toute semblable si d était négatif.
. Les élèves pourront reprendre les raisonnements qui précèdent sur l'exemple
Le résultat de la discussion âe trouve représenté (flg. 16). On voit que la courbe de la fonction se compose de trois branches dont l'une passe par l'origine, et qu'elle a trois asymptotes dont l'une est l'axe œx' et les deux autres sont deux parallèles à yi/.
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2» k est positif. On sait que a? -| a un maximum pour x
égal à — V & et un minimum pour x égal à -|- V * i la fonction y aura donc aussi un maximum et un minimum. On suivra d'ailleurs la variation de y comme, tout-à rheure, seulement il y aura deux cas à distinguer suivant que les racines de l'équation
x*'\- ex-\-k = 0,
seront imaginaires ou réelles.
Dans le premier cas, on fera croître x depuis — oo jusqu'à
— ^ k, ensuite depuis — yj k jusqu'à -\-\j k^ei enfin depuis
+ v/ A jusqu'à -f- «).
Dans le second cas, on devra tenir compte des passages de -|-oo à — 00 ou de — 00 h-^- co qui ont lieu quand x atteint et dépasse les racines x' et x" de l'équation qu'on obtient en égalant à zéro le dénominateur de la fraction donnée. On devra aussi dans la discussion ranger par ordre de grandeur croissante les quantités — y/k^x^^œ^^et^k.
Remarque. — Si Ton faisait sur les coefficients du dénominateur les hypothèses analogues à celles qui ont été faites sur les coefficients du numérateur, on ramènerait les nouveaux cas aux autres en étudiant la variation de la fonction inverse.
CAS GÉNÉRAL
On a
ax^-{'bx'\' c
y — ~a'a^ -f Vx -|- d *
Je vais faire voir que ce cas se ramène imm^iatement au précédent. En effet, on peut écrire
a , ax^-A-bxA-c a
a' ' a'ar» 4-. 6'x + c' a' '
g . [ba' — aV) x -{- ca' —- ad
^ ■" a' "' a' [a' 3? A- Vx 4- d\ '
{a/ 3? + Vx + d)
ca' — ad
_ _a_ ba' — aV ' aV — ba*
et si l'on pose
puis, que Ton remplace, dans le dénominateur en x de la dernière expression de y, x par sa valeur en x' tirée de Féquation précédente, on aura en désignant par c et fc des fonctions des coefficients a, 6, c ; a' ^ b\ d faciles à calculer
a 6a' — aV d
y~'¥'^ ^« ^ x'^ + ex' + k '
On voit bien qu*on est ramené au cas précédent. Je vais éclaircir ce qui précède par deux exemples numériques.
Exemple L — On donne
x^ — ix+l (1) V= ^»-x + i ■
C'esî l'exemple (1) déjà traité par une autre méthode (124). On a
aja_ 5x4-1
y= * H — i ri — 1»
, ix
Ici, comme il n'y a pas de terme indépendant de x au numérateur de la fraction, on n'aura pas besoin de faire intervenir une variable auxilaire x' : on écrira .
On voit que dans l'exemple la quantité, désignée par k en général, est positive, et que, de plus, le dénominateur de la fraction dans réquation(l) ne peut s'annuler pour aucune valeur de X et, par suite, ne peut changer de signe. Il en résulte que le dénominateur dans l'équation (2) ne peut changer de signe que lorsque x passe par 0. Cela posé, si dans Téquation (2) on fait d'abord croître x depuis — oo jusqu'à la valeur — 1 pour
laquelle le dénominateur X'\ 1 prend sa valeur maxima
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— 3, ce dénominateur croîtra, et la fraction, qui a un numérateur
négatif, croîtra en même temps, ainsi que la fonction 2/qui,par-
tant de 1, atteindra une valeur maxima -^ pour x égal à — 1.
La variable x croissant ensuite, depuis — 1 jusqu'à + ^i et passant ainsi par zéro, le dénominateur décroît, depuis — 3 jusqu'à — 00 , passe brusquement de — oo à 4-*^ quand x atteint
et dépasse zéro, puis diminue de ^-"^ ^ — ^ • alors dans le
même intervalle la fonction y décroît, depuis -^ jusqu'à — 3,
qui est un minimum.
Enfin, lorsque x croît depuis 1 jusqu'à l'infini, y croît depuis — 3 jusqu'à 1 . Ce sont les résultats déjà trouvés au n* 124 et que la courbe (fig. 13) peint aux yeux.
Exemple II. — On a
Ici le dénominateur est annulé quand x prend les valeurs i et 4. On écrit l'équation sous la forme
La quantité x -{ passant par un maximum pour x égal
ut'
à — 2 et par un minimum pour x égal à 2, nous rangerons, suivant la méthode, les valeurs de ardans Tordre : — 2, 1 , 2, 4. Faisons d'abord croître x depuis — oo jusqu'à — 2 : le dénominateur dans l'équation (2) croît depuis — oo jusqu'au maximum — 9, et i/ décroît depuis 1 jusqu'à un minimum
— . La variable x croissant ensuite depuis — 2 jusqu'à 1, la
la quantité x-| 5 diminue depuis — 9 jusqu'à — oo.
passe brusquement de — oo à+«> quand a? atteint et dépasse 0, puis décroît depuis +oo jusqu'à zéro : alors dans le même
intervalle y croît depuis -^ jusqu'à -j- oo .
Quand x passe par la valeur 1 qui annule le dénominateur dans l'équation (1), y change de signe et passe de -f oo à — oo X croissant ensuite depuis 1 jusqu'à ?, le dénominateur dans
l'équation (2) décroît depuis jusqu'à — 1, et y croît depuis
— 00 jusqu'à un maximum — t .
On fait croître ensuite x depuis 2 jusqu'à 4. Alors x-\ 5
augmente, depuis — I jusqu'à zéro, et y diminue depuis — t jusqu'à — 00 .
Quand x atteint et dépasse 4, le dénominateur change de signe, et la fonction y passe brusquement de — oo à4-«> . Enfin, lorsque x croît depuis 4 jus.qu'à -|- <» > i© dénominateur dans l'équation (2) croît, depuis zéro jusqu'à + <» » et la fonction y diminue, depuis -|- oo jusqu'à t.
Ce sont les résultats déjà trouvés (problème II, 124) et dont on a fait usage pour construire la courbe (fig. 14).
APPLICATION DB LA VARIATION DES FONCTIONS A LA GÉOMÉTRIE
i3«. Quand on veut suivre la marche d'une quantité géométrique exprimée en fonction d'une seule variable, si la fonction est une de celles qu'on a étudiées dans ce chapitre, les résultats obtenus seront applicables, mais à la condition de tenir compte des limites que la géométrie assigne à la variable. Il suffira, en général, d'examiner si les limites de la variable x comprennent ou non les valeurs pour lesquelles les maxima et minima sont atteints. Ainsi, par exemple, si la fonction, considérée comme purement algébrique, n'a point de minimum et a un seul maximum pour une valeur de x égale à d?', et que dans la question de géométrie la variable œ ne puisse dépasser une valeur a inférieure à iK, il est clair qu'à la valeur a de a? correspondra un maximum pour la fonction géométrique.
iSS. Je vais donner des exemples.
Problème Ï. - Étudiet^ la variation de la surface totale du cylindre inscrit dans un cône donné.
Soient r et h le rayon de base et la hauteur du cône, XQiy Ifi rayon de base et la hauteur du cylindre, S la surface totale de ce volume : on aura
8 = 27r (a?« + (mj), ou, en tenant compte de la relation connue
S (r — A) a?' + rhx
On est ainsi ramené à étudier la variation d'un trinôme du second degré dont le dernier terme est nul. Il est d'abord évident que si r est égal à A ou plus grand que A, S. croît en même temps que x. Il n'y a donc de discussion à faire que dans le cas où r est plus petit que h.
Il résulte de la discussion générale du trinôme que, si Ton
vh fait croître x depuis zéro jusqu'à la valeur positive -^yr — r-,
la fonction S croîtra depuis jusqu'à un certain maximum;
vit puis, que x croissant depuis jusqu'à -f-'^i S décroîtra depuis son maximum jusqu'à — oo. Mais, dans la question de Géométrie, x ne prend que les valeurs comprises entre o et r, et il s'agit de savoir laquelle des deux quantités r et
'-',' r- est la plus grande. Pour cela, posons
rh ^ ^
on trouve alors comme conséquence
h r < ou > -^
de là deux cas principaux.
l*» -H" < ^ < '*• — Alors comme x, en croissant jusqu'à r,
vh n'atteint pas la valeur -^tj—^-v à laquelle le maximum de
la fonction algébrique correspond, S ira constamment en augmentant.
2** r < -rr- . — Dans ce cas, -rrr-, r est plus petit que r, et
la surface passera par un maximum correspondant à la valeur
tH de x qui est égale à -^rr — r- . Lorsque x croîtra de à r, la
surface totale croîtra depuis jusqu'à un certain maximum, puis décroîtra jusqu'à la valeur 27rr* qui correspond à x égal à r.
Problème II. — Étudier la variation de la somme de Vliypo ténuse et de la hauteur d'un triangle rectangle dont le péri- , mètre 2p est donné.
Adoptant les notations ordinaires et égalant entre elles deux expressions de la surface du triangle, on a
hz = 2p(p — z)y d'où l'on tire
et, par suite, il vient
On. est ainsi ramené à Tétude de la variation de la fonction
2p s+ - (Problème IV, 130) ; mais il faut tenir compte de ce
que la variable z prend seulement des valeurs comprises entre p et un certain minimum p{^ '2 — l), (P. 1, (160)).
On sait que, lorsque z croît depuis jusqu'à pyjiy la fonc-
2i)' lion algébrique 2-| — '— décroît depuis +«> jusquà umni-
niraum 2pV 2 -, puis, que x croissant depuis p\/ 2 jusqu'à
4-00, la fonction croît depuis 2pyJ 2 jusqu'à -|-o©. Mais la valeur la plus grande que z puisse atteindre dans la question de
Géométrie, c'est-à-dire la valeur p, étant plus petite que pV 2 ,
on voit que, 2 croissant depuis p(V 2 — l) jusqu'à p, la somme de la base et de la hauteur ira constamment éiT' décroissant. En particulier, on remarque que la quantité z-\-h est maxima quand z atteint son minimum. Mais comme on sait f probl 1, 1 00) que ce minimum a lieu lorsque le triangle rectangle est isocèle, on arrive au théorème suivant déjà démontré (Pro. Il, 122).
Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre ^ceiui qui est tel, que la somme de l'hypoténuse et de la hauteur à la plus grande valeur^ esfle triangle isocèle.
Problème III. — Étant données deux sphères extérieures, hne à Vautre, on prend, sur la ligne des centres et entre les deux sphères, un point comme sommet commun de deux cônes de révolution tangents aux deux sphères : on demande d'étudier la variation de la somme des zones comprises entre les deux corieSy lorsque le point se déplace.
Soient et 0' les deux sphères (fig 17), A le sommet com-
mua des deux cônes, CD et CD' les hauteurs des deux zones.
' Représentons par r, r' et d les rayons des deux sphères et la
distance de leurs centres et par x et oc' les distances AO, A'O':
on aura pour expression de la zone BCD, '•Inr (r — OC). Mais,
comme dans le triangle rectangle OBA, OC est égale à — ,
l'expression de la zone devient 2^ r- — . On trouve de
même l'expression delà seconde zone et Ton voit que la somme des deux zones est égale à
En remplaçant a?' par d — x, il vient
\x x' ] ir' — dx '
et si l'on pose
on aura
^ r'» \ _ (^ — r^) {a — x) X x' \ a?* — dx
(on appelle r le plus grand des deux rayons). Soit maintenant
tout revient à étudier la variation de y, car la somme des zoues varie dans le même sens, Posons, suivant la méthode,
remplaçons dans l'équation (2) x par sa valeur a — z, puis divisons les deux termes de la fraction par z : il viendra
La quantité a{a^d) étant évidemment positive, on voit qu'on
A/ est ramené à la variation de s H lorsque k est positif. Mais
il faut tenir compte des limites entre lesquelles z peut varier dans la question.
Les limites de x, dans l'ordre de grandeur croissante, étant r et d — r', celles de z prises dans le même ordre seront, à cause de l'équation (3), a — rf -f- r' et a — r. 11 faut d'abord
voir si ces dernières sont plus grandes ou plus petites que la
a(a — d) valeur de z à laquelle correspond le minimum de z-| ^ ^,
c'est-à-dire V a{a — d) .
Prenons d'abord la seconde limite a — r : je dis qu'elle est
toujours plus grande que V a{a — d) . Il s'agit de prouver que l'on a
(a — r)« — a(a — d) > ou
r» — 2ar + ad > 0.
Mais si l'on remplace a par la valeur que donne l'équation (1)
et qu'on multiplie les deux membres de l'inégalité par — -,
il vient
r{d — ry — r'^ > 0,
et cette dernière inégalité est évidente, car les deux quantités r et d — r sont toutes deux plus grandes que r'.
Considérons maintenant l'autre limite a — d -\- 1^, Il faut trouver le signe de la différence
OU de
(rf — 1^)2 — a(d — 20,
ou encore en mettant^ dans l'expression précédente, pour a sa
valeur et multipliant par la quantité positive y^ , on
doit déterminer le signe de la quantité
On voit alors que, suivant que d sera plus grand ou plus petit
que / -(- r \/ —f , li limite a — d rf- r' sera plus petite ou plus grande que \l a{(x — d) .
Premier cas. — d>r'-f-r \/ — - . Alors la valeur de 2,
pour laquelle le miDimum de la fonction z A ^^ ^ a lieu,
est comprise entre a — d'\-r' ei a — r. Cette fonction va donc
en décroissant quand z croît de a — rf + ^ ^ ^a{a — d), et puis
elle augmente lorsque z croît de ^a{a — d) à a — r. Mais comme, d'une part, lorsque z croît de a — d-^r* k a--r^ x décroît de d — r'^àr, et que, d'autre part, la somme des zones varie en
sens inverse de la fonction z -^ ^ , il en résulte que,
lorsque le point A se déplace en marchant de D^ en D, la somme des zones augmente jusqu'à un certain maximum, puis dinnnue jusqu'à ce que le point A soit arrivé en D.
On trouve d'ailleurs le point auquel correspond le maximum en posant
• z = V «(^ — d) ou x=za — V û (û^ — d) .
En remplaçant dans la dernière équation a par la valeur que donne la formule (1), on a
ou encore
et enfin si l'on supprime le facteur commun aux deux termes ^ r* — V ^'^1 11 vient
C'est la formule qu'on voulait trouver.
Ùeuxlème cas. — rf < 7^ -|~ '^1/ 'Zj~ ' -^l^^^'S les deux
valeurs limites de zsont toutes deux supérieures à ^ a{a — d).
La fonction z 4- -^ — ^ ira donc en croissant lorsque z
croîtra de a — d-\'r' ii a - r, et on eu conclut que, lorsque le
sommet des deux cônes va de D' en D, la somme des deux zones diminue constamment.
USAGE QUE l'on FAIT DE L'ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS DANS
134. La discussion d'un problème se réduit le plus souvent à trouver le nombre de solutions d'une équation
dans laquelle f{x) ne dépend que de l'inconnue x et des constantes, et où m est une quantité d'abord constante, mais qu'on fait ensuite varier pour trouver le nombre des solutions qui correspondent à ses différentes valeurs. Mais, si l'on a étudié la variation de fx et, en particulier, si on a déterminé ses maxima et minima, on sait combien de fois la fonction a passé par une valeur déterminée m et, par suite, on connaît le nombre de solutions de l'équation (1 ) pour cette valeur. Si la courbe de la fonction était tracée (fig. 8), pour trouver le nombre de solutions qui correspondrait à une valeur de m, on porterait cette valeur sur l'axe des t/ de O en B, et par le point B on mènerait une parallèle à Taxe des abscisses ; le nombre des points d'intersection de la parallèle et de la courbe donnerait le nombre de solutions. Je vais appliquer ce qui précèd^ à deux exemples.
Exemple I. — Trouver à priori le nombre des solutions de ce problème : inscrire dans un cône donné un cylindre dont h surface totale soit connue.
On sait, d'après la discussion du problème 1 (13 3), que, si le rayon de la base du cône est égal ou supérieur à la nioitié de sa hauteur, la surface totale croît constamment lorsque la base du cylindre croît de à 2r. 11 est clair alors que le problème proposé ne peut avoir qu'une solution, et qu'elle n'existe qu'à la condition que la surface totale du cylindre donné soit inférieure à la valeur maxima, c'est à-dire au dquble de la base du cône.
Supposons maintenant que le rayon de la base [du cône soit plus petit que la moitié de sa hauteur. On a vu (133) que, dans te cas, lorsque la base supérieure du cylindre qui passe d*abord parle sommet se rapproche jusqu'à coïncidence de la base du cône, la surface totale du cylindre croît jusqu'à un certain
maximum, puis décroît constamment jusqu'à ce qu'elle devienne égale au double de la base du cône. Il est évident d'ailleurs que cette dernière surface étant plus petite que le maximum, la surface totale du cylindre, avant d'atteindre son maximum, a dû prendre une première fois une valeur égale au double de la base du cône. La surface totale prend donc une seule fois les valeurs plus petites que le double de la base du cône et deux fois les valeurs comprises entre cette surface et le maximum.
On peut affirmer maintenant que la discussion directe du problème conduirait aux conséquences suivantes, dans le cas où le rayon de la base du cône est plus petit que la moitié de sa hauteur.
Lorsque la surface totale du cylindre donné est inférieure au double de la base du cône, le problème a toujours une solution et une seule ; lorsque la surface donnée est comprise entre le double de la.base du cône et le maximum, le problème a deux solutions ; lorsque la surface donnée est égale au maximum, il y a une solution double ; et lorsqu'elle est supérieure au maximum, le problème est impossible.
Exemple IL — Trouver à priori le nombre des solutions de ce problème : déterminer sur la ligne des centres de deux sphères et entre ces sphères uti point, tel que, si l'on prend ce point comme sommet commun de deux cônes droits circonscrits ^ chacun y à l'une des sphères, la somme des zones interceptées par les deux cônes ait une surface donnée.
Le problème ne peut alors avoir qu'une solution, et pour que cette solution existe, il faut que la surface donnée soit comprise entre les deux zones qui correspondent aux positions du point mobile en D et D'. C'est la conséquence de ce qui a été vu (problème III, 133).
on sait (problème III, 133) que, lorsque le sommet des cônes marche de D' vers D jusqu'à un certain point A, la somme des zones augmente, puis, que le sommet avançant de A en D la
somme des zones diminue constamment. D'ailleurs, si on appelle s' et s les sommes initiales et finales, on trouve que s' est toujours plus grand que s.
On voit alors que, dans le cas actuel, si la surface donnée est comprise entre le maximum et s\ le problème aura toujours deux solutions, qu'il n'en aura plus qu'une lorsque la surface donnée sera compri se en s et s\ et qu'il sera impossible, lorsque la surface sera plus petite que s ou plus grande que le maximum.
CHAPITRE XVI
MAXIMA ET MINIMA DES PONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES OU LIÉES ENTRE ELLES PAR DES ÉQUA- TIONS. - VARIATION DE QUELQUES UNES DE CES FONCTIONS.
Dans tout ce qui va suivre on désignera par x, y, z, ^ ... les variables et par u la fonction.
185. Problème I. — Étudier la variation du produit de deux quantités dont la somme est constante.
On a, en désignant par a la somme constante,
(l) u = xy, (2) a?-t-y = a.
Écrivons l'identité
(3) ixy = {x-\- y)^ - (x - yf;
en y remplaçant œy par u, œ-^y par a, elle devient
a Faisons d*abord croître y depuis jusqu'à — : à cause de
a l'équation (2), œ décroîtra depuis x jusqu'à— , et (x — y)* décroîtra depuis a^ jusqu'à zéro. La fonction u, par suite, croîtra
depuis jusqu'à — - . Si Ton fait ensuite croître y depuis —
jusqu'à a, x décroîtra depuis — jusqu'à zéro. Mais la quantité (x — y)* ou (y — x)^ augmente en même temps que y, et
a* a diminue depuis -— ■ jusqu'à zéro.
Il résulte de la discussion que la fonction u passe par un
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maximum lorsque x et y sont égaux : on peut donc énoncer le théorème suivant :
t se. Théorème. — Pour partager un nombre en deux parties dont le produit soit maximum, il faut le partager en deux parties égales.
t89. Problème II. — Étudier la variation de la somme de deux quantités dont le produit est constant, a désignant le produit constant, on a
(1) u = x-\'yy (2) xy = a.
L'identité (3) du problème précédent donne
(3) u^ = ia^{x^ y)\
et cette dernière égalité conduit aux conséquences suivantes : Si l'on fait croître y depuis zéro jusqu'à ^ a ^ x décroissant,
en vertu de l'équation (2), depuis l'infini jusqu'à yfô^ , (a? — j/)* décroît depuis l'infini jusqu'à zéro, et u depuis l'infini jusqu'à 2 ^] a .y croissant ensuite, depuis y/ a jusqu'à l'infini, et X diminuant, par suite, depuis \J a jusqu'à zéro, [x — j/)*
ou (y — xY croît, depuis zéro jusqu'à l'infini, et u depuis 2 V a jusqu'à l'infini.
La fonction a passé par un minimum pour x égal à y ; on peut donc énoncer le théorème suivant :
138. Théorème. — Le produit de deux nombres dont la somme est constante a une valeur maxima lorsque les deux nombres sont égaux.
tao. Problême III. — Étudier la variation de la somme des carrés de deux nombres lorsque la somme de ces nombres est constante.
a désignant la somme constante, on a
On part de l'identité
En y remplaçant a?* + i/* et a? + y, respectivement, par w et a, on a
En se servant de l'équation précédente et raisonnant comme dans les problèmes I et II, on voit que, y croissant de à — ,
la fonction u diminue d'abord, depuis a^ jusqu'à la valeur -^-i
qu'elle prend pour les valeurs de x et y égales en même temps
à — . Elle augmente ensuite jusqu'à a^, lorsque y croît de -^
La fonction a passé par un minimum lorsque xei y ont eu des valeurs égales, on peut donc énoncer le théorème suivant :
t40. Théorème. — Pour partager un nombre en deux parties, telles que la somme de leurs carrés soit minima, partagezle en deux parties égales.
t4i. Problème IV. — Étudier la variation de la somme de deux nombres^ lorsque la somme de leurs carrés est constante:
On désigne la somme constante par a*, et 1 on a
En partant de l'identité (3) du problème précédent, on a (3) w* = 2a« — (a? — j/)«.
La discussion s*appuie sur Téquation (3) et elle est encore la même que dans les cas précédents. On voit que, lorsque y croît depuis jusqu'à a, la fonction va en croissant jusqu'à ce que y et X deviennent égaux à a, puis elle va constamment en décroissant.
On peut énoncer le théorème suivant :
149. Théorème. — Lorsque la somme des carrés de deux nombres est constante, la somme des deux nombres est maxima lorsque ces nombres sont égaux.
143. Remarque. — Les quatre théorèmes de maximum et de minimum qui ont été démontrés dans ce chapitre supposent que les variables xei y peuvent prendre la même valeur : c'est ce qui a toujours lieu dans une question d'algèbre proprement dite, mais il n'en est pas toujours de même quand on applique l'Algèbre à la Géométrie. Il peut arriver que, dans la question, les variables x et y aient chacune une signification particulière,
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et que ï\ine d'elles soit toujours plus grande que l'autre. Mais les discussions, qui ont été faites dans les quatre problèmes précédents, montrent que les maxima et minima des fonctions correspondent à la plus petite valeur que puisse prendre celle des deux variables qui reste toujours la plus grande. Si, par exemple, on veut partager une quantité en deux parties dont le produit ait une valeur maxima, l'équation (4) (Pr. I, 135) montre que, x désignant la plus grande des deux quantités œ et 2/, la fonction u sera maxima, lorsque x aura sa plus petite valeur puisque en même temps y aura sa plus grande.
144. Problème V. — Étudier la variation de la fonction u définie par les équations suivantes^ où m, n, a* sont des constantes positives :
(1) u = mx + ny, (2) a?' -|- y* =: a*.
J'écris l'identité
(3) {mx + ny)* + (^^ï" — ^V)* = (''^* + ^*) (^* + J/*)» d'où l'on déduit immédiatement
(4) u* = (m* -f" ^*) û* — (nx — tnj/)^.
On remarque d'abord qu'on peut déterminer des valeurs de X et de y qui rendent nulle la quantité nx — my. En effet, les équations
nx — my = 0, x' -f- y* = o^*
ont les solutions toujours admissibles
ma na
Cela posé, faisons croître y, depuis la valeur jusqu'à , X décroîtra, depuis a jusqu à . Alors
la quantité (na? — myj' décroîtra, depuis n^a* jusqu'à zéro, et,
par suite, w décroîtra, depuis Tna jusqu'à a V ^* + ^*» y crois-
sant ensuite, depuis jusqu'à a, (my — na?)* croît,
depuis zéro jusqu'à m'a*, et u, depuis a vTm^^-pn* jusqu'à na. On voit que la fonction u passe par un maximum quand les variables a* et y sont proportionnelles aux nombres m et n.
it
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On remarque que œ et y sont les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est constante. Nous avons donc étudié la variation de la somme qu'on obtient en multipliant par des nombres positifs donnés les deux côtés de Tangle droit des triangles rectangles dont l'hypoténuse est constante, et, en particulier, le maximum de cette somme a été obtenu. Le problème a été résolu sous cette forme et par une autre méthode dans les Questions de Géométrie, page 273.
fl4&. Problème VI. — Étudier la variation de la somme des carrés de deux nombres, quand la somme des produits de ces nombres par des nombres constants est donnée.
Cette étude prend son point de départ dans Tidentité (3) du problème précédent et se fait comme dans ce problème.
En particulier, on trouve que la somme des carrés de deux nombres, tels que la somme des produits de ces nonibres par des nombres donnés est constante, a une valeur minima lorsque les deux nombres sont proportionnels à leurs multiplicateurs.
fâe. Problème VII. — Étudim^ la variation de la fonction u définie par les équations
(1) w = mar ~ ny, (2) x^ — i/^=a*y
m, n, a étant toujours des constantes positives.
On remarque d'abord que, si x et y prennent deux accroissements correspondants, le premier sera toujours plus petit que le second. En effet, soient a/ et t/' deux valeurs simultanées de X et y et x^^, y" deux autres valeurs plus grandes que les premières : à cause de Téquation (2) à laquelle satisfont ces valeurs, on aura
d'où Ton tire
yff — yf x" -\- x'
Mais y'^ et y' étant respectivement plus petites que x^' et x' d'après l'équation (2), le 'second membre de l'équation précédente est plus petit que l'unité et, par suite, il en est de même du premier.
Cela posé, on est conduit à distinguer deux cas.' 1° m < n. — L'accroissement de u étant égal à la différence
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des accroissements de a? et de y multipliés respectivement par m et ?î, et l'accroissement de œ étant plus petit que celui de j/, on voit que l'accroissement de u est négatif, c'est-à-dire que la fonction u est constamment décroissante.
2® tn > n. — On part alors de l'identité
(3) {mœ — ny)* — {nx — ?nî/)* = (m* — n^) (j?* — j/^), et à cause des équations (1) et (2) on a
On voit d'ailleurs, comme dans le problème précédent, que la quantité nx — my peut devenir nulle pour des valeurs convenables de X et de y.
Gela posé, si on fait croître y depuis zéro jusqu'à la valeur
qui annule nx — my^ cette dernière quantité ira
^ Wi* -f~ ^*
en décroissant puisque n et Taccroissement de x sont respectivement plus petits que m et l'accroissement de y^ et elle
décroîtra jusqu'à zéro, y croissant ensuite depuis — -
V^ m' -f- ^* jusqu'à Tinfini, my devient plus grand que nx et alors la
quantité {my — nxy va en augmentant constamment depuis 0.
Il est clair que la fonction u varie toujours dans le même sens que {nx — mi/)*, elle a donc d'abord décru jusqu'à un minimum qui a lieu lorsque les variables xety sont proportionnelles à m et n et elle a ensuite constamment décru.
D'après l'équation (1) on voit bien que la valeur initiale de u^ c'est-à-dire celle qui correspond à y égal à zéro, est égale à ma, mais on ne sait pas immédiatement quelle est la jvaleur qui correspond k x et y infinis. Pour la trouver, on remarque que, l'équation (2) donnant
la limite du rapport — quand x eiy tendent vers l'infini est l'unité. Alors si on écrit l'équation (1) sous la forme
u = xim — n-^|, on voit que u est infini pour x et y infinis.
t49. Problême VIII. — Étudier la variation de la différence des carrés de deux nombres, lorsque la différence des produits de ces nombres par des nombres positifs donnés est connue.
On fait Fétude de la variation à l'aide de la même identité que dans le problème précédent, et ou trouve un maximum qui a lieu dans les mém,es circonstances que le minimum de ce problème.
149. Application des problèmes précédents èk. I^étnde des fonctions d*une seule variable. — Si dans les fonctions u des huit problèmes précédents, on remplaçai/ [larsa valeur en fonction de x que donne l'équation adjointe, on obtient
(3) u« = ar« + (a -Jr)^ ' (4) M = ar+ Va* — x%
(t)) u =wa: + n v<^ — ^ ) (6) ^ = ^-^-5 ^)
(7) u z^mx — n \x* — a^, (8) u = ^-r -.
ti*
Les équations (1), (6) et (8) conduisent à des trinômes du second degré en a?, Téquation (2) donne un cas particulier de la fraction dont les termes sont des trinômes du second degré en œ ; mais les équations (5) et (7) donnent des fonctions dont nous n'avions jusqu'ici étudié la variation que d'une manière indirecte (problème III, 123).
GÉNÉRALISATION DE QtJELQUES-UNS DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS.
Je vais maintenant démontrer quelques théorèmes qui s'appliquent à des fonctions d'un nombre quelconque de variables liées entre elles par une seule équation de condition. Ces théorèmes sont la généralisation de quelques-uns des théorèmes précédents.
t40. Théorème I. — Un produit d*un nombre déterminé de facteurs, dont la som,me est constante, a sa valeur maar'ma lorsque tous ses facteurs sont égaux.
a étant la somme donnée, on a
(1) u = œyz. . . .
(2) ar + î/ + ^ +••••= ^*
On voit d'abord que la fonction m a un maximum,* car si n est le nombre des facteurs, le produit de ces facteurs, tous plus
petits que a, est inférieur à a".
Je dis maintenant que, si, dans Tune des valeurs de w, deux facteurs, x ety par exemple, sont inégaux, on pourra toujours trouver une valeur de u plus grande; En effet, si dans la va-
leur de u considérée, on remplace a? et y, chacun, par
ûj I 1/ sr I '1/ sans changer les autres facteurs, le produit — ——^ x — -~^
sera plus grand que ary (136) et la seconde valeur de w sera plus grande que la première. Les variables ont d'ailleurs toujours satisfait à la relation (2) puisque les seules variables qu'on a changées ont conservé la même somme.
Il résulte évidemment de là que le seul produit qui puisse avoir une valeur maxima est celui dont tous les facteurs sont égaux, et comme on a vu qu'il y a un maximum, ce produit est effectivement le plus grand de tous.
Il est à peine besoin de faire observer que Tapplication du théorème ne peut se faire immédiatement que si les variables ue Font assujéties qu'à la relation (2). Le théorème serait en effet inapplicable, si les variables satisfaisaient à des relations d'égalité ou d'inégalité qui ne permettraient pas qu'elles devinssent égales.
t60. Théorème II. — Une somme d'un nombre déterminé denombres^dont le produit est constant, a une valeu/r minima lorsque tous les nombres sont égaux,
a étant le produit constant, on a
u =:œ-^y + z + • • • xyz . . . = a.
Il est évident que la somme a un minimum puisqu'elle est supérieure à zéro. Si maintenant on suppose que, dans une valeur de w, deux variables x et y soient inégales, on pourra toujours trouver une valeur de u plus grande. En effet, si dans
la valeur de u dont il s'agit, on remplace x et y par y/ xy
en laissant aux autres variables la même valeur, le produit restera toujours égal à a, mais la seconde valeur de u sera plus petite que la première (138). On conclut de là, comme dans le problème précédent, que le minimum a lieu lorsque tous les facteurs du produit donné sont égaux.
15 1. Théorème III. — La somme des carrés d*un nombre déterminé de nombres, dont la somme est constnnle^ a une valeur minima lorsque tous les nombres sont égaUfX.
a étant la constante^ on a
w = ir* + y*+^+- • • ^ + 2/+^ + ---=^-
La démonstration est analogue aux précédentes, ar et t/ étant supposés inégaux, on remplace, dans w, or* et y*, par
CD ' I
— -H~^l ®t on applique le théorème (140).
fft9. Théorème IV. — Une somme d'un nombre déterminé
de nombres y dont la somme des carrés est constante ^ a sa valeur
maxima lorsque tous les nombres sont égaux, a étant la constante, on a
fP* + !/* + 2* 4- • • • = <*• Quand a? et j/ sont inégaux, on remplace dans u, xety par
— 2 , et appliquant le théorème (142) on achève
comme pour les autres théorèmes.
i5S. Théorème V. — Le ^produit d'un nombre déterminé de facteurs, qui sont élevés à des puissances différentes et dont la somme est constante^ a sa valeur maxima^ lorsque les facteurs sont proportionnels aux exposants.
Supposons pour fixer les idées trois facteurs seulement x, y, z élevés respectivement aux puissances données tw, n, p, et soit a la somme donnée. On a
u = x'^y''z^, x-^y -{-zziza, et si Ton pose
mTnY '
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il est clair que u et v atteindront leur maximum pour les mêmes valeurs de iP, y et z.
Mais on a
XX y y z z
mm n n P P
La somme des facteurs de v est \- - — , c est-à-
dire égale à a, le maximum aura donc lieu quand les facteurs seront égaux, ou quand on aura
Remarque. — On fait ici l'application du théorème I dans un
cas où les variables ne sont pas indépendantes puisqu'il y en
X ij z
a m égales à — , n égales à — et p égales à — . Mais comme ° m n p
ces relations n'empêchent pas que l'égalité de toutes les variables puisse avoir lieu, le maximum particulier est le même que le maximum général.
APPLICATION DBS THÉORÈMES ET PKOBLÈBtES PRÉCÉDENTS Â LÀ DÉTERMI- NATION DES MAXIMA ET MINIMA.
È&A. On va maintenant appliquer à divers exemples, les théorèmes et problèmes qui ont été donnés dans ce chapitre.
Problème I. — Trouver^ parmi tous les rectangles que l'on peut inscrire dans un triangle, celui dont Caire est maœima.
Soient b la base du triangle sur laquelle est placée l'une des bases du rectangle, h la hauteur correspondante, x et y la base et la hauteur du rectangle. On a
(1) u = xy, (2) -|-+|.= l.
Considérons maintenant la fonction v qui est définie par Téquâtion
gyy _x y bh~ b ^T'
et qui devient maximà en même temps que u. On voit qu'on est ramené à trouver le maximum d'un proluit de deux fac-
teurs T- et -f- , dont la somme est constante eu vertu de Téquah
tion (2) ; le maximum aura donc lieu quand les deux facteurs seront égaux. Mais si on remplace -rr- par — dans l'équation (2),
on trouve y égal à — , et on arrive ainsi au théorème connu ( 1 20) .
Problème II. — Trouver le plus petit de tous les carrés inscrits dans un carré donné.
Si on appelle a le côté du carré donné, a? et ?/ les segments déterminés sur l'un des côtés de ce carré par un sommet du second, on a
M = ar* + !/*> x + y = a.
On est ainsi ramené à trouver le minimum de la somme des carrés de deux nombres dont la somme est connue, et Ton sait (140) que le minimum a lieu lorsque les nombres sont égaux. Le carré dont l'aire est minima est donc celui que l'on obtient en joignant les milieux des côtés du carré donné.
Problème III. — Par un point pris dans Pintérieur d'un cercle on mène deux cordes rectangulaires quelconques, on joint par des droites les extrémités de ces cordes^ et on obtient ainsi un quadrilatère : on demande de déterminer le quadrilatère dont Vaii e est maxima ou minima.
On s'appuie sur ce théorème de géométrie bien connu : dans un cercle, la somme des carrés de deux cordes rectangulaires, menées par un point fixe, est constante. Désignant par a^ cette somme constante et par xety les deux cordes, on a
xy u = -^ , a:« + y« = a».
La première équation peut être remplacée par celle-ci :
Si Ton veut d'abord déterminer le maximum, on voit qu'on est ramené à trouver le maximum d'un produit de deux facteurs x^ et î/» dont la somme est constante. Le maximum ayant lieu quand les deux facteurri sont égaux, on voit que l'aire du quadrilatère est maxima quand les deux co.des sont égales,
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c'est-à-dire quand elles font un angle de 45° avec le diamètre qui passe par le point donné.
Maintenant, pour trouver le minimum, je m'appuie sur la solution du problème I (135). On a vu, dans la discussion de ce problème que le minimum d'un produit de deux facteurs dont la somme est constante, a lieu quand le plus grand et le plus petit facteur ont respectivement leur valeur maxima et minima. Mais ces dernières valeurs, qui sont égales à la somme donnée et à zéro dans la question purement algébrique, sont ici le diamètre passant par le point donné et la corde perpendiculaire. Donc, en traçant ces deux dernières droites et ache* vant le quadrilatère, on aura l'aire minima.
Remahqub. — On aurait encore pu traiter la question en se servant de l'identité.
2xî/= ^« + 1/ — (a? — yy.
Problème IV. — Trouver, parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, celui qui a la plus petite hypoténuse.
a? et j/ étant les deux côtés de l'angle droit, a l'hypoténuse, 2p le périmètre, on a
(t) u^=x^ + y\ (2) u = 'ip—{X'{ y)
et en éliminant u entre ces équations, on obtient
ou encore
{'Ip — X) {2p — y) = 2p^
Mais la somme des deux facteurs dans le premier membre est 4p — x — y ou, à cause de Téquation (2), 2/? + w ; on est donc ramené à trouver le minimum de la somme ip-^-u de deux facteurs dont le produit est constant, et ce minimum a lieu quand les deux facteurs sont égaux, c'est-à dire quand x est égal à j/. Ainsi, parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, celui qui a la plus petite hypoténuse est le triangle rectangle isocèle : c est le théorème déjà démontré (Problème II, 120).
PttOBLÈME V. — Trouver le maximum et le minimum de la somme de l'hypoténuse et de la hauteur correspondante dans tous les triangles r> ctangles de même périmètre 2p. * Cette question a déjà, été traitée (Problème II, 122 et
Prob. II, 133), mais je vais en donner une nouvelle solution pour bien faire comprendre l'importance de la remarque du n^ 143. (L'objet du problème suivant sera aussi le même.)
Si l'on se reporte au problème 11(133), on voit que, si Ton désigne par x l'hypoténuse variable, par y une variable auxiliaire, et par u une fonction qui varie dans le même sens que la somme, on a
(1) u = X'^y, (2) xy = 2p*.
Pour trouver le minimum, on ne saurait appliquer le théorème (138) puisque Thypoténuse x étant toujours plus petite que p, y d'après l'équation (2) est toujours plus grand que p : régal ité des facteurs a* et j/ n'est donc pas permise. Mais d'après l'étude de la variation de u faite au n* 137, on sait que le minimum de u correspond au maximum de x^ c'est-à-dire à p. Alors le triangle rectangle est nul, et l'on peut dire que, dans tous les triangles de périmètre 2/7, la somme de l'hypoténuse et de la hauteur correspondante est toujoure plus grande que p.
Quant au maximum, il aura lieu, d'après la discussion du problème II (137), lorsque x aura sa valeur minima ; seulement
cette valeur n'est pas comme dans le problème de pure
Algèbre, mais p(v/ 2 — 1) comme on l'a vu (Problème I, 100), et alors le triangle est isocèle.
Problème VI. — On veut donner une nouvelle solution du problème lïl (133).
Conservant les mêmes notations qu'au n<> 133, on a
{y est une variable auxiliaire définie par l'équation (2j), Comme
on l'a vu au n* 133, quand d est plus grand que r'-}-^ 1 / -7 ,
l'égalité de a? et 2/ est permise et on trouve le minimum de u par l'application du théorème (138).
Lorsque d est plus petit que r' -j- r j / —7 , l'égalité
de X ety n'est plus permise, parce qu'alors, x restant toujours plus grand que V a{a — d) (133), i/, à cause de l'équation (2), est toujours plus petit que \J a{a — d) . Mais, d'après la disons-
APPLICATION AUX PROBLEMES
sioii du problème (137), le miiiimuin de u et, par suite, le maximum de la somme des deux zones correspond au maximum de X.
Problème VII. — Trouver parmi tous les triangles de même périmètre celui qui a la plus grande surface.
X, y, 2, 2p désignant les trois côtés varial)les et le périmètre, on a
La somme des trois facteurs variables p — x^ p — y, p — z étant égale à p, on voit qu'on est ramené à trouver le maximum d'un produit de trois facteurs dont la somme est constante. Le maximum aura donc lieu quand les trois facteurs seront égaux, c'est-à-dire quand le triangle sera équilatéral.
Problème VIII. — D'un point pris dans V intérieur d'un tétraèdre on abaisse des perpendiculaires sur les quatre faces : on demande quel est le point auquel correspond le maximum du produit des perpendiculaires.
Soient Z/^, h^, h^, h^ les quatre hauteurs du tétraèdre, p<, pj, Pz, P* l^s perpendiculaires qui leur sont respectivement parallèles : on a
(1) '^=P4PiPsPAy
Pour la dernière équation voyez {Questions de Géométrie, page 86). Substituons à la fonction u la fonction v qui est définie par l'équation
lu /la h^ h^
et qui est maxima en même temps que u. On est ramené alors
à trouver le maximum d'un produit de facteurs dont la somme
est constante en vertu de l'équation (2). Par conséquent, le
maximum a lieu quand les facteurs sont égaux, et comme,
d'après l'équation (2), la valeur commune des facteurs est -7- ,
on a
Al lu Ao hi
le point demandé est donc le centre de gravité du tétraèdre.
Problème IX. — Trouver, parmi tom les cônes droits qui ont leur sommet au centre de la sphère et pour base un cerde de cette sphère, celui qui a le plus grand volume.
Soient r le rayon de la sphère et a: et y le rayon et la hauteur du cône : on a
Posons
la question est ramenée à trouver le maximum de v, c'est-à-dire d'un produit de deux facteurs a?* et r/*, dont la somme est constante, mais qui sont élevés respectivement aux puissances 2 et 1 . Donc, d'après le théorème V (153), on aura
Remplaçant alors dans l'équation (2) x* par 2y^ on aura
3y> = r^ d'où. y=lJji.
Remarque. — On aurait pu remplacer dans a x* par r^^y\ puis élever au carré ; mais le calcul eut été moins élégant.
Problème X. — Trouver^ parmi tous les cônes droits inscrits dans une sphère^ celui qui a le plus grand volume.
X et y étant encore le rayon de base et la hauteur du cône, on a
Ici on ne peut éviter de substituer, dans w, à x* la valeur que donne l'équation (2). En faisant cette substitution, il vient
La somme des facteurs t/ et 2r — y étant constante, on aura le maximum de u en posant
-|- = 2r-j/, d'où l'on déduit pour y la valeur - r,
Problème XI. — Par le centre d'une sphère donnée on mène un plan quelconque^ et on prend le grand cercle de section pour base d'un cône droit tangent à la sphère suivant la section: on demande de trouver le cône dont le volume est le plus petit.
On adopte toujours les mêmes notations : r est le rayon de là sphère, x le rayon de base du cône, y sa hauteur. On a
Mais si on forme deux expressions du double de Taire d'un triangle rectangle et qu'on les élève au carré, on obtient
ou
Posons
le minimum de u correspondra évidemment au maximum de V, Mais, à cause de Téquation (2), on est ramené à trouver le maximum d'un produit de deux facteurs, élevés respectivement aux puissances 2 et 1 et dont la somme est constante. Donc quand le minimum de v a lieu, on a
et en remplaçant —j- par -^ dans l'équation (2) on trouve
jr = -^ d'où î/ = rV3:
Donc le cône a le plus petit vokime, lorsque sa hauteur est égale au côté du triangle équilatéral inscrit dans Vun des grands cercles de la sphère,
MAXIMÂ ET DE MINIMÂ.
I&&. Lorsqu'on veut trouver le maximum d'un produit de facteurs dont la somme est constante, ces facteurs étant élevés
à la même puissance ou à des puissances difTérentes, si Ton suppose que tous les facteurs aient été exprimés en fonction d'une seule variable, l'application des théorèmes I et V (149) et (153) conduit à autant d'équations qu*il y a de facteurs moins un. Or, comme une seule équation suffit pour déterminer la valeur de la variable qui correspond au maximum, dès que le nombre des facteurs est supérieur à deux, on trouve, en général, des équations de condition entre les données, qui ne sont pas satisfaites, et les théorèmes I et V ne sont plus immédiatement applicables. Mais l'introduction de coefficients indéterminés dans le calcul permettra souvent d'étendre la méthode, fondée sur les théorèmes cités, au cas d'un nombre de facteurs supérieur à 2 : c'est ce qu'on va faire voir sur deux exemples.
Problème 1. — Aux quatre angles d'une feuille de papier rectangulaire, on enlève quatre carres égaux, puis on forme avec la feuille ainsi découpée un parallelipipède rectangle dont la hauteur est égale au côté du carré : on demande quel doit être le côté de ce carré pour que la boîte que Von a construite ait un volume aussi grand que possible.
Soit ABGD (fig. 18) le rectangle donné, et posons
AB=:a, .AD = 6, AK=a?.
Le parallelipipède rectangle a pour base le rectangle EFG dont les côtés EF et EH sont respectivement a — 2xeib — 2x ; on a donc
(1) Il = (a — 2x) {b — 2œ)x.
La somme des facteurs dans l'expression de u n'est pas constante, mais il est évident qu'on la rend telle, en multipliant le dernier facteur par 4. On devrait donc poser, d'après la méthode connue,
a — 2x = 6 — 2x = ix.
Mais la première équation donnant a égal à 6, on voit que le théorème I (149) n'est pas applicable à la fonction 4u.
Voici maintenant comment on remplace la fonction w par une fonction v, maxima en même temps qu'elle et tombant sous l'application du théorème I (149). Soient a, /3, 7 trois coefficients constants, mais d'aboM indéterminés : on pose
La fonction v est maxima en même temps que u, et on écrit que la somme des facteurs qu'elle contient est constante, eu exprimant que le multiplicateur de x dans cette somme est nul. On a ainsi
On peut maintenant écrire que les facteurs de v sont égaux, et Ton obtient ,., a — 2x b -^ 2x X
On voit que les équations (4) ne donnent plus une condition entre les données après Télimination de ^r, mais seulement une équation entre les indéterminées.
Pour achever le calcul, remarquons que l'équation (4) est homogène par rapport à a, j5, y et que, d'apiès les équations (3), ces indéterminées sont proportionnelles à a — 2ar, h — 2x et x. On remplacera alors dans l'équation (3) «, |3, 7 par les trois dernières quantités, et Ton aura,
a — 2x b — 2x X d'où
(5) 12x« — 4(a + b)x + aft = 0.
On tire de cette équation
Les deux racines sont évidemment toutes deux réelles et positives, mais je dis que la plus grande doit être rejetée comme
supérieure à — . En effet, si Ton substitue dans Téquation (5)
■^ à a?, on obtient le résultat négatif b{b — a), ce qui prouve
b que ~- est compris entre les deux racines.
Quand x est déterminé, les équations (4) donnent des va-
leurs réelles et positives pour les rapports — , — , etlamé-
thode est justifiée.
Si le rectangle devenait un carré, /; serait égal à a et l'on
trouverait pour x la valeur — . C'est ce qu'il est du reste facile d'établir directement, en remarquant que la fonction u est alors donnée par l'équation
u = x{a — 2j?)* = — X ix[a — 2j?)*.
Remarque. — On n'a pas calculé les valeurs des coefficients indéterminés, car il suffit évidemment, pour la justification de la méthode, que Ton ait vérifié que ces indéterminées ont des valeurs réelles et positives. On aurait pu aussi n'introduire que deux indéterminées dans le calcul, puisqu'on a deux équations pour les calculer, mais l'introSuction de trois indéterminées donne plus d'élégance et de symétrie aux calculs.
Problème IL — Parmi t(ms les cônes inscrits dans une sphère, quel est celui dont la surface totale est maxima, V Soient r le rayon de la sphère, a?, j/, z le rayon de base, la hauteur et Tapothème du cône, on a
(1) u = ir{x^ -^ xz),
(2) ^ = y(2r-î/), (3) z^=2ry,
et en substituant dans l'équation (Ij à x et z leurs valeurs tirées des équations (2) et (3), il vient
(4) u = ny{2r—y + V 2r(2r - j/)) .
Ici l'expression de u est irrationnelle,, mais prenons uue nouvelle variable t égale au radical, nous aurons
(5) }j2r{2r^y)=t, d'où
_ Ar^ — t^ y— 2r ' ^ .
et en substituant dans l'équation (4) à y la valeur que donne Téquation précédente, il vient
(2r + 0V2r - Qt „_, _ .
Posons maintenant
en écrivant que la somme des facteurs de v est constante, on a
Appliquant ensuite le théorème V (153), on obtient les deux équations m 2r + t _ 2r-t _ t
Remplaçant enfin dans l'équation (6) a, ^, y par les quantités proportionnelles - — 3l — , 2r — t, t, ou a
2^_rt — 2r»=0,
<=-J-(i + VT7)-
On voit par l'équation (5) que la variable t est la longueur de la corde supplémentaire de Tapothème du cône ou le double de la distance de cette apothème au centre.
d'où Ton tire
CHAPITRE XVII
LOGARITHBfES. ^ INTJÊEËTS <X)MPOSËS. — AmrUITÉS.
PROGRAMME
!*•. Définition des logarithmes an moyen de deux progressions géométrique et arithmétique croissantes, commençant respectmmeot par l'unité et zéro. Comment on continue les deux progressions vers ]a gauche, par des nombres plus petits que 1. pour la progression géométrique^ et par des nombres natifs pour la progression arith métique. — L'ensemble des deux progressions détermine an système de logarithmes.
Définition du logarithme d^nn nombre qui ne fait pas partie de la progression géométrique Pour y arriver, on démontre d^abord qu'en insérant un nombre de moyens suffisamment grand entre deux termes consécutifs des deux progressions, on obtient une différence aussi petite que Ton veut entre deux termes consécutifs des progressions nouvelles. — Faire concevoir comment on peut obtenir des valeurs aussi approchées que Ton veut des logarithmes.
TfiéORÈMES GÉNÉRAUX.
Théorème I. — Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la somgiie des logarithmes des facteurs. — On suppose d'àbord que les nombres font partie de la progression géométrique et Ton considère trois cas suivant que les nombres sontplusgrands que 1, plus petits que 1, ou les uns plus grands, les autres plus petits que 1. On étend ensuite le théorème aux nombres ne faisant pas partie de la progression géométrique, au moyen du théorème général sur les limites.
Théorème II. — Le logarithme d'un quotient est égal à la différence entre les logarithmes du dividende et du diviseur.
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Théorème III. — Le logHrithme de la puissance d'un nombre est égal an logarithme du nombre muiriplié par Texposant de la puissance.
Théorème IV. ^ Le logarithme de la racine d'un nombre est égal au logarithme du nombre divisé par Tindice de la racine.
Faire voir comment, au moyen d'une table de logarithmes» les multiplications et divisions sont remplacées par des additions et soustractions, et les élévations aux puissances et les extractions de racines se trouvent ramenées à des multiplications et des divisions.
Ct qu'on entend par la base d'un système de logarithmes. —
Choix de la base (10). — Théorème. — Les nombres qui sont des
puissances de 10 on -j^ sont les seuls qui ont des logarithmes com-
mensurables, — On exprime les logarithmes des autres nombres en décimales, et il y a alors à déterminer leur partie entière, qu'on appelle la caractéristique, et la partie décimale. — La -caractéristique peut toujours se déterminer à. simple vue. Quand le nombre est plus grand que 1 , la caractéristique de son logarithme est égale au nombre des chiffres de sa partie entière diminuée de 1. Quand le nombre est plus petit que 1, et exprimé en décimales, on remarque que son logarithme peut être pris entièreifflent négatif ou à caractéristique seule négative. Dans ce dernier cas, la valeur absolue de la caractéristique est égale au rang du premier chiffre significatif à droite de la virgule, dans l'autre cas, cette valeur doit être diminuée d'une unité. On remarque que les parties décimales de deux logarithmes d'un même nombre, l'un entièrement négatif, l'autre à caractéristique seule négative, ont une somme égale à l. — Règle pratique qujon en tire pour déduire les deux parties décimales, l'une de l'autre. — Théorème. — Quand on multiplie ou qu'on divise un nombre par une puissance de 10 la partie décimale du logarithme n'est pas chan^.
' tISÂQË DES TABLES.
Problème I. ~ Un nombre étant donné trouver son logarithme.
i' Le nombre est plus grand que 1 et a 7 ligures au plus. Il est d'ailleurs entier ou décimal
2" Le nombre est plus grand que 1 et représenté par une fraction ordinaire.
3» Le nombre est décimal et plus petit que 1 .
4» Le nombre est une fraction plus petite que 1.
^° On veut déterminer le logarithme d'une fraction ,., /examen
aoc ^
des différents cas) emploi des logarithmes entièrement tiégalifs et
usage de la règle pour transformer un logarithme, à caractéristique seule négative, en un logaritlinie entièrement négatiL — AncienDe méthode des compléments.
Problème IL — Un logarithme étant donné, trouver le nombre
correspondant,
La règle est la même quand le logarithme est positif ou à caractéristique seule positive. Quand le logarithme esl entièrement négatif, on le transforme d'abord en un logarithme à caractéristique seule
négative. Calculer la valeur d*un nombre x donné par une équation de la
forme
Examen du cas où x est plus petit que 1.
INTÉRÊTS COMPOSÉS
Définition des intérêts composés. — On démontre la formule générale
(1) A = a (1 + r)\ et on en déduit cette autre formule
(2) log A = log a + n log (i + r).
La formule (2) peut servir à résoudre les quatre problèmes dans lesquels A, a, r et n sont successivemenl inconnus.
Examen du cas où n est inconnu. — Si la valeur de n donnée par la formule
13^ „_JogA-]oga
est entière, elle est la solution du problème. — Mais si la valeur obtenue pour n se compose d une partie entière p et d'une fraction /", on ne peut admettre immédiatement ci tte valeur comme bonne, puisque la démonstration de la formule (1), d'où a été déduite la formule (2), supposait n entier. — On démontre que la partie entière p est toujours bonne, mais pour qu'il en soit de même pour f il faut que la formule (2) soit vraie aussi pour n fractionnaire. Or c'est ce qui a lieu si Ton étend la convention des intérêts composés aux fraclloos d'année.
Si Ton admet que Ton prend les intérêts siniples pour les fractious d'année, on calculera la fraction a; complémentaire de p par la
formule
CHAPITRE PREMIER
APPLICATION DBS RÈGLES DU CALCUL ALGÉBRIQUE. - IDEN- TITÉS. - THÉORÈMES. - CALCULS RELATIFS AUX FIGURES GtoMÉTRIQUES. - EXERCICES PROPOSÉS.
tftV . Le but principal qu'on se propose ici est de donner aux élèves le goût des calculs élégants et symétriques, et de leur faire connaître en même temps des théorèmes ou formules dont il est fait souvent usage par la suite. Quelques applications à la Géométrie ont aussi été présentées, parce qu'un calcul, même long et pénible, devient intéressant dès qu*il conduit à un résultat utile ou susceptible d*être vérifié par une autre méthode.
Voici d'abord quelques définitions.
IM. Pcsrmatation de deux lettres» — On dit qu'on permute deux lettres a et 6 dans une expression algébrique, quand on y remplace a par 6 et 6 par a,
!&•. Fonotic»!! «y métrique. — Une expression algébrique qui contient plusieurs lettres a, 6, c . . . est dite une fonction symétrique de ces lettres lorsqu'elle ne change pas par la permutation de deux quelconques d'entre elles.
100. jpoiynome homof^éne. — Un polynôme entier et rationnel par rapport à plusieurs lettres est dit une fonction homogène de ces lettres, lorsque la somme de leurs exposants dans chaque terme est constante.
i^l* Pouction llnéMlre d*une ou de plusIeuiSR viirla-
bies. — Un polynôme qui est entier, rationnel et du premier
degré par rapport à des variables est dit une fonction linéaire de ces variable.
lOlf. tBémonfttriitlon de quelque» Iden titrés* — li
s*agit des identités suivantes :
(1) ((^fbXa-6)=a*-b^
Ci) (a+d)« -(•-b)*=4flè
(3) (a+b)«-Ka-fc)«=2(a«-H>«)
(4) (ma+nb)*-f(ma-nb)«=(mH-»')(a«-|-b»)
(5) (ma— nb)« -(na -fnb)h=[m* -n»Xa«— b»)
(6) (ca'-oc'Xdb -bd')=(5a'-ab'X<ic'— cd')-Kda' -ad'^eb'- bc')
(7) (a«+bî4.c«4-d)(a'«+b'«-H;'«+<i'') -{<^'-^^'+cC+dd)*
=(ab'-ba )«-Kac' - ca')H<<»*'-A»')H-{*^ -cbOH<^<^-db')H<«*'-dc')*.
Ces identités ont été réunies ici parce qu'elles sont souvent employées : leur démonstration n'offîre aucune difKddlé. Cependant je saisis l'occasion de la dernière identité pour faire voir comment certains résultats doivent être démoûtrts sans écriture inutile.
La fonction qui est dans le premier membre étant symétrique par rapport aux lettres qu'elle contient, il suffira de calculer seulement les termes types ^ c* est-à-dire ceux dont ou ' peut ensuite déduire les autres par un simple changement de lettres. Cberchons, par exemple, les termes qui ne contiennent que les lettres a et b^ avec ou sans accent. En formant succès* sivement les termes qui ne contiennent que la letb« a, la lettre b^ ou encore les deux lettres à la fois, on obtient
c'est-à-dire simplement le terme {aV — bay. On a ensuite les cinq autres termes du second membre par un simple changement de lettres.
Généralisation, — On voit facilement que l'identité (7) s'étend à un nombre quelconque n de lettres a, 6, o, d^ e,,.^ c'est-à-dire que le premier membre est égal à une somme de carrés dont le nombre est celui des combinaisons de n lettres 2 à 2.
On va donner quelques autres exemples du même mode de démonstration que l'on vient d'employer.
ittS. Théorème I. — Le carré d'un polynôme est égaîà la somme des carrés de tous ses tm^mes augwwnUée de és^k» fois la sormm de leurs produits deux à deux.
APPLICATION DES RÈGLES DU CALCUL ALGÉBRIQUE
On écrit
Puisque la fonction cherchée est évidemment symétrique» formons seul^aient, suivant la méthode, les termes qui contiennent a et 6. En multipliant les deux termes du multiplicande a et 6, respectivement par les termes a et 6 qui sosit placés au-dessous d'eux, on a a* et b^ ; puis en multifikiant en croix on obtient ab + ab ou 2ab. Le développement demandé contenant a* et 2aè, renferme, pai cela même, les carrés de tous les termes et les doubles de tous les produits deux à deux : le théorème est donc démontré.
ivotation. — On représente ordinairemenl; une fonction symétrique de plusieurs lettres en écrivant une seule fois le terme type et le faisant précéder de la lettre 2. Cette dernière lettre indique que le polynôme est la somme de tous les termes qui se déduisent du terme écrit, au moyen d'un changement de lettres : aussi on écrira
a-^-b -\- c . . . + l=zta.
Le théorème qu'on vient de démontrer est alors représenté par la formule
(I) {là)* = la* + 22afc.
ISA. Théobême II. — Le cube d'unp olynome a+b-fc ... +1 qu'on représerUe pour abréger par 2a est donné par la formule
Pour arriver à la formule demandée, on multiplie par la la valeur de (sa)* donnée par la formule (1) du théorème précédent. On remarque d'abord que le polynôme cherché étant un polynôme homogène du troisième degré ne peut contenir que trois espèces de termes dont les types sont : a', a*6, abc. Formons successivement chacun de ces termes.
Le terme a^ ne se présente qu'une fois airec le coefficient 1 dans la multiplication de s a' par i a. Mais le terme a*b s'obtient, une première fois, avec le coefficient 1 dans la multiplication de la* par i a et, une seconde fois aVec le coefficient 2 quand on multiplie 2 2 ab pa z a ; on a doilc bien 3a'6. Quant au terme ate, on Tobtient trois fois avec le coefficient 2 dans
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la multiplication de 2iab par za, lorsqu'on multiplie '2a6, 2ac, 2bc^ respectivement, par c, 6, a ; le terme du développement est donc 6abc. Le théorème est démontré.
Les commençants qui étudieront les démonstrations précédentes, devront d'abord remplacer les expressions abréisées par leurs développements explicites Us s'exerceront ensuite à répéter les rai« sonnements, comme nous l'avons fait, en supprimant toute échture inutile.
>. DémofUrer tidentité
= a* + 6* + ^ — 2ût»6* — 2aV — 26V.
En appliquant la formule (1) (162), on a d'abord
développant maintenant les seconds membres on est conduit à multiplier, l'un par l'autre les deux polynômes
a'-f &« --C» + ?afc, a« + 6> — c» — 2ab,
et, en appliquant de nouveau la formule (1) (162) on trouve le second membre de la formule (1).
IMI. A la suite de chacun des facteurs du premier membre de l'équation 1, on écrit successivement -\-àet — ai et Von obtient ainsi 8 polynômes
a+*+c+d, a+6-f-c— d, a-f-ft.— c-f-rf, a-^b — c — d d — 6+^+^> « — b-^-c—dj a— fr— c-frf, a — h — c — d,
dont on représente le produit par P : (m propose de démontrer la formule
( 1 ) P = 2 a« — 4 2 a«ft» + 6 2 a*6* 4- 4 2 a*6 V + 24a«èV#.
Eu multipliant, entre eux, les deux première facteurs, puis le troisième et le quatrième, on a les deux polynômes
(a« + ft2 ^ ^ _ ^ ^ 2ab) + 2c (a + 6) , (a« 4- ft* + c» — d« + 2ab) — 2c (a + b) ; le produit des quati'e premiers facteurs est donc
(a« + 6« + c» — d» -f 2aby — 4c« (a + by.
On voit ensuite facilement que les* quatre derniers facteurs se déduisent des quatre premiers en changeant fc en — 6 ; le
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produit des quatre derniers facteurs se déduira donc du produit des quatre premiers en faisant le même changement et il sera
(a» + 6» + c« — rf* — iabf — 4c« (a — b^.
Développant les deux derniers polynômes, on voit qu'on est encore ramené à multiplier une somme par une différence.
Remarque I. — Après avoir vérifié que la fonction cherchée est symétrique par rapport aux lettres a, 6, c, rf, on aurait pu remarquer tout d'abord qu*il n'y a que cinq espèces de termes et chercher les termes types, mais ici cette manière de procéder eut été un peu difficile pour les commençants.
Remarque II. — Lés deux dernières identités que Ton a démontrées prouvent que les polynômes calculés sont des fonctions symétriques des différentes lettres et qu'elles ne les contiennent qu'à des puissances paires. Ce résultat peut être généralisé, comme le montre le théorème suivant.
tev. Théorème I. — Étant données n lettres a, b, c . . . 1,
on forme 2 polynômes par la règle suivante: on écrite à la suite de a, -\-h et — b, et on a ainsi les deux binômes a-f- b et a — b ; à la suite de a -f- h e^ a — b on écrit successivement + c ef — c ei on obtient ainsi les quatre polynômes qui figurent comme facteurs dans le premier membre de Viden- ^ife' (I ), (165); on écrit à la suite des quatre polynômes d et — d, et on obtient ainsi les 8 facteurs de P dans l'identité (1), (166) ; on écrit à la suite de chacun des huit polynômes -{-eet — e^et ainsi de suite^ jusqu'à ce que toutes les lettres aient été em-
ployées : on propose de démontrer que le produit des 2**^* derniers polynômes est une fonction symétrique de toutes les lettres élevées à des puissa/nces paires, (Dans le cas de deux lettres seulement, le produit a* — 6* n'est pas symétrique par rapport aux deux lettres).
Pour fixer les idées, prenons les huit polynômes qui ont été écrits au commencement du n' 166. On remarque que, dans tous les termes, a entre avec le signe +, et que les autres lettres entrent avec des signes contraires dans les deux polynômes extrêmes et en général dans les polynômes équidistants des extrêmes. Il est clair d'ailleurs que, dès que le fait a été vérifié jusqu'à un certain nombre de lettres, il est vrai quand on
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prend une lettre de plus ; il peut donc être considéré comme démontré, quel que soit le nombre des lettres.
Cela posé, je vais d'abord prouver que le produit des polynômes est symétrique. Il y a deux cas à distinguer, suivant qu'on permute une lettre / avec a ou Tune des autres lettres.
\^ On permute l et a. — Soit P une certaine sonmie algé-
briqne des lettres 6, Cj d k autres que a et /. Il résulte de la
règle de formation des polynômes, qu'on aura en même temps ces deux ci : a-}-P+^ ^ — P + 'î °i2iis en vertu de la remarque faite en commençant, les deux polynômes qui sont respectivement, à la même distance des extrêmes que les précédentes seront : a — P — i, a + P — /.
Mais le produit des quatre facteurs est symétrique par rapport à a et / (165), et il en sera évidemment de même de la fonction cherchée qui peut être considéré comme le produit des facteurs, près 4 à 4, ainsi que nous l'avons dit.
2® On permute 1 avec uns lettre autre que a. — Soit, par exemple, la lettre c qu'on permute avec /. Q désignant une somme algébrique des lettres a, 6 . . . t, autres que c et /, on aura les deux polynômes à égale distance des extrêmes
Or le produit de ces polynômes est évidemment une fonction symétrique de c et /, ei il en est évidemment de même du produit de tous les facteurs.
Il faut mainlement démontrer que le produit des polynômes formés d'après la règle ne contient que des puissances paires des lettres.
Le produit étant symétrique par rapport à toutes les lettres, tout revient à démontrer que la dernière lettre introduite, que nous appellerons p, n'entre dans le produit qu'avec des exposants pairs. Or cela est évident, car si Ton désigne par S, T, U . . . les polynômes formés en s'arrêtant à la lettre qui précède p, le produit sera égal à
ou
produit qui ne contient que des puissances paires de p. Le théorème qui précède sera souvent employé par la suite.
IDENTITÉS DÉMONTRÉES. m
fffi9i. Théorème II . — 1^ produit de deux nombres qui sont les sommes des deuw carrés est lui même la somme de deux carrés.
Soient a' -{- fc* et a" + b'^ les deux nombres donnés, on a par la simple mullipiication
(a^ + i«) (c« + d^) = (a«c« + b^d^) + {aH^ + b^c^).
Dans le second membre on a formé deux groupes tels que les termes de chacun d'eux n'aient pas de lettres communes. On voit alors que si Ton complète les carrés des deux binômes par le terme 2abcd pris avec le signe + ou le signe — , on aura
(a» + b^) (c« + (P)= {ai* + bd)^ -f {ad — b&)^ ou
(a« + è») (c^ + d«) = {ac — bd)* + {ad-\-b&).
On voit que la décomposition en carrés peut se faire de deux manières. C'est ce qu*on aurait aussi trouvé en changeant de signe une quelconque des lettres dans la première identité.
iG0. Théorème 111. — Le produit de deux nombres qui sont des sommes de quatre carrés est lui-même la somme de quatre carrés.
On part de l'identité (6) (161). Cette identité montre que le produit des deux nombres donnés est la somme de sept carrés, mais en imitant la méthode suivie dans la démonstration du théorème précédent, on peut faire voir que les six carrés que renferme le second membre de Videntité (7) se réduisent à trois.
Formons, en effet, trois groupes de carrés sous la même condition que tout-à-l'heure, nous aurons
(«y _ bay + {cd' — dc% lae' — cay + {àd' — dby, {ad' - day + {bc' — c6')*.
Mais, à cause de l'identité (p) (161), on peut ajouter au ^*emier et au troisième polynôme les doubles produits des termes qui sont élevés au carré dans chacun d'eux, et retrancher le double produit analogue du deuxième polynôme. On aura alors les trois carrés
{ab' — ba' + cd' — d&)\ {ad — ca' — W' + dWf,
{ad^'-da' + bd — cby;
x'est ce qu'il fallait démontrer.
exercices sur la. décomposition d'un polynome en une somme de
Carrés.
190. Exemple I. — Décomposer le polynôme général du second degré à deux variables.
ay^ -|- bxy '\- cx^ -\- dy -{-ex-^-f
en une somme de deux' carrés de .fondions linéaires dexetj augmentée d'une quantité indépendante de ces variables. Le polynôme ordonné par rapport à y peut s'écrire :
ay* + (to + (/)y + car* + ^^ + /^î
et si l'on met a en facteur dans les deux premiers termes et que Ton complète les carrés, il devient
Mettant maintenant ; en facteur dans le second et le
troisième terme et complétant le carré, on a
{bd—îaef
\^^ 2a /^ 4a \ iac^b^j^'
Aa{iac — b*)'
On voit que les carrés sont multipliés par des constantes; mais on arrive à l'énoncé, tel qu'il a été donné, en remplaçant les coefficients des carrés par les carrés de leurs racines. Ainsi
^[vA 9^ — I S écrira :lv (^ [y-\ ^ — Il ; mais alors les
fonctions linéaires peuvent contenir des coefficients imaginaires.
Remarque. — La démonstration précédente suppose que a n*est pas nul. Si a était nul, sans que c le fût, on commence-
(by -^ e \ x^ -j — 2— i — \ mais si a et é?
étaient nuls la méthode ne serait plus applicable : ce cas est traité dans l'exemple suivant.
111. Exemple TI. — bxy -f dy -f ex + ^ <?v^ le polynôme donné.
APPLICATIONS DES RÈGLES DU CALCUL ALGÉBRIQUE
En mettant b en facteur dans tous les termes, on obtient
mais on a
et, d'après Tidentilé (2), (162), on peut écrire
+4)(^+T)=IKv+^)-|(.-v+^y
Dès lors on voit que la question est résolue.
^ iV^. Exemple III. -^ Décomposer en une somme de quatre
carrés le polynôme
3xy — 2xz — yz — a?w + ^yw -f- 52m.
On a d'abord
Sxy — {2z + '^)o(^ + (4u — z)y =
Mais en vertu de l'identité (2), (162), on obtient
Si ensuite dans le polynôme
on complète le carré des deux premiers termes après avoir
mis -^ en facteurs, on aura
Le polynôme proposé est donc bien, comme nous l'avons annoncé, la somme de quatre carrés.
Exemple IV. — Dëcom/oser en une somme de carrés
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multipliés par certaines quantités^ le polynôme P défini par V égalité suivante :
( t ) P = ( 06'— 2(ca'+(ïO)*- (** - 4(ic)(ft'*— 4a V).
En développant, on a
P=4(ac'+ca0^+4ac^'*+4«'(;'^«--466'(a5'+ca0— IGacaV, \'=k{a^'^cay\-^\ach'^-\-Mc'b''- 4^^(ac'-fca0 ;
puis, si Ton n)et ac en facteur dans^le second et le quatrième teime du ^développement précédent et que Ton complète un carré, il vient
4acft'»— 4ftft'(ac'-foa' =ac 2y ^ — -Ll-JL ^ ! L.
' \ ac f ac
_ {2acl/—bac'-^bcay-b\ac'-\-ca')* (
ao
Remplaçant enfin, dans la dernière expi-ession de P, le groupe du second et du quatrième lerme par le développement précédent, et réduisant au même dénominateur ac, on a
P — (4gc— 6*j(ac^— ca 0'+('2ac6^— fr(gc^+caO)*
c'est ce-qu'il fallait trouver.
194. Exemple V. — Soient Q et Q' les polynômes définis par les égalités.
Q =a{a&''Cay-^b{ac'—ca')(ab'-ba')-\-c{ab'^ba% (:y=a\ac'—ca')^--b\ac'-ca%ab''^a'}i^iab'-ba%
on propose de démontrer que l'on a
P étant le polynôme de Vcxemple précédent.
En multipliant et divisant par ^l'expression de Q, om a
^ _ iiac{ac''-caJ-\'kc^[aV--bay-\bc{ab'-ba'){a&'-ca') \^ — -— ,
Considérant ^ilors les deux derniers termes du numérateur de Q comme les deux premiers termes d'un carré, on trouve facilement que ce numérateur est égal à celui de P, et on en conclut immédiatement l'égalité (1). La formule (2) se dtimontre de la même manière.
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195. Théorème général. — Une fonction homogène, entière et du second degré par rapport à n variables x, y, z, u . . . est toujours la 'somme des carrés d'un nombre de fonctions linéaires des variables, au plus, égal à n.
Supposons que le polynôme contienne le carré de la variable X et écrivons-le sous la forme Aar* -|- 2Bj? + G, A étant indépendant des variables, et B et C étant respectivement une fonction linéaire et une fonction du second degré des variables autres que x. On a, comme dans les exemples précédents, en mettant A en facteur dans les dçux premiers termes et complétant un carré,
Aar* + 2 Bx + C = a/o? +. -^J -f - ^ ~ ®'
AG — R
La quantité ^ étant une fonction homogène des
n — 1 variables y, 2, u . . ., si elle contient le carré de «/, pourra ôtré remplacée pai* une expression de la forme
Vlï"(j/ + -jTj-) augmentée d'un polynôme homogène à n — 2
lettres s, u . . .. En continuant toujours de la même manière, on finira par avoir autant de carrés que de variables.
La démonstration précédente suppose qu*ùne variable au moins se trouve toujours au carré dans les polynômes homogènes que l'on a successivement considérés : or il pourrait ne pas toujours en être ainsi. Il peut arriver, par exemple, que les lettres u et z ne figurent que dans les trois termes Pmjj, Qz, Bw, P étant une quantité constante et Q et R des fonctions linéaires de variables autres que z et w. A l'aide d'une transformation déjà employée, on écrit
on a ensuite (identité (2) 162)
on obtient donc deux carrés correspondant aux deux variables
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u et z. On traitera ensuite le polynôme homogène — =p comme les précédents, suivant le cas qui se présentera.
IDENTITÉS ALGÉBRIQUES DÉMONTRÉES PAR LA GÉOMÉTRIE
19€l. Exemple I. — Étant donnés quaire points a, b^ c, d placés sur une droite comme l'indique la figure (19) on démontre que Ton a toujours
(!) acxbd=:ad^ bc-{-abx cd.
M. Chastes indique dans la Géométrie supérieure une démonstration de cette identité fondée sur la considération du rapport anharmonique^ mais on peut la vérifier immédiatement en y remplaçant ad par ac -|- cd.
Prenons sur la droite un point o à gauche de a, et représentons les quatre distances oa, ob, oc^ od respectivement par
— ^ ) "IT j "^ î ""^T • A.lors les distances ac, frd, da, 6c, ab, cd d c d
peuvent s'exprimer au moyen des fractiods précédentes, et l'identité (I) devient
i? a'j'd' b'l~\d' a'jw b'r\b' âTd' &l
Mais en chassant les dénominateurs, on tombe sur l'identité (6) (162) qui se trouve ainsi démontrée parla Géométrie.
L'identité (6) a servi à démontrer un théorème important de la théorie des nombres (169) ; on verra (214) quel antre parti M. Hermite a tiré de la même identité pour démontrer le même théorème.
I W. Exemple II. — On a vu en géométrie que, si trois points a, 6, c sont en ligne droite et qu'un point m soit pris tiors de cette droite, on. a toujours
(1) am!^ xbc -{- brri^ X ca -f- cm^xa^-j-aè X 6cxca = 0,
les segments compris entre les trois points a, b, c, pris deux à deux, étant positifs ou négatifs, suivant que la distance entre deux des points est représentée par des lettres prises dans Tordre alphabétique ou dans l'ordre inverse.
L'identité (l) ayant lieu^ (luelqiie presque le point ?n soit de la droi^ subsistera encore lorsque, à la limite, le point
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viendra s'y placer. Représentons alors par œ la distance du point m à un point quelconque o à gauche de a, et soient aassi a, b, c, d les distances oa, ob, oc, od. Quant on substitue aux distances qui figurent dans l'identité (i) leurs expressions en a, 6, c, dy a*, on arrive à l'identité
[x — af (c — 6) + [x - bf (a - c) + (or — c)« (6 — a)
-f [b - a){c—b) {a — c)= 0, facile à vérifier.
On trouve d'autres beaux exemples dans la Géométrie supé-rieure de M. Chastes (pages 235 et suivantes).
EXERCICES SDR Lk DIVISION ET LE CALCUL DBS FRACTIONS.
tHê, Exercice I. — Démontrer que le polynôme
est toujours divisible par le produit
quand m est impair.
Le polynôme donné peut être considéré comme un polynôme du degré m — 1 par rapport à a, les différents coefficients étant indépendants de a. Si l'on y remplace a par — 6, et cela sans développer [a -\-b -\- c)^^ on trouve pour résultat zéro. Le polynôme est donc divisible par a -\- b. On prouve de même qu'il est divisible par a -(- c, b-\-c. Il est donc divisible par le produit (a -{- b) [a -{- c) [b -{- c).
lï©. Exercice II. — Prouver que le polynôme
2a^b^ + 2a^c^ + 2b^c* _ a* — 6* — c* est le produit des quatre facteurs
C'est là une conséquence immédiate de l'identité (1)(165), mais on demande une démonstration directe.
Le polynôme donné peut être considéré comme étant du quatrième degré en .a, et on trouve qu'il est divisible par '(^'\'b-\-c, parce qu'en y remplaçant a pai* — b — c ou a un résultat nul. On voit de la même manière que le polynôme donné est divisible par les autres trinômes donnés, et, par suite, il est divisible par le produit des quatre trinômes. Il est
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éYident d'ailleurs que le quotient est l'noité. Eq effet le produit des quatre tnaomes étant on polrnome dn quatrième degré, le quotient est nécessairement numérique, et il ne peut être que l'unité, puisque si l'on considère deux termes semblables dans le polynôme donné et dans le produit des quatre trinômes, on voit que leurs coefficients sont égaux.
On peut encore opérer directement la décomposition du polynôme donné en quatre acteurs. A cet effet, on remplace 2a^l^ par 4a'ô*, — 2a*6*, et on a
4a>6» — (a* + 6* + 0* + 2aV — 2aV — 2iV)
Décomposant maintenant une différence de carrés en un produit de facteurs, on obtient
(2a6 + a* 4- 6« — c«)(c« — o« — 6» + 2ab), ou
Faisant encore la décomposition de chaque facteur en deux autres on obtient finalement
(a + 6-f c) (a + 6 — c)(a + c — 6)(c + ft — a).
190. Exercice III. — Lorsque m el n sont premiers entre eux^ le polynôme
est toujours divisible par le polynôme
Considérant en général x comme étant égal à (ar") , et remplaçant un quotient de la même forme que celui de la division
de a?** — oT par x — a par riudication de la division uou effectuée, on a
Mais, comme on le démoutre (276), netp étant premiers entre eux, on peut toujours déterminer deux nombres entiers g et h, tels que Ton ait
pn = Ap + 1 .
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On aura, par suite,
le quotient cherché peut doue s'écrire sous la forme
ou encore
et en observant que l'on a
on voit que les deux quotients précédents sont entiers ; le tliéorème est donc démontré.
idl. Exercice IV. — Démontrer r identité
En réduisant les trois fractions au môme dénominateur on trouve
Je vais faire voir alors qu'en divisant le numérateur de la nouvelle fraction successivement par a — b^ a -- c,b — c; on obtient pour dernier quotient a -\- b-\- c. On met le numérateur sous la forme
_ c(a» — 6») + ab{a* - è') + c^{a — b),
et après avoir supprimé le facteur a — b^ on obtient
— c(a* + ** + ab) + ab[a + é) + c», ou
— c(a' - c*) + (ô« + ab) (a - c).
Divisant maintenant par a — c, on a
— ac — c* 4" ^* "f- ^^ ou
Supprimant enfin le facteur b — c, on trouve bien pour quoUent a + 6 + c.
Calcul de certnlnes droite** dans les trlan^tep
en ronetion dc>B cdté». — Dans les exercices qui vont suivre on adoptera les notations habituelles : a,b^ c seront les côtés opposés respectivement aux angles A, B, G ; /r, A;, i les hauteurs correspondantes ; S, 2p^ R,r la surface, le périmètre et les rayons du cercle circonscrit et inscrit ; r', r", r"'' les rayons des cercles ex-inscrits, compris respectivement dans les angles A, B, C\ m etd désigneront encore la médiane et la bissectrice intérieure partant du sommet A.
Exercice I. — Démontrer les formules
(1) s = Vp(P --a)(p-b){p-c),
(3) S = pr = {p — a)r' = (p — by = {p — c)i '", ,„ „ abc ... , 2(6» -f c') - a»
Je ne reproduis pas ici les calculs bien connus qui servent à démontrer ces formules.
Exercice II. — Calculer, en fonction des côtés d'un triangle, l*' la distance du centre O du cercle circonscrit au côté a; 2" la distance du sommet A au point P d'intersectiod des hauteurs.
Soit e la première distance : un triangle rectangle donne
et en remplaçant R par la valeur que donne la lormule (4) (exercice 1), on a
Substituant maintenant à S*, dans le numérateur, la valeur tirée de la formule (2) (ex. l); on trouve le carré de 6*+ c* — a*, et si Ton. remplace au dénominateur 4S* par aVi*, il vient finalement
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Ah
Pour obtenir la seconde distance que nous appelons g, nous prenons les triaiigles semblables APK, AHC (H et K sont les pieds des hauteurs // et k), et Ton a
b Mais, d'autre part, un théorème bien connu donne
donc
La comparaison des formules (1) et (2) montre que q est double de e.
Exercice III. — Démontrer que, dans tout triangle, la somme des distances du centre du cercle circonscrit anx trois côtés est égale d R + r.
Soient e, /*, g les distanças du centre du cercle circonscrit aux trois côtés. On pourrait faire la démonstration en remplaçant, dans l'égalité à démontrer, R, r, c, f, g parleurs valeurs en fonction des côtés {fet g se déduisent de e par un simple changement de lettres dans la formule (1) de l'exercice précédent); mais on fait le calcul avec plus d'élégance, comme il suit.
Les perpendiculaires e, f, g abaissées du centre sur les trois côtés du triangle le partagent en trois quadrilatères inscriptibles. Si Ton applique à chacun d'eux le théorème connu : . dans tout quadrilatère Inscriptible le produit des diagonales est égal à la somme des côtés opposés^ on aura
ec ga R6
gh fc Ra
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et en ajoutant œs égalités, membre à membre, il vient
(2) ^^ + c) + /(« + c)+(/(a + 6) = 2pR.
Mais on a aussi évidemment
(3) ea-{-fb+gc — 2S = 2pr:
alors, en ajoutant, mombre à membre, les égalités (2) et (3), on obtient
et le théorème est démontré.
Exercice IV. — Si dans un triangle ABC un côté a est constant ainst que la somme b-|- c des deux autres côtés^ la projection de la bissectrice de Cangle A sur Cun des côtés de cet angle a toujours la même longueur.
Soit AF (fig. 20) la projection de la bissectrice AD sur AB ; soit aussi tracé le cercle inscrit dont le centre est I et qui touche le côté AB en E. Menons DF parallèle à El, les triangles semblables AEI, AFD donneront, en obseiTant que le segment AE est égal à p — a,
m AF _ p-a
^^ FD ~ r '
Mais en écrivant que la somme de$ triangles ADB, ADG est égale au triangle ABC, on a
(2) {b + c) FD = 2pr,
et en multipliant, membre à membre, les égalités (1) et (2), il vient
(6 + c)AF = 2p(p-a), d'où
AF = ifcl^.
Les quantités 6 +c, 5p et p — a étant constantes, le théorème est démontré.
Remarque. — Le théorème peut encore s'énoncer ainsi : dans une ellipse y la projection de la normale^ sur Vun des rayons vecteurs passant par son pied sur la courbe^ a uM longueur constante.
Exercice» sur le quadrl^tt^re. - Dans tOut
qui va suivre les côtés AB, BG, CD et AD du quadrilatère
ABCD seront représentés respectivement par a, &, c, d et les diagonales AC et BD par eel f.
EXERCICE I. — Trouver une relation entre tes quatre côtés a, b, c, d d'un quadrilatère et les diagonales e et f.
Projetons (flg. 21) les sommets A et C en E et F sur la diagonale BD et prolongeons la droite AE jusqu'à sa rencontre en G avec une parallèle GG à la diagonale BD. Ije triangle rectangle âCG donne
(1) e« = ÂC* = Ëf' + (AE + CF)^.
Mais des triangles ABD, BDG on tire
I^E -^—, DF_
et, par suite, on obtient
On a ensuite dans le triangle ADE
et si Ton remplace dans cette égalité DE par la valeur qu'on a trouvée, il vient
. _ ^/^a2 _ (/^ ^ rfi^^y
Mettant enfin dans l'équation (i), pour EF, AE et CF les valeurs qu'on a calculées, on arrive à l'équation
(2) fte^ ^ é^f^ ^ Me^P — Ne^ — P/^ +.Q — R = 0, après avoir posé
On n*a point développé ici les calculs qui ne présentent rien d'inléressant; d'ailleurs on arrive plus simplement au but par la Trigooonaêtrie i Questions de Trigonométrie, problème VIII, page 183). Je saisis cette occasion pour placer ici une équation du problème cité qui a été oublié à Timpresàion, c'est l'équation
/a = a» -f di ^ 2ad cos A.
^il QUESTIONS D'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE.
Rehabql'b. — On peut considérer Téquation (2) comme établissant uue relation enti-e It^s trois côtés d'un triangle ABD et les droites qui joignent nu [loint C du plan à ses trois sommets. IjSl fîg'ii*e supxiose que le jK)int C e^t extérieur au triangle, mais ou s'assure facilement que la relation est générale.
EzBRCiCE II. — Si dans un qmxdrilaière on a
(!) ef=ac-\-bd.
on en conclut toujours
e _ ab-{-cd ^ ^ f~ ad + bc '
On remarque d'abord que la somme des deux premiers termes de l'équation (2), (ex. 1) est égale à e^f^ [e* -f" D^ O" (<*^ + ^^ (^ + /^J- Il ^û résulte que, dans cette équation, le polynôme formé du premier, du second, du quatrième et du cinquième terme est une fonction homogène et du second degré en e et /*. On est ainsi conduit à calculer la quantité Me*f* — Q -|- H ; car si celte quantité est homogène et du second degré par rapport à e et /*, on obtiendja une équation du second degré gui fera
connaître — .
En remplaçant ef par ac + bd dans l'expression qu'il s'agit de calculer, on trouve que cette expression passe par les formes suivantes :
2 {a^bcd-\-b^a cd+(^abd+abc(P'{'a^c^d''+a*bW-{-a^^c*'{-b^c*à^).
2a^cd{ab-}-cd)+2b^ad{bc+ad)+2c^ab{cd-^b)+2d^c{ad+bc),
2bd{ad-[-bc) {ab^d)'\-2ac{àb-\-cd){ad^bc),
2{ab-^ed) [ad-\-bc) (ac+M),
2{ab'\'Cd){ad-\'bc)ef.
L'équation (2), (ex. l) devient donc
((ac+W)«--N)éî24.((ac+6rf)«---P)/^--2(a/)+C(/)(a£^+6c;e/=0, ou, en remplaçant N et P par leurs valeurs,
((a6+cc?)c— (ad+6o)/)*=0.
De cette dernière équation ou tire
e ad -]- bo
c'est ce 'qu'il fallait démontrer.
Exercice IIL — Si dans un quadrilatère les côté^ opposés sont égaux, la somme des carrés des diagonales est-elle égale à la somme des carrés des quatre côtés ?
Lés côtés a et b devenant respectivement égaux k e eid, les formules (3) de l'exercice (t) deviennent
L'équation (2) du même exercice se réduit alors à
e^fne^-{-f^-2{a^+b^))-{a^-b^y(e^+f^}+2[a^+b^-a^
Le dernier terme de l'équation précédente étant égal à 2(a* -f" ^*) (^* — ^*)*î on voit que cette équation peut s'écrire
(ga 4- /2 -. 2 (a» 4- b^)i) [é^f^ — (a« — b^Y) = 0. et on y satisfait en posant (1) e«'+/^ = 2(a2 + 6*) ou |2) ef—a"^- b\
La première égalité montre que la somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des quatre côtés du quadrilatère ; elle correspond au cas du parallélogramme. '
Quant à la seconde égalité, elle correspond au cas d'un trapèze isocèle ABGD dans lequel les diagonales ont la valeur commune a el les côtés AD et BG sont égaux à b. Les bases AB et CD du trapèze sont alors les diagonales e et fdu cas général, et il est facile de vérifier la relation (2).
exercice» sur le» volumep. — NouS ne nOUS OC
cuperons ici que du tronc de pyramide et du segment sphérique.
Exercice I. — Trouver le volume V d*un tronc de pyramide dont la hauteur est h et les bases B et B', en le considérant comme la différence de deux pyramides qui ont respectivement pour base et hauteur, la plus grande, B et H, cl la plus petite^
On a
Pour arriver à l'expression connue du volume du tronc,*il 8'agit d'exprimer H et H' en fonction de B, B' et h et de substituer l^s valeurs obtenues dans la formule (t).
Faisons d'abord le calcul, tel qu'il se présente naturellement, sans chercher aucune simplification. De l'équation (2), on déduit d'abord
et, par suite, on a, par la combinaison ordinaire,
(5) H^ _V'B H- _ \/B' , * y/B— vTB' 'h yfB — v^' '
Mettant maintenscnt dans Téquation (1) le» valeurs de H et H' tirées dés équations précédentes on obtient
V^ Bv^->BM/B^ _/i yjB — y/'B' 3 '
Mais B V B et B' v/^"sont respectivement les cubes de V B
et \/B'> et si Ton pose V B et V B' respectivement égaux à a? et à, on a à diviser x^ — a* par x — a. Le quotient est x*'^' ax-^- a* ou, en remplaçant x et a par leurs valeurs,
B + B'+2VbB^;
on a donc bien l'expression demandée.
Le calcul eût été plus simple, si l'on avait d'abord transformé le second membre de l'équation (1) de manière à le rapprocher le plus possible de l'expression qu'on voulait trouver. A cet effet, on met en évidence les deux premières pyramides que l'on doit trouver, en ajoutant ensuite en signe contraire les termes que Ton a introduits ; on trouve ainsi
BH'— HB' , . ,
et tout revient à démontrer que 5 représente la
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troisième pyramide dans la formule demandée. Or c'est ce qui a lieu, car en substituant dans la quantité précédente les valeurs de H et H' données par les équations (5), on a
y/B-^yfW . VB- v/~B^.
On peut encore modifier le dernier calcul de manière à ne
faii'e arriver les radicaux qu'à la fin. Pour cela, multiplions les
H' deux membres de l'équation (2) par — ^^r- ; il viendra
H BH
H' HB' '
d'où .l'on déduit
BH^ — KW _ h BW ~H ' On aura, par suite,
BH' - HB' = -^ = ^ ^^' - = V BB^ /^ ^ B vTB '
ExERcicR II. — Trouver le volume V d\m segment sphétique à deux bases, en le considérant comme la somme ou la différence de deux segments à une base.
Supposons, pour fixer les idées, que le segment donné ABB'A' (flg. 22) soit la différence des deux calottes ABC A'B'C. Soient a et 6 la hauteur et la base de la calotte ABC, a' et b' celles de la calotte A'B'C, et r le rayon de la sphère.
Prenons d'abord pour expressions des volumes des ealottes sphériques.
on aura
Tra^ j r :^ I , ^a'* \r ^^ *'
On a d'ailleurs les trois équations
C?) 6« = 2ra - a\ (3) V^ = 2ra' — a'^
Ces trois dernières équations pourraient servir à exprimer
i»t Ai
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a, a' r' en fonction de 6, 1/ et /i, et en substituant .les valeurs trouvées dans le second membre de la formule (1), on devrait obtenir Texpression demandée. Mais le calcul se présente avec plus d'élégance, comme il suit.
Mettant d'abord a — <?/ ou h en facteur dans le premier membre de la formule (1 ), on a
(5) V = "Y ((3K^ + ^') ~ ci« - a'* -- aa').
Mais si Ton ajoute, membre à membre, les équations (2) et (3), on trouve
et si Ton remplace dans la formule i5) r{a + ^') par la valeur que donne l'équation précédente, on obtient
ou
(6) w=4-ib' + n+'^'
c'est la formule demandée.
Traitons maintenant la question en pi*enant pour expressions des calottes sphériques
—^ — I zr"i —^ — I s —
On a alors (7) V = 4- (a* — »'• + 3(a6* — a'I/*)) .
Éliminant r par réduction entre les épuations (2) et (3), ou obtient
et si l'on ajoute et retranche les deux quantités égales 3((3&'^^^'^) et 3aa'/i dans le second membre de la formule (7), cette formule devient
V =-^ (a» — a'» + 3(a*a — aV^) + 3iab'^ — a'b^) — Ua%
V = -^ (a» - a'« - Ua'h + 3(6» + ft'^) (a - a')),
OU en remplaçant a — a' par h et mettant h en facteur,
Exercice III. — c étant le rayon de la section qu'on obtient en meriant un plan parallèle aux deux bases d'un segment sphérique par le milieu de la hauteur h : 07i propose de démontrer la formule
V = nc^h j— •
Paftons de l'expression connue du segment sphérique, telle qu'elle est donnée par la formule (6) de l'exercice (2). Soient y, ](, y" les distances OD, OD^ 01 : on a
et en substituant dans la formule (6) les valeurs précédentes de 6* et 6'*, on obtient
Mais à cause de Tidentité (3) (1G2) on a
Maintenant, suivant que les deux bases des segments sont d'un même côté ou de part et d'autre du centre, on a
v' + y _ ^.ff if — y _ h
ou
on a donc dans les deux cas
Remplaçant alors dans l'équation (1) y' -f- 1/'* par la valeur qu'on vient de trouver, on obtient
et en substituant c' à r* — y"^, on arrive bien à la formule demandée.
>I0 QUESÎIONS D^ALGÈBËE ÉLÉMENTAIRE.
Si Ton fait dans le polynôme ax^ -|- 2bxy + cy
X = mas' -|- ?î^', y = mV -f- n'e/',
après la substitution on obtiendra un polynôme de la forme
Ax' + 2Bx'yf -f- Gy'-^ ; il faut démontrer que Ton a
B« - AC = {b* - ac)(mn^ — nm'),
9. Si X, y ei a sont des nombres entiers, démontrer que, loi^sque aî*-|-2ai/* est un carré, x^-{-ay^ est la somme de deux carrés.
— On trouve facilement
X* + ay^ = — -L — ,
et 011 transforme le second membre de cette équation en employant Tidentité (3), (162).
10. Remplacer a?' - y^-\-z^ —^yz-h^xz — xy par une somme de trois ca»rés de fonctions linéaires.
il. Remplacer 3yz + 2xz — a? par une somme de carrés.
12. Étant donné le polynôme ax^-\-2bx}j^ay^-\-y.x*-\-y*), on propose de déterminer > de manière que le polynôme soit le, carré d'une fonction linéaire en x et y,
— On décompose le polynôme en deux carrés et en écrivant que Fun deux est nul, on a
Décomposer en facteur, les quantités
15. Démontrer que, pour que x^—o!^ soit divisible par a?*— a", il faut et il suffit que m soit un multiple de n.
Démontrer les identités suivantes :
çc^aXc—b) "^ (fe-a)(6-c) "^ (a— 6)(a-c)
{a+b){a+c) ^ ib+c){b+a) ^ (c+aXc+b)
bc . ca . ab .
"T Ti: — :n: — rr + t:^ — rrr: — rr = * •
(a— c)(a 6) (6— c)(6— a) ' (c— o)(c— 6) a+6* "*" b+c "^ "c+ô" "^ (a-i-bKb+cjic+a) ""
^-' rinz — i:^; +
y'jg' , ( i/«-6')U«~6«) (y'-g')(^« - g») _ .
(a-c)(6— c) ' (fit— 6)(c— 6) (6— a)(c— a) a«fe«g« . a^b\i^ a^c^d^ 6'c«rf'
(a-d)(6-d)((?— d) "^ (a-c)(6— c)(rf— c) "^ (a— 6)fc^6)(c(— 6) "^ (6 - a)(c-a)(rf— a|
= fl6cH-a6û(-f-accH-&cd.
(a'^b){a-c){x+a) |6-a)(6-c)(a5+ft) ^ {c-a)(c—b)(x+c)
(x-\-a)(X'\'b)(x+c) bc aç ab _ 1 ^
28. Démontrer que, si a, 5, c, d sont quatre nombres en progression géométrique, on a
{b + c\(b + d)^(c+a]{c-¥'d) {a + rf, (6 + c) — (a + c) cû + d) = (6 — c)«. ,
29. Trouver l'interpnétation géométrique de Tidentité (19)-: on
?<2 QUESTIONS D ALGftBRE ÉLÉMENTAIRE.
montrera qu'elle exprime une propriété de quatre points en ligoe droite.
30. Trouver Tinterprétalion géométrique de l'identité (26| : on montrera qu'elle exprime une propriété de quatre points en ligne droite.
Démontrer que, da»is tout triatïgle, on a les relations
Rn déduire les formules qui donnent -r- , -r^ et -j- , en fonction
des rayons r, r', y^ r^'', ainsi que la relation
34. Résoudre les questions analogues pour le tétraèdre. (Voyez Questions de Géométrie^ page 86).
35. Démontrer que dans l'hyperbole la projection de la normale, sur^UQ des rayons vecteurs qui passent par le piod de cette droite sur la courbe, a une longueur constante.
36. Si du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle, on abaissé la hauteur h sur Thypoténuse, et que Ton projette sur les deux côtés de l'angle droit adjacents les segments ainsi déterminés : en désignant par m et n ces projections, ou a les trois relations
mna = h^^ y/ m* + v ^* = V ^* > 3/i*H-m* + n*=a«.-
37. Si dans un triangle deux côtés sont égaux, les bissectrices des augles opposés sont égales.
38. Si dans un triangle les carrés de deux côtés sont entre eux comme les projections de ces côtés sur le troisième, le triangle est rectangle ou isocèle. Ce théorème suppose que les deux premiers côtés font des angles aigus avec le troisième : lorsque cette condition n'est pas remplie, quelle est la relation entre les trois côtés du triangle ?
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39. e, /, g étant les distances du ceotre da cercle circûnscrit aux trois côtés d'un triangle, démontrer la formule
dans laquelle Tune des droites e, /", p est positive ou négaliw, suivaat que le centre et l'un des sommets sont d'un métae côté ou de part et d'autre du côté opposé.
40. On prend sur le côté AB d'un triangle une longueur AD égale à AG, on tii-e la droite DG, démon ti-er que la longueur de celte droite qu'on appelle a?, peut se calculer par la formule
aî« =
41. Si sur le côté BG d'un triangle ABG ou construit deux Iriapgles équilatéraux BGD, BGD' et qu'on désigne par 2i' la somme a*4-^+<^*» on a
AD* +ÂD'* = 2«^ ÂD* - ÂF" = 4S V 3".
ID et A sont du même côté par rapport à BG.)
42. Démontnr que, si l'on joint aux trois sommets d'un triangle équilatéral un point quelconque de son plan, par des droites U, e, /*, m représentant par a le côté de triangle, on aura
— Ou ii'appuie sur la remarque faite (ex, 1, 183).
43. Si l'on forme trois triangles rectangles, qui aient pour hypoténuses respectives les trois côtés d'un triangle donné, et que les sommets des angles droits soient situés sur les hauteurs correspondantes: on propose de démontrer que la somme des carrés des aires des trois triangles rectangles est égile au carré de l'aire du triangle donné.
44. Démontrer que, si un quadrilatère est inscriptible et que deux des côtés soient respectivement égaux à chacun des deux autres non opposés, le carré de la diagonale, qui passe par les sommets ou aboutissent les côtés égaux deux à deux, est égal à la demi-somime des carrés des quatre côtés du qimdr-ilatère.
45. Galculer la surface d'un trapèze eu fonction de ses quatre côtés.
46. Galculer, en fonction des quatre côtés d'un trapèze, la parallèle a ses bases, qui le divise en deux trapèzes semblables.
47. Galculer les diagonales d'un trapèze connaissant les quatre côtés.
— a^b désignant les deux bases, c et d les côtés non pavallèleB, b et /"Iws diagonales, on se servira des équations démontrée» eti Géoin^ie
48. Calculer la surface d'un quadrilatère inscriptible eo foDCtion des quatre côtés.
49. Calculer le volume d'un tétraèdre, dans lequel trois arêtes sont égales eu fonction des quatre longueurs d'arêtes. On examinera les différents cas, qui se présentent suivant la disposition relative des trois arêtes égales.
' 50. Démontrer que le volume d'un tronc de cône est égal à la somme d'un cylindre et d'un cône ayant tous deux, pour hauteur, la hauteur du tronc, mais dont les bases sont des cercles qui ont des rayons respectivement égaux à la demi-soiume et à la demi-diflférence des bases du tronc.
51. Calculer, en fonction de l'arête d'un tétraèdre régulier, son volume, et les rayons des sphères circonscrite, inscrite et ex-inscrite.
Mêmes questions pour l'octaèdre
53. Ayant construit une pyramide régulière dont la base est un hexagone régulier et dont Tarôte latérale est égale au côté du triangle équilatéral inscrit dans le même cercle que l'hexagone : on demande de calculer en fonction du côté de la base, le volume et les ravons des sphères, circonscrite, inscrite et ex-inscrite.
54. Démontrer que dans un tétraèdre à arêtes orthogonales les sommes des carrés des arêtes opposés sont égales.
55. Exprimer le volume V d'un tétraèdre, à arêtes orthogouales, en fonction de trois arêtes 6, c, e aboutissant à un même sommet et d'une quatrième arête a qui forme avec les arêtes 6 et c une même face du tétraèdre. Vérifier la formule dans le cas du tétraèdn» régulier.
— On trouve
56. Étant donné un tétraèdre à arêtes orthogonales, on construit, sur ses faces comme bases, quatre tétraèdres, tels que les angles opposés aux bases soient tri-rectangles et aient leurs sommets situés sur les hauteurs correspondantes dans le tétraèdre donné : on propose de démontrer que la somme des carrés des volumes des quatre tétraèdres, que l'on a formés, est égale au carré du volume du premier tétraè^lre. Voyez Questions de Géoniéirie, pages 82 et 2.12.
57. La base d'une pyrami le régulière est un triangle équilatéral dont le côté est a et la hauteur de cette pyramide est égale à 2a : à quelle distance de la base faut-il mener un plan parallèle à cette base, pour que l'aire de la section soit égale à celle de la surface convexe du tronc de pyran^ide que l'on a déterminé
CHAP[TRE II
THÉORÈMES SUR LES ARRANGEMENTS, LES COMBINAISONS LES PERMUTATIONS ET LE DÉVELOPPEMENT DE LA PUISSANCE m D'UN BINOME -TRIANGLE ARITHMÉTIQUE DE PASCAL. - SOM- MATIONS RELATIVES AUX PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES.-- NOTIONS SUR LES PROBABILITÉS. - EXERCICES PROPOSÉS,
Ce chapitre peut être considéré comme le complément du chapitre III (première partie).
On va d'abord chercher les nombres d'arrangements de combinaisons et de permutations, lorsque les lettres peuvent être répétées plusieurs fois.
IM. IVombre des nrrangpemeiit.» complets de V%
lettres r À r. — On dit que les arrangements sont complets ou avec répétition, lorsque les lettres peuvent être répétées plusieurs fois dans les arrangements. Cherchons d'abord le nombre des arrangements de m lettres 2 à 2. Pour cela, il suffit évidemment d'écrire, à la suite de chacune des lettres a, 6, c, toutes les lettres sans exception. Ainsi, à la lettre a correspondent les arrangements aa^ aby ac..,y à, la lettre b les arrangements ba, bb, bc.,., et ainsi de suite. On prouve, par le raisonnement ordinaire, que le procédé mis- en usage donne tons arrangements différents, et qu'on n'a pas deux fois le même, m arrangements correspondant à chacune des m lettres, le nombre total des arrangements est donc mxm ou m*.
On prouverait de même que le nombre des arrangements de m lettres 3 à 3 est m*. Mais je vais immédiatement démontrer que le nombre des arrangements de m lettres r à r est ni". Tout revient à faire voir que, si le nombre des arrangements de
m lettres r — 1 à r — 1 est )n*"'\ le nombre des arrangements
de m lettres r à r est m*". Or cela est évident, car on a les derniers arrangements en écrivant, à la suite de cliacun des premiers, toutes les m lettres : le nombre des arrangements de
m lettres r à r est donc m*^* X w ou m*^.
IVombre des combinaisons complètes de
lettres r ik r. — Les combinaisons sont dites complètes ou avec répétition dans les mêmes circonstances que les arrangements. On va d'abord établir une formule générale qui donnera le nombre des combinaisons complétés de m lettres rkr^ quand on connaîtra le nombre des combinaisons complètes de m lettres r — 1 à r — 1. On représentera d'ailleurs les deux nombres de combinaisons par Cm,r , Cm,r-i i comme dans le cas où il s'agit de combinaisons ordinaires.
S^upposons que toutes les combinaisons complètes de m lettres rkr soient écrites, les unes à la suite des autres.- de manière à former un seul groupe de lettres. 11 est évident que, dans ce groupe, toutes les lettres seront écrites un même
nombre de fois, et que ce nombre sera représenté par •
m puisque le nombre total des combinaisons est Gm,r > 6t que dans
chaque combinaisons il y a r lettres.
On peut former une autre expression du nombre de fois qu'une lettre a entre dans toutes les combinaisons r à r. D'abord, d'après le raisonnement qu'on vient de faire, la lettre a, dans l'ensemble des combinaisons ?' — l à r - l, est écrite un
nombre de fois égal à — ' - — . Mais pour obtenir
toutes les combinaisons r à r qui contiennent la lettre a, il est clair qu'il suffit d'écrire cette lettre à la suite de toutes les combinaisons r — 1 à r — I : donc le nombre total de fois que a se trouve écrit dans les combinaisons r à r est représenté par
m On a par conséquent la formule
_ (r — 1) Cm.r-l , p
ou
(m-l-r— 1)Cw,r-i
PERMUTATIONS COMPLÈTES
Remplaçant maintenant, dans la dernière formule, r successivement par r — 1, r — 2, ?' — 3, ... 2 et remarquant que Cm^i est égal à m, on aura
Multipliant enfin, membre à membre, les équations (1) et (2), on obtient la formule demandée
fo\ r — ^(^ + (^ + 2) m + r — 1
On peut remarquer que le nombre des combinaisons complètes de m lettres r à r est égal au nombre des combinaisons ordinaires de m + r — l lettres prises r à r.
i^V* IVombr^^ des permiit«« lions complotes de "ÏÏl
lettres. — On suppose que parmi les m lettres il y en ait ?i égales k a, p égales à b, 7 égales à c, etc, n -\- q -\- r -\- , . , étant égal ou inférieur à m, c'est-à-dire que toutes les lettres peuvent se ranger par groupes de lettres égales, ou qu'il y a un certain nombre de lettres inégales entre elles.
Soit X le nombre demandé de permutations complètes ; on va chercher, par quel nombre il faut multiplier x, pour obtenir le nombre P,» de permutations ordinaires. Considérons d'abord la lettre a dans l'une quelconque des permutations complètes. Cette lettre s'y trouve écrite n fois à différentes places, et si l'on permute les lettres égales à a de toutes les manières possibles sans changer la place des autres, il est évident que la permutation des m lettres ne changera pas. Mais si l'on remplace la lettre a, aux différentes places qu'elle occupe, par des lettres différentes ,a^y a^^ a^ . . . a» et qu'on permnte ces lettres de toutes les manières possibles en conservant la place des autres, on voit qu'à la permutation considérée correspondent Pn permutations dans lesquelles n lettres égales à a deviennent diffférentes. On obtient donc un nombre de permutations x X P„,
quand les n lettres égales à a devieiinent différentes, et qu'en même temps aucun autre changement n'est fait.
Si maintenant on suppose que les q lettres égales à h deviennent différentes, on prouve par le même raisonnement que tout à l'heure, que le nombre des permutations rr X P« doit être remplacée par a? X P„ X Pc, de même, les r lettres égales à c devenant différentes, le nombre des permutations devient or X P« X Pc X Pr et ainsi de suite. Mais quand toutes les lettres égales ont été remplacées par des lettres différentes, on tombe sur le nombre P» des permutations ordinaires ; on a donc régal i té
^ ce X r^n X rq X i r • • • ^~ ^w.^
d'où
i n ^^ MTq ^^ -t r • • •
C'est la formule demandée.
188. Formules pour la somme lotiile «les coerflcleiits, ou pour les sommes portielleto «les coeraclents <le ran§; pair et de rnniç Impair dans le développement
de (a; + af.
Faisant a? et a égaux à i dans les développements de (a?+ a)"* et de (.T -}- àfi on a
et on conclut immédiatement de là que la somme des coefficients daus le développement de [x + coT ^^t égale à 2"*, et que la somme des coefficients de jang pair est égale à celle des coefficients de raag impair.
Si mainteuant on ajoute les égalités, membre à membre, on voit que les deux sommes de coefficients de rang pair et de rang
impair sont égales à 2"*"*.
fl8v. Formule qui donne la somme <les carrés des
coefficients de {x-^af*, — Pour trouver cette formule, nous allons chercher deux expressions différentes du nombre des combinaisons de 2m lettres prises m à wt. On a d'abord, d'après la formule connue, pour première expression
FORMULES DÉDUITES DU BINOME
Formons-en maintenant une seconde. A cet effet, partageons les 2m lettres en deux groupes d'un égal nombre de lettres, et procédons, ^comme il suit : On a d'abord une combinaison de m lettres en prenant toutes les lettres du premier groupe. On prend ensuite m — t lettres dans le premier groupe et une lettre dans le second, et à chacune des combinaisons m — là m — 1 des lettres du premier groupe correspondent C^ combinaisons des m lettres 1 à 1 du second groupe. (Pour plus de simplicité dans la notation on supprime ici le premier indice m). Le nombre total des combinaisons obtenues ainsi est donc égal à C,n-< X G< ou à 0,2, puisque C,„-, est égal à C^ (27). Si maintenant on prend m — 2 lettres dans le premier groupe et les deux autres dans le second, le nombre des combinaisons correspondant sera G«»_j X C^ ou Cj*. On pourra toujours continuer de la même manière ; donc le nombre cherché des combinaisons est
i+c; + c; -).... cL,
c'est-à-dire la somme des carrés des coefficients dans le déve-
loppempnt de {x -\- a)^. Cette somme est par conséquent représentée par l'expression (l).
Je vais encore faire servir la formule du binôme à la démonstration du théorème suivant.
mo. Théorème. — Pour partager un nombre en deux parties dont la somme des m*"®* puissances soit niinima, partagez te nombre en deux parties égales.
Ce théorème est la généralisation de celui qui a été démontré au u** 143. Soient 2a le nombre donné et 2x la différence de s^^s deux parties ; le plus grand nombre sera a -\- x Qi Tautre a — ar. Mais on a
/ , vm m I m— 1 ■ ^?l('" — I) o m— 2
X * 'if
injm — I) (»i — 2) . „_,
+ TTïTs '^^ '
(a _ x)" = a*"- rrixa"^' + """'"'^ a;*o"-*
m{m~ l)(m — 2) . -.j ÎT2T3 ^^ '
et en ajoutant, membre à membre, il vient
les termes précédés de signes contraires disparaissant et les autres étant doublés.
Comme le second membre, dans l'équation précédente, est une somme de termes positifs, il est clair que la quantité (a -{- *^)^ + ('' — ^')^ sera minima, lorsque x sera égal à zéro, c'est-à-dire lorsque les parties du nombre donné seront égales.
flOI • Somme dt^a mômes puissance» des lermea d'une prog^reseiôn a B*lt famélique. — La question Yâ
seulement être traitée pour les carrés et les cubes, mais on verra bien que la méthode est générale. Adoptons les notations ordinaires et posons a égal à br ; alors les termes de la progression seront
br, (6 + J)r, (b + 2)r, . . . (6 + (n - t) )r,
tout revient évidemment à faire les sommations demandées pour les termes d'une progression b, 6+1, o-\-2 .... 6-|-n— 1, c'est à-dire qu'on peut supposer la raison égale à I. Quand la somme sera faite, il suffira de remplacer dans les formules
b par — et de multiplier les sommes des carrés et des cubes,
respectivement par r' et r*.
Pour trouver la somme des carrés, on écrit d'abord les identités
(6+l)>=rr63+36^+36+l [b+2j^=[b-\- 1 )«+3(H- 1 )'+3(^^+ 1 )+ 1 ( I ; (6+3)»=z(H-2)«+3(H-^)*+3(6+2)+ 1
(6+njM6+n-lj«+3(6-fn— lj*+3(6-fn— 1)+1.
Désignant par S^ la somme des termes de la progression 6, 6-|-l, b--\-2 .... b-\-n — 1 et par 83 la somme de leurs carrés, on aura, en ajoutant, membre à membre, les égalités (I),
Mais en remplaçant dans l'égalité précédente S^ par sa valeur
(26 4- n—l)^ connue -^^ ' — — et resolvant par rapport à Sg, on
obtient
TRIANGLE DE PASCAL. , n\
En remplaçant maintenant h par — ^ et multipliant le second membre par r^ dans la formule précédente, on a
g _ 6?2rt2-f 6nfn— J]^r + (2n> — 3n^ + n)r2 ^
c'est la formule demandée.
Si Ton veut avoir en particulier la formule qui donne la somme des carrés des n pnjmiers nombres entiers, il suffira de faire h égal à 1 dans la formule (2), il viendra ainsi
ou
Pour trouver la somme des cubes, on procédera comme pour le cas des carrés, seulement on remplacera les identités (1) par celles qui donnent les développements des quatrième puissances de Z» -f- 1, ^ + 2, & + n. On trouvera, en particulier, pour la somme des cubes des n premiers nombres entiers représentés par 83, la formule
c'est-à-dire que la somme des cubes des n premiers nombres est égale au carré de leur somme.
\%%, Tr^inn^te Arithmétique <1e Pnecai* — Avant que
Newton eut trouvé sa formule pour le développement, de la puissance m d'un binôme, Pascal avait indiqué i"in moyen trèssimple de former successivement les puissances d'un binôme, et il avait disposé les résultats obtenus, dans un tableau qui présentait la forme d'un triangle comme ci-dessous.
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Dans la première ligne horizontale, on a écrit le nombre 1 pour former l'un des sommets du triangle ; dans la seconde ligne sont inscrits les coefficients de x -{- a^ dans la troisième, les coefficients de {x -\- a)*, dans la quatrième, les coefficients de {x + a)', et ainsi de suite.
La règle d'après laquelle Pascal a formé le tableau est la suivante :
On commence chaque ligne horizontale par V unité et, à partir de la troisième^ pour trouver les autres nombres de la ligne, on ajoute au nombre qui est ju-dessus dans la précédente celui qui eut à sa gauche.
Dans l'application de la règle, on suppose écrit au-dessus d'un nombre qui n'a pas de correspondant au-dessus de lui.
Ainsi pour la troisième ligne on aura
pour la quatrième ligne,
et ainsi de suite.
Pour justifier la règle énoncée, il suffit évidemment de démontrer que cette règle ost celle qui permet de déduire les
coefficients de (aj + a)*^"*"^ de ceux de (a?+ a)** ; c'est ce qu'il est effectivement très-facile de voir.
En effet, soit
{x + af = a^"* + kax"^'' + Ba^o?""* + Ga^x"^ +•. . .
On aura {x + a)"*"*"* en multipliant le développement précédent t^ar a? + a. Or on obtient ainsi
arp*^ + B
aV + G -i-B
ce qui justifie évidemment la règle.
Nota, Pour la facilité des énoncés, on supprime la première ligne verticale du tableau (1), comme l'indique la barre verticale placée à droite de cette ligne.
tes. Théorème. — Un nombre quelconque du tableau est égal à la somme des nombres contenus dans la ligne verticale qui précède la sienne, jusquà la ligne horizontale, quile contient lui-même^ exclusivement.
At^t^LIGATION DU TRIANGLE DE .PASCAL. m
Ainsi, par exemple, on a
En effet, d'après le mode de formation du table giu, on a
et en ajoutant ces égalités, membre à membre et supprimant les termes communs, on a bien Tégàlité (2).
iréiinitiun»« — Les nombres entiers consécutifs qui sont contenus dans la première colonne veiticale sont dits nombres du premier ordre, les nombres de la seconde colonne sont appelés nombres du second oindre, ceux de la troisième, nombres du troisième ordre et ainsi de suite.
Ces définitions admises, on voit que le théorème peut encore s'énoncer ainsi : la somme des n premiers nombres de l'ordre p est égal au n'*"" nombre de l'ordre p + l.
Enfin, on peut remarquer que les n premiers nombres de Tordre p sont, respectivement, les nombres de combinaisons pàp de p, p+1, P+2, . . . p+n — 1 lettres, et que, de même, le n**""® nombre de l'ordre p+1 est égal au nombre des combinaisons de p + n lettres prises p + 1 à p + 1 : on a donc la , formule
(Ici on a un peu changé la notation ordinaire ^n transportant en haut l'indice qui est ordinairement placé le premier en bas.)
Application du théoréms préeédcnt ik la déter
mlnalloii de la sointiie des n premiers nombre» des trois premiers ordres.
Pour obtenir la somme des n premiers nombres entiers faisons p égal à 1 dans la formule (3) du numéro précédent, nous aurons
ou („ 1+2 + 3+,. .n=i^^.
En faisant p égal à 2 dans la même formule, pour obtenir la somme des n premiers nombres du second ordre, on a
p'^ j_ r^ _L r* _L pM+ï pwi-2
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ou
2x1 ^ 3X2 , (n-\-i)n _ (n+2)(n + l)n ^' 1.2 "•" 1.2 ■^■" 1.2 TO
On a enfin la somme des n premiers nombres du troisième ordie en faisant p égal à 3 dans la formule 3, (192) :
fl05. IVouvelle méthode |>o;ii* trouver le» sommen des carré» et de» cube» de» U premier» nombre». —
Cherchons d'abord la somme des carrés. Pour cela, dans le premier membre de l'équatioû (2) (194), remplaçons le premier facteur de chaque numérateur par le second augmenté d'une unité : il viendra alors
a+l)Xl , i2+l)><2 , (3+1 )X3 "(n-fl)»
"1.2 "•" i.2~'" 1.2 "^■■■~*"l-.2' ou
on aura donc
d'où
et en remettant pour S^ sa valeur connue, on tombe bien sur
la formule (4), (191).
Pour avoir maintenant la somme des cubes des n premiers nombres, on changera d'abori n en n — 1 dans la formule (3), (Î94), puis on s'appuiera sur l'identité
190. Probabilité». — C'est ici Toccasion de dire un mot du calcul des probabilités dont Pascal est le premier inventeur.
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On appelle probabilité d'un événe-ment le rapport du nombre des cas favorables à l'événement au nombre des cas possibles, tous ces cas étant supposés également possibles. Ainsi, si on jette en l'air un dé à jouer, la probabilité d'amener un nombre
de points désigné sera — - , parce qu'il y a six cas possibles et
que dans un seul on a le nombre de points demandés. Mais si
Ton jette en l'air deux dés, la probabilité d'amener simultané-
ment deux nombres désignés sera -rr- ou -r^ . En effet, il
n'y a que deux cas ifavorables à l'événement l'un des nombres donnés est marqué par le premier dé et l'autre par le second, ou le cas contraire a lieu. D'ailleurs le nombre total des cas favorables est 36, puisque chacun des six numéros du premier dé peut être pris avec chacun des numéros du second.
S'il s'agit d'obtenir un nombre de points déterminés avec les deux dés, la probabilité sera, en général, différente suivant le nombre que l'on voudra amener. Si l'on veut, par exemple, obtenir le point 5. Les cas favorables à l'événement seront représentés par les groupes de nombres : 1 , 4 ; 4, 1 ; 2, 3 ; 3, 2; c'est-à-dire qu'ils seront au nombre de 4. La probabilité
est donc -7. r- ou ~- .
ou 9
On peut remarquer que chaque événement incertain donne lieu à deux probabilités contraires, savoir, celle que cet événement arrivera, et celle qu'il n'arrivera pas, et que la somme de ces probabilités est toujours égale à l'unité. Ainsi, dans .l'exemple précédent, le nombre total des cas possibles étant 36 et le nombre des cas favorables étant 4, le nombre des cas défavorables est 32 ; les deux probabilités contraires sont donc
représentées par les deux fractions -^r^ et -;r^ dont la somme
est égale à 1 .
•07. i»robi<^ine «le la loiefie. — C'est le seul problème que nous voulons résoudre dans cet ouvrage élémentaire. La question peut s'énoncer ainsi : le nombre df'S numéros d'une loterie est n^il en sort r à chaque tirage; on demande la probabilité qu'une combinaison de p numéros sortira au premier tirage, p étant inférieur ou égal à r.
Le nombre total des cas possibles est ici le nombre des combinaisons de n lettres r à r, ou
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Pour avoir mainteuaiit le nombre des cas favorables à l'évènement, il faut trouver, parmi les combiuaisons de w lettres r à t*, celles qui contiennent les p lettres désignant les numéros dont on attend la sortie Or, si dans chacune de ces dernières combinaisons on efface les p lettres dont il est question, il restera une combinaison de n — p lettres r — pà r — p. Le nombre des cas favorables à l'événement est donc le nombre de combinaisons de n — p lettres r — par — p, c'est-à-dire
Divisant maintenant ce dernier nombre par celui qui l'eprésente le nombre des cas possibles et supprimant les facteurs communs, on obtient
r{x — 1) (r — 2| . . . r — p + 1 n{^ — 1 j (n — 2) . . . ;i — p + l ' pour la probabilité demandée.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE II
1. Combien peut-on former de mots différents avec les lettres du root
anticonstitutionnellement ?
— On s'appuiera sur le n» 187.
2 Les deux mots, révolution franc lise, renferment un anagramme remarquable : on demande combien d'années on devra employer pour le découvrir à coup siir, sachant qu'on peut trouver et écrire en une minute dix permutations des lettres que renferment les deux mots et que Ton consacre dix heures par jour à ce travail. (On admet que les calculateurs se succèdent les uns aux autres dans la suite des siècles)
3. Apollon réunit en un banquet divin les trois Grâces, les Muses Lalliope, Thalie et Melpomène, et les poètes Homère, Sophocle* Aristophane, Racine et Molière, Le dieu à Tare d'argent décide que cliaque poète et lui-même seront placés, chacun, entre Tune des Grâces et l'une des Muses : on demande le nombre de manières dont les cou- ' vives peuvent se placer à la table du dieu. — Que deviendrait ce nombre si chaque poète était placé à côté de sa muse tutélaire?
4. Ûémontrer que le nombre des points intérieurs d'intersection des diagonales d'un polygone convexe est égal au nombre des combinaisons des sommets pris 4 à 4.
— Si on appelle P» et P»..! les nombres des points d'intersection demandés pour des polygones de n et 7i — 1 côtés, tout revient à démontrer la formule
nP^.
5. Démontrer qu'on obtiendralasomme des carrés de tous les nombres renfermés dans une des lignes horizontales du triangle de Pascal (ici par exception on rétablit la première ligne verticale), en formant dans le triangle un carré ayant pour l'un de ses côtés la ligne horizontale donnée, et en prenant, comme nombre demandé, celui qui est écrit au sommet du carré qui est en bas, à droite.
6. Une urne renfermant un certain nombre de boules, on en tire un nombre quelconque : on propose de démontrer qu'il y a toujours une chance de plus pour que le nombre des boules extraites soit impair que pour qu'il soit pair.
7. Une urne renfermant un égal nombre connu de boules blanches et de boules noires : on demande la probabilité qu'en tirant un nombre pair quelconque boules, on amène autant de boules blanches que de boules noires.
En s'appuyant sur les n^ 188 et 189 on trouve pour la probabilité demandée
2nc2n — 1) . . . (n'+ 1)
iti-i
8. On a m urnes renfermant des boules blanches et noires dans le même rapport, et l'on tire une boule de chacune d'elles : on demande quel doit être le rapport pour qu'il soit le moins probable possible que l'on tire toutes boules de môme couleur.
— Si l'on appf'llea? et y les rapports des nombres des boules blanches et noires aux nombres de boules contenues dans les différentes urnes, et qu'on désigne par b la probabilité d'un tirage de boules de même couleur qui corresponde aux rapports x et y, on trouve facilement les deux équations
aî + y = l. aî~ + î/~ = 6,
et Ton est ramené à trouver le minimum de b, c'est-à-dire, à la question (190).
9. Dans un triangle rectangle ABC (tîg. 23) on abaisse des perpendiculaires alternativement sur l'hypoténuse et sur l'un des côtés de
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l'angle droit, comme l'indique la tigure : on demande quelle est la limite vers laquelle tend la somme des perpendiculaires quand Voj^ ration est prolongée indéflniinent.
10. Dans un cône droit on inscrit une sphère, puis on détermine une seconde sphère tangente à la première et au cône, une troisième sphère tangente à la seconde et au cône et ainsi de suite : on demande la limite vers laquelle tend Id somme des sphères qui se succèdent indéfiniment.
11. Démontrer que la somme des n premiers nombres impairs est égale à n^.
12. Si dans la suite des nombres impairs on forme des groupes, dont le premier contient le nombre 1, le second, les nombres 3 et 5, le troisième, les nombres 7, 9 et 11 et ainsi de suite : on propose de démontrer que la somme; des p nombres du p*'"« groupe est égale à p».
13. Les deux premiers termes d'une suilc sont a et b et Ton forme les autres en prenant toujours la moyenne arithmétique des deux précédents : on propose de démontrer que, si l'opération esl prolongée indéfiniment, les nombres tendent vers la limite
14. Un triangle étant donné, on forme un triangle qui ait pour côtés les médianes du premier, un troisième qui ait pour côtés les médianes du second, et ainsi de suite, indéfiniment : on demande la limite de la somme des aires de tous les triangles.
15. On propose de trouver le volume d'une sphère de la manière suivante : on partage un diamètre de la sphère en parties é.ales, par chacun des points de division, on mène un plan perpendiculaire au diamètre et sur chacune des sections ainsi obtenue, comme base, on construit un cylindre ayant pour hauteur une des parties du diamètre ; enfin, on cherche la limite vers laquelle tend la somme des cylindres lorsque le nombre des divisions du diamètre croit indéfiniment. Celte limite sera le volume de la sphère.
Calculer la somme des n premiers termes de la suite
et trouver la limite vers laquelle tend l'expression trouvée pour n infini et q plus petit que 1 .
— En désignant par S^. la somme des /i premiers termes, on trouve
(I - q)t n - qy 1
Il faut démontrer que la limite de S„ est -r: ^ : toute la diffi-
« (i—qr
cuUé se réduit à prouver que n^" a pour limite zéro pour n égal à rinfini. q étant plus petit que l peut être remplacé par —. — ;
et rexpression dont on demande la limite prend alors la forme
n (l 4- a)** • ^" ^^^^ ®" développant (l -fa) par la lormule de
Newton que la démonstration est intuitive.
Ou peut encore arriver au résultat sans employer ie binôme de Newton. Nous considérerons deux cas suivant que n est pair ou
impair.
1» n est vn nombre pair 2p — L'expression dont on demande la limitôpeut alors s'écrire ainsi :
(1 -4- oLf (l + «/ • Mais, d'après un théorème connu, on a
(!+«)"> 1+pa; donc on a aussi
Mais la dernière expression ayant évidemment pour limite zéro quand p est égal à l'infini, il en est de même de la première.
2o n e5« xin nombre impair 2p -f- 1 — La démonstration est semblable à celle du premier cas.
Trouver la somme des n premiers termes de la suite
a a-\-r a -\-^r T ' bq ' bq^ '
— on nimènera facilement la question à la première partie de la précédente.
19. Trouver la formule qui donne la somme des produits 2à 2 des n premiers termes d'une progression.
— Mettant les termes de la progression sous la forme a, aq , . .
aq^ . . . fl^""*, on multiplie chaque t^rme par tous ceux qui suivent et on arrive finalement à la différence de deux progressions géométriques.
CHAPITRE III
tus. Méfliodo <l*éliniiiiaUon par le* coeflIclenUi In-
déterminé». — Je vais expliquer cette méthode sur un exemple.
Soit proposé de résoudre le système général de trois équations du premier degré à trois inconnues, c'est à-dire le système
ax -f- by + C3 = rf,
a"x -f Vy -{- c"z = dP.
On multiplie les deux membres des deux dernières équations, respectivement, par des indéterminées \ et f*, puis on ajoute, membre à membre, les trois équations : on a ainsi
(2) (a'X + aV + a)œ + (6'X + 6'> + b)y + (c'X + c'V -|- c)z
= d'X + dV+d
Maintenant, pour déterminer la valeur de a?, on égale- à zéro les coefiBcients de y et de z dans l'équation (2), et on résout ensuite cette équation par rapport à a? : on obtient alors les trois équations
Les deux premières servent à calculer les indéterminées > etft, et la troisième donne la valeur de x quand on y a substitué les valeurs des indéterminées Ces dernières valeurs s'obtiennent, d'ailleurs, immédiatement eu remplaçant, dans les formules
générales du !!• 55, a, 6, c, a', 6', c', respectivement, par b\ b", —6, c', o"^ — c : on a de cette manière
cb'' — bc" b& — cV
Continuant ensuite le calcul, comme il a été dit, on obtient
_ {bV -^ &b^ )d + {cb'* - b&')d' + {b& - cV)d" ^^ ^ ~ {b'c" ^ &b")a + {cb" — bc")a' + {b& — cV)a" *
En déterminant ensuite des valeurs de X et fi qui annulent les coeflQcieuts de j: et 2 dans l'équation (2), puis achevant le calcul comme précédemment, on obtiendra la valeur de «/ ; un calcul analogue donnera aussi z. On arrive ainsi aux formules générales pour la résolution de trois éjuatiousà trois inconnues :
_ dVd'—ddb"^cd'¥--hd'c"-\'bdd"-cVà" ^ — ab'c"-adb"-\^a'b"-ba'd'-\4)da"-cVa" ' ad'o"—add"^ca'd"^àa'c"^dc'a"—cd'a"
ayd''-adV'-\^a'b"'^a'd'-\'bda"'^cbfa"
aVd"-ad'¥-\-da'y'-^a'd"'\^d'a"'-dVa"
aVd''-adb"'\-ca'b"'^ba'd''\-bda"'-cb'a"
On voit bien que la méthode d'élimination est générale, et que, si Ton avait eu m équations à m inconnues, on aurait employé m — I indéterminés, et ramené la résolution d'un système de in équations à m inconnues à celle d'un système de m ~ 1 équations à m — 1 inconnues
Quand ou connaît la valeur de x^ on peut obtenir sans calcul les valeurs de 1/ et z par un artifice particulier qui sera employé plusieurs fois dans ce chapitre ; mais une définition est d'abord nécessaire.
tfMI. Permutation circulaire de plueleura lettres.
— Des lettres a, 6, c . . . fc, i étant placées sur une circonférence, on les lit en commençant successivement par chacune d'elles : on obtient ainsi les permutations a, 6, c ... A, / ; 6, c . . . A, Z, a ; c, rf . . . fc, /, a, 6, et ainsi de suite. Ces permutations sont appelées circulaires.
Gela posé, on remarque que, si l'on efl'ectue trois permutalions circulaires simultanées pour les lettres a, b, c et les lettres x, y, 2, les équations (l) devienneut
by -{- cz'\'ax = d,
Vy + cf^ + o,'^ = d\ V'y + c"z + a"x = d\
et par conséquent ne changent pas. Il en sera évidemment de même des formules (4) qui sont déduites des é<iuations (t). Si donc on fait dans la valeur de x les permutations circulaires indiquées, on obtiendra les valeurs de y et de z,
!tOO. K^êfple pour retroiivc^r ImnK^tflinlement les
formule» («?)• — Les formules [)Our la résolution de trois équations à trois inconnues s'obtiennent par un procédé tout semblable à celui qu'on a suivi pour deux équations à deux inconnues. On forme d'abord le dénominateur commun de la manière suivante ': on écrit ah et 6a, puis on fait occuper à la: lettre c toutes les places qu'elle peut prendre dans ab et ba en marchant de la droite vers la gauche : on a ainsi les six permutations
aèc, . acby cab, bac^ bca^ cba.
Affectant alors d'un accent la seconde lettre et de deux accents la troisième lettre de chaque permutation , et séparant les termes ainsi obtenus, iilternativement, par les signes — et -|-, on obtient le dénominateur commun.
Les numérateurs se déduisent ensuite du dénominateur commun en y remplaçant les coefficients de l'inconnue qu'on veut déterminer par les termes connus qui leur correspondent dans chaque équation. Ainsi, on aura la valeur de x en remplaçant dans le dénominateur commun a, a', a'', respectivement, par d, d\ d" : c'est dlailleuis ce que montre bien la valeur de x^ telle qu'elle est donnée par la formule (4).
Gé serait ici le lieu de discuter Je système de trois équations du
premier degré à trois inconnues, si la question n'était pas en dehors
du cours. de mathématiques élémentaires. Je dirai seulement que,
laissant de côté le cas tout exceptionnel où les coefficients d'une
même inconnue seraient nuls en même temps, on est ramené au
système
^ __ d-hy - cz
{ab' — 6a)y -j- {ad — cn')z = ad' — da\
{ab" — ba'^yy + (ac" — ca'Os = ad'' - da\
La discussion se réduit donc à celle de deux équations à deux mcounues, et Ton suivra la méthode des n^* 56 et 57.
RÉSOLUTION DE QUELQUES SYSTÈMES PARTICULIERS
90^. Résoudre le système
z-\-t-{-x = Cy t-{'X'}-y = d.
(On remarque que les premiers membres des équations s*obtienuent en effectuant quatre permutations circulaires des lettres a?, y, z, t et laissant de côté la dernière) Au lieu d'opérer, comme à l'ordinaire, on remplace dans le système l'une des équations par une autre qu'on obtient en les ajoutant toutes, membre à membre^ on a ainsi
d'où .
Retranchant maintenant, membre à membre, la dernière équation et chacune des équations données on obtient
Résoudre le système
ax+b{y-\-z-{'t)=c, a'y+b{z+t'{-x)=c\
Les premiers membres des équations s'obtiennent encore par des permutations circulaires des lettres x, i/, 3, t.
Ici prenons immédiatement pour inconnue auxiliaire la somme des inconnues que nous appellerons .y. Alors les équations deviennent, après qu'on y a introduit 6*,
(a - b)x -^bs = c, (a' ~ b^)y -f- b's = c',
^ ^ \a'' — b'')z+b''s = &\ {a''' — Vy+b'''s = &''.
Tirant maintenant des équations précédentes les valeurs de ^, y, z, ]^ en fonction de s, et les substituant dans l'équatiou
on aura une équation qui donnera la valeur de la somme s. Cette valeur étant ensuite substituée dans les équations (2), on tirera de ces équations les valeurs des inconnues x, y, z, t. 908. Résoudre le système
a* + a*x -f- ay -f- 2 = 0, (1) 6» + **^ + % + 2 = 0,
c* + c*ir -f ^2/ + s = 0.
La métliode d'élimination par réduction conduirait assez rapidement au but ; mais on peut employer une méthode indirecte qui donne immédiatement les valeurs des trois inconnues. Pour cela, remarquons que le polynôme
fi + xt* + yt + z,
devient nul, en vertu des équations (1), quand on y remplace t successivement par a, ô, c, on a donc (Théorème III, 17)
(Il est immédiatement visible que le quotient du polynôme par le produit des trois facteurs est égal à l'unité.)
Mais, d'après la formule du n** 24 où Ton change a, 6, c, . , . en — a, — 6, - c . . ., on a
d'où
fi+xfl+yt-{^z = t^—{a + b + c)t^+{ab-{'ac + bc)t — abc. Mais Tégalité précédente ayant lieu, quel que soit ^, il vient
x = — (a -j" ^ + ^)î y ='o,b + û^c + 6c, 2 = — abc.
Remarque. — La méthode serait évidemment la même, si Ton avait m équations, à m inconnues, formées par la mênie règle que les équations (1). Alors, si Ton désigne en général par Sn la somme des produits n à n des m lettres, on aurait
j:=— -S|, î/ = S2, 2=83, ^=84, et ainsi de suite.
Résoudre le système
^ + 2/ + 2+w=t, X + ai/ + 62-fcM = 0, ^ ^ a: + a«î/ + 6«s + c% = 0, (r-\-a^y -f bH + c«a = 0.
Ou établit d'abord la symétrie complète dans les équations.
eu donnant à x pour coefficients dans chacune des quatre dernières équations les quantités d, rf* et dP, On obtiendra ensuite les formules demandées en faisant d égal à t dans celles qu'on aura obtenues.
Employant la méthode des coefficients indéterminés, on a
io» + w
fia -|-(*ft V -4- »
et pour déterminer x on pose les équations
a«+3ia»+fia-fv = 0, ft» + V/ + fi6 + v = 0, c* + ic* + f^ + * = ^ï
Le système des équations (2) dans lesquelles >, /x et v sont les inconnues n'est autre que le système (1) (203) ; on a donc immédiatement
> = — (a -j- 6 + c), pt = a6 -|- ac + 6c, v = — abc^ et par suite la formule (3) donne
— abc
d^ — (a -f- 6 + c)tP -}- (a6 + dc + bc)d — abc '
ou, d après la formule du n® 24,
— - aie
(d — a) (d - fe) (d — c) '
on aura ensuite les valeurs de y^ z et u en permutant dans la formule précédente, d et a, d et 6, d et c.
Mft. Résoudre le système
m — o m — 6 ni— c
p — fe ' p-c
Dans le système que l'on rencontre en géométrie analytique a est nul, mais ici on a immédiatement introduit la lettre a ix)ur la symétrie, on la fera ensuite, si Ton veut, égale à zéro.
Méthode de M. Binet. — ' On considère l'expression
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et l'on remarque qu'elle est nulle, en vertu des équations (!), quand t est égal à m, n ou p. D'autre part, si jon réduit au même dénomijjateur tous les termes de l'expression on obtient un numérateur* de la forme :
fl -|_ B^* + C« + D ;
on peut alors écrire :
Mais le premier membre de l'égalité précédente étant nul quand on y fait t égal à m, n ou p, le second membre et, par suite, le numérateur de la fraction qui y figure est nul : on a alors (théorème (III), 17)
«3 + Bî* + et + D = (« — m) {t — n) (« — p),
(comme il a déjà été observé dans une circonstance analogue le nombre par lequel il faut multiplier le second membre est l'unité), et, par suite, on obtient l'identité
Si maintenant on veut obtenir la valeur de oî, on multiplie d'abord les deux membres de l'équalion précédente par t — a, et l'on a
Faisant ensuite t égal à a dans l'égalité précédente, qui a lieu quel que soit t, on arrive à la formule
On obtient ensuite les valeurs de // et z par la même méthode ou mieux par une permutation de lettres.
Métboiie (le M. L^iouviiie. — Ecrivons l'équation
t — a t--b t — c qui est satisfaite par les valeurs m^n, p données à ^, et aap-
posons d'abord que Ton veuille détorminer x. Prenons une variable auxiliaire T définie par l'équation
(2) f — a = T ; on aura alors Téquatiou
ou sous forme entière,
(3) T3 + AT« + BT — a? (a~6) (a — c) =0,
A et B étant des polynômes indépendants de T dont la forme explicite est inutile à connaître. Mais, à cause de l'équation (2), l'équation précédente en T est satisfaite par les valeurs m — a, n— a, p — a et son premier membre est, par suite, identiquement égal à
Alors, en égalant entre eux les termes indépendants de T dans le produit précédent et le premier membre de Téquation (3), on a
et en résolvant cette dernière équation, on retombe bien sur la formule déjà obtenue.
ÉQUATIONS QUI CÔiNrlËNNENT DES RADICAUX ET DONT LA HÉSOLUTION SE RAMÈNE A CELLE D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ.
MU. On sait que, lorsqu'on élève à une même puissance les deux membres d'une équation, on obtient ordinairement une équation plus générale que la proposée. Si donc, on donne une équation irrationnelle par rapport à l'inconnue et que, pour faire disparaître les radicaux, on élève les deux membres de l'équation une ou plusieurs fois à une même puissance, il n'est pas certain que les racines de Téquation rationnelle satisferont à Téquation proposée. On devra, en conséquence, faire la vérification. Je donne ici seulement un exemple.
Soit à résoudre l'équation
(t) V^r+5"^ Vj- — 5 =2.
ns guESTioNs d'algèbre élémentaire.
En isolant V ^+ 5 dans un membre et élevant au carré les deux membres, on a
et en élevant encore une fois au carré, on obtient
d'où
ÛL' =
On vérifie facilement que — r- satisfait à l'équation (1), car
après la substitution on arrive à l'identité
Si le second radical dans l'équation (1) avait été + ^ x— 5 ,
on aurait toujours trouvé pour x la valeur -^ , mais cette
valeur n'aurait pas satisfait à Téquation, puisque la somme
de -^ et — n^estpas égale à 2.
Remarque. — Lorsque l'équation ne contient que deux radicaux du second degré, et que la différence des quantitités sous les radicaux est, comme dans l'exemple, indépendante de (p, on peut faire le calcul plus élégamment comme il suit : on écrit d'abord l'identité
et quand on divise, membre à membre, cette identité et l'équation (1), il vient
(2) y/x + h + >Jx -h = 5.
Ajoutant maintenant, membre à membre, les équations (1) et (2), on a
2 V^ + 5 = 7, d'où en élevant au carré on obtient
x + b = — ou ^ = ^.
RÉSOLUTION ET DISCUSSION DE QUELQUES PROBLÊMES CONDUISANT À DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ.
M9. Problème I. — Deuœ vases de capacités données v et y' contiennent, chacun, un mélange d*eau et de vin : quelle capacité doivent avoir deux vases égaux pour que les remplis^ sant à la fois, Vun dans Vun des vases donnés^ Vautre dans l'autre, .et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris dans l'autre, la proportion du mélange devienne la même dans les deux vases ?
Soient n et n' le nombre de litres de vin contenus dans les deux vases, et x la capacité, exprimée en litres, des deux vases
qui opèrent l'échange. En retirant x litres du premier vase,
nx on ôte un nombre de litres de vin représenté par , puisque t; litres du mélange contenant n litres de vin, un seul litre
contient — , et x litres — x litres de vin : on voit de même
qu'on a retiré -7- x de vin du second vase. Mais le rapport du
nombre de litres de vin à la capacité du vase devant être le même dans les deux vases quand l'échange est fait, on a
d'où Ton tire
On voit que la valeur de x est indépendante de n et n' : cette observation suggère l'idée d'une autre solution.
Supposons que les deux vases t; et v' soient deux cylindres de même diamètre, et, lorsqu'ils sont remplis, réunissons-les par leui' orifice de telle sorte qu'aucune goutte de liquide ne soit perdue. Admettons qu'au bout d'un certain temps l'eau et le vin se répartissent également dans le double cylindre, il en sera évidemment de même des liquides primitifs considérés comme distincts. On voit ainsi que le problème proposé revient à obtenir dans les deux vases une égale répartition des deux
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liquides primitifs, et alors l'équation du problème est évidemment
d'où Ton tire
vv' — ' £P (v + v^ = 0,
et, par suite, comme tout-à-rheure
909. PiiOBLÉME II. — Trois prés ont respectivement pour aires a, a', a'^ mètres carres, et Vherbe, d'abord de même hauteur dans chacun d'eux, y croit de hauteurs égales et pi^oportmnelles aux temps. Le premier pré peut nourrir n bœufs en t heures, le second n' bœufs en t' heures : on demande combien le troisième jrré peut nourrir de bœufs dans le temps V\
Soient h la hauteur primitive de l'herbe dans les trois prés, V le nombre de mètres dont l'herbe croît dans une heure, b le nombre de mètres cubes d'herbe que chaque bœuf mange par heure, et x le nombre de bœufs demandé. On a les équations
nbt=^ a[h -\-vt), n'bV = a\h + vt'), xbt'' = a"{h + vt").
En tirant les valeurs de h et de t; des deux premières et les substituant dans la dernière, on trouve
_ aa"n't'{t —t")+ a'a"nt{f — t') ^ ~ *aa\t - Vy
La solution de ce problème est remarquable en ce que sa mise en équation a été facilitée par l'emploi d'inconnues auxiliaires dont on n'a pas eu à déterminer les valeurs.
909. Problème III. — Étant données les deux bases ABet CD d'un trapèze {flg. 24), on propose de déterminer une droite EF qui partage les deux côtés non parallèles dans un rapport connu.
Les deux bases AB et CD sont désignées par a et 6, le
EA
rapport -~— , que Ton considère comme positif ou négatif siii-
vaut que les deux segments EA et ED sont du même côté ou
de part et d'autre du point E, est représenté en grandeur et en signe par k ; on appelle enfin x la Valeur positive ou négative de la droite £F, le signe de cette droite étant déterminé d'après le principe de Descartes généralisé (38). Sous ces conditions on a, pour déterminer EF en grandeur et en signe, la formule
/4V a — kb
(1) ^=-r=ir-
Pour établir la généralité de la formule on considère plusieurs cas de figure.
1* La droite est dans la position EF entre les deux bases AB et CD. Si l'on mène la diagonale BD qui coupe EF au point I et que Ton calcule IB et IF par des triangles semblables, on aura, en désignant par n et m des segments proportionnels à ÀE et CE
EI=_î!ii-, FI = ^ ^*
d'où (2) EF=.^Î^.
On vérifie sans peine que la formule (2) est comprise dans la formule (1), car pour retrouver la première il suffit de remplacer dans la seconde x et A;, respectivement, par EF et
, conformément aux définitions données.
2* La droite est dans la position E'F' au dessous de AB. En
prolongeant ladiagonaleDB jusqu'à sa rencontre en V avec la
droite E'F', on voit que cette droite est la difTérence entre ET
et FTy et on obtient par un calcul analogue à celui du premier
cas
ma ^* fUf 3) E'F= -^ ■!—■ •
Mais cette formule se déduit de la formule générale en rempla-
çant X par E'F' et k par , le rapport -wfp étant actuellement, positif.
3"* La droite est dans la position W¥^' entre la base supérimre CD et le point de concours G des côtés non parallèles du trapèze. On vérifie la formule générale dans ce cas comme dans le précédent.
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4* La droite est dans la position W"V"* au delà du point 6. Dans ce cas, pour vérifier la formule particulière, on .devra se rappeler que la droite E'"F'", étant projetée sur le prolongement de AB à gauche de A, devra être considérée comme négative, d'après le principe de Descartes généralisé.
Extension de la formule {\) au trapèze du second genre. J'appelle ainsi le trapèze dans lequel les côtés non parallèles se coupent entre les deux bases. Une discussion toute semblable à la précédente fait voir que la formule (t) s'applique encore, mais sous la condition de considérer maintenant h comme ayant une valeur négative — CD, conformément au principe de Descartes (38).
•lO. Problème IV. — Étant donnés quatre points en ligne droite 0, a, b, c, on propose de déterminer, sur la droite qui les jointe un cinquième point i qui soit d'égale puissance par rapport à deux cercles qui passeraient respectivement par les points et cet les points sl et h.
L'équation générale de condition est
(1) ± io Xic = ± ia X ib,
Les signes supérieurs ainsi que les signes inférieurs étant pris ensemble et se déterminant par la règle connue (vpyei Questions de Géométrie, page 23).
On considère plusieurs cas de figure.
!• Les deux segments oc et ab sont intérieurs run à Vautre comme dans la figure 25. Si on suppose le point i à droite de 0, il doit évidemment, d'après la définition de la puissance d'un point, tomber à droite du point c, car dans tout autre position les puissances seraient de signe contraire ou manifestement inégales. Soient y la distance oi, et a, 6, c les distances oa, ob, oCy l'équation générale (1) donne alors
y(y^c)=(î/ — a)(y — 6), d'où
IjOrsque c est plus petit que a + 6, c'est-à-dire lorsque le point c est plus près du point b que le point o du point a, on trouve pour y une valeur positive, et Ton vérifie facilement que cette valeur est plus grande que c.
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Remarque. — Si dans le cas actuel on avait supposé que le point i occupait une position quelconque à droite de o, on aurait toujours trouvé la formule (2), mais alors cette formule aurait appris que le point i est nécessairement à droite de c.
Lorsque les deux segments oa et bc sont égaux, c est égal à a-j-^î la valeur de y est infinie et le point i n'existe, plus.
Lorsque le segment bc est plus grand que le segment oa, G est plus grand que a -f- ^ et la valeur de y est négative. Le principe de Descartes conduit à placer le point i à gauche de o; c'est ce que confirme une démonstration directe, et ce qui est d'ailleurs évident a priori^ puisqu'on peut dire maintenant du point ce que Ton disait du point c et vice versa,
2* Les segments oc et ab (fig. 26), sont extérieurs Vun à l'autre. — Il résulte évidemment de la condition de Ténoncé que le point i est entre a et c, et on trouve, commç dans le cas précédent, que la distance oi est toujours donnée par fa formule (1). On vérifie d'ailleurs que la valeur de y donnée parla formule, est dans le nouveau cas, positive, plus grande que c, et plus petite que a.
3® Les segments oc et ab (fig. 27) empiètent Vun sur Vautre. — On démontre, comme dans les cas précédents, que le point i est toujours déterminé par la formule (2) et que ce point est situé entre a et c,
La généralité de la formule (2) est maintenant démontrée.
Ml. Problème -V. -— Étant donnés quatre points en ligne droite o, a, b, c, déterminer sur la même droite deux autres pints e et f, qui soient à la fois conjugués harmoniques des points et c et des points a. et h.
Si l'on prend le milieu i du segment ef, que Ton désigne par X la distance ie, et que Ton prenne pour inconnue auxiliaire la distance oi ou y, on verra que dans les trois cas de figure précédemment examinés, si Ton tient compte d'une propriété bien connue de la division harmonique {Questions de Géométrie y page 12), on a toujours
(t) ûfl=zy{y—c).
(On donne ici, bien entendu, des signes aux produits tels que iox/r.) Alors, en remplaçant dans l'équation précédente y
par la valeur que donne la formule (2) du problème précédent, on arrive à la formule générale
La formule (2) montre que, lorsque c — a et c — b sont de même signe, c'est-àdire dans les deux premiers cas de figure, les points e et f existent toujours, mais dans le troisième cas de figure^ c — a et c — fe étant de signe contraire, les points e et f n'existent plus.
Tous les résultats, auxquels a conduit la discussion des deux problèmes précédents, se vérifient sans peine, à Taide de la théorie des axes radicaux.
Les six points o, a, 6, c, e, /'sont dits en involution^ le point i est le centre et les points e et f les points doubles de Tinvolution.
a -{- x) (a — x) -{- X* -{- bx = c
c Zabc ^ a'^b* _^ ('^a + b)b^x _^ bx
Tî^t'^ia-hb)^^ a(a+b)^ ^^'^IT' 1 ' 1 1 1
x—a X — b X — c a?-f-a — 6— c gt+2a?+2 g«+8 a?+20 _ fl;«+4a?+6 . a?«+^+l2 x+\ "*" a? + 4 "" x + 2 "^ x + Z
— On mettra le premier terme sous la forme . ou
* + l H XT" ^* ^® même pour les autres.
^ a-\- X a — 0? 6+af b — x
'^- yj x + a + ViT — 6 = c.
-Od écrit le second membre sous la forme —, — et Ton fait la com-
binaisoQ ordinaire.
10 Vfl+a? yja + x _ Va?
V25 + aî±V4 + a?i!iV9 + aî
-On pose
Vl-« = 6. Vl+a = c. J/^4^=y.
et Ton est ramené à Téquation
6y» — 2 V^y + c = ou (y V^— V^)* = 0- Résoudre les systèmes suivants d'équations à plusieurs inconnues
rr"^y"'2' T"^!""!' 7"^7'~T'
15. } 7aî— 2y + 5^ = 23, 4aî + 5w - 4( = 13.' ( 4z ^ 2< = 14.
i (a» - 6«) (5œ + 3y; = 2air(4a — b)
^^' i û'y - —X- + (« + ^ + c|6aî = 6V + abla + b).
[Solution. X = . - , y = r-i •
17 î v/y"- V20-aî = yjy-x.
3V2O — a; = 2Vy-a?.
Étant données les équations
a; = (y 4- ^Z 4: ^^1 y = a« + C« + rf<*«
js ss ox 4-^y + ^t*i u = oo? + ^y + ^*'»
En déduire la relation
a + 1 ^ 6 + 1 ^ c+1 ^ rf+1
— En ajoutant les trois dernières équations, membre à membre, et désignant par s la somme des inconnues, on trouve facilement
^ + ^ = 35d'où Ton déduit
On trouve des expressions analogues pour les autres fractions et le calcul s'achève facilement.
19. Un nombre est composé de trois chiffres; la somme de ses trois chiffres est 13 et le chiffre des unités est triple de celui des centaines; de plus, quand on ajoute 396 au nombre on obtient le nombre renversé : on demande quel est le nombre.
20. Un renard poursuivi par un lévrier a 60 sauts d'avance; il en fait 9, pendant que le lévrier en fait 6 et 3 sauts de lévrier valent 7 sauts de renard : on demande combien le lévrier fait de sauts avant d'atteindre le renard,
— On prendra pour unité le saut de lévrier ou celui de renard. -Ou pourra aussi résoudre le problème par l'arithmétique en calculant l'avance que prend le lévrier toutes les fois qu'il fait 6 sauts.
21. n pierres sont rangées en ligne droite à 10 mètres de distance les unes des autres. On propose de déterminer, sur cette droite, la position d'un point X, tel qu'il y ait deux fois plus de chemin à faire pour transporter successivement chaque pierre au point X que pour les transporter à la place occupée par la première d'entr'elles On suppose dans les deux cas que l'on parte de la première pierre.
22. Un père partage son bien entre ses enfants de la manière suivante : il donne au premier une somme •/ plus la «*"»« partie du reste, au second la somme 2a plus la ti*"»« partie de ce qui reste lorsque le premier a prélevé sa part et que lui-même a déjà reçu la somme 2fl, au troisième 3 1 plus la n*™« partie du reste, et ainsi de suite. Il arrive de cette manière que le bien du père est également partagé entre tous les enfants : on demande de trouver le bien du père, le nombre des enfants et la part de chacun d'eux.
— Après avoir obtenu l'équation qui fait connaîlrerle bien du père en égr lant entre elles les deux premières parts, il restera à démontrer que toutes les parts sont égales. Pour cela, on fera voir que, aies/» premières parts sont égales, la (p + l)*""' part leur est aussi égale.
23. En alliant dans un rapport donné deux fiugots composés d'ar-
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geoc et de cuivre, oq a obteau deux nouyeaux liogotB doot les titres sont ooDuus : quels sont les titres des premiers lingots.
24. Une marchande d'œufs ?end à une première personne la moitié de ses œufs et, en plus, la moitié d*un œuf; à une seconde personne la moitié de ce qui lui re.*te et, en plus, la moitié d'un œuf; à une troisième personne la moitié de ce qui lui reste et, en plus, la moitié d'un œuf, et ainsi Je suite : si après la n*"* vente elle a vendu tous ses œiifs, on demande combien elle en avait en arrivant au marché.
— On trouve
On peut résoudre la question par Taritlimétique en remarquant qu'après Favant derdière vente la marchande avait un œuf. En remontant, de proche en proche, jusqu'à la première vente, on résoudra facilement le problème.
25. Deux cordes sont enroulées sur deux cylindres dont les circonférences sont entre elles comme 5 est à 3. La différence des longueurs de ces deux cordes surpasse de 28 mètres celle des circonférences; de plus, la plus grande corde fait sur le plus gros cylindre 12 tours de plus que n'en fait la plus petite corde sur l'autre cylindre. Enfin, si le premier cylindre tourne autour de son axe trois fois plus vite que le second, les deux cordes se déroulent dans le même temps : on demande quelles sont les longueurs des cordes et des circonférences de chaque cylindre.
— Soient x, y, z, u les longueurs des cordes et des circonférences prises dans Tordre de l'énoncé, on trouve les équations
26. Généraliser le problème IV du n» 32 en supposant n joueurs.
— On cherchera l'équation qui donne la somme possédée par le p*<"« joueur à son entrée au jeu. Getie somme pourra être aussi obtenue sans résoudre d'équation en partant de ce fait : que le joueur possède la somme a à sa sortie du jeu. Alors en remontant, de proche en proche* jusqu'au comn^encement de la preoiière partie oo «u?riyera facilement à la solution.
27. .Repr^dre la discussion du problème des courriers (59) en supposant qu'on prenne pour origine des espaces un point à gauche des points A et A' où les courriers se trouvent à l'origine des temps.
28. Deux courriers parcourent une droite XY dans l'un des deux sens avec des vitesses constantes v et v' On sait que l'arrivée du premier courrier en un point A de la droite précède de h heures l'ar-
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rivée du second courrier en un point B dont la distance au premier est d : on demande à quelle distance x du point B se £alt la rencontre et à quelle époque t. (on prend pour origine du temps le moment oix le second courrier est en B).
— On trouve les équations générales
oî = t?'f = - d + 1)(« 4- h).
On peut encore obtenir directement l'équation qui donne x en formant une expression de h en fonction de x, v, t/, d : on a ainsi
Mais il faut alors démontrer qu'en donnant à x, v, i' des signes convenables Téquation est générale.
29. Pour foire un certain ouvrage, A met m fois plus de temps queB et G réunis, B, n fois plus de temps que A et G réunis; G mettra alors un certain nombre de fois plus de t^mps que A et B réunis : on demande quel est ce nombre.
En le désignant par x, on trouve Féquation
3(1. Galculer le côté du carré inscrit dans un triangle donné.
31. Couper une sphère par un plan de manière que la différence des deux zones obtenues soit égale à un cercle donné. ,
32. Étant donné un demi -cercle AB. on demande de trouver sur la circonférence un point M, tel que, si Ton mène la tangente MP jusqu'à la rencontre du diamètre AB prolongé, qu'on joigne le point M au centre et qu'on fasse ensuite tourner la figure autour de AP, les volumes engendrés par le secteur AOM et par le triangle OMP aient un rapport donné m (Concours).
— On abaisse flC perpendiculaire sur OA et l'on prend pour inconnue la distance OG qu'on appelle x. r étant le rayon de la sphère,
on trouve
mr
33. Inscrire dans une sphère un cylindre tel que le rapport de son volume à la calotte sphérique qui a même base et qui lui est extérieure soit égale à un nombre donné. — On fera la discussion
— Si Ton désigne par x la hauteur de la calotte, oii trouve
Xz=i —
34. Un trapèze étant circonscriptible à un cercle, on propose de cal-
caler le rayon de cercJe en fonction des deux bases du trapèze et de FuD des deux autres côtés.
— Soient a et 6 les deux bases, c l'un des côtés non parallèles, u et V les segments compris sur les deux bases entre les points de contact et Tua des côtés non parallèles, on trouve
• 6ti + ûu = a6, w + V = c, Mt? = r«, d'où
^ab{a — ^) (c — 6) (a - b)
35. Calculer Te rayon R du cercle circonscrit à un trapèze isocèle dont les côtés sont connus.
— a et 5 étant toujours les deux bases et c la longueur des deux côtés non parallèles, . on trouve
p,_ c\c' + ab)
36. Deux cercles dont les rayons sont r et r' sont tangents extérieurement ; on leur mène une tangente commune extérieure, puis on détermine un cercle qui touche cette droite et les deux cercles donnés : on propose de démontrer que le rayon â? de ce cercle est donné par la formule
37. Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les quatre côtés d'un trapèze pour qu'une parallèle aux bases puisse le partager en deux trapèzes circonscriptibles à des cercles. On considérera le cas particulier du parallélogramme.
— Adoptant les notations du problème |34)> on obtient
(c + d)» + (a — 6)* = 2fc4-rf) 'a + *).
CHAPITRE IV
VÉRIFICATION DBS INÉGALITÉS.
818. On ne peut pas donner de règles générales pour la vériflcaliou des inégalités : aussi le sujet est-il très-propre à exercer la sagacité des élèves. C*est par des exemples variés que je montrerai comment on opère dans les différents cas.
Exemple I. — Démontrer que, quelles que soient les valeurs positives de a, b, c, on a toujours r inégalité
abc > {b -^c^ a){a-\'C — fe) (a -f- & — o).
On remarque d'abord que Tinégalité est satisfaite d'elle-même si le plus grand des trois membres a, b, c est plus petit que la somme des deux autres, puisque le premier membre est alors positif et le second nombre négatif. Supposons donc que le plus grand des trois membres soit plus petit que la somme des deux autres, et- écrivons les inégalités évidentes
11 résulte de Thypothèse faite que les premiers membres des inégalités sont positives, on peut par conséquent les multiplier membre à nombre. Faisant cette multiplication et remplaçant chaque différence de carrés par le produit d'une somme par une différence, on obtient
(6 + c — ay (a -f c — ft)« (li + 6 - c)« < a*b*c\
et en extrayant les racines carrées des deux membres, on a
(6 -f- c — a){a-^c — b){a-\'b — c) < abc.
Exemple II. — La moyenne arithmétique de deux nombres a eth est plus grande qn} l'ur noyenne géon étriqué.
VÉRIFICATION DB& INÉGALITÉS. JSl
L'inégalité à démontrer est
Élevant au carré les deux membres et faisant passer tous les termes danç le premier membre^ on a
a« + ft« - 2ab > ou (a — ft)« > 0.
La dernière inégalité étant évidente, on peut la prendre pour point de départ, et en repassant par les mêmes calculs, mais faits en ordre inverse, on retombe sur l'inégalité (1).
Exemple III. — Démontrer V inégalité
(1) (a + b) (6 + c) (c + a) > iabc.
Première méthode — On part des inégalités suivantes qui ont lieu en vertu de l'inégalité (t) (ex. 2) :
—f—>Sab, —L—'^sIbc, —L—::>^ac,
et en les multipliant, membre à membre, on a l'inégalité (1).
Deuxième méthode. — c étant supposé le plus petit des trois nombres a, fc, c, et m, n désignant des membres positifp quelconques, on pose
et en remplaçant dans Tinégalité (1) b et a par les expressions précédentes, on tombe sur l'inégalité
(tn* -f- n* — mn)2c + (tn + n)mn > 0,
qui est évidente, puisque le carré de m — n étant positif la quantité m* + n* est plus grand que 2mn et, à plus forte raison, plus grand que mn.
Exemple IV. — Démontrer les iurgalitès
6a6c < aè (a + b) -fac (a+ c) + bc {b + c)-< 2 (a» + 6« + c».
On pose les inégalités évidentes
a{b — ci« + b{a - c)« + c{a — c)« > 0, [a^b) (a — 6)* + (a + c) (a-c)^4- (6+ c) (^ — c)« > 0,
et en les développant oa retombe sur les inégalités à démontrer.
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Exemple V. — la différence entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de deux nombres a e* b est plus petite que le quotient du carré de la différence des deux nombres par huit fois le plus petit des deux nombres.
et si Ton multiplie les deux termes de la fraction qui est dans lejsecond membre par a + 6 -f- ^ ^'ab^il vient
2 2(a + 6 + 2 Vafc) •
Mais a étant supposé le plus grand des deux nombres a et 6, si on le remplace par b au dénominateur du second membre, la fraction augmentera et Ton aura
2 ' ^ Sb
Exemple VIL — Démontrer Vincgalité
a* -|- ft* + c* > afr + ac -f *<^« Faisant passer tous les termes dans le premier membre et appliquant la méthode du n* 175 on arrive à l'inégalité évidente
On peut encore procéder d'une autre manièi'e. Soit a la plus grande des trois quantités a^by c \ la somme 6^ + c* étant plus grande que 2&o, tout revient à démontrer Tinégalité
a* + 26c > a6 + ac + te, ou
Mais cette dernière inégalité est toujours satisfaite puisque, par hypothèse, a est plus grand que b et c.
Exemple VIII. ,— Démontrer l inégalité
m ilt£>(l±i)',
m étant un nombre entier quelconque.
VÉRIFICATION DK8 INÉGALITÉS. î53
On a vu (190) que Von a toujours
(2) (a + x)"^ H- (a — xf > 2a'^.
Mais si l'on pose
a-(-a? = fr, a — x=:c^
on obtient
Alors, si Ton remplace dans l'inégalité (2), a+x^ a—xei a, res-
b I c pectivement, par 6, c et — ^^i- — , ou a bien l'inégalité (I):
ExEMPi.B IX. — On veut démontrer que^ sit^ — 4ac est négatifs on a toujours *
(1) {bV — 2{ca' — ac')\* — (*« — iac) {b^ — 4aV) > 0.
On sait (ex. 4, 173) que le polynôme précédent est identiquement égal à
{Aac - 6») {ac — ca'\* -f (2acb^— bjac' + caQ)»
ac '
4ac — i' est positif, par hypothèse, et, par suite,- ac Test aussi : on voit donc que le premier membre de l'inégalité (1) n'est jamais négatif.
Exemple X. — Démontrer que la moyenne arithmétique d'un nombre quelconque n de quantiP's est plus grande que leur moyenne géométrique,
(On entend ici par moyenne géométrique la racine n*"** du produit des quantités).
Rremier cas. — n est Une puissance de 2. Soient d'abord 4 nombres a^, «a, ag, a4 : on a (ex. 2)
et en multipliant, membre à membre.
Si Ton remplace ensuite, dans le second membre de la dernière inégalité, le produit indiqué, par le carré de la demisomme des fecteurs, ce second membre augmente (ex. 2|, et l'on a, à plus forte raison,
Sr Ton considère maintenant 8 facteurs dont les quatre derniers sont ^5, ^5, a^y (Zg, on aura comme précédemment.
a^a^a^ag <
/ C^S + ^6 + 0^7 + fl^8 \*
et en multipliant les deux dernières inégalités membre à membre et remplaçant encore un produit par le carré d'une demisomme, on obtient l'inégalité à démontrer pour 8 nombres. On passera de la même manière au cas de 16 facteurs et ainsi de suite.
Deuxième cas. — n esi un nombre entier quelconque. Soit p le nombre entier qu'il faut ajouter à n pour obtenir une puissance de 2. En adjoignant aux n nombre donnés p nombres égaux à leur moyenne arithmétique qu'oti désigne par 6, on pourra appliquer le ^théorème aux n-\-p nombres et Ton aura
a^a^a^ , . . ajr < I ! I
ou
a^a2 ' . » djbp < 6 ,
et en divisant les deux membres de l'inégalité précédente par bp on obtient l'inégalité à démontrer :
a^a^ . . • CLn<^ b ,
Démontrer que Ton a toujours
aa'+ bb'+ . . . 4- /r < Va» + 6«+ . l^x ^a'*+b'^ + l\
à moias que les nombres donnés satisfassent aux équations
abc i
8. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes, pour que IMnégalité
ay* 4- bxy + <?œ* + rfy + ea: + /*> 0,
soit satisfaite, quels que soient x et y.
— On met le premier membre sous la forme d'une somme de carrés de fonctions linéaires de x et de y, augmentée d'une constante.
n > V n* (Todhunter
— On écrit les égalités et inégalités s ivanles :
Les inégalités sont évidentes puisqu'elles expriment que n est ôU' périeur à tous les nombres entiers jusqu'à n — 1 inclusivement. Alors en multipliant les égalités et inégalités, membre à membre, on arrive au théorème.
12. Démontrer que dans un triangle le rapport — est plus petit
que 2 ou égal à 2.
13. Démontrer que si l'on mène trois droites des sommets d'un triangle équilatéral à un point quelconque de son plan, l'une quel-
A* H- B« + C» - 2AB — 2AC — 2BC
La dernière équation est celle qui est demandée ; elle donnei-a en même temps les solutions des trais équations
v/T + V'B + Vc" = 0, V"Â + V^ — V "C = 0,
914. Méthode pour faire disparaître A la fola toos lea radicaux du «ecoiid ^egré au dénominateur d*aiie
fkraeÊlon donnée. — Soit la fraction
+ VX ± Vb" ± V"c ± . . . . ±\/T '
on peut toujours supposer, comme on Ta fait, que le premier radical au dénominateur a le signe + puisque, s'il en était autrement, on changerait les signes des deux termes de la fraction. Si maintenant, après avoir représenté les valeurs absolues des radicaux par a, 2), c ..../, on multiplie les deux termes de la fraction par le produit des facteurs qui sont associés au dénominateur dans l'énoncé du théorème I (î67), on obtiendra un nouveau dénominateur qui ne contiendra que des puissances paires de a, ft, c . . . . / et sera, par conséquent rationnel en A, B, C . . . . L.
La fraction étant, par exemple
DISPARITION DES RADICAUX
Lorsque les radicaux sont d'un degré supérieur au second, on ne peut pas les faire disparaître, dans une équation ou dans le dénominateur d'une fraction, aussi simplement que lorsqu'il s'agit seulement de radicaux du second degré, mais les opérations se font encore avec assez de facilité dans quelques cas particuliers. Je vais donner quelques exemples.
915* Faire dlspuraftre d»ns une équation deux ra* dicanx» l'un du second, l*autre du trolet^me de§;r^*
— On a l'équation
Isolant le radical V ^ ^^^^ ^^ membre et élevant au cube les deux membres, on a
C» + B V 6"+ 3C« yfB'+ 3BC = — A, ou
{B + 3C«) VB^ = — A — C« — 3BC.
Alors, si on élève au carré les deux membres de la dernière équation, les deux radicaux auront disparu.
SI G. Faire disperaftre dans une équation deux raciienux cubique» d«»nt l'un est le carré de l'autre. —
On a Téquation
si on élève les deux membres au cube, il vient
A + A» + 3 A (vT + \U) = B\
Mais en remplaçant, dans la dernière équation, la quantité entre parenthèses par la quantité B qui lui est égale en vertu de Téquation (I), on obtient l'équation débarrassée de^radicaox
A + A«+3AB— B
919. Faire disparaître dan» une équation deux radlcaux, l'un cubique» l'autre quelconque* --*- Soit Té-
quation
isolant le «premier radical et élevant les deux membres à la puissance m, on a
A = (C-v/Br.
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Si l'on développe le second membre d'après la formule connue et qu'on remarque que la quantité (V'b) , pour les valeurs de p
égales à 3n, 3n -f- 1 et 3n + 2, prend les valeurs B", B* V B , B" V B* , on voit qu'on est ramené au problème précédent (207).
919. Valr*^ 4l«jpifirnitr« le» radicaux dti cléQon»li»«* têur d^ane Traction 9 lorsque ce dénominateur eat la
4ii|Q^j*en^Sie de deux radlcauiL de m^u^e Indice* ~- Soit
la fraction
Posons
d'où
La fraction devient , et en multipliant les deux
termes par le quotient de oT — j/"* par x — y, on obtient
PiaT'* + î/^"*"* + • • • + î/"""*)
ou en remplaçant x et y par leurs valeurs,
pryjTr* + ^jT rvâ )"^ + . . .
SiH. Faire disparaître lea radicaux du dénominateur d'une fraction, lorsque ce dénomijnateur est la •omme de deux radicaux de même Indice impair* —
On a la fraction
Après avoir représenté yj a^et >J b par x et y, on multipliera les deux termes de la fraction par le quotient de x^ -j~ 1/"* P*^ j? + y, et Ton continuera comme dans le problème précédent.
;^<90. Trouver la vraie valeur d*une expreaaion ir*
rationnelle qui prend la forme — pour une vait-ur particulière nttrlbuée A une aeule variable x. — '• Cette
DISPARITION DES RADICAUX
question est amenée ici par l'analogie des calculs qu'on va faire et de ceux qui précèdent.
A, B, C, D étant quatre polynômes entiers ei rationnels par rapport à Xy soit
L'expression donnée qui se présente sous la forme -r- lorsque x
prend une certaine valeur x^ ': en posant
d'où
A=:y*, B=A C=^, D = w', on ^
Désignant maintenant par j/^, z^, t^^ t/^, les valeurs de y, 2, 1, tt, pour a? égal à x^, et remarquant que les quantités y^ — z^ et t^ — u^ sont nulles, par hypothèse, on pourra écrire :
Tout revient à faire voir comment on peut calculer la vraie valeur des quatre fractions qui figurent dans la dernière expression de P. Considérons, par exemple, la première : on a, en désignant par A^ la valeur de A pour x égal à x^,
x^x^ y** — 1/^* 4? — rr^ 2/"* — 2/^ à?-=-a?|
Le polynôme A — A^, devenant A^ — A^ ou zéro pour a: égal à X, est divisible par x — œ^: soit Q le quotient ; supposons
aussi que la division de y"* — y" par y — y, soit effectuée, il viendi'a
y — Vi Q_
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Si maintenant on fait x égal kx^ y devient égal à y, et Q prend une certaine valeur Q^ : on a alors
On obtiendra de la même manièpe les vraies valeurs des trois autres fractions.
SUR L'EMPLOI DES IMAGINAIRES
ttl.'On a vu que les identités* qui expriment les règles des quatre opérations élémentaires de l'Algèbre ont lieu, quelles que soient les valeurs positives ou négatives attribuées à une lettre quelconque œ. Il en est encore de même lorsqu'on donne à X une valeur imaginaire a -f- ai. C*est ce que Ton vérifie facilement en procédant, comme on Ta fait au n® 16, lorsqu'on a étendu aux valeurs négatives des lettres les identités démontrées d'abord, seulement pour les valeurs positives.
La remarque qu'on vient de faire permet d'étendre aux imaginaires certains théorèmes démontrés pour les quantités réelles. C'est ainsi qu'il nous a été permis d'appliquer les théorèmes relatifs au diviseur x — a dans le cas où a était imaginaire. On peut aussi admettre comme étendu au cas des facteurs imaginaires ce théorème : Un produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on change l'ordre des multiplications.
Je vais maintenant démontrer quelques théorèmes à Taide des imaginaires.
* ««•.Théorème I. — Le produit de deux nombres, qui sont, chacun, la somme de deux carrés^ est lui-même la somme de deux carrés.
Ce théorème a déjà été démontré, mais il s'agit d'en donner une démonstration nouvelle fondée sur l'emploi des imaginaires. Soient les quatre facteuis a-\-bi, a — 6i, a'-|--6'i, a'^ — 6'a; d'après ce qui a été dit précédemment, on a identiquement
(a+ôi) [a—bi] (a'+b^i) {a'—bU)={a'\-bi) (a'-^^b'i) (a—bi) {a'—b'i) .
Mais en faisant dans les deux membres le produit des deux premiers facteurs, puis celui des deux autres, on obtient
(a»+ft>) {a'^^*)={aa'—bb'+{ffb'-^a')t){aa' i-bb'-{ab'-^a')i) Le théorème est donc démontré.
EMPLOI DES IMAGINAIRES
tts. Théorème II. — Le produit de deux nombres (/ui sont, chacun, la somme de quatre carrés est lui-même la soïnms de quatre carrés.
On part de Tidentité démontrée par la géométrie (176) savoir :
Posons
a = A4-Ai, * = — / + ^^ ^ = P + Ç^> ^ = — r + 51, a' = / + mi, b' = h — ki, c'=r-\~si, d' = p -- qi^
et remplaçons dans l'identité a^ b, c, a\ b\ d par les valeurs imaginaires qu'on vient d'écrire. On aura, tout ealcul fait
+(/i^ + kr — m'p — ûff 4" {Ir + m^ 4- Ap + A;g)«, ^ \— mr-\-ls-\-hq —kpy.
Cette démonstration est due à M. Hermite.
«M. Théorèsie III. — Le pdynome (x + y)"*— x"* —y™ est divisible par x' -h xy -|- y^ pour toute valeur de m. impaire, supérieure à ^à et non divisible par ce nombre. Soient « et j3 les racines imaginaires de Téquation
Je dis d'abord qu'on a entre ces racines la relation
11 y a deux cas à distinguer
i* m est égal d 3p + 1- On a alors
mais comme a^ et ^^ sont égaux à {oi^f et (^f^ c'est-à-dire à 1, il vient
Mais on vérifie facilement que la somme des racines 1, a et |3
de l'équation (1) est nulle; la relation (2) est donc démontrée.
2° m est égal àZp -\-2. On s'appuie ici sur ce fait facile à
vérifier, que les racines a et |3 sont le carré Tune de l'autre. On
a alors, après avoir remplacé «*' et ^ par 1 ,
Cela posé, indiquons la division à faire, par la fraction
'■((f+'r-ifr-)
Si Ton pose — égal à w, tout revient à faire voir que le
polynôme (i* -(- 1)* — t*"* — . 1 est divisible par u* + «^ + ^ car, la division étant faite, on aura un quotient du degré
m — 2 en w et si Ton remplace u par — et que Ton multiplie
par y , on aura bieu un polynôme entier en x et y. Écrivons maintenant l'équation
Cette équation, au changement près de x en t/, est la même que celle qu'on obtiendrait en divisant a?* — 1 par ar — 1 ; elle admet donc pour racines a et /3 et l'on a identiquement
U^ '\-U-{' \=^{U — OL){u — f).
La question se trouve dès lors ramenée à prouver que le polynôme (t^ + 1)"* — n"* ~ 1 est divisible par u — a et u — p. Démontrons, par exemple que le polynôme est divisible par u — a. Tout revient à faire voir, d'après le théorème III du n* 17 étendu aux imaginaires, qu'on a identiquement
Or, comme d'après une remarque déjà faite, I -}- « est égal à — 13 et que m est impair, l'égalité devient
?*" + «"+ 1=0, et elle est identique, comme on Ta vu plus haut.
La démonstration qui précède est due à Cauchy.
On peut remarquer en passant que le genre de démonstration, qu'on vient d'employer, montre qu'un polynôme entier, rationnel et homogène par rapport à deux lettres x et y est divisible par a? — ay lorsque ?oh obtient zéro pour le résultat de la substitution de ay à x dans le polynôme : a est d'ailleurs réel ou imaginaire.
Remplacez la fraction
par une fraction égale qui ne contienne plus de radicaux au dénominateur.
— On pose
d'où
alors la fraction peut s'écrire :
En appliquant la transformation du n** 209, on trouve d'abord pour nouveau dénominateur
(x + y)' — a?» — y' ou Zxy {x + V), alors en multipliant les deux termes de la fraction par x*y*, il ne reste plus au dénominateur que l'irrationnelle x-^-yon^a-^-^b qu'on fait disparaître par la méthode du n» 210.
4 Démontrer par l'emploi des imaginaires l'identité
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c'est-à-dire faire voir >(De, si un nombre est la somme de deux carrés, il ea est de même de sod carré.
5. Trouver de nouvelles identités en remplaçant dans les identités les plus simples, données comme exercices à la fin du chapitre I les diff<^ntes lettres par des imaginaires de la forme a + bi.
6. Trouver la limite de a — ^ a* — b\ quand a et 6 augmentent
indéfiniment de manière que le rapport — tende vers une limite
fixe 2p.
7. Si Ton désigne par a et r le rayon et l'apothème d'un polynôme régulier et par a' et r' le rayon et Tapothème d un polynôme régulier de même périmètre et d'un nombre de côtés doubles, on sait que Ton a
on demande de trouver la limite du rapport quand r — a
tend vers zéro.
8. On mène un plan perpendiculaire à l'un des diamètres d'une sphère, et l'on construit, sur la section comme base, un cylindre inscrit dans la sphère : on demande vers quelle limite tend le rapport de la surface totale de ce cylindre à lune des zones qui a même base et lui est extérieure, lorsque le plan sécant se rapproche indéfiniment de la position où il devient tangent à la sphère.
CHAPITRE VI
ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D^ÉQUATIONS DONT LA RÉSOLUTION SB RAMÈNE A CELLE D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE — QUESTIONS QUI SE RATTACHENT A L'ÉQUA- TION DU SECOND DEGRÉ - INÉGALITÉS D'UN DEGRÉ SUPÉ- RIEUR AU PREMIER ET AU SECOND EXERCICES.
t95. On va d'abord rappeler ou^ développer les méthodes déjà indiquées dans la première partie pour ramener certaines équations ou systèmes d'équations à la résolution d'équations du premier ou du second degré à une seule inconnue : quelques méthodes nouvelles seront aussi présentées. En un mot, le but qu on s'est proposé, c'est de mettre les ô'èves en état de résoudre les questions nombreuses et variées qui se trouvent à la fin du chapitre. *-
9M. Équations réciproque* du quatrième tïegré*
— Ces équations sont de deux formes.
Premier cas* — Les Coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe, — Alors Téqualion a la forme
(1) ax* 4" f^^ -{- ex* -{- bx -{- a = 0.
Première méthode. — On groupe les termes à égale distance des extrêmes et on écrit •
(2) a{x* +• I) + b{x^ + x) + cx^ = 0;
divisant ensuite par â?' les deux membres de l'équation précédente, on a
Mais si l'on pose
(4) x + 4-=y' <l'où «» + ^=y»-2,
et qu'on remplace dans Téquation (3) les deux binômes a? -j et rr*-| — - , respectivement, par y et y^ — 2, il vient
(5) ttt/*-f-%+^ — 2a = 0.
L'équation (4) peut d'ailleurs s'écrire sous la forme :
(6) a? — yx-^ 1 = 0.
On voit que l'équation proposée est maintenant résolue ; car l'équation (5) qui est du second degré donne deux valeurs pour y et l'équation (6), après qu'on y a substitué ces deux valeurs, donne deux valeurs de x correspondant à chacune d'elles. On a ainsi quatre valeurs pour l'inconnue x. Deuxième méthode. — On pose
et en substituant dans l'équation (-2). pour x son expression en 2, on a
ou en développant
On voit qu'on déterminera z par une équation bicari'ée ; on aura ensuite les quatre valeui^ de œ qui correspondent aux quatre valeurs de z, au moyen de l'équation (7).
.Remarque. —Quand c est nul, les deux méthodes précédentes sont encore .applicables.
Second ca». — Le terme en x\manque et les coefficients des termes à égale distance des extrêmes soy^t égaux et de signe contraire, — Soit l'équation
(8) ax* + ba* — bx — a =: 0.
On peut l'écrire sous les formes :
a{a*— I) ^bx{x*— 1) = 0, (x»— 1) {ax* + to + a) = ;
ÉQUATIONS RÉCIPROQUES
et l'on est ramené à résoudre les deux équations
op» — 1 = 0, aa*» + te 4- a = 0.
M9^ I>éfliiltlon de» éqfunttoM» réciproqvie* eé e4»n- •équence» qui en résultent. — On dit qu'une équatiOQ
est réciproque lorsqu'elle admet encore les mêmes racines
après qu'on y a changé l'inconnue x en — ; ainsi il est évi-
dent que les équations (I) et (8) sont réciproques, puisque les équations restent les mêmes après qu'on a fait le changement indiqué. En général, les racines des équations réciproques se rangent par couples de deux racines inverses Tune de l'autre,
puisqu'à une racine a/ correspond une racine différente — .
11 faut cependant excepter le cas où x' est égal à 1 ou — 1 , car alors a/ est réciproque de lui-même. C'est ainsi que l'équation (8) admet les deux racines + 1 et — 1 qui ne sont pas réciproques l'une de l'autre mais bien récipi'oques, chacune, d'elle-même.
999. Problème. — Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation du quatrième degré soit réciproque.
Soit Téquation
(1) aœ^ -]-ba^ -\- ex* + dx -{- a = 0, en y changeant x en — , elle devient
(2) ex* -\- dx^ '{' ex* -}- bx -^ a =: i).
Mais pour que deux équations aient les mêmes racines, il faut et il suffît que les coefficients des puissances «égales de rinconnue dans les deux équations soient proportionnels : on a donc
Ou est conduit à distinguer deux cas, suivant que c est nul on non.
Premier CAA. — C est différent de zéro. Alors les équations (3) se réduisent aux deux suivantes :
c'est-à dire que les coefficients à égale distance des extrêmes doivent ét]*e égaux et de même signe.
Deuxième c«». — c est nvL On a maintenant, en vertu des équations (3)
ou
La dernière équation montre que, dans les deux précédentes, on doit prendre les signes supérieurs ensemble, et aussi les signes inférieurs; car il résulte de cette dernière équation que
les quotients — ^^ ~r ®^^^^ toujours de même signe. Ainsi
c CL
quand c est nul, l'équation est réciproque quand on a
e = a, d = ft, ou
En résumé on voit qu'il n'y a pas d*autres équations réciproques que celles qui ont été résolues au n" 217.
On a admis dans la démonstratiOD précédente que deux équations qui avaient les mômes racines avaient rucessairement les coefficients proportionnels. C'est ce qu*on démontre facilement dés qu'on admet qu'une équation à coefficients ri^els ou imaginaires de la formule a-\-bi a autant de racines que d'unités dans son degré. (Le théorème se démontre dans le cours de Mathématiques spéciales.) Je vais ici faire la démonstration seulement pour deux équations du second degré, el l'on verra bien comment elle s'étend à deux équations de degré quel
conque. Soient donc les deux équations
ax^ -f- 6aî -f c = 0, a'x^ + b^x + c' = 0,
qui ont les mêmes racines. Si on multiplie les deux équations données, respectivement, par a' et a et qu'on les retranche ensuite, membre à membre, on obtiendra ainsi une équation
(ab' — ba')x + ad — ca' = 0,
qui devra être satisfaite par les deux racines communes aux deux équations données. Mais une équation du premier degré n'admettant qu'une seule racine ne peut être satisfaite pour deux valeurs différentes de X qu'autant qu'elle est identique : on a donc
ab' — ba^ = 0, ^ac^ — ca' = 0,
AUTRES ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ
OU
abc
a' b' " c' ' c'est ce qu'il fallait démontrer.
999. A.utre» équntlone du quMtriéme def^pré qui me ramènent au second*
Premier eas* — Soit Téquation
(1) aoc* -\- bx^ -{- ex* -]- dx -^ e = Q \
après avoir multiplié ses deilx membres par 4a et complété le carré des deux premiers termes, oû a
(2) (2aa?« + bx)* + {Aac - 6^ + iadx + iae= 0. Supposons maintenant que Ton ait
iac — l? kad
Téquation (2) pourra s'écrire
(2ax« + bxf + ^^^ " ^^ (2aa?» + 6a?) + 4ac = 0,
et si l'on pose y égal à 2ax'^ + bx^ on voit qu'on est ramené à résoudre successivement les deux équations du second degré
2aî/« + (4ac — 6»)t/ + 8a*e = 0, 2ax* -h te — 2/ = 0. '
Ainsi, dans le cas où d est lié aux trois coefficients a, b, c par r équation (3), tout se réduit à la résolution d'équations du second degré.
Deuxième co«. — Après avoir mis 4ac — 6* en facteur dans le second et le troisième terme de l'équation (2), complétons le carré de la nouvelle quantité entre parenthèses : Il viendra
On voit que si le terme ajoyté à la somme des carrés est nul, c'est-à-dire si Ton a
_ ad*
Téquation (6) de vien t
± V 6* — kac {2ax^ + bx) = (4ac — b'^)x + 2ad,
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et l'on est encore ramené à résoudre deux éqnatious du second degré.
PROCÉDÉS DIVERS EMPLOYÉS DANS LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. — EMPLOI DES INCONNUES AUXILIAIRES. — COMBINAISONS DES ÉQUA- TIONS;
9SO. Emploi de In demi^dlIMpenee oomme.li auxIllalreylorfMitie la somme de* Inconnues e«t donnée
ou vice versa. — Si Ton appelle 2a la somme des inconuues et 2z leur différence, les deux inconnues auront pour expression a + 2 et a — z. Si, au contraire, 2a représentait la différence et 2z la somme, 2 + a et z --a représenteraieut les deux inconnues. Ce sont là des inconnues auxiliaires qui ont déjà été employées et qui le seront encore par la suite.
99%, Kmplol du produit de« Inconnues comme Inconnue auxiliaire» lorsque leur somme est donnée*
— Dans ce cas, si on désigne par 2a la somme et par u le produit, les expressions des inconnues seront (77)
a ^yj a* — u , a-\-\/ à^ — u .
Remarque. — Lorsque les équations contiendront plus de deux inconnues, il sera quelquefois utile • de les partager en groupes, tels que dans chaque groupe on remplace les deux inconnues par leur somme et leur différence prises comme inconnues auxiliaires, ou encore par leur somme et leur produit. On se servira toujours des formules des numéros précédents, mais en 7 considérant a comme une inconnue.
9S9. Kmplol de deux nouvelles Inconnues auxl«
iiaires. — Dans le cas auquel on vient de faire allusion, il est souvent commode de remplacer deux inconnues x.ei y par deux autres définies par les équations suivantes
98d» Expi*esslons de certaines Tonctlons sym^trl' ques de deum racines» t»u moyen de leur somme et <ie
leur produit ou de leur diiTérence* — Lorsqu'on emploie la méthode du n* 222, on a ordinairement à calculer au moyen de la somme 2a et du produit w, les fonctions symétriques ^'*+2/*î ^^-^y^y ^7*4-1/*, œ^ +!/*. Mais c'est ce que l'on fait immédiatement au moyen des formules du n' (8!). Si l'on vou- ' lait former les expressions des mêmes binômes en fonction
PROCÉDÉS DIVERS
de la somme 2a et de la différence 2^, on exprimerait, en fonction de a et de 2, le produit t/, en se servant de l'identité (2) (162), et on remplacerait dans les formulea(8l) u ou c qui y désigne le produit des inconnues, par l'expression trouvée.
934. Équations honiogfâiie A par rapport aux Inconnues. - Quand on a un système de m équations à m inconnues dont m — 1 sont homogènes par rapport aux inconnues, il est bon de prendre pour inconnues les rapports de in — 1 inconnues à Tune d'entre elles x, A cet effet, on divisera les deux membres des m — 1 équations homogènes par la plus haute puissance de œ dans Téquation, et Ton obtiendra ainsi un système de m — 1 équations km — 1 inconnues qui seront les rapports qu'on veut prendre pour inconnues auxiliaires. Si le systèn^e peut être résolu, on aura les valeurs de m — 1 inconnues en fonction de a?, et en les substituant dans la dernière équation non homogène, on aura une équation qui ne contiendra plus que l'inconnue x, et toute la difficulté se trouvera réduite à la résolution de cette équation.
Quelquefois la méthode ne sera pas immédiatement applicable, mais elle pourra le devenir, si on peut déduire de la combinaison des équations données une ou plusieurs équations homogènes.
935» Combinaison des équation* par addition»
soustraction» multiplication ou division. *- Pour mettre en évidence certaines fonctions des inconnues ou quelque facteur commun, on est quelquefois conduit à ajouter, soustraire, multiplier, ou diviser les équations, membre à membre. C'est la grande habitude du calcul qui peut seule suggérer les combinaisons les plus heureuses ; aussi de nombreux exemples seront-ils donnés par la suite. Cependant dans le cas de l'addition et de la soustraction, on peut quelquefois diriger le calcul, comme on va le démontrer dans le numéro suivant.
33G. Emploi des coefficients Indéterminés* Lorsque deux équations ne' contiennent que deux inconnues, et que deux de leurs membres ont un facteur commun dépendant des inconnues, on pourra quelquefois en multipliant les deux membres des deux équations, respectivement, par des indéterminées > et fjt et ajoutant les équations, membre à membre, trouver pour X et p des valeurs telles que l'équation résultante
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ait 868 deux membre8 divisibles par le facteur commuQ à deux des membres des équations données. Mais la détermination de ^ et d^fA et le parti, qu*on en tire pour la résolution du système, ne peuvent être expliqués clairement que sur des exemples (Voyez plus loin les exemples (8) et (9).
eiproQues» — Lorsqu'on a à résoudre des équations du quatrième degré dans lesquelles les calculs ne sont qu'indiqués, il est bon, avant tout développement de calcul, de s*assurer si Téquatiou est bicarrée ou réciproque, en voyant si elle ae
change pas par la substitution à ^ de — a? ou — •
Équation» contenant de» radleaiix^ — Quand
Téquation ne contient que des radicaux, on peut toujours les faire disparaître par plusieurs élévations au carré des deui membres (62), ou par une seule opération en faisant usage de la méthode du n® 204. Quand les radicaux sont d'un degré supérieur au second, on peut encore quelquefois les faire disparaître par plusieurs élévations successives à la même puissance des deux membres de l'équation. Mais dans tous les cas on peut toujours égaler chaque radical à une inconnue auxiliaire et Ton a immédiatement à résoudre un système d'équations rationnelles, seulement le nombre des équations augmente en même temps que le nombre des inconnues.
Je vais maintenant donner des exemples
Exemple I, — Trouver 4 rhombres en progression arithmétique connaissant la raison r et le produit a des quatn nombres.
Première méthode. — On prend pour inconnue le premier terme de la progression qu'on appelle x, on a alors l'équation
ou en faisant séparément les produits des extrêmes et des moyens
(x* + irx) (a?« + Zrœ + 2r^) = a.
En po^nt
(1) A?a-f3rx=t/, l'équation piécédènte devient
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et l'on est ramené à résoudre successivement les équations (2) et (1) qui soùt du second degré.
Deuxième méthode. -*- Désignons maintenant la raison par 2r et prenons pour inconnue la somme 2x des moyens. Ces deux moyens seront alors x ^ r et x + r, et, par suite, les deux autres termes seront x — 3r et a: + 3r. On aura donc pour équation du problème
{x — 3r) (x — r) (a? + r) {x + 3r) = a ou
etI*on est ramené à résoudre une équation bicarrée. Exemple II. — Résoudre l' équation
(a? + a -I- c) » 4- (^ + * -MF ~ ^ *
On remarque que la différence des quantités élevées à la cinquième puissance est connue dans chacun des termes de la fraction, et que les sommes des mêmes quantités sont égales. Soient alors 2/* et 2g les deux différences données et 2j/ la valeur des deux sommes égales ; on aura
a-f-6 — c — d=2/*, a + c— 6 — d = 2^, d'où
L'équation proposée deviendra donc, par la substitution à œ de la variable auxiliaire y,
et Ton voit bien qu'après avoir développé les cinquièmes puissances et ^upprimé le facteur y commun ^ux deux termes de la fraction, on tombe sur une équation bicarrée.
Exemple III. — Trouver quatre nombres en progression géométriqv,ey connaissant la somme des extrêmes et celle des
fnoyens.
Solution de iVewton. — Soient a et b les sommes données des moyens et des extrêmes, et x le second terme de la progrès-
sion qu*on prend pour inconnue : a — x sera alors le troisième
CL ~-" X
terme-et la raison de la progression. Mais on obtient le
quatrième terme de la progression en multipliant le troisième par la raison, et on a le premier en divisant le second terme
par cette même raison. On a ainsi les deux termes ^
et , et Téquation du problème est
ou
ru* + (a - a?)^ = bx (a — x) ;
on est donc ramené à la résolution d'une équation du second degré.
«oiuUon de M. «kturm. — Soient 2a et 26 les sommes des moyens et des extrêmes : on prend pour inconnue la demidifférence des extrêmes qu'on appelle s. Alors les deux moyens seront a^z et a-^Zy et si Ton suppose les termes rangés dans Tordre de grandeur croissante, la raison de la progression
CL I
sera — — — .On voit maintenant, comme dans la solution a — z
Newton, que les quatre termes de la progression ont pour expression
(g - zf , (a-|-2)«
0, -f- Z Of ^ z
Écrivant maintenant que la somme des extrêmes est égale à 26, on a
ou
{a ^ zf 4- (a + zf t= 2&(a« ^ z«).
Si Ton développe le premier membre, il vient
d'où Ton tire
La méthode de M. Sturm s'étend sans difficulté à une progression de six termes ; on tombe alors sur une équation^
bicarrée en z.
Exemple IV. — Trouver 3 nombres en progression géométrique, connaissant leur somme et celle de leurs carrés.
Première méthode. — En prenant pour inconnue le premier terme et la raison, on trouve immédiatement, pour déterminer cette dernière inconnue, une équation réciproque du quatrième degré. On a ensuite facilement le premier terme.
Deuxième méthode. — Soient a et ft* los deux sommes données. On prend pour inconnues le terme du milieu et la raison qu'on appelle respectivement x et y. On a alors
— + X + xy = a^ —Y + x* + x*j/* = 6*.
if %f
Elevant les deux membres de la première au carré et retranchant, membre à membre, avec la seconde, on a
2ar/— + X + arj/j = a« — 6«.
Mais la quantité entre parenthèses étant égale à a, d'après la première équation, il vient
a* — fc« X ^— — — .
substituant maintenant dans la première équation à x la valeur précédente, on obtient pour déterminer y l'équation du second degré
Los racines de cette équation étant réciproques, on voit qu'aux deux valeurs de y correspond toujours la même progression dont les termes sont rangés dans les deux ordres inverses, l'un de l'autre : le problème n'a donc qu'une solution.
Troisième méthodk. — «oiutio» <ie ivo^nrton. — On prend toujours pour inconnue le second terme x, mais on y adjoint comme ^seconde inconnue le premier terme qu'on appelle z. Alors on a les deux équations
z-^- x-] = a, 2* + x* H — —= fr*.
En éliminant z entre les deux équations on trouve d'abord la même valeur de x que par la méthode précédente. Substituant ensuite cette valeur dans la première équation, on a
4aV — 2a(a« + b^)z + (a« — 6«)« = 0.
Cette dernière équation donne deux valeurs de z dont le pro-
duit est égal à -i — ^ ^ , c'est-à-dire à x*. Le premier et le
dernier terme de la progression ne font donc que s'échanger l'un avec l'autre , lorsqu'on prend successivement les deux valeurs de 2, et on voit encore que le problème n'a qu'une solution.
Exemple V. — Trouver 4 nombres en progression géométrique, connaissant leur somme 2a et la somme de leurs carrés 4b«.
Première méthode. •— Solution de iVetvCott, — Soient 2a: la somme des moyens et y leur produit : le premier moyen
sera x — Va?* — y et l'autre x + ^ x* ^y , Quant aux deux extrêmes, comnle leur demi-somMe est égale ha — x, ils seront
a — a: — }J {a — xy — y ^ a — x + yj{a — a:)* — y .
Ecrivant maintenant que la soioime des carrés des 4 termes est égale à 46*, on arrive à l'équation
ar* + (û^ — -ar)* — y :i= 6*, et l'on en tire
y = 2x(ar — a) + a* — 6*.
Substituant ensuite cette valeur de y dans les expressions des 4 termes, posant
v/ 6« — jr« = 2, V fe« — (a — xy = u,
et écrivant qtié le second et le troisième tenfte de la progres- ^on sôni respectivement moyens proportionnels entre le premier et le troisième terme, et le second et le quatrième^ on obtient les deux équations ^
. (a — X — z){x+u)={x—uy^ (a^x+z)(ir— i^)=(â:4-tt)*,
en les retranchant^ membre à membre, on a
zx = {a + x)u.
Si enfin on élève au carré les deux membres de l'équation précédente, qu'on remplace z* et u* par leurs expressions en a?, on obtient
2a7« + 2bx + b* — a* = 0.
b* étant évidemment plus petit que a*, Téquatian a toujours deux racines réelles » Tune positive et l'autre négative qui doit être rejetée.
DfitJxièMB MÉTHODE. — On prend pour inconnues le premier terme et la raison qu'on appelle x et y. On a ator6 las deux équations
^(1 + y +y* +!/") = 2a, x^H + V« + y^ + î/«) = ib\ si Ton y remplace les sommes entre parenthèses par leurs expressions connues , qu'on élève les deux membres de la première au carré, puis qu'on divise, membre à membre, on obtient
(y4_i)t(yt_l) _ gt
Supprimant maintenant les facteurs communs, et chassant les dénominateurs, on arrive à l'équation réciproque
(On a posé — égal à cj.
Troisiémb méthode. — On prend pour inconnues les deux
termes du milieu qu'on appelle :r et y, alors la raison est
— et les quatre termes sont — ,«?, y, -^— . On a donc les X * y X
deux équations
ou encore
(0 (^+y) (^*+î/*)=2«^2/, ('^) (x»-f y«) (jpM-9*)=***a^2/*- Élevant la première au carré, la retranchant, membre à membre avec là seconde, puis supprimant le facteur xy qui est commun aux deux membres et auquel ne oonjespond aucune solution, on obtient
(3) {x^ + y«) {x^ + y« + j?y) = 2xy{a^ - fe»).
En divisant ensuite, membre à membre, les équations (1) et (3), on a
(4) a(a:« + y* + xy) = (flt« — V) (a? + y) ,
et toute la question se trouve ramenée à résoudre le système ' des équations (1) et (4).
A cet effet, posons a? + 2/ et ^y respectivement égaux à 2w et V : en déduisant des formules du n« 81 les expressions de ^« + y* et x^ + 2/* en t^ et t; et substituant dans les équations (1) et (4), on a
2w(2u* — v) = av, a[\u^ — v) = 2(a* — 6*)w.
Si enfin on élimine v entre les deux dernières équations, on tombe sur une équation qui ne diffère de l'équation en x dans la solution de Newton que par le changement de j? en i/ : c'est ce qui devait effectivement arriver, puisque a? et w désignent respectivement le produit des moyens dans les deux solutions.
Quand u est déterminé, on a u par une équation du premier degré, puis x Qi y par une équation du second degré.
Exemple VI. — Trouver des nombres en progression géométrique, connaissant leur somme, la som,me de leurs cairés et la somme de leurs quatrièmes puissances.
Soient x^ y^ z le premier terme, la raison, et le nombre des termes : on posera d'abord
y* = w, d ou z = -r-^ — ,
logt/
et la question sera ramenée à trouver les trois inconnues x, y et u. Soient a, ft^, c* les sommes données : les équations du problème seront
en élevant la première au carré et divisant, membre à membre, avec la seconde, puis faisant les mêmes opérations sur les deux dernières, on a
(\\ ^+* y— ^ _ ^' /ox ^'+^ y'— t _ c*
Posant maintenant (3)
y -j- 1 at
on a, à cause de l'éi^uâtion (1) (4) 1±1=1L.
En élevant au carré les deux membres de l'équation (3) et remplaçant dans chaque fraction le numérateur par la somme des deux termes, on a
multipliant ensuite par y — 1 les deux termes de la fraction qui est dans le premier membre de Téquation (3), on a
y* — t _ at
et en divisant membre à membre avec Téquation précédente, on obtient
y» -^ 1 _ 2abt
y» + 1 "" aH^ + b^ '
on a de même
u* — {~ 2abt
L*équation (4) faisait voir, d'ailleurs, immédiatement que la dernière équation se déduit de la précédente en renversant la fraction et permutant les lettres a et b.
Enfin, si l'on multiplie, membre à membre, les deux dernières équations et que l'on tienne compte de Téquation (2), on arrive à l'équation
bH^ + g» _ c^
qui est du premier degié en f*. La valeur de t étant connue,
on a les valeurs de y et m par les équations (3; et (4), et celle
de X par l'équation
Exemple VII. — Trouver 4 nombres en pro;:ortio/i, connaissant leur somme a, la sonme de leurs carrés b^, et la somme de leurs quatrièmes puissances c*.
Soient a?, y, z, u les quatre termes de la progression écrits
dans Tordre où ils figurent dans cette proportion : on a les quatre équations
irw = i/s, . X'\'y-\-Z'^u = a^
Planons pour inconnues auxiliaires le produit q et les sommes ^ et t; des extrêmes çt des moyens. On a immédiatement, en vertu des formules (81)
(3) e* + V* — 4g(/« + v«) 4- kg^ = c*.
Tirant ensuite q de Téquation (2) et substituant dans l'équation (3), on obtient
4(i» + i;*) — 4(^+ v») (f« + 1;« — 6«) + {fi + v* — 6«)« = 4c*,
ou
— SvH^ + 46»(t» + v») + (f« + v* - 6«)« = 4c^
Mais si Ton substitue dans la dernière équation, à la place de fi -|" ^*> sa valeur a* — 2t;t déduite de Téquation (1), et qu'on représente vt pas 5, on a pour déterminer s l'équation
Les deux valeurs de s que donne cette équation étant désignées par s' et s^\ v et ^ seront les racines de deux équations du second degré
X* - aX + ^' = 0, X« - aX + s'' = 0,
dans lesquelles X désigne l'inconnue. La première donnera pour t; et ^ un système v\ t\ et la seconde un autre système v" et t" ; l'équation (2) donnera ensuite deux valeurs correspondantes de q: q' et 'q^\ On aura enfin deux systèmes de valeurs pour ar et u en résolvant les deux équations
X«— ^'X-f 9' =0, X« --FX + g'' = 0,
et deux systèmes de valeurs pour y et z en résolvant les équations
Oii attrait pu encore Tésoudre le problème en prenant pour inconnue auxiliaire la diJOTérence 2r entre la somme des extrêmes et celle des moyens. Alors, si 2a représente la somme des quatre termes, a+r et a — r seroùt la somme de^ extrêmes
et celle des moyens, et en adjoignant à r, l'inconnue auxiliaire ^, comme dans la solution pfécédente, on aura deux équations entre q et r. Je ne développe pas les calculs qui sont semblables à ceux de la première méthode.
Exemple VIII. — Résoudre le système
(2) xy{x — yYz=b{x-\-yY.
Première méthode. — Pour mettre en évideiîce les termes du développement de {x + y)*> multiplions par 4 les deux membres de Téquation (2) et ajoutons, membre à membre, avec TéT^àtion (1), nous aurons
(3 (a? + y)4 - \^x^yt = (a + 46) {x + y)\
Posons maintenant
X'\- y'=zUy xy =:v ;
*les équatioiis (2) et (3) deviendront
et en éliminant u* entre ces deux dernières équations, on a une équation du second degré en v.
Deuxième méthode. — Par remploi des coeffiaèent^ indéterminés. — Multiplions les équations (1) et (2) respectivement par des coefficients indéterminés X et p, puis cherchons à déterminer X et /A de manière que le premier membre de la nouvelle équation, qui est homogène par rapport à a? et y, soit, comme le second, divisible par x ^y. Ce premier membre est
>(x* + y* — x^y*) +i»xy{x — j/)« ;
en appliquant la remarque du n* (224), on voit que le polynôme précédent doit être nul quand on y remplace œ par — y, et on trouve ainsi la condition
l — 4ft = 0.
On peut îjj^reùdre ^ égal à 1 et X égal à 4, c'est-à-dire que, pour mettre en évidence le facteur a? + y dans le premier membre de la nouvelle équation, on multipliera par 4 les deux membres de Téi^uation (I) et oh ajoutera, membre à membre, avec l'équation (2^ On obtiendra de cette manière l'équation
4(^ + 2/«) (x + y) - 3xy{x + yf = (4a + 6) (a: + y^
QUESTIONS D'AI^GÈBRE ÉLÉMENTAIRE
OU encore
{x + yy (4a?* -f 42/« — 7xy) = (4a + b){x + «/)«.
On voit bien que le facteur x-^y, et même son carré, est mis en évidence dans le premier membre de l'équation précédente. On est maintenant ramené à résoudre l'un des deux systèmes
x + 2/ = 0, ^2/(^ — y)*=6(^ + y)*, ou
4(x* 4" 2/*) — T^y = a -|- 4fe, xy{or — y)* =: b{x -j- y)*.
Le premier système donne œ et y égaux à zéro. Pour résoudre le second, on pose x -{-y et x — y respectivement égaux kîs et 2t. On obtient ensuite facilement les expiessions de a:*-f ï* et ary en 5 et ^ au moyen des formules (2) et (3) du n® 162, et en les substituant dans les deux équations précédentes^ on a deux équations en * et ^ que l'on résout facilement.
Troisième méthode. — En désignant par t la quantité
±yj xy et changeant b en 6', on pourra écrire la seconde équa* tion sous la forme
et l'on en déduit
En multipliant les deux termes de — successivement par x et
y et remplaçant œy par ^*, on aura (4) ^. = _A£L2., y.=_J__.
Si maintenant on substitue dans l'équation (li les valeurs de ^*> y*> fit ary tirées des formules précédentes, on arrive à l'équation bicarrée
Exemple IX. — Résoudre le système
(1) i^ + y^) 'x + y)=aix* + y^),
(2) ir* + y* - 3xY = ^(a:* + 2/*).
Multipliant les deux membres des deux équations, respective-
ment, par les indéterminées )i et f* et ajoutant, on a dans le premier membre le polynôme
que nous représenterons pour abréger par P.
On va maintenant disposer des indéterminées > et ft de manière que le polynôme précédent soit divisible par x' + y* : le problème est toujours possible, comme on va le voir.
Considérons x* -}- y^ comme le produit des facteurs imaginaires ar -|- yi, X — yi, et cherchons quelle relation doit exister entre > et pt, pour que le polynôme P soit divisible par X — yi. Pour cela, il faut écrire qu'on obtient un résultat nul en substituant yi à la place de x dans le polynôme (Remarque à la suite du théorème IJI (224)). Or la quantité i disp'araît dans le calcul, et Ton trouve la condition
2X + 5fx = 0.
Si l'on avait substitué x -{- yi^ le résultat eût été le même ; on peut donc être sûr que, si > et fx satisfont à la relation précédente, le polynôme P sera divisible par x* -|- y^. On prendra, par exemple, l égal à 5r et pt égal à — 2.
Cela posé, multiplions respectivement par 5 et 2 les deux membres des équations (1) et (2), et retranchons, membre à membre, nous aurons
{x^ + y') (3(^» + y*) + ^xy) = (5a - 26) {x^ + y'),
et Ton est ramené à résoudre les deux systèmes de deux équations
x* + y* — *3x^y = 6(x* -f y«) , 3{x^ + y") + ^xy = (5a - W).
Le premier donne évidemment x q\, y égaux à zéro. Pour résoudre le second, on pose
œ + y = Uj œy = Vy
et Ton exprime œ^ + y^ et co* + y* en fonction de uetv à l'aide des formules du n° 81. On arrive ainsi aux deux équations
u^ + è^i _ 2(2 u« — fe)î; - i;« = ,
et en éliminant v entre elles, on obtient une équation bicarrée en u.
286 QUESTIONS D'ALGËBRB ÉLÉMENTAIRE.
Exemple X. — Résoudre le système
Premiéhe méthode. — Posons, comme il a été dit au n^ 232
x = s{t+\), yz=s{i—l).
En substituant les expressions précédentes de x et y dans les équations données, on a
As*t%t* + S) = a, 45^(3^+1) = 6,
et en éliminant s
tout est donc ramené à résoudre une équation bicarrée.
DEUXIÈME MÉTHODE. — Suivaut la méthode du n* 234, on déduit des équations proposées l'équation homogène
et Ton pose x égal à zy. Alors en substituant zy k x dans l'équation précédente, on a pour déterminer z l'équation réciproque
Remplaçant maintenant x par zy dans Téquation (1), on aura
et, par 3uite,
Exemple XI. — Résoudre le système des trois équations
(1) a^+y* + iFy=cS (2) a?« + z« + a?z=6«, (3) y^ + z^ + yz = a\
Première méthode. — En retranchant, membre à membre, les équations (1) et (2) puis les équations (1) et )3), on a
ly—z){x + y-]-z) = c^^b^' {x—z){x + y+ z)=c^^a\
et en divisant ces dernièrçs équations, membre à membre, et ordonnant, ou obtient
(3) (ta — c«)ar + (c« — a^)y + (a« — b^)z = 0.
Si maintenant on tire la valeur de z de cette équation et qu'on la substitue dans les équations [i; et (2), ou aura deux équations du second degré en œ et y qui ne contiendi'ont pas de termes du premier degré, alors en éliminant y entre ces deux équations, on arrivera à une équation bicarrée en x. On achèvera ensuite facilement le calcul.
Deuxième méthode. — On déduit toujours des équations données Téquation (3) ; mais comme cette dernière équation est homogène en a?, y, z, on élimine les termes connus ft* et c* entre les équations (1) et (2) pour obtenir une seconde équation homogène par rapport aux inconnues. On a ainsi
(4) (è« _ c«) a?« + éY — ^*2« + b*xy — c*œz = 0. . Posons
alors les équations (3) et (4) peuvent être remplacées par les suivantes
(6) (fc« — c«)u + (c* a> 4- a« — 6« = 0.
(7) (62 _ c«)u« + bHA + b^uv — chi — c« = 0,
et l'on est ramené à résoudre un système de deux équations à deux inconnues, dont Tune est du premier degré, et l'autre du second. On en tirera pour u et v deux systèmes : u\ v' ; w'^ î/, et à cause des équations (5) on aura
x' = w'2, y = v'z ; oc" = u"z^ y^' = v^'z.
En remplaçant enfin dans réquaUoa(l) x' et y' par u'z et t/z, on aura deux valeurs correspondantes de z qui seront données par la formule
on aura de même les valeurs de z qui correspondent à t/''
et v".
Troisième méthode. — par M. Bardey C). — Posant
ar + y + z = 5 , xy + xy-]ryz = tj
(*) Tirée de Touvrage allemand : Équations du second degré, par M. Bardey. Cet ouvrage m*a été utile pour la rédaction du chapitre et sur-, tout pour le choix des exercices qui le terminent.
Oii peut mettre les équations données sous la forme
Mais si l'on ajoute, membre à membre, deux des équations, et qu'on en retranche la troisième, on a
^^ i 2sz = a» + 6« — c* + «.
Si alors on ajoute, membre à membre, les équations (2), on obtient (3) 25« = a* + fc« + c«+3^
Multipliant maintenant les équations (2), deux à deux, ajoutant les trois équations obtenues, membre à membre, et posant
(ftï -f. c» — a«) (a« -f c« — 6«) + (a* + c' — V) (a« + &» — c')
on a
Éliminant enfin % entre les équations (3) et (4), on obtient une équation bicarrée pour déterminera : le calcul s'achève ensuite facilement.
On peut remarquer que la quantité désignée par m* représente seize fois le carré de la surface d'un triangle qui aurait pour côtés a, 6, c.
DE LA TRIGONOMÉTRIE
^40. Résolution p»r la Géométrie. — Je Vais donner
deux exemples.
Exemple I. — TTou'\)er une solution de l'équation
Construisons un triangle dont les côtés soient a, 6, c. (On
suppose d'abord que le plus grand des trois nombres ûf, b, c
soit plus petit que la somme des deux autres). Si l'on suppose
^ que X soit égal au diamètre du cercle circonscrit au triangle,
, les trois radicaux seront respectivement les doubles des dis-
tances du centre du cercle circonscrit, anx trois côtés du triangle, et, par suite, le premier membre sera égal à 4 fois la surface du triangle ou 4S. Si donc on satisfait à Téquation proposée en prenant pour x la valeur du diamètre circonscrit au triangle, on devra avoir
abc
or c'est ce qui a effectivement lieu, d'après la foi-mule connue en Gréométrie.
Mettant maintenant dans la formule précédente pour S sa valeur connue, on voit qu*on a une solution de l'équation proposée en prenant la valeur de or donnée par la formule
abc
2\/p{p~a){p — b){p^c) Dans laquelle on a posé
11 est évident d'ailleurs que la condition relative à la grandeur des quantités a, 6, c peut être écartée, puisqu'il n'eu est tenu aucun compte dans la vérification d'une identité.
Exemple II. — Résoudre par la Géométrie les équations
j;« + y* + wy = c^, a:* + ig* + irz = 6*, 2/« + z*+yz = aV
OQ construit un triangle dont les côtés sont a, 6, c, (même remarque que dans le problènie précédent)/et on détermine un point d'où l'on voie les côtés du tiiangle sous des angles égaux, ou deux des côtés sous des angles de 60* et le troisième sous un angle de 120**. Kn désignant para?, y, z les distances du point cherché aux trois sommets, on reconnaît facilement que ces nombres satisfont aux équations proposées : seulement dans le second cas de figure, il faut donner des signes positifs ou négatifs à œ, y, z. Je renverrai pour le développement de la méthode aux Questions de Géométrie, page 95.
t38. Résoliitl4>ii des équations par la Xrl|$onoiiié«
ipie* — Je donnerai encore deux exemples.
.m QUESTIONS D'ALGÈBRE ÉLIilMENTAÎRE.
Bxi^tfPLB I. — Soit à résoudre le système
Construisons un triangle dont les côtés soient a, 6, c, et soient A, B, G les angles respectivement opposés. Posons
(2) x = d cotg V, t/ = d cotg fA,
V et fA étant des angles que Ton prend pour inconnues auxiliaires et qu'on peut toujours supposer plus petit que 90*. Mettant daûs les équations proposées à la place dex et y les
expressions précédentes; et y remplaçant les rapports — et
— par les rapports des sinus des angles opposés, on aura
sin' B
1 + cotg» V = -^r^j^ (cotg fi + cotg v)«,
. f a siu' G ,
1 + cotg» ^ = g.^,^ (cotg ^ + cotg v)^
En substituant ensuite aux cotangentes les rapports des cosinus au sinus et extrayant lefe racines carrées des deux membres, on pbtieiidrâ
sin fi sin B sin v sin G
sin (fA + v) ~ sin A ' sin (f* + v) ~ siii A *
Mais si Ton appelle 1 un angle supplémentaire de Tangle f* + V, les équations précédentes peuvent s'écrire :
' V sin X sin u sin v
- - ^!II^ .■![■- -^ - ■ - - ^^_^ ••*•> ■■■■■■ ■ *■■ Il
• sin A sin B sin G ' .
et <^a concevant un triangle dans lequel les angles soient >, ft, vetleè cotés opposés a\ b\ c\ on aura
a^ 5:l_il
Les deux triangles auxiliaires sont donc semblables, et les angles X, pi, v sont respectivement égaux à A, B, G. On peut maintenant remplacer dans les formules (2) •» et fi, par C et B, ejt l'on a . • -
X = d cotg, C y=^d cotg B.
Mais des formules connues eu Trigonométrie
2S c^ = a* + 6* — 2a6 cos C, sin C = —7- .
ao
(S est la surface du triangle.) On déduit
cotgC = —!:__ .
de même ox\ a
cotg B =
4S on arrive donc finalement aux deux formules
dans lesquelles
4S =V(a + fr + c)(6 + (; — a) (a + c — 6) (d-f-6- c) . ExEMPLB II. — Résoudre le système des équations '
les coefficients 9, r , ^ étant assujétis à la relation
Accentuons dans les équations les lettres x^ y, z, a, b, 0, puis remplaçons respectivement j?'*, 1/", 2'*, a", ô'*, c'*par x^y^z^a^bjC. Alors ces dernières lettres pourront être considérées comme représentant des droites.
Cela posé, en admettant que le plus grand des trois nombres a, bj c soit plus petit que la somme des deux autres, on pourra construire un triangle dont les côtés soient mesurés par a, 6, 0. Soient A, B, C les angles du triangle, 2p le périmètre, a, j3, 7 des angles donnés, >, f», v des angles inconnus, ou j(KHirra écrire :
(3) a :=:p sin* a, ft = p sin^ p, c = p sin* 7,
(4) X = p cos* >, y =^p cos* f*, 5 = p cos* v.
Les trois premières équations ont lieu en vertu de l'équation (2), car on en déduit la relation connue
Les équations (3) définissent et permettent de calculer toujours les trois angles «, /3, 7, puisque a, 6 et c sont plus petits que p. Enfin les équations (4} définissent les angles >, fi, v qu'on prend pour inconnues aujisiliaires. Il est clair d'ailleurs qu'on peut, sans restreindre la généralité de la solution, supposer que les six angles «, ^, 7, >, f*, « sont tous aigus.
Ces explications préliminaires étant bien comprises, substituons dans la première des équations (I) modifiée, comme il a été dit, les valeurs des quantités qui y figurent, telles qu'elles sont données par les neuf formules écrites plus haut : on aura
cos' l + cos* f* + 2 I / tg — tg -^ cos > cosft = sin^ 7.
Mais la Trigonométrie donne
et en remplaçant dans l'équation précédente I / *g "ô" *g "9"
par cos 7 et siij' 7 par 1 — cos* 7, on obtient
cos*>-|-cos'/A+cos*7-|-2 cosX cosfA COS7 = 1 , et on a de même 5)cos'X-|-cos'¥+GOS*8-|-2 cosX cosv cos]3 = I,
COS*fA-f^OS'v-j-COs' a-f-2 COS/A cos V cos a = I .
Les six angles qui figurent dans les équations précédentes étant tous aigus, on sait par la Trigonométrie qu'on ne peut satisfaire à ces équations qu'en posant
îi-t-p + 7=l80% X + v + |3=180% p + v-f« = l80S d'où l'on déduit
2X=180*'— (i3+7-«), 2/ii=180M«47— P), 2v=l80M«+P-7)' Maintenant on a
^ = p cosn = -^^— i-^ L = Z.(|_cos(p + 7-«),)
et un calcul analogue doane y et z. Ou aura donc la solution tfigonométrique du pit)blème par les formules suivantes :
^ = -|-(l— cos(i3 + v— «), y = -f-(l— cos(a+7— ^), (6) ^ "^
seulement, il ne faut pas oublier qu'on doit y remplacer ar, y, z parx*, 2/*, jï', etc..
Mais, dans la question proposée, la Trigonométrie n*est qu'une intermédiaire ; on veut trouver les valeurs des inconnues en fonction des quantités données a, é, c, ç, r, t. Cherchons, par exemple, la valeur de x ; on a d'abord en faisant les changements de lettres convenables
et si l'on remplace dans la première des formules (6) x par a?*, il vient
x^= — -Ï-— ï— (f— cos{i3 + v — «)).
Heste à trouver la valeur de cos (|3 -}- v — «)• Or en vertu d'une formule connue (Questions de Trigonométrie 24), on a
cos(p + 7 — «) = cos«cos]3 cos7 + sina sin]3 cos 7
* 4" sin a sin 7 cos jS — sin j3 sin 7 cos a,
et il n'y a plus maintenant qu'à remplacer dans le développement précédent les sinus et cosinus des trois angles a, j9, 7 par leui's valeurs tirées des formules (3) où Ton remplace a\ 69 c par a*, 6*, c*.
DEGRÉ
t49. Pour préparer les élèves à la théorie générale des équations qui doit leur être expliquée plus tard, on leur propose souvent certaines questions sur les équations du second degré.
Je vais ici en traiter quelques-unes.
PuoBLÈMB I. — Quelle relation doit-il exister entre les coef--
fldents de l' équation gânérale du second degré pour que Vunt des racines de cette équation soit double de l'autre.
Prbmiâre méthode. — Soit Téquation générale du second degré
ax* -\-bX'\- c=zOy
et x\ et a/' ses deux racines ; on exprime les conditions du problème par les trois équations.
(J) aa?'«+fc<+c=0, (2) ax''+6ar''«+c=0, (3) x''=23^,
et la question est évidemment d'éliminer entre elles les deux racines œ' et x^^. Pour cela, remplaçant d'abord dans l'équation (2) x'^ par 2ar', on a
(4) Aax'* + 26d/ + c = 0,
et il resté à éliminer x* entre les équations (1) et (2). A cet effet, on déduit des équations (1) et (4) une équation qui ne contienne plus x'*, en multipliant par 4 les deux membres de la première et en retranchant, membre h membre avec l'équation (4) : on a ainsi
(5)* 2iar' + 3c = 0.
Si Ton tire maintenant de cette dernière équation la valeur de x' pour la substituer dans l'équation (1), il vient enfin
c{9ac — 2b*) = 0, ou
(6) c=0, (7) 9ac— 26« = 0.
Quand c est égal à zéro. Tune des racines est nulle ; mais il doit en être de même de l'autre qui est double, et, par-suite, b est aussi égal à zéro. Or, quand 6 et c sont nuls, Téquation (7) est satisfaite : elle exprime donc, à elle seule, la condition nécessaire et suffisante.
Deuxième méthode. — On se sert des relations entre les coefficients et les racines. On a
et si l'on remplace dans les deux premières équations, j/' par 2x\ il vient
ia ' a\
et en éliminant x* entre ces deux dernières équations, on retombe sur l'équation (7).
Problème IL — Jrt^y^ver la relçtlpm qui doit exister entre les coefficients de deux équations du second degré pour qu'elles aient une racine commune-
Soient les deux équations
(1) ax* + bx + c = 0, (2) a'x^ + l/x+& = 0.
La racine commune satisfera aussi à l'équation, qu*on obtient en multipliant. les équations (1) et (2) respectivement par o' et a et les retranchant membre à membre, c'est-à-dire à Téquation
(3) [aV — ba')x + ad — ca' = 0.
Il ne reste donc plus qu'à tirer la valeur de x deTéquation (3) et à la substituer dans Téquatiôn (1) : on obtient ainsi la relation demandée
a[a& — ca'Y — b{ac' — ca') [ab' — ba') + c[ac — ça']*.— Q«
On aurait pu aussi, pour résoudre la question, se servir des relations entre les coefficients et les racines, mais les calculs sont moins simples.
Problème III. — Trouver UY\e équation du second degré dont les racines surpassent d'un nombre connu h les racines d'une équation du seco7id degré donnée.
Prkmiére méthode. — Soit l'équation donnée
(i) ax^-{'bx + c = 0.
Si Ton désigne par y Tune ou l'autre des deux racines de Téquation cherchée, on aura
et en remplaçant dans cefte formule x successiveiJQ^t par les deux racines a:' ela/^ de l'équation (1), on calcplçr^ Içs j^apjies 1/' et y^' de l'équation demandée. Mais de Téquatipa (2) on!tire
et en remplaçant dans l'équation (1) x par y — /i, on ^ura Té-, quation demandée
(3) ay^ + (fe - 2«A)î/ + aA« — 6A + c =i 0.
Deuxième méthode. — On se sert de la relation entre les cofficients et les racines : on a
et, par suite, à cause de la relation (2)
y/ ^ yff^2h=^, vY- h{y' + I/O + A» =-^ .
Ou tire de là
, , ,, b — 2ah . „ ah^ — bh + c
et on arrive encore à l'équation (3).
AU PREMIER
»48. Si Ton désigne par P et Q deux polynômes entiers et rationnels par rapport à une variable x, et qu'on ait à résoudre une inégalité
on peut toujours remplacer cette inégalité par la suivante :
puisque, d'après la règle des signes pour la multiplication et la division, le produit et le quotient de deux quantités P et Q ont toujours le môme signe. Ainsi, si l'on propose de résoudre les inégalités
on leur substituera les inégalités
(a? — 2)(ar — 3)>0, (a?«— 5x + 6) (ar« + 5iP+6)> 0.
944. On a vu que la résolution de l'inégalité du second degré revient à celle d'une équation du môme degré : il est facile de voir qu'il en est encore ainsi pour une inégalité d'un degré quelconque, à une seule inconnue. Ici, nous supposerons qu'il s'agit seulement des inégalités qui conduisent à des équations du quatrième degré que nojis savons résoudre.
On a pu remaïquer que dans ces équations le nombre des
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racines imaginaires est toujours pair ou nul, c'est-à-dire qu'il estO, 2 ou 4. Soit
l'inégalité à résoudre, et soient XJ^y x^j x^^ x^ les l'acines de Téquation du quatrième degré qu'on obtient en égalant P à zéro. 11 y aura trois cas à considérer.
Premier ea«. — Les quatre racines X|, Xj, X3, X4 sont toutes réelles. — (On suppose qu'on les a nommées dans Tordre de grandeur croissante). En appelant A le coefficient de x^ dans P, On pourra écrire:
P := A{x — x^) {x — X2) {x — x^) {x — Xj^).
Je supposerai, pour fixer les idées, que A soit positif. Si Ton donne d'abord à a? la valeur — 00 , les quatre derniers facteurs étant égaux à — 00 et leur nombre étant pair, le polynôme P sera égal à. -f- °° • Faisons maintenant croître x depuis — oo jusqu'à x^, la variable x étant plus petite que toutes les racines, tous les facteurs sont positifs et, par suite, P lui-même. Lorsque X est égal à x^ le polynôme s'annule; mais dès que la variable X a dépassé x^ et tant qu'elle reste inférieure à Xj, le polynôme P est devenu négatif, parce que x — x^ a, changé de signe tandis que les autres facteurs, au contraire, n'en ont pas changé. Lorsque x atteint x^ le polynôme s'annule, puis devient négatif dès que x a dépassé x^, et eu continuant toujours de même, on voit que P change de signe toutes les fois que la variable atteint et dépasse Tune des racines.
Remarque. — L'explication qui précède suppose que toutes les racines sont inégales, elle resterait cependant encore la même, si ces racines étaient égales et d'ordre de multiplicité impair. Mais quand les racines égales sont d'ordre de multiplicité pair, le polynôme . P ne change pas de signe lorsqu'il atteint et dépasse la racine. Ainsi, par exemple, le polynôme {x — 2)* (a: — 1) change de signe quand x passe par la valeur 2, tandis que le polynôme {x — 3)' (x — \){x — 2) ne change pas de signe quand x passe par la valeur 3.
On voit bien maintenjint comment on résoudra une inéga* lilé dans le cas qui nous occupe ; soit, par exemple,
l'inégalité à résoudre. (On suppose que la décomposition du polynôme P en facteurs a déjà été faite).
11 est clair, d'après la discussion qui a été donnée plus haut, que l'inégalité sera satisfaite pour toutes les valeurs de x plus petites que 1 , pour les valeurs de x comprises entre 2 et 3, et aussi pour les valeurs de x plus grandes que 4. En un mol l'inégalité (I) sera remplacée par les inégalités
»ecoii«i cfMi. — Deux des quatre racines X|, x^, x^, x^soni réelles et les deux autres imaginaires. — Les deux racines imaginaires étant toujours, comme on a pu le remarquer, de la forme a'\'bi ^ia — bi le produit des facteurs qui leur correspond dans P est ,{x — a)* + 6* et reste toujours positif : tout revient donc à discuter le signe du trinôme du second degré correspondant aux deux racines réelles.
Xroisiéme c««« — Les quatre racines x^, Xj, Xg, x^sont imaginaires, — On peut alors décomposer le polynôme P en deux facteurs {x — a)' 4" 6', [x — a')' -}- 6'* correspondant aux deux couples de racines imaginaires, et il est évident que le polynôme ne change pas de signe. L'inégalité proposée est donc toujours satisfaite ou impossible.
A+4.= i + l + iL
— L'équation admet b pour racine, et sans changer la forme.de l'équation, par un groupement de termes convenable, on met en é;vidence le facteur x — b.
— On met facilement en évidence le facteur 2a? + a + *•
— On met en évidence le facteur ^x-j-a-^-b en ajoutant les fraclions par groupes de deux, et on prend ensuite pour inconnue aùxiliaiie la quantité a?*H-a;(a + ^)-
m'a— a?)* + ^(^ x)^ ix -b) -{- p'a^xY (x
— On prend pour inconnue auxiliaire le rapport ^""^ .
aj—
(a!*+a5'+l)(aî*-x»+l) ..„ (x '+l)(aii'-l) _
— On prend pour inconnue auxiliaire le produit x }J a — x* .
\ia-x)^ + y{b x)^
— Au lieu d'employer la méthode du a* 232, on peut aussi rt»préseuter les deux radicaux par x et y, et prendre pour inconnues auxiliaires y-\- z ei yz.
^ a — aî.3 -f- y/ (œ - 6)» =-3^
^(a— a?J(aî b]
X* - 2/* = ^^Vy (^* + 2/*^* = ^^®' "" ^'l
53. (aî+^)» = a(a?«-f 2/'), x* + 2/* = %* + 2/'|. C^36) 51. aî* + y* = a(aî«4-i»y + 2/*)» (aî+2/)(oB» + 2/»|=6(aî^+aî2/-»-2^)^ - En employant la méthode des coefficients indéterminés on arrivera à Téq nation
X I "îi
et l'on prendra pour inconnue auxiliaire — —2- .
. . N aj» + 6aîi/* + raî«2/«+ cx^y^ +, 6^2/* + 1/» = 6 .
ro { {a + b)x^ + ayx^ + ay*x + la+b)y^:=ib.
^' \ xy^a,
.57. V^+\/a-^H^-2/)==«i ^x{\^y)+yjy(\-x)^b.
- On devra résoudre le système à la fois par TAlgèbre et la Trigonométrie. ^ , .
(l+a^)(l+V) ^n. Ji±f!lâ±^ = 6.
^»- (l-a;)ll-t/) " (l-a)Ml-2/)*
aî« — y« _ __. a?^ — 2/* -, ^ L.
x(x + y+z) = a*, y(x + y + z)=ib\ z(a?4-i/4-z)=c
64. (x+y)(x+z)=a, (x+y)(y+z)=b, {x+z)iy+z)=c. (X + y)(z + w) = a, (x + zy(y + u) = 6,
+ y){ 2/+ X) = c, aî« + 2/' + ^" + <*' = rf.
66. a;* — (i/ — 2)* = a, y* — (oî — «)• = 6, «• — (« — y)* = c.
67. a?« + (y-if)« = a, y* + (a? - jzr)» = 6, z» + (a? - 1/)» = c.
— On s'appuiera sur Tidentilé (3) (162) pour transformer les premiers membres en d'autres sommes de carrés.
68. 05 + 2/ 4-^ = a. œ* + i/* — ir* = 6, x^ -}- y^ -{- z* = c»
l a?« + i/« = 2a, :8« + u« = 26, ^^- ( xz + uy = %c, xu + yz=:^Sd.
—En ajoutant, membre à membre, les deux dernières équations, on a
(^ -4- 2/) (« + 1*) = 8(c + rf),
et l'on est conduit à poser
x-j'yz=2s, 05 — 1/ =-2/, z + w = 2j(', z — 'U = 2«^
5, ^ s\ l' étant des inconnues auxiliaires. On trouve les valeurs des produits ss^ et iV par* des équations du premier degré et le calcul s'achève ensuife fa ilement.
70. Trouver 4 nombres en progression arithmétique, connaissant leur somme et là somme de leurs carrés. — Généralisation. — On suppose que le nombre des ti rmes de la progression est un nombre pair quelconque.
— On prendra pour inconnues la demi-somme et la demi-différence des deux termes du milieu.
71. Trouver 5 nombres en progression arithmétique, connaissant leur somme et la somme de leurs carrés. - Étendre la solution au cas où le nombre des termes est un nombre impair quelconque. *
— Un prendra pour inconnues le terme du milieu et la raison.
72. Trouver 4 nombres çn progression arithmétique, connaissant leur somme et celle de leurs inverses.
73. Trouver 5 nombres en progression géométrique, connaissant la somme 2a des termes de rang pair et la sonme 26 des termes de rang impair.
— Si on appelle x le troisième terme, le second et le quatrième seront
a — V û' — a?» , a + V a* — x* et Ton aura deux expressions de la
raison : ' , ,—z ;-, etc.
7\. Trouver des nombres en progression géométrique, connaissant
leur somme, la -somme de leurs carrés et la somme de leurs cubes ou
de leurs cinquièmes puissances.
EXKRCIOES. :J03
75. Trouver 4 nombres en progression géométrique, connaissant les sommes des moyens et des extrêmes et la somme des produits qu'on obtient en multipliant entre eux les antécédents ainsi que les conséquents.
QUI S'Y RAMÈNENT
76. Trouver la condition qui doit être remplie par les coefficients d'une équation du second degré, pour que la différence de ses racines soit égale à un nombre donné.
77. Étant donnée une équalion du second degré, en former une autre dont les racines soient égaies aux produits des racines de la première par un nombre donné.
78. Trouver les coefficients d'une équation du second degré, connaissant la somme des carrés des racines et le quotient de la somme de leurs cubes par leur somme.
79. Calculer les coefficients d'une équation du second degré, connaissant la somme dos carrés des racines et le quotient de la somme de leurs cinquièmes puissaiices par la somme de leurs cubes.
80. Étant données deux équations du second degré qui ont respectivement pour racines, la première, aetp, la seconde «' et p'. On propose de calculer en fonction des coefficients des deux équations la quantité
PO (P - «0 (P - PO
— Les deux équations données étant
ax* + bx + c=2 0, a^x* + b'x + c' = 0,
de l'identité
ax* -f ^^ + ^ = ^(^ — «)(«— p), on déduit
â«'* 4- 6«' -h c = û(«' — «) («' — p), ap'« -^bp' + c^ a(P' ~ «) (P' - P),
et l'on est ramené à exprimer en fonction de a\ b\ d tes quantités
81. Trouver une formule, analogue à la formule générale du n^ 81, pour calculer la somme des mêmes puissances des inverses des racines d'une équation du second degré.
— On pourra trouver la nouvelle formule en divisant par x'*^x"*** les deux membres de la formule générale (81).
82. Étant donnée une équation du second degré, former une équalien du quatrième degré qui ait pour racines les racines de l'équation donnée et leurs invcrsi's.
83 Calculer les sommes des mêmes puissances des raciues d'une équation bicarrée jusqu'à la sixième inclusivement au moyen d'une formule analogue à la formule générale (81) On vérifiera 'à l'aide de la formule, que les sommes des puissances impaires des racines sont toutes nulles.
84. Démontrer que, si Ton désigne par m et n deux nombres de même signe, et par a, b, c des nombres réels quelconques, réquatîon
a toujours ses racines réelles.
—Ou fera la démonstration : l^en substituant des nombres convenablement choisis et appliquant le théorème I (93) ; 2 en faisant voir que Péquation ne peut admettre aucune racine de la forme a -f- bi.
Démontrer que l'équation
(a* + b* + c*)x* — 2(aa' + bb' + cc')x + a'» + 6" + c'» = a ses racines imaginaires, sauf dans le cas où l'on a
86. Démontrer que, lorsque b* — ^ac est négatif, les équations (6* - 4ac)aj2 - 2.2ac' + 2ca' - bb')x + 6'* — Wc' = 0,
(aô' - ba^)x^ — 2{ac' — ca')x + 6c' - cb' == 0,
ont toujours leurs racines réelles.
— On s'appuiera sur les identités des n°» (173) et (174).
87. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent être remplies par les coefficients d'une équation du troisième ou du cinquième degré pour qu'elle soit réciproque. — Résoudre alors l'équation.
88. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent être remplies par les coefficients d'une équation du quatrième degré, pour que les racines ne changent pas par Te changement de x en
dans l'équation. Résoudre réquatîon qui satisfait aux condi-
tions trouvées..
89. Trouver qnelle relation doit exister entre les coefficients de deux équations réciproques du quatrième degré pour que ces deux équations aient deux racines réciproques communes.
— Ayant réduit à l'unité les coefficients de x^ dans les deux équation?, et désignant par y le produit des racines communes, on identifiera les premiers nombres des deux équations respectivement avec les produits
(aî« — 2/^+1) (a?a — y'x + 1), {x^ - yx + I) (a?« — y^'x -j-l),
et OIT voit fecitement qu'on est conduit à se servir de la relation qui exprime que deux équations du second degré ont une racine commune.
RÉSOLUTION d'inégalités D'UN DEGRÉ SUPÉRIEUR AU PREMIER.
On propose de résoudre les inégalités suivantes :
CHAPITRE VII
MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES ET SPÉCIALEMENT DES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE, LORSQU'ON EST RAMENÉ A DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE SEULE INCONNUE
Je vais prendre pour guide, dans ce chapitre, l'Arithmétique universelle de Newton.
— La règle du n*^ 32 est applicable à tous les problèmes, quelle que soit leur nature, mais quand il s'agit spécialement des problèmes de géométrie, quelques nouvelles observations doivent être faites.
Après avoir tiré, s'il est nécessaire, quelques droites ou décrit des cercles pour mettre en évidence les propriétés de la figure, on aura surtout à faire usage des théorèmes sur les lignes proportionnelles et les figures semblables, du théorème de Pythagore sur les triangles rectangles et des propositious qui s'y rattachent, telles que les théorèmes sur la somme et la différence des carrés des côtés dans un triangle. On emploiera aussi le théorème qui exprime une relation entre le produit des diagonales d'un quadrilatère inscriptible et ses côtés, et les divers théorèmes sur les tangentes au cercle.
Dans un problème d'application de l'Algèbre à la Gléométrie, il s'agit, en général, de déterminer la position de points ou de droites au moyen de certaines longueurs qui peuvent être considérées comme inconnues auxiliaires. Mais le choix des longueurs de droite peut être très-varié, et la simplicité delà solution en dépend. Je dirai seulement ici, avec Newton, qu'en général on doit prendre pour inconnues les longueurs qui ont un moins grand nombre de valeurs, parce que le degré de
1 équation du problème en est d'autant plus simple. Quant à reconnaître d'avance le nombre des valeurs de l'inconnue auxiliaire, c'est à quoi l'on parvient ordinairement sans difflciilté par une étude quelque peu attentive de la figure.
Une fois le problème mis en équation, il est possible que la vue des équations suggère l'idée de certaines combinaisons ou de remploi d'inconnues auxiliaires. Alors tout ce qui a été dit n^S30 et suivants est applicable.
Je passe maintenant aux exemples.
«4G. Problème I. — Connaissant trois côtés d*un quadrilatère inscriptible dans un demi cercle^ calculer le diamètre du cercle circonscrit^ lorsque deux des côtés donnés sont
égaux.
Pour pouvoir suivre Nevsrton de plus près, je supposerai d'abord que les trois côtés donnés sont quelconques. On trouvera, il est vrai, une équation du troisième degré, mais en y rétablissant l'hypothèse que deux des côtés donnés sont égaux, on sera ramené à la résolution d'une équation du second degré.
Newton donne plusieurs solutions du problème en prenant toujours la même inconnue, et il a ainsi voulu montrer les divers partis qu'on peut tii*er des propriétés d'une même figure.
Première méthode. — Soit ABCD (flg. 28) le quadrilatère cherché dont les côtés donnés AB, BC, CD sont désignés, respectivement, par a, 6,'c : le quatrième côté AD est le diamètre inconnu que nous appelons x. Tirons la diagonale BD et abaissons BE perpendiculaire sur le prolongement de BC.
Les triangles rectangles BCE et ABD étant semblables, on a d'abord
Les mêmes triangles donnent aussi
BD« = ar« — a*, BE =h^
on a ensuite dans le triangle rectangle BDE
BÈ' = BD'-(CD + CE)^ = a.«-o«— ^— ^-c*.
et si Ton égale celle valeur de BD à celle qu'on a déjà trouvée, il vient
( 1 ) a?« — (a* + 6* -f c*)a? + 2abc = 0.
Deuxième méthode. — On égale entre elles deux expressions du carré de la diagonale BD. On a déjà trouvé une première expression œ* — a* ; pour trouver la seconde, il suffit d'évaluer le carré de BD dans le triangle BCD : on a ainsi
BD* = 6« + c« ^— ^.
L'éqoalion du problème est donc
2abc
w* — a* = fc* + c* —
et en chassant le dénominateur on retombe sur l'équation (1).
Troisième méthode. — On projette le sommet B en 6 sur AD et Ton prolonge BC jusqu'à sa rencontre en F avec AD.
Désignons la distance AF par y, et prenons-la pour inconnue auxiliaire :^ les triangles semblables ABF, CDF donnent alors
CF y — a? c
"v"~ BF ~T' d'où l'on tire
En écrivant que BC ou b est la différence entre BF et CF, on a une première équation
a*[y — a?) — c*y = abc, et Ton en déduit
Maintenant le triangle rectangle ABD donne
et, par suite, on a dans le triangle BAF
Égalant ensuite cette valeur de BF à celle qu'on a trouvée plus haut, on obtient
et en substituant dans cette équation la valeur de y donnée par 1 équation (2), on a lequation demandée.
Quatrième méthode. — Dans le quadrilatère ABCD oa mène la seconde diagonale AC, et Ton a
AC X BD = AB X CD + BC X AD
Substituant alors dans cette relation à BD et AC leurs .exprès-^
sions ^ X* — a* , V ^* — ^* ^"i se déduisent des triangles rectangles ABD, AGD, ou obtient
^ œ^ — a* . V ^* — c^ ^^ac-\- bXy et il ne reste plus qu*à élever au carré les deux membres.
Cinquième méthode. — On forme deux expressions différentes de la surface du quadrilatère, qu'on égale entre elles. Considérons d'abord le quadrilatère comme la somme des triangles ABD, CBD dans lesquels on prend pour bases AB et CD. Les hauteurs BD et BE ayant pour expressions, comme on
Ta déjà vu, V ^* — «* 6' — ^ » 1® quadrilatère a pour
mesure
{ax -j" bc) Va?* — g* 2x *
Mais on a immédiatement une seconde expression de la surface du quadrilatère, telle qu'elle résulte de la décomposition en triangles par la diagonale AC, en permutant les lettres a et c dans la mesure qu'on vient de trouver. La seconde mesure est donc
et, par suite, Féquation du problème est
iax-^bc) y] x^ — a* = [ex -{- ab) >J x^ — c^.
en élevant au carré les deux membres et supprimant le facteur commun (a* — c^)x^ on retrouve encore l'équation (1).
SixiàicE vÉTHODE. — Oo abaisse (fig. 29) B3 et GK perpendiculaires sur AD, puis CL perpendiculaire sur BG. On a d'abord dans le triangle rectangle BCL
CL' + BL*=fc«.
Mais en tenant compte de ce que les droites B6 et GK sont moyennes proportionnelles, la première, entre AG et GD, et la seconde, entre AK et DK, on a
d'un autre côté, on a aussi
Su X 30
Maintenant si Ton remplace, dans la première équation BL, et Gl< par les expressions trouvées, et qu'on fasse disparaître les radicaux, on arrive à l'équation
{x^ — (a« + è« + c^)xY — ia^b^d^ = 0.
Cette équation se décompose en deux autres
œ^ — (a« + 6* + c^)x — 2abc = 0.
a^^la*-^ 6«+ c^)x + 2abc = 0.
Mais x^ doit être plus gi and que a* -f- 6* -|- ^*» puisque dans
le triangle rectangle ACD, ou a a?' égal à c* + AG , et que,
Tangle ABG étant obtus, AG est plus grand que a* -f- 6* : alors. c'est la première équation qu'il faut prendre.
Cas ou deux des cotes donnés sont égaux.
. Solution indirectel — Il suffit de faire b ou c égal à a. Si b est égal à a, l'équation (i) devient
a^ — (2a* + c*)a? — 2a«c = 0, ou
ar(x« — c«) — Va*(x + c) = 0, *
et si Ton divise les deux membres de l'équation par le facteur X -{-c qui, égalé à zéro, ne donne pas de solution, on arrive à l'équation du second degré
0?* — ex — 2a* =ï 0;
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si 1*00 avait fait c égal à b, on eut trouvé de même
«oiution directe. — Nous allons choisir^ parmi les méthodes employées dans le cas général, celles qui s'adaptent le mieux aux deux cas particuliers, et nous y ajouterons quelques autres.
Première MÉTHODE. — Prenons d*abord la quatrième méthode du cas général qui s'appuie sur une propriété bien connue du quadrilatère inscriptible : elle s'applique aux deux cas particuliers.
Si Ton suppose d'abord c égalàdi^ le quadrilatère devient un trapèze isocèle dans lequel les deux diagonales ont pour
expression commune \/x' — a', et l'on a
x^ — a* = te + a', ou
a?» — te — 2a» = 0.
Si b est égal à a, Téquation est
et en supprimant le facteur commun a: -j-c, on a encore l'équation demandée.
Deuxième méthode. — Pour le cas où b est égal à a. — On forme comme dans la cinquième méthode du cas général deux expressions de la surface du quadrilatère, et l'on a
a«(ir + cY [x^ — a*) = {cx+ a»)* {x^ — c«).
Après la suppression du facteur x{œ + o) commun aux deux termes, on obtient l'équation demandée.
— La méthode est évidemment inapplicable dans le cas où c est égal à a.
Troisième méthode. — Pour le cas où c est égal d a. — Procédons comme dans la sixième méthode du cas .général. Seulement, le quadrilatère étant devenu un trapèze isocèle, on a GK égal à b. Alors on obtient immédiatement
pour équation du problème.
Quatrième méthode. — Pour le cas où b est égala a. —
3 12 QUESTIONS D'ALGÈBBË ËLÉlfENTAIRK.
Tirons (fig. 30) la diagonale AG et le diamètre BE qui coupe U diagonale en I. On a
AB* = BEXBI; Mais
BI = OB-OI=-y--|,
On a donc l'équation
949. Problème IT. — Calculer les côtés de Vangle droit d'un triangle rectangle ABC, connaissant l'hypoténuse BC et la somme des deux côtés de Vangle droit et de la hauteur AD qui correspond à Vhypoténuse,
Solution de Ne^vton. — Soient a l'hypoténuse, b la somme des trois droites AB, AC et AD,, et u la hauteur inconnue AD. On prend pour inconnue auxiliaire la différence AC — AB qu'on appelle y. Alors on a
AC + AB = ft - w, AC ~ AB = î/, et, par suite,
(1) AC=-^^::|±i^. xB^ ^-^-y ■
On a donc, d'après la propriété du carré de l'hypoténuse,
(6— u + t/)« + (6-w — 2/)« = 4a«, ou
Mais en égalant entre elles deux expressions du double de la surface du triangle, on obtient
AC X AB = au,
ou, en remplaçant AC et AB par les valeurs que donnent les équations (1),
(3) {b — u)* — 2/« = iau.
Si maintenant on ajoute, membre à membre, les équations (2) et (3), il vient
(4) u* — 2(a+fc)w + è«- a* = 0.
Cette équîation, qui est du second degré en m, fera connaître
cette quantité : on aura ensuite y par Téquation (2) et AG et AB par les formules (1).
Deuxième méthode. — Désignant maintenant par â; et y les deux côtés de Tangle droit, on a les trois équations
Élevantlapremièreau carré, retranchant, membre àmembre, avec la seconde et remplaçant ccy par au^ on trouve, comme plus haut, Téquation (4). Si ensuite on .multiplie les deux membres de la troisième équation par 2, qu'on retranche, membre à membre, avec la seconde, puis qu'on extraie les racines carrées des deux membres de l'équation obtenue, on a
X — y = yj a^ — 2au ;
et comme la première des équations données fait connaître x-\-y en fonction de w, on voit que, lorsque u est déterminé, X et y le sont aussi.
148. Problême UT. — Calculer les côtés d'un triangle rectangle^ connaissant la somme a des deux côtés de Vangle droit et la hauteur h.
Solution <ie iVevirton. — Soit X Thypoténuse et y la différence entre les deux côtés de l'angle droit AC et AB, on a
AC + AB = a, AC — AB = y, d'où
AC= '^- AB
Alors la relation connue entre les trois côtés d'un triangle rectangle donne
Mais en égalant entre elles deux expressions du double de l'aire du triangle, on a
a* — y* = khx.
Alors en ajoutant, membre à membre, les deux dernières équations, on obtient
a?* -f "îhx — a« = 0.
Le calcul s'achève ensuite facilement.
On trouve une autre solution avec discussion (Problème I, page 122).
MêB. Problème IV. — Dans un triangle ABC on donne le côté BC ou 2a, la hauteur h correspondante^ et la somme 2e des deux 'autres côtés AU et AC.
»oiuUon de iv^wton — Prenant pour inconnue la différence 2z entre AB et AC, on a
AB=e + 3, AC = e — z.
Par suite, si Ion exprime le carré de AB par le théorème connu, il vient
[e + z)« = {e—z)^ + 4a* ± 4a V [e — z^ — h\ ou
ez = a*±a y] [e — 2)* — h^,
et de là on déduit facilement
950. Problème V. — Calculer deux des côtés d'un triangle ABC (/î^. 31), dont les côtés BC, AB, AC et la hauteur AD forment une progression géométrique^ lorsque Vun des côtés^ BC par exemple^ est connu.
Solution de rveisirton. — Soient BC égal à a et les côtés inconnus AB et AC égaux à a? et y. On a d'abord par hypotlièse
AGxAB=BGxAD,
et en égalant entre elles deux expi'essions du double de la surface du triangle, on a aussi
BH X AC = BC X AD
BH étant la hauteur correspondante au côté AC : mais la comparaison des deux égalités montre que cette hauteur est- égale à AB, et que par conséquent le triangle est rectangle en A. On peut maintenant écrire les deux équations
X* -{• y* = a*, X* = ay^
qui étant retranchées, membre à membre, donnent
y ou AC est donc le plus grand segment du côté BC partagé en moyenne et extrême i-aison. On a ensuite x ou AB égal ^^ ay.
tfti. PuoBLÈxME VI. — Trois droites AB, AF et BD sont données de position [fig. 32), et forment par leur intersection un triangle ABC dont on désigne, comme à l'ordinaire, les trois côtés par a, b, c : on propose de mener une droite DE, telle que les segments EF et DF, interceptés entre les droites données y' aient des longueurs respectivement égales d d et e.
lioltition de iveiBirt;on« — On prend pour inconnue la longueur CF que Ton appelle x. Menons FG parallèle à BE : d'après un théorème connu de géométrie on a
CG=^, GF
Les cotés du triangle BDE étant coupées en parties proportionnelles par 6F, on a aussi
DG e
BG d '
et en remplaçant BG par la valeur qu'on vient de trouver, on obtient
od 11 vient ensuite, en tenant compte des valeurs de CG et DG,
bd
Remplaçant maintenant dans la première équation les quatre longueurs CG, GF, DG, CD par leurs expressions, on obtiendra, après la suppression d*un facteur commun, une équation du second degré.
La solution parla 't'riti.oiioaiétrie est très-simple,
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Adjoigoons à x, comme ioconaue auxiliaire, raagle DFG que nous appellerons X : on aura
^ _ esing + G ) ^ , i, _ rf sin a - A)
siD ' sm A
d'où
d sin g — A) e sin (> + G) _ 5 sin A sin G
On sera donc ramené à résoudre une équation de premier degré en sin > el cos X.
9ft9. Problème VIL — Une comète, ayant un mouvement rectiligne et uniforme, parcourt une ligne droite ED avec une vitesse constante : on demande de déterminer par trois obser^ vations la position de la route qu'elle suit
Soient, B, G, D (flg. 33) les trois positions de la comète vue du point A. Les angles BAD et BAC sont connus ainsi que le
rapport de BC à BD, et on propose de déterminer l'angle ABD. On voit que la question se réduit à ce problème de géométrie : On a vu d'un point A sous des angles donnés deux droites BG et GD, dans le prolongement^ l'une de l'autre, et dont le rapport est donné : on demande de trouver les positions relatives du point A et de la droite BD.
Sous cette forme, on reconnaît un cas particulier du problème de Pothenot, mais je vais donner la solution de Newton.
'ifoiution de iVeiBirton. — Tirous les trois droites AB, AG, AD, puis menons BH perpendiculaires à AB, et DH, DG respectivement parallèles à AB, AG. Soient aussi E et F les points où les droites AG, AD coupent BH.
DH
On. prend pour inconnue le rapport -^77- , car une fois qu'il
sera déterminé, on connaîtra l'angle HBD et, par suite, l'angle demandé ABD. Pour faciliter la mise en équation, on introduit aussi, comme inconnue auxiliaire, la longueur AB qu'on appelle x.
EB FR
Les angles D AB, GAB étant donnés, les rapports -r-^ et -^5-
Ad AB
sont connus : désignons -les par m et n. On aura
Bh=zmx, BF=nx.
r . BC , BE.
Le rapport -gg- ou son égal -5-;- est aussi connu ; si on le désigne par — , il viendra ;
m On a ensuite
GF = BG — BF == (r — n)x, FE = BF -^ BE = (n — m)x.
Maintenant^ les droites ÂE et AG étant homologues dans les triangles semblables ÂFB, HFD, on obtient
AB~ HD' BF"" FÎT
d'où l'on tire
^P _ AB X GF _ (r ~ n)ar
FE "~ n — m ' „„ BFxFG nir^n)x FE n - m
Il vient ensuite
n — m Enfin, la valeur du rapport cherché est donnée par l'équation
HP _ (r—n ) ,
BH n{r — m) ' ,
On peut retrouver par la Trigonométrie la solution obtenue par Newton. Soient a, p, x les trois angles GAfi, DAB, ABD : on a dans les triangles ABG, ABD -^
BG ^ sin g BD __ sin p .
AB sin {x+a) ; AB "~ sin (a? + p) *
Divisant, membre à membre, les deux équations et représentant toujours par — le rapport -kh-»^^ obtient
T Du
m _ sin {X + p) sin { x + «) cotg p + cotg x
"y sin jS * sin « cotg « + cotg a? '
et de là on tire
m cotg « — r cotg p
oolg x = : -2-i- •
En remplaçant dans celte formule cotg «, cotg p, cotg x, respective-
1 1 — HD ment, par — — , — zr=.— , on retrouve la formule de Newton. m n BH
M8. Problème VIII. — problème de Pnppu». — Étant données deux droites rectangulaires indéfinies XX' et YY' (fig. 34), on propose de mener ^ par im point G équidistant des deux droites^ une sécante^ telle que la partie interceptée entre les deux droites ait une longueur donnée.
En faisant tourner la sécante autour du point G dans un sens déterminé et à partir d'une position initiale, OC par exemple, on voit que dans les angles YOX' et XOY' la sécante prend toutes les valeurs, depuis zéro jusqu'à Tinfini, tandis que dans l'angle XOY elle décroît, depuis l'infini jusqu'à un certain minimum, pour croîti^e ensuite depuis ce minimum jusqu'à l'infini On conclut évidemment de là que le problème a toujours au moins deux solutions qui correspondent, chacune, à une position de la sécante dans les angles YOX' ou XOY', et qu'il a encore deux autres solutions dans l'angle YOX, lorsque la longueur donnée est supérieure au minimum dont on a parlé.
Première méthode. — iioiution de Ae^wton. — Soient b la longueur donnée, et a la longueur commune des distances CD et CE du point C aux deux droites XX', YY'. Prenons d'abord une position AB de la sécante dans Tangle YOX, et choisissons pour inconnue la distance OA que nous appellerons X : soit aussi posé OB égal à y. Le triangle rectangle AOB donne d'abord
(1) x^ + y*z=zbK
En exprimant ensuite que la surface du triangle AOB est égale à la somme des surfaces OGA, 0GB, on a immédiatement, après la suppression du facteur — ,
(?) (vy = a(x + y).
Il est facile de s'assurer que les équations s'appliquent à tous les cas de figure, si l'on considère x iîorame positif ou négatif suivant que le point A est à droite" ou à gauche de O, et de même y comme positif ou négatif, suivant que le point B est au dessus ou au dessous du point O L'équation (1) restant
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toujours la même, quels que soient les signes de x et de y, tout revient à faire la vérification pour la formule (2). Or il suffit pour cela de remarquer que, dans les deux angles YOX', XOY', le triangle OAB est égal à la difîerence des triangles OCA, OBG au lieu d'être égal à leur somme.
Cela posé, éliminant xj entre les équations (1) et (2), on obtient
^ ic* + 2ba^ + (&* — 2a»)a72 _ ^a'^bx — a«6« = 0.
Cette équation est du quatrième degré et a quatre racines qui correspondent aux quatre positions de la sécante. Pour la résoudre, on ajoute aux deux membres a^b^ + a*. Alors le premier membre devient un carré parfait, et en extrayant les
racines carrées des deux membres, on a
.^« + to — a« = ± a V â« + i^\
et on est ramené à résoudre deux équations du second degré.
Deuxième méthode. — Solution <ie i^e^wton. — Dans la méthode précédente on a trouvé une équation du quatrième degré qui donnait les quatre racines OA, OA', OA^', OA''' correspondant aux quatre positions de la sécante. Mais on comprend que, si Ton prenait pour inconnue auxiliaire une grandeur qui, pour les quatre positions de la sécante, n'aurait que deux valeurs, on tomberait, en général, sur une équation de degré moindre. C'est ce qui a engagé Newton à prendre pour inconnue la distance du point C au milieu I du segment compris entre' les droites XX', YY', cette distance n'ayant évidemment que deux valeurs différentes. Soit le segment AB compris dans l'angle XOY, I son milieu, et z la distance ÇU^ que l'on prend pour inconnue. On a d'abord
Mais les triangles semblables CDA, CBE, donnent
CA DA
ou
CB CE ' b a
et en développant les calculs, on trouve
163* — 8(6» + 4a«)3* + ** — 8aW = 0.
On s'assurerait facilement que Téquation est générale. L'équation n'est pas du second degré par rapport à z, comme on pouvait l'espérer, mais bien par rapport à js* : on la résout alors comme équation bicarrée.
Troisième méthode. — Reprenons les équations de la première méthode
(1) a?» + y« = ft«, (2) xy = a{x + y)y
mais, au lieu d'éliminer y entre les deuz équations, multiplions les deux membres de Téquation (2) par 2, et retranchons, membre à membre, avec la première.
Il viendra alors
(3) (A? + 2/)« - 2a[œ + y) - fti = 0, d'où l'on tire
en substituant ensuite les deux valeurs de x -]- y dans l'équation (2) on obtient
(5) xy:=^a{a± V (a» + b%
les signes supérieurs des radicaux étant pris ensemble, ainsi que les signes inférieurs dans les équations (4) et (5). xeiy seront alors les racines de deux équations du second degré
(6) X^-{a+yJ a' + b^) X + a(a + V ç^*_+ &*) = 0,
(7) X^—{a—yJa^ + b^) X + a(a — V â* +^fc«) = 0-
Chacune des équations (6) et (7) donne un système de valeurs pour X et y de sorte que le problème auxiHaire d'Algèbre n'a que deux solutions. Mais les valeurs de x et y, devant être portées, l'une sur XX', l'autre sur YY', ont chacune une signification particulière t et le problème de géométrie a, en général^ quatre solutions.
Au lieu de résoudre lès équations (6) et (7), il est préférable de déterminer ar-fi/ P^^ l'équation (4) ; ou xy par l'équation (5) ; car on sait en géométrie construire un triangle AOB, connaissant un côté AB, l'angle 0, et la somme ou le produit des deux
autres côtés : c'est ce qu'on va développer dans les deux méthodes suivantes.
Quatrième méthode. — Supposons que du point O on abaisse une perpendiculaire h sur AB, et qu'on la prenne pour inconnue, on aura
gcy = bh.
Mais si l'on suppose la sécante dans le premier angle, l'équation (5) de la méthode précédente donne
et des deux équations qu'on vient d'écrire, on déduit
La longueur h se construit par une quatrième proportionnelle à trois droites données, et quand on Ta obtenue, du point comme centre, avec cette longueur pour rayon, on décrit un cercle, puis du point C on mène des tangentes à ce cercle.
On trouverait de même la construction pour les deux autres positions de la sécante.
Cinquième méthode. — On part de Tune des valeurs de jr + V que donne l'équation (5), mais au lieu d'employer la construction ordinaire pour déterminer un triangle, connaissant un côté, l'angle opposé et la somme des deux autres, on tire un auti'e parti de la connaissance que l'on a de la somme x-^-y.
Considérons d'abord les deux sécantes AB et A'B' situées dans l'angle YOX. Aux points A et A' on élève deux droites AH, A'H respectivement perpendiculaires à AB et A'B', et on les prolonge jusqu'à la rencontre de la droite indéfinie EG. On voit d'ailleurs facilement par la géométrie que les deux droites rencontrent EC au même point H, et Ton remarque aussi que, le quadrilatère HAA'C étant inscrit dans une demi- circonférence, la perpendiculaire FG au milieu de AA' passe par le milieu G de GH. On a, par suite,
OA 4- OA' = 20F, EH -f EG = 2EG,
d'où résulte
EH + EC = OA 4- OA
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Mais OA' étant égale à OB ou y, on a
EH + EC = a; + ?/ = a + V^*-f **
et par conséquent
EH =i\ rt«+6».
La longueur EH est donc l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les deux côtés de l'angle droit sont a et 6. Quand elle est construite, on la porte de E en H, puis on décrit sur CH comme diamètre un demi- cercle : alors les deux points ou ce demi-cercle coupe OX sont les points demandés A et A'. Si l'en avait supposé que la sécante était située dans Tun des angles YOX' ou XOY', la méthode eut été la même. Seulement les distances OF et OG eussent été les demi-différences au lieu d'être les demi-sommes des distances considérées, et dans la valeur de .r + ?/, il aurait fallu prendre le radical avec le signe — .
SlXlÈiME MÉTHODE. — liolutloii 4le RappUB. — Soit fou-
jours la sécante AB située dans le premiei' angle. On ^rend pour inconnue la distance EH, que l'on appelle u et on désigne AH ou son égale BG par v. Alors le triangle rectangle CAH donne
(1) [h--vY + v^ = {u — a)\
Adjoignons à ces deux équations l'équation identique
puis, après avoir multiplié par 2 les deux membres de l'équation (2), ajoutons, membre à membre, les équations (1), (2), (3), nous aurons
comme on l'avait déjà trouvé dans la cinquième méthode.
On verrait sans difficulté que, lorsque la sécante est dans l'un des angles YOX' ou XOY^ on a toujours Téquation (4). Seulement la valeur de u doit être portée à gauche du point E.
Septième méthode. — On décrit un cercle sur la sécante AB comme diamètre (fig. 35), et on prend, pour inconnue t, la distance au point du point L où le cercle coupe la bissectrice OG prolongée. Tirons la droite LA qui est évidemment le côté
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du carre inscrit dans le cei'cle et qui a, par conséquent pour
b yJY valeur — - — . Les triangles semblables OLA, CLA donnent
OL X CL = xr.
Mais en remplaçant dans cette égalité les trois longueurs OL, CL et AL par leurs valeurs, on a
ou
Cette équation a toujours deux racines réelles, Tune posi-»tive et l'autre négative. La racine positive correspond au cas de figure considéré, et on démontre facilement que la valeur absolue de la racine négative, étant portée sur le prolongement de OC au dessous du point O, correspond aux deux autres positions de la sécante. Quand le point L a été construit, on décrit un cercle du point \j comme centre avec un rayon
égal à — - , et les points où il coupe OX sont les points
A et A' qui correspondent aux deux positions de la sécante dans l'angle YOX.
On aurait d'une manière analogue les deux autres positions de la sécante.
Remarque. — Pour s'exercer, les élèves pourront encore prendre, pour inconnues, les rayons des cercles inscrits et exinscrits au triangle AOB et aux deux triangles analogues*.
Les problèmes d'algèbre les plus intéressants à traiter, sont, sans contredit, les problèmes d'application de V Algèbre à la Géo^nétric, Je vais cependant donner encore deux problèmes de pure algèbre, parce que leur mise en équation présente quelque diflaculté.
954. Problème JX. — Bacchus trouve Silène endorihi p^ès d'un tonneau plein de vin, et boit pendant les trois ciwju innés du temps que Silène aurait employé à vider le tonneau. Si- Jène s'éveille et boif le reste du vin. Si Bacchus et Silène eussent bu ensemble, le tonneau eut été vidé sij- heures plus tôt, et Bacchus n'aurad bu que les deux tiers de ce qu'il a laissé à Silène,
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On demande combien il faudrait d'heures à chacun d'eux pour vider le tonneau.
Soient Sx et by les deux nombres d'heures demandés. Bacchus boit d'abord pendant un temps 3y, et comme en une heure
il vide la fraction-^ du tonneau, dans le temps 3y il videra
la fraction -^ . On sait d'ailleurs que, 3x et by étant les temps
employés séparément par les deux buveurs pour vider séparé-
ment le tonneau, ils le videront ensemble en un temps -;r — j-l- .
ox-f-by
Lorsque Bacchus a bu, il laisse à Silène 1 — ^de vin, et,
par suite, celui-ci a mis, pour boire, un temps 11 — ^ |5y : les
deux buveurs ont donc mis ensemble un temps égal à
(u \ (Hx ^"^ bu^ti 1 ^]by ou -^ ^^ . En écrivant ensuite que la X I X
difiérence des deux temps définis dans Ténoncé est égale à 6,
on a
{Sx — by)y \bxy _
X Sa? + 52/
Exprimons maintenant que la quantité de vin bue par Bacchus eut été dans le second cas les deux tiers de ce qu'il a laissé effectivement à Silène. Gomme Bacchus vide en une heure
1 bxu
une fraction -^r— du tonneau, dans le nombre d'heures
3x ' Zx+by
qu'il emploierait à boire dans le second cas, il viderait une
bXI
fraction du tonneau égale à ^.^ , — r- . On a donc pour se-
conde équation du problème
En chassant les dénominateurs dans les deux équations trouvées, on obtient
2bxy'^ — 2by^ + 9xy — 18a?« — SOxy =
\ùy^-{-\\xy — 6x^ = 0,
et en résolvant ces deux équations on trouve pour x eiy les valeurs 5 et 2 : les nombres d'heures demandées sont donc 15 et 10.
9&&. Problème X. — Des poteaux sont placés le long d'une route^ de kilomètre en kilomètre. Deux voyageurs A et B, partant de Vun des poteaux, en veulent atteindre un autre ^ distant du premier d'un nômhre pair de kilométrées ; mais ils n'ont qu'un seul cheval à leur disposition, et ils font la convention suivante : Chaque voyageur, à^on tour, ira à cheval pendant un kilomètre et à pied pendant le kilomètre suivant; et dans ce but, chacun d'eux, après avoir monté le cheval pendant un kilomètre, le laissera attaché au poteau extrême, pour que l'autre voyageur puisse l'y trouver, La vitesse du cheval est d'ailleurs deux fois plus grande queceVe de B. Celui-ci monte le premier à cheval et les deux voyageurs arrivent ensemble au septième poteau qui suit le premier. Mais alors, trouvant qu'il est, nécessaire d'augmenter leur vitesse, ils conviennent de faire un demi-kilomètre de pluspar heure, à pied. La vitesse du cheval est maintenant double de celle de K, et c'est encore B qui monte le premier à cheval. On demande, sachant que le voyage
a duré 2 heures -\- -^ d'heu/re, quel est le nombre de kilomètres
parcourus par les deux voyageurs.
Soit 2x ce nombre. B, montant le premier à cheval et parcourant un nombre impair 7 de kilomèti-fes, fait un kilomètre de plus à cheval qu'à pied. Il va donc, à cheval, pendant 4 kilomètres et, à pied, pendant 3 kilomètres. Pour le voyageur A c'est évidemment le contraire, il va, à pied, pendant 4 kilomètres et, à cheval, pendant 3 kilomètres. On voit que., si on laisse de côté les 3 kilomètres pendant lesquels les deux voyageurs montent à cheval, on peut dire que, tandis que A marche pendant 4 kilomètres, B marche pendant 3 kilomètres et monte à cheval pendant 1 kilomètre. Mais comme la vitesse de B à cheval est deux fois plus grande qu'à pied, il est visible que,
pendant que A fait à pied 4 kilomètres, B ferait à pied -^
de kilomètres. En résumé, les vitesses des deux voyageurs A
et B sont entre elles comme 4 est à —- ou comme 8 est à 7 :
nous les représenterons alors par 8j/ et ly.
Tenons compte maintenant de la seconde partie du trajet.
Le chemin qu'il reste à faire aux deux voyageurs est représenté par le nombre impair 2x — 7. Le voyageur B qui part
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le premier fera donc 1 kilomètre de plus, à cheval qu'à pied, c'est-à-dire a? — 3 kilomètres à cheval et a? — 4 à pied ; le voyageur A, au contraire, fera x . — 3 kilomètres à pied et X — 4 à cheval. Retranchant maintenant, de part et d'autre, les X — 4 kilomètres que les voyageurs font tous deux à cheval, on voit que, tandis* que A fait x — 3 kilomètres à pied, B fait x — 4 kilomètres à pied ei 1 kilomètre à cheval. Mais pendant que B fait 1 kilomètre à cheval, A fait un demikilomètre à pied ; donc, pendant que A fait à pied x — 3 — r-
ou a? ^ kilomètres, B fait à pied x — 4 kilomètres ; et l'on
voit que le rapport des vitesses de A et B est maintenant
;— . Or, d'après une autre condition de l'énoncé, les
vitesses primitives des voyageurs qui étaient 8y et ly ont augmenté de -^ . On a donc une première équation
iy^\
Pour trouver une seconde équation on égale le nombre d'heures 2 -f- -7T^ à l'expression en x et y de la durée du voyage. En
Do
divisant les espaces par les temps, et ne s'occupant que du voyageur A, on arrive immédiatement à l'équation
% ' 142/ o,. . 1 o. Jo,. î M 63
on en déduit
ly • 162/ — 1 63
En remplaçant dans cette dernière équation y par sa valeur tirée de l'équation (1), on obtient l'équation
qui a pour racines le nombre entier 8 et un nombre fractionnaire qu'il faut rejeter. Le nombre de kilomètres fait par les deux voyageurs est donc 16.
La solution précédente est due au Rev, A. Boiver^ late Fellow ofs^John's Collège, Cambridge.
On ne donne pas d'exercices i la fin du chapitre. Ils sont renvoyés après le chapitre suivant où les problèmes sont, à la fois, mis en équation et discutés d'une manière complète
CHAPITRE VIII
RÉSOLUTION ET DISCUSSION DES PROBLÈMES QUI CONDUISENT A DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. - EXERCICES.
9MI. Problème 1. — Un courrier part d'une ville A ; il fait \0 lieues le premier jour, et les jours suivants il accélèi'esa
vitesse de — de lieue par jours. 3 jours ap^ès, un second
courrier^ marchant dans le même sens que le premier^ part d'une ville B située^ en avant sur la route, à 40 lieues de la ville A. Il fait 7 lieues le Ipremier jour, et penet pendant chacun des jours suivants il accélère sa vitesse de
— de lieue par jour. On demande combien de jours y après le
départ du premier courrier, la rencontre des deux courriers aura lieu.
Solution de M. «turm. — Soit X le nombre de jours demandé. Le chemin parcouru par le premier courrier est la somme des termes d'une progression arithmétique dont les
extrêmes sont 10 et 10 + — r — , c'est-à-dire 120 -| r — I-k-
(79 + x)x ou X • .
En observant que le second courrier ne marche que pendant X — 3 jours, on trouve pour le chemin qu'il parcourt
l'équation du problème est donc
(1) (^l-+f)^_iJI±£l(^iilL_40 = o,
OU, en multipliant les deux membres par 24,
(2) 5a*«— I25a? + 552 = 0. • En résolvant cette équation on trouve
Mais, en mettant le problème en équation, on a supposé que x était entier ; on ne peut donc pas admettre les valeurs précédentes comme répondant à la question. Je vais faire voir néanmoins que les parties entières des racines 5 et 19 sont bonnes, c'est-à-dire qu'il y a deux rencontres, la première pendant le cinquième jour, la seconde pendant le dix-neuvième. On remarque d'abord que, si Ton représente par a le chemin parcouru par le premier courrier et par ^ le chemin parcouru par le second courrier, augmenté de 40 lieues, les deux courriers marchant respectivement pendant des nombres entiers de jours xet X — 3, on a identiquement
Gela résulte évidemment de ce que l'équation (2) a été déduite de l'équation (1) en changeant les signes de tous ses termes et en les multipliant par 24.
Substituons maintenant dans le premier membre de l'équation (2) successivement les nombres 5 et 6. Les deux nombres, comprenant la plus petite racine 5,82, donneront, le premier, un résultat positif, le second, un résultat négatif. Mais à cause de ridentité (3), la quantité p — a a toujours le même signe que le premier membre de l'équation (2) ; donc, au bout de cinq jours, a est plus petit que p, et c'est le contraire au bout de six jours. Une premièie rencontre a lieu par conséquent, comme il a été dit, entre le cinquième et le sixième jour.
On prouve, d'une manière toute semblable, qu'une seconde rencontre a lieu le dix-neuvième jour. La possibilité de cette seconde rencontre se conçoit d'ailleurs très-bien, car le second courrier, augmentant sa vitesse plus que le premier, le rencontrera après s'être laissé d'abord devancer par lui. C'est ce que l'on vérifie en cherchant au bout de combien de jours les deux courriers ont la même vitesse : on trouve le nombre 13 compris entre 5 et 19.
On peut se proposer maintenant de déterminer les fractions qu'il faut ajouter aux nombres 5 et 19, pour avoir l'époque pré-
cise des rencontres, lorsqu'on admet que la vitesse des courriers reste constante pendant toute la durée d'un jour. Cherchons, par exemple, l'époque de la seconde rencontre.
Pour obtenir Tintervalle qui sépare les deux courriers au bout de 19 jours, il suffit, d'après l'identité (3), de remplacer,
dans le premier membre de l'équation (2), x par 19 et de diviser
le résultat par 24. On trouve ainsi 7" > 1® signe — indiquant
que le courrier B n'a pas encore atteint le courrier A au commencement du dix- neuvième jour. Mais les vitesses de A et B pendant le dix-neuvième jour étant respectivement
10 + -T- 6t 7 + —^ ou —^ et 17, si Ton appelle y la
fraction de jour cherchée, on aura, pour déterminer cette inconnue, l'équation
On en tire y égal à 0,5, et par conséquent la seconde rencontre des deux courriers a lieu au bout de 19^,5.
957. Problème II. — Déterminer un quadrilatère circonscriptible ABCD (fig. 36), connaissant le rayon r du cercle inscrit et les longueurs a, b, c, d, des côtés AB, BC, CD, DA.
Solution de M. Mourf^uen* -~t On pose
Xf y, 2, u seront les inconnues. -
Pour mettre le problème en équation, on considère deux cas suivant que le quadrilatère est convexe ou concave. (On exclut le cas du quadrilalère dont les côtés opposés ?e croisent sur la figure).
Quand le quadrilatère est convexe, on a évidemment les équations
(1) ip-f-t/=a, 2/+^ = *>^+*^ = <^^+^=d• Mais on peut voir que, lorsque le quadrilatère est concave, les équations précédentes ont encore lieu, pourvu que Ton considère les inconnues comme pouvant être positives ou néga-
(*) Professeur au collège Rollin.
tives. Si Ton suppose, par exemple, que Tangle D est rentrant, on voit facilement que Ton a
GC — DG = c
Mais cette égalité se déduit de la troisième des équations (l) en remplaçant GC par zQiu par — DG : une valeur négative de u correspondra donc à un quadrilatère concave ayant un angle rentrant en D.
A cause de la relation
les équations (1) n'en font réellement que trois; il faut, par conséquent, trouver encore une équation. Elle nous sera donnée par le théorème suivant :
Dans tout quadrilatère concave ou convexe, circonscrit à un cercle, le produit de deux côtés adjacents et le produit des deux autres sont entr'eux comme les carrés des distances au centre des sommets qui correspondent aux deux couples de côtés.
En appliquant le théorème, qu a
^=4, d'Où (3) ^;iç=4;
l'équation (3) est l'équation demandée.
En retranchant, membre à membre, la seconde et la troisième des équations (1), on obtient
et si Ton substitue dans Téquation (3) la valeur de w que donne l'équation précédente, il vient
{cd — a%« + 2ab{b — c)y — ab(b — c)* + r\cd - a^>) = 0.
Mais en remplaçant d par a + c — b et posant
(4) a + c= b + d = p, on trouve facilement
ab — cd = {b — c)p,
et l'équation en y devient, par la substitution de {ù — c)p kab — cd,
(5) py2 _ 2aby + ab{b — c) + pr^ = 0'
On en tire
abdt ^ abcd — pV* * '
Si maintenant on pose
M = V abcd — pV*,
on aura les valeurs des quatre inconnues par les formules
, , aH-M cd±M bc^zM ad^zM
les signes supérieurs de M étant pris ensemble ainsi que les signes inférieurs.
On voit qu*en général, avec les cinq données a, b, c, d, r, on peut construire deux quadrilatères.
DISCUSSION
La condition de réalité des valeurs de y est d'abord
^ ^ abcd p
-Quand elle est remplie, les quatre inconnues sont réelles, et, par conséquent, r n'est assujetti à aucune autre condition nécessaire : le rayon r a donc pour valeur maxima -^ , et,
P par suite, la. surface pr du quadrilatère a pour valeur maxima
\ abcd. Mais on sait que telle est l'expression de la surface d'un quadrilatère, à la fois inscriptible à un cercle et circonscriptible à un autre ; par conséquent, le rayon du cercle inscrit à un polygone, dont les côtés sont donnés et qui. est circonscriptible à un cercle, a une valeur maxima lorsquç le polygone est inscriptible à un cercle.
Nous pouvons maintenant, sans rien ôter à la généralité des résultats, poser les inégalités
a > fe > d > c, et on en conclut immédiatement que les quantités
cd, bCy s/ abcd, ad^ ab sont rangées^ comme nous les avons écrites, dans Tordre de
grandeur croissante. C'est ce <jui est évident pour les quatre quantités cd, 6c, ad et a6, en vertu des inégalités précédentes.
Quant à la quantité yabcd qui est la moyenne géométrique entre bc et ad, elle est comprise entre ces deux quantités. On voit alors que, si l'on prend la quantité M comme variable
auxiliaire, on devra la faire croître depuis zéro jusqu'à V (^bcd en passant par les valeurs intermédiaires cd et bc. On est ainsi conduit à distinguer plusieurs cas.
!• M = 0. — On a une seule solution, un quadrilatère convexe.
2" < M < cd. — Alors les deux valeurs des quatre inconnues sont positives, et les deux quadrilatères sont convexes.
3** M = cd. — Si on prend M avec les signes supérieurs dans toutes les formules (6), on obtient des valeurs positives pour toutes les inconnues, et, par suite, on a un quadrilatère convexe. Mais quand on prend M avec les signes inférieurs, u est nul et les autres inconnues sont positives : on a donc un triangle ABC qui est langent en D à la circonférence.
4° cd < M < bc, — Les valeurs des inconnues, qui contiennent M avec le signe supérieur, sont positives; mais quand on prend les autres valeurs, on trouve pour ii une valeur négative et pour x^y^ z des valeurs positives. Lés deux quadrilatères sont donc, l'im convexe, l'autre concave.
5**M = bc. — Aux signes inférieurs de M correspond un quadrilatère concave, et aux signes supérieurs un triangle.
6° 6c < M < V abcd, — Quand on prend les signes supérieurs de M, 2 est négatif et x, y, u positifs, et quand on prend les signes inférieurs, u est négatif et x, y, z positifs. On a donc deux quadrilatères concaves qui ont respectivement pour angle rentrant l'angle C et l'angle D.
Si dans les inégalités ou équations de condition qui précèdent, ou remplace M par ^ abcd — pV^, et qu'on résolve par rapport à r*, on aura des inégalités ou équations dont les premiers membres seront égaux à r*, et dont les seconds membres seront
. (ad-^bc) ,{ab~cd) abcd
oc , cd à » — ô ' •
En désignant ces tiois dernières quantités respectivement par
triangle
triangle
e, /, g^ OU pourra résumer toute ia discussion dans le tableau suivant
Variation de r*. Nombre de solutions.
' Quad. convexe. Quad. concaye.
Le triangle est rangé à volonté parmi les quadrilatères convexes ou concaves.
969. Problème III. — Etant donnés une droite indéfinie XY et deux points A e^ B sur cette droite, on propose de déterminer sur la même droite un point C, tel que, si l'on construit un iriangle équilatéral sur AC et un carré sur CB et qu'on tire In droite DE, le pentagone ADEFB ait une surface donnée m-. On admet d'ailleurs que le triangle et le carré soicrit placés d'un même côté ou départ et d'autre de la droite XY, de telle sorte que les côtés non adjacents du pentagone ne se coupent pas sur cette figure (Baccalauréat).
Premier cas ae fli^ure. — Le point G est placé entre A et B. — Alors on devra supposer que le triangle équilatéral et le carré sont d'un même côté de XY comme dans la figure (37).
Soit a la distance donnée des deux points A et B, et x la distance cherchée AC : on trouve immédiatement pour équation du problème
(t) — 1 ^ \'{x — af = m«.
Deuxième cas de fl§rure. -=- Le point G est à droite de B. — Dans ce cas, le triangle équilatéral et le carré devront être placés de part et d'autie de XY, et on a encore un pentagone ADEFB. (Le lecteur aura soin de mettre sur la figure, qu'on lui laisse à construire, les mêmes lettres que sur la première). Ou doit maintenant retrancher le triangle DCE de la somme du carré et du triangle équilatéral, et on a l'équation
/Cï\ ^* V^ (^ «)^ ' I / va
mais cette équation est évidemment la même que l'équation (1).
Xroisième caf« de fl§rure. — Le point G est à gauche de A. — Il faut encore construire le triangle équilatéral et le carré de part et d'autre de XY, et, comme dans le second cas, lasurface du pentagone s'obtient en retranchant le triangle DEC de la somme du triangle équilatéral et du carré. On a alors l'équation
Cette équation rentre encore dans l'équation (1), en changeant dans celle ci a? en — a?, c'est-à-dire si, conformément au principe de Descartes^ on considère comme négative la distance AC lorsque le point C est à gauche de A.
En résumé, on voit que l'équation (1) est générale, pourvu qu'on applique le principe des signes de Descaries, et que l'on constiuise le triangle équilatéral et le carré comme il a été convenu.
Pour faciliter le langage, nous dirons qu'une solution est du premier, du second ou du troisième genre, suivant qu'elle se rapportera au premier, au second, ou au troisième cas de figure.
DISCUSSION
Écrivons l'équation (1) sous la forme
(4) (3 -j- y/ 3)^î _ '7ax + i{a^ — m*) = 0.
En exprimant d'abord que les racines doivent être réelles, on trouve la condition nécessaire
(5) m»> î^-gg a\
et, comme les valeurs de x ne sont assujetties à aucune condition restrictive, on en conclut que m* n'est soumis à aucune
autre condition nécessaire. La quantité a* est
G QUESTIONS D'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE
donc le miuimum de la surface, et ce uiinimum correspond à une valeur de x donnée par la formule
On voit encore que, dès que l'inégalité (5) est ;satisfaite, le problème a toujours 'deux solutions. Il ^n'y a donc plus qu'à préciser le genre de chacune des solutions, suivant la valeur donnée à m*.
Pour distinguer, Tune de l'autre, les solutions du premier et du second genre, il laut, suivant notre méthode, comparer X h a : c'est ce que Ton fait en substituant a k x dan» le premier membre de l'équation (4). On trouve pour ré-
sultat de la substitution 4 1 — r ^^**l ; — f — sera donc
l'une des valeurs par lesquelles on fera passer m*. On peut remar-
quer d'ailleurs que r)i* pourra être inférieur à — j- — , parce que, comme on le voit facilement, on a
Quant à la solution du troisième genre, comme elle est donnée par une valeur négative de x^ elle correspondra, d'après l'équation (4), à une valeur de )n* plus grande que a*. La quantité a' seja donc aussi une quantité par laquelle on -devra faire passer ?n'.
Remarquons encore que, si m' est plus petit que — ^ — ,
les deux valeurs de j?, qui sont alors toutes deux positives, sont
plus petites que a, puisque l'on obtient un résultat positif en
substituant ah x dans le premier membre de l'équation (4), et
la que la somme des racines ~ z-^- est évidemment plus petite
que 2a.
Cela posé, faisons varier m', depuis son minimum
— : — a' jusqu'à l'infini, en passant par les valeurs
et a*.
1® m* =: . — On a une solution double du pre-
7(3 — V 3) a mier genre, la valeur de z, -r -I— ^^ — , étant positive et
plus petite que a.
^, 49 v/y-51 ^ , d'yjî
96 < wi' < — - — , — La quantité m* étant
plus petite que a*, leg deux racines sont positives, et comme
elle est en même temps plus petite que — j- — , d'après l'observation faite plus haut, les deux valeurs de x sont plus petites que a. On a donc deux solutions du premier genre,
3° m* = — 7 — , — L'une des valeurs de x deviei\t égale à
a et l'autre est toujours positive et plus petite que a. On a donc pour solution un triangle et une solution du premier genre. Le triangle pouvant être considéré comme un pentagone limite du premier genre, on peut dire que le problème a encore deux solutions du premier genre
*° — < m* < a*. -^ On a toujours deux racines posi-
a«V3 tives; mais m' étant devenu plus grand que — - — , Tune des
valeurs de x est plus grande et l'autre plus petite que a. On obtient alors une solution du premier genre et une autre du second.
50 ^î^::::^*^ — Alors l'une des valeurs de x devient nulle, et l'autre reste toujours positive et plus grande que a. On obtient donc un carré et un pentagone du second genre et l'on peut dire encore que l'on a une solution du premier genre et une solution du second.
6" rrfl > a*. — Dans ce cas, l'une des valeurs est positive et plus grande que, a et l'autre, négative : on a donc une solution du second genre et une autre du troisième.
En représentant par p la fraction on peut
écrire le tableau suivant qui résume la discussion.
Variation m*.
m* < pa* m* = pa"^
pa^ <m^< ^ 2
Nombre des solutions.
9611. Problème IV. — Gn a un levier droit et horiz9ntal
(fîg. 38), dans lequel le point fixe est en dehors des points d'application d^s forces. Une force R donnée^ étant appliquée en A perpendiculairement à la droite OA, on propose d£ trouver sur le prolongement de cette droite un point B, tel que, si on applique en ce point une force donnée Q, parallèle, et de sens contraire à la force }\, le levier soit en équilibre. On suppose que le levier est terminé au point B, et que le poids de son unité de longueur soit b.
Soient d la distance OA et ^ la distance cherchée. En appliquant le théorème des moments au poids du levier et aux deux forces Q et R qui sont trois forces parallèles, on a immédiatement l'équation du problème.
bxX^—l?x-^Vid = Q
OU
(1) 6ic« - 2Pa? +*2Rd =
d'où ,
P±V/P«— 2Rftd
DISCUSSION
On trouve d'abord pour condition de réalité des racines
(?) P > yJWbd,
et dès que cette condition est remplie, les valeurs de x, d'après l'équation (1), sont réelles et positives. Mais pour qu'une valeur de x soit admissible, il ne suffît pas qu'elle soit réelle et positive, il faut encore qu'elle soit plus petite que d ; car
si l'on suppose le point B entre O et A, réqualioiidu problème est toute différente.
On substituera alors d k œ dans le premier membre de Téquation (1), et comme le résultat de la substitution est
R -f- -z PJ, on sera conduit à supposer successivenîent
hd que P est inférieur, égal ou supérieur à R + "9- • ^^ première
hypothèse est d'ailleurs possible, caria moyenne arithmétique
R-] — — entre les quantités 2R et hd est plus grande que
leur moyenne géométrique V 2RM . On remarque encore que,
hft
lorsque P est plus petit que R -| — —- , les valeurs de x ne
sont pas nécessairement toutes deux plus grandes que d, puis-
9R^ que leur produit — - — est inférieur, égal, ou supérieur à d^,
suivant que R est inférieur, égal ou supérieur à — - . On est
alors conduit à distinguer trois cas, auxquels correspondent des résultats qui sont inscrits dans les trois tableaux suivants. Pour abréger l'écriture on a posé
et comme on n'a que des solutions d'un seul genre, on a écrit immédiatement au dessous de la condition à laquelle P satisfait, le nombre de solutions correspondant
^ hd
Premier cas. — H <C
Deuxième coia» — R ^
bd
Troiaième cn«. — R > —,
bd
Je crois inutile de donner ie détail de la discussion. Il suffit
bd de se rappeler que tout dépend du signe de R + — P
ou a — P et du produit des racines —7— • Dans le cas intermédiaire, il faut remarquer que les deux quantités a et c deviennent égales à 2K.
Pour la vériâcation des résultats de la discussion, on pourra voir le problème I du chapitre suivant.
990. Problème V. — Étant donnée une sphère (fig. 39), on propose de la couper par un plan mené à une distance OD du centre, telle que la surface du cône ABC circonscrit à la sphèn^e le long de la section, augmentée de m fois la surface de la zone extérieure AEB soit égale à une surface donnée, (m est un nombre positif quelconque).
Soient r le rayon de la sphèi-e, 27rar la surface donnée, ar, y, z les trois longueurs inconnues OD, DB, CB. Après la suppression d'un facteur 2?r commun à tous les termes, on a d'abord Téquation
(t) î/2 -f- 2tnr (a? -f- r) — 2ar = o
Si maintenant on tire le rayon OB, le triangle rectangle ODB et les triangles semblables ODB, CDB donnent
a;> -|- y* = r*, œz = ry,
d'où l'on déduit
ry ry^ rOr^ — x^)
et en remplaçant dans Téquation {\) yz par son expression en X, qu'on vient de trouver, on obtient
(2) . (2m-- 1)5?* — 2(a — mr)ir-f r« = 0.
On tire ensuite de cette équation
a — mr ± yj{a — mrf — {im ^ {)r*
DISCUSSION
Pour Ljue le problème proposé soitpossible, il faut et*il suffit qu'on puisse trouver pour x une valeur réelle, positive, et au plus égale à r. Avant d'exprimer ces conditions, on remarque
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que Téquation (2) a ses racines réelles quand 2m — 1 est négatif ou nul. On est alors conduit à distinguer trois cas dans la discussion, suivant que m est inférieur, égal, ou supérieur
Premier cas* — m <Zi -r- .
L'équation (?) a alors ses racines réelles, l'une positive et l'autre négative. La racine négative étant rejetée, on \oit que le problème ne peut avoir qu'une solution, et encore, pour qu'elle existe, faut-il que x sojt plus petit que r. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffît que le résultat de la substitution de r à x dans le premier membre de l'équation (2) soit de même signe que le premier terme, c'est-à-dire négatif; car la, valeur négative de x est nécessairement plus petite que r. Comme on trouve pour résultat de la substitution 2r(2mr— a), ou doit avoir
a > 2mr ou 2nra > iw^rr*.
Ainsi, quand la surface donnée sera plus petite que m fois la surface de la sphèi^e, le problème sera impossible, et quand la surface donnée sera égale ou supérieure à m fois la surface de la sphère, le problème aura toujours une solution et une seule.
On peut donc écrire le tableau suivant
8 < 4m7rr*, S = 4mTrr*, S > 4m7rr' 1 1
DeujLlÀme e»»* — 171 :^ —
L'équation (2) se réduit au premier degré et donne
et en écrivant que la valeur de x est égale ou inférieure à r, on trouve
a > r ou 2'!^ra > 2i^r^ ;
c'est la même condition que dans le cas précédent, si l'on tient compte de l'hypothèse : m égal à — • ; les conclusions sont donc les mêmes.
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XrolBiéme cas. — W > — •
Le produit des racines de réquatioii (2; étant supérieur, égal ou inférieur à r*, suivant que m est inférieur, égal, ou supérieur à 1, on est conduit à subdiviser le cas actuel en trois
autres.
On trouve d^abord que pour que x soit réel, on doit avoir
(3) a <{m'^ V2m — l)r, ou (4) a > (m -f V 2m - l)f.
Quand Tune ou Tautre de ces conditions est remplie, les racines sont réelles et de même signe. Mais si Ton prenait la .première condition, a serait plus petit que mr et les deux valeurs de or seraient négatives : c'est donc la seconde qu'il faut prendre. Alors,cette condition étantsatisfaite,^ estplusgrandque mr, et les deux valeurs de x sont positives. On remarque encore que, m étant plus petit que 1, le produit des valeurs de r est supérieur à r*, et que par conséquent les racines de l'équation (2) ne peuvent être, à la fois, plus petites que r : le problème ne peut donc avoir plus d'une solution. D'ailleurs, pour que cette solution existe, il faut et il suffit que le résultat de la substitution derkx dans le premier membre de l'équation ()), c'est-à-dire 2r(2m?' —a) soit négatif ou nul; on doit donc avoir
a ^ ^mr ou 27tra > imnr* ;
et cette condition suffit, car elle entraîue l'inégalité (4). On voit que les conclusions sont -encore les mêmes que dans les deux premiers cas.
2** m = 1 . — On arrive encore à la même conclusion.
3° m> 1. — Dès que la condition (4) est remplie, les deux valeurs de x sont réelles et positives. Mais elles seront toutes deux plus petites que r, ou Tune, plus petite et l'autre plus grande que r, suivant que a sera plus petit ou plus grand que 2mr. Ainsi, le problème aura deux solutions
quand a sera plus grand que {m -}- yj2m — l)r et inférieur ou égal à "znir; et il n aurajjlus qu'une solution lorsque a sera plus grand que 2m}\ l^e problème aura d'ailleurs une solution
double quand a sera égal à (m -f- v^2m — \)r et il deviendra
impossible quand a sera inférieur à cette dernière quantité.
Si l'on désigne par p la quantité m + ^2m — 1, on pourra résumer la discussion du dernier cas dans le tableau suivant :
S < 2npr^, S = 2npr*, 2npr* < S < 4m7rr«, S > imnr* I ? 1
On peut remaixiuer qu'en ayant égard aux résultats de la discussion, il n'y a réellement que deux cas distincts : ♦n < J, m> 1. (Voyez le problème II au chapitre suivant).
Mil. Problème. — Étant données deux sphères O et O' extérieures, Vune à Vautre (flg. 17), on propose de trouver sur la ligne des centres un point A, tel que les deux cônes de révolutionj gui ont leurs sommets en ce point et sont tangents respectivement à chacune des sphères^ comprennent dans leur intérieur deux zones dont la somme soit donnée
Soient r, r' et d les rayons et la distance des centres des deux sphères, x et x' les distances AO et AO'. On a vu (Prob. ni, 133) que la somme des deux zones avait pour expression.
On peut alors considérer la surface 2rcl 1 -\ comme
étant donnée, et en la représentant par 2nm*, on a
Si l'on remplace ensuite dans cette équation x' par d — œ, il vient
(1) m«a?« ^{r^^r^^ rf^«)_[- d.r» =
d'où Ton rire
rt -. r'» + c/m* ± yj{r^ --r'^ -f- dn}Ff— \dm^r^
DIBGUSSIOM.
On trouve d'abord que, pour que les valeurs de x soient réelles, on doit avoir
et elles seront en même temps positives d*après l'équation (1). Mais pour qu'une valeur de x soit bonne, il faut encore qu'elle soit plus grande que r et plus petite que d — r*. Cherchons alors les résultats de la substitution de r et cf — r^ kx dans le premier membre de l'équation (1). Gomme on trouve qu'ils sont respectivement.
on devra considérer, comme valeurs principales de nfl, les
dr'* j_ r's __ Y» dr^ + r» — /»
quantités , -' ; . On aura aussi
à comparer à r^ et (d — r')* le produit des racines — ^ , et l'on sera conduit aux deux nouvelles valeurs principales de tn*.
dret-^ — Ts-^ ' dr^
Posons maintenant
dr^« ^ r< -, r^ _ dr^^r^ — r^ _
dr^
= c, dr := h.
Je dis d'abord que l'inégalité (2) doit être exclue, et que, par suite, il faut prendre l'inégalité (3). C'est ce qui sera effectivement démontré, si l'on fait voir que les différences /*— a etc — a sont positives. En effet, si la quantité m' est plus petite que a, elle sera, en vertu des hypothèses faites, plus petite aussi que /"et c. Alors les deux racines auront leur produit plus grand que {d — r')*, en même temps que d — f'^ substitué à x dans le premier membre de l'équation (2), donnera un résultat positif . Les deux racines seront donc toutes deux
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plus grandes que d — r' et devront être rejetées. Or comme on trouve
'ii^ '•') • V'd(d-r')
On en conclut que l'inégalité (2) ne peut avodr lieu.
Nous allons maintenant ranger, par ordre de grandeur croissante, les valeurs principales 6, /, c, g, h. A cet effet, calcu» Ions d*abord les trois différences h - g, g ^ fet f — b : on trouve
g—f _ (r+Od^->(2r»4-2r^*4-3rrO(^f(r-fr^)(r^4-r^«+rrO
les deux premières différences sont évidemment positives : je dis qu*il en est de même de la troisième.
En effet, en égalant le numérateur à zéro et résolvant l'équation obtenue par rapport à d, on trouve pour racines r-^-r'
et r + r^ — , . . Mais comme les sphères sont extérieures
Tune à l'autre, d est plus grand que la plus grande racine r + r', et le numérateur de la fraction et g — /"sont positifs. Il est donc démontré que les quantités fr, /", g, h, dans l'ordre où nous les nommons, sont rangées dans Tordre de grandeur croissante.
Si l'on calcule ensuite les différences f — c, v^ — >f^$ on obtient
(*-^)' (d-^) \ld
et Ton voit que les deux différences seront toutes deux positives ou négatives suivant que Ton aura
d< ou > r' + r L/ -^ .
Los trois quantités 6, c, f, n'en feraient plus qu'une seule, si d était égal à r' + ^ \/ -y- •
Lorsque d est plus petit que r' -^-r 1 / - -, la quaatité c
se place avant b^ et, dans le cas contraire, au delà de f. La suite de la discussion prouvera d'ailleurs que, lorsque d est supérieur à r' + r \/ —j- , il suffit de savoir que c est plus grand
que /*, sans fixer sa place par rapport aux quantités g et h. On est conduit, par ce qui précède, à distinguer trois cas dans la discussion, suivant que d est supérieur, égal ou inférieur
Premier ctii». — d > r' + ^ \/ "p" •
Alors les valeurs principales de m* sont rangées dans Tordre de grandeur croissante, comme il suit :
Cy h, /, g, h.
On va maintenant faire croître w' depuis sa plus petite valeur jusqu'à sa plus grande, en observant ce qui arrive quand la variable passe par l'une des valeurs principales.
1* m' < ft. — On voit tout d'abord qu'on ne peut pas donner à m* une valeur plus petite que c, ou comprise entre c et é, puis que m* ne peut être plus petit que b à cause de l'inégalité (3) qui est nécessaire.
2° m* = 6. — On trouve pour x une valeur double donnée par la formule
drV""
r\lr-\'r'^r'
et comme cette valeur, dans le cas actuel, est plus grande que r et plus petite que d — r', le problème a une solution et une seule ;
S** b<^m'^^[. — w* étant plus grand que &, les deux valeurs de X sont réelles et positives : mais, à cause de m' plus petit que fet pïus grand que c, elles sont en même temps plus petites que d — •r' ; car on trouve un résultat positif en substituant d — r' à la place de x dans le premier membre de 1 équation (1), et le produit des racines de cette équation est plus petit que {d — ?')'• Comme m* est aussi plus petit que g et//, on voit, par une explication toute semblable à la précé-
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dente, que les deux valeurs de x sout toutes deux plus grandes que T, Il est donc démontré que le problème a deux solutions lorsque t?i* est compris entre b et f. Dans le cas où m* est égal à /*, l'une dés racines est égale k d — r' et l'autre est plus pepetite que d — r' puisque, m^ étant plus grand que o, le produit des racines est plus petit que [d — r')* : il y a encore deux solutions.
k"" f<^m^ ^ g. — wi* étant plus grand que /*, le résultat de la substitution de d —r' k x dans le premier membre de l'équation (1) est un nombre négatif: une racine est donc plus grande que rf — r' et l'autre plus petite. Mais m* étant plus petit que ^ et /i, les deux racines sont toutes deux plus grandes quer; il y a donc une solution et une seule. Quand m* est égal à g^ Tune des valeurs de x est égale à r et l'autre pins grande que r, mais en même temps la plus petite des deux valeurs est plus petite que d — r' tandis que l'autre est plus grande. On vérifie ainsi, ce que l'on savait d'avance, que rest plus petit que d — r'y et il y a encore une seule solution.
5° t?i* > ^. — L'une ^des valeurs de x est alors plus grande que r et l'autre plus petite. Mais comme m^ est plus grand que f^ l'une des valeurs de x est plus petite que et — r' et l'autre plus grande ; la plus petite et la plus grande racine sont donc, respectivement, plus petite (jue r et d - ?', et plus grande que r et c^ — r'. Le problème est donc impossible.
La discussion se résume dans le tableau suivant.
m* < b, m^ = b, b< m^ < /*, f< "i* <g, rn* > g 1 ' 2 1 0.
neuxi^nie eaB<
l*" m^ <if. — Gomme f est alors égal à b^ le problème est impossible.
2"" m=z f. -- Quand m* est égal à /", on trouve la valeur double d — r^ toujours admissible.
S"" /'<m*'<^. — Ou voit, comme dans le cas précéilent, que le problème a une solution et une seule.
4* m* > ^. — Le problème est impossible.
Si Too observe que, pétant égal à b, l'intervalle de b k fse trouve supprimé, on voit que le résultat de la discussion est le même que dans le premier cas.
Xrolsième cas. — d < f' -|- r m/ — .
Les valeurs principales de m*, abstraction faite de c, sont maintenant rangées dans l'ordre de grandeur croissante, comme il suit :
Quant à la quantité c, il suffit de s ".voir qu'elle est actuellement plus grande que f.
1* m^ < /*. — Le problème est ini able, car, m' étant plus petit que f et c, les deux valeurs de œ sont toutes deux plus grandes que d-^ r'.
2** m^ z=^ f. — Alors Tune des racines est égale h d — r' et Tautre est plus grande : le problème a une solution.
3' /"< m* <$ g'. — L'une des valeurs de x sera* plus grande et l'autre plus petite que d — r', et comme, en même temps, m* est plus petit que g et h, les deux valeurs de x sont plus grandes que r : le problème n'a donc qu'une solution II en est encore de même quand m* est égal à g, parce que l'une des racines est égale à r et l'autre est plus grande que d — r',
4* m' > ^. — Pour la même raison que dans le premier cas le problème est impossible.
On peut résumer la discussion du troisième cas dans le tableau suivant
Gomme la somme des zones varie en sens contraire de m^, on voit que cette somme a une valeur maxima, qui correspond à w* égal à 6, dans le premier cas, et à m* égal à /*, dans le troisième.
Les résultats de la discussion qu'on vient de faire avaient déjà été obtenus d'une autre manière (page 156).
L Problème VIL — Insérer dans une sphère donnée
dont le rayon est r {fig, '40) un tronc de cône ABCD dont la
hauteur h et le volume — wa^h sont connus.
Soient ar, y, z, les rayons BF, AE de bases et l'apothème AB qu'on prend pour inconnues.- En exprimant que le volume
du tronc est égal à — wa'/ij on a d'abord l'équation
(1) a:** + iry + 2/* = a*.
Soient tirés le ro-yon OA, les droites 01, AH respectivement perpendiculaires sur AB et FB, et la parallèle IL à BF. Les tringles AOI, AHB donneront
(2) 0I=-1-^^^-^, (3) {x-y)* = ^-h*; on déduit ensuite des triangles semblables OIL, ÂBH
Multipliant les deux membres de l'équation (1) par 4 et retranchant, membre à membre avec l'équation (3), on a
3(aT + y)« = 4o* — 3» + A» ;
et en égalant entre elles la valeur de {x + y)^ tirée de cette équation et celle que donne l'équation (4), on obtient
On en tire
(6) z = \/2(a«+ h^ ± V(a«j-f-/i«)»— S/i^râ) .
DISCUSSION
Analyse. — Toute la question est évidemment de calculer z. Mais pour que la figure puisse'être construite, il ne suffit pas que la valeur de z soit réelle et positive, il faut encore qu'elle soit au moins égale kh et au plus égale à 2R. Il y a lieu aussi de considérer les troncs de cône des deux genres, auxquels s'appliquent également, comme on le voit sans peine, les équations (1), (3) et (4) et, par suite, l'équation (5). On reconnaît d'ailleurs facilement que la valeur de z donne un tronc du premier ou du second genre, suivant qu'elle est plus petite ou plus grande que V 2r/^ En effet, dans le trapèze ABCD le pro-
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duit ABx AC du côté par la diagonale est égal à 2rft, et comme, des deux lignes AB et AC, la plus petite est la première ou la seconde, suivant que le tronc de cône est du premier ou du
second genre, le côté z est plus petit que yj 2rh dans le premier
cas et plus grand dans le second. Si z était égal à V 2r/i, le tronc deviendrait un cône.
Cela posé, on trouve d'abord pour condition de réalité de z
(On peut remarquer qne, lorsque h est égal ou supérieur à
r ^3, la condition est satisfaite d'elle-même.)
Quand Tinégalité (7) a lieu, en vertu de l'équation (5) les deux valeurs de 2* sont réelles et positives.
Pour comparer maintenant les valeurs de z* à h^, 4r* et 2r/i, substituons ces trois quantités successivement dans le premier membre de l'équation (5), considéré comme un trinôme du second degré en s'.. On obtient alors comme résultats des substitutions
(8) h\\2r^ - 4a» — 3h*) pour /^.^
(9) 4r«(4ra — 4a* — /i«) » Ar\ (10) Srh {2rh -- Ji^ — a*} » 2rh,
et si l'on égale à zéro les trois polynômes précédents, et qu'on résolve par rapport à a* les équations ainsi obtenues, on trouve pour valeurs principales les valeurs suivantes :
^(4|.«_/ia) =:e, =d, h\2r — h) = c.
On les a représentées, comme on le voit, par e, d, c. Le second membre de l'inégalité (7) doit être aussi considéré comme valeur principale de a^, et l'on pose
Comme le produit des racines est, d'après l'équation (5). indépendant de m', on ne sera pas conduit à de nouvelles valeurs principales en le comparant aux quantités A*, 16r* et 4r»A^
On doit maintenant chercher quel est l'ordrede grandeur des quantités 6, c, d, e. Il est d'abord évident que b est . plus petit
quec et qned est plus petit que^. Calculons maintenant les différences d — 6, e — c^ d — c.
On a
, . (Wâ— 2r)« _ (2r — /i)(6r~A) d — b — , e—c— — ^ ,
d c = (^^ - 3ft) (g^ - ^) ,
Les deux piemières différences sont toujours positives, mais
la troisième est positive, nulle, ou négative, suivant que h est
2r inférieur, égal ou supérieur à -r- . On voit que, suivant que
2r h est plus petit ou plus grand que -^ , les valeurs principales
de a* sont rangées dans les deux ordres suivants :
6, c, rf, e\ b^ d, c, e.
Quand h sera égal à -r- , les deux valeurs c et d seront
égales.
Remarquons encore que le produit des deux valeurs de jz',
c'est-à-dire 12/iV', étant supérieur à /i* et à 4/îr*, il ne peut
jamais arriver que les deux valeurs de z soient toutes deux
'plus petites que h ou que ^2rh. Mais le produit des valeurs de
2* étant plus petit ou plus grand que i6r*, suivant que h est
2r v^^ plus petit ou plus grand que — ^ — , il y aura lieu de tenir
compte de cette circonstance.
Synthèse. — Il résulte de l'analyse précédente qu'il y aura les trois cas suivants à distinguer dans la discussion.
2rV'3 3 •
emler cas. — h -^
Variation de o».
Nombre des solutions.
Ou a écrit ici le tableau avant la discussion pour la rendre plus facile à suivre.
Les valeurs principales étant rangées dans l'ordre : &, c, d, e, on fait croître a^ depuis b jusqu'à e en passant pai* les valeurs intermédiaires c, et d,
1* a* < &. — Les deux valeurs de z sont imaginaires et le problème est impossible.
2® a* = 6. — On trouve pour z la valeur donnée par la formule
Cette valeur est plus grande que h et ^2rh, et elle est aussi
plus petite que 2r, puisque h étant plus ^ que est, à
2r v/~3~ plus forte raison, plus petit que — ^ . On a donc un tronc
de cône du second genre.
3' fe < a* < c. — a* étant plus petit que c, rf, «, les polynômes (8), (9) et (10) sont positifs ; et comme h est plus petit
2rVT que :: — - — , les deux valeurs de z sont plus petites que 2r et
plus grandes que h et ^2rh. Le problème -a donc deux solutions du second genre. Quand a* est égal à c, l'une des valeurs
de z est égale à ^2rh^ et un cône lui correspond ; Tauti-e valeur
reste toujours plus petite que 2r et plus grande que hei^ 2rh : elle donne un troncjdu second genre. Gomme un cône peut être considéré comme un tronc du premier ou du second genre, on peut dire que le problème a encore deux solutions du second genre.
4® c < a* < d. — a* devenant plus grand que c, le polynôme (10) devient négatif, et l'une des valeurs de js est plus
petite que ^ 2rh , tandis que Tautre est plus grande. Ces deux valeurs restent d'ailleurs comme précédemment plus grandes que h et plus petites que 2r. On a donc une solution du premier genre et une solution du second genre. Quand a* est égal à d, l'une des valeurs de z devient égale à 2r et l'autre plus petite ; elles sont d'ailleurs toujours plus grandes que A, et l'une
est plus grande que ^2rh et l'autre plus petite. On a donc
encore un tronc du premier genre et un tronc du second gem*e ; seulement ce dernier a pour apothème 2r.
5* d < a' < e. — a* étant plus grand que d, le polynôme (9) devient négatif, et Tune des valeurs de z est plus petite que 2r, tandis que l'autre est plus grande. La valeur plus grande que 2r est à rejeter, et comme la plus petite
valeur de z est plus petite que V 2r/i et l'autre plus grande,
on a une seule solution qui est du premier genre. Quand a*
est égal à e, cette solution devient un cylindre dont la hauteur
est h.
6® a* > e. — Le problème est impossible. En effet, dès que
a^ surpasse e, l'une des valeurs de z est plus petite et l'autre
plus grande que h et 2r, La première doit donc être rejetée
comme plus petite que /i, et la seconde comme plus grande
que 2r.
Quand h est égal à -^ r, les conclusions restent les mêmes
que dans le cas où h est plus petit que — r. Seulement, le
deux limites c et d devenant égales, Pintervalle entre c et d
doit être supprimé dans le tableau.
J'écris maintenant, sans nouvelle explication, les tableaux qui correspondent aux deux derniers cas. On retrouvera facilement, à simple vue, les détails de la discussion en suivant la même marche que dans le pi*emier cas.
OeoiLlème cas* — — «" < 'l ""^ 7i •
Variation de a^. Nombre des solutions.
X'rolslème cas. — '* P*" ô •
Je ferai seulement sur les deux tableaux les observations suivantes.
Quand h est égal à — = — ;, d est égal à 6 et il n'y a qu'à
supprimer Tintervalle A^dkb dans le second tableau.
Pour le troisième tableau, on voit que la limite inférieure de a^ est d au lieu de &. Mais c'est que, h étant plus grand que
2r \/T - — ^ — - , lorsque a* est plus petit que d, les deux valeurs de z
sont toutes deux plus grandes que 2r.
Remarque. — Le maximum de a' étant e dan« tous les cas, on peut conclure de la discussion précédente que les troncs de cône d'une hauteur donnée inscrits dans une sphère sont toujours plus petits que le cylindre de même hauteur. Mais le minimum de a^ est différent suivant que h est plus petit ou
2r V^ plus grand que — ^ — , il est 6[dans le premier cas, et d dans
le second. Quand h est égal à — - — r ^ ^ ^st égal à 6 et les
deux minima n'en font plus qu'un seul.
Voyez le problème IV, chapitre suivant.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE Vill.
IVotatlons et observations diverses. — Les lettres B. OU
C. placées entre parenthèses à la suite d'un énoncé, veulent dire que la question a été proposée au Baccalauréat ou au Concours. — tin numéro -à la suite de l'énoncé d'un problème renvoie au problème résolu qui a le plus d'analogie avec lui. — Les problèmes proposés doivent être discutés complètement, et les maxima et minima, quand il s'en rencontre, doivent être trouvés comme un simple détail de la discussion. — Lorsqu'on pourra obtenir directement les maxima par l'étude de la variation d'une fonction, on devra toujours le faire et vérifier ensuite les résultats de la discussion directe.— l.es problèmes qui suivent ont été rangés par ordre de difficulté croissante, les premiers s'adressant spécialement aux élèves de Seconde et de RhûLorique.
l . Calculer les rayons de base d'un tronc de (ône circonscrit à une sphère de rayon donné, sachant que le rapport de la surface totale du tronc à la surface de la sphère est égal à un nombre donné m (B.).
2. Inscrire dans un hémispliôre donné un tronc de cône dont le volume soit dans un rapport donné avec la sphère qui a pour diamètre la hauteur du tronc (B.).
3. Étant donnée une sphère, on la coupe par un plan, et on détermine le cône de révolution qui lui est tancent le long de la section, ainsi qu'une sphère tangente à la première et au cercle de section en son centre : on demande, à quelle distance du centre de la sphère donnée, le plan sécant doit être mené, pour que le rapport du volume de la seconde sphère à celui qui est compris entre la première sphère et le cône soit égal à un nombre donné m (G.).
4. Calculer les rayons de bases d'un tronc, lorsqu'on connaît la I surface totale du tronc et la longueur de l'apothème, et que Ton sait ! que cette droite fait un angle de 60" avec la base inférieure (B.).
5. Étant donnés une tangente AG à un cercle et le diamètre } perpendiculaire AB, on propose de mener une corde DE perp9ndicu- \ laire à la tangente AG, telle que le triangle AEÛ en tournant autour 1 de la tangente AG engendre un volume donné (Saint-Gyr). j
6. Étant donnés un cercle et trois tangentes, dont deux sont perpendiculaires à la troisième, on propose de- mener une quatrième tangente, telle que le tronc de cône engendré par la rotation de la figure autour de la troisième tangente ait un rapport m avec la sphère qui a même rayon que le cercle donné.
7. Un triangle ABG étant donné, on propose de le couper par une droite DE parallèle à l'un des côtés BG et telle, que le volume engendré par le triangle tournant autour de ce côté soit double du volume engendré par le triangle ADE ou le trapèze BGDE.
— On prendra pour inconnue la dislance de la parallèle au rnilieu de la hauteur qui correspond à BG.
8. Eu un point A d'un cercle donné on mène une tnngente indéfinie, et on ] ropose de trouver sur cette droite un point B, tel que, si, de ce point, ou mène une seconde tangente BG, et que l'on fasse tourner la figure autour du rayon OA, le volume engendré par la surface plane ABG comprise entre les deux tangentes et l'arc BG soit égal à une sphère donnée (Voyez Queslions de Géométrie, page 100).
9. Couper une sphère par un plan, tel que Taire de la section ait un rapport donné m avec la moyenne géométrique des surfaces convexes des deux cônes droits, qui ont pour base commune la section et dont les sommets sont sur la sphère.
10. Trouver sur la ligne des centres 00' de deux cercles donnés qui ont même rayon, "un point A, tel que, si de ce point on tire les tangentes AB, AB' et les rayons OB, O'B' et qu'on fasse tourner les triangles AOB, AO'B' autour de 00', la somme des volumes engendrés par la révolution complète des deux triangles soit égale à un volume donné.
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11. Calculer les rayons des bases d'un tronc de cône droit, circonscriplible à une sphère, connaissant son Yoiume et sa surface totale.
12. Étant donnés une spbère et un cône de révolution inscrit dans cette sphère, on propose de mener un' plan parallèle à la base du cône, à une distance de celte base, telle que la différence des sections faites par le plan dans les deux solides soit égale à une surface donnée.
13. Dans un demi-cercle terminé par le diamètre AB, on inscrit un rectangle DEFQ, et on construit un triangle DEG, qui a pour base le côté DE parallèle au diamètre AB et dont le sommet G est situé sur la demi-circonférence. On demande que le rectangle soit tel que, si Ton fait tourner la figure autour de AB, les volumes engendrés par le rectangle et le triangle soient égaux (B.).
14. Étant donnés le rayon r de la base d'un cône et sa hauteur hy à quelle distance x du sommet, faut-il mener un plan parallèle à la base, pour que le volume du tronc soit égal à deux fois celui de la sphère qui aurait x pour diamètre (B.).
15. Étant donnés un demi-cercle AGB et une tangente AD à l'extrémité A du diamètre AB, on propose de mener par l'autre extrémité B une droite BGD qui coupe la tangente en un point D, tel que, si l'on fait tourner la, figure autour de AB, la surface du cercle engendrée par AD soit égale à la zone engendrée par l'arc BG.
16. La hauteur, l'un des rayons de base d'un tronc de cône et son volume sont donnés : on demande de calculer le rayon de l'autre base.
17. Étant donnés un demi-cercle et une tangente AD à l'extrémité A du diamètre AB, par un point G pris sur la demi-circonférence, on mène une tangente CD et on la prolonge jusqu'à sa rencontre en D avec la première tangente ; on fait ensuite tourner la figure autour de AB. On demande de déterminer le point G, de telle manière que la zone engendrée par l'arc BG soit égale à la somme des surfaces engendrées par les tangentes AD et GD.
18. Gouper une sphère par deux plans parallèles dont la distance est donnée, de telle sorte que, si l'on circonscrit à la sphère deux cônes de révolution ayant pour bases les sections faites par les deux plans, la somme des surfaces latérales des cônes et de la zone comprise entre les deux plans parallèles soit égale à un cercle donné.
19. Une droite AX laisse d'un môme côté le carré ABGD qui a un sommet A commun avec elle : on propose de construire sur le côté BG, comme base, un triangle isocèle GBE, tel que le volume qu'il engendre dans la rotation de la figure autour de AX soit égal au volume engendré par le carré (G.).
20. Gouper un prisme triangulaire par un plan de manière que la
section soit semblable à un triangle donné. Cas du triangle équilatéral.
21. Partager un tronc de prisme oblique en deux parties équivalentes par un pian passant par Fune des arêtes latérales (G.).
22. Étant donné un demi-cercle terminé par le diamètre AB, on mène au point A une tangente AG égale au rayon du cercle et on tire une droite (]D qui coupe au point D le diamètre AB ou son prolongement. On fait ensuite exécuter à la figure une réyolution complète autour de AB, et alors le demi-cercle et le triangle AGD engendrent une sphère et un cône : on demande à quelle distance de la base du cône un plan parallèle à cette base doit être mené pour que la somme des sections faites dans les deux solides par le plan soit égale à un cercle donné.
23. Étant donnés un triangle ABG et une droite AX passant par son sommet A et le laissant d'un même côté par rapport à elle, on propose de mener une droite AD qui rencontre le côté BG en D, telle que le volume engendré par le triangle ADB dans la rotation de la figure autour de AX soit la moitié du volume engendré par le triangle donné.
24. Trouver les côtés d*un triangle rectangle, sachant que le volume engendré par ce triangle en tournant autour de son hypoténuse est égal au volume d'une sphère donnée et que la somme des volumes qu'il engendre en tournant successivement autour de chacun des côtés de l'angle droit est égale au volume d'une autre sphère donnée
25. Étant donnés sur une droite indéfinie XY deux points A et B dont la dislance est a, on propose de trouver sur la même droite un troisième point G, tel que la longueur AG soit moyenne proportionnelle entre CB et une longueur donnée b. — Gas particulier où b est égal à a.
— Voyez une solution et une discussion géométriques {Qmstions de Géométrie^ page 224).
26. On sait que, si dans un parallélogramme on mène les bissectrices des angles, la figure formée par la rencontre des quatre droites est un rectangle. Le rapport m de la surface de ce rectangle à celle du parallélogramme étant donné, on propose d'en déduire le rapport des deux côtés du parallélogramme.
27. Interpréter la solution négative dans les deux cas du problème I (246).
28. piscuter le problème de Pappus en prenant pour point de départ chacune des solutions qui ont été données (253).
29. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle, connaissant la somme ou la différence entre la base et la hauteur.
— La différence entre la base et la hauteur devra être prise dans les deux ordres différents. On verra alors que le problème est résolu par deux équations distinctes. — Voyez une discussion géométrique (Questions de Géométrie, page 244).
30. Calculer la base et le côté d'un triangle isocèle^ connaissant les rayons du cercle inscrit et du cercle ex-inscrit compris dans l'un des angles égaux.
31. Calculer la base et le côté d'un triangle isocèle, connaissant le périmètre et la somme de la base et de la hauteur.
32. Calculer la base et le côté d'un triangle isocèle, connaissant la médiane et la hauteur partant d'un des angles égaux.
33. Étant donné un carré, par deux des sommets opposés on mené deux droites parallèles, puis des deux autres sommets ou abaisse des perpendiculaires sur ces deux droites: les quatre droites ainsi déterminées forment un carré. On demande quelle doit être la direction des deux premières. droites, pour que le rapport de la surface du second carré à celle du second soit égal à un nombre donné m. — On
examinera le cas particulier où m est égal à - . •
— On prendra pour inconnue la longueur du segment déterminé par l'une des quatre droites sur l'un des côtés du carré donné. (Voyez l'exercice (25) du chapitre IX).
34. On donne les hauteurs de deux cylindres droits et circulaires, ainsi que leurs surfaces latérales et leurs volumes, et l'on demande de calculer les rayons des bases dans les deux cylindres (B.).
35. Calculer les longueurs de deux cordes parallèles d'un cercle donné, connaissant leur somme et leur distance.
36. Dans un triangle isocèle on donne le périmètre et la somme des deux côtés égaux et de la hauteur qui correspond à la base : on demande de calculer la base et le côté du triangle.
37. (^ialculer la base et le côté d'un triangle i&ocèle, connaissant le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle ex-inscrit qui est compris dans l'angle opposé à la base.
38. Calculer la base et le côLé d'un triangle isocèle, connaissant la hauteur et le rayon du cercle inscrit.
39. Calculer la base et le côté d'un triangle isocèle, connaissani les rayons des cercles circonscrit et inscrit.
40* Calculer les trois côtés c'un triangle rectangle, connaissant le périmètre et la hauteur qui correspond à l'hypoténuse (Problème JI (100)). •
41. Calculer les trois côtés d'un trangle rectangle, connaissant la bissectrice de l'angle droit, et le rayon du cercle inscrit ou le rayon du cercle ex-inscrit qui est tangent à l'un des côtés do l'angle droit (P. m (100)).
42. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle, connaissant son. périmètre et le volume qu'il engendre en tournant autour de son hypoténuse (P. II (100)).
43. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle, connaissant la longueur de ia bissectrice de l'angle droit et la somme des côtés qui comprennent cet angle.
44. Connaissant l'hypoténuse d'un triangle rectangle et la longueur de la bissectrice d'un des deux angles aigus, calculer les deux côtés de l'angle droit.
45. Un cercle étant tangent aux deux côtés d'un angle droit, on propose de mener une tangente au cercle qui forme avec les deux côtés de l'angle droit un triangle de surface donnée. — (On distinguera deux cas.) (P. II (100).)
46. Connaissant l'hypoténuse d'un triangle rectangle et ia somme des côtés de l'angle droit et de la hauteur, on propose de calculer les deux côtés de l'angle droit (247).
47. On donne le périmètre d'un triangle rectangle et ia somme ou la différence des surfaces engendrées par chacun des côtés de Tangle droit tournant autour de l'autre côté: on demande de calculer les trois côtés.
48. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle, lorsqu'on connaît la somme des deux côtés de l'angle droit et la somme des projections de la hauteur sur ces côtés.
49. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle, connaissant le périmètre et la somme des deux côtés de l'angle droit et de la hauteur.
50. On donne deux cercles et 0' et un point A sur la ligne de leurs centres; de ce point comme centre, on décrit un cercle qui coupe les deux premiers en B et B', puis on fait tourner le secteur circulaire BAB' autour de 00'. On demande de trouver quel doit être le rayon AB du troisième cercle, pour que le secteur sphérique engendré ait un volume donné.
51. Deux cônes de révolution, ayant des hauteurs égales et dirigées suivant la même droite, sont tels, que le sommet de chacun d'eux coïncide avec le centre de la base de l'autre ; on propose de couper lafigure par un plan parallèle aux bases, de manière que la différence des sections faites dans les deux solides soit égale à un cercle douné. (Les deux nappes de chaque cône sont supposées être tracées.)
52. Calculer la base et le côté d'un triangle isocèle, connaissant les distances du centre du cercle inscrit au<;enlre du cercle circonscrit el au centre de gravité du triangle.
- - Les formules seront différentes suivant ([ue la base sera plus grande ou plus petite que la hauteur.
53. Déterminer un quadrilatère dont on connaît les quatre côtés.
sachant que ses côtés opposés se croisent et sont tangents à un cercle de rayon donné.
— On fera voir que le théorème du n* (257) relatif au quotient —y
cet
est toujours vrai, et que les deux sommes a-fd et b-\^ sont égales.
54. Étant donné un demi-cercle AGfi et deux tangentes AD et BG aux extrémités du diamètre AB^ on mène une troisième ^tangente GD qui coupe les deux premières en G et D, et on joint par des droites les points G et D à un point iîxe E du diamètre AB. On demande quelle doit être la troisième tangente GD pour que le triangle DGE ait nne surface donnée.
55. Dans un trapèze isocèle etcirconscriptibleàuncercle, on donne le côté différent des bases et le rayon du cercle circonscrit : on demande de calculer les deux hases et le rayon du cercle inscrit.
56. Connaissant le périmètre, la surface, et la hauteur d'un trapèze isocèle, on propose de calculer ses côtés.
57. Un solide est formé d'un cylindre droit et circulaire et de deux cônes de révolution qui ont respectivement pour bases celles du cylindre; on sait, de plus, que les surfaces convexes des trois solides sont tangentes à une même sphère de rayon donné, et l'on donne la distance des sommets des deux cônes : on demande quelles doivent être les distances de ces sommets au centre de la sphère pour que le volume du solide total soit égal à un volume donné.
58. Étant données deux sphères, on les coupe par un plan parallèle à la ligne des centres, et sur les deux sections comme bases, on construit deux cylindres droits ayant pour hauteur commune la distance de la ligne des centres au plan: on demande quelle doit être cette distance pour que la somme des volumes des cylindres soit égale à une sphère donnée.
59. On remplace dans l'énoncé précédent la somme des volumes des cylindres par la différence de leurs surfaces totales,
60. Par deux points donnés mener une circonférence tangente à une circonférence donnée.
— Soient G et r le centre et le rayon du cercle donné, le centre du cercle demandé, A et B les deux points donnés : on tire la droite indéfinie AB, on abaisse GE perpendiculaire sur sa direction et on prend le milieu F de la distance des deux points A et B. On pose en- 'suite
AB = 2a, CE = d, EF=^ Ok = x, 0¥ = y, 61 -1- (i« — r« — a» = ± (?• et Ton trouve pour équation du problème
4(d* — r*]x^ ± ^rc*x — c* — 4a*d« = 0.
On est conduit à distinguer deux cas suivant quer» est inférieur ou égal à d\ ou bien lui est supérieur. Dans le second cas, on pose r«-rf«
égal à es et on décompose la quantité sous le radical en uq produit de deux facteurs :
61. Par un point A pris dans le plan d'un cercle donné, on mène deux droites rectangulaires BAC, EAD, et on tire la droite BD qui joint deux des points d'intersection : on demande de déterminer la position des deux droites rectangulaires pour laquelle la corde BD a une longueur donnée.
— On prendra pour inconnues xeiy les deux segments AB et AD, et Ton démontrera par la Géométrie que, pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que xety soient réels et positifs.
62. Étant donné un triangle, on propose de déterminer deux cercles, dont la somme des rayons soit connue et qui soient tangents extérieurement Tun à l'autre en môme temps qu'ils touchent deux des côtés du triangle.
63. Calculer les trois arêtes d'un parallèlipipède rectangle dont la surface totale et la diagonale sont données, sachant que l'une des arêtes est moyenne harmonique entre les deux autres.
64. Inscrire dans un cercle donné un trapèze, connaissant sa surface et la longueur du côté différent des bases.
65. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle, connaissant sa surface et le rayon du cercle inscrit ou du cercle ex-inscrit qui est compris dans l'un des angles aigus.
66. Étant données deux droites parallèles et une droite indéfinie qui les rencontre, on propose de mener, par un point pris sur l'une des parallèles, une droite qui coupe la première transversale, de manière que la somme ou la différence des triangles formés par les parallèles et les deux transversales soit égale à une surface donnée.
67. Calculer les côtés d'un trapèze inscrit dans un cercle donné, connaissant sa hauteur et la somme des carrés de ses côtés (262).
68. On donne .deux circonférences concentriques, et un rectangle semblable à un rectangle donné doit avoir deux sommets sur l'une des circonférences et les deux auires sur l'autre: on propose de calculer les deux côtés du rectangle.
69. Étant donné un triangle ABC, rectangle en A, on propose de mener dans Tintérieur de l'angle A une droite DE qui soit partagée en deux parties égales par la hauteur AH et qui soit telle, que sa longueur soit égale à la somme des perpendiculaires abaissées de ses extrémités sur l'hypoténuse BC. — On calculera les deux perpendiculaires.
70. Étant donnés deux cercles, on propose de trouver sur la ligne des centres un point, tel que la somme ou la différence des tangentes menées de ce point aux deux cercles soit égale à une longueur donnée (261).
CHAPITRE IX
VARIATION DES FONCTIONS. - MAXIMA ET MINIMA. — LEUR APPLICATION DANS LA DISCUSSION DES PROBLÈMES. — THÉO- RÈMES GÉNÉRAUX. - EXERCICES.
)M8. Problème I. — On suppose que dans le problème ÇiW, 259), au lieu de donner la force P, on demande de trouver sa valeur minima quand on fait croître la distance OB à partir de OA.
On a vu (259) qu'en désignant par x la distance OB, on avait Téquation
6ic*-2Pa? + 2Rd=0.
On en tire
-^ bx , Rd
et l'on est ramené à la discussion d'une fonction de la forme
k X -| (130). Si Ton fait croître a?. depuis zéro jusqu'à l'infini,
■ . La fonc-
P décroîtra dequisTinfinijusqu'à un certain minimum \] 2Rbd
qui correspond à une valeur de x égal à \/ .
tion croîtra ensuite depuis le minimum jusqu'à Tinfini. Mais
pour que \/2RW soit le minimum de P dans la question de mécanique, il faut que Ton ait
/ 2Rrf ^ . „ ^ èd
/__>d ou R> —
On est ainsi conduit à distinguer deux cas, suivant que R est plus grand ou plus petit que
Premier cas* — R ]>"
bd
! hfi
\ La force P décroît depuis sa valeur initiale H -| — ^ correspondant à x égal à d, jusqu*à un minimum v^ 2R6d pour x
■ / 9TÎ ri
I égale à 1/ ,c*est-à-direqu'elledécroit,depuislamoyenne
1 arithmétique entre 2R et èd jusqu'à la moyenne géométrique i entre ces deux quantités. Lorsque x croît ensuite à partir
I de \/ — ~ , la force P croît jusqu'à Tinfini.
Deuxième cas« R <C .
Alors la valeur initiale de or, qui est d^ est supérieure à la valeur 1 / — — pour laquelle a lieu le minimum de la fonction algébrique : donc (259) la force P ira constamment en croissant lorspue x croîtra â partir de d, et le minimum de la force P aura lieu quand cette force sera appliquée au point B.
Si la force R était égale à —^ , les deux valeurs de a?, d et
9Rr/
-7 — , deviendraient égales, et les deux minima n'en
feraient plus qu'un seul.
On peut maintenant retrouver tous les détails de la discussion du problème IV, (259).
1** R < — ^ . La force P est égale ou supérieure à R -|-
et ne passe qu'une seule fois par la même valeur. On voit alors que, lorsque la force donnée P sera égale ou supérieure
à R -| — — -, le problème aura une solution, et qu'il sera impos-
sible lorsque la force P sera plus petite que R + — - .
2° R = -T- . — Les conclusions sont les mêmes que dans le cas précédent.
3*^ R > -^ . La fonction P passe deux fois par les valeurs
comprises entre }j2Rbd et R + -ô" ^* "^® sexué fois par les
h/1 valeurs supérieures à R + -^ . Donc, lorsque la force donnée
sera comprise entre les moyennes géométrique et arithmétique des quantités 2R et 6d, le problème aura deux solutions, il
n'en aura plus qu'une lorsque la force P sera plus grande que
bd R -j- -^ , et il sera impossible lorsque la force P sera plus
petite que v/2R6d.
La vérification, comme on le voit à la simple inspection des tableaux (259) est maintenant complète.
964. Problème IL — On coupe une sphère par un plan et on circonscrit un cône de révolution le long de la section : on demande d'étudier la variation de la somme de la surface du cône et de m fois la surface de la zone qui a pour base la section et qui est extérieure au cône.
En résolvant par rapport à 2a l'équation (2) du problème VI (261), on trouve
2a= 2mr + (2m- 1) (x +— — îl-_).
La quantité 2a est proportionnelle à la surface qu'il s'agit de discuter, et si l'on pose
on voit qu'on est ramené à étudier la variation de u. Deux cas sont d'abord à distinguer, suivant que m est plus
petit ou plus grand que -^ •
Premier cas. — m ^:
Alors A; est négatif, et on sait (129) que, si k croît de zéro à l'infini, la fonction u croît depuis — ao jusqu'à -f-oo . Mais a?,
dans la question de géométrie, croît depuis jusqu'à r, la fonction u ira donc constamment en croissant, et comme elle est retranchée de 2mr, puisque le facteur 2m — 1 est négatif, la surface dont on étudie la variation diminuera, depuis Tinâni, valeur qu'elle prend quand le plan sécant passe par le centre de la sphère, jusqu'à la valeur Amitr* qui correspond au cas où le plan devient tangent à la sphère.
La conclusion resterait encore évidemment la même^ si m
était égal à — .
DeuiLtême en»* — m ^ — .
Alors k est positif et, l'on sait (134) que, lorsque x croît de-, puis jusqu'à -|- o6 , la fonction u décroit depuis + oo jusqu'à
un minimum 2 ^k qui correspond à x égal à v/fc, puis, qu'elle croît,depuis Zyjk jusqu'à + oo , pour les valeurs de x croissant depuis V* jusqu'à -|- oo . Mais, pour que le résultat puisse s'étendre à la fonction géométrique, il faut que }Jk soit plus petit que r. En écrivant qu'il en est ainsi, on a
r T < 1-^ OU m>\ ,
on est donc conduit à subdiviser le cas actuel en deux autres, suivant que m est plus grand ou plus petit que 1 . 1° m > 1. — Alors la somme passe par une valeur minima
qui correspond à une valeur de x égale à — i=ziiz=:
2* -^< m < 1. — La fonction u n'atteint maintenant son
minimum que pour une valeur de x supérieure à r. La somme des deux surfaces va donc constamment en décroissant, lorsque le plan sécant, qui passe d'abord par le centre de la sphère, s'en éloigne, de plus en plus, jusqu'à la position limite où il devient tangent à la sphère. La conclusion serait la même si m était égala l,eton remarque encore que c'est aussi celle à
laquelle on est arrivé pour m inférieur ou égal à à — .
Vérification des résultat» de la discussion du problème (V, 260). — On distingue deux cas, suivant que m est plus petit ou plus grand que 1 .
1' wi < 1. — La somme des deux surfaces ne passant qu'une seule fois par les valeurs comprises entre l'infini et 4w7rr*, le problème n'aura jamais qu'une solution, et à la condition que la somme donnée sera au moins égale à m fois la surface de la sphère.
2*^ wi > 1 . — La somme des deux surfaces passe deux fois par les valeurs comprises entre le minimum et m fois la surface de la sphère, et une seule fois entre cette dernière valeur et Tinfini. Le problème aura donc deux solutions lorsque la somme donnée sera comprise entre le minimum et m fois la surface de la sphère, et il n'aura plus qu'une seule solution lorsque la somme donnée sera supérieure à m fois la surface de la sphère. Il n'y aura plus d'ailleurs de solution lorsque la surface donnée sera inférieure au minimum.
Les tableaux du n° 260 montrent l'accord des résultats.
tG6. Problème III. — Étudier la variation du volume d'un tronc de cône^ dont la hauteur h est constante et qui est inscrit dans une sphère donnée de rayon r.
En résolvant par rapport à 4a* l'équation (5) du problème VII (262), on a
et si Ton pose
, . 12/iV«
on est ramené à discuter une fonction de la forme x -\ — '- .
On sait que, z croissant depuis jusqu'à y 2rh yj^ , la fonction u diminue depuis l'infini jusqu'à un certain minimum,
puis, que z croissant depuis \ 2rh}j3 jusqu'à l'infini, la fonction u croîtra depuis sa valeur minima jusqu'à l'infini. Mais, dans la Question de Géométrie, z est une variable comprise entre h et 2r, et pour que la fonction u ait le même
minimum, il faut que la quantité y 2r/i \]~3 soit plus grande que h et plus petite que 2r. La première condition est .toujours satisfaite, maispour queja seconde le soit aussi, il faut que h
2r V 3 soit plus petit que —^ : on est donc conduit à distinguer
deux cas.
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Premier cas. — " ^ ô •
Alors, quand s croît, depuis h jusqu'à y ^^^^ V 3 , le volume du tronc diminue jusqu'à un certain minimum, puis il croît, à partir de cette valeur, jusqu'à un certain maximum quand z
croît depuis y 2''/i yT jusqu'à 2r.
DeaiLtéme cas* — /l ^ r .
La valeur y irh V 3 étant maintenant supérieure à 2r, lorsque z croît de h à 2r, la valeur, à laquelle correspond le minimum précédent, n'est pas atteinte, et le volume décroît constamment. La conclusion serait évidemment la même si h
2r yj^ était égal à i^-^— , car le minimum est -atteint, mais n'est
pas dépassé.
Rëmabque. — Dans le cas où h est inférieur à
le volume du tronc a deux maxima qui correspondent respectivement aux valeurs h et 2r de 2, et le second maximum est toujours plus petit que le premier; mais il est plus grand ou
plus petit que le volume du côrie qui a pour apothème \f2rh^
suivant que h est plus petit ou plus grand que -^r. Gela résulte de la comparaison qui a été faite au n° 262, des quantités désignées par e, c, d.
Vérification des résultats de la discussion du problème VII, (262). — Pour plus de clarté, nous construisons d'abord les courbes qui représentent la variation de a* dans les deux premiers cas.
On aies courbes fig. (41) ou fig. (42), suivantque h est plus
2 2 2r \l^ petit que -jr-r on compris entre — r ^\ . Les abs-
cisses OA, OC, CE, OG sont les valeurs de z égales respectivement à h, yJYrhy \/ Wi V 3 , 2r et les ordonnées AB, CD, EF, GH sont les valeurs correspondantes de a* qui ont été désignées dans le n*> 262 par e, c, b, d. Dans la figure (41),
Tordonnée HG étant plus grande que CD et plus petite que AB (262), la parallèle LH à OG rencontre la courbe en un point L situé entre D et B, et si du point L on abaisse LM perpendiculaire sur OG, le point M tombe entre A et G. De même, une parallèle DK à OG rencontre la courbe en un point K entre F et U, et le pied I de Tordonnée de ce point est situé entre E et G. On fera une construction analogue dans la figure (42), et on obtiendra deux points, l'un L sur la courbe entre F et D, Tautre M sur OG entre E et G.
2r v^ Lorsque h est plus grand que ^ — , l'ordonnée de la
courbe qui représente la variation de a' va constamment en diminuant, il est donc inutile de tracer cette courbe.
On peut maintenant retrouver tous les détails de la discussion du problème VII (262) : d'après ce qui vient d'être dit, on est conduit à considérer plusieurs cas.
!• /i < — r. — Voici les résultats auxquels conduit la vue o
de la courbe (41) : si a^ est compris entre e et d^ le problème a une solution du premier genre ; si a* est compris entre d et c, le problème a une solution du premier genre, qui correspond aux points de la courbe situés entre L et D, et une solution du second genre, qui correspond aux points de la courbe situés entre K et H ; quand a^ est compris entre c et 6, le problème a deux solutions du second genre ; ces deux solutions se réduisent à une solution double quand a^ est égal à h ; enfin le problème est impossible quand a^ est plus petit que b ou plus grand que e.
Ces résultats sont d*accord avec ceux du premier tableau (page 351).
2» y r < ft < — ^ — . — C'est le cas de la figure (42). Si
a* est compris entre e et c, le problème a une solution du premier genre ; si a* est compris entre c et d, le problème a une solution du second genre ; si a* est compris entre d et &, le problème a deux solutions du second genre : les deux solutions se réduisent à une solution double quand a* est égal à b. Enfin, comme dans le cas précédent, le problème est impossible quand a^ est plus petit que b ou plus grand que e.
La vue du second tableau (page 353) montre l'accord des résultats.
3** A > — - — . — Dans ce cas, Tordonnée de la courbe décroît depuis e jusqu'à d. On en conclut que le problème n a jamais qu'une solution, qui est du premier genre lorsque a* est compris entre e et c, et qui est du second genre lorsque a* est compris entre c et d. Le problème est d'ailleurs impossible quand a^ est plus petit que d ou plus grand que e.
Cette dernière discussion confirme encore les résultats du troisième tableau (page 353) (*).
toe. Problèmb IV. — Étant donnés quatre points ^ ligne droite o, a, b, c ; on demande de trouver sur la même droite
' * ^ * 1 I *'*j moxmc un pomt m, tel que la quantité r- soit maxima ou
maXmb minima, (Apollonius).
Premier cas «le fleure. — Le segment ab est intérieur au segment oc (fig. 25). Soient a, b, c les distances oa, ob, oc, X la distance om, et y la fonction dont il faut étudier la variation : on a
Cette équation sera générale, quelle que soit la position du point M à droite de O, si Ton considère les produits mo X me et ma x m&, comme ayant le signe -f- ou le signe — , suivant que les points o et c, ou les points a et b^ sont d'un même côté ou de part et d'autre du point m. C'est la règle ordinaire en géométrie, et quand nous demandons le maximum ou le mini-
moxmc ., ^u- * j 1» ^- *
mum de r- , il est bien entendu que 1 on tient compte
m^Xmb
à la fois de la grandeur et du signe.
Pour résoudre la question, nous allons employer la méthode
du n® 131, c'est-à-dire ramener l'étude de la variation de j/ à
k celle de la variation d'une fonction x -\ . On a
(*) Pour suivre plus facilement la discussion, les élèves feront bien de mettre sur les ordonnées, dans les 6gures (41) et (42), les lettres l>, e, d, e, qui les désignent.
ab
y=y+ 12 /^ ■ L^ j ^A =i+(^+ft-g)
et si Ton pose
et que Ton divise les deux termes de la fraction obtenue par x', il vient
, , cP — (a4-b)x + ab , ^ _ .
Mais on a
ab[c — a)[c — b)
on est donc ramené à étudier la variation de la fonction u définie par l'équation suivante :
, , abic ---a) [c — 6)
{a-^-b — &fc'
La distance c pourrait être plus grande que a -{-b^ow^c^ qui revient au même, le segment ac pourrait être plus grand que ofc. Mais il est clair qu'alors il suffirait d'intervertir le rôle des deux points et c, c'est-à-dire qu'on prendrait le point pour origine des distances et que l'on appellerait^ la distance cin^ le point m ayant une position quelconque à gauche de c. Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité de la solution, supposer c plus petit que a -f- 6. On pourrait suivre la variation de la fonction w, mais nous remarquerons seulement ici qu'elle passe par un minimum et un maximum pour des valeurs de X* que nous désignerons respectivement par x\ et x\.
Ces valeurs sont données par les formules suivantes :
(3) ^K= \aJ\ ^ (4) ^2
^^^ ^2î 1/0 Va i^^présentant les valeurs de or et y qui correspondent à x\ et ar'2, on aura par un calcul facile
_ {\l b{c-a)- \l a(c^b)f ,. _ {\lW^)+sh^îfi-S))^ ^' [a-bf ' y^— (^=6jâ •
Soient m^ et mg les deux positions du point m données par les valeurs x^ et (Tj de x. On voit d^abôrd que d est plus grand que c, et comme rr^, qui est égal à d -\- x\^ est plus grand que £?, le point m^ est à droite du point c. Quant au point m^, il est toujours situé entre a et 6 parce que, comme le montre un calcul très-simple, x^ est toujours plus grand que a et plus petit que 6.
Interprétation géométrique de la solution* — Il résulte de ce qui précède que, pour obtenir les deux points m^ et m^ on doit prendre un point i à droite du point et à une distance de ce point égale à d (on suppose que est l'extrémité extérieure de celui des deux segments ob et ac qui est le plus grand), puis, qu'on doit porter à droite et à gauche du point i
deux longueurs im., inu égales àl / — (g ''a)[C'- ) ^ ^^.^
si Ton compare les formules (1) et (3) aux formules (2) des n°' 210 et 211, on voit que le point i est le centre d'une involution dont les quatre points 0, a, 6, c font partie, et que les points ///, el m,2 sont les points doubles de cette involution.
oeuxièmo en» «le figure. — Les deux segments oc et ab sont extérieurs l'un à l'autre (fig. 26). On a les mêmes calculs que dans le premier cas. Seulement comme les différences c — a et c — b sont actuellement négatives, en posant les mêmes inégalités que dans le premier cas, on trouve que om^ est plus grand que oa et plus petit que ob et que 0W2 est plus petit que oc. Alors le point m^ est situé entre a et 6, et le point 7^2 entre et c. Les valeurs de y^ et yg ^^^ aussi toujours la même forme algébrique, mais on écrit maintenant
L'interprétation géométrique est lamême que dans le premier cas.
Troisième cas. «le fleure. -^ Les segmcnts OC et ab empiètent Tun sur Vautre (fig. 27). Alors, comme les quantités
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c — a et c— & sont de signe contraire, la quantité qui est ordinairement représentée par k est négative, et il n'y a, comme on sait, ni maximum ni minimum.
Tous les résultats que nous avons trouvés par TAlgèbre ont été obtenus par M. Ghasles à l'aide de la Géométrie (Voyez le Traité de Géométrie supérieure, page 208 et suivantes).
QUELQUES REMARQUES SUR LA FRACTION
ax^ -\-bx -]-c a'x*+b'x + &'
969. Les problèmes, qui ont été discutés dans ce chapitre, se ramènent tous à Tétude de la variation de la fraction précédente,
k ou de la fonction x-A à laquelle on peut toujours la rameur
ner. Mais le dernier problème conduit très-simplement à quelques théorèmes généraux sur la fraction.
Posons
ax* -|- to -f-
et soient a et j3 les racines du numérateur, a' p' celles du dénominateur : on pourra écrire
(1) y = ':TX
Supposons d*abord les quatre racines réelles, et soient oa^ oh, oa\ 0^, quatre longueurs, comptées sur une même droite, qui les représentent respectivement. Si Ton prend sur la même droite un point m quelconque, les facteurs x — a, x — p, X — «', œ — p' représenteront les distances ma, mb, ma', mb'
en grandeur et en signe, et si Ton désigne —y par p, on aura
maXmb y = px
ma'xmb'
L'étude de la variation de y se trouve donc ramenée à celle
de la fraction -, rr <ïui n'est autre que celle du pro-
ma'xmb' ^ r
blême précédent comme on le voit en remplaçant o, c, a, 6,
respectivement, par a, b, a', b'.
On a vu, en particulier, qu'il n'y a ni maximum ni minimum pour la dernière fraction, quandles deux segments oc et afc, ici, aa' et bb\ empiètent l'un sur l'autre, c'est-à-dire quand a' est situé entre a et fe et 6 entre a' et b. Donc la fraction y n'a ni maximum ni minimum, lorsque les racines des trinômes, qui forment ses deux termes, sont réelles et qu'une racine de chacun d'eux est comprise entre les racines de l'autre. Dans tout autre cas où les racines sont réelles, la fraction a un maximum et un minimum.
S69. Le cas des racines imaginaires échappe à la méthode précédente, mais je vais faire voir que, si l'un des deux trinômes ou tous deux ont leurs racines imaginaires, y a toujours un maximum et un minimum.
On a vu (131) que y peut s'écrire ainsi ;
m et n étant deux constantes et x' une variable auxiliaire. D'ailleurs les racines de l'équation
(1) x'^'}'ex'-\-k =
sont réelles ou imaginaires en même temps que celles de l'équation
dont elles ne diffèrent que par une constante réelle.
Cela posé, supposons que les racines de l'équation (2) soient imaginaires. Il en sera de môme alors de celles de l'équatioQ (1), et, par suite, k ne pourra être ni négatif ni nul. Mais k étant positif, on sait que la fonction y a un maximum et un minimum.
La conclusion serait la même, si c'étaient les racines du numérateur qui étaient imaginaires, car on pourrait chercher les maxima et minima de la fraction renversée, et appliquer la même démonstration.
99IB. On a supposé, dans ce qui précède, que k n'était pas nul, mais on peut voir que, lorsque k est égal à zéro, la fraction y, simplifiée autant que possible, a ses deux termes du premier degré en x. Il en sera évidemment ainsi, si la même chose a lieu pour la fraction en x' considérée plus haut.
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Or cette fraction, quand on y fait k égal à zéro, devient
— j^—r — j-ou ' ,_. — après la suppression du facteur com-
muu af.
Les deux termes de la fraction y ne peuvent avoir de facteur commun qu'autant que les trinômes qui forment ses deux termes ont une racine commune, la condition que k soit égal à zéro doit donc être celle qui exprime que les équations
(1) ax2 + fear + c = 0, (2) a'x^ + ¥x-\-&=Q,
ont une racine commune. Or c'est ce que l'on vérifie facilement. En effet en développant les calculs du n*^ 131, on obtient
a'{ca'—ac'Y ^b\ca' — a&){aV—ha')-\-d{aV — ba'y
et en égalant le numérateur à zéro, on a bien la condition connue pour que les équations (i)et(2) aient une racine commune (Problème TII, 242).
Bemarque. — D'après la transformation du m 174, on a
.^. , _ {bV — 2{Ga' + ad)f — {b^ — Aac){b'^ — 4a V) ^ ^ ~ 4{ab' — ba')^
Mais le numérateur de &, étant égalé à zéro, donne la condition pour que la quantité désignée par jB* — 4AC (Pr. V, 128) soit nulle. On conclut de là que, dans la discussion que nous venons de rappeler, on aurait pu laisser de côté le cas où la quentité B* — 4AC est égale à zéro, ce cas ne devant pas se présenter, si la fraction y a été réduite à sa plus simple expression.
MO. En prenant la valeur de k donnée par la formule (3), on voit que y aura un maximum et un minimum, ou pourra prendre toutes les valeurs possibles, suivant que la quantité
{bb' - 2(ca' + ac'))* — (6* — 4ac) (fr'^ — iad), sera positive ou négative, c'est ce qui est encore conforme à ce qui a été trouvé (Problème V, 1 28).
Mi. némoiiAtrAtion ci*une ici«sntUi'. — On a VU (Problème IV, 266) que, lorsque y avait la forme
{x, — aO (iT, — 6J '
(Je mets a,, fr^, c^ au lieu de a, 6, c pour éviter la confusion des notations.) on obtenait la formule
m k— ^<^(^< —c^iliCi — b^)
Si l'on veut ramener à la jnême forme la fraction (^ «X^'-'P;
on posera œ égal àar^ -j- «î ^^ par le changement de variable, cette fraction deviendra
en l'identifiant avec la fraction (1) on aura
ai = a' — a, b^z=zp' -^a, C| = p — a.
Alors, en remplaçant dans l'équation (2) a|, 6^,04. par les valeurs précédentes, on obtient
ou encore après avoir substitué et à a 4- S et
à af-\-p'
_ a^fl^(« - gQ (ce -|50 (|3 - ccQ p - PO
(aô' — bay Si enfin on égale cette dernière expression de A; à l'expression (3) trouvée au n*^ 269, on obtient l'identité demandée
4a VV — aO (a — PO (p — «0 (p — p')
= (66' — 2(ca' + ae'))2 — (é^ _ iac){b'^ — 4a'c').
En prenant cette identité comme point de départ, M. Darboux, dans un très-intéressant article inséré dans les Nouvelles Annales (tome VIII, page 81), est aussi arrivé aux résultats qui sont développés dans les numéros précédents.
9G3. Sur le» limites de la variable indépendante dans l'étude de la variation des fonctions* ~ On a VU
par quelques problèmes, comment dans les questions de gôométrie, l'étude de la variation de la fonction est rendue plus difiicile à cause des conditions auxquelles la variable indé-
pendante est assujettie. Mais il peut même arriver, pour certains problèmes, que <)es conditions les fassent échapper aux méthodes élémentaires, dans lesquelles sans cela ils pourraient rentrer. C'est ce que je vais montrer en prenant pour exemple le problème suivant.
Problème. — Parmi toutes les cordes normales à V ellipse en rune de leurs extrémités, quelle est la plus petite ?
En appelant d la longueur de la corde, 2a et 2b le grand et le petit axe de Tellipse, et œ la longueur du demi-diamètre conjugué de celui qui passe par le pied de la normale sur la courbe, on démontre facilement que Ion a
Alors on est évidemment ramené à discuter la variation de la fonction u définie par l'équation suivante :
Mais si Ton pose
l'équation précédente devient (3) t^ = (a>-f &« — j/)j/2.
La fonction u variera en sens inverse de rf, et au maximum de u correspondra le minimum de d. D'ailleurs x est une variable qui ne peut prendre que des valeurs comprises entre 6 et a, et, par suite, la variable y croît depuis ft* jusqu'à a*.
D'après Téquation (3), on est ramené à trouver le maximum d'un produit de facteurs, dont la somme est constante et qui sont élevés à des puissances différentes. D'après la règle connue, on détermine y par l'équation
qui donne
l*j Voyez uù article de M. ponnet. Nouvelles Annales, tome U.
La valeur qu'on vient de trouver pour y est évidemment toujours plus grande que 6* ; mais pour qu'elle soit admissible, elle doit aussi être plus petite que a*. Or eu écrivant qu'il en est ainsi, on obtient
(5) a > 6 yjl
et cette condition peut ne pas être remplie.
On conclut du calcul précédent que, dans le cas où Tinégalité
(5) est satisfaite, il existe une corde minima qui correspond à
une valeur de y égale à — (a* + fe*). Mais quand au contraiie
a est plus petit que 6v^2, le minimum ne peut plus être trouvé par la méthode élémentaire.
Cependant, pour ne pas laisser une question inachevée, je vais employer pour résoudre complètement le problème, la méthode des infiniment petits dont j'ai déjà fait usage en Géométrie et en Trigonométrie (Voyez Questions de Géométrie, page 260) . ' ,
On a
En calculant les accroissements des deux quantités (a* +6^)2/* et 2/* correspondant à un même accroissement h de y, on obtient
(a« + 6ï)(2/jy + /i»), 3hy^ + ih^y + h^ ;
le rapport des accroissements est donc
(a*+fc^) {2hy +¥) 3hy^ + 3h^y + h^~ '
En supprimant le facteur commun /}, puis faisant h égala
2 (a* -1- 6*) zéro dans la fraction, on obtient — ^ — ^ — ^pour la limite du
3y mpport.
Si Ton donne d'abord à y sa plus petite valeur b^ on obtient 2(a« 4- 6«)
«T^ , quantité plus grande que 1. La fonction u commence donc par croître. Elle continue de croître tant aue la
2(a« + è*) fraction 5-^ ^restera plus grande que 1. Mais si Ton posQ
l'équatioa
On en tire y égal à -^ (c^'+t^), et on voit que, dès que y dé-
passe — (a'+&*)î la fonction cesse de croître pour décroître :
elle a donc passé par un maximum qui correspond à une valeur
de y égale à -ô" (a^ -j" ^*)î ^^ toutefois cette valeur est plus
petite que a*. C'est la même conclusion que tout à l'heure, et le maximum n*a lieu que si a est plus grand que b y 2. Supposons maintenant que a soit plus petit que 6 V 2.
y croissant, à partir de 6*, atteint la valeur a* avant la valeur -^ (^^+&'), qui dans le cas actuel est plus grande : la fonction
u n'a donc pas encore atteint son maximum algébrique lorsque y est égal à a^. Par conséquent, le maximum de la fonction w, et, par suite, le minimum de la corde correspond à t/ égal à a* oukx égal à a. Mais la variable o) étant égale à a lorsque la corde se confond avec le petit axe, on en conclut que, dans
le cas où a est plus petit que 6 V 2, la corde minima est le petit axe de Tellipse.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES MAXIMA £T MINIMA
S98. Théorème I. — Lorsque la somme de n nombres x, y,
z est égale à un nombre donné a, la somme des produits r
àvde ces nombres est maœima lorsque tous les nombres sont égaux.
Il est évident que la somme des produits r à r a un maximum, puisqu'elle est moindre que le produit de a*" par le nombre des combinaisons de n lettres r à r. Je dis maintenant que, si deux nombres a?' et y de la somme donnée sont inégaux, on pourra toujours trouver une somme de produits ràrplus grande que la somme des produits r k r qui les contient. En effet, on peut écrire la somme des produits r hr qui contient les nombres inégaux œ et y, sous la forme Aory-^B{œ-\-y)']'G, A, B, C étant des polynômes indépendants de x et de y, mais contenant les autres lettres z,t , . , Mais si l'on remplace, dans
la dernière expression, x eiy par "t" , sans changer les
autres lettres, a? + 2/ et les polynômes A, B, G ne changeront pas, tandis que le produit xy prendra une valeur- plus grande.
On a donc bien obtenu comme on l'avait annoncé, une somme de produits plus grande que la première, et en achevant le raisonnement bien connu, on démontre le théorème énoncé.
2'9A. Théorème II. — La somme xV-f-x'^V étant constante^ le produit x^^j^" atteint sa valeur maxima, lorsque x etj satisfont à l'équation
Il 1 1 ^I!^3 "■ ~ ■ ■-" ' ■ ■' *
On admet que les différences p^q^^ — q'p^\ qp" — pq^' sont de même signe.
Supposons que les trois quantités a^y^^ oi^y^ -^ od^'^y^" soient élevées respectivement aux puissances indéterminées >, \' et V, Si Ton trouve pour ces indéterminées des valeurs satisfaisant aux équations
on sera ramené à trouver le maximum d'un produit a? y de facteurs a^y^^ ^y^t ^^^^ la somme est constante et qui sont élevés respectivement aux puissances l et V. En appliquant la règle connue, oti aura
cd^y^ od^y^'
ou
Mais des équations (1 ) on déduit
p^q" — q'p" qp" — pq" '
les quantités > et > sont donc proportionnelles aux différences pY' — ^^V" ®^ QP"^P(l'\ et en remplaçant dans réquation(2) X et y par ces différences, on a
^""f PY _ qY — qpff ^ pqf
C'est ce qu'il fallait démontrer.
On peut se proposer maintenant de déterminer x et y. Nous
supposerons d'abord, ce qui arrive ordinairement dans les applications, que l'équation
où a représente la somme donnée, soit une équation homogène en X et y. Alors les différences p — p' et 9' — q sont égales, et l'équation (3) fait connaître le rapport de a? à t/ qu'on désignera par m. En remplaçant ensuite y par mx dans l'équation (4) on obtient
(5) x=\/ ^ , y = ml/ — — — —.
Si le premier membre de l'équation (4) n'était pas homogène par rapport à rr et ^, on laisserait à l'équation (3) la forme sous laquelle elle s'est d'abord présentée, et on écrirait
3^y^ oF y^
En ajoutant les fractions précédentes, terme à terme, on aurait
p'g" — q^^ çp" — pq^^ (p' — p)g" — p'^q' — q) '
et de ces équations on déduirait facilement j? et y. Je vais faire une application des formules (5) à un exemple.
Problème. — Trouver^ parmi tous les cônes de même surfctce latérale^ celui qui a le plus grand volume.
•Soient x et y le rayon de la base et la hauteur du cône, et «•a* la surface latérale donnée, on a
et l'on demande de trouver le maximum de x'^y. Ici Ton a
p = 4, 7 = 0, p' = 2, g' = 2, f = ï, f=\, on déduit d'abord de l'équation (3)
puis les formules (5) donnent
On aurait du reste trouvé immédiatement les résultats précédents, si l'on avait appliqué à l'exemple particulier* la méthode qui a conduit aux formules (5). En effet, élevons à la quatrième puissance la quantité x^y dont on demande le maximum, et nous serons ramenés à trouver le maximum du produit a;* X [oc^if)'^ dont la somme des facteurs x* et xhj'^ est égale à a*. En appliquant la méthode connue, on a
d'où
On trouve ensuite sans difficulté les valeurs de x et y, telles qu elles sont données par les formules (6).
j^VS. Théorème III. — x ^^ y représentant deux variables dont
la différence est constante, le rapport — ^ a une valeur ma-
xima lorsque x et isi sont respectivement plus petits que y et n, et une valeur minima lorsque x etm sont respectivement plus grands que y et n: alors les valeurs de x et y satisfont à l'équation
Dans tout autre cas, il n'y a ni maximum ni minimum.
\'' X ^y eim ^n, —- Désignant par d la différence entre X et y, on aura
('-TÏ-
Mais si ron multiplie, dans la dernière expression, le premier facteur par d**"'*, on voit qu'on est ramené à trouver le maxi-
(^ \n-m I d\^ — I Xll 1 , c'est-à-dire le maximum d*un yj \ yJ
produit de deux facteurs, dont la somme est constante et qui sont élevés respectivement â des puissances n — met m. On aura donc
in
2° X > j/ et w < 7î. — En remplaçant y par x — d, par des calculs analogues aux précédents, on trouvera le minimum de l'énoncé. Le théorème est d'ailleurs évident en renversant la fraction et faisant une permutation de lettres.
3° ^z: ;> î/ et m ^n, les signes supérieurs ainsi que les signes
inférieurs étant pris ensemble, — Supposons, par exemple, pour fixer les idées que x soit plus grand que y et m plus petit que n. On a alors
jn /.. I 7\m
et, sous la dernière forme, on voit bien qu'à mesure que y
croît, le rapport diminue jusqu'à zéro.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX
Nota. — On devra déterminer les maœima et minima par r étude directe de la variation de certaines fonctions, comme il a été fait au chapitre xv, ou- en appliquant les différents théorèmes généraux du chapitre xvl — On ne répète plus les observations qui ont été faites en tête des exercices du chapitre précédent.
1. Trouver la plus petite et la plus grande distance d'un point à une circonférence.
2. Deux mobiles, placés en B et B' sur les côtés d'uo angle droit BAB', sont à des distances données a et a' du sommet A, et se dirigent vers ce point avec des vitesses v et v': on demande quelle sera la distance minima des deux mobiles. Celte dislance pourra-t-elle élre nulle?
3. Trouver, parmi tous les triangles de même base et de même périmètre, celui qui est tel, que la médiane, qui correspond à la base, est minima.
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4. Trouver, parmi tous les triangles de môme base et de même périmètre, celui qui est tel, que la bissectrice de Tangle opposé à la base soit maxima.
5. Parmi tous les triangles de môme base et de môme périmètre, quel est celui dont la hauteur est maxima ?
6. Trouver la plus petite de toutes les droites qui sont inscrites dans un angle droit donné et qui passenlpar un pointdela bissectrice de l'angle.
— Si Ton désigne par a la distance du point donné aux deux côtés de Tangle, et par x ety les segments interceptés par la droite sur ses deux côtés, on a *^
On démontre d'ailleurs facilement quela droite est minima en môme temps que le produit xy»
7. Par un point pris dans l'intérieur d'un angle donné, mener une droite qui forme avec les deux côtés de l'angle un triangle d'aire minima.
— a et 6 étant les distances du point donné aux deux côtés de l'angle, comptées sur des parallèles à ces côtés, et x et y les segments interceptés par la droite sur les côtés de l'angle, on a
8. Étant donné un rectangle ABGD, on propose de mener, par le sommet B, une droite BEF qui coupe le côté CD en E et le prolongement de DA en F, de telle sorte que la somme AF + CE soit minima.
9. Aux extrémités d'une droite de longueur donnée AB, on élève deux perpendiculaires AG et BD à cette droite; un point E est donné dans l'espace ABGD : on demande de mener par ce point une droite FG, telle que la moyenne proportioimelle entre AF et BG soit minima.
10. Trouver un point, dans l'intérieur d'un triangle, tel que le produit des perpendiculaires abaissées de ce point sur les trois côtés soit le plus grand possible.
11. Étant donnés une droite XY et un point A, par le point donné on mène deux droites rectangulaires et les bissectrices des angles formés par ces droites Si l'on prolonge les quatre droites jusqu'à leur rencontre avec XY, on forme ainsi deux triangles rectangles: on demande de trouver le minimum de la somme des hypoténuses de ces triangles.
— Représentant par a et a' les deux hypoténuses et par h la dis-.
tance du point A à la droite XY, on démontrera d'abord pnvV Algèbre la relation
(Voyez Questions de Trigonométrie^ page 225).
12. Parmi tous les triangles isocèles, circonscrits à un même cercle, quel est celui pour lequel le rayon du cercle circonscrit est le plus petit.
— Si l'on désigne par r le rayon du cercle donné, par R le rayon du cercle circonscrit, et par 1x la base du triangle isoscèle, on trouve
4Rr =
On prend ensuite une variable auxiliaire t, en posant
ajî -f- r' = — ,
et Ton voit facilement que le triangle demandé est équilatéral. C'est, du reste, ce qui résulte de ce théorème connu: dans tout triangle Le
rapport - est supérieur ou égal d • .
13. Couper un tétraèdre par un plan parallèle à deux arêtes opposées, de manière que la section soit maxima.
14. Si Ton coupe un octaèdre régulier par un plan parallèle à deux faces opposées, on démontre facilement que la section est un hexagone, dont les côtés adjacents font entre eux un angle de 120** et ont une somme constante et égale à Tarèle de l'octaèdre. On propose de mener le plan sécant de manière que la section soit maxima.
— Soit a Tarète de l'octaèdre, œ et 2/ deux côtés adjacents de riiexagone, en considérant cette figure comme composée d'un trapèze isocèle et de deux triangles égaux et désignant sa surface par S, on obtient
o _ (2a? y + fl') VT • S
15. Étant donnés une droite et deux points extérieurs, trouver sur la droite un point, tel que la somme des carrés de ses dislances aux deux points donnés soit minima.
16. On donne sur les côtés d'un angle deux points fixes A et B, et Ton demande de trouver, sur les côtés du môme angle, deux points
C et D à la même distance du sommet et tels, que AD + BG* ait une valeur minima.
17. Deux points A et B étant donnés sur une droite, 00 prend entre les deux points un point C, on décrit deux cercles sur AC et BG
EXERCICES. ' ÎS5
comme diamètres, on mène aux deux cercles une tangente commane^ extérieure, puis on décrit un troisième cercle qui touche les deux premier» et la tatigente commune ; on demande de déterminer le point G, de manière que le rayon du troisième cercle soit le plus grand possible.
— Désignant les rayons des trois cerclés par r, r', a?, on s'appuiera sur la relation
pour démontrer que le maximum de x revient à celui de rr'.
18. Étant donnés trois points en ligne droite 0, G, 0', le second entre les deux autres, on décrit deux sphères sur GO et GO' comme diamètres et on détermine un cône de révolution tangent à toutes deux : on demande, les points et 0' étant fixes, de déterminer le point G , de manière que le volume compris entre le cône et les deux sphères soit le plus grand possible. {Queitions de Géométrie^ p. 101.)
19 Étudier la variation des fonctions • ^
ac — 1 oî-f-J. œ» > (aî-|-l)(aî.— 3)
{x + \)(x + 2) a?» 4- a? + i . {x — 3)(a? — 4) (X— \)[x - 2) ' 2x«+ (ir4- 3 ' a? - 3
et construire les courbes.
Étudier la variation de la somme des deux fractions
a;» — Sa; -^ 1 a?» + 5a? + 1 ajî - 5œ 4- 1 ' aîs 4- 3a? + 1
23. Trouver dans quels cas on peut étudier par la méthode élémentaire la variation de la somme de deux fractions à termes du second degré.
24. Trouver, parmi tous les triangles de même périmètre, le triangle dans lequel la bissectrice de l'angle droit, la somme des deux
côtés de l'angle droil et de la baoteur, ou le yolume engendré par le triangle tournant autour dje Thypoténuse, a une valeur maxima. ^ On. trouve dans tous les cas le même triangle, le triangle isocèle dont de périmètre est donné.
25, Étant donné un carré, on porte sur chacun de ses côtés ou suf son prolongement, à. partir du sommet et dans un même sens de-rotation, une même longueur. On joint les extrémités des segments ainsi obtenus à Tun des sqmmets opposés du carré, de manière que la figure formée par les quatre droites de jonciion soit un carré. On demande d^étudier la variation de la surface de ce carré, lorsqu'on donne à la longueur arbitraire toutes les valeurs possibles.
: -* £n rçiprésêntant par a, y, x les longueurs des côtés du carré donné e^du earré variable, et la longueur qu'on porte sur les côtés du carré donné, on trouve
26. Étant données deux droites rectangulaires AB et CD, on propose de calculer les rayons de deux cercles, qui touchent respectivement les deux droites en deïix points donnés A et G et qui soient euxmêmes taogents intérieurement, sachant que la différence des rayons est minima. (On peut faire une application de ce problème à TArchitecture.)
— Soient prolongés les rayons des points de contact jusqu'à leur rencontre en E, et posons
AE=<i CE=2 6
Soient aussi îç le rayon du plus fffetit cercle, y la différence des rayons^ a la p!us grande des deux longueurs a et b, on aura , . .
Si Tangle des deux droites données était quelconque, on trouverait le minimum avec une égale facilité, seulement il faudrait employer la Trigonométrie.
27. On coupe un cône de révolution SAB par un plan DG parallèle à sa base AB, çt Ton demande d'étudier ia variation de la surface latérale du cône SDG, augmentée de m fois la surface convexe du cylindre de révolution qui a pour base la section et pour hauteur la distance de la section à la base.
28, TrDtiver le minimum du rayon R du cercle circonscrit à un trapèze isocèle dont les bases a et 6 sont données.
Désignant par x la longueur des côtés égaux, on a .
Ax^^(a—b)^' - •
EXERCrCES. , ^«7
Oo pose ensuite
et l'on trouvé que le trapèze demandé est inscrit dans un demicercle. C'est du reste ce que montre la Géométrie d'une manière intuitive. "
29. Étant donnés un triangle ABC et deux points et P pris, le premier, sur le côté BG, le second, sur son prolongement, on fait tourner autour *du point P une droite PDE qui coupe AB et AG en D et E, et Ton tire les droites OD et OE. On propose de démontrer que, lorsque le triangle DOE atteint son maximum, les droites DG et E& respectivement parallèles à AG et AB se coupent en un point G de BG.
30. Étant donnés deux cercles et 0', on mène, d'un point A de la ligne dos centres, deux tangentes à chaque cercle, puis on décrit deux cercles tangents respectivement à chacun des cercles donnés et à leurs deux tangentes : on demande de choisir le point A de manière que la somme des rayons des cercles variables soit maxima.
31. Parmi tous les trapèzes isocèles qui sont circonscriptibles à des cercles et qui sont inscrits dans un cercle donné, quel est celui dont Taire est maxima?
32. Une chaudière est formée d'un cylindre droit et clrculaheet de deux hémisphères terminés aux bases du cylindre: sa surface totale étant constante, on demande de trouver le maximum de son volume.
33. Dans l'énoncé précédent, prenez comme donnée, au lieu de la surface, la longueur de la chaudière.
34. Trouver, parmi toutes les zones à une base qui ont mônie surface, celle qui comprend le plus grand volume.
35. Trouver, parmi tqus les segments d'une même sphère qui ont môme hauteur, celui dont le volume est le plus grand (140).
36. On partage une droite AB en deux parties par un point G ; sur chacun des segments AG et BG comme base, on construit un triangle équilatéral : on demande de prendre le point G de manière que la somme des volumes engendrés par les deux triangles soit minima.
37. Remplacez dans l'énoncé précédent les d^x triangles équilatéraux par deux polygones semblables ayant pour côtés homologues AG et BG.
38. Trouver parmi tous les cylindres de même surface totale celui qui a le plus grand volume. . . . »
39. Quel est de tous les cônes de révolution circonscrits à une même sphère, celui qui a le plus petit volume ou la plus petite surface to^ taie.
— On fera voir qu'on doit obtenir le même cône dans les deux cas. 4Ô. Parmi tous les triangles rectangles qui sont tels, que la somme
des Côtés de l'angle droit est constante, quel est celui dont la hauteur est maxima ?
41; Trouver, parmi tous les cônes de même surface totale, celui qui a le plus grand volunçie.
42. Trouver le minimum des volumes des cônes de révolution circonscrits à un cylindre donné. • ;
43. Parmi tous les parallèJipipèdes ^ base carrée, quel est celui qui a le pilus grand volume ? * . ,
^ 44. Inscrire dans un demi-cercle donné un trapèze dont la surface soit maxima.
45. Parmi tous les trapèzes ayant deux angles droits et dont le périmètre et Tune des bases sont donnés, quel est celui dont la surface est maxima ?
46. Étudier la variation de la surface d'un trapèze isocèle, dont le côté différent des bases est connu et qui est inscrit dans un cercle donner
47. Trouver, parmi tous les trapèzes de même hauteur inscrits dans un cercle donné, celui qui est tel, que la sommer des carrés de ses côtés soit minima (262).
48. Étudier la variation de surface des trapèzes isocèles dont la hauteur et le périmètre sont donnés.
49. Étant donnés deux cercles et 0' et un point A sur la ligne des centres, de ce point comme centre, on décrit un arc dé cercle qui coupe les cercles donnés en D et D', on tire les droites AD et AD' et on obtient ainsi un secteur circulaire DAD'. La ligure tournant autour de la ligne des centres, le secteur DAD' engendre un secteur sphérique : on demande d'étudier la variation de ce volume.
50. On coupe une sphère de rayon r par deux plans parallèles dont ik distance /i est donnée, et on inscrit un cône de révolution dans chacune dès calottes sphériques qui, avec le segment déterminé par les plans', complètent la sphère : on demande de trouver le maximum du 'volume formé par le segment et les deux cônes.
• — On emploiera Tune ou l'autre des formules suivantes :
V = -^ (4r/i — ifi« + 4c») .
dans lesquelles V, y, y\ c représentent respectivement le volume dont il s'agit, les distances de& deux plans au centre, le rayon de la section faite par un plan, mené parallèlement aux bases du segment par le milieu de sa hauteur.
' 51 ...Étant données trois droiteiSi une droite mobile qui les coûpe rÇste parallèle'à' une direction dbfi née: on demande d'étudier la variation
de la somme des carrés de deux des segments iaterceplés sur ta droite mobilepar les trois autres droites. ''•-,_
52. Étant donnés une sphère e( un çôjie de révolution dont le cercle de base est situé dans un plau: tangent à la sphère, on coupe les deux solides par un plan parallèle à la base du cône: on demande d^étudier la yarialion de la somme des deux sections lorsque le plan se déplace.
53. Étant doninés un cercle et une tangente AG à rextrémité A d'un diamètre A6, on propose de mener par le point 6 une corde BD> telle que le triangle ABD en tournant autour de la tangente engendre un volume maximum. (Saint-Cyr.)
54. Étant donnés un cercle et un point dans son plan, on prend le point comme sommet commun de triangles qui ont pour bases des cordes du cercle parallèles à une direction connue: on demande de trouver lesmaxima des aires de tous ces triangles.
55. Dans une sphère donnée on inscrit un cylindre droit et circulaire, et dans chacune des calottes qui ont mêmes bases que le cylindre et lui sont extérieures, on inscrit deux cônes de révolution: on demande de trouver parmi tous les solides formés du cylindre et des deux cônes celui qui a le plus grand volume.
Trouver entre quelles limites peut varier le polynôme
fly* + 6aî2/ + ca5« + ^2/ + ea? + /; .
lorsque a? et y prennent toutes les valeurs possibles. — On met le polynôme, comme on Fa fait au n" 179, sous la forme.
^ Y^ 2a / + 4a T 4ac-62 / +' 4a(4ac-6)« 4a ;
Soit, pour fixer les idées, a positif: on voit que, si 6»— kac est négatif, les deux premiers termes seront positifs ou nuls. On aura donc un minimum pour les valeurs de a? et y données par les équations
bd'-2ae ■ .. . ^
-: .. ^ = 4ac - 62 > 2ay + bçc+d = 0. .
Si 6*~4ac.était positif, en écrivant que le polynôme a une valeur déterminée m, et donnant à x une valeur suffisamment grande, on pourra toujours trouver une valeur correspondante de j/ qui sera réelle : il n'y a donc alors ni maximum iri minimum.
Si b^^Aac était nul sans que hd-^lae le fut, on arriverait encore à la conclusion précédente, comme on le voit en remarquant que le polynôme peut alors s'écrire :
/ ; 6a5 + rf\« (bd^2ae)x . W—d^ T '^T^^T'l -\ r%a : . T 2a '
Quand b^ —- ^ac^ibd — 2ae sdat auls en même temps, lepoly* nome peut s'écrire ainsi :
4^/-— d^ et il y aura un minimum r- — .
. On a supposé a positif, mais si a était négatif on -procéderait 3e même.
Étant donnée l'équation
ax^-a'y^a''z^+2byz+2b'xz+2b''xy+2cx+2c'y+2c'^z+dz=0,
trouver les limites extrêmes des valeurs que peut prendre l'une des trpis variables, z par exemple.
— On met le premier membre de l'équation sous la forme
aP* + /Q* +mR* + n = 0,
^, w?, n étant des fonctions des coefficients de l'équation donnée^ et P, Q, R étant respectivement des fonctions linéaires de x, y, z va?€t4/î et de z seulement. On voit alors que tout dépend des signes de /, m, n.
— Je laisse la discussion à faire.
58. X, y^ z, t . , . étant des variables en nombre quelconque,
on a '
a étant une quantité constante, et l'on demande de trouver le maximum, de la quantité
(2) tna? + W2/ 4-p^ + 7^ + . . . ,
dans laquelle m, n, p, ^ . . . sont des constantes positives quelconques.
— On généralisera le théorème du n» 144 par la même méthode qui a servi à généraliser le théorème du no(142). Le raisonnement commence ainsi : Si l'on suppose que, dans l'expression (2), deux des variables x eX y n'ont pas des valeurs proportionnelles à leurs multiplicateurs, on pourra les remplacer par ies
wîoî ny . . , ,
nombres — et — . , qui sont proportionnels a m
et n, et qui laissent le premier membre de l'équation (I) tel qu'il était, si on ne change pas les autres variables. .
51). a,m^n^p, q , , , désignant des constantes positives et x, y, z^t.. .des variables positives en nombre quelconque, on a
on demande de trouver le miaimum de
— On généralisera le théorème du m 145.
60. Trouver dans l'intérieur d*un triangle un point, tel que la somme des carrés de ses distances aux trois côtés soit minima.
— On applique le théorème de l'exercice précédent. — Voyez aussi une solution géométrique. Questions de Géométrie, page 279.
61. On a n cylindre droits et circulaires dont les hauteurs h^, /i].... hn sont données, et Ton connaît la somme de leurs surfaces latérales : on demande quelles sont les valeurs des rayons de bases des cy» lindre.^, pour lesquelles la somme des volumes des cylindres est minima.
— x^, X2, Xt . . » Xn étant les rayons des bases, on pose
• ' y/ hn
Xi =
yflï^'
y/ ht
et par rapplication du théorème de Texercice 57, on trouve que tous les rayons doivent être égaux : on peut donc calculer leur vajeub commune.
CHAPITRE X
Nota. — Dans tout ce qui va suivre les nombres seront toujours entiers.
996. néflnitions. — On appelle reste d'un, nombre correspondant à un diviseur donné le reste de la division du premier nombre par le second. ^- Dans les énoncés des théorèmes, quand on dira que deux nombres sont égaux, il faudra toujours sous-entendre^ à un multiple près du divùteur^ et quand il sera question de plusieurs restes, il sera sous-entendu qu'ils correspondent à un même diviseur.
999. Théorème I. — Le reste d*une somme est égale à la somme des restes.
D'après les définitions qui viennent d'être données, l'énoncé complet serait celui-ci : Si on divise plusieurs nombres et leur somme par un même diviseur et qu'on détermine les restes des divisions, le reste de la somme sera égal à la somme des restes des nombres ajoutés, à un multiple près du diviseur,
(Dorénavant on ne rétablira plus les sous-entendus).
Soient a, a', a" les nombres que l'on ajoute, d le diviseur, Qy ?'» Q" ^6s quotients des nombres donnés par d, et r, t*', r" les restes correspondants, on a
{\\ azzzdq-^r, a'^dq' + r^, a'' = dq'' + r\
et, en ajoutant, membre à membre, on obtient
Si la somme r + r' + r" est moindre que d, elle est, d'après l'égalité précédente, le reste de la division par d de a -|-a' +^"- Dans le cas contraire, si on désigne par q'" et r"^ le quotient
et le reste de la division par rf de r -f- r' + ^"* ^^ qu'on remplace dans Tégalité (2) r -|- ^ + t^' par dç'" + r"', on aura
r"' qui difière de r -|- r' + r'' d'un multiple de d sera, d'après cette égalité, le reste de la division par d de la somme a-\' a' -\- a^^ : le théorème est donc démontré dans tous les cas.
»7d. Théorème II. — Le reste d'une différence est égal à la différence des restes, ou au complément de cette différence par rapport au diviseur.
Adoptant les mém^s notations que dans le théorème précédent, on a
a = (ij + r, a^ = dq' -\-r'j
d'où l'on tire
a — a* =id{q'-' çO + ^ — *^-
Si r est plus grand que r' on voit que le reste de la division de a — a' par d est égal à la différence des restes. Mais quand r est plus petit que r', on écrit TégaÙté précédente, comme il suit :
Or d — (r — r') qui, d'après l'égalité qu'on vient d'écrire, est le reste de la division par d de a — a' est le complément de r' — T par rapport à d ; le théorème est donc démontré.
999. Théorème III. — Le reste d'un produit est égal au produit des restes.
. Considérant d'abord le cas de deux facteurs et adoptant toujours les mêmes notations, on a
a = dq-^r, a' = dq' -^r',
et si l'on multiplie les égalités, membre à membre, il vient
aa' = {dqq' + ?^ + ^?')^ .+ ^^•
Si le produit rr' est moindre que d, légalité précédente montre qu'il est le reste de la division de aa' par d, et, dans le cas contraire, on achève comme pour l'addition.
Exteniftiasn <iu théôrémo au cas «l'un nombre quelconque de Tactcurs. — Tout revient à faire voir que, si le théorème. est vrai pour n facteurs, il est vrai aussi pour n -{- i
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facteurs. Soient a^b^c\ . .k les n facteurs pour lesquels le théorème est vrai': en appelant P leur produit, on a
reste de P 1;= reste de a >< ^e$te.dô è -. . . . x rertè de k.
Prenons maintenant un facteur, de plus, /, et appelons Q iè: produit de P par l : en appliquant le théorème à un produit de deux facteurs, on a ' . - :
reste de Q = reste de P x reste de /. - Mais si l'on remplace, dans cette dernière égalité, le reste de P par l'expression que donne l'égalité précédente, il vient reste de Q=reste de axreste de bx, . . reste de ftxreste de i; c'est ce qu'il fallait démontrer.
tHO. Théorème IV. — Le reste d'une puissance est égal à la puissance du reste. ......
Ce théorème est une conséquence immédiate du précédent. Il -suffit de supposer que les n facteurs du produit deviennent égaux : alors les n restes deviennent égaux aussi, et leur produit est la puissance n de l'un d'eux.
Des "restes négpatifs. — Leur origplne et leur
utilité. — L'égahté
a = dq'{-r peut être écrite ainsi : -- - •
On voit alors que, si dans une division on prend le quotient par excès, c'est-à-dire le quotient ordinaire augmenté d'une unité, on trouvera un reste négatif dont la valeur absolue sera le complément au diviseur du reste ordinaire de la division. Au moyen des restes négatifs, on peut toujours faire en sorte que les restes des divisions soient inférieurs ou égaux, en valeur absolue, à la moitié du diviseur, puisque, si la condition n'est pas remplie pour un reste, elle le sera pour son coinplé-* ment au diviseur.
On pourra aussi supposer désormais que les nombres d, a, à' . ■'. . . sôûtiiégâtifs.
M'i* Extension des tiiéorômes précédents au cùîi-
des restes négratifs.-— Si ron Suppose icfue, dans l'addition, la soustraction, la multiplication et l'élévation dL\ix puissances, On applique les règles des signés contins en Algèbre^, il est évi-. dent que les énoncés des quatre théorèmes subsistent. Seule-ï
ment pour la soustraction il n*est plus nécessaire xie distinguer deux cas, le reste est toujours égal à la différence des restes.
M8. TfiÉORÊME V. •— iSi deua? nombres sl et h dorment lé^ même reste quand on les divise par un mêms diviseur d, leur, différence est divisible par ce nombre.
En effet, q et ç' étant les. deux quotients et r le reste commun, on a
a = d^ -|- r, a' = dç' + r ;
et si Ton retranche, membre à membre, les égalités prècé» dentés, il vient
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — Le reste r peut être positif ou négatif, ainsi que les nombres d, a et a'.
«94. Théorème VI. — Quand la différence de deux nombres a et a' est divisible par un nombre d, ces deux nombres donnent le même reste dans la division par d.
q et g' étant toujours les quotients et r et r' les restes, on a
azizdq-^ r^ a' =dq^ + r', et si Ton retranche les égalités, membre à membre, il vient
Mais les nombres a — a' et d{q — g') étant divisibles par d, r — f est divisible par d ou nul. Or le premier cas né pouvant pas se présenter puisque r et r' sont plus petits que d, il faut bien que i^ soit égal à r.
APPLICATIONS DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS
MS. Problème I. — Trouver le reste de là division d*un nombre A par un diviseur d, sans faire la division.
Soit aef . . . kl le nombre A de n-|- 1 chiffres^ écrit dans une base quelconque 6, on a
A = ab'' + eb''^+.:.kb+l; tout revient à trouver le reste r de la division de b par d. En
effet, les restes de la division de 6', è^, . . . 6" par d, s'obtiendront en multipliant successivement, r par r, r^ par r^
r* par r . . . etc. On aura ensuite le reste de A en multipliant les restes obtenus, respectivement, par les chiffres de ce nombre, l,k, . . ,e^ bf ajoutant les produits, et.cherchantle reste de la somme.
Prenons, pour exemple, le diviseur 7, et supposons le nombre écrit dans la base fO. L*unité donnera pour reste 1, 10, pour reste 3, 100 pour reste 3x3 ou 2, en retranchant immédiatement un multiple de 7; 1000 donnera ensuite pour reste, 2x3 égal à 6, ou — 1 eu prenant le reste négatif; puis 10000, donnera pour reste (— l)x 3 ou —3; 100000, —3x3 ou — 2 ; î 000000, — 2 X 3, c'est-à-dire — 6 ou 1. A partir de là, les six restes 1 , 2, 3, — 1, — 2, — 3 se reproduisent périodiquement dans le même ordre.
MG. Théorème I. — a* — b"* esttoujours divisible par a — b. En effet, la différence des deux nombres aetb étant divisible par a — ft, les deux nombres donnent le même reste r quand
on les divise par a — b (284). a^ et b^ donneront donc le même
reste r"* dans la division par a — b (280), et par suite a* — 6"* sera divisible par a — b (283).
»d7. Théorème IL — oT + *"* ^st divisible par a -f- b, quand m est impair^
En effet a et — è ayant leur différence a + & divisible par a -|- è donnent le même reste r, quand on les divise par
ft + b. a"* et (— 6)"* donneront donc pour reste r^ et, par suite, a* — (— b)^ sera divisible par a + 6. Mais comme m est impair a*" — (- 6~ est égal à a~ + è*" , et le théorème est démontré.
998. Théorème III. — a"* —6"* est divisible par a-|-l> quand m est pair.
La démonstration est toute semblable-àlaiprécédeûte,
989. Problème IL — Trouver le reste de la division d'un nombre donné A par un . diviseur d que la base b surpasse d'un nombre c.
A étant un nombre de n -|- 1 chiffres, posons, comme au n^ 285.
A = aft"-}- efc'*"' + . . . A6-f i. ^ ^
En ajoutant et retranchant un même nombre, on a imraédiat^nent
A = a(è" - c") +.e(fc"-* - c--^) + . . . A(ft _ c) + ac" + ec"~' + . . . 4- *c + /.
Le nombre contenu dans la première ligne du second membre est divisible par 6 — c ou d (266), le reste de la division du nombre A par d sera donc le reste de la division par d du nombre contenu dans la seconde ligne. Il ne s'agit plus que de donner une règle pour calculer ce nombre. Cette règle est la suivante :
Multipliez le premier chiffre à gauche a du nombre donné par c, ajoutez au produit le chiffre suivant e, multipliez la somme par c et ajoutez le chiffre suivant f, multipliez de nouveau par c, et ainsi de suite, en t&i^minant l'opération par r addition de 1.
La vérification de cette règle n'offre aucune difficulté.
t90. Problème IIL — Trouver le reste de la division d'un nombre A par un diviseur d qui surpasse la base b du nombre c.
En ajoutant et retranchant une même quantité au nombre A représenté, comme tout-à-l'heure, et supposant d'abord n impair, on a
A = a(fc" + c") +^(fc""^ -O +...^k{b + c) — ac -{- ec" . . . .••^kC'{-l.
Mais les binômes 6" -f c", 6"~ — c**" etc., sont divisibles par fc -f- ^ ou ^ '287 et 288), le reste de la division de A par d est donc le même que celui du nombre de la seconde ligne.
Si n avait été pair, on aurait commencé le second membre
para(6** — c").
La règle pour calculer le nombre dont il faut déterminer le reste est toute semblable à celle qui a été donnée dans le pro*blême précédent. La seule. différence, c'est que les chiffres du nombre doivent être pris alternativement avec les signes -fet — , en commençant par le signe -j-. ou le signe —, suivant que le nombre des chiffres du nombre est impair ou pair.,
»»■. Problème IV. — Trouver le caractère de divisibilité d'un nombre par un multiple de la base diminué d'une unité.
Soit pb — 1 le diviseur donné : A étant toujours représenté de la même manière, on aura
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Ap" = aipbf + epipbf + . . . + A/"' (P*) + ^Z^"- Si ensuite on ajoute et retranche un même nombre, il vient
Ap' = a{{pbT -\) + epiipbr' - 1) + . . . AA' {pb -l) + a + «/) + /jo'+... + kp""^ 4- Z/.
Je dis maintenant que la condition nécessaire et sufiRsante, pour que A soit divisible par pb — 1 , est que le nombre de la seconde ligne soit lui-même divisible par pb ^ \.
En ejffet, représentons le nombre de la seconde ligne par B. On voit que si le diviseur pb — 1 divise A, comme il divise la première ligne du second membre (287), il divisera aussi B : la condition énoncée est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante,
car si le diviseur pb — \ divise B, il divisera aussi Ap**, et,
comme il est premier avec/)**, il divisera le nombre A.
On calculera B par une règle toute semblable à ceUe du n° 289, seulement on commencera les opérations par la droite au lieu de commencer par la gauche.
ses. Problème V. — Trouver le caractère de divisibilité d'un nombre par un multiple d'j la base augmenté d'une unité.
On opère une transformation du nombre, semblable à celle qu*on a faite dans le problème précédent, et pour obtenir le nombre dont la divisibilité par le diviseur remplace celle du nombre donné, on fait un calcul analogue à celui du no (290) ; seulement, on commence les opérations par la droite au lieu de la gauche.
Je vais maintenant doiiner encore quelques théorèmes qui sont d'une grande importance dans la théorie des membres.
Z9S. Théorème I. — a et 6 étant des riombres premiers entité -eux, les multiples de a, que l'on formé en multipliant ce nomhrepar les h -- 1 nombi^es 1, 2, 3 ... b — 1, donnent des restes différents quand on les divise par b.
En effet, s'il en est autrement, soient ma et na deux des mul;fiples qui donnent le même reste ; leur différence {m—n)a sera; alors divisible par b (283). Mais, comme b est premier avec a, il devrait diviser le nombre m — n qui est plus petit que lui, ce qui est absurde. : .
Corollaire. — Quand on divise les nombres a, 2a., 3a, ....
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(b -r- 1) a par 6, on trouve dans un certain ordre les b -^ \ restes, 1,2, 3 , . . 6— 1.
aei. Théorème IL — xhéorème de rei-maf . — Si un
nombre premier- b ne divise pas a, il divise nécessairement
Les br-l nombres a, 2a, 3a... (b -^ l)a donnent pour
restes, dans un certain ordre, 1, 2, 3 {b~\) (Cor. 293). Lé
produit a X 2a X 3a X {b—\)a donnera donc pour reste
J^ 2: . 3 . . , . . (6—1) (279), et par suite, la différence entre ces •deux nombres
sera divisible par b (283) .
Mais là différence peut s'écrire ainsi :
(a*~*-.l)Xl .2.3 (ft— 1),
«t ou voit que le nombre 6, qui est premier avec le facteur 1.2.3 (6 — 1), divisera nécessairement a*"* — 1.
99&. Théorème III. — Xhéorème de li^irileon. — Aï b
est U7% nombre premier, le nombre 1.2.3.4 (br— 1)4-1
est divisible par b.
. Mettant à part les deux nombres 1 et 6 ~ 1, je dis que les
autres nombres 2,3,4 (6— 2) peuvent être associés, deux à
deux> de manière que le produit de leurs restes, dans la division par 6, soit égal à 1. En effet, h désignant l'un quelconque
des nombres 2,3 b — 2 nécessairement premiers avec 6 on
sait (279) que, si Ton multiplie h successivement par les
nombres 1,2,3 (6—1), on trouvera un nombre et un seul, A,
tel que le produit hk donnera pour reste l'unité quand on le divisera par b. On remarque, d'ailleurs, que k n'est égal à aucun des trois nombres 1, 6 — 1, /i. Cela est évident pour les deux premiers nombres, car h X 1 donne pour reste /?, et b{b — 1) donne pour reste — A ou 6 — ^, nonabre supérieur à 1 puisque h est inférieur k b — 1. Mais si nous supposons k égal à h le nombre Ji^ divisé par b devrait donner pour reste I, et, par suite h^ — \ serait divisible par 6. Le nombre premier 6 diviserait donc /i — 1 ou A + 1, ce qui est impossible, puisque h est plus grand que 1 et plus petit qne 6^1.
: Cela posé, dans le produit 1,2,3,4.. .(6—1) associons les facteurs 1 et 6 — ^ 1, puis les autres facteurs, par groupes de den%
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facteurs dont le produit divisé par b donne pour reste (
Tunité. Le reste du produit des derniers facteurs sera égal '
à 1 (279) et le reste des deux facteurs 1 et p — 1 sera p • 1 :
ou — t. Appliquant encore le théorème (279), on voit que le I
reste de la division par b du produit 1 . 2 . 3 . 4 . • . (6—1) '
est — 1, et, par suite, que le nombre 1.2.3.4... (é— i)+l ) est divisible par b.
Remarque I. — Le théorème conPrav^e est vrai. Si le nombre b * n'est pas premier, il ne divise pas 1 . 2 . 3 . 4 . .. • (& — l)+t- En effet, soit d un diviseur de 6 : ce nombre divisera néœssairement le produit 1 . 2 . 3 . 4 . . . (fc — 1) dont il sera l'un i des facteurs ; mais comme il ne divise pas 1 , il ne peut diviser le nombre donné. j
Remarque IL — Le théorème de Wilson et le théorème ■ contraire permettent de reconnaître si un nombre est premier ' ou ne Test pas. ' '
«9e. Théorème IV, — Étant donnés deux nombres sl eth premiers entre eux et un troisième c, on peut trouver une infinité de multiples des deux premiers nombres dont la différence soit égale au nombre c. ' ;
Il s'agit de prouver en d'autres termes que, si l'on désigne ' par a, i, c trois nombres entiers et positifs, dont les deuî » premiers sont premiers entre eux, on pourra toujours ré- ; soudre, en nombres entiers et positifs, d'une infinité de ma- j nières, l'équation
(1) . ax — by = c. , On distinguera deux cas.
!• c < é. — De l'équation (1) on déduit
(2) ax=by + c,
et, sous cette forme, on voit qu'il s'agit de prouver qu'on peut , toujours obtenir une infinité de multiples de a qui donnent c pour reste quand on les divise par b.
On a d'abord une première solution du problème, ainsi posé, en appliquant le théorème I, (293); car en multipliant succès- .
sivement a par les nombres 1, 2, 3, 4 (*— 1)> ^^ obtien- 1
dra nécessairement un multiple de a qui, divisé par 6, donnera pour reste c. Mais, d'après le théorème VI (274), on aura une infinité d'autres valeurs de x et, par suite, de y, en ajoutant à la première valeur de x un multiple quelconque de b.
2** c > 6. — Soit q le quotient de c par 6 et r le reste correspondant. L'équation (2) pourra s'écrire ainsi :
aar = è(y + <7) + r,
ou si l'on pose y + (/ égal à y'
ax = by' -f- r.
Cette dernière équation rentre dans le premier cas et elle est satisfaite par une infinité de valeurs entières et positives pour x et y'. Soit (a, p) une solution, on a
et, par suite,
x = a, yz=p^q.
Comme l'équation en x et y' peut être résolue en nombres entiers et positifs, aussi grands que Ton veut, on aura une infinité de valeurs de |3 — q qui seront positives, l'équation proposée a donc encore une infinité de solutions entières et positives.
)M9. Résolution en nombre» entiers de l'équation du premier degpré et deux inconnues» — * La démonstra*
tioh.du théorème précédent conduit à une méthode qui a été donnée par M. Sturm dans son cours du collège Rollin. Soit d'abord l'équation
(1) ax--by = c,
dans laquelle les coefficients de x et y sont de signe contraire. Si un facteur était commun aux trois nombres a, b, c, on commencerait par le supprimer. Il faut alors que a et 6 soient premiers entre eux, car un facteur, ^ui leur serait commun, diviserait c, ce qui est contre l'hypothèse. (Le raisonnement précédent s'appliquerait également au cas où by serait précédé du signe +.)
Cela posé, comme a et b sont premiers entre eux, on pourra trouver une infinité de solutions, ainsi qu'on l'a vu dans la démonstration du théorème précédent. Prenons, par exemple, l'équation
(2) 7x — by = 39.
On aura d'abord
Multiplions maintenant 7 successivement par les nombres
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1 , ?, 3, 4 et cherchons les restes de la division par 7 des produits : dans ce calcul on se servira du théorème III (279); et Ton s'ari'êtera lorsqu'on aura obtenu le reste 4. On trouve que le reste 4 correspond au multiplicateur 2 ; mais en divisant 14 par 5 on obtient pour quotient 2 : on a donc l'identité
et, par suite,
0? = 2, y + 7 = 2, ou
On a dit plus haut comment on obtenait une infinité de solutions, quand l'une d'elles était connue; mais je vais démontrer que, si (a, j3) est une solution de l'équation (1), on aura toutes les solutions de cette équation au moyen des formules
(3) x = a-{-bty y = j3 -j- aty
dans lesquelles t désigne un nombre entier quelconque, positif, nul, ou négatif.
En effet, a» donnant le reste c dans la division par 6, le nombre a(a-|-6^), qui diffère de aoc^ d'un multiple de 6, donnera le même reste c, et aucun autre nombre ne jouira de la même propriété (283). Mais le dividende augmentant de abt^ le quotient p de la division par b doit augmenter de at : les formules (3) sont donc démontrées.
Soit maintenant à résoudre l'équation
(4) ax -}- by'== c.
Posons y égal à — y' et désignons par a et /3' une solution de l'équation
(5) ax — fty' = c.
Les solutions de cette dernière équation seront données par les formules
x = a'\-bt, y' = /3' -f bL
On aura par conséquent les solutions de l'équation (4) au moyen des formules
ou encore, en remplaçant p' par — p, par celles-ci :
(6) a? = « + *^ y = P — cbt.
(a, j3) est évidemment une solution de l'équation (4), et on voit, comment cette solution étant connue, on a toutes les solutions de l'équation (4) par les formules (6). Appliquons la méthode à l'équation
(7) 7x + by = 39.
En changeant y en — j/ on retombe sur Téquation (2) précédemment résolue. On a trouvé une solution de cette, équation (2, — 5) ; toutes les solutions de l'équation proposée seront donc données par les formules
MIS. THÉOiiÈMB V. — s. et h étant toujours des nombres positifs premiers entre euœ^ et c un nombre positif quelconque, si on désigne par q la partie entière du quotient de c par ab, le nombre des solutions entières et positives de l'équation
aar -f- 6j/ = c,
sera toujours q ou q + 1 . (0 est considéré dans cet énoncé comme un nombre positif).
D'après les formules (6), pour que x et y soient positifs, on doit avoir
^> — -- et «<-7-;
Of
il y a donc autant de solutions entières et positives de l'équation qu'il y a de nombres entiers, positifs ou négatifs compris
entre r- et -^ .
premier ca»« — Les nombres -r- et -^ ne sont pas
entiers. — Soient — ^ — /"et — -|- /i, les nombres entiers,
respectivement, inférieur et supérieur à 7- et —, Il y
aura évidemment, entre les deux nombres entiers — r — f
et — + /iï autant de nombres entiers consécutifs qu'il y a a
d'unités dans leur différence diminuée d'une unité. Si donc on appelle n le nombre des solutions entières et positives de l'équation, on aura
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Mais comme («, ]S) est une solution de Téquation proposée, le nombi'e aa, -f- b^ est égal à c, et il vient
Si maintenant nous désignons par f^ la fraction complémentaira de la partie entière g du quotient de c par a6, on aura
Comme, par hypothèse, — =- et r- ne soDt pas des nombres
entiers, /"et ^ sont des nombres positifs, différents de zéro, et plus petits que 1 . Le nombre /*+ /i + A — ' • <ï"i ®st entier, ne peut donc être égal qu'à zéro ou 1, et par conséquent le théorème est démontré.
beuxièioe ca». — L'un des deux nombi^es -^-r- et -^
OU fous deux sont entiers. Si le nombre — 7- est entier, on
-pourra prendre t égal à =- , et-a? sera égal à zéro, tandis que
y aura une valeur positive et entière, qui sera le quotient de c par 6. On prendra alors, dans la démonstration, le nombre
entier qui précède — , c'est-à-dire que l'on supposera f égal à 1. On fera une observation toute semblable pour le cas ou
— serait un nombre entier. Sous ces nouvelles conditions, la a
formule (1) est toujours applicable. Si Ton suppose d'abord que
l'un des deux nombres seulement — ,- ou ~ soit entier, le
nombre entier /"-f-Zi + A"" 1 se réduira à la somme de deux nombres différents dé zéro et tous deux plus petits que 1 . Ce ' nombre sera donc Tunité, et le nombre des solutions sera ^+1 .
Soient maintenant les nombres r- et — ^ tous deux
entiers. Les nombres f et /^ seront tous deux égaux à 1, et on peut voir facilement que ^2 est égal à zéro. En effet, comme
on Ta dit plus haut, — 7- étant un nombre entier, c est divi-
sible par i, et -— étant aussi un nombre entier, c est aussi di-
visible par a, et, par suite, par ab. Le nombre /-f-Zl+Zi""! est donc égal à 1 , et n est encore égal à ç -f- 1 .
Remarque. — Les deux cas où n est égal à g ou 7+I peuvent se présenter également. Ainsi, si l'on propose de résoudre en nombres entiers et positifs les équations suivantes :
(2) 5a? + 3?/ == 2, (3) 7x + by = 39,
(4) 4x + 3y = il, (5) 7a? + *3t/ = 61,
Pour les deux premières, le nombre des solutions est g, et pour les deux deanières, ç + 1.
Corollaire. — Lorsque c est égal ou supérieur à a&, on peut toujours résoudre en nombres entiers et positifs Téquation
ax -{-by =: c.
Quand c est plus petit que aft, le problème peut être impossible ou avoir une seule solution : les deux cas se rencontrent dans les exemples (2) et (4).
Je terminerai par un problème qui ne se rattache pas aux théories précédentes, mais qui est assez curieux pour qu'on désire en connaître la solution.
JtfMl. Problème. — Trouver une règle générale pour obtenir une infinité de nombres parfaits.
On appelle nombre parfait un nombre qui est égal à la somme de tous ses diviseurs, excepté lui-même.
Les deux formes générales les plus simples d'un nombre
sont, en désignant par a et b deux nombres premiers, a*" et a^b. Mais il est évideiit qu'on ne peut avoir
a"* = 1 + a -j- a' + • • • + tt"*~\
puisque, les deux nombres a -f- û^' + • • • + ^'""^ ^^ ^^ étant divisibles par a, leur différence 1 devrait l'être aussi.
Prenons donc un nombre de la forme a b : alors Téquatiou du problème est
a'^b = (a"* + a""* + . . . a + l) (1 + è) - a"6. Mais si Ton pose
Téquation précédente peut s'écrire ainsi :
2a"è=(a" + c)(l+6), ou encore.
La dernière égalité montre que a*" — c doit diviser 2o. Mais oT — c est premier avec c, puisque tout nombre, qui les
diviserait tous deux, devrait diviser leur somme a"*, et que a"* et c n'ont évidemment aucun facteur commun. Donc le diviseur oT — c est égal à 1 ou ?.
1® a* — c= 1. — En remplaçant c par la valeur que donne Téquation (1), et faisant la somme des termes d'une progression géométrique, on a
a — 1 ou
On obtient donc les conditions nécessaires
a = 2, c = 2"* — 1 , et il faut y adjoindre la condition
6=2-'*"* — 1 qu'on déduit de l'ôquation (2), en y remplaçant a par 2 et ù
par 2*" — 1. Il faut, de plus, que le nombre 2***"* — 1 soit un nombre premier. On voit donc que la formule
(3) ic = 2'~x(2~+*— 1)
donnera pour x des nombres parfaits pour toutes les valeurs
de m qui seront telles, que le nombre 2*""*"* — 1 sera un nombre premier.
On trouve ainsi les nombres parfaits 6, 28, 496 . . . qui correspondent aux valeurs de w, 1, 2, 4 . . .
2* a"* — c = 2. — En remplaçant c par sa valeur, on a
Le nombre a, divisant tous les termes de Tégalité jusqu'au
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ab^ accroissemeuts de x et de y. multipliés respectiveme^i; par m et^, et Taccroissement de x étant plus petit que celui de y, ou voil^ue Taccroissement dew est négatif, c'est-à-dire que la fonction ^ est constamment décroissante.
2*^ m > K — On part alors de l'identité
(3) {mx — nj/)' — {nœ — my^) = (m* — n*) (a?* — y'), et, à cause des équations (1) et (2), on a
(4) w* =a {m* — n^)a^ + {nx — mj/)*.
On voit d'ailleurs, comme dans le problème précédent, que la quantité nx — my peut devenir nulle pour des valeurs convenables de a? et de y.
Cela posé, si on fait croître y depuis zéro jusqu'à la valeur
— qui annule nx — my, cette dernière quantité ira
en décroissant puisque n et Taçcroissement de x sont respectivement plus petits que m et l'accroissement de y, et elle
décroîtra jusqu'à zéro, y croissant ensuite depuis —
jusqu'à l'infini, my devient plus grand que nx^ et alors la
quantité (my — nx)* va en augmentaxit constamment depuis 0.
Il est clair que la fonction u varie toujours dans le même sens que (nx — tnj/)^, elle a donc d'alStord décru jusqu'à un minimum qui a lieu lorsque les variables x ety sont proportionnelles à m et 71, et elle a ensuite constamment décru.
D'après l'équation (1) on voit bien que la valeur initiale de u, c'est-à-dire celle qui correspond à y égal à zéro, est égale à tna, mais on ne sait pas immédiatement quelle est la valeur qui correspond k x et y infinis. Pour la trouver, on remarque que, l'équation (2) donnant
X* rr' *
la limite du rapport -^ quand x et y tendent vers Tiafini est l'unité. Alors si on écrit l'équation (1) sous la forme
t^ = a?jni— n— ), on voit que u est infini pour xeiy infinis.
\ 147. Problème VIII. — Etudier la variation de la diffêreftçe des carres de deux nombres^ lorsque la différenee des produits de ces nombres par des nombres positifs donnas est connue.
On fait Tétude â& la variation à laide de la même identité que dans le problème précédent, et on trouve un m^aximum qui a lieu dans les mêmes circonstances que le minimum de ce problème.
149. Appiiention des problèmes préc^eiiUi it l'étude des fonctions d*une seule varlabl^* — Si dans les
fonctions u des hait problèmes précédents on remplace y par sa valeur en fonction de x que donne l'é^Juation adjointe, on obtient
(5) u=mx + n>Jlfl^=¥'^ (6) u= ^'^^+<V^^^\
-,^. /— T ^ ,,,, n^x^ — (a — mx)*
(7j u = mx — -.n V a?« — a', (8) u = ^— —^
\ Les équations (1), (6) et (8) conduisent à des trinômes du second degré en j?, l'équation (2) doi;ine un cas particulier de la fraction dont les ternies sont des trinômes du second degré en X ; mais les équations (4), (5) et (?) donnent des fonctions dont nous n'avions jusqu'ici étudié la variation que d'une manière indirecte (problème III, 123).
GÉNÉRALISATION Dfi QUELQUES-UNS DES THÉORÉATlSS PRÉCÉDENTS.
Je vais maintenant démontrer quelques théorèmes qui s'appliquent à des fonctions d'un nombre quelconque de variables liées entre elles par une seule équation de condition. Ces théorèmes sont la généralisation de quelques-uns des théorèmes précédents.
149. Théorème I. — Un produit d'un nombre déterminé de facteurs^ dont la somme est constante, a sa valeur maxima lorsque tous ses facteurs sont éçaux.
Problème XT. — Un cône droit et circulaire est tangent à t)wîe sphère donnée, et sa base d>même centre que Ick sphère : qtMle doit être la hauteur de ce cône pour que son volume soit le ptus petit possible ? ■ /
On adopte toujours les mêmes notations : r e^i le rayon de la sphère, x le rayon de base du cône, y sa hauteur. On a
. Mais si on forme deux expressions du double de Taire d'un triangle rectaogle et qu'on les élève au carré, on obtient
ou
J--I-JL— 1
Posons
le minimum de u correspondra évidemment au maximum de V. Mais, à cause de l'équation (2), on est ramené à trouver le maximum d'un produit de deux facteurs, élevés respectivement aux puissances 2 et t et dont la somme est constante. Donc quand le minimum de v a lieu, on a
et en remplaçant — ^ par — y dans 1 équation (2), on trouve
— - = -— d'où y =?= r Vs!
Donc le cône a le plus petit volume, lorsque sa hauteur est égale au côté du triangle équilatéral inscrit dans l'un des grands cercles de la sphère.
MAXIMâ ET DE MINIMâ.
155. Lorsqu'on veut trouver le maximum d'un produit de facteurs dont la somme est constante, ces facteurs étant élevés
àHa même puissance ou à des puissances différentes, si Von sup^se que tous les facteurs aient été exprimés en fon(;tion d'une ^^eule variable, Tapplication des théorèmes I et V >(l49) et ( 1 53) )sonduit à autant d'équations qu'il y a de facteurs moins un. Or, comme une seule équation suffit pour déterniiner la valeur de la variable qui correspond au maximum, d^s que le nombre des fa(vteurs est supérieur à deux, on trouve, eu général, des équations de condition entre les données, qui ;ie sont pas satisfaites, et les théorèmes I et V ne sont plus immédiatement applicables. Mais IHntroduction de coefficients /indéterminés dans le calcul permettra souvent d'étendrs la méthode, fondée sur les thé(»rèmes citésV au cas d'un nombre de facteurs supérieur à*2 : c'est ce qu'on va faire voir sur deux exemples.
Problème I. — Aux quatre angles d^uné feuille de papier rectangulaire^ on enlève quçtre carrés é^auœ^ puis on forme avec la feuille ainsi découpée un pafàllélipipède rectangle dont la hauteur est égale au Mté de If un des carrés : on dedoit être le côté de ce carré pour que la boîte que l'on a conmande quel struite ait un volume aussi grand que possible.
Soit ABCD (fig. 18) le rectangle (ionné, et posons
AB = a, AD.= b\ AK = œ.
Le parallélipipède rectangle a pour base le rectangle EFGH dont les côtés EF et EH sont respectivement a^Zxetb — 2x; on a donc
La somme des facteurs dans Texpression de u n'est pas constante, mais il est évident qu'on la rend telle, en multipliant le dernier facteur par 4. On devrait donc poser, d'après la méthode comme,
a — 2a? = 6 — 2x = ix.
Mais la première équation donnant a égal à 6, on voit que le théorème I (149) n'est pas applicable à la fonction Au.
Voici maintenant comment on remplace la fonction w par une fonction v, maxima en même temps qu'elle, et tombant sous l'application du théorème I (149). Soient a,|3,7 trois coefficients constants, mais d'abord indéterminés : on pose
dernier 3 exclusivement, doit diviser ce nombre, et par conséquent lui être égal. Mais si dans l'équation de condition
on remplace c par — , puis a par 3, on a Téquation
qui ne peut être satisfaite que par m égal à 1. Alors c est égal à3 — 2oul.
Si maintenant dans l'équation (2) on remplace a par 3 et m et c par 1 , on trouve b égal à 2. On obtient donc un seul nombre parfait 6, et encore ce nombre fait-il partie de ceux qui ont déjà été donnés.
Remarque.. — Si l'on prend toujours pour point de départ l'équation (2), on peut encore faire la démonstration en considéî'ant deux cas, suivant que ft est un nombre premier impair ou qu'il est égal à 2.
Nota. — On ne connaît pas d'autres nombres parfaits que ceux que l'on déduit de la formule .(3).
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