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Recherches historiques sur la première explication sèculaire du moyen mouvement de la Lune d'après le principe de la gravitation universelle
En lisant les deux pages 35g et 36o du 5.*”' Volume de la Mécanique Céleste, dans lesquelles, Lapi.acf. , expose l’histoire de cette mémorable découverte, on y voit Lagraxge cite uniquement pour avoir tente, sans succès, de trouver la cause et la loi de ce phénomène dans sa Pièce qui a remporté le prix de Mathématiques pour l’année 1 774- Effectivement, c’est un fait incontestable que, à cette époque, Lagraxge, croyait à l’impossibilité de dériver cette équation séculaire des équations ordinaires du mouvement de trois corps, formées en considérant les centres du Soleil, de la Terre et de la Lune comme trois centres d’action; centres desquels émane, suivant la loi primordiale, la résultante de leurs masses attractives censées composées de couches parfaitement sphériques.
Mais en s’écartant de la figure sphérique, Lagrange avait modifiées les équations primitives , et s’est attaché à examiner , si l’influence des nouveaux termes, introduits par la figure non sphérique de la Terre, pouvait offrir l’explication demandée par l’Académie des Sciences de Paris; ce qui l’a conduit à démontrer qu’il était impossible de la tirer de cette source.
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Quelques années plus tard (en 1780) Lagrange a considéré la même question sous un autre point de vue dans la dernière section de son célèbre Mémoire Sur la théorie de ta Libration de la Ijine publié dans le Volume de l’Académie de Berlin pour cette année. Et là, par une analyse savante et profonde , il démontre qu’il est impossible de faire ressortir l'équation séculaire de la Lune de la considération des termes dûs à la figure non-spliériquc de sa masse.
Après des recherches aussi éloignées de la cause ordinaire, Lagrange croyait avoir épuisé toutes les hypothèses admissibles, et il a exprimé sa conviction sur celte impossibilité d’une manière qui ne laisse pas la moindre part au doute; car son opinion est ainsi conçue: « J’ai fait » voir ailleurs que cette accélération ne pouvait être produite pur la a non-sphéricité de la Terre; mais il était nécessaire d'examiner en par- » ticulier l’effet de la non-sphéricité de la Lune, à cause de la circons- 11 tance de l’égalité entre la rotation et la révolution de cette planète; » et cet examen achève de prouver l'impossibilité d'expliquer l'équation » séculaire de la Lune par la Théorie de la gravitation n ( page a 1 8 du Vol. cité). Une telle conclusion devenait alors d'autant plus accablante qu’elle était conforme à celle exprimée par Euler peu d’années auparavant dans sa Pièce, qui a remporté le prix de l’année 1770. Car il la finissait en disant: » La nouvelle Théorie de la Lune, que j’ai l’honneur >1 de présenter ici à l’Académie, fixe absolument toutes 1 rs inégalités de » ce satellite; il n’y en a aucune qui soit restée incertaine, et mainteu nant il |>arail bien constaté , que l’équation séculaire du mouvement » de la Lune ne saurait être produite par les forces de t attraction. »
Ainsi , les efforts réunis de ces deux grands Géomètres n’avaient pas réussi, ni en 1770, ni en 1780, à faire cesser tout-à-lâit lu justesse de l’épigraphe Erranlemque canit Luttant, empruntée par Euler à Virgile ilaus sa Pièce couronnée.
En présence de cette difficulté, des hommes doués d’une aussi puissante pénétration, ne laissaient pas de penser, ou que le problème en question était par lui-même très-difficile, ou qu’il y avait dans la conception des causes agissantes l’oubli complet de quelque circonstance, qui, jusque là, n’avait |ias été prise en considération. Mais dans cette vue on jiouvait encore s’égarer; et le même Euler, enlrainé probablement par les résultats de son fils Jean Albert, et par ceux obtenus dans le même temps par Bossut dans sa Pièce couronnée de l’année 176a, ne s’est
[mis fait scrupule de déclarer dans sa Pièce de l'année 1773, que « san» » aucun doute , l’équation séculaire de la Lune était l'effet de la résistance » du milieu dans lequel les planètes se meuvent. » D’Alembert quelques années auparavant (en 1768) s'était borné à confirmer la conclusion antérieure de Bossut en disant, que cette cause peut expliquer d’une manière plausible l’équation séculaire , sans toutefois pousser la fausseté de l’application au point de dire comme Bossut u qu’il ne fallait pas » chercher celle cause ailleurs que dans la résistance de l’éther ( Voyez la page 430 du Tome V de ses Opuscules).
Quoique cette force passive ne soit nullement correspondante à l’effel dont il est ici question, il ne faudrait pas en conclure que l’existence d’une matière éthércc est inadmissible. Les phénomènes de la lumière , et probablement la résistance opposée au mouvement des corps très-peu denses et d’un fort grand volume, comme le sont' ceux des comètes, autorisent à croire que l'éther remplit l’immensité des espaces célestes.
Sur ce point , Lagrange a exprimé positivement son opinion peu de temps ayant sa mort, lorsqu'il appliquait ses formules aux variations séculaires des éléments des planètes produites par la résistance d’un milieu très-rare. Il commence cette application par ces mots: « Pour ne rien ■1 laisser à désirer sur les variations séculaires des planètes, nous devons >■ encore considérer l’elfet d'un milieu peu résistant dans lequel il est » possible qu’elles se meuvent, et où elles devraient nécessairement se » mouvoir, si la lumière était due aux oscillations d'un lluide » (Voyez la page i 65 du second Volume de la Mécanique Analytique , édition de 181 5 ). C'est vers le meme temps qu’il a consigné dans ce Volume (aux pages 147, i 48 et i 5 i) son opinion, contraire à celle de La place, sur la |>ossibililé d’un accroissement illimité des inclinaisons des orbites , cl des excentricités des planètes dont les masses sont lbrt petites.
Depuis 1780, Lagraxgf. avait en quelque sorte abandonné la Théorie de la Lune proprement dite, et avait dirigé ses recherches sur lu Mécanique Céleste vers la Théorie des variations se'cu/aires des éléments des Planètes , afin d’achever celle , bornée aux variations séculaires des inclinaisons et des noeuds, qu’il avait envoyée au mois d’octobre de l’année 1774 à l’Académie des Sciences de Paris. En rapprochant cette théorie de celle que le même Laura sur avait donnée en 17G6 dans sa Pièce .SW' Ai 'lhéorie des Satellites de Jupiter, on voit qu’il avait fait des progrès immenses dans cet intervalle; qu’il avait lui-même démontré
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la vérité de son épigraphe Multum adhuc restât operis empruntée à Sénèque; et on reconnaît, que le don du génie ne dispense pas du pénible et continuel exercice de ses facultés.
Le nouveau Mémoire, dont nous parlons, développe toute la fécondité du principe général qu’il avait découvert en 1 776 pour démontrer l’invariabilité séculaire des grands axes des orbites elliptiques des planètes: il a été publié dans son ensemble dans les deux Volumes de l'Académie de Berlin pour les années 1781-1781.
La pi. ace a donné une courte analyse de ce Mémoire à la page 3 i 8 du 5 .*"' Vol.' de sa Mécanique Céleste (Livre XV) sans y faire mention de la continuation publiée par Lagrange dans le Volume de la même Académie de Berlin pour l’année 1783 (publié en 1785). Cependant, celte continuation se compose de deux Mémoires tout-à-fliil dignes de fixer l'attention , et d'être non-seulement cités mais appréciés dans une histoire des progrès de la Mécanique Céleste.
Le titre du premier est Théorie des variations périodiques des mouvements des planètes; celui du second est Sur les variations séculaires des mouvements moyens des phmètes. Ils sont l’un et l’autre fort remarquables à plusieurs égards.
Dans le premier (page 170) il y a l’idée originale des variations périodiques, qui , quoique dépendantes de la configuration des planètes , peuvent être sensibles et avoir une fort longue période en raison d'une commensurabilité approchante dans le rapport de leurs moyens mouvements , comme Jupiter et Saturne en ont offert depuis un exemple frappant par la découverte de Laplace annoncée le 10 mai de l’année 178B à l’Académie des Sciences.
Dans le second, que Lagrange qualifie comme un Supplément à sa Théorie générale des variations séculaires, il y a, explicitement, la focmule propre à calculer les variations séculaires de l’élément désigné par époque dans le mouvement elliptique des planètes , parce qu’il en détermine la position à l’origine du temps.
Il est démontré par là: 1.* que ces variations sont nulles en bornant l'approximation à la première puissance des excentricités et des inclinaisons des orbites: 1.° que la destruction mutuelle des termes séculaires cesse d'avoir lieu en portant l’approximation jusqu’aux quantités de l'ordre du carré des excentricités et des inclinaisons des orbites, inclusivement.
Voici celte foi-mule donnée à la page a 16 du Volume de l’Académie
de Berlin pour l'année 1^83. Soient
nt-4-i =J ndt-+-!—{
la longitude moyenne d'une planète 7 ] dont — r désigne le rapport de
sa masse T à celle du Soleil représentée par S; et a sa moyenne distance au Soleil. Nommons de meme
n't + t'=jn'
dt-^-e'ssp' , et a'
les quantités analogues relatives à une planète perturbatrice T' ; sa masse
par rapport au Soleil étant -ç- . Si l’on suppose développée la fonction
ja* — nia'. cos. (p— p’)-*-a" J ‘ , par une série de la forme
(a, <t') -+-(a, «') 1 .cos.(/)— /)')-t-(«,a') a .cos. a (p — />')■*" cto. ,
Lagrange démontre, que le coefficient différentiel
de de
Hp~ ndt
de l’époque, sera exprimé de manière, que e, e' étant les excentricités des deux orbites; sr, n' les longitudes de leurs aphélies; $, 6 ' les longitudes de leurs nœuds; 9, 9' leurs inclinaisons par rapport à un plan fixe, l’on aura l’équation
( L ) ^ = ^- t =(o)H-(i)e‘-t-(a)e'*-4-(3)ee'cos.(B' — u)
où l’on a fait;
s = tang. 9. sin. S ; jr' = tang. 9'. sin. 6' «
u — laug. 9 . cos. Ô ; u'=lang. 9'. co». 5' ;
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^°) = T \ 3a> ( a ’ a ')— aaV(a,a')»| ;
(,) -Tj 8 («■-«'■) ;
T' i (3a*a' — i5«‘a ,3 ).(a, a’) — (a s -^6a i a , ‘ — 5aa'<)(«, a') i /
Kl pour déterminer les deux coefficients {a, a'), (a, a') i , Lagrange fait Ma ’ . 6Na'
fl obtient pour M , V les deux séries
qui sont toujours convergentes, en établissant les dénominations de manière que l’on ait ^ < i . On sait d’ailleurs que ces séries sont sommables par des transcendantes elliptiques (Voyez le second Volume de Lecendrf. Sur les Fonctions elliptiques, page 54 1 et suivantes).
En outre on sait, que, en désignant par
[a,a']-t-[u,a'] i .cos .(p — //)-t-[a, a'] a . cos. i(p — p')-*-elc. ,
le développement du radical
l’on a ;
^ a* — a a «'cos. (p — p*)~*-a" ,
, i, K«'l / i* 3nfa, a'] i
ce qui fait dépendre le calcul des fonctions (a, a') , (a, a') i des mêmes transcendantes qui entrent dans les équations différentielles linéaires qui
déterminent les inégalités séculaires des excentricités , des aphélies, des inclinaisons et des noeuds des orbites ( Voyez les pages 198 et 3 1 o du 1." Volume de la Mécanique Céleste).
J'ai corrigé l’erreur qui s’était glissée dans la valeur du eocflicient (a) en y écrivant n’a' au lieu de a' a", ainsi que cela résulte des équations qui précèdent le N." 3a dans ce Mémoire de Lagrange. Il n'est pas superflu d'ajouter que les coefficients (o), (1), (3), ( 3 ) sont donués auv pages ao 3 et 3 1 3 du même Volume sous la forme avec laquelle ils oui été publiés en 1803 dans le 3 .*" Volume de la Mécanique Céleste (p. là); toutefois il faut observer que dans celte page on doit remplacer la troisième ligue ]>ar
aa'B M j. j(/P — p)'-+-(q' — q)*\ -t-etc. ,
ainsi que cela a été fait par Lapi.ace en i 8 o 5 à la page 53 du 4.*"*' Volume de la Mécanique Céleste.
Au reste, la formule (L) est conforme à l’équation plus générale
lie ,,
i du \
mit '
[<la)
UJ
trouvée en 1808 par Lagrange et Lapi.ace après la découverte de l'équation
</e = (/ et . ( 1 — y 1 — e ‘ ) + ja‘ ) nt ^ t
faite par Poisson (Voyez la page 6 du Supplément à la Méc.' Céleste).
On sait que cette formule générale comprend les termes séculaires et les termes périodiques : elle remplace avec avantage la formule connue antérieurement pour ce double objet, sur laquelle il est intéressant de lire les remarques exposées par La place aux pages 365 et 366 du 1." Volume Je la Mécanique Céleste.
Cela posé, il est évident que, en appliquant la formule (L) à un cas particulier pour lequel la partie séculaire des termes
(o) ; (i)e‘ ; (3)ee'cos. (b — a') ; (a)j(x— r')*^-(«— n')*j
serait séparément nulle, l’on aurait en intégrant
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Or, en prenant seulement le premier terme des séries M et iV, Ton a :
ou bien
■en
Donc en supposant la fraction assez petite |K>ur pouvoir la né-
gliger comparativement à limité, l’on aura
3 TT fa y
ce qui réduit l'équation ( L') à celle-ci ;
Maintenant, il faudra substituer ici la valeur séculaire du carré e'* de l’excentricité de la planète perturbatrice, censée préalablement déterminée en tenant compte de l’action de toutes les planètes qui auront concouru à la production de la valeur séculaire de e' ; ce qui donne pour c“ une expression de la forme
e'* — j A sin. ( kt-\- fi )-t-^'sin. (k't -4-j3')-+- etc. |*
-4- | A cos.( k t -4- fi ) + A r cos. (k r t ■+• fi' ) -t- etc. | j
où le nombre des coefficients A , A', A", etc. sera m -+- i , si m est le nombre des masses perturbatrices T”, T'" j 7"”, etc., qui agissent sur la planète T'.
Lagrange a appliqué la formule (L") à Jupiter troublé par Saturne, ce qui lui a donné une quantité insensible : résultat bien différent de celui qu’il avait trouvé en i^65 par ses premières recherches sur le même sujet publiées dans le 3.*”" Volume des MisceUanea Taurinensia. Préoccupé de l’idée que l’équation séculaire de la Lune ne pouvait pas
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cire déduite du principe de la gravitation universelle , il n'a pas senti , ni soupçonné, que sa même formule (L") était capable de la lui donner d’une manière fort satisfaisante. Car, rien n’empêche de l’appliquer à toute masse T circulante autour d’une autre masse S beaucoup plus grande, et troublée par une troisième masse T', qui serait elle-même troublée dans son mouvement elliptique autour du corps S par d’autres masses T", T"', etc. : c’est dans cette dernière considération que consiste l’essence de la cause de l’équation séculaire de la Lune , qui échappait ici à Lagrange , comme elle lui avait échappé dans ses autres recherches, toujours bornées à l’action directe et réciproque de trois corps seulement. En elfet, en supposant que les lettres S , T, T' représentent, respectivement, les masses de la Terre, de la Lune et du Soleil; et les lettres a, a' les distances moyennes de la Lune et du Soleil au centre de la Terre, l’on aura
le rapport — étant celui des moyens mouvements de la Terre autour
du Soleil, et de la Lune autour de la Terre. D’après cela, la formule (L") donne
en faisant ” = m = o, 07480 1 • La grandeur du coefficient
(en prenant pour unité de temps l’année Julienne) rend cette valeur de t fort sensible, après quelques siècles, quoique l’on ait en développant la valeur séculaire de e'*, produite sur l’excentricité e' de l’orbite elliptique de la Terre par l’action des autres planètes,
Je r ‘dt = —(j^') .0,000072963 .
La formule ( L'" ) est précisément celle qui a été annoncée par Laplàce dans une Note publiée à la tête du Volume de l’Académie des Sciences de Paris pour l’année 1785, et présentée le 19 novembre de l’année 1787 à la même Académie pour être publiée en 1788 dans le
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Volume appartenant à l’année 1786. Le Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1783, où il y a la formule générale (L), a été publié en 1 785 , comme je l’ai déjà dit.
On voit maintenant comment cette découverte a pu échapper à Lac range , quoique elle soit une conséquence fort simple d'un résultat très-remarquable qu’il avait obtenu le premier en considérant d’une manière abstraite les variations séculaires des mouvements moyens des planètes. C'est un de ces cas singuliers où la difficulté d'imaginer la cause surpasse la difficulté d'en calculer l’efTcl , dès que son existence a été reconnue. La théorie du son en olfre un exemple: l'effet de la chaleur développée pendant les vibrations de l’air n'était pas difficile à calculer ; mais il était fort difficile d’imaginer le mode de son action , et de sentir qu'il pouvait modifier sensiblement la vitesse de la prapagulinn.
Tout ce que je viens d’exposer n'empêche pas de considérer Lari.a< e comme le premier Géomètre qui a donné l’explication théorique de l’équation séculaire de la Lune, surtout si l’on considère qu’il l’a exposée en faisant voir, conformément aux observations, que la même cause qui accélère le moyen mouvement de la Lune, rallentit les moyens mouvements du périgée et du nœud: connexion qui est loin d'être évidente de prime abord. Et Lagrange a consacré lui-même les droits de Laplace à cette invention en finissant son Mémoire Sur ta théorie des variations des éléments des Planètes, lu à l’Institut le 33 août de l’année 1808 par cet aveu mémorable: « Celle variation séculaire, dit-il (celle de » l’époque), est insensible dans Jupiter et dans Saturne , comme je l ai « fait voir dans le Mémoire sur les variations sécidaires des moueemens » moyens des Planètes (Mém. de Berlin de 1783); mais elle devient >1 sensible dans la Lune , et donne l'explication de l’équation séculaire » de cette planète, comme M/ Laplace l’a reconnu le premier. » Néanmoins on pourrait élever des doutes sur l’étendue de la signification de cet aven, en réfléchissant que Lagrange ajoute immédiatement après: •< Voyez les Mémoires de l’Académie des Scicnrcs de 1 786 , et ceux de a l'Académie de Berlin pour 1793 et 1793 où j'ai donné l’application » de mes formules à la Lune. » Or, en lisant la préface de ce dernier Mémoire Sur f équation séctdairc de la Lune, il est impossible de ne pas avouer à soi-même qu elle n'est pas tout-à-fait en harmonie avec la déclaration de 1808. En effet, voici comment Lagrange s’exprimait alors: « Dans la Théorie des variations séculaires des élémens des planètes
» qui est imprimée dans les Volumes des années 1781 et 178a je n’avais » point considéré les variations des mouvemens moyens, pareeque j'avais » cru pouvoir les regarder comme invariables à cause de l’invariabilité » des grands axes que j’avais démontrée d’une manière directe et générale. » Ayant ensuite examiné plus scrupuleusement ce point important de la n théorie des planètes, j’ai reconnu que les mouvemens moyens pou- » raient être sujets à des variations séculaires dépendantes des carrés » des excentricités et des inclinaisons, et j’ai donné le premier dans un » Mémoire imprimé dans le Volume de 1783, la théorie et les formules » de ces variations. J’en fis alors l’application à Jupiter et Saturne ; » mais n’ayant trouvé pour les variations de leurs mouvemens moyens 11 que des quantités presque insensibles, je pensai qu’il était inutilr » d’étendre cette recherche aux autres planètes. D’autres objets m’ayant » ensuite fait perdre celui-ci de vue (probablement ces objets sont ceux » relatifs aux Mémoires publiés dans les Volumes pour les années 1784, » 1785 et 1786), je négligeai d’appliquer aussi mes formules à la Lime; » ce qui ne demandait que des substitutions numériques très-faciles et* » même plus simples que pour les planètes principales. Vers la fin île » 1787 (*) Laplace annonça à l’Académie des Sciences de Paris qu’il n avait trouvé moyen d’expliquer l’équation séculaire de la Lune par la » variation de l’excentricité du Soleil ; et par le Mémoire qu’il a donné » ensuite sur ce sujet, et qui est imprimé dans le Volume de 1786, h on voit que cette équation est produite par les mêmes termes qui » composent ma formule des variations du mouvement moyen. Comme n ce résultat est un des plus intéressants de la théorie générale des va- 11 riations séculaires , j’ai cru devoir le développer dans ce Mémoire pour 11 compléter mon travail sur une partie si importante de l’astronomie » physique. 11
Certes, cette préface n’est pas très-favorable pour établir la priorité de Laplace dans un sens absolu. Et si l’on remarque, que la déclaration de Lagrange , publiée à la page 7a du Tome 9 des Mémoires de l’Institut, n’a pas été reproduite à la page 164 du second Volume de la Mécanique Analytique , où il est naturel de la chercher, on sera peut-être
(*) ï.agiurge , qui avait quille Berlin pour te fixer à Paris en 1787, était probablement prêtent à celle séance de l’Académie.
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porté à penser que, peu avant sa mort (arrivée le 10 avril de i 8 i 3 ), Lagrange était devenu moins facile pour sa concession à Lapi.acf.. Et quoique le second Volume de la Mécanique Analyticpie ait été publié en
■ 8 i 5 , la préface, qui le précède, nous donne l’assurance que, jusqu'à la page 164 , le manuscrit de Lagrange a été trouvé fort en ordre , rédigé par lui-même.
Mais Lapi.ace a , pour ainsi dire , détruit tout argument qui serait contraire, ou seulement peu favorable, à la priorité de sa découverte en publiant en i 8 a 5 qu’il l’avait faite d’une toute autre manière que celle dont nous avons parlé. En effet , à la page 36 o du 5 .*”' Volume de la Mécanique Céleste (Livre XV) on y lit ce morceau remarquable: « En m’occupant de la Théorie des satellites de Jupiter, je reconnus » que la variation séculaire de l’excentricité de l’orbite de Jupiter devait » produire des équations séculaires dans leurs mouvements moyens. Je » m’empressai de transporter ce résultat à la Lune, et je trouvai que la n variation séculaire de l’excentricité de I orbite terrestre produit, dans le •a moyen mouvement de la Lune, l’équation séculaire déterminée par les » Astronomes. Je trouvai de plus que la même cause produit dans les mou- » vemcnls du nœud et du périgée de l’orbite de la Lune des équations » séculaires. » Cependant une telle origine de celte découverte n’a pas été indiquée dans la Note par laquelle elle était annoncée, la première fois, par Laplace au monde savant. Cette Note publiée en 1787 à la tête du Volume de l’Académie de Paris, [mur l’année 1785, est ainsi
conçue : « il restait cependant un phénomène Céleste , l’accélé-
» ration du moyen mouvement de la Lune , que l’on n’avait pu jusqu’ici » ramener aux lois de la pesanteur: les Géomètres qui s’en étaient oc- » cupés avaient conclu de leurs recherches qu’il ne peut être produit » par la gravitation universelle, et pour l’expliquer on avait eu recours » à différentes hypothèses, telles que la résistance de l’éther, la transn mission successive de la gravité , l’action des comètes etc. Mais après « diverses tentatives je suis enfin parvenu à découvrir la véritable cause » de ce phénomène. J’ai trouvé que l’équation séculaire de la Lune ré- » suite de l’action du Soleil sur ce satellite combinée avec la variation » de l’excentricité de l’orbite terrestre. Elle est périodique, et dépend » des mêmes arguments que le carré de cette excentricité. » Les satellites de Jupiter ne sont pas nommés dans celte Note: et ils ne sont pas nommés dans la préface mémorable et fort élaborée de Laplace du
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Mémoire publié en 1788, et présenté par lui à l’Académie des Sciences le 19 novembre de l’année 1787. Eu 180a, celte même préface a été reproduite, avec quelques additions, comme une introduction à la Théorie de la Lune publiée dans le troisième Volume de la Mécanique Céleste ; mais les satellites de Jupiter n’y sont pas cités comme ayant occasionné la découverte de l’équation séculaire du moyen mouvement de la Lune: ils sont cités à la page 178 au sujet de l’inégalité du mouvement lunaire en latitude due à l'aplatissement de la Terre.
Pour mieux éclaircir l’assertion de la page 36 o que j’ai rapportée, remarquons que la formule (L w ) étant appliquée au quatrième satellite de Jupiter, donne (en nommant t'" la valeur de f qui s’y rapporte);
(isP-W” •
c’est-à-dire une équation séculaire a 2 fois plus petite environ que celle de la Lune.
Pour les trois autres satellites, l’équation séculaire donnée par la formule (L'") est encore plus petite; car, en nommant e'", t", t', t les valeurs de t qui se rapportent aux quatre satellites; cl ri"’, n", n', « leurs moyens mouvements autour du centre de Jupiter, l’on a, d’après les valeurs numériques données aux pages 83 et 97 du 4 - tl ”* Volume de la Mécanique Céleste;
; — - (o, oo 385 t 9 )'
: — - (0, ooi 65 i 36 ) ;
t' = (o, ooo8ig66) :
: — - (o, ooo4o832)'
\n w je" Jt ;
1 ‘.n"Je'‘dt ;
n' je n d t ; \n je'* dt .
Donc nous avons
recherches historié es etc:.
l’onr calculer la valeur de e"\ j'ai pris, conformément aux observations, n'"= s 836 j 1 5 o", o
pour le nombre de secondes sexagésimales parcourues en 365 ' 5 par le quatrième satellite autour du centre de Jupiter par son mouvement moyen sydéral. Relativement à l'orbite de Jupiter, j’ai pris
e' = o, 0481631 -+• - . (o, ooooo3o5457) ; ce qui donne j>our l'intégral e J'c' , dl la quantité
o, 048 1 6 1 . — . ( o, ooooo3o5457 ) . t‘ ; et par conséquent
On sait que ces variations séculaires sont modifiées par la variation séculaire de l’équateur de Jupiter. Mais cette modification est fort petite même pour le quatrième satellite pour lequel elle est la plus grande. En effet, la formule posée au fond de la page 103 du 4.*”' Volume de la Mécanique Céleste donne pour cette partie de t m (en secondes centésimales) ,
’Lb.e }a(i -V")*. 97 4 ", .9 - 3 . X' r '\ 3946", 95 )='£***. .398 ", 9 35 ;
où X'"=o, 134613 ; 'Z = 34444" > 6 = 0", 070350 .
En réduisant les secondes 34444 "» 1398", g 35 en parties du rayon, l’on aura
Log. | 34444 • ^ • sin. 1 " ( se*. ) | = 8, - 33 a 335 ;
L°S- 1 • 398) 9 35 -^ sin - i"(sfx.)| = 7, 3097076 ;
Donc en remplaçant b par sa valeur o”, o^o 35 o . pr— =0", 033793 j en secondes sexagésimales, l’on obtiendra
-H ( . o”, 020163 \ioo/
pour la (piantité qui doit être ajoutée à la valeur précédente de 1 ;
ce qui donne par la réunion des deux variations séculaires ;
La troisième variation séculaire , celle née de l’action réciproque des satellites, est encore plus petite. Sur cela 011 jtcut consulter les formules données à la page 73 du 4 -’ 1 "” Volume de la Mécanique Céleste.
D’après la parvité de ces équations séculaires des satellites de Jupiter , et d’après le fait que leur existence ne pouvait pas être déclarée par les observations faites depuis leur découverte (en 1610), comparativement récente, on ne peut s’empêcher de reconnaître que l’assertion de la page 36 o citée plus haut aurait besoin d’autres explications pour être admise sans laisser des nuages dans l’esprit. Et cela , avec d’autant plus de raison , que , de cette manière , la découverte de la liaison entre l’équation séculaire du moyen mouvement , et les équations séculaires du périgée et du nœud n’aurait pas été faite par Lapi.acf. avec la facilité qu elle découle de son analyse.
Quoiqu’il en soit, le rapprochement nouveau de ces remarques historiques me parait propre à démontrer, que la découverte du premier terme de l’équation séculaire de la Lune est duc aux efforts re'wiis de Lagrange et de Laplace. Probablement, la postérité ne voudra pas l’attribuer exclusivement à Lapi.ace, sans ajouter que, en 1783, Lagrange pouvait être plus heureux dans l’interprétation de sa fonnule, mais non plus habile analyste pour la tirer des équations primordiales du uiouvrinent libre d’un système de corps qui circulent autour du Soleil.
RECHERCHES HISTORlylKS ETC.
Je ne trouve nulle part, cite par Lam.ace, ce Volume de l'Academie de Berlin pour l'année i ' 83 . Et cependant l’occasion de la citation était fort naturelle aux pages J 1 j -3 1 7 du S.*”' Volume de la Mécanique Céleste. C’est là qu’il fallait signaler, après l’état d’enfance des méthodes précédentes , celle publiée par Lagrahce dans ce même Volume pour faire disparaître les arcs de cercle îles intégrales du mouvement des planètes obtenues par la méthode des approximations successives. C’est là qu’on croit devoir trouver, cl qu’on cherche en vain , une courte notice sur ce passage remarquable de la préface de Lagrange « M.' de Lapi.ac.e s’est >> occupé de cet objet et il a donné dans les Mémoires de Paris une » méthode ingénieuse pour faire disparaître, par la variation des cons- « tantes , les arcs de cercle qui paraissent dans les intégrales approchées » des équations différentielles. Mais celle méthode est fondée sur une » métaphysique qui ne me paraît pas porter dans l’esprit toute la sa- » tisfaction qu’on pourrait désirer; et elle se trouve d’ailleurs en défaut » lorsque dans l’intégrale une des constantes arbitraires multiplie l’arc » sous les signes de sinus , de cosinus ou d’exponentielles; ce qui est le » cas des équations du mouvement des planètes , considérées dans toute » leur généralité. «
Lapi.ace a rectifié sa méthode publiée en 1777, et à la page 346 du 1." Volume de la Mécanique Céleste il a tenu compte des termes dus aux constantes arbitraires qui multiplient l’arc dans les fonctions périodiques. Alors les équations différentielles pour déterminer les constantes arbitraires, devenues variables, ne présentent plus le défaut mis en évidence par Lagrance à la page a 3 i du Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1783.
Ce même Volume est celui où Lagrange a publié son Troisième Mémoire « Sur la détermination des orbites des comètes. « En reproduisant celle méthode dans le second Volume de sa Mécanique Analytique, plusieurs fautes d'impression s’y sont glissées , et il devient nécessaire de corriger les formules avant de les appliquer à des cas particuliers. Je >aisis cette occasion pour publier ici toutes les corrections que j’ai faites dans mon exemplaire, avec plusieurs Notes relatives à cette méthode originale de Lagrange.
ERRATA
pour le second Volume de la Mécanique Analytique de Lagrakgf. ( Édition de 1815 J.
Page 44. N." 43.
P ssrsin.'t .
Page 23. N.* 24.
„ eWm.u 5
cos. 5 = cos. u „ i , ■ — etc.
a. 3 du
Page 23. N.° 22.
La seconde valeur de 4> doit être ;
. eV/.sin. u e'd'.sm.u?
'V = u ■+■ e sm. u ■+■ • j h , , ■ -t-etc.
îdu
a. 3 du'
■ a£sin.u-H sin. at/-t- sin. 3 u ■+■ etc.
„ . ,_rf(£/sin.«) , -d lUsm.u i )
;£ U sin.tt •+■ ac E — , i-4-ae J £ — h , , ; -t-etc.
a du 3.iau
Page 27. PL® 23.
La sérié qui donne la valeur de <j> doit être remplacée par celle-ci, toujours convergente, savoir;
f = a tang.- .sin . (9 — A) ^.tang.’-. sin. 3(9 — A)
2 j Oi l
-+- g tang. 5 - . sin. 5 ( 9 — A) -+- - . tang.’ - . sin. 7(9 — A) -+- etc.
(Voyez page a43 du Tome second des Exercices de Calcul Intégral de Leuekdre ).
30 RECHERCHES HISTORIQUES ETC
u cumule on peut s'en assurer en prenant les carrés » : ou bien en posant s -*-e=/i, s — i ’ = <7 , et observant que
]/ 3 S — s*— ■*'* = Y p ■+■ q — i\ p q =Y~p — ÿ^rj ;
6 Ki(«'— t )=(p+<i-*-VTï)(Vp — — •
Page 33. N.* 28.
r = i — - jX — — 5 -4- etc.
rage 34. N.° 28.
V ers la lin «le ce N.” il faut lire ds
i f/s T~gdt
di. dy ^dt-'di
Page 37. N." 34.
fi=s — D sin. i cos. h .
Page 39. N." 33.
dy dx
= x T t -yT, ;
« Ensuite l’article 7 donne
lang.
» De sorte que h et 1 étant déjà connus, on aura par l’angle intermé- » diairc. p l’augle <t> -+- k en x et y ; et de là on aura k par l'équa- » lion de l’article i 5 rapportée à l’instant où 1=0 ;
fi
Page 44. N.° 35.
A la seeonde ligne il faut lire
a r gd t ’
lis»
et à la huitième ligne il faut lire -j- — ^ •
Page 13. N." 37.
Ligne 6 en remontant u celle (lu cosinus de l’angle ».
Page 44. N.* 37.
A la deuxième ligne il faut lire u une nouvelle inconnue R. »
A la deuxième ligne de ce N.° il faut lire « les valeurs des rayons « r, r' » ; et à la cinquième ligne il faut lire
ajr-t-r' — |/ (r-t-r')* — «*j
» et comme on a en général (art. io) Cz-ç-Ax-t-Bjrzxo , dans la- A H
» quelle ^ = sin./i tang. t ; — , = — cos. h . tang. i (art. n), on aura » ces deux-ci;
» ; (x sin.À — jr cos. A) tang. i=r o ;
» sin./i — _y'cos. A) tang. t=o .
Page 47. K.” 39.
» Rn — pv = — L(Rl — /»X)-h M(Rm — pp) ;
» d’où l’on tire
,, k -t -XL — p M
n-t- IL — m M
Page 50. N." 44.
La première équation de cette page doit être (Rm — pp)r" — (R'm' — p'ix')r'+(R"m"—p"ix”)r— 0 .
RECHERCHES HISTORIQUES ETC
Page 81. HL* 42.
Dans la série , qui donne la valeur de f ", il y manque le facteur s au troisième terme ; on doit lire
+- etc.
Page Si S.’ 43.
En substituant les valeurs de V t V , V " dans les valeurs de R , R', R", posées dans la page 5o, on obtient;
fl= . 6Pr’-Qt‘
[finir 1 — m’t’JG ’
~[fir’ — i*J G ’
Dans le Mémoire de Lagrange les valeurs p, p', p" (qui répondent à celles-ci de R, R 1 , R") sont exactes (Voyez la page 3i5 du Volume de l'Académie de Berlin pour l’année i "83 ).
On doit lire
6 (ni — i )"G J p 1 r* J ’
QS
pi r 1
— liG^ p 1 r 1
(Voyez pages 117 et 118 du Volume de l’Académie de Berlin, où les trois valeurs de p, p', p" s’accordent avec celle-ci).
On doit lire
Page 56. N.° 45.
R’ = -^L-J).9aR ■ R"=(m — i).~/{ ;
Tage 56. N.° 46.
A la dernière ligne il faut lire = y
On doit faire
Page 57. N.” 46.
iV=-(m-i)|p-^co S .(C'5')H- |5 ''^cos.(C''5'')j !
Alors l’on a ( à cause de g = i )
M H' — a jVi? -t-mp'* — p"‘ — ( m — i)r*-t-ot(m— i ) — = o .
Page 59. N.” 47.
Dans la valeur de G posée au fond de cette page , on doit lire — cos. (G' G")* .
Page 63. N.* 50.
On doit lire
l = cos. a . cos. d ;
Xsscos. a. cos. 3 .
Page 64. N.* 49.
On doit changer les signes des valeurs de G, T,, T,', I\". En outre dans la valeur de I\ on doit lire -t-sin. (a — a') tang.c/ , au lieu de -+- sin. ( a — a') tang. 3 .
Pour plus de clarté , voici les véritables expressions de G, T, V, T"; f p it . p p j pu,
G= cos. d cos. d' sin. d"s'\n. (a — a')
— cos. d cos. d" sin. d' sin. (a — a")
-t-cos.d'cos.d" sïn. d sin. (a' — a") ;
(i = COS.rf COS.rf' cos.rf" J
RE( HERCHES HISTORIQUES ETC
sin. (a — rf)tang.rf'' j
I — sin. (a — a")tang.rf'-4-sin.(fl' — fl")tang.rf \
i sin. (a — a' )lang .rf" j
V = cos. S cos. rf' cos .rf" ? . ;
I — sin. (a — a") tang. f/'— 4— sin. («’ — a") tang. 3 '
sin. (a' — a') tang. d"
( — sin. (a' — a") tang.rf'-|-sin.(a' — a") tang. 3’ 1 sin. (a" — a' ) tang. d" I
j — sin. (rf' — a") tang. d'-\- sin. (a' — a”) tang. 3" i
T' =; cos. 3' cos.rf 1 cos.rf'' '
l'" = cos. 3" cos.rf' cos.d" J
T, = cos. d cos. 3 cos.rf
j sin. (a — a ) tang. d" j
) — sin. (a — a") tang. 3 -t- sin. (a — rf')tang.rf l
r/ = cos. rf cos. 3’ cos.rf" r,"=cos.rf cos. rf"cos. 3 " r, = cos.rf cos.rf' cos . 3 r,' = cos.rf cos.rf’ cos. 3' r.”= cos.rf cos.rf' cos. 3"
sin. (a — «') tang. d"
— sin. (a — a") tang. 3’-+- sin. (rf — fl") tang. rf \
sin. (a — a”) tang. rf" j
— sin. (« — a")lang. 3"-»- sin. (a" — a")tang.rf i sin. (a — <?') tang. 8
— sin. (a — a ) tang.rf'-t- sin. (a' — « )tung.rf sin. (a — fl' ) tang. 8 '
— sin. (a — rf ) tang. rf'>4- sin. (rf — rf)lang.rf sin. (fl — «') tang. 3"
— sin. (a — a") tang. rf'-+* sin. (a' — rf' ) tang. rf Page 68. K.* 53.
Il faut changer le signe du second terme au dénominateur de tang. A; ce qui donne
A Tl
. sin. o.dô — sin. A . cos. A . cos.œ .d-j
tanu . h = 1 — : — T - — r — 1 — ■
D cos. ç.rf^-t-sin. ÿ.cos. sin. ç.op
A la sixième ligne, au lieu des mots « et dans une direction perpen- « diculaire à ce même plan » il faut lire « et dans une direction nor-
« male au plan des deux composantes y- , » ; car , autrement , la
définition de la troisième composante serait fautive.
Page 69. N.” 54.
La seconde équation de la ligne huitième doit être dr
fg.dt
Page 74. N." 57.
Au commencement de la sixième ligne il faut lire « commune » au lieu de a connue ».
Page 404. N.* 76.
Ligne 7 en substituant (Û) à la place de U
y g b sm.i.a*
de
in. 1 . il h
dt
Pagc 405. fi: 77.
Dans la première ligne on doit lire « par -V — , de ».
Page 407. N.’ 79.
On doit lire
S x = adX-\~p S Y- f- X(f3 3/_-t--/3n)-hY( — afy*+-y ôff) .
Dans le second membre de l’équation, qui termine cette page, on doit remplacer le dernier terme par
(XdY—YdX)3 x ■
ib RECHERCHES HISTORIQUES ETC.
Page 109. N.° 80.
Dans la dernière ligne de cette page on doit lire « respectivement par » dr, dli , d ç> >i .
Page 411. N.° 80.
L’avant-dernière équation doit être
r'dJj'-t-dr i r ' dr ' ~ r 'î (l( f' -t- (r + q' — h' ) rqdrdq .
f ^ ~ '■ 4AV‘ — (r‘-h/i‘ — q‘)‘
el la dernière doit être;
r' eos. , <ji.df 1 ^B'}i
dt * 4 / t *r‘—(r '-+-/>* — q‘)‘
Page 112. N.” 80.
Dans le premier membre de l'équation (a) on doit remplacer ill' par 2 B ‘h'. Le même changement doit être fait dans l'équation (c).
Page 113. N.” 81.
Le second membre de l'équation (d) doit être;
HYr+qy-h'\+-C(r + q)'—B‘h' — Ch.' .
Les seconds membres des deux équations (c) doivent être respectivement ; H(s' —h') + Cs' —B'h' — Ch' ; H(u*—h*)-t-Cu'—B‘k % — Ch' .
Dans les équations ( f ), (g), (h) on doit remplacer, sous le radical, — B % par — B'h' — Ch*.
Page 114. N." 82.
On doit lire « O = -, ■+■ 3 y (j ».
Page 117. N.* 84.
Vers la fin de cette page on doit remplacer l’équation par
l’équation B' h‘ = o ,
On doit lire 11 Par les substitutions de ces valeurs le polynomc » //i'+as’ + Cs'-ïi‘i - U h'— B' h' — Ch'
« devient
» //(s* — s/A'+t'l + ajî' — s'il — sh'-i-h 1 ) ;
» ce qui se réduit à la forme
« Jl(s-*-h)'(s — /i)*-+-«(s-t-A)(j — h)‘ ;
« il en sera de même du polynôme en u ».
Page 119. N* 8S.
Dans cette page il faut remplacer la lettre p par la lettre r. L’équation qui termine la page doit être;
Page 135. N.° 95.
Dans la dernière équation , le radical du premier tenue du second membre doit être
y p '‘+p"‘— 3p 'p"cos.(<!>' — <l>" — II—K) ,
Page 136. N.° 96.
Les valeurs de p' et p" doivent être écrites ainsi;
[ e <* e '‘ 1 i — e' cos. u' H — — - cos. a u’ I ,
i —e" cos. u" H — — cos. a u" I .
Page 138. N.° 96.
Dans l’avant-dernière équation on doit remplacer ^sin. 7 /,"^ par
•jB recherches historiques etc.
|sin. - //') ; et dans la dernière on doit sé|tarcr le facteur par
ilettx pnrnnthèses ; c’est-à-dire écrire
-£_ = iL
Page 442. K.” 98.
Dans la troisième ligne on doit remplacer le mot binôme par le mot trinôme. En outre on doit lire :
« Soit, pour abréger,
, n(n-h i ) „_w(n- 1- i)(ti->-a)
etc. ;
» on aura , en général ,
» (a 1 — =<J~ m -+-na'~‘~' a" a"' le. »
Page 443. N." 99.
Dans la ligne 9 011 doit remplacer A par ( Si’ ).
Dans l’avant-dernière équation on doit lire cos. 1 '. cos. i”.
Page 445. N.* 400.
Vers la fin de cette page on doit lire ( 0 "), = ; ( Ü" )_ =
Page 454. N." 406.
Dans la troisième et quatrième ligne, il faut remplacer le symbole (1) par A. En outre on y lira
d . cos. i — — Audi ; d . cos. (3 = — B 11 d / .
Page 456. N.° 406.
La seconde ligne doit être remplacée par
>*Alt 1 . l' IA NA
et I» quatrième par
Ax-i-b
Dans la 1 i ligne on lira r— — i — ïî . Et dans la 1 3 .*"' ligne on lira
î=»(;Vf-
Dans la 19. 4 "' ligne on lira di — Cudt.
Page 459. IV.' 46K.
Un doit lire y 1 — p" —q" = x .
Page 468. N.” 414.
Vers le fond de cette page, dans la quatrième ligne en remontant , on doit lire ;
( et pour plus de clarté )
r — a; ce
qui donne / — — — ) =
Ainsi, il faut attribuer à une méprise la Note placée, par M.* Bkrtmmi, dans le bas de la page 146 de l’édition de i 855 .
Page 470. N.° 445.
Dans la cinquième ligne on doit lire l’équation
de.(Ÿ~ÿ} — tr.ÿg-) .erf/sr o .
Page 475. S.” 449.
Dans la sixième ligne, le dénominateur du second terme est 2i J> .
Page 476. N." 420.
La i 3 .*”' ligne doit être remplacée par celle-ci;
Et dans la liane on doit lire m — a m 1 — — — —etc.
ir 2 3
RECHERCHES HISTORIQUES ETC
Page 198. N." 17.
Lignes 6 et 7 , lisez a au lieu de s.
» 3, en remontant, sous le radical, lisez x‘ au lieu de II.
» 4, en remontant, lisez x‘ = au lieu de x=c.....
Page 199. N.“ 17 et 18.
» 5, lisez (cos. p — cos. a) au lieu de (cos. (3 — cos. a*).
» il et ai, lisez <r au lieu de s.
» 1 , en remontant, lisez ( i ■+■ tang. -/'-+■ a tang. y X cos - 3
» 5, en remontant, lisez x* au lieu de x.
Page 200. N* 18.
» 4 > lisez ç = 2 a , au lieu de f = a s.
n 7 » — a(ntang.y-<- ).
» 1 1 » il g au lieu de a s.
» 1 3 » A <y au lieu de A s.
n 3, en remontant, lisez c = au lieu de t —
» to, lisez (J3)cos. a<7 au lieu de (B) cos. a j.
Page 202. !C 19.
» 4 » 1 — tang.fz' au lieu de i — tang.fi au dénominateur.
» i a » i — tang. v‘ au lieu de i -+- tang. v* au dénominateur.
» i3 n de dj de l’article 17.
» i5 et 16, lisez x au lieu de F; g au lieu de s; cos.a au lieu de cos. a* sous le radical ; et sin. a g , sin. 4 ~ , etc. au lieu de cos. a g , cos. 4 a , etc.
» 1 et a, en remontant, lisez x au lieu de T.
Page 203. N.* 20.
» a et 3, lisez g au lieu de s.
n 1a, lisez a T au lieu de T.
Page 201. N." 21.
lisez article
17 au lieu de article 5.
passe
pas par la verticale.
au lieu de T = — .
I cos. w*
1 — tang. v * cos. a v
Page 205. N.° 22.
Ligne a en remontant
d ?_ ]/ g~ _ rfe g rcos. a
Ligne 5 en remontant
1/ rcos.a
Ligne 7 en remontant f r 00s. a
( La nécessité de celte correction cet démontrée par le Mémoire que j'ai publié dans le Vol. XVIII de l'Académie des Sciences de Turin).
NOTES
SLR
TE
Sur le A.* il (paye. .>.) ) du second Volume de la Mécanique Analytique de I .ai; rance.
En retenant le tenue multiplié par /' dans le dénominateur des valeurs de ft , II’, R", le résultat de l'élimination de R serait
. (m ~°‘ t*lco S .(C5)
/C* (r ) — 2ÂV (r 1 — p') |
et en divisant pu r — p, l’on aura l'équation du 7.*”' degré:
K’( r — p)(r’-brp-i-p‘) — aÀ"p'(r‘-t-rf-+-p‘)lr' — --- t *|eos. (CS)
Dans les cas particuliers oit la distance héliocenlriquc r serait fort petite,
il conviendrait d’avoir égard à la différence r* p — - t' .
En ordonnant celte équation par rapport à r l’on aura ;
0C1 l’on a fait;
-T cos. (CS) ;
K‘ iK „„ (m — 1 )* ,
P. = — cos. (CS) -t- 1 y-Lt ;
p, = ^-t-3Kcos.(CS)-4r ^ n 3 pt‘ ;
Pk-
R ( nt t ) , A ,
: -T-l Ô — ^ -t -,cos.(C,S) ;
de cette liquation du 7.*“' degrc , offrira souvent plus de facilité pour calculer la valeur de r.
Eu désignant par p,, />, les deux plus grands coefficients négatifs parmi les six coefficients — p, , — p t , — p s , p s , p % , p t , on aura pour les deux limites entre lesquelles sont comprises toutes les valeurs positives de r;
où le coefficient p 6 est en général une quantité positive.
Et pour avoir îles limites plus resserrées, on pourra, conformément à la méthode connue de Newton, remplacer r par r-t-Z, et déterminer la quantité Z de manière que tous les coefficients de la transformée soient positifs. En outre, on doit avoir r ou r suivant que la quantité K sera négative ou positive.
Si pour la solution d’un tel problème il suffisait d’indiquer des possibilités, j’ajouterai que, en posant
on pourrait déterminer, par la solution d’une équation du 3 .*"* degré,
les cinq coefficients A^ A M de manière à faire dépendre le
calcul de la racine r d’une autre équation du 7.*“' degré, privée du second, du troisième, et du quatrième terme; c’est-à-dire d’une équation de la forme
Xi+B^X 3 +B M X'+B w X-t-B M = o ;
où les quatre coefficients B ^ , , Z? (3) , B^ sont des fonctions entières et homogènes des cinq coefficients A ^ , A^ , , A^ . Mais
il RECHERCHES HISTORIQUES ETC.
l'application de ce théorème, dû à M. r Jerrarp, Géomètre Anglais, ne me parait pas présenter un avantage réel, quoique l’on puisse avoir r iiar cette fonction rationnelle de A; savoir
dB w
7 a‘+3 x‘+iU m A-t-yy,,,
Au reste, il y a une autre transformation beaucoup plus utile. En elfet, d’apres les formules connues
2 JT I — JT *
si n. c = 1 ; cos. 0= -, ,
il est clair, que toute équation de la forme
sin.' p = A sin. p -+- /? cos. p
est réductible à une autre (en x) du 8.*"' degré. Gauss, en appliquant cette transformation à l'équation de Lagrange;
K‘(p-p)'->eK(p-p)™ (CS)+p'- r ‘=o ,
par le moyen de l’équation
pùn.(CS)
sm.9
l'a réduite à une autre de la forme
sin.*p = 3/sin.(p— <//) ;
où M et <p sont des quantités connues; et l’inconnue p est l’angle à la Comète formé par ses distances A et r à la Terre et au Soleil (Voyez page 1 5 y de l'ouvrage Theoria motus corporum coelestium, etc.).
NOTE
Sur le /V.“ 46 du second Volume de la Mécanique Analytique de Lagrange , relatif à la détermination de l'orbite parabolique des Comètes.
En effectuant l’élimination, entre les deux équations en R, et faisant pour plus de simplicité ;
2V' =,ocos. (CS) ; M' = mp '‘ — p"‘ — Mp' ;
M"=i\'(mp , ‘-p"‘) — Np‘ ; M"'—N'M-N ;
Il =m(m — i ) t‘ ;
on obtient cette équation du sixième degré; savoir
[(i— m)r , H-d/'r-f-^]‘-+-4M"'j(i— m)jV T 'r'+M''r*-t-iV'ffr'=:o ;
qui se réduit au cinquième en négligeant H‘\ et conservant la première puissance de II. Mais en y faisant 11= o, l’équation devient divisible par r* et s’abaisse au second degré, par rapport à r*.
En ordonnant l’équation du cinquième degré, et faisant
La petitesse des deux termes multipliés par t' est telle, que, eu général, on pourra les négliger dans un premier calcul. Alors l’équation
0= r ._ j ^:. r -_ vlîl ,
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lionne immédiatement
en posant
Il y a une autre solution, pour le cas île l’orbite parabolique, qui mérite d’être rapprochée de la précédente, afin de mieux caractériser leur différence. Voici en quoi elle consiste. Soit
N"=p”cos.{CS") ; A m =p"cos.(CS") ;
N”=pcos.(C"S) ; N’ =pp"cos.(SS") ; N"=cos.(CC) .
En appliquant aux deux rayons vecteurs extrêmes r, r” la formule donnée à la page /\~i (N.° 38) pour exprimer le carré de la distance u qui joint leurs extrémités, l’on a;
u % = r'+r"' — 2N n RR"—aN" , R — 2N n R” — 2N r ;
r’=fl*— zN’R + p' .
Donc , en remplaçant R" par sa valeur
on aura les deux équations
m* =afl*— aa'R-t-û'' ;
r"‘=) R‘— aX'R-t-p"‘ ;
où les cinq coefficients £2, Q', Q", X, V sont censés connus par les données de l’observation , sans l’intervention de la quantité G dont la
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|>etitesse est du 3.*”" ordre. Cela posé, si l’on substitue ces valeurs dans l’équation
où tnt exprime l’intervalle entre la première et la troisième observation, on aura une équation en R qui peut être assez facilement résolue par des essais. C’est à cela que se réduit la méthode publiée par Olbers en 1 797 . En débarassant cette équation des quantités radicales on aurait en R une équation du a4. 4 ”' degré.
Pour obtenir cette équation promptement, remarquons que, en faisant
A=s:G ml ; p = r-t- r"-h« ; (] = r-t- r” — u ,
l’équation précédente ,
V 7 -VT
peut être transformée dans l’équation
Mais en posant pour un moment v = r- 4 - r", on réduit cette équation i la forme
laquelle, en posant v’ = £*-t- arr", devient de la fonne
(F+F'rr")‘=U-t-U , rr" .
Cette dernière donne
[F‘— U+ F 1 ' r V'*]* = ( U ' — a FF’)'v' r''* ;
où r’c”* est un polynôme du 4- 4 "” degré. El comme V et U sont des polynômes du 6 .*”* degré en R , il est évident que cette équation montera au a4-*** degré. Pour plus de clarté j’ajouterai que l’on a;
!\f=A*. i3.u 6 ; > Af"=36.K* ;
iV=i44 .A'u' -, N'=ÿ6.A'u' ; N" = i6.A'.
Après avoir déterminé par un premier calcul les valeurs approchées de R, R', R r, r', r"; on supposera que R-+-3R; R'-hiR'-,
RECHERCHES HISTORIQUES ETC
/{"-+- 3 R" soient les valeurs plus exactes de /?, R', IV. De là on déduira les valeurs de rdr, r'S r', r''dr'' en fonction de dit, SR', SR", en négligeant le carré de ces variations. Avec ces expressions on pourra obtenir trois équations linéaires entre SR, SR', SR", en difTérentiant les trois équations fournies par le théorème d'EucER et Lambert, successivement appliqué aux trois intervalles compris: entre la i. 4 ** et la a.*”' observation ; entre la i.*" et la 3.*“* ; et entre lu a. 4 ”' et la 3.*"' observation.
Par là on pourra calculer les valeurs de SR, SR', SR"-, et avec cela, au lieu de l’équation 6= ar — s*, qui aura été employée avec une valeur approchée de s‘, il conviendra de calculer la distance périhélie J . b d’après l’équation connue ;
Dans le cas particulier de r •+• r " = n , et par conséquent /) = a (r-t- r" ) = /f * ,
l’on aurait immédiatement une équation en R du 4 ’”' degré, en observant que, alors, l’on a ces équations
Ce cas singulier est celui où l’on aurait deux observations de la Comète au moment de son passage par les deux Noeuds.
Il importe d’observer, que la suppression des termes multipliés par t\ que Lagrange fait dans le N.’ 46, est une conséquence nécessaire de la suppression des termes multipliés par t faite dans le dénominateur des valeurs de R , R', R" posées dans le N.° 44 •
Conformément à la méthode proposée dans ce numéro, il faudrait, à la rigueur, conserver la totalité des termes multipliés par et conduire le calcul jusqu’à l’équation finale avant de supprimer les termes multipliés par t 4 , et ceux multipliés par des puissances supérieures de t‘. Alors on obtient une équation finale du 34. 4m * degré, qui devient réductible au r. 4 ”' (et non au 5. 4 “ 4 degré) en tenant compte de la totalité des termes multipliés par t *. Et en ayant égard à la totalité des termes
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miilLÎiiliés par t ‘ et par la même équation finale du 3 degré s’abaisse au i o/ 1 **, et non au sixième degré. C’est de quoi je vais donner la démonstration. Cette démonstration est importante pour faire sentir que , analytiquement parlant, il y a une grande dififérencc entre les exprès sions des rapports
fl' _ (m— i) Q,l 6r 5 — (m — i)V i .
idrertés de la quantité inconnue t J et les expressions
fl'
fl
-TJ ’
immédiatement connues par les seules données de l’observation. En égalant les deux valeurs de s, données par les équations
fl'*_ a iV'fl' + p '*= ;
R"‘- 3 N"R"+p"' = r'+^ + ( 3 mt-'££) S ;
fi" ss: p" cos.(C" S") ;
où l’on a
N’ — p'.cos.(C'S') ; et faisant ensuite;
fl'^.i^-^-^jfl;
' | br 3 — m t j ’
on obtient l’équation
^(r) = m(6r J — mV)(fl'* — iN'R') — (6r’ — t*)(fl” — 3 f/"R") ,
D»__rl 6,,J — ( ro — *) V i n .
H -1 pz? * *
•+•** jn» 3 P '* — f l| ‘+r‘[6m(i — m) — (m 3 — t)J — m‘(m — t) j .
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Cela pose, la substitution des valeurs precedentes de /!', /f", donnera;
F(r) = /i\n'(r) — 3ll''(r)./î ; après avoir Giit , pour plus de simplicité ;
F(r) = l/l(r).(6r , — t’j^Gr’ — ;
/"(r) = (Gr ! — <‘)(Gr> — m*r)'(6r’ — (m— i)V) ; ÿ '(r) = (Gr* — i*)*(6r 5 — mVj’^Gr 1 — (m — i ) V ) ; n'(r) = m 9 */'(r)-*'*/''(r) ; n” (r)— J mq N' — q' N"\ ÿ*(r) .
En éliminant H entre les deux équations
.. fl\n'(r)-an"(r)./i-F(r) = o ,
où A r = pcoS. ( CS) , on aura l'équation |(*’* — P')n'(r) — F(r)j*
+ 4jjVn'(r)-n«(r)jjiVF(r) + (r*_ / ,*)n''(r)j ,
qui, ordonnée par rapport à r, s’élève au 34 .*"' degré, en observant que F( r ) est un polynôme du ij.*"' degré, et que n'(r), n''(r) sont des polynômes du i 5 .*"' degré.
Il est manifeste que, en supprimant les termes multipliés par /*, cette équation devient divisible par r 1 ”, et qu’elle s’abaisse au 4.*“' degré. En rejetant les termes multipliés par t* on aura une équation de la forme
qui s’abaisse au degré, en divisant par r’ 5 . Et en rejetant la totalité des termes multipliés par f‘, on aurait une équation de la forme
o = Q (r) . r to ■+■ Q' (r).r*‘. <*-*- U''(r) . r**. t' , qui s’abaisse, en général, au io.*“' degré.
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Pour avoir explicitement l’e'quation finale relative au cas où l’on négligé les termes multipliés par 0 il suflit de prendre;
/'(r) = 6‘.r'*(6.r s — A' t % ) ; f”(r) =6‘. r'^G.r* — A"t') ; iji' (r) = 6 , .r'*(6.r 3 — B't‘) ;
où l’on a fait;
A' = \ — 4 ro+ 3 w' ; A "= 3 — 4 m 4 m " ;
IV
D’après cela, l’on a;
n' (r) = 6 s .r ,, (m<7‘— ?'*)— 6 '.r n (mA'q‘— q^A")!' ;
n "(r)= (mqlf— q’N") j6 5 .r’ s -6'. B’, r 1 *. i*| .
La fonction f (r) donne
et en posant
l’on aura;
F( r) =6*.r ,s . t/-*-6'.r'\| U' — a (i-j-m*) f/jï* ; d’où l’on tire
en faisant
r =(r* — p')(mq'— q 1 ') — U ;
F' = (r* — f,')(mA'q' — q'' A") — a (t -t-m’) < 7 - 4 - 1 /' . Maintenant, si l’on fait
C 1 = N(mq' — q' ) — ( mqN' — q'N ") ;
C"=N(mA'q' — q'‘ A")—(mqN'—q'N")B' ;
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l'on a
iVn'(r) — n"(r)=6'.r ,5 .C'— 6 '.r‘\C".t' .
Ht en posant
Z< =NU-t-{r'-p')(mqN’— q'N") ;
Z" = N\U , —x(i+m')U\ + B , (mqlV— q’N")(r'— p') .
l'on aura ;
JVF(r)-4-(r* — p* ) n"(r) = 6 s . r’ 5 . Z' — 6*. r’*.Z" .
Cela posé,' il est clair que nous avons
j(r‘_ p‘)n'(r)— F(r)j‘=6'*.*~.r ta — x'\t' ;
jA'n'(r)-a"(r){jiVF(r) + (r*- (3 *)n"(r)j = 6". C’Z'. r ! » — 6". (C'Z" ■+■ C"Z' ) r *’. <* .
L'équation finale du 7.*"' degré est donc telle que l’on a ;
r , (r‘+C , Z , )=t , (arr+C'Z , '+C' f Z
L'abaissement de l’équation finale au-dessous du 7.*“' degré est donc impossible, quelle que soit la petitesse de l’intervalle écoulé entre les trois observations. Cette même proposition n été soutenue par Lagrange dans ses deux premiers Mémoires Sur la détermination de f orbite des Comètes publiés dans le Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1778 (Voyez les pages tao, 1 4 1 » 1 4 a et 1 56 de. ce Volume). Et si, plus tard, dans le Volume de la même Académie pour l’année 1783 (p. 3 16), et au N.* 46 du second Volume de la Mécanique Analytique , Lagrange obtenait une équation finale du sixième degré, cela tient à la circonstance , que son analyse ne comprend pas la totalité des termes multipliés pur t ’, qui, à la rigueur, entrent dans la composition de l’équation finale relative à l’orbite parabolique.
Toutefois il importe de ne pas perdre de vue que l’impossibilité de l’abaissement, dont nous parlons ici, est seulement inhérente à l’exclusion île l’emploi des coefficients différentiels, comme données de l’observation ; et à la restriction de faire usage de trois observations seulement pour former l’équation qui détermine une des trois distances héliocentriques.
Pour avoir explicitement, en fonction de r, le double b de la distance périhélie, déterminée par l’équation 6 = ar — s‘, il faut observer que l’équation
lionne
3r*.r' — Sr’fr’-t-t”)
Mais nous avons les équations
«•'* = «'* — aJV'/r-t-y' ;
donc en faisant
, 37 V |6r*— (m— i)Yj‘
„ 6qN't> jôr 5 — (m— 1 )***}
9 — (6r J — t*)(6r* — roV) ’
(r’-r.p'VO .
ou bien ,
ï*.é= 3 r.«*-j(r*-p*) ? '(r) + ( a iV'- ? ''(r))fl+ ? '"(r)j* . Et comme la valeur de iï est donnée par l’équation
R = pcos.(CS) + Ÿ r 1 — p\sin.‘(CS) ,
il est clair que la distance périhélie — b est ainsi déterminée en fonction de la distance hélioccntriquc. On voit par cette formule que l’on aura b
par une équation de la forme Assr — -p- ; de sorte qup le degré d’approximation avec lequel la quantité j3 ’ doit être calculée, doit être estimé en ayant égard à la grandeur du multiplicateur p .
Pour déterminer le signe qui doit affecter le radical qui entre dans cette valeur de R, remarquons, que l’on doit avoir la même valeur de b, en prenant pour s la valeur donnée par l’équation
apres
fait
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r» =r ' + ( lm ,- 17 ) s+ -,
t 6r* — ( m — i)Vj
Alors on aura l'équation
où 1rs fonctions ç' (l) (r) , ç" (l ,(r), ç w (l) (r) rcpn : scntcnt ce que deviennent, respectivement, <f'( r) , f"(r) , 9 '" ( r ) par le changement de q en q' \ de JV' en A"; de <’ en m‘t‘, et de m‘t‘ en /*, sans faire aucun changement à l’egard de (m — 1 ) ‘
\ l’aide îles deux équations ainsi formées 011 décidera le signe que doit prendre le radical afin de rendre identiques les deux valeurs de b. % » d v '
Kn outre, le signe de la quantité s=r^ sera positif ou négatif suivant que la première observation aura eu lieu après nu avant le passage de la Comète par le périhélie.
Et pour savoir, si le mouvement de la Comète est direct ou rétrograde, il faudra calculer les deux longitudes hélioccntriques 9', 9" correspondantes à la première et à la seconde observation , et voir si la différence 9'' — 9' est positive ou négative. Ce calcul se fait à l’aide des
formules connues :
cos. 9 . sin. 9 =s — sin. a . cos .a — - stn. at ;
cos. 9 . cos. 9 = — cos. a . cos .a — - <
in. 4 — — sin. d ; sin. (9 — a) = —
R cos.rf.sin.(« — a)
cos. 9
«fcV
. , R cos. d. cos. la — a) e, 1
■ os.(9— a) = \ — £ ;
r cos. 9 r cos. 9
où a et d sont la longitude et la latitude géocentrique de la Comète :
et a la longitude du Soleil; tandis que 9 et 9 sont I» longitude et la
latitude héliocenlrique pour le même instant.
Les mêmes valeurs de 9', 9”; iji', 9" donneront l’inclinaison » de
l’orbite par rapport à l'écliptique , la longitude h du Noeud ascendant,
Pt les distances (C’Û), ( C"Ù ) de la Comète au Nœud, à l’aide des formules ;
sin. (9"— 9') tang. i . sin. A — tang. <j>". sin. 9' — tang. sin. 9" ;
sin. (9" — 9') tang. i . cos. A = tang. ti". cos. 9 ' — tang. tf/- cos. 9" ;
. tang. 9' tang. tji"
tang. j — A ) ~ ’ sin. ( 9 " — A) ’
‘»ng. | ; - A j = Ung.i (9»- 9', ,
tang.(C'0)=^ ( .f'--- ;<> ; tang.(C''û)=^9^A)
eos . 1 0 ' cos. 1
données par l’équation du plan de l’orbite <|ui passe par le centre du Soleil.
Soit T le temps écoulé depuis l’instant de la première observation à l'instant du passage de la Comète par le périhélie: on aura sa valeur d’après l'équation
67 '=(ar-t-A) J/ ar — A ;
( Voyez le N.’ 24 du second Volume de lu Mécanique Analytique) en ayant soin de l 'ajouter ou de la retrancher de l’instant de la première observation , suivant que la valeur de s aura été trouvée négative nu positive.
Pour avoir immédiatement la valeur de 7 ’ en jours solaires mot eus, il faudra remplacer T par 7 '.| ° j 1 ce qui donne
On calculera l'anomalie vraie c’est-à-dire l'angle que le rayon vecteur r" fait avec la distance périhélie J A cl la longitude L du périhélie, en observant «pie
Yt
tang.; 4 »"=|/ =cot.J(*" —
sin.<(<t>"— <t>) ’
Un substituant pour / , / ', etc. leurs valeurs, l’équation
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t 3 r i (r‘+c , z')=t'(*rv , +c'z"+c"Z') ,
prendra la forme
6r J (pV+j3' r *+p'') = C( J ar«+ / xV + ,*'') ;
où Ion formera les six coefficients, en observant que si l’on fait;
B" = -3-h5m—3m‘ ; fl ,v = 3+jm‘ ;
fl" , = m(j + 3m') ; H' =3 — 8m + Km‘ — 3m 1 :
P=mq' — q'' ; P'=mA’q'~
^Y* ; • P"=mqA'—q’l
*W =mp>'-p"'-P P * ;
A/ ,,, = 1 -m-tr P ;
A/" l0 =iV<,"‘-mp' , )-' , V ;
A#"' (l) =iV(Jï'y’— *”>»*) ;
l’on a:
C‘=iNP—P" ;
C" = NP' — B'P
ei ;
Dr soi-tc que nous avons
fi ="(» ;
JS’ = a Af, t) C'A#",., ;
p" = Af% + C'M" (l) ;
P a *lf(,) ilf (i) ,
f» ’ = a Af (0 Af -H ^ 3/' tl} A/„, -+• C'A/»',., -4-C''Af" w ; p" = a Af (l) il#',,, -t- C'A/'",,, + C"A/" (0 .
L'équation du degré qui doit donner la distance héliocentriquc r, appartenante à l’orbite parabolique , est donc telle qu’en posant ;
l’on a ;
H -il
Après avoir obtenu les valeurs numériques de ees coeflicients avec les données des trois observations , il sera facile d'avoir les limites entre lesquelles sont comprises toutes les valeurs positives de r, à l’aide (1rs principes connus.
De cette manière on calculera la valeur de r sans l’emploi de la quantité G , qui , par sa nature , peut être considérablement modifiée par les petites erreurs existantes sur les longitudes et latitudes de la Comète déduites des ascensions droites et déclinaisons observées.
Mais s’il était |>rrmis de faire abstraction de ces erreurs , il est certain que la valeur de r, dont il est ici question, devrait être une racine commune à l'équation
r T — ♦— //(, , r 5 — etc. = o ,
et à l'équation
r’-f-jsr 4 — p,r' — etc. = o ,
formée dans la Note relative au N." 44 î cette dernière ayant lieu quelle que soit la section conique décrite par l'astre observé. D’après cela on démontre en Algèbre, que la racine commune doit être une fonction rationnelle des coeflicients des deux équations. Mais le calcul de cette fonction a priori, à l’aide des fonctions symétriques, est impraticable par son excessive longueur. Pour s’en convaincre , il suffira de faire observer, que r, , r,, r,, , r, étant les sept racines de l’équation
7* (r) = r’-f- r ’-t-etc. = o ;
si l’on fait ,
f(r) = r' l +pr*—p,r'—p t r'—p,r , -t-p i r'-i-p i r+p t ;
il faudrait former le produit ;
qui a la propriété d’être une Jonction symétrique des racines de l'équation du sixième degré ;
pl |»\
=r?-t-r,.r s -+-(r, — r‘4-etc. = o .
En v ertu de celte propriété le polynôme Q ( r. ) sera réductible à la forme
Q ( r :) — T w -+- jT ( i) r, -+- T M r.‘-+- 7’ ()) r.’-t- 7’ (() r,*-+- 7’ (r0 r. -v- 7’ w r.‘ ,
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après avoir abaissé les puissances de r, supérieures à la sixième, par la règle connue. Cela posé la racine commune aux deux équations étant désignée par r,, l’on a (à cause que le coefficient du second terme est égal à zéro);
où T [ 6) et T (Vt représentent des fonctions des coefficients connus des deux équations du degré. Mais, je le répète, un tel calcul est impraticable ; et j’ai voulu seulement mettre en évidence le principe général de son exécution littérale pour mieux faire entendre à quoi tient la possibilité dont Lagrasck a parlé à la page 297 de son 3 . 4 "* Mémoire Sur lu détermination de t orbite des Comètes , publié dans le Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1 ^ 83 . Car, autrement, on pourrait croire qu’il conviendrait de réaliser le principe que Lagrangk énonce en disant: « que l’on peut , si l’on veut , rabaisser l’équation générale du septième >> degré au premier; ce qui ne doit point paraître surprenant, attendu » que, dans le cas de l'orbite parabolique, le problème est plus que » déterminé par trois lieux observés de la Comète ».
Avant de terminer cette analyse je dois faire observer, que, à la rigueur, il ne fallait pas négliger les termes multipliés par t 1 . s qui se trouvent dans les expressions primitives de /?, R 1 , R" posées au N.” 4 1 du même second Volume «le la Mécanique Analytique, lors«pi’on admet les quantités du quatrième ordre dans le développement des coordonnées liélioccnlruiucs. Mais dès «lue l’on entreprend le calcul, sans la suppression de ces termes, on reconnaît bientôt, que l'élimination de R, pour avoir une équation finale en r , devient à-peu-près impraticable juir sa complication. Cette raison, jointe à la considération qu'on ne saurait tirer de là aucun parti tuile , m’a fait abandonner l'idée de toute recherche ultérieure sur le point «jui lait le sujet de cette Note. Toutefois je ne dois pas, ici, passer sous silence que Legesdhe, en 1820, a fait lu remarque, qu’on peut faire dépendre d’une équation du troisième degré la détermination de l’orbite parabolique des Comètes en supposant connus les coefficients différentiels (qui font partie des données) avec toute l’c.rnctitude nécessaire (Voyez pages 64 et 7 5 de son Second Supplément).
Au reste on sait, que, Lapi.ace, avec l’emploi des coefficients différentiels , tombe sur une équation du sixième degré (Voyez la page 216 du premier Volume de la Mécanique Céleste).
Lagrange, vers la fin du N.° !\i de sa Mécanique Analytique, fait remarquer en quoi consiste le principal avantage de la méthode qu’il propose, et les obstacles qu'elle présente pour pousser plus loin l’approximation. Mais , à cette généralité , j’ajouterai que la méthode du N.° 46 y quoique bornée à l’hypothèse de l’orbite parabolique , devient impraticable en voulant conserver les termes multipliés par t * dans le développement des trois fonctions F, F', F". Car, alors, l’expression
des rapports ^ conserve un terme multiplie par p , et 1 élimi-
nation de s doit s’effectuer entre deux équations en s du second degré; ce qui conduit à une équation en R, qui n’est pas du second mais du sixième degré. Ainsi, tout bien considéré, le choix des inconnues r, s,
^ , fait par Lagrange, cesse de sauver les difficultés analytiques inhé-
rentes à ce problème, dès qu’on veut considérer les termes multipliés par une puissance de t supérieure à la troisième. Alors on sent toute la justesse et toute la force de cette réflexion de Gauss: « incognitarum » separatio talis , ut tandem aequatio unicam tantummodo eontinens pron deat, gêner aliter loquendo , prv impossibili haberi potes t, midloque n adeo minus problematis solutionem integram per solas opcrationcs di- » rectas absolvere licebit ». Gauss, page i35 de son ouvrage Theoria motus corpomm coclestium etc.
ÈME NOTE sur le r
Formation de l'équation finale en ayant égard à la quatrième puissance du temps dans l'expression des trois fonctions
D’après la remarque exposée au N." 44 > les valeurs générales de G R F”, — G R' F 1 , G RF, posées dans le N.“ 4«> peuvent être réduites à celles-ci;
G R F"= pV\ F"—F r ' ) — p'V (F'—F 1 ) -t- p" T" (F—V ) ;
— GR'F' = pV,( F"— 7 F!> )-p'r;(F'—T n )-^p" r." ( F— T ) ; GR"F=pT % ( F"— F* ) — f>' T,' ( F’— F 7 ) +p"r?(F—F) ;
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où l , f ?1 , y" désignent ce que deviennent les valeurs de y, y', l ", après y a>oir fait r = p . Par là, les termes multipliés par la première puissance de t sont immédiatement détruits, et, après avoir divisé les ileuv membres par t, on obtient trois équations dans lesquelles le second membre est de la forme
Ai’- t- B t‘ -+• etc,.
bit comme en divisant par t les valeurs de y, y', y" prennent la forme A'-t-B't’ + C't' + eU:. ,
il est clair, que, en conservant les termes multipliés par l ' dans les expressions de y, y', y", on obtient pour R, R', R" des valeurs exactes jusqu’à la troisième puissance de l inclusivement. Cela posé , il est facile de voir, que, en négligeant toute quantité multipliée par t 1 , ou aura, au lieu des valeurs de R, R', R” données dans la page 54 ( N.’ 44 ) > celles-ci ;
QX-^V.Ut j ;
où }
!<?,*- îr.Uji ;
s' étant la valeur de p correspondante à l’instant pris pour l’origine du temps. On 'désigne par Q,, Q, ; U,, U, les valeurs de
Q=( m —,y-pr—m‘.p'r l -hp"r" ; l/=(m-hi)(m— t) , pr—m*.p'r'-hpT" ,
en y changeant successivement T, F', T", en T,, T/, r," ; F,, r.', VJ'. Maintenant, si l’on néglige les termes multipliés par t’; après avoir fait
on lire île là ;
PAR
fl'_
ti'“
Donc, en remarquant que l’on peut négliger la quantité s', qui a pour facteur la première puissance de l’excentricité de l’orbite de la Terre, I on aura
H' =qR\, — ~
a K't 3 ' ATr s ”
où l’on a fait:
a K"t 3 AV'
Ces valeurs de /f ', fl" étant substituées dans les équations
fl' * — y N' + ;
fl' , ‘-aÆ' , fi , '+ P » , = r'+^+( 3m i-^).s ,
déjà établies dans la première Note sur le N.° /j6 , on aura deux équations du second degré en s, de la forme
s*. R‘t‘fl - 4 -s.tH’ -4 -E =o ;
s’. fl'/'flj.j-f- s. o .
Donc , en éliminant s , on obtiendra l’équation
R-(EH w -E'H)'+(H'H M -H\ t) U)(E'H'-EH ' t0 ) = o ,
qui s’élève au 6.*”' degré par rapport à fl, en observant que //',
£, E' contiennent le carré de fl. Maintenant, si l’on fait
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£, =7*.rfl , -f-r /ï '*— r J — t' ;
E,'=q'*. rR'-t-rp"'— r* — wV ;
l’on aura, en substituant ces expressions dans l’équation précédente;
R'(E,L'—E,’L)‘-i-X‘r"(ff'IJ — H' W L)(E,' H' — £,/r (1) ) = o . Mais en faisant
" -X? ’ — Xr"
l’on aura
R‘(E,L' — £,'£)’ -t-r( /Z,' — /*/.)(£// — £,/') = o ; on les polynômes désignés par /, /' sont tels que l’on a ;
/ = — ^q'K'R'+pY.tj K'H- { — ^ r h >x ;
/'=— ^q , 'K"R'+-%N”.q , K"R— {6mT 'Z m t ' ) r l X .
Cela pose, si l’on fait
I on aura ;
| =-4.7* K'.vR'+lN'.q X'. rfl-(6r J —**)(*— p) 5 f's= — 4. 9 '*X , '.rfl•-^-4^ r ". 9 '/C".rfi-(6mr , — mV)(i — ;
et l’équation finale deviendra;
On voit maintenant que cette équation monte au sixième degré par rapport à la distance géocentrique R, et au dix-huitième degré par rapport à la distance héliocentrique r. En exécutant les multiplications indiquées , on pourra facilement lui donner la forme ;
u = fl‘(üfl‘-4-û')*
Actuellement, si l’on observe que l’on a ;
PAR i. PI.ARA
ü‘ = r‘ — p’-t-a jVfl ;
R> = iN(r'-p') + R(4N'-t-r' — p‘) ;
/S' = (4iV 1 H-r*— /»*) (r* — ;
on pourra réduire cetle équation au premier degré par rapport à R, et en tirer une expression rationnelle en fonction de r de la forme
laquelle étant substituée dans l’équation
R'-iNR-¥-p' — r'=zo ,
entraîne à une équation réductible au 36. im ' degré par rapport à r. Cette circonstance suffit pour mettre en évidence, meme dans le cas plus simple (celui de l’orbite parabolique), l’obstacle insurmontable qui empêche de pousser l’approximation au-delà de la troisième puissance du temps par la méthode exposée par Lacrarce dans le N.° 46 de sa Mécanique Analytique. En outre il fout observer que les erreurs des observations ont, en général, une plus grande influence sur le rapport
que sur le rapport des deux distances géoccntriques extrêmes.
NOTE
Sur l'expression analytique des rapports > -sr > 17 entre
il il il
deux des trois distances R, R’, R" de la Comète à la Terre.
Conformément aux formules que j’ai établies dans ma seconde Note sur le N.° 46 , si l’on retient les termes multipliés par la première puissance de l’inconnue s , l’on a ;
GR .F"= — X.Q
-GR'.F , — — X.Q < 0- t-^~r i
fS c [J
GR".F = — X. i
t) 3 ou :
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' = ‘-5P- + -p +rtc ’
... /?»'<* s.ro’t*
* ="'*— gp-H — rrî--** e ‘ c - ;
”= ( m - . ) t - fe llg .H s - 1 ) 1( /» ^ 1 )
Gr
-t- etc.
Il suit de là que, en posant
et négligeant les termes multipliés par — dans le troisième facteur
nous avons
fr
y (?,i e.K"’sl .
44Tr s
4 Vr' |
La quantité s , ayant tacitement l'excentricité pour facteur , le troisième facteur de ces formules pourrait être réduit à l’unité , à l’égard d’une planète ; mais , pour les comètes d’une grande excentricité , celte réduction n’est permise que dans une première approximation.
Maintenant, si l’on développe les rapports —rr , -p , py en retenant les termes multipliés pnr t’, l’on aura
ïp,=s(m— i)|t— [(m— t)*— , ]^j + [(to — — i]|p| ;
Actuellement il faut observer que, en plaçant l’origine du temps à
l'instant de la première observation, le rapport -y est celui des deux
distances géoccntriques extrêmes. Alors m devient égal à i , si l’intervalle' entre la première et la seconde observation est égal à l'intervalle entre la seconde et la troisième; et le rayon vecteur r est celui qui répond à la première observation. Dans ce cas le terme multiplié par
J— devient nul à cause de (m — i )* — i = o ; ce oui donne or
y" st 5
R"_Q,\ , st'jl tK " sj
R — | ' “'“ar 5 P 1 4df.r 5 | '
Mais en plaçant l'origine du temps à l’instant de la seconde observation, il faut prendre t négativement, ainsi (pie le coefficient m, afin que l’intervalle t' — ni t soit positif. Dans ce cas, suivant les dénominations établies, le rapport des distances géoccntriques extrêmes est exprimé par R "
-jj T > en observant que les lettres R, r devant répondre à l’instant où
t — o sont la distance géoccntrique, et la distance héliocentriqnc intermédiaire.
Si les deux intervalles entre la première cl la seconde, et entre la seconde et la troisième observation sont égaux , il faudra prendre ni = — i ; ce qui donne
y st»
Ainsi, dans l’un et l’autre cas, le terme multiplié par < s demeure dans l'expression du rapport des deux distances géocenlriques extrêmes.
C’est de quoi j’ai voulu donner une démonstration puisée dans l’cxprcs-
yn yt yn
sion analytique des rapports —y , p , -y , déterminés par les séries de Lagrange, sans employer la signification géométrique, que les trois fonctions du temps Vf V, V" ont, à l’aide des secteurs triangulaires inscrits dans les secteurs elliptiques.
t As ’
'Tx~? ,
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Pour mettre en évidence cette signification, remarquons que les formules du N.° 28 du second Volume de la Mécanique Analytique donnent,
en désignant par x, , y , , z,, 1 -J 7 » > 1** valeurs de x,j, z,
dx dr dz , ,
dï ’ dt ’ d~t corres P oni * imles “ 1 — 0 >
/-r.f+tfir ;
y" y X* fOj t/> ■
où en posant
l’on a, par le changement de t en t' ,
Cela posé, il est facile de voir que, en faisant
F”z= TV’—VV ,
l’on a
dt 1
dt)
dt)
Mais les formules du N.° i3 du second Volume de In Mécanique Analytique donnent;
x = a X -h fi F ; j- =z a, X -h (3, F ;
x r =»r +py ; y =sa,x' +p,y ' ;
x"= aX"-bpV" ; /’= a, X" -4- P, V" ;
où X, V ; X', y'; X" , y" sont les coordonnées correspondantes dans le plan même de l’orbite. Donc l'on a ;
jrJ-xf =(«ft — p«,)(r X'-X r 1 ) ; fjc»-x/' = (*p.-p a ,)(V X"-X Y") ; y* - **j" = (« P.‘ -P «. ) ( J"*" - X' Y") ;
où le facteur commun a /3, — 13 «, = cos. t ; i étant l’inclinaison de l’orbite au plan jixe de jr y. En outre l’on a
dt
b étant le paramètre de l’orbite, et g l’intensitc de la force attractive du Soleil à l’unité de distance. Ainsi, en posant g—i, la comparaison de ces doubles expressions donne immédiatement;
r"^^X'Y"-Y’X") = ~ sin.(e"_o') ;
et par conséquent
— — XY'—YX' ’
V XY " — YX"
y — XY'—ŸX 1
/ ’ ~ XY"— YX" ’ y»—y'+.y ’
r, r', r'' étant les trois rayons vecteurs, et v, v', v" les trois anomalies vraies correspondantes.
De sorte que le rapport -jr est le même que celui des deux secteurs
triangulaires extrêmes si l’origine du temps est placée à l’instant de In première observation : et si cette origine est placée à l’instant île la se-
conde, le rapport -j-, prendra la place des deux secteurs triangulaires
extrêmes. Queb que soient les avantages attachés à celte maniera de voir ces rapports (préférée par Gauss), il me paraît que l’introduction des deux fonctions T et y, faite par Laorahce dans scs formules du N.” 28 , offre seule les moyens propres à estimer la différence entre les rapports
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îles secteurs elliptiques et ceux des secteurs triangulaires par un développement suivant les puissances du temps.
En effet, cette analyse démontre que l'on a les équations;
y _x/ —yx' _ X V — YX'
yï.COS.Ï
yfl
XI YX"
y~l .cos.i
m xY—yx" _ x'v—rx"
yfl.
t‘ s t 3 (, ds r s* i || .
6r ,_ *”4 ri 4 0 -*l d t ,J r‘ 3r]j ’
| roV
i Tt~
■V+Srjj
, „ .1 (m—iYt‘ s (ra — i i ) <’ )
. (ro— i) s <' , | (i-*-| w -*-” t *) /a rfg .c s '\ ■ 1 I
4o r s | (m — i )* \ dt r‘ / 3rj
En conservant les termes multipliés par /* et <’ on voit mieux que si I on a
y=Q(t) , y = $(mt) ,
on ne peut pas dire que l’on a ({m — i)/) au-delà des termes
multipliés par Y. De sorte que la fonction I " est différente de la fonction f r .
Les deux quantités inconnues s et — , que ces séries renferment ,
affectent des puissances du temps supérieures à la troisième. En outre, il n’est pas inutile de remarquer, que, d’après leur signification, elles doivent avoir des valeurs peu considérables à l’égard des planètes , et de tout astre ayant une petite excentricité, puisque l’on a;
Le paramètre b peut être exprimé par les trois fonctions V, V, / à l’aide de la formule que j’ai donné plus haut.
Peut-être la postérité reconnaîtra que cette théorie de Lagrange publiée en 1778 et 1783 ne méritait pas d’être passée sous silence |>ar Gal’ss, et qu’elle suffisait pour tempérer (en 180g) la phrase Nihilominus salis mirwn videtur , problème generale
usqne ad initium hujus sacctdi penitus propemodum neglectum esse, vel saltem a nemine serio ac digne tractation ( Theoria motus corpornin coelestium etc. ; Praefatio , p. vu et vm ) (*).
Cette Note m’offre l’occasion de faire observer que les valeurs ap-
prochées des rapports — , — peuvent être exactes, quoique déduites
d’expressions absolument fautives des trois distances geoeentriques R , R', R". C’est ce qui arrive en prenant pour R, R', R" les formules données par Bougl'ER dans son Mémoire publié dans le Volume île
(*) Les trois équations [i], [a], (3], que G* uss établit à la page 138 de son ouvrage, en disant, avec toute raison, que ces trois équations ad conclusiones plurimas gravissimas viam sternum , sont , dans le fond , les équations mêmes que Lagrange avait données h la page 305 du Volume de l'Académie de Berlin pour l'année 1783. El l'expression des trois distances geoeentriques qu'il y donne à la page 130 par les équations [9], [10], [11] sont les mêmes que celles données par Lagrange à la page 306 du Volume qoe je viens de citer. La propriété géométrique des 19 symboles, énoncée par Gauss à la page 139, singulas hat exprtmemes aeguales fieri r cjumini sextupla pyramidis rujus vertes est in Soit etc. n'a pas échappé et ne pouvait pas échapper à Lagrange [auteur du beau Mémoire .Sur les pyramides triangulaires, publié dans le Volume de l'Académie de Berlin pour l'année 1773]. Car, i la page 309 de son Mémoire, on y lit cette proposition: • Au reste, il est facile de prouver que cette quantité (qui est l'équivalent de celle de •* Gauss) n’est autre chose, que la solidité prise six fois de la pyramide triangulaire qui a le » sommet au centre du Soleil , etc. » Je ne puis m'empêcher d’ajouter, que les séries f t g , /, fonctions du temps (qui répondent k celles désignées par /', /' V tf au N.° 41 de la Mécanique Analytique), ont été données aux pages 300 et 314 de ce Mémoire de Lagrange. Elles • tirent (combinées avec les formules qu’il avait données dans son Mémoire de 1778) une («dation directe du problème traité par Gauss aux numéros 81, 85 et 86 de son ouvrage, en intégrant par les formules des quadratures l’élément du secteur elliptique.
Le Mémoire de Lagrange Sur une manière particulière tT exprimer le temps dans les section.* roniquet etc. publié dans le Volume de l’Académie de Berlin pour l'année 1778 (page 18!) est un chef d’œuvre d'analyse qui poavait obtenir, de la part de Gauss, une mention spéciale au N" 106 de son ouvrage. Car, la phrase: Quamquam A oc anjumtnium a pluribut geametrix jam tractatum lit , fait un contraste frappant avec celle de Lagrange qui a parlé du théorème de Lambert en disant (page 119 du Volume de l'Académie de Berlin pour 1778): « qu'il doit être » regardé par sa simplicité et sa généralité comme une des plus ingénieuses découvertes qui aient m clé fait»-* dans la théorie du système du Monde ».
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l’Académie des Sciences de Paris pour l’année 1733 . En effet, les formules données par Lagrange au N.° 44 de la Mécanique Analytique sont susceptibles de cette double forme ; savoir
ü(m — 1 )Gp' \ \ l ) (m — i)G\ r */ ’
R ’-mp( l ~ P p) = i( l ~p ) ;
où l’on a
P=(m — i)pr — mp’r'+p"r" ;
et P,, P , ce que devient cette expression de P par le changement de T, T', T", en r,, r/, r,"; r,, r,', I\", respectivement
Or, en supprimant le facteur commun 1 — , />n aura | es formules
fautives
de BoucuEn, qui donnent cependant «les valeurs exactes pour ^ R .
Le defaut de ces dernières formules disparait en quelcpie sorte Iors«|uc la distance liéliocentrique r de la Comète surpasse considérablement la distance p de la Terre au Soleil.
Lac.range , aux pages 1 38-4 1 du Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1778 , trouvait — t — au lieu du véritable facteur
— -ij . Mais ce résultat inexact a été bientôt rectifié par lui-même,
en remplaçant le raisonnement qu’il faisait dans les pages «pie je viens de citer par un autre , tout-à-fait conforme à la Théorie du mouvement elliptique de la Terre. Ce raisonnement est celui qu’il a exposé aux pages 317-19 du Volume de l’Académie de Berlin pour l’année i"83, et reproduit au N.” 44 du second Volume de la Mécanique Analytique. Pour plus de clarté il avait composé une Note sur ce point «pii a été trouvée, après sa mort, parmi ses papiers: c’est celle qu’on lit aux pages 355 et 356 de cet ouvrage. Sur ccttc même iliseordancc entre les
«leux facteurs — — A > A , LaplACE a publié une Note curieuse
dans la page 3a du Volume de l'Académie des Sriences de Paris pour l’année 1780. Au reste, Lagrange remarque , arec raison, en finissant le N.° 44 que je viens de citer, que l’abaissement de l'équation finale du huitième au septième degré n'aurait pas lieu, si les positions du Soleil étaient calculées eu ayant égard aux perturbations du mouvement elliptique (*).
NOTE
Sur le y.° 4-4 ( page 55) du second Volume de la Mécanique Analytique de Lagrange.
Au lieu d'éliminer R entre les deux équations
Rz
(m-tf? ;
r'=A’ — a p A cos. (CS)-t-p' ;
où K = m , on peut éliminer r : et alors on obtient cette 6(m — i)G
« : quation en R du huitième degré ;
[3] ... \R'-,pRcos.(CS)+p'\' .
Mais il est évident que son dernier terme devient nul par la destruction des deux parties qui le composent , ce qui l’abaisse au septième degré. De sorte que, en écrivant seulement le premier et le dernier terme, la valeur de R doit être une racine de l'équation
[4] -. «’H- 6A ' cos.(CA)-t - ( ^A‘i , , j5 | = o .
(*) Car alors les équations n'auraient pins lieu.
Qt*
= * i qy* ( ?=' > *<**>*'•• J *«» '» p*s* H,
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Considérons d’abord le cas où la quantité K serait positive , abstracliou faite de toute influence que les erreurs des observations peuvent avoir sur son évaluation. Alors, on en conclura d’abord, que l’on doit avoir r > p , afin que , conformément à l’équation [ i ] , la valeur de /{ puisse être positive. Il ne suffit pas que l’on ait A> o ; il faut encore que l’on ait
[5] p ' — 6Kcos.(CS)-+- ^ p > o ,
pour que le dernier terme île l'équation [4] soit positif. Or il est clair que cette inégalité sera toujours remplie, si cos. ( CS) < o , et que, dans le cas où ce cosinus a une. valeur positive, il faudra que l’on ait
[6] GA'cos. -
Ces conditions ayant lieu , l’équation [4], de degré impair , aura nécessairement une racine négative; mais, à l’égard des racines positives, elle pourra n’en admettre aucune, ou en avoir deux, et pas davantage: la possibilité d’une seule racine positive étant exclue par le signe positif de son dernier terme. Pour démontrer la vérité de ces assertions, je désigne, pour un moment , par F(R) le premier membre de l'équation [3], Kn diflerentiant cette fonction par rapport à R, et posant l’équation
dR
on pourra lui donner cette forme; savoir
en faisant, pour plus de simplicité;
- 3Acos. (CS)
• d. p cos. (CA) ; //'=i ■+* 1 ;
U=R' — 3pRcos.(CS) + p' ;
Le facteur ^ W ‘ ^ t % rend le second membre de l’équation ["]
toujours fort petit (entre les limites que les intervalles des trois observations comportent suivant celle théorie): donc, en supposant nul ce
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second membre, on aura immédiatement toutes les racines de l’équation
par les équations
qui donnent
[9] 1 H = p | cos. (CS)
d:sin.(C 5 ).y^T j ;
L’équation [8] aura donc une seule racine réelle positive si les conditions
['»] jtf'XM
sont satisfaites. Et elle aura trois racines réelles, deux positives et une négative, si l’on a
Mais si l’on a
l’équation [8] aura ses trois racines positives, si //> o ; et deux négatives et une positive si // < o . Donc, conformément à la théorie exposée par Lagrange dans la Note VITI de son Traité de la Résolution des Équations Niunériques , le seul de ces trois cas qui soit possible est celui où l’inégalité [i i] aura lieu. Alors, l'équation [4], réduite à la forme
[i3] /?*-+- -t-Rj(p'—6Kcos.(CS)) = o ,
pourra avoir (avec les racines R= o et la racine négative) deux racines positives. On décidera a priori sur l’existence de ces deux racines positives, en observant que si l’on fait
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les deux quantités (K
F(p)=lP‘- 3 P pcos.(CS)+ P y(()-*)'-K‘,
doivent être de signe contraire. Alors il y aura une racine positive entre
jS et p ; ce qui entraîne l’existence d’une seconde racine positive ,
puisque le dernier tenue de l’équation [ 4 ] est positif. Ainsi les conditions requises , pour la certitude de deux solutions de l’équation [4], sont
[ 1 5 ] . . . |a>o ; //'<o; (p*— uppcos.{CS)-*-(> , y(p — pj — A*>o| .
Pour analyser de la même manière le cas où l’on aurait o , et p' — G K cos. ( CS ) > o qui répond à celui de r < 0 , il faut considérer de nouveau l’équation [8] et ses racines déterminées par les formules [g]. Alors, on voit qu’il est impossible que l’équation [i 3 ] ait, avec la racine /î = o, trois racines positives, puisque, d’après la théorie citée, l’équation [8] devrait avoir quatre et non trois racines réelles seulement. Donc l’équation [4] admettra une seule solution toutes les fois «pie les deux conditions
[tG] jK<o , p>—6Kcos.(CS)>o {
seront satisfaites.
Cela |>osé, si l’on remarque «pie les erreurs des observations ont la plus grande influence sur le dénominateur D de la quantité
où ;
K _ Qt' _ QT
6(m — i)G 6(m — i)D. cos.d .cos.rf'.cos. J" ’
[18]... D=sin.(a— a')tang.</" — siu. (a — a") tang. f/'-t- sin. (a 1 — a " ) tang. «/ ,
on en conclura, que, en remplaçant D par D(i ±x), on pourra toujours rendre possible les cas qui se présentent avec les caractères de l’impossibilité (en vertu de l’hypothèse «pic les données sont exactes mathématiquement ) par un léger changement fait snr les trois longitudes fl, «?', a"; et les trois latitudes d, d', d". Car en remplaçant ces données pur a-+-pj; « ’-t- fxjr ’ ; d’-buf" ; d-t-fis-, d’-hp. s'; d"-\-p i:";
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H étant la fraction o, 00039089 qui exprime la longueur de l’arc d’une minute, on aura, en faisant D=.pp , et négligeant le carré des variations fijr, pf, etc. ;
r -, 1 lz".sin. (a — a') z'.sin.(a — a ") z.sin .(a' — a")l
[19]... 1 dr.r=I Vît; Vn ^rr—
1 p j cos. a cos. a' cos .a (
, \ (j~y ) lang. d" cos . (a —a') — (jr —j" ) tang. d’ cos . (a —a")
P f-t- (/' — _y") tang.dcos. (a' — a")
A l’aide de cette formule, et de la connaissance des limites entre lesquelles sont comprises les erreurs probables , on pourra assigner à la quantité D(i^x) une valeur convenable pour faire cesser toute impossibilité, et rentrer dans le cas physique qui admet toujours une solution pnr une section conique. Cela suffit pour faire estimer la petitesse des erreurs capables de produire des altérations considérables sur les positions liéliocentriques , et des cliangcmcns énormes dans les élémens de l’orbite que l’on cherche. Et cela suffit aussi pour démontrer la nécessité d’exclure l’emploi du diviseur G, à moins que l’on ne soit certain d’une grande précision à l’égard des données de l’observation, ce qui est admissible, en général, pour des observations faites sur des planètes. En supposant que l’orbite est parabolique , la seule connaissance du R" .
rapport -j- des distances géocentriques extrêmes devient indispensable.
Et ce rapport est déterminé avec assez d’exaetitude par les formules mêmes de Lagrange, qui donnent
R" , , H" cos .d
ff"= sin. (or' — a)tang.rf' — sin.(a' — a') tang. d ;
// = sin. (a'— a') tang.d'' — sin. (a'— a'')lang.rf' ;
en négligeant des quantités de l’ordre des secondes différences, lorsque l’observation intermédiaire est à-peu-près également éloignée des deux extrêmes. La lettre m représente le rapport entre l’intervalle de temps écoulé depuis la 1 et la 3 .*"' observation , et l’intervalle compris entre la i.*** et la a. 4 ”* Par la combinaison de la formule [ao] avec le théorème de
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Lambert on évite la nécessité de faire concourir la connaissance du rap-
port -jj à la détermination de l’orbite parabolique. Et par là on évite l'influence, que les erreurs des observations exercent davantage sur la valeur de — que sur celle de : car l’on a
j R' (m — t) H ' cos.d
) R m H cos. d 1 ’
) //'=sin .(«' — a)lang,rf'' — sin.(«' — a'')tang.rf ,
et par conséquent
tandis que
sin. (et 1 — <i") J tang. r/ 1 — tang.rf j ■+■ * sin. (a 1 — a) — sin.( a' — a' ) j tang. d" ;
— sin. (a' — a')'tang.rf -t-tang.f/”J i i
! sin. (a' — «)-+-sin. ( a' —a") ! tang.rf'
C’est à la double exclusion des deux quantités G, , et sur-tout à
la circonstance que le théorème de Lambert exige la solution d’une équation de la forme F (R) — A , dans laquelle la quantité A est toujours connue avec une grande précision qu’est due, en pratique, la préférence de la méthode d’Oi-BERS sur celle exjiosée par Laurakc-e au N.* 46 de la Mécanique Analytique où l’influence des petites erreurs inhérentes aux observations , quoique atténuée , peut encore affecter sensiblement les élémens définitifs de l’orbite.
Au reste, après avoir déterminé les deux rayons vecteurs extrêmes r, r", la corde u qui les joint, et le paramètre b de la parabole; si l’on nomme T' l’intervalle des deux premières observations ( exprimé en arc de jours solaires moyens), l’on aura, sans connaître l’anomalie, le rayon vecteur intermédiaire r' par la série ;
••'"ssr’st/a— T'.yn^Tb + 1 ; \ 3r’ / r ia. r 5
où l’on prendra le terme ambigu positivement ou négativement, suivant que l’instant de la seconde observation aura eu lieu après ou avant le passage de la Comète par le périhélie. La valeur de r' étant connue,
on calculera celle de W à l’aide de l’équation
r '* = /?'* — a p' /T cos. (fl' — a')cos .d'-t-p' ;
c*e qui fournira , en général, un résultat préférable celui donné par l’équation
m H cos .il
ou, autrement, par I équation entre les trois distances géocentriques R, R', R" et les quantités observées que l’on obtient par l'élimination de t-'y y, V " des trois équations linéaires établies par Lagrange au N." 4 i de la Mécanique Analytique.
Les données de l'observation étant souvent illusoires pour en déduire la valeur de la quantité J) , on pourrait (en renversant la question) faire servir l’existence de l'équation
6/»\R'cos.rf'V 1 r 71
au calcul de cette même quantité, sur laquelle la petite erreur dr' tpii peut affecter r' et l’erreur correspondante
tH' = r ' 9r '
H ' — ap'cos. (a* — a') cos TïP ’
ne peuvent pas exercer une grande influence. Après cela , en reprenant la solution de l’équation du septième degré, on pourra détcmiiner une autre valeur de la première distance géocentriquc H, et essayer de. trouver une orbite elliptique qui soit plus conforme à l’ensemble des observations, si toutefois l’hypothèse d’une grande excentricité est admissible.
Et pour faciliter la solution de l’équation [3] , remarquons que , en
faisant r=t* a A£ S -) , l’on a sin. 9
R‘ — ipRcos.(CS) + p' = l> Sln ~ { CS) ;
r \ r r sin.
d’où Ton tire
R=-J— sin. <f
sin. f. cos. (CS) -t-cos. f . sin. (CS) j .
Mais l’équation [3] revient à dire, que (en négligeant le terme multiplie par ‘ ^ l‘ dans le second membre)
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(S J sin.*(<75) jfl — ^-p| = üTsin. , (p .
Donc , en substituant pour fl la valeur precedente , l’on aura sin.'p =^sin. 5 (C’5)|^eos.(C5) — pj sin. p-4-cos.p. sin.(CN)
Ainsi, en posant
■ sin. 1 (CS) | ros. ( CS) — * | = H cos. 0 ;
sin.* (CS) sin. ( CS) =//sin. 9 ;
ce qui donne
//= S ! n ^ r - V j . Ÿ p‘-^K ? 'cos.(CS)^-K' ,
l'on aura, au lieu de l’équation [3);
[ 23 ] sin.*p = /fsin. (p-t-5) ;
qui est la transformation analogue à celle de Gauss dont nous avons parlé en finissant la première Note sur le N." 44'
En retenant le terme multiplié par - — g — -/*, l’on aurait l'équation p 1 sin. 1 ( CS) j fl sin. p — p sin. p j = sin.* p j A'— -"‘ -- g - - ^ -t 1 R | ,
qui donne sm ou bien [23] ....
en faisant
d’où l’on tire
.’ p J sin. p — ^ "‘ 6 k ^ ** P ■ sin - ( ? ■+■ cs )
= /fsin.(p 4 -ô) ;
sin. 1 p . sin. ( p — 9') = ^sin. (p-+- 6) ,
, — &^jjlt‘p.cos.(CS)=H'cos.6' ; { -^j^t‘p.sm.(CS)z=II' sin.e' ;
H =\ ' oTT 2 -* f.€»(C5)+- 3 g 5 pL#V ,
en se rappelant que
cos, (CS) = cos. (a — a) cos .d .
Dans le cas particulier de CS= 180”, cette transformation ne pourrait pas avoir lieu ; mais alors il suffit de résoudre l’cquation du quatrième degré ;
par les formules ordinaires.
Lorsque les positions du Soleil sont calculées d’après les Tables , le
rapport -, qui entre dans l’expression de R , donnée au N.” 43 ,
cesse d’étre égal à l’unité; et il faut remplacer l’équation [1] , établie au commencement de cette Note, par l'équation
fl = 1 1
6Pp l
oit K' =z-Qp - . Alors l'élimination de r donne l'équation
[3]'... \R'-2 P Rcos.(CS)+ P '\ 3 (fl- ££)- j fl j = o
du huitième, et non du septième degré. On peut la réduire à la forme trigonométrique en y introduisant l’inconnue p, comme précédemment; ne qui donnera
yy
sin. ! p.sin.(p — 6') = ^-,sin.(p-+-û) ;
sans produire aucun changement à l’égard de la valeur de H' et de l’angle S’ ; seulement il faudra remplacer K par K K', sous le radical, dans la valeur de H, et remarquer que la valeur de II cos. $ doit être écrite ainsi ;
^ sin.’{ CS) | cos. ( CS) — ~ | = cos. 6 .
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En faisant CS = <f> , l’on a l'équation
Â^sin.'^j 1 6 K
où en écrivant sin.t/«. cos.{f -*-<}) — cos.i^.sin. (ç-t-ÿ) au lien tic sin.ç dans le second membre , et posant ensuite
Tac
cos. —
sin. <ji tang. ).
on obtient, sans l'introduction des ((nantîtes radicales H et H', la transformée
sin.’ç.sin.X l
AVin.*^ )
p.»in.(ç-Hj.) =sin.( ? -t-f — ).) ;
qui est un peu (dus simple.
Au reste, la solution numérique de l’équation [ 3 ]', quoique du huitième degré ne saurait présenter aucune difficulté par elle-même. Mais les observations sur les Comètes ne donnent jamais les deux quantités A' et K’ avec assez de précision pour pouvoir considérer la distance géocentrique R ainsi trouvée comme suffisamment approchée.
Au contraire , l’équation du 34.*”' degré
4=(yr>-h \tp' -t- j/t* 1 )*— (ÿp+ÿp'— ÿp* y
fournie par le théorème de Lambert ; où P, P', P' 1 sont des trinômes de la foitne
ollée toujours une orbite parabolique beaucoup plus approchante de la véritable; pareeque le coefficient A est toujours connu avec une grande exactitude; et que les eoefficiens H, fl', H" etc. peuvent être calculés avec les données de l’observation , sans que les petites eireurs qui les aliènent puissent, en général, produire des ehangemens inadmissibles sur les résultats définitifs.
NOTE
Sur r évaluation numérique des quantités
Q Qi 2. Q. O.
nécessaires à la dclermitialion de V orbite des Comètes par les formules de L auras or., adaptées au cas où Von prend r Écliptique pour le plan fixe de projection ( Voyez les N. 0 ' 44. 46. 5» et 5i du second Volume de la Mécanique Analytique'.
Conformément au choix de l’écliptique pour le plan fixe de projection ; les latitudes 3 , S', 3" relatives au Soleil sont nullcs. Les lettres a , ol , a" ; p, p’, p" représentent les trois longitudes du Soleil , et ses distanres au centre de la Terre.
Les lettres a, il-, a', r/' ; a", d", représentent, respectivement, la longitude et la latitude de la Comète aux instans correspondons ; à la première; à la seconde, et à la troisième observation, censées disposées suivant l’ordre progressif de leur succession.
Cela posé , si l’on fait
[ i ] ... Z? = sin.(« — a') taug. il" — sin. (a — a") tang.d'-f- sin. (a ' — a" ) lang. d ; [a] ... F (m)=(m — i)’psin.(a — a' )—m' p' sin.(o! — <i')-t-|a''sin, (a " — a') ;
[3] ... F' (m)=s(m — i ) s /ssin.(a — a") — m’p'sin. (a' — a") p" sin. («" — a ") ;
[4] — F"(m) = (m — t)*psin.(a — a) — ra’p'sin^tr ' — a )-A-p" sin. (a" — a ) ;
[5] H =F (ra)tang.rf" — F' '(ro)tang.</';
[6] /F — F" (m)taag.d" — F 1 (m)lang.if ;
[ 7 ] U"=F" (m)tang.rf' — F (m)tang . d ;
l’on aura
^ ‘ ni — i G m — 1 Dcos.d
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iyj
~m Vcos.d 1
U cos. d"
//' cos. d ~ H cos. d 1
H" cos. d
( H cos .d"
Ces formules
sont écrites en
supposant T
l’instant de la première observation: alors, la valeur de m, donnée par l’équaüon t'=m t sera positive, ainsi que la valeur de t ; intervalle de temps écoule entre la première et la seconde observation.
Les trois distances correspondantes R, R', R" de la Comète an centre de la Terre, seront données par les formules;
[ta]
Ht *
’ 6 (m — i)Dcos.dj i (m — O***
fi' =
6 m . D cos. d'
"ÏÏP" ]
D cos. d
où r désigne la distance liéliocentrique de la Comète à l’instant de la première observation; le temps t étant évalué par le produit de la frar-
lion . u ~ — par le nombre tics jours solaires moyens.
Mais si l’origine du temps est fixée à l’instant de la seconde et non à celui de la première observation, alors il est essentiel d’observer, que le seul changement qu’on doit faire dans ces trois dernières formules ,
PAU 1. PL A MA
est celui de p J en p' l \ et celui de r* en r ,J ; r' étant la distance hélioccntrique de la Comète à l’instant de la seconde observation.
Pour démontrer clairement qu’on ne doit faire aucun changement dans le premier facteur des expressions précédentes de R, R', R"-, remarquons que, dans ce cas, la valeur de t est zéro à l’instant de la seconde observation, et négative à l’instant de la première: en outre, que, en faisant t' — m t , il faudra prendre négativement la valeur de t ainsi que celle de m, afin que la valeur de t' soit positive. Mais la valeur absolue de m sera m — i dans le second cas ; puisque , en désignant par /j,) l’intervalle de temps compris entre la seconde et la troisième observation, l’on a <' = <-+-/(,> dans le premier cas, et t' = < (l) dans le second. Donc les quantités
deviendront
Or, en retenant les mêmes lettres a, d, R, r; a 1 , d', R', r' ; a", d", R", r"; a, p\ a', p' ; a", p" pour représenter les trois positions successives de la Comète et du Soleil, il faudra remplacer a, d-, te, p par a', <F; a', p' ; et réciproquement; ce qui donne
F(— ra-t- i) = F"(ro) ; F'(— m •+■ i) = F'(/«) ;
F"(-m-+-i)=F(ro) ;
et pour D la même valeur avec un signe contraire.
D’après cela, on conçoit que, en désignant par
ce que deviennent les quantités primitives
l’on aura
-J 2 RECHERCHES HISTORIQUES ETC
De sorte que, la meme théorie donnera pour les distances ft' f H y H" de la Comète à la Terre aux instants zéro ; — /; et t r les trois expressions suivantes ;
ri fit
ire 1 £_ 7 ^ i .
Dcos.d' i m‘t‘ ( ’
Ht'
’(>(m — i) l > ros </ j (m — i)‘t
où lu valeur de m doit être déterminée, comme si l’origine du temps était placée à l'instant de lu première observation: c’est-à-dire en posant l'équation t-4-t’—mt, et prenant positivement la valeur de /.
On voit par là , que la même distance R est exprimée par les équations [ta] et [16], de manière qu’il n’y a aucun changement à l'égard du premier facteur fourni par les données de l’observation ; tandis qu’il y a un changement relativement au second facteur, qui doit en être une conséquence. La contradiction apparente cesse , en observant qu’il s’agit ici d’une méthode d'approximation ; et que les termes suivants ont des valeurs différentes dans le second membre des équations [ta] et [16]; de sorte que le reste, qui leur appartient, doit avoir une valeur différente et convenable pour faire disparaître toute inégalité entre deux distances qui, par leur nature, sont égales.
Il suit de là, que la combinaison de l'équation [ta], avec l'équation
[iN] /{‘ — a R. p cos. (C«S’)-+- j»‘ = r’ ;
pourra donner des valeurs inadmissibles pour R et r; tandis que l’on pourra obtenir les véritables valeurs de R 1 et r’ par la combinaison de l’équation [i 5 ] avec l'équation
ft.j] R 1 ' — a R' p'.vos.(CS')- 4 -p'‘ — r'‘ .
Dans ce ras on déterminera les rapports — ^ , Qj pour les équations
(I <?.]_ H cos.rf' .
U Q\-H' ‘ COS.J ’ ) f <M_*" cos rf '
I f CM#" cos.rf'
En fonuant l’équation [3] , posée au commencement île la seconde Note sur le N." 44 > d faudra faire
6(m—i)Dcos.,i ’
si l’origine du temps est placée à l’instant de la première observation.
Et, après avoir remplacé fl, {CS), p' par fl', (CS 1 ), -s' , on v fa ira
fini D cos. il’ ’
si l'origine du temps est placée à l'instant de la seconde observation.
Le diviseur 6 disparait lorsqu’on prend pour H , //' les valeurs approchées données ci-après par les équations [ai].
En appliquant la méthode du N.” 44 c * ecUc du N.” 4*’ du second \ olurae de la Mécanique Analytique de Lagrange, avec les distinctions que je viens d’établir, il suffira de se prémunir contre l'influence des petites cireurs, commises en observant les positions de la Comète.
Les expressions de F(m), F'(m), F’(m), par lesquelles un forme les valeurs de H, H', //", conformément aux formules [5], [6], [-] , ont une propriété remarquable , éminemment propre pour établir une comparaison entre les formules de Lagrange , et celles données par Oi.BF.ua , Legendre, et Ivory pour la solution de ce même problème. Voici en quoi elle consiste.
L’équation [a] peut être écrite ainsi ;
F{m) = — tip'sin.(a'— a')
-4-psin.(a — «') — Ujs'sin. («'— ■ n')-4-p"sin.(a" — a')
-t-fj (m — i )’— • ] sin. (a' — «) — 8)sin. (a' — «' ) .
Or, avec une légère réflevion, on reconnaît que le trinôme de la seconde
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ligne constitue la différence seconde de la fonction du temps p sin. (a — a'), en y regardant la longitude intermédiaire a' de la Comète comme quantité constante. Mais cette •variabilité étant uniquement relative à l’orbite du Soleil , pour laquelle , dans l'intervalle qui comprend les trois observations, les différences secondes sont fort petites, il arrivera que ce trinôme aura une valeur beaucoup moins grande que celle du premier terme — 6 p' sin. (a' — a'). Si à cette circonstance on ajoute celle, que le binôme qui constitue la troisième ligne est rigoureusement nul |>our le cas de m = i ; c’est-à-dire des observations équidistantes ; on en conclura qu’il peut être négligé, lorsque les deux intervalles entre les observations extrêmes et l’observation intermédiaire approchent de l’égalité , ainsi que cela a souvent lieu. D’après cela on peut, dans une première approximation , prendre
F(ni)=z — 6(j'sin.(*' — a') .
Par la même raison, les valeurs approchées de F'(m), F" (m) seront: F'(m)=: — 6p'sin.(«' — n") ; F"(m) = — G(5’sin.(«' — n) ;
ce qui donne pour les valeurs approchées de H , H', II" \
i // = — Gp’ jsin. (a — a 1 ) tang.< 7 ” — sin. (a 1 — a")tang.d'j ; • [ai]... < H' — — 6(5'jsin .(«' — a jtang.d" — sin. (a 1 — a")lang.rf j ;
! //"= — 6 /J r Jsin. (a ' — a ) Lang. rf’ — sin. (a* — a' ) tang . d [ .
En introduisant ces expressions de II, II', II" dans le second membre des équations [i 5 ], [16], [17], et réduisant à l’unité les trois dénominateurs ,
mV (m — i)V
on obtient pour les rapports
fl"
II
cos. d cos.d"
fl' / m — i\ IF cos ,d
R \ m ) H cos. d 1
Comme m = — - — , la première de ces deux équations , en y substituant pour H", Il les valeurs précédentes, devient celle donnée par Oi.bers à la page 45 de son Mémoire, sur ce sujet, publié en 1797.
I Aquation [> 5 ], on y faisant m=. a et réduisant à l'unité le déno- » ■>
ininateur t — — M , devient la première des deux équations [29] données par Legexdre à la page i 3 de son premier Mémoire, publié en 1806, Sur la détermination des orbites des Comètes.
Celte même équation de Lec.f.ndbe est celle publiée en 181 4 par M. Ivory à la page 1 4 1 de la 1.*" Partie des Philosophical Transactions de la Société Royale de Londres). Toutefois, pour en saisir l’identité, il faut observer qu’en posant
tang. </ = tang. S. sin. (a — 4 ) ; tang.rf” = Lang. 6 . sin.(n" — tp) ;
I on a ;
//'= — 6 p'. tang. 0 . sin. (a 1 — *}), sin. (a — a") ;
IJ = tang. S.sin. { a — a”) sin. (a 1 — ÿ ) — sin. (a — a") tang.rf' .
Aux formules précédentes, il faut ajouter celle qui donne le carré u‘ de la corde qui réunit les extrémités des deux rayons vecteurs r et r" ; c’est-à-dire la formule
[ 23 ] ... u‘=N— 3 RR"cos.(CC") — N'R—JV"R"-hR'-i-R"' , où l’on a
I cos. (SS") = cos. (« — a") ;
| cos. (CS") = eos. (a — a")cos.rf ; l cos. ( C" S) = cos. (a" — a )cos .d" ;
] cos. ( C S ) = cos. (a — a )cos.d ;
[24) ... / cos. (C"S")= cos. (a" — a” ) cos. d" ;
I cos. (CC") — cos. (a — a") cos. d. cos. d"-t- sin. d. sin. d’’ ;
I N = p'+p"‘— 3 pp"co$.(SS") ;
N' = -xp cos. ( C S ) — 2p"cos.(CS") ;
A T "=2p"cos.(C"S") — 2p cos. (C"S) .
En outre il faut, en exécutant ces calculs, se rappeler que le second membre de l’équation [t 5 ] devant être positif, comme le premier, la
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seule inspection du signe «pii airecte I» valeur de — — rj suflii'a
r oT m IJ. cos. d
pour décider si l’on a v'>p' ou r’</J , > suivant qu’il sera positif
ou négatif.
Les ra|>|>roeliciucns que je viens de faire soûl utiles jtour simplifiée autant que possible la solution de ce problème, et faire voir, que Lagrange, vers l’année 1813, pouvait avec assez de raison considérer la sienne comme la plan directe et la plus générale ( Voyez page 4 3 <bi second Volume de la Mécanique Analytique).
Je vais faire voir dans la Note suivante, que la cause du jugement défavorable exprimé par Pingre est loin d’avoir été puisée dans le fond mémo de cette théorie de Lagrange. S’il avait pris pour inconnue la distance géocenlrique , et non la distance héliocenlrique , conformément à l’équation générale donnée par Lagrange à la page i.jo du Volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1778, il aurait évité la racine négative r''= — i, 5 ao 8 qu’il obtient à la page 3 o(j du second Volume de sa Cométographie, et il aurait trouvé la racine positive r' = 1 , 5 i ag j ; ce qui ne présente rien de singulier , ni iVinsolite.
SOTE
Sur i application tics l'ormules de Lagrange à la Comète de l'année 1769, faite par Pingre à la page 306 du second Volume de sa Cométographie.
Pour expliquer à quoi tient la cause du résultat inadmissible obtenu par Pingre, il est essentiel d'exécuter ce calcul avec ses mêmes données, telles qu’il les a rapportées à la page ag 5 .
ni>9 r Jour»
; du mois
Heure
de
robserratiou
Longitude
du
Soleil
Logarithme de la distance du Soleil à la Terre
Longitude obaen're de la Comète
latitude observtr de la Comète
Août 11
a — i4a°. ai'.
Log. (. ~o, mj}jv)3o
« ss 39 *. 58'. 56"
» il
SS
a* si 49*- 6 '. 38 "
Log
« iH
«”siS5*. 54* i5"
l<og. js' r =o,oo335io
o' , S=:58'’. 5|'. JT,"
</"= - io° 3/. j*
Ces trois observations étant à fort peu-près équidistantes, on peut employer les formules simplifiées relatives à ce cas particulier. Soit donr
I M — sin. (a' — a ) long, rf" — sin. (a ' — a" ) tang. d ;
! V' = sin.(a’ — a 1 ) tang .d" — sin. (a' — a") lang.rf’ ;
V"= sin. («* — a)tang.rf' — sin.(a ' — a ) tang.rf ;
P = sin. (a — a') tang. d " — sin. (a — a" ) lang.rf '-J- sin. (a' — a") lang.rf ; on trouvera les valeurs numériques suivantes ;
AI — — 0,173675 •+■ o, 0574305 = — 0,1182445 ;
Af = — o, 181 83 1 o, 1 o 3 a 85 o = — 0,078546 ;
Log AI =9, 07 37809 (— ) ; Log. ilf ' = 8, 8 g 5 1 334 ( — ) ;
Log. t\I"= 8, 6172940 (— ) ;
Log. D = 7, 07 1 3664 > . a cos. d'
Log.a/i' cos.rf' = o, 3078695 ; Log.— —j^- = o, 3994407 ;
acos.rf' , _ „
Log. ™- = o, 3001073 :
n ros.rf' ’ '
. 3 COS .d' M” or a
x 2 cos. d' M'
Log. -y --v ,= o , 1217822 ;
D cos. d M '
cos .rf M"
l ° 8- eôITp- - 17 = 9 ’ 8506204 ; L ° e ’ - 17 ' = 9j " 288:182
l'in plaçant l’origine du temps h l’instant de la seconde observation faite le 2> août, nous avons pour le logarithme du temps t, exprimé par l’angle du mouvement moyen du Soleil réduit en parties du rayon ;
Maintenant si l’on fait
Log. ! = 9, 0830 1 83
’ 3 J).p'‘cos.d' ’
l'équation qui détermine la distance fl ' de la Comète à la Terre à l’instant de la seconde observation est ;
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[ 3 ] (R''- 2 P l n'eos.(C'S')-t-p'‘) l (I<'+-A)'=(i>''siy ;
où l’on n
cos. (CS 1 ) = cos. (a’ — sr')cos.rf' .
Et par le signe île A , qui doit toujours être le même que celui du binôme -J-j , on décidera que l’on a r 1 > f ' où r'<p' suivant
qu’il sera négatif ou positif.
Dans le cas actuel , nous avons
Eog. ap'cos. (C'S' ) = y, 624 1 1"5 ( — ) ; Log. A = 9, 85758 i 6 (— ) ; et l’équation [ 3 ] devient ;
[ 4 ] ... (R' -+-«' n, 4 ao 845 o 5 -t- 1, 031 38 o) 3 («' — o, 7304 1 3 )* = o, 55 s 835 .
Il est évident que la valeur positive de /?' est comprise entre o, 720413 et «'=1 . Après quelques essais on trouve, que, en posant R '=0,985, le premier membre de l’équation [41 devient égal à o, 55 aa 55 . De sorte qu’on peut regarder comme fort approchée la racine fl' = o, i) 33 , ainsi que la valeur de r' donnée par l’équation
[ 5 ] ... R' -4-«'o, 4 ao 845 o 5 -t- 1, 03 1280 = r'*= 2, 388991 .
11 suit de' là que nous avons
fl' = o ,935 ; r'= 1, 51394 ;
Log.fl' = 9, 97081 16 ; Log. r' = o, 1798307 .
Cela posé, à l’aide des formules
[fl=3«'.^4'.^ ;
] cos. d M
cos. d M
- H -^d Tr w ’
on trouve
Log. R = o, 0935936 ; «=1,237640 ; Et les équations
Log.«" = 9, 821.4320 ; «" = 0,662876 .
PAR 1 . Pl.ANA
r* = W ‘ — ip fl cos. ( CS) -4- p' ; r "'=R"‘ — 3 p" R" coi. (CS" )+p"‘ ; cos. ( C S ) = cos. ( a — a ) cos. d ; cos. ( C"S" ) — cos. ( a " — a" ) cos. d" ;
donnent ;
Log.a p cos. (CS) = g, 637 o 3 3 - 4 ( — ) ; Log. 2p"cos.(C"S" ) = y, 4 o 6 a 3 1 ti(— ) ;
r* = fl* - 4 - fl . o, 433543 -*- i, 02467 =3,09399 ;
Le résultat de ce calcul est donc que l’on a ;
/{= 1,33764 ; fl'=o,g 35 ; R " =0,663876 ;
Et en cela il 11’y a rien d’absurde , tandis que le résultat trouvé par Pingre est inadmissible.
Pour découvrir la source d’une aussi grande divergence il faut observer, que, Pikcré, au lieu de déterminer d’abord fl' et ensuite r', a transformé l’équation en fl', donnée par Lagrange à la page i 4 o du Volume de l’Académie de Berlin, dans une autre où l’inconnue est la distance héliocentrique r'. Les coefiiciens de celle-ci étant susceptibles d’être plus influencés par les petites erreurs inhérentes aux observations, il ne pouvait pas la voir satisfaite par la racine positive r''=i, 3 a 3 . Mais s’il avait remarqué, que même sa racine négative r"= — i, 5 ao 8 , donnait l’équation
fl’ -t-fl'. o, 4 30845 -t- 1, 031 38 = ( — 1, 53o8 )‘= 3, 3 i a 83 , il en aurait tiré
fl' = — o, 310433+ 1, 1 1686= o, 90644 )
et en revenant à l’équation de Lagrange (qui est notre équation [ 4 ] ) , il aurait compris que celle-ci donne pour fl' une valeur fort peu différente de o, 906 ; c’est-à-dire fl' = 0,935; et qu’en conséquence on avait l’équation
RECHERCHES HISTORIQUES etc:.
c|ui donne r' = 1 , 5 1 294 suivant nos dénominations, et r" = 1,31294 suivant les dénominations de I’iscré. Cette explication suflit pour faire tomber la critique de Pucgré publier en 1784, et l'approbation qui lui a été accordée par Dei.ambrk à la page 375 du troisième Volume de son Traité d’Astronomie publié en 1814.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/bub_gb_f550D7dnwc8C. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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