Recherches récentes sur diverses questions d'hydrodynamique: exposé des travaux de Von Helmholtz
Marcel Brillouin
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Recherches récentes sur diverses questions d'hydrodynamique: exposé des travaux de Von Helmholtz
Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec
ligne.
Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont
trop souvent difficilement accessibles au public.
Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains.
Consignes d'utilisation
•■ S^.N -^NNN"* ■-'"
NX
.VvV \
v^v\X\: VN -
D'HYDRODYNAMIQUE.
i«V\|»n*»r ii('« lrfi\jii\ Mu\i|iii*U If* .MtMiioiro fiHKlameiital «ir .M. \nn IIi'IiiiIimIu «^iii \v mt)u\«'ni(*nl tourhillf>iinairt* a iIdiiik* nai<9iinr«* a t'tv puhlir fl'ahoni. ^oij^ |r (i(ir (l<* Hnuf fie PhysitfUr, dan» lo T«tm<» i i\c* Annales tie la Faculté dr$ Sciences fie 'fnu/ause { i><i<- i.
Lf («liapitn* I. qui forino la |>ri*mii*n: Partit* tlf la piibliraiitui a( tiH*lli*. n'a «ubi qiir |m*ii lie inofiitîcatîdns ( i'orr<*rtioii!« ou changfiiKMit*» t\|Migra|)hi(]U('<« ).
VvuT le Chapitre il. le» rrniaiii(*in«;ni9 «^rnint bfaui'DUp phi*> iriipi>rtaiit<«.
Sl'K DIVKRSKS QUESTIONS
ll'IIYDRODYNAMIOUE.
l:\POSIC I)KS TIUVAI \
Vll\ HIIHHOLTZ. KIRCHIIOFF. SIR W. TIIOUSOX, LORD RIVI.KIUII. ETC,
M. .MARCKI. BlilI.I.OlIN,
MrilLi'C lie Cuiirùrt'nrrs à l'l'>r.li< Noriiiiilr siipcrii
SI R DIVERSES QUESTIONS
D'HYDRODYNAMIQUE.
Dans celte première Revue de Physique, je me propose d'exposer les principaux progrès accomplis dansTétude des phénomènes de mouvement des liquides depuis une \in^taine d'années. C'est Tillustre professeur de TUniversité de Berhn, M. H. von Helmhollz, qui, dans un Mémoire publié en 1 858 et dans une courte Noie de i8()8, a émis les deux idées capitales, origine de nombreux et importants travaux des KirchhofT, des Rayleigh, des J. Thomson, et des spéculations d'un génie si original de Sir W. Thomson.
Malgré rexactitude manifeste des équations de l'Hydrodynamique des fluides parfaits ou peu visqueux, certains phénomènes d'une observation journalière, la formation et la persistance des anneaux tourbillonnants, celle des jets, étaient restés sans explication. Aujourdliui ces phénomènes sontexplicpiés dans leurs caractères généraux, et il ne semble pas douteux que les nombres fournis par l'expérience ne soient eux-mêmes conformes à la théorie lorsque les eflorls des mathématiciens permettront de traiter complètement q^ielques cas particuliers de ces problèmes singulièrement difficiles.
Voici l'ordre adopté dans cette exposition :
I. Tourbillons dans les fluides parfaits. Théorie. — Expériences. Applications. — Atomes-tourbillons.
H. Ecoulement des liquides. Jets. Mouvement discontinu. Discussion.
IH. Bibliographie générale.
M. BKILLOriN.
CHAPITRE I
< Wirbelbcwrpingcn. — Wirbclfa<lcn. -- Rotalional motion. — \'orle\ motion, etc.). Caufhv. — Stoke». — Von Helmbolix. — Sir \V. Thomson. — Kircbhoff. — J.-(I. .Maxwell.
Lamb. — Lf)rfl Ra^lci{;h. — Beltrami.
1. Propriétés analytù/ues. — Les Irois projections //, r, %v «riinc grandeur (liriprc q^ finies et continues, ainsi que leurs dérivées premières, dans toute une région de Tespace, jouissent de certaines propriétés générales indépendantes delà nature de la quantité représentée.
fîrcvn, — Soit ^ une fonction à détermination unique, finie, et continue ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur d'une surface fermée S; on a
Les intégrales triples sont étendues à tout le volume; l'intégrale double à toute la surface fermée S ; /, m, /i sont les cosinus directeurs de la normale extérieure à la surface S.
Si les fonctions //, r, ii* changent brusquement de valeur sans cesser d'être finies en tra\ersant une certaine surface I, il faut concevoir la surface S comme formée de deui parties S|, S3, situées de part et d'autre de 1! et complétées respectivenieiil par des surfaces 2I| , £3, infiniment voisines de ï l'une d'un côté, l'autre de l'aulre. Kxcluant des intégrales triples la couche mince comprise entre les surfaces ï,. 1], on est conduit à ajouter au second membre l'intégrale double
«»ii /, ;a. V définissent la direction de la normale qui traverse la surface du coté 1 au côté j.
Stolit\i, — lue courbf fermée simple s limite une aire S qui n'isole aucune portion de l'espace. On a
/'(„••-. . .■1.*\^,..ti ),/,= /Y|/( l'i' - "-!• )^n,("^ - "" ) ..«('"^ - '-li' ,K/S.
J \ ttt ifs à$ ) JJ [ \'fy Os/ \iU itx J V'*x ^ij/i
rintégrale simple est étendue à la courbe fermée, l'intégrale double à Taire limiléc par celle courbe. La direction positive de la normale à la surface S est liée au sens de parcours de la courbe fermée 5, comme la force magnétique au sens d'un courant électrique, par )a règle d'Ampère. L'énoncé général de cette proposition semble dû à Stokes (i845), bien que des cas particuliers aient été fréquemment employés auparavant, notamment par Ampère dans toute la théorie de TÉlectrodjnamique.
Lorsque la courbe fermée s traverse une surface de discontinuité 2 de w, v, iv, il faut la compléter par deux lignes parallèles 7|,<T2 situées dans la surface S de part et d'autre de l'intersection t de S avec S. Excluant de l'intégrale double la bande comprise entre les lignes o-i, 0-2, on doit ajouter à l'intégrale simple le terme
-+- / [("i — i/j)(/nv — lin) -h (^1 — t'j)(nX — v/) -h(wt — «',)(/{jl ~ mX)] d^
ou
Transformations, — On peut remplacer les trois fonctions w, r, w par irois autres d'une signification plus simple. Deux de ces transformations qui servent dans toute la Physique mathématique ont été employées pour la première fois, Tune par Stokes (1849), Tautre par Clebsch (Cre//e, t. LVI, i858) en Hydrodynamique.
Transformation de Stokes-Helmlioltz :
dP ^ _ ^ "" dx dy àz '
dP ^ _^
~~ dy dz dx
dP dM dL
ôz ôx Oy
et l'on peut assujettir les trois fonctions L, M, N à une condition. On choisit ordinairement la relation
dL aM ^ _
dx dy dz ~^ '
Transformation de Clebsch ( * ) :
_ d^ y d^ _^ d(^ -¥■ XrJ») ^ d^ ^ dX
" dx dx " dx dx dx
avec les deux analogues.
(*) CcUc transformation n'est qu'un cas particulier d'une transformation étudiée par M. Hill, en i88i, au Quarterly Journal of Mathematics,
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Lo» propriclé^ générales i\o ces deux Iransformalions sont exposées inélho(li(|ti«'ment dans la Thcorica délie Forze newtoniane de E. Belli, p. .'ioi-3i3.
I*arnii les neuf qiianlilés qui définissent les variations de i/, r, ii* en passant d*un point à un point \oisin, certaines sont susceptibles d'expressions simples :
./r r(i> #ii • ^ \ Os^ tiy* i/c' /
.j : . . ^^ _ AL = i ( — ^. i ) »
a%er le'» expressions analoijues p<»ur » — » ciue nous représentons par
*r,, *!J. I^a direction ;, r.» !J est tangente aux deux familles de surfaces A, y.
pour ta brièveté du langage, \v regarderai dès à présent //, i', ii* comme repré- >entant la vitesse actuelle du lluld** en un point (T,^', z)y suivant la notation dKuler. Si Ton connaît ces trois fonctions des coordonnées et du temps, on aura la position initiale x^. y^, z^ de la masse li(]uide cpii occupe actuellement la position ( .r, >-, 2 K «'u intégrant le svstème d'équations dilTérentit^lles ordinaires du premier <»rdre
<lx <ly flz
7/ • ttf rit '
avec les conditions x r^ j*«, r = Vy, v = r^ pour / = o.
ti. Pour une nia^^se liquid«' dont la forme actuelle est celle d*un cube, à côtés
eles aux axe»* coordonnes, ♦ — ♦ - représentent les vitesses de dilatation • iix oy oz '
linéaire des côtés, h la vit«*sse de dilatation cubiiiue, ■ - -, ... K«s vitesses de
■ Oy ifz
glissement relatif des faces parallèles, et ;, r., IJ les vitesîics de rotation du cubr autour de parallèles aux axes passant par son centre de gra%ité. On peut démontrer faciirment « ' ) cpie les quantités ;. r,. IJ sont les \il«»sses d«» rotation que prendrait tout élément de volume à moments d'inertie égaux s'il était instantanément solidifié; c«» sont aussi les vitesses <le rotation movennes de cet élément, définies conformément au principe des aires, autour de parallèles aux axes, passant |>ar ^oi\ rentre «le gra\ité.
l^ vitesse de rotation t*i, dont les composantes sont $, r,. ÎJ, a donc une signification physique très nette; quand elle est nulle, //, \\ «r sont les déri\ées en r. 1 , z d'une même fonction qu'on appelle \c potentiel des vitesses. I-ii \itessede
l») Stoxc*. Âtath. and ph)i. Papen, t. I. p. K», m: iHJS. — lIcLxnoLTi, Abh., i. I, p. toV
rotation Ç, tj, !^ satisfait toujours identiquement à la condition solénoïdale
Cette condition introduite dans la formule de Green, où Ton fait
montre que la somme des produits de Télément de surface par la composante normale de la vitesse de rotation est nulle pour toute surface fermée. Pour une aire limitée à une courbe fermée, la somme de ces produits est donc indépendante de la forme de la surface; elle ne dépend que delà courbe contour, et sa valeur est, diaprés le théorème de Stokes, égale à la moitié de l'intégrale curviligne
que nous appellerons, avec Sir W. Thomson, circulation le long de la courbe fermée.
Appelons ligne-tourbillon une ligne qui a pour tangente en chaque point la vitesse de rotation (o relative à ce point; il ne passe en général qu'une lignclourbillon par chaque point de l'espace. La surface engendrée par une lignetourbillon qui se déplace le long d'une courbe fermée est un tube-tourbillon clos latéralement, ouvert seulement aux deux bouts. La composante de la vitesse de rotation normale à la surface latérale est nulle par définition; la circulation dans un circuit fermé tracé sur le tube, en rencontrant une fols et une seule chacune des génératrices, est donc la même, en quelque point du tube qu'on transporte ce circuit. Nous appellerons intensité du tube cette valeur commune de la circulation. De là résulte qu'w/i tube ne peut pas se terminer au milieu du fluide; il se ferme sur lui-même en forme d'anneau, ou bien s^étend Jusqu^à la paroi ou jusqiC aux surfaces sur lesquelles //, v^ sv cessent d^étre continues et d^ai'oir des dérivées. Dans ce cas encore on peut concevoir que le tube se ferme dans la surface même (n° 3; n** 6).
Ainsi la partie de l'espace dans laquelle existent des rotations doit être conçue comme divisée en anneaux-tourbillons fermés, d'intensité uniforme dans toute leur longueur. C'est la première partie de la proposition importante établie pour la première fois par M. H. von Helmhoitz dans le cas des fluides incompressibles ( 1 858). La démonstration suppose uniquement la continuité de u, r, iv, mais non celle de Ç, 7., 2^; si la rotation est discontinue, le tube présente au point correspondant un angle fini.
3. Surfaces de discontinuité. — La quantité u, ^, iv peut avoir des valeurs différentes w,, i',, <V|, ^2, ^2, W2J de part et d'autre de certaines surfaces particulières
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£. La direction )., ;jl, v de la normale à la surraro S traverse celle-ci du côté i au vùir a. La discontinuité est définit» par trois quantités //, — //|, Tj — Ti, iVj — iv,, auxquelles on peut en substituer trois autres analo(;ues aux dilatations et aux rotations et qui permettent de conserver les énoncés généraux déduits des formules de (ireen et de Stokes,
rt
aS rr tl( if, -- «', ) — V(f| --i'i ), U H — V ( fi| — fi| ) — X( H't — U'i \, k'L — X (i'j — i», ) ~ ll( M, - M, ).
soumises à la relation
). 2 -*- uH — vZ - o,
(|ui exprime que la direction H, II, / est tangente à la surface £; elle est en outre perpendiculaire à Paccroissement fini u^ — W|, i'j — i'i, iVj — ii',, de //, r, ii* (Hklmhoi.tz, i8j8).
Dans rinterprétation livdrodvnamique, on regarde ordinairement la densité superficielle de la matière comme constamment nulle; alors B est nul.
Il n'en serait pas nécessairement ainsi en Électrostatique, ou même en Hydrodynamique à la surface de séparation de deux liquides didérents. Mais la considération de ces dilTérences nous entraînerait trop loin de notre sujet.
Les quantités S, IL % sont de même nature que les produits des quantités ^, 7., !^ par une longueur. I^c produit d'un élément de longueur pris dans la surface S par la composante de HHZ normale à cet élément est une intensité.
Les courbes de la surface ï tangentes en cbaque point à S, H, Z sont des lignes-tourbillons; l'espace compris entre deux lignes-tourbillons est un fuseautourbillon; la surface 2) elle-même une coucbc de tourbillons. Mais Tintensilé d*un fuseau-tourbillon n*est pas nécessairement constante dans toute sa longueur. Soient l|, 1) les intensités des tubes-tourbillons qui découpent sur la surface 1) une longueur finie d'un fuseau-tourbillon, et oJ l'accroissement de l'intensité du fuseau-tourbillon parcouru dans le sens positif; traçons des sections (|uelc<m<|ues des tubes-tourbillons i, u, de part et d'autre de la surface ï. L'intensité totale qui sort du volume ainsi limité est nulle, par le théorème de Stokes; on a donc
oJ -^ 1, — I, —• o.
Ia!S tuhes^tourbiltnns se ferment tous, en partie par une continuation du tube Hr l*ttutre côté t/e la sur/ace ï, en partie par un fuseau situé sur cette surface. Pourtant, si les deux valeurs de la vitesse de rotation normale
sont partout égales de part et d^autre, les fuseaux forment un système superficiel fermé ou indéfini, à intensité uniforme, complètement indépendant des tubes; et ceux-ci traversent la surface sans variation d^intensité. Enfin, si d^un côté de la surface il n'y a pas de rotation, tous les tubes de l'autre côté se ferment par les fuseaux superficiels.
Ce dernier cas se présente en particulier lorsque tout le fluide contenu à l'intérieur de la surface de disconlinuité se meut comme un solide indéformable; les vitesses superficielles du fluide intérieur sont alors identiques aux vitesses que prendrait la surface d'un solide de même forme, dans son mouvement d'ensemble. M. Beltrami a traité en détail (1874) l« cas où la surface de discontinuité appartient au système des surfaces liomofocales du second ordre.
4. Si Von connaît les vitesses de rotation Ç, r,, Ç et la vitesse de dilatation cubique à V intérieur d'une surface fermée, ainsi que la composante normale de la vitesse de translation lu -+- mv 4- mv sur la surface limite, les trois fonctions u, c% iv sont entièrement déterminées dans tout l'intérieur. En eflet, il ne peuty avoir deux solutions différentes i,2.La[diff(érencedesvitesses«/| — Wj, ... a un potentiel V,(5i — vi = o, ...), qui satisfait à AV = o, (0| — 82 = 0), dans tout
l'intérieur, et à -p = o, sur la surface, (lui-\-nn\ 4- mv^ — /wj — mv2 — /i(V2 = o).
On sait, par le théorème de Grcen, que ce potentiel V est constant, et la différence des vitesses nulle, si la région considérée est simple.
Si la région est multiple d'ordre /i -+- i , il faut connaître en outre les valeurs des n constantes cycliques (Thomson, 1869). Une région est multiple lorsque certains circuits fermés ne peuvent pas être réduits à un point sans sortir de la région. La circulation sur un de ces circuits peut avoir une valeur diff'érente de zéro, malgré l'existence d'un potentiel des vitesses; mais, pour tous les circuits réductibles les uns aux autres, la circulation est la même. S'il existe /i circuits irréductibles distincts, la région est multiple d'ordre /i + 1; les n valeurs distinctes de la circulation s'appellent les n constantes cycliques. Tel est un volume sphérique contenant un nombre quelconque de solides pleins, et des solides percés d'un ou plusieurs trous, comme des anneaux, des grillages, etc., de telle sorte que le nombre des trous distincts soit/i. L'extérieur d'un cylindre indéfini, l'extérieur ou l'intérieur d'un tore sont des espaces multiples du deuxième ordre.
Quand les constantes cycliques sont données, la diff*érence des deux solutions a un potentiel uniforme, puisque la circulation est alors nulle dans tous les circuits; le théorème de Grcen (*) montre que les deux solutions sont identiques.
(fx (ly oz On
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Il en est de m<ime s*il v a des surfaces de discontinuité, pourvu que Ton connaisse le long de ces surfaces la difierence des valeurs Mj — 1/|, t'a — Ti, iv^ — i^'i.
Espace infini, — Les fonctions P, L, M, N peuvent i^tre mises sous forme d*intégrales quand aucune paroi située a distance finie ne limite Tespace (Stokes, 18.(9, On the dvnamical theorv of diffraction , Secl. I) :
I-e< inléj;rales triples sont étendues à tout Tespace; les intégrales doubles aux surfaces de «liscontinuilé. Stokes n'avait pas tenu compte de ces dernières. On suppose (|ue Ç, 7^, ^, 0, Z, 11, Z, H ii*ont de valeurs fmies qu'a distance finie; à rinfini, 1/, i\ iv sont nuls; ;, r,, ^, Z, II, Z doivent d'ailleurs satisfaire aux conditions n" 3.
Analofric rlectromapn^tique. — On prut regarder la %ilesst» en un point comme la résultante de vitesses dues aux dilatations cul)i<|ues h et aux rotations cji dans tout Tcspace; chaque élément de volume (l\ contribue ainsi pour sa part à la production de la vitesse en un point (pielconque. La part due à la dilatation
est identique à la force magnétique duc à une distribution de densité — tz* ^^ M"'
pro\ient de la %itesse de rotation co est identi(pie «1 la force électromagnétique
produite, suivant la loi de I^place, par une distribution de courants électriques
f r " -^. — ^» -—(M. I-a loi générale de distribution de ces forces mas:né'tiques est si
familière au phvsicien, il est si facile de réaliser le spectre magnétique de courants distribu«''S comme on veut, que cette ingénieuse remarque trilclmboltz fournit sans calcul Texplication de bien d<'s phénomènes.
Espace limité simple. — IjA condition à la paroi n'est pas satisfaite par les valeurs de P, L, M, N écrites plus haut ; il faut les compléter. Malheureusement on ne sait pas, jus(pi*a présent, le faire au moven de la seule donnée nécessaire, la
( ' ) Il cft fanlr de %Vn a^^urer co réuDi«%ant »ou4 k mdnie «^ignr d'inlcgrdition lc« ternira trN 4|ur
M. «^M rfN tt\ tt\i
— . -r ■ Cl
Ox Oy Os ity tlz
Dan% la rf|[inn orrap^e par Ic^ courante, rrttc force ricctroniagnëliquc, comme on ^ait, n'a pas de p<»leiiliel ; mai4, dan* l'espace extérieur aui courant*, elle en a un, U\ qui permet de remplacer
' ' T H** '* ' ^^ poleotiel M^ e»l eo f éocral multiple, tandis que le potentiel P e»t «simple.
vitesse normale. M. Bollzmann (1871) a fourni à ce sujet quelques indications que je vais reproduire en les généralisant. Supposons que l'on connaisse les trois composantes de la vitesse sur la surface limite; ce sont des données surabondantes^ on ne saurait donc les prendre au hasard. Remplaçons la surface limite par une surface de discontinuité et la matière située au delà par le fluide lui-même indéfiniment étendu.
Premier cas. — La paroi entière est rigide et immobile, — On peut supposer le fluide extérieur complètement immobile. Les termes complémentaires sont, en faisant u^i v-it (v^ nuls,
1^' est nul dans les applications hydrodynamiques.
Deuxième cas. — La paroi extérieure est rigide et immobile. Les parois internes sont mobiles comme des corps solides. — Les termes complémentaires ont la même forme; ^2? ^'s» ^^'2 sont nuls en dehors de la surface externe; dans les corps solides, U2y i'a, (^2 sont les vitesses superficielles elles-mêmes de ces corps.
Tkoisième cas. — Les parois internes sont mobiles et déformables; elles enferment un volume constant, — On peut se donner arbitrairement les vitesses internes satisfaisant à la condition dMncompressibilité et fournissant les valeurs de la vitesse normale de la paroi; on en déduit les rotations internes ^2» ""^a» ^2^ et les rotations superficielles S, H, Z5 les termes complémentaires comprennent des intégrales superficielles et des intégrales en volume; le terme complémentaire P' est nul. Tel est le plan adopté par M. Boitzmann.
Quatrième cas. — Le volume enfermé par les parois internes varie d'une manière connue. Lm paroi externe est déformable. — La méthode générale consiste à ajouter aux rotations et dilatations connues dans une certaine région des rotations et dilatations étendues à tout le reste de Tespace, en partie arbitraires, mais satisfaisant aux conditions relatives à la paroi, de manière à retomber sur le cas de Stokes. On peut se donner les valeurs u^ Vy w au dehors d^une manière entièrement arbitraire, pourvu qu'on tienne compte des surfaces de discontinuité dans les termes complémentaires. Parmi les conditions qu'on pourrait s^imposer, se trouvent Tuniformité de la dilatation cubique, qui facilite en général le calcul du terme complémentaire P', Tégalité des vitesses normales aux parois qui supprime dans P' l'intégrale superficielle. On pourrait même ajouter que les vitesses aient un potentiel, ce qui achèverait de déterminer le problème, sans le rendre plus facile.
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o. lùiuations du mou\*ement d'an corps continu, — Le fluide continu que nous allons étudier dans ces deux premiers Chapitres est supposé absolument dépourvu de diflusibilité. Si a un instant quelconque on trace dans le fluide unr surface fermée, la partie du fluide qui est située d'un côté de cette surface ne se mélangera jamais avec le reste; les parties du fluide qui forment la surface ne «•e>>eront jamais de former une même surface continue qui se nieut et se déforme a%ec le fluide. Kn particulier, on peut diviser le volume entier en éléments «pii enf<*rment toujours les mêmes parties du fluide malgré les changements de •;ran- «leur et de forme (ju'ils éprouvent, et qui se meuvent comme des points matérieU. (llausius a montré dans sa théorie cinéticpie des gaz comment la diflusibilité a pour conséquences la conductibilité calorificpie, et le frottement interne; il en e.>t de même <lans le cas des liquides, mais nous réserverons C4'tle question pour un < Chapitre ultérieur. Suivant les notations (rKuler, nous appelons z/, r, ii' les vitesses
aeluettes du point matériel qui passe en x, >% 5, el jr- la dérivée par rapport au
• temp> d*une fonction relati%e à la masse mobile et non au point x,^, z de Tespace. Oii !»ait qu'on a symboliquement
if
fi
'ft
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Les é(|uations du mou\ement d\in fluide parfait sont
ri le> d«*u\ symétriques; p est la pression normale, z la densité et X, Y, Z la force extérieure <|ui agit sur Tunité de masse. On doit \ joindre Téquation de eonser%.v tion de la matière
lu ^
Lnlin il faut exprimer les propriétés plnsi(|ues du fluide (|ue l'on étudie. Les ea*» 1rs plus simples sont ceux où, par suite des conditions particulières du problèuif, on peut re^carder la pression comme une fonction de la densité; c'est ce qui arri\«' hirsque la température du fluide est uniforme dans toute son «'tendue, ou encore lorsqueaucuu échange de chaleur ne se produit entre les éléments de %olume eouti^Mis. (les conditions ne sont jamais remplies qu*approxiniati%ement, et, lorsqu'on \cut serrer de plus près la réalité», on rencontre des difficultés consid<'-rables; au lieu d'une relation finie uni(|ue entre la pression et la densité, on doil écrire plusit'urs étpiations diflerentielles comprenant la température et faisant inter%«'nir la conductibilité calorifique. Ilelmholtz et Kirclihofl* ont abonlé sous cette forme «pielque» problèmes d'acoustique, njerkness a particulièrement
étudié le moyen de conserver une équation finie unique, lorsque les mouvements sonl périodiques (^c/rt mathematica, i884).
Dans un corps quelconque, susceptible de grandes déformations et d'écoulement sans rupture, les forces élastiques ne sont pas nécessairement normales; on doit
remplacer dans les équations d'Euler les termes, tels que — ~> par les groupes de
\t»t \-|i AT*
termes -f-î- 4- -3-^ -f- --^, suivant les notations de Lamé. Reste la difficulté physique ox oy oz I ~ I
de découvrir les relations de compressibilité, de dilatation et de frottement qui
lient les pressions normales et tangentielles à la déformation et à la vitesse de
déformation, ainsi que les relations calorimétriques correspondantes. Lorsque
Télat d'équilibre ne dépend que des pressions normales, on a admis que les actions
tangentielles et les excès des actions normales sur leur moyenne ne dépendent
(jue de la vitesse de déformation et non de la déformation elle-même : c'est ce qui
arrive pour tous les corps gazeux ou franchement liquides; l'expérience a même
montré que, dans des limites fort étendues, ces actions sonl proportionnelles aux
vitesses de déformation. On a alors
Mais il n'en est plus de même pour les cires, les résines liquéfiées, les solides mous sous les pressions employées par M. Tresca. Les oscillations de flexion et de torsion de fils métalliques fins révèlent déjà des actions de ce genre, dont les lois élémentaires sont encore inconnues malgré de nombreuses expériences. La suite de (^et article fera comprendre sur un sujet beaucoup plus simple le genre de difficultés que l'on rencontre, même pour les fluides parfaits, dès que l'amplitude du mouvement exige l'emploi des équations difl^érentielles complètes (Chap. II).
Les forces extérieures X, Y, Z ont généralement un potentiel V; une seule exception importante se présente, quand le liquide est parcouru par des courants électriques.
Enfin il faudrait écrire les équations à la surface : elles comprennent une équation cinématique, exprimant la conservation de la vitesse normale à travers la surface, et une équation statique, exprimant que la diflerence des pressions />i,/>2, de part et d'autre de la surface, est égale au produit de la tension superficielle A par la courbure moyenne c. On néglige généralement l'influence de la tension superficielle quand la courbure de la surface de contact est un peu grande ( ' ).
(*) Cette manière d'écrire les équations suppose essentiellement qu'il n'y a pas de variation rapide de densité au voisinage de la surface; les équations générales seraient une équation de conservation de la matière avec accroissement de la densité superficielle, comme en électricité statique, et trois
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(), Permanence des lahes-touri/il/ons. — (lonsidërons d*abord un fluide sans froUement, soumis à des forces extérieures douées d*un potentiel à valeur uni(|ue en chaque point, dont la pression est une fonction détcnninécde la densité, l. ne combinaison facile des é(|ualions «rKuler donne
TÛJ \ fis *ls iis) X-x^ J p /a'
en tenant compte de la relation
I>( udx) Dm , ,
rintéj^ration est étendue à une p<»rtion finie de courbe, mobile avec le fluide (*) (Thomson, i^(>9). La fonction entre parenthé<^es est uniforme, et le second membre s*annulc quand la courbe est fermée. Ainsi la circulation dans une courbe fermée mobile avec le liquide ne chan^^e pas avec le temps. Il en est de même de lintensitc du tube-tourbillon dont cette courbe est la directrice.
Ihina un espace où les vitesses i/, i', ii* sont continues, un anneau-tourbillon est toujours forme île la même matière et fltair dUine intensité in\'arialfle,
La première démonstration de cette propriété pour les liquides est due à lielmholtz(i8.i8). Dans ses lierons <h*I*h\sique mathématique (i8-- ), Kirchhotra «iéduit le même ré*iultal de la marche même au moven de laquelle (^auchv avait établi, pour la [iremière fois, ri<:oureusement, le principe de la conservation du poteutirldcs vitesses dû à I^agran<;e. I^a métho<le (riletmhottz peut être facilement étendue à tous les fluides ( Nanson. iSS.V). On montre que la vitesse de dilatation linéaire dans la direction de la \itesse de rotation i, r, , ^ est propoitionnelte à ta
%itt'ssr d*accroissement du rapport ~ tie la vitesse de rotation à la den-iité; ce qui
équixaut à la conser\ation de TinteuNité, si Ton tient compter de la couNcrvation th* la ni.Kse dans un élément de tube-tourbillon.
ri|uati«iti% il« iijmi<|ti«'« tir iii<Mi\i*iiirnt d** cfllr murhc ••ii|»rrfirirllc «^ou^ rififlu«Mi<"«' •l**'» f»irrr^ «]iii \é «••11m ilriit. 1^ fi»r«i' ti«»riii4lf' j lj *urf4i'c c»! p^ — /',"*" <* ^' '**** f«»n'CH tjng«MitK*IIc> "»»>ni Iri variation^
•Ir \jt tiMioiofi «uiMTlii H'ilr — I -—I lit>«'H jui \ari4lion<» <1<* lj <l«*OHiic «up^rGrirlIi' iMr uni' riiiutinn <lf'
' o* itt I r I
I «•iii|>rr*<»i|iilitt* 4 4l**tiiatuli-r é rrt|MTifrirr ; lc>« ^itr"»"»*"* é iiitriMluin* <ljn«^ relie? r<|ualioii <i)iiatiiii|iir pa-
r4i«%<-nt l'^tr* If^ «Iriiii ^onitiii'^ *\r% «iir%«r«ilu li<|iii«lf* rt <lr U |>ari»i ro r(»ntart.
I ( rjtil *\nr u, t'. li' «nul r»iiitinii«-«. un** iiMirlM* iiii»l»il«* j«er \r llunlr ne poiii pJ^ «tr pimprc; un
tulK*. iinr «urfair frriii* •* rufcniKiil ti»uji»ur« la fti«''iiir iiiatii-rr; il r«*%uitr du Vlriiioirr d«* M. Ilill (iH^i)
«|iir. |M.iir uo «^«tcnir t|Uf-|ri>iii|ur df tulx**» iiiobilr^ 4\rr |«> /nfuùtf, il ctii^tr uii«* i|U.iiititr ron»ldintf'
I** l'iii; «lu tulx*. ri t{ui m* rtiuikcr^r daii« le iu«>u«cnirnl, jouant aïo^i un r<Mc analogue a celui de
1 uiten«iie.
7 CHAPITRE I. — TOURBILLONS DANS LES FLUIDES PARFAITS. l3
Cas où il y a des surfaces de discontinuité S. — Les trois démonstrations montrent que toute la partie du tube-tourbillon qui reste d^un même côté de la surface de discontinuité conserve son intensité. Deux tubes-tourbillons qui découpaient le même élément é/2 cessent aussitôt de se correspondre : on ne peut même plus les supposer réunis par un fuseau-tourbillon pris sur la surface; car la direction de leur déplacement relatif (wa — W|, v^ — v^^ ^v^ — ^V\) est précisément orthogonale à la direction du fuseau S, H, Z. On doit donc renoncer à la conception de tubes-tourbillons qui se ferment à travers la surface de discontinuité, et regarder deux tubes-tourbillons, situés de part et d'autre de cette surface, comme entièrement indépendants; il convient de distinguer, sur la surface Y,^ deux couches situées Tune du côté (i), l'autre du côté (2), se mouvant Tune avec la vitesse W|, v^^ w^^ l'autre avec la vitesse W2, ^^2? <^'2î ^^ fermant respectivement les tubes-tourbillons correspondants.
Un tube-tourbillon qui aboutit à une surface de discontinuité mobile avec le fluide reste toujours composé des mêmes masses ( ' ).
7. Exceptions dues aux forces extérieures. — La conservation de rinlensilé des tubes-tourbillons est en défaut si les forces extérieures n'ont pas de potentiel ou si ce potentiel n'est pas uniforme. Cela se produira si le liquide tout entier est sillonné de courants électriques permanents ou variables, soumis à leurs actions mutuelles et placés dans un champ magnétique. Soient a, ^, y les composantes de ces courants, a, 6, clés composantes de la force magnétique totale; on a
et il faut, au lieu de V^ — V^, mettre dans le second membre de r«*qiiation (i)
cette intégrale n'est pas nulle, en général, pour un circuit fermé, comni«» on
(') Si la surface de discontinuité se déplace par rapport au tluidc, les tubes-tourbillons (|ui v aboutissent ne restent pas formés des mêmes masses fluides : ils peuvent se former et devenir libres: des annraux peuvent au contraire rencontrer la surface, s'y ouvrir et s'y détruire; pour la matière d'un tube qui passe d'un côté à l'autre de la surface de discontinuité, l'intensité chan^îc do valeur. Mais ce cas est ordinairement exclu : la masse de fluide qui traverse la surfaoe doit y subir un chanjjement fini de vitesse tangentielle, ce qui exijçe l'action d'une force tan;;entielle finie par unit»'- <lo surface, que la capillarité ne peut produire; il existe pourtant dos actions physiques capables do fjroduire de pareilles forces : le frottement superficiel, les actions électroslati<mos sur une c<iuchc superficielle d'électricité non en équilibre, les actions magnétiques sur une couche mince dos courants électriques. Ces cas exceptés, une surface de discontinuité sépare deux masses de fluides a jamais distinctes.
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s'en assure fucllemont mit un exemple simple. Donc, dans un fluide parcouru par des courants éleclri(|ues :
1** La circulation n'est pas invariahie dans un circuit fermé qui se meut avec le (luidr. Il en est de même de l*intensité relative à une portion de surface limitée. Klle peut croître indrfiniment si le mouvement maintient la mt^me disposition f;éom<'trique dt'S lif^nes-tourbillons par rapport aux lignes de force magnétique et aux courants.
•4** In tuluMourhillon ne se meut pas avec le fluide, il n'est pas lié indéfiniment à la matirre dont il est formé à une certaine époque.
(«Iiarun sait en efl^et comment on produit la rotation électromagnétique des liqui<lrs dans des e\(>ériences classitjues. (lomme ce mode de génération du mou- Moment rotatoire n\i pas été jusipilci utilisé pour Télude même des tourliillons, je nrn parlerai pas davantage.
.le ne parle pas non plus d'un corps doué de magnétisme permanent; la réalité pinsique semble appartenir non à la masse magnéti(pie, mais au moment magnétit|ue; rt'xislenee du magnétisme |)ermanent n\rst possible (|ue dans un corps dont les réactions élastiqut>s pourraient donner sur un ét«'nient de volume un roupie proportionnel au volume. Aueune des théories actuelles de Télasticité ne s'applique à ces corps ; les transformer ici m'entraînerait trop loin; d'ailleurs une aimantalion permanente semble incompatible avec l'état fluide parfait.
/ixrrptions durs tiiijr rrtictions élastiffucs, — Pour un fluide élastique quelronijue, b* terme / -^ est renqdacé par
«Ml Ton iloit tenircomptr des lois de compressibilité. Cette intégrale s'annule pour un rontour fermé queleontpie, lorscpjc la (piantité inlégré'e e>l difli'rentielle f\act«' : cela n'arrive <pie pour certaines lois «le mouvemrnt parliculiér»»s à chaque nature de fluid«* élastiqu<'. Pour h>s fluides |>arfaits eux-mêmes, il faut que la pression soit unr fonclidu <le la densité seule, ce <jui est loin d'être le cas général.
Il e«»t anse/, dillieilr de s«* rendrr compte sans calcul de ta nécessité de ces dixer^es condition^. |)ans un fluitle parfait. Ifs priassions produisent ^ur un élément de %olume un«* [lous^ro normale aux surfaces dégale densité. I)an< un corps <inlinaire. b's réarlit>ns élastiques .\, T [>roduisent au>si sur un élément de %obime une résultant«* uniqn**. mais dont la direction n'est pas liée aux surfaces d'égale di-iiHiti*. L'i vrndde être toute la «liflérence; pourtant, en v reganlanl <le prés, on reconnaît qut-, <lans un fluide parfait, la résullantr des pressions e>t toujours ap-
pHquée rigoureusement au centre de gravité du fluide contenu dans Félément de volume tout comme la force extérieure, el l'inertie de la matière. Au contraire, dans un corps à forces tangentiellcs, la résultante des actions élastiques ne passe qu'approximativement par le centre de gravité de l'élément; pour l'y transporter, il faut ajouter un couple de Tordre du produit de la résultante par le carré des dimensions linéaires de l'élément, et qui dépend des dérivées secondes des N et des T. Pour un cube ce couple ne s'annule que si trois relations entre ces dérivées secondes sont satisfaites : ce sont précisément celles qui expriment que l'intégrale (2) est indépendante de la ligne d'intégration. Quand il n'est pas nul ce couple est du cinquième ordre, c'est-à-dire de l'ordre du moment d'inertie de l'élément de volume : il peut donc imprimer à cet élément une accélération angulaire finie, et par suite altérer son mouvement de rotation autour du centre de gravité (*).
Ces considérations me paraissent indiquer dans quelle direction il convient de chercher la raison élémentaire de la remarquable propriété des fluides parfaits découverte par Helmholtz.
Le mouvement qui prend naissance à partir du repos dans un fluide sans frottement est doué d'un potentiel des vitesses, sous les conditions énoncées phis haut. 11 en est de même pour un fluide naturel, au moins au début du mouvement; mais, si le mouvement se prolonge, le frottement interne, quelque faible qu'il soil, donne naissance à des vitesses de rotation qui croissent avec le temps. Celles-ci peuvent donc avoir une valeur finie dans le mouvement permanent d'un fluide, même assez dépourvu de viscosité pour qu'on puisse entièrement négliger les termes qui en dépendent dans les équations diflerentielles. C'est ce (ju'on verra plus nettement au Chapitre II.
(') Déâîgnons par A, B, C, D, E, F les six composaotcs du moment d'inertie géométrique d'un petit volume quelconque, c'est-à-dire les intégrales de x*, y*, z'^yz^zx, xy. Appelons (0^^, (j*^, \ les vitesses de dilatation linéaire, de glissement et de rotation, et A^, T^, £ des quantités formées au
moyen des forces élastiques par unité de volume -^ h — — ^ h — — '» • • • , • . . , comme (Jt),, ^1' , ; le
•' T r ^jj Oy ÔZ xy ory ^
iont en i/, Vy tv. Le moment de la quantité de mouvement d'un petit volume autour de l'axe Ox est le produit de p par l'expression
(B -t- C)Ç - Fïi - E; 4- D (dO.- (0 ) -h(B - C) Ç,4- Ff,;- E(,\,
et le moment des forces élastiques a la même expression en fonction de A, F, 1. Cela est d'ailleurs évident si l'on se souvient que l'équilibre de translation d'un élément de volume assure réquiliLre complet d'un volume fini quelconque. Dans le cas particulier du cube ( A = B = C ; D = E = F = o), les équations des moments donnent séparément les variations de la vitesse de rotation Ç, t„ (^ d'ilelmholtz. Les conditions S = H = Z = o, qui expriment que la circulation est constante, expriment aussi que la vitesse de rotation d'un élément de volume symétriq.ue est invariable avec le temps.
l(> M. BRILLOUIN. 8
Problèmes particuliers.
8. L'analo*;io l'Ieclromagnélîqiie (n" i, p. 8) |>crmct d'étudier facilement quel- <|ues cas importants du mouvement tourbillonnaire dans un liquide indéfini. A un moment quelconque Tintensité et la forme des tourbillons déterminent entièrement la distribution des \itesses Uj r, iv : la vitesse est en chaque point égale à la force é]ectroma^néti(|ue que produiraient des courants électriques avant même intensité et même forme que les tourbillons. Pour se rendre compte de la directitm de la force électromagnétique en un point du courant lui-même, il faut ronsidérer la forer électrod\namique que IVIément de courant subirait par les lois dWmpère, et en déduire la force électromagnétique correspondante. Ayant ainsi déterminé la \itesse de translation d'un élément du tourbillon, il <levient fiieile de reconnaître comment se meut le tourbillon dans son ensemble, s*il subit des df'formations périodiques ou constamment croissantes.
r* A/oUiCmcnt plan, — Vu tube-tourbillon recliligne, de section invariable, d'intensité I, produit autour de lui un mouvement circulaire; chaque c\lindre de
ra\on r tourne avec une vitesse ani^ulaire .; le (îlet reste immobile.
In nombre quelconque de tubes parallèles se déforme et se déplace, de manière que l«* centre de gravi té des intensités reste immobi le (Ilelmhollz, i858;^lt/i.» I,ia3). KirchliofFa montré Texistence d'autres intégrales du mou\ement {Varies,, '*%). J*e\aniinerai seulement ici le cas de deux tubes parallèles.
Deux tubes parallèles conservent une distance invariable d\ chacun d'eux
communique à l'autre une \itesse perpendiculaire au plan commun et égale à
II
-—.* rr~/» "** tournent avec la vitesse angulaire -^.,- autour du centre de gravité
de leurs intensités en décrivant des cercles égaux ou inégaux sui\ant que les intensités sont égales ou diflerentes. l^ centre de gravité immobile est entre les deux tubes s'ils sont de même signe ; il est en dehors du c«^té du plus intense, s'ils sont de signes contraires. Deux tubes é^aux et de signes contraires ont un mouvement de translation uniforme perpendiculaire à leur plan. I^ mou- \«'nient qu'ils produisent <lans le plan médian est tangent à ce plan, qu'on peut supposer solide. In tube, situé à une distance d d'un plan lixe, se meut donc avec
une\ite!>se 7-^-% parallèlement à ce plan, comme s'il nmiait en sens inverse de sa rotation. Lu ttiurbillon compris entre deux |>an)is planes qui font un angle -
décrit une spirale de (loles rsin/iQ^a. V,î\ tourbillon \oisin d'un c\lindre circulaire tourne tout autour sans s'en écarter, comme on le voit facilement par la méthode des images.
Un assez grand nombre d'autres exemples de mouvements plans, dans le voisinage de parois cylindriques, ont été traités par les géomètres anglais : Basset, Coates, Ferrers, Greenhill, Hill, Hicks, dans le Quarterly Journal^ le Messengev^ les Procecdings of the royal Society of London, et les Proceedings of the Mathematical Society,
a'' Mouvement dans V espace, — Un tourbillon annulaire, plan et circulaire, se propage sans changement de diamètre dans l'espace indéfîni. La vitesse constante normale à son plan dépend de son intensité, de son diamètre et des dimensions transversales du tube annulaire.
Deux anneaux circulaires égaux parallèles et de rotations inverses ne produisent pas de vitesse perpendiculaire au plan de symétrie; leur mouvement n'est pas changé si ce plan est remplacé par une paroi rigide. A la vitesse de propagation propre de chaque anneau, il faut ajouter la vitesse due à l'autre. Celle-ci se compose d'une vitesse de translation généralement inférieure à la vitesse propre des anneaux et de sens contraire, et d'une vitesse d'accroissement ou de diminution du diamètre, suivant que les anneaux se rapprochent ou s'éloignent. Au total l'anneau grandit indéfiniment en se rapprochant du plan de symétrie; son mouvement de translation se ralentit si la rotation est inverse, il s'accélère et diminue progressivement de diamètre en s'éloignant du plan de symétrie. Comme ces deux mouvements correspondent à des rotations inverses, il ne saurait être question de réflexion de l'anneau contre le plan; il doit s'en approcher sans jamais l'atteindre.
On peut analyser de même le mouvement de deux anneaux de même axe, mais inégaux en diamètre et en intensité. Considérons deux anneaux de même signe et peu différents. Pris isolément, ils auraient des vitesses de translation égales pour certaines valeurs de leurs diamètres. Mais les actions mutuelles accélèrent de plus en plus le mouvement de celui qui est en arrière, B, en le rétrécissant ; au contraire, elles dilatent le premier, A, dont la vitesse diminue jusqu'à devenir égale, puis inférieure à celle de B, si bien que l'anneau B traverse l'anneau A et passe devanl. Désormais les rôles sont renversés, l'anneau Bse dilate et se ralentit, l'anneau A se rétrécit et s'accélère et le même jeu se reproduit indéfiniment entre les deux anneaux qui passent tour à tour l'un dans l'autre sans se quitter jamais (Helmhollz, i858). J.-J. Thomson, qui a étudié à fond celte question (i883), a précisé les conditions de ce mouvement, et les relations qui existent entre ses éléments. Considérons deux tores circulaires, engendrés parla révolution de deux circonférences concentriques autour du même axe, et animés de la même vitesse de translation le long de cet axe. Chacun des anneaux décrit la surface de l'un des tores. Le cône variable qui les réunit passe toujours par la circonférence axiale commune. Les intensités des deux anneaux sont sensiblement en raison inverse du diamètre de la
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section nu^ritlicnno du tore correspondant, pourvu que les volumes des tubes-tourhillons «>irnt les m<}mes.
l)(Mi\ anneaux de même «i\e, mais désignes contraires, marchent Tun versTaulre; le plus |)etit se ralenlit, grandit et traverse Tautre qui s^esl dilaté pour le laisser passer, en se ralentissant s'il n*est pas tr«*s grand, en n'accélérant au contraire s'il e%l lieaueoup plus grand. Après cela, tous les elVets changent di' signe, et les anneaux se >éparent en général. Il ne semhie pourtant pas impossible que Tun des deux, plus intense et plus grand, entraîne Tautre dans son mouvement de translation, ehaeun oscillant autour d\ine |>osition movenne.
11. (lliaqu«* tube-tourbillon est accompagné d'une certaine quantité de fluide denur de rotation, qui lui f()rme une sorte d*atmosphcre. Cette atmosphère peut d'ailleurs >e séparer du tube-tourbillon quand il subit unt* variation d'énergie tempor.iire ou permanente par une cause (pielcon(|ue. Sir \V. Thomson en a donné un exeinpit% dans le cas de deux tubes parallèles, égaux et de rotations in\erses { iS<»7M//i.'. i"^. I*a \itesse de translation des tourbillons est moindre que celle
Fip. I. — (W. T«OM»«»^. Proc. H. S. £V/., iHl»;.)
qu*iU produisent entre eux sur une certaine étendue du plan médian; il existe un cylindre, lieu des points où la vitesse* du fluide a une composante // perpendi- ( uLiire au plan des deux tubc^s égale à leur vitesse de translation commune U : c'est ce c\lindre qui limite l'atmosphère ; il entoure les deux tubes. A Tintérieur de rc c\lindre la \itesse u du liquide parallèle à la vitesse de translation des tourbillons est su(>érieure à U; elle est moindre à l'extérieur. Les courbes tracées sur la ligure sont des lignes de flux par rapport aux tourbilhms. I^s lignes extérieure»». (|ui n'ont pas été tracées, sont grossièn*ment parallèles à Taxe île svméirii» dont elles s'écartent |H)ur contourner l'atmosphère des tourbillons mobiles. Les équations de ces lignes sont très faciles à déduire de l'analogie électromagni'lique. Kllc^ sont indépendantes de l'intensité.
Dans le cas des anneaux circulaires, ratmosphère également indépendante de rintensité a beaucoup moins d'étendue; elle est généralement contenue à Tintérieur d'un anneau qui enveloppe le tourbillon; son épaisseur dépend du rapport du volume du tube à son ouverture. C'est seulement quand cette ouverture est
petite (a < q^*'^^*) ^"^ ^^ surface limite coupe l'axe; d'abord concaye au centre, puis convexe, elle s'allonge à mesure que l'anneau-tourbillon se rétrécit.
10. Vibrations des tourbillons, — Dans tous les exemples précédents, le mouvement a un caractère permanent. Mais il importe d'aller plus loin et d'étudier les lois des vibrations des tourbillons, pour savoir quelles sont les formes stables. Les déformations de la ligne axiale du tourbillon d'intensité I peuvent quelquefois être étudiées sans hypothèse sur la distribution de l'intensité dans la section du tube et sur la forme de cette section; mais il n'en est jamais ainsi des variations de forme de la section. On s'est borné jusqu'à présent à l'étude des tourbillons liquides dont l'intensité est uniformément distribuée dans la section droite; cette uniformité de distribution se conserve, quelles que soient les déformations du contour de la section droite, et l'on peut calculer par quadratures les vitesses internes et externes dues au tourbillon déformé.
1^ surface limite du tourbillon est constamment formée des mêmes parties fluides; si on la représente par F(x^yj z, /) = o, à chaque instant on a
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On choisit d'abord le système de coordonnées géométriques le mieux approprié à la forme particulière du tourbillon, et on prend pour la fonction F un développement en série dont les coefficients seuls dépendent du temps. On en déduit par des quadratures (n" 4, p. 8) les valeurs de w, c, w sur le contour en fonction des valeurs actuelles des coefficients, et on les porte dans l'équation (1). Oll(;-ci se décompose en autant d'équations diflérentielles du premier ordre qu'il en faut pour déterminer tous les coefficients en fonction du temps. Il ne reste plus qu'à intégrer, ce qui présente presque toujours des difficultés insurmontables. Toutefois il est ordinairement assez facile de décider si la forme type adoptée est stable pour toutes les petites déformations, car les équations sont alors linéaires.
Kirchhoffa étudié en détail (Vorles., p. 205) le tube rectiligne à section elliptique. Soient ^ la vitesse angulaire élémentaire, et a, b les deux axes de Tellipse contour :
i" Le contour de la section tourne sans se déformer autour de son centre avec
une vitesse w ecale a — , »
JO
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*" In point intériiMir (Xo,^>'o), situé sur une ollipsc d'axes Xtt, Kh, liomolhéli(jur au contour, ilccrit a\cc la vitesse anf^ulaire «o une circonférenoc de ravon
\ Kift — A) <lonl le rentre est au point -.r,,, -- Vo par rapport aux axes de
relli|i>c prise dans sa po^iititin initiale.
Le< résultats de Kireliliofl' se prêtent à un énoncé beaucoup plus clair à mon. a\is, et qui tlonnc la physionomie générale du mouvement dans tous les cas. I)ans la section droit** tournant tout entière avec la \itesse angulaire o), traçons les ellipses liomotliétitpies au contour. <Ilia(pie ellipse mobile reste constamment formée des m«^mes particules lluiden, <pii la parcourent conformément à la loi des aires tiansie sens du mouvement ;;énéral a\ec la \itesse aréolaire A'^oxi//, en sorte <pie toutes les ellipses sont décrites dans le même temps.
Il en est de même quelle ipje >oit la déformati(»n simple du contour. Une rotation lente entraine le contour et les courbes liomotliétiqu(*s, le lon^ desquelles le lluitle >v meut rapidement dans le même sens ave<' unv période uniforme. Sir \V. riiom^on a montré (|u<s pour une petite déformation à n saillies, la \itesse angulaire du contour est — Z. Iai section circulaire est encore stable si les saillies
occupent des lié'lices de même pas, au lieu de f;énératrict*s, sur la surface du tube tourbillon (iS8<>).
|)e<» tubes circulain^s é^aux distribués aux sommets d un poU^one régulier un peu grand forment un svstème stable si le pol\;;one n*a pas plus de six cê>tés; ils tournent a\ec une \itesse angulaire uniforme autour du centre immobile. Mais, si le pol\gone a seulement sept somnit^ts, Tun d<'s déplacements possibles cn>ît indétinimcnt, au li<-u d*étre périodique, et le système des sept tourbillons est instable
( J.-J. l'homstu), iS8.i K La vitesse de rotation commune «.),, est égale à —^ — I, s'il
\ a n tubes. Les périttdes des déplacements sont résumées dans le Tableau sui- \ant :
t-.V i4 iv"» *"• "'-^ ^ **'^^'** *"• *'***'* '^*""
<hiant aux dél'ormations de la section de chaque tube, J. Thoinson a examiné leur inl1ucnc«* dans le ca*» de deux tubes. Klles pro<luisent des variations périodi4|ues de tous Ic!» ('léments d'autant plus petites que* le nombre de dentures de la dêf«»rmation est plus grand. Par exenqde, rdlipse tourn<' autour tie son lenlre avec >a \iles%e de rotation proprt* et oscille lentement autour «le la forme circulaire
a\ec la période ; rdlipticité maximum \arie en raison in\erse du carré de la • '«ij ■
distance de» deux tubc%.
Voyons maintenant l^anneau circulaire de rayon moyen a et qui a pour section méridienne un cercle de très petit rayon b. J.-J. Thomson a démontré (i883) que cette forme est stable. La vitesse de translation moyenne est
-i_(log?f_,).
Sir W. Thomson avait indiqué dès 1867 une valeur à peine différente. Si la circonférence moyenne est divisée en n segments égaux par la vibration, la période est sensiblement
tant que n est petit. Quand n est de l'ordre de ^> la période devient
iT.a \T,a
//.•(/.«-■) ,/,ogi|_,,„8)
iTia
Si l'on met en évidence la longueur d'un segment vibrant, ces deux valeurs
concordent d'une manière satisfaisante avec celles que Sir W. Thomson (1880) avait trouvées pour un tourbillon rectiligne dont l'axe est simplement fléchi.
Il est facile de se rendre compte que toute courbe plane autre que le cercle se déforme nécessairement en progressant; car les forces électromagnétiques perpendiculaires au plan de la courbe ne sont pas partout égales ; la vitesse de translation des diverses parties de l'anneau n'est pas la même; il cesse d'être plan. En même temps les forces électromagnétiques cessent d'être parallèles à leur résultante; la projection de l'anneau sur son plan primitif change de forme et, tout en progressant avec une vitesse moyenne constante, il oscille autour de la forme circulaire, se courbe et se tord.
\ \ . Choc de deux anneaux. — J.-J. Thomson a étudié l'influence mutuelle de deux anneaux circulaires qui passent assez loin l'un de l'autre pour qu'on puisse se contenter d'une première approximation. Voici les résultats principaux qu'il a obtenus (i883):
La direction et la vitesse du mouvement, le diamètre des anneaux subissent un changement permanent; en outre, chacun d'eux est mis en vibration; quand ils se sont écartés l'un de l'autre, la période est celle qui correspond aux dimensions finales de l'anneau. Les directions de référence sont :
i*" La plus courte distance Di entre les lignes presque droites parcourues par les centres des deux anneaux A et B ;
aa
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a" l^e |>lan N perpendiculaire à cette plus courte distance en son milieu :
'\^ l^es directions mêmes des mouvements de chaque anneau AA', BB' sensiblement parallt^les au plan N.
Les deux anneaux n'arrivent pas simultanément aux extrémités de la droite D| : j*appellerai A celui qui y passe le premier. La plus courte distance entre les deux anneaux est une droite D3 di(r«*rente de D| et plus longue.
Soient I, H, U, l\ l\\ V Tintensilé, le rayon et la vitesse de translation des deux anneaux A, B et e Tangle des chemins A A', BB'. La vitesse relative des deux anneaux est
L*accroissement du rayon H après le choc est
HR'L'l'sin»i / ,D?\ / DJ
L'angle du chemin de A avec N, compté positivement quand A s'éloigne du plan, est
L'angle du chemin dévié de A avec le chemin initial, mesuré parallèlement au plan N et pris positivement vers BB, est
<>uant aux signes, le Tableau suivant les résume :
l>i > i-4 » \ cl B * ccartcnl du plan N ^ > o, <p' > o.
IS < ■ /-- ' A cl IJ se rapprochenl du plan N © < o, q' < o. V i
{,e rsi\on cl IVncrpic de A croi^scnl. Sa viic«»*c de lran»laiion diminue. 5R > o.
Pour B r*e>l le conirairc. f
^ l" r-l'ro«»i A «tr rapproche de BB' ^ '^ o, M -^1 'ro*i A *Vluipnc de BB' <}» < o,
\ t >l rosi B ^'éloigne de AA' i}^'<o,
t t '•:: l vo%i B »e rappr(»ohe de AA' ^' > o.
Sir \V. ThomM>n a montré par un raisonnement très général ( l'oriex Mot,, § IJ5, iH()8i qu'un tourbillon ipii panse près d'un solide fixe est toujours dévié comme |>ar une attraction h»rsqu*il se meut librement (Ch. 11). J.-J. Thomson a retrouvé ct* r«*^ultai pour le passage d'un anneau circulaire près d'une sphère. L'anneau se
II'* rlTfl*
4<inl renier**'**.
ralentit et s'élargit à mesure qu'il approche de l'obstacle; des mouvements contraires se produisent quand il s'éloigne. Ni les dimensions ni la grandeur de la vitesse finale ne sont altérées par le passage auprès d'un obstacle fixe. La direction
du mouvement a changé d'un angle — -~g ,,p^^ en appelant a le rayon de la
sphère, et D la plus courte distance du centre de la sphère au centre de l'anneau dont la vitesse est U.
12. Anneaux noués. — Ces anneaux peuvent être formés d'un ou plusieurs tourbillons distincts. M. Tait s'est particulièrement occupé de la question du nombre des nœuds qui peut présenter un intérêt géométrique analogue à celle de l'ordre de multiplicité d'un espace. Voici un exemple simple d'anneaux de ce genre.
Traçons, sur un tube flexible, — pas d'une hélice à pn filets; courbons le tube et
réunissons les extrémités des files en regard : l'anneau est formé de n courbes fermées distinctes, mais enchevêtrées. L'ordre de multiplicité de l'espace extérieur est /i-l-i, puisqu'il n'y a que n intensités distinctes; mais le nombre des nœuds est beaucoup plus grand. Dans le mouvement permanent, les anneaux sont enroulés sur la surface d'un même tore s'ils ont tous la même intensité; s'ils sont d'intensités différentes, les tores qui correspondent à chaque anneau ont des sections méridiennes différentes, mais même circonférence axiale.
J.-J. Thomson a traité le cas de n := i, /? = i (i88i): les deux courbes font m lours l'une autour de l'autre; elles sont enroulées sur deux tores dont les sections méridiennes concentriques ont des rayons inversement proportionnels aux intensités: les rayons menés du centre commun aux deux courbes sont en ligne droite. Ces conditions ne suffisent pas pour la stabilité, il faut y ajouter l'égalité des vitesses de translation moyennes. Soient d la distance des deux filets (somme des rayons des sections des tores); 6, b' les rayons des sections droites de chacun d'eux; I, V leurs intensités; gj, w' leurs volumes
Ainsi, la distance d est une fonction de l'ouverture moyenne a et des constantes de chaque anneau. Si les deux anneaux sont différents, il y a deux périodes de vibration d'ensemble (déplacements simultanés des traces des filets dans toutes les sections méridiennes), l'une rapide
l'autre lente
I-t-r II' 2/yH— I
T.d^ I-+-1' 47ra« ^^bb'
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(|iii (Irprndonl du nombre m de tours de riiélice. (>es périodes diflerent peu. Tune de la prriode d*oscillation d*iin anneau circuluire simple pour une déformalion de rang m, Tautn* de la diirrc <lr rotation de i*un des tubes autour de Tautre.
Dans le cas partiruliiT où \os deux anneaux ont même intensité, on en déduit b = b\ mais d reste indéterminé. 1^ forme d'équilibre de chaque anneau n*esl pas rhélice simple tracée sur le tore : il s'y superpose une hélice de pas moitié moindre, comme le montrent les équations en coordonnées cylindriques
p :=z a ." - vus { tit — m i ) -+- -. — ros aTu/ -t- m y ),
, fi . , , fi* . , ,
s — i: - *in ( ti / — /Il V ) - -.t- înn a ( [x t -^ m v )t
rapi)c»rtées au plan moyen. Les signes supérieurs se rapportent à Tun desanneaun, les signes inférieurs à Tautre; a correspond à la période d<.' vibration lente.
.\ l\'xception de c«* dernier résultat, poussé au second ordre, tous les calculs de J.-J. Tbom^on (iSS.S) sont cics approximations du premier ordre par rapport à
-1* 7 * P<uir des anneaux dont l'axe est sensiblement circulaire. I>a section droite fi '
rst aussi sensiblement circulaire et la \itesse de rotation > est uniformément répartie. Knfiii il ne s*agit que des fluides incompressibles.
M ffis, Tour(»iiions creux. — Dans les mouvements que nous venons (rexaminer, une petite partie du liquide est animée du mouvement giratoire; pour tout le reste il y a un potentiel des vitesses a\er une constante cyclique. Le caractère du mou\ement produit dépend de Texistence de ces deux parties du liquide, t hr.irri\erait-il si Ton supprimait le tourbillon, tout en conservant a la partie extérieure du liquide une circulation I autour du vide laissé à la place du tourbillon? i^e^t ce que M. Ilicks a examiné dans deux Mémoires, parus en i884 et |SM"», qu'il me reste a analyser.
l'rês dr la surfaec d'un anneau-tourbillon de grande ouverture, dont la section rirculaire a un ra\on A, le mouvement du licpiide se compose d'un mouvement de lran<«latioii égal à < i*lui de Télément voisin du tourbillon, et sen>iblenient unif«>rme, v\ tl un mouvement de rotation autour de Taxe curviligne du tourbillon. Kn un point situé à un<* tli^tanee r de C(*t axe curviligne, la vitesse linéaire du mouve-
meni de rotation est M'nsiblement à l'extérieur : elle prend la valeur maximum
'à Tir ' ■
, à la >urfae«* du tourbillon, tliminue et devient écale à — ti dans Tintérieur si la viteHM» de rotation co - — r- ent uniforme «lans la section. I^a pression en un
iHiinl extérieur à l'anneau est alors />• — 5 . - ;• si le liquide n'est soumis à aucune
autre aetion extérieure qu'une pression uniforme />, aux points où la vitesse est nulle. La présence de Tanneau-tourbillon n'est nullement nécessaire pour que le
mouvement extérieur conserve toutes ses propriétés; nous pouvons supposer qu'il est remplacé par un solide déforraable ou non, ou même par un espace vide dans lequel la pression est nulle. Lorsque ce vide forme un anneau de grande
ouverture, c'est le rayon de la section — 1/ ^"î se conserve dans le mouvement. Le volume du vide varie donc avec la grandeur de l'ouverture. Il en résulte que les conditions de stabilité de l'anneau vide, les périodes vibratoires de sa surface libre et du liquide environnant ne sont pas les mêmes que pour un tourbillon plein de liquide, dont le volume est invariable.
Toutes ces propriétés peuvent être étudiées rigoureusement en défmissant le potentiel des vitesses par un développement en série de fonctions analogues aux (onctions de Laplace, étudiées déjà par M. C. Neumann ('), puis par M. Hicks (i88i) sous le nom de toroïdal. functions. Désignons par a le rayon de la circonférence axiale de l'anneau, et posons
la vitesse de translation de l'anneau creux V, et la vitesse relative U du liquide dans la surface libre de l'anneau onl pour valeurs approchées au second ordre
Enfm la section de l'anneau vide n'est pas tout à fait circulaire; elle prend une forme ovale, allongée dans le sens normal au plan moyen de l'anneau, un peu plus aplatie à l'intérieur de l'anneau qu'à l'extérieur. L'anneau creux reste entouré d'une atmosphère qui se meut avec lui; cette atmosphère est limitée par une surface sphéroïde tant que le rayon du vide n'est -pas extrêmement petit : c'est seulement pour /> <C o, CI 6f environ, que cette surface se creuse au centre et prend, elle aussi, la forme annulaire.
Le mouvement permanent de l'anneau peut être altéré par de petites oscillations, qui changent toujours en même temps son volume. Pour une déformation
à n dents de la section droite de Tanneau, la période est sensiblement
Pour une pulsation simple, (/^ = o), changement de volume accompagné des changements nécessaires de l'ouverture et de la section moyenne mais sans changement de forme, la période est - ^ - .- Ce changement périodique de
volume était impossible dans le cas des anneaux tourbillons à noyau liquide. Le second Mémoire do M. flicksosl relatif au cas plus compliqué où Panneau
(') Théorie i/er /\ /('Ci rnitfi/s uiul WàrmeK'ertheilunî* in einent Hinge. \X^i\.
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tourbillon est forme par un no^au liquide de densilé difTërenle du milieu environnani, à rinlt^rieur duquel peut se former un anneau vide quand les dimensions de rouverture dépassent une certaine valeur.
Production expérimentale des tourbillons.
1.3. Tout le monde a pu ol)*^crver ces anneaux persistants lanc<^s par les fumeurs dans un air calme, ou ceux que produit la combustion spontanée du phosphure d'hydrof^i'^ne. On les voit flotter lentement dans l'atmosphère, se déformer au moindre souille, s'allonger, puis se rompre el persister longtemps encore, en se dissipant peu à peu par les extrémités disjointes. Souvent aussi, Tanneau ne se forme même pas, et la fumée s'échappe dés le début en longue traînée semblable à un fil de la \ ierge. Ces anneaux sont des anneaux tourbillons; ils persistent « sans se rompre, tant qu'ils se meuvent dans Pair calme où les vitesses varient d*unc manière continue. Atteignent-ils une surface de discontinuité ou plutôt, à cause du frottement de Pair, une région de remous et de variations ra|)ides de la vitesse dus à la rencontre de courants d'air opposés, les anneaux se rompent et leurs extrémités s'écartent. La rotation n'a pas pour cela disparu ; mais la partie du tube située dans la couche de discontinuité est devenue si mince que la fumée n'y est plus \isible (n*' 0).
A l'époqur où llelmholtz fondait la théorie et avant de la connaître, en i858 et i86o, llogers en Amérique, Heuscli en Allemagne ont indiqué le moyen de produire à coup sur des anneaux fermés persistants dans les gaz et dans les liquides; ils ont étudié leurs actions mutuelles.
l'our lancer une masse tje gaz animée d'un mouvement de rotation, on profite du frottement superficiel et interne; pour la rendre \isible, on la charge de fumée. Tait et Thomson ont vulgarisé un appareil formé d'une grande boîte cubique en bois dont une face a été remplacée |>ar de la toile peu tendue; la face opposée, prrcér d'une ouverture, porte extérieurement deux coulisses parallèles qui permettent d'introduire des cartons ou des planches percées d'ouvertures plus petites et de formes variées. On remplit la boîte de fumée, soit en y faisant brûler divers corps, soit en y mettant dfu\ assiettes remplies d'aride clilorhydri<pie et d'ammoniaqur. In coup «ire frappé sur la toile fait sortir un |)etit volume d'air chargé de fumée; le frottement latéral rend la \it«*s>e de translation très faible au bord, grande au centre, et produit un mouvement de rotation autour d'axes parallèles au bord, qui !i'étf*nd d'autant plus loin que celui-ei est plus épais. [N>ur des ouvertures de 'jo à aj centimètres de longueur, un carton de 5 ou 6 millimètres convient très bien. Tout près de la boite, on ne distingue d'abord qu'une masse confuse de fumée; mais, à quelques décimètres, la fumée de la partie centrale est restée en arrière, et Tanncau progresse seul avec une vitesse à peu près uniforme.
Dans une salle de cours dont le fond est occupé par un grand tableau noir, on ferme les rideaux des premières fenêtres latérales et on laisse passer seulement un faisceau solaire renvoyé par Théliostat parallèlement au tableau. On place la boîte en face de Théliostat, de manière que Panneau projeté se meuve le long du faisceau de lumière: il reçoit une vive illumination qui le détache nettement sur le fond sombre, aux yeux de tout un auditoire.
14. Le mode de production de Panneau montre sudRsamment qu'il est animé d'un mouvement de rotation, et, comme il parcourt dans un air calme 8 ou 10 mètres sans se briser, il est facile de reconnaître qu'il obéit à toutes les lois que la théorie a indiquées.
I® La vitesse de l'air qui traverse intérieurement l'anneau est moindre que celle de Tanneau lui-même. On s'en assure au moyen de légers drapeaux, de flammes ou simplement de la main, placés sur le trajet de l'anneau. Sur les bords, au moment du passage de Tanneau, un violent remous se produit, avec renversement du sens du vent, qui s'écarte d'abord de l'axe du mouvement et converge ensuite vers cet axe. Ainsi, au centre du tourbillon, l'air dénué de rotation se renouvelle constamment; le tourbillon va san« cesse à la rencontre de nouvelles couches, s'y fraye un chemin, puis les laisse s'écouler en arrière. C'est grâce à cette propriété qu'un court trajet suffit à séparer le tourbillon proprement dit du jet d'air central chargé de fumée, mais dénué de rotation.
2° On peut contrôler l'expérience par l'expérience inverse (Bail, Yeales, 1868). On produit la fumée non plus dans la boîte, mais au dehors, à i mètre en avant, en faisant bouillir dans deux capsules voisines des solutions concentrées d'acide chlorhydrique et d'ammoniaque. L'anneau sort invisible, traverse la fumée, reparaît entouré d'un nuage confus; 1 ou 2 mètres plus loin, la fumée centrale s'est dissipée, il ne reste plus qu'un large tore. En regardant par la tranche, on voit nettement que toute cette fumée environne, sans le pénétrer, un tore de même ouverture dont le cercle méridien apparaît, au milieu de la fumée, comme un double trou sombre de 5 ou 6 centimètres de diamètre. C'est l'anneau-tourbillon proprement dit qui se propage en se conservant intact à travers tous les milieux; il s'en entoure et les entraîne un moment, laisse en arrière presque tout ce qui est dépourvu de rotation et, après quelques mètres de parcours, ne conserve plus qu'une mince enveloppe superficielle qui le dessine et qui a pénétré dans son atmosphère (n'' 9).
3^ Ou{>erture circulaire, — Quand on projette l'anneau normalement contre un mur noir, on le voit s'approcher beaucoup du mur sans grandir notablement. Arrivé à moins d'un décimètre, il s'élargit subitement et s'évanouit avec une rapidité saisissante, dès que son diamètre dépasse i mètre ou i mètre et demi. Si l'incidence est oblique, l'anneau s'aplatit sur le mur en se courbant et finit
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toujours très vite par se détruire. L'intensité et la quantité de matière restant les mêmes, la vitesse de rotation est d*autant plus grande et la section d*autant plus petite que la longueur est plus grande ; faction destructive du frottement interne est d'autant plus énergique et plus rapide.
Tout obstacle placé sur le trajet de Tanneau produit un effet analogue. Pourtant, si rohstarle est en dehors du chemin de Tanneau, celui-ci cesse de se mouvoir en ligne droite. l-.e côté le plus voisin de Tobslacle est ralenti, et le plan général de Tanneau tourne. En même temps il se déforme et se met à vibrer. Une fois Tobstacle dépassé, Tanneau reprend ses dimensions et sa vitesse moyenne, mais sa route a été déviée vers Tobstacle. C'est lout le contraire de ce qu'on a Thabitude d*appeler une réllexion (Sir \V. Thomson, Tail, iHCuj).
4" Kn frappant à une seconde d'intervalle deux coups secs sur la toile, le secrmd un |>eu plus fort, on peut avec un peu d'adresse faire sortir deux anneaux bien formés de même rotation. Le second rejoint le premier, le traverse en se rétrécissant et s'accélérant, tandis que Taulre se ralentit et s'ouvre comme pour rendre le passage plus facile. Quelquefois, quand la différence des vitesses n*est pas trop grande, le même mouvement se reproduit avec interversion des nMes.
:V' Avec deux boites on peut facilement étudiera dans leurs détails les actions mutuelles de deux anneaux quelconques; pour faire celle étude dans les meilleures conditions de précision, il faudrait lancer les tourbillons dans une grande salle ch>se, comme une serre vide, et les regarder du dehors à travers une glace.
&* M. Bail (1871- 1875) a étudié la loi du mouvement de translation d'un anneau circulaiie de a 5 centimètres de diamètre environ dans un long corridor. Le tourbillon e>t lancé avec une vitesse initiale de 3 mètres par le choc d'un pendule qui tombe toujours de la même hauteur sur la toile d'une grande boite de 70 centimètres de coté. Le commencement de la chute du pendule ouvre un circuit électrique, que referme plus tard le choc de Tanneau contre une large feuille de papier tendue sur un léger cadre de bois que Ton peut suspendre à diverses distances sur le trajet du tourbillon. L'ouverture et la fermeture du courant sont enregistrées par un appareil tournant qui mesure le temps écoulé. La membrane est disposée dans des expériences successi\es à des distances croissant par 2 pieds jusqu'à 7 mètres; pour chaque position, on fait dix mesures dont on prend la moyenne.
.'Vu départ et jusqu'à une distance de i mètre et demi environ, le mouvement e«»t accéléré et iiiétliocremcnt déterminé ; au delà il commence à être nettement retardé, mai?» l'étendue den expériences n'est pas assez grande pour déterminer la loi du retard, ('/est ainsi que, d'après M. Bail, des résistances proportionnelles à la \ite«»^e ou au carré de la \ites>e satisfont également bien aux expériences (*).
( ■ I \(« t'Ii-rjtioni Brgati%e9 : o,3|j«% ou v* l(»gncp i,oSiij
L'une des deux lois conduirait à un arrêt de l'anneau à une distance d'environ 10 mètres, l'autre à une progression indéfinie de plus en plus lente. Dans ces conditions, je laisserai indécise la question de savoir si le ralentissement est dû au frottement de Tair, comme semble l'admettre M. Bail, ou simplement à l'action des parois du corridor dans l'expérience citée, et du mur de fond de la chambre dans une seconde expérience, actions retardatrices dans un fluide parfait, ou enfin à la compressibilité de l'air.
7® Oscillations, — Avec une ouverture allongée, dont la longueur ne dépasse pas deux ou trois fois la largeur, l'anneau se produit encore très bien. Les courbures inverses qu'il prend alternativement sont très faciles à observer en le regardant par la tranche; de face l'ellipse paraît se déformer avec la même période; elle devient un cercle, puis une ellipse orientée à angle droit avec la première, etc.
Des ouvertures quadrangulaires, hexagonales, donnent des résultats analogues, mais il faut les découper dans des cartons d'autant plus minces que le nombre de subdivisions du contour est plus grand, pour la même surface ouverte. 11 convient de diminuer en même temps la quantité d'air chassée de la boîte.
En outre, dans l'air, les anneaux tendent rapidement vers la forme circulaire qui seule est stable. La cause principale d'un aussi rapide amortissement n'est probablement pas le frottement interne de l'air, mais sa compressibilité. Le temps qu'exige la propagation d'une modification quelconque produit une différence de phase entre des actions qui seraient simultanées dans un liquide; il faut ajouter, dans les équations d'un mouvement périodique, un terme proportionnel à la vitesse, dont le coefficient dépend de la période du mouvement et diffère essentiellement parla d'un coefficient de frottement spécifique tout en produisant des effets analogues et souvent très intenses.
Toutes ces expériences sont faciles à répéter sur une échelle beaucoup plus restreinte au moven d'appareils simples, dont plusieurs ont été décrits par M. Guebhardt dans la Nature {\^i\).
lo. Tourbillons dans les liquides. — Toutes les fois qu'une petite quantité de liquide est lancée un peu vivement dans une grande masse immobile, elle y forme un tourbillon annulaire ou une goutte. Ce dernier cas se produit lorsque la tension superficielle est suffisante ; la surface de la goutte est alors une surface de discontinuité non seulement pour les vitesses, mais encore pour les pressions; le mouvement intérieur est certainement tourbillonnaire, mais rien ne le rend sensible aux yeux. D'après J.-J. Thomson (i885), qui a expérimenté sur un grand nombre de liquides, l'anneau ne se produit que si les deux liquides peuvent se diffuser l'un dans Tautre, ce qui confirme une vue théorique de Trowbridge (1877). L'alcool absolu dans la benzine donne des anneaux; additionné d'un millième d*eau, il ne forme plus que des gouttes.
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(les anneaux ont été étudies d*abord par Kogers (i858) et Reusch (1860). En 1864, Tomlinson a décrit sous le nom de nouvelles figures de cohésion et dessiné les formes très variées des anneaux de divers liquides suivant leur nature et leur dilFusibilité. II se proposait de se servir de ces formes caractéristiques pour discerner le degré de pureté de certaines essences employées en pharmacie.
l'ne condition indispensable de régularité des anneaux est le repos absolu du liquide dans lequel on les forme, ce qui exige une parfaite uniformité de la température. On obtient ce résultat en mettant plusieurs heures d^avance le liquide dans un vase de grandes dimensions posé sur un support bien stable, à l'abri du ravonnement direct du soleil et des poêles. Il est avantageux de choisir un vase de verre à parois parallèles planes : un petit aquarium, le vase ordinairement fourni pour les expériences de Plateau. On éclaire par transparence.
Deux méthodes principales sont emplo\ées :
I** (lliute d'une goutte toute formée;
'a'' Expulsion d*une petite quantité de liquide par Textrémité d'un tube immergé.
Très peu d'expériences ont été faites avec une ouverture en paroi plane peu épaisse, qui fournit des anneaux si bien formés dans les gaz. On obtient des résultats |)lus compliqués et un peu diflereuts par les deux méthodes; je les passerai en revue séparément.
16. ('hute d^une goutte de liquide. — Ln très bon procédé consiste à mettn» le liquide dans une burette graduée dont on ouvre à peine le robinet; les gouttes se succèdent très régulièrement à |>lusieurs secondes d*intervalle sans se nuire. Pour des gouttes de 4 ^u 5 millimètres de diamètre, une hauteur de chute de a ou 3 centimètres est ordinairement convenable. Lorsque les liquides ont des in<liceH très différents, ou une coloration propre, il ny a besoin d*aucun artifice pour di>cerner Tauneau; mais, |iour des liquides peu différents ou identiques, il faut en général ajouter à celui qui tombe en gouttes une petite quantité de coub'ur d*aniline intense, (|ui n*altère pas sensiblement sa densité. On peut imiter aussi l'expérience du rideau de fumée, en faisant flotter sur la surface libre du liquide récepteur une fine poussière, ou une couche mince d*un liquide non miscible, comme Thuile sur Teau (Trowbridge, 1877). l/anneau incolore s'entoure en descendant ilune en\eloppe de poussière, <|ui le sépare du reste du liquide, et prend p;irt au mouxement tourbillonnaire.
On obtient ainsi de très beaux anneaux bien formés, a\ant 1 ou a centimètres d*ou\erture et qu«*lques millimètres de section dniite. Ils sont persistant^ et leur se^tiiui droite re^te longtemps très étroite. A mesure qu'ils pnigressent, les petites inégalités s'accusent, la se<*tion se renfle en quelques point» isolés, il s'v forme une sorte de nouvelle goutte, qui descend plus vite,
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suivie d'une légère traînée de matière, et par le même phénomène de frottement superficiel donne, elle aussi, naissance à UD nouvel anneau tourbillonnant. Certains liquides projettent fréquemment deux ou trois couronnes d'anneaux décroissants, et dessinent un véritable lustre flottant. Suivant ta dilTusibililé et la tension super-
Fig. 3.
ficielle, ces anneaux sont rattachés les uns aux autres par de simples lils ou par des surfaces complètes formant dame en ogive {_fig- 2) : (Fousel oil in paraffin oil, Tomlinson, \%H\fig- 3 : J.-J. Thomson, i885).
Quand l'anneau est bien formé et simple, on peut reproduire facilement toutes les expériences décrites sur les gaz.
En 1875, M. O. Revnolds a fait remarquer que tous ces phénomènes se produisent plus ou moins irrégulièrement quand la pluie tombe à la surface de la mer; quand on lance à travers une pomme d'arrosoir de l'eau colorée dans un baquet, chaque anneau se forme, se meut et ne se détruit qu'à une profondeur de quelques centimètres. Chaque goutte transforme en chaleur, non seulement son énergie cinétique, mais une partie de l'énergie de translation de la mer, avant de s'y mélanger ; c'est ainsi que, d'après M. O. Keynolds, une pluie fine et persistante peut calmer les agitations les plus violentes. Peut-être faudrait-il rapporter à une
ia
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caiisr analo^t"' linfliicnrp connue de l'Iuiilc; ronliniicllcmcnt mêlée i l'eau de U «iirriicr, rlic riirmi-rait une t'initUion c-n fîtivi );niittelfllos ; la production, puis la <)iiru>ioi). par le froitonicnl, ili- li-tir moiiwmcnl lourbillonnaire interne «eraît Ir mt-cnnisine ilc la Iransfurmatinii tit' l'Oncrcie cinvti(iii«> de la mer en chaleur.
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rondiiioiis ilc prodiirlinn ilii mouvement toiirhilionoaire par simple tnlerne diins la inns^tc du li<]iii<lr, li<''lL-rii(;i'-ne ou non, ont fait l'objel es importantes de J.-J. Thomson cl Ncwall (iSSj).
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un lii(ini)c rcccplnir loulc sa lini|iidi(é apri-* plusieurs );ouUcs. l-f* Jig- 3. \, «i. - iiionln-nl In'-s cxarirmrnt 1rs principales apparences observées. Qiianil lu lcn«iiiii stiporlicicllr nV<l pas nulle, l'anneau ne se forme pas; mais les (li-Hiniiati<uis <)ir Ih fiitwWe {Jip. 6 et -j ne sont pas moins earactéristiques d'un mouirniciit Iniirhillonnain- ihlrnie.
Kiilin la prrsisluncr il<- l'anneiui ilrpciid ilo la ftiinie '\e la f;»irUe au moment ■•m
-iirra.-.-. J. TliouK.in ;i lini.t.ilr (|ii<' .■.■tl.- |H'Tii»Ic <■%! Uïcn il.' im .|.-Mr .|...- I.. |..Vi.>.l.- ..Mi1hi,.irr .1.- b f:<'<>11<- <-n sriUi .le s» rri .■.■ns l'.>ir.
«upe
r.. h.W.lev.
IH. i:,..„t,-m.;,t {..u un t„h.- ,;, h,>-hi./i„' imm.-
I ■-•■iitini'ln-ili- iliriinèln- ;it in*, û iHtrcN iielti'iiieiil (-■iiipr-% et eourlx- rit S, «'ou
liiMÎ/iiiil.ilcmrnt <iii M-rlii-aIrnfiil vers !<• Ii^iul, J riittêrieiir (]u liquide r>'-e<
leur. Il esl relié par un caoutchouc cotirl à un lurge flacon. Un robinel qu'on ouvre pendant un temps très court ne laisse échapper qu'une très petite (juanti)é de liquide sous une pression de a ou 3 centimètres d'eau. Les anneatm se produisent 1res régulièrement, mais leur forme est beaucoup moins simple que celle des anneaux gazeux que nous avons décrits. Ce n'est plus un simple tore dont la section droite à peu près circulaire ne se déforme guère : c'est toujours un anneau, mais comme ceux qu'on pourrait obtenir avec un tube de caoutchouc long el très mince, roulé entre les doigts. La section droite ressemble beaucoup à une
il T T ^
spirale tracée à la pointe du pinceau; celte ligue s'^tllonge ci s'enroule de plun en plus à mesure que l'anneau progresse et s'élurgit. O fuit est complètenieni d'accord avec l'action qu'exercent l'un sur l'autre deux anneaux de même rotation, (îette forme particulière se rattache évidemment à l'emploi du tube c^lindriquc auquel le liquide adhère fortement; l'écoulement se fait principalement par le milieu du tube, le liquide s'y élève en forme de dc^me renflé, puis la partie supérieure s'aplalit, s'étate sous la résistance de l'eau, se borde d'un tore qiit va s'élargissant {^fig- 8); la goutte se détache, monte lenlenient en s'enroulani par le bord. Quand le lifjuide récepteur est en repos parfait, la spirale est assez, res-
serrée au bout de i décijnètrc de course pour paraître une sui-face i L'anneau monte, s'élargit beaucoup en approchant de la surface libre
il s'\ dissipe, lanlôl il s'v réfléchit c
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iiinit. (ypst prohahlmicnt quand totilc rotation sVsl éteinte par le frollemenl interne coniiitlrrable que se proiluil celle réflexion apparente.
Dans un li<|uitlc en repos complet, deux gouttes qui se suivent prennent des formes très difféTcnles ( //iT. <)) - la première s'est enroulée en spirale, la seconde s*allt>nge en un tube mince, Textrémité supérieure se rétrécit, se précipite à Tintérieur «le Tanneau, Touviv, le traverse pour s'enrouler à son tour en spirale assez serrée, louant au premier anneau, sa spirale ne tarde pas à devenir dissymétrique, et souvent on le xtnt s*ull(>nf;er à son tour à l'intérieur de son devancier. Le spectacle est plu^ curieux encore ({uand les anneaux se rencontrent un peu obliquement ; les déformations et les enroulements se propagent alors le long do chaque anneau, au lieu de >e produire simultanément. 1^ plupart de ces phénomènes ont été iré<« bien décrits par M. Oberbeck (1^77).
Dés iHr>S, llelmholtz a fait reman|uer qu'il se produit des anneaux-tourbillons demi-circulaires ayant leur axe dans la surface libre, lorsqu'on déplace brusquement une pelle, ou une rame peu enfoncée dans l'eau, une cuiller dans une tasse de thé. Ces demi-anneaux, dont on vtiit la section par la surface libre creusée en entonnoir, se propagent à peu prés comme les anneaux complets dans un liquide indéfini. I^es principes de la théorie des tourbillons creux de M. Iliks permettraient iVcu faire une étude complète.
Dans aucun cas à ma connaissance, on n'a produit ni même observé des anneaux noués. Je ne \ois pas bien comment on pourrait en produire à coup sàr.
Atomes-tourbillons .
19. Les prt)priétés des anneaux-tourbillons dans un liquide infini animé de \itesses continues, qui n'est soumis à aucune force extérieure, ont conduit SirW. Thomson à Tlnpothcse célèbre des atomes-tourbillons (1867). Quelle condition la notion <*xpéi-iiiientale de réquivalence chimique et la lt>i des proportions simples impos<*nt-elles pres(pie invinciblement à toute hypothèse mécanique sur la constitution de la matière? L'existence d'unités de matière très petites, différentes suivant la nature chimique du corps simple, mais identiques pour un même corps, t't iuflestrurtibles par tous les moyens physiques : les atomes. I^s anneauxttiurbillon^ n'ont-ih pas toutes ces propriétés? (^est dans un milieu indéfini qu'ils ^ont formés, et ce milieu uni<|ue |H*ut donner naissance à des atomes difTérenls par la ma«kse. par Tintensité, par le nombre des nœuds. Indestructibles, ils sont néanmoins élastiques; i>olé chaque anneau parcourrait une ligne tlroite; mais, quand deux .inne«iux pa^^nent à quehpie distance l'un (h* Tautre, leurs routes sinlléchissent, et iU é( hangt'fit une partie de leur énergie. Ces action^ mutuelles fournissent les élrini*nl^ d'une tlit-orie rinétitpie Ar> ga/, si les atomes stmt tK*s écartés les uns des
autres ; elles se compliquent si les distances restent petites et peuvent très bien alors rendre compte de Tétat liquide ou solide. Les dimensions de Panneau ne sont pas invariables : elles croissent quand on lui communique de Ténergie ; il en est de même des vitesses qu'il produit autour de lui. Ne peut-on trouver là l'explication de la dilatation parla chaleur? Chaque anneau peut effectuer une infinité de vibrations de deux types distincts, déformation de la section droite, flexions du lube-lourbillon; les périodes en nombre infini sont liées aux qualités indestructibles de Panneau et à ses dimensions actuelles : elles dépendentde la nature chimique de Panneau et de son état, comme Pexige l'analyse spectrale. Eloignés les uns des autres, dans Pétat gazeux, les anneaux ont des dimensions presque identiques; ils vibrent librement pendant la plus grande partie de leur course : les périodes vibratoires sont donc des valeurs déterminées par les dimensions moyennes des anneaux, elles
ne forment pas une série continue; au contraire, les vibrations les plus lentes sont entièrement distinctes ; quant aux vibrations d'ordre élevé, leurs périodes sont très peu différentes et peuvent former une suite continue si les anneaux ne sont pas tous rigoureusement égaux. Si les anneaux sont plus rapprochés, les dimensions sont plus inégales, les périodes vibratoires moins distinctes, aux spectres de raies auront succédé les spectres de bandes. Enfin, dans les solides, l'entassement irrégulier des anneaux produira une répartition plus uniforme de toutes les dimensions autour de la moyenne, toutes les périodes vibratoires seront représentées, avec un ou plusieurs maxima correspondant aux périodes de la dimension moyenne. Le spectre sera continu, mais la répartition de Péclat, non uniforme, variera avec les dimensions moyennes, c'est-à-dire avec la température.
Deux ou plusieurs anneaux qui se rapprochent suffisamment peuvent se lier l'un à l'autre et se mouvoir comme un système unique; suivant qu'ils sont identiques ou différents par leur masse, leur intensité ou le nombre de leurs nœuds, c'est une simple transformation allotropique ou une véritable combinaison chimique qui s'est produite. La réunion est durable ou temporaire, suivant que certaines relations entre les propriétés des anneaux sont ou non satisfaites. Dans le premier cas, la combinaison est permanente et totale; dans le second, la transformation est incomplète, limitée par les circonstances extérieures; c'est la dissociation.
Le milieu lui-même, la matière unique, ne peut-il pas servir à la propagation de toutes les actions physiques?
20. Dans ses traits généraux, Phypothèse est assez séduisante pour mériter un examen approfondi, autant du moins que Pétat actuel de la théorie des tourbillons peut le permettre.
Les difficultés ne manquent pas, et il importe de les signaler avec impartialité : ce sont autant de points délicats de la théorie des fluides, qui méritent d'exercer la
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sagacité des anahstcs. La première esl rclalivc à la notion de masse d'un petit volume du milieu contenant un a^sez grand nomlire d*atomes-tourbillons pour que ses propriétés dépendent seulement de Tétat mo^-en. Deux définitions expérimenlaies différentes de la masse ont cours dans la Science et sont traitées comme rigoureusement é(|uivalentes : une définition mécanique, une astronomique (*). I^ masse mécanique d*un groupe d'atomes est évidemment définie par la nature même de Tlnpotliése^ mais il n'en est pas de même de la masse astronomique. Avec les seuls atonies-tourbillons, dans un milieu liquide, les premiers termes de faction mutuelle apparente sont en raison inverse de la quatrième puissance de la distance et dép<Mident en outre de tout ce tpii définit les deux anneaux et leur orientation relative. Pour rrndre compte de rattraclion newtonienne. Sir W. Tliomson (1873) a rappelé riivpotlièse de Lesiige (1782-1818) qui semble faite pour les atomes-tourbillons. I^esaf^e se représnite les particules matérielles non comme des solides pleins, mais c(»mine de fines charpentes creuses. L'espace est supposé rempli de projectiles, extraordinairemeiit petits par rapport aux atomes matériels, marchant en tous sens avec des vitesses protiigieuses; parmi tous ceux qui passent dans le domaine de ratome, un nombre excessivement petit le rencontrent; ceux-là sont déviés de leur route, avec une petite diminution de leur quantité de mouvement. L'ensemble des corpuscules qui se dirigent vers l'atome possède une quantité de mouvement plus grande que ceux qui en émanent. Un autre att)me exposé à leurs chocs sera donc poussé vers le premier par une force inversement proportionnelle au carré de la distance; (|uant à la loi des masses, elle dérivera des h\potlièses faites sur la loi de perte de mouvement par le choc. Si la diminution relative de la quantité de mouxement des corpuscules par un atome est suffisamment petite, l'atlrariion sera proportionnelle aux masses, même pour des corps aussi gros (|ue les astres. Imaginons maintenant que ces corpuscules soient <le petits \olumes très allongés, animés de mouvement tourbillonnaire, tM que, dans leur rencontre a\ec les atomes infiniment plus grands, la perle de
<•) On « ilf*. |H»ur prfu*»* «Ir rnli»nlil«* «1»'% «l«*ii\ lirliftitioiiH, r»*\jMTn*nro de <*4lil<*t* *ur \r% |»rii- «liilr^ «iiii|>lt*« tif ilnfr^M'^ iiiali«*ri**, IVxjHTirn» f «Ir NrwtiHi »»iir U rlnilc* ij»»'» cori»-» lUn* \r %Mlr. Il r%l in(li«prn««ilil(* <r\ ajouter (niur 1<*« mrp^ Kii'**ut Ir^salitt* ilt* la \al<'iir c&|Mrifiirfit<Élt* ilr la «ilr^v* du ««>o «Jaii% l'air rt <lr la «al«*iir < ali'ulrf au uio\t*ii i\v U loi <l«* <*oiiiprt'<»<kil>ililr du icai \ r«*lati«»n cotre \r %(>|ufiir rt la |irr««ion iiir^uri f rn |MMd% |>ar unit** d** ««urfari* i rt du |mihU ^ixTilitiue rm|dové dan« !•*« e«|uatioii% du iiiomniinit <oiitiii«* «M|iii\atfnt au |»r<H|uit dt* la den«itt' mecanit^ue |>ar une roa- «laole Keod**%i<|ur, l'intm^kitr dt* la |»r%ant«*ur. iiidr|trtidaiitr dr* la iiiatirre étudiée. 1^ ntnwr^atma «li* la in4««e (lilfitnoffitt/ur dan«k t«iulr% U'% tran^tforuiation^ ronnurn d«* la tiiatirre r%l d«*tii(»otrée |»«r !«*« inoonihrald«*« nir%ur(*% faites ji\rc la l»alafH«*: jr nr riirinai«> |»a«» uur (*\|M*ri«*nr«* titrrrie etaldu- «anl a%tr qurttfu^ rit;urur la ('•»riwr\atioii tir la nia<«*«* ntminn/ur, d'un kiloieraniiiie d'eau |t4r r%«>iii|de, pa««»anl a l'clat dr \a|H'iir. 1^ drmon%trati«>n indir«'« tr rr|H»M* sur le |*rin<'i|»e de l'idenlilc 4|r« dru% dcrinition* dr la ma««e rexardr ri>mnir rlahli |>ar lr% lr«>i<» r\|i'Tirii(-e« titre» t>lu% Haut et |»jr la«(4>rd dr% ri>n%ri|iiriirr« ilii |irin« 1|m* rf*rr rt-\|M>rirH4 r.
quantité de mouvement (n^ 11) ait toujours lieu aux dépens du corpuscule : Thypothèse de Lesage s^appliquera intégralement à la théorie tourbillonnaire.
La propagation de la lumière dans ce milieu incompressible semble d^une explication assez difficile. Pourtant, en 1878, M. Forbes a proposé d'en charger les corpuscules de Lesage, mis en vibration par les atomes-tourbillons qu'ils rencontrent; si cette hypothèse se prête facilement à l'explication des phénomènes d'absorption, d'interférences, de polarisation, elle semble plus difficile à adapter à la réflexion et à la réfraction. La vitesse de transport de l'énergie lumineuse, égale à la vitesse de translation des corpuscules, devient sensiblement indépendante du milieu, à cause de l'uniformité de l'attraction universelle, et n'a d'ailleurs aucun lien nécessaire avec le quotient de la longueur d'onde par la durée de vibration, car la vibration doit se mouvoir constamment le long du corpuscule.
D'autre part, J.-C. Maxwell a publié {Ph, Mag,, 1861-1862) une explication rigoureuse et complète des phénomènes électriques et magnétiques au moyen d'un milieu liquide animé de mouvements rotatoires convenables et de petits corps plongés dans ce liquide. L'hypothèse est loin d'être simple : elle semble assez difficile à relier à celle des atomes-tourbillons; mais elle fournit les lois numériques des phénomènes électriques et magnétiques et, par conséquent, celle des principaux phénomènes lumineux. On peut donc espérer, même avec un fluide incompressible unique, rendre compte un jour de toutes les actions physiques.
Quant à moi, j'aimerais mieux renoncera l'hypothèse d'un liquide et chercher, parmi les milieux fluides et compressibles à actions élastiques langentielles (n" 7) dans lesquels un anneau-tourbillon conserve son intensité totale, s'il n'en est pas qui, sans aucun corpuscule de Lesage, puisse rendre compte et de l'attraction newtonienne et des phénomènes physiques.
C'est dans le but de se passer des corpuscules de Lesage que iVL Hicks a entrepris l'étude des tourbillons creux. Le vide annulaire peut subir des variations de volume périodiques, des pulsations, et il en résulte dansie potentiel des vitesses a l'extérieur un terme en raison inverse de r, c'est-à-dire des actions apparentes en raison inverse de /•-. Bien entendu, nous supposons ici que la pression est uniforme à très grande distance, mais que le liquide n'y a pas une vitesse rigoureusement nulle, puisque le volume vide n'est pas invariable. Toutefois ce volume ne saurait varier toujours dans le même sens; il varie périodiquement; les actions apparentes en raison inverse de r- qui en résultent sont alternativement positives et négatives. L'étude analogue faite sur des sphères puisantes de même période montre qu'il reste une action moyenne attractive ou répulsive suivant que la diflé-
rence de phase est comprise entre o et -, ou entre - et tt. (Il est remarquable que
deux sphères puisantes peuvent en attirer une troisième et néanmoins se repousser
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l'iinr raiilrr.) Pour rcn<lrc coniplr «le la f^raxitalion iini\rrs<'lle il faul alors siipi>o<er que tous les atomes-tourbillons errux ont même période vi que toutes leurs phases sont comprises dans un «piadrant. Par quel mécanisme? Il me semble qu*on peut le trouver dans les actions mutuelles elles-mêmes; deux anneaux voisins n*agissent pas Tun sur Taulre aussi simplement (|ue les sphères puisantes; les dimensions de Pouverturc ne sont pas invariables, et la période de pulsation en dépend, l/action newttuiienne est accompagnée de petites variations de Pouverture et par suite de la période; la phase change donc progressivement; il s*aginiil (Pexaminer si ces actions mutuelles ne tendent pas à amener comme élal définitif stable Tuniformité de la phase.
âl. Autre difliculté dans Tlnpothése tourbillonnaire : pourquoi n^y a-t-il qu\in nombre re^^lreint de matières distinctes, avant des poids atomiques nettement dérini>? ^ a-t-il des conditions de stabilité de forme qui dépendent de la masse de ratome?Cela ne semble guère probable si Pon n\ ajoute quelque autre restriction, par e\«'mple celle qu'indique J.-J. Thomson (Mntion o/ voriex ringSf p. ii8; i88ii) : rintensité doit être la même pour tous les corps simples, afin qu'ils puissent former des combinaisons chimiques permanentes. Lorsque deux anneaux à axe circulaire s*accompagnent, tous deux oscillent autour d'une même circonférence movenne, de ravon a, en se maintenant à une distance minimum d Pun de Pautre. L*itienlitédes \itesses de translation fournit, entre ces quantités, les intensités I et V et les v<dumesrn, ro', une relation
lop{ar«f/«a) = - ._,» — n»n5l.,
qui détermine la distance d en fonction de la circonférence, sauf dan3 le cas où I et P sont égales, ainsi que m et isr'. C'est dans ce dernier cas seulement quer/et^f peuvent varier arbitrairement, et que les actions même violentes ne séparent |)as les deux anneaux. Par extension pour un nombre quelconque d'atomes, J.-J. Thomson admet que la stabilité exige que l'intensité soit la même pour chacun d'eux ( * ). Mais, si les intensités sont égales, les volumes le sont aussi, et les atomes à axe cin*ulaire, en quoi difTèrent-ils désormais ? Peut-être peut-on le découvrir dans une certaine torsion de Panneau, qui donne a celui-ci la ft>rme d'une sorte
(*) OUr ronriution mr «rmhlf r&rr««i«r. Ijr^ d*'u\ ûnnr^ux «M>nt ^i prv* l'un dr r^alir qoc \e* a^'tioo^ rttrrirui^« qu'iU «uhitvnt iM*nt r%i<irmiiirnt p«*u «lifTirriitr^. cl. apn'ti unr pfTHMlr «1^ trt»ubk, lit «uroot pri« |»ar \r% «rtion« r%tcrirui^« ri IruM rrrfrtion% niuturllr^ \c% tiiiiirn«ion« Ii«^r4 p«rLri»n- »t«fimia pr«Mluit <i</*. arrr«%«iirr4 p4»uri|u'iU rontinurnt à (-hrmifirrrn%rinl>lr. ^urtnut %t l'on mn4n|or qur <1an« la «itr««^ dr rharun d'eux \r \rrme i|ui provient tic d n>9t qu'une prtitc frarlion dr la ¥it<*«wp totale
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d'hélice à tfn ou plusieurs tours, enroulée sur un tore, cl le rend analogue plutôt à un solénoïdc éicctfique fermé qu'à un courant circulaire.
Sir W. Thomson a démontré (1880) que ces formes {Jig- 10) sont permanentes, pourvu que l'anneau ait un mouvement de Iranslation holicoïdc; mais sont-elles stables même pour les déformations qui les rapprochent de la forme circulaire? C'est une question que les travaux de J,-J. Thomson laissent pendante, et que je serais tenté de résoudre par l'affirmative. Dans l'anneau ramené à la forme d'un tore circulaire, la rotation peut être oblique à la section méridienne, comme l'a remarqué
Fig. 10.
on^
M. Bolzmann (1873); c'est seulement pour le cas où la rotation est normale à la section méridienne que J.-J. Thomson a établi la stabilité de la forme circulaire; pour la rotation oblique, il est probable que la stabilité est reportée à une lorme qui révèle au dehors la direction de In rotation en chaque point. Dès lors la condition pour que deux anneaux s'accompagnent devient plus compliquée ; il y entre, outre les intensités, les volumes et les dimensions, deux constantes de plus, les nombres de spires. Si l'identité des intensités est encore nécessaire, la conséquence doit être qu'il existe une certaine relation entre les volumes et les nombres de spires. Les équivalents des différents corps seraient des fonctions de nombres entiers, fonctions dilTérentcs suivant le nombre des nœuds, susceptibles d'un classement périodique en séries grossièrement parallèles, comme celui de Mendclcjet', si toutefois les volumes des termes successifs de la série étaient assez dilTércnls pour correspondre aux équivalents.
22. Quoi qu'ilen soit, admettons avec J.-J. Thomson que l'iotensité est la même pour tous les corps, et que la seule disposition stable est celle où les sections des anneaux par un plan méridien occupent les sommets d'un polygone régulier {»" 10). Il n'y a pas d'atomes noués présentant plus de six branches parallèles (7'^'. 1 1 ). L'n atome à n branches parallèles ne peut pas s'unir à moins de n atomes simples formant un groupe uni<[uc. Les composés successifs cuin]ircnncnl un, deux, trois, quatre ou cinq groupes de n atomes simples (ou l'équivalont), mais pas davan-
V-1 H- nniu.ni-i
laj;!' ('), Si If f(im[iost- c-;! plii4 cDmiilcxo, sa molécule c-sl la rt'unîoii <li* inoin» <li- M-|it Krnii|M-s Ions i'i[iiiv.ili>iirs. On mit en ([nui crdr nolion liiflTrrr ili- l.i iioliim
iinlrnain- «l'i licili- ; <-IK> fi\r IV-rlK-lli- siiiianl laipu-ltc un alnmr utiilli|>U- |>i.-ul >r
1 iinil'iniT avcr <!<■« iilomcs ••iin|>)i-s. <■! unt- cii|>nrili- <lt; sutiiralion |)<iiir lu fiirinalion .l'iMi.- ni.>l.-.-til.- MHipU-. M;ii^ U cHiilMii^ÙMni avi-c moins .le six ^roujH-s ne hisse pas lie \i(le à eomliler d.iits Id nmlécnle; une ntoléenle sainréo |>eul entrer inul aussi liien qu'une autre eunimc );roii|ie !>im|>le dans une nniléeule plus ciini|>le\e:
il n'e-l (iiiinl néLVssiiire (jii'un "IfS almnes île <'liai|iie Krotipe ail une ntomicilt- • li-j)iiiiil>le (iiuir que les ileuv f;ri)U(ies pui'-senl fnrmer un eiknijiosé stable, tlelli- niilion. qui jiiue un si ^raritl n'ili- ilan- les re|irésenlalii>ns (^ra|)hi(|ne3 ■II- l.i i-i>n-<titiili<)n niuléeul.tire îles t'orps par l'Keole atonùste, ne Irnnve liutjiuirs pj» il.- n-présentatiiin nn'-i.Uiiipie arre|it.il>Io.
ï(. Tfii'orif titii'lii/if i/i-i i'-i;, — Ni.us axons \u qu'en présence d'un plan tmir-fini nn diineau n'êpron\e ]i.is île réllekiiiii ; il -iramlit indéliniinenl. il n'en e->l p.i* de même dans un %'a«e fermé. I>rfns un eUindre û l)a>es planes jtar e\eni|ile. un anne.iu [H-rpenifieulaire .'> l'ave >'appr»i'lie il'une des Iwso- en s'élar[;i--iint ; son diamètre deweni presque .--al .. . .-lui du eJindre. Dés li.rs les parois blêrale. .iJMUlenl leur aelion relard.ilriee à ei-llc ilii l'iuiil: l'anneau s'arrèle. prandil eniore .1 r.innni,- |,- lonc des pan>i< à peu pré< eomntc un tourhillnn re.tili^'ne le l-nj:
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d'un plan; en approchant de la seconde base, il se rétrécit, se ralentit et repart suivant l'axe. Si le volume est occupé par un grand nombre de tourbillons, lo mouvement de chacun d'eux est de même approximativement limité par les tourbillons voisins. Chaque tourbillon qui vient se réfléchir sur la paroi exerce sur celle-ci une impulsion totale, égale à la variation d'une quantité analogue à une quantité de mouvement : le produit 2pTSV, où S désigne Faire plane maximum limitée par Taxe fermé du tourbillon et V sa vitesse de translation. Par leur grand nombre les chocs des anneaux produisent une pression uniforme et constante dont l'expression, analogue à celle de la théorie cinétique ordinaire, est|S2pISV (Sir W. Thomson, Nature, XXIV). Ce raisonnement n'a pas d'ailleurs la même portée que dans la théorie cinétique ordinaire, puisque la notion de pression se trouve au début de noire hypothèse. D'après J.-J. Thomson (i883), le produit de celte pression par le volume du vase est égal à un tiers de l'énergie cinétique T, diminué d'une quantité positive ^offqlKdS^ p est la densité du fluide, matière unique de Tunivers, R la distance de Torigine des coordonnées au plan langent à la surface du vase le long de l'élément rfS, ql la moyenne des carrés de la vitesse du fluide au même point. On obtient donc la loi de Mariotte- Gay-Lussac, avec un terme soustractif probablement petit, si la vitesse est petite sur la surface. Ce terme témoigne en faveur de la théorie actuelle; la théorie cinétique simple ne pouvait expliquer aucun écart de la loi de Mariotte; corrigée par Maxwell, pour la viscosité, par l'addition d'une répulsion en raison inverse de la cinquième puissance de la distance, elle donnait un terme additif, contraire aux résultats de Regnault (*).
24. J'ajouterai que le terme complémentaire peut être mis sous une forme très simple. D'après la nature même de la question, ql est sensiblement uniforme et constant sur la surface, et ^ ff K dS n'est autre chose que le volume total. On arrive donc à
p^ = i'^ — i?qlv,
où Test proportionnel à la température absolue. L'intérêt d'une théorie complète serait dans la détermination de la valeur moyenne ql sur la surface en fonction ch» la valeur moyenne q- relative au volume entier, c'est-à-dire de l'énergie cinétique totale T, et du volume s|)écifique ç. Le rapport de ql à q^ est probablement d'autant plus petit que ^ est plus grand et les atomes-tourbillons plus éloignés les uns des autres, et lend vers zéro quand le volume croît indéfiniment; on pourrait alors développer ip^jj^' en série suivant les puissances négatives de i', avec T en
(') Lire aussi un iMémoire récent de J.-J. Thomson: The vortex-ring theory of gazes : On flir law of the distribution of encrgy among the molécules {Proc. li. S. London, \\I\; i885).
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r.irlftir, Irs rorfdricnN de la s«'rio ik* (Irpendanl plus que <lc T. 1^ loi de corn- |irr<(«»il»ililé serait analo^iir à la roriiiiih* ein|>irif|iit' conniir adoptf*«* par rjaii>iuH «I In fois pour li*s \^;àtf les vapeur** ci nii^uir Ir^ liipiides.
/hjfusn*/!. tisrnsiir. (^nniliirlUtiiilr ihrrnti(/ar. — l ne dilli/reiire considi— ral>li» aM*r la tlirorie cinrti<pir onlinairo, c*r^l que, au iu«uns pour un \:m. à atomes Hiuipli*!^, raccroinsmieut <r«*uf*r}:i«* t*inc*ti(pie, «le tempérai ui«*, rorre>pf»nd «i une tfiminittntn dans la vi(e!»s<* de (ran^latitui de Talouie. l/iullueiice de la température «iur les loin «le la dillusion, de l.i \iM*osit«*, de la comluetihilitt* (li<'riui<|U(*, >era dilTêrente de eelle «pi'iuditpie l.i tliénrie eiiiêliipie ordinaire; or i>u <«iiit qui* cette théorie e>t prét^Hémeut eu désareord a\ee Texpérieiure sur ce point. LVtal de la tliéfirie tourl»illt»nnairt* ne permet pa*» enctire «le 4lé«'ider ^^i elle trouxe là une n«>uvell<' c(Ui(irmaliiui.
^•^>. Telle e>t dan*« son dé\el«>ppemeut actuel Thxpdtlit'se dr* attunc^-tourhillons; jVspère (pr<in ne >e méprt^iulra pa** *«ur le ««eutiment ipii m'a fait r«*\pi>ser lt»n^uem(*nt et «piehpietois indiquer \r> ri>ut(**« di\er*««"^ «pli >enild«'nt nc «léta«*li«*r «lu « lieuiiii priiK ipal. «'t «pii sont peut-être préréraldes. Il est t<»ujours facile <lt* n*nilre \rai>finl>lahl«- dans >e<» traits j^t'néraux uiK* lixpotlièse quelt*nn«pi(* : mais ee n*e««t là «prtin e\er«'i« e d*iina;;iuati4Ui sans utilité scientilitpit*. Il faut >errer de prè;» les «'«insi'ipienco. att<'inilre les lois numéri<pies, les nouparer à Texpi-riemM'. (*e tra\aiL ilùt-il anéantir rii\potliès(>, ut* saurait étrt* iimtilt* ; il (*nrii-|iit r<*sprit de \ ues nouxelles sur t«)ut un ordre de «piestions. le rend indépeinlant «les tra«liti«ins ré- ::nante>. lui fait entrexoir la pos^iliiljié «le relations dune «certaine natun*, «lélerminée, entre des plién«>iuènes ref:ard<'> «Minime disiinets, <mi au contraire dune indépeinlaiict* «oiiiplète entre «les «piaiitités re^Mrt|ée> coiiiiiit* identi<pies ; et e<da *i\cv toute la prt''«'isii)n «|u*uni' imiu«' inatéri(*lle peut d«>unfr à uii«> coii«'«*ptii»ii de r<'sprit. Viitaiit «le (pie««ti«nis u<iu\elles qui n'étaient même pas posées jusque-là. «■t «l«)nt il faut d«'*sorinais «l«*mander la n*p«uisf à l'expérience, l n»- li>p«>tliése ir«'si «piun mo\en «le lorc«'r la pensée a lemmcer à sr<. |]al»itud<'*^ ; pour être utile, il faut (pTelle si»it ori;:iiiale et «^usccptdile «le preeisHui. Je pciist* «luoii ne saurait refu>er à l'Inpotlièsr d(*s al(»mes-tourl>ill(»n< ni runc ni l'autre de ces qualités.
.^r».^.- yS.
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